ODDIY DIFFERENSIAL

TENGLAMALARDAN
MISOL VA MASALALAR TO:PLAMI




O‘ZBEKISTON RESPUBLIKASI OLIY VA
O‘RTA MAXSUS TA’LIM VAZIRLIGI

Y.P. Oppogov, N, Turgunov, I.A. Gafarov

ODDI1Y DIFFERENSIAL
TENGLAMALARDAN MISOL VA
MASALALAR TO‘PLAMI

Oliy texnika o‘quv yurtlari talabalari uchun
o‘quv gollanma

«Voris-nashriyot»
Toshkent — 2009



22.193
Q63

Taqrizchilar: V.R. Xojiboyev — fiztka-matematika fanlari
doktori,
0Q.8. Zikirov — O‘zMU dotsenti,
E.K. Qayumov — ToshDTU dotsenti.

Mas’ul muharrir: 0. Mo‘minov

Fizika-matematika fanlan doktori, professor S. Abdinazarov
tahriri ostida

Qo‘llanmada oddiy differensial tenglamalar bo‘yicha gisqacha nazariy
ma’'lumetlar va tipik masalalarming yechimlari keltirilgan. Bundan
tashqari, mustaqil yechish uchun ham masalalar berilgan. Qo‘llanma
Oliy texnika o‘quv yurtlari uchun oddiy differensial tenglamalar bo‘limi
bo‘yicha dastumi to‘la qamrab olgan.

ISBN 978-9943-375-04-8 © «Voris-nashriyot MChJ, 2009,



SO‘ZBOSHI

O*zbek tiliga davlat tili magomi berilishi munosabati bilan oliy
o'quv vurtlarida o‘zbek tilidagi o‘quv adabiyotlarining yetishmov-
chiligi sezilib qoldi. Shu munosabat bilan darslik va o‘quv qo‘llan-
malar yaratishga ehtiyoj paydo bo‘ldi.

«Ta’lim to‘g‘risida»gi Qonunning va yangi davlat ta'lim standart-
larining gabul gilinishi darslik va o‘quv qo‘llanmalarga vangi talab-
larni Vbuudga keltirdi.

Ushbu o‘quv go‘llanma oddiy differensial tenglamalar mavzulari
bo‘yicha amaliy mashg‘ulot darslari uchun mo‘ljailangan. Kitob uch
bo‘limdan iborat bo‘lib, .A. Gafarov tomonidan Kitobning Kirish
gismi va birinchi tartibli differensial tenglamalarga bag‘ishlangan
birinchi bo‘limi yozilgan. Ikkinchi bo‘lim Y.P. Oppogov tomonidan
yozilgan bo‘lib, yuqori tartibli tenglamalarni o‘z ichiga oladi.
N.Turgunov tomonidan yozilgan uchinchi bo‘limda differensial teng-
lamalarning boshqa asosiy tushunchalari bayon etilgan.

Har bir mavzuda gisqa nazariy ma’lumotlar va foydalaniladigan
asosiy formulalar hamda namuna uchun tipik misol va masalalar
yechimlari bilan ko‘rsatilgan. Mustaqil yechish uchun tavsiya qilin-
gan misollarning javoblari keltirilgan.

Kitobdagi masalalar, asosan, o‘zbek va rus tilidagi maVJud ada-
biyotlardan olingan, ayrim masalalar mualliflar tomonidan tuzilgan.

Texnika oliy o‘quv yurtlarida oliy matematikaning «QOperatsion
hisob elementlari» hamda «Matematik-fizika tenglamalari» bo‘lim-
lariga ajratiladigan soatlarning kamligini e’tiborga olib, I1I bobga
yuqoridagi ikki bo‘limni ham kiritishnii lozim deb topildi.

O‘quv go‘llanmadan universitetlar nomatematik mutaxassisligi
hamda texnika oliy o‘quv yurtlari talabalari foydalanishiari mumkin.

Mualliflar qo‘lyozmani digqat bilan ko‘rib chigib, uni yaxshilash
yuzasidan fikr-mulohaza bildirgan Namangan Muhandislik-peda-
gogika instituti va ushbu institut «Oliy matematika» kafedrasining
a’zolariga minnatdorchilik bildiradilar.

Kitob to'g‘risida bildirilgan fikrlarni mualliflar mamnuniyat bilan
qabul qiladilar.
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KIRISH

1- §. Differensial tenglamalar hagida umumiy tushunchalar

1- ta’rif. Differensial tenglama deb, erkli o‘zgaruvchi x, noma’-
lum y=f(x) funksiva va uning y',y", ..., ¥ hosilalari orasidagi
bog‘lanishni ifodalaydigan tenglamaga aytiiadi. Differensial tengla-
ma umumiy holda quyidagicha yoziladi:

F(x’y’thy"’ '"!y(n)) = 0
yoki

dy d% d"y
F X, V0> P T =0
( Yomad T

Agar izlanayotgan funksiva y=f(x) bitta erkli o‘zgaruvchining
funksivasi bo‘lsa, u holda differensial tenglama oddiy differensial
tenglama deyiladi.

Umuman, noma’lum funksiva ko‘p argumentli bo‘lgan hollar
ham tez-tez uchraydi. Bunday holda differensial tenglama xususiy
hosilali differensial tenglama deb ataladi. Biz fagat oddiy differensial
tenglamalar bilan shug‘ullanamiz.

2-ta’rif. Differensial tenglamaning tartibi deb, tenglamada qat-
nashgan hosilaning eng yuqori tartibiga aytiladi.

Masalan, (")® + 2y’ +x” =0 tenglama birinchi tartibli differ-
ensial tenglamadir.

Mana bu (¥")* +ay’ + by + cos x = 0 tenglama esa ikkinchi tar-
tibli differensial tenglama,

3-ta’rif. Differensial tenglamaning yechimi yoki integrali deb,
differensial tenglamaga go‘yganda uni ayniyatga aylantiradigan har
ganday y=f (x) funksiyaga aytiladi.

Masalan, ushbu tenglama berilgan bo‘lsin:



y=sinx, y=2cosx, y=3sinx-cosx funksiyalar, umuman,

y=Cysinx,y =C,cosx yoki y=Csinx + C,cosx ko‘rinishdagi
funksiyalar C, va C, o‘zgarmas miqdorlarning har qanday giymatlar-
ida ham berilgan differensial tenglamaning yechimi bo‘ladi. Buning
to‘g‘riligiga ko‘rsatilgan funksiyalarni berilgan tenglamaga qo‘yib
ko‘rib, ishonish mumkin.

2- §. Differensial tenglamaga olib keladigan
ba’zi bir masalalar

1- masala. Massasi m bo‘lgan jism v(0) = v, boshlang‘ich tezlik
bilan biror balandlikdan tashlab yuborilgan. Jism tezligining 0°z-
garish qonunini toping.

Nyutonning ikkinchi gonuniga ko‘ra; m%;i =F  buyerda F—

jismga ta’sir etayotgan kuchlarning yig‘indisi. Jismga faqat ikkita
kuch ta’sir etishi mumkin, deb hisoblaylik: havoning qarshilik kuchi

F, = —kv, k > 0, yerning tortish kuchi F, = mg . U holda ushbu

dv
mE..mg—kv (k>0)

differensial tenglamaga kelamiz. Bu differensial tenglamaning
v(0) = v, shartni ganoatiantiruvchi yechimi

k
-t
v(t) =(vo -%‘g-')-e m +%
ekanligini bevosita o‘rniga qo‘yish bilan tekshirish giyin emas,

2- masala. Hayvonlarning biror turi o‘zgarmas muhitda alohida
yashasin deylik. Urchish va o‘lishning davriyligini hisobga cimay,
ko‘rilayotgan tur individuumlari sonining o‘zgarish gonunini toping.

Masalaning shartiga ko‘ra vaqtning berilgan Kichik intervalida
urchish va oflishlar soni berilgan individuumlar soniga proporsional
bo‘ladi. # individuumiar sonining o‘sishi ko‘rilayotgan intervalda N,
soniga proporsional bo‘lib, bu o'sish interval uzunligiga ham pro-
porsional bo‘ladi. Shunday gqilib, N(s) funksiyani uzluksiz va vzluk-
siz differensialanuvchi deb garasak, ushbu

5



d"‘;:” —e N, N@)=N, >0

differensial tenglamaga ega bo‘lamiz, bu yerda ¢ — proporsionallik
koeffitsiyenti («o°sish» koeffitsiyenti). Urchish qonuni differensial

tenglama bilan berilgan funksiyaning ko‘rinishi N (1) = N, - &2’
ekaniga ishonch hosil gilish giyin emas. Bundan kelib chiqadiki,
vaqt arifmetik progressiya bo‘yicha o‘zgarsa, individuumlar soni ge-
ometrik progressiya bo‘yicha o‘zgaradi. Agar ¢ > 0 bo‘lsa, N(#)
o‘sadi; agar € < 0 bo'lsa, N(?) kamayadi. € = 0 bo‘lganda N¢t)
o‘zgarmas bo‘lib, urchish o‘lishni to‘la qoplaydi.
3- masala. Massasi m bo‘lgan moddiy nuqta to‘g’ri chizigli hara-
kat qilmogda. Uning harakat gqonunini toping.
Har bir momentda G nuqtadan koordi-

g x l G nata boshigacha bo‘lgan masofa x bo‘lsa,
0 m > nuqta tezligi x (x = %) bo‘ladi.

Moddiy nuqtaga ikki tashqgi kuch: ishqalanish kuchi —4x, 5> 0
va taranglik kuchi —kx, k& > 0 ta’sir etadi deylik.

Nyutonning ikkinchi qonuniga asosan G nuqtaning harakat
gonuni

mx = —bx — kx
bo‘ladi. Bu ikkinchi tartibli differensial tenglamadir. Agar moddiy

nugta dvigatel bilan ta’minlangan bo‘lib, dvigatelning G nuqtaga
ta’sir kuchi Fbo‘lsa, u holda G ning harakat qonuni

mi=-bx~kx+ F

bo‘ladi. Ko‘pincha F miqdor |F| < F, = const munosabatga bo‘y-
sunadi.



I BOB

BIRINCHI TARTIBLI DIFFERENSIAL'
TENGLAMALAR

1- §. Birinchi tartibli differensial tenglamalarga doir umumiy
tushunchalar

Birinchi tartibli differensial tenglama

F(x,y,y)=0 (1.1)
ko‘rinishda bo‘ladi. Agar bu tenglamani y * ga nisbatan yechish mum-
kin bo‘lsa, uni

y =5 (1.2)
ko‘rinishda yozish mumkin.

Bu holda differensial tenglama hosilaga nisbatan yechilgan deyi-
ladi. Bunday tenglama uchun quyidagi teorema o‘rinli bo‘lib, bu
teorema differensial tenglama yechimining mavjudligi va yagonaligi
hagidagi teorema deyiladi.

Teorema. Agar y' = f(x,y) tenglamada f(x, y) funksiya va un-

dan y bo‘yicha olingan % xususiy hosila xOy tekislikdagi (x,, y,)

nuqtani o‘z ichiga oluvchi biror sohada uzluksiz funksiyalar bo‘lsa,
u holda berilgan tenglamaning x=x, bo‘lganda y=y, shartni gancat-
lantiruvchi birgina y=¢(x} yechimi mavjuddir.

Bu teorema geometrik nuqtayi nazardan grafigi (x,, y,) nuq-
tadan o‘tuvchi birgina y=¢(x) funksiyaning mavjudligini ifodalaydi.
Teoremadan (1.2) tenglama cheksiz ko*p turli yechimlarga ega ekan-
ligi kelib chigadi.

x=x,bo‘lganda y funksiya berilgan y, songa teng bo‘lishi kerak,
degan shart boshlang ‘ich shart deyiladi. Bu shart ko‘pincha

y x=xg Yo (1‘3)
ko‘rinishda yoziladi.



I- ta’rif. Birinchi tartibli differensial tenglamaning umumiy
yechimi deb bitta ixtiyoriy C o‘zgarmas migdorga bog‘liq bo‘lgan
hamda quyidagi shartlarni ganoatlantiruvchi y = ¢(x,C) funksiyaga
aytiladi:

a) bu funksiva differensial tenglamani C o‘zgarmas miqdorning
har ganday aniq giymatida ganoatlantiradi;

b) x=x, bo‘lganda y=y,, ya'ni y|,.., =¥, boshlang‘ich shart
har ganday bo‘lganda ham C migdorning shunday C=C, giymatini
topish mumkinki, bunda y = ¢(x,C;) funksiya berilgan boshlan-
g'ich shartni ganoatlantiradi. Ushbu holda x, va y, giymatlar x va y
o‘zgaruvchilarning o‘zgarish sohasining yechim mavjudligi va yago-
naligi haqgidagi teoremaning shartlari bajariladigan gismiga tegishli,
deb faraz etiladi.

Biz differensial tenglamaning umumiy yechimini izlashda ko'-
pincha y ga nisbatan yechilmagan

D(x,y,C) =0

ko‘rinishdagi munosabatga kelib qolamiz. Bu munosabatni y ga nis-
batan yechsak, umumiy yechimni hosil gqilamiz. Ammo ¥ ni
®(x,y,C) =0 munosabatdan foydalanib elementar funksiyalar bi-
lan ifoda etish hamma vaqt ham mumkin bo‘lavermaydi. Bunday
hollarda umumiy yechim oshkormas ko‘rinishda qoldiriladi.

Umumiy yechimni oshkormas holda ifodalovchi ®(x,y,C) =0
ko‘rinishdagi tenglik differensial tenglamaning umumiy integrali deyiladi.

Misol. Birinchi tartibli

tenglama uchun y =-§- funksivalar oilasi umumiy yechim bo‘ladi:

buning to‘g‘riligini ¥ funksiyani tenglamaga qo‘yib tekshirish mumkin.
2- §. O‘zgaruvchilari ajralgan va ajraladigan tenglamalar

Ushbu M(x)dx+ N(y)dy=0 ko‘rinishdagi tenglamaga o ‘Zgaruvchi-
lari ajralgan differensial tenglama deyiladi. Uning o°ziga xos tomo-
ni shundaki, dx oldida fagat x ga bog‘lig ko‘paytuvchi, dy oldida
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csa fagat y ga bog‘liq ko‘paytuvchi turadi. Bu tenglamaning vechi-
mi uni hadma-had integrallash yo'li bilan aniglanadi:

_[ M(x)dx + f Nyydy = C.

Differensial tenglamaning oshkormas holda ifodalangan yechimi
bu fenglamaning integrali deyiladi. Integrallash doimiysi C mi yechim
uchun qulay ko‘rinishda tanlash mumkin.

1- misol. tgxdx — ctgydy = 0 tenglamaning umumiy yechimini
toping.

Yechish. Buyerda o‘zgaruvchilan ajralgan tenglamaga egamiz.
Uni hadma-had integrallaymiz:

[texdx — [ctgydy = C yoki —Inlcosd — Insiny = —InC.
Bu yerda integrallash doimiysi C ni ~InC, ya'ni C= —InC orqali

belgilash qulaydir, bundan Insin y - cosx =1nC yoki siny - cosx =C
umumiy integralni topamiz.
Ta'rif.
y' =[G40 (1.4)

ko‘rinishdagi tenglamalar o Zgaruvchilari ajraladigan differensial teng-
lamalar deb ataladi, bu yerda f,(x) va f,(y) — uzluksiz funksiyalar.

(1.4) tenglamani yechish uchun unda o‘zgaruvchilarni ajratish
kerak. Buning uchun (1.4) da y’ ning o‘miga dy/dx ni yozib, teng-
lamaning ikki tomonini £,(y) # 0 ga bo‘lamiz va dx ga ko‘paytiramiz.
U holda (1.4) tenglama

g (y) = fi(x)dx (L.5)

ko‘rinishga keladi. Bu tenglamada x o‘zgaruvchi faqat o‘ng tomon-
da, y o‘zgaruvchisi esa chap tomonda ishtirok etyapti, ya’'ni o‘z-
garuvchilar ajratildi. (1.5) tenglikning har ikki tomonini integrallab,

Ifz( 3 Ifn(x)dx+C

ekanligini hosil qgilamiz, bu yerda C - ixtiyoriy o‘zgarmas.
2- misol. y’ = y/x tenglamani veching,
Yechis h Berilgan tenglama (1.4) ko‘rinishdagi tenglama, bu
dx
yerda f,(x) = 1/x va f,(y) = y. O‘zgaruvchilarni ajratib, ‘j’—y =—
9



tenglamani hosil gilamiz. Uni integrallab Id—y = ji;-+ mnC, C>0
¥

yoki Iny = Inx + InC va bu tenglikni potensirlab, y = Cx umumiy
yechimni topamiz.

Faraz gilaylik, y = Cx umumiy yechimdan x,=1, y,=2 boshlan-
g'ich shartlarni qanoatlantiruvchi xususiy yechim topish talab qilin-
yapti. Bu giymatlarni y = C- x ga x va y larning o‘rniga qo‘yib,
2=C"1 yoki C=2 ni topamiz. Demak, xususiy yechim y=2x ekan.

Quyidagi tenglamalarni yeching;:

. x(P — d)dx + ydy = 0.

. y'cosx = y/Iny, y(0)=1.

.y = tgx - tgy.

. (I+xDdy +ydx =0, (1) = 1.
Incosydx + xtgydy = 0.

ke =0, WD=0.

Yy =Iny, {2 = L
.y’ -+ sin(x + y) = sin{x — ).
9, xyl+yide+ yVl+x2dy =0,
10. y' = 27, y(—3) = -5.
11. y' = sh{x + )} + shi{x — »).
12. x(3® + 1}dx + y(x* + Ddy, ¥(0) = 1.

3- §. Bir jinsli va bir jinsliga keltiriladigan differensial
tenglamalar

Birinchi tartibli bir jinsli differensial tenglamalar

01 O U G e

I- ta’rif. Agar ixtiyoriy A uchun
SOx, ) = Mf(x, )

ayniyat o‘rinli bo‘lsa, f(x, y) funksiya x va y o‘zgaruvchilarga nisba-
tan n- o Tchovii bir jinsli funksiya deb ataladi.

1- misol. f(x, ¥)=x* +¥* funksiya bir o‘lchovli bir jinsli funk-
siya, chunki f(Ax, Ay) = %/(MC)3 +(y = l{/x?' +y =af(x, ).
10




2- misol. f/(x, ¥) = xy — )* funksiya 2-o‘lchovli bir jinsli funksiya,
chunki f(ax, Ay) = (Ax) - (x) — () = A(xy — ) = 2 fix, »).

2 2
3-misol. f(x,y)=2—2 funksiya 0- o‘lchovli bir jinsli funk-
siya, chunki ' *
(xP - A2y e xi-yr Lo
lx l —3 = = )\, =

R 5 L =301 (x).
2- ta’rif. Birinchi tartibli

ay _

== f(x,y) (1.6)

differensial tenglama x va y ga nisbatan bir jinsli differensial tenglama
deb ataladi (agar f(x, y) funsiya x va y ga nisbatan 0- o‘Ichovli bir
jinsli funksiya bo‘lsa). :

Bir jinsti differensial tenglamani yechish. Faraz gilaylik, (1.6) bir
jinsli differensial tenglama berilgan bo‘lsin, u holda shartga ko‘ra

SOx, ) =A% f(x,y). Bu ayniyatda A =% deb olsak, f(x, »)=

f (l,—i—) ni hosil gilamiz. Bu holda (1.6) tenglama quyidagi ko‘ri-
nishga keladi:

dy _ y
Z—f(l,;). (L7)
(1.7)da u = %, yva’'ni ¥ = u * x almashtirish bajaramiz.

U holda gxl —u+ % .x ni hosil qilamiz. Hosilaning bu ifodasini

o du . du dx
(1.7) ga qoyib, u+—-x=f(l,u) yoki Zs—r==
hosil gilamiz. Bu esa o‘zgaruvchilari ajralgan differensial tenglama-
dir. Integrallab guyidagini topamiz:

du _ [x du
I}m)_——“ = Ix +In C, If(l, P =In |CXI

tenglikni
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Integrallarni topgandan so‘ng v o‘rniga £ ni qo‘yib, berilgan
X

tenglamaning integralini ¥ = y(x, C) ko‘rinishida topamiz.

. d x . .
4- misol. -&i-) = ;f-y?- tenglamani yeching.

Yechish. Tenglamaning ¢‘ng tomonidagi funksiya 0-o‘lchovli
bir jinsli funksiya bo‘lgani uchun tenglama bir jinsli differensial

tenglama, shuning uchun %: u almashtirishni bajaramiz. U holda

y=ux, % =U+Xx- %. Bularni tenglamaga qo‘yib u+x % = ;_“?
yoki x % = lf: va o‘zgaruvchilarni ajratib, (l—*’;‘;ﬁ’f -.:%, ya’'ni
(% - ;1;) du = i?- tenglamaga kelamiz.

Integrallash natjasida —~ ~Inl = 1nlxl+1nlC] yoki - =Injxq

munosabatlarni hosil qilamiz. Oxirgi tenglikda » o‘rniga -ii ni qo‘-

2
yib, —%’T = In|Cx tenglamaning umumiy integralini topamiz, Kot-
rinib turibdiki, y ni x orqali elementar funksiyalar yordamida ifodalab
bo‘lmaydi. Biroq x ni y orgali ifodalash mumkin: x = y-2In[Cy| .

Bir jinsli tenglamalarga keltiviladigan differensial
tenglamalar

dy _ ax+by+C
@ ax+hy+€ (1.8)

ko‘rinishdagi tenglamalarni bir jinsli tenglamalarga keltirish mumkin,
Agar C, =0, C = 0 bo‘lsa, tenglama bir jinsli bo‘lishini ko‘rish
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qiyin emas.Faraz gilaylik, C va C, larning birortasi noldan farqli
bo'lsin. x = x + h, y = y, + k almashtirish bajaramiz. I holda

dy _ dv
el (1.9

X, yva % ifodalarni (1.8) tenglamalarga go‘yib

dvp _ ax by +ahvbk+C
da  ax +hy ek k+C

(L.10)

tenglamaga ega bo‘lamiz. & va & larni shunday tanlab olamizki,
ah+bk+C =10,
ah+bk+C =0

tenglamalar o‘rinli bo‘lsin, ya’ni # va & larni (1.11) tenglamalar sis-
temasining yechimi sifatida olamiz, Bu holda (1.10) tenglamadan bir

(1.11)

. “dy_|_ ax, +by, . G . . .
jinsli T ax it tenglamani hosil qilamiz. Tenglamani yechib

va x hamda y larga x, = x — A, y, = y — h formulalar yordamida
gaytib, berilgan (1.8) tenglamaning yechimini topamiz. Agar

ab
ab

bo‘lsa, ya'ni ab =a,b bo‘lganda, ma’lumki, (1.11) sistema yechim-

=0

ga ega bo‘lmaydi. Ammo, bu holda %:%:l, ya’ni a=ia,

b,=rb bo‘ladi.
Bundan kelib chigadiki, (1.8) tenglamani

dy _ (ax+byC

dx  Alax+by)+Cy
ko‘rinishga keltirish mumkin ekan. Bu holda
z=ax+ by (1.13)
almashtirish yordamida tenglama o‘zgaruvchilari ajraladigan differ-

(1.12)

ensial tenglamaga aylanadi, hagiqatdan, % =+ b% tenglikdan
13



& L&z _a (1.14)

munosabatni hosil gilamiz hamda (1.13) va (1.14) ifodalarni {1.12)

o - . g . 1 dz a_ z4C
tenglamaga qo‘yib, o‘zgaruvchilari ajraladigan 3 & F g
tenglamani hosil qilamiz.
. s . ax+by+C
Yuqorida (1.8) tenglamaga qo‘llanilgan usulni — =/ [qu+q;:+q]
tenglamaga ham qo‘llash mumkin, bu yerda f qandaydir uziuksiz
funksiya.
dy _ x+y-

. B 3
5-misol. —-= P

Yechish. Tenglamani bir jinsli tenglamaga aylantirish uchun

x=x,+h, y=y+k almashtirishni bajaramiz. U holda tenglama
Xty thtk-3 _ —t_
ey v ko‘rinishni oladi. A+k—3=0, h—k—1=0 teng-

lamalar sistemasini yechib, /=2, k=1 ekanligini topamiz. Natijada

tenglamani yeching.

d X+ -
bir jinsli A A tenglamani hosil gilamiz. A - 4 almashtirish-
@ x-p X
S _ dy du du _ l+u
ni bajarsak, u holda y,=ux, o =u+ X, o u+Xx & "
du 1+

bo‘ladi va natijada x) =
L I-

o‘zgaruvchilari ajraladigan teng-

. . l-u dx;
3 . 3 1 ai H : du i § i
lamaga ega bo‘lamiz. O‘zgaruvchilarni ajratamiz oZ 3 ni
integrallab

arctgu —%ln(l +u') =1n|x|+mlcl,
arctgy = In|Cx, (1 + a2)| yoki G+ =™ ekanligini topa-

miz. & o‘rniga "'I’ ifodani qo'yib, C,fxl "'yl = e J‘I ekanligini va
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nihoyat, x va y o‘zgaruvchilarga o'tib, Cy(x=2) +(y -1y = Palaes

natijani hosil gilamiz.
2x+y-1
4x+2y+3

Yechish. Tenglamani x=x +h, y=y +k almashtirish yordam-
ida yechib bo‘lmaydi, chunki bu holda & va k larni aniglashga yor-

6- misol. y' = tenglamani yeching, -

1
4 2 nolga teng,

Bu tenglamani 2x+y=z almashtirish yordamida o‘zgaruvchilari
ajraladigan differensial tenglamaga keltirish mumkin, hagigatan,
y ‘=7—2 bo‘lgani uchun tenglama

dam beradigan sistema determinanti

ko‘rinishga yoki

ko‘rinishga keladi. Tenglamani yechib
2 7
§z+5§lnl5z+3| =x+C
munosabatni, z o‘rniga 2x+y ni qo‘yib esa

%(2x+y)+2—-’;ln|le+Sy+9|=x+C yoki

10y -5x+7In|10x+5y+9]=C, ni,
ya’ni y ning x ga nisbatan oshkormas ko‘rinishini hosit gilamiz.

Quyidagi tenglamalari yeching:
13. (x* +2xy)dx + xpdy = 0.

N RS _x
i4. y _;+sm-;,y(l)—2.

15



i {2V e v pein (¥
15. xy sm(;)+x-ysm(x].
16, xy+y> =(2x* +x)-y'.
17. xpy' = y* +2x?,

18. y' = [ﬂ + cos(%] :

19. (x* +y*)dx - xydy =0.

20, (x+y+2)dx+Q2x+2y-Ddy =0,

21 Cx+y+Ddx +(x+2y-1dy =0.

22, 2(x+v)dy +(3x+3y Ndx =0,y(0)=2.
23, (x-2v+3)dy+(2x+y-Ddx =0,

4. (x-y+ddy+{x+y-2)dx =0,

4- §. Chiziqli differensial tenglamalar.
Bemnulli tenglamasi

1. Chizigli differensial tenglamalar.

Ta’rif. Noma’lum funksiya va uning hosilasiga nisbatan chiziqgli
bo‘lgan tenglama chizigli differensial tenglama deyiladi. Bunday
tenglama

dy -
— + Px}-y = 0(x) (1.15)

ko‘rinishga ega bo‘ladi, bu yerda P(x) va (Q(x) — berilgan uzluksiz

funksiyalar. (1.15) tenglama yechimini ikki funksiya ko‘paytmasi

ko‘rinishida gidiramiz: :
y = u(x) - v{x) (1.16)

Bu funksivalarning birini ixtiyoriy deb olish mumkin, ikkinchisi
esa (1.15) tenglama orqali topiladi. (1.16) tenglikning ikki tomonini
differensiallaymiz:

dy dv du

— = — —

a AV
16



Topilgan % hosila ifodasini (1.15) tenglamaga qo‘yib,

d i . d d
u-d-xli+£u+Puv=Q yoki u(d—z+Pv)+d—:v-=Q (1.17)
bo'lishini topamiz. v funksiyani -
& Py=0 (1.18)
dx

shartni ganoatlantiradigan qilib olamiz. Bu differensial tenglamada
v ga nisbatan o‘zgaruvchini ajratib, quyidagini topamiz:

% = —Pdx | integrallab —In|C|| + Info| = —{ Pdx yoki v =C’le‘1""’St
ni hosil gilamiz.
Bizga (1.18) tenglamaning noldan farqli biror yechimi yetarli
bo‘lgani uchun v(x) sifatida
v =g iz (1.19)
funksiyani olamiz, bu yerda f Pdx — gandaydir boshlang‘ich funksiya.
Topilgan v(x) ning giymatini (1.17) tenglamaga go'yib,

d
v(x)% = Q(x) yoki Ex{{ = f((;) ekanligini topamiz, bu yerdan

ni topamiz. & va v larni (1.16) formulaga qo‘yib, nihoyat

y = v(x)l:J.g—(-(;c)ldHC] yoki y=¢ ¥ I:IQ(x)e"%‘tﬁr + C] (1.20)

ifodani, ya’ni {1.15) ning umumiy vechimini topamiz.

- mi dy 2 . 3 : .
1- misol. == - ) y = (x+ l) tenglamam yechmg.
Yechish. y= deb ol s —E—-—' 2 —
¥y = uv olsak, v holda u + v 7

dy

= ifodasini berilgan tenglamaga qo‘ysak,
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dv  du 2

o -—uv = (x+1¥
& E T b

yoki
dv 2 du _ 3
w(@2-2ro)+ Zo = (x 1y, (1.20)
v funksiyani aniglash nchun L0 —i =0 yok] —= -Zﬁ teng-
dx  x+l x4

lamani hosil gilamiz. Bu yerdan In| v | = 2in} x+1 | yokJ == (x + 1)
v ning ifodasini (1.21) tenglikka qo‘yib, & ni aniglash uchun

zdu

(x +1) = (x+1)* yoki -g}“- = x +1 tenglamani hosil qitamiz, bu

yerdan u = + . Demak, berilgan tenglamaning umumiy

(x+1)
2
(x+1)?
2
2. Bernulli tenglamasi.

Ta'rif.

yechimi y = + C(x +1)* bo‘lar ekan.

%+P(x)—y:Q(x)-y", nz2 (1.22)

ko‘rinishdagi tenglama Bernulli tengiamasi deb ataladi, bu yerda
P(x) va ((x) — berilgan uztuksiz funksivalar, n = (; 1.
Tenglamaning barcha hadlarini »* ga bo‘lamiz

y " Ly Py ™ = Q) (1.23)
va z =y almashtirishni bajaramiz, u holda

=(-n+1)- y'" dy

Topilgan giymatni (1.23) tenglamaga qo‘yib, £+(—n+ DP.z=

=(-n+1)-Q chizigli tenglamani hosil gilamiz. Chizigli tenglama-
ning umumiy integralini topgandan so‘ng, z o‘rniga y™*! ni qo‘yib,
Bernulli tenglamasining umuiniy integralini hosil gilamiz.

18



2- misol. Lishbu

j—}+xy x*oy? (1.24)

tenglamani yeching.
Y echish. Tenglamaning barcha hadlarini y* ga bo lamiz

y % +xpt=x (1.25)
vit 7 = y! almashtirishni bajaramiz, u holda % 2y‘3 dy . Bu
qiymatlarni (1.25) ga qo‘yib

dz 93
- 2x7=-2x (1.26)

chizigli tenglamani hosil gilamiz. Uning umumiy integralini topa-
miz:

dz dv du
TE U, - SH—— O

Bu ifodalarni (1.26) tenglamaga go‘yamiz:

do | du B dv du _
et U 2xuv = -2x° yoki H(E 2xv)+ v—= 2x7.

Qavs ichidagi ifodani nolga tenglab,

-@-—2xv~0 ——:2tdx Injv| = &2, v=e”
dx v

ckanligini topamiz. ¥ ni aniglash uchun

2 du
e’ =-2x°

b ——

dx
tenglamaga ega bo‘lamiz. O‘zgaruvchilarni ajratib

du = —2e"‘2x3dx, u=-2{e" e+ C

ekanligini topamiz. Oxirgi integralni bo‘laklab

2 2 2
o _
u=x'e” +e* +C, z=u-v=x*+1+Ce*

19



ifodaiarni topamiz. Demak, berilgan tenglamaning umumiy integrali

-2

¥

2 2 . I
=x"+1+Ce" yoki y = bo‘lar ekan.
i eleGe”

Quyidagi tenglamalarni yeching:

25. y'coshety = tgx, y(0)=0.  33. y' 42X _ 352,45,

26. y' — ythx = chx. K~ NV SR S

xyz = arcsin x + x. 35. 4xy’+3y = —¢* - XY,
-x

3x2y

28, xy' — y = x’cosx. 36. y'+ ==V 2(x* + )sin x,
29. ¥ +2xy = xe ™. WO)=1.
30. y'cosx + y = 1 — sinx, 37. ydx + (x + xH)dy = 0.

31. ¥y +_=x y
32, (leny - Xy’ =

5- §. To'la differensialli tenglama.
Integrallovchi ko‘paytuvchi

1. To‘la differensialli tenglama.
Ta’rif. Agar M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0 ko‘rinishdagi tenglama-

ning chap gismi biror u(x, y) funksiyaning to‘la differensiali, ya’ni

du = M(x, y)dx + N(x, y)dy (1.27)

bo‘lsa, u holda bunday tenglama 10 Ya differensialli tenglama deyi-
ladi.

(1.27) tengiama to‘la differensialli tenglama bo‘lishi uchun
aM N

oy ax

shart bajarilishi kerak.
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To'la differensialli tenglama ta’rifidan du=0, bundan u(x, y)=C
ckanligi kelib chiqadi (C — ixtiyoriy o‘zgarmas).

u(x, y) ni topish uchun y ni o‘zgarmas deb hisoblaymiz, u hol-
da dy =0 ekanidan du=M(x, y)dx bo‘ladi. Bu tenglikni x bo‘yicha
integrallasak, -

U= IM(x,y)dx + ¢(¥). (1.28)
(1.28) tenglikni y bo‘yicha differensiallaymiz va natijani M(x, y) ga

8
tenglaymiz, chunki 5; = N(x,y),

I%dx +e'(¥)=N(x,y)
yoki
¢ ()= Nxy) - [Slax. (1.29)
(1.29) ifodani y bo‘yicha integrallab, ¢(») ni topamiz:
_ _ (oM
o(y) = _[(N(x,y) j'gdx)dwC.

Demak, u(x, )= [M(x,)dx + I(N(x, P~ %y“idx]dy «C.

Bu ifodani ixtiyoriy o‘zgarmasga tenglab, tenglamaning umumiy
integralini hosil gilamiz.
1- misol. (3x*+6x)?)dx+(6x?y+4)%)dy=0 tenglamaning umumiy
yechimini toping.
Yechish. Bu yerda M(x, y)=3x2+6x)?, N(x, y)=6x2y+4)3,
oM _oN

aN aN s OM
Fy__lzxy, E-llxy, yanl-—é-;— =

%‘ = M(x, y) bo‘lganligi sababli
du _ 42 2
== 3x* +6xy°.

Bu tenglikni x bo‘yicha integrallaymiz:
u = x*+3x32+o9(y).
21



Bundan

ou 3 )
3;:6x y+o'(y).

i;% = N{x,y) ekanligini hisobga olsak,

@' ()= o’y + 4y’ 6%y yoki ¢'(y) = 4y°.
Bundan
e(y) =+ C
Demak,
u=x1+ 3+ v+ C
voki
B3yt gyt = C

2. Integraltovchi ke‘paytuvchi. Agar % # %‘; bo‘lsa, u holda

ba’zi bir shartlar bajarilganda, shunday p(x, y) funksiyani topish
mumkinki, pMdx + pNdy = du bo'ladi. Bu u(x, y) funksiva integ-
rallovchi ko ‘payruvchi deyiladi.

Quyidagi hollarda integrallovchi ko‘paytuvchini topish oson:

oM _oN _
1) X N o = ®(x) bo‘lganda, Inp = _f(D(x)a'x bo‘ladi.
AN oM

2) Z2 () bo'lganda, Inn = [®,()dy bo'ladi.

2- misol. (y + x)?)dx — xdy = 0 tenglamani yeching.

Yechish. Buyerda M =y + xy*, N= -x, %=l+2xy,

aM N
y e B,
ay ax
Demak, tenglamaning chap tomoni biror funksivaning to‘la dif-
ferensiali emas. Bu tenglamaning fagat y ga bog'lig bo‘lgan inte-
grallovchi ko‘paytuvchisi bormi, degan masalani garaymiz.

N
ox
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oN _ oM
& oy _ -l-1-2xy _ 3

M yaxp? v’
bundan

Inp = —2Iny, ya’ni p = Lz
¥

Berilgan tenglamani p ga ko‘paytirganda

| X
-+ x|dx-=dy=0
(.V J [

tenglama hosil bo‘ladi. Bu to‘la differensialli tenglamadir, chunki

Tenglamani yechib

yoki

nmumiy integralni topamiz.

Quyidagi differensial tenglamalarning chap tomonlari to‘liq diffe-
rensialdan iborat ekanligi tekshirilsin va tenglamalar yechilsin:

38. (e + y + siny)dx + (¢’ + x + xcosy)dy = 0.
9. (x+y— Ddx+ (& + x)dy =0,

40. (xcosy — ysiny)dy + (xsiny + ycosy)dx = 0.
41. 2xydx + (x2 — y)dy = 0.

42. (2 — oP)xdx + (42 — 6x3)ydy = 0.

43. %dx +(¥ +Inx)dy = 0.

44. (10xy — 8y + Ddx + (5x2 — 8x + 3)dy = 0.
? x?

45, 3x (l+lny)dx=(2y—7de.

46. 2xcostydx + (2y — sinty)dy = 0,
23



Quyidagi differensial tenglamalarning integrallovchi ko‘paytuv-
chilari topilsin va tenglamalar yechilsin:

47. (x® — y)dx + xdy = 0.

48. y2dx + (x — Ddy = 0.

49. (x2 + 32 + x)dx + ydy = 0.

50. xp2(xy’ + y) = L

51. (x2 + 3lny)ydx = xdy.

52, 2agydx + (¢ — 2sinyydy = 0.

53. (& — y)dx + ydy = 0.

54. (1 + 3xIksiny)dx — x ctgydy = 0.

55, (sinx + e")dx + cosxdy = 0.

6- §. Hosilaga nisbatan yechilmagan 1- tartibli differensial
tenglamalar

Ta’rif.
o
F(x, ¥ 3%) =0 (1.30)

ko‘rinishdagi tenglamalar hosilaga nisbatan yechilmagan I-tartibl
tenglama deb ataladi.

Bunday ko‘rinishdagi tenglamani % ga nisbatan yechib olist
magsadga muvofig bo‘ladi, ya'ni berilgan tenglamadan

dy _ P =
Z=fixy) (=12..n (1.31)

ko‘rinishdagi bir yoki bir necha hosilaga nisbatan yechilgan teng
lamalar hosil gilinadi. Ammo har doim ham (1.30) ko‘rinishdag

tenglamani % ga nisbatan yechib olish mumkin bo‘lavermaydi, un

dan tashqari ¥’ ga nisbatan yechilgandan hosil bo‘lgan (1.31) ko‘ri
nishdagi tenglamalar har doim ham oson integrallanavermayd;
Shuning uchun (1.31) ko‘rinishdagi tenglamalarni ko‘pincha para
metr kiritish yo'li bilan yechiladi. Shu usulning eng oson variantlari
dan biri bilan tanishib chigamiz.

Faraz qilaylik, (1.30) tenglamani y yoki x ga nisbatan 0so.

yechish mumKin bo‘lsin. Masalan, uni y = f(x,y') ko‘rinishd
24



yozib olish mumkin bo‘lsin. % = p parametr kiritib, y=f(x, p) ni

hosil gilamiz. Oxirgi tenglikning ikki tomonidan to‘la differensial
olib hamda dy ni pdx ga aimashtirib

»w

_ ¥(x,p) &f (x,p)
pdx = P dx + o dp,
ya'ni, M(x, p)dx + N(x, p)dp = 0 ni hosil qilamiz. Agar bu tengia-

maning x = ®(p,C) yechimini topsak, u holda berilgan tenglama-
ning yechimi

{x =0(p,C),
y=f(x,p)
parametrik ko'rinishda bo‘ladi.

(1.30) tenglama uchun y(x,)= y, Koshi masalasi (x;, y,) nug-
tadan o‘tuvchi va bu nugtada umumiy urinmaga ega bo‘lgan (1.30)
tenglamaning ikki integral egri chizig‘i mavjud bo‘lmagandagina
yagona yechimga ega bo‘ladi. Aks holda Koshi masalasi yechimining
yagonaligi buziladi, ya’ni (x,, y,) nuqta Koshi masalasi yechimining
yagonaligi buziladigan nuqta bo‘ladi.

(1.30) tenglama uchun Koshi masalasining yechimi mavjudligi va
yagonaligining yetaslilik shartini quyidagi teorema aniqlab beradi.

Teorema. y,, F(xy,¥,.¥s) =0 tenglamaning yechimlaridan biri
bo‘lsin. Faraz qilaylik, F(x,y,y’) funksiya x bo‘yicha uzluksiz,
y va y* bo‘yicha uzluksiz differensiallanuvchi hamda uning y’
bo‘yicha hosilasi noldan fargli bo‘lsin:

oF ¢
a—y.(xosJ’mYQ) 0.

U holda F(x,y,y")=0, y(x,)=y, Koshi masalasining x, nuqta-
ning yetarlicha kichik atrofida ¢'(x)=y, shartni ganoatlantiruvchi
y=¢{x) yagona yechimi mavjud bo‘ladi.

Hosilaga nisbatan yechilgan tenglama kabi (1.30) ko‘rinishdagi
tenglamalar ham maxsus yechimlarga ega bo‘lishi mumkin, ya’ni
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shunday yechimlarga ega bo‘lishi mumkinki, bu integrai chizigla
fagat yagonalik sharti bajarilmaydigan nuqtalardan iborat bo‘ladi.

Agar F(x,y,y') funksiyva x ga ko‘ra uzluksiz hamda y va y' &
ko‘ra vzluksiz differensiallanuvchi bo‘lsa, (1.30) tenglamaning max-
sus yechiri, agar n mavjud bo‘lsa,

F(x,y,y) =0,
é—{:'(x!yay')zo (132)
oy

tenglamalar sistemasini ganoatlantiradi.
Shuning uchun, (1.30) tenglamaning maxsus yechimlarini topist
uchun (1.32) tenglamalar sistemasidan y ' ni yo‘qotish kerak.

1-misol. (y')} —2x. ()% +y' = 2x tenglamani yeching.
Yechish. (3) -2x-(¢y)V + ¥ -2x = (3 = 2x)((p) + ) =

. . . d .
bo‘lganligi uchun, berilgan tenglama d_i ~-2x =0 tenglamaga ¢kvi-

valent. Uning yechimlari y = x*+C ko‘rinishga ega.
2-misol. (y') +y-(y-x)-y - x* =0 tenglamani veching.
Yechish. Berilgan tenglamani (y' +y?)- (' -~ xp) =0 ko‘ri-
nishda yozib olish mumkin. Demak, berilgan tenglama y‘+)?=0 v:

y'— xy = 0 tenglamalar yig‘indisiga ekvivalent. Ulardan birinchisi-

x2
ning yechimlari y=0va y = ';%_C_ , ikkinchisiniki esa y =C-e? .

Demak, berilgan tenglama yechimlari (y _FIC) (y—C‘eéj ={.

3- misol. y =¢( y’)2 -e” tenglamani yeching.
Yechish. p=y'= % parametr kiritamiz. U holda y = p’e”,

dy=(2pe’ + p'e”)dp. Bu yerdan p =0 yoki x=2¢’ +¢’(p-1)+C=
=ef(p+1)+C.
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Demak, berilgan tenglama yechimlari
— 7
y=0va x-(;:-kl)e +C,
y=pe.
4- misol. Iny’ +siny’ —x=10 tenglamani yeching.
Yechish. y'=p deb olsak, x= Inp + sinpdy = pdx bo'lgani

uchun -‘%’ = (—L-+ cos p)dp. Bu yerdan y = I(l + pcospldp =

p+cosp+ psinp+C. Demak, berilgan tenglama yechimlari

x = lnp + sinp,
{y = p +cosp + psinp + C.
5. misol. (') +(x+a)y —-y= 0 tenglamani yeching.
Yechish. p=y' parametr kiritamiz, u holda y=p +(x+a)pdy =
pdx va dy =2pdp+(x+ a)dp + pdx tenglamalardan pdx =2 pdp +
x +a)dp+ pdx, (2p+x+a)dp = 0 tenglamalarni hosil gilamiz.

u yerdan p=C yoki 2p+x+a=0 tenglamalar kelib chigadi. Demak,
herilgan tenglama yechimlari quyidagi ko‘rinishga ega bo‘ladi:

y=p +(x+a)p,
2p+x+a=0

y=(x+a)-C+C* va {
Oxirigi ikki tenglikdan p parametrni yo‘qotib, y=C(x+a)+C? va

2
V= —-(—1%‘2- ekanligini hosil gilamiz.

Quyidagi tenglamalarni yeching:
56. (') =y’ -»". 61. (Gx+D)(v) —3(y+2)y +9=0.
57. (y) +y (In’y -1 =0. 62 X (Y'Y =2xyy'-x* =0.
58. (v +x(y'Y -y =0. 63 x(y)y-x-y=0.
50. x(y'Y —y(¥'P +1=0. 64 y(yY 20 +y=0.
60. x(y'Y +xy'~y=0. 65. Iny +2(xy' —y)=0.
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7- §. n- darajali I- tartibli tenglama

Chap tomoni y’ ga nisbatan butun ratsional funksiyadan iborat,
ya'ni quyidagi
)+ P+ P L Py + Py =0

ko‘rinishga ega bo‘lgan tenglama n-darajali 1-tartibli tenglama de-
yiladi. Bu yerda »— butun musbat son, P, P, P, ..., P lar x va
¥ ning funksiyalari.

Bu tenglamani y’ ga nisbatan echa olamiz, deb faraz gilaylik.
Bundan y’ uchun, umuman aytganda, # ta har xil ifoda hosil
bo‘ladi;

Y=L vy =00 ., Yy =L (1.33)

Bu holda

Hx, y,y)=0 (1.34)
tenglamani integrallash birinchi tartibli n ta
y'=fx» (1.35)

tenglamani integrallashga keltirildi. Ularni umumiy integrallari mos
ravishda quyidagilar bo‘lsin:
D(x,y, C)=0,0,x,» C)=0,.., ®(x,y C)=0(136)
Bu integrallarning chap tomonlarini o‘zaro ko‘paytirib, nolga
tenglaymiz:
@ (x,y, C) Oy, C) .. dx,y C)=0. (1.37)

Agar (1.37) tenglamani y ga nisbatan yechadigan bo‘lsak, (1.34)
tenglamaning yechimini hosil qilamiz, hagiqatan ham, (1.34) teng-
lamaning har ganday yechimi (1.37) tenglamalarning birini, binobarin,
(1.35) tenglamalarning birortasini va shunday qilib, (1.34) tenglama
(1.35) tenglamalarga yoyilgani uchun uni ham ganoatlantiradi.
Umumiylikka ziyon keltirmasdan, (1.37) dagi barcha C, C,, ..., C,
o‘zgarmaslarni bitta C bilan almashtirish va tenglamani

(Dl(x,' Y Q ! (Dg(x: » 0 Tt (D,,(x: Y, C) = 0 (l°38)
ko‘rinishda yozish mumkin. Bu esa (1.34) tenglamaning yechimi
bo‘ladi. Bunga ishonch hosil gilish uchun (1.38) tenglamaning # ta
tenglamaga ajralishini ko‘rish mumkin:

D x,y O=0,0,0x,y O=0,.., ¢y O=0, (139
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bu yerda C — istalgan giymatlarni gabul giluvchi ixtiyoriy o‘zgar-
mas, shu sababli (1.36) tenglamadan hosil gilinadigan barcha yechim-
tar (1.39) tenglamadan hosil gilinadigan yechimlar orasida bo‘ladi.

1- misol. (y')* -=% = 0 tenglamaning umumiy integralini toping.
a

Yechish. Tenglamaning chap tomonini ko‘paytuvchilarga
njcatib, quyidagini hosil gilamiz:

(}" J_) (y+‘j_] 0, bu yerdan y - J_ 0vay+‘/_ 0.

Bu ikkala tenglama o‘zgaruvchilari ajraladlgan tenglamadir. Ular-
ning umumiy integrallari

J'—_-c 0, J§+""-

Shuning uchun berilgan tenglamaning umumiy mtcgrall ushbu
ko‘rinishda bo‘ladi:

3
Wy -C) =5 =0.

Quyidagi tenglamalar yechilsin:

66. (') — 2x(y "Y+y'=2x. 73. 8(y )’=27y.

67. (V'Y +y(y — x)y’ — xy*=0. 4. (y '+1)* = 27(x+y)2

68. ()Y +(sinx — 2y’ —xP= 0. 75. y*(y'*+1) = 1.

69. (v")¥=4. 76. (v — 4 = 0.

70. ')+ —-1=0. 7. x(y')? =y,

71 x(y ") — 2yp'+4x = 0. 78. v(y P+x = 1.

72. ") -y =0, 79.4(1 — y =3y — 2P(y P
8-8. Ay, y') = 0 va Ax, y') = 0 ko‘rinishidagi

tenglamalar

Bu tenglamalardan y ni (birinchi tenglamadan) yoki x ni (ik-
kinchi tenglamadan), shuningdek p = y' ni ¢ parametr orqali ifo-
dalash mumkin, deb faraz gilamiz. Bu yerda tenglamaning umumiy
yechimi parametrik shaklda hosil bo‘ladi.
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Masalan, F(y, p)=0 tenglama bo‘lgan holni ko'raylik. y=¢(#) deb
tenglamadan p=w(#) ni yoki, aksincha, p=¢(s) deb tenglamadan
y=¢(#) ni topdik, deb faraz qilaylik. U holda bir tomondan,
dy=pdx=y()dx, ikkinchi tomondan, dy=¢'(f)dt. dy uchun ikkala
ifodani taqqoslab, y(H)dx=¢'{(Hd! ni hosil gilamiz, bundan:

dx = q’“)dt va x = I"’(”dt +C.
Umumiy yechim parametrik shaklda quyidagicha yoziladi:

j"’ ) greC,

y = o(t).

1- misol. y = a1+ (¥)* tenglamaning umumiy yechimini to-
ping.

Yechish. p=y'=sh¢ deymiz, u holda y = aJl +sh’t = a-che,

% =p dan dx = d?y ni topamiz. dy=ashzdt bo‘lganligidan dx=adr va

x=at—C.

Umumiy yechim parametrik shaklda quyidagicha yoziladi:
(x =aft-C,
i y = acht.

Bundan ¢ parametrni yo‘qotamiz. f= xC bo‘lganligidan
y = ach x+C

Quyidagi tenglamalar yechilsin:

80. x('2 — 1) = 2yp". 85. y = In(1+y '),

8L y'{x—Iny")=1." 86. (y'+1)* = (y' — p)&

82. x=y"+ yp, 87.y=0"— ).

83 x=yJy? +1. 88. ('Y — (¥ =)

84.p =y + 27 89. ('Y — (y') = .
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9- §. Lagranj va Klero tenglamalari

1. Lagranj tenglamasi. Ushbu
Y= xe(y) + wiy9) (1.40

tenglama Lagranf tenglamasi deyiladi, bu yerda o), wlv) lar ' ning
nu’lum funksiyalari. Bunday tenglama ham p parametr Kiritish usu-
li bilan yechiladi. y '=p(x) deb belgilaymiz. U holda tenglama ush-
bu ko‘rinishga keladi:

Y = xp(p) + w(p). (1.41)
Oxirgi tenglamani x bo‘vicha differensiallab,

P =o(p) + Cop'(p) + :p’(p))j—i
voki
= o(p) = (x¢'(p) + cp'(p»gg (1.42)

tenglamani hosil qitamiz. p — ¢(p) 2 0 va P — w(p) = 0 bo‘lgan hol-
larni qaraymiz:

a)y p — ¢{p) = 0 bo'lsin. (1.42) tenglamani .z_il ga nisbatan

yechib, quyidagi ko‘rinishda yozamiz: & _  ¢(P)__ _v'(»)
dp p-e(p)  p-o(p)

Hosil gilingan tenglama x va % ga nisbatan chiziglidir, demak,

x=®(p, O) (1.43)
wmumiy yechimga ega. (1.43) ni (1.41) ga qo'yib, y ni p va C orqgali
iodalaymiz:

Y=o, Oy op) + w(p) = f(p, O. (1.44)
(1.43) va (1.44) bizga Lagranj tenglamasining umumiy yechimini
x=®(p,C),
y=f(p,C).

Bu sistemada p parametrni yo‘qotib, Lagranj tenglamasining
umumiy yechimini quyidagi ko'rinishda hosil gilamiz:

fx, y, ) =0.

parametrik ko‘rinishda beradi: {
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Tenglamaning umumiy yechimidan hosil bo‘imaydigan maxsus
yechimi ham bo‘lishi mumkin.

b) » — ¢(p) = 0 bo‘lsin, ya’ni biror p=p, da ¢(p,)=p, bo‘lsin.
Ushbu

{y = xp(p} + o(p),
P=5D

sistemada p ni yo‘gotib, y = x¢(p,) + w(p,) yechimni hosil gilamiz.
Bu esa Lagranj tenglamasining maxsus yechimidir.

1- misol. Ushbu y = x + (y")* Lagranj tenglamasining umumiy
va maxsus yechimlarini toping.

Yechish. Butenglamada y' ni p(x) ga almashtirib,

y=x+p (1.45)
tenglamani hosil qilamiz. Uni x bo‘yicha differensiallaymiz:
- 2 dp “1=3p2 %
p_l+3p Ex_.Bundanp 1=3p ped
a) Agar p — 1 = () bo‘lsa, ushbu

dx=?_-i-dp

tenglamani integrallab, quyidagini hosil qilamiz:

x=3mp—1l+p+ L)+, (146

x ning hosil gilingan ifodasini (1.45)ga qo‘yamiz:

y=3p—1l+p+ L)+ C+p.

(1.45) va (1.46) lar Lagranj tenglamasining umumiy yechimini
parametr ko‘rinishida beradi.

b) Agar p — 1 = 0 bo‘lsa, p = | giymatni (1.45) tenglamaga
go‘yib, y = x+1 maxsus yechimni hosil gilamiz.

2. Klero tenglamasi. Klero tenglamasi deb, Lagranj tenglamasi-
ning ¢(y '} = y' bo‘lgan holiga aytiladi. Klero tenglamasining umu-
miy ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi:

y=xy"+ v (L47)

32



p(x) deb olsak, (1.47) tenglama quyidagicha ko‘rinishga ke-
Iudl

y=xp+ yip). (1.43)
x bo‘yicha differensiallab, quyidagini topamiz;

[

- a a4 /2
y p+xdx+w(p) ,yani [x+w(p)] O,buyerdandx

yoki
x+y'(p)=0. (1.49)

% = 0 tenglamadan p=C kelib chiqadi,(1.48) da p o‘rniga C ni

go'yib, Klero tenglamasining umumiy yechimini hosil gilamiz:

y=Cx+ y(0). (1.50)

Bu geometrik nuqgtai nazardan to‘gri chiziglar oilasini tasvirlaydi.

(1.49) tenglama (1.48) bilan birgalikda Klero tenglamasining
parametrik shakldagi yechimini beradi:

{x =-y'(p),
Yy =-p¥'(p) +vw(p).
Hagiqatan ham, bu tenglamalardan: dx = —y"(p)dp.

dy = [-pv" () — ¥(®) + V(Pldp = ~py'(P)dp, bu yerdan — =p.

Buni Klero tenglamasiga qo‘yish —py'(p) + w(p) = —pv'(p) + yip)
ayniyatga olib keladi.

Sistemaning ikkala tenglamasidan p parametrni yo‘qotib, (1.47)
tenglamaning integrali ®(x, )=0 ni hosil gilamiz. Bu integralda C
ishtirok etmaydi, binobarin, v umumiy integral bo‘la olmaydi. Uni,
shuningdek, umumiy integraldan C ning hech qanday giymatida
hosil qgilib bo‘lmaydi, chunki chizigli funksiya bo‘lmagani uchun u
maxsus integral deyiladi.

2-misol. Ushbu y = xy’ + y' — (y")? Klero tenglamasining
umumiy va maxsus yechimlarini toping.

Yechish. Klero tenglamasining umumiy yechimini y* ni C
bilan almashtirib topamiz:

y=Cx+C—-C.
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Bu tenglamani C bo‘yicha differensiallaymiz:

0=x+1-2C
Quyidagi
y=Cx+C~C?,
0=x+1-2C
sistemadan € ni yo‘qotib,

90.
91.

92. 2

93

9
95
96
97

98

_1 2
y—;u+0

maxsus vechimni hosil gilamiz. U parabola bo‘lib, y=Cx + C~C
umumiy yechimlar oilasining o‘ramasini tashkil qiladi.

Lagranj tenglamalarining umumiy va maxsus integrallarini toping

Ly =x() + ()R
Ly y=x(p)3
L y+ap =4y
.y =x(y) =200,
L2yt —y =lIny’.

Lxyi—y=Iny'.

9. y=xy’' -~ (y').

100, vy =xv' —al1+ (') .

|
101. y = xy +§.

102. ('Y +1+xy' -y =0.
103. y =xy'-¢*.

104, y=xy'— (2 +y").
105. (y') = 30y’ — y).
106. 2(y")2(y — xy") = 1.

107. y:x(%+y']+y'.

10- §. Rikkati tenglamasi

Ushbu

gxx = P(x)y* + Q(x)y + R(x) (1.50)

ko‘rinishdagi tenglama Rikkatining umumiy fenglamasi deyiladi. By
yerda P(x), O(x), R(x) — biror a < x < b oraligda 0‘zgaruvchi x nin;
uzluksiz funksiyalari (~o < @, b < +0).
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Tenglamada P(x} = 0 bo‘lsa, chiziqli tenglama; R(x) = 0 bo‘lsa
Bernulli tenglamasi hosil bo‘ladi.

O‘zgaruvchilarni quyidagicha almashtirish natijasida Rikkati
lenglamasi o'z ko‘rinishini saglaydi:

[) x erkli o°zgaruvchini ixtiyoriy x = @(x,) ko‘rinishda (¢ — dif-
ferensiallanuvchi funksiya) o‘zgartirish natijasida tenglamaning
ko'rinishi o‘zgarmaydi.

Hagigatan ham, (1.50) tenglamada bu almashtirishni bajarib,
vana Rikkati tenglamasini olamiz:

= Plo(x))e (X )y? + Clo(x)le'(x)y + Rle(x)]e'(x,)5

2) y erksiz o‘zgaruvchini kasr chizigli y = ;y‘—§ ko‘rinishda (a,
1

B, v, & — qaralayotgan oraligda «d ~ By = 0 shartni ganoatlantiruvchi
x ning ixtiyoriy differensiallanuvchi funksiyalari) almashtirish natija-
sida ham tenglama o‘z ko‘rinishini saqlaydi:

dy _ (a——+ay. +B') - (9 +8)- (7—+Ty1 +8%)-(ayy +B)

dx (v +5)

(uS BT) (o at a)y| +(0'd+p'y—ad -Py") ¥ +(p'5-5'B)
(13, +8) '

Natijani (1.50) tenglamaga qo‘ysak, yana Rikkati tenglamasi hosil
bo‘lganiga ishonch hosil gilamiz.

Erkli o‘zgaruvchi x yoki erksiz o‘zgaruvchi y ning bunday shakl
almashtirishlarini bajarib, Rikkati tenglamast soddaroq (kanonik)
ko‘rinishga keltiriladi.

1) Tenglamada y? oldidagi koeffitsiventni y=w(x)z chizigli al-
mashtirish orqali zlga tenglashtirish mumkin. Bu yerda w(x)
hozircha noma’lum funksiya, tegishli hosilalarni topib (1.50) teng-
lamaga go‘yamiz, u holda

w%+ ' = POW' 22 + Q(x)wz + R(x)

yoki
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R(x)

= P(x)wz’ + (Q(x) - ——) Z+

Agar w=+ P(lx) deb olinsa, tenglama ushbu ko‘rinishga keladi:

&
dx

=47 +(Q(x) - J;'(‘;‘;Jz + P(x)+ R(x).

Bu almashtirish x ning P(x) # 0 bo‘lgan o‘zgarish oralig‘i uchun
o‘rinlidir,

2) Tenglamada gidirilayotgan y funksiya oldidagi koeffitsiyentni
y=u+a(x) almashtirish orqali nolga teng holga keltirish mumkin.

Tegishli hosilalarini topib, (1.50) tenglamaga go‘yamiz, u holda

= P(x)i? +[Q(x) + 2P(x)a(x)]u + R(x) + P(x)a’.
u oldidagi koeffitsiyentning 0 ga teng bo‘lishi uchun

a(x) = - 3}(’"} (P(x) = 0) qilib tanlab olish kifoyadir.

Keltirilgan almashtirishlarni birgalikda go‘llab, Rikkati tengla-

masini % = +? + R(x) ko‘rinishda yozish mumkin.

1- misol. Ushbu Ey- =y + ! = tenglamani yeching.
Yechish. y-= % almashtirishni  bajarib, tenglamani

2
% —1- %(i) shaklga keltiramiz. Bu bir jinsli tenglamani yechish-

da _E = y belgilashdan foydalanamiz. U holda u + x% =-1- % W
du_ _ _dxo _di & ki
P 3x’ Teua)} | 2x tenglikni integrallab,

arctg(l + u) = %lnx +C
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yoki
u+l= tg(C—%lnx),

= x[—l +tg(C—%lnx)] .

ifodaga ega bo‘lamiz. Demak, izlangan yechim quyidagicha bo‘ladi:
i

" e Tn]]

Quyidagi tenglamalrni yeching:

108. y'+ap —axy—1=0. 113.y'—2xy+y’ =35 — x.
109. y' + 32 = 2/x% 114. y' + 2ye* — y? = > +¢".
110. x? +xy + x%? = 4, 115, 3xy’ — @x+3)y +* = =2
111. 3y '+y*+2/x2=0. 116, 2xy ' — Qx+2+y2 = =22,

112, ' — 2x+p+y? = =x2. 17 5" — @Sy + ¥ =—3x
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II BOB

YUQORI TARTIBLI DIFFERENSIAL
TENGLAMALAR

1- §. Asosiy tushunchalar

n- tartibli oddiy differensial tenglama deb,

F(t,p,¥,9"%..5") =0 .

ko‘rinishdagi tenglamaga aytiladi.
Bu tenglamaning yechimi deb, » marta differensiallanuvchi va
(2.1} tenglamaga qo‘yish natijasida uni aynivatga aylantiruvchi

y = ¢(x) funksiyaga aytiladi, ya’ni.

FL2,0(x),6/(x), 0"(x).., ¢ (x)] = 0.

Koshi masalasi. (2.1) tenglamaning

Y=Yy YVO) =¥ Y)Y =¥8 s Y0 =" 22)

boshiang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi topilsin.

y = "P(xs Cl ] CZ, vauy Cﬂ)
funksiya (2.1) tenglamaning umumiy yechimi bo‘lsin. C,, C,, ..., C

o‘zgarmas sonlarni (2.2) Koshi shartlari orqali aniqlab, tegishli XU-
susiy yechim hosil gilinadi.

Umumiy vechimdan xususiy yechimni hosil qilishda qaralayot-
gan oraligning chetki nuqtalarida berilgan chegaraviy shartlardan
ham foydalaniladi.

Koshi shartlari deb ataluvchi boshlang‘ich shartlar soni tengla-
maning tartibi bilan teng bo‘lishini ta’kidlab o‘tamiz.

n- tartibli differensial tenglamani faqat ayrim xususiy hollarda-
gina bevosita integrallash mumkin.
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Tartibini pasaytirish mumkin bo‘lgan tenglamalar

2-§. ¥ = f(x) ko‘rinishdagi tenglama

Bunday ko‘rinishdagi tenglamani # marta ketma- ket integrallash
natijasida umumiy yechimi topiladi:

» = f(x), Q2.3)
PV = [fdx+C = [0+ C s
yo = I[f,(x)+Cl]dx+C2 = {(x)+Cx + G,

y=ﬁ,(x)+r,;£_’mx""+ x4 +C x+C,, (24

(n-2)!

bu yerda f,(x) = _” If(x)dx" (n 1)1 (nC22)"

mas sonlar bo‘lgani uchun (2.4} ni quyidagicha ham yozish mumkin;
y=f£0)+Cx" +Cx" 1+ .+ Cx+C,-

1- misol. y” =sin x tenglamaning umumiy yechimi topiisin.

, C, lar o‘zgar-

Yechish. y" = % ekanligini e’tiborga olib, berilgan tengla-

LU
dx
Ketma-ket integrallab, quyidagiga ega bo‘lamiz:

mani =sinx yoki dy” =sin xdx ko‘rinishda yozish mumkin.

y" = Isinxdx+C, =-cosx+(,
y'= I(~cosx+C,)dx+C2 =-sinx+Cx+C,,
Y= J.(—Sinx+C1x+C2)dx+C =c<:ns:«:+-:;-Clx2 +Cyx + G,

Demak, y =cosx+Cx? +Cx+C;, C =%C,.

Izlangan umumiy yechimga ega bo‘ldik.
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2-misol. y' = xe* tenglamaning »{(0) =1, y'(0) =0 bosh-
lang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin. '
Yechish. Berilgan tenglamani ketma-ket integrallash natija-
sida yumumiy yechimni aniglaymiz: :

y'= Ixe""dx+ Ci=-xe"-e*+(|,

y= I(-—xe"‘ -e " +C)dx+Cy =xe +e v +Cx + G
yoki
y=e (x+2)+Cx+C,.
Boshlang‘ich shartlarni e’tiborga olsak,
1=e®(0+2)+C -0+C,,C, =-1,
' =-xe -e” +(
dan 0=-0e’-¢?+C, C =1.
Demak, izlangan xususiy yechim quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:
y=e (x+2)+x-1.

Quyidagi tenglamalarni yechiug:

118. Y = cos” x, ¥(0) = 35, '(0) = 0, y*(0) = £, y"(0) = 0.
119. y” = xsinx, y(0) =0, y'(0) = 0, y"(0) = 2.

120. y"sin*x =sin2x.

121. y" = 2sin xcos’x —sin’x .

122, y"=xe, p(0) = 0,y'(0) =2, y"(0) = 2,

123. y" =5, ¥ =2,y () =1,y =1.

124. y"=4cos2x, y(0) =0, y'(0) = 0.

1
1+x

125, y' =

T -
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126. y" = 12 ,y(%):lnﬁ,y'(£)=i.

127. y"=x72.

128. y™ =cosx. -

129. ¥' = —;

130. y” = xe*, y(0) = 1, y'(0) = 2.
131. y* =sin2x, y(0) =6, y'(0) =0,

3- §. Noma’lum funksiya oshkor holda gatnashmagan

tenglamalar
Flx,y®, y* Ly =0 2.5
tenglamada y funksiya oshkor holda gatnashmagan. Bu tenglamada
y'© = p(x) (2.6)

almashtirishni bajarib, uni

F(x,p, Py, p"*)=0

ko‘rinishga keltiriladi. Shunday qilib, (2.5) tenglamani tartibi & bir-
likka pasayadi.

1- misol. xy’ = y'In (%—) tenglamaning umumiy yechimi topilsin.

Yechish. Bu tenglamada y funksiya oshkor holda qatnashma-
gani uchun y’ = p(x) almashtirishni bajaramiz. Bu holda y" = p’
o'rinli bo‘ladi. Bularni tenglamaga qo‘ysak,

‘= £ i p=Lmt
x.p —plnx yoki p xlnx.

Hosil bo‘lgan tenglama birinchi tartibli bir jinsli tenglama bo‘l-

ganidan %: t yoki p = x -+ almashtirishni bajarsak, p' =+ x¢' ga
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ega bo‘lamiz. Buni e’tiborga olib, tenglamani ¢ + xt' = fin ¢ yoki
xt" = 1(In¢ —1) ko‘rinishda yozish mumkin. O‘zgaruvchilarni ajrat-
sak,

a__ o
tlne-1y X
tenglamaga ega bo‘lamiz. Integrallash natijasida
In(lnf-1)=Inx+InC, yoki Inr-1=Cx,

bundan esa 7 = €9 kelib chiqadi. ¢ =-§ ekanini e’riborga olsak,

p= xeCpc +1

hosit boladi. p(x) =y dan y* = xe®**! tenglik hosil bo‘ladi. Bun-
dan esa izlangan umumiy yechim

- Crx+l - 1 Cix+1 1 Cix+l
y= Jxe dx = = xe"V" ——= " + C,
G ¢t

ko'rinishda hosil bo‘ladi.

2- misol. y"(x-1}—y" =0 tenglamaning y(2)=2, y'(2) =1, y"(2) =1
shartlarni ganoatiantiruvchi yechimi topilsin.

Yechish. y"=p(x) va y” = p’ almashtirish bajarsak, dast-

dp _ dx
Jabki tenglama p'(x —1) = p yoki -p'z = - ko‘rinishga keladi. In-

tegrallash natijasida In p = In(x - 1) + InC, yoki p = C,(x -~ 1) yechim

hosil bo‘ladi. Dastlabki belgilashni e’tiborga olib, y" =C,(x -1}
natijaga ega bo‘lamiz. Bu esa tartibi pasayadigan tenglamadan ibo-
rat. Ketma-ket integrallab:

y' = JCx-Ddx £ G = 5Cx? - Cx 4G,

y= I(-;—C’,Jnr2 —C,x+C2)dx+C3 =--Cg'-x3 —-("zl-x2 +Cx +C

umumiy vechimni hosil gitamiz. Chetki shartlarni e’tiborga olib
42



y"(2)=1dan | = C,(2-1) yoki C=1,

y'(2)=1dan 1 =3-4-2+C, yoki C,=1,

y(2)= 2 dan 2 :—2.-%+2+C3 YOKI C :é
natijalarni hosil gilamiz. Bundan esa

LR 2
X -axtrx+Z
2 3

=

y:

xususiy yechimni topamiz.

3- masala. m massaii jism samolyotdan boshiang‘ich tezliksiz
tashlandi. Unga o°z tezligining kvadratiga teng miqdorda havo
qarshilik ko‘rsatmoqda. Jismning harakat gonunini toping.

Y echish. Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

5 — jism bosib o‘tgan masofa;

ds ds
V=—r — tezli = — — tezlanish.
g~ Jism tezligi; w = 7 ezlanis
Jismga quyidagi kuchiar ta’sir etadi:
p=mg — harakati yo‘nalishidagi og‘irlik kuchi;
2
F=m?=k (%] — qarama-qarshi yo‘nalishdagi havo garshiligi.

Nyutonning ikkinchi qonuniga asosan jismning harakat qonuni-
ni ifodalovchi quyidagi differensial tenglamani yozamiz:

mw = p — kv® yoki m = mg—k(é)2 & v ekanini ¢’tibor-
d2 dr] dr
a olsak, md mg — kv? yoki — _i(i’f’._ ) tenglama hosil
24 i =mg - y pres 2

bo‘ladi.

at = _gl_?' belgilash bajarsak, o°zgaruvchilari ajraladigan
= %(02 - v?) tenglamani hosil gilamiz.
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O‘zgaruvchilarini ajratib, = -;i-dr integrallash yordamida

(ﬂ2 "'vUz )

1
-len

&I = % ¢ + ¢, natijani hosil gilamiz.
a-v m
Masala shartiga ko‘ra, =0 da v(0)=0 ekanligini e’tiborga olsak,
C,=0 kelib chigadi. Shunday gilib, 14?( =22 / tenglikdan v ni
—U .

okt akt

Lok 2akt
topsak, v= a(e_';- —1)/(e_m_ +1) et = ath 2 hosil
’ &k m
em e M

bo‘ladi.
k k k ds
Lol \[;5 va V=2 ckanini hisobga olib,
95 _ an.fRe . s e . "
ri -m-’ tenglamani hosil qilamiz va uning yechimi
s= Malneh /%1 C, = chJE +C;, =0 da s(0)=0 ekanli-
kg m 2 k m 2y

gidan C,=0 bo'lib, jismni bosib o‘tgan yo'li s = 7 1n ch [¢ formu-

la bilan, tezligi esa v = ath %gr formula bilan ifodalanadi.

i = -rg i = i g: = £. -
Buformuladagla—1’k,{g“pv ayﬂth‘[;t a J;ekan

ligidan tushish tezligi cheksiz orta olmaydi hamda tezda v = J%

limit giymatga erishadi va xuddi shu holat parashyut bilan sakrashda
ham sodir bo‘ladi.



Quyidagi tenglamalarni yeching:

132. Xy +x*y'=1. 140.
133. "+ ytgx =sin2x. 141.
134, yxInx =y'. 142.
135, xy’' -y’ =¢* - x*. 143.
136. y" +2xy” =0. 144,
137, (1-x1)y'-xy' =2, 145.
138. 2xy" - y" = y"* —a*, 146.
139, (i+x))y"+1+y? =0. 147

xlyu = yJZ.
yef +1D)+x =0.

(1+x?)y"+2xy" = x*.

ygx=y'+1.
xp"+y +x=0

I 1 v _ -
Y- =x(x-1),
y{2)=1,y'(2) = -1.

L3
xp" = ¥+ xsin2-
X

(l-x)p"+xp' =2,

4-§. Argument oshkor holda gatnashmagan tenglama

F(p,y,y"..y") =

0

@7

tenglamada erkli o‘zgaruvchi x oshkor holda ishtirok etmaydi. Bu

tenglama

y'=p(y)

2.8)

almashtirish bilan tartibini bittaga pasaytirib yechiladi.
(2.8) almashtirishda: y" = p'{y)-¥'=p-p",

y"=plp-p"+ 0], -
o'rniga qo‘yishlar bajariladi.

1- misol. 1+ y = y-y" tenglamaning umumiy yechimini toping.

Yechish. ¥ = p{y) va y" = pp’ almashtirishlarni bajarsak,

dastlabki tenglama 1+ p? = y- p- p' ko‘rinishga keladi, bu esa bi-
rinchi tartibli o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglamadir.
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O‘zgaruvchilarni ajratib, —[-e-q% = -?—’- tenglamani hosil gilamiz
+p .

Tenglikni integrallab, quyidagiga ega bo‘lamiz:
-;—lnll + p2| =lny+InC yoki 1+p°= C,Zy2 y p= i\{C,Zyz -1.

Dastlabki o‘zgaruvchi y ga qaytib, y’=+C’y> -1 yok
dy
Cly?
ek

'é;m(thfqzy"" ~1) = #(x+C,) yoki y = _2_561_(,,:{“::2101 » e

= +dx natijaga ega bo‘lamiz. Tenglikni integrallab

1
=T chC, (x +C,) izlangan umumiy yechimni hosil gilamiz.

2- misol. M(0; 1) nuqgtadagi urinmasi OX oq bilan a=45" bur-
chak tashkil giluvchi va egrilik radiusi normalning kubiga ten;
bo‘igan chiziq tenglamasini tuzing.

Yechish. Egri chizigning egrilik radiusi va normali tenglama-
lari quyidagicha edi:

R=(l+}"2)3/2/y”, N=y h_'_yrZ .

Masala shartiga asosan R=N? ekanligidan, quyidagi differensia
tenglamaga ega bo‘lamiz:

(l +yr2 )3/2/},ur =y3( 'l +yr2 )3.

Tenglikning har ikki tomonini (1+ y'2)*? ga bo‘lib, 1/y* = y°
yoki y"* =1 tenglamani hosif gilamiz. »'= p(¥) va y* = pp’ al
mashtirish bajarsak, pp’y® =1 tenglik hosil bo‘ladi. O‘zgaruvchilarn
ajratib va integrallab, quyidagi yechimni hosil gilamiz:

.
dy

3

3'= ER'E _1.2--_-..1_ -2 l
Y’ =1, pdp =y~dy, P =-5y +2C.

yoki
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Dastlabki o‘zgaruvchiga gaytsak, y? =C, -y tenglama hosil

ho'ladi. Masala shartiga asosan y'(x;) = tg45° =1 yoki w0)=l,
y(0)=1, bundan 1=C—1, ya'ni C,=2. Shunday qilib, noma’lum
funksiyani aniglash uchun birinchi tartibli y” Z2-y? yoki

22
¥
larini ajratib, integrallaymiz:

7__.”"? =ds, L2y’ -1=x+1¢,
2},2_1 2 2

y tenglama kelib chigadi. Bu tenglamaning o‘zgaruvchi-

yoki y = .‘i[(zx +C, ) +1]. Izlangan chizigning M(0; 1) dan o'ti-

shini e’tiborga olsak, 1= %[(2 -0+ G, )1 + 1], C,=1.
Demak, y =2x* + 2x +1 yechim hosil bo‘ladi.

Quyidagi tenglamalarni yeching:

148. y-y"+y? =0, 153. y'(+p) =y +y'.
149. y"+2y(y'Y =0. 154, " +y =y,
150. yigy =2y7. 155. y? +2yp" =0.
151, "2y +3)-2y7 =0. 156. yy'——y'3=0,
152. y(l-Iny)y" +(1+lny)y? =0. y(0) =1, y'(0) =

157. Egrilik radiusining OY o‘qdagi proyeksiyasi o zgarmas a
bo'lib, OX o°q bilan esa koordinata boshlda kesishuvchi egri chiziq
tenglamasini tuzing.

158. Suyuglikka tashlangan m massali jism o‘z og‘irligi tufayli
cho‘ka boshladi. Agar suyuqlik qarshiligi jism tezligiga proporsional
bo‘lsa, harakat gonunini toping,

159. 2yy" = (»'). 160. yy* =1.
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161. 2yy" =1+y72. 163. y' = y'/\Jy.
162. y -y " =y? +y*Iny.

5~ §. Noma’lum funksiya va hosilalarga nisbatan bir
jinsli tenglamalar

Flx,p,y,y". ") =0 2.9)

tenglama x,y,y’,y",...,y' larga nisbatan bir jinsli bo‘lsa,

= plx) (2.10)

almashtirish yordamida (2.9) ni tartibini bittaga pasaytirib yechiladi.
1- misol. 3y =4y -y" + y* tenglamani yeching.

Yechish. Berilgan tenglama y,»’,¥” larga nisbatan bir jinsli

ekanligidan, tenglamaning har ikki tomonini 3 ga bo‘lib,

’ 2 L r
3[”;] —4_-%=l ko‘rinishga keltiramiz, -};’J-= p(x), yani

” t2 L) r 2 L]
px) =272, y? - (%) = p' yoki ly- = p'— p* almashtirish ba-
y
jarib, o‘zgaruvchilari ajraladigan 3p° -4p” —4p' =1 yoki 4p' = -1 - p?
birinchi tartibli tenglamaga ega bo‘lamiz.
O‘zgaruvchilarni ajratib va integraliab, quyidagi natijaga kelamiz:
dp

= _la}x yoki arctgp = C| —-l.x, bundan esa p= tg(C—f)
1+p 4 4 4

yoki -"? =1g (C - ;-) hosil bo‘lgan tenglamaning o‘zgaruvchilarini

+1In |C2| yoki

ajratgandan so‘ng, integrallab In|y| = 41n Icos (C, - %)

y = C, cos’ (C, - %) yechimga ega bo‘lamiz.
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2-misol. ¥ + yy* = yy’ tenlamani yeching.

Yechish. Bu tenglama ham avvalgi tenglama kabi y, y’, y” lar-
ga nisbatan bir jinsli bo‘lgani uchun yuqgoridagi usulni go‘llash
mumkin. Lekin tenglamaning chap tomonidagi ifo:.la (') ga
tengligi, ya’'ni (yy')’ =y +yy" ekanligidan (yy') =yp’ teng-
lamaga ega bo‘lamiz. yy’ = 7 almashtirish bajarsak, sodda z' =z
tenglamaga ega bo‘lamiz va uning umumiy yechimi g = C,e* ko‘ri-
nishda bo‘ladi. Belgilashga asosan yy' = Cje* yoki ydy = Cie*dx ni
integrallab, quyidagi umumiy yechimpj hosil gilamiz:

y: =20 +G,.

Quyidagi tenglamalarni yeching:

164. 3y - y? =0, 171 xpp" + 0% = 2y
165. +y)y +y? =0. 172. Xy =(y -x').
166. 2xy" . y"=y”? - a*. 173. y'+-§+%=%.
167. y"=ye¥ , y(0) =0,y (0 =1 174, X*yp"+y? =0.
168. xyy" —xp? = yy'. 175. X7 -2 =y
169. yy* = y? +15y*Jx. 176. xyy" =y'(y +y).
170. (1 + X)) -y =xwy'. 177, 4x3y3y" = x? - y*.

178. X’y" = (y - xp' Wy - xp¢' - X).

6- §. Yuqori tartibli chizigli tenglama

Y7+ g (Y +a ()Y + +a, ()Y +a,(x)y = f(x) (2.11)
ko‘rinishdagi tenglama n- fartibli chizigli bir jinsli bo Tmagan fengla-
ma deyiladi. Bu yerda a,(x), a,(x), ..., a,(x) va f(x) — ma’lum va
biror oraligda uzluksiz bo‘lgan funksiyalar.
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Agar f(x) = 0 bo'lsa, bu tenglama chizigli bir jinsli tenglama
deyiladi.

Chiziqgli bir jinsli tenglamaning birorta y, xususiy yechimini bil-
gan holda

=y fatx)de Q.12)

chizigli almashtirish yordamida berilgan tenglamaning tartibini bit-
taga pasaytirish mumkin. U holda mos bir jinsli bo‘'lmagan tengla-
ma ham z(x) ga nisbatan (n—1)- tartibli chizigli tenglamaga keladi.

. N R _ __—
1- misol. ¥ +=y' -y +xlnxy—x tenglamani y, =Inx xu

susiy yechimini bilgan holda tartibini pasaytiring.
Yechish. (2.12) formulaga asosan y =Inx Iz(x)dx almash-

tirishni bajaramiz. Tegishli hosilalar

e 1 p__ 1 22 .
y —;Izdx+zlnx,y === Izdx+ —+2 Inx,

ni berilgan tengamaga qo‘yib, z(x) ga nisbatan quyidagi ikkinchi
tartibli tenglamaga ega bo‘lamiz:
z'lnx+(-31+21nx)-z'+(-1§-—lnx)z =X,
X X

2-misol. "+ % y' +y =0 tenglamaning xususiy yechimi

SinX ekanligini bilgan holda uning umumiy yechimini toping.

Yechish. (2.12) formulaga ko‘ra y = Sin X Iz(x)dx almashti-

X
rishni bajaramiz. Tegishli hosilalarni

;  XCOSX-Sin X sinx
y =TI [ade 4+ 22z,
X
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« _Sinx _,  2(xcosx-sinx) (x2—2}sinx+2xcosx

Ot s 4 3 Izdx

X X

tenglamaga go‘ysak, quyidagi birinchi tartibli tenglama hosil bo‘ladi:

sinx-z"+2cosx-z=0 yoki £=_2c?sxdx_ i
Z sin x

Tenglikni integrallab, 7 = _CZ' yechimga ega bo‘lamiz.
sm-x

Natijani dastlabki almashtirishga go‘yib,

_sinx ¢ G _sinx, -~
y= X -[sin2xdx_ x (€, - Cetgx)
yoki
y=C, siI;x ~C, COS X

izlangan umumiy yechimni topamiz.

Misollarni yeching:

179. y’sin’ x = 2y tenglamaning y = ctgx xususiy yechimini
bilgan holda tartibini pasaytiring.

180, y" - y? + lz = ( tenglamaning y=x xususiy yechimini bil-

X
gan holda tartibini pasaytirib integrallang.

181. y"+(tgx - 2ctgx)y" + 2ctg’xy = 0 tenglamaning y=sinx
xususiy yechimini bilgan holda tartibini pasaytirib, uning umumiy
yechimini toping.

7- §. Chizigli bir jinsk tenglamalar

(2.11) tenglamada f(x)=0 bo‘lsin, ya’ni

Y g ()Y 1 g ()P 4 +a, (Dy =0 (213)

ko‘rinishdagi tenglama berilgan. y,, »,, ..., ¥, funksiyalar (2.13)
tenglamaning chizigli erkli xususiy yechimlari bo‘lsa, quyidagi teo-
rema o'rinli.
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Teorema. Agar (2.13) tenglamaning xususiy chizigli erkli yechim
lari v, y,, ..., y, funksiyalar bo‘lsa,

y=Clyl +C2y2 +"‘+Cnyn (214]
funksiya (2.13) tenglamaning umumiy yechimi bo‘ladi (C, C,, ...

C, — ixtiyoriy o‘zgarmas sonlar}.
Izoh. y, y, ..., y, funksiyalar (a; §) oraligda

Gy oLy, +...+a,y, =0 (2.15)

shart noldan farqli «,, a,, ..., o, sonlar uchun o‘rinli bo‘lsa, b
funksiyalar chizigli erkli funksiyalar, aks holda chizigli bog ‘liq funk
siyalar deyiladi,
IKkita funksiya uchun o,y, + o, ¥, = 0 (2.15) shart i"_ 2 *gl_ =(
2 2
shartga mos keladi, ya’ni ikkita funksiya chizigli erkli bo‘lishi uchuy
ularning nisbati o‘zgarmas son bo‘lmastigi kerak.

Masatan. 1. ¥ =x,», =x* funksivalar 1"—=-x?=-l—;ec
Y2 x X

bo‘lgani uchun chizighi erkli.

2. =€,y =¢" funksiyalar -j-:‘— = e’* = C bo‘lganidan chi
2

zigli erkii.

3.y =2, , =5¢" funksiyalar %‘— = % =0,4 bo‘igani uchu

2

chizigli bog‘liq. (a, b) oraliqda berilgan (n—1)- tartibgacha uzluksi
hosilaga ega bo‘igan » ta funksivaning chizigli erkli bo‘lishinin
yetarli sharti bo‘lib, W(y,, y,, ..., »,) — Vronskiy determinanti
ning noldan farqli bo‘lishi xizmat qiladi, ya’ni

yl yz tue yn
W (¥, Vys s Vo) = d IR Y (2.16;
yl(n—l) yén-l) y:‘n-l)
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Agar y,, ¥, .., ¥, funksivalar (2.13) tenglamaning xususiy
yechimlari bo'lsa, vronskianning noldan fargli bo‘lishi zarur va yetarli.
(2.13) tenglamaning vronskiani (2.16) a (x) koeffitsiyent bilan
(a, b) oraligning x, nuqtasida
- Jf a(x)dx

W(.Vn}’z’ sees yn) = W(.}’ls Yz, ""y”)lx-xg e (21?)

Liuvilli-Ostragradskiy formulasi bilan ifodalanadi.

(2.13) tenglamaning chiziqli erkli yechimlari to‘plami yechim-
larning fundamental sistemasi deyiladi.

Ikkinchi tartibli

Y'ra(x)y +a(x)y =0 (2.18)
chiziqgli bir jinsli tenglamaning fundamental sistemasi y,(x) va y,(x)
funksiyvalardan iborat bo‘lsa, uning umumiy yechimi
¥ =Cy(x)+C(x) (2.19)
ko‘rinishda bo‘ladi.
Agar (2.18) tenglamaning bitta xususiy yechimi y,(x) ma’lum bo‘lsa,
ikkinchi chizigli erkli yechim Liuvilli-Ostragradskiy formulasi, ya’ni
~ Ja{x)dx
(x) =y (x) (£ dx
Y2 M W (2.200
yordamida aniglanadi. Bu usul ikkinchi tartibli bir jinsli tenglama-
ning bitta yechimi ma’lum bo‘lganda, uning tartibini pasaytirmas-
dan birdaniga (2.20) formula yordamida y,(x) ni topib, (2.19) formu-
la orgali umumiy yechimni yozishga imkon beradi.

1- misol. 3"+ 2 y'+y=0 tenglamaning xususiy yechimi
X

¥ = fl‘i.f bo‘lgan holda uning umumiy yechimini toping.

Yechish. (2.20) formula yordamida y,(x) ni topamiz:

dx
. 2= . dx
S x e sinx COs X
=X L a2 [ 5o 2%
x (sinx x Jsin®x x
X
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Demak, (2.19) formulaga asosan tenglamaning umumiy yechimi
quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

sin x cos X
y =G -G,

2-misol. y = C,e’* + C,e™* funksiya y" -9y =0 tenglamaning
umumiy yechimi ekanini ko‘rsating.

Yechish. y, =¢€* va y, =" funksiyalarning har biri be-
rilgan tenglamani ganoatlantiradi. Bu xususiy yechimlar o‘zaro chi-

e3x

— =¢%" # C. Shuning uchun bu ikki
&

zigli erkli, chunki .;l=
2

yechim fundamental sistemani tashkil etadi, demak,
y = Oy + Gy = G +Cre
umumiy yechim bo‘ladi.
3-misol. y” -y’ =0 tenglamaning y, =e, y, =¢ %, y; = chx

xususiy vechimlari fundamental sistema tashkil etadimi?
Yechish. Buning uchun vronskianni hisoblaymiz:

M Y N e e chx
Wixy=p' » » -e™* shx(=0,

i ¥i| & e* chx

,__e-‘t

L)

Vi

chunki birinchi va uchinchi satr elementlari bir xil. Shunday gilib,
bu funksiyalar chizigli bog‘liq, ya’ni ular fundamental sistemani
tashkil etmaydi. Demak, ulardan umumiy yechim tuzib bo‘lmaydi.

Misollarni yeching:

182. y,=shx va y,=chx funksiyalar y" -y =0 tenglamaning
xususiy yechimlari bo‘lsa, ular fundamental sistema tashkil etadimi?

183. v +%y’ + (1 —Tle)y =0, x # 0 tenglamaning » =71;s'mx,

Vs = 71; cos x xususiy yechimlaridan umumiy yechim tuzib bo‘ladimi?
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Quyida berilgan funksiyalar o‘zining aniglanish sohasida chiziqli
erkli bo‘lishi yoki bo‘lmasligini aniglang:

184. x+1, 2x+1, x+2.

185. 2x% +1, x> -1, x+2. -
186. Vx, Vx+a, JYx+2a.

187. in(2x), In(3x), In{4x).

188. y, =" va y, = ¢" funksiyalari y"+y' -2y =0 tengla-
maning xususiy yechimlari bo‘lsa, umumiy yechim tuzilsin.

189. y=tva », = e** funksiyalar y* -2y’ =0 tenglamaga xu-
susiy yechim bo'lishini va fundamental sistema tashkil etishini ko‘r-
sating.

190. y" -4y’ +5y =0 tenglama uchun y, =e** cosx,
y, = € sinx funksiyalar xususiy yechim bo‘lsa, ularni fundamen-
tal sistema tashkil etishini ko‘rsating va umumiy vechimni yozing.

191. y" - y = 0 tenglamaga y, = ™" Xususiy yechim bo‘lsa, y, —
ikkinchi xususiy yechimni toping va umumiy yechimni yozing.

8- §. O‘zgarmas koeffitsiyentli chizigli bir jinsli tenglama
y(n) + aly(n—l) - azy(n—Z) +
tenglama o‘zgarmas koeffitsiyentli chiziqli bir jinsli tenglama deyi-
ladi, bu yerda a, a,, ..., a, — o'zgarmas haqiqiy sonlar.
(2.21) tenglamaning yechimini
y=e* (2.22)

ko‘rinishda qidirib, uni tenglamaga qo‘yish orqali, (2.21) ning
xarakteristik tenglamasi deb ataluvchi

et @y +a,y=0 (2.21)

K +ak" vak™? 4+ va, k+a, =0 (2.23)

algebraik tenglamani hosil gilamiz.
(2.21) tenglamaning yechimi (2.23) xarakteristik tenglamaning
yechimiga mos ravishda:
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1) har bir oddiy haqiqiy £ yechimga Ce, qo‘shiluvchi mos kela-
di, bu holda umumiy yechim quyidagicha bo‘ladi:

y =CeM* + e 4+ C et 2.29)
2) har bir karrali yechimga
y=(C +Cx+ ...+ Cpx™')e® (2.25)

ko‘rinishdagi yechim mos keladi;
3) har bir &, , = o +ip oddiy kompleks yechimga ¢sa

e™* {C; cosPx + C, sinpx) (2.26)
qo‘shiluvchi mos keladi;
4) har bir & ; = o £ m- karrali yechimga

e [(q +Qx+...+C,,,_,J¢’H]cos[3x+(q +c2x+...+c,,,_1x”H)-sian]

qo‘shilavchi mos keiadi.

1-misol. y"-7y'+6y =0 tenglamaning umumiy yechimi
topilsin.

Yechish. k* -7k +6 =0 xarakteristik tenglamani tuzib,
k=1 va k,=6 ildizlarga ega bo‘lamiz, bularga esa ¢* va &% xususiy
yechimlar mos keladi. Bu yechimlar chizigli erkli bo‘lganidan,
umumiy yechim (2.29) formulaga asosan quyidagi ko‘rinishda yozi-
ladi;

y=Ce* +Geb*,
2-misol. ¥V -13y*+36y =0 tenglamaning umumiy yechimi
topilsin.
Yechish. Xarakteristik tenglama &* - 134% + 36 = ¢ ko‘ri-

nishda bo‘lib, uning ildizlari &, = 3, &34 = +2. Bunga mos ¢,
&, e, ¢ funksiyalar chizigli erkii bo‘iganligidan, umumiy vechim
(2.24) formulaga asosan

y=Ce>* + G + Gt + Cyett.
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3-misol. y"-y'~2y =0 tenglamaning ¥(0)=0 va y'(0)=3
boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi xususiy yechimi topilsin.
Yechish. Mos xarakteristik tenglama &* -k -2 =0 ko'ri-
nishda bo‘ladi va uning yechimlari & =-1, k;, =2. Umumiy
yechim esa (2.24) formuladan
y=Ce* +Ce*
ko‘rinishda bo‘ladi.
Boshlang'ich shartlardan C, va C, larga nisbatan
C +C =0,
{—Cl +2C, =

sistema hosil bo‘ladi va C, = —1, C,= 1 ekanligini topamiz. De-

mak, xususiy yechim y = —e™ + €%,

4- misol. y" -2y’ =0 tenglamaning y(0)=0 va y(In2)=3 chega-
raviy shartlami ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Yechish. Xarakteristik tenglama &% -2k =0 ko‘rinishda
bo‘ladi va k=0, k,=2 uning yechimlari bo‘ladi. Demak, umumiy
yechim (2. 24) formuladan y(x) = C, +C,e** ko‘rinishda bo‘ladi.

Chegaraviy shartlarga ko‘ra quyidagi smtemaga ega bo'lamiz:

C]_ +C2 = 0, YOki Cl +C2 = 0,
Cl +C2621"2 = 3 C| +4C2 "—'3

Bundan esa C;=—1, C,=1. Izlangan xususiy yechim y (x) = e -1
ko‘rinishda bo‘ladi. '

5. misol. y” -2y’ +y' =0 tenglamaning umumiy yechimi to-
pilsin.

Yechish. Xarakteristik tenglama > - 2&* + k = 0 ko‘rinish-
da bo‘lib, k=0, k,=k,~1. Bu yerda 1 ikki karrali yechim bo'lgani
uchun e*,¢", x- e" funksiyalar xususiy yechimiar bo‘lib xizmat qi-
ladi va umumiy yechim (2.25) formuladan y = C, + C,e* + Cyxe*
ko‘rinishda bo‘ladi.
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topiisin.

6-misol. y" -4y +13y =0 tenglamaning umumiy yechimi

Yechish. Xarakteristik tenglama &% ~ 4k +13 = 0 ko‘rinishda
bo‘lib, &, =2 +3/. Bularga mos xususiy yechimlar e**cos3x va

e**sin 3x ko‘rinishda bo‘lgani uchun umumiy vechim, (2.26) for-

mulaga asosan, v = e** (C, cos3x +C,sinlx).
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Quyidagi tenglamalarning umumiy yechimlari topilsin:

192,
193.
194.
195.
196.
197.
198.

199.
209,

201,

y' -4y +3y=0.
y' -4y +4y =0.
y' -4y +13y =0,

y'+4y +4y =0

202.
203.
204.
205.
206.
207.
208.

209,
2160.

v —2y" iyt =0.

er +a'y =0.

vV +5y"+4y =0.

y =3y +2y=0.

y" +2ay’' +a* = 0.

Yy +2y'+5y =0,
x"(0)-2x'(£)-3x(1) = 0.
x*{f) + WPx(r) =0 (w= const).
s"(t) +as'(1) =0 (a=const).

Quyidagi tenglamalarning boshlang‘ich yoki chetki shartlarni
ganoatlantiruvchi yechimi topilsin:

y'+5y"'+6y=0, y(0) =1, y'(0)=-6.
y' =10y +25y =0, y(0) =0, y'(0)=1.

211.
212.

213.

214.

215.

y -2y +10y =0, y(—z) =9, y'(f-) = ef,

6

Yy +3p =0, y{0) =1, y{(0)=2.

Y +9y =0, y(0)=0, y(%):l.



216, y"+y =0, y(0) =1, y'(§)=o.
2,

217. 9y"+y =0, y(?): y'(%‘):[}_

218. y -y =0, y(0)=2, y'(0)=4. .
219. y* £ 2y +2y =0, y(0)=1, y'(0) =1,

9- §. Chizigli bir jinsli bo‘lmagan tenglama

Y ra PV 4 ra, Dy ra, (Dy=flx) (228)

tenglama chizigli bir jinsli bo‘lmagan, ya’'ni o'ng tomoni 0 dan fargli
tenglama deyiladi. (2.28) tenglamaning umumiy yechimi quyidagi
teorema bilan aniglanadi.

Teorema. Agar U = U(x) funksiya (2.28) tenglamaning birorta
xususiy yechimi bo‘lib, y,, ¥,, ..., y, funksiyalar esa mos bir jinsh
tenglamaning fundamental yechimlar sistemasini tashkil etsa, bir
jinsli bo‘lmagan tenglamaning umumiy yechimi.

y=U+Cy +Gy +...+Cy, (2.29)
ko‘rinishda bo‘ladi.

Boshqacha aytganda, bir jinsli bo‘lmagan tenglamaning umumiy
yechimi uning biror xususiy yechimi bilan unga mos bir jinsli teng-
lamaning wmumiy yechimlari yig‘indisiga teng.

Masalaning muhim jihati shundaki, bir jinsli tenglamaning umu-
miy yechimini xarakteristik tenglama orgali topishni bilamiz, ammo
bir jinsli bo‘lmagan tenglamaning birorta xususiy yechimini topish
masalasi ancha muraikab.,

Chizigli bir jinsli bo‘lmagan tenglamaning birorta xususiy
yechimini topishning ikki usuli bilan tanishib o‘tamiz. (Mos bir jinsli
tenglamaning umumiy yechimi ma’lum deb olamiz)

I. Ozgarmasni variatsiyalash usuli

Bu usul bir jinsli bo‘lmagan tenglamaning birorta xususiy yechi-
mini topish uchun qo‘llaniladi va koeffitsiyentlar o‘zgarmas bo‘lgan
hol uchun ham varoglidir.
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Mos bir jinsli tenglamaning fundamental yechimlari y,, y,, ..., ¥,
ma’lum bo‘lsa, (2.28) ning birorta xususiy yechimini

U =C 0y + )y +...+C(x)y, (2.30)
ko‘rinishda gidiramiz.
(2.30) ni {2.28) ga qo'yib, C,(x), C,(x}, ..., C,(x} funksiyalarni
aniglash uchun quyidagi sistemani hosil gitamiz:

C/ () +C (X)W +...+Cl(x)y, =0,
C X)W +Cl(x)p +...+ Cl(x)y, =0,

C O + G WD .+ ClIY =0,
/™ + G A+ CLoY = F(x). @31)

Bu sistemadan C(x), C,(x}, ..., C,(x) lami aniglab (2.30) ga
qo‘ysak, qidirilgan xususiy yechimga ega bo‘lamiz.
Yugoridagi sistema
Y+ a (X’ +ayx)y = f(x)
ikkinchi tartibli tenglama uchun
Cl(In +C5(x)y, =0,
CH{xyl +C; () y5 = fF(x)
ko‘rinishni oladi va bu sistemaning yechimi quyidagi ko‘rinishda boladi:
Cx) = - [RLDE ¢ (y) - (S
: IW( von) Wn.n)
U holda (2.30) formulaga asosan xususiy yechim

= }’zf(x)dx ylf(x)dx
Ux) = nj o me%)

ko‘rinishda bo‘lib, bu yerda W (y,,,) -y, va y, yechimlar vrons-
Kianidir.
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. 2 cigx . . o
1- misol. ¥ Yty =E— tenglamaning umumiy yechimini
toping.

Yechish. y"+-§-y' + ¥ = 0 bir jinsli tenglama uchug 7- § dagi

- misolda ¥, = 32X ekanini bilgan holda y, = —%cosx ni anigla-

sinx _cosx
. X x 1
gan edik va W = . _ = .
(y‘ ’y2) xcosx—sinx xsinx+cosx }T
x2 x2

Demak, y, va y, yechimlar chiziqli erkli, ya'ni fundamental sis-
temani tashkil etadi. U holda bir jinsli tenglamaning umumiy yechi-

. sinx cOsx s : . .
m y= CIT—C2 ~ ko‘rinishda bo‘ladi. Bundan esa xususiy

yechimni (2.33) formulaga asosan aniglash mumkin:

cosx ctgx sinx ctgx 5
U( )_ smx; xl ¥ d:r_coixj[x ] x dx=512xj‘CC.tS xdx—
1 2 sinx
x? x?

0% [cos s = w[m

tg—l + cosx] LS X Gnx = WXy
X X

ﬁl
g5t
Natijada (2.29) formulaga asosan
y=G sinx -G, cosx sinx i tg%l
umumiy yechimni hosil gilamiz. _
Yugqoridagi misoldan ko‘rinadiki, (2.28) tenglamaning bir jinsli

tenglamasining y,(x) birorta xususiy yechimi ma’lum bo‘lsa, uning
umumiy yechimi

y=Cx +Cy, +U(x)
ko‘rinishda aniqglanib, bu yerda
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e—ja; (x)dx
=y
2 1 I y'iz
formula orqali, {(x) esa (2.30) formuladan topilar ekan.

I1. Noma’lum koeffitsiventlar usuli

Bu usuldan faqat (2.28) tenglamada koeffitsiventlar o‘zgarmas
bo‘lgan holdagina foydalanish mumkin.

Y gy oy b sgy = f(X) (2.34)
tenglama berilgan bo'lib,

F(x) = e** [P, (x)cosPx + @, (x)sinPx]} (2.35)

ko‘rinishda bo‘lsa (bu yerda P (x) va Q,(x) — mos ravishda n va m
darajali ko‘phadlar), u holda birorta xususiy yechim

U(x) = x"e™ [P (x)cospx + @ (x)sin px]

ko‘rinishda qidiriladi, bu verda r daraja — k" + g, k"1 + ...+ a, =0
xarakteristik tenglamaning o+p/ ildizi tartibiga teng bo‘lgan sondir.
Agar xarakteristik tenglama a+p7 kompleks ildizga ega bo‘lmasa,
r=0 olinadi. P(x) va Q(x) lar esa [ tartibli ko‘phadlar bo‘lib,

I=max(n,m) va B(x)=Ax +Ax" +..+ 4, Q(x)=Byx' +

+B X+ . +B.

 Yray ey = f(x) (2.36)
tenglama uchun yuqorida aytilganlarni tartiblab, quyidagicha yozish
mumkin.

. f(x)=P,(x)e* bo‘lgan holda:
a) a son k% +ak+a, =0 xarakteristik tenglamaning ildizi
bo‘lmasa, xususiy vechim

U(x) =0, (x)e™ @.37)
ko‘rinishda gidiriladi;
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b) o son xarakteristik tenglamaning bir Karrali ildizi bo‘lsa, xusu-
siy yechim :
U(x) = JCQrr (x)e“"‘ (238)
ko‘rinishda qidiriladi;
d) « son xarakteristik tenglamaning ikki karrali ildizi bo'lsa, xusu-
siy vechim
U(x) = x*Q, (x)e™ (2.39)
ko'rinishda qidiriladi.
2. f(x)=e" [P, (x)cospx + @, (x)sinBx] bo‘lgan holda:
a) a+Bi xarakteristik tenglamaning ildizi bo‘lmasa, u holda
xususiy yechim
U(x) = e™ [P (x)cosPx + Q, (x)sinPx] (2.40)

ko‘rinishda qidiriladi, bu yerda / = max(n,m);

b) o + i son xarakteristik tenglamaning ildizi bo‘lsa, xususiy
yechim

U(x) = x- e~ B (x)cosPx + Q; (x)sinpx] (2.41)
ko‘rinishda gidiriladi, bu yerda / = max{(a,m).

2- misol. y" -2y’ -3y =¢** tenglamaning y(In2) =1, y(2In2)=1
chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi xususiy yechimi topilsin.

Yechish. Xarakteristik tenglamaning %> ~ 2k -3 =0 yechim-
lari k==1, k,=3. Demak, bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi

y = C‘e_x + Czesx

ko‘rinishda bo‘ladi. a =4, F(x) =1 bo‘lgani uchun xususiy ye-~
chimni (2.37) formulaga asosan

U(x) = Ae**
ko‘rinishda izlaymiz. Bu yechimni tenglamaga qo‘ysak:
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1646 —84e*™ —34e** =% yoki 54=1, 4 =%,

Demak, umumiy yechim (2.29) formulaga asosan
y=Ce " +Ce** +%e4"

ko‘rinishda bo‘ladi. C| va C, larni aniglash uchun chegaraviy shart-
lardan foydalanamiz:

C]e-ln2 +C2€31n2 +_Sl_e4ln2 - l,

Cle—2[n2 +C296]n2 +_1§831n2 =1

1 16

5C +8G += =1, Lo 652 491
g YoM G==5 G =g

%q 64C, + iﬂl

Demak, izlanayotgan xususiy yechim:

652 pox _ 9L 0x 1
75 600 5

3-misol. y”"+ y'-2y =cosx-3sinx tenglamaning y0)=1,
¥'(0)=2 boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Yechish. Xarakteristik tenglama &% + & — 2 = §, uning yechim-
lari esa k,=—2, k,=1 bo‘lgani uchun bir jinsli tenglamaning umumiy
vechimi

y = e4x

y =Ce* +Ce*
ko‘rinishda bo‘ladi. f(x) = e"* (cosx —3sinx), ya’ni «=0, p=1
bo‘lgani uchun xususiy yechimni (2.40} formqlaga asosan
U(x)= Acosx + Bsinx

ko‘rinishda izlaymiz. . U(x) ni tenglamaga qo‘ysak:
~Acosx — Bsinx — Asinx + Beosx —2Acosx ~2 Bsinx = cosx — 3sinx
yoki ' - '

(B-3A)cosx— (3B + A)sinx = cosx — 3sinx,
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Mos koeffitsiyentlarni tenglab, quyidagi sistemaga ega bo‘lamiz:
{B -34=1,

_ yoki A=0, B=1.
3B+ A4=3 _

Bundan esa umumiy vechim y = Ce>* + C,e* +sin« ko'ri-
y 1 2

nishda ekanligini topamiz. | va C, koeflitsiyentlarni topish uchun
boshlang‘ich shartlardan foydalanib, quyidagi sistemani hosil qi-

Cie® + e’ +sin0 =1,
~2Ce® + Cre® +cos0 =2

y = &+ sinx izlangan yechim bo‘ladi.

lamiz: { yoki C,=0, C,=l. Demak,

4- misol. y" -y’ = ch2x tenglamaning y{(0)=y ‘(0)=0 boshlan-
g‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Yechish. Xarakteristik tenglama 4* — & = 0 va uning yechim-
lari £,=0, k,=1 bo‘lgani uchun bir jinsli tenglamaning umumiy
yechimi

y=C +Ce

ko‘rinishda bo‘ladi. f(x) =¢€"* (ch2x +0-sh2x) bo‘lgani uchun
{2.40) formulaga asosan xususiy yechimni
U(x)= Ach2x + Bsh2x
ko‘rinishda izlanadi. U(x) ni tenglamaga go‘ysak:
4 Ach2x +4Bsh2x -2Ash2x -2Bch2x =ch2x
yoki
{4A4-2B)ch2x + (4B -2A4)sh2x =ch2x +0-sh2x.

Shunday qilib, mos koeffitsiyentlarni tenglab, quyidagi sistemaga
ega bo‘lamiz:

{4A~—28=l,

. . . _l _1
24+4B =0 DBuningyechimi A=z, B=-

(=]

Demak, umumiy yechim quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

y=C +Cye” +%ch2x+%8h2x-
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Noma’lum koeffitsiyentlarni aniqlash uchun boshlang‘ich shart-
lardan foydalanamiz:

C, +Cye +-;-ch{] +2sh0 =0,
Cye® +25h0+5ch0=0

yoki
1
C| +C2 =—§,

1 _
G, +§_0.

Bundan, C, =0, C, = —%. Demak, boshlang‘ich shartlarni ba-

jaruvchi xususiy yechim y = -3e* +5ch2x + 3sh2x ko‘rinishda
bo‘ladi.

Izoh: f(x)=ch2x= ezx—t;_ii = %(ez" +e2%) ekanligidan
xususiy yechimni U = U, + U, = 4e** + Be®* ko‘rinishda gidirsak
ham aynan yuqoridagi yechim hosit bo‘ladi.

5-misol. y"-2y'+2y =x* tenglamaning umumiy yechimi
topilsin.

Yechish. Xarakteristik tenglama k* -2k +2 =0 va uning ii-
dizlari & , =147 bo‘lgani uchun bir jinsli tenglamaning umumiy
yechimi

y =¢e* (C cosx +C, sinx)
ko‘rinishda bo‘ladi.

f(x)=x* =e"*PB(x) bo‘lgani uchun xususiy yechimni
U(x) = Ax? + Bx + C ko‘rinishda gidiramiz. Tenglamaga qo‘yish
natijasida

2A-4Ax-2B +2A4x" +2Bx+2C = x* yoki
2A4x* +(-4A+2B)x+24-2B+2C=x* +0x+0
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ckanligidan quyidagilarni hosil gilamiz:
24 =1,

44+2B=0, yoki A=%, B=1,C=

2A-2B+2C=0

[

Bundan esa dastlabki tenglamaning umumiy yechimi
y = e*(C, cosx + C, sinx) + —;—(x + 12
6- misol. y” +y = xe* +2¢ " tenglamaning umumiy yechimini
toping.
Yechish. Xarakteristik tenglama £ +1 =0, uning ildizlari

esa ki, = +i bo‘ladi. Shuning uchun bir jinsli tenglamaning umu-
miy yechimi

y=Ccosx+Cysinx .
ko‘rinishda bo‘ladi. f(x) = f (x) + f,,(x) = x¢* +2e™™ bo‘lgani uchun
oy =1, ay =-1, B, =B, =0, p(x)=x, demak, xususiy yechimni

U(x) = Uy(x) + Uy(x) = (Ax + B)e* + Ce™* ko‘rinishda izlaymiz. Te-
gishli hosilalarni hisoblab tenglamaga go‘ysak:
24e” +(Ax + B)e* + Ce™™ +(Ax + B)e* +Ce™ = xe* +2e™",
(24x +24 +2B)e* +2Ce™™ =(lx +0)e* +2e7*.
Noma’lum koeffitsiyentiarni aniglash uchun quyidagi sistemani
hosil gilamiz:
24=1,
24+2B=0, yoki A=z, B=-z, C=1.
C=1

Demak, dastlabki tenglamaning umumiy yechimi quyidagicha
bo‘ladi:

¥y =C cosx +C,sinx + -;—(x -1)e" +e™".
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7-misol. y” +y" -2y’ = x - ¢* tenglamaning umumiy yechimi’
ni toping.

Yechish. Xarakteristik tenglamasi &* + &% - 24 = 0, uning il-
dizlariesa & =-2, k; =0, k; =1 bo‘ladi. Demak, bir jinsli teng-
lamaning umumiy yechimi quyidagicha bo‘ladi:

y=C +Ge* +Cye?~,
Fxr=fx+ f1(x)=x-e".

o =0, R =x, oy =1, ) =-1, B, =B, =0 bo‘lgani uchun
xususiy yechimni (2.38) formulaga asosan:

Ux)=U(x)+ U, (x)=x-(Ax + B)+ x - Ce*
ko‘rinishga qidiramiz. Buni asosiy tenglamaga go‘yib,
3Ce" +Cxe™ +2A+2C" +Cxe™ ~4Ax - 2B - 20" - 2Cxe* = x —&*
yoki
4Ax+(QQA-28)+3Ce* = x -~

ifodani hosil gilamiz. Noma’lum koeffitsiyentlarni aniglash uchun
quyidagi sistema hosil bo‘ladi:

—44=1, 1 1 1
2A-2B =0, yoki A:—I,B=_E,C=_§.
3C=-1 '

Natijada dastlabki tenglamaning izlangan umumiy yechimiga ega
bo‘lamiz:

y=C +Ge* +Ce" —%x(x + 1)—%xe"‘
8-misol. y"+y=3sinx tenglamaning y(0)+ y’(0)=0,

y(%) + y(%) = 0 chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi

topilsin.
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Y echish. Xarakteristik tenglama k? +1 =0 va uning ildizlari
ki ,=xi=0%i bo‘lgani uchun mos bir jinsli tenglamaning umu-
miy yechimi quyidagicha bo* ladi:

y=Ccosx+C,sinx.

f(x) = (sinx +0cosx), ya'ni a+pi=0+i, a=0, p=1
ho‘lgani hamda bu xarakteristik tenglamaning ildizi bilan aynan bir
xil bo‘lganligi uchun xususty yechimni (2.41) formulaga asosan

U(x) = x(Acosx + Bsinx)
ko‘rinishda izlaymiz.
U' = (-Asinx + Bcosx)x +(A4cosx + Bsinx),
U' = 2(-Asinx + Bcosx) + (—Acosx — Bsinx)x
ifodalarni tenglamaga qo‘ysak,
2 Asinx + 2Bcosx — Axcosx — Bxsinx + Axcosx + Bxsinx = 3sinx
yoki -2Asinx +2Bcosx =3sinx +0cosx
hosil bo‘ladi.

Noma’lum koeffitsiventlarni aniglash uchun quyidagi sistemaga
¢ga bo‘lamiz: -

24=3, ,
yg=g YK A=-3, B=0

Natijada, dastlabki tenglamaning umumiy yechimi
y = C cosx +C, sinx —%xcosx

ko‘rinishda bo‘ladi. Noma’lum C, va C, koeffitsiyentlarni aniqlash
uchun chegaraviy shartlarni ganoatlantiramiz:

y' = -C sinx + C; cosx —%cosx +%xsinx ,
y(0) = C, cos0 + C; sin0 —%-0-0050 =(,
y'(0) = -C, sin0+ G, cos0 —%‘coso +2‘0-sin0 =G, _%’

2
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T - x in®-3. 7 cos® o
y(a) =(, c:osE+C2 Sinz - 55 - C0S5 = G,
y'(E) ——C sinE+CeosX -3 cosT 43 EinE=—C +32
2 S A I 2 222 LT
Shunday qitib,
C1+C2—E=0, C|+C2=%,
32 yoki | ix
n
C2‘C1 +—-4—-:0 —CI+C2 =——4-
sistema hosil bo‘ladi va uning yechimi C, = 3(2; ﬂ), C, = 2;“

bo‘ladi. Demak, berilgan tenglamaning chegaraviy shartlarni qa-
noatlantiruvchi xususiy yechimi:

y = %[(11: +2)cosx —(m - 2)sinx] - %xcosx .

9-misol. y"+6y' +10y =80e" cosx tenglamaning »(0)=4,
v'()=10 boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Yechish. Xarakteristik tenglama k? + 6k +10 = 0 va uning
ildizlari &, = -3/ bo‘lgani uchun mos bir jinsli tenglamaning
umumiy yechimi y = e>* (C, cosx + C, sinx) ko‘rinishda bo‘ladi.
f(x)=e"(80cosx + 0-sinx) bo‘lgani hamda « +pi=1+i ekan-
ligidan xususiy yechimni U(x)=e" (4cosx + Bsinx} ko‘rinishda
izlaymiz. Tegishli hosilalarni hisoblab tenglamaga qo‘ysak:
e*(-2Asinx + 2Bcosx) + 6e* (Acosx + Bsinx — Asinx + Bcosx) +

+10e* (Acosx + Bsinx) = 80e” cosx.

Noma’lum koeffitsiyentlarni aniglash uchun quyidagi sistemani
hosil gilamiz:

164+8B =380

" yoki A=4, B=2

{4A+MB=0 Y
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Demak, dastlabki tenglamaning umumiy yechimi
y = e ¥ (C, cosx + C, sinx) + 2e* (2cosx +sinx).
Boshlang‘ich shartlarni ganoatlantirib, C, va C, larni aniglaymiz:
¥ = e>¥(=3C, cosx - 3G, sinx — G sinx + G, cos x) + 2¢* g3cosx - sinx) ,
y(0) =C +4 =4, y'(0) = -3C, +C, +6 =10, bundan C,=0, ;=4
Shunday qilib, boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi xususiy

yechim:
y =4e>* sinx +2¢* (2cosx +sinx).

10- misol. y" + y = tgx tenglamaning y(0) = y(%) = () chegara-
viy shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Yechish. Xarakteristik tenglama k? +1 =0, uning ildizlari
esa k , = xi. Shuning uchun mos bir jinsli tenglamaning umumiy
yechimi:

y =C cosx +C,sinx,

£ (x) = tgx = e**- tgx bo‘lgani uchun xususiy yechimni noma’-
lum koeffitsiventlar usuli bilan izlab bo‘lmaydt.

Shuning uchun, o‘zgarmasni variatsiyalash usulidan foydala-
namiz.

U(x)=C, (x)cosx + C, (x)sinx deb olsak, C,(x) va C,(x) funk-
siyalarni aniglash uchun (2.32) formulaga asosan, quyidagi sistemaga
ega bo‘lamiz:

{Cf (X +C(x)y, =0, yoki G (x)cosx + C; (x)sinx = 0,
C (X)) +C (x)y; = f(x) ~C{ (x)sinx + C; (x)cosx = tgx.

Bu sistemani yechib,

C',(ch)z—‘lcsln Zdx+ A =sinx- lnltg(2 J + A4,

cosx

C;(x)=-cosx+ B
ekanlfigini topamiz.
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Shunday qilib, dastlabki tenglamaning umumiy yechimi:

X T
tg (7 + Z) .

Chegaraviy shartlarni ganoatlantirib, A va B ni aniglash uchun,
quyidagi sistemaga ega bo‘lamiz:

y = Acosx + Bsinx —cosxIn

Acos0 + Bsin0 - cos0- ln‘tg(%] -0,
n LT n ny _
AcosE + Bsm-ﬁ- - cosg . 1nltg(§] =0,

Bundan 4 =0, B = -‘?ln 3. Demak, chegaraviy shartlarni ganoat-

lantiruvchi yechim, quyidagicha bo‘ladi:
V3 . X . n
y==5 In3-.sinx -cosx- lnltg(j +ZH°

Quyidagi tenglamalarni yeching:

220. y"-2y'+y =e**.

221. y" -4y =8x".

222, y"+3y ' +2y =sin2x + 2cos2x.
223. y"+y=x+2e".

224. y"+3y' =9x.

225. y"+ 4y +5y =5x2 ~32x+5.
226. y'-3y'+2y=¢".
227. y"+Sy'+6y=e" +e
228. y"+y"=6x+e".
229, y"+y' -2y =6x2.
230. y"-5y"+6y =13sin3x.

231, y"+ 2y +y =¢".

232, y"+y'+2,5y =25¢c0s2x,

233. 4y"—y = x> - 24x.

234. y" -4y’ +3y = &>*, y(0)=3, y(0)=9.
235. y"-8y' +16y =¢€**, y(0)=0, y'(0)=1L

—2x
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236. y"+y = cos3x, y(ﬁ) =4, y'(g) =1.

237. 2y -y’ =1, y(0)=0, »'(0)

238. y"+4y =sin2x + 1, (0) =, ¥(0) = 0.

239. y"+4y = cos2x, y(0)= y(l;-] 0.

240. y" -y =2shx, p(0)=0, y'(0)=1.
241. y" -4y’ +8y =6le’*sinx, y(0)=0, y'(0)=4.

10- §. Eyler tenglamasi
O‘zgaruvchi koeffitsiyentli chizigli
Y gy 4 e, ) vay = f(x) (242)
yoki

(@c+B)' Y 2 g (@c+ B Y 4 va, (@ + By +a,y = f(%) (2.43)

tenglama Eyler fenglamasi deb ataladi, g, — bu tenglamalar uchun
o‘zgarmas koeffitsiyentlar.

(2.42) tenglamani x=¢' va (2.43) tenglamani esa ax + b = ¢' al-
mashtirish orgali o‘zgarmas koeffitsiventli chiziqli tenglama holiga
keltiriladi.

1- misol. x2y" - xy'+y =0 tenglamani yeching.

Yechish. x=¢' yoki f=Inx, ——=— === e”" almashtirish

bajarib, y = y(x) = y[x(f)] funksiyaning murakkab funksiya sifatida
hosilalarini topamiz:

y = %(e"y)% =(pe! -ep)et = (5 -9).
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Bu yerda y va y ko‘rinishda ¢ bo‘yicha hosilalar belgitandi,
Bularni e’tiborga olsak, dastlabki tenglama quyidagi holga keladi:

e e (j-y)-e e'y+y=0

yoki
p=-2y+y=A0.
Bu tenglamaning xarakteristik tenglamasi:
K -2k+1=0, (k, =1),
umumiy vechimi esa
y=(C +Cyt)e =(C; +C,Inx)-x

ko‘rinishda bo‘ladi. _

2-misol. (4x -1)* y"-2(4x - Dy’ +8y =0 tenglama yechilsin.

Yechish. 4x-1=¢ yoki x :%(e‘ +1), %:— =%e‘ yoki
£ = 4¢”' aimashtirishlarni bajarsak,

’ dydt =5
Veam=te

y = 2(a- ety ) = (-4 y 4 de GMAe =16€ (5 - ).
Bularni e’tiborga olsak, dastlabki tenglama
166 e (j-y)-4-2¢" -y +8y=0
yoki
2y-3p+y=0

ko‘rinishdagi o‘zgarmas koeffitsiventli chizigli bir jinsli tenglamaga
aylanadi. Xarakteristik tenglamasi:

kl -3k +t 309 (kl = l! kl =%).
Natijada umumiy yechim

1
—t
2

y=Ce +Ce
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yoki
y=C(4x-1)+C,vax -1

ko‘rinishda bo‘ladi.
3-misol. y" - xy" +y = cos{lnx) tenglamaniseching.
Yechish. x=¢ yoki ¢ =Inx, % - % - ¢-' almashtirishlarni

bajarib, tegishli hosilalarni hisoblaymiz:

yr=e—e‘y’ yn=e—2.r (}’*y)
Topilganlarni tenglamaga go‘ysak, quyidagi o‘zgarmas koeffitsi-
yentli tenglama hosil bo‘ladi: :

¥ -2y +y=cost.
Xarakteristik tenglama k* -2k +1=0, (4, =1) bo‘lganidan,
bir jinsli tenglamaning umumiy vechimi
¥ =(Cy + Cyt)e’
ko‘rinishda bo‘ladi.
F(x)={(1-cost+0-sinr)e™ bo‘lgani uchun xususiy yechimni
Ut) = Acost + Bsint
ko‘rinishda qidiramiz. Hosilalarni hisoblab:
U'=—Asint + Becost, U” =—-A4cost - Bsint,
tenglamaga qo‘ysak,
—-Acost — Bsint + 2 Asint — 2 Bcost + Acost + Bsint = cost
yoki
—~2Bcost + 2A4sint = cost.
Noma’lum koeffitsiyentlarni aniglaymiz:

{—28 =1,

oki -_1 =
A=0 y B 2,A 0.
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Demak, U {1} = —%sjnr hamda umumiy yechim y =(G + G

—%sint ko'rinishda bo‘iadi.
Dastlabki o‘zgaruvchiga qaytsak,
y=(C, +CyInx}x —-;-sinlnx

umumiy yechimni hosil gilamiz.

Quyidagi Eyler tenglamalarini yeching:

242, x°y" -2y =0,

243. xzy'+2xy'—n(n+1)y=0.
244, x*y" +5xp'+4y =0,
245. xly"+xy' +y =0.

246. xy”" + 2y’ =10x.

247. x?y* 6y =12Inx.

248. X’y _xp'+2y=0.

249. x*y"-3xy'+3y =3In’x.
250. x°y"+xy'+y =sinQlnx)
251 x°y" - 2xy'+2y =4x.
252. x’y"+3x’y" +xp = 6lnx.
253. x%y"—4xy' +6y = x°.
254. x*y" 4+ xy' +y=x.

255. x"y” -3xy'+3y =0,

256. X'y" 43" vy =L, y{l)=1, y()=0.

» ¥(®)=0.

bW R W M

L

[P

257. xzy' -3xy'+4y= é.x3 , (D) =%

11- §. Differensial tenglamalarni qator yordamida yechish

Ba’zi bir differensial tenglamalarni elementar funksiyalar yor-
damida integrallash mumkin bo‘!maydi, bunday tenglamalarning
yechimini
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y=3Cx—x) Q44)
=0

darajali gator ko‘rinishida izlanadi.

Noma'lum C, koeffitsiventlarni (2.44) ni tenglamaga qo‘yib,
tenglikning har ikki tomonidagi bir xil darajali hadlar oldidagi koef-
fitsiyentlarni tenglab topiladi, ya’ni

y'=flxy) (2.45)

tenglamaga go‘yilgan y(xy) = ¥, boshlang‘ich shartni qanoatlan-
tiruvchi yechimni topish haqtdagi Koshi masalasining yechimini

(2.46)

Teylor qatori yordamida topish qulay, bu yerda
y(xy) = Yo, Y'(%) = £ (%Y )5
1-misol. y” - x?y =0 tenglamani yeching.
Yechish. Bo tenglamaning yechimini
y=C+Cx+Cx* +...+C,x" +...

darajali gator ko‘rinishda gidiramiz.
Tegishli hosilalarni hisoblab,

¥ =C +2Cx+3Cx* +... +nC,x"' 1.,
y'=2-1-Co+3-2.Cyx+... + rr(J'at—l)C',,:’c"‘2 + ...,
natijalarni tenglamaga go‘yamiz:
2.1-C +3-2.Cx ... +nln-DC,x"? -
—x? (C{, +Cx+ Cx? +..+Cox” ) =0
x ni bir xil darajalari bo‘yicha guruhlasak:
2:1-C, +3-2.Cx +(4-3C, - C)x* +(5-4-C; - C )’ +...
+(n+4)(n+3)C,.q ~ C,]x"*...,=0
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yoki

2:1-C, +3:2-Cyx + ) [n+ Dn+ NC,, ~C,]x" =0.
n=0
Bundan

C, =0,Cy =0,.., (n+D@+3)C,, ~C, =0
yoki
Cﬂ

Bu tenglik barcha noma’lum koeffitsiyentlarni aniglashga yor-
dam beradi;

C4n

(n=0,1,2..).

- Co
T 3478 (dn-1)an’

Cinz =Cn3 =0 (n=012,..).
Shunday gilib, quyidagi umumiy yechimga ega bo‘ldik:

G

Canar = 4389 4n(dn+l)’

© x4 n+l

B x4n id
¥ =G 257 it + O 2 a5 i)

Hosil bo‘lgan gator son o‘gidagi barcha nuqtalarda vaqginla-
shuvchi bo‘lib, u ikkita chiziqgli erkli yechimlar yig'indisidan iborat:

2- misol. y’ = x? + y? tenglamaning, ¥0)=1 shartni bajaruvchi
yechimini Teylor qatori yordamida birinchi oltita hadlari yig‘indisi
shaklida toping.

Yechish. p(0)=1 boshlang‘ich shartga asosan y'(0)=0? +1* =1,

ikkinchi tartibli hosila y* =2x + 2y .y’ va uning giymati
y"(0y=2-0+2-1-1> =2;

uchinchi tartibli hosila y” =2+ 2y2 + 2yy” va uning giymati

y (0)=2+2-1+2.1.2=8;

to‘rtinchi tartibli hosila y’¥ =6y’y* + 2yy™ va uning qiymati

yP(0)=6-1-2+2-1.8=28;
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beshinchi tartibli hosila y =6y +8y’y" +2yp" va uning giymati
y(0)=6-22+8.1-8+2-1-28 = 144.
Izlangan yechim formulasi

2 3 4
y=1 +%y'(0)+%y”(0)+%y”(0)+%yw (0)+-"—:!-yy(0).

x  2x*  8x%  28x*  144x°
Demak,y=l+-l-!-+—§-!-—+T+T+—5—!—.

3-misol. y" = x +)? tenglamaning y(0) =0, »'(0) =1 shart-
larni qanoatlantiruvchi yechimini Teylor qatori ko‘rinishida to‘rita
noldan fargli had yig‘indist ko‘rinishida toping.

Yechish. Teylor formulasiga asosan yechim ko‘rinishi

xz " x3 L.} 4
SV O+ 5y (0)+%yw(0)+-—- bo‘lgani uchun

boshlang‘ich shartlardan foydalanib:
y(0)=0+0° =0,
y" =1+2yy’ va uning giymati y"(®=1+2.0-1=1,
¥y =2y + 2yy” va uning qiymati ¥ (0)=2-1* +2.0.0=2,
y¥ =6y’y" + 2yy" va uning qiymati yV(0)= 6-1-42-0:-1=0,
v =6y +8y'y" +2y -y va uning giymati
y”(0)=6-0+8-1-l+2-0-2=8_

y=y0+ -]x-ly'(()) +

3 4 6 3 4 6
2x 8x x X x
Demak, y=X+2_ 2% 13X L =x+2 2
YERty ittt s "ttt

Quyidagi differensial tenglamalarning yechimlarini darajali qator-
lar ko‘rinishida toping:
258, y'+xy=0.
259, y'=x-2y, y(0) =0.
260. y"+xy'+y=0.
261, y'-xy' -2y =0.
262. y"+x2y =0, y(0)=0, y'(0)=1L
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Quyidagi tenglamalarning yechimlarini ko‘rsatilgan aniqlikda
noldan fargli Teylor qatori yig‘indisi shaklida toping:

263. y' =x*y +y*, y(0) =1, to‘rtta noldan farqli hadlar yi-
g‘indisi shaklida.

264. y' = x +2y?, y(0) = 0, ikkita noldan farqli had yig‘indisi
shaklida.

265. y"-xy* =0, y(0 =1, y'(0)=1, to‘rtta noldan farqli
had yig‘indisi shaklida,

266. y' =2x -y, y(® =2, aniq yechimi topilsin.

267. y'=y* +x, y(0) =1, birinchi beshta hadi yig‘indisi ko‘-
rinishidagi yechimi topilsin.

268, y"=Qx-1Dy-1, y(0) =0, y'(0) =1, birinchi beshta hadi
yig‘indisi ko‘rinishidagi yechimi topilsin.
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Iir BOB

DIFFERENSIAL TENGLAMALAR ~
SISTEMASI

1- §. Normal sistema

Ushbu
‘{; f(t xlax2> ,x ) (I= "n) (3.1)
ko‘rinishdagi sistema birinchi tartibli n ta differensial tenglamalarning
normal sistemasi yoki x=x#) noma’lum funksiyaning hosilasiga nis-
batan yechilgan differensial tenglamalar sistemasi deyiladi. Bunda
tenglamalar soni noma’lnm funksiyalar soniga teng, deb faraz gilinadi.

Agar (3.1) sistemaning o‘ng tomonidagi f; (i =1,n#) funksiyalar
Xy ,Xy,...,X, larga nisbatan chizigli bo‘lsa, u vaqtda (3.1) sistema
chizigli d:ﬂ"erens:a! tenglamalar sistemasi deyiladi.

(3.1) sistemaning (a; ») intervaldagi yechimi deb, (a; b) interval-
da uzluksiz differensiallanuvchi va sistemaning hamma tenglamasini
qanoatlantiradigan nta x,(t), x,(f), x;(), ..., x,(f) funksiya to'p-
lamiga aytiladi.

Differensial tenglamalarning normal sistemasi uchun Koshi ma-
salasi shunday yechimni topishdan iboratki, u =%, da beriigan quyi-
dagi giymatlarni gabul qilsin;

Xt Ir=m= X105 X2 'r=r0= Xags-ees xﬁlr=¢0 = Xp0. (3.

Bu qiymatlar (3.1) normal sistemaning boshlang ‘ich shartlari
deyiladi. Ularning soni noma’lum funksivalar soni bilan bir xil.

(3.1) sistemaning umumiy yechimi deb, nta ixtiyoriy C,, C,, ..., C,
o‘zgarmaslarga bog'liq bo‘lgan ushbu x; = ¢, (¢,(;, G, ..., C,)
funksiyalar sistemasiga aytiladi. Ixtiyorly o‘zgarmastarning mumkin
bo‘lgan ba’zi qiymatlarida hosil bo‘ladigan yechimlar xususiy
yechimlar deyiladi.

g1



n- tartibli bitta differensial tenglamani tenglamalarning normal
sistemasiga keltirish mumkin. Umuman aytganda, buning aksi ham
o‘rinli, ya’'ni birinchi tartibli » ta differensial tenglamaning normal
sistemasi n- tartibli bitta differensial tenglamaga ekvivalentdir.

1- misol.
dx
Z=ax+by+ f(1), (3.3
% =cx +dy +g(1) (3.4)

sistema berilgan bo‘lsin. Bu yerda a, b, ¢, d — o‘zgarmas koef-
fitsiventlar, f(#) va g(H — berilgan funksiyalar, x() va W#) —noma’-
lum funksiyalar.

(3.3) tenglamadan

L{dx
y=-5('a.7"0x"f(")) 3.5)
ni topamiz va uning ikkala qismini differensiallaymiz:
dy _1(d*x  dx _df
r i z[d,—z o dt} (36)

(3.5) va (3.6) ni (3.4) ga keltirib go‘yamiz. Natijada x(7) ga nis-,
batan ikkinchi tartibli differensial tenglamani hosil qilamiz:

&x dx
A=+ BZ +Cx+ P(1)=0, 3.7

bu yerda 4, B, C — o‘zgarmaslar .
2- misol. Quyidagi tenglamalar sistemasining yechimini toping:

& +1
dt = y >
dy _
ris x+1.
Birinchi tenglamadan
L 8
¥y 7 1 Q3.

ni topib, uning ikkala tomonini ¢ bo‘yicha differensiallaymiz:
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& &x
Yk (3.9

(3.8) va (3.9) ifodalami sistemaning ikkinchi tenglamasiga keltirib
qo‘yib, x(f) ga nisbatan o‘zgarmas koeffitsiventli ikkinchi tartibli
differensial tenglamani hosil gilamiz:

-—2——x—l=0.

Bu tenglamaning umumiy yechirni:

x=Ce +Ce' -1 (3.10)

(3.10) funksiyani ¢ bo‘yicha differensiallab, (3.8) ifodaga keltirib
qo‘ysak,

y=Cé -Ce’ -1
ni topamiz. Demak, sistemaning vmumiy yechimi:

X = Clef +Cze" *"'1,
y= Cler ‘*Cze_r ~1.

2- §. O‘zgarmas koeffitsiyentli chizigli bir jinsli differensial
tenglamalar sistemasini Eyler nsulida integrallash

Quyidagi bir jinsli chiziqli

%:ax+by+cz,

dy _

— =ax+hy+az, 3.1
d

£=a2x+ by+ez

sistemani garaymiz va undagi koeffitsiventlarni o‘zgarmas deb hisob-
laymiz. (3.11) sistemaning yechimini ko‘rsatkichli funksiyalar

ko‘rinishida izlaymiz:
x=xe", y=pe”, z=ve", 3.12)
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bu yerda r, A, p, v o‘zgarmas bo‘lib, ularni (3.12) ifodalar (3.11) sis-
temani ganoatlantiradigan qilib aniglash lozim. {3.11) sistemaga
(3.12) givmatlarni qo‘yib, ¢” ga gisqartirib va X, g, v oldidagi koef-
fitsiventlarni tanlab, quyidagi algebraik tenglamalar sistemasini hosit
gilamiz:

(a-r+bp+ev=0,
ah+ (b —-rn+cov=0, 3.13)
i +bhu+t(cg —riv=10.

(3.13) sistema — &, p, v ga nisbatan chizigli bir jinsli tenglama.
lar sistemasidir. Demak, sisterna noldan fargli yechimlarga egi
bo‘lishi uchun sistemaning determinanti nolga teng bo‘lishi zarur v:
yetarlidir. Shunday gilib,

a—r b C
A=tag b-r ¢ |=0 3.14
@ b -

tenglik bajarilishi kerak.

(3.14) tenglama r ga nisbatan uchinchi darajali tenglamadir,
(3.11) sistemaning xarakteristik tenglamasi deyiladi.

a) Xarakteristik tenglamaning r,, »,, r, ildizlari haqiqiy va har:
bo‘lsin. Bu ildizlarning har biri uchun mos (3.13) tenglamalar sist
mMAasini YOZamuz va A, p;, V5 Ay My, Vi Ay, Hy, v, Koeffitsiyentlar
aniglaymiz. Agar (3.14) tengiamaning r,, r,, r, ildizlariga mos (3.1
sistemaning xususiy yechimlarini x,, y;, ;5 X5 ¥, 2,5 X, Vs,
orgali belgilasak, (3.11) differensial tenglamalar sistemasining urr
iy yechimi

x(1y=Cx +Cyxy +Cyxy,
(1) =Cy + Gy, + Gy, (3.
N =Cz + G +CGz



1- misol. Ushbu sistemaning umumiy yechimini toping:

ox

?;-=3xay+z,

dy _ _

i x+35y -1z, ) (3.16)
&

E-t--x y+3z

Yechish, Sistemaning xarakteristik tenglamasini tuzantiz:

3-r -1 !
-1 5-r -1{=0
1 -1 3~

yoki r* ~11r% + 36r - 36 = 0. Uning ildizlari: 5 =2, 5 =3, 5 =6.
Demak, (3.16) sistemaning sususiy yechimlarini
x =Met, y =mer, 5 = v,
xz =lze3!’ y2 ‘:“283!’ zz ='-Vze3t ,
X3 = hye®, y3 = e’ 23 = vie®
ko‘rinishda izlaymiz. ) .
r=2 da A, p, v ni aniqlash uchun (3.13) tenglamalar sistemasi
quyidagicha yoziladi:

(3_2))’.1—“1+V’ '—'0, A_I»-pl-t-vlzo,’
M -u+(3-2)v=0 Ay~ +vy =0

Bu sistema yechimlari: 4, =1, y; =0, v, =-1.
7,=3 uchun
hy —Hy +vy =0,
g + 21y —vy; =0,
Ay =y =0
sistemani hosil gilamiz. Bu sistemaning yechimlari sifatida A,=1,

p=1, v,=1 ni olish mumkin.
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r,=6da (3.13) tenglamalar sistermasi quyidagicha bo‘ladi:

"‘37‘.} —‘113 + V3 = 0_,
—A3 ~py —vy =0,
7\.3 —].13 —3V3 = 0.
1,=1deb, p,==2, v;=1 larni topamiz.
Shunday dilib, (3.16) sistemaning xususiy yechimlari:

2¢

— 21,
=€, »=4u g =-e;
- o3t _ 3t 3.
Xy =€, Yy =€, H =€
- 0t 6 6
e,y =-2e 7z, =e".

Bu xususiy yechimlar (3.16) sistemaning fundamental yechimlar
sistemasidir. Demak, (3.16) sistemaning umumiy yechimi (3.15) for-
mulaga ko‘ra quyidagicha bo‘ladi:

x(1y=Ce* + Cye* + Cye™,
y(f) = Czeh - 2C'386r N

(3.17)
U =-Ce* +Ce* +Cye®.

b) Xarakteristik tenglamaning ildizlari kompleks sonlar bo‘lgan
holni qarzymiz.
2- misol. Sistemaning yechimini toping:

(3.18)

Yechish . Berilgan sistemaning xarakteristik tenglamasi

-r —5 9
= ={
|12 —l—r\ r-+9

ko‘rinishda bo“lib, v ildizlarga ega. (3.13) formulaga asosan

(1-ra-5u=0,
{21 ~(0+ru=0 (3.19)



sistemaga ega bo‘lamiz. »=3/ uchun
{(l -30)% = 5p =0,
2% - (1 +3D)y, =0.
A, =5deb, u,=1-3i ni topamiz. U holda -

x =5, y =(1-3)e" (3.20)

xususiy yechimlarni topamiz. r,=—3i ni (3.19) ga qo‘yib, A,=5,
p,=1+3i larni topamiz.
U holda xususiy yechimlar

x =5e3", y =(1+3i)e* 3.21)
ko‘rinishda bo‘ladi.
Yangi fundamental yechimlar sistemasiga o‘tamiz:
- _ X|+Xxp — L)
- _, 2 —14 2 .
(3.22)
—_nty o _ -0
y' ) s yl - 7 "

Bundan Eyler formulasi ¢**" =cosar + isinar dan foydalanib

x; = 5cos3t, X, = 5sin3¢,
¥, =cos3t+3sin3¢, 7y, =sin3¢-3cos3t
larni topamiz. U holda berilgan sistemaning umumiy yechimi quy-
idagi ko‘rinishda bo‘ladi:
x(t) =5C, cos3t + 5C, sin3¢;
¥(t) = G (cos3t + 3sin3¢) + C, (sin 37 — 3cos37).

d) Xarakteristik tenglamaning ildizlari karrali bo‘lsin.
3~ misol. Sistemaning yechimini toping:

dx-2x+

dar Vs 3.29)
a‘y_ _ .
E-4y X.
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Yechish. Sistemaning xarakteristik tenglamasi

2-r i
-1 4-r

r,=r,=3 ildizga ega. Sistemaning yechimini

{x = (A + 1),
y=_(,+ ;,t2f)e’3f
ko‘rinishda izlash kerak. (3.24) ifodani (3.23) sistemaning birinchi
tenglamasiga qo‘yib

g+t =20 + )+ (A + 1) (3.25)

tenglikka ega bo‘lamiz. Chap va o‘ng tomondagi bir xil darajali
¢ ning koeffitsiyentlarini tenglashtirib

{37»1 + oy = 2R + Ay,
3uy =2y + 1y
sistemani hosil qilamiz. Bundan
{7‘«2 =k + U,
Mz =1y
ni topamiz. A, va p, sonlarni ixtiyoriy parametr deb olishimiz mum-

kin. 4, =C, va u,=C, deb belgilasak, (3.13) sistemaning umumiy
yechimi

= —6r+9=20

(3.24)

x = (C; +Cyt)e”,
y=(C, +Cy + Cy1)e*

ko‘rinishda bo‘ladi.

3- §. Differensial tenglamalar sistemasining

birinchi integrali
Differensial tenglamalar sistemasi
% = j;(t) Xls X2y vrny xﬂ)’ (! =m) (3'26)
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ni integrallashning bu usuli quyidagidan iborat: arifimetik amallar
(qo‘shish, ayirish, ko‘paytirish, bo‘lish) vordamida (3.26) tenglama-
lar sistemasi osongina integrallanadigan

F(r, U, %{) =0 (3.27)

-

tenglamaga keltiriladi, bu yerda U = U{1, x, x;, ..., X,).
1- misol. Sistemaning vechimini toping:

dx _ ) 2
= =20 + )y,

dy _ (3.28)
- = 4xyt
Yechish. Tenglamalarni hadma-had go‘shib,
dix+y) _ 2
—-T = 2(x + y) f
tenglamani hosil gilamiz. Uni integrallab
X+y

ni topamiz. Tenglamalarni hadma-had ayirib, quyidagini topamiz:

d{x-y) _ Y
—= 2t(x-y),

bundan

-1— +1 z = C2
x-y
ni hosil gilamiz. Shunday qitib, sistemaning ikkita birinchi integra-
lini topdik:

2, 1. 1, 1

7 +;:-;"'C15 t +x__y—C2. (3.29)

(3.29) ifoda — (3.28) sistemaning umumiy integrali. (3.29) sis-

temani x va y noma’lum funksiyalarga nisbatan yechib, (3.28) diffe-
rensial tenglamalarning umumiy yechimini topamiz:

C+Cy 212 G-G
r = N f)"-—: .
x(®) 2C - HC 1) 4 2C - NGy -17)
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2- misol. Quyidagi sistemaning yechimini toping:

(dx _ x-y

dr 71"

& _xy

&t 7-1° (3.30)
dz

—=x-y+1

ar ¥

Yechish. Sistemaning birinchi tenglamasidan ikkinchi tengla-
masini hadma-had ayirib,

d(x-y) _

—a =0
tenglamani hosil gilamiz. Uni integrallab, (3.30) sistemaning birinchi
integralini topamiz;

(3.31) ifodani (3.30) sistemaning ikkinchi va uchinchi tenglama-
lariga qo‘yib, ikki noma’lumli tenglamalar sistemasiga kelamiz:

& _G

dt  z-1°

o 1 (3.32)
E = Cl + .

(3.32) sistemaning ikkinchi tenglamasidan
' z=(C, + Dt +C, (3.33)
ni topamiz. {3.33) ni (3.32) sistemaning birinchi tenglamasiga keltirib
qgo‘yamiz va
y =[Gt + G|+ G 3.349)
ni topamiz. Shunday gilib, (3.30) sistemaning umumiy yechimi:
x(1) =In|Gt + G|+ C +Cy,
y(1)=InjCi7 + G|+ Gy,
() =(C, + 1)t +C,.
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3- misol. Quyidagi

(3.35)

sistemaning x| . =2, ) o 5 boshlang‘ich shartlarni qanoat-
=l =

lantiruvchi xususiy yechimini toping.
Yechish. Sistemaning birinchi tenglamasini 2 ga ko‘paytirib,
ikkinchi tenglamaga hadma-had go‘shib,

d(2x+y)

= 2(Zx+y)
tenglamani hosil gilamiz. Bundan
2.’6 + y = Clezr
yoki y=Ce' -2x (3.36)

birinchi integralni topamiz. (3.36) ni (3.35) sistemaning birinchi
tenglamasiga keltirib qo‘yib, x ga nisbatan chizigli tenglamaga kela-
miz:

%Hx =5C ¥, (3.37)
Bundan
x(t) =Cye™ +§C,e2’ (3.38)

yechimni topamiz. Shunday gilib, (3.35) sistemaning umumiy yechimi

x(t)=Cye" + -;-C,ezr .
3.39
y(1) = 5 ~2G,e™" 339

Sistemaning boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi xususiy
yechimini topish uchun (3.39) ga ¢, x va y larning o‘rniga mos

91



ravishda 0, 2 va 5 sonlarni qo‘yib, C, va C, larga nisbatan quyidagi
sisternani hosil gilamiz:

3
C, +2C, =2,
1 T4 (3.40)

1
—'-9-C| - 262 = S.

Bundan C,=9, C,=-3 ni topamiz, demak, (3.35) sistemaning xu-
susiy yechimi:

x(1)=5e*" -3¢,

y(1) =—e* +6e7".

4- §. O*zgarmas koeffitsiyentli chizigli bir jinsli bo‘imagan
differensial tenglamalar sistemasini integraltash
usuflari

1. O*zgarmaslarni variatsiyalash usuli. Ushbu sistema berilgan
bo‘lsin;

X' +ax+by+ez= (1), iy
V'+ax+by+ez= (), (2) (3.41)
rax+by+az= fi(1). (3)

Bunda f(») (i=1, 2, 3} o‘zgaruvchining berilgan uzluksiz funksiyasi.
Faraz gilaylik:
=075 +Gy + Gz
funksiyalar (3.41) sistemaga mos bir jinsli sistemaning umumiy yechi-
mi bo'lsin. U holda (3.41) sistemaning yechimini
x=C(x +C(#)x, +C(1)x;,
y=C Oy + GO +G (O, (343)
I= Cl (1 + Cz (”Zz + C3 (t)Z3
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ko‘rinishda izlaymiz, bu yerda C\ (), Cy(#), C,() — noma’lum funk-
sivalar.

(3.43) ifodalarni {3.41) sistemaga keltirib qo‘ysak, (3.41) siste-
maning (1) tenglamasi quyidagi ko‘rinishga keladi:

C'l’xl +‘C5x2 +qx’3 +q(xl'+alxl+b‘yl +clzl)+ '" (344)
+G (g +ax, +hn +q5)+ G +ax +hy; +q5) = f ().
Bunda (3.42) ga asosan barcha gavslar nolga teng, demak,
Cix +Cix; + Gix3 = [ (1), (345)
Xuddi shuningdek, (3.41) sistemaning (2) va (3} tenglamalaridan
{C(.Vl +Cipy + 0y = /(2)
Cia + Gy +Ciz = £5.(9) (3.46)
tenglamalar sistemasini hosil gilamiz.

C!, C;, C; larga nisbatan chizigli bo‘lgan (3.45), (3.46) sistema
yechimga ega, chunki uning determinanti Vronskiy determinanti
bo‘lib, u noldan farqli, ya’ni:

1 ¥ X
A = 1 y2 y3 # 0.
a 4 O

(3.45), (3.46) sistemadan C/, C;, C; larni topib, so‘ng integral-

lab, C;, C,, C; larni topamiz, shu bilan birga (3.41) sistemaning

(3.43) yechimini topamiz.
1- misol. Ushbu sistemaning umumiy yechimini toping:

i -
?—r—+2x+4y-1+4r,

347
dy L, _3a
E+x y—-jt.
Yechish. Avvalo
%+2x+4y=0,
(3.48)
£+x—y=0
dr
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sistemaning umumiy yechimini topamiz. (3.48) sistemaning ikkinchi
tenglamasini

B 3.4
x=y-2 (3.49)
ko‘rinishda yozib, uni 7 bo‘yicha differensiallab
dx _dy _d'y
A G0

tenglikni hosil gilamiz. (3.49) va (3.50) ifodalarni (3.48) sistemaning
birinchi tenglamasiga keltirib go‘yib, y ga nisbatan ikkinchi tartibli
tenglamaga kelamiz:

‘:; Zy dy -6y =0.
Bu tenglamaning umumiy yechlml.
y=Ce¥ +Ce’
(3.49) dan
x =~Ce* +4C,e™
ni topamiz. Demak, (3.48) sistemaning umumiy yechimi:
x =-Ce* +4Cye™,
y=Ce* +Ce¥.
Endi (3.47) sistemaning yechimini

{x = -GN +4G (e, (3.51)

y=C (e +Cy(t)e™
ko‘rinishda 1zlayrmz
(3.51) ni (3.47) ga keltirib go'yib va ba’zi bir elementar amallar-
ni bajarib, Cy(¢), C; (¢) larga nisbatan

Cl(ne +Cy (e = 2

| w

{-C,’(r)e2r +4C (1) =14 41,
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chizigli tenglamalar sistemasiga kelamiz. Bundan

2 _4y_tye 2!
C{(t)z(sr 4r5l)e

larni topib, so‘ngra integrallab,

(312 +81+2)€%

) Cl'(t)= 10

C,(!):-%(r+3!2)e“2’ + G, Cz(r)=Tla(2r+y2 )& +C, (3.52)

ni topamiz, bu yerda C; va C, — ixtiyoriy o‘zgarmaslar. (3.52) ni
(3.51) ga keltirib qo‘yib, (3.47) sistemaning umumiy yechimini hosil
gilamiz:

x(2) = -Cie¥ +4C,e™ w1482,

y(1) = Ce¥ +Cre™ -4%12. (3.53)

2. Aniqmas koeffitsiyentlar usuli. Agar o‘zgarmas koeflitsiyentli
chizigli bir jinsli bo‘lmagan differensial tenglamalar sistemasining
o‘ng tomonidagi ifoda f() — funksiya, P () — ko‘phad, e —
ko‘rsatkichli funksiya, sinfi#, cosff — sinus va kosinus yoki ularning
ko‘paytmasi ko'rinishida bo‘lsa, sistemaning xususiy yechimini aniq-
mas koeffitsiventlar usuli bilan topish magsadga muvofiqdir.

2- misol. Ushbu

dx
E-x+2y,

dy .
— = x - 3sin¢t
dt

(3.54)

sistemaning umumiy yechimini toping.
Yechish. (3.54) sistemaga mos bo‘lgan bir jinsli sistema:

dx

—=x+2y,

df (3.55)
Q: X

dt ’

Birinchi tenglamani ¢ bo‘yicha differensiallaymiz:

2
g_.ﬁ ._.‘.i.x_+2£)i .
dr? dt dt
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Bundan

d?x  dx
dl—z—E—Zx-O (3.56)
. o . d*x  dx .
tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglama d—Z-—E—Zx = 10sint
i

tenglamaga mos bir jinsli tenglama. (3.56) ning k> -k -2 =0 xa-
rakteristik tenglamasi & = -1, &, =2 ildizlarga ega.
Mos bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi
x=Ce' + Gt (3.57)
bo‘ladi. Bir jinsli bo‘lmagan tenglamaning o‘ng tomoni f(7)=10sinf
ko‘rinishga ega. Bunda a=0, p=I1, shuning uchun xususiy yvechimni
x* = Acost + Bsint (3.58)
ko‘rinishda izlaymiz. Bundan x"', x* larni topamiz:

f

x' = —Asinf + Bcost,

x" =—Acost - Bsint. (3.59)

(3.58) va (3.59) larni differensial tenglamaga qo‘yib, quyidagiga
ega bo‘lamiz;

(34 + B)cost + (A + B)sint = 10sinz.

cost va sin/ larning koeffitsiventlarini tenglashtirib,

3A+B =0,

{A +8=10
sistemani hosil qilamiz. Sistemani yechib
A=-5, B=15
lari topamiz. Demak, xususiy yechim
" x* = ~5cost + 10sin/
ko‘rinishda, umumiy yechim esa
x=x+x" =Ce* +Ce* -5cost +10sin? (3.60)

ko‘rinishda bo‘ladi. (3.60) ni 7 bo‘yicha differensiallab
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x'=—-Cie’ +2C,e* +5sint +10cost 3.6

ni topamiz. (3.60) va (3.61) larni (3.34) sistemaning birinchi tengla-
masiga keltirib qo‘yamiz.
U holda

L

-1 1 2, 15 5 .
y=-Ce +—2-Cze +—2-c051—5smt

tti topamiz. Demak, (3.54} sistemaning vmumiy yechimi

x=Ce’ +Cye? -Scost +10sin,
15

— _ -1 1 2¢ _5 :
y =-Cie +—2-Cze + —-€0s7 - sin/

ko‘rinishda bo‘ladi.
3. Birinchi integrallarini topish usuli (Dalamber usuli).
Ushbu

dx
E=axehy+ ),

3.62
%=a2x+bzy+j;(r) (562

sistemani qaraymiz. Ikkinchi tenglamani biror A songa ko‘paytirib,
birinchi tenglamaga hadma-had go‘shamiz:

d(x;rky) = (@ +1a )x + (B + 2By + fi (1) + 5 (). (3.63)

(3.63) tenglamani quyidagi ko‘rinishda yozib olamiz:

d(x+Ay) _ by +1by
——= (a +Aa, )(x + FYTY y] + [ () +Af(8). (3.69)
Endi A sonni shunday tanlaymizki, u
b +rb, _
i A (3.65)

bo‘lsin. U holda (3.64) tenglama (x+1y) ga nisbatan chizigli tengla-
ma ko‘rinishiga keladi:

d(x+Ap)

e (o +hay x +Ay)+ f1 (1) + 045 (). (3.66)
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(3.66) ni integrallab
x+dy=eataricy LA +24 () *"3”’5':‘} (3.67)

ni topamiz.

Agar (3.65) tenglama ikkita haqiqiy har xil &, = &, ildizga ega
bo‘lsa, u holda (3.67) dan (3.62) sistemaning ikkita birinchi integra-
li topiladi. Demak, sistemani integrallash tugallangan bo‘ladi.

3- misol. Ushbu sistemani Dalamber usuli bilan yeching:

d: =5x+4y+¢,

dr
dy
?&_4x+5y+l.

Yechish. Buyerda g, =5, b =4, a, =4, b =5, fi(t) =¢€',
5 (1Y =1. & sonni (3.65) formuladan topamiz:

4455

T A4+ =A(5+40). (3.67)

Bu tenglama A, =-1, %, =1 iidizlarga ega. U holda (3.67"
formuladan A=1 uchun

x+y=(C + (e +e? ) =C e - Lot _

.
1

ce|
=1

A = -1 uchun

x-y=€(Cy+ [(i-eNd)=Cye +1e' +1
larni topamiz. Shunday qilib, berilgan sistemaning bog‘ligmas ikki-
ta birinchi integrali
(x +y +%e‘ +-;-)e‘9' =C,
(x-y-t' -De’ =C,
ko‘rinishda bo‘ladi.
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Quyidagi differensial tenglamalar sistemasining yechimini bitta'
tenglamaga keltirish usuli bilan toping:

= = -9y, —=Xx+5y,
269. d;y 274. j;
_d?=x_ ?’;=—xﬂjy1
x(0)=-2, y(0)=1.
";_:::=y+ts %=xz +y.
270. dy 273. &
vl -t E=_2?+x’
- x(@)=x'(0)=1, »(0)=0.
(d?x  d
-“%=3"2y1 ;;Ex..}-.gii.{.x:(}’
271. p 276. 2
D _ax-2t. & 4y
dt Ldt g
J%x—+3x+y-0, %f—:x—4y,
272. d}f 271. 19
.‘_f-«—x+y=0. F=xtY
£=3x—l -37 —lr+3, 4£ dy+3x—smt
df 2 2 2 dt
273. 4@ 278. dx
LE=2y-2r—-1. -+ =cost.

Quyidagi differensial tenglamalar sistemasining yechimini siste-
maning birinchi integrallarini topish usuli bilan toping:

dx 2 .2 & _ v

Tﬂ- =X + y 3 . dt xX-y *
279. 280.

Doy LA

dt dat  x-y

99



281.

282.

,

Z —sinxcos
dt Y
ly _ .
— = cosxsiny.
rdx _
s z=1% +2xy, . ‘ '
) 3 , funksiyalar sistemaning
by z=x-p
L df x

birinchi integrali bo‘la oladimi?

283.

dx 2
JE-:y —-COs X, Z=2tcosx~Iny, . .
, funksivalar siste-

Q:—ysinx. z=3ycosx -y
L dt
maning birinchi integrali bo‘la oladimi?
= = cos’xcos’y +sin’xcos’y,
dt
284. < Y i
== —-5sin2xs'm 2y, x(M =0, y(0O)=0.

Quyidagi differensial tenglamalar sistemasining yechimini Eyler
usuli bilan toping:

285. |

286. 1

287.

100

(& _ 8y _x, & _4x-3y,
dt df
288,

£=x+y E}i=3x+4y
Ldt ’ dt ’
£=2x+y, ix—:Sx—y,
dt dt

y 289. 5
fﬁ=x_3y' < =x+3y.
x(0) =90, y(0)=0.
r%=x+y, © & o xesy,

! dt
1@ 290. dy
E=4y—2x, -Jt'=_3y-x’
x(0)=0, y(0)=-1. x(0)=-2, y(0)=1.



—_—= X z,
f(i+2£y-=17x+8y, dt
201, |4 & 293. 1% - x,
13i‘£=53x+2y a
z | de_
x(0)=2, ¥(0)=-L a= v

dx— — —
73?*636 12y -z,

dy _ _
292. _(}T_x 3y 2y

dz _
== 4x+12y +3z.

Quyidagi differensial tenglamalar sistemasining yechimini
o‘zgarmaslarni variatsiyalash usuli bilan toping:

%+2x—y=*ez', %+y=cosr,
294. ¢ 297. 1
e = €2t Yy =5
E+3x 2y =6e”". — + X =sint.
dx [
E=x+y—cost, : E=2X—y,
295. 1% 298. 5
Tﬂ.=-_y—234c+cosr+s.im‘. L%zZy—»x—Se’sinr.
dx
y E:2x+y—2z—t+2,
.;-—y=cost, dy
296. | ¥ 299, {—=-X+I,
é _1_x 1‘#
r7 &
dr—x+y—z—t+l.

Quyidagi differensial tenglamalar sistemasining yechimini aniq-
mas koeffitsiyentlar usulida toping:

dx _ 5 L .
Tff_—:} 2}’, - y+smt9

301, 4

300.
dy dy

& . ax -2t i -

- 2x -2 i COst.
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302. jy
=X 2y +1,
x(0)=0, y(0)=0.
%+%+y-e .
303.

dy

2§£+—+2y =sinf.

dt  dt

& —4x-syrar-L,

i
dt
304. | 4y

dt
x(0) = -3, ¥(0)=-3.

=X+y+1,

=x-2y+2¢,

% = XCOS!,
30s.

=(e +e)y.

Quyidagi differensial tenglamalar sistemasining yechimini Dalam-

ber usulida toping:

=5x+4y,

306. {4
Y
r’i =X+ 2y.

(& _

307. ‘\ y

6x+y,

"d— 4 X+ 3y.

=2x-4y+1,

308.

&
dt
& __
== x+5y.

£=2x+4y+cost,
dt
309. *dy
ZF=* 2y +sinf.
& =3x+y+é,
dt
310. <dy .
E-:x-;-?’y—e.
’%=x+5y,
311. <d;
T =

x(0)=-2, y(0)=1

Mustagil ish topshiriglari

32. 1%,
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dt 7’
313. z
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&y 1
VR LA
1
T oyt
b _ 2
d y’
315, 5
& _y
oz
dy _ x
dx  yz’
316. 43:1‘_
(dx y?
%=~7x+y,
317.<dz
—‘}?=—2x-—5y

a _
-E- X V
4dz
-3-!-:;\1'3}’
dx _—
‘—;—'_}‘ s
dy
—_— =T+ X
&=t
dz _
LE;-—x+y.
" dx
-Et-—mx+y+z+e,
dy
P +
ar =X-yrz e i
de _ ,
-(-E-x+}+z+4

5- §. Operatsion hisob

1. Boshlang‘ich funksiya va uning tasviri,
Boshlang‘ich funksiya (original) deb quyidagi shartlarni ganoat-

lantiruvchi £(#) funksiva gabul gilinadi:

i°. Istalgan chekli intervalda f(#) va f'(¥) chekli sondan ko‘p
bo‘lmagan birinchi tur vzilish nuqtalariga (chekli sakrashlarga) ega.

2°, + < 0 uchun f{5)=0.

3°, £(9) funksiya ko‘rsatkichli funksivadan tez o‘smaydi, va’'ni
shunday ¢ ga bog‘lig bo‘lmagan musbat haqiqiy o‘zgarmas M va §,
sonlari mavjudki, bunda yetarlicha katta 7 lar uchun

If (1)) < Me™

(3.68)

tengsizlik bajariladi. Bunda S, — originalning o‘sish tartibini ko*r-
satuvchi sonr. Original o zgarmas bolsa, 5,=0 deb gabul gilish

mimkin.
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J(0 funksivaning haqiqiy o‘zgaruvchi ¢ ning kompleks funks
e ga ko‘paytmasini, ya’'ni

e f(t) (p=a+ib, ax0) (54
ni qaraymiz. (3.69) funksiya ham haqiqiy o‘zgaruvchi # ning ka
pleks funksiyasidir:

e~ . f(ty=e%f(t)cosbt —ie™™ f(f)sinbt. (3.

So‘ngra ushbu xosmas integralni garaymiz:
?e“”f(r)dt = u?e""f(r)c-f;‘sbmlt - iofe"”f(t)sin btdt. (3.
0 0 0

Agar f() funksiya (3.68) tengsizlikni qanoatlantirsa va a >
bo‘lsa, (3.71) tenglikning o‘ng qismida turgan xosmas integral
mavjud va ular absolyut vaginlashuvchi.

(3.71) integral p ning bironta funksiyasini aniqlaydi, u funks
H(p) ni bilan belgilaymiz:

F(p)= je“"f(r)dr. (3.

Ta’rif. Kompleks p=a+ib o‘zgaruvchiga bog‘liq bo‘lgan

F(p)= Ee"”f(t)df = L{f ()}

tenglik bilan aniqlangan F(p) funksivaga f(#) funksiyaning tas
voki Laplas almashtirishi deyiladi, f(f) funksiyaning o‘zi «
Rp) ning originali deyiladi va quyidagicha yoziladi;

F(p)— f(¢) tasvir-original yoki f{r)-—— F(p) original-t
vir, yoki
L{f(2)} = F(p).

2. Laplas almashtirishining asosiy xossalari
1°. Ixtivoriy a va § kompleks o‘zgarmaslar uchun

of (1) +Bg(D)«—aF (p)+BG(p). (3.7
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Asosiy originallar va tasvirlar jadvali

Ne f(t) F(p) tasvir Ne f(‘t) F{p) tasvir
original original .
| ; o
t. I 7 9. | e™ sinar (7o) + a2
i nl
2. H 10. N —
p?!-l-l € (p . a).’i+l
1 2 _ 2
3. et 11.| tcosat %’2—
p-a (p” +a”)
4 i - 12 i 2ra
. sin at .| tsinat
22 + a2 (7 + %)
b . - 1
5. cos af 3 2 13.] sin¢ -y | €7 —
pe+a p+1
a - P
6. shar T3 14, cos(t -y | & >
p-~a pe+1
P int
7. chat 23 1s. = arceigp
pr-a !
£ .
pP-c sin ¢ arcctgp
8. al -3 3 16.| j=—dt
e~ cosat (p—a)2+a2 {,)[ ¢ P
2°. Ixtiyoriy o‘zgarmas o > 0 uchun
flate—LF(2). (3.74)

3°. Agar f(f)e——F(p) bo'lib, f'{r) original bo'lsa, u holda
£y pF(p)- £(0).
4°. Agar f(f)e~F(p) bo'lsa, u holda istalgan o da
e f(t)y——F(p-a).

(3.75)

(3.76
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5°. Agar f(f)e—F{(p) bo'lsa, u holda t > 0 bo‘lganda
f~1)e—e " F(p). (35
6°. Agar f(t)«——F(p) bo'lsa, u holda

[rnare—=2 @
]

7°. Agar f(t,x)«—F{(p,x) bo'lsa, u holda

yguxy - oFpx)

ax g ax X
8. Agar f(t)«—F{(p) bo'lsa, u holda
~ff ()e—F'(p). (3.8

9°, Agar _[F (z)dz integral yaginlashuvchi va f(#)«——F(
bo‘lsa, u holda

IO [Fya, (3.8
P

3. Funksiyaning tasvirini topishga doir misolar.

Asosiy xossalardan va tasvirlar jadvalidan foydalanib, haqiqiy ¢
garuvchining bir gator elementar funksiyalarining tasvirini topam

Ba’zi funksiyalarning tasvirini topishda to‘g‘ridan-to‘g'ri j:
valdan foydalanib bo‘lmaydi. Bunday hollarda shakl almashtirish
yordamida funksiya ko‘rinishini jadvalga moslab clamiz.

1- misol. f(¢) = a' funksiyaning tasvirini toping.

Yechish. Logarifmning asosiy ayniyatidan:

@ _ fna,

a =en e

U holda (3) formuladan

erlna . l
p-ing
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ilodani topamiz. Demak, ¢ funksivaning tasviri F{p) = Ffll—ﬁ ,yani

foo
@ e——

p-Ina’
2-misol. f(t) =1 cosar originalning tasvirini toping.
Yechish. 8 ga asosan d
' 2_ 2 2_ 2
t-cosah:—(2‘02}:—“2;’22:‘2‘;2.
P +a (a+p°) (a“+p°)

L] L{ e ]

3- misol. 7"¢* originalning tasvirini toping.

13
metr bo‘yicha n marta differensiallab, quyidagilarni hosil gilamiz:

Yechish. NE— moslikning ikkala tomonini « para-

.. 1 , Y
fem ‘ : I - , rZew : : 21 5 ;

{p-a) {p-o)

. ] . 1
Pe® —— 3 T e s M

(p~a) (p-a)™*
1
Demak, L{f"e*} = —2_.
{ } (p~a)"+l

4-misol. f(r) = (¢ -1)" ¢! funksiyaning tasvirini toping.
Yechish. £~1=z deb, funksiyani 7% ko‘rinishga keltiramiz.
Endi jadvaining 10- formulasidan
2.z . 2
e e
(p-1)’
ni topamiz. U holda 5°-xossaga asosan

N2 b 2
(t-1yée" ¢ o)

ga egamiz.
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4. Originalni tasviri bo‘yicha topish usullari

Operatsion hisobda originalni ma’lum tasviri bo‘yicha izl
uchun yeyish teoremalari deb ataladigan teoremalardan hamda t
virlar jadvalidan foydalaniladi.

Yoyish teoremasi. Agar izlanayotgan f(#) funksiyaning Fp) t

| . . . e .
virini r ning darajalari bo‘yicha darajali qatorga yoyish muml

bo‘lsa, ya’'ni

ay

F(p)_-—+pll+;3—+...+—a—"—+.... (3.t

LES]

P

bo'lib, u I——l < R da F(p) ga yaginlashsa, u holda original quyid

formula bo‘yicha topiladi:

e t”
f)= 7 3.t

n-O

Bu gator ¢ > 0 giymatlar uchun yaginlashadi va ¢ < 0 da f(#)
deb olinadi.
Endi F(p) funksiya p ning kasr ratsional funksiyasi, yva’ni

F(p) = % J&X

bo‘lsin, bu yerda A(p) va B(p) — mos ravishda m va »n dara
{m < n) ko‘phadlar. U holda F(p) ga mos originallar quyidagic
topiladi.

Agar B(p) maxrajning barcha ildizlari ma’lum bo‘lsa, u ho
uni eng sodda ko‘paytuvchilarga yoyish mumkin:

B(p)=(p-p)" (p-p,)? .(p-p)", (3¢

bu yerda k,+k,+...+k=n Ma’lumki, bu holda F(p) funksiyani ¢
sodda kasrlar yig‘indisiga yoyish mumkin:

r k&
Fpy=% Y—"—— ,9 —. (3.t

=l s=1(p—py)
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Bu yoyilmaning barcha koeffitsiyentlarini

] . d)‘-l
L= lim
A (s-D!p-p; dp*™

[(P—p; Y - F(p) (3.87)
formula bo‘yicha aniglash mumkin. "

A koeffitsiyentlarni aniglash uchun (3.87) formulaning o*rniga
integral hisobda ratsional kasrlarni integrallashda qo‘llaniladigan ele-
mentar usullardan foydalanish mumkin. Xususan, bu usulni qo‘llash
B(p) maxrajning barcha ildizlari tub, ya’ni sodda va juft-jufti bilan
go‘shma bo‘lganda magsadga muvofigdir.

Agar B(p) ning barcha ildizlari sodda, ya’nj

B(py=(p-p)p-PXP~py)..(p~p),
bu yerda j# k, p; # b; bo‘lsa, yoyilma soddalashadi:

TA; A(p;)
F(py=Y—— ,buverda 4. = b
(p Epﬂp; Y 7 B(p)y’ (3.88)

F(p) ning u yoki bu usu} bilan sodda kasrlarga yoyilmasini tu-
zishda f(p) original quyidagi formulalar bo‘yicha izlanadi:
a) B(p) maxrajning ildizlari sodda bo‘lgan holda:

& AWP;) o
1= _,_.-.—_e F .
Q) ,?:.' B, (3.89)

b) B(p) maxrajning ildizlari karrali bo‘lgan holda:
s kj A ij_s Pit
= o r—— et
[ ;Zl S (3.90)

5. Originalni tasvir bo‘yicha topishga misollar

1

1- misol. F(p) = lpe # tasvir uchun originalni toping.

Yechish. F(p) funksiyani p(p=0) kompleks o‘zgaruvchining
butun tekisligida ushbu Loran qatoriga yoyamiz:
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I - RN O ) L S U R
=g = T = T

1
— .=

l|
31,

1 1 1 1 |
=—1- + - + — |
p( np? o 2pt 31p8  41p8 J
Yoyilma birinchi teoremaning shartlarini qanoatlantirganligi sa
babli bu funksiyaning originali quyidagicha bo‘ladi:
) 4 6 8 o n.2n
fiy=1-L4 S D
20 204 3161 Q8T &Tn2a)!

Demak,

|
l “;-2- ' - 1\ fzﬂ
pe ' ngl}( D a(2ny’

p2+p+l . . .
2-misol. F(p)= D tasvirning originalini toping.

Yechish. Tasvirning maxraji p,=0, p,=1, p,=1, p,=i, p;=—
tub ildizlarga ega. Bu holda F(p) funksiyaning yoyilmasi (3.88
ko‘rinishda bo‘ladi:

Fp)=e B2 s Jo s

—_—

p-1" pil p-i pvi’
A\, A, A,, A,, A koeffitsiyentlar

— A(P{)
I =B

formula bilan aniqlanadi, bu yerda A(p)= p2 +p+1, B'(p)=35 p" -1

_AO) AWM 3 ACD 1

' = oy B() 47 B(-) 4
_ AW . A-D _ i
4 = B & 45 B'(-i) 4
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Endi (3.89) formula bo'yicha originalni topamiz:

F)y=-1.&" %e“+le
_ L ot _le —e - if
= l+ (Be +¢') 57

i it it
- e =
4 4

1 i ~t |,
l+4(3e +e )r 2Smr.

Mustaqil ish topshiriglari

Quyidagi funksiyalarning tasvirlarini toping:

321.
322,

f{t)=sin1.
F{t) = € cos’t.

323. f(1) =shatcosbr,

324, f{t) = chaicosbhs.

325. f(1)=rhb

326. f{t) =charsinbt.
327. f(r)=e"'ch7s.

'
328. f{f) = jcos2 atdr.

329, f(ry=2"1,

smt

330, f(1) =

Quyidagi tasvirlarning originallarini toping:

1

331, F(p)=p- sm% 336 F(P) = mmmmr
332, F(p)=pln[l+;‘;}. 337 F(p)=— FZM.
333. F(p)——z;—ig-;—g; 338. F(p)=~— —2p+5'
334. Fip)= p(p—l)(futlZ)(pd)' 339. Fp )=(p+1)(pp-;2)(p2+4)'
335. F(p)= p(lip4). 340, F(p)=?-(‘ifi)—2.
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Mustagqil ish topshiriglari

341. F(p)--ﬁ 6. F(p)=——imr.
M2 Fp) =~ 347, F(p)a-(—-li”T

343. ERE 348. F(p)= (p+1)(p;+2p+2)'
344, F(p)=m. 349, F{p)=m.
M5 Fp)y =iy 0. £p )=p(p+1)(;2+2p+2)'

6. Differensial tenglamalar va ularning sistemalarini operatsion
hisob usuli bilan yechish.

Ushbu
x"(t) + a x'() + ax{t) = () (3.91)

chiziqli differensial tenglamaning x(0) = x,, x'(0) = x; boshlan-
g‘ich shartiarni ganoatlantiruvehi yechimini topish talab gilinsin. Bu
yerda a,, a, — berilgan haqiqiy sonlar, f() — ma’lum funksiya.
Izlanayotgan x(f) funksiva, uning garalayotgan barcha hosilalari va
J () funksiya originallar bo‘lsin deb faraz gilaylik.

x()——X(p) va x(1) =1 -3t +4

bo‘lsin. Originaini differensiallash qoidasiga asosan quyidagilarga ega
bo‘lamiz:

x'(t)ye—px(p) - x(0),
x"(N——p’x(p) - px(0) - x'(0).

Tasvirlarning chizigliligidan foydalanib, (3.91) tenglamada tasvir-
larga o‘tamiz:
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PT(p) - pr(0) - x'(0) + q [ pR(p) - X(O)]+ X (P) = F(p)
yoki

(7 +ap+a)R(p)-(pra)x —x =Fp) (3.92)

(3.92) tenglamani X(p) ga nisbatan yechib

-

p2 +al p+az P2 +al p+02

{3.93)

ni topamiz. X¥(p) ning originali (3.9D tenglamaning boshlang‘ich
shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi bo‘ladi.

Shu kabi istalgan n-tartibli o‘zgarmas koeffitsiventli chizigii dif-
ferensial tenglamaning yechimini boshlang‘ich shartlarda topish
mumkin.

1-misol. x" -5x'+4x =4 tenglamani x(0) = 0, x'(0)=2 bosh-
lang‘ich shartlarda integrallang.
Yechish. x(£)e—X{(p) deymiz, u holda berilgan boshlan-

g‘ich shartlarga asosan

x'«— pE(p) - x(0) = px{(P),
X" — pPPE(p) - px(0) - x"(0) = PPE(p) -2,
. 4
4%—-—.
F

Berilgan tenglamada barcha funksiyalarni ularning tasvirfari bilan
almashtirib, quyidagi operatorli tenglamani hosil gilamiz:

(P —5p+HT(P) =5 +2.

Bu tenglamadan X(p) ni aniglaymiz:
4+2p
p(p*-5p+4)
Tenglikning 0‘ng tomonini elementar kasrlarga ajratamiz, u holda
1 2 1

f =—-—--——-+.——~
(P)=5 =51 54

X{(p) =
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ni hosil qifamiz. Bunda originalga o‘tib, tenglamaning yechimini
topamiz:
x(B)=1-2¢ +¢"
Endi quyidagi o‘zgarmas koeffitsiventli differensial tenglamalar
sistemasini garaymiz:

§—= X +by+ £,
Ty=02x+bzy+fz(f) (359

Bu sistemaning

x(0) = xp, y(0) =y, (3.95)
boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini topamiz. Bunda
biz £,(n, £(0), x(1), y(9) funksiyalarni x'(#} va y’(¥) larning originaliari
deb faraz gilamiz:

x(1)—X(p), y()e—F(p), fi(1)—F(p) f,(1)—F(p)

bo‘lsin.
(3.95) boshlang‘ich shartlarni ¢’tiborga olib, originallarni differ-
ensiallash goidasidan foydalanib

X' (Y= pE(p) - Xg, ¥'(t}e—DF(P) - ¥,

larni topamiz.

Endi (3.94) sistema har bir tenglamasining ikkala tomoniga Lap-
las almashtirishlarini qo‘llab, ¥(p) va 7(p) larga nisbatan quyidagi
sistemani hosil gilamiz:

{Pf(ﬁ')=a|f(P)+b|5"(P)+ﬂ(P)+xo, 296
¥ (p)=aX(p)+by(p)+ H(P)+y,. (3.96)
(3.96) sistemaning yechimi:
=iy - AlBR Ry o0 A (p)+X] 3.97
o) == ar b -ah ’ G
F(p) = & {F (p)+%o IH(p-a LB (PI+yo] (3.98)

(p-a Y p-b)-ahy
114



(3.97) va (3.98)da originalga o°tib, (3.94) sistemaning (3.95)
boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini hosil gilamiz.

Mustagil ish topshiriglari
Quyidagi tenglamalarning yechimini toping:
351, X’ +3x=e?, x(0)=0.
352, x'- x =cosf —sinf, x(0)=0.

353, 2x'+6x =™, x(0) = -%.

354, x"+6x' =12t 42, x(0)=0, x'(0) = 0.

355. x"+4x' +4=4, x(0) =1, x'(0) = -4.

356. x"+ x =cost, x(0)=-1, x' (M) =1.

357, x" +3x +2x =2 +1, x(0)=4, x'(0)=-3.

358, x"—x'=2sint, x{(0) =2, x"(0}=0.

359, x"—4x'+5x =2 (sinf +cos?), x(0) =1, x'(0)=2.

360. x"-4x'=1, x(0)=0, x'(0) = —%, x"(0)=0.

Quyidagi tenglamalar sistemasining yechimini toping:
(dx

?r—+x—2y =0,
36t. x(0)=1, W0)=1.
A4
—+x+4dy=0.
L dt
%+2y =3¢,
362. < p x(0)=2, W(0)=3.
i
L di
%—%: sinf, | .
363.. q‘—ix-+gl=cost x(0)="2', Y(O)z—?
ar
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364.

365.

366.

367.

368.

369.

370. |

Yar = X(0)=5, W(0)=0, z(0)=4.

rdx.ddy* 1l
I ar 2x+2y—l Zf,

Vi~ dy | x(0)=(0)=x(0)=0.

‘—;;—+4y+2x=4r+l,
14 > *(0)=y(0)=0.

-E;+x—y=-2-! .

% +y-2x=0,
1y #0)=2, H0)=3.

= -3¢’ sint.
X 2y =-5¢ sint

2x
—=+X+y =5,
de? ¥

dzy

——-4x~3y =-3.

Ldr? Y

(dx | 4 dy _

E+23}-+x+y+z—0,
dy

I
E}_+-‘T-+X =W x(0)=y(0)=1, Z(0)=_2'

i x(0)=y(0)=x"(0)=y’(0)=0.

—5 =x-4y, x(=2, y(0=0,
2y . (0 =3, y(0)=2.




6- §. Matematik fizika tenglamalarining tiplari
Ushbu ko‘rinishdagi

oU U oW dU e

o2 =0 . .
F[x'y’U’ o’ Oy x? oxdy’ asz 0 - GF
differensial tenglamaga ikkinchi tartibli ikki o ‘zgaruvchili xususiy
hosilali differensial tenglama deyiladi.

4G g 2y o) (o) T+ Flxyau 5,210 G.100)

ko‘rinishdagi tenglama ikkinchi tartibli xususiy hosilalarga nisbatan
chizigli tenglama deyiladi.
Agar (3.100) tenglama ushbu

u 2u au
ay (X, ¥)—+2a,5 (x,y)=—=+ X, V) — +
11 ( J}’)ach 12 ( y)axay ) Jf’)ay2

+a3 (1) 50+ @ (x,0) 5+ a (xy)us £ =0 B.10D)

ko‘rinishda bo‘lsa, bunday tenglama chizigli deyiladi. Agar (3.101)
tenglamaning koeffitsiyentlari x va y o‘zgaruvchilarga bog‘liq bo‘l-
masa, tenglama o ‘zgarmas koeffitsiyentli deyiladi. (3.101) tenglamada
Sf(x, y)=0 bo‘lsa, unga bir jinsli deyiladi.

&, (dy)* - 2apdxdy + ay, (dx)* =0 (3.102)

tenglama (3.101) tenglamaning xarakteristik tenglamasi deyiladi.
(3.102) tenglama quyidagi ikkita birinchi tartibli oddiy differen-
sial tenglamalarga ajraladi:

[ 2
dy _ MM dy - ‘112"\)9122 —8)) -Gy

dx 4 ? dx ﬂ“

(3.103)

Bu tenglamalardagi ildiz ostidagi ifodaning ishorasi (3.101) teng-
lamani tiplarga (turlarga) ajratadi.

Agar M nugtada @}, - ay, - a5 >0 bo‘lsa, (3.101) tenglama M
nugtada giperbolik tipdagi tenglama deyiladi. Giperbolik tipdagi
(3.101) tenglamada x va y o‘zgaruvchilarni
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§=o(x.y). n=v(x.p}
tengliklarga asosan g va n larga almashtirsak, (3.101) tenglama

Fu du 3u
e+ ()7 ek 3 =+ Gyl + [ =1 .
o Tt gt an f (3.10
yoki
2{2_&4-(1 §£+a a_u..{-a u+f=0 (310‘

ko‘rinishdagi giperbolik tipdagi tenglamaga keladi.

Torning ko‘ndalang tebranishi, sterjenning wzunasiga tebranist
o‘tkazgichdagi elektr tebranishlar, aylanuvchi silindrdagi (valdag
aylanma tebranishlar, gazning tebranishlari va shunga o‘xshash tel
ranish jarayonlarini o‘rganish giperbolik tipdagi tenglamalarga ol
keladi.

2 2
1- misol. X2 .‘3_;‘ -yt .‘3_;‘ = 0 tenglamani kanonik ko‘rinishy
aox 3]
keltiring. v

Yechish. Bunda g, =x*, a, =0, a, =-y%, ab —4a,a,
= x?y? » 0. Demak, tenglama giperbolik tipda ekan. Xarakterist
tenglamasini tuzamiz:

x* (dyy - y* (dx)* = 0 yoki (xdy - ydx)(xdy + ydx) = 0.
Bu tenglik ikkita differensial tenglamaga ajratiladi:
xdy —ydx =0 va xdy + ydx = 0.
dy dy dx

dx _ . _ dy _dx _ LY
Bundan?+-1-c-—0 yoki xy =C,, " =0 yoknx .

Endi £ =xy, n= Y almashtirishlarni bajaramiz. x va y 0‘zg:
ruvchilarning xususiy Rosilalarini yangi £ va n o‘zgaruvchilar orqe
ifodalaymiz:

u_ou 3 own_ou, oy
ox & ox M oax & m X2’
ou_ou % ou on_ow . Ow 1
oy & v om dy & o x
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azu_a[au‘y]__a_(gg_y] {a-u‘ag &u n -
axt  oxl g ax\én x2) la? ox & o &x

m & ox ot ox] ERET a&, & 5“1 x?
_[_@if_,y_fg.i],i a2y Fu o, oy P .£I+.@..}i+2.§£..="_-
W T af 22 P o 6&-611)3 af B o B

azu=gf£‘_q§_+ & u f)'q x4 u 6‘& 62uan
én-8€ ay E}ri2 a.V

ot oy o8 on oy
é‘i‘x+ Fu l]+[62u x4 Fu 1} 6'2ax2 ) Fu Fu 1
x

zx'(agl Eon x| oo of x| x @ ok of 2

Hosil bo‘lgan tengliklami berilgan differensial tenglamaga qo‘yamiz:

2 2 2 2 2
x;[au'yz_ﬁzl &u ¥y duy +2 ou y]_

ag? o8- x? :’3‘? x* o X
_y2 Qz_u..xz +2_.82._H..£+22_H__1- =0.
82 o5 X2 at x°
Bundan
-4 8’u .y2 2%.}_,-_-(] yoki ou _low 1 _
a4 -on o-n 2 m xy
2
yoki 2L L. %_g

Agar M nuqtada & - 4,0, <0 bo‘lsa, (3.101) tenglama M

nuqtada elliptik tipdagi tenglama deyiladi. Elliptik tipdagi (3.101)
tenglama

E=0(x,y), n=0(x,y)

(¢(x,y) funksiya ¢ funksiyaga go‘shma kompleks funksiya ) al-
mashtirishga asosan ushbu
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u ou du
— X ran=+apu+f=0
oe2 + P +as ot a7 3+ f (3.106) .

kanonik ko‘rinishga keladi.

Elektr va magnit maydonlar hagidagi masalalarni, statsionar is-
siglik holat hagidagi masalalarni, gidrodinamika, diffuziya va shun-
ga o‘xshash masalalarni o‘rganish elliptik tipdagi tenglamalarga olib
keladi.

2- misol.

2 2
2 02 ,7.%%_9
ox?  oxdy ay

tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiring.
Yechish. Tenglamada a, =1, a3 =1, a5 =2, @) -aa, =
=—1 < {, bu esa tenglamaning elliptik tipda ekanini bildiradi.
Xarakteristik tenglamasi:

(dy)’ +2dxdy +2(dx)’ =0 yoki y? +2y'+2=0.

Bundan y'=-1zi; y+x-ix=C}, y+x+ix=C,. Quyida-
gicha almashtirishni bajaramiz: & = y + x, n = x. U holda:

oz _ & 6zﬂ=2+3_z.
o o ax 6116x o o’

o _2es fzom _oz,
oy eEdy 6‘n6y e
2 3 2 2 2 2 2 2
g_iz_(giﬁ &z ‘@J [a z _ﬁ+i€_.ﬂ]=é‘_~’-+2. Pz | oz
)

orr Ox  9gdn ox
Fo Pz oy Pz oo &1
axdy pEl oy OEom dy g2 agan’

Py otz 2 én _ 62z

a2 o2 dy 0t &y g2

Hosil bo‘lgan tengliklarni tenglamaga qgo‘yib, kanonik tenglama
ko‘rinishini hosil qilamiz:
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yoki

Agar M nugtada a}, —a,ay =0 bo‘lsa, (3.119) tenglama M

nuqtada parabolik tipdagi renglama deyiladi. Parabolik tipdagi
(3.101) tenglamada o‘zgaruvchilami

£=o(x,p), n=n(x,»)
shaklda almashtirsak, u ushbu

2
Zg + a3 gg +a23£—+a33u+f 0 (3.107)

n
kanonik ko‘rinishga keladi.
Issiqlikning tarqalish jarayoni, g‘ovak muhitda suyuglik va gaz-
ning filtrlanish masalasi va shunga o‘xshash masalalarni o‘rganish
parabolik tipdagi tenglamaga olib keladi.

3- misol.
&z . . 2 2
—-—z"Sll'lz x-.2y51nx.i.z_+ y2 E_Z =0
dx? oxay ay

tenglamani kanonik ko‘rinishga keltiring.

Yechish. Tenglamada a“' =sin’ x, a, = -ysinx, @, =y
Bundan esa ap, - 4,4, = y*sin? x — y? sin x = 0. Demak, tengla-
ma parabolik tipda ekan.

Xarakteristik tenglamasini tuzamiz:

sin? x(dy)’ + 2ysinxdxdy + y? (abc)2 =0 yoki (sinxdy + yd;ns:)2 =0.

2

E=y" tg%, 1 = y almashtirish yordamida x va y o‘zgaruvchi-
lardan § va n o‘zgaruvchilarga o‘tamiz:

ox ok ox  om ox 28§ 2
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j%:%[%-%afaf; %:-1 ysecz-‘;f-+; % - ysec? —tg-:
=%-:£Tz yzscc4;+ly§2--seczxtg-

ﬁ{az_z.ﬁ,, o'z aﬂ] tgX | Pz o dzdm_

ayt ae? vy o m Iy 2 o % W ety
=%82_2Z't32% o aqlg_ 21;

2 2 2
Gz Moz & oz oy ceax 10 ax_
oy 22 oy & on oy

2 3% )
1{alz, x &z 2x 18z 21X
= ] —pll Sec 4 - o
2(5\%2 5 t'& aq] YTt Im ¢y

Hosil bo‘lgan tengliklarni berilgan tenglamaga qo‘yamiz:

1222 .y scc“x51n2x+-l-y-- sec? tg Xsin? x —
43@2 2 27 8
7. x 8%z } 2 cpp? X o 2%
|z ex . 972 ) 2gec? Xsiny — %y sec? X sinx +
[_ag2 227 % o 2 23 2

2(Sz 0x 9 8%\ x &2
+y (a&z g 2+2a‘, aqtg +lale =0.

Qavslarni ochib chigib elementar amallarni bajarsak, tenglama
quyidagi ko‘rinishga keladi:

| dz X, X . 2 8 z.3 1 .
L pEE. ~tg=sin’ x + —= sec? Zsinx =
2yaﬁscczg2 anzy gy 21.vc 0

yoki
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y =->sinx
&n” G
L 2tg(x/2 ) . 2 _
Lekin sinx = —S72L_ tgX =2 ekanidan sinx = > E"‘, ni
1+ tg? (x/2) 2 g v PN

topamiz. Demak, berilgan tenglamaning kanonik ko'rinishi :

Pr__ 2% &
2

ot e &

Agar (3.104)—(3.107) tenglamalarda U =U(§,n) funksiyani
U = ™ ¥ tenglikka asosan yangi V = V{&n) funksiyaga al-
mashtirsak, ular quyidagi sodda ko‘rinishga keladi:

v
8E-0n
2 2 . S
av_ov +yV+ £, =0, (giperbolik tip)

82 on?

+yV + £, =0,

2 2
v, zn_‘;' sV + £ =0 (elliptik tip)

2
% ay %% +f =0, (parabolik tip)

Bunda v, a3, a5;, a;; — parametrlarga bog‘lig bo‘lgan o‘zgarmas
Kattalik: f; = £ e ™ % = —013/2; p=—ay/2.

(3.101) tengiama yechimlarining analitik ifodasini xususiy hof-
larda Dalamber, Furye, Riman, Grin, potensiailar va h.k. usullar bi-
lan topish mumkin. Agar yechimlarning son giymatlarini topish ta-
lab qilinsa, u vaqtda chekli ayirmalar, setkalar, variatsion va h.k.
usullar go‘llaniladi.

Har bir usulning o‘ziga xos qulayligi bor. Shuning uchun masa-

laning gqo‘yilishiga qarab, mos usullaridan birini tanlab olish
magsadga muvofiqdir,
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Mustagil yechish uchun misollar

Quyidagi tenglamalarni kanonik ko‘rinishga keltiring:

&z Pz 20z
370 x2 -S54 2xp +y == =0.
ax? axay oy

373, P14 82 ¥ 50z oz
T ot axdy " ay? ax

t %z, 192

2 ol P
2

374, 82,992 i£+29£+69£=0

ax axdy ayi? x

2 2
375, 22,492 5__ ‘9** 2 =0.
ax? dxdy gyl

373, — =0,

2 2 2
376. y2 22, 2x +2x2 82,92 g,
4 32 y xoy ay? yay

7- §. Tor tebranish tenglamasini Dalamber usuli
bilan yechish

Dalamber usulida (3.101) tenglama (3.103) xarakteristikalar yor-
damida kanonik ko‘rinishga keltiriladi. Kanonik ko‘rinishdagi teng:
lamani integrailab, avvaigi o‘zgaruvchilarga o‘tilsa, (3.101) tengla:
maning izlangan yechimi hosil bo‘ladi.

Bu usulini chegaralanmagan tor tebranishi masalasida ko‘raylik:

2 2
.‘:i_gi = 2 l;, (a=const) (3.108)
a

U(xth.o = f1(x),
3.1
LI, 6109
=0

Ushbu (3.109) ifoda boshlang‘ich shartlar bo‘lib, f(x) funksiy:
torning boshlang‘ich holatini, £,(x) funksiya esa boshlang‘ich tez
ligini ifodalaydi.
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(3.108) tenglamaning xarakteristik tenglamasi
dx? —a’dr’’ =0 (3.110)

ko‘rinishda bo‘lib, unda afz - Q) thy = @ >0, der‘r}ak, tenglama
giperbolik tipdagi tenglama. Uning xarakteristikalari

x-at=C,, x+at=GC,, G111
u holda
E=x-at, n= x+at (3.112)
almashtirish yordamida (3.108) tenglama
U
e (3.113)

ko‘rinishdagi kanonik tenglamaga keladi. (3.113) tenglamani fiksir-
langan n da & o‘zgaruvchi bo‘yicha integrallab, birinchi tartibli

oU
& = 2 (3.114)

xususiy hosilali tenglamani hosil qilamiz. Bunda Q(n) — ixtiyoriy
funksiyadir. So‘ng (3.114) tenglamani fiksirlangan & da v o‘zgaruvchi
bo‘yicha integrallab,

U =o(&) + w(n) (3.115)
ifodani, ya’ni (3.113) tenglamaning vechimini topamiz. Bu verda
¢(£) ham ixtiyoriy funksiya, y(n) = ]'Q(n)dn. (3.115) ifodada £ va
n o‘zgaruvchilardan x va 7 o‘zgaruvchilarga o‘tsak,

Ulx,t) = o(x - at)+ y(x + af). (3.116)

Oxirgt ifoda (3.108) tenglamaning umumiy yechimi bo‘lib,
Dalamber integrali deyiladi. Qo'yilgan masalaning yechimini topish
uchun ¢ va y funksiyalarni shunday tanlash kerakki, bunda U(x, 5
funksiya (3.109) ni ganoatlantirsin. Buning uchun (3.116) da r=0
desak, (3.109) ning birinchisiga asosan

U(x,0) = ¢(x) + y(x) = fi (x). 3.117)

(3.116) ning 7 o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy hosilasini topib, unda
=0 desak, (3.117) ning ikkinchisiga asosan



AU(x,0)
ot

= —ap'(x)+ ay’(x) = fH(x)
yoki

—9'(%) + w'(x) = = fo(¥).
Bundan

~o(x)+w(x) =< [ A (2)dz+C (3.118)
X0

ni topamiz. Bu yerda x,, ' = const.
(3.117) va (3.118) tenglamalarni birgalikda yechib,

9(x) = 35 (¥) 5= [ A2z~ 5,
o (3.119)
w(x) =340+ [ A(D)de+ 5
0

ni topamiz. Demak, (3.116) dagi ixtiyoriy ¢ va y funksiyalarni
(3.119) ko‘rinishda olsak, I{x, » funksiya (3.109) shartlarni ganoat-
lantiradi. (3.119) ni (3.116) ga qo‘yib, go‘vilgan masalaning
yechimini topamiz;

X+gi

t
U(x,!‘):f'(x a )‘;fi(x+0f) J' .fz(Z)dz (3120)
x —af
Bu formula Dalamber formulasi deyiladi.
1- misol.
o arx?
tenglamaning
_ avl
U|I=D - x’ ar f={|_ X

boshlang‘ich shartlarni gqanoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Yechish. Bunda f(x)=x, f,(x)=—x va a*=1 ekanligini ¢’ti-
borga olib, (3.120) formuladan
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U(x,t)=#—% fzdz=

X+

=x-57 _),——[(x+r) ~(x -1 |=x- xt-x(l—r)

x-f
ni topamiz. Demak, masalaning yechimi
Ux, n =x(1— 9.

2- masala. Dalamber usuli bilan a—;i = -Q—;‘ tenglamaning
o ax
% o =X, i—fhzo = 0 boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi ye-

chimi topilsin.
Yechish. Masala shartiga ko‘ra, =1, ¢(x)=x%, w(x)=0.
Dalamber formulasiga asosan, masalaning vechimi
(x=1)2 #(x+1)*

U = “—————— yoki u=x>+¢

ko‘rinishda bo‘ladi.

3- masala. Dalamber usuli bilan % -a’ 2—5 =0 tenglamaning
x

7| ,_p = COSX, —-—|r -0 = sinx boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi

yechimi topilsin,
Yechish. Bunda o{x)=cosx va y(x)=sinx bo‘lganligi uchun
Dalamber formulasiga asosan

x+af
5— _[ sin zdz =

x-af

cos(x— ar)+cos(x+ar)
2

“(x,,V) -

X+af

X-at+x+at xX—-at-x—
.2.cos - COS xar 1

!
2 2 7 32

X —af
l . X+aitex-at . X—at-x-ai
=COSX'COS(U—-—-—‘281['I +8in x4 =
2a 2 2

1, ,
=COSX - COSar + Esmx -sinat

yechimga ega bo‘lamiz.
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2
4- masala. a—;‘ 252” =0 tenglamaning u[r_[): x(a-x) va
at i -
Bu -3 . . . . s
Wy " boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini
f =

Dalamber usuli bilan topilsin.
Yechish. Bu masalada ¢(x)=x(a-x)=ax—-x* vay(x) = e
Yuqoridagi formuiadan foydalansak,

u(x,y) = —[a(x at)-(x-at¥ +a(x +at) - (x+ aty] +oo J’ ey =

Xﬂf

S - - I l [e—J(x-a.r) g xran]
izlanayotgan yechimni topamlz.

Mustagil yechish uchun misollar

. &’ u
Dalamber usuli bilan 5; =d = pwy tenglamaning | _, = f(x),

%‘:—rr . F (x) boshlang‘ich shartlami qancattantiruvchi yechimi topilsin:
377. f(x)=x(2-x), Fix)=¢"
378. f(x)=cosx, F{(x)=sinx.
379. f(x)=e*, F(x)=sin’x.
380. f(x)=x(2-x), F(x)=¢".
381. f(x)=e", F(x)=4x.
382. f(x)=cosx, F(x)=cos’x.
383. f(x)=sinx, F(x)=8x".
384. f(x)=sin’x, F(x)=cosx.
385. f(x) =&, F(x)=2x"

386. Dalamber usuli bilan u],_,=0, — ,_0 =x boshlang'ich shart-

u 2y
lami ganoatiantiruvchi a— = 4 3 tenglamamng yechimi topilsin.
t x?
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otu 2 &tu

du .
387, uy,_ =0, =], ,=—-x bo'lsa, — =4 — n
o l:’_o‘ ar]r_o po%; pws: tenglamaning
yechimi topilsin.
388. u,=sinx, —[, ¢ =1 boshlang®ich shartlarni qanoatlan-
. . 6251 2 6‘2 T . .. .
tiruvchi —- pos =3 5 tenglamaning ¢ = 5= vaqtdagi yechimi topilsin.
*u &*u . .
389. pri a* pw) tenglamaning u|,_, =0, %[, o =cosx shartlarni
ganoatlantiruvchi yechimi topilsin,
*u  u . .
390. praiale 3 tenglamaning r=r momentda u|,=ﬂ=smx,

ou
-a7|¢=0 =¢0sx shartlarni gqanoatlantiruvchi yechimi topilsin.

*u _ u
391. it tenglamaning #],_q =x* -—-|, o =sinx shartlarni
X
ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.
u - 2 .
392, —-= a’ tenglamaning “l:_o =COS X, 21 = sinx shart-
o a? Otl=o
larni qanoatlantlruvchl yechimi topilsin.
2
& a%u .
393, —f=az tenglamaning #|,_q =sin.x, 64| = 0 shartlarni
ot 6x arli—o

qanoatiantiruvchi yechimi topilsin.
8- §. Furye usuli

Matematik fizika tenglamalariga qo'yilgan masalalarni yechishda
keng go‘llaniladigan usullardan yana biri o ‘zgaruvchilami ajratish
yoki Furye usulidir. Bu usul boshlang‘ich va nolga teng bo‘lgan chega-
raviy shartlar bilan berilgan masalalarni yechishda samarali natija beradi.

Furye usulini uzunligi / ga teng bo‘lgan va ikki uchi mahkam-
langan torning erkin tebranish masalasida ko‘raylik.

62 2 62
pve =4 o 3.121)
tenglamaning
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U, = 1, (1), i‘i| = £(x) (3.122)
ol it=0

boshlang'ich va -
U,n=Un=90 (3.123)

chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini topish talab gilin-

gan bo'lsin. (3.121) tenglamaning yechimini Furye usuliga ko‘ra
Ux,n)= X{(x)T (1) (3.124)

ko‘rinishda izlaymiz.

(3.124) ni (3.121) ga go‘yib, izlanayotgan X(x), 7(9 funksiyalar-
ning har biriga nisbatan oddiy differensial tenglamalarni hosil qila-
miz:

2 2
+ 22T =0, %+%X=0, (3.125)

bu yerda A — hozircha no’ma’lum bo‘lgan tebranish chastotasi, bu
tenglamalarning umumiy yechimlari quyidagicha bo‘ladi:

T(t) = C,cosit + C, sinit, (3.126)

aT
dt?

X(x)=0C, cos%x +C, sin-z-x , (3.127)
bunda C,, G, C,, C, — ixtiyoriy o‘zgarmas sonlar.

U(x,1) = X(x)T(¢) funksiya (3.123) chegaraviy shartlarni ganoat-
lantirishi uchun X{x) funksiya shu shartlarga bo‘ysunadigan, ya’ni
X(0)=X({/)=0 bo'lishi kerak. x=0 va x=[ qiymatlarni (3.127) tenglik-
ka qo‘yib, (3.123) shartlarga asosan quyidagilarni topamiz:

C, =0, C, sin%:’ = 0.
Ixtiyoriy o‘zgarmas C,#0 bo‘lgani uchun
sink/=0
a
bo‘lishi kerak, bundan n e N uchun
—;-L-f = HT.
a

Shunday gilib, tebranish chastotasi A ushbu

_ ann
i

an 2an
Ay =7 Ay= amtRNE A > co

n
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givmatlardan birini qabul giladi xolos. # ning har bir giymati uchun,
demak, har bir A uchun (3.126) va (3.127) ifodalarni (3.124) ga
go‘yib va C-C,, C,-C, larning A== ga mos qiymatlarini a, va b, lar
bilan belgilab, (3.121) tenglamaning (3.123) chegaraviy shartlarni
ganoatlantiruvchi xususiy yechimlari ketma-ketligini tosil gilamiz:

U,(x.0y=X, ()T, (1) = Z(a cos ¥ 7 e+ b, sin2™ r)sm—x (3.128)

(3.121) tenglama ch121q11 va bir jinsli bo* lgam uchun {3.128)
yechimlarning yig‘indisi

Ulx,t)= ZU (x,f) Z(a cos—-——r+b sin 2% t)sm—-x (3.129)

n=}

ham (3.121) tenglamanmg (3.123) chegarawy shartlarni qanoat-
lantiruvchi yechimi bo‘ladi.

(3.129) yechim (3.122) boshlang‘ich shartlarni ham ganoatlanti-
rishi kerak. Bunga biz ¢, va b, koeffitsiyentlarni tanlab olish yo‘li
bilan erishamiz.

(3.129) yechimda va uning 7 bo‘yicha xususiy hosilasida = 0 de-
sak, (3.122) shartlarga asosan ushbu

U(x,0) = ia,, sinx = f; (x),
a(x0) amm _
—5;—"; ——1-b,sin— x = £5(x) (3.130)

tengliklarni hosil qilamiz. Bundan a, va 4, koeffitsiyentlarni (Furye
koeffitsiyentlari kabi) quyidagi formulalar orqali topamiz:

i
%fﬁ(")sm%ixdx’ by =——Iﬁ(x)smﬂxdx (3.131)
0

Bularni (3.129) ga qo‘ysak, masalaning ushbu
o0 {
Ux,1y =23 sin“Ex(goos T2t j £1(8) - sin T ede +
n=1 '

+_‘.smﬂr [7:@)sinTede) (3.132)
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vechimi hosil bo'ladi. Bunday ko‘rinishdagi vechim Bernulli integrali
deyiladi.
1- masala. Uchlari x=0 va x=/ da mahkamlangan torning

boshlang’ich holati « = [%] - x{(/ — x) parabolani ifodalasa hamda

boshlang‘ich tezligi &;ﬂl = ( bo‘lsa, uning OX o‘qidan og‘ishi
aniqlansin.
Yechish. Masala shartiga ko‘ra, ¢(x) _-P—-x(f x), w(x)=0.

Tor tenglamasining yechimini (3.147) qator ko‘rinishida izlaymiz.
Qatorning koeffitsiyentlari quyidagicha aniqlanadi:

f

a, :%If(x)-sm—-—dx+—f(1x -x%). sm-—d_x b=10
0

Integralni bo‘laklab 1ntcgra]laymlz.

w o=l —~x*, du = sin%x-dx,

=1 cosk™.
duy ={({-2x)dx, v= o COS—

8k ! ke sn knx
=S LN YT L
a 3 (= x*) 7 cos= g 6[( x)cos——dx,
bundan,
!
3k knx
a, = — (I -2x)cos—dx,
R J( !
Hl :J*2x, dt.‘z =“‘2dxs

{ &
dv, = cosk—-dx vy = ——sm-—fﬁ »

' ! ‘

8k . kmx 16k knx 16h knx
a, = ——(/-2x)sin 4 — [sin—"dx = ——-=CO0s =
k= Jsin= L K PERE T

_ 15 L (coskn - 1)ﬂ’—6"—(1 (-1)%).
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Topilgan a, va b, larni (3,129} tenglikka go'yamiz:

_x 168 0k kmat . krx
u(x'r)—ék%’“ (-D*)cos - sin——.
Agar k=2n bo‘lsa, 1-(-1)=0, agar k=2n+1 bo‘lsa, | -{-1)*=2.
U holda

w(x,1) :ﬂ l cos(2n+|)r:arsin (2n+lynx

v =l 2n+ty { !

yvechimga ega bo‘lamiz.
2- masala. Uchlari x=0, x=/ nuqtalarga mahkamlangan tor
berilgan bo‘lib, boshlang‘ich holati OAB siniq chizigdan iborat,
Agar boshlang‘ich tezlik

2o, 0<x<i/2
xX)=
~() {Za(l-x), H2<xxsl A
bo‘lsa, ixtiyoriy ¢+ momentdagi tor holati topilsin.

Yechish. Chizmaga asosan OB va AB to‘g'ri B
chiziglarning tenglamasi: o 2 X
OA:%JE:%:,)::.:i_hx, agar D<x<}/2;
Cx=if2  y-h 2h(I-x)

AB g == ==, agar l[/2<x</.
Demak, torning boshlang‘ich holati

z—i‘f, 0<x<l/2,

fi(x)=
200 pacxsl,

l ]
Furye usuliga asosan qo‘yilgan masala yechimini (3.129) tenglik
ko'rinishida izlaymiz, ya'ni

- anw . anm . HR
U(x,r)=n2=l{a,,cos—;—-f+b,,smT-r)-sm-i—-x.

Bu tenglikdan g, va &, koeffitsiyentlarni quyidagi formulalar
yordamida topamiz:
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51 an? Rz
a, :ij(x)sm—‘xdx-— jx smT xafx+ j(! -Xx}- sm—-xafx.
o !/‘»‘

Bo'laklab integrailash formulasiga asosan;

P
#=x, dv =sm-?£xdx

desak, bundan

) nr
du=dx, v = —— cOosS—x.
i

!
U holda
Ix sm— - xdx = —-—~-cosT X+ -——J'cosiIE cxdx =
= X cosh® x+L-sinfﬁ‘x
T I I I
Demak,

2
a _f— jx .sinZX xdx+4h j’smﬂ dxw— fx sinZX . xdx =
" ! ! A
4h e ['2 an 2

= — - X - COS— - + e sin 2t x _Ah osT +
inn { i nzn‘ / 0 nn ! it?2
i i
23 costT. x *—Z”%-Sinﬂ-x g" sin ™"
fn y2  nn L 7lye ot
by ——Ifz (x)sm x- dx—— stm—x dx + 3o IU x)sm.__x a
l,/2

Yugoridagi hisoblashlarni aynan takrorlab,

b _ Sal’ -sinZZ
! 1231'(33 2
ni topamiz.
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Demak, tor tebranishining ixtiyoriy + momentdagi holati

2 . nrar X
Uix,t) = 5 E mw! I n.._..sjm...._._‘
(x.1) - o l[ i .r:rza“n ) si 2 !

Mustagil yechish uchun misoliar

394. Uchlari x=0 va x=f da mah-
kamiangan, boshlang‘ich holati 048

siniq chizigni ifodalovchi torning ixti- A

yorly ¢ vaqgtdagi holatini boshiang‘ich

tezligi 0 bo‘igan holda aniglang. B
395. Uchlari x=0 va x=1 da mah- 5 72 T

kamlangan torning boshiang‘ich og‘ishi
nolga teng bo‘lib, boshlang‘ich tezligi esa

!
o COos ?{x-—-i] agar ix - ! < ﬁ
ol _ h > g 2 2 L]

t_._
61—0 __il)h
2} 2

formula bilan aniglansa, torning ixtiyoriy ¢ vaqtdagi holatini aniglang.

396. Uchlari x=0 va x=1 da mahkamlangan, boshlang‘ich holati
u=h(x* -2x% + x) ni ifodalovchi boshlang‘ich tezligi 0 bo‘lgan
torning ixtiyoriy ¢ vaqtdagi holatini aniqlang.

397. Uchlari x=0 va x=3 da mah-
kamlangan, boshlang‘ich holati 048 Y4
siniq chizigni ifodalovchi torning ixti- © _
yoriy f vagtdagi holatini aniglang. B
Bunda (0, 03, A(2, 1), B(3, 0) koor-
dinatalarga ega. A

398. Uchlari x=0 va x=I da mah-
kamlangan torning dastlabki og‘ishi 0 bo‘lib, boshlang‘ich tezligi esa

y, agar lx Nk
dut ’ 21 27

i f1_ A
(0, agar 'xnz-l >3

formula bilan ifodalansa, toming ixtiyoriy # vaqtdagi holatini aniglang.
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9- §. Sterjenda issiqlik tarqalish tenglamasi.
Chegaraviy masalaning go‘yilishi

L. Issiqlikning chegaralanmagan sterjenda tarqalishi.

2 .
& _ g2 2L tenglamaning >0, - <x <40 sohada u(x,0)= £(x),

o ax
—0 < X < 40 boshlang‘ich shartni qanoatlantiruvchi yechimi

u(x,1)= -z—gl-ﬁ-fzf(ﬁ)'e"ﬁ"‘ﬂf‘“z”dg (3.133)

Puasson integrali orgali aniglanadi.
I1. Issiglikning bir tomondan chegaralangan sterjenda targalishi.
2 3
%t“' -a g—g tenglamani {x>0, £>0} sohada u(x,0) = f(x) bosh-
w
lang‘ich va (0,7} = ¢(?) chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi
yechimi

1 e [ - jaatsy 2 yq g2
__t_f©E)le - e-(eex? @’y 1y
u(x,?) Sadat 0 <+

1 -2 4t es 3
+2‘::/E ({(P(rl) e fl4a {t-n)) (r__n) 2d1-! (3‘134)

ko‘rinishda topiladi.
II1. Issiglikning chegaralangan sterjenda tarqalishi.

P .
f;% = —a;;i tenglamaning #(x,r)|,_, = f(x) boshlang‘ich va

u(0,0)=u(l,1)=0 chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi
ﬂ'zﬂzﬂzf

u(x,r)="§b,,e # -sinflﬁ (3.135)

. !
ko‘rinishda aniglanadi. Bunda B, = j' £ (x)sin 1;3_{ dr |
0
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au _ 3 d*u .
1- masala, — = d° — tenglamaning
ar i

ty, agar x; < X < Xy,
u(x’r)lfzg =f(x)= .
0, agar x < x; yoki"x > X,
boshlang'ich shartni qanoatlantiruvchi yechimi topilsin

Yechish. Sterjen chegaralanmagan bo‘lgani uchun yechimni
Puasson integrali ko‘rinishida izlaymiz:

u(x,t) = -2-0—1/-1:_; . Tf(g) e e gy

Shartga ko‘ra f(x) funksiya (x,, x,] oraliqda o‘zgarmas 4, tem-
peraturaga, qolgan oraligda esa 0 ga teng bo‘lgani uchun:

u(x,t) = ._@__.xi'e—(i—x)zlﬁazr} dE.
T 2avu

Bunda quyidagi almashtirishni bajaramiz:

x—£
=, d&=-2at -du.
i M & H
U holda
x—X3 X XX
% Jadt W > % Tadt
= ——= d = W dn - — e"d
u(x.1) = -k J; h= - OI n
2at

yoki

izlangan vechim bo‘ladi.

Bu yerda @(x) = 7 _[e“ dt integral Puasson integrali deb ataladi.
T
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2- masala. -ii:- = i—“ tenglamaning x>0, >0 da 14 = f{x)=u,
boshlang‘ich va “|x=u =0 chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi
yechimini toping.

Yechish. Sterjen bir tomondan chegaralangani uchun berit-
gan shartlarni ganoatlantiruvchi yechim ushbu ko‘rinishga ega

bo‘ladi:
_dex)? (é+x)2
J'uo ar  _ ry dx

u(x,t)=

yoki

Uy o (F,—:ur}2 . (§+xl2
= e 3¢ —-e 3¢ d
i ; .

Birinchi integralda ;—:—é = i, d& = ~2tdu almashtirishni bajarib,

w (&2

S Fang T3 ai)

ikkinchi integralda esa ’2‘—% =, d& = 2Jrdy deb

+o0 (x+§}2 20
M_ T e [ oiy =ﬁ[1_q>[_x_]]
s e v A e =g 2
e

ga ega bo‘lamiz,
Shunday gilib, yechim ushbu ko‘rinishni oladi:

u(x,t)= uo(l)(i{—;]
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au a2
3- masala. = =C

%3 f (0 < x <{, > 0) tenglamaning
2

X, agar 0<xs-§—,

g = f(6) =

{-x, agar -:;.-<x<!

bo'isa, boshlang'ich va |, _, =4 _, =0 chegaraviy shartlarni ga-

noatlantiruvchi yechimini toping.

Yechish,. Stergen chegaralangan bo‘iganidan, berilgan chegara-
viy shartlarni qanoatiantiruvchi yechimni ushbu ko‘rinishda izlaymiz:

. ke
= 2 gin2X
u(x,1) r;bﬁ,e sin—-,
bu yerda
i
2! X 2!
b, =—jf(x)51n—fr—nx-tbc:-j'xsh';—nix-dx+—'|'(!—x)sin£"£dx=
[0 ! !0 {

f
= h=n du_d:-c »2 _Ecos_jt_.nx_.;._ii_.sinﬁx_ 2+
dv = sin—“—';x~¢r, v= ~?n-cosi}'f a1 22

2 2 nx  Ix nnx P o 4f
+2[ ——CO8——= + —CO8——= ~ ———SiN—— | = ——
{[mosf+m TR i];
2

Demak, izlanayotgan yechim ushbu ko'rinishga ega:

41 o 1 —ﬁ
w _N2(2n+l)zr -
yoki u(x,t) = %%(-U" (2;:4.1)6 2 -sin n( ;;4- )x’
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Mustagqil yechish uchun masalalar

399. Uzunligi / ga teng, tashqi muhit ta’siridan muhofazalangan

va u_, = f(x)= cx(;;'x) boshlang‘ich temperaturaga ega bo‘lgan

bir jinsli sterjen berilgan. Stegenning uchlari nolga teng temperatu-
rada tutib turiladi. Sterjenning ¢ > 0 vaqtdagi temperaturasi topilsin.

400. Agar sterienning .'.1|f=0 = f(x)= %Ex'— sing’;—x- boshlang’ich
temperaturasi berilgan va uchlari issiglikdan muhofazalangan, ya’ni

ou
ax
muhofazalangan sterjenda temperatura tagsimotini toping.

401. Agar vzunligi / ga teng, sirti issiqlikdan muhofazalangan
sterjenning boshlang‘ich temperaturasi

L ) =%j =0 bo‘lsa, uzunligi / ga teng va sirti ham issiglikdan
= x=f

Efﬁ’ agar ngs%,
Fx)=4, !
—l;i(l—x), agar 5<x<1

bo‘lib, sterjenning uchlari ham issiglikdan muhofazalangan bo‘lsa,
shu sterjenda issiglik tagsimotini toping.

Quyidagi masalalarni Puasson formulasi yordamida hal qiling:

2x-x2 -x

402, 4u, =u,, U

=e 403, 4, =u,, uf =x-¢€
(=0 t=(

404, du, =u,, u| = sinxe .

10- §. Laplas masalasining yechim!arini tekshirishga
keltiriladigan masalalar

Markazi 0(0,0) nuqtada bo‘lgan doiraning chegarasida biror f(¢)
funksiya berilgan bo‘lsin. Doirada va uning chegarasida uzluksiz
du Ay -
—+—= =0 Laplas tenglamasini va

dy

bo‘lib, doira ichida Au =
ax
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u,_p = f () chegaraviy shartni qanoatlantiradigan u(r, ¢) funkstya-
ni topish Dirixle masalasi bo‘lib, uning yechimi

R2_y2
9) = 5= a"c
(p) If( )R2 =2rRcos(t— cp}+r
ko‘rinishda bo‘ladi.
1- masala. Bir jinsli yupqa doiraviy plastinkada temperaturaning
statsionar tagsimtini toping. Plastinka radiusi R ga teng bo‘lib, uning

yuqori qismi 1° C da, pastki gismi 0° C da tutib turiladi.
Yechish. Masala shartiga ko‘ra f(1) = 0, agar —m <z <0,
I, agar O0<t<n

kL

212
bo‘lsa, temperatura tagsimoti #(r,¢) = l j . Rt dt
« R°~2Rcos(1~ @)+r?

integral bilan aniglanadi.

a) yuqori yarim doira (0 < ¢ < n} nuqtalar uchun tg-t—;—(’i =t al-

e t-r% ..
mashtirishni kiritamiz, bundan cos{(r - @) = 5 dt= 12d; , ya'ni
+1 +f

.t integrallash o‘zgaruvchisi (—tggi} dan ctgf;i gacha o‘zgaradi.

Shunday qilib,
C(g- @
2 clgs
1 R+r 2
u{r,@) == dt = arctg(———-—t)l =
(r.0) = ‘[ (R- r) R+r) £ R-r -tg%
I R+r R+r o
arct; —-—-—-ct + arctgl——re 1| =
frl: g( ) ) ar tg(R—rQZ]:I
Rerl ¢ o
areig R—r[ag2+tg2) o D rete B
= S R e

1_(R+r]2
R-r
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yoki

2

tg{un) = - D<op<nm.

2Rrsm(p

Bu tenglikning o‘ng tomoni manfiy, demak, 0<op<n da
u funksiva % < u <1 tengsizliklarni ganoatlantiradi. Bu hol uchun,

va'ni 0 < ¢ < = da ushbu yechimga ega bo‘lamiz:

RZ J‘2

tg(n - um) = 2Rrsmcp

yoki

R

1
=1 -—-arctg————
n gZRrsincp ’

b) Pastki yarim doirada joylashgan nugtalar uchun {n < ¢ < 2n)

z2 -1

ctg-——— =1 o‘rniga qo‘yishdan foydalanamiz, bundan cos(t—¢) = a0
+

2dr

dv=--—, yangi integrallash o‘zgaruvchisi 7 esa (—ctg%’-) dan

tg% gacha o‘zgaradi. U holda ¢ ning bu qiymatlari uchun ushbuga
egamiz;

xgi;L

U(ra(P) = _l _[

b
—Clg=
82

__L Ror,0 R-r e
= jt[arctg( Ry g > ) + arctg(-ﬁjctgj)]

RI_p?
o (RerY +(R-r) {2

yoki
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| (R %)

——arctg———— m<@p<2n
by gZRrSin(p ¢ )

0=

O‘ng tomon musbat (chunki sing < 0), shuning uchun ¢ < u < -‘12-

Mustagqil yechish uchun masalalar

Daira ichida Laplas tenglamasini ganoatlantiruvchi va doira che-

garasida u{ = S (9) funksiyaga teng bo‘lgan garmonik funksiya
topilsin. a

405. f(¢) = cos’o. 407. f(¢) = cos'e.
406. f(p)=sin’e 408. 7(¢)=sin%¢ + cos’o.
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W

10.
11,
12.

13.
14.

15.
16.

17.

18.
19.

20.
21.
12,

23.
24.
25.

144

© N e oo

.25inx +In

2
¥y -d=Cer .

1 X n
Eln 2}’ In tg[? + E}
sinycosx =C.

Zarctes
4 +

y=e
y = arccos e,

eV (y+)=xt +1.
2(x-2)=1In?y.

tg%lzc.

.Jl+x2+ +yt =C.

3
25 -2V =,
32
y = Intg(chx + C).

n

arctgx? + 2arcigy’ ==
X

In{x + y| + ~———=C.

I yl x+p

¥ = 2xarctgx.

C{]SL
Cx=e X,

2 e
¥ —Cxex.

y? =4x* InCx.
Hsin{y/x)= Cxcos(y/x).

y=xAnCx2,

x+2y+Sinfx +y -3 =C.

x2+y2+aytx—y=C, C=C2—1.

3k 2y=—4+2n{x + y - )} =0.

X2+ xp—32—x+3y=C.
x4 2xp =2 —dx+8y=C.
y=tgx—l+e t&x

. y=chx{(shx+ C},

JAVOBLAR

27,

28.

29.
30.

31.

54.
85,

56.

57.

y=dt—x %(arcsinx)l—Jl—xz +C‘}

y=x(sinx+ ).
2
y=e ¥ (x2/24C).

cosx(x+ C)/(1+sinx).
1

y= .
x333 In(C/x)
1
™ y+1-Cy

- yAB=Cx2B -3 /7).

o p(x— I C—x).

. y =3 (e + O).

. p=secx/(x3+1),

» x=1/[y(y+ O)].

. etxptasingter=C,

. e)’+%x2+xy—x=C, C=C+1.

. e{xsinytycosy—siny)=C.
. 3x2y—pi=C.

. xX2=3x32 A=

. dyinx+y4=C.

. Sxly—8xy+x+3y=C.
. 2 +ny—y=C.

. x2cos?y+yi=C.

< p=l/x2 xty/x=C.

. p=1/y; xy—lny=0.

. 2xHIn(x3+p)=C.

. 2033 =3x2=C,

a2+ Iny=Cx3; x=0.

. P=COSY, xzsiny+%(:052y=C.
. p=e2% pl=( C-2x)elx.

p=1/siny; x/siny+x3=C.
=¢~¥; e~ Yoosx=CHx.
7 ¥=0,)=1.

CO8T X 4=
2

y=

p=gsin* O, yee, F% .



58.

59.

60.
6l1.
62.
63.
64.

65.
66.
67,

68.
69.
70.
71.
72
73.
74.
75.
76.
77.
78.
79.

86.

81. x=

82,
83. x=

84.
85.

] PP oF
X=—— = pPh——, P= =t — ]

AP A P
yp=0y=x+1l

= 1 =742
y"Cx+-C-§-, 4}’3 27x2.

x=Cple?, y=C(p+1)er; y=0.
ICY=3C2H(C-3)2; yi+dy=12x.
20y+x3=C2

xp=Clx+ C; 4x2y=—1,
y2=2Cx—C3?, y=tx.

y=Cx+%lnC, 2+ 1-+1n(—2%)=0.

y=x+C.
- x%2
(y x+C)(y Ce¥2y=0,

(.yﬂwu:cvs.x—C)l.[ye'”2 —)=0.
y=(Cxp2.
y=sin{ Ctx).
y=Cx2+1/C.
y=eCix‘
y=(x+C)3.
yEx=(x+ O y=—x.
(et O2Hy2=1; y=x1.
yix+C)=1; y=0.
—=?=2C(xt+y)—C2; y=0.
(x—1)A34343=C,
PHP=t O =1

2 2
x=—p— ——Eﬁi-—ln]pl—]l+C.

’}’_'-h
7 -

Inp+l,y=p—lnp+C.
p

x=p3+p,4y=3p4+2p2+C.

pJp2+1,3y=(2p2-1 P +1+C

x--—3,1!;v2 +2p+C,y=2p3+p2,y=0,

x =2arctgp+C, y = Ind + p?),y=0.

86. x=lr+0| 2 3Jp+l+C

D+ +l
3
p=pr(l+pty =2l
87, x=e? +C,y=(p-De”, y=-1.

8. =42 2-~l+z;1rcsinI +C,
{2 Ty

y=tpypt -1,y =0.

l-‘]p—l

89. x = [ -

x =HIn i #3 I-p)+C,
y=xfl-p)y=0.

90. y=(C++x +1{ )2 maxsus interal
y=0.

91, x=Cr2-28; y=2Cr—3+2, bunda
=1/p.

92. Cy=(x—0)2, maxsus intervallar
y=0 va y=—4x.

93. (Jy +Jdx+1)2=C, y=0.

94, y=2-PC
(p-1?

95. xJ; =lnp+C, y=J;(4-Inp-—C);
y=0.

96. x=Cp—1)—2+2p+1,
y=CpP(p—1)—2+p% y=0; y=x—2.

97. xp?=p+C, y=21+2Cp—1—Inp.

98. y= Cx-InC; y=Inx+1.

of

2
99. Cx—(C2; maxsus integral y = XT )

100. y=Cx—a¥'* <" maxsus integral

101, y=Cxt ZLZ’ maxsus integral

2
w=1,5x3.
102, y = 1-x2
103, y=Cx—eC.
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104. y=Cx—C2,
105. C3=3(Cx—y); 992 = 423,
106. 2C2(y—Cx)=1; 853=27x%

2
107. y=Cx+C2+1; y=l—"—4-

2
2
108. y = +x =iV =X
&
C+afelftc
20x +1 2
109, y = ———— , y ==,
y (Cx3—l)xy x
2 4 2
119. —--i- VY = -
¥ st—x "y x
1
111 y-—+—2_— y=—.
Cx3 +x
112.y=x+-;€;y=x.
4
113. y=x+2+ Iy=x+2
Y ce 1)

= x_____l_. - |
114. y=¢ —r=e

115.).’—--3(:,x+ +X,¥y=x

116. y = +X, V=X
3Ce 241

117. vy = 2’;‘ +x,¥y=x
20e 5 41

_ 1 4, 1.2 1
118. y=g* t3¥ +320032x

119, y = xcosx — Isinx + x? +2x.

120. y = Injsin x| + ¢.x% + 3% + ¢,
121. y=-;-sin3x+clx+c2.

122, y = ~{x+3} " +-—x +3.
123, y=3inx+2x —6x+6.

46

124,y = [ —cos2x.

125, y = Cx + xarctgx - In¥1 +x2 4G

126,y = ¢)x + ¢ — [nfcos x| — umumiy
yechim, xususiy yechim esa

y =-Injcosd}
I

127y = x{l - il'llxl]+-2—6|x2 + 0 X + C3.
128. y =cosx +%c]x3 +-21,-czx2 O+ 6y
129, y = —hnsin x} + ¢ + ¢5.
130.y = e*(x - 2)+ ex + 5.
1Bly=—tsn2x+lx+6

y=-q : )

132,y =-lx-+c, Inx +¢;.

133,y =¢ sinx—x —%sian +6.
134.y = exlinx - 1}+ c;.
135, y =" (x= D+ 405,

136.y = ¢, +-l—arctg—£—

Jao Ve

137. y = {arcsin x)* + ¢, arcsin x + ¢3.

> 1
138. y = 1 (c,x+az)3 FOX + 0 Tk
]

139.y = (l + c,‘z)lnll +ox]-elx+ o

X 1
140, y = -C—;—-c—?—lnll +§,x] + ¢



141, v = ci(x - e"‘]+ €.
142 ~£—3-+carct +e
AT IR a e
143. y =c; — ¢ cosx —Xx.
2
144, y¥= -—T +4 ]nlxl +C5.
145. y = 3x* —4x - 36x% £ 720+ 8)/24.
146, y=(x° + c,:‘)arctg-;—‘- O X+ 0.
1
147. y=x* +f2—’(x~Jl—x2 +a1CSiNX) + 6.
148. ¥y =qx +e5.
149. v} v ey +c, = 3x
150. ctgy — o x =¢5.
151. %]n|2y+3l=c]x+cz.
X+€y
152. y=e*™9,
153, infe,(y + D - 1= ¢)(x + ).
154. cfy +1 = schic,x + y).
155. Y =¢q(x+0)°, y=c.
156. y = ™.
157. y =-aln cos-+
o)+
158. 5= —-2—(8 m 1) i
159. y = (gx +c)%

160.
161.

162.

163, x=

164,

165.

166.

167.

168.

169.

170.

171.

172.

173.

174.

175.

176.

177,

ay? =l+{cx+ )’
ey - = (ax+ ).

Infyf = ¥ + 67"

-

1
Y =34 1n(2J;+c|)+ e

ax

y=6¢
y,]yz +ci? +c§ Ir+v -¢~Jy2 +cf' =
=i(—y2 +2c‘|2x+3cz).

4 2872
=X + 0y £ —=(0px + a°)7 -
YRS I T

y=——]n|l-x[.

¥ =ce*

Ine,y =4x7 v ox, y=0.

¥ =cz(3c+\h:2 +1).

¥y =t + oy
_a

y=cpxe *.

‘C] —% in|x].

y =Gyl
I‘.‘2+ 1 2
R = c;(x -}T}(I - )

¥ = 6x{ln c,x)z.

trf =i - 2x+.f + f—5—

(x- 1)2 eyl

deyp? = 4x + x(e, Incyx)?.
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178. y = —xIn(c; Ineyx), » = cx. 202, y=q +0x+c3e” +cgxe”.

179, y = ¢y + (¢ - epx)ctgx. 203. =(Clexay6/2 +C26_M2)COSQCCJ§/2}'
180. y = -g.xln2 x+oxlnx+cx +(cye™? +ee P ysingal2/2).
181. y = ¢ sinx + ¢ sin® x. 204. y =0 Cosx+¢;Sinx +c3 Codx+¢y sin
182. Tashkit etadi. 205, y = + o

183. Tuzib bo'ladi. 206. y = (cx + ¢)e%,

184. Chizigli erkli emas. '

185. Chizigli erkli. 207. y =e™ (¢ cos2x + ¢, 5in 2x).

186. Chiziqli erkli. 208. x(1) = ¢je* +cpe”.

187. Chizigli eckli emas. 209. x{1) = ¢j coOs @t + ¢, SiN w1,

188. y = cje™% + cye*. :

210. 5() = ¢, + 87,
189. Chizigli erkli. y = ¢ + c2e™* .

211, y=4e™> -3¢,
190. Tashkil etadi. y=eqcosv+c st

212. y = xe™*,
91, y; =e*va y=c¢e™* +e*. 1
213, v = —ge" cos 3x.

192. y = cje” + cpe™.

- l _p-3x
193. v = (¢ + cyx)e’™. 214. y = 3 (5-2e77%).
194. y = ¢**(Acos3x + Bsin 3x). 215. y = 2 sin3x.

195, y=qezx +r:';,«e"Zjlr =Ach2x+ Bsh2x. 216, y =sinx +%cos X.

196. y = Acos2x + Bsin2x = asin2x +).

217. y =2sin=.
197. y = ¢ +ce ™. 3

198. y = ¢e®* + e 218, y =3e* - ™.

199. y = ¢, cos5x + ¢; sin 3x. 219. y = e '(cost + 2sint).
200. y=¢, + czex_ 220, y=(ex+ 0p)e* + e,
201, y = (¢ + erx)e™ . 221 ¥ = cje® + e - 2x° - 3x.
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223.
224,

225.
226.

227.

228.
229,

230,

231.

232,

233.

234.

235.

236.

237.

238.

239,

y=ae™ + e +0252 cd{g - 2x}

Y=o cosx+cysiny + x +er.

Y=o+ e

3.2

Zx° -
*3
¥ =e'2’(c, COSC+E) sinx+x° —8e+7.
Y= r:lez" +{c; - x)e*.

=, cze‘?"‘.

y=%e‘x + X6 e
Y= +ox+{g+xe” +x -3,
y=qe* + e -3x? + x+19).

y=ge” +e™* +-;-(5¢053x—sin3x).

y={ox+e)e " + %e".

S,k
y=e g COS-+0 sm?) -
—6cos2x +8sin2x.

x X
y=ce2 +oe 2 -x.

y= %(85;: +22e% & %),

y = %x(x + e,

y=-1—81cosx+4sinx—%cos3x.
X
y=4e? —x-4
i, 1
¥ =—=8in2x ——(xcos2x - 1).
3 4
1 ,
=— — nt}sin 2x.
¥y 16(4x )

240.
241,

242,

243.

244,
245,

246.

247.
248.
249.

250.

251.

252,

253,

254,

255,

256.

257.

258,

y = xchx.
y=e"(5c0s2x~sin2x+6sin x—Scosx).

C
p=SLpext
X

[ ol
y= clx” + sz-(n-w-])‘
y=x"(c; +¢;Inx).

¥ = ¢ cos{ln x) + ¢; sin{ln x).

y= %xl + 15‘1)6_1 + €.

y=ox+ c;Jn:‘2 —lnx+ -;7

¥ = x{e; cos(In x) + ¢, sin{ln x)).

y=gx+ex +;!l ONF x+24lnx+26).

¥ = ¢, cos(Inx) + ¢; sin{lnx) ~

—%sinQ Inx).

y=gx+cxt —4xinx.

y= %(c] + ¢ Inx +1n® x),

y= xz(%x3 +0OX+0)

¥y = %x + ¢ cos{ln x} + ¢ sinfln x).
3

y=cx+ t:zx_I + 37,

=1 an?
y= 2x(ln x+2Inx +2).

1 3 i 3
==x"-—x"Inx.
2 In2 *
2 4 6
X b's X
=gl -—+ =~ — =
y=ell-+o7 745+
i
= pe 2
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259,

260.

261.

262.

263,

264, »

265,

266.

267.

268.

269,

270.

271.

272,

273.

1530

X

R0 1y
"“g ad 3t 4 2

n 2.‘: ( y'x 2ir+]

y= fnz
= 0246 2n

S 2n+l

02-4-,,2n'

r= c"zu oD

_ kil (_l}ﬂx4ﬂ+|
r= ;45-8‘9,,.4&{43#}'

IR a2 7%’
y= +T!-+—5!—+T+...

2 3
x X X X

y= l+x+3i+£+34x4 +
A 3 4!

_Iz_x_; 54 [xj_
y=x—3x % N

X =3¢ cos3t — 3¢, sin ¥,

= ¢, cos 3¢ + ¢ sin 34
x(f) =’ — e+t -1,
YD =ce +ce —1+1,
X(#) =t + € cos2t + ¢y sin 24,
»B) =1+¢sin2t—c,co82e,

{x(t} =e ¥ (1-21),

¥ =e (1 +20,
{x(r) =1+t 4 et +cpe”,

YOy =1+ 1+ 2007

= [35. 2} ’

274.

275.

276.

277

278,

279.

280.

281.

284.

285,

286.

287.

x(x) = (sin7 - Zcose™

{y(f) = e’ cosy,
xtn=e'.

wWH=¢ —e¥
{x(!)=c, +c2!+c3r2,

3
¥y =g +260 -%"2 ‘03%""

x(t)=[-J§—+ I}Jﬁ +[1_%}f-

W) =ge’5 -if.e'“@.

3

x(=ce’ +ce™,

yiry=ce’ + 3028'3' + COSt.

+ = Cts
X+)y

—-l—-+f—£'2
x-y

—.\’2=‘31-
X=-p+t=c.

x+y
t——‘CE
g 3 1

lg%—{ =¢qe,
tglx+y) =14,
tg(x - y)=1.
{x(t) =2¢e% ~ 4o

y(t)=ce” +cre.



288, [x(r) = e‘"(cl Cos 3¢ + ¢4 5in 31). 300. {X(!) = COS2 + 6 St + 1,
b’(“) = ¢ (=, sin 3 + ¢, cos ). M1y = sin2t - ¢; cos2r + 1,
289. x(1) = e (et + &), 301 {x{r) = -¢ sin? +{c; - 1) cosz,
(N=e"(ot + 3~ ). Tl =4 cost+cg_sinr.
290, x(#) = (sin? - Scosne™’, 302, X = 1,
y{1) = e’ cost. wr=0
291, X0 = e+ e, Xt} = —¢if + ¢, - 2¢™ - cost - sint,
(I) _ 685" 763." 303, o
y Wy =c - 2¢ +cost.
x(6) = 2¢,e' +Tese” +3cze™, .
292, {yp(r) = e’ + 3e,% + cye™, 204 X =-3t-3,
I PR R P BT G 7 .
lz(r) =-2¢e' - 8cye®! —3e3e”. (D =_;_r _%‘

(x(t) = e’ + ¢, cost +eysin,
293. W) =€ +oysint+cycost, 305. {x(r) = e,

20 = ex(cost +sinf) + c;(sinf —coss). Y1) = ¢y,
x(t) = _35e2: +2¢e' +eye’, 306, YO = 4c;e + e,
294, 29 2 y({) = C|€6r + Cze"
e = "+ 3ce" + e
2 7
295, 10 = (l - cost -sint, 107, Ix(f) =ce” +dee”,
W) = (1 - 2)cost + Isint. ¥ty = —4cie” +4ce”.
.t
296, xf) = c1c051+czsmt+§cosf+l, x{f) = 4‘—'[ e e o5 2,
! 308.
M= —qsmr+c2cost—§smr—3cosr W) = ¢ _cze
x(H = e’ +cye™ +sint,
297. { ) ! 2 109, X =6 (1 + 2y - 26, - 2cox ~ 3sirv,
= = +
H e+ e W) =-qf +¢; +2sing.
x(t) e +(:2e3r +€ Qcost —sing),
298. 4 2t
y(r) € — e + & (3cost +sinf), 310 {x(t y=qe” ot e,
‘ . S
x(1) = e’ + ¢y sint + ¢3 cost, Y =ce” —aem +e.
299, 1y(D) = ~cie’ + ¢ 05t~ ¢55int + 1, an X8 = (sint - 2cosne™,
z(¢) = ¢y sint + ¢ cost + 1. N w(t) = e~ cost.
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312,

313,

314,

315,

316.

317,

318.

319,

320.
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Yy = e -2l 1),
() = czez' -+ %(r2 -t-1.
2!:'[
¥H= ,
(c3—1y
Lz(r) prs

r L
yy=t1+Le
5]

i
z(t) = e,
x(f)y = Jhe¥ + L ¥
) 2 2 ’
¢ ¢y .
Y1) = 1 el 228 %

I=4aq).
Z}’I —-;-xz =,

{x(r) =¢ (¢ cost +6;sind),

W) = (g +6)cost ~ (g ~o)sind].

x(t) = (¢ + e)e”,
W) = (e + 61+ D).

x(t) = e +cre¥,
1p(0) = e3¢ + 8™,

() = e +e)e" +cre”.

x+y-z=g¢”’ +%e’ +le3‘ -4,

r ! I 3
+=e +—e" +8
2e 4 ’

x-y =c_«,e‘2'

X+y+27=08
o
l +2e’ 4e .

321,

322,

323.

324.

325.

326.

327,

328.

329,

330.

331

332

313.

334.

335.

336.

Zn+l

for= 3L T

=0 [(2

(rr+ l)(Zn'}

f =3 cost+ 112 cos 2t

IR DR ST R
RG] 3¢ 7€ T
f(l‘)—e fcoss + -sm2t}
f(l‘)= e’ 1t»fz' coszr—-sm2
f(r)=8+5t+r2+(3t—8)e‘.

2
F(p)= ——.
P(pted)

2
F(p)= pp ;2p+3) _
(p-D(p”-2p+5)

a(p?-a* -b%)

F(p) = .
) pl(p-a)® +6° l{(p+a)* +6%]

p(p?-a?+6%)

Fip) = .
P = Bl 2]

2pb
o) =g
bpt+at-b?)

Fip)= )
P -t +o i)




337,

333.

339.

340.

341.

42.

343.

344.

345.

346.

347,

348.
349.

350.

351,
352.

353,

354,

-7
Flpy=—2""0
@ (p+TH2-49

2,2
F(p)= P *2a”
® P2 (p* +4a?)
= In_?_
F(p)_lnp_l‘

F(p) = arctg'?

{ch? — cos#).

M'i—

f@) =

F{t) =—={(cht + cos¢ - 2).

-

Fy = —(sht - sint).

— b

Jiy==(¢' ~sinz —coss).

L

fi= —;-(e' +s§int - cost).

£) = -;-(e’ +cosf - sinf—2).

fl) = -;-(r COS? + Sin ).

Fly=e(1-cosn.

Sy =e (sint + cost - 1).

[ = -,}l-e"(cosr -sin? -2y + .i.

x() =X e,

x(f) =sinz.

x(H) = 2 e,

x(H = 12,

355.
356,

357,
358.
359.

361.

362.

363,

365,

367.

x(f) =1 -4

x(r)= (¢ + 1)sint — cost.

x(ty=1* -3t +4.

x()=¢€ +cost -sint.

x(7) = ¥ [{1 - tycost + (1 + P)sins).
x(f) = —i.

X(1) =4 —3¢7,
Wty =3e¥ - 2e7%.

x(ty= -5 + —cos?.r -3sin2t,

»y= ir +3cos2¢ +Tf’-sm2r

,_J\-——\

M

x() = -;—(smt +COost),

) = %(sinr — cost).

,__A.—.\

x(fy=1+3e + ¥
yoy=e -e¥,
() = 2e¥ +2e7%.

xN=21-¢"-te"),
w(1y=2t-2e” - 2",

A
x(ty= I—?+e ,

"o = 1+-'-r —e.

x() = ¢’ 2 cost - sint),
¥(7) = €' (3cost +sin?).

[x(t) = 12(chy 1)~ Tt s,

y(1) = Tt - sht ~1T(chr - 1).
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x(ry=3-2¢7",

369. v =e"',

) =e1-3
x(r):cosme‘ﬁ"

370. I G
Yy =5(cost ~e” .

1. Eii:() =X n=y
o’ x’

In. %-%ﬂ},ﬁ:xﬂ/, n=3x+y.
8z 1(1 &7 15:,)
RN LY (L ALY Y )

33, 98 op 2\E & 0 &
g=y%, n=x".

e la_

374, — o 2& =0 E=x+y n=%x-»
?z &z &

375, 22,92, — =0, X~y n=x
2l T §=2x-y. n=
¥z &z, 1 & 1 &
Sttt — -t —=0,

376. & et E-m 8% I o
a,a:xz& n=x

377. Uty =2x-x2 -a°t +-2I—ae’xshat.

378, U(x,nN =cosxcosat —-;-sinxsin ar.

_ t 1 .

379, Uix,r)=¢ char+§—a;c062xsm2a!.

380, Ux,r)=2x-x% - a*# +;e shar.

381. U(x,f) = e*char + 4xz.
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382.

383,

384.

385.
386,
387,

388.

389,

390,
391.

392,
393.

394,

395.

39%6.

I
Uix,r)=cosxcosat +t
+ -I—cos 2xsin 2at.
da
Ulx,7) = cosxsinat + 8xt{x* + aziz]

Uix,ty = % - écos 2xcos2af +

i .
+ -Ecos xsinar.

Uix, 1) = e**ch2at + xt(x? + a®t?).

x-f

x{(1-1r}.
"
T 2a

1 .
—Cosxsinal.
a

&= —sinx.
x2 + 2 +sin xsint.

I . .
COS X COsaf + —SIn X $in af.
a

sin x cosar.

::2 P %2
knx :ta.r
X §iN —— . COS
! !
s o knlt
u(x r)=;‘fﬁ. 1 T
' frza k= lkl fl—kzhz
xsmf——-smm
! !
u(x, 0y = 4. > L

3 —
7 2k’
x COS(2k + Dinat - sin(2k + Drox.



397,

398.

399.

4.

401.

09 & 1 Yin ! I

ux) = A ,-;(_2““"_3‘ ' 402, wx.H=(1+1) 2e 1+
knx kmat 3 )
X il - COS§——m E
3 3 403. u(x.0)=x-(1+41) 2o T4
41‘0} = - 2
u{x,r) = ——- Z—— m——x 1 Cdxt4y
xu 404, u(x,n) =1 +7) *sin- S e 01,
x smk—“h- - §in —— knat sinﬂ i
# / d 405, wir,p) = %(l +r? cos? cp)
(2n 3P nles
Fi N 1 .,2 !‘( . 2 . l
wx, )‘ 3 ,(2n+l)2 * 406, ulr,p) = vy 3sin @ — r° sin 3¢
. (2nelnx
Jh——. 2 4
st f 407. u(r,p) = % + r—,,-cos2 @+ ié-cos 4.
wx,y=n+ Z 22 5.3 4
S wl2e+1y? e~ I)(2k+3) 408. ulr,g) =T +2r" cosde.
APy
e 7 cosler
2n+l)
w(x t)——~——Z x

T =0 (21':+1)2
Azna P i

53
X & f
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