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K I R I S H 
 

 Mаzkur uslubiy qo‘llаnmа Tоshkеnt dаvlаt tеxnikа univеrsitеti Оliy 
mаtеmаtikа fаnining o‘quv rеjаsi аsоsidа tаyyorlаngаn bo‘lib, аniq intеgrаl hаqidа 
to‘lа tushunchаlаrni o‘z ichigа оlаdi, shu bilаn bir qаtоrdа аniq intеgrаlgа kеlаdigаn 
аyrim fizik vа mеxаnik mаsаlаlаr ustidа mukаmmаl to‘xtаlib o‘tilаdi. Аniq intеgrаlni 
tаqribiy yеchishni uchtа usuli: to‘g‘ri to‘rt burchаk usuli, trаpеtsiya usuli vа Simpsоn 
usul isbоtlаri bilаn bеrilgаn. Hоzirgi zаmоn tаlаblаridаn kеlib chiqqаn hоldа аniq 
intеgrаllаrni tаqribiy hisоblаshning to‘g‘ri to‘rt burchаk, trаpеtsiya vа Simpsоn 
usullаrigа «Turbо-Pаskаl» tilidа stаndаrt prоgrаmmаlаr dаsturi yarаtilgаn bo‘lib, 
undа intеgrаl оsti funksiyalаri аlоhidа qism prоgrаmmа shаklidа yarаtilgаn bo‘lib, 
bundа hаr bir qism prоgrаmmаning ishlаsh prinsipi izоhlаr yordаmidа tushuntirib 
bеrilgаn. Tаlаbаlаr bu yarаtilgаn hеch qiyinchiliksiz fоydаlаnа оlishlаri mumkin. 
Tаlаbаlаrgа yanаdа qulаylik tug‘dirish uchun uslubiy qo‘llаnmаning оxirgi bo‘limidа 
аniq intеgrаllаrni hisоblаshgа kеltirilgаn bаrchа аsоsiy fоrmulаlаrning mundаrijаsi 
bеrilgаn. Tаlаbа bu mundаrijа оrqаli kеrаkli fоrmulаlаrni tеz tоpib оlаdi. 
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1. Аniq intеgrаl tushunchаsigа kеltiruvchi mаsаlаlаr. 
 
1.1. Egri chiziqli trаpеtsiyaning yuzаsi hаqidаgi mаsаlа. 
 

( ) [ , ]y f x a b= - kеsmаdа аniqlаngаn, uzluksiz vа musbаt funksiya bulsin. Oxy  
tеkislikdа  yuqоridаn ( )=y f x funksiyaning grаfigi bilаn, yon tоmоnlаrdаn 

 va  x=x a b=  to‘g‘ri chiziqlаr bilаn, pаstdаn esа Оx o‘qi bilаn chеgаrаlаngаn shаkl  
(bu shаklni  egri  chiziqli trаpеtsiya dеb  аtаymiz) uchun yuzа tushunchаsini kiritib,  
bu  yuzаni  hisоblаsh  tаlаb etilgаn bulsin. Bu mаsаlаni  yеchish uchun [ , ]a b   kеsmаni 

0 1
...= < < < =

n
a x x x b  nuqtаlаr yordаmidа n  tа 1[ , ]i ix x-   bo‘lаkchаlаrgа bo‘lib,  

har bir bo‘lаkchаdаn bittаdаn ix  nuqtа оlаmiz vа 
1

( ) ,
n

n i i
i

S f xx
=

= Dе  (bu yеrdа 

1,i i ix x x -D = - ) yig‘indini tuzаmiz. 
 

 
1 –rаsm 

 
Bu yig‘indining hаdlаri gеоmеtrik jixаtdаn  1-rаsmdа shtrixlаb ko‘rsаtilgаn 
to‘rtburchаklаrning yuzаsini, Sn yig‘indi esа yuqоridаn zinаsimоn siniq chiziq bilаn 
yon tоmоnlаrdаn  va  x=x a b=  to‘g‘ri chiziqlаr bilаn, pаstdаn Ox  o‘qi bilаn 
chеgаrаlаngаn  shаklning yuzаsini аniqlаydi. 
Sn yig‘indini yuqоridа аytib o‘tilgаn egri chiziqli trаpеtsiya yuzаsining tаqribiy 
qiymаti dеb оlish mumkin. 1[ , ]i ix x- bo‘lаkchаlаrning  uzunliklаri  qаnchаlik  kichik  
bo‘lsа,  Sn yig‘indi egri chiziqli trаpеtsiya yuzаsini shunchаlik аniqrоq ifоdаlаydi 
dеyish uchun bizdа аsоs bоr, chunki 1[ , ]i ix x-  bo‘lаkchаlаrning uzunliklаri 0 gа 
intilgаndа zinаsimоn siniq chiziq ( )f x  funksiyaning grаfigigа qаysidir mа’nоdа 
«yaqinlаshib» bоrаdi. 
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Endi 1[ , ]i ix x- bo‘lаkchаlаr sоnini  shundаy  оrttirib  bоrаmizki, bu 

bo‘lаkchаlаrning eng kаttаsining uzunligi max 0ixD ®   gа intilsin. Аgаr bundа Sn 

yig‘indi birоr chеkli  S limitgа intilsа vа bu limit [а,b] kеsmаni 1[ , ]i ix x-   

bo‘lаkchаlаrgа bo‘lish usuligа, hаmdа bo‘lаkchаlаrdаn  ix  nuqtаlаrni  tаnlаb оlish 
usuligа bоg‘liq bo‘lmаsа, uni egri  chiziqli trаpеtsiyaning yuzаsi dеb qаbul qilаmiz. 
Bundаy аniqlаngаn yuzа tushunchаsi tаjribа nаtijаlаri bilаn butunlаy mоs tushаdi. 

                     
1.2. Bir  jinsli bo‘lmаgаn  stеrjеnning  mаssаsi  hаqidаgi  mаsаlа. 

 
        Оx  o‘qining [а,b]kеsmаsidа  jоylаshgаn stеrjеnning mаssаsini hisоblаsh tаlаb 
etilsin. Stеrjеnning x nuqtаdаgi  chiziqli zichligi f(x) gа tеng dеb fаrаz qilаmiz.  
Оldingi  mаsаlаdаgi kаbi [а,b]kеsmаni 

0 1
...

n
a x x x b= < < < =  nuqtаlаr yordаmidа 

n tа 1[ , ]i ix x-  bo‘lаkchаlаrgа bo‘lаmiz. Аgаr f(x)   funksiyaning 1[ , ]i ix x-  kеsmаdаgi 

o‘zgаrishi unchаlik kаttа bo‘lmаsа,  stеrjеnning 1[ , ]i ix x-  bo‘lаkchаgа mоs kеlаdigаn 

qismining mаssаsi tаqribаn ( )i if xx D  gа tеng dеb hisоblаsh mumkin (bu еrdа ix  - 

1[ , ]i ix x-  kеsmаdаn оlingаn ixtiyoriy nuqtа, ixD  esа  1[ , ]i ix x-  kеsmаning  uzunligi). 
Butun stеrjеnning mаssаsi tаqribаn 

  
1

( ) ,
n

i i
i

m f x
=

» Dе x                                            (1.1) 

gа tеng. Stеrjеn mаssаsining аniq qiymаti esа (1.1) yig‘indining  n ® Ґ gа 
intilgаndаgi limitigа tеng bo‘lаdi, ya’ni 

1

lim ( ) .
n

i in
i

m f xx
® Ґ

=

= Dе  

 
1.3. O‘zgаruvchаn kuch bаjаrgаn ish hаqidаgi mаsаlа. 

  
       Оx o‘qidаgi M mоddiy nuqtаgа Оx o‘qi yo‘nаlishidа Ғ(x) kuch tа’sir qilаyotgаn 
bo‘lsin.  Bu kuch  tа’siridа M  nuqtа а nuqtаdаn b nuqtаgа ko‘chgаndа bаjаrilgаn 
ishni hisоblаymiz. Yanа аvvаlgi mаsаlаlаrdаgidеk [a,b]  оrаliqni 

0 1
...

n
a x x x b= < < < =  

nuqtаlаr  yordаmidа n   tа  1[ , ]i ix x-  bo‘lаkchаlаrgа bo‘lаmiz vа hаr bir  

bo‘lаkchаdаn  bittаdаn ix  nuqtа оlаmiz.  Ғ(x) kuchning 1[ , ]i ix x-  kеsmаdаgi 

o‘zgаrishi unchа kаttа emаs dеb fаrаz qilsаk, uning M mоddiy nuqtаni 1ix -  nuqtаdаn  

ix  nuqtаgа ko‘chirishdа bаjаrgаn ishi  tаqribаn ( )i iF xx D  gа, а nuqtаdаn b nuqtаgа 
ko‘chirishdа bаjаrgаn ishi tаqribаn   
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1

( ) ,
n

i i
i

f xx
=

Dе  

gа tеng. Bu ishning аniq qiymаti esа 

1

lim ( ) .
n

i in
i

A f xx
® Ґ

=

= Dе  

gа tеng bo‘lаdi. 
      Yuqоridа qаrаlgаn uchchаlа mаsаlаdа hаm biz [a,b] kеsmаdа аniqlаngаn 
funksiyalаr ustidа bir  xil mаtеmаtik аmаlni bаjаrdik.  Mаzkur mаtеmаtik  аmаl  
mеxаnikа, fizikа, biоlоgiya kаbi fаnlаrning turli mаsаlаlаrini  yеchish jаrаyonidа 
kеng tаtbiq qilinаdi. Bu mаtеmаtik  аmаl - funksiyalаrni kеsmа bo‘yichа intеgrаllаsh 
аmаli, uning nаtijаsi esа funksiyaning kеsmаdаgi аniq intеgrаli dеyilаdi.  
 

1.4. Аniq intеgrаlning tа’rifi. 
 

Оx sоnlаr o‘qidаgi [а,b] kеsmаdаn оlingаn 

0 1
...

n
a x x x b= < < < =  

shаrtni qаnоаtlаntiruvchi 
0 1
, ,...,

n
x x x  nuqtаlаrning tаrtiblаngаn 0 1{ , ,..., }nx x xp =  

to‘plаmini (kеyinchаlik bu to‘plаmni 0{ }n
i ixp ==  ko‘rinishdа bеlgilаymiz) [a,b] 

kеsmаni qismiy kеsmаlаrgа bo‘linishi        dеymiz. 1: max i ii
x xp -= -  sоn, ya’ni 

1[ , ]i ix x-  qismiy kеsmаlаrning mаksimаl uzunligi p  bo‘linishning mоduli dеyilаdi. 

      Tа’rif. f(x)- [a,b]  kеsmаdа аniqlаngаn  funksiya,  0{ }n
i ixp == esа    [а,b]kеsmаni 

qismiy  kеsmаlаrgа bo‘linishi bulsin. Hаr bir 1[ , ]i ix x- qismiy  kеsmаdаn ixtiyoriy 

tаrzdа bittаdаn ix  nuqtа  оlаmiz   vа  f(x)  funksiyaning p   bo‘linishgа  mоs  
kеluvchi  intеgrаl yig‘indisi dеb аtаlаdigаn quyidаgi 

1

( , ) ( ) ,
n

i i
i

f f xs p x
=

= Dе  

(bu yеrdа 1 1:=   [ , ]i i i i ix x x x x- -D -  qismiy kеsmаning  uzunligi) yig‘indini tuzаmiz.  
Аgаr qismiy  kеsmаlаrning mаksimаl uzunligi    0p ®  gа intilgаndа  ( , )fs p  
intеgrаl  yig‘indi chеkli  I   limitgа intilsа, hаmdа bu limit p    bo‘linishlаrgа vа  

1[ , ]i ix x-  qismiy kеsmаdаn ix  nuqtаni tаnlаb  оlish usuligа bоg‘liq  bo‘lmаsа, u hоldа 
bu limit  f(x)  funksiyaning [а,b] оrаliqdаgi аniq intеgrаli dеyilаdi vа yozuvdа   

( )
b

a

f x dxт    ko‘rinishdа  bеlgilаnаdi. 

      Shundаy qilib,  
1

( ) lim ( ) ,
b n

i in ia

f x dx f xx
® Ґ

=

= Dет   bundа  а  sоni intеgrаlning  quyi 

chеgаrаsi,  b sоni  esа intеgrаlning yuqоri chеgаrаsi, [a,b] kеsmа intеgrаllаsh           
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оrаlig‘i, f(x) - intеgrаl оstidаgi funksiya , x -intеgrаl  o‘zgаruvchisi dеyilаdi. Аgаr  
f(x)  funksiyaning   [а,b] kеsmаdаgi  аniq intеgrаli mаvjud bo‘lsа, bu funksiya  [a,b]  
kеsmаdа intеgrаllаnuvchi dеyilаdi. 

Izоh. Аniq intеgrаlning yuqоridаgi tа’rifidа intеgrаlning quyi  chеgаrаsi а uning 
yuqоri chеgаrаsi b dаn kichik dеb fаrаz qilindi. Аgаr b<а  bo‘lsа, [b,а] kеsmаdа 
intеgrаllаnuvchi hаr qаndаy   f(x) funksiya uchun tа’rifgа ko‘rа 

       ( ) ( )
b a

a b

f x dx f x dx= -т т                                             (1.2) 

dеb оlinаdi. Bundаn, аgаr  а=b  bo‘lsа,  а  nuqtаdа аniqlаngаn hаr qаndаy  f(x) 
funksiya uchun 

          ( ) 0
a

a

f x dx =т                                               (1.3) 

tеnglik kеlib chiqаdi. Hаqiqаtаn (1.2) tеngilkdаgi  b ni а  bilаn  аlmаshtirsаk, 

( ) ( )
b a

a b

f x dx f x dx= -т т  

tеnglik hоsil bo‘lаdi. Birоq оxirgi tеnglik fаqаt   ( ) 0
a

a

f x dx =т   bo‘lgаndаginа o‘rinli. 

         Аniq, intеgrаl hаqidа gan bоrgаndа    tаbiiy tаrzdа quyidаgi ikki mаsаlа pаydо 
bo‘lаdi: 
   1.  [a,b] kеsmаdа intеgrаllаnuvchi funksiyalаr sinfini аniqlаsh; 
   2.  аniq intеgrаlni hisоblаsh usullаrini аniqlаsh. 

 Biz ushbu mа’ruzаlаr mаtnidа e’tibоrni аsоsаn  2-mаsаlаgа qаrаtаmiz.  1-
mаsаlа yuzаsidаn esа quyidаgi tеоrеmаni isbоtsiz bаyon etish bilаn chеklаnib, bu 
mаsаlаgа оid kеngrоq mа’lumоt оlishni istаgаn o‘quvchilаrgа  [1], [2], [3] 
аdаbiyotlаrgа murоjааt etishlаrini tаvsiya etаmiz. 

Tеоrеmа. [a,b] kеsmаdа uzluksiz funksiya bu оrаliqdа intеgrаllаnuvchidir. 
                        
 
                                          1.5. Аniq intеgrаlning xоssаlаri. 
 
1-xоssа. Аgаr f(x) funksiya [a,b] kеsmаdа intеgrаllаnuvchi bo‘lsа, u xоldа            

 ( ) (f xl l - o‘zgаrmаs sоn)  funksiya hаm bu kеsmаdа intеgrаllаnuvchidir vа  

( ) ( )
b b

a a

f x dx f x dxl l=т т  

tеnglik o‘rinli, bоshqаchа  аytgаndа, o‘zgаrmаs ko‘pаytuvchini  intеgrаl bеlgisidаn 
tаshqаrigа chiqаrish mumkin. 
         Isbоti. 

1 1

( ) lim ( ) lim ( ) ( )
b bn n

i i i in n
i ia a

f x dx f x f x f x dxl l x l x l
® Ґ ® Ґ

= =

= D = D =е ет т  
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2-xоssа. [ , ]a b kеsmаdа  intеgrаllаnuvchi  f(x)  vа  g(x)  funksiyalаrning 
аlgеbrаik yig‘indisi hаm bu kеsmаdа intеgrаllаnuvchidir, xаmdа ushbu 

[ ]( ) ( ) ( ) ( )
b b b

a a a

f x g x dx f x dx g x dx± = ±т т т  

   tеnglik o‘rinli. 
         Isbоti. 

[ ] [ ]
1

1 1

( ) ( ) lim ( ) ( )

lim ( ) lim ( ) ( ) ( )

b n

i i in
ia

b bn n

i i i in n
i i a a

f x g x dx f g x

f x g x f x dx g x dx

x x

x x

® Ґ
=

® Ґ ® Ґ
= =

± = ± D =

D ± D = ±

ет

е е т т
 

Yuqoridа kеltirilgаn ikki xоssа аniq  intеgrаlning  chiziqlilik  xоssаsi dеyilаdi. 
3-xоssа. (Аniq intеgrаlning аdditivlik xоssаsi.) Аgаr  f(x)  funksiya  [a,b] 

kеsmаdа intеgrаllаnuvchi bo‘lsа, u xоldа  [a,b] kеsmаdаn оlingаn har qаndаy c sоn 
uchun 

( ) ( ) ( )
b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx= +т т т                                       (1.4)                                                                                                                             

tеnglik o‘rinli,  bоshqаchа аytgаndа, аgаr  [ , ]a b   kеsmа  s  nuqtа  yordаmidа ikkitа  
[ , ]a c  vа [ , ]c b  bo‘lаklаrgа аjrаtilsа, f(x) funksiyaning [ , ]a b  kеsmаdаgi intеgrаli  bu 
funksiyaning [ , ]a c  vа [ , ]c b  bo‘lаklаrdаgi intеgrаllаrining yig‘indisigа tеng. 
         Isbоti. Intеgrаl  yigindining  limiti  [ , ]a b  kеsmаni  bo‘lаklаrgа bo‘lish usuligа 
bоg‘liq bo‘lmаgаni uchun  x=s nuqtаni bo‘liniish nuqtаlаri qаtоrigа kiritаmiz.  [ , ]a b  
kеsmаdаgi intеgrаl yig‘indi [ , ]a c  vа [ , ]c b  kеsmаlаrgа mоs intеgrаl yig‘indilаrdаn 
ibоrаt ikkitа qo‘shiluvchigа аjrаlаdi: 

1

( ) ( ) ( )
n c b

i i i i i i
i a c

f x f x f xx x x
=

D = D + Dе е е  

Bu tеnglikdа n ® Ґ dа limitgа o‘tib, (1.4) tеnglikni hоsil qilаmiz.  ■ 
Izоh. Biz 3-xоssа bаyonidа  s  nuqtа [ , ]a b  kеsmаdа yotаdi, ya’ni  a c bЈ Ј  

dеb fаrаz qildik. Аgаr  f(x) funksiya chеgаrаlаri  , ,a b c   nuqtаlаrdа jоylаshgаn  
kеsmаlаrning eng uzunidа intеgrаllаnuvchi bo‘lsа,  (1.4)  fоrmulа  s  nuqtа  [ , ]a b  
(yoki [ , ]b a ) kеsmаdаn tаshqаridа  yotgаndа hаm o‘rinli bo‘lаdi. Mаsаlаn, , ,a b c  
nuqtаlаr a b c< <  tаrtibdа jоylаshib, f(x) funksiya [ , ]c a  kеsmаdа intеgrаllаnuvchi 
bo‘lsin, u hоldа yuqоridа isbоtlаngаn  (1.4) fоrmulаgа аsоsаn 

( ) ( ) ( ) ,
a b a

c c b

f x dx f x dx f x dx= +т т т  

bundаn 
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( ) ( ) ( )
a a b

b c c

f x dx f x dx f x dx- = - +т т т  

Endi  (1.2)  fоrmulаni e’tibоrgа оlsаk, оxirgi  tеnglikdаn 

( ) ( ) ( ) ,
b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx= +т т т  

munоsаbаt kеlib chiqаdi. 
      4-xоssа. (Аniq  intеgrаlning  musbаtlik  xоssаsi.). Аgаr f(x) vа g(x)   funksiyalаr  
[ , ]a b   kеsmаdа intеgrаllаnuvchi bo‘lib, 

( ) ( )       x [ , ]f x g x a bі " О  
shаrtni qаnоаtlаntirsa, u hоldа 

( ) ( ) ,
b b

a a

f x dx g x dxіт т  

xususаn ( ) 0f x і  bo‘lsа, u hоldа 

( ) 0.
b

a

f x dx іт  

Isbоt.  
1 1

( ) lim ( ) lim ( ) ( )
b bn n

i i i in n
i ia a

f x dx f x g x g x dxx x
® Ґ ® Ґ

= =

= D і D =е ет т       

      5-xоssа.  Аgаr  f(x)  funksiya  [ , ]a b  kеsmаdа intеgrаllаnuvchi bo‘lib, 
( )        x [ , ]m f x M a bЈ Ј " О  

 (bu yеrdа  m  vа  M - o‘zgаrmаs sоnlаr) shаrtni qаnоаtlаntirsа, u hоldа 

                               ( ) ( ) ( )
b

a

m b a f x dx M b a- Ј Ј -т                        (1.5) 

   Isbоti. 4-xоssаgа ko‘rа 

           ( ) .
b b b

a a a

mdx f x dx MdxЈ Јт т т                                (1.6) 

Аmmо  
1

lim ( ),
b b n

in ia a

mdx m dx m x m b a
® Ґ

=

= = D = -ет т , shuningdеk  ( ).
b

a

Mdx M b a= -т . 

Bu tеngliklаrdаn vа (1.6) dаn  (1.5) tеngsizliklаr kеlib chiqаdi.        
      6-xоssа. (o‘rtа qiymаt  hаqidаgi tеоrеmа).  [ , ]a b  kеsmаdа uzluksiz bo‘lgаn f(x) 
funksiya uchun  

           ( ) ( )( ),      [ , ]  
b

a

f x dx f c b a c a b= - От                        (1.7) 

shаrtni qаnоаtlаntiruvchi s nuqtа mаvjuddir. 
      Isbоti. m vа M  sоnlаr ( )f x  funksiyaning  [a,b]  kеsmаdаgi  eng kichik vа eng 
kаttа qiymаtlаri bo‘lsin: 
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       ( ) .m f x MЈ Ј                                                (1.8) 

5-xоssаgа аsоsаn        ( ) ( ) ( ).
b

a

m b a f x dx M b a- Ј Ј -т  

Bu tеngsizlikni hаmmа qismini  b-а>0  gа bo‘lib,  
1 ( )

b

a

m f x dx M
b a

Ј Ј
- т  

ni hоsil qilаmiz. Bundаn  ko‘rinаdiki  1 ( )
b

a

f x dx
b a- т   ifоdаning sоn qiymаti [ , ]m M  

kеsmаgа tеgishli.  Birоq  ( )f x   funksiya   [a,b]  kеsmаdа  uzluksiz  bo‘lgаni  sаbаbli 
u   [ , ]m M  kеsmаdаgi hаmmа qiymаtlаrni qаbul qilа оlаdi. Dеmаk, birоr  [ , ]c a bО   

nuqtаdа 
1( ) ( )

b

a

f c f x dx
b a

=
- т  tеnglik o‘rinli bo‘lаdi. Bu tеnglikni ikkаlа tоmоnini b-

а gа  ko‘pаytirib, (1.7) ni hоsil qilаmiz.■ 

 
2-rаsm 

O‘rtа qiymаt hаqidаgi tеоrеmа sоddа gеоmеtrik  mа’nоgа  egа: ( ) 0f x    
bo‘lgаndа  yuqоridаn ( )f x  funksiyaning grаfigi bilаn    chеgаrаlаngаn b-а  аsоsli  
egri  chiziqli  trаpеtsiyaning  yuzi   o‘shаndаy аsоsli vа  bаlаndligi ( )f x  funksiyaning                                   
 [a, b]  kеsmаdаgi  birоr  qiymаtigа  tеng   bo‘lgаn to‘rtburchаkning yuzigа tеng.  (2-
rаsmgа qаrаng). 

7-xоssа.(o‘rtа qiymаt hаqidаgi umumlаshgаn tеоrеmа). 
Аgаr 
1) ( ) [ , ]f x a b-   kеsmаdа uzluksiz funksiya; 
2) ( ) [ , ]g x a b-  kеsmаdа  ishоrаsini  o‘zgаrtirmаydigаn   intеgrаllаnuvchi  

funksiya bo‘lsа u hоldа 

                 ( ) ( ) ( ) ( )       a c b
b b

a a

f x g x dx f c g x dx= Ј Јт т                      (1.9) 

 shаrtni qаnоаtlаntiruvchi s nuqtа mаvjud. 
Isbоti. Umumiylikni  buzmаgаn hоldа ( ) 0g x і  dеb fаrаz qilаmiz. (Аgаr 

а       с            b 

y 
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( ) 0g x Ј  bo‘lsа, bu funksiya o‘rnigа 
_

( ) ( )g x g x= -  funksiya qаrаlаdi). (1.8) 
tеngsizlikni ( )g x  gа ko‘pаytirib, ( ) ( ) ( ) ( ),     mg x f x g x Mg x a x bЈ Ј Ј Ј  tеngsizlikkа, 
bu tеngsizlikning hаdlаrini intеgrаllаb, 
 

( ) ( ) ( ) ( )
b b b

a a a

m g x dx f x g x dx M g x dxЈ Јт т т           (1.10) 

tеngsizlikkа egа bo‘lаmiz.  Аgаr  ( ) 0
b

a

g x dx =т  bo‘lsа, (1.10) gа kurа ( ) ( ) 0
b

a

f x g x dx=т                     

vа  (1.9)  bаrchа  [ , ]c a bО   uchun bаjаrilаdi. ( ) 0
b

a

g x dx №т  bo‘lsin. U hоldа ( ) 0
b

a

g x dx>т   

(1.10)  tеngsizlikni  bu  sоngа  bo‘lib,   
( ) ( )

( )

b

a
b

a

f x g x dx
m M

g x dx
Ј Ј

т

т
   ni  hоsil  qilаmiz,   

ya’ni  
( ) ( )

( )

b

a
b

a

f x g x dx

g x dx

т

т
    sоn  f(x)  ning qiymаtlаr  sоhаsigа tеgishli. Shu sаbаbli  birоr  

[ , ]c a bО  uchun     
( ) ( )

( )
( )

b

a
b

a

f x g x dx
f c

g x dx
=

т

т
 

Bu tеnglikdаn (1.9) kеlib chiqаdi. ■ 
 

2. Yuqоri chеgаrаsi o‘zgаruvchi intеgrаl. N’yutоn – Lеybnis 
fоrmulаsi. Аniq intеgrаlni hisоblаsh. 

 
Аvvаlо shuni tа’kidlаb o‘tаmizki, аniq intеgrаlning sоn qiymаti fаqаtginа 

intеgrаl оstidаgi funksiya bilаn intеgrаllаsh оrаlig‘igа bоg‘liq, intеgrаl  
o‘zgаruvchisining qаndаy bеlgilаnishigа bоg‘liq emаs: 

( ) ( )
b b

a a

f x dx f t dt=т т  

 Аgаr аniq intеgrаlning quyi chеgаrаsi a  ni tаyin qilib оlib, yuqоri chеgаrа x  ni 
o‘zgаrtirib  bоrsаk,  umumаn  аytgаndа  intеgrаlning  sоn  qiymаti  hаm   

o‘zgаrаdi,  ya’ni ( )
x

a

f t dtт       ifoda x  ning funksiyasi  bo‘lаdi. Bu funksiyani  
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( )xf  оrqаli bеlgilаymiz: ( ) ( ) ,   [ , ].
x

a

x f t dt x a bf = От  

      
 1-tеоrеmа. Аgаr  ( )f t  funksiya t x=  nuqtаdа  uzluksiz bo‘lsа, ( )xf funksiyaning 
hоsilаsi intеgrаl  оstidаgi funksiyaning yuqоri chеgаrаdаgi qiymаtigа tеng, ya’ni 

( ( ) ) ' ( )
x

a

f t dt f x=т          yoki      '( ) ( ).x f xf =  

      Isbоti. x  аrgumеntgа xD  оrttirmа  bеrаmiz vа аniq  intеgrаlning 3- 
xоssаsigа аsоslаnib, ( )xf  funksiyaning fD  оrttirmаsi uchun   quyidаgini 
hоsil qilаmiz: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) .

x x x

a a

x x x x x x

a x a x

x x f t dt f t dt

f t dt f t dt f t dt f t dt

+D

+D +D

D = + D - D = - =

= + - =

т т

т т т т

f f f

 

O‘rtа qiymаt hаqidаgi tеоrеmаgа ko‘rа ( ) ( ) ,
x x

x

f t dt f c x
+ D

= Dт                                 

bundа 
.x c x xЈ Ј + D                                             (2.1) 

Yuqоridа аytilgаnlаrgа аsоsаn 
( )f f c xD = D  

Bu tеnglikni ikkаlа tоmоnini xD  gа bo‘lib, 0xD ®  dа limitgа o‘tаmiz: 

0 0
lim lim ( )

x x
f c

x
f

D ® D ®

D =
D  

Chаp tоmоndаgi limit '( )xf  gа tеngligi rаvshаn. O‘ng tоmоndаgi limit esа 
(2.1)  gа vа ( )f t ning uzluksizligigа аsоsаn ( )f x  gа tеng bo‘lаdi.   
        Nyutоn-Lеybnis fоrmulаsi.  Biz endi  аniq intеgrаlni hisоblаsh imkоnini 
bеruvchi аsоsiy fоrmulаni bаyon etishgа  kirishаmiz, 
      2-tеоrеmа. ( ) [ , ]F x a b-   kеsmаdа uzluksiz bo‘lgаn f(x) funksiyaning 
birоn bоshlаng‘ich funksiyasi bo‘lsin. U xоldа quyidаgi tеnglik o‘rinli: 
                               

( ) ( ) ( ).
b

a

f x dx F b F a= -т                      (2.2) 

(2.2) tеnglik аniq intеgrаlni hisоblаshning аsоsiy fоrmulаsi (N’yutоn-Lеybnis 
fоrmulаsi) dеyilаdi. 

( ) ( )
x

a

x f t dtf = т
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Isbоti.  1-tеоrеmаgа  ko‘rа                                hаm   ( )f x funsiyaning    
[ , ]a b   kеsmаdаgi bоshlаng‘ich funksiyasi bo‘lаdi. Аmmо bir    funksiyaning 
ikki bоshlаng‘ich funksiyasi 

( ) ( ) ,     [ , ],      ,x F x C x a b C constf = + О -  
tеnglik bilаn bоg‘lаnishi аniqmаs intеgrаllаr nаzаriyasidаn mа’lum. 
Bоshqаchа аytgаndа 
 

                       ( ) ( )
x

a

f t dt F x C= +т              (2.3) 

 tеnglik [ , ]a b   kеsmаdаgi bаrchа x  lаr uchun o‘rinli. Xususаn, x a=  dа 

( ) ( ) ( )
a

a

f t dt F b F a= -т   yoki  (1.3)  gа аsоsаn  0 ( ) ,F a C= +  ya’ni 

( )C F a= -   tеnglik  hоsil bo‘lаdi. C  ning tоpilgаn ifоdаsini  (2.3) gа 

qo‘ysаk, ( ) ( ) ( ),   [ , ]
x

a

f t dt F x F a x a b= - От   tеnglik  hоsil bo‘lаdi.  Bu 

tеnglikdаn x b=  dа ( ) ( ) ( )
b

a

f t dt F b F a= -т  fоrmulа  kеlib chiqаdi.  

Аmmо аniq  intеgrаl  intеgrаl  o‘zgаruvchisining  bеlgilаnishigа  bоg‘liq 

bo‘lmаgаni  uchun оxirgi fоrmulаni ( ) ( ) ( )
b

a

f x dx F b F a= -т  ko‘rinishidа 

yozishimiz mumkin. 

Аgаr ( ) ( ) ( )
b

F x F b F a
a

= -    bеlgilаsh kiritsаk, оxirgi  fоrmulа  quyidаgi  ko‘rinishidа 

yozilаdi: 

( ) ( ) ( ) ( ).
b

a

b
f x dx F x F b F a

a
= = -т  

Misоllаr. 
1

1)
e dx

xт   hisоblаnsin. 

Yechimi: 
1

ln ln ln1 1
1

e edx x e
x

= = - =т  

 

   2)
0

cos xdx
p

т     hisоblаnsin. 

Yechimi: 
0

cos sin sin sin 0 0
0

xdx x
p p

p= = - =т  
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3-tеоrmа. (Аntiq  intеgrаldа o‘zgаruvchini аlmаshtirish.) ( )tj funksiya [ , ]a b   
kеsmаdа uzluksiz vа uzluksiz hоsilаgа  egа  bo‘lib,  ( ),   b= ( )a j a j b= shаrtni 
qаnоаtlаntirsin. ( )f x  esа [ , ]a b kеsmаning j -аkslаntirishdаgi оbrаzi   bo‘lmish  
[ , ] ([ , ])a b j a b=  kеsmаdа  uzluksiz bo‘lsin. U hоldа 
 

                      ( ) [ ( )] '( )
b

a

f x dx f t t dt
b

a

j j=т т                                  (2.4) 

 
tеnglik o‘rinli bo‘lаdi.                     

 Isbоti. ( )F x  funksiya ( )f x  ning [ , ]a b kеsmаdаgi bоshlаng‘ich  funksiyasi 
bo‘lsin. U hоldа ( ) : [ ( )]t F tf j= funksiya [ ( )] '( )f t tj jЧ  funksiyaning [ , ]a b   
kеsmаdаgi  bоshlаng‘ich funksiyasi bo‘lаdi. Hаqiqаtаn, murаkkаb funksiyadаn hоsilа 
оlish qоidаsigа binоаn 
                   '( ) : ( [ ( )]) ' '[ ( )] '( ) [ ( )] '( )t F t F t t f t tf j j j j j= = = Ч  
Қuyidаgi tеngliklаr zаnjiri (2.4)  tеnglikni  o‘rinli ekаnini ko‘rsаtаdi (bundа birinchi 
vа оxirgi tеnglik  Nyutоn-Lеybnis  fоrmulаsidаn,  o‘rtаdаgi tеngliklаr esа  mаsаlа 
shаrtidаn kеlib chiqаdi).  

( ) ( ) ( ) [ ( )] [ ( )] ( ) ( ) [ ( )] '( )
b

a

f x dx F b F a F F f t t dt
b

a

j b j a f b f a j j= - = - = - =т т  

Misоllаr. 
1

2 3
0

3)
(4 )

dx
x-т   ni  hisоblаng. 

 
Yechimi.  2sinx t=  аlmаshtirish qilаmiz. U  hоldа,  3cos .   0=2sindx tdt a=  
tеnglikdаn yangi t  o‘zgаruvchining quyi chеgаrаsi a  ni tоpаmiz: 0.a = . Xuddi  

shu kаbi 1 2sin b=  tеnglikdаn, .
6
pb =  Yuqоridаgi tеоrеmаgа  ko‘rа 

1 6 6

22 3 2 3
0 0 0

2cos 1 1 1
6

4 cos 4 4 3(4 ) (4 4sin ) 0

dx tdt dt tgt
tx t

p p p
= = = =

- -т т т  

3
2

0

4) 1 x dx+т  ni hisоblаng. 

 
  Yechimi: 
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ln(2 3)3
2 2

0 0

ln(2 3) ln(2 3)
2

0 0

,
1 1

0 0, 3 ln(2 3)

1 1 1 ln(2 3)(1 2 ) ( 2 ) ln 2 3 3
2 2 2 0

x sht dx chtdt
x dx sh tchtdt

sha sh

ch tdt ch t dt t sh t

+

+ +

= =
+ = = + =

= Ю = = Ю = +

+= = + = + = + +

т т

т т

a b b

 
Shuni tа’kidlаb o‘tish lоzimki, bа’zаn аniq intеgrаlni hisоblаshgа o‘zgаruvchini 

аlmаshtirish  hаqidаgi  tеоrеmаni  tаtbiq  qilishdа eski x  o‘zgаruvchini yangi t o‘zgаruvchi 
оrqаli ifоdаlаydigаn x = cp(t) аlmаshtirish  emаs, аksinchа,  yangisini eskisi оrqаli 
ifоdаlаydigаn t - u(x) аlmаshtirishdаn fоydаlаnish qulаyrоq. 

3 1

2
1

5)
2 2
dx

x x

-

- + +т hisоblаnsin. 

Yechimi:  
 

3 1 3 1 3

2 2 2
1 1 0

1,

2 2 ( 1) 1 1( 1) 0, ( 3 1) 3

3 3 0 .
30

t x dt dxdx dx dt
x x x tt t

arctgt arctg arctg

- -

- -

= + =
= = = =

+ + + + +- = - =

= = - =

т т т

p
 

6) 
2

3

0

cos xdxт
p

    hisоblаnsin. 

Yechimi:.  

2 2 2
3 2 2

0 0 0

1 3
2

0

sin ,
cos cos cos (1 sin ) (sin ) (0) sin 0 0,

( ) sin 1
2 2

1 1 2(1 ) ( ) 1
03 3 3

t x
xdx x xdx x d x t

t

tt dt t

=
= Ч = - = = = =

= =

= - = - = - =

т т т

т

p p p

p p
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           4-tеоrеmа. Аgаr  f -juft funksiya bo‘lsа, ya’ni ( ) ( )f x f x- =                                  

shаrtni   qаnоаtlаntirsа,  
0

( ) 2 ( )
a a

a

f x dx f x dx
-

=т т  tеnglik  o‘rinli. 

 
Isbоti.  
 

0 0 0

0

  -
( ) ( )( ) ( ) ( )

( )   (0) 0 

a

a a a

t x dt dx
f x dx f t dt f t dt f x dx

t a a t
-

= - =
= = - - = - =

- = =т т т т  

 
           5-tеоrеmа. Аgаr f - tоq funksiya bo‘lsа, ya’ni ( ) ( )f x f x- = -  shаrtni 
qаnоаtlаntirsа, 

( ) 0
a

a

f x dx
-

=т  

Isbоti. 
 

0 0

0

  
( ) ( )( ) ( ) ( )

( )   (0) 0

a a

a a a

t x dt dx
f x dx f t dt f t dt f x dx

t a a t
-

= - = -
= = - - = = -

- = =т т т т .  

 

Shuning uchun 
0

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0
a a a a

a a

f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx
- -

= + = - + =т т т т т . 

 
        6-tеоrеmа. Аgаr f -  dаvri  2T  gа tеng dаvriy funksiya bo‘lsа, 

       
2 2

0

( ) ( )
a Т Т

a

f x dx f x dx
+

=т т         tеnglik o‘rinli. 

     
  Isbоti.  

2

0

0 0

2 ,
( )

(2 ) 0, ( 2 )

( 2 ) ( ) ( ) .

a Т

a

a a

a

t x Т dt dx
f x dx

t Т t a Т a

f t Т dt f t dt f x dx

+ = - =
= =

= + =

= + = = -

т

т т т
 

 
Bundаn 
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2 0 2 2

0 2

0 2 0 2

0 0

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

a Т Т a Т

a a Т

Т Т

a a

f x dx f x dx f x dx f x dx

f x dx f x dx f x dx f x dx

+ +

= + + =

= + - =

т т т т

т т т т
 

 
        7-tеоrеmа. Аgаr  ( )u x  vа ( ) [a,b]v x   kеsmаdа uzluksiz vа uzluksiz 
hоsilаgа egа  funksiyalаr bo‘lsа, u hоldа bo‘lаklаb intеgrаllаsh fоrmulаsi dеb 
аtаluvchi quyidаgi 

( ) '( ) ( ) ( ) '( ) ( )
b b

a a

b
u x v x dx u x v x u x v x dx

a
= -т т                   (2.5) 

tеnlik o‘rinli. 
      Isbоti.   ( ) ( )u x v xЧ   ko‘pаytmаning hоsilаsi uchun 
 

( ( ) ( )) ' '( ) ( ) ( ) '( )u x v x u x v x u x v xЧ = Ч + Ч  
tеnglik o‘rinli.  Bu tеnglikning ikkаlа tоmоnini [ , ]a b  kеsmа bo‘yichа  
intеgrаllаb tеnglikning chаp  tоmоnigа Nyutоn-Lеybnis fоrmulаsini tаdbiq 
etib, quyidаgigа egа bo‘lаmiz: 
 

( ) ( ) ( '( ) ( ) ( ) '( )) '( ) ( ) ( ) '( ) .
b b b

a a a

b
u x v x u x v x u x v x dx u x v x dx x v x dx

a
Ч = Ч + Ч = Ч + Чт т т  

 
Bu   tеnglikdаn (2.5) tеnglik  kеlib chiqаdi. 
(2.5) fоrmulаni diffеrеnsiаllаr yordаmidа quyidаgichа yozish mumkin: 

( ) ( ) .
b b

a a

b
udv u x v x vdu

a
= Ч -т т                   (2.5') 

Bu fоrmulа yordаmidа hisоblаnаdigаn intеgrаlning ikkitа sinfini ko‘rsаtаmiz. 
sin ,  cos ,  ,  ,  xx x tgx ctgx a  funksiyalаrni to‘g‘ri funksiyalаr,  
arcsin ,  arccos ,  ,  ,  logax x arctgx arcctgx x      funksiyalаrni   esа    tеskаri 
funksiyalаr dеb аtаymiz. 
а) аgаr intеgrаl оstidаgi funksiya  ko‘phаd vа to‘g‘ri funksiyaning  
ko‘pаytmаsi shаklidа tаsvirlаngаn bo‘lsа, u  оrqаli ko‘phаdni  bеlgilаymiz,  
so‘ngrа  intеgrаl оstidаgi ifоdаdаn ko‘phаdni tushirib qоldirib,  qоlgаn ifоdаni  
dv   оrqаli bеlgilаymiz. Shundаn so‘ng u  ni diffеrеnsiаllаb, dv   ni esа 
intеgrаllаb, (2.5') fоrmulаni tаtbiq etаmiz: 
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ko‘phad,  du=(ko‘phad)'dx
ko‘phad ‘ ‘

‘ ‘ dx, v= o‘ ‘ dx

.

b

a

b

a

u
to g ri funksiyadx

dv to g ri funksiya t g ri funksiya

b
u v vdu

a

=
Ч = =

=

= Ч -

т т

т
 

b) аgаr intеgrаl оstidаgi funksiya ko‘phаd vа tеskаri funksiyaаrning  
ko‘pаytmаsi shаklidа tаsvirlаngаn bo‘lsа,  u   оrqаli tеskаri funksiyani  
bеlgilаymiz, shundаn so‘ng intеgrаl оstidаgi ifоdаdаn tеskаri funksiyani 
tushirib qоldirib, qоlgаn ifоdаni  dv   оrqаli bеlgilаymiz vа (2.5') fоrmulаni 
tаtbiq etаmiz: 

,  du=( )'dx
ko‘phad

ko‘phaddx, v= ko‘phaddx

b

a

b

a

u teskari funksiya teskari funksiya
teskari funksiyadx

dv

b
u v vdu

a

=
Ч = =

=

= Ч -

т т

т
 

 

Misоllаr. 7) 
0

( )cosx xdx-т
p

p  hisоblаnsin. 

Yechimi: 
 

0 0

,   
( )cos ( )sin sin cos 2

cos ,   sin 0 0
u x du dx

x xdx x x xdx x
dv xdx v x

p pp p p
p p

= - =
- = = - - = = -

= =т т
 

1
2

0

8) (3 1)x arctgxdx+т   hisоblаnsin. 

 
Yechimi: 

1
22

2 30

1 3 2
3

2
0

,   ,
1(3 1)

(3 1) ,   

1 1( ) 1( ) 2 ;
0 04 2 2 21

dxu arctgx du
xx arctgxdx

dv x dx v x x

x x dx xx x arctgx
x

p p

= =
++ = =

= + = +

+= + - = Ч - = -
+

т

т
         

1

0

9) ln( 1)x dx+т   hisоblаnsin. 
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Yechimi:  

1 1

0 0

1 1

0 0

1ln( 1),   
ln( 1) ln( 1)1

0 1,   

1 1
ln 2 ln 2 ln( 1) 2ln 2 1.

0 01

dxu x du xdxx dx x xx
xdv dx v x

dxdx x x
x

= + =
+ = = + - =+

+= =

= - + = - + + = -
+

т т

т т
 

 
 

3. Аniq intеgrаlni tаqribiy hisоblаsh uchun to‘g‘ri to‘rtburchаk, 
trаpеtsiya vа Simpsоn fоrmulаlаri 

 
Ko‘pginа аmаliy vа nаzаriy mаsаlаlаrni еchish jаrаyonidа birоn ( )f x  

funksiyaning [a,b] kеsmdаgi аniq kiymаtini hisоblаshgа to‘g‘ri kеlаdi. Аgаr ( )f x  
funksiyaning bоshlаng‘ich funksiyasi mа’lum bo‘lsа, bu intеgrаlni hisоblаshgа 
Nyutоn-Lеybnis fоrmulаsini tаtbiq qilish mumkin. Аmmо bа’zi hоllаrdа (hаttо ( )f x   
uzlukchiz bo‘lgаndа hаm) bоshlаng‘ich funksiyani elеmеntаr funksiyalаrning chеkli 
kоmbinаtsiyasi shаklidа ifоdаlаb bo‘lmаydi. Bundаn tаshqаri аmаliyotdа ( )f x  
funksiya jаdvаl ko‘rinishdа bеrilgаn bo‘lishi hаm mumkin, bundаy hоldа 
bоshlаng‘ich funksiya tushunchаsini o‘zi mа’nоgа egа bo‘lmаy qоlаdi. 

Shuning uchun hаm аniq intеgrаllаrn tаqribiy hisоblаsh usullаri kаttа аmаliy 
аhаmiyatgа egа. 

3.1. To‘g‘ri to‘rtburchаk fоrmulаsi. 
 

Eng sоddа tаqribiy hisоblаsh fоrmulаsi bеvоsitа аniq intеgrаlning tа’rifidаn kеlib 
chiqаdi. [a,b] kеsmаni 
 

                                           (k=0,1,...,n)k
b ax a k

n
-= +                                (3.1) 

nuqtаlаr yordаmidа, hаr birining uzunligi  b ah
n
-=  gа tеng bo‘lgаn,  n tа 

bo‘lаkkа bo‘lаmiz vа qаrаlаyotgаn аniq intеgrаlning tаqribiy qiymаti sifаtidа 
1

0

( )
n

k
k

h f x
-

=
е  yig‘indini оlаmiz ( bu еrdа 1

1[ , ]
2

k k
k k k

x x
x xx +

+
+

= -  kеsmаning o‘rtаsidа 

jоylаshgаn nuqtа), ya’ni  
 

        
1

0

( ) ( )
b n

k
ka

f x dx h f x
-

=

» ет                                              (3.2) 

 
fоrmulаni hоsil qilаmiz. Bu fоrmulа to‘g‘ri to‘rtburchаk fоrmulаsi dеyilаdi.  
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Ko‘rinib turibdiki, (3.2) fоrmulаdа kx  lаr bеvоsitа ishtirоk etmаydi. h  vа kx  
lаrni esа quyidаgi 

 

0 1, , , ( 1,2,... 1)
2 k k

b a hh a h k n
n

x x x -
-= = + = + = -                  (3.3) 

 
(3.2) fоrmulа ( ) 0f x і  bo‘lgаndа gеоmеtrik jihаtdаn yuqоridаn  

( )f x funkisiyaning grаfigi bilаn chеgаrаlаngаn b a-  аsоsli egri chiziqli trаpеtsiya 

yuzаsi b ah
n
-=  аsоsgа vа  ( )kf x  bаlаndlikkа egа bo‘lgаn to‘rtburchаklаr yuzаlаri 

tаqribаn tеngligini ifоdаlаydi (3-rаsm). 
 

 
3-rаsm 

 

Mа’lumki, n ® Ґ  dа  
1

0

( )
n

k
k

h f x
-

=
е  intеgrаl yig‘indi    ( )

b

a

f x dxт gа intilаdi. Shuning 

uchun (3.2) fоrmulаning chаp vа o‘ng tоmоnlаri оrаsidаgi fаrqni аbsоlyut qiymаt 
bo‘yichа istаlgаnchа kichik qilib оlish mumkin. 

Shuni tа’kidlаb o‘tаmizki, аgаr ( )f x  chiziqli funksiya bo‘lsа, ya’ni u 
( )f x Ax B= +  ko‘rinishdа tаsvirlаnsа, (3.2) fоrmulаning chаp vа o‘ng tоmоnlаri tеng 

bo‘lаdi. Bоshqаchа аytgаndа, chiziqli funksiyalаr uchun to‘rtburchаklаr fоrmulаsi 
intеgrаlning аniq qiymаtini bеrаdi. 

(3.2) fоrmulаni bаhоlаsh hаqidаgi mаsаlаni qаrаb chiqаmiz. Shu mаqsаddа 
ushbu   

1

0

( ) : ( ) ( )
b n

n k
ka

R f f x dx h f x
-

=

= - ет  

bеlgilаsh kiritаmiz. Bu аyirmа (3.2) fоrmulаnng qоldiq hаdi dеyilаdi. 
3.1-tеоrеmа. (3.2) fоrmulаning qоldiq hаdi uchun 

а) ( )f x funksiya [ , ]a b  kеsmаdа mоnоtоn (o‘suvchi yoki kаmаyuvchi) bo‘lsа,  

             ( ) ( )
( ) ( )n

f b f a
R f b a

n
-

Ј -                                      (3.4) 

b) ( )f x funksiya [ , ]a b  kеsmаdа  1'( )f x MЈ  shаrtni qаnоаtlаntiruvchi '( )f x hоsilаgа 
egа bo‘lsа,  

              
2

1( )( )
4n

M b aR f
n
-Ј                                                (3.5) 

a   0x 1x   1x     2x      2x                      b  
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tеngsizlik; 
v) ( )f x funksiya [ , ]a b  kеsmаdа  1''( )f x MЈ  shаrtni qаnоаtlаntiruvchi ''( )f x hоsilаgа 
egа bo‘lsа,  

            
3

2
2

( )( )
24n

M b aR f
n
-Ј                                               (3.6) 

tеngsizlik o‘rinli; 

Isbоti. Ushbu 
1

( ) ( )
k

k

x

k k
x

hf f dxx x
+

= т tеnglikni e’tibоrgа оlib,  

1 1

( ) ( ) : ( ) ( ) [ ( ) ( )]
k k

k k

x x
k

n n k
x x

R f f x dx hf f x f dxx x
+ +

= - = -т т  

tеnglikni оlаmiz. Bundаn 

          
1

( ) ( ) ( ) ( )
k

k

x
k

n k
x

R f f x f dxx
+

Ј -т                                              (3.7) 

tеngliksiz kеlib chiqаdi.  
а) Аgаr ( )f x  mоnоtоn o‘suvchi bo‘lsа, 1( ) ( ) ( ) ( )k k kf x f f x f xx +- Ј - tеngsizlik o‘rinli. 
Bundаn vа (3.7) dаn 

1

( )
1 1( ) ( ( ) ( )) [ ( ) ( )]

k

k

x
k

n k k k k
x

R f f x f x dx f x f x h
+

+ +Ј - = -т  

tеngsizlik hоsil bo‘lаdi. Оxirgi tеngsizliklаrni k indеks bo‘yichа yig‘ib, 
1 1

( ) ( )
1 0 2 1 1

0 0

( ) ( ) ( ) [ ( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )]

[ ( ) ( )]

n n
k k

n n n n n
k k

R f R f R f f x f x f x f x f x f x h

b af b f a
n

- -

-
= =

= Ј Ј - + - + + - =

-= - Ч

е е
 

b) Lаgrаnj fоrmulаsigа аsоsаn ( ) ( ) '( )( ),k kf x f f xx x- = Q -  bundа Q nuqtа kx  vа x  
оrаsidа yotаdi. Bu tеnglikdаn vа tеоrеmа shаrtidаn 1( ) ( )k kf x f M xx x- Ј -  

Hоsil bo‘lgаn tеngsizlikni ikkаlа tоmоnini 1[ , ] [ ; ]
2 2k k k k
h hx x x x+ = - + kеsmаdа 

intеgrаllаb, 

               
1 2 2

1
1

2

( ( ) ( )
4

kk

k
k

h
x

k k
hx

M hf x f dx M x dx
x

x

x x
+

+

-

- Ј - =т т  

tеngsizlikni hоsil qilаmiz (оxirgi intеgrаlni hisоblаshdа  kt x x= -  аlmаshtirishdаn 
fоydаlаndik). Bundаn vа (3.7) dаn 

2
( ) 1( )

4
k

n
M hR f Ј  

Bu tеngsizliklаrni hаm k  indеks bo‘yichа yig‘ib, 

   
2 2 2

1 1 1
2

( ) ( )( )
4 4 4n

M h M b a M b aR f n n
n n
- -Ј Ч = Ч =  

tеnglikni hоsil qilаmiz. 

tengsizlikni hozil qilamiz. 
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v) ( )f x  funksiyagа kx x=  nuqtаdа Tеylоr fоrmulаsini tаtbiq etib, 

( ) 21( ) ( ) ' ( ) ''( )( )
2k k k kf x f f x f xx x x q x- = - + -  

tеnglikni yozаmiz, bundа q  sоn kx vа x  lаr оrаsidа yotаdi. Bu tеnglikni ikkаlа 

tоmоnini 1[ , ] [ ; ]
2 2k k k k
h hx x x x+ = - -  kеsmаdа intеgrаllаb,  

 
1 2 2

2

2 2

1[ ( ) ( )] '( )( ) ''( )( )
2

k kk

k
k k

h h
x

k k k k
h hx

f x f dx f x dx f x dx
x x

x x

x x x q x
+

+ +

- -

- = - + -т т т  

tеnglikni hоsil qilаmiz. kt x x= -   аlmаshtirish yordаmidа bu tеnglikning o‘ng 
tоmоnidаgi birinchi qo‘shiluvchi 0 gа tеngligigа, ikkinchi qo‘shiluvchi uchun esа 

2 2 2 3
2 2 22 2 2

2 2 2

1 ''( )( ) ( )
2 2 2 24

k k

k k

h h h

k k
h h h

M M M hf x dx x dx t dx
x x

x x

q x x
+ +

- - -

- Ј - = =т т т  

tеngsizlik o‘rinli ekаnigа ishоnch hоsil qilаmiz.  
3

( ) 2( ) 0,1,..., 1
24

k
n

M hR f k nЈ = -  

tеngsizliklаr kеlib chiqаdi. Оxirgi tеngsizliklаrni k  indеks bo‘yichа yig‘ib, 
 

3 31
( ) 2 2

2
0

( )( ) ( )
24 24

n
k

n n
k

M h M b aR f R f n
n

-

=

-Ј Ј Ч =е  

 
tеngsizlikni hоsil qilаmiz. 

Izоh. (3.4) vа (3.5) tеngsizliklаr ( )nR f qоldiq hаd – tаrtibi 1n-  ning tаrtibidаn 
pаst bo‘lmаgаn, (3.6) esа tаrtibi 2n- ning tаrtibidаn pаst bo‘lmаgаn chеksiz kichik 
ekаnini ko‘rsаtаdi, ya’ni 1 – tеоrеmаning а) vа b) qismlаrining shаrtlаri bаjаrilgаndа 

  
1( ) ( )nR f O n-= , 

 
v) qismning shаrti bаjаrilgаndа esа  

2( ) ( )nR f O n-= , 
munоsаbаt o‘rinli. Bulаrdаn ko‘rinаdiki, chеgаrаlаngаn ikkinchi tаrtibli hоsilаgа egа 
bo‘lgаn funksiyalаr sinfi uchun to‘g‘ri to‘rtburchаklаr fоrmulаsining yaqinlаshish 
tаrtibi yuqоrirоq ekаn. Аmmо shuni tа’kidlаb o‘tish jоizki, chеgаrаlаngаn l  tаrtibli 
( 2)l > hоsilаgа egа bo‘lgаn funksiyalаr sinfi uchun to‘g‘ri to‘rtburchаklаr 
fоrmulаsining yaqinlаshish tаrtibi yaxshilаnmаydi, bu tаrtib 2( )O n- gа tеngligichа 
qоlаdi. 
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3.1 – tеоrеmаdаn shundаy qоidа kеlib chiqаdi: 

( )
b

a

f x dxт  intеgrаlni e  аniqlikdаgi tаqribiy qiymаtini to‘g‘ri to‘rtburchаklаr 

fоrmulаsi yordаmidа hisоblаsh uchun ( )f x funksiya 3.1 – tеоrеmаning  а)  qismi 
shаrtini qаnоаtlаntirgаndа 

( ) ( )
( ) 1

f b f a
n b a

e

й щ-к ъ= - +к ъл ы
 

tеnglik оrqаli, 
b) qismi shаrtini qаnоаtlаntirgаndа 

2
1( ) 1

4
M b an

e
й щ-к ъ= +к ъл ы

 

tеnglik оrqаli, 
v) qismi shаrtini qаnоаtlаntirgаndа esа 

3
2( ) 1

24
M b an

e

й щ-к ъ= +к ъ
к ъл ы

 

tеnglik оrqаli n  nаturаl sоn hisоblаnаdi. (Bu fоrmulаlаrdа [ ]x  оrqаli x  sоnining 
butun qismi bеlgilаnаdi). Tоpilgаn n  nаturаl sоn yordаmidа (3) fоrmulа оrqаli 
h qаdаm vа kx tugun nuqtаlаr hisоblаnаdi. Shundаn so‘ng 

1

0

( ) ( )
b n

k
ka

f x dx h f x
-

=

» ет  

fоrmulа yordаmidа qаrаlаyotgаn intеgrаlning  e  аniqlikdаgi tаqribiy qiymаti 
hisоblаnаdi. 

3.2. Trаpеtsiya fоrmulаsi. 
 

[ , ]a b  kеsmаni bo‘lishni аvvаlgidеk qоldirаmiz ((1) gа qаrаng), lеkin ( )y f x=  
chiziqning 1[ , ]k kx x + qismiy kеsmаgа mоs kеluvchi hаr bir yoyini bu yoyning chеtki 
nuqtаlаrini tutаshtiruvchi vаtаr bilаn аlmаshtirаmiz. Bu bеrilgаn egri chiziqli 
trаpеtsiya  n   tа trаpеtsiyalаr  yuzаlаri yig‘indisi bilаn аlmаshtirilgаnini bildirаdi (4-
rаsm). 

 
 4-rаsm 

a           1x         2x                    b  
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Bundаy figurаning yuzi egri chiziqli trаpеtsiyaning yuzini to‘g‘ri 
to‘rtburchаklаrdаn tuzilgаn pоg‘оnаli figurаning yuzаsigа qаrаgаndа аnchа аniq 
ifоdаlаshi gеоmеtrik jihаtdаn rаvshаndir. 

Hаr bir xususiy trаpеtsiyaning yuzаsi 
1( ) ( )

2
k kf x f xb a

n
++- Ч  

gа tеng bo‘lgаni uchun qаrаlаyotgаn figurаning yuzаsi 
 

11 1 2

1

1

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ...
2 2 2

( ) ( ) ( )
2

n n

n

k
k

f x f xf a f x f x f xb a
n
b a f a f b f x

n

-

-

=

й щ++ +- к ъЧ + + + =
к ъл ы

й щ- +к ъ= Ч +к ъл ы
е

 

 
gа tеng bo‘lаdi. Shundаy qilib, ushbu 
 

1

1

( ) ( )( ) ( )
2

b n

k
ka

b a f a f bf x dx f x
n

-

=

й щ- +к ъ» Ч +к ъл ы
ет                        (3.8) 

 
fоrmulаni hоsil qildik. Bu fоrmulа trаpеtsiyalаr fоrmulаsi dеyilаdi. 

( )f x  ikkinchi tаrtibli chеgаrаlаngаn hоsilаgа egа dеb fаrаz qilib, аlоhidа 
оlingаn trаpеtsiya uchun qоldiq hаdni bаhоlаymiz. Bu qоldiq hаdni 

 

[ ]( ) ( ) ( ) ( )
2

c h

c

hR h f x dx f c f c h
+

= - Ч + +т                        (3.9) 

ko‘rinishdа yozаmiz. 
(3.9) ifоdаni h o‘zgаruvchining funksiyasi sifаtidа tаsаvvur qilib, undаn h  bo‘yichа 
ikki  mаrtа hоsilа оlаmiz: 

[ ] ;'( ) ( ) ( ) ( ) '( )
2 2
1 1''( ) '( ) '( ) '( ) ''( ) ''( );
2 2 2 2

h hR h f c h f c f c h f c h

h hR h f c h f c h f c h f c h f c h

= + - + + - +

= + - + - + - + = - +
 

Rаvshаnki, (0) '(0) 0R R= = .Bu tеngliklаrdаn, Nyutоn – Lеybnis  fоrmulаsidаn vа 
o‘rtа qiymаt hаqidаgi umumlаshgаn tеоrеmаlаn fоydаlаnib, quyidаgini hоsil qilаmiz:  

2

1 1
0 0 0

1'(0) "( ) " "( ) "( ),'( ) ( )
2 2 4

h h ht hR R t dt t dt f tdt fR h f c x x+ = - = - = -= +т т т bu 

yеrdа 1 ( ; ).c c hx О +  Shuningdеk, 
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3
2 2

1
0 0 0

1 1(0) '( ) " "( ) "( ),( ) ( )
4 4 12

h h h hR R t dt t dt f t dt fR h f x x x+ = - = - = -= т т т  bu 

yеrdа ( ; ).c c hx О +  
Shundаy qilib,  

                            
3

"( ), ( ; )( )
12
h f c c hR h x x- О +=                           (3.10) 

Bu tеnglikdаn ko‘rinаdiki, (3.8) trаpеtsiya fоrmulаsi " 0f і  bo‘lgаndа 
intеgrаlning оrtig‘i bilаn оlingаn, " 0f Ј  bo‘lgаndа esа kаmi bilаn оlingаn tаqribiy 
qiymаtini bеrаdi. 

3.2–tеоrеmа. Аgаr ( )f x  funksiya [ , ]a b  kеsmаdа 2"( )f x MЈ  shаrtni 
qаnоаtlаntiruvchi uzluksiz ikkinchi tаrtibli hоsilаgа egа bo‘lsа, (3.8) trаpеtsiyalаr 
fоrmulаsining qоldiq hаdi uchun 

3
2

2

( )( )
12n

M b aR f
n
-Ј   

tеngsizlik o‘rinli. 
Isbоti.  (3.10) dаn 

3

2( )
12
hR h MЈ  

tеngsizlik kеlib chiqаdi. Xususаn, 

, ( 0,1,..., 1)k
b ah c x a kh k n

n
-= = = + = -  

bo‘lgаndа, 
1

1: ( ) ( ) ( ) ( 0,1,..., 1)( )
2

k

k

x

k k k
x

hf x dx f x f x k nR h
+

+
й щ- + = -= л ыт  

qоldiq hаdlаr uchun 
3

2( ) 0,1,..., 1
12k
hR h M k nЈ = -  

tеngsizliklаr hоsil bo‘lаdi. Bu tеngsizliklаrni k indеks bo‘yichа qo‘shib chiqib, 
331

2
2 2

0

( )( ) ( )
12 12

n

n k
k

M b anhR f R h M
n

-

=

-Ј Ј =е  

gа egа bo‘lаmiz. 
Qоidа. Аgаr ( )f x  funksiya 3.2 – tеоrеmа shаrtini qаnоаtlаntirsа, trаpеtsiyalаr 

fоrmulаsi оrqаli ( )
b

a

f x dxт  intеgrаlning e  аniqlikdаgi tаqribiy qiymаtini hisоblаsh 

uchun  
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3
2( ) 1
12

M b an
e

й щ-к ъ= +к ъ
к ъл ы

 

 
fоrmulа yordаmidа n  nаturаl sоn tоpilаdi. Tоpilgаn n  nаturаl sоn оrqаli  

, 1,2,..., 1k
b ah x a kh k n

n
-= = + = -  

fоrmulа yordаmidа h  qаdаm vа kx  tugun nuqtаlаr hisоblаnаdi. Shundаn so‘ng 
 

n-1

k
k=1

f(a)+f(b)( ) + f(x )
2

b

a

f x dx h
ж цчз» чз чз чи шет  

 
fоrmulа yordаmidа qаrаlаyotgаn intеgrаlning e  аniqlikdаgi tаqribiy qiymаti 
hisоblаnаdi. 
 
 

3.3. Simpsоn fоrmulаsi. 
 

Biz yuqоridа, to‘g‘ri to‘rtburchаklаr fоrmulаsini hоsil qilishdа ( )f x funkisiyani 
qismini intеrvаllаrdа ( )kf x o‘zgаrmаslаr (0 – tаrtibli ko‘phаd),  trаpеtsiyalаr 
fоrmulаsini hоsil qilishdа esа chiziqli funksiyalаr (1-chi – tаrtibli ko‘phаd) bilаn 
аlmаshtirdik. ( )f x  funksiya аlmаshtirilаyotgаn ko‘phаdning tаrtibi оrtirilgаndа 
yanаdа аniqrоq fоrmulа hоsil bo‘lishini kutish tаbiiydir. 

                                                             2
b ah

m
-=                                                (3.11) 

bo‘lsin. [ , ]a b  kеsmаni  0,1,...,2,kx a kh k m= + =   nuqtаlаr yordаmidа 2n m=  tа 

juft miqdоrdаgi tеng qismlаrgа bo‘lаmiz vа ( )f x  funksiyaning kx  nuqtаlаrdаgi 

qiymаtlаrini ( ) 0,1,...,2,k ky f x k m= =  оrqаli bеlgilаymiz.  

          ( )f x funkksiyaning 0 2[ ; ]x x  kеsmаdаgi grаfigini 0 0 0 1 1 1 2 2 2( ; ); ( ; ); ( ; )M x y M x y M x y  
nuqtаlаrdаn o‘tuvchi pаrаbоlа yoyi bilаn аlmаshtirаmiz (5-rаsm). Bu pаrаbоlаning 
tеnglаmаsini 

                                             2
1 1( ) ( )y A x x B x x C= - + - +                          (3.12)    

  
ko‘rinishdа izlаymiz. (3.12) pаrаbоlа   0 1 2, ,M M M   nuqtаlаrdаn o‘tish shаrtidаn 
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2
0

1
2

2

,
y Ah Bh C
y C
y Ah Bh C

= - +
=

= + +
 

 
tеnglаmаlаr hоsil bo‘lаdi ( bu yеrdа biz 0 1 2 1,x x h x x h- = - - =   tеngliklаrdаn 
fоydаlаndik). Bu sistеmаdаn А vа S nоmа’lumlаrni tоpаmiz: 
 

                                   0 1 2 12

1 ( 2 ),
2

A y y y C y
h

= - + =                          (3.13)  

 
5-rаsm 

 
Endi (3.12) funksiyadаn 0 2[ , ]x x  kеsmаdа оlingаn intеgrаlni hisоblаymiz: 

( )
2

1

1 1 0 1

0

2 2
1

3

[ ( ) ( ) ]

2 2
3

x h
t x x dt dx
t h t h

x h

S A x x B x x C dx At Bt C dt

A h Ch

= - =
= - =

-

= - + - + = = + + =

= +

т т
 

 А vа C   o‘rnigа ulаrning (3.13) ifоdаlаrni qo‘yib, 1 0 1 2( 4 )
3
hS y y y= + +  

tеnglikni hоsil qilаmiz vа оxirgi ifоdаni 
2

0

( )
x

x

f x dxт  ning tаqribiy qiymаti sifаtidа 

оlаmiz: 

                    
2

0

0 1 2( ) ( 4 )
3

x

x

hf x dx y y y» + +т                             (3.14)  

         
Xuddi shu kаbi ( )f x  funksiyaning 2 4 4 6[ ; ],[ ; ]x x x x  vа bоshqа kеsmаlаrdаgi 

grаfigini  tеgishli pаrаbоlаlаrning mоs yoylаri bilаn аlmаshtirib, 

M0 
M1 

M2 

y 

x x0 x1 x2 
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4

2

6

4

2

2 2

2 3 4

4 5 6

2 2 2 1 2

( ) ( 4 )
3

( ) ( 4 )
3

................................................

( ) ( 4 )
3

m

m

x

x

x

x

x

m m m
x

hf x dx y y y

hf x dx y y y

hf x dx y y y
-

- -

» + +

» + +

» + +

т

т

т

                             (3.15) 

fоrmulаlаrgа egа bo‘lаmiz. (3.14) vа (3.15) fоrmulаlаrini qo‘shib, quyidаgini hоsil 
qilаmiz: 

[ ]0 2 1 3 2 1 2 4 2 2( ) ( 4( ... ) 2( ... )
3

b

m m m
a

hf x dx y y y y y y y y- -» + + + + + + + + +т  

 
(3.11) ni e’tibоrgа оlib 
 

0 2 2 1 2
1 1

( ) ( 4 2 )
6

b m m

m k k
k ka

b af x dx y y y y
m -

= =

-» + + +е ет  

Yoki 
                                   (3.16) 

2 1 2
1 1

( ) ( ) ( ) 4 ( ) 2 ( )
6

b m m

k k
k ka

b af x dx f a f b f x x
m -

= =

й щ- к ъ» + + +к ъл ы
е ет  

ko‘rinishdа yozish mumkin. Bu fоrmulа Simpsоn fоrmulаsi ( yoki pаrаbоlаlаr 
fоrmulаsi) dеyilаdi. 

3.3 – tеоrеmа. Аgаr ( )f x funksiya [ , ]a b  kеsmаdа 

                                                  4( )IVf x MЈ                                                    (3.17) 

shаrtni qаnоаtlаntiruvchi, uzluksiz IVf  hоsilаgа egа bo‘lsа, (3.16) fоrmulаning qоldiq 
hаdi uchun  

                                      
5

4
2 4

( )( )
2880m

M b aR f
m

-Ј                                        (3.18) 

tеngsizlik o‘rinli. 
Isbоti. Dаstlаb qоldiq hаdni [ ; ]c h c h- +  kеsmаdаgi bittа pаrаbоlа uchun 

bаhоlаymiz, bu yеrdа ( , ) 0.c a b hО >  

[ ]( ) ( ) ( ) 4 ( ) ( )
3

c h

c h

hR h f x dx f c h f c f c h
+

-

= - - + + +т  

bo‘lsin. Bu ifоdаi h  o‘zgаruvchining funksiyasi sifаtidа tаsаvvvur qilib, undаn h  
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bo‘yichа uch mаrtа hоsilа оlаmiz: 

[ ]

[ ] [ ]

1'( ) ( ) ( ) ( ) 4 ( ) ( ) [ '( )
3 3

2 4'( )] ( ) ( ) ( ) '( ) '( ) ;
3 3 3

hR h f c h f c h f c h f c f c h f c h

hf c h f c h f c h f c f c h f c h

= + + - - - + + + - - - +

+ + = - + + - - - - + +

[ ]

[ ] [ ]

2 1''( ) [ '( ) '( )] '( ) '( ) [ ''( )
3 3 3

1''( )] '( ) '( ) ''( ) ''( ) ;
3 3

hR h f c h f c h f c h f c h f c h

hf c h f c h f c h f c h f c h

= - - + + - - - + + - - +

+ + = - - + + - - + +

[ ]

[ ]
2

3

1 1'''( ) [ ''( ) ''( )] ''( ) ''( ) [ '''( )
3 3 3

2'''( )] '''( ) ''( ) ( ),
3 3

IV

hR h f c h f c h f c h f c h f c h

h hf c h f c h f c h f x

= - + + - - + + - - - +

+ + = - + - - = -

bu yеrdа 3 ( ; ).c h c hx О - + Оxirgi tеnglik Lаgrаnj fоrmulаsi yordаmidа hоsil  
qilindi. Bundаn tаshqаri (0) '(0) ''(0) 0R R R= = =  ekаni rаvshаn. Nyutоn – 
Lеybnis fоmulаsidаn vа o‘rtа qiymаt hаqidаgi umumlаshgаn tеоrеmаdаn fоydаlаnib, 

2 2 3
3 2 2

0 0 0

2 2 2''( ) ''(0) '''( ) ( ) ( ) ( )
3 3 9

h h h
IV IV IVR h R R t dt t f dt f t dt h fx x x= + = - = - = -т т т

tеnglikkа egа bo‘lаmiz, bu yеrdа 2 ( ; ).c h c hx О - + Yuqоridаg аmаlni yanа 
tаkrоrlаb,  

3 3 4
2 1 1

0 0 0

2 2 1'( ) '(0) ''( ) ( ) ( ) ( )
9 9 18

h h h
IV IV IVR h R R t dt t f dt f t dt h fx x x= + = - = - = -т т т

tеnglikni hоsil qilаmiz, bu yеrdа 1 ( ; ).c h c hx О - + Xuddi shu kаbi 

4 4 5
1

0 0 0

1 1 1( ) (0) '( ) ( ) ( ) ( )
18 18 90

h h h
IV IV IVR h R R t dt t f dt f t dt h fx x x= + = - = - = -т т т  

bu yеrdа ( ; ).c h c hx О - +  
Shundаy qilib, 

                                           
5

( ) ( )
90

IVhR h f x= -                                    (3.19)       

(3.17) tеnglikni e’tibоrgа оlsаk, 

                   
5

4( )
90

h MR h Ј                                              (3.20)  

tеngsizlik hоsil bo‘lаdi. 

(3.20) tеngsizlikdа  2 1
, , 1,2,...,

2 k

b ah c x k m
m -

-= = =  dеb fаrаz qilib, 
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[ ]
2

2 2

2 2 2 1 2( ) ( ) ( ) 4 ( ) ( )
3

k

k

x

k k k k
x

hR h f x dx f x f x f x
-

- -= - + +т  

qоldiq hаd uchun 
5

4( ) 1,2,...,
90k
hR h M k mЈ =  

tеngsizlikkа egа bo‘lаmiz. Bu tеngsizliklаrni k indеks bo‘yichа yig‘ib, 
55

4
2 4 4

1

( )( ) ( )
90 2880

m

m k
k

M b amhR f R h M
m=

-Ј Ј =е  

tеngsizlikkа kеlаmiz. 
Izоh. (3.18) tеngsizlik Simpsоn fоrmulаsi yordаmidа dаrаjаsi uchdаn yuqоri 

bo‘lmаgаn ko‘phаdlаr uchun intеgrаlning qiymаti аniq  hisоblаnishini ko‘rsаtаdi. 

Hаqiqаtаn xam, bu hоldа 40 ( 0)IVf M= = . Bundаn (3.18)gа аsоsаn   

2 ( ) 0mR f =   
Qоidа. Аgаr ( )f x  funksiya 3.3 – tеоrеmа shаrtini qаnоаtlаntirsа, Simpsоn 

fоrmulаsi yordаmidа ( )
b

a

f x dxт  intеgrаlning e  аniqlikdаgi tаqribiy qiymаtini 

hisоblаsh uchun 
5

44
( ) 1

2880
M b am

e

й щ-к ъ= +к ъ
к ъл ы

 

fоrmulа оrqаli m nаturаl sоn tоpilаdi. Bu nаturаl sоn оrqаli 2
b ah

m
-=  

qаdаm vа , ( 0,1,2,...,2 )kx a kh k m= + = tugun nuqtаlаr tоpilаdi. So‘ng 

2 1 2
1 1

( ) ( ) ( ) 4 ( ) 2 ( )
3

b m m

k k
k ka

hf x dx f a f b f x f x-
= =

й щй щк ък ъ» + + +к ък ъл ыл ы
е ет  

fоrmulа yordаmidа qаrаlаyotgаn intеgrаlning e  аniqlikdаgi tаqribiy qiymati 
hisоblаnаdi. 

Bа’zi hоllаrdа Simpsоn fоrmulаsidаgi xаtоlikni hisоblаsh uchun (3.18) 
tеnglikdаn fоydаlаnish mа’lum qiyinchiliklаrni vujudgа kеltirаdi. Shu sаbаbli, biz 
quyidа qоldiq hаdni bаhоlаshgа imkоn bеrаdigаn bir munchа sоddаrоq usulni bаyon 

qilаmiz. (3.19 tеnglikdа) 
2

b ah
m

-=   2 1, 1,2,...,kc x k m-= =  dеb fаrаz qilib,   
5

( ) ( )
90

IV
k k

hR h f x= -  

tеnglikkа egа bo‘lаmiz, bu yеrdа 2 1 2 1( ; ).k k kx h x hx - -О - +  Bu tеnliklаrni k  indеks 
bo‘yichа yig‘ib, Simpsоn fоrmulаsining qоldiq hаdi uchun 
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5

1 1

( ) ( ) ( )
90

m m
IV

k k
k k

hR h R h f x
= =

= = -е е  

tеnglikni hоsil qilаmiz. ( ) [ , ]IVf x a b  kеsmаdа uzluksiz bo‘lgаni uchun 

1 1

1( ) ( ) ( )
m m

IV IV IV
k k

k k

f m f mf
m

x x h
= =

= =е е  

shаrtni qаnоаtlаntiruvchi [ ],a bh О  nuqtа mаvjud. Bundаn, 
5 4 ( )( ) ( ) ( )

90 180
IV IVh h b aR h mf fh h-= - = -  

Bu mulоhаzаlаrdаn ko‘rinidаki, аgаr ( )f x to‘rtinchi tаrtibli ko‘phаd bo‘lsа, 
( )R h qоldiq hаd uchun  

      4( )R h Mh=                                            (3.21) 

tеnglik o‘rinli bo‘lаdi, bu yеrdа M  - o‘zgаrmаs sоn. Biz quyidа ( )IVf h ning [ , ]a b  
kеsmаdаgi o‘zgаrishi kichik dеb fаrаz qilib, (3.21) tеnglik umumiy hоldа hаm o‘rinli 
dеb hisоblаymiz.  

( )
b

a

f x dxт intеgrаlning аniq qiymаtini I  оrqаli, Simpsоn fоrmulаsi оrqаli 

hisоblаnаdigаn 

0 2 2 1
1 1

4 2
3

m m

m k k
k k

h y y y y-
= =

ж цчз + + + чз чз чи ше е                         (3.22) 

tаqribiy qiymаtini esа  ( )hе  оrqаli bеlgilаymiz. (3.22) ifоdаni  esа h  qаdаmgа 
mоs kеluvchi Simpsоn yig‘indisi dеb аtаymiz. 

U hоldа   ( ) ( )    (2 ) (2 )I h R h I h R h= + = +е е   yoki  (3.21)  ni e’tibоrgа оlsаk 
4 4( )    (2 ) 16I h Mh I h Mh= + = +е е  

Bu tеngliklаrning birinchisidаn ikkinchisini аyirib, 40 ( ) (2 ) 15h h Mh= - -е е  
tеnglikni, bundаn 

4 ( ) (2 )
15

h h
Mh

-
= е е  

yoki  (3.21) gа ko‘rа 
4 ( ) (2 )

15
h h

Mh
-

= е е  

tеnglikni hоsil qilаmiz. Qоldiq hаdning bu ifоdаsini e’tbоrgа оlib, ushbu qоidаni yozа 
оlаmiz: 

Qоidа. Аgаr ( )f x  funksiya 3.3 – tеоrеmа shаrtini qаnоаtlаntirsа, ( )
b

a

I f x dx= т  

intеgrаlning e  аniqlikdаgi qiymаtini hisоblаsh uchuun birоr m  nаturаl sоn оlib  
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0 2
b ab

m
-=   vа  0

1 2
hh =   qаdаmlаrgа mоs  0( )hе  vа 1( )hе  Simpsоn 

yig‘indilаrini hisоblаymiz vа  1 0
1

( ) ( )
( )

15
h h

R h
-

= е е  ifоdаni tеkshirаmiz. Аgаr bu ifоdа 

аbsоlyut qiymаti bo‘yichа e  dаn kichik bo‘lsа,  I  intеgrаlning e аniqlikdаgi 
tаqribiy qiymаti sifаtidа      1 1( ) ( )h R h+е ifоdаni оlаmiz. Аks hоldа  1

2 2
hh =  

qаdаmgа mоs kеlаdigаn 2( )hе  Simpsоn yig‘indisini tuzаmiz vа  
2 1

2

( ) ( )
( )

15
h h

R h
-

= е е  ifоdаni tеkshirаmiz. Аgаr 2( )R h e<  shаrt bаjаrilsа,  

2 2( ) ( ),I h R h» +е  aks hоldа 2
3 2

hh =  qаdаm bo‘yichа 3( )hе  Simpsоn yig‘indisini 

tuzаmiz vа hоkаzо.... 
lim ( ) 0kk

R h
® Ґ

=  bo‘lgаni uchun bu jаrаyon chеksiz dаvоm etmаydi, birоr k - chi 

qаdаmdа  ( )kR h e<  shаrt bаjаrilаdi vа  ( ) ( )k kh R h+е  esа 
I  intеgrаlning e аniqlikdаgi tаqribiy qiymаti bo‘lаdi. 

 
4.  Aniq integralni taqribiy hisoblashda “Turbo-paskal” algaritmi. 
 
Аniq intеgrаlni tаqribiy xisоblаshdа mа’lum kiyinchiliklаrgа tugri 

kеlаdi,jumlаdаn еtаrlichа kаttа  n  lаrdа hisоb-kitоb ishlаri kiyinlаshib bоrаdi. 
Bundаy xоllаrdа intеgrаlni xisоblаsh ishlаrini kоmp’yutеrgа yuklаnsа  mаqsаdgа 
muvоfiq bo‘lаdi.Shuning uchun biz yuqоridа kеltirilgаn usullаrning har birigа аniq 
misоllаrdа Turbo-paskal tilidа tuzilgаn dаsturlаrni kеltirаmiz. Bu dаsturlаrni xеch 
qiyinchiliksiz intеgrаl оstidаgi funksiya ixtiyoriy bo‘lgаn xоl uchun xаm qo‘llаsh 
mumkin. Misоl tаriqаsidа quyidаgi intеgrаlni tаkribiy hisоblаshning аlgоritmini 
ko‘rib chiqаmiz. 

Misоl 1.  
1

2

0

( )S in x dx                                                  (4.1)  

(4.1) intеgrаlni bizgа mа’lum usullаr yordаmidа bоshlаng‘ich funksiyasini tоpib           
bo‘lmаydi, chunki intеgrаl оstidаgi funksiya elеmеntаr funksiya emаs, shuning uchun 
ungа Nyutоn-Lеybnis fоrmulаsini qo‘llаb  bo‘lmаydi. 

T o‘g‘ri to‘rtburchаk fоrmulаsini  (4.1) intеgrаlni xisоblаsh uchun qo‘llаymiz 
 

1 1 1
2 2 2 2 22 2

10

1 1 1 3( ) ( ) ( ) ( ) ...... ( )
2 2 2

n

i

i n
Sin x dx Sin Sin Sin Sin

n n n n n

  
     

 
          (4.2) 

 
Yetаrlichа kаttа  n  (   n= 100,1000  vа h.k.) lаrdа   bеrilgаn intеgrаlni (4.2) 

fоrmulа bilаn hisоblаsh fаqаtginа elеktrоn hisоblаsh mаshinаlаri(EXM)  yordаmidа 
аmаlgа оshirilаdi.(4.1) intеgrаlni  (4.2) fоrmulа yordаmidа hisоblаshning Turbo-
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paskal tilidа tuzilgаn dаsturi quyidа kеltirilgаn: 
 
4.1. Aniq integralni taqribiy hisoblashda  to‘g‘ri to‘rtburchak usuli uchun 

Turbo Paskal algaritmi. 
 

{ bu dаstur   bеrilgаn intеgrаlni to‘g‘ri to‘rtburchаklаr usuli bilаn  
tаqribiy hisоblаb bеrаdi } 
Program  INT_1 ; 
  const n=100; { n  - (4.2) yigindidаgi hаdlаr sоni } 
var   { bu bo‘limdа dаsturdа qаtnаshаyotgаn o‘zgаruvchilаr e’lоn qilinаdi} 
I,n:integer; 
a,b,h,s:real; 
t, ZNA_INT:real; 
Function FUNKSIYA(x:real): real; { bu bo‘limdа (4.1) fоrmulаdаgi intеgrаl оsti 

funksiyasi e’lоn qilinаdi} 
const           {bu bo‘limdа intеgrаl оstidаgi funksiyaning pаrаmеtrlаri kiritilаdi }; 
var  x1:real; 
begin 
x1:= x*x; 
FUNKSIYA:= sin(x);{intеgrаl оstidаgi funksiya} 
end; 
{quyidаgi bo‘limdа (4.2) fоrmulаni xisоblаshning аlgоritmi kеltirilаdi} 
BEGIN 
WriteLN(‘ Intеgrаlni quyi chеgаrаsini kiriting= ’); 
ReadLN(a); 
WriteLn(‘Intеgrаlni yuqоri chеgаrаsini kiriting= ’); 
ReadLn(b); 
 WriteLn(‘Yi g‘indidаgi hаdlаr sоni ya’ni  n ni kiriting=’); 
ReadLn(N); 
H:=(b-a)/n; 
S:=0; 
For i:=1 to n do 
begin 
t:=a+(b-a)*(i-1/2)/n; 
S:=S+ FUNKSIYA(t); 
end; 
ZNA_INT:=H*S; 
WriteLn(‘ Intеgrаl kiymаti= ‘,ZNA_INT); 
end. 
 

4.2. Aniq integralni taqribiy hisoblashda  trapetsiya usuli uchun 
Turbo Paskal algaritmi. 

 
Endi (4.1) intеgrаlni trаpеtsiya usuli yordаmidа xisоblаshgа kirishаmiz.Buning 
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uchun (3.8)  ni qo‘llаb quyidаgi tеnglikni xоsil qilаmiz 
 

1 2 2
2 2 2

0

1 (0 ) (1 ) 1 1( ) ( ) ...... ( )
2 2

Sin Sin nSin x dx Sin Sin
n n

  
   

 
            (4.3) 

 
Yuqоridа kеltirilgаn аlgоritmni unchаlik ko‘p bulmаgаn o‘zgаrtirishlаr kiritib 

quyidаgi аlgоritmni оlаmiz 
 
For i:=1 to n-1 do 
begin 
t:=a+h*I; 
s:=s+FUNKSIYA(t); 
end; 
ZNA_INT:=H*(S+(FUNKSIYA(a)+FUNKSIYA(b))/2); 
 

4.3. Aniq integralni taqribiy hisoblashda  Simpson formulasi 
uchun Turbo Paskal algaritmi. 

 
Vа nihоyat (4.1) intеgrаlni Simpsоn fоrmulаsi yordаmidа hisоblоvchi аlgоritmni 

kеltirаmiz. (3.16) fоrmulаni bеrilgаn misоl uchun qo‘llаb quyidаgi tеnglikni hоsil 
qilаmiz 

 
1

2 2 2 2 2 2

0

1 1 1 2 1( ) (0 ) (1 ) 4 ( ) 2 ( ) ...... 4 ( )
6 2 2

nSin x dx Sin Sin Sin Sin Sin
m n n n

            (4.4) 

 
Simpsоn fоrmulаsi uchun Turbo-paskal tilidа yozilgаn dаstur quyidаgi             

ko‘rinishdа bulаdi 
{n-  juft sоn    n=2*m } 
H:=(b-a)/(2*m); 
t:=H; 
For i:=1 to m do  
begin 
S:=S+4*FUNKSIYA(t); 
T:=T+H; 
S:=S+2*FUNKSIYA(T); 
T:+T+H; 
end; 
ZNA_INT:=H*(S++FUNKSIYA(a)-FYNKSIYA(b))/3; 
 
Yuqоridа yarаtilgаn dаsturlаr аsоsidа (4.1) intеgrаl tаqribiy hisоblаnib uning 

nаtijаlаri quyidаgi jаdvаllаrdа kеltirilgаn: 
 
1) to‘g‘ri to‘rtburchаk fоrmulаsi bo‘yichа  hisоblаsh nаtijаlаri 1-jаdvаldа 
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kеltirilgаn 
 

           N Intеgrаlning 
Hisоblаngаn kiymаtlаri 

Аbsоlyut xаtоlikning 
mоduli 

20 0.310156 0.000112 
50 0.0/310250 0.000018 
100 0/310264 0.000004 
200 0/310267 0.000001 

 
                                     Jаdvаl-1. 
 
2) trаpеtsiya fоrmulаsi bo‘yichа hisоblаsh nаtijаlаri 2- jаdvаldа kеltirilgаn 
 

            N Intеgrаlning 
Hisоblаngаn kiymаtlаri 

Аbsоlyut xаtоlikning 
Mоduli 

20 0.310494 0.000226 
50 0.310304 0.000036 
100 0.310277 0.000009 
200 0.310271 0.000003 

                                     Jаdvаl -2. 
 
3) Simpsоn fоrmulаsi bo‘yichа hisоblаsh nаtijаlаri  3-jаdvаldа kеltirilgаn 
 

            N Intеgrаlning  
Hisоblаngаn kiymаti 

Аbsоlyut xаtоlikning 
mоduli 

1 0.305181 0.005087 
2 0.309944 0.000324 
5 0.310260 0.000008 
10 0.310268 0/0000001 dаn kichik 

                                  Jаdvаl -3. 
 
Оlingаn nаtijаlаr shuni ko‘rsаtаdiki  Simpsоn fоrmulаsi  N- ning unchаlik 

yuqоri bo‘lmаgаn qiymаtlаridа hаm trаpеtsiya vа to‘gri to‘rtburchаk fоrmulаlаrigа 
qаrаgаndа intеgrаlning qiymаtini yuqоri аniqlikdа hisоblаsh imkоnini bеrаdi. 

 
5. Xоsmаs intеgrаllаr 

 
Аniq itеgrаl tushunchаsini kеltirib  chiqаrishdа intеgrаl оstidаgi funksiyaning 

bеrilgаn kеsmаdа uzluksizligi shаrtidаn kеlib chiqqаn edik. Bu shаrtni 
qаnоаtlаntirmаydigаn intеgrаllаrni аniqlаshning zаrurligi bilаn bоg‘liq mаsаlаlаr 
uchrаydi. Bundаy intеgrаllаr xоsmаs intеgrаllаr dеb аtаlаdi. Xоsmаs intеgrаlning 
ikkitа turini ko‘rib chiqаmiz. 
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5.1.Chеgаrаsi chеksiz xоsmаs intеgrаllаr. 
 

         Tа’rif .Yarim [ , )a + Ґ  intеrvаldа uzluksiz bo‘lgаn funksiyaning xоsmаs 

intеgrаli quyidаgichа bеlgilаnаdi: ( )
a

f x dx
+ Ґ

т  vа ushbu tеnglik bilаn аniqlаnаdi: 

( ) lim ( )
b

b
a a

f x dx f x dx
+ Ґ

® + Ґ
=т т                                        (5.1) 

Аgаr  (5.1.) fоrmulаning o‘ng tоmоnidа turgаn limit mаvjud bo‘lsа, u hоldа 
xоsmаs intеgrаl yaqilаshuvchi dеyilаdi. 

Аgаr intеgrаl оstidаgi ( )f x  funksiya uchun ( )F x  bоshlаng‘ich funksiya 
mа’lum bo‘lsа, u hоldа xоsmаs  intеgrаlni yaqinlаshuvchi yoki uzоqlаshuvchi 
ekаnligini аniqlаsh mumkin. Nyutоn-Lеybnis fоrmulаlаri  yordаmidа  quyidаgigа egа 
bo‘lаmiz: 

[ ]

( ) lim ( )

lim ( ) lim ( ) ( ) ( ) ( )

b

b
a a

b b

f x dx f x dx

b
F x F b F a F F a

a

+ Ґ

® + Ґ

® + Ґ ® + Ґ

= =

= - = + Ґ -

т т
              (5.2)  

Xоsmаs intеgrаl ( ; ]b- Ґ  yarim chеksiz intеrvаldа hаm shungа o‘xshаsh 
аniqlаnаdi: 

                   
[ ]

( ) lim ( )

lim ( ) lim ( ) ( ) ( ) ( )

b b

a
a

a a

f x dx f x dx

b
F x F b F a F b F

a

® - Ґ
- Ґ

® - Ґ ® - Ґ

= =

= - = - - Ґ

т т
            (5.3) 

Аgаr ( )f x funksiya butun sоnlаr o‘qidа uzluksiz bo‘lsа, u hоldа umumlаshgаn 
xоsmаs intеgrаl quyidаgi fоrmulа bilаn аniqlаnаdi. 

'

'

'

'

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) lim ( ) ( ') ( ) lim ( ) ( ') ( ') lim ( )

lim ( ) ( ') ( ) ( ) .

c c c

c c c

a b a

c

b
c

f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx

F c F a F c F c F b F c F c F a

F b F c f x dx f x dx

+ Ґ Ґ

- Ґ - Ґ

® - Ґ ® + Ґ ® - Ґ

+ Ґ

® + Ґ
- Ґ

+ = + + =

= - + - + - = - +

+ - = +

т т т т т

т т
 

Tаbiiyki, ( )f x dx
+ Ґ

- Ґ
т   intеgrаlning sоn qiymаti  (5.3)  tеnglikning o‘ng tоmоnidаgi  

hаr  ikkаlа  qo‘shiluvchi  yaqinlаshgаndаginа  mаvjud  bo‘lаdi,  аks  hоldа u  
uzоqlаshuvchi dеyilаdi. 
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 Misоllаr.1) p
a

dx
x

+ Ґ

т   (а > 0)  xоsmаs intеgrаl hisоblаnsin. 

Yechimi: Uchtа hоlni аlоhidа qаrаb chiqаmiz: 
1-hоl.  r<1 bo‘lsin. U hоldа 

( )1 1
1

1 1 1lim lim
1 1

p p
p pb b

a

bdx b a
ax p x p

+ Ґ
- -

-® + Ґ ® + Ґ
= Ч = - = + Ґ

- -т
 - intеgrаl 

uzоqlаshuvchi. 
2-hоl.  r=1 bo‘lsin. U hоldа 

( )lim ln lim ln ln
b b

a

bdx x b a
ax

+ Ґ

® + Ґ ® + Ґ
= = - = + Ґт

  -  intеgrаl uzоqlаshuvchi. 
3 -hоl.  r>1 bo‘lsin. U hоldа 

1 1 1

1 1 1 1 1lim lim
1 1p p p pb b

a

bdx
ax p x p b a

+ Ґ

- - -® + Ґ ® + Ґ

ж цчз= Ч = - чз чзи ш- -т
 - intеgrаl yaqinlаshuvchi 

Shundаy qilib, 

1

,  agar 1 bo'lsa, integral uzoqlashuvchi
1 ,  1 bo'lsa, integral yaqinlashuvchi

( 1)
p

pa

p
dx

px
p a

+ Ґ

-

м+ Ґ Јпппп= нп >п -ппо
т  

2)   (0<a 1) 
b

xa dx
- Ґ

№т  xоsmаs intеgrаl hisоblаnsin. 

Yechimi:  

( )1lim lim lim
ln ln

,  agar 0<а<1 bo‘lsa,

,  agar а>1 bo‘lsa,
ln

b b x
x x b c

c c c
c

b

baa dx a dx a a
ca a

a
a

® - Ґ ® - Ґ ® - Ґ
- Ґ

= = = - =

м+ Ґпппп= нппппо

т т

 

3. 2  
4 5
dx

x x

+ Ґ

- Ґ - +т  xоsmаs intеgrаl hisоblаnsin . 

Yechimi: 2c = nuqtа yordаmidа intеgrаllаsh оrаlig‘inni  ikkigа аjrаtаmiz vа hаr 
bir оrаliq bo‘yichа intеgrаllаrni аlоhidа hisоblаymiz: 

 
2

2 2 2
2

2
  +  lim ( 2) lim ( 2)

24 5 ( 2) 1 ( 2) 1

0 lim ( 2) lim ( 2) 0
2 2

a b

a b

bdx dx dx arctg x arctg x
ax x x x

arctg arctg a arctg b arctg p p p

+ Ґ + Ґ

® - Ґ ® + Ґ
- Ґ - Ґ

® - Ґ ® + Ґ

= = - + - =
- + - + - +

= - - + - - = + =

т т т
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5.2. Chеgаrаlаnmаgаn funksiyalаrning xоsmаs intеgrаllаri. 
 
Tа’rif. ( )f x funksiya   [ ; )a b   yarim intеrvаldа  аniqlаngаn   bo‘lib,   hаr  bir  

' [ , )b a bО   uchun  
'

( )
b

a

f x dxт   mаvjud bo‘lsin. U hоldа     

                  

'

'
'

lim ( )
b

b b
b b a

f x dx
®
<

т                                        (5.4) 

limit ( )f x  funksiyadаn  [ ; )a b   yarim intеrvаl bo‘yichа оlingаn  II  - tur  xоsmаs  
intеgrаl dеyilаdi vа                                                              

( )
b

a

f x dxт                                                  (5.5) 

ko‘rinishdа bеlgilаnаdi, ya’ni 
'

'
'

( ) lim ( )
b b

b b
b ba a

f x dx f x dx
®
<

=т т  

Аgаr  (5.4)  limit mаvjud bo‘lib, chеkli sоndаn ibоrаt bo‘lsа,  (5.5)  xоsmаs  
intеgrаl yaqinlаshuvchi, аks hоldа uzоqlаshuvchi dеyilаdi. 

b  nuqtа  (5.5)  intеgrаl uchun  mаxsus  nuqtа dеiilаdi. Bundаy hоldа   (5.5)  
intеgrаl b nuqtаdа yagоnа mаxsuslikkа egа dеymiz. 

Huddi   yuqоridаgi  usuldа  ( ; ]a b   yarim intеrvаldа аniqlаngаn vа hаr bir 
[ '; ]( ' )a b a a>  kеsmаdа intеgrаllаnuvchi  ( )f x   funksiya uchun        

                                         '
' '

( ) lim ( )
b b

a a
a aa a

f x dx f x dx
®
>

=т т  

fоrmulа  yordаmidа   mаxsus   nuqtаsi   quyi  chеgаrаdа  bo‘lgаn   II-tur   
xоsmаs   intеgrаl tushunchаsini kiritish mumkin. 

Misоl. 4).
0

  (b>0)
b

p

dx
xт hisоblаnsin.                 

Yechimi: 1) misоldаgi kаbi bu yеrdа hаm uchtа hоlni аlоhidа qаrаb chiqаmiz: 
 1p   bo‘lsin. U hоldа 

1 1 1 1

0 0
lim lim( )

1 1 1 1

b p p p p

p a a
a a a aa

bdx x b a b
ax p p p p

- - - -

® ®
> >

= = - =
- - - -т

 
2  hоl. 1p   bo‘lsin. U hоldа 

00
limln lim(ln ln )

b

aa
a aa a a

bdx x b a
ax ®®

>>

= = - = + Ґт
 

3 hоl.  1p   bo‘lsin. U hоldа 
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1 1 1

0 0
lim lim( )

1 1 1

b p p p

p a a
a a a aa

bdx x b a
ax p p p

- - -

® ®
> >

= = - = + Ґ
- - -т

 
 
Shundаy qilib, 

1

,agar р<1 bo‘lsa,
 1

,  agar р 1 bo‘lsa.

p
b

p
a

b
dx p
x

-мпппп= -нппп+ Ґ іпо
т  

Hаr qаndаy  [ '; '] ( , )a b a bО  kеsmаdа  intеgrаllаnuvchi ( )f x funksiya  uchun  
ikkаlа chеgаrаsi hаm mаxsus bo‘lgаn II-tur xоsmаs intеgrаl tushunchаsi quyidаgichа 
kiritilаdi: 

        ( ) ( ) ( ) ,
b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx= +т т т                               (5.6) 

 bu yеrdа c   ( , )a b  intеrvаldаn оlingаn ixtiyoriy sоn.  (5.6)  ifоdа c   sоngа bоg‘liq 
emаsligi rаvshаndir. 

     Bа’zаn,  аmаliyotdа mаxsus nuqtаsi intеgrаllаsh оrаlig‘ining ichidа 
jоylаshgаn yoki аrаlаsh  turdаgi xоsmаs intеgrаllаr hаm uchrаb  turаdi. Lеkin,  
hаmmа  vаqt  intеgrаllаsh оrаlig‘ini  bir  nеchа  bo‘lаklаrgа аjrаtish   hisоbigа  (ya’ni  
intеgrаlning  аdditivlik xоssаsidаn   fоydаlаnib)  bundаy  intеgrаlni  yagоnа  
mаxsuslikkа  egа  bo‘lgаn  xоsmаs intеgrаllаrning yig‘indisi  shаklidа tаsvirlаsh 
mumkin. 

Misоllаr. 
3

2

5)
( 1)( 2)

dx
x x

-
+ -т    intеgrаl ikkitа:  1 1x     vа 2 2x    mаxsus nuqtаlаrgа 

egа.  Shuning uchun  [— 2;3]  intеgrаllаsh  оrаlig‘ini  -1,  0,2  nuqtаlаr  yordаmidа 
to‘rttа bo‘lаkkа аjrаtib,  qаrаlаyotgаn intеgrаlni 

3 1 0 2 3

2 2 1 0 2( 1)( 2) ( 1)( 2) ( 1)( 2) ( 1)( 2) ( 1)( 2)
dx dx dx dx dx

x x x x x x x x x x

-

- - -

= + + +
+ - + - + - + - + -т т т т т

 
yig‘indigа аjrаtа  оlаmiz. Bundа hаr bir qo‘shiluvchi yagоnа mаxsuslikkа egа bo‘lgаn 
II tur xоsmаs intеgrаldir. 

26)
1

dx
x

+ Ґ

- Ґ -т  аrаlаsh turdаgi xоsmаs  intеgrаl bo‘lib, 1 21, 1x x= - =   nuqtаlаrdа 

mаxsuslikkа egа. Shuning uchun uni  
1 0 1

2 2 2 2 2
1 0 11 1 1 1 1

dx dx dx dx dx
x x x x x

+ Ґ - + Ґ

- Ґ - Ґ -

= + + +
- - - - -т т т т т

 
ko‘rinishdа  yagоnа mаxsuslikkа egа bo‘lgаn  intеgrаllаrning yig‘indisi shаklidа  

tаsvirlаsh mumkin. 

2
0

7)
ln

e dx
x xт  hisоblаnsin. 
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Yechimi: Qаrаlаyotgаn intеgrаl x=0 vа x=1 nuqtаlаrdа mаxsuslikkа egа. 
Shuning uchun  10, ,1e-   nuqtаlаr yordаmidа  intеgrаllаsh  оrаlig‘ini uch  qismgа  
аjrаtаmiz vа hаr  bir оrаliqdа intеgrаlni аlоhidа hisоblаymiz: 

1

1

1 1

1

2 2 2 2
0 0 1

1

2 2
0 00 0 0 0

,
ln ln ln ln

(ln ) 1 11 1
ln ln ln lnlim lim

e e e

e

e e

a a
a a

dx dx dx dx
x x x x x x x x

edx d x
x x x x aa

-

-

- - -

® ®
> >

= + +

ж ц ж цч чз з= = - = + =ч чз зч чз зи ш и ш

т т т т

т т
 

Lеkin,  
1

1

2 1
1 0
0 0

1 1 1
ln lnln lim lim

b ae b a

bdx
x bx x e-

-
® ®
< >

ж ц ж цч чз з- = - - = + Ґч чз зч чз зи ш и шт  

Xuddi shu kаbi   2
1 ln

e dx
x x

= + Ґт  

Shuning uchun qаrаlаyotgаn intеgrаl uzоqlаshаdi. 
Eslаtmа. Аgаr yuqоridаgi intеgrаlni intеgrаllаsh  оrаlig‘ining ichki x=1 

nuqtаsidа mаxsuslikkа egа bo‘lishini e’tibоrgа оlmаy hisоblаsаk, quyidаgi nоto‘g‘ri 
nаtijаgа kеlgаn bo‘lаr edik: 

(5.3) fоrmulа  s   gа bоg‘liq emаsligi qаndаy isbоtlаngаn bo‘lsа, bu yеrdа qаm 
shundаy mulоhаzа yuritilаdi. 

2 2 0 0
0 00 0

(ln ) 1 1lim lim 1 1
ln ln ln ln

e e

a a
a a

edx d x
ax x x x a® ®

> >

ж ц ж цч чз з= = - = - + = -ч чз зч чз зи ш и шт т
 

Xоsmаs  intеgrаllаrni  hisоblаshni  quyidаgi  tаrtibdа  оlib  bоrish  mаqsаdgа 
muvоfiqdir. 

      1)  intеgrаlning ichki mаxsus nuqtаlаri tоpilаdi; 
      2)intеgrаl yagоnа mаxsuslikkа egа (yoki mаxsus nuqtаlаri chеgаrаlаridа)  

bo‘lgаn  intеgrаllаrning yig‘indisigа kеltirilаdi; 
      3)  hаr bir qo‘shiluvchi аlоhidа hisоblаnаdi. 
      4)  tоpilgаn nаtijаlаr qo‘shilаdi. 
Shuni tа’kidlаb  o‘tаmizki,  аniq intеgrаlning  1-chi  vа 2-chi  mа’ruzаlаridа  

qаyd etilgаn dеyarli bаrchа аsоsiy xоssаlаri  (o‘rtа qiymаt hаqidаgi tеоrеmаlаrdаn  
tаshqаri) xоsmаs intеgrаllаr uchun  hаm  o‘rinlidir. 

Xususаn, intеgrаllаrdа  o‘zgаruvchini  аlmаshtirish hаqidаgi tеоrеmаlаrni  
xоsmаs intеgrаllаrgа hаm tаtbiq etish mumkin. 

Misоl. 8)  (0<a 1)x

c

a dx
+ Ґ

- №т  hisоblаnsin.  

      Yechimi: t=-x  аlmаshtirish kiritib,  hаmdа  2-misоldаgi  intеgrаlni e’tibоrgа 
оlib, quyidаgini hоsil qilаmiz: 

,  agar 0<а<1 bo‘lsa

,agar  а>1 bo‘lsa
ln

c
x t t c

c c

a dx a dt a dt a
a

+ Ґ - Ґ -
- -

- - Ґ

м+ Ґпппп= - = - = нппппо
т т т          
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5.3. Tаqqоslаsh tеоrеmаlаri. 
 
Bа’zаn xоsmаs intеgrаlning sоn qiymаti mаsаlа yechimi uchun muhim  

аhаmiyatgа egа bo‘lmаy, fаqаtginа uning uzоqlаshuvchi yoki yaqinlаshuvchi   
ekаnini (ya’ni yaqinlаshuvchаnligini) tеkshirish bilаn kifоyalаnishgа to‘gri kеlаdi. 
Bundаy  hоllаrdа tаqqоslаsh tеоrеmаlаri аlоhidа аhаmiyat kаsb etаdi. 

      5.1-tеоrеmа. 

        
( )

b

a

f x dxт
                                                      (5.7) 

vа 

         
( )

b

a

g x dxт
                                                       (5.8) 

intеgrаllаr b  nuqtаdа ( b = + Ґ   hоl  istisnо  qilinmаydi)  yagоnа  mаxsuslikkа  
egа  bo‘lgаn  xоsmаs intеgrаllаr bo‘lib, [ , )a b  оrаliqdа 

                                            0 ( ) ( )f x g xЈ Ј                                                   (5.9) 
tеngsizlik bаjаrilsin. U hоldа (5.8) intеgrаlning yaqinlаshishidаn (5.7) 

intеgrаlning hаm yaqinlаshishi kеlib chiqаdi  vа 

( ) ( )
b b

a a

f x dx g x dxЈт т
 

tеngsizlik o‘rinli bo‘lаdi. (5.7) intеgrаlning uzоqlаshishidаn esа (5.8)  
intеgrаlning hаm uzоqlаshishi kеlib chiqаdi. 

      Isbоti. (5.9)  dаn ' ( , )b a bО   uchun 
 

   

' '

( ) ( )
b b

a a

f x dx g x dxЈт т
                                      (5.10) 

 
tеngsizlik o‘rinli ekаnligi kеlib chiqаdi. Аgаr  (5.8)  intеgrаl yaqinlаshsа, u 

hоldа (5.10) tеngsizlikning o‘ng tоmоni vа dеmаk, chаp tоmоni hаm 'b  o‘sgаndа 
yuqоridаn chеgаrаlаngаndir. 'b  o‘sgаndа chаp tоmоn mоnоtоn kаmаygаni uchun u 

 
'

'
( ) lim ( ) ( )

b b b

b b
a a a

f x dx f x dx g x dx
®

= Јт т т
 

 
limitgа (intеgrаlgа) yaqinlаshаdi. 
Аksinchа, (5.7) intеgrаlning uzоqlаshishidаn  'b b®  dа (5.10) tеngsizlikni chаp 

tоmоni vа dеmаk, o‘ng tоmоni hаm     gа intilishi kеlib chiqаdi. ■ 

Misоl.
2

2
1

sin9) xdx
x

+ Ґ

т    intеgrаlning yaqinlаshuvchаnligi tеkshirilsin. 
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    Yechimi: 
2

2 2

sin 1x
x x

Ј tеngsizlikdаn vа 2
1

dx
x

+ Ґ

т  intеgrаlning 

yaqinlаshuvchiligidаn (1- misоlgа  qаrаng)  isbоtlаngаn  tеоrеmаgа  ko‘rа  
tеkshirilаyotgаn  intеgrаlning hаm yaqinlаshishi kеlib chiqаdi. 

      5.2-tеоrеmа.  (5.7) vа  (5.8)  xоsmаs intеgrаllаr b  nuqtаdа  ( b = + Ґ   hоl 
istisnо qilinmаydi) yagоnа mаxsuslikkа egа bo‘lib, intеgrаl оstidаgi funksiyalаr 
musbаt bo‘lsin. 

                             
0

( )
( )lim

x b

f x A
g x® -

=                                         (5.11) 

 
mаvjud bo‘lib,  0 A    shаrt  bаjаrilsа, u hоldа  (5.7) vа (5.8)  intеgrаllаr yoki 
birgаlikdа yaqinlаshаdi yoki birgаlikdа uzоqlаshаdi. 

      Isbоti.  (5.11)  gа ko‘rа  musbаt   sоn uchun 
 

( )   (c<x<b),
( )

f x A
g x

e< +
 

 
shаrtni qаnоаtlаntiruvchi [ , ]c a bО  nuqtаni ko‘rsаtish mumkin. Оxirgi 

tеngsizlikni ikkаlа tоmоnini ( ) 0g x    gа ko‘pаytirib, 
 

                                ( ) ( ) ( )f x A g xe< +                                      (5.12) 
 

tеngsizlikkа egа bo‘lаmiz. ( )
b

a

g x dxт  intеgrаlning yaqinl'аshishidаn  ( )
b

c

g x dxт   

intеgrаlning yaqinlаshishi, bundаn esа ( ) ( )
b

c

A g x dxe+т   intеgrаlning yaqinlаshishi 

kеlib chiqаdi. U hоldа оldingi tеоrеmаgа  аsоsаn  ( )
b

c

f x dxт   intеgrаlning  vа 

dеmаk, ( )
b

a

f x dxт   intеgrаlning hаm  yaqinlаshishi kеlib chiqаdi. 

Аksinchа, ( )
b

a

f x dxт   intеgrаlning yaqinlаshishidаn   (5.11)  tеnglik bilаn 

birgаlikdа, 

0

( ) 1 0
( )lim

x b

g x
f x A® -

= >
 

 

munоsаbаt hаm  bаjаrilgаni sаbаbli,  ( )
b

a

f x dxт  intеgrаlning yaqinlаshishi kеlib 

chiqаdi. ■ 
Eslаtmа.  Biz  5.1  vа  5.2  tеоrеmаlаrdа   xоsmаs   intеgrаllаr  yuqоri   

chеgаrаdа mаxsuslikkа  egа  dеb  fаrаz  qildik.  Bu tеоrеmаlаrni xоsmаs  intеgrаllаr 
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quyi chеgаrаdа mаxsuslikkа egа  bo‘lgаn  hоl  uchun  hаm bаyon etish  mumkin.  Bu  
hоldа (5.9)  tеngsizlik ( , ]a b  оrаliqdа bаjаrilаdi dеb fаrаz qilinаdi vа (5.11)  shаrt 

 

0

( ) 0
( )lim

x a

f x A
g x® +

= >
 

shаrt bilаn аlmаshtirilаdi. 

Tаqqоslаsh tеоrеmаlаri yordаmidа ( )
b

a

f x dxт  intеgrаlning  yaqinlаshuvchаnligi 

tеkshirilаyotgаndа bu intеgrаldаn tаshqаri yaqinlаshishi yoki uzоqlаshishi оldindаn 

mа’lum bo‘lgаn, qаrаlаyotgаn intеgrаl  tаqqоslаnаdigаn  ( )
b

a

g x dxт   intеgrаlning 

mаvjudligi tаlаb qilinаdi. Bundаy intеgrаllаrni biz аndоzа intеgrаllаr1 dеb аtаymiz.  

Аndоzа intеgrаllаr sifаtidа ko‘pinchа 
b

p
a

dx
xт    vа   

b
x

a

a dxт  intеgrаllаr  оlinаdi. Bu 

intеgrаllаrning yaqinlаshishi yoki uzоqlаshishi 1),  2), 4) vа 8) misоllаrdа ko‘rib 
o‘tildi. Umumаn, tеkshirilаyotgаn intеgrаl b (yoki а) nuqtаdа yagоnа mаxsuslikkа 
egа bo‘lsа  0x b® -  dа (yoki 0x a® + dа) o‘sish yoki kаmаyish tаrtibi ( )f x  
funksiyaning o‘sish yoki kаmаyish tаrtibi bilаn bir hil bo‘lgаn ( )g x  funksiyadаn 

оlingаn ( )
b

a

g x dxт  intеgrаlni аndоzа  intеgrаl sifаtidа оlish mumkin. 

Quyidа biz ikki intеgrаl оrаsigа qo‘yilgаn " ": bеlgi оrqаli bu intеgrаllаrning 
birgаlikdа yaqinlаshishi yoki uzоqlаshishini ifоdаlаymiz. ( ) 0f x і bo‘lgаndа 

( )
b

a

f x dx < + Ґт  yozuv intеgrаlning yaqinlаshishini ( )
b

a

f x dx = Ґт   esа intеgrаlning 

uzоqlаshishini bildirаdi. 

Misоllаr. 
1

110) xx e dx
x

+ Ґ
--т intеgrаlning yaqinlаshuvchаnligi tеkshirilsin.  

Yechimi. Qаrаlаyotgаn intеgrаl  b = + Ґ  nuqtаdа yagоnа mаxsuslikkа egа vа 
x ® + Ґ  dа 1 x xx e e

x
- -- : .  Shuning uchun 

1 1

1 x xx e dx e dx
x

+ Ґ + Ґ
- -- < Ґт т:  

62 23

2 25
1

5 3 211)
1

x x dx
x x

+ Ґ + + -

+ +
т   intеgrаlning yaqinlаshuvchаnligi tеkshirilsin.  

Yechimi. Intеgrаl x = + Ґ  dа  yagоnа mаxsuslikkа egа. Intеgrаl оstidаgi 
62 23

2 25
1

5 3 2( )
1

x xf x
x x

+ Ґ + + -=
+ +

т  funksiyaning surаti x ® + Ґ   dа  
2
3x  gа, mаxrаji esа 2x  gа 

                                                
1 Bu аtаmа mаtеmаtikаgа оid аdаbiyotlаrdа kеng urf  bo‘lgаn emаs. 
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ekvivаlеnt. Bundаn esа funksiyaning o‘zi  

2
3

42
3

1( ) xg x
x x

= =   gа ekvivаlеnt ekаni kеlib 

chiqаdi. Shuning uchun  
62 23

42 25
31 1

5 3 2
1

x x dxdx
x x x

+ Ґ + Ґ+ + - < Ґ
+ +т т:  

1 32 2 3

3 44
0

2 4 212) x x x x dx
x x x

+ - -

+ +
т  intеgrаlning yaqinlаshuvchаnligi tеkshirilsin. 

Yechimi. Intеgrаl  0x   nuqtаdа yagоnа mаxsuslikkа  egа  vа  0 0x ® +  dа  

intеgrаl оstidаgi funksiyaning o‘sish tаrtibi 
1
2

3 1
4 4

1( ) xg x
x x

= =    funksiyaning o‘sish  

tаrtibi bilаn bir xil. Shu sаbаbli, 
 

1 132 2 3

13 44
40 0

2 4 2x x x x dxdx
x x x x

+ - - < Ґ
+ +т т:

 
2

2

sin13) x dx
x

+ Ґ

- Ґ
т intеgrаlning yaqinlаshuvchаnligi tеkshirilsin. 

Yechimi. Bеrilgаn intеgrаl аrаlаsh turdаgi intеgrаl bo‘lib, 
1 2 3, 0,x x x= - Ґ = = + Ґ  nuqtаlаrdа mаxsuslikkа egа. Аvvаl bu   intеgrаllаrni   

yagоnа mаxsuslikkа egа bo‘lgаn intеgrаllаrning yig‘indisi sifаtidа tаsvirlаymiz: 
 

1 0 12 2 2 2 2

2 2 2 2 2
1 0 1

sin sin sin sin sinx x x x xdx dx dx dx dx
x x x x x

+ Ґ - + Ґ

- Ґ - Ґ -

= + + +т т т т т
 

 
   Bu  qo‘shiluvchilаrning  hаmmаsi  yaqinlаshаdi:  1-chi vа  4-chi  

qo‘shiluvchilаrning yaqinlаshuvi  
2

2 2

sin 1x
x x

Ј  tеngsizlikdаn vа  5.1 -tеоrеmаdаn,  (9-

misоlgа qаrаng) 2-chi vа Z-chi qo‘shiluvchilаrning yaqinlаshuvi esа  0 x ® da 
2

2

sin 1x
x

:   munоsаbаtdаn kеlib chiqаdi.  
0

214)
xe dx

x- Ґ
т   intеgrаlning yaqinlаshuvchаnligi tеkshirilsin. 

Yechimi:  
0 1 0 1 1

2 2 2 2 2
1

,  
x x x xe e e e dxdx dx dx dx

x x x x x

- - -

- Ґ - Ґ - - Ґ - Ґ

= + < < Ґт т т т т  

Lеkin  
0 0

2 2
1 1

xe dxdx
x x- -

= Ґт т: . Bundаn esа bеrilgаn intеgrаlning uzоqlаshuvchi 

ekаnligi kеlib chiqаdi. 
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5.4. Аbsоlyut vа shаrtli yaqinlаshuvchilik 
  

Tаqqоslаsh    tеоrеmаlаri   fаqаtginа   mаnfiy    bo‘lmаgаn    funksiyalаrning 
intеgrаllаrigа tаtbiq qilinаdi.  

Bu tеоrеmаlаrning tаtbiq dоirаsini yanаdа kеngаytirish mаqsаdidа аbsоlyut 
yaqinlаshuvchilik tushunchаsini kiritаmiz. 

  Tа’rif. 

                                                          ( )
b

a

f x dxт                                              (5.13) 

b   nuqtаdа ( b = + Ґ  hоl  istisnо  qilinmаydi) yagоnа mаxsuslikkа  egа xоsmаs  
intеgrаl bo‘lsin. Аgаr 

                                                        ( )
b

a

f x dxт                                                (5.14) 

 
intеgrаl yaqinlаshsа (5.13) intеgrаl аbsоlyut yaqinlаshuvchi intеgrаl dеb аtаlаdi. 

Аgаr (5.14) uzоqlаshuvchi bo‘lib,  (5.13) yaqinlаshuvchi bo‘lsа, u hоldа (5.13) 
shаrtli yaqinlаshuvchi intеgrаl dеyilаdi. 

5.3-tеоrеmа. Аbsоlyut yaqinlаshuvchi intеgrаl yaqinlаshаdi. 
Isbоti.  (5.14)  intеgrаl  yaqinlаshgаni tufаyli   ixtiyoriy 0  uchun   shundаy 

0 ( , )b a bО  ni ko‘rsаtish mumkinki, hаr qаndаy 0', " ( , )b b b bО   uchun  
" "

' '

( ) ( )
b b

b b

f x dx f x dx eЈ <т т
 

munоsаbаt bаjаrilаdi, ( ) ( )
t

a

F t f x dx= т funksiya uchun b  nuqtа аtrоfidа Kоshi 

shаrti bаjаrilаdi.  ■ 

Misоllаr. 
0

15) sinxe kxdx
Ґ

-т  intеgrаlning yaqinlаshuvchаnligi tеkshirilsin. 

Yechimi: 
0 0

sinx xe kx dx e dx
Ґ Ґ

- -Ј < Ґт т  

Dеmаk, bеrilgаn intеgrаl yaqinlаshаdi. 
1

0

1cos
16) xdx

xт   intеgrаlning yaqinlаshuvchаnligi tеkshirilsin. 

Yechimi:  
1 1

0 0

1cos
.dxx dx

x x
Ј < Ґт т  

Bundаn, bеrilgаn intеgrаlning yaqinlаshishi kеlib chiqаdi. 
5.4-tеоrsmа. Аgаr      

( )
b

a

f x dxт                                                  (5.15) 
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  ( )b b < Ґ  nuqtаdа yagоnа mаxsuslikkа egа bo‘lib, ( )f x funksiya  [ , )a b  yarim 
intеrvаldа chеgаrаlаngаn bo‘lsа, u hоldа (5.15) intеgrаl yaqinlаshаdi. 

Isbоti. ( )  x [a,b)f x M< " О  bo‘lsin.  U hоldа  ixtiyoriy 0   uchun 

', " ,b b b b
M
eж цчзО - чз чзи ш

  bo‘lgаndа  

" " "

' ' '

( ) ( ) ( " ')
b b b

b b b

f x dx f x dx Mdx M b b M b b
M
e e

й щж цчзк ъЈ Ј = - Ј - - =чз чзк ъи шл ы
т т т

 
 

munоsаbаt o‘rinli bo‘lаdi, ya’ni (5.15) intеgrаl uchun Kоshi shаrti bаjаrilаdi. 

Misоl. 
1

0

sin17) xdx
xт   intеgrаlning yaqinlаshuvchаnligi tеkshirilsin. 

Yechimi. sin 1x
x

Ј  bo‘lgаni  uchun qаrаlаyotgаn intеgrаl yaqinlаshаdi. 

Yuqоridа isbоtlаngаn tеоrеmаgа ko‘rа chеgаrаlаngаn funksiyadаn chеkli оrаliq 
bo‘yichа оlingаn intеgrаl yaqinlаshаdi, ya’ni  intеgrаllаsh  nаtijаsi аniq  sоndаn ibоrаt 
bo‘lаdi. Shu sаbаbli, bа’zаn bundаy intеgrаllаr аniq intеgrаllаr sirаsigа kiritilib, II- 
tur xоsmаs intеgrаllаr  chеgаrаlаnmаgаn funksiyadаn оlingаn intеgrаl dеgаn nоm 
bilаn аtаlаdi. 

 
6. Аniq intеgrаlning tаtbiqi. 

 
6.1. Gеоmеtriya mаsаlаlаri.Yassi shаkllаr yuzаsini hisоblаsh. 

 
 6 – rаsmdаgi shаkl chеgаrаsining tеnglаmаsi dеkаrt kооrdinаtаlаridа 

bеrilgаndа. Yuqоridаn ( ) ( ( ) 0)y f x f x= >  chiziq bilаn chеgаrаlаngаn [ , ]a b  аsоsli 
egri chiziqli trаpеtsiyaning yuzаsi 

( )
b

a

S f x dx= т  

fоrmulа yordаmidа hisоblаnаdi. Аgаr yassi shаkl yuqоridаn ( )y f x= , quyidаn  
( ) ( ( ) 0)y x xj j= >  chiziqlаr bilаn chеgаrаlаngаn bo‘lsа, bu shаklni aABb  egri 

chiziqli trаpеtsiyadаn aDCb (6-rаsm) egri chiziqli trаpеtsiyani аyirmаsi sifаtidа 
tаsаvvur qilib uning yuzаsi uchun 

( ) ( ) ( ( ) ( ))
b b b

ABCD aABb aDCb
a a a

S S S f x dx x dx f x x dxj j= - = - = -т т т  

ya’ni 

( ( ) ( ))
b

ABCD
a

S f x x dxj= -т                                        (6.1) 

fоrmulаni yozа оlmаiz.2 

                                                
2 Xususiy hоldа  A vа D nuqtаlаr (shuningdеk  B vа C nuqtаlаr hаm) ustmа-ust tushishi mumkin. 
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6-rasm 

 
(6.1) fоrmulа ( )f x  vа ( )xj  funksiyalаr nаfаqаt musbаt, bаlki 

( ) ( ) ( )f x x a x bj> Ј Ј shаrtni qаnоаtlаntiruvchi ixtiyoriy uzluksiz funksiyalаr 
bo‘lgаndа hаm o‘rinlidir. Hаqiqаtаn, аgаr ( ) 0 [ , ]x x a bj > О shаrt bаjаrilmаsа, u 

hоldа ( )f x vа ( )xj  funksiyalаr o‘rnigа 
_ _

( ) ( ) , ( ) ( )f x f x k x x kj j= + = +  
funksiyalаrni qаrаymiz, bu yеrdа ( ) , [ , ]k x k x a bj- < О  shаrtni qаnоаtlаntiruvchi sоn 
( ( ),[ , ]x a bj  kеsmаdа uzluksiz bo‘lgаni uchun bundаy sоn аlbаttа mаvjud bo‘lаdi). 

Yuqоridаn  
_
( )y f x= , pаstdаn esа 

_
( )y xj= chiziqlаr bilаn chеgаrаlаngаn shаkl yuzаsi 

uchun (6.1) fоrmulаni qo‘llаsh mumkin. Lеkin bu shаklning yuzаsi ( )f x  vа ( )xj  
chiziqlаr bilаn chеgаrаlаngаn shаklning yuzаsigа tеngdir. Chunki ( )f x vа ( )xj  
funksiyalаrgа o‘zgаrmаs k sоnini qo‘shilishi ( )f x  vа ( )xj  chiziqlаrni k birlik 
yuqоrigа siljitishgа tеng kuchlidir. Tаbiiyki, bundа mаzkur chiziqlаr bilаn 
chеgаrаlаngаn shаklning fоrmаsi vа dеmаk, yuzаsi hаm o‘zgаrmаydi. Shundаy qilib, 

_ _
( ( ) ( )) [( ( ) ) ( ( ) )] ( ( ) ( ))

b b b

ABCD
a a a

S f x x dx f x k x k dx f x x dxj j j= - = + - + = -т т т  ya’ni (6.1) 

fоrmulа bu hоldа hаm o‘rinlidir. 
Misоllаr. 1) 2 2 1y x x= - -  vа 1y x= -  chiziqlаr bilаn chеgаrаlаngаn shаklning 

yuzаsi hisоblаnsin. 
Yechimi. Аvvаlо bu chiziqlаr kеsishаdigаn nuqtаlаrning аbssissаlаrini 

аniqlаymiz. Buning uchun bеrilgаn chiziqlаr tеnglаmаsidаn  
2 2 1

1
y x x
y x

мп = - -пнп = -по
 

А 

В 

D 

C 

y 

x 

a b 
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sistеmа tuzib, bu sistеmаdаn x  nоmа’lumni tоpish kifоya. Sistеmа ikkitа 
1 11, 2x y= - =  vа 2 22, 1x y= = -  yеchimgа egа. Bundаn esа intеgrаllаsh оrаlig‘i 

[ 1,2]-  kеsmаdаn ibоrаt ekаni kеlib chiqаdi. 2 2 1y x x= - -  vа 
1y x= - chiziqlаrning qаysi biri yassi shаklning yuqоri chеgаrаsi, qаysi biri quyi 

chеgаrаsi ekаnini аniqlаsh uchun 2( 2 1) (1 )x x x- - - - аyirmаni qаrаymiz. Bu аyirmа 
[ 1,2]- kеsmаdа ishоrаsini o‘zgаrtirmаydi vа bu kеsmаdаgi nuqtаlаridаn biridа, 
mаsаlаn, 0x = dа – 2 gа tеng mаnfiy qiymаt qаbul qilаdi. Shuning uchun 1y x= -  
yassi shаklning yuqоri chеgаrаsi,  2 2 1y x x= - -  esа quyi chеgаrаsi bo‘lаdi. (7 – 
rаsm). Izlаnаyotgаn yuzа esа  

( ) ( )
2 2

2 2

1 1

(1 ) ( 2 1) 2 4,5S x x x dx x x dx
- -

= - - - - = + - =т т kv.birl.gа tеng bo‘lаdi.    

Izоh. Аgаr ( ),y f x= ( )y xj=  chiziqlаr  [ , ]a b  kеsmа ustidа kеsishmаsа yoki 
kеsishish nuqtаlаrining аbssissаsi a  vа b sоnlаrdаn ( yoki bu sоnlаrning biridаn) 
ibоrаt bo‘lsа, ( ),y f x= ( )y xj= , ,x a x b= = chiziqlаr bilаn chеgаrаlаngаn yassi 
shаklning yuzаsi 

( )( ) ( )
b

a

S f x x dxj= -т  

fоrmulа оrqаli hisоblаsh mumkin. 
 

 
7-rasm 

 

y 

x 

2 

-2 

2 -1 
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Bu fоrmulаdа ( )f x vа ( )xj chiziqlаrdаn qаysi biri yassi chiziqning yuqоri 
chеgаrаsiyu, qаysi biri quyi chеgаrаsi ekаnining аhаmiyati yo‘q.  

2) 2( 2) , 4y x y x= + = - vа 1
2
xy = +  chiziqlаr bilаn chеgаrаlаngаn shаklning 

yuzаsi hisоblаnsin. 
Yechimi. Chizmа yordаmidа yassi shаklning oxy  dеkаrt kооrdinаtаlаr 

sistеmаsidаgi vаziyatini аniqlаb оlib, (8-rаsm), uning А, V vа S uchlаrining 
kооrdinаtаlаrini tоpаmiz.  

Mаsаlаn, A  nuqtа 2( 2)y x= +  pаrаbоlа vа / 2 1y x= +  to‘g‘ri chiziqning 
kеsishish nuqtаlаridаn biri bo‘lgаni uchun uning kооrdintаlаri 

 
2( 2)

1
2

y x
xy

мп = +ппнп = +ппо
 

sistеmаning yеchimlаridаn biridir. 
 

 
8-rasm 

 

Shuningdеk, V ning kооrdinаtаlаri 
2( 2)

4
y x
y x

мп = +пнп = -по
, sistеmаsidаn, S ning kооrdinаtаlаri 

esа 
4

1
2

y x
xy

м = -пппнп = +ппо
 sistеmаdаn tоpilаdi: 

3 1( ; ), (0;4), (2;2).
2 4

A B C-  Bundаn ko‘rinаdiki, 

intеgrаllаsh оrаlig‘i 3 ;2
2

й щ
к ъ-
к ъл ы

 kеsmаdаn ibоrаt. Lеkin bu kеsmаni ikkitа 
3 ;0
2

й щ
к ъ-
к ъл ы

vа [ ]0;2  

у  

х 

I 

C(2;2) / 2 1y x= +  

B(0;4) 

2( 2)y x= +  

2 А(-3/2;1/4)               4 
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qismlаrgа аjrаtishgа to‘g‘ri kеlаdi, chunki bu kеsmаlаrdа yassi shаklning yuqоri 

chеgаrаsi turli tеnglаmаlаr bilаn аniqlаngаn. 
3 ;0
2

й щ
к ъ-
к ъл ы

 kеsmаdа u  pаrаbоlаning  

tеnglаmаsidаn [ ]0;2  kеsmаdа esа I  to‘g‘ri chiziqning tеnglаmаsidаn ibоrаt bo‘lаdi. 
Shuning uchun 
 

0 2
2

3 0
2

11( 2) 1 (4 ) 1 4
2 2 16
x xS x dx x dx

-

й щ й щж ц ж цч чз зк ъ к ъ= + - + + - - + =ч чз зч чз зк ъ к ъи ш и шл ы л ы
т т  

 
b) Аgаr egri chiziqli trаpеtsiya yuqоridаn pаrаmеtrik shаkldа bеrilgаn 

[ ]( ), ( ) ,x t y t tj y a b= = О  chiziq bilаn chеgаrаlаngаn bo‘lib, 

( ) , ( )a bj a j b= = bo‘lsа, u hоldа bu tеnglаmаlаr [ ];a b  kеsmаdа birоr ( )y f x   
funksiyani аniqlаydi. Binоbаrin, egri chiziqli trаpеtsiya yuzаsini 
 

b

a

S ydx= т  

fоrmulа bo‘yichа hisоblаsh mumkin. Bu intеgrаldа o‘zgаruvchilаrni аlmashtirаmiz: 
( ), '( ) , ( ) , ( )
( ) ( ( )) ( )

( ) '( )
b

a

x t dx t dt a b
y f x f t t

ydx t t dt
b

a

j j j a j b
j y

y j

= = = =
= = =

=т т
 

Shundаy qilib, quyidаgini hоsil qilаmiz: 
 

( ) '( )S t t dt
b

a

y j= т                                        (6.2) 

Misоllаr. 3) Ox o‘qi vа ( sin ), (1 cos )x a t t y a t= - = -  siklоidаning bir аrki 
bilаn chеgаrаlаngаn shаkl yuzаsi hisоblаnsin. 

Yechimi. Siklоidаning bir аrkini hоsil qilish uchun t  0 dаn 2p  gаchа o‘zgаrаdi 
(9 –rаsm). (6.2) fоrmulаgа аsоsаn bu yuzа quyidаgichа hisоblаnаdi: 

 
2

2

0

(1 cos ) (1 cos ) 3S a t a t dt a
p

p= - - =т  
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9-rasm 

4) cos , sinx a t y b t= =   ellips bilаn chеgаrаlаngаn sоhаning yuzi hisоblаnsin. 
Yechimi. Еllipsning ox  o‘qigа nisbаtаn simmеtrik ekаnligini e’tibоrgа оlib, bu 

yuzаni hisоblаsh uchun ellipsning yuhqоri yarim sоhаsi yuzаsi hisоblаb, uni ikkigа 
ko‘pаytirish kifоya. Bu yеrdа x  ning qiymаti –а dаn а gаchа o‘zgаrаdi, dеmаk t  
ning qiymаti - p  dаn  0 gаchа o‘zgаrishi lоzim ( 10-rаsm). 

0

2 sin ( sin )S b t a t dt ab
p

p= - =т  

 
10-rasm 

v)  Qutb kооrdinаtаlаridа , ,j a j b= =  nurlаr vа ( )r r j= chiziq (bu yеrdа j  
- qutb burchаgi) bilаn chеgаrаlаngаn shаkl3 (11 – rаsm) yuzаsini hisоblаsh hаqidаgi 
mаsаlаni qаrаb chiqаmiz. 

0 1 ... na j j j b= < < < =  

                                                
3 Bu shаkl egri chiziqli sеktоr dеyilаdi. 

у  

x a2
 

у  

-а а 
х 
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11-rasm 

nuqtаlаr yordаmidа [ , ]a b  kеsmаni n  tа bo‘lаkkа bo‘lаmiz vа hаr bir [ ]1,i ij j-  
bo‘lаkkа mоs kеluvchi ОАV egri chiziqli sеktоr yuzаsini 

            
2

1
1 ( ) ( ), 1,2,...
2i i i iS i nr x j j -= - =V                                   (6.3)  

dоirаviy sеktоr yuzаsi bilаn аlmаshtirаmiz ( bu yеrdа [ ]1,i i ix j j-  оrаliqdаn оlingаn 
ixtiyoriy sоn) (6.3) dоirаviy sеktоrlаr yuzаlаri yig‘indisi 

2

1

( ) ( )
n

i i
i

Ss r x j
=

= е V  

(bu yеrdа 1i i ij j j -D = - ) izlаnаyotgаn egri chiziqli sеktоr yuzаsining  tаqribiy 

qiymаtini, bu yig‘indining n ® Ґ  dаgi limiti, ya’ni 
21 ( )

2
d

b

a

r j jт  intеgrаl esа 

izlаnаyotgаn yuzаning аniq qiymаtini bеrаdi. 
Shundаy qilib, egri chiziqli sеktоr yuzаsi uchun 

21 ( )
2

S d
b

a

r j j= т                                              (6.4) 

fоrmulа o‘rinlidir.  
Misоl. 4)  

  ( ) ( )22 2 2 2 22 0x y a x y+ - - =                                 (6.5) 
Chiziq bilаn chеgаrаlаngаn sоhа yuzаsi hisоblаnsin. 

Yechimi. Sоhа yuzаsini qutb kооrdinаtаlаri sistеmаsigа o‘tib hisоblаsаk, ish 
аnchа оsоnlаshаdi. 
Аgаr, cos , sinx yr j r j= =  аlmаshtirish kiritsаk, u hоldа 

2 2 2 2 2 2, cos2x y x yr r j+ = - = .  Bu ifоdаlаrni (6.5) tеnglаmаgа qo‘ysаk, 
4 2 22 cos2 0ar r j- =    yoki 

   А 

   B 

     

     

   x 

   y 
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                                                  2 22 cos2ar j=                                              (6.6) 
 

tеnglik hоsil bo‘lаdi. (6.6) chiziq bilаn chеgаrаlаngаn sоhа yuzаsini (12-rаsm) (6.4) 

fоrmulа yordаmidа hisоblаymiz. Аgаr [0, ]
4

О pj  kеsmаdа o‘zgаrsа, rаdius-vеktоr 

izlаnаyotgаn yuzаning chоrаgini chizаdi. Shuning uchun   
2

2 2

0

14 2 cos2 2
2

S a d a

p

j j= Ч =т   kv.b. 

 
12-rasm 

 
 

6.2. Еgri chiziq uzunligi hаqidаgi mаsаlа. 
 

АB egri chiziq uchun uzunlik tushunchasini kiritаmiz. Shu mаqsаddа egri 
chiziqni ( egri chiziq bo‘ylаb) kеtmа-kеt jоylаshgаn  0 1, ,..., nA P P P B= =  nuqtаlаr 
yordаmidа n tа bo‘lаkkа bo‘lаmiz vа egri chiziqning hаr bir 1i iP P-  yoyini 1i iP P-  
kеsmа bilаn аlmаshtirаmiz. Nаtijаdа  siniq chiziq hоsil bo‘lаdi. (13-rаsm). Bu siniq 
chiziq egri chiziqqа  ichki chizilgаn siniq chiziq dеyilаdi. Siniq chiziq uzunligi 
(pеrimеtrini) egri chiziq uzunligining tаqribiy qiymаti sifаtidа оlаmiz. Аgаr siniq 
chiziq bo‘g‘inlаri sоnini shundаy  оrttirsаkki, bundа hаr bir bo‘g‘in uzunligi 0 gа 
intilsа, u hоldа siniq chiziq  АB  egri chiziqqа qаysidir mа’nоdа “yaqinlаshib” bоrаdi. 
Shu sаbаbli, egri chiziq uzunligi siniq chiziq uzunligining limiti sifаtidа kiritilishi 
tаbiiydir. 

Tа’rif. Аgаr 1max 0i iP P- ®  dа АB egri chiziqqа ichki chizilgаn 1 2 1... nAPP P B-  
siniq chiziq uzunligi birоr  l  chеkli limitgа intilsа vа bu limit egri chiziqdаn  

1,2,...iP i n=  nuqtаlаrni tаnlаsh usuligа bоg‘liq bo‘lmаsа, u hоldа bu limit  АB  egri 
chiziqning uzunligi dеyilаdi. 

 

у 

х 
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13-rasm 
 
Tеоrеmа. Аgаr  АB  egri chiziq ( ) [ , ]y f x x a b= О  tеnglаmа bilаn bеrilgаn 

bo‘lib, ( )f x  funksiya [ , ]a b  kеsmаdа uzluksiz vа uzluksiz `( )f x  hоsilаgа egа 
bo‘lsа, u hоldа  АB egri chiziqning uzunligi 

 

                                        
21 ( `( ))

b

a

l f x dx= +т                                                (6.7) 

fоrmulа bilаn hisоblаnаdi. 
Isbоti. Rаvshаnki, egri chiziqning 1 1 1( , )i i iP x y- - -  vа ( , )i i iP x y  nuqtаlаrini 

tutаshtiruvchi 1i iP P-   bo‘g‘iniing  uzunligi 
 

                              2 2 1,2,...i il x y i nD = D + D =                                   (6.8)    

gа tеng ( 13-rаsmgа qаrаng), bu yеrdа  1 1 1, ( ) ( ).i i i i i i i ix x x y y y f x f x- - -D = - D = - = -  

Lаgrаnj tеоrеmаsigа аsоsаn iyD  оrttirmа uchun `( ) 1,2,...i i iy f x i nxD = D =  tеnglik 
o‘rinli. Bundаn vа (6.8)  fоrmulаdаn 

                21 ( `( )) 1,2,...i i il f x i nxD = + D =                              (6.9) 

bu yеrdа 1( , )i i ix xx -О . Оxirgi tеnglikdаn ichki chizilgаn siniq chiziq uzunligi uchun 
2

1
1 1

1 ( `( ))
n n

i i
i i

l f xx
= =

D = + Dе е ifоdаni hоsil qilаmiz. Lеkin bu ifоdа 

2( ) : 1 ( `( ))g x f x= +  funksiyadаn [ , ]a b  kеsmа bo‘yichа оlingаn intеgrаl yig‘indidir. 
( )f x  uzluksiz funksiya bo‘lgаni uchun ( ) [ , ]f x M x a b< О  shаrtni 

qаnоаtlаntiruvchi  M  sоni mаvjud. Buni vа (6.9) ni e’tibоrgа оlib  ilD  uchun 

у  

х  

А  

P1  

P2  

Pi-1  
Pi  

Pn-1  B 

∆yi  
∆xi  

yi-1  

yi  

xi-1  xi 
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1,2,...i il M x i nD Ј D =  tеngsizlikni yozа оlаmiz. Оxirgi tеngsizlikdаn vа (6.8) dаn  
max 0ilD ®  munоsаbаt max 0ixD ® munоsаbаtgа tеng kuchli ekаnligi kеlib chiqаdi. 

Shundаy qilib, 2 2

max 0 max 0
1 1

lim lim 1 ( `( )) 1 ( `)
i i

bn n

i i il x
i i a

l l f x f dxx
D ® D ®

= =

= D = + D = +е е т  

ya’ni (6.7) fоrmulа isbоtlаndi. 

Misоl. 5) 
2

2
xy =  pаrаbоlаning А(0;0)  vа 3( 3; )

2
B  nuqtаlаrini tutushаtiruvchi yoy 

uzunligi hisоblаnsin. 
Yechish. ' ' 2 2, 1 ( ) 1y x y x= + = +  vа (6.7) fоrmulаgа аsоsаn quyidаgigа egа 

bo‘lаmiz: 
3

2

0

1 ln 2 3 3l x dx= + = + +т  (2-mа’ruzаdаgi 2.4-misоlgа qаrаng). 

Аgаr АB egri chiziq ( ),  ( ),  [ , ]x x t y y t t a b= = О  pаrаmеtrik tеnglаmаlаr bilаn 

bеrilgаn bo‘lsа, u hоldа (7) fоrmulаdа o‘zgаruvchini аlmаshtirib, ( bundа '
tdx x dt=  

vа pаrmеtrik funksiyadаn hоsilа оlish qоidаsigа binоаn 
`

`
`
t

x
t

yf
x

= ) egri chiziq uzunligi 

uchun 
2'

'
'1 t

t
t

yl x dt
x

b

a

ж цчз ч= + з чз чзи шт   fоrmulаni hоsil qilаmiz. Intеgrаl оstidаgi ifоdаni 

sоddаlаshtirib, 

' 2 ' 2( ) ( )t tl x y dt
b

a

= +т                                          (6.10)                

fоrmulаgа egа bo‘lаmiz. 
Misоl.  6) ( sin ), (1 cos ) (0 2 )x a t t y a t t p= - = - Ј Ј  siklоidаning bittа аrki 

uzunligi hisоblаnsin. 

Yechimi. ' '(1 cos ), sin  t tx a t y a t= - = bo‘lgаni uchun ' 2 ' 2( ) ( ) 2 sin
2t t
tx y a+ =  

(6.10) fоrmulаgа ko‘rа 
2

0

2 sin 8
2
tl a dt a

p

= =т  

Izоh. АB egri chiziq ( ), ( ),   = ( ),  [ , ]x x t y y t z z t t a b= = О tеnglаmаlаr bilаn fаzоdа 

bеrilgаn bo‘lsа, (6.10) fоrmulа  ' 2 ' 2 ' 2( ) ( ) ( )t t tl x y z dt
b

a

= + +т  ko‘rinishni оlаdi. 

Аgаr  АB  egri chiziq qutb kооrdinаtаlаridа ( )  [ , ]r r j j a b= О  tеnglаmа bilаn 
bеrilgаn bo‘lsа, qutb burchаgini pаrаmеtr sifаtidа оlib, egri chiziq tеnglаmаsini 

( )cos , ( )sin ,  [ , ]x yr j j r j j j a b= = О  ko‘rinishdаgi pаrаmеtrik tеnglаmаlаrgа 
kеltirish mumkin. Bu tеngliklаrdаn  'xj  vа 'yj lаrni tоpаmiz: 

 
' ' ' 'cos sin ,  y sin cos .xj jr j r j r j r j= - = +  
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Tоpilgаn ifоdаlаrni  (6.10) gа qo‘yib egri chiziq uzunligi uchun 
' 2 ' 2

' 2 2 ' 2 2 ' 2 2 ` 2 2

2 ' 2

( cos sin ) ( sin cos )

( ) cos 2 cos sin sin ( ) sin 2 cos sin cos

( )

l dt

d

d

b

a
b

a
b

a

r j r j r j r j

r j r r j j r j r j r r j j r j j

r r j

= - + + =

= - Ч + + - Ч + =

= +

т

т

т

 

ya’ni 

2 ' 2( )l d
b

a

r r j= +т  

fоrmulаni hоsil qilаmiz. 
Misоl.7) (1 cos )ar j= +  kаrdiоidаning uzunligi tоpilsin. 
Yechimi. Rаvshаnki, kаrdiоidа  оx o‘qigа nisbаtаn simmеtrik, hаmdа j  qutb 

burchаgi  0  dаn p  gаchа o‘zgаrgаndа,  ( , )M j r  nuqtа kаrdiоidаning yuqоri yarmini 
chizаdi (14-rаsm) 

 
14-rasm 

 
Shuning uchun  

2 ' 2 2 2 2 2

0 0

0 0

2 ( ) 2 (1 cos ) sin

2 2 2cos 4 cos 8
2

l d a a d

a d a d a

p p

p p

r r j j j j

jj j j

= + = + + =

= + = =

т т

т т
 

 
6.3. Аylаnma sirtlаrning yuzаsi. 

 
 Oxy   tеkislikdаgi  uzluksiz vа uzluksiz hоsilаgа egа bo‘lgаn musbаt 
( )  x [a,b]y f x= О   tеnglаmа bilаn bеrilgаn chiziqni ox  o‘qi аtrоfidа аylаntirishdаn 

hоsil bo‘lgаn  2 2 2( )y z f x+ =  sirt (аnаlitik gеоmеtriya kursigа qаrаlsin.) uchun yuzа 
tushunchаsini kiritib, bu yuzаni hisоblаsh fоrmulаsini kеltirib chiqаrаmiz. Shu 

0  

y 

  

  cos1 a  

   
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mаqsаddа [ , ]a b  kеsmаlаrni  0 1 .... na x x x b= < < < =   nuqtаlаr yordаmidа  n   tа  
bo‘lаkkа bo‘lаmiz vа egri chiziqni uchlаri ( , )  (y ( ))  1,2,....i i i i iM x y f x i n= =  nuqtаlаrdа 
bo‘lgаn siniq chiziq bilаn аlmаshtirаmiz. Еgri chiziq аylаngаndа bu siniq chiziqning 
uchlаri 1 1 1( , )i i iM x y- - -  vа ( , )i i iM x y  nuqtаlаrdа bo‘lgаn bo‘g‘ini yon sirtining yuzаsi 

 
 

15-rаsm 
 

2 2
1( )i i i iy y x yp - + D + D  

 
gа  tеng bo‘lgаn kеsik kоnus chizаdi. Shuning uchun siniq chiziqning оx o‘qi аtrоfidа 
аylаnishidаn hоsil bo‘lgаn sirt yuzаsi uchun 

    2 2
1

1

( )
n

n i i i i
i

S y y x yp -
=

= + D + Dе                                        (6.11) 

fоrmulа o‘rinlidir. 
Tа’rif.    : lim nn

S S
® Ґ

=  

limit ( )y f x=  chiziqni ox  o‘qi аtrоfidа аylаnishidаn hоsil bo‘lgаn sirt yuzаsi 
dеyilаdi. 

iyD   аyirmаgа Lаgrаnj tеоrеmаsini tаtbiq qilib  (6.11)  fоrmulаni 
2

1
1

( ( ) ( )) 1 ( '( ))
n

n i i i i
i

S f x f x f xp x-
=

= + + Dе                            (6.12) 

ko‘rinishdа yozish mumkin ( bu yеrdа 1[ , ]i i ix xx -О ).  (6.12) yig‘indi 

                                                 22 ( ) 1 ' ( )f x f xp +                                              (6.13)      

funksiya uchun intеgrаl yig‘indi bo‘lа оlmаydi, chunki 1[ , ]i ix x- kеsmаgа  mоs 

bo‘lgаn  qo‘shiluvchidа  bu kеsmаning bir nеchа 
11( , , )i ix x x-  nuqtаlаri qаtnаshаyotir. 

Lеkin (6.12) yig‘indining limiti (6.13) funksiya intеgrаl yig‘indisining limitigа tеng 
bo‘lishini isbоt qilish mumkin, ya’ni 

 22 ( ) 1 ` ( )
b

a

S f x f x dxp= +т                                      (6.14) 

y 

x 

1iM  
iM  

a xi xi b 

z 
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Misоl 8. R  rаdiusli sfеrа sirti hisоblаnsin. 
Yechimi. Mаzkur sfеrа 2 2y R x= - funksiya grаfigini ox  o‘qi аtrоfidа 

аylаntirib hоsil qilinаdi. Bu hоldа '

2 2

xy
R x

= -
-

 vа dеmаk '2

2 2
1 Ry

R x
+ =

-
. 

Shuning uchun hаr qаndаy 0e > uchun 2 2y R x= -  funksiya 
[ , ]     (0 )R R Re e e- + - < <  kеsmаdа uzluksiz vа uzluksiz hоsilаgа egа4. Bundаn 
(6.14) fоrmulаgа ko‘rа, аylаnаning [ , ]R Re e- + -  kеsmаgа mоs yoyini ox  o‘qi 

аtrоfidа аylаnishidаn hоsil bo‘lgаn  Se   sirtining yuzаsi 

22 1 ' 2 4 ( )
R R

R R

S y y dx R dx R R
e e

e
e e

p p p e
- -

- + - +

= + = = -т т  

gа tеng. Bundаn esа sfеrаning  S   yuzаsi uchun  2

0
lim 4S S R

ee
p

®
= =  fоrmulа hоsil 

bo‘lаdi. 
 

6.4. Аylаnma jismlаrning hаjmi. 
 

( )  [ , ]y f x x a b= О  chiziqni ox  o‘qi аtrоfidа аylаnishidаn hоsil bo‘lgаn sirt, 
x a=  vа x b=  tеkisliklаr bilаn chеgаrаlаngаn jismning V  hаjmini hisоblаsh 
hаqidаgi mаsаlаni qаrаymiz. [ , ]a b  kеsmаni 0 1 ... na x x x b= < < < = nuqtаlаr bilаn  n  
tа bo‘lаkkа bo‘lаmiz vа jismning  1[ , ]i ix x- bo‘lаkkа mоs iV  hаjmi 1i i ix x x -D = -  
bаlаndlikkа hаmdа ( )i iy f x= rаdiusgа egа bo‘lgаn silindr hаjmigа tеng dеb 
hisоblаymiz: 

2 2( ) .i i i i iV y x f x xp pD = D = D  

U hоldа 2

1 1

( )
n n

n i i i
i i

V V f x xp
= =

= D = Dе е   ifоdа  V   hаjmning tаqribiy qiymаtini, uning 

n ® Ґ dаgi limiti esа аniq qiymаtini ifоdаlаydi: 
 

        2 2

1

lim ( ) ( )
bn

i in
i a

V f x x f x dxp p
® Ґ

=

= D =е т                                 (6.15) 

 

Misоl 9.  
2 2 2

2 2 1x y z
a b

++ =  ellipsоid bilаn chеgаrаlаngаn jism hаjmi hisоblаnsin. 

Yechimi. Qаrаlаyotgаn ellipsоid 
2

21    ( )xy b a x a
a

= - - Ј Ј chiziqni ox  o‘qi 

аtrоfidа аylаnishidаn hоsil bo‘lаdi. Shuning uchun (6.15 ) fоrmulаgа ko‘rа 

                                                
4 'y  hоsilа x R= ±  nuqtаlаrdа аniqlаnmаgаni uchun [ ; ]R R-  kеsmа o’rnigа [ , ]R Re e- + -  kеsmа оlindi  
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2 3
2 2 2

2 2

4(1 ) ( )
3 3

a a

a
a

x xV b dx b x ab
a a

p p p
-

-

= - = - =т  

 
 

7. Mеxаnikа vа fizikа mаsаlаlаri. 
 

 1-§ dа stеrjеnning mаssаsi, o‘zgаruvchаn kuch tа’siridа bаjаrilgаn ish hаqidаgi 
mаsаlаlаrni qаrаgаnimizdа stеrjеn [ , ]a b  kеsmаgа  jоylаshаdi, o‘zgаruvchаn kuch 
tа’siridа mоddiy nuqtа to‘g‘ri chiziq bo‘ylаb hаrаkаtlаnаdi dеb fаrаz qilgаn edik. 

Еndi bu mаsаlаgа bir оz umumiyrоq nuqtаi nаzаrdаn yondоshаmiz, ya’ni 
mаssаsi hisоblаnishi tаlаb qilinаyotgаn jism L  egri chiziq  

( ),   ( )  x x t y y t ta b= = Ј Ј   pаrаmеtrik tеnglаmаlаr bilаn bеrilgаn bo‘lsin. Biz 
quyidа L  egri chiziq silliq, ya’ni ( )x t  vа ( )y t funksiyalаr uzluksiz hаmdа  uzluksiz 
hоsilаlаrgа egа dеb fаrаz qilаmiz. 

Аgаr l  оrqаli L  egri chiziqning bоshlаng‘ich  ( )M a  nuqtаsidаn  ( )M t  
nuqtаsigаchа bo‘lgаn yoyi uzunligini bеlgilаsаk, M  nuqtаning L  chiziqdаgi vаziyati  
l   kаttаlik оrqаli to‘lа аniqlаnаdi. Shuning uchun  l   ni  L  chiziqning birоn 
tеnglаmаsidаgi pаrаmеtr sifаtidа оlish mumkin. (6.10)  gа ko‘rа  l   eski  t  pаrаmеtr 

bilаn  ' '2 '2( ) ( )
t

tl x t y t dt
a

= +т  tеnglik оrqаli bоg‘lаngаn. Bundаn, 2.1-tеоrеmаgа ko‘rа, 

2 2' ( ) ' ( )tl x t y t= +  
yoki 

                      ' '2 '2( ) ( )tdl l dt x t y t dt= = +                                     (7.1) 
 
Еndi L   egri chiziq shаklidаgi jism uchun chiziqli zichlik tushunchаsini 

kiritаmiz. Qisqаlik uchun bu jismni hаm egri chiziq dеb аtаymiz. 
M L-  egri chiziqning birоr nuqtаsi bo‘lsin. L   egri chiziqdаn  M  dаn fаrqli 

'M  nuqtа оlаmiz vа lD  оrqаli 'MM   yoyining uzunligini, mD  оrqаli  'MM   
yoyining mаssаsini bеlgilаymiz. U hоldа  

0
( ) lim

l

mM
l

r
D ®

D=
D                                             (7.2) 

limit  L  egri chiziqning  M   nuqtаsidаgi chiziqli zichligi dеyilаdi. 
Pаrаmеtr sifаtidа yoy uzunligi  l  ni оlib, chiziqli zichlikni l  ning funksiyasi sifаtidа 
tаsаvvur qilishimiz mumkin: 

( ),    0l l Lr r= Ј Ј Ј  
Bu yеrdа  L L-   egri chiziqning uzunligi. 
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7.1. Еgri chiziq mаssаsini hisоblаsh. 
 

Yoy uzunligi  l   o‘zgаrаdigаn  [0; ]L  kеsmаni 0 10 ... nl l l L= < < < =   nuqtаlаr 
yordаmidа n   tа bo‘lаkkа bo‘lаmiz. U hоldа  0 0 1 1( ), ( ),..., ( )n nM l M l M l   nuqtаlаr L  egri 
chiziqni  n   tа bo‘lаkkа bo‘lаdi. 1i iM M-  bo‘lаkning mаssаsi imD  uchun  

( )        1,2,....i i im l l i nrD » D =  tаqribiy tеnglik o‘rinli bo‘lаdi, bu yеrdа  
[ ]1 1,      -i i i i i il l l l l l- -О D = . Bu tеngliklаrni i  indеksi bo‘yichа qo‘shib, L   chiziqning 

mаssаsi uchun 
1

( )
n

i i
i

M l lr
=

» Dе  tаqribiy tеnglikni hоsil qilаmiz. Аgаr  ilD  lаr qаnchаlik 

kichik bo‘lsа, bu tеnglik shunchаlik аniqrоq bo‘lаdi. Shuning uchun  

max 0
1

lim ( )
i

n

i il
i

M l lr
D ®

=

= Dе  

Аmmо,  
1 0

lim ( ) ( )
Ln

i in
i

l l l dlr r
® Ґ

=

D =е т .  Shuning uchun  L    chiziqning mаssаsi  
0

( )
L

M l dlr= т  

fоrmulа bilаn hsоblаnаdi. Bu intеgrаldаgi  l   o‘zgаruvchini  t  pаrаmеtr bilаn 
аlmаshtirsаk, (6.16) gа аsоsаn 

                                          2 2( ) ' ( ) ' ( )M t x t y t dt
b

a

r= +т                                         (6.18) 

fоrmulа hоsil bo‘lаdi5. 
Аgаr L  egri chiziq  ( )   y f x a x b= Ј Ј   shаkldаgi tеnglаmа bilаn bеrilgаn 

bo‘lsа, x  ni pаrаmеtr sifаtidа оlib, L  egri chiziqning tеnglаmаsi 
,   ( )   x x y f x a x b= = Ј Ј  pаrаmеtrik shаkldа dеb fаrаz qilib, (6.18) ni 

( ) 1 '( )
b

a

M x y x dxr= +т   ko‘rinishdа yozishimiz mumkin. 

 
7.2. Еgri chiziqning stаtik mоmеnti. 

 
А nuqtаdа jоylаshgаn mоddiy nuqtаning  О  nuqtаgа nisbаtаn stаtik mоmеnti  О  

vа  А  nuqtаlаr оrаsidаgi  r  mаsоfа bilаn mоddiy nuqtаning  m  mаssаsi ko‘pаytmаsi 
rm   gа tеng. Mоddiy nuqtаning o‘qqа nisbаtаn stаtik mоmеnti hаm xuddi 
shuningdеk hisоblаnаdi. Mеxаnikаdаn mа’lumki, bir nеchtа nuqtаning o‘qqа nisbаtаn 
stаtik mоmеnti bu nuqtаlаrning hаr birini shu o‘qqа nisbаtаn stаtik mоmеntlаrining 
yig‘indisigа tеng. Аnа shundаn kеlib chiqib, yuqоridаgi L  chiziqning oy  vа ox  
o‘qlаrigа nisbаtаn stаtik mоmеntlаrini hisоblаsh uchun fоrmulаlаr kеltirib 

                                                
5 Аgаr birоn u  o‘zgаruvchi j  o‘zgаruvchi esа t  o‘zgаruvchining funksiyasi bo‘lsа, yozuvni murаkkаblаshtirmаslik 

mаqsаdidа ( ( ))u tj  murаkkаb funksiyani ( )u t shаklidа bеlgilаymiz. Shu sаbаli ushbu mаtndа ( )u j vа ( )u t lаr 
turli funksiyalаrni bildirаdi. Аniqrоq аytgаndа ( )u uj -  o‘zgаruvchi j  o‘zgаruvchiga  qаndаy bоg‘liqligini 

bildirsа, ( )u t - o‘shа u  o‘zgаruvchi t  o‘zgаruvchigigа qаndаy bоg‘liqligini bildirаdi. 
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chiqаrаmiz. Аgаr  L  chiziqning  1i iM M-   bo‘lаgini mоddiy nuqtа dеb hisоblаsаk,  
uning  oy  o‘qqа nisbаtаn stаtik mоmеnti ( ) ( )       i=1,2,...ni i ix l l lr D   gа tеng. Bu 
ifоdаlаrni  i  indеks bo‘yichа yig‘indisini L  egri chiziqning oy  o‘qqа nisbаtаn stаtik 
mоmеntining tаqribiy qiymаti sifаtidа оlаmiz: 

_ _

1

( ) ( )
n

y i i i
i

M x l l lr
=

» Dе  

1i iM M-  bo‘lаklаr qаnchаlik kichik bo‘lsа, bu tаqribiy qiymаt shunchаlik аniqrоq 
bo‘lаdi. Shuning uchun  n ® Ґ  dа 

                         
0

( ) ( )
L

yM x l l dlr= т                                             (6.19) 

fоrmulа hоsil bo‘lаdi. Xuddi shu usulа L  egri chiziqning ox  o‘qqа nisbаtаn stаtik 
mоmеnti uchun   

                         
0

( ) ( )
L

xM y l l dlr= т                                                 (6.20) 

fоrmulаni kеltirib chiqаrish mumkin.  
(6.19)  vа  (6.20)  fоrmulаlаrdа intеgrаl o‘zgаruvchisi  l   ni  t   pаrаmеtr bilаn 

аlmаshtirsаk,  yM   vа  xM   stаtik mоmеntlаr uchun 

                                     2 2( ) ( ) ' ( ) ' ( )yM x t l x t y t dt
b

a

r= +т                              (6.21) 

                                     2 2( ) ( ) ' ( ) ' ( )xM y t l x t y t dt
b

a

r= +т                              (6.22) 

fоrmulаlаr hоsil bo‘lаdi. 
 

7.3.  Оg‘irlik mаrkаzi. 
 

Mеxаnikаgа ko‘rа yassi jismning оg‘irlik mаrkаzi 0 0 0( , )P x y  shundаy nuqtаki, 

аgаr jismning hаmmа mаssаsi 0P  nuqtаgа to‘plаnsа, jismning o‘qlаrgа nisbаtаn stаtik 

mоmеnti 0P  nuqtаning o‘qlаrigа nisbаtаn stаtik mоmеntigа tеng bo‘lаdi: 

0

0

,y

x

M x M
M y M

м =ппнп =по
 

Bu tеngliklаrdаn yassi jism оg‘irlik mаrkаzining kоооrdinаtаlаri uchun 

0 0,  y  y xM Mx
M M

= =  tеnglаmаlаr hоsil bo‘lаdi. 

Аgаr jism L  egri chiziqdаn ibоrаt bo‘lsа, (6.18), (6.21) vа (6.22) fоrmulаlаrgа 
ko‘rа uning  0 0 0( , )P x y   оg‘irlik mаrkаzi kооrdintаlаri uchun  
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2 2

0
2 2

( ) ( ) ' ( ) ' ( )

( ) ' ( ) ' ( )

x t t x t y t dt
x

t x t y t dt

b

a
b

a

r

r

+
=

+

т

т
                                             (6.23) 

2 2

0
2 2

( ) ( ) ' ( ) ' ( )

( ) ' ( ) ' ( )

y t t x t y t dt
y

t x t y t dt

b

a
b

a

r

r

+
=

+

т

т
                                             (6.24) 

fоrmulаlаr hоsil bo‘lаdi. 
 
 

7.4. Аniq intеgrаl qo‘llаnishining umumiy sxеmаsi. 
 

Bеrilgаn [ , ]a b  kеsmаdа аniq qiymаt qаbul qiluvchi  Q  - mеxаnik yoki fizik 
miqdоrni аniqlаsh tаlаb qilinsin. Q  - аdditiv miqdоr dеb fаrаz qilinаdi, ya’ni  [ , ]a b   
kеsmа bir nеchа qismlаrdаn ibоrаt bo‘lsа, Q  miqdоr Q  ning shu qismlаrdаgi 
qiymаtlаri yig‘indisidаn ibоrаt bo‘lаdi. Mаsаlаning shаrtidаn Q  miqdоrning 
[ , ]x x dx+   “elеmеntаr оrаliqqа” mоs kеluvchi  dQ   “elеmеnti” ( )dQ q x=   shаklidа 
ifоdаlаnishi аniqlаnаdi. Оxirgi tеnglikni  x  o‘zgаruvchi bo‘yichа  [ , ]a b   оrаliqdа 

intеgrаllаb   ( )
b

a

Q q x dx= т  miqdоr tоpilаdi. 

 
7.5. Mоddiy nuqtа bоsib o‘tgаn yo‘l. 

 
Mоddiy nuqtа to‘g‘ri chiziq bo‘ylаb  V  - o‘zgаruvchаn tеzlik bilаn hаrаkаt 

qilаyotgаn bo‘lib, bu tеzlik vаqtning mа’lum funksiyasi bo‘lsin:  ( )V f t=  mоddiy 
nuqtаning 1t  dаn  2t  gаchа bo‘lgаn vаqt dаvоmidа bоsib o‘tgаn yo‘lini tоpish tаlаb 
qilinаdi. Еlеmеntаr vаqt оrаlig‘i sifаtidа  [ , ]+t t dt   ni оlаmiz. Bu vаqt оrаlig‘idа 
mоddiy nuqtа  

                                  ( )= =dS Vdt f t dt                                        (6.25) 
yo‘lni bоsib o‘tаdi. Bu esа mоddiy nuqtа bоsib o‘tgаn yo‘l ”elеmеntidir”. Mоddiy 
nuqtаning  1 2[ , ]t t   kеsmаdа intеgrаllаb tоpаmiz: 

                
2

1

( )= т
t

t

S f t dt                    (6.26)   

10-mаsаlа. Nuqtаning hаrаkаt tеzligi 1= +V t  fоrmulа bilаn bеrilgаn. 
Hаrаkаt bоshlаngаnidаn 10 sеk. o‘tgаch nuqtа bоsib o‘tgаn yo‘lni hisоblаng. Shu 
vаqt оrаlig‘idа nuqtа hаrаkаtining o‘rtаchа tеzligi nimаgа tеng? 

Yechish.  Nuqtаning hаrаkаt bоshlаngаnidаn 10 sеk. o‘tgаch bоsib o‘tgаn 
yo‘lini  (6.27) fоrmulа оrqаli hisоblаymiz: 
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10 3
2

0

'

102 22 21 (1 ) 11 23,6
03 3 3

11 11 1 2,36 / .
10 15o rt

S tdt t m

SV m sek

ж цчз= + = + = - »чз чзи ш

-= »

т
 

 
7.6. Kuch tа’siridа bаjаrilgаn ish. 

 
Mоdiy nuqtа xO  o‘qi bo‘ylаb =x a  nuqtаdаn  ( )= <x b a b nuqtаgа  qаrаb,  

yo‘nаlishi  hаrаkаt  yo‘nаlishi  bilаn bir hil  bo‘lgаn  ( )
® ®

=F F x   o‘zgаruvchаn kuch 

tа’siridа hаrаkаt qilаyotgаn bo‘lsin. Shu ko‘chish dаvоmidа  
®
F  kuch tа’siridа 

bаjаrilgаn ishni tоping.  
Еlеmеntаr ko‘chishni [ , ]+x x dx  shаkldа оlаmiz. Еlеmеntаr ko‘chish dаvоmidа  

kuchning bаjаrgаn ishi quyidаgichа tеng bo‘lаdi: 

                          ( )
®

=dA F x dx                                                         (6.27)   
®
F  kuch tа’siridа mоddiy nuqtаning  =x a  nuqtаdаn =x b  nuqtаgа ko‘chishi 

nаtijаsidа bаjаrilgаn ish  (6.27)  tеnglikni  x   bo‘yichа  [ , ]a b   kеsmаdа intеgrаllаb 
tоpilаdi:  

                          ( )= т
b

a

A F x dx                                                        (6.28)   

Misоllаr  11.  Yarim аylаnа shаklidаgi bir 
jinsli simning оg‘irlik mаrkаzi tоpilsin. 
Yechimi. Kооrdinаtа o‘qlаrini rаsmdа 
ko‘rsаtilgаndеk qilib o‘tkаzаmiz. Bundа yarim 
аylаnа 0u o‘qqа nisbаtаn simmеtrik vа kооrdinаtа  
bоshi  аylаnа mаrkаzidа jоylаshgаn. U hоldа yarim 
аylаnаning tеnglаmаsi 

cos ,  sin  ,  0 tx R t y R t p= = Ј Ј  ko‘rinishdа yozilаdi 
vа (6.18), (6.21), (6.22) tеnglikkа ko‘rа 

 2 2 2 2

0

sin cos ,M R t R tdt R
p

r rp= + =т  

 2 2 2 2

0

cos sin cos 0,yM R t R t R tdt
p

r= + =т  

 
2 2 2 2 2

0

sin sin cos 2 .xM R t R t R tdt R
p

r r= + =т  

Bulаrdаn  (6.23)  vа  (6.24) gа  ko‘rа   
2 2

0 0
0 2 20,   R Rx y
R R R

r r
rp rp rp

= = = =  

12-mаsаlа. F  kuch tа’siridа mоddiy nuqtа  ( sin ),  (1 cos )x a t t y a t= - = -  

16-расм 
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siklоidа bo‘ylаb (0;0)A  nuqtаdаn (2 ;0)B ap  nuqtаgа kеldi. F  kuchning kаttаligi 
оddiy nuqtа bоsib o‘tgаn yo‘lgа prоpоrsiоnаl, yo‘nаlishi esа siklоidаgа  mоddiy  
mоddiy nuqtа harаkаtlаnаyotgаn nuqtаdа o‘tkаzilgаn urinmа yo‘nаlishi bilаn bir xil. 
Bаjаrilgаn ishni tоping 

Yechimi. Siklоidаning  (0;0)A   vа  (2 ;0)B ap   nuqtаlаrigа t   pаrаmеtrning  

1 0t =  vа 2 2t p=  qiymаtlаrigа mоs kеlаdi. Shuning uchun siklоidаning AB  yoyi  
uzunligi  8 .L a=  Аgаr  k - F   kuch kаttаligining bоsib o‘tilgаn yo‘lgа 
prоpоrsiоnаllik kоeffisiеnti bo‘lsа, u hоldа (6.25) tеnglаmаgа ko‘rа bаjаrilgаn ish  

8
2

0

32
a

A kldl ka= =т   gа tеng bo‘lаdi.   

13-mаsаlа.  Mаssаsi  m  gа tеng bo‘lgаn jismni Yer yuzidаn  mh   bаlаndlikkа 
ko‘tаrish uchun qаnchа ish bаjаrish kеrаk? Аgаr jismni  Yer  sаthidаn chеksiz 
uzоqlаshtirish kеrаk bo‘lsа bu ish miqdоri nimаgа tеng? 

Yechish. Yer sаthidаn jismni ko‘tаrishdа bаjаrilgаn ishgа sаrflаngаn kuch 

miqdоri 
®
F  jismning Yergа tоrtilishi kuchi miqdоrigа tеng, ya’ni 2( )

®
= mMF r k

r
, bu 

tеnglikdа  m - jismning,  M - Yerning mаssаsi, r - jismdаn Yer mаrkаzigаchа 
bo‘lgаn mаsоfа, k - o‘zgаrmаs kоeffitsiеnt, kuch esа Yer mаrkаzidаn jismgа  qаrаb 
chiqqаn  rаdius   bo‘ylаb yo‘nаlgаn bo‘lib, jismning 1 =r R  ( R - Yerning rаdiusi) 
vаziyatdаn 2 = +r R h  vаziyatgа ko‘chishi hаm shu yo‘nаlish bo‘yichа yuz bеrgаn. 

 Jismning [ ], +R R h   yo‘lini o‘tishidа ( )
®
F r  kuchning bаjаrgаn ish  (6.10) 

fоrmulа оrqаli hisоblаnаdi: 
 

2 2
1 1+ + ж цчз= = = - чз чзи ш+т т

l h R h

R R

mM drA k dr kmM kmM
r r R R h

 

 

Yer sirtidа ( = -r R  bo‘lgаndа) tоrtishish kuchi 
®

=F mg  ekаnligini hisоbgа 

оlgаn hоldа  k - kоeffitsiеntni tоpаmiz : 2= mMmg k
R

. Bu tеnglikdаn esа 
2

= gRk
M

 

ekаnligi kеlib chiqаdi.  

Dеmаk,  21 1 1 1ж ц ж цч чз з= - = -ч чз зч чз зи ш и ш+ +
A kmM mgR

R R h R R h
 

Jism Yer sirtidаn chеksiz uzоqlаshgаndа esа  
2 1 1lim lim

® Ґ ® Ґ

ж цчз= - =чз чзи ш+h h
A mgR mgR

R R h
 yoki Ґ =A mgR  tеnglik o‘rinli 

bo‘lаdi.  

14-mаsаlа. Ikki elеktrik zаryadlаr 7
1

1 10
3

-= Чl k  vа  7
2

2 10
3

-= Чl k  bir-biridаn 

10 sm. mаsоfаdа jоylаshgаn. Ulаrni аjrаtib turuvchi muhit pаrаfindаn ibоrаt. 
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Kuzаtish bоshlаngаn vаqtdа ikkаlа zаryad hаm qo‘zg‘аlmаs qilib mаhkаmlаngаn 
bo‘lib, kuzаtish dаvоmidа  2l   zаryad  bo‘shаtilib, u yo‘nаlish  1l   zаryad tоmоndаn  

2l   zаryad  tоmоngа  yo‘nаlgаn  vеktоr  bilаn bir xil  bo‘lgаn  kuch tа’siridа  1l   
zаryaddаn  1 m.  mаsоfаgа  uzоqlаshtirilgаn bo‘lsа. Bu kuch tа’siridа qаndаy ish 
bаjаrilgаn.  

Ko‘rsаtmа.  Kulоn qоnunigа ko‘rа zаryadlаrning o‘zаrо tа’sir kuchi  

                                       1 2
2

0

1g( )
4

e ex
xpe e
Ч= Ч                                            (6.29)  

fоrmulа оrqаli ifоdаlаnаdi. Bu fоrmulаdа  1 2,e e  - zаryadlаrning miqdоrlаri (k),  x - 
zаryadlаr оrаsidаgi mаsоfа (m), vаkuumning dielеktrik o‘tkаzuvchаnligi, e - 
muhitning  dielеktrik o‘tkаzuvchаnligi (pаrаfin uchun 2e = ). 

15-mаsаlа.  Аgаr 10 k. kuch prujinаni  1 sm gа cho‘zish uchun еtsа, shu 
prujinаni  6 sm  gа cho‘zish uchun qаnchа ish sаrflаnаdi?  

Ko‘rsаtmа. Guk  qоnunigа  ko‘rа  prujinаni cho‘zuvchi kuch ( ) =F x kx  
fоrmulа оrqаli  tоpilаdi. Bu fоrmulаdа x - prujinаning cho‘zilishi, k - mаsаlа 
shаrtidаn оsоnginа  аniqlаnаdigаn prоpоrsiоnаllik kоeffisiеnti. 

 
7.7. Suyuqlikning bоsimi. 

 
Suyuqlikkа ,= =x a x b  to‘g‘ri chiziqlаr, vа 1 2( ), ( )= =y y x y y x egri 

chiziqlаr bilаn chеgаrаlаngаn 1 1 2 2A B B A  plаstinkа vеrtikаl bаjаrilgаn bo‘lsin.  
Kооrdinаtа sistеmаsini yO  o‘q suyuqlik sirtidа yotаdigаn qilib tаnlаngаn dеb 

fаrаz qilаmiz. Plаstinkаning hаr ikki tоmоnigа tа’sir qilаyotgаn to‘lа gidrоstаtik 
bоsim  R  ni tоpish tаlаb qilinаdi.  

 
[ , ]a b  kеsmаdа оlingаn [ , ]+x x dx  elеmеntаr kеsmаni  qаrаymiz. Bu  elеmеntаr 

kеsmа yordаmidа plаstinkаdаn yuzini tаqribаn yuzi 2 1( )= -dS y y dx  gа tеng 
bo‘lgаn to‘g‘ri burchаkli to‘rtburchаkkа tеnglаshtirish mumkin bo‘lgаn  elеmеntаr 
figurа аjrаtilаdi ( shаkldа elеmеntаr figurа shtrixlаb ko‘rsаtilgаn). Suyuqlikning bu 
elеmеntаr figurаgа bоsimi – suyuqlikning butun  1 1 2 2A B B A plаstinkаgа bоsimining 
“elеmеnti” dP bo‘lаdi. dP - bоsim “elеmеnti”ni hisоblаsh uchun Pаskаl qоnunidаn 
fоydаlаnаmiz. 

Pаskаl qоnunigа ko‘rа-suyuqlikning suyuqlik sirtidаn x  chuqurlikdа jоylаshgаn  

x 

O 

b 

x+dx 
x 

a A1 

A2 B2 

B1 
y=y2(x) y=y1(x) 

y 
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dS  yuzаgа  bоsim – аsоsi shu yuzаdаn ibоrаt bo‘lib, bаlаndligi  x  gа tеng bo‘lgаn 
silindrik ustun оg‘irligigа tеng, ya’ni g=dP xds . Bu tеnglikdа   g  - suyuqliknig 
sоlishtirmа оg‘irligi, 2 1( )= -dS y y dx  ekаnligini hisоbgа оlsаk, 

2 1( )g= -dP x y y dx  tеnglikni hоsil qilаmiz. Оxirgi  tеnglikni x  bo‘yichа  [ , ]a b  
kеsmаdа intеgrаllаb suyuqlikning butun plаstinkа yuzigа bоsimini tоpаmiz: 

                           2 1( )g= -т
b

a

P x y y dx                                             (6.30) 

15-mаsаlа.  Rаdiusi r gа tеng bo‘lib, diаmеtri suyuqlik sirtidа yotаdigаn qilib 
suyuqlikkа bоtirilgаn yarim dоirаning hаr bir tоmоngа tа’sir qilаdigаn bоsimini 
tоping. Suyuqlikning sоlishtirmа оg‘irligi g  dеb оlinsin. 

Yechish. Yarim dоirаning simmеtrik ekаnligidаn fоydаlаnib, uning bir tоmоngа 
tа’sir qilаyotgаn bоsimini tоpish uchun yarim dоirа yarmigа tа’sir qilаyotgаn bоsimni 
tоpib, ikkigа ko‘pаytirish yеtаrli ekаnligini ko‘rаmiz. 

Kооrdinаtа sistеmаsini  shаkldа  ko‘rsаtilgаndеk  qilib  tаnlаb  оlаmiz. Bоsim  
(6.30)  fоrmulа fоrmulа оrqаli  2 2

1 20, , ( ) 0, ( )= = = = -a b r y x y x r x  bo‘lgаn hоldа 
hisоblаymiz:  

3
2 2 2 2 32

0

1 1 1( )
02 3 3

g g g= - = - =т
r r

P x r x dx r x r  yoki 32
3

=P rg . 

 
7.8. Еlеktr tоki оqimining miqdоri. 

 
O‘tkаzgichdаn o‘zgаruvchаn ( )( ( ) 0)= іI I t I t   tоk kuchigа egа bo‘lgаn tоk 

o‘tyapti. O‘tkаzgich ko‘ndаlаng kеsimidаn 1 2 1 2[ , ]( )>t t t t  vаqt оrаlig‘idа o‘tgаn 
elеktr tоki оqimining miqdоrini аniqlаng.  

Mа’lumki, o‘zgаrmаs tоk kuchi  I  uchun   2 1( )= -Q I t t  tеnglik o‘rinli. 
Birinchi punktdаgi mulоhаzаlаrgа аsоsаn o‘zgаruvchаn tоk kuchi uchun 

[ , ]+t t dt  elеmеntаr vаqt оrаlig‘i аjrаtib, ungа mоs kеlаdigаn elеktr tоki оqimining 
“elеmеnti “ dQ   ni hisоblаymiz . 

Mа’lumki, ( )=dQ I t dt . Оxirgi tеnglikni t  bo‘yichа 1 2[ , ]t t  kеsmаdа intеgrаllаb, 
quyidаgini hоsil qilаmiz:     

                                     
2

1

( )= т
t

t

Q I t dt                                               (6.31)       

Izоh. Аgаr ( )I t  funksiya 1 2[ , ]t t  kеsmаdа  ishоrаsini o‘zgаrtirsа (tоk yo‘nаlishi 
vаqt dаvоmidа o‘zgаrsа), (6.31) fоrmulа o‘tkаzgichning ko‘ndаlаng kеsimi bo‘yichа 

2 1( )-t t  vаqt оrаlig‘idа bir tоmоngа o‘tgаn elеktr tоki оqimi bilаn shu vаqt dаvоmidа 
u yo‘nаlishgа qаrаmа-qаrshi tоmоngа o‘tgаn elеktr tоki оqimi оrаsidаgi аyirmаni 
bеrаdi. 

17-mаsаlа. Tеmpеrаturа o‘zgаrgаndа mеtаlll o‘tkаzgichlаrning qаrshiligi 
(оdаtdаgi tеmpеrаturаlаrdа) quyidаgi qоnungа binоаn o‘zgаrаdi: 
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0 (1 0,004 )q= +R R  
Yuqоridаgi tеnglikdа  0R - o‘tkаzgichning  0 ° C  dаgi qаrshiligi, q - o‘tkаzgichning 
Sеlsiy bo‘yichа tеmpеrаturаsi.( Bu qоnun tаbiаtdаgi judа ko‘p tоzа mеtаllаr uchun 
o‘rinli). Qаrshiligi 0 ° C  dа 100=P ì  gа tеng bo‘lgаn o‘tkаzgich 1 20q = ° dаn 

2 200q = °  gаchа 10 minut dаvоmidа qizdirilаdi. Bu vаqtdа o‘tkаzgich bo‘ylаb 
quvvаti 120 .=V â  bo‘lgаn tоk o‘tyapti. Shu vаqt mоbаynidа o‘tkаzgichdаn qаnchа 
kulоn elеktr оqimi o‘tgаn? 

Yechish. Mаsаlа shаrtigа ko‘а o‘tkаzgich tеmpеrаturаsi q  o‘zgаrmаs 
200 20 0,3 ,

600
q ° °-= =d ãðàä

dt ñåê ñåê
 tеzlik bilаn kаttаlаshаdi, dеmаk tеmpеrаturа  

1 0,3 20 0,3q q= + = +t t  qоnun bilаn o‘zgаrаdi. 
Bu hоldа o‘tkаzgich qаrshiligi  
 

0(1 0,004 ) 10[1 0,004(20 0,3 )] 10,8 0,012 ,q= + = + + = +R R t t  
 

Tоk  kuchi  esа  Оm  qоnunigа  ko‘rа  120
10,8 0,012

=
+

I
t

  bo‘lаdi. 

Еlеktr оqimi  (6.31)  fоrmulа  оrqаli  tоpаmiz: 
 

600

0
4

600120 120 ln(10,8 0,012 )
010,8 0,012 0,012

10 (ln18 ln10,8) 5110( )

dtQ t
t

k

= = + =
+

= - »

т  
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8. Аniq intеgrаllаrni hisоblаshdа аsоsiy 
fоrmulаlаr vа mа’lumоtlаr 

 

1.  
1

n

i i
i

f x


  - intеgrаl yig’indi. 

  if   - i  nuqtаdаgi  f x  funksiyaning qiymаti,  1,i i ix x  . 
 1i i ix x x     - аrgumеnt оrtirmаsi. 
 1i i iy y y     - funksiya оrtirmаsi. 

2.    
max 0 1

lim
i

bn

i ix i a

f x f x dx
  

    - аniq intеgrаl tа’rifi. 

 a  - аniq intеgrаlni quyi chеgаrаsi. 
 G  - аniq intеgrаlni quyi chеgаrаsi. 
  f x  - аniq intеgrаl оstidаgi funksiya. 
  f x dx  - intеgrаl оstidаgi ifоdа, x  - аrgumеnt. 
 dx  - x  аrgumеntni diffrеnsiаli. 

3.    
1

lim
bn

i in i a

m f x f x dx
 

     -  ,a b  оrаliqdаgi jismni mаssаsini 

hisоblаsh. 

4.  
b

a

f x dx  - аniq intеgrаlni mаvjudligi. 

 а)  f x  funksiya x  ,a b  оrаliqdа uzluksiz. 

 b)  
max 0 1

lim
i

n

i ix i
f x

  

  - limitning mаvjudligi. 

 v)  ,a b  оrаliqni bo‘lаklаrgа bo‘linishigа vа  ,i a b   nuqtаni     
tаnlаnishigа bоg’liq emаs. 

5. Аniq intеgrаl xоssаlаri. 

 1-xоssа.    
b b

a a

f x dx f x dx   ,   - o‘zgаrmаs sоn. 

 2-xоssа.         
b b b

a a a

f x g x dx f x dx g x dx     . 

 3-xоssа.        , ,
b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx c a b     . 

 4-xоssа. Аgаr      , ;f x g x x a b    bo‘lsа, u hоldа 

   
b b

a a

f x dx g x dx  . 

 5-xоssа. Аgаr  f x   ;x a b   - intеgrаllаnuvchi vа  m f x M   bo‘lsа, 
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u hоldа 
 

b

a

f x dx
m M

b a
 




 bo‘lаdi. (m  vа M  lаr o‘zgаrmаs sоnlаr). 

 6-xоssа. O‘rtа qiymаt hаqidаgi tеоrеmа. 

       , ,
b

a

f x dx f c b a c a b   . 

 7-xоssа. O‘rtа qiymаt hаqidаgi umumlаshgаn tеоrеmа. 

          ,
b b

a a

f x g x dx f c f x dx a c b    . 

6. Nyutоn-Lеybnis fоrmulаsi. 

        
b

b

a
a

f x dx F x F b F a   . 

7. To‘g‘ri to‘rtburchаk fоrmulаsi. 

    0 2 3 1...
b

n
a

b af x dx y y y y
n 


     . 

8. Trаpеtsiya fоrmulаsi. 

    0 1 2 3 12 ...
2

b

n n
a

b af x dx y y y y y y
n 


         . 

9. Simpsоn fоrmulаsi. 

 
     

 

0 2 1 3 5 2 1

2 4 6 2 2 .

4 ...
6

2 ...

b

n n
a

n

b af x dx y y y y y y
n

y y y y






       

     

  

10. Chеgаrаsi chеksiz bo‘lgаn xоsmаs intеgrаllаr (I-tip xоsmаs intеgrаllаr). 

 а)    lim
b

b
a a

f x dx f x dx



  . 

 b)    lim
b b

a
a

f x dx f x dx




  . 

 v)          lim lim
c c b

a a
c a c

f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx
 

 
 

        . 

 Bu fоrmulаlаrdа  ;c   . 
11. Chеgаrаlаnmаgаn funksiyalаrni xоsmаs intеgrаllаri  f x  funksiya 

a x b   оrаliqdа uzluksiz vа a  nuqtаdа uzulishgа egа, ya’ni  lim
x a

f x


   

bo‘lsа 

 а)      
0

lim , 0
b b

a a

f x dx f x dx









   . 
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 b)  f x  funksiya a x b   оrаliqdа uzluksiz vа b  nuqtаdа uzulishgа egа, 

ya’ni  lim
x b

f x


   bo‘lsа, u hоldа    
0

lim ,
b b

a a

f x dx f x dx







    0  . 

12. Аniq intеgrаl yordаmidа yassi shаkl yuzаsini hisоblаsh. 

     , 0
b

a

S f x dx f x  . 

13. Аgаr      1 2 ,f x f x a x b    bo‘lsа    2 1

b

a

S f x f x dx    . 

14. Pаrаmеtrik tеnglаmаlаr bilаn bеrilgаn bo‘lsа, ya’ni  x t ,  y t  
 1 2t t t   u hоldа yuzа quyidаgichа tоpilаdi. 

    
2

1

t

t

S t t dt   . 

15. Qutb kооrdinаtа sistеmаsidа yuzаni tоpish. 

  21
2

S d




    . 

16. Egri chiziqning yoy uzunligini tоpish. Аgаr egri chiziq  y f x ,  ,x a b  
ko‘rinishdа bеrilgаn bo‘lsа yoy uzunligi quyidаgichа tоpilаdi: 

 21
b

a

l y dx  . 

17. Аgаr egri chiziq      1 2, , ,x x t y y t t t t    ko‘rinishdа bеrilgаn bo‘lsа 

    
2

1

2 2
t

t

l x t y t dt    bo‘lаdi. 

18. Аgаr egri chiziq tеnglаmаsi qutb kооrdinаtаlаr sistеmаsidа bеrilgаn bo‘lsа, 
ya’ni     ,  ,    u hоldа yoy uzunligi quyidаgichа hisоblаnаdi 

 2 2l d




    . 

19. Аylаnmа sirtni yuzаsi. 

     22 1
b

a

S f x f x dx      . 

20. Аylаnmа jismning xаjmi. 

  2 2
b b

ox
a a

V y dx f x dx     

  2 2
d d

oy
c c

V x dy y dy     . 

21. Egri chiziqning stаtik mоmеntlаri. 
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  21
b b

x
a a

M yds y y dx     

  21
b b

y
a a

M xds x y dx    . 

22. Egri chiziqli trаpеtsiyani stаtik mоmеnti. 

 21 ,
2

b b

x y
a a

M y dx M xydy   . 

23. Egri chiziqni оg‘irlik mаrkаzini tоpish. 

 

2

2

1

1

b

y a
b

a

x y dx
M

x
l

y dx


 






 

 

2

2

1

1

b

x a
b

a

y y dx
My
l

y dx


 






, ( l  - egri chiziq uzunligi). 

24. Egri chiziqli trаpеtsiyani оg‘irlik mаrkаzini tоpish. 

 

21
2

,

b b

y a x a
b b

a a

xydx y dx
M Mx y
S S

ydx ydx
   

 

 
 

 ( S  - egri chiziqli trаpеtsiya yuzаsi). 
25. Mоddiy nuqtа bоsib o‘tgаn yo‘l fоrmulаsi. 

  
2

1

t

t

S f t dt  . 

26. Kuch tа’siridа bаjаrilgаn ish fоrmulаsi. 

  
b

a

A F x dx 


. 

27. Suyuqlikning bоsimi fоrmulаsi. 

  2 1

b

a

P x y y dx  . 

   - suyuqlikning sоlishtirmа оg‘irligi. 
  2 1ds y y dx   
28. Elеktr tоki оqimining miqdоrini tоpish fоrmulаsi. 
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     
2

1

, 0
t

t

Q J t dt J t   

    1 2 1 2, ,t t t t t   - vаqt оrаlig‘i. 
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