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К И Р И Ш

Э^тимоллар назарияси предмет». Биз кузатадиган ̂ одиса- 
ларни (воь;еаларни) цуиидаги уч турга ажратиш мумкин: 
муцаррар, руй бермайдиган ва тасодифий ^одисалар (во^еа- 
лар).

Мукаррар ходиса деб тайин шартлар туплами S бажа- 
рилганда албатта руй берадиган ^одисага айтилади.

Масалан, агар идишдаги сув нормал атмосфера босими 
остида ва температураси 20° булса, у ^олда «идишдаги сув 
суюц ^олатда» ^одисаси мукаррар ^одисадир. Бу мисолда 
берилган атмосфера босими ва сув температураси шартлар 
туплами S ни ташкил этади.

Мумкин булмаган ходиса деб шартлар туплами <S бажа- 
рилганда мутла^о руй бермайдиган ^одисага айтилади.

Масалан, ю^оридаги мисолнинг шартлари туплами бажа- 
рилганда «идишдаги сув катт!Щ ^олатда» ходисаси мутлацо 
руй бермайди.

Тасодифий %одиса деб шартлар туплами S бажарилган- 
да руй бериши ^ам, руй бермаслиги ^а.м мумкин булган 
^одисага айтилади.

Масалан, танга ташланганда, у ё гербли томони, ёки 
ёзувли томони билан тушиши мумкин. Шу сабабли «танга 
ташланганда гербли томони билан тушди» ^одисаси тасоди- 
фийдир.

)^ар кандай тасодифий ^одиса, жумладан, танганинг 
гербли томони тушиши жуда куп тасодифий сабаблар таъ- 
сири натижасидир (бизнинг мисолда тангани отишга сарф- 
ланган куч, танга шакли ва боищалар). Бу сабабларнинг 
^аммаси натижага цай даражада таъсир ^илишини ^исобга 
олишнинг имкони йук. чунки улар жуда куп булиб, улар
нинг таъсир цилиш цонунлари эса номаълум. Шу сабабли 
э^тимоллар назарияси бир ало^ида ^одисанинг руй бериш



Эхтимоллар назарияси ривожининг кейинги боскичи 
Яков Бернулли (1654 — 1705) номи билан боглир;. У исбот- 
лаган теорема кейинчалик «катта сонлар ^онуни» номини 
олган булиб, олдинроц йигилган фактларнинг биринчи наза
рий асосланиши эди.

Эхтимоллар назарнясининг кейинги ютуклари Муавр, Лап
лас, Гаусс, Пуассон ва бошкалар номи билан борлиадир.

Эхтимоллар назарияси ривожпнинг янги, айнш^са самара- 
дор даври П. Л. Чебишев (1821 — 1894) ва унинг шогирд- 
лари А. А. Марков (1856 — 1922), А. М. Ляпунов (1857 — 
1918) номлари билан богли^.Бу даврда эхтимоллар назария
си уйгунлашган математик фан булиб ^олди. Унинг кейин
ги ривожланиши аввало рус ва совет математикларининг 
(С. Н. Бернштейн, В. И. Романовский А. Н. Колмогоров, 
А. Я. Хинчин, Б. В. Гнеденко, Н. В Смирнов ва бошцалар) 
номлари билан борлиц. Хозирги ва^тда эхтимоллар назария- 
сининг янги йуналишларини барпо цилишда етакчи роль со
вет математикларига мансуб.



3 - мисол. Иккита пул-буюм лотереяси сотиб олинган. 
Куйидаги ^одисаларнинг биттаси ва фацат биттаси албатта 
руй беради: «ютуц биринчи билетга чицди, иккинчисига чи^- 
мади», «ютуц биринчи билетга чи^мади, иккинчисига чицди», 
«ютуц иккала билетга чивди», «ютуц иккала билетга ^ам 
чицмади». Булар ягона мумкин булган ^одисалар.

4- мисол. Мерган нишонга .^арата узди. Куйидаги ик
кита ^одисадан бири албатта руй беради: нишонга у^ теги- 
ши, уцнинг нишонга тегмаслиги. Булар ягона мумкин бул
ган >̂ о дисала р.

Агар бир нечта ^одисалардан ^еч бирнни бошкаларига 
нисбатан руй бериши мумкинроц дейишга асос булмаса, 
улар тенг имкониятли ^одисалар дейилади.

5- мисол. Танга ташлаганда гербли томон тушиши ва 
ёзувли томон тушиши тенг имкониятли ^одисалар. Х>а^и- 
цатан ^ам, танга бир жинсли материалдан тайёрланган, 
тугри цилиндрик шаклга эга ва унинг уймакорлиги танга- 
нинг у ёки бу томони билан тушишига таъсир килмайди 
деб фараз ^илинади.

6 - мисол. Уйин совдаси ташланганда у ёки бу сондаги 
очколар тушиши тенг имкониятли ходисалардир. Х,ацикатан 
^ам, совда бир жинсли материалдан ншланган мунтазам 
купёц шаклига эга ва унга очколарнинг ёзилганлиги у ёки 
бу ёги билан тушишига таъсир к,илмайди деб фараз цили- 
нади.

3- §. Э^тимолнинг классик таърифи

Э^тимол тушунчаси э^тимоллар назариясининг асосий 
тушунчаларидан биридир. Бу тушунчанинг бир нечта таърифи 
мавжуд. Бу ерда э^тимолнинг классик таъриф деб аталадиган 
таърифи берилади. Кейинчалик (6-§) бу таърифнинг б\ш  
томонларини курсатиб, э^тимолнинг классик таърифидаги 
камчиликлардан цутулишга имкон берадиган бошца (статис
тик) таърифини келтирамиз.

Мисол курайлик. Айтайлик, яшикда яхшилаб аралашти- 
рилган 6 та бир хил шар булиб, улардан 2 таси цизил, 
3 таси ку ква  1 таси ок; булсин. Шуб^асиз, яшикдан тавак- 
калига рангли шар (яъни цизил ёки кук шар) олиниш им- 
конияти оц шар олиниш имкониятидан купроц. Бу имкони- 
ятни сон билан характерлаш мумкинми? } а̂, мумкин экан. 
Мана шу сон ^одисанинг э^тимоли деб аталади. Шундай



катижалар ягона мумкнн булган ва тенг имкониятли деб фа
раз цилинади.

Э^тимолнинг таърифидан унинг цуйидаги хоссалари ке
либ чи^ади:

1 . М уцаррар ходисанинг эхтимоли бирга тенг. 
Дакик.атан хам, агар ходиса муцаррар булса, у холда

синашнинг хаР бир элементар натижаси шу ходисанинг руй 
беришига ^улайлик тугдиради. Бу холда т =  п, ва демак,

Р  (Л) =  -  =  -  =  1.
'  '  п п

2. М умкин булмаган ходисанинг эхтимоли нолга тенг. 
Да^и^атан хам, агар ходиса руй бермайдиган булса, у

Холда тажрибанинг х^ч бир элементар натижаси бу ходиса- 
нинг руй беришига цулайлик тугдирмайди. Бу холда т =  О, 
ва демак,

Р (А) =  -  =  -  =  0. v ’ п п

3. Тасодифий хос'исанинг эхтимоли мусбат сон булиб, 
у  ноль ва бир орасида булади.

Да^икатан хам, тасодифий ходисанинг руй беришига си- 
нашнинг барча элементар натижаларининг бир цисмпгина 
цулайлик тугдиради. Бу х°лДа 0 <  /п <  л, шунинг учун

0 <  ~  <  1 , ва демак,

0 < Р ( А ) <  1.
Шундай цилиб, исталган ходисанинг эхтимоли куйидаги 

тенгсизликларии каноатлантиради:

0 Р ( А ) < \ .

Кейинчалик, куп мисолларнинг ечилишини анчагина сод- 
далаштирадиган теоремалар курсатилади. Хозирча эса ечи- 
лишчда эхтимолнинг таърифидангина фойдаланиладиган мисол- 
лар келтирамиз.

4- §. Зхтимолларни бевссита хисоблашга доир мисоллар

1-мисол. Телефонда номер тера туриб, абонент битта 
ра^амни эсидан чикариб iy/йди ва уни таваккалига терди. 
Керакли ра^ам терилганлик э^тимолини топинг.

Е ч и л и ш и .  А  оркали керакли ра^ам терилганлик х°Д и- 
сасини белгилаймиз.



М а с а л а н и н г  т у р р и  е ч и л и ш и .  Синашнинг тенг 
имкониятли натижаларининг жами сони 6 • 6 =  36 га тенг 
(бир соэдада тушган ^ар бир очко иккинчи соедадаги ^амма 
очколар билан биргаликда чициши мумкин). Бу натижалар 
ичида А ^одисага фа цат 3 та натижа цулайлик тугдиради: 
( 1; 3), (3; 1), (2 ; 2) (цавс ичида тушган очколар сони курса- 
тилган). Демак, изланаётган э^тимол:

)ат партияда 7 та стандарт

таси стандарт булиш э^тимолини топинг.
Еч и л и ш и .  Синашнинг мумкин булган элементар на- 

тижалари жами сони 10 та деталдан 6 тасини олиш усулла- 
ри сонига, яъни 10 та элементни 6 тадан группалаш сонига

Бизни цизицтираётган А ^одисага — олинган 6 та детал
дан роса 4 таси стандарт булишига цулайлик турдирувчи 
натижалар сонини ^исоблаймиз: 7 та стандарт деталдан 4 та 
стандарт детални С47 та усул билан олиш мумкин; бун
да долган 6 — 4 =  2 та деталь ностандарт булиши лозим;
2 та ностандарт детални 10 — 7 =  3 та ностандарт детал
дан С2з та усул билан олиш мумкин. Демак, цулайлик тур
дирувчи натижалар сони С4,-С 2а га тенг.

Изланаётган э^тимол ^одисага цулайлик турдирувчи на
тижалар сонининг барча элементар натижалар сонига нисба- 
тига тенг;

5- §. Нисбий частота. Нисбий частотанинг тургунлиги

Нисбий частота э^тимол билан бир цаторда э^тимоллар 
назариясининг асосий тушунчалари жумласига киради.

Х,одисанинг нисбий частотаси деб, ^одиса руй берган 
синашлар сонининг аслида утказилган жами синашлар сони
га нисбатига айтилади.

Шундай килиб, А ^одисанинг нисбий частотаси цуйида- 
ги формула билан аншуганади;

олтита деталдан роса 4

(С610) тенг.



Турли мамлакатлардаги статистик маълумотлар нисбий 
частотанинг тахминан шу кийматини беришини айтиб ута- 
мнз.

4 - мисол. Танга ташлаш тажрибалари куп карра уткази- 
либ, уларда гербли томон тушиш сони саналган. Бир нечта 
тажрибаларнинг натижалари 1-жадвалда берилган.

1- ж а д в а л

Танга ташлашлар сопи Гербли томон 
тушишлар сони Нисбий частота

4 040 2 048 0 ,5 0 6 9
12 000 6 0 1 9 0 ,5 0 1 6
24 000 12012 0 ,5 0 0 5

Бу ерда нисбий частоталар 0 5 сонидан салгина, шу бн- 
лан бирга синашлар сони цанча катта булса, шунча кам 
фарц цилади. Масалан, четланиш 4040 та синашда 0,0069 
га,.24000 та синашда эса 0,0005 га тенг. Танга ташлашда 
гербли томон тушиш эз^тимоли 0,5 га тенглигини эътиборга 
олсак, нисбий частота э^тимол атрофида тебранишига яна 
бир карра ишонч з^осил киламиз.

6- §. Зхтимолнинг классик таърифининг чекланганлиги. 
Статистик эз^тимол

Эз^тимолнинг «классик» таърифида синашнинг элементар 
натижалари сони чекли деб фараз цилинади. Амалиётда эса 
мумкин булган натижалари сони чексиз булган синашлар 
анча куп учраб туради. Бундай з^олларда классик таърифни 
^уллаб булмайди. Шу з^олнинг узи з̂ ам классик таърифнинг 
чекланганлигини курсатади. Тугри, бу камчиликни э^тимол 
таърифини тегишлича умумлаштириш йули билан бартараф 
к,илиш мумкин.

Классик таърифнинг энг буш томони шундаки, купинча 
синаш натижасини элементар з^одисалар туплами сифатида 
тасвирлаб булмайди. Элементар з^одисаларни тенг имкони
ятли деб з^исоблашга асос була оладиган шартларни кур- 
сатиш эса ундан з а̂м кийин. Одатда. элементар натижалар- 
нинг тенг имкониятлилиги з^ацида симметрияга асосланиб 
хулоса чицарилади. Масалан, совда ташлашда бундай хол 
еокда мунтазам купё^ли (куб) булганда булади. Аммо сим-



8. К,улфнинг умумий ун;ида бешта диск бор. Уларнинг з^ар бири 
турли харфлар ёзилган олтита секторга булинган. Х,ар бир диск цулф- 
нинг корпусига нисбатан тайин бир вазиятда булгандапша цулф очи- 
лади. Дискларни ихтиёрий равишда урнатилганда цулфни очиш мумкин 
С^лиш э^тимолини топинг.

Жавоби. р =  -gr.

9. 8 та турли китоб битта токчага таваккалига териб ^йилади. 
Тайин иккита китоб ёнма- ён булиб цолиш э^тимолини топинг.

w  7-21*61 1
Жавоби р — — gj—  =  j- .

^ j f t)  Кутубхонада 10 та турли китоб бор, бунда бешта китобнинг 
з а̂р оири 4 сумдан, учта китоб бир сумдан, иккита китоб 3 с ум дан ту- 
ради. Таваккалига олинган иккита китобнинг ба,\оси 5 сум булиш э\- 
тимолини топинг.

. С \ - С ' ,+ С \ .С \  _ 7  
Жавоэи. р  =  -------- £ 2^ -------------Q~-

11. 100 деталли партиядан техникав'ий контрол булими 5 та но
стандарт деталь топди. Ностандарт деталлар чи^ишининг нисбий частота- 
си нимага тенг?

Жавоби. W =  0,05.

12. Милтикдан уц узишда нишонга тегишнинг нисбий частотаси
0,85 га тенглиги анш\ланди. Агар жами 120 та уц узилган булса, ни
шонга теккан у^лар сонини топинг.

Жавоби. 102 та.

И к к и н ч и  б о б

ЭХ.ТИМОЛЛАРНИ КУШИШ ТЕОРЕМАСИ

1-§. Биргаликда булмаган ^одисалар э^тимолларини цу- 
шиш теоремаси

А ва В  %одисаларнинг йириндиси А +  В деб, А ходиса 
ёки В  ^одисанинг, ё бу иккала ^однсанинг ^ам руй бери- 
шидан иборат ^одисага айтилади.

Масалан, тупдан иккита снаряд отилган булиб, А би
ринчи отишда нишонга тегиш, В иккинчи отишда нишонга 
тегиш ^одисалари булса, у ^олда А +  В биринчи отишда 
ёки иккинчи отишда ёки иккала отишда ^ам нишонга 
тегиш ^одисаси булади.



И с б о т и .  Учта ходиса: А, В ва С ни царайлик. К,ара- 
лаётган х°Д исалаРнинг хар иккитаси биргаликда булмаган- 
лнгини учун учта ходиса: А, В ва С дан бирининг руй 
бериши А +  В  ва С ходисалардаи бирининг руй бериши 
билан тенг кучли, шунинг учун юкоридаги теоремага асосан

Р  (А  +  В  +  С) =  Р [(А +  В) +  С] =  Р (А +  В) +  Р (С) =
=  Р(А) +  Р { В ) + Р ( С ) .

Дар иккитаси биргаликда булмаган ихтиёрий сондаги 
Ходисалар учун исбот математик индукция методи билан 
утказилади.

1 -мисол. Яшикда 30 та шар бор, уларда н 10 таси 
к,изил, 5 таси кук ва 15 таси о^. Рангли шар чикиш эхти- 
молини топинг.

Е ч и л и ш и .  Рангли шар чициши ё цизил шар, ёки 
кук шар чицишини билдиради.

Кизил шар чикиш (А ходиса) эхтимоли.

P W - s s - r
Кук шар чик,иш (В ходиса) эхтимоли:

А ва В ходисалар биргаликда эмас (бир рангли шар 
чи^иши бопща рангли шар чикишини йу^ка чш^аради), 
шунинг учун ь,ушиш теоремасини куллаш мумкин.

Изланаётган эх'гимол ^уйидагига тенг:

Р (А +  В) =  Р (А )  Н- Р (В) =  -1 +  i  =  1 .

2- мисол. Мерган учта со^ага ажратилган нишонга ка
рата yi  ̂ узмокда. Уцнипг биринчи сохага тегиш эхтимоли 
0,45, иккинчи сохага тегиш эхтимоли 0,35. Мерганнинг 
битта у^ узишда ё биринчи сохага, ёки иккинчи сохага 
теккизиш эхтимолини топинг.

Е ч и л и ш и .  А  — «мерган биринчи сохага теккизди» ва 
В — «мерган иккинчи сохага теккизди» х°ДисалаРи бирга
ликда эмас (у^нинг бир сохага тегиши бошца сохага те- 
гишини йуцка чицаради), шунинг учун цушиш теоремасини 
куллаш мумкин.

Изланаётган эхтимол ^уйидагига тенг:

Р (А 4 - В) =  Р  (А) +  Р (В) =  0,45 +  0,35 =  0,80.



ланса, у ^олда иккинчисини А билан белгилаш цабул ци- 
линган.

1 -мисол. Нишонга царата у к узишда нишонга тегиш ва 
тсгмаслик ^арама-^арши ^одисалардир. Агар А нишонга 
тегиш булса, у ^олда А нишонга тегмаслик булади.

2 -мисол. Яшикдан таваккалига деталь олинган. «Стан
дарт деталь чинуш» ва «ностандарт деталь чикди» х,одиса
ла ри карама-царши ^одисалардир.

Теорема. Кр.рама-щриш хрдисаларнинг зхтичо.ъшри 
йитндиси бирга тенг;

Р ( А )  +  Р ( А )  =  1.

И с б о т и .  Карама-^арши ^одисалар тула группа таш
кил этади, тула группа ташкил этувчи ^одисаларнинг э.\ти- 
моллари йириндиси эса бирга тенг (2- §).

1- э с л а т м а .  К,арама-^арши иккита ^одисадан биришшг э^ти- 
ыоли р  орцали белгиланса, иккинчи ^одисанинг э^тимоли q  орцали 
белгиланади. Шундай ^илиб, юцоридаги теоремага асосан

Р +  <7 =  1-

3- мисол. Бирор кунда ёрингарчилик булиш э^тимоли 
р =  0,7. Ш у куни з^аво очик булиш э^тимолини топинг.

Е ч и л и ш и. «Ёгингарчилик булади» ва «^аво очи^ бу
лади» ^одисалари узаро ^арама-карши ^одисалардир, шу- 
нинг учун изланаётган э^тимол:

q =  1 _  р =  1 _  0,7 =  0,3.

2 - э с л а т м а .  А ^оцисанинг зхтимолини топишга дойр масала
ларда купинча аввал А ^одисанинг э^тимолини ^исоблаш, кейин эса 
изланаёгган э^ти.молни цуйидаги формула ор^али топиш 1̂ улай булади:

Р( А ) = *  1 — Р ( А ) .

4 -мисол. Яшикда п та деталь булиб, шулардан т таси 
стандарт. Таваккалига олинган k  та деталь ора-ида камида 
битта стандарт деталь булиш э^тимолини топинг.

Е ч и л и ш и. «Олинган деталларнинг ичида камида 
биттаси «стандарт» ва «олинган деталларнинг ичида битта 
^ам стандарт деталь йуц» ^одисалари карама-царши ^одиса- 
лардир. Биринчи ^одисани А орцали, иккинчисини эса А 
ор^али белгнлаймиз.

Куриннб турибдики,

Р(А) =  1 — Р(А).



Ходисанинг амалда руй бериши мумкин эмас деб х;исоб- 
лашга имкон берадиган (берилган тайин масалада) етарли 
даражада кичик э^тимолга щ йм т дорлик даражаси дейи
лади. Практикада одатда 0,01 билан 0,05 орасидаги киймат
дорлик даражаси олинади. 0,01 га тенг кийматдорлик дара
жаси бир процент ли, 0.02 га тенг кийматдорлик даражаси 
икки процентли дейилади ва х,.к.

Бу ерда курилган принцип фацат кичик э^тимолли ^о- 
дисалар тугрисида эмас, балки эхтимоли бирга яцин бул
ган ^одисалар тугрисида ^ам башорат килишга имкон бера- 
ди. ^ацицатан х,ам, агар А ^одисанинг эхтимоли нолга 
яцин булса, у ^олда царама-царши А ^одисанинг э^тимо- 
ли бирга яцин булади. Иккинчи томондан, А ^одисанинг 
руй бермаслиги царама-царши А ^одисанинг руй беришини 
англатади. Шундай цилиб, кичик э^тимолли ^одисаларнинг 
амалда мумкинмаслик принципидан татбщлар учун му^им 
булган цуйидаги натижа келиб чицади: агар тасодифий 
ходиса бирга я щ н  эхтимолга эга булса, у  \олда ягона 
таоюрибада бу цодиса амалда руй беради деб щсоблаш  
мумкин. Бу ерда ^ам цайси э^тимолни бирга яцин деб ^и- 
соблаш лозимлиги ^ацидаги савол масаланинг мазмунига бог- 
ликлиги уз-узидан равшандир.

A l a  с а л а л а р

1. Пул-буюм лотереясининг ^ар 10 000 та билетига 150 та буюм 
ва 50 та пул ютуцлари уйналади. Битта лотереяси бор кишига пулми 
ёки буюмми, барибир ютуц чи^иш »^тимоли ^анчага тенг?

Жавоби. р =  0,02.

2. Мерганнинг битта узишда 10 очко уриш эхтимоли 0,1 га,
9 очко уриш эхтимоли 0,3 га, 8 ёки ундан кам очко уриш эхтимоли
0,6 га тенг. Мерганнинг битта уц узишда камида 9 очко уриш э^ти- 
молини топинг.

Жавоби. р =  0,4.

3. 10 та деталли партияда 8 та стандарт деталь бор. Таваккалига 
олинган иккита деталдан камида бири стандарт булиш эцтимолини 
топинг.

44Жавоби р =  ——.
45

4. Яшикдаги 10 та деталь орасида 2 таси ностандарт. Тавакка
лига олинган 6 та деталь орасида ностандарт деталь биттадан ортиц 
булмаслик э^тимолини топинг. ^

2
Жавоби р =  —.3



3- мисол. Танга 3 марта ташланган. А, В, С мос равиш- 
да биринчи, иккинчи ва учинчи синашда гербли томон 
тушиш ходисаси булсин. Равшанки; курилаётган ^одисалардан 
Хар иккитаси (яъни А ва В, А ва С В ва С) боглик, эмас. 
Шундай ь^илиб, А, В ва С жуфт-жуфт эркли.

Агар икки х°ДисаДан бирининг руй бериш эхтимоли 
иккинчи ходисанинг руй бериши ёки руй бермаслигига 6of- 
ли^ булса, бу ходисалар бог лиц дейилади.

4 - мисол. Яшикда 100 та деталь бор, шулардан 80 та
си стандарт, 20 таси ностандарт. Таваккалига бигта деталь 
олиниб, у яшикка цайтариб солинмайди. Агар стандарт 
деталь олинган (А ходиса) булса, у холда иккинчи синашда 
стандарт деталь чи^иш (В ходиса) эхтимоли Р (В) — 79/99 
га тенг; агар биринчи синашда ностандарт деталь олинган 
булса, у холда Р (В) — 80/99.

Шундай килиб, В  х°Дисанинг Р>'й бериш эхтимоли А 
Ходисанинг руй бериши ёки руй бермаслигига боглиц. А ва 
В ходисалар—богли^.

2 -§ . Эркли ходисалар э^тимолларини 
купайтириш теоремаси

А ва В ходисаларнинг купаСтмаси деб, бу ходисалар- 
нинг биргаликда руй беришидан иборат булган АВ  ходиса- 
га айтилади.

Масалан, агар яшикда 1-завод ва 2-заводда ишлаб 
чикарилган деталлар булиб, А — стандарт деталь чикипш, 
В  — деталь 1-заводда ишлаб чикарилган булса, у х°ДДа 
АВ  1 - заводнинг стандарт детали чи^иши булади.

Бир нечта ходисанинг купайтмаси деб, бу ходисалар
нинг биргаликда руй беришидан иборат булган ходисага 
айтилади. Масалан, ABC  ходиса Л, В ва С х°ДисалаРнинг 
биргаликда руй беришидан иборат.

А ва В ходисалар эркли булиб, уларнинг эхтимоллари 
маълум булсин. А ва В х°Д исалаРнинг биргаликда руй бе
риш эхтимолини цандай топиш мумкин? Бу саволга куйида- 
ги купайтириш теоремаси жавоб беради.

Теорема. Иккита эркли ходисанинг биргаликда руй 
бериш эхтимоли шу ходисаларнинг эхтимоллари купайт
маси тенг:

Р{АВ)  =  Р(Л )-Р(В ).

И с б о т и. Белгилашлар киритамиз:



Айтилганларни мисолда тушунтирамиз. Яшикда 4 та 
шар бор, улардан биттаси кизил рангга (А), 1 таси кук 
рангга (В), 1 таси к°ра рангга (С), 1 таси зса шу учала 
рангга (ABC) буялган. йшикдзн олинган шарнинг кизил 
рангли булиш э^тимолн Р (/1) канчага тенг? Туртта шардан

О I
иккитаси кизил рангли булгани учун Р(А)  Шунга

ухшаш муло^аза юритиб, Р (В) = -^ , Р  (С) =  -I ни топамиз.
Олинган шар кук рангли булсин, яъни В з^одиса руй 

берган булсин, деб фараз к,нлайлик. Олинган шар цизил 
рангли булиш э^тимоли энди узгарадими ёки нукми, яъни 
А ^одисанинг э^тимоли узгарадими? Кук рангли иккита 
шардан биттасида цизил ранг з̂ ам бор, шунинг учун А
з^одисанинг эз^тимоли аввалгидек -i га тенг. Шундай щ т б ,
А ва В  зфдисалар эркли.

Шунга ухшаш мулоз^аза юритиб, А ва С, В  ва С эркли 
^одисалар эканлигига ишонч з^осил киламиз. Шундай килиб, 
А, В , С з^одисалар жуфт-жуфт эркли.

Бу з^одисалар биргаликда богликмас буладими? Йук, 
бундай булмас экан. ^акицатан з а̂м, олинган шар икки 
рангли, масалан, кук ва кора рангли булсин. Шу шар ки
зил рангга з а̂м эга булиш э^тимоли к анчага тенг? Факат 
битта шар учала рангга буялгани учун олинган шар кизил 
рангга ?qaM эга. Шундай килиб, В ва С з^одисалар руй бер
ган деб фараз килсак, у з^олда А з^одиса албатта руй бе
ради деган хулосага келдик. Демак, бу з^одиса мукаррар
ва унинг эз^тимоли (у  га эмас) бирга тенг.

Шундай килиб, жуфт-жуфт эркли булган А, В  ва С 
хрдисалар биргаликда эркли эмас экан.

Энди купайтириш теоремасидан келиб чикадиган нати- 
жани келтирамиз:

Натижа. Биргаликда борлщ  булмаган бир нечта ходи- 
саларнинг биргаликда руй бериш эхтимоли шу \одисалар- 
нинг эх тимол лари купайтмасига тенг.

Р ( А \А г . . .  Ап) =  Р ( А 1) . Р ( А 2) . . .  Р (А п).
И с б о т  и. \ч т а  А, В ва С з^одисани кураилик. А, В 

ва С ходисаларнинг биргаликда руй бериши АВ  ва С з^оди- 
саларнннг биргаликда рун бериши билан тенг кучлидир, 
шунинг учун

Р(АВС) =  Р ( А В С ) .



Иккинчи яшикдан стандарт деталь олингзнлик (В по
лиса) эхтимоли:

Р(В) =  ~  =  0,7.

Учинчи яшик стандарт деталь олинганлик (С ^одиса) 
эхтимоли:

P(C) =  i  =  0,9.

А,В  ва С ^одисалар биргаликда боглицмас булгани учун 
изланаётган эхтимол (купайтириш теоремасига асосан) куйи- 
дагига тенг:

Р (ABC)  =  Р (А) ■ Р (В) ■ Р (С) =  0,8 • 0,7 • 0,9 =  0,504.

К,ушиш ва купайтириш теоремаларини биргаликда цулла- 
нишига дойр мисол келтирамиз.

3 -мисол. A v  А2, Ая эркли ^одисаларнинг э^тимоллари 
мос равишда рь  р2, р3 га тенг. Шу ^одисалардан фацат 
биттасининг руй бериш э^тимолини топинг.

Е ч и л и ш и .  Шуни айтиб утамизки, масалан ф а ц а т  
биринчи А 1 ^одисгшнг руй бериши А гА2А 3 (биринчи ^одиса 
руй берди ва иккинчи, учинчи цодисалар руй бермади) ^оди- 
санинг руй бериши билан тенг кучлидир.

Белгилашлар киритамиз:
Вх—факат А г ходиса руй берди, яъни =  АгА2А3,
В2— фацат А2 ^одиса руй берди, яъни В2 =  А«АХА3,
Д.,—фацат А 3 ^одиса руй берди, яъни В 3 =  A ^ A ^ ,
Шундай цилиб, Аг, А2, А 3 ^одисалардан фацат биттаси

нинг руй бериш э^тимолини топиш учун Въ В2, В3 ^одиса- 
лардан кайсиниси булса д,ам барибир, биттасининг руй бериш 
эхтимоли Р  (В j +  В2 +  В3) ни излаймиз.

Bit В2, В3 ходисалгр биргаликда булмаганлиги учун цу- 
шиш теоремасини цуллаш мумкин:

Р  +  В2 +  В3) =  Р (Вг) +  Р (В2) +  Р (В3). (*)
Вь В2, В 3 ^одисалардан ?̂ ар бирининг э^тимолини топиш 

цолди.
Аь А2, А 3 ^одисалар эркли, демак, А ъ Аг, А3 ^одисалар 

^ам эркли, шунинг учун уларга купайтириш теоремасини 
цуллаш мумкин:

Р (B J  =  Р  ( A A A )  =  Р (А ) Р (А2) Р (А3) =  рт з .



ски
Р(А)  =  1— . . .  q„

Х у с у с и й  х о л .  Агар Аи А2, . .  ., А п ходисалар р га 
тенг булган бир хил .цтимолга эга бума,  у %олда шу 
уодисаларсан камида биттасининг руй бериш эхтимоли:

P ( A ) = \ — q n . ( * * )

1- мисол. Учта тупдан уц узилганда нишонга тегиш э^ти- 
моллари цуйидагича: рх =0,8; р2 =  0,7; р3 =  0,9. Учала 
тупдан бир марта бир йула отилганда, нишонга камида бир 
маротаба тегиш х°Дисасининг М) эхтимолини топинг.

Е ч и л и ш и .  Дар бир тупдан отилган у^нинг нишон
га тегиши боища туплардан отиш натижаларига богли^ 
эмас, шунинг учун царалаётган А1 (биринчи тупдан отил
ганда нишпнга тегиш), А 2 (иккинчи тупдан отилганда ни
шонга тегиш), А 3 (учинчи тупдан отилганда нишонга тегиш) 
ходисалар биргаликда боглиц эмас.

Аи А2, А 3 х°ДисалаРга ^арама-карши х°Дисаларнинг 
эхтимоллари (яъни нишонга тегмаслик эхтимоллари) мос 
равишда ^уйидагига тенг:

<7i =  1 — Pi =  1 — 0,8 =  0,2;
<72 =  1 — р2 =  1 — 0,7 =  0,3;
<7з =  1 — р3=  1 — 0,9 =  0,1.

Изланаётган эхтимол цуйидагига тенг:
Р(А)  =  1 — < эдм ,=  1 — 0,2-0,3-0,1 =--0,994.

2 -мисол. Босмахонада 4 та ясси босма машинаси бор. 
Дар бир машинанинг тайин вацтда ишлаб турганлиги эхти
моли 0,9 га тенг. Тайин вацтда камида битта машина 
ишлаб турганлиги (А ходиса) эхтимолини топинг.

Е ч и л и ш и .  «Машина ишлаб турибди» ва «машина иш- 
ламаётибди» (тайин вактда) ходисалари ^арама-^арши бул
гани учун уларнинг эхтимоллари йигиндиси бирга тенг:

Р +  Я =  1.
Бундан, тайин вактда машина ишлаётганлиги эхтимоли 

^уйидагига тенг:
q — 1 — р =  1 — 0,9 =  0,1.

Изланаётган эхтимол:
р  (А) =  1 — ф  =  1 — 0,1* =  0,9999.



93 =  1 _  0,936 =  0,004.
Бундан

q =  ^ 0 6 4 =  °>4- 
Изланаётган эхтимол цуйидагига тенг:

р =  1 — ^ =  1 — 0,4 =  0,6.

4- §. Шартли эхтимол

Л ва В ходисалар боглиц булсин. Додисаларни ;г 6 of- 
ликлиги таърифига кура бу ходисалардан бирининг {уй бе
риш эхтимоли иккинчисининг руй бериш ёки руй бе[ -ласли- 
гига богликдир. Шунинг учун бизни, масалан, В ходи -анинр 
эхтимоли к,изи^тираётган булса, у холда А ходиса р> л бер- 
ган ёки бермаганлигини билиш мухимдир.

Шартли эхтимол РА (В) деб, В ходисанинг А ',одиса 
руй берди деган фаразда хисобланган эхтимолига айт 'лади.

Мисол. Яшикда 3 та оц ва 3 та крра шар бор. (шик- 
дан икки марта таваккалига биттадан шар олинади. Олин
ган шар яшикка ^аГпариб солинмайди. Агар бирик и си
нашда к,ора шар чиккан булса (А ходиса), иккинчи си ашда 
ок, шар чи^иш (В ходиса) эхтимолини топинг.

Е ч и л и ш и .  Биринчи синашдан сунг яшикдан 5 т шар 
колди, улгрдан 3 таси oi  ̂ шар. Изланаётган шартли хти" 
мол цуйидагига тенг:

Э с л а т м а .  Эркли ходисалар таърифига кура улардан 6v ининг 
руй бериши иккинчисининг руй бериш эхтимолини узгартирмай, . Шу 
сабабли эркли ходисалар учун 1\уйидаги тенгликлар уринли:

Шундай ^илиб, эркли ходисаларнинг шартли эхтимоллари у;, шинг 
шартсиз эхтимолларига тенг.

5-§ . Боглиц х°Дисалар эхтимолларини 
купайтириш теоремаси

А  ва В ходисалар богаик булиб, Р(А)  ва Р а (В) <ти- 
Чллар маълум булсин. к

РА (В) =  Р(В)  ва РВ ( А ) = Р ( А ) .

яъни



Хусусан, учта безлик з^одиса учун цуйидаги тенглик
уринлидир:

Р(АВС) = Р ( А ) . Р а (В).Ра в {С).

Шуни к,айд килиб ^тамизки, ^одисалар ихтиёрий тар- 
тибда олиниши мумкин, яъни кайси ходисани биринчи, ик
кинчи ва х. к. деб ^исоблашнинг фарки й^К-

Ихтиёрий п  учун исбот математик индукция методи би
лан олиб борилади.

1 -мисол. Йигувчида 3 та коник, 7 та эллиптик валча- 
лар бор. Йинувчи таваккалига битта валча, кейин эса яна 
битта валча олди. Олинган валчалардан биринчиси коник 
валча, иккинчиси эса эллиптик валча булиш э^тимолини 
топинг.

Е ч и л и ш и .  Олинган валчалардан биринчиси коник вал
ча булиш (.4 ^одиса) эхтимоли:

р й ) - 4 - .

Иккинчи валча эллиптик куринишда булишининг бирин
чи валча коник куринишда деган фаразда ^исобланган, 
тимоли, яъни шартли э^тимол куйидагига тенг

Изланаётган э^тимол боглик ^одисалар э^тимолларини 
к^пайтирнш теоремасига асосан куйидагига тенп

у
Белгилашларни саклаган з^олда, Р(В) «= -уд- , РВ (А) —
3 7

— -д- , Р(В)-Рв (А) =  tjq- эканлигини осонгина топамиз, б^-

лар уз навбатида (***) тенгликнинг Гринли эканлигини щ -  
Кол курсатади.

2 - мисол. Яшнкда 5 та ок, 4 та кора ва 3 та кук 
шар бор. Х,ар бир синаш яшикдан битта шар олишдан ибо- 
рат, олинган шар яшикка кайтариб солинмайди. Биринчи си
нашда ок шар чикиш (Л ^одиса), иккинчисида цора шар 
чикиш (В ^одиса) ва учинчисида кук шар чикиш (С ^одиса) 
э^тимолини топинг.



5. Учта уйин соадаси ташланганда камида битта соедада 6 очко 
тушиш (А ^одиса) эхтимоли цанчага тенг?

91
Жавоби. 2 ] 0 ‘

6. Корхона тайёрлаган мацсулотнинг 95% и стандарт, шундан 
86% и биринчи сортли. Шу корхонада тайёрланган ма^сулотдан та
ваккалига олинган биттаси биринчи сорт булиш эхтимолини топинг.

Жавоби. 0,817.

7. Танга бир томони билан кетма-кет икки марта тушгунча таш- 
ланади. К,уйидаги ^одисаларнинг э>;тимолларини топинг: а) тажриба 
олтинчи отишгача тугайди; б) тангани жуфт марта ташлаш лозим бу
лади.

15 2 
Жавоби. a) - jg -; б) -д - .

8. 1, 2, 3, 4 , 5 ракамлардан аввал битта оакам, кейин долган 
туртта рацамдан иккинчи ракам олинади. Мумкин булган 20 та нати- 
жа т енг имкониятли деб з^исобланади. а) биринчи олишда; б) иккин
чи олишда, в) иккала олишда тор; рак,ам чициш эхтимолини топинг.

3 3 
Жавоби. а) - д - ; б) - д - ;

3
в) 10 •

9. Мерганнинг битта у к; узишда 10 га теккизнш эхтимоли р =  0 ,6 . 
Мерган 0,8 дан кичик булмаган эхтимол билан камида бир марта ун- 
га теккизиш учун нечта у^ узиши керак?

Жавоби. п >  2.

10. Учта электр лампа занжирга кетма-кет уланган. Тармокдаги 
кучланиш номиналдан ортиб кетганда хар битта (исталган) лампанинг 
куйиш эхтимоли 0,6 га тенг. Кучланиш юадш булганда занжирдан 
ток утмаслик эхтимолини топинг.

Жавоби. 0,936.

11. А ходисанинг иккита эркли синашда камида бир марта руй 
бериш эхтимоли 0,75 га тенг. А з^одисанинг битта синашда руй бериш 
эхтимолини топинг (з^одисанинг иккала синашда ^ам руй бериш эхти
моли бир хил деб ^исобланади).

Жавоби. 0 ,5 .

12. А спорт жамиятининг А и Аг , А3 командалари В жамият- 
нинг мос равишда уч командаси билан мусобацалашади. А жамият 
командаларининг В жамият командалари билан учрашувда ютиш эх- 
тимоллари; Аг билан В1 нинг учрашувида 0,8; А2 билан Вг нинг уч- 
рашувида 0,4; Л3 билан В3 нинг учрашувида 0,4. Ютиш учун уч 
уйиндан камида иккитасида голиб чициш керак (дуранг натижалар



эхтимоли берилган булсин. Л ва В ^одисалардан камида 
биттасининг руй беришидан иборат булган А +  В ходиса- 
нинг эхтимолини кандай топиш мумкин? Бу саволга бирга
ликда булган ходисалар э^тимолларини цушиш теоремаси 
жавоб беради.

Теорема. Биргаликда бС/лган иккита ходисадан камида 
биттасининг руй бериш эхтимоли шу хрдисаларнинг эх
тимоллари йигиндисидан уларнинг биргаликда руй бериш 
эхтимолини айрилганига тенг:

Р(А +  В) =  Р(А) +  Р(В) —  Р (АВ).
И с б о т и .  А ва В ходисалар биргаликда булгани сабаб- 

ли А  +  В  ходисанинг руй бериши учун ^уйидаги учта бир
галикда булмаган ходисадан биттаси руй бериши керак: АВ, 
АВ  ёки АВ. Биргаликда булмаган ходисалар э^тимолларини 
цушиш теоремасига кура

Р(А +  В) — P(AW) +  Р(АВ) +  Р(АВ). (*)

А  ходиса руй бериши учун биргаликда булмаган А Е  ва 
АВ  ходисаларнинг биттаси руй бериши керак. Биргаликда 
булмаган ходисалар эхтимолларини ^ушиш теоремасига ку- 
ра

Р(А) =  Р(АВ) -+ Р(АВ).
Бундан

Р(АВ) =  Р(А) — Р(АВ). (**)
Шунга ухшаш хуйидагини хосил киламиз:

Р(В) =  Р(АВ) +  Р(АВ).
Бундан

Р(АВ) =  Р(В) — Р(АВ). (***)
(**) ва (***) тенгликларни (*) га цуйиб, натижада куйи- 

дагини хосил циламиз:
Р(А +  В) =  Р(А) +  Р(В) —  Р(АВ). (****)

1- э с л а т м а .  Х ,осил ц и л и н га н  ф о р м у л ан и  ^ у л л а ш д а  А  ва  В  \ о -  
д и с а л а р  у з а р о  э р к л и  з^ам, о о р л и ц  ^ам  б у л и ш и  м ум ки н  эк а и л и ги н и  на- 
з а р д а  т у т и ш  к е р а к .

Эркли ходисалар учун
Р ( А  +  В )  =  Р ( А )  +  Р ( В ) -  Р ( А ) - Р ( В ); 

борли^ ходисалар учун

Р ( А  +  В )  =  Р ( А )  + Р ( В )  -  Р ( А )  ■ Р А  ( В ) .



лини цандай топиш мумкин? Бу саволга куйидаги теорема 
жавоб беради.

Теорема. Т ула  группа ташкил этувчи биргаликда бул- 
маган 5 , ,  В2, ■ . - уодисалардан биттасининг руй бер- 
ганлик шартидагини pi/й берадиган А щЫсанинг эхтимо
ли шу ходисалардан хар бирининг эхтимолини А ходиса
нинг мос шартли э\тимолига купайтмалари йигиндисига 
тенг:
Р(А) =  P I B J . P ^  (А) +  Р(В,)-Рв (В) +  . . .  +  Р(Вп) ■ РВп (А).

Бу формула «тула э^тимол формуласи» дейилади.
И с б о т  и. Шартга кура А ходиса руй бериши учун бир

галикда булмаган В ь В2........ Вп ^одисаларнинг биттаси
руй бергаи булиши керак. Бошцача цилиб айтганда, А хр- 
дисанинг руй бериши биргаликда булмаган ВХА, В2А, . . . ,  
В„А х<э дисала рнинг цайси бири булса хам> биттасининг руй 
беришини билдиради. А ходисанинг эхтимолини хисоблаш 
учун цушиш теоремасидан фойдаланиб, цуйидагини хосил ки- 
ламиз:

Р(А) =  Я(ВИ) +  Р(ВгА ) +  . . .  +  Р(ВпА). (*)
Хар бир цушилувчини ^исоблаш лозим. Боглиц х,одиса- 

лар э^тимоллари учун купайтириш формуласига асосан
Р(В И ) =  Р(Вд  • РВг (Л); Р(В2А) =  Р(В2) • РВг (А)- . . .  ;

Р(ВпА) =  Р(Вп)-Рв (А)

Бу тенгликларнинг унг томонидаги ифодаларни (*) муно- 
сабатга цуйиб, тула э^тимол формуласини хосил циламиз:
Р(А) =  Р (5 0  • Р (А) +  Р(В2) -Р (А) +  . . .  +  Р(Вп) • Р (А).

1 2 ш
1 -мисол. Икки туда деталлар бор. Биринчи тудадаги де

талнинг стандарт булиш эхтимоли 0,8 га, иккинчи тудадаги 
деталнинг стандарт булиши эса 0,9 га тенг. Таваккалига 
(таваккалига танланган тудадан) олинган деталнинг стандарт 
булиш эхтимолини топинг.

Е ч и л и ш и .  А ходиса орцали стандарт деталь олиниши- 
ни белгилаймиз.

Деталь ё биринчи тудадан (В1 ходиса), ёки иккинчи ту
дадан (В2 ходиса) олинган булиши мумкин.

Деталь биринчи тудадан олинган булиш эхтимоли:

Д 0 1 ) = 4 - .



Иккинчи кутидан биринчи ^утига ностандарт лампа олиб 
цуйилганлик шартида биринчи цутидан стандарт лампа оли- 
нишининг шартли а^тимоли куйидагига тенг:

■PbS A^ £ .

Изланаётган э^тимол, яъни биринчи цутидан стандарт 
лампа олиниш э^тнмоли тула э^тимол формуласига асосан 
куйидагига тенг:

Р(А) =  Р(Вг) ■Р Bt (А) +  Р(В2) ■ PBt {А) =

=  J _ . . J L  +  _ L .  J i e о д  
10 21 ^  10 21 ’

3-§. Гипотезалар э^тимоли. Бейес формуласи

Фараз цилайлик, А  з^одиса тула группа ташкил этувчи 
биргаликда булмаган Въ Вг . . . .  Вп ^одиеалардан бири 
руй бериш шартидагина руй бериши мумкин булсин. Бу хо- 
дисаларнинг к,айси бири руй бериши аввалдан номаълум 
булгани сабабли улар гипотезалар дейилади. А ^одисанинг 
руй бериш э^тимоли тула э^тимол формуласига асосан анщ- 
лаиади (2-§):

Р(А) =  Р(Вг) . P Bi (А) +  Р(В2) • Р Вг (А) +  . . .  +

+  Р(Вп)-РВп(А).  (*)

Фараз цилайлик, синаш утказилгаи булиб, унинг нати- 
жасида А ^одиса руй берган булсин. Гипотезаларнинг э^- 
тимоллари цандай узгарганлигини (А ^одиса руй берганлиги 
сабабли) ани^лаш масаласини цуянлик. Бошк,ача айтганда,

р А т ,  р А щ , , р А ( в п)

шартли э^тимолларни излаймиз.
Аввал РА (Вг) шартли э^тимолни топамиз. Купайтириш

теоремасига асосан ^уйидагини з^осил киламиз:
Р(АВг) =  Р(А) .Ра Щ  =  P i B J . P ^ A ) .

Бундай

р  с в ) Р<Д1)-/У А>K°l) -  р(А)



/
Р(В2) — 0,4 (деталнинг иккинчи контролёргэ тушиш эхТи- 
моли);
Рн,(А) =  0,94 (биринчи контролёрнинг ярокли детални/стан- 
дарт деб к,абул и^илиш эхтимоли);
Рвг(А) =  0,98 (иккинчи контролёрнинг ярсмуш детални стан
дарт деб к,абул цилиш эхтимоли).

Изланаётган эхтимол:
р  / о  \ ________ 0,6-0,94______.__ _ р. га

— 0 ,6 -0 ,9 4  +  0 ,4 -0 ,98  ~  ’

Куриниб турибдики, синашгача В, гипотезанинг э^тимо- 
ли 0,6 га тенг эди синаш натижаси маълум булгандан сунг 
эса шу гипотезанинг эхтимоли (аншфоги, шартли эхтимоли) 
узгарди ва 0,59 га тенг булди. Шундай ^илиб, Бейес фор- 
муласи царалаётган гипотезанинг эхтимолини кай та ба^о- 
лашга имкон берди.

М а с а л а л а р

1. Иккита мерган биттадан ук узишди. Биринчи мерганнинг нишон
га теккизиш эхтимоли 0,7 га, иккинчисиники эса 0,6 га тенг. Мерган- 
лардан ацалли биттаси нишонга теккизганлиги эхтимолини топинг.

Жавоби. 0,88.

2. Йигувчида 1-заводда тайёрланган 16 та деталь, 2- заводда тай- 
ёрланган 4 та петаль бор. Таваккалига 2 та деталь олинди. Улардан 
ацалли биттасинн 1-завод тайёрлаганлиги эхтимолини топинг.
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Жавоби. -gjr- #

3. Спортчилар группасида 20 чаншчи, 6 велосипедчи ва 4 югурув- 
чи бор. Саралаш нормасини бажариш эхтимоли чангичи учун 0,9, ве
лосипедчи учун 0,8, югурувчи учун 0,75. Таваккалига ажратилган 
спортчининг нормани бажара олиш эхтимолини топинг.

Жавоби. 0,86.

4. Йигувчига 1-заводда тайёрланган деталлардаи 3 яшик, 2 - за
водда тайёрланган деталлардан 2  яшик келтирилди. 1-заводдан келти- 
рилган деталнинг стандарт булиш эхтимоли 0,8 га, 2-заводдан кел- 
тирилган деталнинг стандарт булиш эхтимоли 0,9 га тенг. Йигувчи 
таваккалига бир яшикни танлаб, ундан таваккалига битта деталь олди. 
Олинган деталнинг стандарт булиш эхтимолиин топинг.

Жавоби. 0,84.

5. Биринчи яшикца 20 та деталь булиб, улардан 15 таси стандарт; 
иккинчи яшикда 30 та деталь булиб, улардан 24 таси стандарт; учин
чи яшикда 10 та деталь булиб, улардан 6 таси стандарт. Таваккалига



эхтимоли мос равишда 0,9; 0,7 ва 0,8 га тенг. Таваккалига танланган 
студент мусобаца натижасида терма команда составига олинди. С^удент- 
иинг кайси группага тегишли булиш эхтимоли каттароц?

Жавоби. Биринчи, иккинчи, учинчи группанинг студенти танлан-
18 21 20

ган булиш эхтимоли мос равишда -gg- f -gg-1 -gg- га тенг.

13. Корхона махсулотининг стандартлилик талабига жавоб бериш 
эхтимоли 0,96 га тенг. Махсулотнинг стандартлигини текширишнинг сод- 
далаштирилган системаси таклнф цилинган булиб, у стандарт махсу- 
лотии 0 ,98  эхтимол билан стандарт деб, ностандарт махсулотни эса
0 ,0 5  эхтимол билан стандарт деб топади. Текширишда стандарт деб 
топилган махсулотнинг хавдатан  хам стандарт булиш эхтимолини то
пинг.

Жавоби. 0,998.

Б е ш и н ч и  боб

СИНАШЛАРНИНГ ТАКРОРЛАНИШИ

1- §. Бернулли формуласи

Агар бир нечта синаш ^тказилаётган булиб, хар бир си
нашда А ходисанинг руй бериш эхтимоли бошца синаш на- 
тижаларига борлик булмаса, у холда бундай синашлар А 
.щ)исага нисбатан эркли дейилади.

Х,ар хил эркли синашларда А ходиса ё хаР хил эхтимол- 
га, ёки бир хил эхтимолга эга булиши мумкин. Виз бундан 
кейин А ходиса бир хил эхтимолга эга булган эркли си- 
нашларни текширамиз.

Биз цуйида хар бири содда ходиса деб аталадиган бир 
нечта содда ходисаларнннг биргаликда руй беришидан ибо- 
рат булган мураккаб х°Диса тушунчасидан фойдаланамиз.

Фараз ^илайлик, п та узаро эркли синаш утказилаёт- 
ган булиб, уларнинг хар бирида А хоД1,са ё руй бериши, 
ёки руй бермаслиги мумкин булсин. А  ходисанинг эхтимоли 
Хар бир синашда бир хил, чунончи р га тенг деб хисоблай- 
миз. Демак, хар бир синашда А  ходисанинг руй бермаслик 
эхтимоли хам узгармас ва q =  1 — р га тенг.

п  та синашда А  ходисанинг роса k  марта руй бериши, ва 
демак, п  — k  марта руй бермаслик эхтимолини хис°блашни 
уз олдимизга мацсад цилиб цуяйлик.

Шуни айтиб утиш мухимки, А  ходисанинг k  марта ани^ 
бир кетма-кетликда руй бериши талаб килинмайди. Масалан,



/

Я кин 6 сутканинг 4 суткаси давомида электр энергия сар- 
фининг нормадан ортиб кетмаслик эхтимолини топинг.

Е ч и л и ш и .  6 сутканинг хар бирида электр энергиянинг 
нормада сарфланиш эхтимоли узгармас ва р =  0,75 га тенг. 
Демак, хар бир суткада электр энергиянинг нормадан ор- 
ти^ сарфланиш эхтимоли хам узгармас ва q => 1 — р =  1— 
—0,75 =  0,25 га тенг.

Изланаётган эхтимол Бернулли формуласига кура ^уйи- 
дагига тенг:

Ре( 4) =  C Ip V  =  q p v  =  й -  (0 ,7 5 )4. (0,25)2 =  0,30.

2- §. Лапласнинг локал теоремаси

Юцорида биз п та синашда ходисанинг роса k  марта руй 
бериш эхтимолини хисоблашга имкон берадиган Бернулли 
формуласини келтириб чицардик. Форму лани келтириб чи- 
царишда ходисанинг хар бир синашда руй бериш эхтимоли 
узгармас деб фяраз ^илдик.

Осонгина куриш мумкинки, Бернулли формуласини пнинг 
катта ^ийматларида ^уллаш ^ийин, чунки формула катта 
сонлар устида амаллар бажаришни талаб цилади. Масалан, 
п =  50, k  =  30, р — 0,1 булса, у холда Р60(30) эхтимол-

401
ни хисоблаш учун Р 5О(30) =  3Q[ 2Q-, (0,1 )30 • (0,9)20 ифодани хи-
соблашга тугри келади, бу ерда 50! =  30414093-1067, 30! =  
=  26525 286-1025, 20! =  24 329 020-1011. Тугри, факториаллар 
логарифмлари махсус жадвалларидан фойдаланиб, бу хисоб- 
ларни бир оз соддалаштириш мумкин. Аммо бу йул хам узун- 
дан узо^ хисоблашларни талаб цилади, ундан ташкари, у жид- 
дий камчиликка эга: жадваллар логарифмларнинг такрибий 
^ийматларидан тузилган, шунинг учун хисоблашларда хато- 
лар йигилиб боради; пировардида хисобланган натижа ха^и- 
ций натижадан анча фарц цилиши мумкин.

Бундай савол тугилиши табиий: бизни цизицтираётган 
эхтимолни Бернулли формуласини цулламасдан хисоблаш хам 
мумкинми? Да, мумкин экан. Лапласнинг локал теоремаси 
синашлар сони етарлича катта булганда ходисанинг п татаж- 
рибэда роса k  марта руй бериш эхтимолини такрибий хисоб
лаш учун асимптотик* формула беради.

Агар lim —т-т =  1 булса, <р(де) функция f(x) фунциянинг асимпто-
гг ■*♦*30 Ф\*/

тик яцинлаишши дейилади.



/

х  нинг масала маълумотлари орк,али аникланадигэй^ ций- 
матини ^исоблаймиз; /

__k — пп _ 80 — 400-0,2  __ «
V  npq 8 j

Жадвалдан (1-илова) ф (0 )=  0,3989 эканлигини/ топамиз. 
Изланаётган э^тимол:

Р400 (80) =  - j -  ■ 0,3989 =  0,04986.

Бернулли формуласи ^ам тахминан шу катижага олиб 
келади (^исоблашлар узундаы-узоц булгани учун келтирил- 
мади):

Р*оо(80) =  0,0498.

2 -мисол. Мерганнинг у и; узишда нишонга теккизиш э^- 
тимоли р =  0,75. Мерган 10 та щ  узганда 8 та уцни ни
шонга теккизиш э^тимолини топинг

F. ч и л иши.  Шартга кура п =  10; 6 =  8 ; р =  0,75; <7=  
=  0,25. Лапласнинг асимптотик формуласидан фойдаланамиз:

Р 10 (8)— r J  - • • ф(х) =  0,7301 • ф (х).
10 w  /1 0 - 0 ,7 5 -0 ,2 5  w  Y w

х  нинг масала маълумотлари буйича аницланадиган ций- 
матини ^исоблаймиз:

_  k пр 8 — 10-0,75 _ , П ос  
Упрц ~  10 0,75 0 .25

Жадвалдан (1-илова) ф(0,36) =  0,3739 ни топамиз. 
Изланаётган э^тимол:

р 10(8) =  0.7301 • 0,3739 =  0,273.
Бернулли формуласи бош^а натижага, чунончи Р 10(8) ==> 

=  0,282 га олиб келади. Жавобларнинг бунчалик каттафарц 
цилиши бу мисолда п  кичик кийматга эгалиги билан тушун- 
тирилади (Лаплас формуласи п нинг катта кийматларидагина 
яхши яцинлашиш беради).

3-§. Лапласнинг интеграл теоремаси

Яна фараз циланлик, п тажриба утказилаётган булиб, улар
нинг j âp бирида А хрдисанинг руй бериш э^тимоли узгар- 
мас ва р га ( 0 < р < 1 )  тенг булсин. п та тажрибада А Мо
диса нинг камида та за купи билан k2 марта руй бериш



“ J л ”  V ^ r  ва * =  ут & г'
Лапласнинг интеграл теоремасини цуллзшга дойр ми- 

соллар келтирамиз.
Мисол. Детални техникавин контроль булими (ОТК) 

текширмаган булиш эхтимоли р =  0,2. Тасодифан олинган 
400 та деталдан 70 тадан 100 тагачасини ОТК текширма
ган булиш эхтимолини топинг.

Е ч и л и ш и .  Шартга кура р =  0,2; q=  0,8; п =  400; 
k 1=  70; кг =  100.

Лапласнинг интеграл теоремасидан фойдаланамиз:

Рш  ( 7 0 , 1 0 0 ) « Ф ( х " ) - Ф ( ^ ) .

Интеграллашнинг юцори ва ^уйи чегараларини ^исоблай- 
миз:

_  кх — пр 70 -  400-0,2 ч ос
У  npq / 4 0 0 . 0 , 2 - 0 , 8  — ’ ’

и —пР __ 100-400-0 ,2  _  9 г;
Х =  У~прсГ ~  / 4 0 0 - 0 , 2 - 0 , Г "  ~  ’

Шундай цилиб, ь,уйидагини ^осил киламиз:
Р 4оо(70,100) =  Ф(2 5) — Ф (— 1,25) =  Ф (2,5)+ Ф(1,25).

Жадвалдан (2-илова) куйидагини топамиз:

Ф(2,5) =  0,4938; Ф(1,25) =  0,3944.

Изланаётган эхтимол:

Р4оо(70,100) =  0.. 4938 +  0,3944 =  0,8882.

Э с л а т  ма.  Х,ар бирида А ходисанинг руй бериш эхтимоли узгар
мас ва р га тенг булган п та эркли синашда А ходисанинг руй бе
риш сонини т оркали белгилаймиз. Лгар т сон кх дан кг гача узгар- 

т — пр k1 — np k, — пр
са, у ^олда , , ------ каср ...........= х  дан - , -------- —х" гача узга-

V npq У npq У  npq
ради. Демак, Лапласнинг интеграл теоремасини цуйидагича ёзиш ^ам 
мумкин:

г*

р[ х’ <  ' /----- '  1- " 7 = \  е 2 йг.

К,уйида шу куринишда ёзишдан фойдаланамиз.



Нихрят, цавс ичидаги тенгсизликларни уларга тенг кучли 
булган дастлабки тенгсизлик билан алмаштириб, узил-ке- 
сил цуйидагини хосил к;иламиз:

тенгсизликнинг руй бериш эхтимоли тацрибан Лаплас

тига тенг.
1-мисол. Деталнинг ностандарт булиш эхтимоли р  =  

=  0,1. Тасодифан олинган 400 та деталь ичида ностандарт 
деталлар булиши нисбий частотасининг р — 0,1 э^тимол- 
дан четланиши абсолют ^иймати буйича 0,03 дан катта 
булмаслик эхтимолини топинг.

Е ч и л и ш и .  Шартга кура п =  400; р =  0,1; <7=0,9;  
г  =  0,03.

муносабатни хосил циламиз.
Жадвалдан (2-илова) Ф(2) =  0,4772 эканлигини топамиз- 

Демак, 2Ф(2) =  0,9544.
Шундай 1\илиб, изланаётган эхтимол такрибан 0,9544 га 

тенг. Хрсил цилинган натижанинг маъноси куйидагича: агар 
етарли даражлда куп марта текшириш утказилиб,хар 
бир текширишда 400 тадан деталь олинса, у холда бу тек- 
ширишларнинг тахминан 95,44% ида нисбий частотанинг 
узгармас р =  0,1 эхтимолдан четланиши абсолют ^иймати 
буйича 0,03 дан катта булмайди.

2-мисол. Деталнинг ностандарт булиш эхтимоли р =  
=  0,1. 0,9544 эхтимол билан (олинган деталлар ичида) но
стандарт деталлар чициши нисбий частотасининг узгармас р 
эхтимолдан четланиши абсолют ^иймати буйича 0,03 дан 
катта эмас дея олиш учун канча деталь олиниши керак?

Шундай ^илиб,
т
т — р < е

функциясининг х  =  е даги иккиланган 2Ф(х) ^ийма-

400-  — 0,1 < 0 ,0 3 j эхтимолни топиш талаб цилинади. 

р {^-~— Р <  e'j г^ 2Ф^ 8 " J /^ -~ j  формуладан фойдала
ниб,

Р  ( | Ш ~  ° - 1 1 <  ° ’03) ~  2 ф  ((0’ 03  / о Т м )  =  2Ф <2>



2 . Агар хар бир синашда А ходисанинг руй бериш эхтимоли 0,3 га 
тенг булса, бешта эркли синашда ходисанинг камида икки марта руй 
бериш эхтимолини топинг.

Жавоби. Р  =  1 — [Ps(0) +  Р 5(1)] =  0,472.

3. В ходпса А ходиса камида икки марта руй берган ^олда руй 
беради. Дар бирида А ходисанинг руй бериш эхтимоли 0 ,4  га тенг 
булган 6 та эркли синаш утказилган булса, В ходисанинг руй бериш 
эхтимолини топинг.

Жавоби. Р  =  1— [Ре(0) +  Рв(1)] =  0,767.

4. Дар бирида А ходисанинг руй бериш эхтимоли 0,1 га тенг бул
ган 8 та эркли синаш утказилган. А ходисанинг камида икки марта руй 
бериш эхтимолини топинг.

Жавоби. Р  =  1 — [Р*(0) +  Рв(1 )]= 0 ,1 9 .

5. Танга 6 марта ташланган. Гербли томон а) купи билан бир мар
та тушиш, б) камида икки марта тушиш эхтимолини топинг.

Жавоби а) Р  =  Pe(0) +  Pe( 1) =  Ь
04

6 ) P = l - [ P e( 0 ) + P , ( l ) ] = g .

6. Тупдан битта у к; узишда нишонга тегиш эхтимоли р =  0,9. Ни
шонга k ( k >  1) та уц текканда унинг яксон булиш эхтимоли 1 — qk га 
тенг. Агар иккита уц узилган булса, нишоннинг яксон булиш эхтимо
лини топинг.

Жавоби. 0,9639.

КОрсатма. Бернулли формуласи ва тула эхтимол формуласидан фой- 
даланинг.

7. Агар синашнинг хар бирида ходисанинг руй бериш эхтимоли
0 ,2  га тенг булса, 400 та синашда шу ходисанинг роса 104 марта руй 
бериш эхтимолини та^рибан топинг.

Жавоби. Рт  (104) =  0,0006.

8 . Мерганнинг битта Ъц узишда нишонга теккизиш эхтимоли 0,75 га 
тенг, 100 та уц узилганда нишонга теккан уцлар сони а) 70 дан кам 
эмас ва 80 дан куп эмас, б) 70 дан куп эмас б^лиш эхтимолини то
пинг.

Жавоби. а) Рш  (70,80) =  2Ф(1,15) =  0,7498;

б) Р100(0,70) =  — Ф (1 ,15) +  0 ,5  =0,1251.

9. 10000 та эркли синашнинг хаР бирида ходисанинг руй бериш 
эхтимоли р  =  0 ,75. Додиса руй бериши нисбий частотасининг ходиса



И к к и н ч и  к и е м  

ТАСОДИФИЙ МИКДОРЛАР

О л т и н ч и  б о б

ТАСОДИФИЙ МИК,ДОРЛАРНИНГ ТУРЛАРИ.
ДИСКРЕТ ТАСОДИФИЙ МИКДОРНИНГ БЕРИЛИШИ

1-§. Тасодифий мивдор

Китобнинг биринчи цисмидаёк у ёки бу с о н  чи^иши- 
дан иборат булган ходисалар келтирилди. Масалан, уйин 
со^цасини ташлаганда 1, 2, 3, 4, 5 ва 6 сонлар чи^иши 
мумкин эди. Чикдан очколар сонини аввалдан айтиб б^л- 
майди, чунки у тула-тукис инобатга олиб булмайдиган куп 
тасодифий сабабларга боглиедир. Шу маънода очколар со
ни тасодифий микдордир; 1, 2, 3. 4, 5 ва 6 сонлар буми^- 
дорнинг мумкин булган \ийматларидир.

Тасодифий микдор деб, аввалдан номаълум булган ва 
олдиндан инобатга олиб булмайдиган тасодифий сабаблар
га боглиц булган хамда синаш натижасида битта мумкин 
булган циймат ^абул ^илувчи мицдорга айтилади.

1- мисол. 100 та чацалоц ичида угил болалар сони 0 , 1, 
2 , . . . ,  100 цийматларни цабул килиши мумкин булган та
содифий миадордир.

2- мисол. Тупдан отилган снаряднинг учиб утган масофа- 
си тасодифий миадордир. ^ацицатан х ам> масофа фа^ат 
нишонга олувчи асбобнинг урнатилишигагина боглик, бул- 
май, балки аввалдан тула-тукис хисобга олиб булмайдиган 
бир ^анча бошца сабабларга (шамолнинг кучи вайуналиши, 
Харорат ва бошкаларга) хам богли^. Бу микдорнинг мумкин 
булган кийматлари бирор (а, Ь) оралик,ка тегишлидир.

Биз бундан кейин тасодифий микдорларни X, Y , 7. бош 
Харфлар билан, уларнинг мумкин булган кийматларини те
гишли х, у, z кичик харфлар билан белгилаймиз. Масалан, 
X  тасодифий миццор учта киймат олиши мумкин булса, 
улар бундай белгиланади: къ хг, х3.

2-§. Дискрет ва узлуксиз тасодифий микдорлар
Юкорида келтирилган мисолларга кайтайлик. Улардан 

биринчисида X  тасодифий микдор ^уйидаги мумкин булган 
кийматлардан бирини цабул и,илиши мумкин эди: 0 , 1, 2,



Дискрет тасодифий микдорнинг таксимот конунининг жад- 
вал оркали берилишида жадвалнинг биринчи сатри мумкин 
булган кийматлардан иккинчи сатри эса уларнинг э^ти- 
молларидан тузилади:

X  х1 х2 . . .  хп 
Р h  f t  ••• Ра

Битта синашда тасодифий миедор мумкин булган кий- 
матлардан биттасиии ва фак,ат биттасини кабул к,илишини 
назарда тутиб, X  — х {, X  =  х2, . . . .  X  =  хп цодисалар тула 
группа ташкил килади, деган хулосага келамиз; демак, бу 
Ходисаларнинг э^тимоллари hhf индиси, яъни жадвалнинг 
иккинчи сатридаги э^тимоллар йириндиси бирга тенг:

Pi +  Рг ■+■ • • +  Рп — 1.
Мисол. Пул лотереясида 100 та билет чицарилган. Бит

та 50 сумлик ютук ва унта 1 сумлик юту^ уйналмокда. 
X  тасодифий микдор— битта лотереяси бор киши юту^лари 
тацсимот к,онунини топинг.

Е ч и л и ш и .  X  нинг мумкин булган цийматларини ёзамиз:

х г — 50, х2 — 1, х3 — 0.
Бу мумкин булган ^ийматларнинг э^тимолл ари цуйида- 

гича:

рг =  0,01, р2 =  0,1, р3 =  1 — (/?! +  /?2) =  0,89.
Изланаётган так,симот конунини ёзамиз:

X  50 10 0 
р 0,01 0,1 0,89

Текшириш. 0 , 0 1 + 0 , 1 + 0 , 8 9  =  1.
Равшанлик максадида дискрет тасодифий миедорнинг 

таксимот конунини график усулда тасвирлаш хам мум- 
кчн, бунинг учун тугри бурчакли координата системасида 
(х/, р )  му^талар ясалади, кейин уларни турри чизиц кес- 
малари билан туташтирилади Х,осил цилинган шакл тац- 
симот кдпбурчаги дейилади.

4- §. Бииомиал таксимот

Фараз килайлик, п та эркли синаш утказилаётган бу 
либ, уларнинг ^ар бирида А  ходиса руй бериши ёки руй 
бермаслиги мумкин булсин. З а̂р бир синашда ходисанинг 
руй бериши узгармас ва р га тенг (демак, ходисанинг руй



Е ч и л и ш и. Тангани jqap ташлашда гербли томон ту
шиш эхтимоли P = - j '  Демак, гербли томон тушмаслик

эхтимоли q =: 1 ----- j =  -i-.

Тангани икки марта ташлаганимизда гербли томони ё 
2 марта, ёки бир марта тушиши мумкин, ёки гербли томон 
мутлацо тушмаслиги мумкин. Шундай цилиб, X  нинг .мум
кин булган цийматлари цуйидагича:

=  2, а2 =  1. дс3=  0 .

Бу мумкин булган цийматларнинг э^тимолларнни Бер
нулли формуласидан фойдаланиб топамиз:

р ,(2 )  =  с£ р » =  (у )*  =  0,25;

Рг(1)=С^9 = 24 - т =0’5>
/>*<0) *  =  (4)2 =  0-25

Изланаётган та^симот ^онунини ёзамиз:
X  2 1 0  
р 0,25 0,5 0,25

Текшириш: 0.25 ■+• 0,5 +  0.5 =  1.

5- §. Пуассон тацсимоти

)^ар бирида А ходисанинг руй бериш эхтимоли р  га тенг 
булган п  та эркли синаш утказилаётган булсин. Бу синаш- 
ларда ходисанинг k  марта бериш эхтимолини топиш учун 
Бернулли формуласидан фойдаланилади. Агар п к а п а  бул
са, Лапласнинг асимптотик формуласидан фойдаланилади. 
Аммо ходисанинг эхтимоли кичик ( р < 0 ,1) булса, бу фор
мула ярок;ли эмас. Бундай х°лларда (п катта, р  кичик) 
Пуассоннинг асимптотик формуласига мурожаат килинади.

Шундай цилиб, хар бирида ходисанинг руй бериш эхти
моли ж уда кичик булган жуда куп синашлар утказилганда 
Ходисанинг роса k  марта руй бериш эхтимолини топиш ма- 
саласини ^уяйлик.

Мухим шарт ^уяйлик: пр купайтма узгармас кийматини 
са^лаб цолади, чунончи пр <= к. Кейинчалик курсатилишича 
(VII боб, 5- §), бу синашларнинг хар хил сериясида, яъни п



Изланаётган эхтимол Пуассон таксимотига кура т а л и 
ба н ^уйидагига тенг:

Р,от  (3) =  -----5 Г  =  "6Г “  0 ' 0 6 -

6-§. Ходисаларнинг энг содда о^ими

Ва^тнинг тасодифий моментларида руй берувчи ходиса- 
ларни ^арачмиз.

Ходисалар о^ими деб, ва^тнинг тасодифий моментлари
да руй берувчи ходисалар кетма-кетлигига айтилади. О^имга 
мисол сифатида куйидагиларни олиш мумкин: АТС га, тез 
ёрдам пунктига чацири^ларнинг келиши, аэропортга самолёт- 
ларнинг цуниши, маиший хизмат курсатиш корхоналарига 
клиентларнинг келиши, элементларнинг ишданчициш кетма- 
кетликлари ва бошцалар.

Оцимларга мансуб булган хусусиятлар ичида стационар- 
лик, сунг-таъсирнинг йуклиги ва ординарлик хоссаларини 
ажратамиз.

Стационарлик хоссаси исталган вацт оралигида k  та 
Ходиса руй бериш эхтимоли k  га ва вацт оралирининг узун- 
лиги t  га борли^ булиб, унинг саноь; бошига борлиц бул- 
маслиги билан характерланади. Бунда турли ва^т оралиц- 
лари кесишмайди деб фараз цилинади. Масалан, k  та ходи
санинг давомийлиги 1 =  6  вэ^т бирлигига тенг булган (1; 7), 
(10; 16), (Т +  6) ва^т оралицларида руй бериш эхтимол
лари узаро тенгдир.

Шундай цилиб, а г а р  о ц и м  С т а ц и о н а р л и к  хос-  
с а с и г а  э г а  б у л с а ,  у х 0Л Д а д а в о м и й л и г и  t га  
т е н г  б у л г а н  в а  к т о р а л и г и д а  k  т а  х о д и с а н и н г  
р у н  б е р и ш  э х т и м о л и  k  в а  / н и н г  ф у н к ц и я с и  
б у л а д и .

«Сунг таъсирнинг йщ лигт  хоссаси исталган вак,т ора- 
лигида k  та ходисанинг руй бериш эхтимоли курилаётган 
оралик бошланишидан аввалги ва^т моментларида ходиса
лар руй берганлиги ёки руй бермаганлигига боглиц эмас- 
лиги билан характерланади. Бош^ача цилиб айтганда, ис
талган ва1̂ т оралигида k  та ходиса руй беришининг кури
лаётган орали^нинг бошланишидан аввал нима булганлиги 
туррисида исталган тахминда (нечта х °Д иСа РУ1! дер
ган) улар к^андай кетма-кетликха руй берган) хисоб
ланган шартли эхтимоли шартсиз эхтимолига тенг. Шун
дай килиб, о^имнинг аввалги тарихи (ахволи) х0Диса-



риш эхтимоли k  ва t нинг функцияси булади, бу эса ста- 
ционарлик хоссасини характерлайди.

Формулада каралаётган вгцт оралиричинг бошланишидан 
аввалги информациядан фойдаланилмайди, бу эса сунгтаъ- 
сирнинг йуцлиги хоссасини характерлайди.

Формула ординарлик хоссасини акслантиришига ишонч 
з^осил цилайлик. k  =  0 ва k =  1 деб, мос равишда ^одиса- 
ларнинг руй бермаслик ва битта ходисанинг руй бериш 
э^тимолларини топамиз:

Р, (0) =  е~и , Pt (1) =  Я/d—
Демак, биттадан куп ^одисаларнинг руй бериш э,\ги- 

моли ^уйидагича булади:
Р, (k >  1) =  1 -  IP, (0) +  Pt (1)] =  1 -  [«-»  +  Ue->‘\. 

К,уйидаги
=  1 +  —  ...

ёйилмадан фойдаланиб, элементар алмаштиришлардан сунг 
цуйидагини х;осил циламиз:

p t (k  >  1) =  щ  + . . . .

Р , (1) ва Pt (k >  1) ни солиштириб курсак, t  нинг ки
чик ^ийматларида биттадан куп ходисаларнинг руй бериш 
эхтимоли битта ходисанинг руй бериш э^тимолидан ^исоб- 
га олмаса х,ам буладиган даражада кичик, деган хулосага 
келамиз, бу эса ординарлик хоссасини характерлайди.

Шундай ^илиб, Пуассон формуласини энг оддий о^им- 
нинг математик модели деб ^исоблаш мумкин.

Мисол. Бир минут да АТС га уртача иккита чацириц ке
лади. 5 минут ичида а) 2 та чацирик; келиш; б) иккитадан 
кам чак,ирик, келиш. с) камида иккита чацири^ келиш э\- 
тимолларини топинг. Чацирицлар о^имини энг оддий деб 
Хисобланади.

Е ч и л и ш и Шартга кура X =  2, t =  5, k  =  2. Пуассон 
формуласидан фойдаланамиз:

Р, (k) =

а) изланаётган э^тимол, яъни 5 минут ичида 2 тачаци- 
рик келиш эхтимоли:

Р 5 (2) =  1Qa2[—  =  100,0’g0e0045 ̂ 0 ,QOOQ25.



тенг. К,уйидаги иккита ходисадан ^айсиниси каттароц эхтимолга эга: 
бир минут давомида 3 абонент цунгиро^ ^илади; 4 абонент цунгироц 
цилади?

Жавоби. Р100 (3) =  0,18; Рш  (4) =  0,09.

7. Машинкада босилган 1000 бетли цул ёзма 1000 та хатога эга. 
Таваккалига олинган са^ифа: а) камида битта хатога, б) роса 2 та 
хатога, в) камида иккита хатога зга булиш эхтимолини топинг. Хато
лар сони Пуассон цонуни буйича таксимланган деб хисобланади.

Жавоби. а) Р =  1 — е~ 1 =  0,6321;
б) Р1Ш (2) =  0,18395;
в) Р  =  0,2642.

8 . АТС га бир минут давомида уртача бешта ча^ирих келади. 4 
минут давомида; а) 2 та чацириц, б) иккитадан кам чацириц, в) ками
да иккита чаь;ириц келиш эхтимолини топинг .

Курсатма: г-1 0  =  0,000045.

Жавоби■ а) 0,000025,
б) 0,000495;
в) 0,999505.

Е т т и н ч и  б о б

ДИСКРЕТ ТАСОДИФИЙ МИКДОРНИНГ 
МАТЕМАТИК КУТИЛИШИ

1-§. Дискрет тасодифий микдорнинг 
сонли характеристикалари

Ю^орида айтилганлардан, таксимот конуни тасодифий 
ми^дорни тулик, характерлашини биламиз. Лекин купинча 
таксимот конупи номаълум булиб, кам маълумотлар билан 
чекланишга турри келади. Баъзан >\атто тасодифий мицдор- 
ни йирма тасвирлайдиган сонлардан фойдаланиш ^улайро^ 
булади; бундай сонлар тасодифий мифорнинг сонли харак
теристикалари дейилади , Мухим сонли характеристикалар 
жумласига математик кутилиш тегишлидир.

Математик кутилиш такрибан тасодифий микдорнинг ур
тача кийматига тенг, бу кейинрон, курсатилади.

Куп масалаларни хал этишда математик кутшшшни би- 
лиш кифоя. Масалан, агар биринчи мерган урган очколар- 
нииг математик кутилиши иккинчи мерган урган очколар- 
нинг математик кутилишидан катталиги маълум булса, у



ва jr, =  О (А ходиса руй бермади) q — 1 — р эхтимол билан. 
Изланаётган математик кутилиш куйидагига тенг:

М(Х) =  1 -р +  О-q =  р.
Шундай ^илиб, б и т т а  с и н а ш д а  х ° Д и с а  Р^й бе 

р и ш с о н и н и н г  м а т е м а т и к  к у т и л и ш и  шу  Х ° Д И‘ 
с а н и н г  э х т и м о л и г а  тенг .  Бу натижадан куйида фой
даланилади.

3-§. Математик кутилишнинг э\гимолий маънсси

Фараз килайликки, п та синаш утказилган булиб, улар- 
да X тасодифий микдор т х марта х г и,инмат, т 2 марта х2 
киймат, .... тк марта хя киймат к,абул цилган, шу билан 
бирга mt - f  m.t mh — n булсин. У холда X  к,абул
цилган барча кийматлар йигиндиси цуйидагига тенг:

Xi т х +  х2пг2 +  ... х /п к
Тасодифий микдор кабул килган барча кийматларнинг 

арифметик уртача киймати X ни топайлик, бунинг учун то
пилган йириндини синашларнинг жами сонига буламиз:

у -  AfiW! +  xt n t  +  ... +  хктк

ёки

X ^ X r ^ + х ^  +  ... +  х ^ .  (*)

нисбат х х цийматнинг Wx нисбий частотаси, нис
бат х2 кийматнинг №’2 нисбий частотаси ва X- к - эканлигини 
инобатга олиб, (*) муносабатни цуйидагича ёзиб оламиз:

X  =  *гГ ,  +  x2W2 +  . . . +  xkWk. (**)
Сииашлар сони етарлича катта деб фараз килайлик. У 

холда нисбий частота такрибан ходисанинг руй бериш эх
тимолига тенг (бу IX боб, 6-§ да исботланади):

(**) муносабатда нисбий частоталарни мос эхтимоллар 
билан алмаштириб цуйидагини хосил ^иламиз:

X  — Xipi +  хф2 +  ... +  хкрк.

Бу та}фибий тенгликнинг унг томони М(Х) дир.



матларини С узгармасга кулайтмаларига тенг; СЛнинг мумкин булган 
кийматларининг эхтимоллари X  нинг мумкин булган тегишли к.иймат- 
ларининг эхтимолларига тенг. Масалан, мумкин булган х1 цийматнннг 
эдтимоли Рх га тенг булса, у ^олда СХ  микдорнинг Схл цийматни ка
бул цилиш эхтимоли ,\ам рх га тенг булади.

2-хосса. Узгармас купайтувчини математик кутилиш  
белгисидан ташцарига чикариш мумкин:

М(СХ) =  С-М(Х).
И с б о т и. X  тасодифий микдор ^уиидагича э^тимоллар- 

нинг таксимот цонуни билан берилган булсин:

X  х1 хг . . .  х„
Р  Pi  P i  ••• Рп-

1-эслатмани инобатга олиб, СХ  тасодифий микдорнинг 
таксимот к,онунини ёзамиз:

СХ Сх{ Сх2 . . .  Схп
Р  P i  P i  . . .  Р п -

СХ  тасодифий микдорнинг математик кутилиши:

М(СХ)  =  Сх1р1-{- Сх<±Р2~\~ • ■ • 4" Схпрп=

=  С(хгрг +  x 2Pi +  . . .  + х прп ) =  СМ(Х).

Шундай цилиб,
М (СХ) =  СМ(Х).

2- э с л а т  и а. Кейинги хоссага утишдан аввал цуйидаги тушунча- 
ни айтиб утайлик: иккита тасоцифий микдордан бирининг тацсимог 
цонуни иккинчисининг цандай ^иймат кабул цилганлигига боглик бул- 
маса, бу тасодифий мицдорлар эркли дейилади. Агар бир нечта тасо
дифий мицдорлардан ихтиёрий сондагисининг таксимот цонуилари цолган- 
ларининг кандай киймат кабул килганлигига боглиц булмаса, улар 
уэаро эркли тасодифий миьуюрлар дейилади.

3- э с л а т м а .  Эркли X ва У тасодифий мицдорларнинг купайтмаси 
деб, шундай X Y  тасодифий микдорга айтамизки, унинг мумкин булган 
кийматлари X  нинг мумкин булган цар бир кийматини К нинг мумкин 
булган >;ар бир кийматига купайтирилганига тенг; X Y  купайтманинг мум- 
кин булган кийматларининг э^тимоллари купайтувчиларнинг мумкин бул
ган кийматларининг э\гимоллари купайтмасига тенг. Масалан, мумкин 
булган х1 кийматнинг э.уимоли р1 га , мумкин булган уг цийматнинг s v  
тимоли g j га тенг булса, у ^олда мумкин булган хгуг цийматнинг э^- 
тимоли /jjgi га тенг булади.

3 -хосса. Иккита эркли X  ва Y  тасодифий мифорлар  
к$пайтмасининг математик кутилиши уларнинг матема
тик кутилишлари купайтмасига тенг:

M(XY)  = М(Х) M(Y).



Е ч и л и ш и .  Берилган микдорларнинг хаР бирининг ма
тематик кутилишини топамиз:

М (Х ) =  5-0,6 +  2-0,1 + 4 - 0 , 3  =  4,4;

M (Y)  =  7-0,8 +  9-0,2 =  7,4.

X  ва Y  тасодифий миьдорлар эркли булганлиги учун 
изланаётган математик кутилиш куйидагига тенг:

M(XY)  =  M{X)M{Y)  =  4,4-7,4 =  32,56.

4- 9 с л а т м а. X  ва Y тасодифий лищдорларнинг йириндиси деб 
шундай X  +  Y  тасодифий мицдорга айтиладики, унинг мумкин булган 
цийматлари X  нинг мумкин булган хар бир циймати билан Y  нинг 
мумкин булган х аР бир ^иймати йигиндиларнга тенг; X - j - Y  нинг мум
кин булган цийматларининг э^тимоллари эркли X  ва У мицдорлар 
учун цушилувчиларни эхтимоллари купайтмасига тенг; бс*\гшц тасоди
фий микдорлар учун бир кушилувчининг эхтимолини иккинчисининг 
шартли э^тимолига купайтмасига тенг.

К,уйидаги хосса эркли тасодифий мицдорлар учун ^ам, 
борлин, тасодифий микдорлар учун ^ам уринлидир.

4 - хосса. Иккита тасодифий микдор йигиндисининг ма
тематик кутилиши цуишлувчиларнинг математик кути- 
лишлар йигиндисига тенг:

М (Х  +  Y) =  М(Х) +  M(Y).

И с б о т и .  А" ва Y  тасодифий микдорлар цуйидаги тац- 
симот цонунлар ор^али берилган булсин*:

X  х, х} Y  th уч

Р Pi Рг g  g i  ё г

X  +  Y  нинг барча мумкин булган цийматларини тузамиз, 
бунинг учун X нинг мумкин булган ^ар бир ^ипматига Y  
нинг мумкин булган хаР бир кийматини цушамиз: х, +  у и 
Xt +  г/г. Хг +  i/i ва х 2 +  Уг ни Хосил Киламиз- Бу ^ийматлар- 
нинг э^тимолларини мос равишда р п , рп> р2, ва р.г2 
ор^али белгилаймиз.

X  +  Y  мицдорнинг математик кутилиши мумкин булган

* Мулохазаларни соддалаштириш мацсадида, биз факат иккитадан 
Хиймат кабул цилиши мумкин тасодифий микдорларни цараймиз. Уму
мий хол шунга ухшаш исботланади.



тимол билан ва 0 ни (нишонга тегмаган х,олда) qx =  1 — 
—р, = 0,6 эхтимол билан.

Биринчи ук узишда нишонга тегиш сонининг математик 
кутилиши нишонга тегиш э^тимолига, яъни A^Xj) =  0,4 га 
тенг (69- бет, 2- мисолга кзранг).

Иккинчи ва учинчи уц узишда нишонга тегиш сонининг 
математик кутилишларини шунга ухшаш топамиз:

М  (Х2) =  0,3, М  (X,) =  0,6.

Нишонга тегишнинг жами сони ^ам тасодифий микдор 
булиб, у учта уь, узишнинг ^ар бирида нишонга тегишлар 
йигиндисидан иборат:

X  — X , +  х 2 +  x s.

Изланаётган математик кутилишни йигиндининг мате
матик кутилиши ^щидаги теоремага асосан топамиз:

М  (X) =  М  (X, +  Х2 +  X ,)  =  М  (X,) +  М  (X.J +  М  (Х8) =  
=  0,4 4 - 0,3 +  0 ,6  =  1,3 (та нишонга тегиш).

2 - мисол. Иккита уйин соккаси ташланганда тушиши 
мумкин булган очколар й и р и н д и с и н и н г  математик кутили
шини топинг.

Е ч и л и ш и .  Биринчи со^када тушиши мумкин булган 
очколар сонини X оркали. иккинчисиникини Y  оркали бел
гилаймиз. Бу ми^дорларнинг мумкин булган ^ийматлари бир 
хил булиб, улар 1, 2, 3, 4, 5 ва 6 га тенг, шу билан бир
га бу кийматлардан ,^ар бирининг эхтимоли га тенг.

Биринчи со^када тушиши мумкин булган очколар сони
нинг математик кутилишини топамиз:

У И У 0 - 1 - 4 - +  4  +  з 4  +  4 . { + 5 . |  +

7
М  (У) =  ~2~ эканлиги ^ам равшан.

Изланаётган математик кутилиш:

М  (X 4-  У) =  М  (X ) 4- M ( Y )  =  \  +  - f  =  7-

/



Е ч и л и ш и .  )^ар бир yf̂  узишда нишонга тегиш ёки 
тегмаслик бошк;а отишлар натижасига борлик эмас, шунинг 
учун курилаётган ^одисалар эрклидир ва, демак, изланаёт
ган математик кутилиш:

М  (X ) =  п р =  10 • 0,6 =  6 (та нишонга тегиш).

М  а с а л а л а р

1. Дискрет тасодифий мицдорнинг
X  6 3 1 
р 0 ,2  0 ,3  0 ,5  

та^симот ^онунини билган ^олда унинг математик кутилишини топинг.
Жавоби. 2 ,6.

2. Нишонга царата 4 та уц узилди, уларнинг тегиш эхтимоллари 
P i~  0 ,6 ,  ра= 0 , 4 ,  р3= 0 , 5  в а р 4= 0 ,7 .  Нишонга тегиш жами сонининг 
математик кутилишини топинг.

Жавоби. 2,2 та нишонга тегиш.

3. Дискрет эркли тасодифий мивдорлар цуйидаги та^симот цонун- 
лари ор^али берилган:

X  1 2 У 0 ,5  1
р  0 ,2  0 ,8  р 0 ,3  0,7.

X Y  купайтманинг математик кутилишини икки усул билан: 1) X Y  нинг 
так,симот цонунини тузиб; 2) 3- хоссадан фойдаланиб топинг.

Жавоби. 1,53.

4. X  ва Y  дискрет тасодифий микдорлар 3- масаладаги та^симот 
^онунлари орцали берилган. X -\ -Y йигиндининг математик кутилиши
ни икки усулда: 1) X  +  Y  нинг так,симот цонунини тузиб; 2) 4-хоссадан 
фойдаланиб топинг.

Жавоби. 2,65.

5. Деталнинг ишончлилигини текшириш вацтида унинг бузилиш 
эхтимоли 0,2 га тенг. Агар 10 та деталь синалаётган булса, бузилган 
деталлар сонининг математик кутилишини топинг.

Жовоби. 2 та деталь

6. Иккита уйин со^цаси бир марта ташланганда чицядиган очко- 
лар купайтмасининг математик кутилишини топинг.

Жавоби. 1?,25 очко.

7. 20 та лотерея билети сотиб олинган. Битта билетга ютук чи- 
циш эхтимоли 0 ,3  га тенг булса, ютуц чицадшгн лотерея билетлар 
сонининг математик кутилишини топинг.

Жавоби. 6 та >илет.



2- §. Тасодифий ми^дорни узининг 
математик кутилишидан четланиши

Айтайлик, X — тасодифий микдор, М  (X) унинг матема
тик кутилиши булсин. Янги тасодифий микдор сифатида 
X  — М (X) айирмани ^араймиз.

Четланиш деб, тасодифий микдор билан укинг матема
тик кутилиши орасидаги раркка айтилади.

X нинг таксимот к;оиуни маълум булсин:
X  Ху Хд . . .  Хп
Р  Pi Рг . . .  Рп.

Четланишнинг таксимот ^онунини ёзамиз. Четланиш —
— М (X) к,иймат к^абул ^илиши учун тасодифий миедор х х 
циймат ^абул цилиши кифоя. Бу ходисанинг эхтимоли эса 
р х га тенг; демак, четланишнинг хам х х — М  (X) ^нймат к,а- 
бул к,илиш эхтимоли рх га тенг. Четланишнинг бошка мум
кин булган кийматлари учун хам юкоридагига ухшаш му- 
лохазалар уринли.

Шундай к,илиб, четланиш ь;уйидаги таксимот цонунига 
эга.

X — М( Х)  х х — М{Х)  хг — М  (X) . . .  хп — М  (X)
Р Pi Ра • • • Рп-

Четланишнинг кейинчалик ^улланадиган мухим хосса- 
сини келтирамиз.

Теорема. Четланишнинг математик кутилиши нолга 
тенг:

М [Х  — М{Х)\  =  0.
И с б о т  и. Математик кутилишининг хоссаларидан 

(айирманинг математик кутилиши математик кутилишлар 
айирмасига тенг, узгармас соннинг математик кутилиши 
уша узгармаснинг узига тенг) фойдаланиб ва М (X) узгар
мас эканлигини назарда тутиб, куйидагини хосил циламиз:

М [X — М  (X)] = М ( Х )  — М [М (X)] =  М  (X) — М (X) =  0.

3- §. Дискрет тасодифий микдорнинг дисперсияси.

Практикада купинча тасодифий микдорнинг мумкин бул
ган цийматларини унинг уртача к;иймати атрофида тар^оц- 
лигини бахолаш талаб цилинади. Масалан, артиллерияда 
отилган снарядлар уриб туширилиши лозим булган нишон 
атрофига ^анчалик якин тушишини билиш мухимдир.



Шундай цилиб, дисперсияни ^исоблаш учун четланиш 
квадратининг мумкин булган цийматларини уларнинг э^ти- 
молларига купайтмалари йигиндисини ^исоблаш кифоя.

Э с л а т м а .  Таърифдан дискрет тасодифий микдорнинг цисперсияси 
узгармас микдор эканлиги келиб чикади. Кейинчалик, у^увчи узлук
сиз тасодифий мицдорнинг дисперсияси хрм узгармас мицдор эканлиги- 
ни билиб олади.

Мисол. К,уйидаги таксимот ^онуни билан берилган X 
дискрет тасодифий микдорнинг дисперсиясини топинп

X  1 2 5 
р 0,3 0,5 0,2.

Е ч и л и ш и .  Математик кутилкшни топамиз:
М (X) =  1 • 0,3 +  2 • 0,5 +  5 • 0,2 =  2,3.

Четланиш квадратининг мумкин булган барча ^ийматла- 
рини топамиз:

[х, -  М  (X)]2 =  (1 — 2,3)2 =  1,69;
[х2 -  М  (X)]2 =  (2 -  2,3)2 =  0,09;
\х3 — М  (X)]2 =  (5 — 2,3)2 =  7,29.

Четланиш квадратининг таксимот цонунини ёзамиз:
[X — М ( Х ) ] 2 1,69 0,09 7,29 
р 0,3 0,5 0,2.

Таърифга кура дисперсия ^уйидагига тенг:
D (X) =  1,69-0 ,3  +  0,09-0,5 +  7,29-0-2 =  2,01.

Куриб турибмизки, дисперсияни таърифга асосланиб ^и- 
соблаш нисбатан узундан-узоц экан. Кейинги параграфда 
мак сад га анча тезрок* олиб келадиган формула курсатилади.

4- §. Дисперсияни ^исоблаш учун формула

Дисперсияни ^исоблашда куйид ги теоремадан фойдала- 
ниш купинча цулай булади.

Теорема. Дисперсия X  мицдор квадратининг матема
т ик кутилишидан X  нинг математик кутилиши квадра- 
тини айирилганига тенг:

D (X) =  М  (X2) — \М (X)]2.

И с б о т и .  М  (X) математик кутилиш ^згармас микдор, 
демак, 2М  (X) ва /И2 (X) ^ам узгармас мицдорлардир. Буни



нинг уша цийматларининг э\гимолларидан катта бУлиб, X  нинг «я^ин» 
цийматларининг э^тимоллари У нинг шу ^ийматларииинг э^тимоллари- 
дан кичик б^лса, у 5$олда равшанки X  нинг дисперсиясн У нинг дис- 
персиясидан катта булади.

Буни курсатувчи мисол келтирамиз.
2- мисол. К,уйидаги так,симот крнунлари орцали берилган 

тасодифий миедорларнинг дисперсияларини таедосланг:
X  — 1 1 2 3 У — 1 1 2 3
р 0,48 0,01 0,09 0,42 р  0,19 0,51 0,25 0,05
Е ч и л и ш и .  К,уйидагиларга осон ишонч хосил цилиш 

мумкин:
М (X) =  М  (К) =  0,97;

D ( X ) ~  3,69, 0 ( У) =*1 , 21 .

Шундай цилиб, X  ва У нинг мумкин булган кийматла- 
ри хамда математик кутилишлари бир хил, аммо дисперсия- 
лари х,ар хил, шу билан бирга D (X) >  D (У).

Бундай натижани хисобламасдан хам> тацсимот ^онун- 
ларининг узидан кура билиш мумкин эди.

5- §. Дисперсиянинг хоссалари

1 -хосса. С узгармас мщдорнинг дисперсияси нолга тенг:
D(C) = 0 .

И с б о т и .  Д и с п е р с и я  таърифига кура:
D (C )  =  M ( [ C - M ( C ) ] 2}.

Математик кутилишнинг биринчи хоссасидан (узгармас- 
нинг математик кутилиши унинг уз ига тенг) фойдаланиб 
цуйидагини хосил циламиз:

D (С) — М  [(С— С)*] =  М  (0) =  0.
Шундай килиб,

D(C) =  0.
Узгармас микдор хамма вацт бир хил киимат сацла- 

шини, ва демак таркркликка эга эмаслигини инобатга ол- 
сак, бу хосса ойдин булиб колади.

2 - хосса. Узгармас купайтувчини квадратга оишриб, 
дисперсия белгисидан ташцарига чицариш мумкин:

D (СХ) =  C?D (X).



Масалан, учта ^ушилувчн учун 
D (X +  Y  +  Z) =  D [X  +  (Y 4- Z)] =  D(X) + D ( Y  + Z )  =

=  D ( X )  +  D ( K )  +  D (Z ) .

Ихтиёрий сондаги к,ушилувчилар учун исбот математик 
индукция методи билан олиб борилади.

2- натижа. Узгармас мифор билан тасодифий мщдор 
. йитндисининг дисперсияси тасодифий микдорнинг диспер- 

сиясига тенг:
D(C +  X) =  D(X).

И с б о т  и. С ва X  ми^дорлар узаро эркли, шунинг учун 
учинчи хоссага асосан:

D(C +  X) =  D(C) +  D(X).

Биринчи хоссага асосан D(C) = 0 .  Демак,
D(C +  X)  =  D(X).

X  ва X  +  С микдорлар фа^ат санок; боши билан фар^ 
к,илиши, ва демак, улар узларининг математик кутилишлари 
атрофида бир хил таркрклигини эътиборга олсак, хосса ту- 
шунарли булади.

4 - хосса. Иккита эркли тасодифий микдор айирмаси- 
нинг дисперсияси уларнинг дисперсиялари йигиндисига тенг:

D (X  — Y) =  D(X)  +  D(Y).

И с б о т  и. Учинчи хоссага асосан:
D ( X  — Y) = D (X) +  D (—Y).

Иккинчи хоссага асосан:

D (X  — Y) =  D (X) +  ( - 1)2 D {Y)
ёки

D {X  —  Y) =  D{X)  + D ( Y ) .

6-§. Эркли синашларда ходисанинг руй бериш сонининг 
дисперсияси

Х,ар биридан А ходисанинг руй бериш эхтимоли бир хил 
булган п  та эркли синаш утказилаётган булсин. Бу синаш
ларда ходисанинг руй бериш сонилинг дисперсияси ^анчага 
тенг? Бу саволга к,уйидаги теорема жавоб беради.



параметрли биномиал тщсимотнинг дисперсияси про кдпайтнага 
тенг.

Мисол. Х,ар бирида ходисанинг руй бериш эхтимоли 0,6 
га тенг булган 10 та эркли синаш утказилмокда. X  тасо
дифий микдор — бу синашларда ходисанинг руй бериш сони 
дисперсиясини х^исобланг.

Е ч и л и ш и .  Шартга кура п =  10, р =  0,6. Ходисанинг 
руй бермаслик эхтимоли:

q =  1 _ 0 ,6  =  0,4.
Изланаётган дисперсия:

D(X)  =  npq =  10-0,6-0,4 =  2,4.

7-§. Уртача квадратик четланиш

Тасодифий микдорнинг мумкин булган кийматларини 
унинг уртача киймати атрофида таркоклигини бахолаш учун 
дисперсиядан ташк,ари яна баъзи-бир бошка характеристика- 
лар хам хизмат килади. Улар жумласига уртача квадратик 
четланиш киради.

X  тасодифий микдорнинг уртача квадратик четланиши 
деб, дисперсиядан олинган квадрат илдизга айтилади:

а(Х ) =  \ f D(X)-

Дисперсиянинг улчамлиги тасодифий микдор улчамлиги- 
нинг квадратига тенглигини курсатиш кийин эмас. Уртача 
квадратик четланиш дисперсиядан олинган квадрат илдизга 
тенг булгани учун ст(Х) нинг улчамлиги X  нинг улчамлиги 
билан бир хил булади. Шу сабабли таркоклик бахоси ул- 
чамлчги тасодифий микдор улчамлиги билан бир хил були- 
ши максадга мувофик булган холларда дисперсия эмас, 
балки уртача квадратик четланиш хисобланади. Масалан, 
X чизщли метрларда улчанса, у холда о (X) хам чизшуш 
метрларда улчанади, D(X)  эса квадрат метрларда улчанади.

Мисол. X тасодифий микдор куйидаги таксимот конуни 
оркали берилган.

X 2 3 10 

р 0,1 0,4 0,5.

о (X) уртача квадратик четланишни топинг.



9-§ . Бир хил таксимланган 
^заро эркли тасодифий ми^дорлар

Тасодифий микдорнинг таксимот конуни буйича унинг 
сонли характеристикаларини топиш мумкинлиги энди бизга 
маълум. Бундан, агар бир нечта тасодифий мицдорлар бир 
хил таксимот конунига эга булса, у холда уларнинг сонли 
характеристикалари бир хил булиши келиб чикали.

Бир хил таксимланган ва демак, бир хил характеристи- 
каларга (математик кутилиш, дисперсия ва бош^алар) эга 
булган узаро эркли п та Х и Х2, ..., Х п тасодифий мицдор- 
ларни царайлик. Шу мицдорларнинг арифметик уртача ций- 
матининг сонли характеристикаларини урганиш катта аха- 
миятга эга, биз бу параграфда шу масала билан шугул- 
ланамиз.

К,аралаётган тасодифий ми^орларнинг арифметик ^ий- 
матини X  ор^али белгилаймиз:

Х =  '^ 1 ^ пп

К,уйидаги уч холат X  арифметик уртача ^ийматпинг 
сонли характеристикалари билан хар бир алохида мицдор- 
нинг тегишли характеристикалари орасида алок,а урнатади.

/. Узаро эркли ва бир хил таксимланган тасодифий 
мшфорларнинг арифметик уртача щйматининг матема
тик кутилиши .\ар бир микдорнинг математик кутилиши 
а га тенг:

Щ Х) =  а

И с б о т и. Математик кутилиш хоссаларидан (узгармас 
купайтувчини математик кутилиш белгисидан таш^арига 
чикариш мумкин; йигиндининг математик кутилиши су
шилу вчиларнинг математик кутилишлари йигиндисига тенг) 
^уйидагинн хосил циламиз:

М (Х )=  м  (* |+  \ + - л Х п ) =

=  Щ Х г) +  At(Xt ) +  . . . +М(Х„)
П

Миадорлардан хар бирининг математик кутилиши а га 
тенглигини назарга олиб, куйидагини х°сил к,иламиз:

М ( Х ) = Ч ± = а .



сонлэрнинг арифметик уртача ^ийматини топиб, уни улча- 
наётган катталикнинг такрибий ь^иймати сифатида олина- 
ди. Улчашлар бир хил шароитда бажарилади деб, куйида- 
гиларни исботланг:

а) арифметик уртача киймат айрим улчашларга нис- 
батан ишончлирок натижа беради;

б) улчашлар сони ортиши билан бу натижанинг ишонч- 
лилиги ортади.

Е ч и л и ш и .  а) Маълумки, айрим улчашлар улчанаётган 
катталикнинг х,ар хил кийматини беради. Х,ар бирулчашнинг 
натижаси куп тасодифий сабабларга (хароратнинг узгариши, 
асбобнинг тебраниши ва шунга ухшашларга) боглик, булиб, 
бу сабабларни аввалдан тула-тукис хисобга олиб булмайди.

Шунинг учун, п та айрим улчаш натижасини Х^ Х г 
..., Х п (индекс улчаш номерини билдиради) тасодифий мик
дорлар сифатида каРйшга хаклимиз. Бу мицдорларнинг эх
тимоллари тацсимоти бир хил (улчашлар бир хил мето
дика буйича ва бир хил асбоблар билан утказилади), де
мак, улар бир хил сонли характеристикаларга эга; бундан 
ташцари, улар узаро эркли (хар бир айрим улчэшнинг на
тижаси колганларининг натижасига боглик эмас).

Бундай микдорларнинг арифметик уртача кийматининг 
таркоцлиги айрим микдорларнинг таркрклигидан кам були- 
ши бизга маълум Бошцача айтганда, улчашларнинг ариф
метик уртача киймати улчанаётган катталикнинг ха Ки¥™ 
цийматига айрим улчаш натижасига нисбатан якинрок; бу
лади. Бу эса бир неча улчашларнинг арифметик уртача кий- 
мати айрим улчашларга нисбатан ишончлирок натижа бе- 
ришини англатади.

б) Тасодифич микдорларнинг сони ортиши билан улар
нинг арифметик уртача ^ийматининг таркок,лиги камайиб 
бориши бизга маълум. Бу эса улчашлар сони ортиши би
лан уларнинг арифметик уртача циймати улчанаётган кат
таликнинг хакиций к™матидан борган сари камрок, фар к 
Килади, демакдир. Шундай килиб, улчашлар сонини ортти- 
риб, ишончлирок натижа олинади.

Масалан, айрим улчашнинг уртача квадратик четлани
ши о =  6 м булиб, жами п =  36 та улчашлар утказилган 
булса, у холда бу улчашларнинг арифметик уртача кийма- 
тининг уртача квадратик четланиши факат 1 л  га тенг. 
^акицатан,

о(Х) =  — 1. 
' Y n  у  зв



Жумладан
v , =  M ( X ) ,  

v2 =  Af(X2).
Бу моментлардан фойдаланиб, дисперсияни ^исоблаш 

D(X) =  М ( Х 2) — [М(Х)]2 формуласини цуйидагича ёзиш 
мумкин:

D  (X ) =  v 2 —  v 2, .  Г )

X тасодифий микдорнинг моментларидан ташцари X —
— М(Х) четланиш моментларини хам текшириш максадга 
мувофицдир.

X тасодифий микёорнинг k - тартибли марказий мо
мента деб, ( X — УИ(Х))* мивдорнинг математик кутилиши- 
га айтилади:

,гА =  М [(Х -М (Х ))*].
Жумладан,

I*, =  М [Х -М (Х )] =  0, (**)
Ца =  М\(Х — Л1(Х))2] =  D (X). (***)

Бошлангич ва марказий моментларни бо гловчи муносабат- 
ларни келтириб чи^ариш осон.

Масалан, (*) ва (***) ни солиштириб,
Из =  v a —  V2!

ни х°сил циламиз.
Марказий момент таърифи ва математик кутилиш хос- 

саларидан фойдаланиб, цуни даги формулаларни >̂ осил к,илиш 
осон:

M8 =  V8 — 3VJV2 +  2V8!,
ц4 =  V4 — 4VSV! +  6vav2! — 3v4!.

Юкорироц тартибли моментлар кам ишлатилади.
Эслатма. Бу ерда курилган моментлар назарий моментлар деб 

аталади. К узатиш  маълумотлари буйича ^исобланадиган моментлар на
зарий моментлардан фарцли улароц эмпирик моментлар деб аталади. 
Эмпирик моментлар таърифлари кейинроц берилади (XVII боб, 2-§).

М а с а л а л а р

1. И ккита эркли тасодифий микдорнинг дисперсиялари маълум: 
D( X )  =  4 , D ( Y )  =  3 . Бу мицдорлар йириндисининг дисперсиясини то
пинг.

Жавоби. 7.



11. Узаро эркли, бир хил та^симланган 9 та тасодифий мицдордан 
Хар бирининг дисперсияси 36 га тенг. Бу миедор арифметик уртача 
кийматининг дисперсиясини топинг.

12. Узаро эркли, бир хил тацсимланган 16 та тасодифий мицдор- 
дан хаР бирининг уртача квадратик четланиши 10 га тенг. Бу миедор- 
лар арифметик уртача ^ийматининг уртача квадратик четланишини 
топинг.

Жавоби. 2,5.

Т у ^ ^ и з и н ч и  б о б  

КАТТА СОНЛАР КОНУНИ

1- §. Дастлабки изо^лар

Маълумки, тасодифий микдор синаш якунида мумкин 
булган ^ийматлардан к;айси бирини кабул ^илишини аввал
дан ншонч билан айтиб булмайди, чунки у ^исобга олиб 
булмайдиган бир цанча тасодифий сабабларга боглик булиб, 
биз уларни хисобга ололмаймиз. Х,ар бир тасодифий мик
дор хакиДа ана шу маънода жуда нам маълумотга эга 
булганимиз учун етарлича катта сондаги тасодифий мик
дорлар йириндиси тугрисида хам бирор нарса айта олиши- 
миз цийиндек куринади. Аслида эса бу ундай эмас. Бирор 
нисбатан кенг шартлар остида етарлича катта сондаги та
содифий микдорлар й и р и н д и с и н и н г  тасодифийлик характери 
деярли йуколар ва у конуниятга айланиб колар экан.

Практика учун жуда куп тасодифий сабабларнинг бир- 
галикдаги таъсири тасодифга деярли боглик булмайдиган 
натижага олиб келадиган шартларни билиш жуда катта 
ахамиятга эга, чунки бу ходисаларнинг кандай ривожлани- 
шини кура билишга имкон беради. Бу шартлар умумий ном 
билан катта сонлар конуни деб юритиладиган теоремаларда 
курсатилади. Булар жумласига Чебишев ва Бернулли теоре- 
маларИ (бошка теоремалар хам бор, лекин улар бу ерда ка- 
ралмайди) мансуб, Чебишев теоремаси катта сонлар к0НУ' 
нининг энг умумийси, Бернулли теоремаси эса энг соддаси- 
дир. Бу теоремаларни исботлашда Чебишев тенгсизлигидан 
фойдаланамиз.

2- §. Чебишев тенгсизлиги

Чебишев тенгсизлиги дискрет ва узлуксуз тасодифий 
микдорлар учун уринли. Соддалаштириш максадида биз бу 
тенгсизликни дискрет микдорлар учун исботлаймиз.



жадвалида мумкин булган цийматлар шу тартибда белги- 
лаб чикилган дейиш мумкин). Шундай цилиб,

1 -  M(X) fpk+l +  [хк+г -  M(X)]%+t +
-f- ... +  [х„ — M(X)]V« •

\xi — М{Х)  | ^  6 (у =  h 1 1 к *4" 2 , . . . , ti) тенгсизликнинг 
иккала томони хам мусбат, шунинг учун уларни квадратга 
ошириб, тенг кучли \xj — М(Х)|2> е 2 тенгсизликни цосил 
киламиз. Бундан фойдаланиб ва долган йигиндидаги хаР 
бир |лг/ — М (Х )|2 купайтувчини ег билан алмаштириб (бун
дан тенгсизлик фа^ат кучайиши мумкин), к,уйидагини х°* 
сил ^иламиз:

D(X)  >  е* (рш  +  +  . . + р п ). (**)

К,ушиш теоремасига кура р4+j +  Рь+г +  ••• +  Рп эхти- 
моллар йигиндиси X тасодифий микдор ;с*-|-х, хк+г, • •• , хп 
Кийматларнинг, цайсиниси булса, бирини кабул килиш 
эхтимоли булиб, уларнинг хар бирида хам четланиш jx/ —
— М(Х)| >  е тенгсизликни цаноатлантиради. Бундан 
+  Р*+2 +■■■> +  Рп ЙИРИНДИ

Р ( | Х - М ( Х ) | > е )

эхтимолни ифодалаши келиб чицади. Бу му ло ха за (**) 
тенгсизликни бундай ёзишга имкон беради:

D  (X) >  еа • Р (|Х — М  (Х)1 е)
ёки

Р ( | Х - / И ( Х ) | > е ) < ^ - .  (***)

(***) ни (*) га к,уйиб, узил-кесил куйидагини хосил ки
ламиз:

Р ( | Х - М ( Х ) | < е) > 1 - ^ .

Мана шуни исботлаш талаб кдпинган эди.
Э с л а т  м а. Практика учун Чебишев тенгсизлигининг а^амияти 

чекланган, чунки куп ^олларда у ц^пол, баъзан эса тривиал (а^амия- 
ти булмаган) ба^о беради. Масалан, агар D (X ) >  г2, ва демак,
P i t y  > 1 б^лса, у ^олда 1 — 0; шундай ^илиб, бу холда Че- 

8 ei
бишев тенгсизлиги четланишнинг эхтимоли манфий эмаслигини билди- 
ради, бу эса шундоц хам равшан, чунки хар цандай эцтимол манфий 
булмаган сон билан ифодаланади.



X  тасодифий миедорга Чебишев тенгсизлигини к^ллай-
миз:

Х| +  +  — +  Хп Xf -|- ... -)- Хп—  М  ( —  )1< е )

£. I-̂ 1+ ^ j  +  ...+Хд \

> 1  _  А -------- 2,---------- /
е

ёки (*) муносабатни цулласак:
Х ,+ Х 2+  . . .+  Хп M(A:,) +  A f(X t ) + . . . +  М( Хп)

D
x t+  X 2-j-...-f- Х п '

<  е 1 — 

(**)

Дисперсиянинг хоссаларидан фойдаланиб (узгармас ку- 
пайтувчини квадратга ошириб дисперсия белгисидан таш- 
царига чик,ариш мумкин; эркли тасодифий ми>уюрлар йитн- 
дисининг дисперсияси кушилувчилар дисперсиялари йигин- 
дисига тенг), цуйидагини х°сил циламиз:

+  Xg -f- • — D(Xi)  - f  D(Xt)  4 "  • "-j~D(Xn)
D

Ш артга кура х?мма тасодифий миедорларнинг дисперсия
лари С узггрмас сон билан чегараланган, яъни

D(A'j) <  С; D(X2) <  С; . . . ;  D ( X n) <  С

тснгсизликлар уринли, шунинг учун 
Р ( Х , ) +  Р ( Х г) +  . . . +  р ( Х я) ^ С  +  СН------+  С пС _  С

Шундай цилиб,

(***) нинг унг томонини (**) цуйиб (бундан (**) тенг
сизлик фа цат кучайиши мумкин), цуйидагини %осил цила- 
миз:

г х .  +  х ,

М(Х1) +  М(Х,)+ •••+УИ(ХЯ) 
п <  в )>*-

с
гй?



4- §. Чебишев теорсмасинннг мо^ияти

Исботланган теореманинг мо^ияти бундай: айрим эркли 
тасодифий микдорлар уз математик кутилишларидан анча 
фарц ^иладиган к.ийматлар цабул килса-да етарлича катта 
сондаги тасодифий микдорларнинг арифметик уртача ципма- 
ти катта эхтимоллик билан тайин узгармас сонга, чунончи 
Л4(Х,) +  AflXgH t- Л4(ХЯ) сонга (ёки, хусусий х0ЛДа а сон"

га) яцин ^ийматларни катта эхтимол билан цабул килади. 
Бошкача суз билан айтганда, айрим тасодифий микдорлар 
анчагина сочилган булиши мумкин, лекин уларнинг арифме
тик уртача циймати кам тар^о^ булади.

Шундай килиб, хар бир тасодифий микдор мумкин бул
ган цийматлардан цайсинисини н^абул килишини аввалдан 
айтиб булмайди, аммо уларнинг арифметик уртача циймати 
цандай циймат цабул к,илишини олдиндан кура билиш мумкин.

Ш у н д а й  ^ и л и б, е т а р л и ч а  к а т т а  с о н д а г и  
э р к л и  т а с о д и ф и й  м и к д о р л а р н и н г  (дисперсиялари 
текис чегараланган) а р и ф м е т и к  у р т а ч а  ц и й м а т и  
т а с о д и ф и й л и к х а р а к т е р и н и й у ^ о т а д и .  Бу бун
дай изохланади: хар бир микдорнинг уз математик кутили- 
шидан четланиши мусбат хам, манфий хам булиши мум
кин, аммо арифметик уртача ^ийматда улар узаро йуцолиб 
кетади.

Чебишев теоремаси фацат дискрет тасодифий миидорлар 
учун эмас балки узлуксиз микдорлар учун хам уринли; у 
диалектик материализмнинг тасодифийлик ва зарурият ора
сидаги богланиш хацидаги таълимотини тасдикдовчи ёркин 
мисолдир.

5-§. Чебишев теоремасининг практика учун ахамияти

Чебишев теоремасининг амалий масалаларни хал этишда 
цулланишига дойр мисоллар келтирамиз.

Одатда бирор физикавий катталикни улчаш учун бир 
нечта улчашлар утказилади ва уларнинг арифметик уртача 
циймати изланаётган улчам сифатида цабул цилинади. 
Цандай шартларда бундай улчаш усулини тугри деб хи
соблаш мумкин? Бу саволга Чебишев теоремаси (унинг 
хусусий холи) жавоб беради.

Х ^и ^атан  хам, хар бир улчаш натижаларини X v Х 2,
Х„ тасодифий мицдорлар сифатида цараймиз. Бу тасодифий



б\лса хам, тутам етарлича куп сондаги юзлаб толалардан 
иборатдир.

Бош^а мисол сифатида доннинг сифатини ундан озги- 
насини татиб куришга асосланиб уни сифатини билишни 
олиш мумкин. Бу холда хам таваккалига олинган дон л ар 
сони хамма дон сонидан анча кичик булса- да, лекин уз- узи 
учун етарлича куп.

Мана шу келтирилган мисолларнинг узидан, Чебишев 
теоремаси практика учун бебахо ахамиятга эга деб хулоса 
чицариш мумкин.

6- §. Бернулли теоремаси

п та эркли синаш утказилаётган булиб, уларнинг хар би- 
рида А ходисанинг рун бериш эхтимоли р га тенг булсин. 
Ходиса руй беришининг нисбий частотаси тахминан к,андай 
булишини аввалдан кура бил иш мумкинми? Бу с а вол га 
Яков Бернулли томонидан исботланган теорема (1713 йнл- 
да нашр этилган) ижобий жавоб беради, бу теорема «катта 
сонлар цонуни» номи билан юритилади; у эхтимоллар на- 
зариясининг фан сифатида шаклланишига асос солди. 
Бернуллининг исботи мураккаб эди. Теореманинг содда ис- 
ботини П. J1. Чебишев 1846 йилда баён этган.

Бернулли теоремаси. Агар п та эркли синашнинг хар 
бирида А ходисанинг руй бериш эхтимоли р узгармас ва 
синашлар сони етарлича катта булса, у холда нисбий 
частотанинг р эхтимолдан четланиши абсолют щймат  
буйича исталганча кичик булиш эхтимоли бирга исталган- 
ча ЯЩ1Н булади.

Бошкача цилиб айтганда, агар е исталганча кичик мус- 
бат сон булса, у холда теорема шартлари бажарилганда 
цуйидаги тенглик уринли булади:

И с б о т и .  Х г оркали (дискрет тасодифий микдор) бирин
чи синашда, Х 2 оркали иккинчи синашда, . .  , Х п оркали 
п- синашда ходисанинг руй бериш сонини белгилаймиз.

Равшанки, бу микдорларнинг хар бири фа^ат иккита 
^иймат: 1 ни (А х°Диса РУЙ берди) р эхтимол билан, ва
О ни (ходиса руй бермади) 1 — р =  q эхтимол билан ^абул 
^илиши мумкин.



Бу тенгликни здесобга олиб, узил- кесил 

l i m p  ( И — р < е )== 1
л—*-«о \  п , 1

тенгликни хосил киламиз.
Э с л а т  м а  . Бернулли теоремасига асосланиб, синашлар сони ор- 

тиши билан нисбий частота албатта р э^тимолга ннтилади, деб хулоса 
чицариш нотурри булар эди; бош^ача ^илиб ай тганда, Бернулли теоре-
масидан П т — _  р  тенглик келиб чицмайди. Теоремада фа^ат таж-

П—*~оо п
рибалар сони етарлича катта булганда нисбий частотанинг ^ар бир си
нашда ^одиса руй беришининг узгармас э^тимолидан исталганча кам 
фарц 1\илиши эхтимоли тугрисида суз боради. 

т
Шундай ^илиб, — нисбий частотанинг р э^тимолга интилиши ма

тематик анализдаги маънода интилишдан фарн; ^илади. Бу фарцни 
таъкидлаш ма^садида «э^тимол буйича я^инлашиш» тушунчаси кирити- 
лади. Аницрори, курсагилган интилиш турлари орасидаги фарц ^уйида- 

т
гидан иборат: агар — нисбат п-ю о  да математик анализдаги инти
лиш маъносида р га интилса, у холда п =  N  учун ва ундан кейинги

т
барча п лар учун албатта п ~ Р <  е тенгсизлик бажарилади; агарда

т
— нисбат n-foo да р га э^тимол буйича интилса, у ^олла п нинг
айрим цийматларида тенгсизлик бажарилмай цолиши мумкин.

Шундай цилиб, Бернулли теоремасига кура п-*-оо да нисбий час
тота р га а х т и м °  л б у й и ч а  интилади. Бернулли теоремаси н;исцача 
цуйидагича ёзилади:

т эхт
п п-

Куриниб турибдики, Бернулли теоремаси синашлар сони етарлича 
куп булганда нисбий частота нима учун тургунлик хоссасига эга бу- 
лишини тушунтиради ва э^тимолнинг статистик таърифини ( 1-боб, 
5 — 6-§§) асослайди.

М а с а л а л а р

1. «Э^тимол буйича интилиш» тушунчасидан фойдаланиб, Чебишев 
теоремасини таьрифланг ва ёзинг.

2. Агар D(X) — 0,001 булса, | X — М(Х) | <  0,1 нинг эхтимолини 
Чебишев тенгсизлиги буйича бацоланг.

Жавоби. Р  >  0,9.

3. К,уйидагилар берилган: Р( \ X — М( X)  | <  ч)>  0,9; D(X) =  0,004. 
Чебишев тенгсизлигидан фойдаланиб, е ни топинг.

Жавоби. 0,2.



1-хосса. Интеграл функциянинг кийматлари [0,1] кес
мага тегишли'.

0 < f ( * ) < l .

И с б о т и . Бу хосса интеграл функцияни эхтимол сифа- 
тида таърифланишидан келиб чицади: эхтимол хамма вацт 
манфий булмаган ва бирдан катта булмаган сондир.

2- хосса. F(x) камаймийдиган функция, яъни агар х2 >  хх 
булса, у %олда F{x2) >- Fix^.

И с б о т и .  х2 > х х булсин. X  миадор х2 дан кичик кий
мат цабул килишидан иборат >;одисани цуйидаги иккита 
биргаликда булмаган ходисага ажратиш мумкин: 1) X  мик,- 
дор хг дан кичик кийматни Р(Х <  хг) эхтимол билан цабул 
цилади; 2) X  мицдор хх <  X  <  х2 тенгсизликни цаноатлан- 
тирувчи цийматни Р(ху ^  А' <. х2) эхтимол билан цабул ци- 
лади. К,ушиш теоремасига асосан:

Р(Х  <  Х2) =  Р(Х  <  Xj) +  Р( Yj <  X  <  х2).
Бундан

Р(X  <  х2) —  Р(Х  <  хх) =  Р(ху <  X  <  х2)
ёки

F(x2) — Fixj) =  P{xv <  X  <  х2). (*)

Х,ар цандай эхтимол манфий булмаган сон булгани учун 
F(x2) — F(xy) 0 ёки F(x.2) >  F(xx). Исботланиши лозим 
булган муносабатни ^осил ^илдик.

1-натижа. Тасодифий микдорнинг (а Ь) интервалда 
ётувчи циймагпни крбул цилиш э.\тимоли интеграл функ
циянинг uiy интервалдаги орттирмасига тенг:

P ( a ^ X < b )  =  F(b) -F(a) .  (**)

Бу мухим натижа (**) формулада х2 =  Ь ва x t =  а деб 
олинса, хосил булади.

Мисол X  тасодифий мнедор цуйидаги интеграл функ
ция билан берилган:

/■(*) =

х  <  — 1 да 0 ;

1 <  х  <  3 да j x  +  Ь  

х  >  3 да 1.



ган чегарадан чициб кетмаслик эхтимоли кизи^иш уйротади, 
аммо деталь улчамининг лойихадаги ^лчам билан устма- уст 
тушиш эхтимоли масаласи цуйилмайди.

Шуни айтиб утиш керакки, Р(Х  =  xt) эхтимолнинг нол
га тенглигидан X  =  x t х°Диса (агар эхтимолнинг классик 
таърифи билан чегараланиб ^олинган булмаса, албатта) руй 
бермайди деб уйлаш нотутри булади. Х,ак,иь;атан хам, синаш 
натижасида тасодифий микдор мумкин булган ^ийматлари- 
дан бирортасини албатта ^абул цилади; шулар ичида лгх 
Хам булиши мумкин.

3 - хосса. Агар тасодифий микдорнинг мумкин булган 
щ ймат лари (а, Ь) интервалга тегишли булса, у  холда

1) х  <  а да F(x) =  0;
2) х  >  b да F(x) =  1.

И с б о т и .  1) Xi <  а  булсин. У холда X <  х, ходиса 
мумкин булмаган ходиса (чунки шартга кура X  миадор х г 
дан кичик ^ийматларни ^абул цилмайди) ва демак, унинг 
эхтимоли нолга тенг.

2) хг >  b булсин. У холда X  <  хг муцаррар ходиса бу-* 
лади, (чунки X  нинг барча мумкин булган ^ийматлари хг 
дан кичик) ва демак, унинг эхтимоли бирга тенг.

Натижа. Агар узлуксиз тасодифий микдорнинг мумкин 
булган цшгматлари бутун х  щ д а  жойлашган булса, у  хол
да цуйидаги лимит муносабатлар Уринли;

lim F(x) =  0; lim F(x) = 1 .
*->•<» X—+40

3-§ . Интеграл функциянинг графигн

Исботланган хоссалар узлуксиз тасодифий миедор инте
грал функциясининг графиги цандай куринишда булишини 
тасвирлашга имкон беради.

График у  =  0, у  =  1 турри чизи^лар билан чегараланган 
полоса ичида жойлашган (биринчи хосса).

Тасодифий микдорнинг мумкин булган барча цийматла- 
ри жойлашган (а, Ь) интервалда х  нинг усиши билан гра
фик «тепага1 кутарилади» (иккинчи хосса).

х  <  а да графикнинг ординаталари нолга тенг; х~^-Ь да 
графикнинг ординаталари бирга тенг (учинчи хосса).

Узлуксиз тасодифий микдор интеграл функциясининг 
графиги 1-расмда тасвирланган.



F(x)

t-

2- раем.

M a c  а л а л а р

1.  X  тасодифий MHiyiop интеграл функция оркали берилган:

х  <  — 1 да О,
F  ( х )  =  { — 1 <  х  < 2 да -g- х  +  у , 

х  >  2 да I .

Синаш натижасида X  микдор (0, 1) интервалда ётган циймат к;а- 
бул к,илиш э^тимолини топинг.

Жавоби.

2. X  тасодифий микдор интеграл функция оркали берилган:

х  <  2 да 0:

F ( x )  —  { 2 <  а: <  4 да у  *  — I ;

х  >  4 да 1.

Синаш натижасича X  микдор (2; 3) интервалда ётган циймат î a- 
бул к,илиш э>гтимолини топинг:

Жавоби. -у .

3. X  дискрет тасодифий микдор ^уйидаги таксимот цонуни оркали 
берилган:

X  2 6  10 
Р  0 ,5  0 ,3  0 ,1 .

Интеграл функциянинг графигини ясанг.



/
Ньютон—Лейбниц формуласига асосан: I

ъ ь !» ,*
F (b) — F (а) =  J  F' (л) dx =  J  /  (л) dx.

а а
Шундай цилиб,

ь

Р{а  <  X  Kb)  =  j ” /  (х) dx.
а

Р(а  <  X  <  Ъ) — Р (а < Х  <  Ъ) булгани учун узил-кесил 
^уйидагини з^осил циламиз:

ъ

P ( a < X < b )  /(*)<&. (*)
а

Х>осил цилинган натижани геометрик ну^таи-назардан 
бундай Таллин ^илиш мумкин: узлуксиз тасодифий ми^дор- 
нинг (а, Ь) интервалга тегишли циймнт ^абул к;илиш э^ти- 
моли х  ук,, /  (лг) таксимот эгри чизиги ва х  =  а, х  =  b 
туфи чизицлар билан чегараланган эгри чизицли трапеция 
юзига тенг (3- раем).

Э с л а т м а .  Хусусий .^олда, / ( х) жуфт функция булиб, интер
валнинг чегаралари координаталар бошига нисбатан симметрии булса, 
у *олда

а

P ( - a < X < a )  = P ( \ x \ < a )  =  2 j f ( x ) d x .

Мисол. X  тасодифий микдорнинг дифференциал функ
цияси берилган:

( х  <  0 да 0 ;
/(* ) =  0 < * <  1 да 2х;

I х  >  1 да 0 .



Мисол. Берилган дифференциал функция буйича инте
грал функцияни топинг:

1х  <  а да 0; 
а <  х <  Ь да

х > Ь  да 0 .

Топилган функциянинг графигини ясанг.

Е ч и л и ш и. F(x) =  jj f (х) dx формуладзн фондаланамиз.
— оо

Агар х  <  а  булса, у ^олда /(*) = 0  ва демак, F (х) =  0.
Агар а < х < Ь  булса, у #>лда / (л-) =  — — ва, демак,

а  —  о

х  а х

F M -  J I{x)dx =
—во — оо а

Агар х  >  b булса, у >;олда

F (Я =. j O i ,  + +  jo < t .  =  ^  -  1.
— ое> а b

Шундай цилиб, изланаётган интеграл функцияни анали
тик куринишда цуйидагича ёзиш мумкин:

х < а
F (л) =  \а <  х <  6 

х > Ь

да 0;
х — а щда Ь — а '

да 1.

Fix)

-X»

4- раем.

Бу функциянинг графиги 4- раемда тасвирланган. 
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тенглик бажарилишиьи тадаб цилиш керак. Бундан

1а =
dx

J е х +  ^— оо

Аник;мас интегрални топайлик:

С dx С exdx . .
) е ~ х + е х ~  }~ Г + г™ ~  =  3  g

К,уйидаги хосмас интегрални ^исоблаймиз:

09 О С

Г lim f  * - * -  +  lim
J e x +  e* 6__c- o - ' e  ̂ 4

— oo b 0

=  l im (— arctge*) 4 - H m (arctg^) =  —.
b -+— OO c-*a0 2

Шундай ^илиб, изланаётган параметр:

1 2 
а =  я  = 1Г

5- §. Дифференциал функциянинг э^тимолий маъноси

Фараз килайлик, F (х) узлуксиз X  тасодифий микдорнинг 
интеграл функцияси булсин. Дифференциал функция таъ- 
рифига кура /  (х) =  F' (х), ёки боищача куринишда

дх-»о &х

Бизга маълумки, F(x +  Ax) — F(x) айирма X нинг 
{х, х +  Ах) ора.пик^а тегишли кийматни кабул кдлиш э^- 
тимолини аник,лайди. Шундай цилиб, узлуксиз тасодифий 
микдорнинг (х, х  4- Ах) оралщка тегишли киймат ^абул 
килиш э^тимолини шу оралщ узунлигига нисбатининг ли
мита (Ах -> 0 да) дифференциал функциянинг шу х нук,та- 
даги кийматига тенг экан.



6- §. Э\гимолларнинг текис таксимот ^онуни

Практика куядиган масалаларни з^ал этишда узлуксиз 
тасодифий мивдорларнинг турли таксимот цонунлари билан 
иш куришга тутри келади. Бу та^симотларнинг дифферен
циал функцияларини з^ам таксимот конунлари дейилади. 
Масалан, купинча, текис ва нормал тацсимотлар учраб ту- 
ради. Бу параграфда текис таксимот конунини цараймиз. 
Нормал таксимот цонунига навбатдаги боб багишланган.

Эз^тимолларнинг текис таксимоти деб, тасодифий мик- 
дорнинг мумкин булган барча кийматлари тегишли булган 
интервалда дифференциал функцияси узгармас булган тасо
дифий микдор тацсимотига айтилади.

Текис таксимланган узлуксиз тасодифий микдорга мисол 
келтирамиз.

Мисол. Улчаш асбоби бирор бирликда градуслаб чицил- 
ган. Х,исобни энг як,ин бутун булинмагача яхлитлаш ха то- 
сини, иккита к$шни булинма орасидаги ихтиёрий кийматни 
узгармас эхтимоли зичлиги билан кабул цилувчи X тасоди
фий микдор сифатида ^араш мумкин. Шундай килиб, X  
текис тацсимотга эга.

Текис таксимотнинг дифференциал функциясини топа
миз: бунда тасодифий миадорнинг барча мумкин булган 
Кийматлари (а, Ь) интервалда ва шу оралиада дифферен
циал функция узгармас деб з^исоблаймиз: f  (х) =  С.

Шартга к^ра X  (а, Ь) интервалдан таш^аридаги киймат- 
ларни цабул килмайди, шунинг учун х < а  ва х  >  Ь бул
ганда /  (х) =  0 булади.

Узгармаснинг кийматини топайлик. Тасодифий микдор- 
нинг мумкин булган кийматлари (а, Ь) интервалга тегишли 
булгани учун куйидаги тенглик бажарилиши керак.

Шундай килиб, текис таксимот конунининг дифферен
циал функциясини аналитик куринишда куйидагича ёзиш 
мумкин:

ъ ь

J  f { x ) d x  =  1 ёки J С ёк =  1.
а а

Бундан

а



3. X  тасодифий миедор интеграл функция оркали берилган:
( х < 0 да 0;

F  (дс) =<0 < х < 1 да дг,
I х > 1  да 1.

Дифференциал функцияни топинг. 
Жавоби.

f(x) =
х < 0 да 0;

О < х <  1 да 1, 
х >  1 да 0.

4. X  тасодифий микдор интеграл функцияси оркали берилган: 
х < 0 да 0; _

10<дс < я  да — (1 — cos jc);F(x) = t
х > п да 1. 

Дифференциал функцияни топинг.
Жавоби.

f(x ) =

х < 0 да 0;
О <  х < я  да-1- srn х\ 

х >  п да О-

Ун  и к к и н ч и  б о б  

НОРМАЛ TAKCHMOt

1- §. Узлуксиз тасодифий мивдорларнинг сонли 
характеристикалари

Дискрет микдорларнинг сонли характеристикалари таъ- 
рифларини узлуксиз микдорга ,\ам таркатамиз. Математик 
кутилишдан бошлаймиз.

X  узлуксиз тасодифий микдор f(x) дифференциал функ
ция оркали берилган булсин. Айтайлик, X  нинг мумкин 
булган барча кийматлари [а, b] кесмага тегишли булсин. 
Бу кесмани узунликлари kxv Ах2, .... булган п та 
кисмий кесмага буламиз ва уларнинг ^ар бирида ихтиёрий 
я, ( / = 1,2, ..., п) нукта танлаймиз. Узлуксиз тасодифий 
микдорнинг математик кутилишини дискрет ^олдагига ух- 
шаш аниклашни кузда тутиб, мумкин булган xt киймат- 
ларни уларнинг Ах, интервалга тушиш э^тимолларига 
(/ (л:) Длг/ купайтма X  нинг Дл: интервалга тушиш э т̂имо- 
лига такрибан тенг) купайтмалари йигиндиларини тузамиз:

• f (*<) &xi-



Узлуксиз тасодифий мшфорнинг уртача квадратик чет- 
ланиили дискрет микдор учун булгани кабн

тенглик билан аншушнади.
1- з с л а т  ма. Дискрет мищорларнинг математик кутилиши ва 

дисперсияси хоссалари узлуксиз микдорлар учун *ам са^ланишини 
исботлаш мумкин.

2 - эс л а т м а .  Дисперсияни ^исоблаш учун цулай булган ушбу 
формулаларни осон ^осил цилиш мумкин:

Мисол. Ушбу интеграл функция билан берилган X  та
содифий миадорнинг математик кутилиши ва дисперсия- 
сини топинг:

Ечилиш и .  Дифференциал функцияни топамиз:
I х < 0  да О, 

f(x) = F '(х) =  0 < дг< 1 да 1,
( л: > 1 да 0.

Математик кутилишни топамиз:

o(X ) = V D (X )

ь
D (X ) =  J  х2 / (х) dx — [М  (A )ia.

а
оО

D (X )=  § x 4 (x )d x - \ M (X )]2.

М (X ) =  j‘
О О

Дисперсияни топамиз:
I

D m
4 12о

2- §. Нормал та^симот
Нормал тацсимот деб



Янги г — -— - ^згарувчи киритамиз Бундан х — а = аг, а
dx =  odz. Янги интеграллаш чегаралари олдингиларга тенг- 
лигини эътиборга олиб,

Ос 2*
D (X ) = -£=- \z-ze~^dz 

( 2л J—СС
—

ни з̂ осил киламиз: и = г, dv = ze 2dz деб булаклаб инте
граллаш натижасида

D (X) = os
ни топамиз. Демак,

с (X ) = У Щ Х ) = ]/а4 -  о.
Шундай нилиб, норма л тацс имотн инг Уртача  к ва д 
р а т и к  ч е т л а н и ш и  о п ар а м етр га  тенг

1- э с л а т м а .  Умумий нормал таксимот деб ихтиёрий а ва а (а > 0) 
параметрам нормал таксимотга айтилади.

Нормаланган нормал таксимот деб а — 0 ва а =  1 параметрли 
нормал таксимотга айтилади. Масалан, X  а ва а параметрли нормал
миидор булса, у з̂ олда U =  ^  а нормаланган нормал микдор була
ди, шу билан бирга M (U ) =  0, о (U) =  1. Нормаланган тацсимотнинг 
дифференциал функцияси

х ‘
<Р (х) = —L - е~ 2 .

У 2л
Бу функциянинг ^ийматлари жадвали тузилган (1- илова).

2- э с л а т м а .  Умумий нормал таксимотнинг интеграл функцияси 
(X I боб, 3- §)

1 * _  <£п£.)2 
F W= —L= е dz,

о У  2л J
—  со

нормаланган нормал микдорнинг интеграл функцияси

* _  1*
F, (х) =  —L _  Се 2 dz.

Г2л J
—- ое

F„ (х) функциянинг цийматлари жадвали тузилган. F  (х) — F 0 — - j  
эканлигини текшириш осон.



4. Функциянинг экстремумини текширамиз. Биринчи о̂- 
силани топамиз:

U -  а)г 
х~ а - е 2°* .

а3 У  2л

х = а да у' = 0, х < а да у' >  0, х > а да у ' < 0 ли- 
гини куриш осон. Демак, функция х — а да максимумга
эга булиб, у — \= га тенг. а У  2л

5. Функциянинг аналитик ифодасида (х—а) айирма ква- 
дратда, яъни функция графиги х = а т>гри чнзик,ка нисба- 
тан симметрик.

6. Функциянинг букилиш нуктасини текширамиз. Иккин
чи ^осилани топамиз:

s  = -----* ‘а3 У2л I a2 J'
Иккинчи ^осила х = а -f- о ъа х = а — а да нолга тенг, 
бу нуцталардан утишда эса ишораси узгаришини куриш
осон (функция иккала нук,тада ^ам — га тенг). Шун-а У 2ле
дай килиб, графикнинг

а —  о, ---ва (a- fa ,  -------- 7= - )аУ2ле ) \ аУ2ле J

нукталари букилиш нуцталардир.
7- расмда нормал эгри чизиц а =  1 ва ст = 2 ^олда тас- 

вирланган.



а — 0 ва о — 1 булгандаги ф(х) = ^ —= е 2 нормал эг
ри чизиц нормаланган деб аталади.

5-§. Нормал тасодифий ми^дорнинг берилган интервалга ту
шиш з^тимоли

Биз энди агар X  тасодифий микдор f(x) дифференциал функ
ция ор^али берилган булса, у ^олда X  нинг (а, Р) интер
валга тегишли циймат цабул цилиш э^тимоли бундайлигини 
биламиз.

Р (а < Х < Р ) = j fo )dx.
а

X  тасодифий микдор нормал конун буйича та^симланган 
булсин, у ^олда X  нинг (а, Р) интервалга тегишли ^иймат 
цабул циллш э.̂ тимоли

3 _  (х—а)г

Р(а  <  X  < Р) = — f е dx 
a y  2л J

а

га тенг.
Бу формулани тайёр жадваллардан фойдаланиш мумкин

буладиган цилиб узгартирамиз. Иккинчи z =  ̂~ Q- узгарув-
- чини киритамиз. Бундан х = az + a, dx = adz. Интеграллаш-

нинг янги чегараларини топамиз. Агар х = а  булса, у о̂л-
а — а о В — ада z = — — ; агар х — р булса, у ^олда z = —^— .

Шундай килиб,



тенгсизликни эътиборга олиб (Лаплас функцияси ток дир), 

Р(\Х — а I < б) = 2Ф ( j )  

ли ,\осил к ил ад: из. /Кумладан а = 0 да 

Р (|Х| < 6) = 2Ф (А)-

9- расмда агар иккита тасодифий микдор нормал таксим
ланган ва а = 0 булса, у >̂ олда (— 6 , 6) интервалга тегиш

ли киймат кабул килишнииг 
эхтимоли о ьиймати кичикроц 
булган тасодифий микдорда 
каттадир. Бу факт а пара- 
метрнинг э т̂имолий маъноси- 
га бутунлай туфи келади (а 
уртача квадратик четланиш 
булиб, у тасодифий микдорни 
\зининг математик кутилиши 
атрофида таркоцлигини харак
терлайди).

Э  с л а т  ма. |Х — а |<  6 ва 
|Х — а\ > б тенгсизликларнинг юз 

беришдан иборат ^одисалар, равшанки, царама-^аршидир. Шунинг учун, 
агар |Х — а\ <  б ходнсанпнг юз бериш эхтимоли р га тенг булса, у 
з̂ олда |Х — а\ > б тенгсизликнинг эхтимоли 1 — р га тенг.

Мисол X  тасодифий микдор нормал таксимланган. X  
нинг математик кутилшш .ва уртача квадратик четланиши 
мос ргвишда 20 ва 10 га тенг. Четланиш абсолют киймат и 
буйича 3 дан кичик булишининг э^тимолини топинг.

Е  ч и л и ш и.

Р ( | Х - а | < 6) = 2Ф ( 4-)

формуладан фойдаланамиз. Шартга кура 6 = 3, а = 20, 
о =  10. Демак,

Р(\Х -  20J < 3) = 2Ф (1 ) = 2Ф(0,3).

Жадвалдач (2-илова) Ф(0,3) = 0,1179 ни топамиз. 
Изланаётган э^тимол:

Р(\Х — 20| < 3) = 0,2358.



м икдор  ж у д а  ка т та  с о н д а г и у з а р о  б о f л и к, б у л- 
маган  тасодифий м икдорлар  йириндисидан 
и б о р а т  булиб ,  уларнинг  ^ а р б и р и ни н г  йигин- 
д и га  т а ъ с и р и  ж у д а  к ич и к  булса ,  у ^олда X  
нормал  т а ц си м о тга  я р н  т а ^ с и м о т г а  эгабу-  
лад  и

Практикада худди шундай тасодифий микдорлар энг 
куп учранди Айтилганларни тушунтирадиган мисол келти- 
рамиз.

Мисол. Бирор cj изикавий катталик улчанаётган булсин. 
Х,ар цандай улчаш з̂ ам улчанаётган катталикнииг та^рибий 
кийматинигина беради, чунки улчаш натижасига ^ар хил 
тасодифий факторлар (температура, асбобнинг тебраниш- 
лари, намлик ва бошцалар) таъсир килади. Бу факторлар- 
нинг ^ар бири жуда кам «хусусий хатони» юзага келтира- 
ди. Аммо бу факторларнинг сони жуда катта булгани учун 
уларнинг биргаликда таъсири сезиларли «жами хатони» юза
га келтиради.

Жами хатони катта сондаги узаро богли  ̂ булмаган ху
сусий хатолар йигиндиги деб караётиб, жами хато нормал 
та1\симотга якин та^симотга эга деб хулоса чи^аришга 
^а^лнмиз, тажриба бундай хулосанинг тугрилигини тасди^- 
лайди.

9-§. Назарий та^симотнинг нормал тацсимотдан 
четланишиии ба^олаш. Асимметрия ва эксцесс

Нисбий частоталар тацсимоти эмпирик таксимот деб 
аталади. Эмпирик тацсимотларни математик статистика ур- 
ганади.

Э^тимоллар таксимоти назарий таксимот деб аталади. 
Назарий тацсимотларни э^тимоллар назариясида урганилади. 
Бу параграфда назарий так,симотлар к,аралади.

Нормал тацсимотдан фар  ̂ киладиган таксимотларни ур- 
ганишда бу фарк,ни микдор жихатдан бахолаш зарурати 
юзага келади. Шу максадда махсус характеристикалар, 
жумладан, асимметрия ва эксцесс тушунчалари киритилади. 
Нормал таксимот учун бу характеристикалар нолга тенг. 
Шу сабабли, агар урганилаётган таксимот учун ассиммет- 
рия ва эксцесс унча катта булмаган цийматларга эга бул
са, у х;олда бу тацсимотнинг нормал таксимотга як,инлиги- 
ни тахмин килиш мумкин. Аксинча, асимметрия ва эксцесс-



а fix) Назарий таксимот эксцесси
деб

рактеристикага айтилади.
тенглик билан яник,ланадиган ха-

6
о
fix)

Но р & а л  _

Нормал таксимот учун Цг=3,
бинобарин, эксцесс нолга тенг. 
Шу сабабли, агар бирор тацси- 
мотнинг эксцесси нолдан фарцли 
булса, у холда бу так,симот эгри 
чизиги нормал эгри чизикдан фарк,

о
11 - раем

* килади: агар эксцесс мусбат бул
са, у ^олда эгри чизик нормал 
эгри чизикка Караганда баланд-

рок» ва «уткирроц» учга эга булади ( 11-а раем), агар эксцесс 
манфий булса, у ^олда такдосланаётган эгри чизиц нормал эгри 
чизикка Караганда паст рок, ва «яссирок» учга эга булади 
(11-6 раем). Бунда нормал ва назарий таксимотлар бир хил 
математик кутилишлар ва дисперсияларга эга деб ^исобла- 
нади.

10-§. Бир тасодифий аргумент функцияси 
ва унинг тацеимоти

Аввало, бундам буён «э^тимолларнинг таксимот конуни» 
дейиш урнига, куиинча, |\иск,а килиб «таксимот» дейишимиз- 
ни айтиб утамиз.

Агар X  тасодифий мичдорпннг мумкин булган \ар бир 
кийматига Y  тасодифий микдорнинг мумки! булган битта 
циймати мос келса, у .̂ олда Y ни X  тасодифий аргумент- 
нинг функцияси дейилади:

Энди дискрет ва узлуксиз аргумент таксимоти буйича 
функция таксимотини кандай топиш курсатилади.

!. X  а р г у м е н т  — дискрет  тасодифий  миц- 
дор бул си н .

а) Агар X  аргументнинг мумкин булган турли киймат- 
ларига Y  функциянинг мумкин булган турли цийматлари 
мос келса, у ,\олда X  ва К нинг мос цийматлари нинг э.уи- 
моллари узаро тенг булади.

У = Ф(Х).



Е ч и л и ш и. у =  я3 функция дифференциалланувчи ва 
к;атъий усувчи булгани учун юцоридаги

g ( y )  =  fW u ) ] -W (y )\  ( * )

формулани к,улланиш мумкин. у = х3 га тескари функция
ни топамиз:

i_
Му) = х = у .

}(ty(y)) ни топамиз Шартга кура
_ iL

f(x) =  — 71F ео У 2л
шу сабабли

2_
L  3

ПМу)} = Ну )= -^= е_2̂ ' (**)а у 2л
Тескари функциянинг у буйича ^осиласини топамиз:

1 \'

V (y )  = [y J  = -V -  (***)
з/

Изланаётган дифференциал функцияни топамиз, бунинг 
учун (**) ва (***) ни (*) га цуямиз:

2_
3

g ( y ) = — T--- е ~ ^ '
Зау3 Y 2л

Э сл а т .ч а .  (*) формуладан фойдаланиб, нормал таксимланган X  
аргументнииг К  =  АХ  +  В  чизик, л и функцияси нормал тацсимланган- 
лигини исбстлаш мумкин. Ш у билан бирга У нинг математик кутили
шини топиш учун функция ифодасида X  нинг урнига унинг а математик 
кутилишини ц^йиш лозим:

М(У) = Аа-\-В\

У нинг уртг.ча квадратик четланишини топиш учун X  аргументнинг 
уртача квадратик четланишини X  олдидаги коэффициентнинг модулига 
купайтириш лозим:

а(П=И|-о(Х).



Е чи ли ш и .  Y нинг мумкин булган цийматларини то
памиз:
Ф(1) = I2 + I = 2; ф(3) =  З2 + 1 = 10; ф(5) = 52 +  1 = 26. 
Функциянинг изланаётган математик кутилиши

М [Х2 + 1] = 2-0,2 + 10-0,5 +26-0,3 = 13,2.

2. X  а р г у м е н т  f(x) дифференциал функция орка::и бе
рилган у з л у к с и з  тасод иф ий  мицдор бу/.син. Y —■ ф(Х) 
функциянинг математик кутилишини топиш учун аввал Y 
микдорнинг g(y) дифференциал функциясини топиш, кейин 
эса

оО
М (У )=  j  У' g{y)dy

—  00

формуладан фойдаланиш мумкин. Ленин g(y) дифференциал 
функцияни изланиш кийинлашадиган булса, у х;олда g(X) 
нинг математик кутилишини бевосита

во

А % (Х )] = | ф(x)f(x)dx
— оо

формула оркали топиш мумкин. Жумладан, X  нинг мумкин 
булган цийматлари (а, Ь) интервалга тегишли булса, у 
^олда

ь
М [Ф(Х )1 = j  ф(x)j(x)dx. (**)

а
Буни исботлаб утирмасдан, шуни кайд киламизки, унинг 

исботи (*) формула исботига ухшаш: кушншни интеграл- 
лашга, э^тимолни э^тимол f(x)Xx элемеитига алмаштири- 
лади.

2-мисол. Узлуксиз X  тасодифий микдор (о, у )  интер-
валда f(x) = sinx дифференциал функция оркали берилган; 
f(x) = 0 — интервалдан ташцарида. Y = ф(Х) = X 2 функ
циянинг математик кутилишини топинг.

Ечилиши.  (**) формуладан фойдаланамиз. Шартга 
кура

f(x) = sinx, ф(х) = х2, а = О, b = у .



Е ч и л и ш и .  Z нинг мумкин булган цийматлари X  нинг 
мумкин булган цийматларининг ^ар бири билан У нинг 
мумкин булган барча ^ийматлари йигиндисидир:
Z| = 1 +  3 = 4; z2 = 1 -(- 4 = 5; Z3 = 2 -j- 3=5; £4= 2+ 4= 6.
Бу мумкин булган цийматларнинг э^тимолларини топамиз.

Z = 4 булиши учун X  микдор х1 = 1 ^иймат ва У  миц- 
дор уу =  3 киймат кабул ^илиши етарли. Мумкин булган 
бу ^ийматларнинг э^тимоллари мос равишда 0,4 ва 0,2 га 
тенг.

X  ва У аргументлар эркли булгани учун X  — I ва У = 3 
ходисалар ^ам эркли, бинобарин уларнинг биргаликда руй 
бериш э^тимоли (яъни Z = 1 + 3 = 4 ^одиса э.̂ тимоли) ку- 
пайтириш теоремасига кура 0,4-0,2 = 0,08 га тенг.

Шунга ухшаш к,уйидагиларни топамиз:
P(Z  = 1 + 4 = 5) = 0,4-0,8 = 0,32;
P(Z  = 2 +  3 = 5) = 0,6-0,2 = 0,12;
P(Z = 2 +  4 = 6) = 0,6-0,8 = 0,48.

Изланаётган та^симотни, аввзл биргаликда булмаган 
Z = z2, Z =  z3 ^одисаларнинг э^тимолларини жамлаб (0,32 + 
+0,12 = 0,44) топамиз:

Z 4 5 6 
р 0,08 0,44 0,48.

Контроль ^илиш: 0,08 + 0,44 + 0,48 = 1.
2. X  ва Y  — у з л у к с и з  тасодифий  м и к д о р л а р  

булсин .  К,уйидаги исботланган: агар X  ва У эркли бул
са, у з̂ олда Z = X  +  F  йигиндининг g(z) дифференциал 
функцияси (аргументлардан камида биттасининг дифферен
циал функцияси (—  со, оо) интервалда битта формула ор- 
кали берилган деган шарт остида)

оо

g(z) = j  fl(x)f2(z — x)dx (*)
— 00

тенгликдан ёки унга тенг кучли
оо

£(z) = j fi(z — y)f,(tftdy (**)
—00

тенгликдан топллиши мумкин, бу ерда fv /2— аргумент- 
ларнинг дифференциал функциялари.



Е ч и л и ш и .  Аргументхарнинг мумкин булган цийматла-* 
ри манфин булмаганлиги учун (***) формуладан фойдала- 
намнз:

Z £
g(2) = j  — X)dx= [

О о

2 2 X

= Г2 е 4 j

з е

2 — X 
1 ~  т е dx =

— 2—
~ 12j  ~ М  1 12 е dx = е 1 — е

Бу ерда г>0 эканлигини айтибутамиз, чунки Z= X+ Y  па 
шартга кура X  ва Y нинг мумкин булган цийматлари ман- 
фий эмас.

Контрол цилиш мацсадида кичобхонга
ооJ g(z)dz = 1

эканлигига ишонч з̂ осил цилишни тавсия циламиз.
Бундан кенин келадиган параграфларда нормал такси

мот билан богланган таксимотлар цисцача тавсифланган, 
улардан математик статистикани баён к,илишда фойдалани- 
лади.

13-§. у? тацсимот

Айтайлик, X, (i — 1,2, .. п) эркли нормал тасодифий 
мицдорлар булиб, шу билан бирга уларнинг х,ар бирини 
математик кутилиши 0 га, уртача квадратик четланиши эса 
бирга тенг булсин У ^о;'да бу мицдорлар 
квадратлари йившдиси

х2 = 2 х д  i=1
k=n эркинлик (озодлик) даражали (эркинлик даражаси#—л 
булган) X2 цонун («хи квадрат») бучича тацсимлангян. агар бу 
микдорлар битта чизшуш муносабат билан богланган, маса-
лан, V X t —пХ булса, у ^олда эркинлик даражалари сони 
k=n— 1 булади.

Бу тацсимотнинг дифференциал функцияси



микдор Фишер—Снедекорнинг kx ва k2 эркинлик дара^али 
F  тацсимоти деб аталадиган та^симотга эга (уни баъзан V2 
оркали белгиланади).

F  таксимотнинг дифференциал функцияси; /

/(*) =
х < 0 да О,

*.-2
л: > 0 да С0 — -

бу ерда

■ т ю  /
Бу ердан куриниб турибдики, F  таксимот иккита пара

метр— эркинлик даражаси сонлари оркали ани^ланади. Бу 
таксимот хацида кушимча маълумотлар/келгусида келти- 
рилади (X V III боб, 8-§). /
М и с о л л а р  /

1. X  тасодифий мицдорнинг дифференциал функциясини билган 
холда, унинг математик кутилиши ва дисг̂ ерсиясини топинг:

а) — 1 <jc< 1 да f(x) = —  * х нинг долган цийматларида 

f(x) =  0.
б) а —  I <х<а I да f(x) = _  -, х нинг крлган цийматларида 

/(х) — 0-
Жавоби. а) М (Х) =  0, D(X) =/— ; б) М{Х) =  a, D(X) =

2 3
2. X  тасодифий микдор нормал таксимланган. Бу ми^дорнинг мате

матик кутилиши ва дисперсияси/ мос равишда 6 ва 2 г а тенг. Синаш 
натижасида X  микдор (4; 8) интервалга тегишли циймат ^абул ^илиш 
э^тимолини топинг.

Жавоби'. 0,6826.
3. Тасодифий микдор ^рмал таксимланган. Бу миццорнинг уртача 

квадратик четланиши 0,4 /а тенг. Бу микдорни унинг математик кути-



Бу цонунларнинг компознцияснни, яъни Z =  X  -\-Y тасодифий 
дорнинг дифференциал функцияси топинг.

Чг

Жавоби. g (z)=
г »  О дг 
г<0 да

1 —1

Ун учинчи боб 

КУРСАТКИЧЛИ ТАЦСИМОТ

1-§. Курсаткичли та^симот таърифи

Курсаткичли (экспоненциал) тацсимот деб
|л:<0  да О,

/ W =  . - Х хht>0  да 1е

(бу ерда X —  узгармас мусбат катталик) дифференциал функ
ция билан тасвирланадиган э^тимоллар тацсимотига айти
лади.

Курсаткичли та^симот битта  >. па^метр билан аникла- 
нишини куриб турибмиз. Курсаткичл1уга^симотнинг бу ху- 
сусияти унинг куп сондаги параметр^рга богли  ̂ таксимот- 
ларга Караганда устунлигини кур/тиб турибди. Одатда 
параметрлар номаълум булиб, улар# бахолашга (та^рибий 
^ий.матларини) топишга тугри ке.ш(и; иккита ёки учта ва 

к. параметрларни бах.олашдаш кура битта параметрни 
бахолаш осонлиги уз-узидан ра^нан. Курсаткичли ^онун 
буйича та^симланган узлуксизУас°Дифий микдорга мисол 
булиб, энг оддий ок,им иккит/{е™а-кет ходисасининг руй 
бериши орасидаги вацт так;с^°ти (5- § га ^аранг) хизмат 
цилиши мумкин.

Курсаткичли та^симот^ интеграл функциясини топа
миз (X I боб, 3- §):

dx ■■ О - dx = Х  e ~ Xxd x =  l —  e ~ \^ ( * ) = j  / ( * )
—  oo

Курсаткичли / 1нМиотни биз Дифференциал функция ёр-
ида аник^лад/ интеграл функция ёрдамида х,ам 

тушунарли.дамида 
аншушш мумк:



/

Мисол. Узлуксиз X  тасодифий мицдор

0 да f(x) = 2е~2\  х<0  да f(x) =0
курсаткичли цонун буйича тацсимланган. Синаш натижаси- 
да X  микдорнинг (0,3; 1) интервалга тушиш э.уимолини 
топичг.

Ечилиши.  Шартга кура к = 2. (*) формуладан фойда- 
ланамиз:

Р(0 ,3< Х<  1) = <Г(2' ° ’3) - е ~ (2' п = е~0,6 — <г*2=
= 0,54881 — 0,13534^0,41.

3- §. Курсаткичли тацсимотнинг сон характеристикалари
Узлуксиз X  тасодифий мицдор

1х<0  да 0,
 ̂^  Jjc> 0  да ке~)х

курсаткичли цонун буйича тацсимланган булсин.
Математик кутилишни топамиз (X II боб, 1 -§):

ОО ос

М(Х) = \xf (x)dx =Х | хе~кх dx.
'о 'о

Булаклаб интеграллаб, цуйицггиш хоси! киламиз:

М(Х) = 4 - (*)
Шундай кд-шб, к у р с а т к и ч л и  т а ц с и м о т н и н г  

м а т е м а т и к  к у т и л и ш и  к параметрга  т е ск а р и  
к а т т а л и к к а  тенг .  •

Дисперсияни топамиз (X II боб, 1 -§):
оо оо

D (X) = j х2[ (х) dx -  [М(Х)\2 = X \хгс~1х dx- i
о о

Булаклаб интеграллаймиз:
со

к  ̂ x2e~lxdx =
'о

Демак,
D (X )= xi .



4- §. Ишончлилик функцияси
Бирор курилмани у «оддин» ёки «мураккаб» булишидан 

к.атъи назар элемент деб атаймиз.
Айтайлик, элемент вактнинг /0 = 0 моментида ишлай 

.■бошласин, ва^т утиши билан эса ишдан чи^син. Т оркали 
тасодифий мицдор— элементнинг бузилмасдан ишлаш вак,тини 
белгилаймиз. Агар элемент t дан кичик ва^т бузилмасдан 
(бузи лгу яга цадар) ишлаган булса, у ^олда t вакт ичида бу- 
зилиш руй беради.

Шундай килиб, ушбу
F(t) = P (T < ()

интеграл функция t вацт ичида ишдан ч и р ш  эхтимоли- 
ни аницлайди. Демак, шу i ва^т ичида бузилмасдан ишлаш 
эхтимоли, яъни Т > / ^арама-^арши ^одисанинг эхтимоли

R (t) = Р  (Т> t) = 1 — F(l) (*)
га тенг.

R (t) ишончлилик функцияси деб элементнииг t вак;т ичида 
бузилмасдан ишлаш э^тимолини ани^лайдиган функцияга 
айтилади:

R ( t )^ P (T > i) .
5- §. Ишончлиликнинг курсаткичли к,онуни

Купинча. элементнинг бузилмасдан ишлаш вацтининг да- 
вомийлиги курсаткичли та^симотга эга. Унинг интеграл 
функцияси:

F(t) = 1 —е~и.
Демак, элементнинг бузилмасдан ишлаш вакти курсат

кичли таксимланган ^олда ишончлилик функцияси олдинги 
параграфнинг (*) муносабатига асосан

R(t) = 1 — F(t) = 1 — (1 ~ е~ и) = ё~и-

куринишга эга.
Ишончлиликнинг курсаткичли цонуни деб

R(t) = e~}t (*)
тенглик билан ани^ланадиган ишончлилик функциясига аГ.тн 
лади: бу ерда А, ишдан чициш интенсивлиги.

Ишончлилик функцияси таърифидан (4- §.) келиб чиедани- 
дек, бу формула агар элементнинг бузилмасдан ишлаш ва^ти



Р(А) = e~Ut, Р(В) = е~и,

Р(АВ) =. е~ци+1) = е~и°-е~и.
Элемент утган (0, /0) интервалда бузилмасдан ишлади 

деган шартда унинг (/0, /0 -f /) интервалда бузилмасдан иш- 
лашининг шартли э^тимолини топамиз (III боб, 5- §, 2- эс
латма):

Р(АВ) е- и , -и
Р. (В) = — ' = -------- = ё~и
А ’ Р(А) е °

Бу ердан курамизки, ^осил цилинган формула t0 ни уз ичи
га олмасдан, балки фацат t ни уз ичига олади. Бу эса эле- 
ментнинг утган интервалда ишлаш вакти кейинги интервал
да бузилмасдан ишлаш э^тимолининг катталигига таъсир 
цилмасдан, балки кейинги интервалнинг узунлигигагина бог- 
лшушгини билдиради, шуни исботлаш талаб цилинган эди.

Хрсил цилинган натижани бир оз бошкачароц х,ам таъ- 
рифлаш мумкин.
Р(В) =е~1‘ ва РА (В) = е~и э^тимолларни таэдослаб, бун
дай хулосага келамиз: элементнинг узунлиги t булган ин
тервалда бузилмасдан ишлашининг олдинги интервалда бу
зилмасдан ишлади деган фараз остида хисобланган шартли 
э^тимоли шартсиз эх тимол га тенг.

Шундай цилиб, ишончлиликнинг курсаткичли крнуни 
булган холда элементнинг «утмишда» бузилмасдан ишлаши 
унинг «яцин келажакда» бузилмасдан ишлаш эхтимолига 
таъсир цилмайди.

Э с л а т м а .  Ф а ^ а т  курсаткичли таксимот текширилаётган хосса- 
га эгалигини исботлаш мумкин. Шунинг учун агар амалда урганилаёт- 
ган тасодифий мш<;дор бу хоссага эга булса, у ^олда у курсаткичли 
н,онун буйича тацсимланган булади. Масалан, метеоритлар фазода ва 
вак;т буйича текис тацсимланган деб фараз ^илинганда, метеорнтнинг 
космик кемага урилиш э^тимоли царалаётган ва^т интервалининг бош- 
ланишдан аввал метеоритлар космик кемага урилган ёки урилмаган- 
лигига борлиц эмас. Бинобарин, метеоритларнинг космик кемага ури
лиш ва^тининг тасодифий моментлари курсаткичли цонун буйича 
тацсимлаиган.

Масалалар

1. Агар курсаткичли та^симотнинг параметри X — 5 булса, унинг 
ди())фере нииал ва интеграл функцияларини ёзинг.

Жавоби. х > 0 да [(х) - - 5е_5х; х «О да f(x) — 0; F(x) =  I —е~5х.



лиги X  ва эни У  булса, у >;олда икки улчовли (X, У) та
содифий миедорга эга буламиз; агар плитканинг баландлиги 
Z >;ам контрол цилинадиган булса, у холда уч улчовли 
{X , У, Z) мивдорга эга буламиз.

Икки улчовли (X , У) тасодифий миедорни геометрик 
нуктаи назардан ё текисликдаги М (X, У) тасодифий ну̂ - 
та (яъни тасодифий координатали ну^та) деб ёки ОМ тасо
дифий вектор деб талцин ^илиш мумкин. Уч улчовли тасо
дифий мшудерни геометрик нуктаи назардан уч улчовли 
фазода М(Х, У, Z) ну^та сифатида ёки ОМ вектор сифа
тида тал^ин цилиш мумкин.

Дискрет (бу катталикларни ташкил этувчилари дискрет) 
ва узлуксиз (бу катталикларни ташкил этувчилари узлук
сиз) куп улчовли тасодифий ми^дорларни бир-биридан фарк- 
лантириш ма^садга мувофикдир.

2-§. Икки улчовли дискрет тасодифий микдор э т̂имоллари- 
нинг тацсимот конуни

Икки улчовли дискрет тасодифий миедорнинг мумкин 
булган ^ийматлари (яъни (хп у,) сонлар жуфти) ва уларнинг
p(xt,yj) i = 1, 2.......п, j = 1, 2............т ) эхтимоллари
руйхати бу миедорнинг тацсимот цонуни деб аталади.

Таксимот цонуни одатда икки томонли жадвал курини- 
шида берилади (2-жадвал).

2- ж а д в а л

Xj | Х% в Ш *1 • I * xn

•л р(х 1, </i) Р(х  2, (/,) р (*/> tJl) p(xn, !h)

. . . 1

V] Р(х 1, IJj) Р(х2, yj) P(*h Uj) . . . P(xn, Uj)

. . .

Ьт Р(х 1, Ут) Р Ут) . . .P(xh Ут) P(xn, ym)

Жадвалнинг биринчи сатри X  ташкил этувчининг мум
кин булган барча цийматларини, биринчи устуни эса У таш
кил этувчининг мумкин булган барча кийматларини уз



Эхтимолларни сатрлар буйича жамлаб, Y  нинг мумкин 
булган кийматлари э^тимолларини хосил киламиз: р(уг) —
— 0,60; р(у2) =  0,40. Y ташкил этувчининг таксимот о̂ну- 
нини ёзамиз.

у У\ Уг 
р 0,60 0,40.

Текшириш: 0,60 +  0,40 = 1.

3-§ Икки улчовли тасодифий мицдор та^симотининг 
интеграл функцияси

Икки улчовли (X , Y) тасодифий микдорни (дискретми ёки 
узлуксизми, бунинг фарци йук) караймиз. х ва у ^и^ий 
сонлар жуфти булсин. X  микдор х дан кичик киймат к;абул 
цилиши ва бунда Y  микдор у дан кичик киймат кабул ци- 
лишдан иборат ^одиса эдтимолини F (х, у) орцали белгилай
миз. Агар х ва у узгарадиган булса, у ^олда, умуман айт
ганда, F (х, у) хам узгаради, яъни F (х, у) э^тимол х ва у 
нинг функциясидир.

Икки улчовли (X , Y) тасодифий микдор таксимотининг 
интеграл функцияси деб х ва у сонларнинг хар бир жуфти

учун X  микдор х дан кичик ций- 
мат к,абул ^илиши ва бунда Y 
микдор у дан кичик циймат ка
бул килищ э^тимолини аниклай- 
диган F (х, у) функцияга айти- 
лади, яъни

F(x, г/) = Р  (X  < х, Y  <  у).
Геометрик нуцтаи назардан 

бу тенгликни бундай талкин ки- 
лиш мумкин: F  (х, у) функция 
(X, Y) тасодифий микдорнинг 

■3- раем уЧи (х, у) ну к, та да булиб, бу уч-
дан чапда ва пастда жойлашган 

чексиз квадратга тушиш э т̂имолидир (13-раем).
Мисол. Икки улчовли (X, Y) тасодифий микдорнинг ин

теграл функцияси маълум;

arcte T + y ) - ( i arctg т + т ) '



К, у шиш георемасига кура
Р  (X  <  х2, Y  < у) = Р (X  < xlt Y  < у) +

+  Р  (Xi,< X  < х2, Y <  у.)
Бу ердан

Р (Х 2 < х2. Y  < у ) — Р (Х  < xt, К<г/)  =
= P(xt < X  < Х2, Y < #)

ёки
F  (х,, у) — F  (х „ «/)) = Р  (хх < X  < х2, Y < у). 

Исталган э.угимол манфий булмаган сон булгани учун 
У) — F(xi> У )>  О

ёки
F(xi, y )> P {x v у);

шуни исботлаш талаб килинган эди.
Агар интеграл функшини геометрик нуцтаи назардан та

содифий нуцтанинг учи (а:, у) булган квадрантга тушиш 
э т̂имоли сифатида талцин этилишидан фойдаланиладиган 
булса, юцоридаги хосса янада тушунарли булади (13-раем). 
а- ортиши билан бу квадрантнинг унг чегараси унгга томон 
сурилади; бунда тасодифий микдорнинг «янги» квадрантга 
тушиш э^тимоли камаймаслиги аниц.

F(x, у) функция у аргумент буйича камаймайдиган функ
ция эканлиги >̂ ам шунга ухшаш исботланади.

3-хосса. Ушбу лимит муносабатлар уринли:
1) F (  — оо, у) = 0, 3) F ( — оо, — оо) = О,
2) F  (х, — оо) = 0 , 4) F( оо, оо) = 1.

Исботи.  1) F ( —  оо, у) ушбу Х <  — оо ва Y < у 
ходисанимг з.̂ тимоли; лекин бундай ^одиса руй бера олмай- 
ди (чунки X  < — оо ^одиса руй бера олмайди); бинобарин, 
бу ^одисанинг э^тимоли нолга тенг.

Агар геометрик интерпретацияга мурожаат цилинадиган 
булса, у ^олда хосса янада ойдинлашади: х-> — оо да чек- 
сиз квадрантнинг (13-раем) унг чегараси чапга томон чек сиз 
сурилади ва бунда тасодифий нуцтанинг бу кнадрантга ту
шиш э^тимоли нолга интилади.

2) Y < — оо ^одиса руй бера олмайди, шунинг учун 
F(x, —  оо) =  0 .

3) X  < — оо ва К  < — оо руй бермайдиган ̂ одиса; шунинг 
учун F  ( — оо, — оо) =  0.



раем) тушиш э\тимо/ ини айириб, куйидагини ^осил ^иламиз: 
Р(хг<  Х <  xt, Y < у) = F  (хг, у) — F  (xlt у).

Шунга ухшаш
Р (Х  < х, y i< Y  < у2) = F  (х, уг)~ Р {х ,  ух) 

га эгамиз.
Шундай ки;.цб, тасодифий нук,танинг ярим полосага тушиш 

эхдимоли интеграл функциянинг аргументларидан бири буйи
ча орттирмасига тенг.

6- §. Тасодифий ну^танинг т^ри туртбурчакка 
тушиш э^тимоли

Томонлари координата укларига параллел булган ABCD 
тугри туртбурчакни караймиз (15-раем). Унинг томонлари 
тенгламалари куйидагича булсин:

А(х,,иг) В(хг,хг)

си,.ц,) DtXf.g,)
-+~х

15- раем

X  = xt, X  = xv Y  = j/, ва Y — уг.

(Х У ) тасодифий нуцтанинг бу тугри туртбурчакка тушиш 
э^тимолини топамиз. Изланаётган э.ушмолни, масалан, бундай 
топиш мумкин: тасодифий нуктанинг вертикал штрихланган 
АВ ярим полосага тушиш э т̂имолидан (бу э\гимол F (х2, 
уг) — F  (jfi, у2) га тенг) нуктанинг горизонтал штрихланган 
CD полосага тушиш э т̂имолини (бу э^тимол F  (х2, ух) — 
— F(x  1, у{) га тенг) айириш лозим:
Р  (*i <  X  <  х2, y ,< Y  < yt) = {F (х2, у2) — F {xlt г/2)] —

— [F (хг, yi) — F(x  1, У!)]. (*)



Геометрик нукдаи назардан бу функцияни сирт си£атида 
талкин кдлиш мумкин. У  таксимот сирти деб аталади.

Мисол. (X , У) тасодифий микдорлэр системасининг 
маълум

F(x, у) = sinx-sini/^O < * <  у ,  0 <  у <  у ) .

интеграл функцияси буйича унинг /(х, у) дифференциал функ
циясини топинг.

Е ч и л и ш и .  Тасодифий микдорлар системасининг диф
ференциал функцияси таърифига кура

с/ \ &F
Н*' y)=z !Г Щ '

Интеграл функциядан х буйича олинган хусусий о̂си- 
лани топамиз:

3F = cosx-sm у.

Х,осил ^илинган натижадан у буйича олинган хусусий 
хосилани топамиз, натижада изланаётган дифференциал функ- 
циянл топамиз:

К * ' у) = ЪГЩ) “  cosx'cosy ( °  < х <  у- 0 <  У <  у )*

8- §. Таксимотнинг интеграл функциясини 
маълум дифференциал функция буйича топиш

f(x,y) дифференциал функцияни билган з̂ олда F{x,y) 
интеграл функцияни

|/ *
F(x, у) = j  (  f(x, у) dx dy

— 00 —®

формула буйича топиш мумкин: бу бевосита дифференциал 
функция таърифидан келиб чик,ади.

Мисол. Икки улчовли тасодифий микдор таксимотининг
интеграл функциясини берилган f(x, у) = л«( , +л‘а)(1 
дифференциал функция буйича топинг.

у *
Е ч и л и ш и .  F(x, у) = J j (х, у) dxdy формуладан

— 00 —00



Бундан

(*)
еки

(**)

Ах-Ау купайтма ABCD тугри туртбурчак юзига тенг- 
лигини эътиборга олиб, ушбу хулосага келамиз: f (|, г|) 
функция тасодифий нуктанинг ABCD тугри туртбурчакка 
тушиш э^тимолининг бу турри туртбурчак юзига нисбатидир.

Энди (**) тенгликда Ах-»0 ва Ау-*0 да лимитга ута- 
миз. У  з̂ олда 1-+х, ц-+у, ва демак, /(£, г|) = / (л:, у).

Шундай килиб, f{x, у) функцияни тасодифий нуцтанинг 
(томонлари Ах ва Ау булган) тутри туртбурчакка тушиш 
э^тимолини бу турри туртбурчак юзига нисбатининг турри 
туртбурчакнинг иккала томони нолга интилгандаги лимити 
деб караш мумкин.

10- §. Тасодифий нуктанинг ихтиёрий со^ага 
тушиш э\гимоли

9- § даги (**) муносабатни бундай ёзамиз:

Бундан куйидагича хулосага келамиз: / (£, г|) • Ах ■ Ау ку
пайтма тасодифий нуцтанинг томонлари Ах ва А у булган 
туртбурчакка тушиш э т̂имолидир.

ХОУ текисликда ихтиёрий D соха берилган булсин. Та
содифий нуцтанинг бу сор га тушишидан иборат ^одисани 
бундай белгилаймиз:

/ (£ ,  г\)-Ах-Ау — P ABCD.

(.X , У) cz D.
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11 §. Икки улчовли тасодифий микдор 
дифференциал функциясининг хоссалари

1- хосса. Дифференциал функция манфий эмас:

И с бот и. Тасодифий нуцтанинг томонлари Ал: ва А у 
булган турри туртбурчакка тушиш эхтимоли манфий булма- 
ган сондир; бу турри туртбурчакнинг юзи — мусбат сон. 
Бинобарин, бу иккита соннинг нисбати ва уларнинг (Дх->-0 
ва Ду->0 даги) лимити манфий булмаган сондир, яъни

Бу хосса F (х, у) функция уз аргументларининг камай- 
майдиган функцияси (4- §) эканлигидан бевосита келиб чи- 
цишини к,айд килиб утамиз.

2-хосса. Дифференциал функциядан олинган чегаралари 
чексиз икки каррали хосмас интеграл бирга тенг:

f  (х, у) >  0 .

f(x, У)>  0.



еки
со

fi (х) = j  f (X, y)dy. (*)
—со

V ташкил этувчининг дифференциал функцияси ^ам шун- 
га ухшаш топилади:

оо

h (y ) = § fix, y)dx. (**)
— оо

Шундай килиб, системанинг ташкил этувчиларидан 
бирининг дифференциал функцияси система дифференциал 
функциясидан олинган чегаралари чексиз хосмас интегралга 
тенг, бунда интеграллаш узгарувчиси иккинчи ташкил этув- 
чига мос келади.

Мисол. Икки улчовли (X , Y) тасодифий микдор ушбу 
дифференциал функция оркали берилган:

у2 „2

fix. У) = \ *

у* «/*
¥  + Т  < 1 да бя
^  + т > 1  да °-

X  ва Y  ташкил этувчиларнинг дифференциал функция- 
ларини топинг.

Е ч и л и ш и .  X  ташкил этувчининг дифференциал функ- 
циясини (*) формула буйича топамиз:

2V ' ~ f  2/ Ч г

f ' M =  § i dy = 6li \ d y = i  j  d y = l  / 9 = А
0

Шундай ^илиб,

ш ~ \  |лг|<3 да £ V 9 ~ a' М > 3  да 0.
Шунга ухшаш, (**) фурму ладан фойдаланиб, Y ташкил 

этувчиниг дифференциал функциясини топамиз:

Ш - |  W < 2  да & У 4 ~ * '1 \у\>2 да 0.



Y  ташкил этувчининг шартли тацсимоти шунга ухшаш 
аникланади.

Икки улчовли дискрет тасодифий мицдорнинг таксимот 
цонунини билган ^олда, ташкил этувчиларнинг шартли та^- 
симот ^онунларини (*) формуладан фойдаланиб ^исоблаш 
мумкин. Масалан X  нинг Y = tfa ^одиса руй берди де
ган шартли таксимот цонуни ушбу формуладан топилтни 
мумкин:

P ( X i \ y i )  =  ( '  =  1 2 ...........п) .

X  ташкил этувчининг шартли таксимот цонунлари уму
мий ^олда ушбу муносабат оркали ани1у1анади:

= (**)•
Y  ташкил этувчининг шартли таксимот ^онунлари шун

га ухшаш аникланади:

р(у; 1*<) =  £т ^ г -  (***)•
Эслатма. Шартли таксимот э^тнмоллари йириндиси I га тенг. Х̂ а- 

п
даатан, тайин yj да ^  p[xit yj) =  р (yj) булгани учун (2-§)

I «= 1 
2 р Ш уА =  2 =  =  1. 

1 itr l Р (yj) P illj)

Тайин xi да
т
2 p ( y j ix i )  =  1 

t -1
вканлиги шунга ухшаш исботланади.

Шартли тацсимотларнинг fiy хоссасидан ^исоблашларни текшириш- 
да фойдаланилади.

Мисол. Икки улчовли тасодифий миедор 4-жадвал билан 
берилган.

4-жадвал

«л о,ю 0,30 0,20
уг 0,06 0,18 0,16

X  ташкил этувчининг Y  ташкил этувчи ^иймат а̂ 
бул цилди деган шартда шартли таксимот цонунини топинг.



Агар системанинг f(x, у) дифференциал функцияси маъ- 
лум булса, у >;олда ташкил этувчиларнинг шартли Диффе 
ренциал функциялари (*) ва (**) га (170-бет) кура ушбу фор- 
мулалар буйича топилиши мумкин:

Ф (*Ы  у) . (***)
f f(x , y)dx

— оО

Ч> (У I-х) /(ДС’ у) (****)
j /(*, y)dtj

— оо

(*) ва (**) формулаларни цуйидаги куринишда ёзамиз: 

fix, У) =  Ш )  • Ф (х | у), f (х, у) = f^x) ■ ф (у | х).
Бу ердан ушбу хулосага келамиз: тасодифий мицдорлар сис- 
темаси ташкил этувчиларидан бирининг тацсимот цонунини 
иккинчи ташкил этувчининг шартли тацсимот цонунига ку- 
пайтириб, тасодифий мивдорлар системасининг тацсимот цо- 
нунини топамиз.

Х,ар цандай дифференциал функция каби шартли диффе
ренциал функциялар хам цуйидаги хоссаларга эга:

ОО

ф ( * | У ) > 0, j' y(x\y)dx=  1;
—  Оо

ее

♦ (У\х)>0, j' y (y\x )d y~  1.
— Оо

Мисол. Икки улчовли (X, Y) тасодифий мивдор

f(x, У )= 1Х*+У*<Г* М
(х2+ у2> гг да 0.

дифференциал функция оркали берилган.
Ташкил этувчилар э^тимоллари тацсимот конунларининг 

шартли дифференциал функцияларини топинг.
Е ч и л и ш и .  X  ташкил этувчининг шартли дифферен

циал функциясини (***) формула буйича топамиз:

1*1 < V г*— у1 да



*i= i *,=3 4 *4=8

!h= 3 0,15 0,06 0,25 0,04
Уъ= 6 0,30 0,10 0,03 0,07

Y  ташкил 3TVB4HHHHr даги шартли матема-
тик кутилишини топинг.

Еч«илиши. р(хj) ни топамиз; бунинг учун 5-жадвал- 
нинг биринчи устунида жойлашган э^тимолларни к,ушамиз:

р (хх) = 0,15 fO,SO = 0.45.
Y мивдорнинг X  = Xi= 1 даги э^тимоллари шартли тац- 

симотини (13-§) топамиз:
„и , i y \ - У1> °>15 1 .P W ilX i)— о,45 У '
п In I y \ Р (х*' У*) 0,30 2Р(Уъ\Х i) 0,45 =  3 •

Изланаётган шартли математик кутилишни (*) формула 
буйича топамиз:

а
М ( Г | Х  = Xi )=  у/р (у,\ хх) = ух-р (ух\ Xi) +

+  У гР (Уз1 хх) = 3- у  +  6 • -j = 5.

16-§. Боглик; ва эркли тасодифий микдорлар

Агар иккита тасодифий микдордан бирининг та^симот 
функцияси иккинчи мицдорнинг мумкин булган ^ийматла- 
рини кабул 1\илганига 6ofjihk; булмаса, уларни эркли деб 
атаган эдик. Бу таърифдан эркли миадорларнинг шартли 
таксимотлари уларнинг шартсиз тацсимотига тенглиги ке- 
либ чикдди.

Тасодифий микдорлар эрклилигининг зарур ва етарли 
шартларини келтирамиз.

Теорема. X  ва Y тасодифий микдорлар эркли булиши учун 
(X , Y) системанинг интеграл функцияси ташкил этувчи- 
ларнинг интеграл функциятри купайтмасига тенг були
ши зарур ва етарли:

F(x, у) = F,(x)-F,(y).



Бу ердан (олдинги теоремага асосан) X  ва У  эркли де
ган хулоса чицар миз.

Эслатма. Юцорида келтирилган шартлар зарур ва етарли булгани 
учун эркли тасодифий мицдорларга янги таърифлар бериш мумкин:

1) агар иккита тасодифий мицдор системасининг интеграл функция
си ташкил этувчиларнинг интеграл функциялари купайтмасига тенг бул
са, бу миедорлар эркли деб аталади.

2) агар иккита узлуксиз тасодифий мицдор системасининг дифферен
циал функцияси ташкил этувчиларнинг дифференциал функциялари ку
пайтмасига тенг булса, бу микдорлар эркли деб аталади.

17- §. Икки тасодифий мицдор системасининг 
сонли характеристикалари. Корреляция моменти. 
Корреляция коэффициента

Иккита тасодифий микдорлар системасини тавсифлаш 
учун ташкил этувчиларнинг математик кутилишлари ва 
дисперсияларидан ташцари бошка характеристикалардан ^ам 
фойдаланилади. Булар жумласига корреляция моменти ва 
корреляция коэффициента киради.

X  ва Y тасодифий мивдорларнинг цху корреляцион мо
менти деб бу микдорлар четланишлари купайтмасининг ма
тематик кутилишига айтилади:

Vxy= M \ (X - M (X ))(Y - M (Y ))].

Дискрет микдорлар корреляцион моментларини ^исоб 
лаш учун

п т

г* = 2  S  {х‘ ~  Щ Х)) {у> ~  м(у))р{х< •^  i=1 ;=i
формуладан, узлуксиз миадорлар учун эса

оо оо

\ьху = j  j  (х — М (X)) (у — М (у)) f (х, у) dxdy
— во — 00

формуладан фойдаланилади.
Корреляцион момент X  ва Y  мицдорлар орасидаги 6of- 

ланишни характерлаш учун хизмат цилади. К,уйида агар 
X  ва Y микдорлар эркли булса, у ^олда корреляцион мо
мент нолга тенг булиши курсатилади, бинобарин, агар кор
реляцион моментлар нолга тенг булмаса, у х,олда X  ва Y 
боглиц тасодифий мицдорлардир.



Эркли тасодифий микдорларнинг корреляция коэффици
ента нолга тенглиги ра вшан (чунки цху = 0).

Эслатма. Э^тимоллар назариясининг купгина масалаларида X  тасо
дифий микдор урнига нсрыаланган X '  микдорни текшириш максадга 
мувофивдир. X '  микдор четланишнинг уртача квадратик четланишга 
нисбати сифатида аникланади:

х , = X — М(Х)

Нормаланган микдор 0 га тенг математик кутилишга ва 1 га тенг 
диеперсияга эга. Дархакикат, математик кутилиш ва дисперсия хосса- 
ларидан фойдалаииб, ^уйидагиларга эга буламиз:

М(Х’) = м (  х ~ м(х ) ) =  _1_ .щ х  — М(Х)\ =  -L—-0 =  0;\ ах ) ах ах

D (X ’) =  D /Х  ~  А- -Л  = А — .Щ Х—М(Х)) = = 1.
\ а* ) °  X а2х

гХу корреляция коэффициенти X ' на У ' нормаланган мцдорлар- 
нинг корреляцион моментига тенглигига осонгина ишонч ^осил и,илиш 
мумкин:

,  _  М\ (Х~М (Х)У(У-М (У))} = м  Х ~ М ( Х ) У - М (У )  я
"  °У  I а' ' °У  J

= M(X’.Y ') = li x.y,.

18- §. Тасодифий микдорларнинг корреляцияланганлиги 
ва богли^лиги

Агар X  ва Y  тасодифий микдорларнинг корреляцион мо- 
менти (ёки корреляция коэффициенти) нолдан фар^ли булса, 
улар корреляцияланган деб аталади; агар X  ва Y  нинг 
корреляцион моменти нолга тенг булса, улар корреляци- 
ланмаган деб аталади.

Иккита корреляцияланган микдор, шунингдек, боглиц 
^амдир. Дар^а^икат, тескарисини фараз ^иладиган булсак, 
ц — 0 деган хулосага келишимиз лозим, бу эса шартга 
зид, чунки корреляцияланган мивдорлар учун цхуф0.

Бунга тескари мулохаза ^ар доим ^ам уринли булавер- 
майди, яъни агар иккита микдор боглиц булса, улар коррел- 
цияланган ̂ ам, корреляцияланмаган х;ам булиши мумкин. Бош- 
^ача айтганда, иккита богли  ̂ микдорнинг корреляцион мо
менти нолга тенг булмаслиги мумкин, аммоу нолга тенгбу’- 
либ ^олиши ^ам мумкин.



Шундай к;илиб, иккита тасодифий микдорнинг корреля- 
цияланганидан уларнинг боглиьушги келиб чи^ади, аммобу 
микдорларнинг бонли^лигидан уларнинг корреляциялан- 
лиги л;али келиб чи^майди Иккита микдорнинг эрклилиги- 
дан уларнинг корреляцияланмаганлиги келиб чик;ади, аммо 
бу ми^дорларнинг корреляцияланмаганлигидан уларнинг 
эрклилиги а̂к,ида ^али хулоса чи^ариш мумкин эмас.

Бироц нормал та^симланган микдорларнинг корреляция
ланмаганлигидан уларнинг эрклигиги келиб чи^ишини айтиб 
утамиз. Бу даъвони кейинги параграфда исботланади.

19-§. Текисликда нормал та^симот ^онуни
Практикада купинча нормал та^симланган икки улчов

ли тасодифий мицдорлар учрайди.
Текисликда нормал тацсимот цонуни деб дифференциал 

функцияси
fix у) = ----- ■ ' „ х2лахау ] i _ p 2*У

________ 1 И х  —  a t)» ( у — a t ) '  2d * ~ g| У ~ ° г 1 / * \

хе 2Ы У) [ о* + o f  '*• •, J-
булган икки улчовли (X, Y) тасодиф’ й мивдор э^тимолла- 
рининг та^симотига айтилади.

Текисликда нормал таксимот цонуни бешта параметр 
а,, аг, ах, ау ва рху орк,али аницланишини куриб турибмиз. 
Бу параметрлар цуйидагича э^тимолий маънога эгалигини 
исботлаш мумкин:

ai> а 2 — математик кутилишлар; 
ах, оу— урта квадратик четланишлар; 
рху эса X  ва Y  микдорларнинг корреляция коэффициенти. 

Агар икки улчовли нормал та^симланган тасодифий микдорнинг 
ташкил этувчилари корреляцияланмаган булса, у холда улар 
эркли эканлигига ишонч ^осил ^илайлик. ^ацицатан, X  ва Y 
корреляцияланмаган булсин. У  з̂ олда (*) формулада р = О 
деб цуйидагини ^осил киламиз:



Жавоби. f(x,u) =  f L  =  6 в - (2*+ Зи). дхду
я  я

5. х =  0, х — -g", (/ =  0, у =  ~2 т^ри чизицлар билан чегара-
ланган тугри туртбурчак ичида иккита тасодифий миадор система
сининг дифференциал функцияси f(x,y) = С sin(x -(- у); тугри турт- 
бурчакдан ташцарида эса f{x, у) =  0. а) С мивдорни топинг; б) система- 
нинг интеграл функциясини топинг.

Жавоби. а) С =  0,5; б) F(x, у) =  0 ,5[sinjc +  sin у —

— sin(* +  у)] ^0< * < у , 0 < у < j  j .

6. Иккита тасодифий миедор системаси текис тацсимланган:
х = 4, х =  6, у — 10, у =  15

т>три чизицлар билан чегараланган тугри туртбурчакда дифференциал 
функция узгармас цийматга эга, бу тугри туртбурчакдан ташцарида 
эса нолга тенг. а) дифференциал функцияни топинг; б) системанинг ин
теграл функциясини топинг.

Жавоби а» Нх и\ -= /ТУРРИ тургбурчакдан ташцарида О, Жавоби. a) A*. W “ = |Т£рри туртбурчак ичида 0, 1.

б)

7. Иккита тасодифий микдор системасининг дифференциал функ-

’ ПХ 'У) =  (4 +  х*)(9 +  У2) 8 
нинг интеграл функциясини топинг.

г
цияси /(х ,и) = ----- --------—  • а) С катталикни топинг, б) система-

(4 +  х»)(9 +  У )

Жавоби. С =  А ; б) F(x,y) arc tg

x ( i , ret8f + T )
8 Икки улчовли тасодифий микдор

-Чх» -  вху -  V
f ( x , y ) = ° ± J - e

л
дифференциал функция оркали берилган. Ташкил этувчиларнинг шарт
ли таксимот цонунларини топинг.

з
оЖавоби. <р(х,у) =

-(««+£*)■

-U + 3 1 / I*



моторов, Н. В. Смирнов), шунингдек, инглиз олимла- 
ри (С т ь ю д е н т .  Р. Фишер, Э. Пирсон),  америка олим- 
лари (Ю. Н е йм ан ,  А. Вальд)  энг куп ^исса ^ушдилар.

3- § Бош ва танланма тупламлар

Бир жинсли объектлар тупламини бу объектларни ха- 
рактерловчи бирор с и ф а т ёки сон белгига нисбатан урга- 
ниш талаб цилинсин. Масалан, агар бирор хил деталлар 
партияси булса, у ^олда деталнинг сифат белгиси булиб, 
унинг стандартлиги, сон белгиси булиб эса деталнинг улча- 
ми хизмат к,илиши мумкин.

Баъзан ялпи текшириш утказилади, яъни тупламдаги 
объектларнинг J^ap бирини  урганилаётган белгига нисба
тан текширилади. Лекин ялпи текшириш амалдэ нисбатан 
кам к,улланилади. Масалан туплам жуда куп (жуда катта 
сондаги) объектларни уз ичига олган булса, у холда ялпи 
текшириш утказиш жисмонан мумкин эмас. Бундай лоллар
да тупламдан чекли сондаги объектлар тасодифий равишда 
олинади ва уларни урганилади.

Танланма туплам, ёки оддий килиб, танланма деб та
содифий равишда танлаб олимган объектлар тупламига ай- 
тилади

Бош туплам деб танланма ажратиладиган объектлар 
тупламига айтилади.

Тушам (бош ёки танланма туплами) хажми деб бу 
тупламдаги объектлар сонига айтилади. Масалан, 1000 та 
деталдан текшириш учун 100 та деталь олинган булса, у 
5̂ олда бош туплам ^ажми N = 1000, танланма ^ажми эса 
п = 100.

Эслатма. Бош туплам купинча чекли сондаги элементларни 
ичига олади. Аммо бу сон анча катта булса, у ^олда хисоблашларни 
соддалаштириш ёки назарий хулосаларни ихчамлаш ма^садини кузда 
тутиб, баъзан бош туплам чексиз куп сондаги объектлардан иборат деб 
фараз цилинади. Бундай йул цуйиш шу билан оцланадики (анча катта 
^ажмли) бош туплам ^ажмини орттириш танланма маълумотларини 
ишлаб чициш нитижаларига амалда таъсир этмайди.

4 - §. Такрор ва нотакрор танланмалар.
Репрезентатив танланма

Танланмани тузишда икки хил йул тутиш мумкин: 
объект танланиб ва унинг устида кузатиш утказилгандан 
сУнг, у бош тупламга ^айтарилиши ёки ^айтарилмаслиги



Бош тупламдан элементлар битталаб олинадиган танлаш 
оддий тасодифий танлаш дейилади. Оддий танлашни тур
ли усуллар билан амалга ошириш мумкин. Масалан, N 
\ажмли бош тупламдан п та объект танлашда ^уйидагича 
йул тутилади. Карточкалар олиб, уларни 1 дан N гача 
номерланади. Сунгра уларни яхшилаб аралаштириб, тавак- 
калига битта карточка олинади, шу олинган карточка билан 
бир хил померли объект текшири*лади. Кейин карточка дас- 
тага кайтарилади ва процесс такрорланади, яъни карточка
лар аралаштириб, улардан бири таваккалига олинади ва -V к. 
п марта шундай цилинади, натижада п з̂ ажмли оддий такрор 
тасодифий танланма хосил ^илинади.

Агар олинган карточкалар цайтарилмаса, у холда тан
ланма оддий нотакрор тасодифий танланма булади.

Бош танланманинг хажми катта булганда тасвирланган 
бу процесс куп ме^нат талаб ^илади. Бундай холда «тасо
дифий сонлар»нинг тайёр жадвалидан фойдаланилади, 
уларда сонлар тасодифий тартибда жойлашган булади. Но- 
мерланган бош тупламдан масалан, 50 та объект олиш 
учун тасодифий сонлар жадвалининг ихтиёрий са^ифасини 
очиб, ундан бир варакайига 50 та сон ёзиб олинади; тан- 
ланмага номерлари ёзиб олинган сонлар билан бир хил 
объектлар киритилади. Агар жадвалнинг тасодифий сони N 
дан катта булса, у ^олда бундай сон тушириб цолдирила- 
ди. Такрорсиз танланма булган ^олда жадвалнинг илгари 
учраган сонлари хам тушириб цолдирилади.

Типик танлаш деб, шундай танлашга айтиладики, бун
да объектлар бутун бош тупламдан эмас, балки унинг «ти
пик» цисмларидан олинади. Масалан, деталлар бир нечта 
станокда тайёрланаётан булса, у з̂ олда танлаш барча детал
лар туплам дан эмас, балки ,%ар бир станок махсулотидан 
айрим олинади. Типик танлашдан текширилаётган белги 
бош тупламнинг турли типик цисмларида сезиларли узга- 
риб турганда фойдаланилади. Масалан, ма^сулот бир неч- 
га машиналарда тайёрланаётган булиб, машиналар орасида 
унча - мунча эскирганлари булса, у з̂ олда типик танлаш
дан фойдаланиш ма^садга мувофицдир.

Механик танлаш деб, шундай танлашга айтиладики, 
бунда бош туплам танланмага нечта объект кириши лозим 
булса, шунча группага механик равишда ажратилади ва 
з̂ ар бир группадан биттадан объект танланади.

Масалан, станокда тайёрланган деталларнинг 20 %  ини 
ажратиб олиш лозим булса, у з̂ олда х;ар бир бешинчи де



Шуни ^айдцилиб утамизки, тацсимот дейилганда э̂ ти- 
моллар [назариясида тасодифий микдорнинг мумкин булган 
цийматлари ва уларнинг эхтимоллари орасидаги мослик, мате
матик статистикада эса кузатилган варианталар ва уларнинг 
частоталари ёки нисбий частоталари орасидаги мослик тушу- 
нилади.

Мисол. ^ажми 20 булган танланманинг частоталари 
та^симоти берилган:

х, 2 6 12 
п, 3 10 7.

Нисбий частоталар таксимотини ёзинг.
Е ч и л и ш и .  Нисбий частоталарни топамиз. Бунинг 

учун частоталарни танланма ^ажмига буламиз:

«7,= -1 = 0,15, = ^  = 0,50, U7s = -^=0,35.

Нисбий частоталар так,симотини ёзамиз:
л, 2 6 12 
W, 0,15 0,5 0,35

Контрол цш иш: 0,15 -f 0.5 + 0,35 = 1.

7-§. Тацсимотнинг эмпирик функцияси

Айтайлик, X  сон белги частоталарининг статистик тац- 
симоти маълум булсин. Куйидагича белгилашлар кирита- 
миз: пх — белгининг х дан кичик киймати кузатилган ку- 
затишлар сони; п — кузатишларнинг умумий сони (танлан
ма ^ажми).

Равшанк , X  <  х ходисанинг нисбий частотаси —  га
тенг. Агар х узгарадиган булса, у ^олда умуман айтганда,
нисбий частотаси ^ам 5'згаради, яъни ~  нисбий частота х
нинг функциясидир. Бу функция эмпирик (тажриба йули) 
йул билан топиладиган булгани учун у эмпирик функция 
дейилади.

Тса'симотнинг эмпирик функцияси (танланманинг таксимот 
функцияси) деб >̂ар б р х циймати учун X х ^одисанинг 
эхтимолини аниклайдиган F*(x) функцияга айтилади. Шун
дай ^илиб, таърифга кура

/■*(*) = ^ .



X  <  6 киймат, хусусан, хх — Ч киймат 12 марта куза
тилган, демак,

2 < х <  6 да F*(x) = j?  0,2.

X  < 10 кийматлар, жумладан хх = 2 ва дг2 = 6 ииймат- i 
лар 12 + 18 = 30 марта кузатилган; демак,

6 < х < 10  да /'"Ч*) = jjj)'

X  = Ю энг катта варианта булгани учун 
х > 10 да F*(x) = 1. 

Изланаётган эмпирик функция:
х<2

0,5.

F* (х) =
2 <х <  6 да 0,2, 
6< * <10 да 0,5, 
*>10

Да 0, 
О,
0,
1.да

£ЫМ

1

19- раем

W

Бу функциянинг графиги 19-расмда тасвирланган.

8 - §. Полигон ва гистограмма

Кургазмалилик мацеадида статистик таксимотнинг тур- 
ли графЛклари, жумладан, полигон ва гистограммаси яса- 
лади.

Частоталар полигоны деб, кесмалари (xv «,), (хг, п2), 
... (Xg, nk) ну^таларни туташтирадиган синиц чизшда г и- 
тилади. П9лигонни ясаш учун абсциссалар уцига х, варианта- 
ларни, ординаталар уцига эса уларга мос nt частотала pm 
н;уйиб чицилади. Сунгра (х„ п ) нуцталарни тугри чизш



21-расмда 6 -жадвалда келтирилган п = 100 ^ажмли 
тацсимот частоталари гистограммаси тасвирланган.

6 - ж ад в а л

Узунлиги h в  5 булган 
кнсмий интервал

п^ интервал варианта лари 
частоталарининг йирнндисн

частота зичли- 
п 1 

ги т
5 — 10 4 0,8

1 0 —  15 6 1,2
15 —  20 16 3,2
20 —  25 36 7,2
25 —  30 24 4,8
30 —  35 10 2,0
35 —  40 4 0,8

Нисбий частоталар гистограммаси деб асослари h
узунликдаги интерваллар, баландликлари эса нисбатга
(нисбий частота зичлигига) тенг булган тугри туртбурчак- 
лардан иборат погонавий фигурага айтилади.

Нисбий частоталар полигонини ясаш учун абсциссалар 
уцига цисмий интервалларни цуйиб чицилади, уларнинг те-

UZ
пас и дан эса масофада абсциссалар уцига паралле 
кесмалар утказилади. г'-^исмий тутри туртбурчакнинг 
юзи h • га, яъни i - интервалга тушган варианталар- 
нинг нисбий частоталари^й№индисига тенг.Демак, нисбий



олинган хи хг, ..., хп цийматлари булади (бу ерда ва бун
дан кейин кузатишлар узаро боклицмас деб фараз цилина- 
ди). Бахоланаётган белги худди шу маълумотлар орцали 
ифодаланади.

хи хг, ..., хп ни эркли Х ъ Хъ Х п тасодифий миц- 
дорлар деб цараб, назарий тацсимот номаълум параметри- 
нинг статистик бахосини топиш, бу демак, кузатилаётган 
тасодифий микдорлар оркали шундай функцияни топиш- 
дирки, у бахоланаётган параметрнинг татфибий цийматини 
беради. Масалан, нормал тацсимотнинг математик кутили
шини бахолаш учун ушбу

-\- Х г -j-... -j-Xn 
п

функция (белгининг кузатиладиган цийматларининг арифме
тик уртаси) хизмат цилади (бу кейинроц курсатилади).

Шундай цилиб, назарий таксимот номаълум параметри- 
нинг статистик бахоси деб кузатилган тасодифий мицдор- 
лардан тузилган функцияга айтилади.

2 - §. Силжимаган, эффектив ва асосли ба^олар
Статистик бахолар бахоланаётган параметрларнинг «ях- 

ши» яцинлашишларини бериши учун улар маълум талаблар- 
ни цаноатлантиришлари лозим. {{уйида шу талаблар курса- 
тилган.

0 * назарий тацсимот 0 номаълум параметрининг статис
тик бахоси булсин. п хажмли танланма буйича 0 *! бахо 
топилган булсин. Тажрибани такрорлаймиз, яъни бош туп- 
ламдан уша хажмли иккинчи танланмани оламиз ва унда- 
ги маълумотлар буйича 0*2 бахони топамиз. Тажрибани
куп марта такрорлаб, © Д 02*...... ©А*сонларни хосил ци-
ламиз, улар, умуман айтганда, узаро хар хил булади. 
Шундай цилиб, 0* бахони тасодифий миедор,©,*, 02*, ..., 
©** сонларни эса унинг мумкин булган цийматлари сифа
тида цараш мумкин.

0 * ба^о © нинг тацрибий цийматини ортиги билан бе
ради деб фараз цилайлик; у холда танланмадаги маълумот
лар буйича топилган хар бир 0 ,-* (i = 1, 2, ..., k) сон ха- 
циций 0* цийматдан катта булади. Бу холда 0* тасодифий 
мицдорнинг математик кутилиши (уртача циймати) хам 0  
дан катта булади, яъни М (0*) > 0. Агар 0* циймат ба- 
Хони ками билан берадиган булса, равшанки, М  (©*) <  0.



Айтайлик, дискрет бош туплам X  сон белгига нисбатан 
урганилаётган булсин. _

Бош Уртача циймат Хб деб бош туплам белгиси кий- 
матларининг арифметик уртача кийматига айтилади.

Агар N х,ажмли бош туплам белгисининг барча хь х2, 
..., xN кийматлари т у р л и ч а  булса, у холда

-  _ x 1 + xi +  . . . + x N 
Ч   ----- -N-------

Агар белгининг лг,, х2, ..., а:* кийматлари мос равишда 
Nv N2, ..., Nk частоталарга эга, шу билан бирга Nx +  
-\-N2... -f- Nk = N булса, у холда

хх Ni х% Nk 
Х Б --------------- Jj--------------,

яъни бош уртача киймат белгининг (вазнлари тегишли 
частоталарга тенг булган) кийматларининг вазний уртача 
Кийматидир.

Э с л а т м а .  N ^ажмли бош туплам X  белгининг х2, 
..., дГд, га тенг турли кийматларига эга булган объектлар- 
дан иборат булсин. Бу тупламдан таваккалига битта объект 
олинади деб фараз килайлик. Белгининг масалан, хх кий-
матига эга булган объект олиниши эхтимоли га тенг-
лиги равшан. Худди шу э^тимол билан исталган бошка 
объект хам олиниши мумкин. Шундай килиб, X  белгининг

катталигини мумкин булган хх, хг......  x n  кийматлари бир
хил э^тимолга эга булган тасодифий микдор деб к,а- 
раш мумкин. М(Х) математик кутилишни топамиз:

Л4(Х) =  хх • -fi- -f хг • -др -f- ... +  xN • -ц- =
Xl +  х2 + ... +  XN _  —

~  N
Шундай килиб, бош тупламнинг текширилаётган X  бел

гиси тасодифий микдор деб караладиган булса, у холда 
белгининг математик кутилиши шу белгининг бош уртача 
Кийматига тенг:

М  (А) =  х б  .



(уни танланма таи,симот дейилади) сон характеристикалари, 
жумладан, танланма тацсимотининг математик кутилиши 
ва дисперсияси ^ацида суз юритиш мумкин.

Шуни цайд килиб утамизки, назарий мулохазаларда X  
белгининг борлик булмаган кузатишлар натижасида ^осил 
килинган xv х2...... хп танланма цийматларини ^ам X би
лан бир хил так,симотга эга булган, ва демак, ушандай 
сон характеристикаларига эга булган xv х2, .... хп тасоди
фий мивдорлар деб царалади.
5 - §. Бош уртача цийматни уртача танланма ^иймат буйича
ба^олаш. Уртача танланма кийматларнинг
тургунлиги

Айтайлик, бош тупламдан (X  сон белги устида богли  ̂
булмаган кузатишлар утказиш натижасида; белгининг и̂й-
матлари xv х2......хп булган п ^ажмли такрорий танланма
олинган булсин. Муло^азаларнинг умумийлигини камайтир- 
масдан, белгининг ^ийматларини турли деб ^исоблаймиз. 
Айтайлик, х б уртача бош киймат номаълум булиб, уни тан- 
ланмадаги маълумотлар буйича ба^олаш талаб ^илинсин. 
Уртача бош цийматнинг ба.̂ оси сифатида уртача танланма

_ Х у  + Хг + ... + ХпX T -------- -------

циймат цабул кдлинади.
хт силжимаган ба^о эканлигига ишонч ^осил ^иламиз, 

яъни бу ба^онинг математик кутилиши хБ га тенг экан-
лигини курсатамиз. хт ни тасодифий микдор, хх, х2....... хп
эркли, бир хил тацсимланган X ,, Х 2, ..., Х „ тасодифий ми̂ - 
дорлар сифатида к,араймиз. Бу микдорлар бир хил так,сим- 
ланганлиги учун улар бир хил сон характеристикаларга, 
жумладан, бир хил математик кутилишга эга, уни а ор̂ а- 
ли белгилаймиз. Бир хил та^симланган тасодифий ми̂ дор- 
ларнинг арифметик уртача 1\ийматининг математик кутили
ши биттасининг математик кутилишига тенг (V I I I  боб,
9-§.) булгани учун:

М(хБ)= М  [ ^ ± £ ± -.:..+ *я j = а . (*)

Х х, Хо, ..., Х п миедорларнинг ^ар бири ва бош туплам 
(уни ^ам тасодифий мивдор сифатида ^араймиз) бир хил 
тацсимотга эга эканлигини эътиборга оладиган булсак, бу



уртача бош кийматдан иккинчисига Караганда камроц фарц 
цилади.

Э с л а т м а .  Биз танланмани такрор (цайтариладиган) деб фараз 
цилдик. Аммо нотакрор танланмаиинг ^ажми бош туплам ^ажмидан 
анча кичик буладиган б^лса, юцорида ^осил дилинган хулосалар бу 
танланмалар учун ^ам цулланилиши мумкин. Бу цоидадан амалда куп 
фойдаланилади.

6-§* Группавий ва умумий уртача цийматлар

Тупламнинг (бош тупламми ёки танланма тупламми, бу- 
нинг фарци йуц) сон белгиси х нинг барча цийматлари бир 
нечта группаларга ажратилган булсин. Дар бир группани 
мустацил туплам сифатида цараб, унинг арифметик уртача 
цийматини топиш мумкин.

Группавий Уртача щиймат деб белгининг группага те
гишли цийматларининг арифметик уртача цийматига айти
лади.

Энди бутун тупламнинг уртача циймати учун махсус 
термин киритиш максадга мувофиц.

Умумий Уртача щймат х деб белгининг бутун тупламга 
тегишли кийматларининг уртача арифметик цийматига айти
лади.

Группавий уртача цийматларни ва группаларнинг ^ажм- 
ларини билган х;олда умумий уртача цийматни топиш мум
кин: умумий Уртача /щймат группавий Уртача кийматларни 
группаларининг вазнлари буйича вазний Уртача арифметик 
цийматига тенг.

Бунинг исботини келтирмасдан, уни тушунтирадиган ми
сол билан чекланамиз.

Мисол. Куйидаги иккита группадан тузилган тупламнинг 
умумий уртача цийматини топинг:
Группа биринчиси иккинчиси
Белгининг циймати 1 б 1
Частота 10 15 20 5
Дажм 10 + 15 = 25 20+30=50 30

Ечилиши.  Группавий уртача цийматларни топамиз:
—  _  10-1+15-6 _  ..
Xl ~  25 

—  .20-1+30-5 о ,*2----- go--- --



Мисол. X  сон белгининг таксимот и берилган:
х, 1 2  3 
п, 10 4 6.

Четланишларнинг тегишли частоталарга купайтмалари 
йикиндиси нолга тенглигига ишонч хосил килинг.

Е ч и л и ш и .  Умумий уртача кийматни топамиз:
—  10.1 +4-2 + 6-3 _  . .  х — 20 — 1,8.

Четланишларнинг тегишли частоталарга купайтмалари 
йигиндисини топамиз:

(х, — jtf=10-(l — 1,8)+4-(2— 1,8)4-6-(3— 1.8)= 8—8=0.

8-§. Бош дисперсия
Бош туплам X  сон белгисини узининг уртача циймати 

атрофида сочилишини характерлаш максадида йигма харак
теристика—бош дисперсия тушунчаси киритилади.

Бош дисперсия Об Деб бош туплам белгис цийматларп- 
ни уларнинг уртача киймати хб Дан четланишлари квадрат- 
ларининг дртача арифметик пийматига айтилади.

Агар N хажмли бош туплам белгисининг барча xv хг,..., 
хn кийматлари турлича булса, у ^олда

N _
'^(Xi — Xs )2

Агар белгининг xv х%...... лс* кийматлари мос равишда
Nv N.}, ..., Nk частоталарга эга, шу билан бирга Л\ -+- Л/2 4-... 
... Nk = N булса, у колда

к _
(Х‘ ~  ХБ У

^ = b L - l V---- -
яъни бош дисперсия вазнлари тегишли частоталарга тенг 
булган четланишлар квадратларининг вазний уртача кийма- 
тидир.

Мисол. Бош туплам куйидаги таксимот жадвали билан 
берилган:

х, 2 4 5 6 
N, 8 9 10 3.



яъни танланма дисперсия вазнлари тегишли чаСтоталарга 
тенг булган четланишларнинг вазний уртача кийматидир.

Мисол. Танланма туплам ушбу тацсимот жадвали орк,а- 
ли берилган

х, 1 2 3 4 
л, 20 15 10 5 

Танланма дисперсиянн топинг.
Е ч и л и ш и .  Уртача танланма ^ийматни (4- §) топамиз:

20-1 +  15-2-Ь 10-3 + 5-4 100 0 
Хт — '20 +  15 + 10 +  5 — 50 -

Танланма диспереияни топамиз:
п  20 (1 — 2)а -f- 15 (2—2>2 -f- 10-(3 — 2)3 +  5• (4 — 2)2 50 , 

т 50 50
Танланма туплам белгиси к,ийматларини унинг уртача 

киймати атрофида сочилишини характерлаш учун дисперсия- 
дан ташкари йигма характеристика—уртача квадратик чет- 
ланишдан фойдаланилади.

Танланма рртача квадратик четланиш (стандарт) деб 
танланма дисперсиясидан олинган квадрат илдизга айти
лади:

стт = V  Dr.

10-§. Дисперсияни з̂ исоблаш учун формула

Дисперсияни хисоблашни (танланма дисперсиями, бош 
дисперсиями, бунинг фарци fiyî ) цуни даги теоремадан фой- 
даланиб, соддалаштириш мумкин.

Теорема. Дисперсия белгининг кийматлари квадратла- 
рининг $ртача кийматидан умумий уртача циймат квад- 
ратини айирилганига тенг:

D =  хг — [х ] \
И с б о т  и. Теоремаиинг исботи цуйидаги алмаштириш- 

лардан келиб чи^ади:

£ ) _  H 'lijx i — X)2 _  ni(xj2 — х +  [х ]2) _  
п п

= ^ п,~  — 2 х ^ -п‘-х±  +  ^ -х 2— 2 х ~ х  + [х [г=п п 1 1 п 11

=  ^ - [ х ] К



1-мисол. К,уйидаги иккита труп падай иборат туплам
нинг группавий дисперсияларини топинг:

Биринчи группа Иккинчи группа
X/ П ( Xj tl{

2 1 3 2
4 7 8 3
5 2

W, = v „ / = i о ^  = =
Ечилиш и .  Группавий уртача цийматларни топамиз:

-  _  Ъ ч х ,  1-2 +  7-4 +  2-5 
~  10

— 2-3 +  3-8 с Х2 =  — = 6.

Dirp

Изланаётган группавий дисперсияларни топамиз:
2я< (*<- *<)2 1‘(2 — 4)а +  7-(4 — 4)2 +  2-(5 — 4)*

10 —
=  0 ,6;

2-(3 — 6)* +  3-(8 — 6)* с
и 2rp = --------------------- g-------------------- =  о .

Дар бир группанинг дисперсиясини билган холда уларнинг 
арифметик уртача кийматини топиш мумкин.

Группаичи дисперсия деб группавий дисперсияларнинг 
группалар хажмларига тенг булган вазнлар билан олинга:' 
арифметик уртача к,ийматига айтилади:

п  _  2 ^Dyrp
^-'гр.ичи —  ---- ----- 1п

бу ерда Nj сон j группа хажми; k
п — ^  W/ — бутун туплам хажми.

/ = 1
2-мисол. 1-мисолдаги маълумотлар буйича группаичи дне 

персияни топинг.
Ечилиш и .  Изланаётган группаичи дисперсия цуйидаги- 

га тенг:
Nt Djrp +  N2 Darp 10.0,6+5-6 12



Е ч и л и ш и .  Умумий уртача киймат га тенглигини 
эътиборга олиб, изланаётган умумий дисперсияни топамиз: 

/ 14\2 / 14 \2 I 14\2
DyM_ =  -Ь )  + 7-( 4- т )  + 2- ( 5 - - у )  +

15
/ 14\2 / 14 \22-(2-  T j+3.^8-T )

148
п 15 ' “  ~  45 •

Эслатма. Топилган умумий дисперсия группаичи ва группааро 
дисперсиялар й и р и н д и с и г я  тенг:

D “ *•
Ум =  45 ’

п п 12 8 148гр, нчн +^гр.аро =  -g +  g- =  -щг.

Бундай кону ни ят исталган туплам учун тугри эканлиги кейинги пара- 
графда исботланади.

12-§. Дисперсияларни цушиш

Теорема. Агар туплам бир нечта группалардан иборат 
булса, у холда умумий дксперсия группаичи ва группааро 
дисперсиялар йигиндисига тенг:

D - D  jl.Dум —  гр.вчи Т  гр,аро *

И с бот и. Исботни соддалаштириш учун X  белгининг 
Кийматлари туплами куйидаги иккита группага ажратилган 
деб ^исоблаймиз:

Группа биринчиси иккинчиси
Белги киймати a’i х2 х2
Частота т , т 2 пх п2
Группа ^ажми N2 =пх +п2
Группавий уртача _  _
Киймат хх х.2
Группавий дисперсия D 1гр D2rp
Бутун туплам ^ажми n —Nx -\~N2

Ёзишни КУлайлаштириш максадида йигинди белгиси
2 2
2  урнига 2  белгини ёзамиз. Масалан, 2 /п1-= 2  Щ =  
1=1 i=i 
=  т х +  т 2 = Nt.



Исботланган теоремани я^кол тасаввур килишга ёрдам 
берадиган мисол олдинги параграфда келтирилган.

Э с л а т м а .  Теорема факат назарий ахамиятга эга булмасдан, бал
ки му^им амалий ахамиятга хам эга. Масалан, кузатишлар натижасида 
белгининг бир нечта группа ^ийматлари хосил цилинган булса, у х;ол- 
да умумий дисперсняни ^исоблаш учун группаларнн ягона тупламга 
бирлаштирмаслик ^ам мумкин. Иккинчи томондан, туплам катта ,̂ ажм- 
га эга булса, у ^олда уни бир нечта группага ажратиш мацсадга му- 
вофиц. У  ^олда хам, бу цолда >;ам умумий дисперсияларни хисоблаш 
айрим группаларнинг дисперсиялариии хисоблаш билан алмаштирилади, 
бу эса хисоблашларни соддалаштиради.

13-§. Бош дисперсияни тузатилган 
танланма дисперсия орцали бахолаш

Бош тупламдан X  сон белги устида п та узаро боглиц 
булмаган кузатиш утказиш натижасида п хажмли такро- 
рий танланма олинган булсин:

белги ^ийматлари х1г х2, ..., хк, 
частотаси nv п2, ..., пк,
шу билан бирга п1 +  п2 4- ... +  пк — п.

Номаълум D б бош дисперсияни танланмадаги маълу
мотлар буйича бахолаш (та^рибан топиш) талаб к,илинади. 
Агар бош дисперсиянинг бахоси сифатида танланма диспер
сияни цабул килинадиган булса, у холда бу бахо система
тик хатоларга олиб келади; у бош дисперсиянинг камайган 
цийматларини беради. Бу нарса танланма дисперсия бош 
дисперсия Db нинг силжиган бахоси булиши (буни исбот
лаш мумкин) билан тушунтирилади, бошкача суз билан 
айтганда, танланма дисперсиянинг математик кутилиши 
бахоланаётган бош дисперсияга тенг булмасдан, балки

M\Di) — Об

га тенг.
Танланма дисперсияни унинг математик кутилиши бош 

дисперсияга тенг буладиган цилиб осонгина «тузатиш»
мумкин. Бун инг учун DT ни ~ZT\ касРга купайтириш
кифоя. Буни бажариб «тузатилган дисперсияни» хосил ци- 
ламиз, уни одатда s2 оркали белгиланади:



ланма з̂ ажми унча катта булмаганда интервал бахолардан 
фойдаланиш лозим.

Интервал баз̂ о деб и к к и т а  сон — интервалнинг 
учлари билан аник,ланадиган бахога айтилади. Интервал 
ба^олар ба^оларнинг ани^лиги ва ишончлигини (бу тушун- 
чаларнинг маънсси цуйида ойдинлашади) баз̂ олашга имкон 
беради.

Танланма маълумотлари буйича топилган 0* статистик 
характеристика 0  номаълум параметрнинг бачоси булиб 
хизмат цилсин. © ни узгармас сон деб х,исоблаймиз (Н та
содифий микдор з̂ ам булиши мумкин). 10  — в* | айирманинг 
абсолют катталиги цанчалик кичик булса 0 * ба\о в  пара- 
метрни шунчалик аниц базфлаши равшан. Бошк,ача суз 
билан айтганда, б >0 ва 10  — 0 * | < б булса, у >,олда б 
цанчалик кичик булса, 0* бахо шунча аникдир. Шундай 
цилиб, б сон бщонинг анщлигини характерлайди.

Лекин статистик методлар 0* бахо 10 — 0* < 6  тенг- 
сизликни цаноатлантиради деб цатъий даъво килишга им
кон бермайди; бу тенгсизлик амалга ошадиган у эхтимол 
хакидагина гапириш мумкин,

0 бахонинг 0 * буйича ишончлилиги (ишончли эхтимол) 
деб |0  — 0 *| <  б тенгсизликнинг амалга ошиш эз̂ тимоли у 
га айтилади. Одатда бахонинг ишончлилиги олдиндан бери- 
лади, бунда у сифатида бир сонига яцин сон олинади. Ку- 
пинча ишончлиликни 0,95; 0,99 ва 0,999 килиб берилади.

Айтайлик, |0  — ©*|<б булиш эз̂ тимоли у га тенг бул
син:

Р [ | 0 _ 0 * | < 6 ]  = у.
| 0  — 0 *| < б тенгсизликни унга тенг кучли

— б < 0  — 0 *< б  ёки 0 * — б < 0  < 0 * б 
Куш тенгсизлик билап алмаштириб,

Р  [0* -б < 0  < ©*+ 6] = у
га эга буламиз. Бу муносабатни бундай тушуниш лозим: 
(©*— б, 0 * + б) интервалнинг номаълум 0 параметрни уз 
ичига олиш (крплаш) эзстимоли у га тенг.

Ишончли интервал деб номаълум параметрни берилган 
у ишончлилик билан к°Ш1айдиган (0 * — б, ©* -f б) интер
валга айтилади.

Э с л а т м а .  ( в * — б, 0 * + б )  интервал тасодифий учларга эга 
(улар ишончли чегаралар дейилади). Дар^ак^ат, турли танланмаларда



_ — u
формулада (X II боб, 6- §) X  ни X  га ва а ни ст (X) = 
га алмаштириб,

/ > ( | Х - а | < 6) = 2Ф ( )  — 2Ф(0

Сунгги тенгликдан б = t ни топиб, цуйидагича 
ёзишимиз мумкин:

Р  э^тимол у га тенглигини эътиборга олиб (ишчи фор
мулами ^осил цилиш учун танланма уртача кийматни яна 
х оркали белгилаймиз), узил-кесил куйидагини хосил ки- 
ламиз:

Х,осил килинган бу муносабатнинг маъноси куйидагича:

ишончли интервал номаълум а параметрни коплайди: ба\о- 
нинг аниклиги б = t •Уп

Шундай килиб, юкорида куйилган масала тулик ечилди. 
t сон 2Ф(/) = y ёки ф(/) = |- тенгликдан аникланишини ай- 
тиб утамиз: Лаплас функцияси жадвали (2- илова) буйича 
Лаплас функциясининг  ̂ га тенг киймати мос келадиган 
t аргумент киймати топилади.

1 - Э с л а т м а .  \ х — а| <  t • -7=  бахо классик деб аталади
У п

а
Классик ба^онинг ани^лигини к^рсатувчи б =  <• -7=  формуладан цуйи

У п
даги хулосаларга келиш мумкин:

1) танланма хажми п нинг ортиши билан б сон камаяди, биноба 
рин, ба>;онинг аниушги ортади;

2) 7 =  2Ф(/) бахо ишончлилигининг ортиши t нинг ортишип 
(Ф (0  усувчи функция), ва демак, 6 нинг ^ам ортишига олиб келади

= 2Ф(/) = у .

■у ишонч билан айтиш мумкинки,



куп сонда танланмалар олинган булса, у з̂ олда уларнинг 
95% и шундай ишончли интервалларни аниклайдики, бу 
интервалларда параметр х,ацикатан хам ётади; 5%  ^оллар- 
дагина у ишончли интервал чегарасидан четда ётиши мум
кин.

2- 9 с л am ма . Агар математик кутилишни олдиндан берилган б 
аницлик ва у ишончлилик билан ба^олаш талаб цилинса, у >;олда бу 
аник,ликни таъминлаб берадиган минимал ^ажмли танланманинг ,\ажмини

/2(Т2
П = Ж

формуладан топилади (б = t  тенгликнинг натижаси).
Vn

16-§ Нормал тацсимот математик кутилишини о номаълум 
булганда ба^олаш учун ишончли интерваллар

Айтайлик, бош тупламнинг X  сон белгиси нормал тац- 
симланган, шу билан бирга а уртача квадратик четланиш 
номаълум булсин. Номаълум а математик кутилишни 
ишончли интерваллар ёрдамида бахолаш талаб килинади. 
Равшанки, бу уринда олдинги параграф натижаларидан 
фойдаланиб булмайди, чунки у ерда ст маълум деб фараз 
Килинган эди.

Танланма маълумотлари буйича шундай 
/р X — а 

= S 
Уп

тасодифий микдорни (унинг кийматларини t орк,али бел11, 
лаймиз) тузиш мумкин эканки, у k = n — 1 озодлик дара- 
жали Стьюдент таксимотига эга булар экан (параграф охи- 
ридаги тушунтиришга царанг) бу ерда X  — танланма урта
ча кийшт, S — «тузатилган» уртача квадратик четланиш, 
п — танланма :\ажми.

Дифференциал функция
П

S{t ,п) = Bn 1 +

бу ерда

Bn in- iT •
Г ф ^ Т )  Г



Шундай килиб, а номаълум параметр 0,95 ишончлилик 
билан 19,77 < а <  20,626 ишончли интервалда ётади.

Э с л а т  и а. Ушбу п
2 /•

лимит муносабатлардан танланма з̂ ажми чексиз ортганда Стьюдент та̂ - 
симоти нормал тацсимотга интилиши келиб чик;ади. Ш у сабабли я >  30 
да Стьюдент та^симоти урнига нормал тацсимотдан фойдаланиш мум- 
кян.

Лекин цуйидагини таъкидлаб утиш айницса мухим: 
к и ч и к  т а н л а н м а л а р д а  (л <30), айницса, п нинг ки
чик ^ийматларида тацсимотни нормал тацсимотга алмашти- 
риш цупол хатоларга, чунончи, ишончли интервални асоссиз 
торайишига, яъни бахо ани^лигининг ортишига олиб келади. 
Масалан, агар п = 5 ва у = 0,99 булса, у холда Стьюдент 
та^симотидан фойдаланиб, t = 4,6 ни, Лаплас функцияси- 
дан фойдаланиб эса t = 2,58 ни топамиз, демак, кейинги 
Холда ишончли интервал Стьюдент тацсимоти буйича то
пилган интервалдан торрок, булиб чицди.

Стьюдент таксимоти танланма кичик булганда унча 
аниц булмаган натижалар бериш холати Стьюдент та^симо- 
тининг кучсизлигидан дарак бермасдан, балки кичик тан
ланма бизни цизи^тираётган белги xaiW a  кам информация- 
га эгалиги билан тушунтирилади.

Тушунтириш. Илгари курсатилган эдики (X II боб,
14-§), Z нормал ми^дор, шу билан бирга М  (Z) = 0, 
ct(Z) = 1 булиб, V эса Z га богли  ̂ булмаган мивдор булиб, 
k озодлик даражали х2 конун буйича тацсимланган булса, 
у холда

ми^дор k эркинлик даражали Стьюдент цонун буйича та̂ - 
симланган.

Бош тупламнинг X  сон белгиси нормал та^симланган, 
шу билан бирга М (Х) = а, а(Х) = а булсин. Агар бу туп- 
ламдан п хажмли танланмалар олиниб, улар буйича тан
ланма уртача к.ийматлар топиладиган булса, у холда тан-

Т Z
И



ланишга хаьулимиз. Бошкача суз билан айтганда, улчанаёт- 
ган катталикнинг ^акикий кийматини алохида улчашлар 
натижаларининг арифметик уртача киймати буйича ишонч 
ли интерваллар ёрдамида бахолаш мумкин. Одатда а номаъ
лум булгани учун 16-§ формулаларидан фойдаланиш лозим.

Мисол. Физик мицдорни эркли, тенг (бир хил) аницлик- 
даги 9 та улчаш маълумотлари буйича айрим улчашларнинг 
арифметик уртача киймати л: = 42,319 ва «тузатилган» 
уртача квадратик четланиш s = 5,0 топилган. Улчанаётган 
микдорнинг ^акикий кийматини у = 0,95 ишончлилик билан 
бахолаш талаб килинади.

Еч и л и ш и .  Улчанаётган микдорнинг ^акикий киймати 
унинг математик кутилишига тенг. Шу сабабли масала ма
тематик кутилиш а ни (о номаълум булганда) берилган
Y = 0,95 ишончлилик билан коплайдиган

— . S ^ — , , S

x - li W < a < x  + t' W
интервал ёрдамида ба^олашга келтирилади.

Жадвалдан (3- илова) фойдаланиб, у = 0,95 ва п = 9 
буйича / = 2,31 ни топамиз.

Баконинг аниклигини топамиз:

t • -7 = = 2,31 4  = 3,85.
I у п у

Ишончлилик чегараларини топамиз:

х — / -р=- = 42,319 — 3,85 = 36,469;
т у  п

х + t -4= = 42,319 +  3,85 = 46,169.
т у п

Шундай килиб, улчанаётган микдорнинг хакиций кийма
ти 0,95 ишончлилик билан ушбу интервалда ётади:

38,469 < а <  46,169.

18-§. Нормал таксимотнинг уртача квадратик четланиши 
а ни бахолаш учун ишончли интерваллар

Бош тупламнинг X  сон белгиси нормал таксимланган 
булсин. Бош уртача крадратик четланиш а ни «тузатилган» 
уртача квадратик четланиш s оркали бахолаш талаб кили-



куринишни оладиган килиб, узгартирамиз Бу тенгсизликнинг 
э^тимоли берилган у э^тимолга тенг (X I боб, 2-§), яъни

q <  1 деб фараз килиб, (*) тенгсизликки бундай ёзамиз:

Бу тенгсизликнинг барча хадларини S У  п — 1 га ку- 
пайтириб, нуйидагини >;осил циламиз:

Бу тенгсизлик, бинсбарин, унга тенг кучли (*) тенгсиз
ликнинг бажарилиш э^тимоли

У^л
1—9

га тенг. Бу тенгламадан берилган п ва у буйича q ни то
пиш мумкин. q ни амалда топишда жадвалдан фойдалани
лади (4-илова).

s ни танланма буйича ва q ни жадвал буйича топиб, 
ст ни берилган у ишончлилик билан цоплайдиган ишончли 
интервални, чунончи,

интервални топамиз.
1- мисол. Бош тупламнинг X  сон белгиси нормал та^сим- 

ланган. п = 25 хажмли танланма буйича «тузатилган» ур
тача квадратик четланиш s = 0,8 топилган. Бош уртача 
квадратик четланиш о ни 0,95 ишончлилик билан крплай- 
диган ишончли интервални топинг.

5(1 +  9) <  а <  S (1 — <7) '

Уп — 1 sY  п— 1 Уп— 1 
1 +  q а 1 — q

еки

s(l — q )< o < s (\  + q)



П—3 £_ 

/(•*) = Х *
■ V "Jra—1) * г --

V 2
X = ф(Л') = у  X  (X > 0) функциянинг та^симотини топищ 

учун ушбу

g(y) = Ш у) I •№'(«/)]
формуладан (X II боб. 10-§) фойдаланамиз. Бундан теска- 
ри функция

х =Ч> '(X) = X2
ва

f  (X) = 2 X.
Сунгра X > 0 булгани учун |i|)'(X) | = 2Х. Демак,

п-з v

g(x) = fly (х)] ■ | п % ) | = (х2_,2- *2Х-
2 2 r(V)

Элемента^ алмаштиришлао бажариб ва белгиларни узгарти- 
риб (g{X) ни R(x-n) га алмаштирамиз), узил-кесил ^уйида- 
гини хосил циламнз:

п-2
/ ?(Х ,п ) =  - х ■ е-----

~Т~ { п— *2 '  Г| —

1Э-§. Улчашлар амиклигинииг са.̂ олари

Хатолар назариясида улчашлар аницлигини (асбоблар- 
нинг ашщлигини) улчашлардаги тасодифий хатоларнингJ/p- 
тача квэдратлк четланиши ст ёрдамида характерлаш цабул



Вариация цулочи R деб энг кичик ва энг катта вари- 
анталар айирмасига айтилади:

R — %max— Xmlti'
Масалан,

1 3 4 5 6 10

к,атор учун кулоч 10 — 1=9 га тенг.
Кулоч вариацион катор тарко^лигининг энг содда харак- 

теристикасидир.
Уртача абсолют четланиш 0  деб абсолют четланиш

ларнинг уртача арифметик кийматига айтилади:

~*т|
2 «,■

Дксалан,
xi 1 3 6 16 
п, 4 10 5 1

к(атор учун:
т  4.1 +  10.3+5-6+Ы6 80 ,
хт — 44-10+5+1 “  20= ’

4 - | 1 - 4 | +  10-13-41+5-|6-4| +  Ь|16-4| о п  U = ---------------20--------------  = 1,1.

Уртача абсолют четланиш вариацион к^тор тарк,окглигининг 
характеристикаси булиб хизмат ^илади.

Вариация коэффициента V деб уртача танланма квад
ратик четланишнинг уртача танланма цийматга нисбатининг 
процентларда ифодаланганига айтилади:

V = — ■ 100 о/0. 
хт

Вариация коэффициенти иккита вариацион цаторнинг 
таркрцлик катталигини та^цослаш учун хизмат килади: 
вариацион каторлардан вариация коэффициенти катта бул
гани купроц тар^омикка эга.

Э с л а т  м а. Юцорида вариацион 1\атор танланма маълумотлари 
буйича тузилган деб фараз ^илинди. Шу сабабли тавсифланган барча 
характеристикалар танланма характеристикалар дейилади; агар вариа
цион цатор бош туплам маълумотлари буйича тузилган булса, у хрлпа 
характеристика пар бош характеристикалар дейилади.



8—9 масалаларда нормал таксимланган белги танланмасининг ур
тача квадратик четланиши, уртача танланма киймати в« х,ажми берил
ган. Номаълум математик кутилишни берилган ишончлилик билан ба- 
долаш учун ишончли интервалларни топинг.

8. а =  2, jct = 5 ,40, л=10, 7=0,95.
Жавоби. 4 ,16<а<6.,64.

9. о=3, дгт = 20,12, п=25, 7= 0,99
Жавоби. 18,57<а<21,67.

10. Нормал таксимланган белги математик кутилишининг танланма 
уртача ^иймат буйича бахосининг 7=0,96 ишончлилик билан аник,лиги 
0,2 га тенг буладиган танланманинг минимал хажынни топинг. Уртача 
квадратик четланиш 2 га тенг.

Курсатма. 15- § даги 2- эслатмага царанг.
Жавоби. л=385.

11— 12-масалаларда нормал 'аксимланган белгининг «тузатилган» 
уртача квадратик четланиши, танланма уртача киймати ва кичик тан
ланмасининг ^ажми берилган. Стьюдент таксимотидан фойдаланиб, но
маълум математик кутилишни берилган ишончлилик билан ба^олаш 
учун ишончли интервалларни топинг.

11. s= l,5 , хх=16,8, n=12, v=0,95.
Жавоби. l ri,85<a<17,75.

12. s=2,4 хТ—\4,2, п=9, 7= 0,99.
Жавоби. 11,512<а<16,888.

13. Физик катталик устида бир хил аникликдаги, боглиц булмаган
16 улчаш маълумотлари буйича х т =  23,161 ва s=—0,400 топилган. 
Улчанаётган катталикнинг ^акикий киймати а ни ва улчаш аниклиги
о ни 0,95 ишончлилик билан бахолаш талаб этилади.

Жавоби. 22,948<а<23,374; 
0,224<а<0,576.

У н  е т т и н ч и  боб

ТАНЛАНМАНИНГ flHFMA ХАРАКТЕРИСТИКАЛАРИНИ ^ИСОБЛАШ 
МЕТОДЛАРИ

1- §. Шартли варианталар
Фараз килайлик, танланманинг вэрианталари ортиб бо- 

риш тартибида, яъни вариацион катор куринишида жой- 
лашган булсин.

Тенг узокликдаги варианталар деб /г айирмали арифме
тик прогрессия ташкил этадиган варианталарга айтилади.



Куриб турибмизки, шартли варианталар унча катта бул- 
маган бутун сонлардир. Улар билан операциялар бажариш 
бошлангич варианталардагига Караганда осон рок, албатта.

2- §. Оддий, бошлангич ва марказий 
эмпирик моментлар

Танланманинг йотма характеристикаларини ^нсоблашда 
эмпирик моментлардан фойдаланиш кулайдир. Уларнинг 
таърифлари тегишли назарий момеитларнинг таърифларпга 
(V III боб, 10- §) ухшаш. Эмпирик моментлар назарий мо
ментлардан фаркли равишда кузатиш маълумотлари буйича 
^исобланади.

k- тартибли оддий эмпирик момент деб дг,— с айир- 
малар &-даражаларининг уртача кийматига айтилади:

М ' Ъ ч{»-с1 *
п

бу ерда Xj — кузатиладиган варианта, 
п,—вариантанинг частотаси, 

п = 2 nt — танланма ^ажми,
с— ихтиёрий узгармас сон (сохта ноль). 
k-тартибла бошлангич эмпирик момент деб с—0 бул- 

гандаги /г-тартибли оддий моментга айтилади:

R п
Хусусэн,

М =
1 п

яъни биринчи тартибли бошлангич эмпирик момент танлан
ма уртача кийматга тенг.

k-тартибли марказий эмпирик момент деб с=Ат бул- 
гандаги ^-тартибли оддий моментга айтилади:

v  щ (дгi—xT) k

Хусусан,
т И

т., = (xi—x т)а
П = Dv  И

яъни иккинчи тартибли марказий эмпирик момент танланма 
дисперсияга тенг.



Оддий моментларни топгандан сунг эса олдинги параг- 
рафдаги (**) ва (***) тенгликлар буйича марказий момент
ларни осонгина топиш мумкин. Пировардида, марказий 
моментларни шартли моментлар орцалп ифодалайдиган ва 
хисоблашлар учун кулай булган ушбу формулаларни хосил 
циламиз:

Щ = [М2 — (Ml)2 ] /г2; (**)
т 3 = [Мз — 3 Мг /И* +  2 (Ж1)3] /г3; } 

m4 = [M l — 4ЖзуИ1 +  6АЙ(Л*1)* — 3(М1)4|/г4! ( '
Жумладан, (**) га ва олдинги параграфдаги (*) муно- 

сабатга асосан танланма дисперсияни биринчи ва иккинчи 
тартибли шартли моментлар буйича ^исоблаш формуласини 
Хосил ^иламиз:

DT = \М\ — (A/;)2] h\ (****)

Марказий моментларни шартли моментлар буйича хисоблаш 
техникаси келгусида баён килинади.

4- §. Танланма уртача к,иймат ва танланма дисперсияни 
хисоблашнинг купайтмалар методи

Купайтмалар методи тенг узоцликдаги вариантали вари- 
ацион каторнинг турли тартибли шартли моментларини хи
соблашнинг цулай усулини беради. Шартли моментларни 
билган холда эса бизни кизицтираётган бошлангич ва мар
казий эмпирик моментларни топиш к,ийин эмас Жумладан, 
кчпайтмалар методи ёрдамида танланма уртача ^иймат ва 
танланма дисперсияни ^нсоблаш кулай. Бунда хис°блаш 
жадвалидан фойдаланиш максадга мувофик,; у бундай ту
зилади:

1) жадвалнинг биринчи устунига танланма (дастлабки) 
варианталар ортиб бориш тартибида ёзилади;

2) иккикчи устунга варианталарнинг частоталари ёзила
ди; хамма частоталар жамланади ва уларнинг йигиндиси 
(танланма хажми п) устуннинг пастки катагига ёзилади;

3) учинчи устунга шартли варианталар at— X~J ~  ёзи
лади, бунда сохта ноль С сифатида энг катта частотали 
варианта танланади, исталган иккита ^ушни варианта ора
сидаги айирма h га тенг деб фараз килинади; амалда эса 
учинчи устун бундай тулдирилади: энг катта частотани уз



Нихрят, 3-§ даги (*) ва (****) формулалар буйича тан
ланма уртача киймат ва танланма дисперсия ^исобланади;

хт =  М\ ■ h +  С,
d t = [m2* - ( m ; w

Мисол Купайтмалар методи ёрдамида цуйидаги статис
тик таксимотнинг танланма уртача кийматини ва танланма 
дисперсиясини топинг:
варианталар: 10,2 10,4 10,6 10,8 11,0 11,2 11,4 11,6 11,8 12,0 
частоталар 2 3 8 13 25 20 12 10 6 1

Е чи л  ши. ^исоблаш жадвалини тузамиз, бунинг учун:
1) варианталарни биринчи устунга ёзамиз;
2) частоталарни иккинчи устунга ёзамиз; частоталар йи- 

риндисини (100 ни) устуннинг пастки катагига ёзамиз;
3) сохта ноль сифатида 11,0 вариантани танлаймиз (бу 

варианта энг катта частотага эга); учинчи устуннинг энг 
катта частотани уз ичига олган сатрга тегишли катагига
0 ёзамиз; нолнинг устига кетма-кет — 1, — 2, —3, —4 ни, 
нолнинг тагига 1, 2,' 3, 4, 5 ни ёзамиз;

4) частоталарнинг шартли варианталарга купайтмаларини 
туртннчи устунга ёзамиз, манфий сонлар йигиндисини (—46) 
ни ало^ида, мусбат сонлар йигиндисини (103 ни) ало^ида 
топамиз; бу сонларни ^ушиб, уларнинг йигиндисини (57 ни) 
устуннинг пастки катагига ёзамиз;

5) частоталарьинг шартли варианталарнинг квадратла- 
рига купайтмаларини бешинчи устунга ёзамиз, бу устуннинг 
сонлари йигиндисини (383 ни) устуннинг пастки катагига 
ёзамиз;

6) частоталарнинг биттага орттирилган шартли варианта
ларнинг квадратларига купайтмаларини олтинчи контрол ус
тунга ёзамиз; Оу устуннинг сонлари йигиндисини (597 ни) 
устуннинг пастки катагига ёзамиз.

Натижада 7-^исоблаш жадвалини ^осил киламиз.

Контроль: 2  ni +  2 « ,+ п  =  383-+-2-57+ 100 =  597
2  я, (и,- +  l)2 =  597.

Хисоблаш тугри бажарилган.
Биринчи ва иккинчи тартибли шартли моментларни и̂- 

соблаймиз:
_57 5 

п 100 и,0/’



лари (дастлабки варианталар) кирган интервални бир нечта 
тенг циемий интервалларга булинади (амалда хар бир интер
валга камида 8— 10 тадан дастлабки варианта кириши ке
рак). Сунгра цисмий интервалларнинг урталари топилади, 
а на шулар тенг узоцликдаги Еарианталар кетма-кетлигини 
х,осил килади.

Х,ар бир «янги» вариантанинг (пиемий интервал уртаси- 
пинг) частотаси сифатида тегишли к,исмий интервалга кирган 
дастлабки варианталарнинг жами сони кабул килннади.

Равшанки, дастлабки нарианталарни к ис ми'1 интерЕаллар- 
нинг урталари билан алмаштириш хатоларга олиб келади 
(кисмий интервалнинг чап ярмидаги дастлабки варианталар 
ортади, унг ярмидаги дастлабки ваоианталар эса камаяди), 
аммо бу хатолар асосан йу^олади, чунки улар турли ишо- 
раларга эга.

Мисол. «= 100  хажмли танланма туплам 8-жадвал би
лан берилган:

8- ж а д в а л

*i п1 Ч nt ч п1

1,00 1 1,19 2 1,37 6
1,03 3 1,20 4 1,38 2
1,05 6 1,23 4 1,39 1
1 ,06 4 1,25 8 1,40 2
1,08 2 1,26 4 1,44 3
1 ,10 4 1,29 4 1,45 3
1,12 3 1,30 6 1,46 2
1,15 6 1,32 4 1,49 4
1,16 5 1,33 5 1,50 2

Тенг узок;ликдаги варианталар таксимотини тузинг.
Е ч и л и ш и .  1,00— 1,50 интервални, масалан, ^уйидаги

5 та кисмий интервалга буламиз: 1,00— 1,10; 1 10— 1,20; 
1,20— 1,30, 1,30— 1,40; 1,40— 1,50. 1\исмий интервалларнинг 
урталари!'и янги yt варианталар сифатида олиб, тенг узоц- 
ликдаги варианталарни .\осил циламиз:

ух =  1,05; уг = 1,15; у3 = 1,25; yt = 1,35; уь = 1,45, 
ух вариантанинг частотаси! и топамиз:

«1= 1 + 3+6+44-2+ ^ = 18



ланади, яъни X  микдор тахмин цилинаётган к,онун буйича 
таксимланган булса, у кузатилаётган кийматларнинг Ĵ ap би- 
рини неча марта ^абул килиши лозимли^и назарий жи- 
х; а т д а н топилади.

Текисловчи (назарий) частоталар деб, кузатилаётган 
эмпирик частоталардан фаркли, назарий (,\иссблаш билан) 
топил ган п\ частоталарга айтилади.

Текисловчи частоталар
п \ = llPj

тенглик буйича топилади бу ерда п — кузатишлар сони, 
Р, — тасодифий X  микдор тахмин килинаётган тацсимотга 
эга дгган фаразда кузатиладиган х( цийматнинг э^тимоли. 
Бу формула эркли синашларда ^одиса руй бериш сонининг 
математик кутилиши ^акидаги теоремадан (V II боб, 5-§) 
келиб чи^ади.

Шундай килиб, д искрет  так ;симотнинг  к у з а т и 
л а д и г а н  Xi кий м а ти н и н г  т е к и с л о в ч и  частота-  
си с и н а ш л а р  сонини бу  к у з а т и л а д и г а н  к, и й- 
м атн и нг  э^тим олига  к у п а й т м а с и г а  тенг.

Мисол. п = 520 та синашдан иборат эксперимент утка- 
зилиб, синашларнинг >,ар бирида бирор >;одисанинг руй бериш- 
лари соних,- кайд килинган; натижада цуйидаги эмпирик та^си- 
мот хосил килинган:
кузатилган циймат х,- 0 1 2 3 4 5 6 7 
эмпирик частота п, 120 167 130 69 27 5 1 1.

X  тасодифий микдор (бош туплам) Пуассон цонуни бу-
i ича таксимланган деган тахминда текисловчи частоталар 
п (. ларни топинг.

Е  ч и л и ш и. Пуассон цонуиини аницлайдиган X параметр, 
маълумки, бу таксимотнинг математик кутилишига тенг. 
Математик кутилишнинг ба^оси сифатида танланма уртача 
циймат олингани учун (XVI боб, 5-§) К нинг бахоси сифа
тида ^ам танланма уртача киймат хТ ни олиш мумкин. Тан
ланма уртача киймат 1,5 га тенглигини мгсала шартига ку
ра осонгина топиш мумкин: бинобарин, к — 1,5 деб и̂ абул 
килиш мумкин.

Шундай килиб, ушбу



тенглик буйича топилади, бу ерда п—синашлар сони, P t — 
тасодифий X мик дор тахмин килинаётган таксимотга эга 
деган фаразда X нинг i - кисмии интервалга тушиш эхти- 
моли.

Жумладан, X  тасодифий микдор (бош туплам) н о р м а л 
таксимлаиган деб тахмин к.илишга асос бор б^лса, у холда 

^текисловчи частоталар

л ;= ^ ф («,) (.)

формула буйича топилиши мумкин, бу ерда п — синашлар 
сони (танланма ^ажми), h — цисмий интервалнинг узунлиги,
От — танланма уртача квадратик четланиш, ы,- = ^ ^ т(х1 сонОт
г-цисмий интервалнинг уртаси),

<f(“ >“ 7 f c e _ T
(*) формул анинг ]ф]ланилишига дойр мисол 7-§ да келти- 
рилади.

Тушунтириш. (*) формуланинг келиб чикишини ту
шу нтирайлик. У мумий нормал таксимотнинг дифференциал 
функциясини ёзамиз:

(х —  а)*
Нх) . ' е Г ~ Г  ( " )

а У  2л

а =О ва о = 1 да нормаланган таксимотнинг

дифференциал функциясини ёки, аргументни белгилашни 
узгартириб,

1 - -  1 2
W> = V S ‘

ни ^осил циламиз. и = деб,



2) назарий эгри чизи^нинг г/, ординаталарини (текислов- 
чи частоталарни) у , = — -cp(u,) формула буйича топилади,<Тт
бу ерда п — кузатиластган частоталар йириндиси, h — ик-

кита ^ушни варианта орасидаги айирма, ut =  х‘~ хт ваат

СЗ) турри бурчакли координаталар системасида (xit «/,) 
нуцталар ясалади ва улар сшшщ чизир; билан туташтири- 
лади.

Текисловчи частоталарнинг кузатилаётган частоталарга 
я^инлиги текширилаётган белги нормал такси мланган деган 
тахминни тасдицланди.

Мисол. Ушбу та^симот буйича нормал эгри чизи^ни 
ясанг.

варианта x t 15 20 25 30 35 40 45 50 55 
частота nt 6 13 38 74 106 85 30 10 4.

Е ч и л и ш и .  Купачтмалар методидан (4-§) фойдаланиб, 
Хт =  34,7, От =  7,38 ни топамиз.

Текисловчи частоталарни топамиз (9- жадвалга царанг).

9-ж а д в а л

*1 ni Ki -*т uj = xi~~*T
Oj

Р (",•>

n./i,
*‘-= с -  9 ("<) = 

=  248.т (ыг)

15 6 — 19,7 —2,67 0,0113 3
20 13 - 1 4 , 7 — 1,99 0,0551 14
25 38 —9 ,7 — 1,31 0,1691 42
30 74 — 4,7 —0,63 0,3271 82
35 106 0 ,3 0,05 0,3984 99 •
40 85 5 ,3 0,73 0,3056 76
45 30 10,3 1,41 0,1476 37
50 10 15,3 2,09 0,0449 11
55 4 20,3 2,77 0,0086 2

л =366 2Lf(=366

22-расмда текисловчи частоталар (улар доирачалар би
лан белгиланган) буйича нормал (назарий) эгри чизиц ва



Эл mfUK таксимотнинг эксцесси ушбу гтенглик билан 
аникланади:

- 3ek ~о*  ’
Т

бу ерда т } — туртиьчи тартибли марказий эмпирик момент.
гп3 ва mi моментларни 3-§  даги (***) формуладап фой- 

даланиб купайтмалар методи (4-§) билан хисоблаш к,улай.
/У.исол. Ушбу чмпирик таксимотнинг асимметрияси ва 

эксцессшш топинг:

вари
анта 10,2 10,4 10,6 10,8 11,0 11,2 11,4 11,6 11,8 12,0 
час
тота 2 3 8 13 25 20 12 10 6 1.

Е ч и л и ш и .  Купайтмалар методидан фойдаланамиз, бу- 
нинг учун хксоблаш жадвалини тузамиз. Жадвалнинг 1—5 
устунлари кандай тулдирилиши 4- § да курсатилгани учун 
диспача тушунтиришлар билан чекланамиз. 6-устунни 
тулдириш учун 3- ва 5- устунларнинг хар бир сатридаги 
сон/.арни купайтириб ч;^иш цулай; 7-устунни тулдириш 
учун 3- ва 6- устунларнинг з а̂р бир сатридаги сонларни 
купайтириб чи^иш цулай. 8- устун хисоблашларни ушбу 
ейисят буйича контрол килиш учун хизмат цилади:

^.п, (и, +  1 )4 =  2 n-iUi4 +  4 +  6 V ji,u *  +
+  4 +  п..

Ю^оридагиларни 10-^исоблаш жадвалида келтирамиз. 

Контрол: 2>»/ ( и ,+  1)‘= 9141 .

'^ jil U[4 +  4 У1п 1 и?  +  6 “ г2 +  4 ui +  п =
=  4 0 7 9 +  4-609 +  6-383 +  4 - 5 7 +  100 =  9141.

Нипшдиларнинг бир хиллиги ^исоблашлар турри бажарил- 
гани хасида дарак беради.

К,аралаётган та^симот учун 4-§ даги мисолда ^уйидаги- 
лар топилган эди:

М \ =  0,57; М\ =  3,38; DT =  0,14;
демак,



=  |40,79 — 4 0,57-6.09 +  6(0.57)2-3,83-
— 3.(0,57*)]-0,24 =  0,054. 

Асимметрия в эксцессни топамиз:

as =  ^ _  =  _ /_ W r  =  _ 0 , 0 1 ;
(j/ oTm)3

ek =  - I -  -  3 =  .-0 '0,l 4i3 -  3 =  -  0,24. 
о* (V 0,14)

Э с л а т м а .  Кичик з^ажмли танланмалар булган ^олда асимметрия 
на эксцесснинг бахоларига мурожаат цилишда э^тнёт булиш керак вч бу 
ба.\оларнинг аншушгини топиш лозим (^аранг: Н. В. Смирнов и И. В. 
Дунин-Барковский. Курс теории вероятностей и математической статис
тики. «Наука». 1965, 277- бет).

Масалалар

1 — 2- масалаларда танланма варианталар ва уларнинг частоталари 
келтирилган. Купайтмалар методидан фойдаланиб, танланма уртача 
цийматни ва дисперсияни топинг.

1. x ,  10,3 10,5 10,7 10,9 11,1 11,3 11,5 11,7 11,9 12,1
л/ 4 7 8 10 25 15 12 10 _  4 5.

Жавоби. хТ = 1 1 ,1 9 ,  
DT = 0 ,1 9 .

2. xi 83 85 87 89 91 93 95 97 99 101 
nt 6 7 12 15 30 10 8 6 4 2.

Жавоби. хт = 9 0 ,7 2 , 
DT = 1 7 ,2 0 .

3. Ушбу эмпирик та^симотнинг асимметрияси ва эксцессини топинг:
Xi 10,6 10,8 11,0 11,2 11,4 11,6 11,8
tii 5 10 17 30 20 12 6.

Жавоби. as =  — 0,0006 , 
ek =  0,00004.

Ун с а к к и з и н ч и б о б

КОРРЕЛЯЦИЯ НАЗАРИЯСИ ЭЛЕМЕНТЛАРИ

I- §. Функционал, статистик ва 
корреляцион богланишлар

£куп масалаларда урганилаётган Y  тасодифий микдоршшг 
битта ёки бир нечта бошцэ ми^дорларга боклик,лигини аник- 
лаш ва бахолаш талаб килинади. Аввал Y  нинг битта тасо-



2-§. Шартли уртача цийматлар.
Корреляцией богли^лик

'[Корреляцион борликлик таърифини аниклаштирамиз, бу- 
нинг учун шартли уртача цнймат тушунчасини кирнтами^А 

Айтайлик, Y тасодифий микдор ва X  тасодифий микдор 
орасидаги борланиш урганилаётган булсин. X  нинг хар бир 
^ийматига У нинг бир нечта кийматп мос келсин. Масалан, 
xt =  2 да Y  микдор у х =  5, у2 =  6, у .6 — 10 кийматлар ол- 
ган булсин. Бу сонларнинг арифметик уртача цийматини 
топамиз:

уг сон шартли уртача цинмат дейилади; у  харфи устидаги 
чизикча арифметик уртача цнймаг белгисп булиб хизмат 
цилади, 2 сони эса Y  нинг =  2 га мос кийматлари к,а- 
ралаётганин i курсатади.

Олдинги параграфдаги мнеолга нисбатан олганда, бу 
мчълумотларни бундай тал кин к,илиш мумкин: учта бир хил 
участканинг хар бирига 4 бирликдан уриг солинди ва мос 
равишда 5. 6 ва 10 бирликдан дон олинди; уртача з^осил 
7 бирлик булади. _

\Ц1артли уртача циймагп ух деб Y нинг X  =  к циймат- 
га мос цийматларининг арифметик уртача цийматига айти- 
ладйЛ

Агар ^ар бир х  цийматга шартли уртача кийматнинг 
битта киймати мос келса, у холда, равшанки, шартли ур
тача циймат х нинг функциясидир; бу ,\олда Y  тасодифий 
мик^дор X мивдорга корреляцион богли^ дейилади.

(_Р нинг X  га корреляцион 6ор.шгу.гиги деб, ух шартли 
уртача ^ийматнинг х га функционал боглшушгига айтилади:

(*) тенглама Y  нинг X га регрессия гпенгламаси дейила
ди, / (л) функция Y  нинг X  га регрессияси, унинг графиги 
эса Y  нинг X  га регрессия чизиги дейилади.

ху шартли уртача !\иймат ва X нинг Y  га корреляцион 
боглшушги шунга ухшаш ашщланади.

ху шартли С/ртача ниймат деб X нинг Y — у  га мос 
^ийматларининг арифметик уртача к,ийматига айтилади.

У2 =
5 + 6  +  10

Ух =  /(* )•



Фараз к;илайлик, бу т>три чизик;ларнинг тенгламаларини 
топиш учун п та синов утказилган булиб, натижада tit та 
сон жуфти топилган булсин:

Кузатилаётган сон жуфтларини (X, Y) тасодифий ми^дор- 
нинг мумкин булган барча 1̂ ийматлари бош тупламидан 
апинган тасодофий танланма сифатида караш мумкин бул- 
гани учун бу маълумотлар буйича топилган катталиклар ва 
тенгламаларга танланма номи к,ушилэди.

Аник,лик учун, У  нинг X  га регрессия тугри чизигининг 
танланма тенгламасини излаймиз.

Энг содда ^олни карайлик: X  белгининг турли х ций- 
матлари ва Y  белгининг уларга мос у  цийматлари бир мар- 
тадан кузатилган булсин. Бундай маълумотларни группалаш- 
нинг зарурати йук. Шунингдек, шартли уртача цийматдан 
фойдаланишга хам х;ожат йу^, шунинг учун изланаётган

у х =  kx -f b 
тенгламани бундай ёзиш мумкин:

Y  =  kx +  b.

Y нинг X  га регрессия т>три чизигининг бурчак коэф- 
фициентини Y  нинг X  га танланма регрессия коэффициен
та дейиш ва уни р,,* ор^али белгилаш н^абул ^илинган.

Шундай килиб, У  нинг X  га регрессия тугри чизиги
нинг

куринишдаги танланма тенгламасини излаймиз.
Уз олдимизга рух ва Ъ параметрларни шундай танлашни 

вазифа к,илиб цуяйликки, кузатиш маълумотлари буйича 
XOY  текисликда ясалган (хъ i/,), (х2, th), . . . .  (хп, уп) 
нукталар иложи борича (*) тутри чизик я^инида ётсин.

Бу талабнинг маъносини аншугаштирамиз. Ушбу

айирмани четланиш деб атаймиз, бу ерда Y t — (*) тенглама 
буйича ^исобланган ва кузатилаётган xt цийматга мос ор
дината, у , эса x t га мос кузатилаётган ордината.

рух ва b параметрларни четланишларнинг квадратлари 
йигиндиси минимал буладиган цилиГ/ танлаймиз (энг кичик 
квадратлар методининг мазмунн шундан иборат).

(Xi, Ух), (х2, tji), . . ., (хп ,уп ).

У  =  Р у х Х  +  b

Yi — у ,  (< =  1, 2...............п)



х  1,00 1,50 3,00 4,50 5,00 
у  1,25 1,40 1,50 1,75 2,25.

Е ч и л и ш и. 11 - ^исоблаш жадвалини тузамиз.

11- ж  а д в а л

xi yi A xi ■ »i

1,00 1,25 1,00 1,250
1,50 1,40 2 ,25 2,100
3 ,00 1,50 9 ,0 0 4,500
4 ,5 0 1,75 20,25 4,875
5 ,00 2 ,2 5 25 ,00 11,250

=  15 V i/, = 8 , 1 5 = 5 7 ,5 0 =  26,975

Изпанаётган параметрларни топамиз, бунинг учун жад- 
вал буйича ^исобланган йириндиларни (***) муносабатларга 
куямиз:

_ 5 - 2 6 ,9 7 5 - 1 5 - 8 ,15 .  
р*х ~  5 -5 7 ,5 — 152 =  и , / и / '

и _  57,5-8,15— 15-26,975 , п0/1 
62,5 ~  1.UZ4.

Изланаётган регрессия тенгламасини ёзамиз:
К =  0 ,202*+  1,024.

Бу тенглама буйича хисобланган Y. цийматлар кузатилган 
y i кийматлар билан цанчалик яхши мос келиши ^ак,ида 
тасаввур ^осил 1̂ илиш учун Yt—y t четланишларни топамиз. 
Хисоблаш натижалари 12-жадвалда келтирилган.

12- ж а ц в а л

H У1 VI
Y i ~ y l

1,00 1,226 1,25 — 0,024
1,50 1,327 1,40 —0,073
3,00 1,630 1,50 0,130
4,50 1,933 1,75 0,083
5,00 2,034 2,25 —0,216



чакнинг биринчи сатридаги частоталар йириндиси пу — 5 +  
+  7 + 1 4  =  26; бу сон Y  белгининг 0,4 га тенг киймати 
(X  белгининг турли ^ийматлари билан биргаликда) 26 
марта кузатилганини англатади.

Сунгги сатрда устунлардаги частоталарнинг йигинди- 
лари ёзилган. Масалан, 8 сони X  белгининг 10 га тенг 
циймати (Y  белгининг турли цийматлари билан биргалик
да) 8 марта кузатилганини курсатади.

Жадвалнинг пастки унг бурчагида жойлашган катанка 
барча частоталар йириндиси (жами кузатишлар сони а) 
ёзилган, Равшанки, 2  =  п. Бизнинг мисолда

2 лж =  8 +  21 +  1 3 + 1 8  =  60

ва
V  =  26 +  12 +  22 =  60.

6- §. Регрессия тугри чизигининг танланма тенгламасини 
группаланган маълумотлар буйича топиш.
Танланма корреляция коэффициент»

Г 4  - § да Y  нинг X  га регрессия турри чизигининг пара- 
метрларини ани^лаш учун ушбу тенгламалар системгси 
^осил килинган эди:

( S  *2) 9ух +  ( S  х) b =  2  ху\

( 1 » Р в* +  пЬ =  '^У'

X  нинг ^ийматлари ва Y  нинг уларга мос ^ийматлари 
бкр мартадан кузатилган деб фараз тпинган эди. Энди 
эса куп сонли маълумотлар олинганЗ(изланаётган пара- 
метрларни амалда крнии,арли ба^олаш учун камида 50 та 
кузатиш утказилиши лозим), улар орасида тккрор- 
ланадиганлари бор ва улар корреляцион жадвал курини- 
шида группаланган деб фараз килайлик. (*) системани у 
корреляцион жадвал маълумотларини акс эттирадиган к,и- 
лнб ёзамиз. Ушбу айниятлардан фойдаланамиз:

{х =  нинг натижаси);

(у =  ~ ~  нинг натижаси);

_  Х' хг —,
(.х2 =  ~ — нинг натижаси); \



еки
_  %

Ру* Гт ах '

Бу тенгликнинг ^нг томонини (***) га куйиб, Y  нинг А' 
га регрессия тугри чизиги танланма тенгламасини ушбу

у * - у  =  гт - ^ { х~ * )  
куринишда з^осил циламиз,7)

1 - э с л а т м а .  X  нинг Y  га регрессия турри чизиги танланма 
тенгламаси ^ам шунга ухшаш топилади:

— — а — 
ху — х =  гТ- ± - ( у  — у),

бу ерда

ах
r ? - f = P x y

У
2-» с л а т  ма.  Регрессия турри чизи^лари тенгламалари янада 

симметрии куринишда ёзилиши мумкин:

ух —  у х  —  х  
=  г

О т оу х

Хи — х  у — ~у

°У
3 - з о л а т м а .  Танланма корреляция коэффициента ало^ида ^ам 

иу^им а^амиятга эга. Юцоридагидан келиб чи^ишича, танланма кор
реляция коэффициенти

г _ Ц п х у ху —  пху  
пох оу

тенглик билан аницланади, бу ерда х, у лар X  ва Y  белгиларнинг 
варианталари (кузатилган цийматлари),

пХу —  кузатилган  (л:, у) варианта жуфтининг частотаси, 
п — танланма .^ажми (барча частоталар йириндиси); 
х, у  — танланма уртача цийматлар; 
ох , а  у — танланма уртача квадратик четланишлар.

7- §. Танланма корреляция коэффициентининг хоссалари

Танланма корреляция коэффициентининг хоссаларини 
келтирамиз, булардан эса у чизшуш корреляцион богла- 
нишнинг зичлигини ба^олаш учун хизмат цилиши келиб 
чи^ади.



Шу каралаётган ^олда регрессия тугри чизи^лари тегиш- 
ли координата у^ларига параллел эканлиги равшан.

Э с л а т  ма.  Агар танланма корреляция коэффициента нолга 
тенг булса, у ^олда X  ва Y  белгилар н о ч и з и ц л и  корреляцион ва 
Хат то функционал богланиш билан богланган булиши мумкин.

3. Агар танланма корреляция коэффициентининг абсо
лют циймати бирга тенг булса, у  %олда белгиларнинг к у 
затилаётган цийматлари чизщли функционал богланиш 
билан богланган.

Агар | гт | =  1 булса, у ^олда Sy =  Dy (\ — =  0. Бу 
ердан ушбу тенглик келиб чи^ишини курсатиш мумкин:

—  О —

У — у  — ГТ ~ ^ (Х~  X) =  0

Куриб турибмизки, кузатилаётган исталган (х, у) сон жуф- 
ти х ва у  га нисбатан чизицли булган бу тенгламани цано- 
атлантиради, яъни белгининг танланмадаги ^ийматлари 
чизикли функционал богланиш билан богланган. Бу ер
дан >;али белгилар бош тупламда ^ам чизицли функцио
нал богланиш билан богланган деган ишонч билан хулоса 
чи^ариш мумкин эмаслигини кайд ^илиб утамиз (катта 
^ажмли репрезентатив танланма булганда нормал таксим- 
ланган бош тупламда белгилар орасидаги богланиш чизиц- 
лига яцин ва ^атто чизшуш булади).

4. Танланма корреляция коэффициентининг абсолют 
циймати ортиб борган сари чизщли корреляцион богланиш 
янада зичроц була  боради ва \ гт \ =  /  да функционал 
богланишга утади.

И с б о т и. Ушбу
S = D  (1 — r \  S =  D (1 — г2)у  у  '  V ’ X X 4 Т'

формулалардан куриниб турибдики, гт нинг абсолют ^ий- 
мати ортиши билан S y ва S x дисперсиялар камаяди, яъни 
белгиларнинг кузатилаётган цийматларининг шартли урта
ча ^ийматлар атрофида тар^о^лиги камаяди, ана шунинг 
узи эса белгилар орасидаги зичлик ортишини ва |rT̂| =  1 
да 3-хоссадан келиб чи^ишича, функционал богланишга 
утишини англатади.

Келтирилган хоссалардан г т  нинг маъноси келиб чика- 
ди: танланма корреляция коэффициенти танланмада сон 
белгилар орасидаги ч и з и к л и  богланиш зичлигини харак- 
терлайдш | гт | катталик 1 га цанча яцин булса, богла-



коэффициенту ушбу формула буйича хисобланади (шартли 
варианталарга утиш гт катталикни узгартирмайди):

2  nuv uv ~ nuv  

Г 1 =  п аи ао
ы, v, а и, а в катталиклар купайтмалар методи (XVII боб,

4-§) буйича ^исобланиши мумкин. Энди 2  nuvuv ни^исоб- 
лаш усулини курсатиш и,олди. Турт майдон t/сули худди 
шу мацсадга хизмат цилади. Усулнинг номи энг катта 

1частотани уз ичига олган катакда кесишадиган сатр ва 
устун корреляцион жадвални майдонлар деб аталадиган 
турт цисмга булиши билан борли^. Майдонлар 14-жадвал- 
да курсатилганидек номерланади.

14- ж а д в а л

м
V

0

I II

0 Энг кат. 
частота

in IV

Х^исоблаш кандай олиб борилишини курсатамиз, бу- 
нинг учун ^озирча 1 майдон билан чекланамиз. Айтайлик, 
14-жадвалнинг биринчи майдонидан иборат цисми 15-ж ад
вал куринишида тасвирланган булсин.

15- ж  а д в а л

N .  U 

V
— 3 — 2 — 1

— 2 5 1 —

— 1 — 2 0 23

и ва v  варианталар жуфтлари купайтмаларини топамиз 
ва уларни тегишли частоталарни уз ичига олган катак- 
ларнинг ю^оридаги унг бурчакларга жойлаштирамиз. и =



гини тушунтирамиз (шдоллик ма^садида ^исоблаш бирин- 
чн майдон учунгина олиб борилади).

17- ж а д в а л

иV —3 - 2 —i 0 1 11

—2 I.JL
5

IJL
7

- у
20

—

II

58

— 1 — 63

1
0 11

1

Энг кат. 
частота III IV

111 IV

1 30 68 23 11 121 11

111 IV III IV

Биринчи майдоннинг сатрлари буйича п ва ии лар- 
нинг купайтмялари йигиндиларини топамиз (5-6 +  7- 4 =
— 58; 20-2 +  23-1 =  63) ва уларни цушимча I устунга 
жойлашгирамиз.

Биринчи майдоннинг устунлари буйича пио ва uv лар- 
нинг купайтмалари йигиндиларини топамиз (5-6 =  30;
7-4 +  20-2 =  68; 23-1 =  23) ва уларни цушимча 1 устун
га жойлаштирамиз.

I цушимча устундаги сонлар йириндиси ни топамиз 
(58 +  63 =  121) ва уни (жадвалнинг пастки унг бурчаги- 
даги) биринчи якуний катанка ёзамиз.

Контрол ^илиш ма^садида цушимча сатрнинг барча 
сонларини цушамиз (30 +  68 +  23 =  121).

К,олган майдонлар буйича ^исоблаш >̂ ам шунга ухшаш 
олиб борилади.

Мисол. 18- корреляцион жадвалда берилган маълумот- 
лар буйича танланма корреляция коэффициенгини топинг.

Е ч и л и ш и .  Шартли вариантларга утамиз: и = — =  
х  — 40*= —jg— (сх сохта ноль сифатида энг катта частотага эга 

264



ва а 0 ни эса ушбу формулалардан (XVI бой, 10- §) фонда- 
ланиб хисоблаймпз:

аи =  Y u 1— (u f , av =  V~v2— { v f .

и ва v ни топамиз:
— 2  п„ и и =  ц =

_  5 - ( - 3 )  +  2 7 -(— 1) +  6 3 •(— 2) +  29-1 +  9-2  _  п
— 200 — U 4/0,

=  1 2 - ( - 2 ) +  4 3 - ( - 1 )  + 47-1 +  19-2

п 200
=  0,09;

Ёрдамчи и2 микдорни, кейин эса ои ни ^исоблаймиз: 

й» =  5-9  +  27-1 4  63-4  +  29-1 +  9-4  =  { ^
200

ои = - - V u 2— ( u f = V  1,405 — 0 , 4 2 5 2 = М 0 6 .

Шунга ухшаш а„ =  1,209 ни ^осил ^иламиз.
2 n uVuv ни турт майдон усули билан топамиз, бунинг учун 
20- ^исоблаш жадвалини тузамиз.

19- ж  а д в а  л

—3 —2 — 1 0 1 2 Ч

—2 5 7 — — — — 12

— 1 — 20 20 — — — 43

0 — — 30 47 2 ' — 79

1 — — 10 11 20 6 47

2 — — — 9 7 
1

3 19

пи 5 27 | 63
1

67 29 9 п=200



гт ни топишда и, v , ои ва ст„ хисобланган булгани учун 
ушбу формулалардан фойдаланиш мацсадга мувофшушр:
ст, =  о и, о у =  h2av, х  =  и ht +  clt у  =  v h2 + c 2.
Бу ерда олдинги параграфдаг i белгилашлар сакланди. Ки- 
тобхонга бу формулаларни мустакил келтириб чикаришни 
тавсия киламиз.

Мисол. Олдинги параграфдаги мисолнинг 18-корреля
цион жадвалидаги маълумотлари буйича Y  нинг X  га регрес
сия тугри чиздаи танланма тенгламасини топинг.

Е ч и л и ш и .  Изланаётган тенгламани умумий куриниш- 
да ёзамиз:

V x— У = ' ' т  ( х ~ X). (* )
их

Корреляция коэффициенти олдинги параграфда ^исоб- 
ланган эди. х, у,  ох ва ау ни топсак булди:

х =  и Л, +  с, =  - 0 , 4 2 5 - 1 0 +  40 =  35,75;

у  — v 1г2 +  с2 =  0,09 • 10 +  35 =  35,9; 
а ,  =  ои Лх =  1,106-10 =  11,06; 
оу =  а 0 Л2=  1,209-10 =  12,09.

Топилганларни (*) га куйиб, изланаётган

у х — 35,9 =  0,603 (х —  35,75)

тенгламани, ёки узш.-кесил

у х =  0,659 л: 12,34

тенгламани ^осил ^иламкз.
Энди: а) бу тенглама буйича хисобланган б) корреляцион 

жадвал буйича шартли уртача ^ийматларни таедослаймиз: 
Масалан, * = 3 0  да:

а) у30 =  0,659-30 +  12,34 =  32,11; 
Ч - = М ± М ± М  =  32 94

Куриб турибмизки, хисобланган ва кузатилган шартли 
уртача цийматларнинг мос келиши ^они^арлидир,



иккинчи группанинг группавий уртача циймати;
-  _  1 3 -3 + 7 -5  _  з  

~~ 20 ~

Y  белгининг барча ^ийматлари группаларга ажратилгани 
учун белгининг умумий дисперсиясини группаичи ва груп- 
пааро дисперсиялар й и р и н д и с и  куринишида тасвирлаш мум
кин (XVI боб, 12- §):

О у ы “  Я р .ичи  ^гр .ар о  " (*)

К,уйидаги даъволарн нг уринли эканлигини курсатамиз:
1) агар Y  белги X  билан функционал богланиш оркали 

богланган булса, у з^олда

^гр. аро __ . .
£>ум _  ’

2) агар У белги X  билан корреляцион богланиш орка
ли богланган булса, у з^олда

^ гп . аро .
D y u

И с б о т и .  Агар Y  белги X  га ф у н к ц и о н а л  б о р л а -  
н и ш билан богланган булга, у з^олда X  нинг тайин кийма- 
тига Y  нинг битта циймати мос келади. Бундай холда з̂ ар 
бир группада Y  нинг узаро тенг ^ийматлари булади*, шу- 
ринг учун хар бир группанинг группавий дисперсияси нол- 
га тенг. Демак, группавий дисперсияларнинг (группаларнинг 
хажмлари буйича вазний) арифметик уртача ^иймати, яъни 
группаичи дисперсия Drp ичи =  0 ва (*) тенглик

D rp. аро

куринишни олади, бу ердан
Цгр. аро 
D y u

1.

2) агар Y  белги X  га к о р р е л я ц и о н  б о г л а н и ш б и- 
л а н богланган булса, у зфлда X  нинг тайин цийматига Y  
нинг, умуман айтганда, турли (группа ташкил циладиган) 
цийматлари мос келади. Бундай з^олда группанинг з̂ ар бир

* М асалан, X i =3  цийматга 1/г —7 мос келиб, шу билан бирга 
Xj = 3  киймат 5 марта кузатилган булса, у >;олда группада 5 та 
у,  = 7  циймат булади.



бу ерда

" 1 / 2 = 4у х  V  D rp. ар

°У =  V d 7m =  ] /

'Г - Ю \

— л* — Ч )

бу  ерда п — танланма хажми (барча частоталар йириндиси); 
пх — X белги х кийматининг частотаси; 
пу — У белги у  кийматининг частотаси;
у  — Y  белгининг умумий уртача киймати,
у х — белгининг шартли уртача цийматн.

X  нинг V  га танланма корреляцион нисбати шунга ух
шаш ани^ланади:

оГ

Мисол. 2 2 -корреляцион жадвал маълумотлари буйича 
Г)ух ни топинг.

22- ж а ц в а л.

X
Y

10 20 30 "у

15 4 28 6 38

2 5 в — в 12

* х 10 2 8 12 j я = 5 0

У х 21 15 20

Е ч и л и ш и .  У мумий уртача кийматни топамиз: 

77 — _  38-15+12-25
У 50 =  17,4.



Иккала кушилувчи <̂чм манфиймас ва уларнинг Й№индиси 
бирга тенг булгани учун уларнинг хар бири ^ам бирдан 
орти^ булмайди, хусусан

Г|2<  1.
т]^> 0 эканлигини эътиборга олиб, бундай хулосага келамиз:

О <  л <  1.
2. Агар г) = 0  булса, у %олда Y белей %ам X  белги би

лан корреляцион богланиш билан богланмаган.
И с б о т и .  Шартга кура

г) =  - % ^ - = 0 ,
°ум

бу ердан

ва демак.

Я р .ар о  = ° -

Группааро дисперсия ух шартли (группавий) уртача ций- 
матларнинг у  умумий уртача цийматга нисбатан дисперсия- 
сидир.

Группааро дисперсиянинг нолга тенглиги шартли уртача 
цийматлар X  белгининг барча ^ийматларида (умумий урта
ча кийматга тенг булган) узгармас кийматини сацлашини 
билдиради. Рсшкача суз билан айтганда, т] == 0 булганда 
шартли уртача циймат X  нинг функцияси эмас, ва демак,
Y  белги X  белгига корреляцион богланиш билан богланмаган.

1 - э с л а т  ма.  Тескари даъвони .хам исботлаш мумкин: агар У бел
ги X  белгига корреляцион богланиш билан богланмаган булса, у хол- 
да т) =  0.

3. А гар  11 =  1 б$лса, у  цолда Y  белги X  белгига ф унк
ционал богланиш билан богланган.

И с б о т и .  Шартга кура

стгр.аро _  |
1 «ум

Бу ердан
0 УМ =  Сгр.аро •

Бу тенгликнпнг иккала томонини квадратга кутариб,

D V* =  D rp.apo  (* )



ёки

Д - р . ™ - Л у м  0  “  *)*)■
Агар г)-v 1 булса, у ^олда Др.,™ -* 0, демак, jjanra груп
павий дисперсияларнинг ^ар бири хам интиладиЗ Бош^ача 
суз билан айтганда, rj нинг ортиши билан Y  нинг X  нинг 
тайин цийматига мос цийматлари бир-биридан борган сари 
кам фарцланади ва Y  нинг X  га богли^лиги борган сари 
зичлашиб, г) =  1 булганда функционал богланишга утади.

Ю^оридаги муло^азаларда корреляцион богланиш шак- 
ли хацида ^еч цандай тахмин килинмагани учун г) н и с -  
б а т  и с т а л г а н  к у р и н к ш д а г и  б о г л а н и ш ,  шу жу м-  
л а д а н ,  ч и з и ^ л и  б о г л а н и ш  з и ч л и г и н и н г  х а м  
у л ч о в и  б у л и б  х и з м а т  ^ и л а д и .  Корреляцион нисбат- 
нинг факат чизитуш бонланишнинг зичлигини бахолайдигон 
корреляция коэффициентидан устунлиги >̂ ам ана шундадир 
Шу билан бир цаторда корреляцион нисбат к а м ч и л и к к а  
^ам эга; у кузатиш маълумотлари буйича топилган нук;- 
талар тайин куринишдаги эгри чизщка, масалан, парабола- 
га, гиперболага ва х. к. га к,анчалкк яи̂ ин жойлаш- 
ганлиги ^ацида суз юритишга имкон бермайди. Бу нарса 
корреляцион нисбатни таърифлашда богланиш шакли эъти- 
борга олинмаганлиги билан изоушнади.

14- §. Эгри чизикли коррсляциянннг энг содда ^оллари

регрессия гргфиги у х — f (х) ёки ху =  ф (у) эгри 
чизи'к, билан тасвирланадиган булса, корреляция эгри чи- 
зицли  дейилади.

Масалан, Y нинг X  га регрессия функциялари 1̂ уйида- 
ги куринишларда булиши мумкин:

у х =  ах2 -f- bx +  с (иккинчи тартибли параболик корре
ляция);

у х =  ах3 +  Ьх2 +  сх +  d  (учинчи тартибли параболик кор
реляция);

— а
у х =  ~  -\-Ь  (гиперболик корреляция).

Эгри чизицли корреляция назарияси чизикли корреля
ция назарияси к,айси масалаларни ^ал цилса, шу масалалар- 
ни (корреляцион богланиш шакли ва зичлигини ани^лаш) 
^ал к,илади.



Мисол. 2 3- корреляиион жадвалдаги маълумотлар буйи
ча Y  нинг X  га у х =  Ах2 Вх -j- С куринишдаги танлан
ма регрессия тенгламасини топинг.

24-^исоблаш жадвалини тузамиз.
24- жадвалнинг пг.стки сатридаги сонларни (йигиндиларни) 

(**) га куйиб, система хосил циламиз:

74,98 А +  67 48 В +  60,89 С =  413,93,
67,48 А  +  60,89 В +  55,10 С =  373,30,
60,89 А  +  55,10 В +  50 С «  337,59.

24- ж а д в а л

X Ух V * V * " Л п х«хх п хУхх '

1 8 в 8 8 8 8 48 48 48

1,1 33 6,73 86,3 39,93 43,93 48,32 222,09 244,30 268,73

1,2 0 7,5 10,8 12,96 15,55 18,66 67,50 81 97,20

2 50 — 55,1 60,89 67,48 74,98 337,59 373,30 413,93

Бу системани ечиб, цуйидагиларни топамиз:

А  =  1,94, В =  2,98, С =  1,10.

Мзланаётган регрессия тенгламасини ёзамиз:

у х =  1,94 г 2 -f- 2,98л: +  1,10.

Бу тенглама буйича ^исобланган шартли уртача киймат- 
лар корреляцион жадвалдаги шартли уртача цийматлардан 
сал фарк, и^илишига осонгина ишонч ^осил ь^илиш мумкин. 
Масалан, хх =  1 да: жадвал буйича у, =  6; тенглама буйи
ча t/t =  1 94 +  2,98 -+- 1,10 =  6,02. Шундай цилиб, топил- 
ган тенглама кузатиш (танланма) маълумотлари билан ях- 
ши мос келади.



Z ва X  (Y  5’згармас булганда), Z ва Y  (X  узгармас 
булганда) орасидаги богланиш зичлиги мос равишда ушбу 
хусусий танланма корреляция коэффициент лари билан ба- 
■ ̂ оланади:

г  __  r x z —  rxVr yz_______

/ О  -
/  _  Т У г—  f  хУ г Уг______

г М  ~  / ( 1 - 4 )  ( | - ' У  •
Бу коэффициеитлар оддий танланма корреляция коэф

фициента эга булган уша хоссаларга ва уша маънога эга, 
яъни улар белгилар орасидаги чизи^ли богланишни ба^олаш 
учун хизмат килади.

М а с а л а л а р .
1 — 2- масалаларда корреляцион жадвлллар берилган: а) гт ни; 

б) регрессия тугри чизи^лари танланма тенгламаларини; в) ва r\xj/ ни 
тип инг.
1.

X 5 10 15 20 я
У

X
У

10 2 — — — 2 5

20 5 4 1 — 10 8

30 3 8 6 3 20 12,25

40 — 3 6 6 15 16

50 — — 2 1 3 16,67

п х 10 15 15 10 п  =  50

~Ух 21 29,33 36 38

Жавоби. а) 0 636; б) ,/х =  1,17jc +  16,78; ху =  0,345у +  1,67; 

в) Л у х  —  0 ,656, г\Ху  =  С,6э1.



1 2 пУ

2 30 1 31

6 1 18 19

Пх 31 19

SIIс

ЖавоГш. ух =  0 , 39л:2 +  2 ,4 9 *  — 0 ,75.

У н  т у ц ц и з и н ч и  б о б

СТАТИСТИК ГИПОТЕЗАJ1АРНИНГ 
СТАТИСТИК ТЕКШИРИЛИШИ

1- §. Статистик гипотеза. Коль ва конкурент, 
оддий ва мураккаб гипотезалар

Купинча бош туплам так,симот конунини билиш зарур 
булади. Агар та^симот цонуни номаълум, лекин у тапин 
куринишга (уни А деб атаймиз) эга деб тахмин килишга 
асос бор булса, у ^олда куйидаги гипотеза илгари сурилади; 
бош туплам А конун буйича тацсимланган. Шундай цилиб. 
бу гипотезада ran тахмин цилинаётгин таксимотнинг ку- 
риниши ^а^ида бормо^да.

Та^симот цонуни маълум, унинг параметрлари эса но
маълум булган ^ол булиши мумкин. Агар 0  номаълум пара
метр тайин 0 О ^ипматга тенг деб тахмин цилишга асос бор 
булса, у ^олда ушбу гипотеза олга сурилади: 0 = 0 О. Шундай 
цилиб бу гипотезада ran маълум та^симот параметрининг 
тахмин цилинаётган катталиги ^а^ида бормо^да.

Бош^ача гипотезалар ^ам булиши мумкин: икки ёки бир 
неча тацсимот параметрларининг тенглиги ^ацида, тупламлар- 
нинг эрклилиги ^а^ида ва бош^а куп гипотезалар.

Статистик гипотеза деб номаълум таксимотнинг кури- 
ниши ^а^ида ёки маълум та^симотларнинг параметрлари ^а- 
^идаги гипотезага айтилади.



х,ам статистик текшириш дейилади. Гипотезани статистик 
текшириш натижзсида икки \олда нотурри карорга келини- 
ши, яъни икки турдаги хатога йул цуйилиши мумкин.

Биринчи тур хато шундан иборатки, бунда турри гипо
теза рад килинади.

Иккинчи тур хато шундан иборатки, бунда нотурри гипо
теза ^абул ^илинади.

Бу хатоларнинг окибатлари ,^ар хил булиши мумкинли- 
гини цайд р^илиб утамиз. Масалан, «бинони куриш давом 
эттирилсин» деган турри i^apop рад этилган булса, у зрлда 
биринчи тур бу хато моддий зарарга олиб келади; агар би- 
нонинг ардарилиб тушиш хавфига ^арамасдан «курилиш да
вом эттирилсин» деган ^арор к,абул ^илинган булса, у ^олда 
иккинчи тур бу хато кишиларнинг ^алокатига олиб келиши 
мумкин. Албатта, биринчи тур хато иккинчи тур хатога 
Караганда огирроц оцибатларга олиб келадиган мисоллар ^ам 
келтириш мумкин.

1 - э с л а т м а .  Турри ^арор ^ам икки ^олда ^абул ^илиниши мум
кин:

1) гипотеза цабул ^илинади, у аслида ^ам турри эди;
2) гипотеза рад цилинади; у аслида ^ам нотурри эди.

2 - э с л а т м а ■ Биринчи тур хатога йул ^уйиш э.угимолини а  орк,а- 
ли белгилаш кабул ь.илинган; у щйматдорлик даражаси дейилади. К,ин- 
матдорлнк \араж аси купинча 0,05 ёки 0,01 га тенг цилиб олинади. 
Агар, масалан, цийматдорлик даражаси 0,05 га тенг килиб олинадиган 
булса, у з^олца бу юзта ^илдаи бештасида биз биринчн тур хатога йул 
к,уйншимиз (турри гипотезани рад цилишпмиз) мумкинлигини англатади.

3-§ . Нолинчи гипотезани текширишнинг статистик 
критерийси. Критерийнинг кузатиладиган ^нймати

Нолинчи гипотезани текшириш максадида махсус танлан- 
ган ва аниц ёки такрибин таксимоти маълум булган тасо
дифий микдор ишлатилади. Бу мик,дорни, агар у нормал 
таксимланган булса, U ёки I  орк,али, Фишер — Снедекор 
конуни буйича таксимланган булса, F ёки у2 оркали, Стъю- 
дент цонуни буйича таксимланган булса, Т  оркали, «хи 
квадрат» ^онуни буйича таксимланган булса, х2 оркали 
белгиланади ва к. Ушбу параграфда таксимотнинг кури- 
ниши эътиборга олинмагани учун бу микдорни, умумийлик 
ну^таи назаридан, К  оркали белгилаймиз.

Статистик критерий (ёки оддийгина критерий) деб 
нолинчи гипотезани текшириш учун хизмат циладиган К  
тасодифий микдорга айтилади.



гипотезанинг цабул цилиниш со^асига тегишли булса, гипо
теза цабул килинади.

/С критерий бир улчовли тасодифин ми к, до р булгани учун 
унинг мумкин булган барча цийматлари бирор интервалга 
тегишли булади. Шу сабабли критик со^а ва гипотезанинг 
кабул цилиниш сохаси ^ам интерваллар булади ва демак, 
уларни ажратиб турадиган ну^талар мавжуд.

Критик н щ т ат р  (чегаралар) &кр деб критик со^ани 
гипотезанинг к>абул к,илиниш сохаси дан ажратиб турадиган

нуцталарга айтилади.
---------- ------- * » < Бир томонлама (унг томонлама

кр ва чап томонлама) ва икк i томон-
т _________ лама критик со^алар фар^ ^или-

0 нади.
У нг томонлама критик сощ  деб 

Х д 5 ^  K > k Kp тенгсизлик билан аниклана-
диган критик со^ага айтилади, бу 

23- раем. ерда &кр — мусбат сон (23- а раем).
Чап томонлама критик сощ  деб 

К  <  &кр тенгсизлик билан аницланадиган критик со^ага ай
тилади, бу ерда &Кр — манфий сон (23-6 раем).

Бир томонлама критик сощ  деб унг томонлама ёки чап 
томонлама критик со^ага айтилади.

Икки томонлама критик соха деб К  <  kv  К >  k2 
тенгсизликлар билан аницланадиган критик со^ага айтилади, 
бу ерда k 2 > k x.

Хусусан, критик нуцталар нолга нисбатан симметрик бул
са, у ^олда икки томонлама критик со^а (£кр> 0  деган фаразда)

К  <  —  ккр, К  ^ к р

тенгсизликлар ёки унга тенг кучли | / ( | > £ к р  тенгсизлик 
билан аншушнади (23- в раем).

5- §. Унг томонлама критик со^ани топиш

Критик со^ани цандай топиш керак? Бу масалага асос- 
ли жавоб бериш анча мураккаб назарияни жалб ^илишни 
талаб этилади. Биз унинг элементлари билан чекланамиз. 
Аншушк учун,

К  Z> ^кр,

бу ерда £кр >  О



зани рад цилиб, биринчи тур хатога йул цуйилади. Бундай хатонинг 
э^тимоли а  цибматдорлик даражаеига тенг. Шундай ^илиб, (*) талабдан 
фойдаланишда, биз а  э^тимол билан биринчи тур хатога йул к,уйиш 
хавфига эгамиз.

Бу уринда шуни цайд цилиб $тамизки, ма^сулот сифатини контрол 
^илишга дойр китобларда яроцли буюмларни нрицсиз деб тан олиш эх,- 
тимоли «ишлаб чицарувчининг таваккали», яроцсиз партияни цилиш э^- 
тимоли эса «истеъмолчининг таваккали» дейилади.

3- э с л а т  ма. Айтайлик, нолинчи гипотеза ^абул цилинган булсин. 
Шу билан у исботланди деб уйлаш хато булади. Х,аь\И^атан ^ам, маъ- 
лумки, бир умумий тахминни тасдицлайдиган бигта мисол ^али уни 
исбогламайди. Ш у сабабли бундай дейиш тутрирок булади: «кузатиш 
маълумотлари нолинчи гипотезага мувофик келади ва демак, уни рад 
^илишга асос була олмайди».

Практикада гипотезани катта ишонч билан цабул ^илиш учун бош- 
î a усуллар билан текширилади ёки танлаш«ч ^ажмини орттириб, экс
перимент гакрорланади.

Гипотезани цабул цилишдан кура купрок, рад этишга ^аракат 
цилинади. )^ацицатан, маълумки бирор умумий даъвони рад цилиш учун 
бу даъвога зид б\'лган битта мисол келтириш кифоя. Агар критерийнинг 
купатилаётган циймати критик соз^ага тегишли булса, у ^олда шу факт» 
нинг узи нолинчи гипотезага зид булган мисолдир, демак, бу мисол 
гипотезани рад ^илишга имкон беради.

6-§. Чап томонлама га икки томонлама 
критик со^аларни излаш

Чап томонлама ёки икки томонлама критик сщаларни 
излаш (унг томонлама со^а учун булгани каби) тегишли 
критик нукталарни топишга келтирилади.

Чап томонлама критик со^а К  <  £кр (kKp <  0) тенгсиз- 
лик билап ани^ланади (4-§).

Критик ну^та куйидаги талабга асосланиб топилади: 
нолинчи гипотеза уринли булганда критерийнинг &кр дан 
кичик киймат к,абул килиш э^тимоли кабул килинган кий- 
матдорлик даражаеига тенг булсин:

Р(К <  А’кр) =  а .

Икки томонлама критик со^а К  <  k v  /С >  К  тенгсизликлар 
билан аннкланади (4- §).

Критик нукталар куйидаги талабга асосланиб топилади: 
нолинчи гипотеза уринли булганда критерийнинг k x дан 
кичик ёки дан катта киймат кабул килиш э^тимоллари 
йигиндигн ^абул и,илинган к,ийматдорлик даражаеига тенг 
булсин:

Р( К <  k,) +  Р(К >  kt ) =  а . (*)



Кабул килинган, аслида конкурент гипотеза уринли эди» 
кодисасининг эх,тимолм булса, у ^олда ка рама- карши ^оди- 
са «нолинчи гипотеза рад килинган, шу билан бирга конку
рент гипотеза уринли»нинг эз^тимоли, яъни критерийнинг 
куввати 1 — Р га тенг.

Айтайлик, 1 — р цувват ортсин; демак, иккинчи тур 
хатога йул куйиш эч,тимоли камаяди. Шундай килиб, куFt- 
ват цанча катта булса, иккинчи тур хатога йул куйиш Щ- 
тимол и шунча кичик булади.

Шундай цилиб, цийматдорлик даражаси танланган бул
са, у хрлда к р и т и к  с о \  а н и к р и т е р и й  к У в в а т и 
м а к с  и м а л  б у л а д и г а н  к нл и б  т у з и ш  к е р а к .  
Бу талабнинг бажарилиши иккинчи тур хато минимал бул и- 
шини таъминлайди, бу эса албатта, максадга мувофикдир.

1 - э с л а т м а .  «Иккинчи тур хагога йул цуйилгаи» ходисасшшнг 
эхтимоли р га тенг булгани учун ^арама- царши «иккинчи тур хатога 
йул ^уйилмаган» ^однсасининг эхтимоли 1 — |} га, яъни критерий кув- 
ватига тенг. Бу ердан шу нарса келиб чи^адики, критерий цувватн 
иккинчи тур хатога йул цуймаслик э^тимолидир.

2 - э с л а т м а .  Равш анки, биринчи ва иккинчи тур хатолар эхти- 
моллари цанча кичик булса, критик со^а шунча «яхшидир». Лекин тан
ланма ^ажми берилганда а  ва р н и  б и р  в а ^ т д а  к а м а б т и р и ш  
м у м к и н  э м а с .  а  камайтириладиган булса, р ортади. М асалан, агар 
а  =  0 ^абул цилинаоигаи булса, у >;олда барча гипотезалар, шу жум- 
ладан, нотугрилари >;ам цабул ^илинади, яъни иккинчи тур хато э.уги- 
моли (5 ортади.

а  ни максадга энг мувофи^ буладиган ^илиб ^андай танлаш мум- 
кин? Бу саволга бериладиган жавоб цар бир конкрет масала учун ха
толар «о^ибатларининг огирлигига» борли^. Масалан, биринчи тур хато 
куп исрофга, иккинчи тур хато  эса кам исрофга сабаб булса, у ^олда 
иложи борича кичикрои, а  олиш лозим.

Агар а  танланган булса, у ^олда туларо^ курсларда баён этилган 
Ю. Нейман ва Э. Пирсон теоремаларидан фойдаланиб, шундай критик 
со^а тузиш мумкинки, унинг учун (5 минимал, ва демак, критерий цув- 
вати максимал булади.

3 - з с л а т м а .  Биринчи ва иккинчи тур хатолар э^тимолларини 
камайтиришнинг б и р д а н - б и р  й у л  и танланмалар ^ажмини ортти- 
ришдан ибораг.

8-§ . Нормал бош тупламларнинг 
икки дисперсиясини таккослаш

Амалда дисперсияларни таккослаш масаласи приборлар, 
эсбоблар, улчаш методларининг аниклигини таккослаш талаб 
этилганда юзага келади. Равшанки, прибор, асбоб ва метод, 
лар орасида улчаш натижаларининг энг кам таркок булишини- 
яъни энг кичик дисперсияни таъминлайдигани маъкулрокдир,



каттасннинг кичигига нисбатини, яъни
р  ■‘'“кат 

S2KH4

тасодифий микдорни оламиз.
F мик.дор нолинчи гипотеза уринли деган шартда =  

=  п 1 — 1 ва k2 =  п2 — 1 озодлик даражали Фишер — Сне- 
декор та^симотига эга (XII боб, 15-§), бу ерда п { — танлан
ма хажми, у буйича катта тузатилган дисперсия хисобланган. 
п2 — танланма хажми, у буйича кичик дисперсия топилган;

Фишер — Снедекор таксимоти фа^ат озодлик даражалари 
сонига борли^ булиб, бош^а параметрларга борлик; эмасли- 
гини эслатиб утамиз.

Критик соха конкурент гипотеза куринишига борли^ ра- 
вишда тузилади.

Б и р и н ч и х о л .  Нолинчи гипотеза Н0 : D( X)  — D  (Y).  
Конкурент гипотеза Н { : D( X)  >  D{Y).

Бу холда цуйидаги талабга асосланиб бир томонлама, 
чунончи, унг томонлама критик соха тузилади: F критерий- 
нинг изланаётган критик сохага тушиш э^тимоли нолинчи 
гипс/теза уринли деган тахминда ь^абул килинган киймат- 
дорпик даражасига тенг булсин:

P [ F > F Kp( a , k v k2))  =  a.

(a, k y k 2) критик ну^та Фишер — Снедекор таксимоти- 
нинг критик нукталари жадвалидан (7-илова) топилади, у 
Холда унг томонлама критик соха

F > F^  * кр

тенгсизлик билан; нолинчи гипотезанинг [^абул цилиниш 
сохаси эса

F < F^  кр

тенгсизлик билан аникланади.
Кузатиш маълумотлари буйича хисобланган тузатилган 

дисперсиялардан каттасининг кичигига нисбатини /'кузат ор- 
н,али белгилаймиз ва нолинчи гипотезани текшириш цоида- 
сини таърифлаймиз.

1- ^оида. Берилган ^ийматдорлик даражасида нормал 
тупламлар бош дисперсияларининг тенглиги ха1̂ иДа 
H q:D(X) =  D(Y)  нолинчи гипотезани конкурент гипотеза



Критик соханинг чегараларини кандай танлаш керак? 
Маълум булишича, энг катта кувватга (критерийнинг кон
курент гипотеза уринли булганда критик со^ага тушиш 
э^тимолига) критерийнинг критик соханинг иккита интер-
валдан х;ар бирига тушиш э^тимоли у  га тенг булганда
эришилар экан.

24- раем.

Шундай килиб, критик соханинг чап чегарасини Fx ор- 
Кали, унг чегарасини F2 оркали белгиласак, у ^олда ушбу 
муносабатлар уринли булиши лозим (24-раем).

P ( F < F 1) = % '  P ( F > F 2) =

Куриб турибмизки,
F < F V F > F 2 

критик сохани, шунингдек,
F . K F K F ,

нолинчи гипотезанинг кабул к,илиниш со^асини топиш учун 
критик нукталарни топиш кифоя. Критик нукталарни амал- 
да кандай топиш керак?

Унг критик F2 =  FKp (у ,  kv  k%) нуктани бевосита Фи
шер—Снедекор таксимотининг критик нукталари жадвалидан 
у  кийматдорлик даражаси ва k v  k2 озодлик даражалари
сонлари буйича топилади.

Аммо чап критик нукталарни бу жадвал уз ичига ол- 
майди, шу сабабли Fx ни бевосита жадвалдан топиш мум
кин эмас.

Бу кийинчиликни бартараф этишга имкон берадиган 
усул мавжуд. Лекин биз уни баён килмаймиз, чунки чап 
критик нуктани топмаслик >̂ ам мумкин F критерийнинг 
икки томонлама критик со^ага кабул килипган кийматдор
лик даражаси а  га тенг э^тимол билан тушишини кандай 
таъминлашни баён килиш билан чекланамиз.



Шартга кура конкурент гипотеза D(X) =f= ЩУ)  куринишда, 
шу сабабли критик со^а икки томонламадир.

Жадвалдан, берилган цийматдорлик даражасидан икки

марта кичик даража, яъни =  1Г  ^  ®,05 83 ^1=  Ю—-1 = 9 ,
k2 =  18— 1 =  17 озодлик даражалари сони буйича FkP(0,05; 
9; 17) =  2,50 критик нуцтани топамиз.

^кузат >  FKp булгани учун бош дисперсия л ар тенглиги 
^а^идаги нолинчи гипотезани рад циламиз. Бошцача суз 
билан айтганда, тузатилган танланма дисперсиялар фарк;и 
муз^им. Масалан, агар каралаётган дисперсиялар икки ул- 
чаш методининг аницликларини характерласа, у ^олда бу ме- 
тодлардан кичик дисперсияга эга булганлигини маъ^ул ку- 
риш лозим.

9- §. Нормал тупламнинг тузатилган танланма 
дисперсиясини гипотетик бош дисперсияси билан таодослаш

Айтайлик, бош туплам нормал тацсимланган, шу билан 
бирга бош дисперсия номаълум булса-да, лекин у гипоте
тик (тахмин цилинган) о2 ^ийматга тенг деб тахмин ^илиш- 
га асос бор булсин. Практикада а20 олдинги тажриба асоси- 
да ёки назарий белгиланади.

Айтайлик, бош тупламдан п ^ажмли танланма олинган 
ва у буйича k  =  п — 1 озодлик даражали S2 тузатилган 
танланма дисперсия топилган булсин. Тузатилган дисперсия 
буйича берилган к^ийматдорлик даражасида каралаётган туп
ламнинг бош дисперсияси гипотетик ^ийматга тенглиги- 
дан иборат булган нолинчи гипотезани текшириш талаб )̂ и- 
линади.

S2 дисперсия бош дисперсиянинг силжимаган бахрси экан- 
лигини ^исобга олиб, нолинчи гипотезани бундай ёзиш мум
кин:

Я 0: В Д = 4

Шундай цилиб, тузатилган дисперсиянинг математик ку- 
тилиши бош дисперсиянинг гипотетик цийматига тенглигини 
текшириб куриш талаб цилинадн. Бошкача суз билан айт
ганда, т у з а т и л г а н  т а н л а н м а  в а  г и п о т е т и к  б о ш



Критерийнинг кузатиш маълумотлари буйича ^исоблан- 
ган и,ийматини Х~узат оркали белгилаймиз ва нолинчи ги
потезани текшириш коидасини таърифлаймиз.

1-цоида. Берилган а  кийматдорлик даражасида нормал 
туплам номаълум дисперсиясининг гипотетик кийматга тенг- 
лиги х,акидаги П 0:а =  а ‘ нолинчи гипотезани конкурент 
гипотеза Я , :а 2 >  булганда текшириш учун критерийнинг

кузатилган киймат и yfc =  *п ~  ни ^исоблаш ва X2
°о

тацсимотнинг критик нукталари жадвалидан берилган а  
Кийматдорлик даражаси ва k =  п — 1 озодлик даражаси 
сони буйича Хкр (а. к) нуктани топиш лозим.

Агар Хкузат <  У.кр булса, нолинчи гипотезани рад килиш- 
га асос йук.

Агар Хкузат >  Х2кр булса, нолинчи гипотеза рад килина-
дн.

1-мисол. Нормал бош тупламдан м =  13 хажмли танлан
ма олинган в а у  буйича s3 =  14,6 тузатилган танланма 
дисперсия топилган. 0,01 кийматдорлик даражасида Я 0:о2 =  
=. ( j 2 =  12 нолинчи гипотезани конкурент гипотеза сифати- 
да # 1:о2 >  12 ни кабул килиб, текшириш талаб килинади.

Е ч и л и ш и .  Критерийнинг кузатилган кийматини то
памиз:

2 _  (П — 1)Д« (13— D -14,6 И 6
Лкузат „2 ~  12 ’°0

Шартга кура конкурент гипотеза а2 > 1 2  куринишга 
эга, шунинг учун критик сох;а унг томонламадир.

Жадвалдан (5- илова) 0,01 кийматдорлик даражаси ва 
k — n — 1 =  13— 1 =  12 озодлик даражалари сони буйича 
5Скр(0,0 1; 12) =  26,2 критик нуктанн топамиз.

Хкузат <  ^кр булгани учун нолинчи гипотезани рад этиш- 
га асос йук. Бошкача суз билан айтганда, тузатилган дис
персия (14,6) ва гипотетик бош дисперсия (12) орасидаги 
фарк мухим эмас.

И к к и н ч и  %ол.  Нолинчи гипотеза Н0:а2 =  стj. Конку
рент гипотеза Н 1: а 2 ф  о .̂

Бу >^олда куйидаги талабга асосланиб, икки томонлама 
критик сох,а тузилади: критерийнинг бу со.^ага тушиш э^- 
тимоли нолинчи гипотеза уринли деган тахминда кабул 
К илинган  а  кийматдорлик даражасига тенг булсин.



//
Агар %2кузат Х^чап кр ёки Хакуэат >  Х2?нг кр б у л с ; н о 

линчи гипотеза рад килинади.
2-мисол. Нормал бош тупламдан п =  13 з^ажмли тан

ланма олинган ва у буйича S2 =  10,3 тузатилган танланма 
дисперсия топилган. 0,02 кийматдорлик даражасида Н0:о2=  
=  а20 — 12 нолинчи гипотезани конкурент гипотеза сифати- 
да Hi'.а 2 ф  12 ни олиб, текшириш талаб ц ш ш н а д и .

Е ч и л и ш и .  Критерийнинг кузатилаётран цийматини то
памиз:

Конкурент гипотеза a2 =j= 12 куринишда булгани учун 
критик соха икки томонламадир.

Ж адвал буйича (5-илова) критик нукталарни топамиз:
чап критик нукта: х Ц 1  — k  j =  х£р ( l  — 12j -

=  X£p (0,99; 12) =  3,57 ва унг критик нукта: х Ц у .  k j  =

=  Х2р (0,01; 12) =  26,2.

Критерийнинг кузатилган циймати гипотезанинг кабул 
цилиниш сохасига тегишли булганлиги учун (3,57 <  10,3 <  
<  26,2) гипотезани рад к,илишга асос йук. Бопщача суз 
билан айтганда, тузатилган танланма дисперсиянинг (10,3) 
гипотетик бош дисперсиядан (12) фарци му^им эмас.

З -^ол . Конкурент гипотеза Я 1:оа <ст^.
З-^оида. Конкурент гипотеза : о2 <  ст̂  булганда 
Х*р (1 — a , k) критик нукта топилади.
Агар Хкузлт >  ХкР(! — «> к) булса, нолинчи гипотезани 

рад этишга асос йук,.
Агар Х̂ узат <  Х̂ р(1 — a, k) булса, нолинчи гипотеза рад 

цилинади.

Э с л а п г м а .  Агар D j танланма дисперсия топилган булса, у холда 
критерий сифатида k — п — 1 о.юдлик даражали х 2 та^симотга эга бул-

о1 ^ Т1
ган X =  — ~  тасодифии микдор цабул килинади ёки s2 =  ; Dt гап2 П 1

(п ~  l)Sa 
„2

утилади.



хиллиги билан изохланади. Масалан, А физикавий катта- 
ликни улчаш натижаларининг х  арифметик уртача циймати 
В физиказий катталикни улчаш натижаларининг у  ариф
метик уртача цийматидан му^им фарк; цилса, бу нарса бу 
катталикларнинг хаци!\ий улчамлари (математик кутилиш- 
лари) хар хиллигини англатади.

Нолинчи гипотезани текшириш критерийси сифатида
z  X — Y X — Y

a ( X - Y )  л / Р ( Х )  D(Y)
У п ' т

тасодифий микдорни цабул циламиз. Бу миадор — тасоди- 
фий, чунки турли тажрибаларда х  ва у  турли, олдиндан 
маълум булган кийматлар кабул килади.

Т у ш у н т и р и ш .  Уртача квадратик четланиш таъри- 
фига кура

ст =  ( Х - Р )  =  ] / D(X — Y) .

4- хоссага (VIII боб, 5- §) кура D( X  — К) =  £>(Х)+ D(Y).
(*) формулага (VIII боб, 9- §) кура

D(X)  =-- D(Y) =  Ш -
Демак,

а ( Х - Й )  =  п/ Ш Т Ж
} п 1 т

Z  критерий— нормаланган нормал тасодифий мицдср. 
Дархак.икат, Z мивдор нормал тацсимланган, чунки у нор
мал тацсимланган X  ва Y  тасодифий мик;дорнинг чизицли 
комбинациям; бу ми^дорларнинг узлари нормал бош туп- 
ламлардан олинган танланмалар буйича топилган уртача ций- 
матлар сифатида нормал таксимланган; Z шунинг учун хам 
нормалланган мицдорки, нолинчи гипотеза уринли булган
да M(Z) =  0, танланмалар эркли булгани учун a(Z) =  1.

Критик соха конкурент гипотезанинг куринишига бог- 
лиц равишда тузилади.

Б и р и н ч и  х ° л -  Нолинчи гипотеза Н0:М(Х) =  M(Y),  
конкурент гипотеза H i : М(Х)ФМ(У).

Бу холда икки томонлама критик со^ани цуйидагн та- 
лабга асосланиб цурилади: критерийнинг бу сохага тушиш 
э^тимоли нолинчи гипотеза уринли деган тахминда цабул 
цшшнган а  кийматдорлик дараж-юига тенг булсин.



интервалларга ажратсак, у зфлда к,ушиш теоремасига асосан

/>(0 <  Z <  zKp) +  P(Z >  2кр) = 1 .  (••*)
(*) ва (**) га асосан

ф (2КР) +  =  у  

ни з^осил ^иламиз. Демак,

^ ;(гкр) == Ц ^-а

Бу ердан куйидаги хулосага келамиз; икки томоилама 
критик соз^анинг унг чегарасини (гкр) топиш учун Лаплас 
функциясининг шундай гргументини топиш керакки, уига
функциянинг — ■ га тенг циймати мос келсин.

У холда икки томонлама критик со.^а ушбу

2  «С г кр>  ̂>  2кр

тенгсизликлар ёки уларга тенг кучли

\А 2кр
тенгсизлик билан, нолинчи гипотезанинг цабул цилиниш со- 
з^аси эса ушбу

^кр 2кр

тенгсизлик, ёки унга тенг кучли

\Ц <  2кр 
тенгсизлик билан аницланади.

Критерийнинг кузатнш маълумотлари буйича з^исоблан- 
ган цийматини ZKy3ar орцали белгилаймиз ва нолинчи гипо
тезани текшириш 1\0идасини таърифлаймиз.

1- цоида. Берилган а  кийматдорлик даражасида диспер- 
сиялари маълум булган иккита бош туплам математик ку- 
тилишларининг тенглиги з^акидаги Н 0:М(Х) =  M{Y)  нолин
чи гипотезани конкурент гипотеза Hi : М(Х)фМ(У)  б^лганда 
текшириш учун критерийнинг кузатилган циймати

~х — у
2 Кузат = Л/ ни ¥ ,с°блаш ва Лаплас функцияси 

\  п т
жадвалидан критик ну^тани Ф(гкр) =  -Ц"1” тенглик буйи
ча топиш лозим.



P(Z>zKp) =  a. /(****)

Критик нуктани Лаплас функцияси ёрдамида кандай 
топишни курсатамиз. (***) муносабатдан фойдаланамиз:

Р  (0 <  2  <  гкр) -+ Р (Z >  гКр) =  у .
(**) ва (****) га асосан:

Ф(2кр) -f  a  =

Демак,

Ф(гкр) =  Ц ^ .

Бу ердан бундай хулосага келамиз: унг томонлама кри
тик со^анинг чегарасини (гкр) топиш учун Лаплас функция- 
сининг шундай аргументини топиш керакки, унга функция-

I — 2а „ , ,
нинг —g—  га тенг Цнимати мос келсин. У ^олда унг то
монлама критик соха Z >  zKp тенгсизлик билан, нолинчи 
гипотезанинг кабул килиниш сохаси эса Z <  гкр тенгсизлик 
билан аникланади.

2- коида. Берилган а  кийматдорлик даражасида диспер- 
сиялари маълум булган иккита нормал бош туплам матема
тик кутилишларининг тенглиги хакидаги Н0 : М(Х)  =  M(Y)  
нолинчи гипотезани конкурент гипотеза Нх \ М ( Х ) > М ( У )  
булганда текшириш учун критерийнинг

nyddT 1 /  D(X)  +  D(Y)
V п т

кузатилган кийматини ^исоблаш ва Лаплас функцияси жад- 
1 — 2авалидан Ф^гкр) =  —^—  тенглик буйича критик нуктани то

пиш лозим.
Агар ZKузат <  2кР булса, нолинчи гипотезани рад этишга 

асос йук-
Агар ZKузат >  гкр булса, нолинчи гипотеза рад этилади.
2- мисол. Нормал бош тупламлардан олинган п — 10 ва 

т =  10 хажмли иккита эркли танланма буйича х  =  14,3 ва 
у  =  12,2 танланма уртача кийматлар топилган. Бош диспер- 
сиялар маълум: 1){Х) =  22, D ( K ) = 1 8 .  Берилган 0,05 
Кийматдорлик даражасида Н0:М (Х) =  М  (Y) гипотезани кон
курент гипотеза Нх\М{Х)  >  М  (К) булганда текширинг.



Агар 2кузат >  — zKp булса, нолинчи гипотезани рад этиш- 
га асос йук-

Агар 2кузат <  — 2кР булса, нолинчи гипотеза рад этила-
ДИ.

3- мисол. Нормал бош тупламлардан олинган п =  50 ва 
т =  50 хажмли эркли танланмалар буйича х — 142 ва у  — 
=  150 танланма уртача цийматлар топилган. Бош дисперсиялар 
маълум: D(X)  =  28,2; D(Y) =  22,8. Берилган 0,01 киймат
дорлик даражасида Н 0: М(Х)  =  M(Y)  нолинчи гипотезани 
конкурент гипотеза Н1 \М(Х) <, M{Y)  булганда текширинг.

Е ч и л и ш и .  Масаладаги маълумотларни критерийнинг 
кузатилаётган цийматини хисоблаш формуласига цуйиб, 
2кузат — — 8 ни хосил циламиз.

Шартга кура конкурент гипотеза М(Х)  <  M(Y)  куриниш- 
га эга, шу сабабли критик соха чап томонламадир.

2кр «ёрдамчи нуцтани» ушбу тенгсизлик буйича топамиз:

Ф(2кР) = Ц :^  =  1~ 22° ’° 1 =  0,49.

Лаплас функцияси жадвалидан гкр =  2,33 ни топамиз. Де-
мак 2к р =  - zkp =  — 2 >33-

2кузат <  — 2кР булгани учун нолинчи гипотезани рад 
этамиз. Бошкача суз билан айтганда, х  танланма уртача 
кийматнинг у  танланма уртача кийматдан кичиклиги мухим.

11-§. Ихтиёрий таксимланган бош тупламларнинг иккита 
уртача цийматини таццослаш (катта эркли танланмалар)

Олдинги параграфда X  ва Y  бош тупламлар нормал 
таксимланган, уларнинг дисперсиялари эса маълум деб фа- 
раз килинган эди. Бу фаразда хамда уртача кийматлар тенг- 
лиги >;ак;идаги гипотеза 5'ринли ва танланмалар эркли бул
ганда Z критерий 0 ва 1 параметрли нормал цонун буйича 
а н и ц таксимланган.

Юцорида келтирилган талаблардан ацалли биттаси бажа- 
рилмаса, 1 0 -§ д а  баён килинган, уртача цийматларни та^- 
цослаш методини цулланиб булмайди.

Лекин агар эркли танланмалар катта хажмли (хар би- 
рининг хажми 30 дан кичик эмас) булса, у ^олда танланма 
уртача к,ийматлар такрибан нормал таксимланган, танлан
ма дисперсиялар эса бош дисперсияларнинг анча яхши (ду-



Лаплас функцияси жадвалидан zKp=  1,64 ни топамиз. ZKy3aT>  
> z Kp булгани учун нолинчи гипотезани рад этамиз. Бош- 
цача суз билан айтганда, танланма уртача кийматлар фар- 
ци мухйп».

12-§. Дисперсиялари номаълум ва бир хил булган 
нормал бош тупламларнинг иккита уртача 
^ийматини таццослаш (кичик эркли танланмалар)

X  ва Y  бош тупламлар нормал тацсимланган, шу билан 
бирга уларнинг дисперсиялари номаълум булсин. Масалан, 
кичик хажмли танланмалар буйича бош дисперсиялар учун 
яхши ба.\олар олиш мумкин эмас. Шу сабабли уртача ций- 
матларни тацослашнинг 11-§да баён цилинган методини бу 
ерда цуллаб булмайди.

Аммо юкоридагиларга цушимча равишда н о м а ъ л у м  
б о ш  д и с п е р с и я л а р  ^ з а р о т е н г  д е б  фараз цилади- 
ган булсак, у холда Уртача цийматларни такдослаш крите- 
рийсини (Стьюдент критерийсини) яратиш мумкин. Маса
лан, битта станокда тайёрланган икки партия деталлар- 
нинг уртача улчамлари таццосланаётган булса, у холда 
контроль цилинаётган улчамларнинг дисперсиялари бир 
хил деб тахмин цилиниши табиий.

Агар дисперсиялар бир хил деб хис°блашга асос йуц 
булса, у х о л д а  у р т а ч а  ц и й м а т л а р и н и  т а к ц о с -  
л а ш д а н  о л д и н  Фишер—Снедекор критерийсидан (8-§) 
фойдаланиб, бош дисперсиялар тенглиги хакидаги гипоте
зани текшириб куриш лозим булади.

Шундай цилиб, бош дисперсиялар бир хил деган фаразда 
Н 0 :М(Х) =  M{Y)  нолинчи гипотезани текшириб куриш та
лаб цилинади. Бонщача суз билан айтганда, кичик п ва т 
хажмли эркли танланмалар буйича топилган х  ва у  тан
ланма уртача кийматлар фарци мух.им ёки мухим эмасли- 
гини аницлаш талаб этилади.

Нолинчи гипотезани текшириш критерийси сифатида
Т  _ _________ X  —  7_________ 1 Г пт(п от — 2)

V ( Л - 1)S l + ( n -  1)S% V п+т
тасодифий микдорни кабул киламиз. Т  ыикдор нолинчи 
гипотеза уринли булганда Стьюдентнинг k =  n-\-tn — 2 
озодлик даражали / - тацсимотига эга эканлиги исботлан- 
ган.



кузат илаётган кийматини хисоблаш зушда Сльюдент такснмо- 
тининг критик нукталари жадвалидан берилган а  киймат
дорлик даражаси (жадвалнинг юкори сатрида жойлаш- 
ган) ва k =  п +  т — 2 озодлик даражалари сони буйича 
^ и к к и  том кр(а. нуктани топиш лозим.

Агар (Т'кузат! <  и̂кки 10м кр(®> булса, нолинчи гипотеза
ни рад килишга асос йук.

Агар ! 7 ’к у з а т | > / и к к и т о м к р ( а , А ’) булса, нолинчи гипотеза 
рад этилади.

Мисол. X ва У нормал бош тупламлардан олинган п = 5  
ва т = 6 кичкк ^ажмлн эркли таклапмалар буйича х =  3, 3, 
у  =  2,48 танланма уртача кийматлар ва тузатилган s j= 0 ,2 5  
ва s2y  =  0,108 днсперсиялар топилган. 0,05 кийматдорлик 
даражасида Н01 Л1(Х) =  M(Y)  нолинчи гипотезани конкурент 
гипотеза Hi:M(X)--f--/\l(Y) булганда текширинг.

Е ч и л и ш и .  Танланма днсперсиялар хар хил булгани 
туфайли даставвал бош днсперсиялар тенглиги хакидаги 
нолинчи гипотезани Фишер—Снедекор критерийсидан (8-^) 
фойдаланиб текширамиз.

Катта тузатилган дисперсиянинг кичигига нисбатини 
топамиз:

s \  дисперсия s2y дисперсиядан анча катта, шу сабабли 
конкурент гипотеза сифатида t f , ; D(X)  >  D(Y) гипотезани 
Кабул киламиз. Б у  ^олда критик соха унг томонламадир. 
Жадвалдан а  =  0,05 кийматдорлик даражаси pa kx =  5— 1 =  4, 
h<i =  6 — 1 = 5  озодлкк даражалари сонлари буйича FKp 
(0,05; 4; 5) =  5,19 критик нуктани топамиз.

Fкузат <  Fкр булгани учун бош днсперсиялар тенглиги 
^акидаги нолинчи гипотезани рад этишга асос йук.

Бош днсперсиялар тенглиги хакидаги тахмин бажарил- 
гани учун уртача кийматларни таккослаймиз.

Стьюдент критерийсининг кузатилаётган кийматини 
з^исоблаймиз:

Бу формулага кирган катталикларнинг сон кийматлари- 
ни куйиб, Ткузат =  3,27 ни хосил киламиз.

Т,кузат



13- §. Нормал тупламнинг танланма уртача ^иймати 
билан гипотетик бош уртача цийматини таккослаш.

А. Бош тупламнинг дисперсияси маълум. Айтайлик, X  
бош туплам нормал таксимланган, шу билан бирга бош ур
тача циймат а номаълум булса-да, лекин у а0 гипотетик 
(тахмин ^илинаётган) ^ийматга тенг дейишга асос бор буд
е т .  Масалан, X  станок-автомат тайёрлайдиган деталлар 
партиясидаги х{ улчамлар туплами булса, у з^олда б у улчам- 
ларнинг а  бош уртача циймати лойи^адаги а0 улчамга тенг 
деб тахмин цилиш мумкин. Бу тахминни текшириш учун х 
танланма уртача циймат топилади з^амда х ва аа фарци му- 
з^им ёки муз^им эмаслиги текширилади. Агар фарк, муз^им 
булмаса станок уртача олганда лойи^адаги улчамни таъмин- 
лайди, агар фарц муз^им булса, у з^олда станокни созлаш 
лозим булади.

Фараз цилайлик, бош тупламнинг дисперсияси, масалан, 
аввалги тажрибадан маълум ёки назарий топилган ёки катта 
з^ажмли танланма буйича з^исобланган булсин (катта танлан
ма буйича дисперсиянинг етарлича яхши баз^осини з^осил 
цилиш мумкин).

Шундай 1\илиб, нормал бош тупламдан п з^ажмли тан
ланма олинган ва у буйича х  танланма уртача ^иймат 
топилган, шу билан бирга а 2 бош дисперсия маълум бул
син. Танланма уртача циймат буйича берилган ^иймат- 
дорлик даражасида а  бош уртача цийматнинг а 0 гипотетик 
цийматга тенглиги з^а^идаги Н0:а =  а 0 нолинчи гипотезани 
текшириш талаб этилади.

Танланма уртача циймат бош уртача ^ийматнинг силжи- 
маган баз^оси (XVI боб, 5 -§ ) яъни М( Х)  =  а0 эканлигини 
назарда тутиб, нолинчи гипотезани цуйидагича ёзиш мум
кин: М( Х )  =  а0.

Шундай цилиб, танланма уртача кийматнинг математик 
кутилиши бош уртача цийматга тенглигини текшириш та
лаб этилади. Бошкача суз билан айтганда, танланма ва 
бош уртача цийматларнинг фарци му^им ёки муз^им эмасли- 
гини аницлаш лозим.

Нолинчи гипотезани текшириш критерийси сифатида

U •«о ( X - a 0) V  п



Агар £/кузат <  — « кр булса, нолинчи гипотеза рад эти- 
лади.

1- мисол. Уртача квадратик четланиши а — 0,36 маълум 
булган нормал бош тупламдан п — 36 хажмли танланма 
олинган ва у буйича"! = 21 ,6  танланма уртача циймат топил
ган. 0,05 цийматдорлик даражасида Я 0 : а = а 0 =  21 но
линчи гипотезани конкурент гипотеза Н г : а ф  21 булганда 
текширинг.

Е ч и л и ш и. Критерийнинг кузатилаётган цийматини 
топамиз:

( 7 - а 0) ^ л  ( 2 1 ,6 - 2 1 ) ^ 3 6  m
Uкузат ------- -  o| 3 g

Шартга кура конкурент гипотеза а ^ а 0 куринишда, шу 
сабабли критик соха икки томонламадир.

Критик нуцтани ушбу тенглик орцали топамиз:

/1ч /  \ I --  (I 1 0 ,05 л  1 <чГф  («кр) =  — 2 ~  =  — =  0,475.

Лаплас функцияси жадвали буйича икр=  1,96 ни топамиз.
Uкузаг >  икр булгани учун нолинчи гипотезани рад эта- 

миз. Бош^ача суз билан айтганда, танланма ;уртача циймат 
билан гипотетик бош уртача циймат орасидаги фарк, мухим.

2 - мисол. 1-мисол маълумотлари буйича Н0: a  =  21 но
линчи гипотезани конкурент гипотеза a > 2 1  булганда тек
ширинг.

Е ч и л и ш и .  Конкурент гипотеза a  >  21 куринишда 
булгани учун критик со^а унг томонламадир.

Критик нуцтани ушэу тенгликдан топамиз:

. 1—2а 1 - 2 - 0 ,0 5  г, .г,
ф  ( « к р )  =  —  --------------------2 ~ ^ —  =  ° - 4 5 -

Лаплас функцияси жадзалидан икр =  1,65 ни топамиз.
U кузат =  10 >  икр булгани учун нолинчи гипотезани рад 
этамиз; танланма уртача циймат ва гипотетик бош уртача 
циймат орасидаги фарц мухим.

Шуни цайд циламизки, бу уринда нолинчи гипотезани 
дархол рад этиш мумкин эди, чунки у 1- мисолда икки 
томонлама критик соха булганда рад этилган эди. Бу ту- 
Л1Щ ечилишни бу ерда таълим мацсадида келтирдик.

Б. Бош тупламнинг дисперсияси номаълум. Агар бош 
тупламнинг дисперсияси номаълум булса (масалан, кичик



Агар Ткузат >  — Цш кр. булса, нолинчи гипотезани рад 
этишга асос йу^.

Агар Гкузат <  — i f  пт кр. булса, колинчи гипотеза рад 
этилади.

3- мисол. Нормал бош тупламдан олинган п — 20 ^ажм- 
ли танланма буйича а ' = 1 6  танланма уртача киймат ва 
s — 4,5 «тузатилган» уртача квадратик четланиш топил
ган. 0,05 кийматдорлик даражасида Я 0 : а = а 0 —15 нолинчи 
гипотезани конкурент гипотеза HL \a -15 булганда текширинг.

Е ч и л и ш и. Критерийнинг кузатилаётган кийматини 
^исоблаймиз:

( 7 - a , ) V n  (16 — \5)-У~20
1 кузат ------------- - -  ^ 5  -  и,УУ.

Шартга кура конкурент гипотеза а Ф а 0 курннишда, шу 
сабабли критик со^а икки томонламадир.

Стыодент таксимотининг критик нукталари жадвали- 
дан ю^ори сатрда жойлашган а  =  0,05 кийматдорлик дара
жаси ва k  =  2 0 — 1 — 19 озодлик даражалари сони буйича 
i икки том. кр (0,05; 19) =  2,09 критик нуктани топамиз.

|7кузат| < /икки том. кР булгани учун нолинчи гипотезани 
рад этишга асос йу^, танланма уртача цийматнинг гипоте- 
тик бош уртача ^ийматдан фарци му^им эмас.

14- §. Икки томонлама критик соха ва ишончли интервал 
орасида богланиш

Осонгина курсатиш мумкинки, икки томонлама критик 
со^ани а  кийматдорлик даражасида излаётганда, тегишли 
у =  1 — а  ишончлилик билан ишончли интервални ^ам то
пилади. Масалан, 13-§ да Н0:а — а0 гипотезани Н 1 : а ф а 0

да текширилаётганда биз U =  критерийнинг
икки томонлама критик соха га тушиш э^тимоли а  ^иймат- 
дорлик даражаеига тенг булсин деб талаб ^илдик, демак, 
критерийнинг гипотезанинг ^абул цилин иш со^аси 
(— «кр, «кр) га тушиш э^тимоли 1 — а  =  у га тенг. Бош- 
^ача суз билан айтганда, у ишончлилик билан

,  (л: —а) \ гп .
—  Икр <  -------------  < « к р



бу ерда Ыкр ушбу Ф (икр) =  -|- =  Ц —  тенгликдан топи
лади.

Агар ст номаълум, лекин унинг ба^оси s топилган бул
са, у ^олда (13-§, Б)„ __  ^2ЦККИ том кр (Я > &)*S*а — ба

16-§. Критерий цувватини излашга дойр мисол
Критерийнинг цувватини топишга дойр мисолнинг ечи- 

лишини келтирамиз.
Мисол. Уртача квадратик чекланиши а  = 1 0  маълум булган 

нормал бош тупламдан олинган п =  25 з^ажмли танланма 
буйича х =  18 танланма уртача циймат топилган. 0,05 
цийматдорлик даражасида ^уйидагилар талаб ^илинади:

а) агар бош уртача цийматнинг гипотетик цийматга 
тенглиги ^ацидаги Н 0:а =  а0 =  20 гипотеза конкурент ги
потеза H i :а  <  20 булганда текширилаётган булса, критш 
со^ани топинг;

б) а 0 — 16 да текшириш критерийси цувватини топинг 
Е ч и л и ш и .  а) конкурент гипотеза а < а0 куринишда.

булгани сабабли критик со^а чап томонламадир.
3-цоидадан (13- §, Л) фойдаланиб, критик нуцтани то

памиз: и'кР =  — 1.65. Демак, чап томонлама критик со^а 
U  <  — 1,65 тенгсизлик билан ёки муфассалроц ёзсак,

( r - y g < _ i [65

билан аншушнади, бу ердан х  <  16,7.
Танланма уртача цийматнинг бу цийматларида нолин

чи гипотеза рад этилади; шу маънода х  =  16,7 ни тан
ланма уртача к,ийматнинг критик циймати деб цараш мум
кин.

б) царалаётган критерийнинг ^увватини ^исоблаш учун, 
аввал унинг цийматини конкурент гипотеза уринли шартда, 
(яъни а0 =  16)jc =  16,7 деб топамиз:

U  =  g - g o T ^ T  =  (16 ,7  - 1 6 }  / 2 5  =  0  3 5 _

Бу ердан куриниб турибдики, агар л :<  16,7 булса, у ^ол- 
да U <  0,35. * < 1 6 ,7  булганда нолинчи гипотеза рад ци- 
лингани учун у, шунингдек, U <  0,35 да рад этилади



потезани конкурент гипотеза Н^.М (X ) Ф М (Y )  булганда 
бир хил .%ажмли иккита боглиц танланма буйича текшириш 
талаб цилинади.

И к к и т а  уртача цийматни таодослаш хаКиДаги бу ма- 
салани б и т т а  танланма уртача к,ийматни бош уртача ций- 
матнинг гипотетик цийматига тенглиги хасида 13-§, Б да 
Хал цилинган масалага келтирамиз.

Бу мацеадда D, =  Х ( — Y t айирмалар—тасодифий миедор- 
ларни ва уларнинг уртача цийматини киритамиз:

D =  =  S(X/ ~  Yl) =  — ' — — ' =  X — Y.п п п п

Агар нолинчи гипотеза уринли, яъни М ( Х )  =  M ( Y )  
булса, у холда М (X) =  М (Y) ,  ва демак,

M( D)  =  М ( Х  — У) =  М ( X)  — М (Y)  =  0.

Шундай цилиб, И0: М ( Х )  — М  (Y)  нолинчи гипотезани 
бундай ёзиш мумкин:

H0: M ( D )  =  0.

У х°лда конкурент гипотеза куйидаги куринишни олади:

Н { М ф )  +  0.

1- а с л а т м а .  Бундай буен кузатилаётган х; — yi нотасодифий
аЛирмаларни />,■ =  X t — !',■ тасодифий айирмалардан фар^ли улароц

_  ̂ di
di  ор^али белгилаймиз. Шунга ухшаш, бу айирмаларнинг 2 j

танланма уртача ^ийматини D тасодифий микдордан фаркли уларо^
d  оркали бглгилаймиз.

Шундай килиб, иккита х  ва у  уртача кнйматни тар
ное л аш битта d танланма уртача цийматни бош уртача кий- 
матнпнг М (D) =  а0 =  0 гипотетик киймати билан таккос- 
лашга келтирилди. Бу масала олдин, 13- §, Б да хал 
килинган эди, шу сабабли нолинчи гипотезани текшириш 
ь;оидасини ва мисол келтирамиз.

2- э с л а т  м а  . Ю^орида баён ^иликгани буйича,

т __ (х  а о)1 к у з а т ------------------------------
S



Vd* =  1 +  1 +  4 +  1 =  7 ва V d (. =  — 3 лигини назарда 
тутиб, «тузатилган» уртача квадратик четланишни топамиз:

V
Hrf,]2

п — 1 5— 1 / 1 , 3 .

Критерийнинг кузатилаётган кийматини ^исоблаймиз:
~  d V n  0 ,6 /5 “ _  , , о
J  кузат — -------------------’ — г— -------------1»I О.

sd / 1 , 3

Стьюдент та^симотининг критик ну^талари жадвалидан 
жадвалнинг говори сатрига жойлаштирилган 0,05 ^иймат- 
дорлик даражаси ва k — 5 — 1 = 4  озодлик даражалари 
сони буйича /икки том. кр (0,05, 4) *= 2,78 критик нуктани 
топамиз.

|/"кузат | < /икки том. кр булгани учун нолинчи гипотезани 
рад этишга асос йук;. Бошкача айтганда, улчаш натижа- 
ларининг фарк;и му^им эмас.

18- §. Кузатилаётган нисбий частотани ходиса руй 
беришининг гипотетик э\гимоли билан таедослаш

Етарлича катта п сондаги эркли синовлар утказилиб, 
уларнинг хар бирида ^одисанинг р  руй бериш э^тимоли
узгармас, лекин номаълум булсин. Бу синовлар буйича —

п
нисбий частота топилган булсин. Номаълум э^тимол р0 ги
потетик ^ийматга тенг деб тахмин ^илишга асос бор бул
син. Берилган а  кийматдорлик даражасида номаълум р  
э^тимол р 0 гипотетик э.угимолга тенглигидан иборат но
линчи гипотезани текшириш талаб цилинади.

Э^тимол нисбий частота буйича бах,олангани учун кара- 
лаётган масалани бундай таърифлаш мумкин: кузатила
ётган нисбий частота ва гипотетик э^тимол фарк,ининг 
му^им ёки му^им эмаслигини ани^лаш талаб цилинади. 

Нолинчи гипотезани текшириш критейриси сифатида

7 ~ * У К 
V  РФ

тасодифий миедорни кабул киламиз, бу ерда q0 =  1 — р 0. 
U микдор нолинчи гипотеза уринли булганда М  (U) = 0 ,



Агар 16'кузат | >  икр булса, нолинчи гипотеза рад эти
лади.

2 - коида. Конкурент гипотеза И1 : р У р 0 булганда унг 
томонлама критик со.^анинг критик ну^таси ф  (цкр) =  —~ 2“

тенгликдан топилади.
Агар t/кузат <  «кр булса, нолинчи гипотезани рад этишга 

асос йуц.
Агар [Укузат >  «кр булса, нолинчи гипотеза рад этилади.
3 - коида. Конкурент гипотеза Н 1 : р < р () булганда ыкр < 

критик нукта 2- цоида буйича топилади, кейин эса чап то
монлама критик со^анинг чегараси «,'ф =  — икр деб оли- 
нади.

Агар U кузат >  — «кР булса, нолинчи гипотезани рад этиш
га асос йук.

Агар UКу„ат <  — «кР булса, нолинчи гипотеза рад эти
лади.

2- э с  л а т  ма.  К,оницарли натижалнрни npt f  0 >  9 тенгсизлнкнинг 
баж арилнш и таъминлайдн.

Мисол. 100 та эркли танланма буйича 0,08 нисбий час
тота топилган. 0,05 кийматдорлик даражасида Ни: р = р 0 =
=  0,12 нолинчи гипотезани конкурент гипотеза Нх\ р ф 0,12 
булганда текширинг.

Е ч и л и ш и .  Критерийнинг кузатилаётган цийматини 
топамиз:

11 (ТГ _  ( 0 .0 8 - 0 , 1 2 )  / Т о о  _  . „ о

• Т “  УМо  /0 Л Г М 8  * ’

Шартга кура конкурент гипотеза р ф  р0 куринишга эга. 
Шу сабабли, критик со^а икки томонламадир.

Критик ну^тани ушбу тенгликдан топамиз:

ф (« кр) =  =  0,475.
2 б

Лаплас функцияси жадвали буйича «Кр =  1 >96 ни топамиз.
| t /кузат | <  «кр булгани учун нолинчи гипотезани рад 

этишга асос йук,. Бошкача айтганда, кузатилаётган нисбий 
частотанинг гипотетик э^тимолдан фарци му^им эмас.



бу ерда V =  2,303 [k — Igs^ — lgs?J,
1=1

c  =  1 +  T)

Бартлет шу нарсани аниклаганки, агар барча kt >  2 
булса, В тасодифий микдор нолинчи гипотеза уринли бул
ганда I — 1 озодлик даражали X2 цонун буйича таксимла- 
нади. kt =  n t — 1 эканлигини хисобга олиб, я, — 1 > 2  
ёки k t >  3 деган хулосага келамиз, яъни танланмаларни 
Хар бирининг хажми 4 дан кичик булмаслиги лозим.

Критик соха цуйидаги талабга асосланиб, унг томон
лама цилиб цурилади: критериннинг бу со^ага тушиш э^- 
тимоли нолинчи гипотеза уринли деб тахмин цилинганда 
цабул цилинган цийматдорлик даражасига тенг булсин:

Р [ В  >  t ip (а, I —  1] =  а
ХкР(а, / — 1) критик ну^та жадвалдан (5 -илова) а  ций- 
матдорлик даражаси ва k =  / — 1 озодлик даражалари 
сони буйича топилади. Унда критик соха

б  >  Хкр

тенгсизлик билан, гипотезанинг кабул килиниш сохаси эса

В < * к р
тенгсизлик билан аникланади.

Бартлет критерийсининг кузатиш маълумотлари буйича 
хисобланган цийматини 5 Кузат оркали белгилаймиз ва но
линчи гипотезани текшириш цоидаскни таърифлаймиз.

Цоида Берилган а  кийматдорлик даражасида нормал 
тупламлар дисперсияларининг бир жинслилиги ^акидаги 
нолинчи гипотезани текшириш учун Бартлет критерийси
нинг кузатилган кийматини хисоблаш ва у} тацсимотнинг 
критик нуцталари жадвалидан "/кр (а. I — 1) критик нук,- 
тани топиш лозим.

Агар Вкузат <  ЗС*р булса, нолинчи гипотезани рад этиш- 
га асос йуц.

Агар Вкузат >  ХкР булса, нолинчи гипотеза рад этилади.
1-э  с л а т  на.  С узгармасни ^исоблашга шошилмасдик керак. 

Аввал V ни топиш ва ХкР билан солиштириш лозим. Агар V <  %̂ р

\ ± - ±
к



/

V =  2 ,303 \k lg s* — IgSi2] =
=  2,203 [50-1,5795 — 22,5305] =  1,02.

Жадвалдан (5- илова) 0,05 кийматдорлик даражаси 
ва / — 1 = 4  — 1 = 3  озодлик даражалари сони буйича 
Хкр (0,05; 3 )= 7 ,8  критик нуктани топамиз.

У <  Хкр булгани учун Д кузат =  <  Хкр (чунки С >  1),
ва демак, дисперсияларнинг бир жинслилиги ^ацидагн но
линчи гипотезани рад этишга асос йу^. Бошк;ача суз билан 
айтганда, тузатилган танланма днсперсиялар фар^и му^им 
эмас.

3-э с лат и а. Агар бош дисперсияни бахолаш талаб  цилинся, у 
з^олда дисперсиннинг бир жинслилиги шартида уникг ба \оси  учун ту
затилган дисперсияларнинг озодлик даражалари сони буйича вазний 
арифметик уртача цнйматини, яъни

г - Ш  
5 ~  t

ни олиш ма^садга м\вофицдир. Масалан, царалган мисочда бош дис- 
персиянинг ба.ухи сифатида 0,3798 ни цабул килиш ма^садга муво- 
фиц.

20- §. Нормал бош тупламларнинг дисперсияларинл 
бир хил хажмли танланмалар буйича 
та^цослаш. Кочрен критсрийси

Айтайлик, X,, Х г....... X/  бош тупламлар нормал так,сим-
ланган булсин. Бу тупламлардан б и р  х и л  п з ^ а ж м л и
I та танланма олинган ва улар буйича s?, s£.......  sf тузатилган
танланма днсперсиялар топилган булсин, уларнинг озод
лик даражалари сони бир хил: k — n — 1.

Тузатилган днсперсиялар буйича берилган а  цийматдор- 
лик даражасида царалаётгэн тупламлар бош дисперсиялар
нинг узаро тенглигидан иборат нолинчи гипотезани тек
шириш талаб цилинади:

H0: D ( X 1) = D ( X 2) =  . . . = D ( X l).

Бош^яча суз билан айтганда, тузатилган танланма дис- 
персиялар фарци му>;им ёки му^им эмаслигини текшириш 
талаб килинади.



К си да. Берилган а  кийматдорлик даражасида нормал 
таксимланган тупламлар дисперсияларинннг бир жинсли- 
лиги ^акидаги гипотезани текшириш учун критерийнинг 
кузатилаётган киймат ини хисоблаш ва жадвал буйича кри
тик нуктани топиш лозим.

Агар (Зкузат <  6 ’кр булса, нолинчи гипотезани рад этиш
га асос йук,.

Агар Скузат >  GKP булса, нолинчи гипотеза рад этилади.

Э с л а т м а.  Агар бош дисперсияни бахолаш талаб килинса, у 
холда дисперсияларнинг бир жинслилиги шартида дисперсия ба^оси 
учун тузатилган танланма дисперсияларнинг арифметик уртача ций- 
ыатини олиш мацсадга мувофикдир.

Мисол. Нормал бош тупламлардан олинган бир хил 
п =  17 х.ажмли эркли танланмалар буйича тузатилган дис
персиялар топилган: 0,26; 0,36; 0,40; 0,42. Куйидагилар 
талаб килинади:

а) 0,05 кийматдорлик даражасида бош дисперсияларнинг 
бир жинслилиги хацидаги нолинчи гипотезани текшириш 
(критик соха унг томонлама); б) бош дисперсияни бахолаш.

Е ч и л и ш и .  а) Кочрен критерийсининг кузатилаётган 
цийматини — максимал тузатилган дисперсиянинг барча дис
персиялар йигиндисига нисбатини топамиз:

Окузат =  0 ,26  +  0,36 +  0,40 +  0,42 = 0>2 9 17 -

Жадвалдан (330- бетдаги изохга каранг) 0,05 цийматдор- 
лик даражаси, к — 17— 1 =  16 озодлик даражалари сони 
ва танланмалар сони / =  4 буйича GKp (0,05; 16; 4) =0,4366 
критик нуктани топамиз.

G <  GKp булгани учун дисперсияларнинг бир жинслилиги 
^акидаги нолинчи гипотезани рад этишга асос йук,. Бошца- 
ча суз билап айтганда, тузатилган танланма дисперсиялар 
фарк,и му^им эмас;

б) нолинчи гипотеза уринли булгани учун бош диспер
сиянинг ба^оси сифатида тузатилган дисперсияларнинг 
арифметик уртача цийматиии топамиз:

.  0 ,26  +  0,36 +  0,40 +  0,42О =  ------------------ г----------------- =  и,ЗЬ.



кузатилаётган цийматини хисоблаш Еа Стьюдент тацсимо- 
тининг критик нуцталари жадвалидан икки томонлама кри
тик соха учун берилган кийматдорлик даражаси ва k = u —2 
озодлик даражалари сони буйича /кр (а, к) нуктани топиш 
лозим.

Агар | Т кузат| <  /кР булса, нолинчи гипотезани рад этиш- 
га асос йуц.

Агар | Ткузат I >  /кр булса, нолинчи гипотеза рад этилади.
Мисол. Икки улчовли (X, Y )  нормал тупламдан олин- 

ган п =122  ^ажмли танланма буйича гт =  0,4 танланма 
корреляция коэффициента топилган. 0,05 цийматдорлик 
ди|ажасида бош корреляция коэффициентининг нолга 
тенглиги хакидаги нолинчи гипотезани конкурент гипотеза 
Н i'- ГцфО  булганда текширинг.

Е ч и л и ш и .  Критерийнинг кузатилаётган цийматини 
топамиз.

кузат
г У п - Ч  0 , 4 / 1 2 2 - 2  , 4 у8 

> ' 1 — г2т У 1 —  0,4*

Шартга кура конкурент гипотеза гв 4= 0 куринишда, 
шу сабабли критик соха икки томонламадир.

Икки томонлама критик соха учун жадвалдач (6- ило- 
ва) 0,05 цийматдорлик даражаси ва k = 1 2 2  — 2 = 1 2 0  
озодлик даражалари сони буйича /кр (0,05; 120) =  1,98 кри
тик нуктани топамиз.

7 кузат >  /кр булгани учун нолинчи гипотезани рад ци- 
ламиз. Бош^ача суз билан айтганда, танланма корреляция 
коэффициентининг нолдан фарк;и мухим, яъни X  ва Y  кор- 
реляиияланган.

22- §. Бош тупламнинг нормал таксимланганлиги 
^а^идаги гипотезани текшириш.
Пирсоннинг мувофи^лик критерийси

Олдинги параграфларда бош тупламнинг таксимот цо- 
нунн маълум деб фараз ^илинган эди.

Агар таксимот конуни номаълум, лекин у тайин кури- 
нишга эга (уни А деб айтайлик) деб тахмин цилишга асос 
бор булса, у холда цуйидаги нолинчи гипотеза текшири- 
лади: бош туплам А цонун буйича таксимланган.

Номаълум так,симотнинг тахмин килинаётган конуни 
Хакидаги гипотезани текшириш таксимот параметрлари ха- 
1\идаги гипотезани текшириш каби, яъни махсус танланган



Нолинчи гипотезани текшириш критерийси сифатида

тасодифий мицдорни кабул ^иламиз. Бу микдор тасодифий, 
чунки у турли тажрибаларда ^ар хил, олдиндан маълум 
булмаган к>ийматлар к4абул ^илади. Равшанки, эмпирик ва 
назарий частоталар канча кам фарк ^илса, X2 критерийнинг 
катталиги ^ам шунча кичик ва демак, у маълум даражада 
эмпирик ва назарий таксимотларнинг яцинлигини харак- 
терлайди.

Частоталар айирмаларини квадраТларга кутариш билан 
мусбат ва манфий айирмаларнинг узаро йу^олиш имкони- 
яти йу^олишини айтиб утамиз. /г' га булиш билан з̂ ар бир 
^ушилувчини камайтиришга эришилади: акс ^олда йигинди 
шунчалик катта булиб ^олар эдики, нолинчи гипотезани 
^атто у тугри булганда ?̂ ам рад этишга олиб келар эди. 
Албатта, бу муло^азалар танланган критерийни асослаш 
эмас, тушунтиришдир.

Шу нарса исботланганки, /?->-оо да тасодифий микдор- 
нинг (*) та^симот к,онуни бош туплам кайси таксимот к,о- 
нунига буйсунганлигидан ^атьи назар, k озодлик даражали 
X2 тацсимот конунига интилади. Шу сабабли, (*) тасоди- 
фий микдор X2 оркали белгиланган, критерийнинг узи эса 
«хи квадрат» мувофиклик критерийси дейилади.

Озодлик даражалари сони £ =  s — 1 — г  тенглик буйи
ча топилади, бу ерда s — танланмадаги группалар (цисмий 
интерваллар) сони, г — тахмин цилинаётган таксимотнинг 
танланма маълумотлари буйича бахоланган параметрлар 
сони.

Хусусан, тахмин килинаётган таксимот нормал булса, 
у ^олда иккита параметр (математик кутилиш ва уртача 
квадратик четланиш) бахоланади, шу сабабли г  — 2 ва 
озодлик даражалари сони

Агар бош туплам, масалан, Пуассон конуни буйича 
тацсимланган деб тахмин цилинаётган булса, у >^олда бит- 
та А, параметр бахоланади ва шу сабабли г =  1 ва k = s —2.

Бир томонлама критерий нолинчи гипотезани икки то
монлама критерийга Караганда «катъият билан» рад этгани 
учун куйидаги талабга асосланиб, унг томонлама критик 
со^а цурамиз: критерийнинг бу соха га тушиш э^тимоли но-

&
>м

Г)

k =  s — 1 — r =  s — 1 — 2 — s — 3



Кнтобхонга бу алмаштиришни мустацил бажаришни тасвия киламиз, 
бунинг учун (**) да частоталар айирмасини квааратга кутариш , нати- 
жани nt га булиш ва =  л . =  ”  ни ^исо®га олиш лозим.

Мисол. 0,05 кийматдорлик даражасида бош тупламнинг , 
нормал так,симланггнлиги ^ацидаги гипотезани текширинг. 
Эмпирик ва назарий частоталар маълум: I

эмпирик частоталар: 6 13 38 74 106 85 30 14, I
назарий частоталар: 3 14 42 82 96 76 37 13.'

Е ч и л и ш и .  Хкузат ни ^исоблаймиз, бунинг учун 26- 
^ и со б л аш  жадвалини тузамиз.

26- ж а д в а л

1 2 3 4 5 7 8

1
п 1 п \ ni — n'i { n i - n ' i f

( m - О
ni i

nini

1 6 3 3 9 3 36 12
2 13 14 — 1 1 0,07 169 12,07
3 38 42 —4 16 0,38 1444 34 ,38
4 74 82 —8 64 0,78 5476 66 ,7 8
5 106 99 7 49 0,49 11236 113,49
6 85 76 9 81 1,07 7225 95 ,07
7 30 37 —7 49 1,32 900 24,32
8 14 13 1 1 0,08 196 15,08

2 366 366 У2 = 7  19Лкузат 1 »lz/ 373,19

Контрол цилиш: Х ^ у з а т = 7 , 1 9 ;

я?
V —! — « = 373 ,19—366=7,19.

Х,исоблаш турри бажарилган.
Танланмада группалар сони s =  8 лигини эътиборга 

олиб, озодлик даражалари сонини топамиз: 6 =  8 — 3 =  5.
X2 таксимотнинг критик ну^талари жадвалидан (5- илова)

0,05 кийматдорлик даражаси, 6 =  5 озодлик даражалар
сони буйича х!п (0.05; 5 ) =  11,1 ни топамиз.

2 2
Хкузат <  Хкр булгани учун нолинчи гипотезани рад этишга 

асос йук- Бош^ача суз билан айтганда, эмпирик ва назарий



хиесбланади, ва нихоят, изланаётган щ — npt назарий час
тот алар хисобланади.

Мисол. Бош туплам нормал та^симланган деган тах- 
минда назарий частоталарни п — 200 хажмли танланманинг 
интервал па^симоти буйича топннг (27-жадвал).

27- ж а д в а л

интервал 
но мери

интервал чегара- 
лари Частота интервал

номери
интервал чегяра- 

лари Частоте

i Х1 *1+ 1 nt х , xi+\ ni

1 4 6 15 6 14 16 21
2 6 8 26 7 16 18 24
3 8 10 25 8 18 20 20
4 10 12 30 9 20 22 13
5 12 14 26

я = 2 0 0

ТГ 1 т л  -  * X l  x i  + 1Е ч и л и ш и .  1. Интервтлнинг урталари xi — ------

ни топамиз. Масалан, х\ =  =  5. Шунга ухшаш иш

юритиб, тенг узокликда турган xL варианталар ва уларга 
тегишли п, частоталар кетма-кетлигини хрсил киламиз:

xi 5 7 9 11 13 15 17 19 21 
п,- 15 26 25 30 26 21 24 20 13.

2. Танланма уртача ^иймат ва танланма уртача квадра
тик четланншни к}пайтмалар методидэн фойдаланиб топа- 
мпз:

х* =  12,63, о* =  4,695.

3. х* =  12,63, о* =  4,695, ■—  =  0,213 ни ̂ исобгаолиб,

(г,, Zi +  i) интервалларни топамиз, бунинг учун 28- хисоб
лаш жадвалини тузамиз.



тенглиги ^ацидаги На: D(X) =  D{Y) нолинчи гипотезани конкурент 
гипотеза Я ,: D(X)  >  D{Y) булганда текширинг;

а) /*х =  21, пг — 16, sx  =  3 .6  Sy =  2 ,4 , а  =  0,05;

б ) п 1 = 1 3 ,  пг =  18, s^ =  0 ,72 , Sy =  0 ,20 , а  =  0 ,01 .

Жаеоби. а) /гкузат= 1 , 5 ;  FKp (0,05, 20; 15) =  2 ,33 . Нолинчи
гипотезани рад этишга асос Луц; б) Якузат =  3 ,6 ; FKp (0,01; 12; 1 7 )=
=  3 ,46 . Нолинчи гипотеза рад этилади.

2. X  ва Y нормал бош тупламлардан олинган п ва т хажмли 
иккита эркли танланма буйича х ва у  танланма уртача цийматлар то- 
пилган. D(X) ва D(Y)  бош дисперсиялар маълум. а  кийматдорлик 
даражасида математик кутилишлар генглиги ^ацидаги Н0: М (X) =  
=  М (Y) нолинчи гипотезани конкурент гипотеза Нх: М  (X) ф М (Yy 
булганда текишринг.

а) п =  30, т  =  20, D (X ) =  120, D (Y) =  100, а =  0,05;
б) п =  50, т =  40, D (X) =  50, D (У) =  120, а  =  0,01.

Жавоби. а) 2 кузат =  1, гкр =  1,96. Нолинчи гипотезани рад этиш-
га асос нуц. б) 2 кузат =  10; гкр=  2 ,58 . Нолинчи гипотеза рад эти

лади.

3. X  ва У нормал бош тупламлардан олинган л =  5 ва т =  & 
з^ажмли иккита эркли танланма буйича * =  15,9, у  = 1 4 , 1  танланма' 
уртача цийматлар ва =  14,76, s^  =  4 ,9 2  тузатилган танланма дис
персиялар топилган. 0 ,0 5  кийматдорлик даражасида математик кути
лишлар тенглиги >;ацидаги Я0: М (X) =  М  (К) нолинчи гипотезани кон
курент гипотеза Я ,: М (X) М (Y) булганда текширинг.

Курсатма. Аввал дисперсияларни таццосланг.

Жавоби. Т'кузат = 0 , 8 8 ,  / кр =  (0,05, 9) =  2 ,2 6 . нолинчи гипотеза-
ни рад этишга асос йук.

4. Уртача квадратик четланиши 0 =  2 ,1  маълум булган нормал 
бош тупламдан п — 49 ^ажмли танланма олинган ва у буйича х — 4,5 
танланма уртача циймат топилган. 0 ,05  кийматдорлик даражасида ма
тематик кутилишнинг гипотетик ^ий.матга тенглиги ,ха^и/мги а =  3 
нолинчи гипотезани конкурент гипотеза / /,:  а ф  3 булганла текширинг.

Жавоби. UKyaaT = 5 ,  икр =  1,96. Нолинчи гипотеза рад этилади.

5. Нормал бош тупламдан олинган п =  16 ^ажмли танланма буйи
ча х  =  12,4 танланма уртача цинмат ва s =  1,2 «тузатилган» уртача 
квадратик четланиш топилган. 0 ,05 цийматдорлик даражасида матема
тик кутилишнинг гипотетик цийматга тенглиги хакидаги Я 0: а =  11,8 
нолинчи гипотеза конкурент гипотеза Я х: аф  11,8 булганда текширинг.

Жавоби. 7'кузат =  2, / (0,05; 15) =  2 ,13 . Нолинчи гипотезани
рад этишга асос fiyiv



в) эмпирик частоталар: 5 13 12 44 8 12 6 
назарий частоталар: 2 20 12 35 15 10 6

Жавоби. Хкузат ~  2 А  ХкР (0,05; 4) =  9,5. Нолинчи гипотезани 

рад этишга асос йуц б) ХкУ зат =  "/.кр (0,05; 7) =  14,1. Нолинчи
гипотезани рад этишга асос йук. в) Хкузат =  13> У-кр (0,05; 4) =  9 ,5 . 
Гипотеза рад этилади.

Й и г и р м а н ч и  б о б
БИР ФАКТОРЛИ ДИСПЕРСИОН АНАЛИЗ

1-§. Бир нечта уртача цийматларни 
таккослаш. Дисперсион анализ ха к и да тушунча

Айтайлик, X v  Х 2, X,, бош тупламлар нормал так
симланган хамда номаълум булса-да, лекин бир хил дис- 
персияга эга булсин; математик кутилишлар хам номаълум 
булса-да, лекин улар хар хил булиши мумкин. Берилган 
Кийматдорлик даражасида барча математик кутилишлар 
тенглиги ^акидаги

Н0: М  (Х1) = М  ( Х , ) = . . .  =  М (Хр)
нолинчи гипотезани танланма уртача кийматлар буйича тек
шириш талаб килинади. Бошкача суз билан айтганда, тан
ланма уртача кийматлар фарки мухим ёки му^им эмасли- 
гини аниклаш талаб этилади. Бир неча (р >  2) уртачч кий- 
матларни таккослаш учун уларни иккита-иккитадан та- 
кослаш кифоядек туюлиши мумкин. масалан, уртача кий- 
матлар сони ортиши билан улар орасидаги энг катта фарк 
х,ам ортади, яъни танланманинг уртача киймати янги таж- 
рибадан аввал хосил килинган урта кийматларнинг энг 
каттасидан катта ёки энг кичигидан кичик булиб чик.иши 
мумкин. Шу сабабли бир нечта уртача кийматларни так
кослаш учун бошкача методдан фойдаланилади. Бу метод 
дисперсияларни таккослашга асосланган ва шу сабабли 
дисперсион анализ деб аталган (у асосан инглиз статистиги 
Р. Фишер ишларида ривожлантирилган).

Практикада дисперсион анализ р та Ft, F2, ..., Fp да- 
ражага эга булган F с и ф а т  факторнинг урганилаётган X  
микдорга таъсири му^им ёки му^им эмаслигини аниклаш 
учун кулланилади. Масалан, энг куп ^осил олишда урит- 
ларнинг кайси тури самаралирок эканлиги талаб килинса, 
у з^олда F фактор—уш т, унинг даражалари эса урит тур- 
лари булади.



Фактор даражалари ^

Синаш номерлари
F , F2 F

P

1 •<11 x ip
2 х и ATj j X2p

Я X q \ X q i . . . x gp

Группавий уртача 
^иймаглар

x r p i *грч Xrpp

Таърифга кура цуйидагиларни киритамиз.
Р <7

5 ум =  (Хц х  )2
i - I

(кузатилаётган кийматларнинг х умумий уртача кийматдан 
четланишлари квадратларнинг умумий йитндиси).

р

5факт =  Я Щ  ( Х гр {  — X )2

(группавий урта цийматларнинг умумий уртача цийматидан 
четланишлари квадратларнинг фактор йигиндиси, у «груп- 
палар орасида» таркокликни характерлайди).

a q

5 К 0Л Д  =  2  { х л  X rp l)2 +  i i  ( v  —  *  , ) г - f -  . . .  - f  
i= l  i= l  '

Q

( (группадаги кузатилаётган к,ийматларнинг узининг группа- 
! вий уртача кийматдан четланишлари квадратларнинг колдик 
|  йигиндиси, у «группалар ичидаги» таркокликни характер-
* лайди).

Амалда колдиц йнгинди ушбу тенглик буйича (3-§, на- 
тижа) топилади:

5цолд =  SyM 5фаКт •



Тушунтиришлар.

1. 5 факт F факторнинг таъсирини характерлашига ишонч 
хосил цилайлик. Айтайлик, фактор X  га муз^им таъсир 
курсатсин. У холда белгининг битта тайин даражада куза
тилган кийматлари группаси, умуман айтганда, бошка дара- 
жалардаги кузатиш группаларидан фар^ килади. Демак, 
группавий уртача кийматлар хам фарц цилади, шу билан 
бирга фактор таъсири канча катта булса, улар умумий ур
тача киймат атрофида шунча куп тарк,ок булади. Бу ердан 
фактор таъсирини бахолаш учун группавий уртача киймат- 
ларнинг умумий уртача кийматдан четланишлари квадрат- 
лари йигиндисини тузиш максадга мувофиклиги (мусбат ва 
манфий четланишларнинг узаро йуколиб кетишини бартараф 
цилиш максадида четланиш квадратга кутарилади) келиб 
чи^ади. Бу йининдини q га купайтириб S фактни з^осил кила- 
миз. Шундай килиб, 5факт факторнинг таъсирини характер- 
лайди.

2. 5^олД тасодифий сабаблар таъсирини акс эттиришига 
ишонч з^осил ^иламиз. Бир группадаги кузатишлар фарк цил- 
маслиги керакдек булиб куринади. Лекин X  га F фактордан 
ташкари тасодифий сабаблар хам таъсир курсатгани учун — 
битта группадаги кузатишлар, умуман айтганда, турли ва 
демак, узининг группавий уртача циймати атрофидч тарцок 
булади. Бу ердан тасодифий сабабларни бахолаш учун ^ар 
бир группанинг кузатилаётган цийматларини уларнинг уз 
группавий уртача кийматидан четланишлари квадратлари 
йигиндисини яъни 5*олд ни тузиш максадга мувофиклиги 
келиб чицади. Шундай ^илиб, 5^0лД тасодифий сабаблар 
таъсирини характерлайди.

3. S yM х,ам фактор, з а̂м тасодифий сабаблар таъсирини 
акс эттиришига ишонч з^осил ^иламиз. Барча кузатишларни 
ягона туплам сифатида караймиз. Белгининг кузатилаётган 
кийматлари фактор ва тасодифий сабаблари натижасида ,\ар 
хил. Бу таъсирни бахолаш учун кузатилаётган кийматлар- 
нинг умумий уртача кийматдан четланишлари квадратлари 
йигиндисини, яъни SyM ни тузатиш максадга мувофицдир.

Шундай цилиб, Sум фактор ва тасодифий сабаблар таъ
сирини характерлайди.

Фактор йипшди фактор таъсирини, к,олдик, йигинди эса 
тасодифий сабаблар таъсирини акс эттиришини яэдол курса- 
тадиган мисол келтирамиз.



< S * о л д  =  ( Х ц ------  * 1 Г р ) 2  +  ( ^ 2 1  —  xv r f  4 "  ( j f i a  —  * г г р ) г  +

+  (-*2» — *arp)**
Кавслар ичидаги катталиКларни урнига ^>йиб, цуйида> 

гики ^осил циламиз:
5 Колд =  [(а, -  а)2 +  (й2 -  а)*] +  [ (Pi -  Р)2 +  (Р. -  Р)г ]• 

Куриниб турибдики, Skoji* улчашларнинг тасодифий хато- 
лари билан аницланади, ва демак, у тасодифий сабаблар 
таъсирини \а^ицатан  з^ам акс эттиради.

Э с л а т м а .  5 К0ЛД тасодифий сабаблар томонидан вужудга кел- 
тирплиши, ш унннгдек, ушбу тенгликдан хам (3- §, натижа) келиб чи- 
В Д И .

^колд =  ^ум “̂ факт •

Дар^ацицат, S yM фактор ва тасодифий сабаблар таъсири натижа- 
сидир, 5факт ни айириш билан, биз фактор таъсирини йуцотамиз. 
Демак, «долган цисм» тасодифий сабаблар таъсирини акс эттиради.

3-§ . Умумий, фактор ва цолдиц йигиндилар 
орасидаги борланиш

К,уйидагини курсатамиз: SyM =  5факт -f- 5цолД. Келтириб 
чицаришни соддалаштириш мацсадида иккита даража ( р = 2) 
ва з̂ ар бир даражада иккита синов ( д = 2) билан чеклана- 
миз. Синов натижаларини 31-жадвал куринишида тасвир- 
лаймиз.

3 1 - ж а  д в а  л

Синаш номери
Фактор даражалари, Fj

Ft

1 *11 *12

2 **1 *22

* /г р * jrp * ! Г р

У *олда

Syu =  (хп  —  х)г +  (хп  — х)* +  (х12 — х)г +  (х2г — х)г.



5- §. Бир нечта уртача кийматларни /  
дисперсисн анализ методи билан так^ослаш

1- § д а  к,уйилган масалага цайтяйлик: берилган кийматдор- 
лик даражасида номаълум, лрЯин бир хил дисперсияли 
нормал тупламларнинг бир рёчта ( р > 2) уртача цийматла- 
рининг тенглиги ^ацидаги иЬлинчи гипотезани текширинг. 
Бу масалани >̂ ал этишнияг фактор ва колдиц дисперсия- 
ларини Фишер—Снедекор критерийси (XIX боб, 8- §) бу
йича таедослашга келтирилишини курсатамиз.

1. Бир нечта уртача кийматлар (уларни бундан кейин 
группавий деб атаймиз) тенглиги ^а^идаги нолинчи гипо
теза тугри булсин. Бу ^олда фактор ва цолдиц дисперсия
лар номаълум бош дисперсиянинг силжимаган ба^олари 
(4- §) булади, ва демак, уларнинг фарци му^им эмас. Агар 
бу ба^оларни F критерий буйича тавдосланса, у ^олда бу 
критерий фактор ва цолдиц дисперсиялар тенглиги з^аци- 
даги нолинчи гипотезани цабул цилиш лозимлигини кур- 
сатиши равшан.

Шундай к,илиб, группавий уртача кийматлар тенглиги 
^а^идаги нолинчи гипотеза тугри булса, у ^олда фактор 
ва цолдиц дисперсиялар тенглиги ^ацидаги гипотеза ^ам 
тугри булади.

2. Группавий уртача кийматлар тенглиги х;ак;идаги но
линчи гипотеза нотутри (ёлгон) булсин. Бу ^олда группавий 
уртача цийматлар орасидаги фарк, ортиши билан фактор

S 2
дисперсия, у билан бирга FKyŝ  — - feKT нисбат х;ам орта

К̂ОЛД
боради. Натижада /’’кузат циймат FKp дан катта булади, ва 
демак, дисперсиялар тенглиги ^ацидаги нолинчи гипотеза 
рад этилади.

Шундай цилиб, группавий уртача цийматлар тенглиги 
^ацидаги гипотеза нотугри булса, у з^олда фактор ва цол- 
диц дисперсиялар теиглиги ^ацидаги гипотеза ^ам нотугри 
булади.

Карама-каршисини фараз цилиш йули билан цуйидаги 
тескари даъволарнинг уринли эканлигини курсатиш осон: 
дисперсиялар ^акидаги гипотезанинг туррилигидан (нотуг- 
рилигидан) уртача кийматлар ^ацидаги гипотезанинг TyF- 
рилиги (нотугрилиги) келиб читали.

Шундай цилиб, бир хил дисперсияли нормал теплом- 
ларнинг группавий £/ртача цийматлари тенглиги %ацидаги 
нолинчи гипотезани текшириш учун фактор ва цолдик



Фактор даражалари,.-T j

Сииа<п гюмери /'i | f  2 .

y i\ у 1 i Ч vh ^  i'd I 4

1 — i 1 0 0 — 10 100
2 0 0 2 4 —8 64
3 4 16 4 16 —2 4
4 5 25 6 36 0 0

4

S / - S U
1=1

42 56 168 y S j  =  266

Tj 8 12 - 2 0

оli

>
\

Ti 64 144 400 V r j  =  608

Четланишлар квадратларинииг колдиц йигиндисини то
памиз:

5цолд =  SyM — 5фяит — £66 — 152 =114 .
Фактор ва колдик, дисперсияларни топамиз:

2 S 152 п с .
Ч акт  — р _  J - ; 3 _ j  —

_2 __ Ч̂олд __ 114 __4 4 __ | п л 7
колд Р(Ч—  I) 3 ( 4 — 1) “ 9 “ 1ДС,Л

Фактор ва ^олдиц Дисперсияларни F критерий (XIX боб,
8-§) буйича тацкослаймиз, бунинг учун критерийнинг ку
затилаётган ^ийматини топамиз:

р  _  5фгкт 76 р
Х к у з а т -  12767 “  Ь>

*КОЛД

Суратнинг озодлик даражалари сони kх =  2, махраж- 
ники sea k2—9 эканлигини. кийматдорлик даражаси а = 0 ,0 5  
эканлигини ^исобга олиб, жадвалдан /^ (0 ,0 5 ; 2; 9) =  4,26 
критик нуцтани топамиз.

/ • к у з а т > /к р  булгани учун группавий уртача кийматлар 
тенглиги ^акидаги нсликчи гипотезани рад этамиз. Бошка
ча айтганда группавий уртача кийматларнинг фарци «уму
ман» му^им. Агар уртача ккйматларш жуфт- жуфт та^кос-



. _f! /- илот1 2
ф (* )= -т --= = е  функция кийматлари жадвали

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 ,0 0,3989 3989 3989 3988 3986 3984 3982 3980 3977 3973
0,1 3970 3965 3961 3956 3951 3945 3939 3932 3925 3918
0,2 3910 3902 3894 3885 3876 3867 3857 3847 3836 3825
0 ,3 3814 3802 3790 3778 3765 3752 3739 3726 3712 3697
0,4 3683 3668 3653 3637 3621 3605 3589 3572 3555 3538
0,5 3521 3503 3485 3467 3448 3429 3410 3391 3372 3352
0,6 3332 3312 3292 3271 3251 3230 3209 3187 3166 3144
0 ,7 3123 3101 3079 3056 3034 3011 2989 2966 2943 2920
0,8 2897 2874 2850 2827 2803 2780 2756 2732 2709 2685
0,9 2661 2637 2613 2589 2565 2541 2516 2492 2468 2444

1,0 0 2420 2396 2371 2347 2323 2299 2275 2251 2227 2203
1,1 2179 2155 2131 2107 2083 2059 2036 2012 1989 1965
1,2 1942 1919 1895 1872 1849 1826 1804 1781 1758 1736
1,3 1714 1591 1669 1647 1626 1604 1582 1561 1539 1518
1,4 1497 1476 1456 1435 141а 1394 1374 1354 1334 1315
1,5 1295 1276 1257 1238 1219 1200 1182 1163 1145 1127
1,6 1109 1092 1074 1057 1040 1023 1006 0989 * 0973 0957
1,7 0940 0925 0909 0893 0878 0863 0848 0833 ‘ 0818 0804
1,8 0790 0775 0761 0748 0734 0721 0707 0694 0681 0669
1,9 0656 0644 0632 0620 0608 0596 0584 0573 0562 0551

2 ,0 0,0540 0529 0519 0508 0498 0488 0478 0468 0459 0449
2,1 0440 0431 0422 0413 0404 0396 0387 0379 0371 0363
2,2 0355 0347 0339 0332 0325 0317 0310 0303 0297 0290
2 ,3 0283 0277 0270 0264 0258 0252 0246 0241 0235 0229
2,4 0224 0219 0213 0208 0203 0198 0194 0189 0184 0180
2 ,5 0175 0171 0167 0163 0158 0154 >0151 0147 0143 0139
2 ,6 0136 0132 0129 0126 0122 0119 0116 0113 ОНО 0107
2,7 0104 0101 0099 0096 0093 0091 0088 0086 0084 0081
2,8 0079 0077 0075 0073 0071 0069 0067 0065 0063 0061
2 ,9 0060 0058 0056 0055 0053 0051 0050 0048 0047 0046

3 ,0 0,0044 0043 0042 0040 0039 0038 0037 0036 0035 0034
3,1 0033 0032 0031 0030 0029 0028 0027 0026 0025 0025
3 ,2 0024 0023 0022 0022 0021 0020 0020 0019 0018 0018
3 ,3 0017 0017 0016 0016 0015 0015 0014 0014 0013 0013
3,4 0012 0012 0012 ООП ООН 0010 0010 0010 0009 00С9
3,6 0009 0008 0008 0008 0008 0007 0007 0007 0007 0006
3,6 0006 0006 0006 0005 0005 0005 0005 0005 0005 0004
3,7 0004 0004 0004 0004 0004 0004 0003 0003 0003 0003
3,8 0003 0003 0003 0003 0003 0002 0002 0002 0002 00U2
3,9 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0001 0001



X Ф <х) X ф(*) X Ф(х) X ф U)

1,80 0,4641 2,00 0,4772 2,40 0,4918 2,80 0,4974
1,81 0,4649 2,02 0,4783 2,42 0,4922 2,82 0,4976
1,82 0,4656 2,04 0,4793 2,44 0,4927 2,84 0,4977
1,83 0,4664 2,06 0,4803 2,46 0,4931 2,86 0,4979
1,84 0,4671 2,08 0,4812 2,48 0,4934 2,88 0,4980
1,85 0,4678 2,10 0,4821 2,50 0,4938 2,90 0,4981
1,86 0,4686 2,12 0,4830 2,52 0 ,'4941 2,92 0,4982
1,87 0,4693 2,14 0,4838 2,54 0,4945 2,94 0,4984
1,88 0,4699 2,16 0,4842 2,56 0,4948 2,96 0,4985
1,89 0,4706 2,18 0,4854 2,58 0,4951 2,98 0,4986
1,90 0,4713 2,20 0,4861 2,60 0,4953 3,00 0,49865
1,91 0,4719 2,22 0,4868 2,62 0,4956 3,20 0,49931
1,92 0,4726 2,24 0,4875 2,64 0,4959 3,40 0,49966
1,93 0,4732 2,26 0,4881 2,66 0,4961 3,60 0,499841
1,94 0,4738 2,28 0,4387 2,68 0,4963 3,80 0,499928
1,95 0,4744 2,30 0,4893 2,70 0,4965 4,00 0,499968
1,96 0,4750 2,32 0,4898 2,72 0,4967 4,50 0,499997
1,97 0,4756 2,34 0,4904 2,74 0,4969 5,00 0,499997
1,98 0,4761 2,36 0,4909 2,76 0,4971
1,99 0,4767 2,38 0,4913 2,78 0,4973

3- и л о м

t =  t(у. n) цийматлар жадвали

\  т

п \
0,95 0,99 0,999

\ ч

П
0,95 0,99 0,999

5 2,78 4,60 8,61 20 2,093 2,861 3,883
6 2,57 4,03 6 ,86 25 2,064 2,797 3,745
7 2,45 3,71 5 ,96 30 2,045 2,756 3,659
8 2,37 3,50 5,41 35 2,032 2,729 3,600
9 2,31 - 2,36 5.04 40 2,023 2,708 3,558

10 2,26 3,25 4 ,78 45 2,016 2,692 3,527
11 2,23 3,17 4 ,59 50 2,009 2,679 3,502
12 2,20 3,11 4,44 60 2,001 2,662 3,464
13 2,18 3,06 4 ,32 70 1,996 2,649 3,439
14 2,16 3,01 4 ,22 80 1,001 2,640 3,418
15 2,15 2,98 4,14 90 1,987 2,633 3,403
16 2,13 2,95 4,07 100 1,984 2,627 3,392
17 2,12 2,92 4,02 120 1,980 2,617 3,374
18 2,11 2,90 3,97 00 1,960 2,576 3,291
19 2,Ш 2,88 3 ,92



1 Кийматдорлик даражаси, а

Озодлик дара- 
жалар сони, Л 0,01 0,025 0,05 0,95 0,975 0.99

2i I 3 7 ,6 34,2 31 ,4 10,9 9 ,5 9 8,26
21 38 ,9 35 ,5 32 ,7 11,6 10,3 8 ,90
22 4 0 ,3 36 ,8 33 ,9 12,3 11 ,С 9 ,54
23 4 1 ,6 38,1 35 ,2 13,1 11,7 10,2
24 4 3 ,0 39,4 36,4 13,8 12,4 10,9
25 4 4 ,3 40,6 37 ,7 14,6 13,1 11,5
26 4 5 ,6 41,9 38 ,9 15,4 13,8 12,2
27 4 7 ,0 43,2 40,1 16,2 14,6 12,9
28 4 8 ,3 44,5 41 ,3 16,9 15,3 13,6
29 4 9 ,6 45,7 4 2 ,6 17,7 16,0 14,3
30 5 0 ,9 47,0 4 3 ,8 18,5 16,8 15,0

6- илова
Стьюдент тацсимотининг критик ну^талари

Озодлик 
дараж алар  

сони, k

а кийматдорлик даражаси (икки томонлама критик 
соца)

0,10 0,05 0,02 1,01 0,002 0,001

1 6 ,31 12,7 31,82 6 3 ,7 318,3 637,0
2 2 ,9 2 4 ,30 6,97 9 ,92 22,33 31 ,6
3 2 ,3 5 3 ,18 4,54 5 ,84 10,22 12,9
4 2 ,1 3 2,78 3 ,75 4 ,60 7 ,17 8,61
5 2 ,01 2 ,57 3 ,37 4,03 5,89 6 ,86
6 1 ,94 2 ,45 3 ,14 3,71 5,21 5 ,96
7 1,89 2,36 3,00 3 ,50 4,79 5 ,40
8 1,86 2,31 2,90 3,36 4,50 5,04
9 1,83 2,26 2 ,82 3 ,25 4,30 4,78

10 1,81 2,23 2,76 3 ,17 4,14 4,59
11 1,80 2,20 2,72 3,11 4,03 4 ,44
12 1,78 2,18 2,68 3,05 3,93 4,32
13 1,77 2,16 2,65 3,01 3,85 4 ,22
14 1,76 2 ,14 2,62 2 ,98 3,79 4 ,1 4
15 1,75 2,13 2,60 2 ,95 3 ,73 4 ,07
16 1,75 2 ,12 2,58 2 ,9 2 3,69 4,01
17 1,74 2,11 2 ,57 2 ,90 3,65 3,96
18 1,73 2 ,10 2 ,55 2 ,8 8 3,61 3 ,92
19 1,73 2,09 2,54 2,86 3,58 3 ,8 8
20 1,73 2,09 2 ,53 2 ,85 3,55 3 ,85
21 1,72 2,08 2 ,52 2 ,83 3,53 3,82
22 1,72 2,07 2,51 2 ,8 2 3,51 3 ,79
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