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УЧИНЧИ НАШРИГА СУЗ БОШ ИДАН

Бу «ТупламДа» техника олий у^ув юртлари 
олий математика курси программасини тула уз 
ичига олувчи аналитик геометрия ва математик 
анализдан масалалар ва мисоллар берилган ва 
улар методик жи^атдан та^симланган.

Х,ар бир параграфнинг бошида шу параграф- 
даги масалаларни ечиш учун зарур булган фор­
мула, таърщ^ ва бош^а цис^ача назарий маълу- 
мотлар келтирилган.

«Тупламнинг» хар бир параграфи охирида (чи- 
зиедан сунг) умумий материалнинг ^арийб учдан 
бир цисми ^ажмида, ^айтариш учун масалалар 
келтирилган. Уцитувчи синфда ишлаш ва уйга 
бериш учун ёки ёзма ишлар олдидан утказила- 
диган цайтариш учун зарур масалаларни ^ар бир 
параграфнинг охирида берилган масалалар ичи- 
дан танлаб олиши мумкин. Ундан таш^ари, ма­
салаларни бу тарзда жойлаштириш сиртдан утувчи 
ёки кечки факультетларда уцувчи студентларнинг 
курени узлаштириши учун ечиши зарур булган 
масалалар минимумини ани^лашга имкон беради.

Бу «Тупламдан» техника олий у^ув юртларида 
уцитувчи ра^барлигида ишлаш учун ^ам, муста-



Кил урганиш учун ^ам фойдаланиш мумкин, чун­
ки «Тупламдаги» масалаларнинг деярли хаммаси- 
нинг жавоби бор, баъзилари эса ечиб курсатилган. 
Ундан ташкари, купгина масалаларни ечиш учун 
текстда ёки жавобларда курсатмалар берилган. 
К,искача назарий туш.унтиришлар хам бунга имкон 
беради.

Китобнинг ушбу нашри унча му^им булмаган 
тузатишларсиз нашр ^илинди.

Н А Ш Р И Ё Т Д А Н  

Олий математика курсига дойр масала ва ми- 
соллар тупламининг узбек тилида камлигини эъти- 
борга олиб, автор томонидан берилган изо^ ва 
курсатмалардан ташкари, таржимон М. Холимое 
баъзи масалаларга курсатмалар берди. Бу курсат­
малар студентларга ва айник;са сиртдан укувчи 
студентларга анча кумак берар деб ишонамиз.



ТЕКИСЛИКДАГИ АНАЛИТИК ГЕОМЕТРИЯ

1- §. Тугри чизи^даги ва текисликдаги ну^танинг
координаталари. Икки нукта орасидаги масофа

1°. У ц д а г и  А (хх) ва В (х 2) нуцталар орасидаги м а с о ф а :

d =  \x2 — xj\ =  V ( 4  — x L) \  ( 1)

2°. &%даги йуналтирилган АВ кесманинг (алгебраик) к а т т а л и г и :  
АВ  =  х 2 — xv  (2)

3°. Т е к и с л и к д а г и  А (хх; ух) ва В  (х2, у 2) нуцталар орасидаги 
м а с о ф а :

d =  V  ( . 4 - хх?  +  (у2 - у1) \  (3)

4°. Текисликдаги йуналтирилган кесманинг ёки боши A (x s; у1) ва 
охири В (х2; у2) булган ВА векторнинг координата уклаРиДаги п р о- 
е к ц и я л а р и :

прХАВ =  X  =  x2 — xv  пруАВ  =  Y  = у 2— ух. (4)

1. Сон уцида Л (— 5), В  ( + 4 )  ва С (— 2) ну^талар ясал­
син ва кесмаларнинг шу уедаги АВ, ВС  ва АС  катталик- 
лари топилсин. АВ  +  ВС =  АС  эканлиги текширилсин.

2. Олдинги мацщ Л ( +  1), В ( —  4) ва С ( + 5) ну^талар 
учун баЖарилсин.

3. Учлари А  (— 4; 2), 5 (0 ; — 1) ва С (3; 3) ну^таларда 
булган учбурчак ясалсин ва унинг периметри ва бурчаклари 
аниклансин.

4. У члариЛ(— 3; — 2), В(0; — 1) ва С (—2; 5) ну^та- 
ларда булган учбурчакнинг турри бурчакли эканлиги исбот 
цилинсин.



5. Л (— 4; 0), В (— 1; 4) нукталар хамда Оу у д а  нис­
батан уларга мос равишда симметрии булган Аь Вх нукта- 
лар ясалсин. А ВВХАХ трапециянинг периметри хисоблансин.

6 . В  нукта биринчи координаталар бурчагининг биссект- 
рисасига нисбатан Л (4; — 1) нуктага симметрик. АВ  нинг 
узунлиги топилсин.

7. Л (2; 1) нуктадан хам, Оу укдан хам 5 бирликка 
узоцлашган нукта топилсин.

8 . Ординаталар укида А (4; — 1) нуктадан 5 бирликка 
узоклашган нукта топилсин. Бу масаланинг иккиечимга эга 
эканлигининг сабаби ясаш йули билан тушунтирилсин.

9. Абсциссалар укида Л (а; Ь) нуктадан с бирликка узок- 
лашган нукта топилсин. Ечим с >  | Ь |, с =  [Ь | ва с <  | & | 
Холлар учун текширилсин.

10. Ох укда Л (8; 4) нуктадан ва координаталар боши- 
дан баравар узокликда турган нуцта топилсин.

11. Учлари Л (4; 3), В ( — 3; 2) ва С (1; — 6) нукталар- 
да булган учбурчакка ташки чизилган доиранинг маркази ва 
радиуси топилсин. __

12. Л (2; 6) ва В (0; 2) нукталар берилган. АВ  вектор ва 
унинг уклардаги компонентлари ясалсин хамда прХА В , 
пру А В  ва А В  узунлиги хисоблансин.

13. Л (2; 5) нуктага уклардаги проекциялари X  =  3 ва
Y  — 3 булган куч таъсир этади. Шу кучни ифодаловчи АВ  
векторнинг охирги ну^таси ва .кучнинг катталиги аниклансин.

14. Л (—3; —2) нуктага Оу у^Дагипроекцияси— 1 га тенг 
(У =  — 1), Ох укдаги проекцияси X  эса мусбат булган куч 
таъсир этади. Агар кучнинг катталиги 5 ]/ 2 га тенг булса, 
кучни ифодаловчи АВ  векторнинг охирги ну^таси аниклансин.

15*. Сон укида Л (1), В(— 3) ва С (—2) нукталар ясал­
син, ва укдаги АВ, ВС  ва АС кесмаларнинг катталиклари 
топилсин. АВ  +  ВС +  СА — 0 эканлиги текшириб курилсин.

16. Текисликда Л (— 7; 0) ва В {0; 1) нукталар хамда 
биринчи координаталар бурчагининг биссектрисасига нисба­
тан уларга симметрик булган А ± ва В у нукталар ясалсин. 
А В В 1А 1 трапециянинг периметри хисоблансин.

17. Ординаталар укида координаталар бошидан ва 
Л (— 2; 5) нуктадан баравар узокликда турган нукта топил­
син.

* Х,ар параграф охирида чизи^дан сунг уйда ечиш ва цайтариш 
учун масалалар берилган.
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18. Абсциссалар у^ида А (—  2; 3) ну^тадан 3 ]/ 5 бир- 
ликка узоклашган нуцта топилсин.

19. Учлари Л (— 3; — 1), В ( 5; 3) ва С (6; — 4) ну^та- 
ларда булган учбурчакка ташки чизилган доиранинг марка­
зи ва радиуси апиклансин.

20. А (х 1\ у х) ва В (х2; у2) ну^талар берилган. Координа­
талар бошига ОА ва ОВ векторлар билан ифодаланувчи куч­
лар таъсир этади. Уларнинг тенг таъсир этувчиси ОС ясалсин 
ва унинг бирорта координаталар у^идаги проекцияси, цуши- 
лувчиларнинг шу уедаги проекцияларининг йигиндисига тенг 
экани исбот цилинсин.

21. Л(1; 2), В ( 3; 5), С(5; 2) ва £>(2; — 2) ну^талар
берилган. А  ну^тага АВ, АС ва AD  кучлар таъсир этади. 
Тенг таъсир этувчи кучнинг уцлардаги проекциялари ва 
унинг катталиги топилсин.

2-§. Кесмани берилган нисбатда булиш. Учбурчак ва 
купбурчакнинг юзи

1°. К е с м а н и  б е р и л г а н  н и с б а т д а  б у л и ш .  А (х^, </t ) ва 
В (х2\ у г) нукталар берилган АВ  кесмани AN  : N B  =  Я нисбатда булув- 
чи N (х; у) ну^танинг координаталари ушбу:

Х\ +  Уг +  Я//а
,  (>)X =  •

1 +Х 1
формулалар билан аник,ланади. Хусусий з^олда кесмани тенг иккига, 
яъни X =  1 :1  =  1 нисбатда булганда

х =  -xi +  хг Hi +  У 2
( 2)

2°. Учлари Л (ху, У\), В (х2; y j ,  С (х3; у3)........... F (хп; уп) ну^та-
ларда булган купбурчак юзи:

S =  ±
■ Х1 Ik

+
хг Уг

+  . . . +
хп Уп

"

. х ч Уг Х3 //з x i л
(3)

га тенг.

Xl ^  куринишдаги ифода х {у« — х^.^  га тенг булиб, 2- тартибли 
х 2 у% ) 

детерминант дейилади*.

22. А (— 2; 1) ва В (3; 6) нуцталар ясалсин. АВ  кесма­
ни A N :N B  =  3 :2  нисбатан булувчи N (х; у)  ну^та топилсин.

* Детерминантлар IV бобдч тула баён этилади.



23. А (— 2; 1) ва В (3; 6) нукталар берилган. АВ  кесма 
A N :N B  =  — 3 :2  нисбатда «булинсин».

24. Ох у^нинг A(Xj) ва В (х2) нуцталарига т1 ва /п2 
массалар жойлаштирилган. Бу система массаларининг мар­
кази топилсин.

25. Ох уцнинг A  (Xj), В(х2) ва С (х3) нуцталарига мос 
равишда т 1} т 2 ва т 3 массалар жойлаштирилган. Бу сис­
тема массаларининг маркази

' тгх3 +  т3х3 
х  =  ------ ;------ ;--------

т1 “Ь т2 +  т3
нук,тада экани курсатилсин.

26. Узунлиги 40 см ва огирлиги 500 г булган бир жинс­
ли стерженнинг учларига огирлик лари 100 ва 400 г шар лар 
осилган. Шу системанинг огирлик маркази аниклансин.

27. А  (— 2; 4), В  (3; — 1) ва С (2; 3) ну^таларга мос 
равишда 60, 40 ва 100 г массалар ^уйилган. Шу система 
массаларининг маркази аниклансин.

28. Учлари А  (2; — 1), В (4; 3) в а С (— 2; 1) нуцталарда 
булган учбурчак томонларининг урталари аниклансин.
.у 29. Учлари О (0; 0), А (8; 0) ва В  (0; 6) ну^таларда бул­

ган учбурчакда ОС медиана ва OD биссектриса узунликлари 
аниклансин.
V  30. Учлари А {  1; — 1), В ( 6; 4) ва С (2; 6) ну^таларда 

булган учбурчакнинг огирлик маркази топилсин.
Кдрсатма. Учбурчакнинг огирлик маркази медианаларининг кесиш­

ган ну^тасида ётади.

. 31. Учлари /4(2; 0), В (5; 3) ва С (2; 6) нук;таларда бул- 
ган учбурчакнинг юзи хисоблансин.

32. Л(1; 1), В ( — 1; 7) ва С (0; 4) нуцталарнинг бир 
тугри чизиеда ётиши курсатилсин.

33. Учлари /4(3; 1), В (4; 6), С (6; 3) ва D (5; — 2) ну^- 
таларда булган туртбурчакнинг юзи хисоблансин.

34. А ( — 3; — 1) ва Б (4; <6) нуцталарга мос равишда 
30 ва 40 кг параллел кучлар таъсир этади. А В  кесмада 
уша кучларнинг тенг таъсир этувчисининг ^уйилган нук;та- 
си топилсин.

35. 0 (0 ; 0), /4(2; — 5) ва В ( 4; 2) ну^таларга мос ра­
вишда 500, 200 ва 100 г массалар жойлаштирилган. Бу 
система массаларининг маркази аниклансин.



36. Учлари Л (— 2; 0), 5 (6 ; 6) ва С(1; — 4) ну^талар- 
да булган учбурчакда АЕ  биссектрисанинг узунлиги ани^- 
лансин.

37. Учлари А (хг\ у г), В (х2; у2), ва С (х3; у 3) нук;таларда 
булган учбурчакнинг огирлик маркази топилсин.

38. Учлари А (— 2; 1), 5 ( 3; 6), С (5; 2) ва D (0; — 6) 
ну^таларда булган туртбурчак шаклидаги бир жинсли тах- 
танинг огирлик маркази топилсин.

Курсатма. 37- масалада чицарилган формулага асосан ABC  ва ADC  
учбурчакларнинг оиирлик марказларини топиб, сунгра улар орасидаги 
масофани учбурчак юзларининг нисбатига тескари нисбатда булиш керак.

39. Л(1; 2) ва 5 (4 ; 4) нук,талар берилган. Ох уеда шун­
дай С ну^та топилсинки, д А В С  нинг юзи 5 кв. бирликка 
тенг булсин ва Д  ABC ясалсин.

40.Учбурчак учлари Л (— 2; 2), 5 (1 ; — 4) ва С (4; 5) 
нукталардан иборат. Х,ар бир томон узунлиги учбурчак пе- 
риметрини соат стрелкасига ^арши айланиб чик;иш йунали-

1
шида олдинги узунлигининг ~  ^исмича узайтирилган. То-
монлар давомининг учлари М, N  ва Р  аниклансин ва / \M N P  
юзининг A  ABC  юзига нисбати k  топилсин.

3-§. Нуцталарнинг геометрик урни сифатидаги 
чизикнинг тенгламаси

Ч и з и к н и н г  т е н г л а м а с и  деб, х  еа у  дзгарувчиларга нис­
батан тузилган шундай тенгламага айтиладики, уни шу чизщда ёт ­
ган %ар цандай нущ анинг координаталари ва фащт уларгина Цаноат- 
лантиради.

Чизикнинг тенгламасидаги х  ва у  лар узгарувчи координаталар деб, 
харфлар билан белгиланган узгармаслар эса параметрлар деб аталади. 
Масалан, айлананинг х2 +  Уг — R2 тенгламасида (41-масала) х  ва у  — 
узгарувчи координаталар, узгармас микдор R  эса параметр булади.

Чизшуш бир хил (умумий) хоссага эга булган нукталарнинг геомет­
рик урни деб караб, унинг тенгламасинн тузиш учун:

1 ) чизикнинг ихтиёрий М (х\ у) нуктасй олинади;
2 ) барча М  нукталарнинг умумий хоссаси тенглик оркали ёзилади 

(ифодаланади);
3) бу тенгликдаги кесмалар (шунингдек бурчаклар) М (х; у) нукта 

координаталари ^амда масаланинг шартида берилганлар оркали аник- 
ланади.

41. Маркази координаталар бошида булиб, радиуси R  
га тенг айлананинг тенгламаси х 2 +  t/2 =  R 2 булиши курса­
тилсин.



42. Маркази С (3; 4) ну^тада, радиуси R  =  5 булган 
айлана тенгламаси ёзилсин. А ( — 1; 1), В ( 2; 3), 0 (0 ; 0) ва 
D ( 4; 1) нуцталар шу айланада ётадими?

43. Л (0; 2) ва В  (4; — 2) ну^талардан тенг узоцликда 
^аракат к,илувчи М (х; у) нук,та траекториясининг тенглама­
си ёзилсин. С (— 1; 1), Ь( 1; — 1), £ ( 0 ; — 2) ва F (2; 2) 
ну^талар уша чизицда (траекторияда) ётадими?

44. В (0; 1) нуцтага нисбатан А (0; 9) ну^тадан уч мар­
та узслфоцда ^аракат цилувчи М(х\ у) ну^та траекторияси­
нинг тенгламаси ёзилсин.

45. Б  (—4; 4) нуцтага нисбатан А (— 1; 1) ну^тадан икки 
марта я^инрок,да ^аракат килувчи М(х; у) ну^та траекто­
риясининг тенгламаси ёзилсин.

46. Координат бурчаклар биссектрисаларининг тенглама­
лари ёзилсин.

47. Х,ар бир ну^тасидан F (2; 0) ва F (— 2± 0) ну^та- 
ларгача булган масофаларининг йигиндиси 2 ]/ 5 га тенг гео­
метрик уриннинг тенгламаси ёзилсин. Тенгламаси буйича 
чизик, ясалсин.

48. F (2; 2) нуктадан ва Ох уцдан тенг узо^лашган нук;- 
талар геометрик урнининг тенгламаси ёзилсин. Тенгламаси 
буйича чизи^ ясалсин.

49. Оу уада нисбатан Ох у^дан икки марта узо^ро^да 
^аракат цилувчи М  (х; у) ну^та траекториясининг тенглама­
си ёзилсин.

50. Ушбу: 1) у  =  2х +  5; 2)-у =  7 — 2х; 3) г /=  2х; 
4) у  =  4; 5) у  =  4 — х2 чизиклар ясалсин.

51. у  =  х2 — 4х  +  3 чизицнинг координата учлари билан 
кесишган нуцталари ани^лаисин ва чизик, ясалсин.

52. 1) Зх — 2у  =  12; 2) у  =  х2 +  4х; 3) у 2 =  2х +  4 
чизикларнинг координата учлари билан кесишган ну^талари 
аншушнсин. Уша чизиклар ясалсин.

53. Оу увдан ва F ( 4; 0) нуктадан тенг узок;лашган нук,- 
талар геометрик урнининг тенгламаси ёзилсин ва тенглама­
си буйича чизи^ ясалсин.

54. Координаталар бошидан ва А (—  4; 2) нуктадан ба- 
равар узоцликда ^аракат рлувчи М  (х; у) ну^та траекто­
риясининг тенгламаси ёзилсин. В ( — 2; 1), С (2; 3), D (  1; 7) 
ну^талар уша чизи^да ётадими?

55. В (0; — 4) ну^тага нисбатан А (0; — 1) ну^тага ик­
ки марта яцинроцда х,аракат и;илувчи М  (х; у) нук,тага тра-



екториясининг тенгламаси ёзилсин. Даракат траекториям 
ясалсин.

56. 1) 2* +  5 г /+  10 =  0; 2) у  =  3 — 2х  — х2; 3) t/2 =  
=  4 — л: чизшугарнинг координата-.уцлари билан кесишган 
ну^талари аниклансин. Чизицлар ясалсин.

57. Ох укдан ва F (0; 2) нуктадан тенг узоклашган нун;- 
талар геометрик урнининг тенгламаси ёзилсин ва тенгламаси 
буйича чизи^ ясалсин.

58. F1 (— 2; — 2) ва F(2; 2) ну^таларгача булган масо- 
фаларининг айирмаси 4 га тенг нукталар геометрик урни­
нинг тенгламаси ёзилсин. Тенгламаси буйича чизи^ ясалсин.

4 -§ . Турри чизикнинг: 1) бурчак коэффициентли 
тенгламаси; 2) умумий тенгламаси; 3) кесмалар 

буйича тенгламаси

1°. Т у f  р и ч и з и ц н и и г б у р ч а к  к о э ф ф и ц и е н т л и  т е н г ­
л а м а с и

y =  kx  +  b, ( 1)
k параметр тугри чизикнинг Ох уцка огиш бурчаги а  нинг тангенсига 
тенг булиб (k — tg а), тугри чизик,нинг бурчак коэффициент и, баъ'зан 
циялиги дейилади. b параметр бошлангич ордината ёки Оу у к, ажратган 
кесма катталиги.

2°. Т у f  р и ч и з и к н и н г  у м у м и й  т е н г л а м а с и :

А х Ву +  С =  0. (2)
Хусусий доллар:

А
а) С =  0 булса, у  = — — х —  тугри чизиц координаталар бошидан 

утади;
С

б) В  =  0 булса, х — — — =  a — тугри чизи^ Ох параллел
/{

булади;
С

в) Л — 0 булса, у — — — =* b — тугри чизиц Оу у к ка параллел 

булади;
г) В  =  С — 0 булса, А х — 0 ёки х  — 0 — тугри чизиц Оу уадан 

иборат;
д) А — С =  0 булса, Ву — 0 ёки у  — 0 — тугри чизи^ Ох у.^дан 

иборат.
3°. Т у г р и  ч и з и к н и н г  у ^ л а р д а н  а ж р а т г а н  к е с м а л а р  

б у й и ч а  т е н г л а м а с и

£ + f = l .  (3)
a b

Бу ерда а ва Ъ — туяри чизикнинг у^лардан кесган кесмаларининг кат- 
таликлари.



59. Оу укдан b =  3 кесма ажратиб, Ох ук; билан 1)45°;
2) 135° бурчак ташкил цилувчи тугри чизи^лар ясалсин. 
Уша турри чизикларнинг тенгламалари ёзилсин.

60. Оу  уцдан b =  — 3 кесма ажратиб, Ох ук билан 1) 
60°; 2) 120° бурчак ташкил ^илувчи тугри чизи^лар ясал­
син. Бу турри чизикларнинг тенгламалари ёзилсин.

61. Координаталар бошидан утиб, Ох ук билан: 1) 45°;
2) 60°; 3) 90°; 4) 120°; 5) 135° бурчак ташкил ^илувчи 
турри чизикларнинг тенгламалари ёзилсин.

62. Координаталар бошидан ва (— 2; 3) нуктадан ^утув- 
чи тугри чизик ясалсин ва унинг тенгламаси ёзилсин.

63. 1) 2х — Зг/ =  6; 2) 2х +  Зг/ =  0; 3) у =  —  3; 4) 
х  у
— +  — =  1 тугри чизикларнинг ^ар цайсиси учун k  ва b
параметрлар аниклансин.

64. 1 )З х  +  4 г /= 1 2 ; 2) Зх — 4г/ == 0; 3) 2 х —  5 = ,0; 
4) 2г/ +  5 =  0 турри чизицлар ясалсин.

65. Л (2; 3) нуктадан утиб, Ох у к  билан 45° бурчак 
ташкил килувчи турри чизикнинг k  ва Ь параметрлари аниц- 
лансин. Б у  турри чизикнинг тенгламаси ёзилсин.

66. 1) 2х  — Зг/ =  6 ; 2) Зх — 2у  +  4 =  0 турри чизик- 
ларнинг тенгламалари уклардан ажратган кесмаларига нис­
батан ёзилсин.

67. 0 (0 ; 0) ва Л (— 3; 0) нуцталар берилган. Бир томо­
ни О А  кесмадан иборат булган ва диагоналлари 5(0; 2) 
нуктада кесишувчи параллелограмм ясалган. Параллелограмм 
томонларининг ва диагоналларининг тенгламалари ёзилсин.

68. Л (4; 3) ну^тадан утувчи ва координаталар бурчаги- 
дан юзи 3 кв. бирликка тенг учбурчак кесувчи тугри чизик 
тенгламаси ёзилсин.

69. у  =  — 2 ва у  =  4 турри чизиклар Зх — 4у  — 5 =  0 
турри чизи^ни мос равишда А ва В  нукталарда кесиб ута­
ди. А В  вектор ясалсин, унинг узунлиги ва уклардаги про- 
екциялари аниклансин.

70. Л (3; 5), В {2; 7), С (— 1; — 3) в а й ( - 2 ;  — 6) нуц- 
талар у  =  2х — 1 турри чизикда ётадими, ё уша турри чи- 
зивдан «ю^орирокда» ёки «цуйировда» жойлашганми?

71. 1) у  >  З х -f  1; 2) у <  Зх +  1; 3) 2х +  у  —  4 > 0  ва
4) 2х +  у  — 4 <  0 тенгсизликлар кандай геометрик маънога 
эга?

72. Нуцталарининг координаталари ушбу
1) у  <  2 — х, х >  — 2, у  >  — 2;



2) у >  2 — х, х <  4, у < 0 ;

3 ) ~  +  f  < 1 ,  у > х  +  2, х >  — 4

тенгсизликларни каноатлантирувчи со^алар ясалсин*.
73. М  (х; г/) ну^та шундай ^аракат циладики, унинг 

Л (— а; а) ва В (а; — а) нуцталаргача булган масофалари 
квадратларининг айирмаси 4а2 га тенг булиб цола беради. 
Ну^та траекториясининг тенгламаси ёзилсин.

74. Ох у^даги проекцияси т  бирлик!секунд тезлик би­
лан Оу уедаги проекцияси п бирлик!секунд  тезлик билан 
^аракат ^илувчи М  (х\ у) ну^та траекториясининг тенглама­
си ёзилсин. Нуцтанинг бошлангич вазияти:

/
М 0 (а ; Ь ).

75. 1) Ь =  — 2, ф =  60° ва 2) b =  —2, ф =  120° па- 
раметрлар билан берилган тугри чизиклар ясалсин ва улар­
нинг тенгламалари ёзилсин.

76. (— 2; 3) нук;тадан утиб, Ох у к; билан 45° бурчак 
ташкил этувчи турри чизицнинг k  ва b параметрлари ани^- 
лансин.

77. Асослари 8 ва 2 см булган тенг ёнли трапециянинг 
уткир бурчаги 45°. Трапециянинг катта асосини Ох уц, 
унинг симметрия у^ини Оу у^ деб олиб, томонларининг 
тенгламалари ёзилсин.

78. Диагоналлари 10 ва 6 см булган ромбнинг катта 
диагоналини Ох у^, кичик диагоналини Оу уц деб олиб, 
унинг томонларининг тенгламалари ёзилсин.

79. (— 4; 6) ну^тадан утувчи тугри чизи^ координата­
лар бурчагидан юзи 6 кв. бирликка тенг учбурчак ажратади. 
Бу тугри чизи^ тенгламаси ёзилсин.

80. х  =  — 3 тугри чизвда нисбатан Ох уадан икки 
марта узо!фок;да ^аракат ^илувчи М  (х; у) ну^та траекто­
риясининг тенгламаси ёзилсин.

81. х =  — 1 ва х =  3 турри чизиклар у — 2х +  1 турри
чизикни А  ва В  нуцталарда кесиб утади. АВ  вектор­
нинг узунлиги ва у^лардаги проекциялари аницлансин.

* Х,ар бир ну^тасининг координаталари маълум бир шартларки (ма­
салан, тенгсизликларни) ^аноатлантирадиган хОу текисликнинг цисми 
«со^а» дейилади. Агар со^а чегарасида ётувчи нуцталар >;ам унга ^араш- 
ли булса со^а ёпик; дейилади. Акс ^олда со^а очиц дейилади.



5- §. Икки турри чизик; орасидаги бурчак. Берилган 
нуктадан утувчи тугри чизицлар дастасининг тенгламаси. 
Берилган икки нуктадан утувчи турри чизик тенгламаси. 

Икки тугри чизикнинг кесишиш нуцтаси
1°. у  =  kxx  - f  bx тутри чизикдан у  =  кгх  +  Ьг турри чизшдоча 

соат стрелкасига карши йуналишда ^исобланувчи ф б у р ч а к

tg Ф ==
Г

*2- ( 1)1 +  kxk%
формула билан аницланади.

А хх  -J- В х у  ~|~ — 0 вз А%х В%у С% — О
тенгламалар билан берилган турри чизицлар учун ( 1) формула ^уйида 
ги куринишга эга булади:

АХВ3 — А%ВХ
tg Ф = AiAt +  Д А

Параллеллик шарти:
A  Bi 

k x =  k t  ёки —  =  — .

Перпендикулярлик шарти: k z— —  — ёки Л1Л2 +  В ХВ 3 — 0.
«2 *■ 

2°. Берилган А (хх; у х) нуктадан утувчи т у р р и  ч и з и ц л а р  
д а с т а с и н и н г  т е н г л а м а с и  цуйидагича ёзилади:

у  —  yl =  k ( x  — хх). (2)

3°. Берилган икки А  (хх, у х) ва В (хг\ </2) н у ^ т а л а р д а н  у т у в- 
ч и  т у р р и  ч и з и ^  т е н г л а м а с и  ^уйидагича ёзилади:

У — lh ■Ч
(3)

У 2 —  У 1 ^2 — *1 
4°. Параллел булмаган икки А хх  -j- Вху  -f- Сх =  0 ва А 2х  +  В2у  +  

+  С2 =  0 турри чизикнинг к е с и ш и ш  н у ^ т а с и н и  топиш учун 
уларнинг тенгламаларини биргаликда ечиш керак.

- C A I Л1- С х
— 1 ^2 — ^2

А ХВ Х
АпВп

0 = Ау В, 
А , В г

ни ^осил к и лам из.

82. ^уйидаги тугри чизшушр орасидаги бурчак ани^лан- 
син:



4) i{
b ' a

83. 3x — 2y - f  7 =  0, 6x  — Ay — 9 =  0, 6x  -f- Ay —  5 = 0 , 
2x +  Зг/ — 6 =  0 турри чизрщлардан параллел ва перпенди­
куляр булганлари курсатилсин.

84. А  (2; 3) нуктадан утувчи тугри чизиклар дастасининг 
тенгламаси ёзилсин. Шу дастадан Ох ^К билан: 1) 45°, 2) 
60°, 3) 135°, 4) 0° бурчак ташкил этувчи турри чизиклар 
танлаб олинсин ва улар ясалсин.

85. Л (—2; 5) нукта ва 2х  — у =  О турри чизик ясалсин. 
Л нуктадан утувчи турри чизиклар дастасининг тенгламаси 
ёзилсин ва уша дастадан берилган турри чизикка: 1) парал­
лел; 2) перпендикуляр булган турри чизиклар танлаб олин­
син.

86. 2х — 5у — 10 =  0 турри чизикнинг координата ук- 
лари билан кесишган нукталаридан бу турри чизикка пер- 
пендикулярлар чикарилган. Уларнинг тенгламалари ёзилсин.

87. А (— 1; 3) ва В ( 4; — 2) нукталардан утувчи турри 
чизик тенгламаси ёзилсин.
■/ 88. Учлари Л (— 2; 0), В ( 2; 6) ва С (4; 2) нукталарда 

булган учбурчакнинг BD  баландлиги ва BE  медианаси ут­
казилган. АС томон, B E  медиана ва BD  баландликнинг тенг­
ламалари тузилсин.

89. Учбурчак томонлари х  +  2у — 0, х  +  А у  — 6 =  0, 
х — Ау — 6 =  0 тенгламалар билан берилган. Унинг ички 
бурчаклари топилсин.

KQpcamm. Учбурчакнинг ички бурчаклярини топиш учун томонла- 
рининг бурчак коэффициентларини камаювчи k x k t  . k3 тартибда 
„ k в—kx
ёзиб, -  " формулалар буйича уша бур-

1 -j- k]k  ̂ 1 1 ^1̂ 8 
чакларнинг тангенсларини ^исоблаш керак. Бунга, учбурчак учларидан 
бирини координаталар бошида жойлаштириб, чизмадан ишонч ^осил
КИЛИНСИН.

90. Координаталар бошидан ^тиб, у  =  А — 2х  турри чи­
зик билан 45° бурчак ташкил этувчи тугри чизик тенглама­
си ёзилсин.

91. Л (— 1; 1) нуктадан утиб, 2х -f- Зу  =  6 турри чизик 
билан 45° бурчак ташкил этувчи турри чизик тенгламаси 
ёзилсин.



92. Ох ук билан ф =  arctg 2 бурчак ташкил этувчи ёрур­
лик нури А  (5; 4) нуктадан чикади ва шу уедан Кайтади. 
Тушувчи ва кайтувчи нурларнинг тенгламалари ёзилсин.

Курсатма. Нурнинг тушиш ва кайтиш бурчакларининг тенглигидан 
фойдаланилсин.

93. Учбурчак томонлари х  +  Зу — 0, х  =  3, х  — 2у  -\- 
+  3 =  0 тенгламалар билан берилган. Унинг учлари ва бур- 
чаклари аниклансин.

94. Зх  +  2у  =  6 турри чизикнинг координата уклари 
орасидаги кесмаси тенг ёнли турри бурчакли учбурчакнинг 
гипотенузаси булиб ^исобланади. Агар учбурчак турри бур- 
чагининг учи берилган турри чизикдан «юкорироеда» ётиши 
маълум булса, уша уч топилсин.

Курсатма. Турри чизик Ох уцни Л (2; 0) нуктада, Оу укни эса 
В ( 0; 3) нуктада кесади. Учбурчак турри бурчагининг учини М (х, у) 
деб олсак, МЛ =*= М б ва (АВ)2 = 2  (МЛ)2 эканидан фейдаланиш керак.

' 95. Учлари А  (— 2; 0), В (2; 4) ва С (4; 0) нукталарда 
булган учбурчак берилган. Унинг томонлари, АЕ  медианаси, 
АО баландлигининг тенгламалари ёзилсин ва А Е  медиана 
узунлиги топилсин.

96. Учлари Л(0; 7), 5(6; — 1) ва С(2; 1) нукталарда 
булган учбурчак томонларининг тенгламалари ёзилсин ва 
бурчаклари топилсин.

97. 2х  — у  +  8 =  0 турри чизик Ох ва Оу укларни А  
ва В  нукталарда кесиб утади. N  нукта АВ  ни AN-.NB — 
=  3 :1  нисбатда булади. АВ  турри чизикка N  нуктадан чи- 
Карилган перпендикулярнинг тенгламаси ёзилсин.

98. Томонлари л: +  г/ =  4, Зх  — у  =  0, х  — Зу — 8 =  0 
тенгламалар билан берилган учбурчак ясалсин, унинг бур­
чаклари ва юзи топилсин.
ч /9 9 . Учлари Л (— 4; 2), 5 (2 ; — 5 /  ва С (5; 0) нукталар­

да булган учбурчак медианаларининг кесишган нуктаси ва . 
баландликларининг кесишган нуктаси топилсин.

100. Л (— 5; 6) нуктадан Ох у к билан Ф =  arctg (— 2) 
бурчак ташкил этувчи ёрурлик нури чикади ва Ох укдан 
Кайтади, сунгра Оу увдан кайтади. Бу учала нурнинг тенг­
ламалари ёзилсин.

Курсатма, 16-бетдаги 92-масалага берилган курсатмага каРалсин.



6-§. Турри чизикнинг нормал тенгламаси. Ну^тадан турри 
чизикцача булган масофа. Биссектрисаларнинг тенглама­
лари. Берилган икки тугри чизи^нинг кесишиш нуцтасидан 

утувчи тугри чизиклар дастасининг тенгламаси

1°. Т у f р и ч и з и ц н и н г  н о р м а л  т е н г л а м а с и  цуйидагича 
ёзилади:

х  cos р +  у sin  р — р  =  0. ( 1 )
Бунда р — координаталар бошидан турри чизищ а туширилган перпенди­
куляр (нормал) узунлиги, р эса уша перпендикулярнинг Ох укда огиш 
бурчаги. TyFpn чизи^нинг Ах +  В у  +  С — 0 умумий тенгламасшш нор­
мал куринишга келтириш учун унйнг барча ^адларини

М =  ±  __  ~
У  А 2 +  В 2

нормаллаштирувчи купайтувчига купайтириш керак. М  нинг 
ишораси тенгламадаги озод з^ад С нинг ишорасига тескари 
цилиб олинади.

2°. (х0\ ;/„) н у к; т а д а н т у р р и  ч и з и ц к , а ч а  б у л г а н  d  м а с о -  
ф а н и  т о п и ш  у ч у н  mtjrpu чизи% нормал тенгламасининг чап то- 
монидаги дзгарувчи координаталар урнига (х 0; у0) координаталарни 
куйиб, хреил булган соннинг абсолют цийиатини оламиз, яъни

d =  |*o cos (J +  (/„ sm  Р — р\. (2)
^  _  \Ахо +  Ву0 +  С \ '

V  А~ + Б 1
3°. А х  +  Ву  +  С =  0 ва А гх  +  В, у  +  Су =  0 TyFpn чизиклар ора­

сидаги бурчаклар б и с с е к т р и с а л а р и н и н г  т е н г л а м а л а р и :

А х  -f- Ву  -[- С АуХ Вуу Су

У  л 2 +  в 3 ± V  а \  +  в \  (3)
4°. Берилган икки турри чизи^нинг кесишиш ну^тасидан утувчи 

тугри чизиклар д а с т а с и н и н г т е н г л а м а с и :

а  (Ах  -f- By  - f  С) +  р (АуХ -f- B Ly  -f- Су) =  0. (4)
а  =  1 деб олиш мумкин, у холда биз С4) дастадан берилган тугри 
чизицлардан иккинчисини йуцотган буламиз, яъни у вацтда (4) дан 
иккинчи тугри чизицнинг тенгламасини ^осил цила олмаймиз.

101. 1) 3* — 4у — 20 =  0, 2) х  +  у  +  3 =  0, 3) у  =  k x +
+  Ь тугри чизи^ларнинг тенгламалари нормал куринишга 
келтирилсин.

102. Нормал узунлиги р =  2 ва унинг Ох увда ориш 
бурчаги р: 1) 45°, 2) 135°, 3) 225°, 4) 315° булган турри 
чизиклар ясалсин. Бу турри чизшушрнинг тенгламалари . 
ёзилсин.
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103. Л (4; 3), 5 (2 ;  1) ва С (1; 0) нуцталардан Зх +  4у —
— 10 =  0 турри чизивдача булган масофалар топилсин. Нуц- 
талар ва турри чизи^ ясалсин,

104. Координаталар бошидан 12х — 5у  +  39 =  0 турри 
чизивдача булган масофа топилсин.

105. 2х  — Зу  =  6 ва Ах — бу =  25 турри чизи^лар узаро 
параллел эканлиги курсатилсин ва улар орасидаги масофа 
аниклансин.

Курсатма. Берилган турри чизшуирдан биттасининг исталган нуц- 
тасини олиб, уша нуцтадан иккиичи тугри чизтдача булган масофани 
топиш керак.

106. у  =  k x  +  5 турри чизиц координаталар бошидан 
d =  УЪ  масофа узокликда булса, k  топилсин.

107. 4х — 3у  =  0 турри чизикдан 4 бирлик узо^ликдаги 
нукталар геометрик урнининг тенгламаси ёзилсин.

108. 8* — \Ъу =  0 т^р и  чизивда параллел булиб, 
Л (4; — 2) нуктадан 4 бирлик узо^ликдаги турри чизикнинг 
тенгламаси ёзилсин.

109. 2х +  Зу  =  12 ва Зх +  2у  =  12 турри чизи^лар ора­
сидаги бурчаклар биссектрисаларининг тенгламалари ёзилсин.

110. 3* +  4у =  12 ва у =  0 турри чизи^лар орасидаги 
бурчаклар биссектрисаларининг тенгламалари ёзилсин.

111. М (х\ у) ну^та у — 4 — 2* турри чизивда нисбатан 
у  =  2х — 4 турри чизикдан уч марта узоцроеда ^аракат ^и- 
лади. Уша ну^та траекториясининг тенгламаси ёзилсин.

112. 2х  +  у  +  6 =  0 ва 3* +  Ъу — 15 =  0 турри чизи^- 
ларнинг кесишиш ну^таси М ва N (  1; — 2) нуктадан утувчи' 
турри чизик; тенгламаси (М ну^тани топмасдан) ёзилсин.

113. 5* — у  +  10 =  0 ва 8* +  4у +  9 =  0 турри чизи^- 
ларнинг кесишиш ну^таси М дан утиб * +  Зу =  0 турри чи- 
зивда параллел булган турри чизи^ тенгламаси (М ну^тани 
топмасдан) ёзилсин.

Кур:атма. М  дан утувчи изланган тугри чизи^ тенгламаси а  (5х—
— у +  10) +  р (8л: +  Ау +  9) =  0 булсин. а  ва р бу тугри чизикнинг 
х  +  Зу =  0 га параллел эканлигидан фойдаланиб топилади.

114. Учлари А  (— 3; 0), В (2; 5) ва С(3; 2) нуцталарда 
булган учбурчак B D  баландлигининг узунлиги топилсин.

115. Л (2; 4) нуктадан утувчи ва координаталар бошидан 
d  =  2 узокликда булган турри чизи^ тенгламаси ёзилсин.

Курсатма. ф бурчак тугри чизикнинг х с о з ф + г / з т ф — 2 =  0 
нормал тенгламасидаги х  ва у  нинг урнига А  нинг координаталарини 
^уйиб топилади.



116. Л (— 4; — 3), f l ( — 5; 0), С (5; 6) ва £>( 1; 0) нук­
талар трапециянинг учлари булиши текширилсин ва унинг 
баландлиги топилсин.

117. Координаталар бошидан Л (2; 2) ва 5 (4 ; 0) нукта- 
ларгача масофалари бир хил булган турри чизик утказилган. 
Бу масофа топилсин.

118. x - j - 2 у — 5 =  0 турри чизикдан ] / 5  масофа узок- 
ликда булган нукталар геометрик урнининг тенгламаси сзил- 
син.

119. у  =  — х  турри ч и з и к к а  нисбатан у  =  х  тугри чизик;- 
дан икки марта узокрокда ^аракат килувчи М (х; у) нукта 
траекториясининг тенгламаси ёзилсин.

120. 2х  — Зу +  5 = 0  ва 3х  +  у — 7 =  0 турри чизик­
ларнинг кесишиш нуктаси М  (х\ у) дан утувчи на у  =  2х 
турри чизикка перпендикуляр турри чизик тенгламаси (М 
нуктани топмасдан) ёзилсин.

Курсатма. 113- мисол учун берилган курсатмага каралсин.

7-§. Турри чизикка дойр аралаш масалалар

121. Координаталар бошидан, х - \ - у  =  а ва х  — 0 турри 
чизиклар билан юзи а2 га тенг учбурчак ясовчи турри чи­
зик утказилсин.

KSpcamm. Изланган тугри чизик; тенгламаси у  =  kx  куринишда 
булсин. х  +  у  =  а ва у =  kx  нинг кесишган нуцтасшш топгандан сунг, 
учбурчак юзининг формуласидан k  ни топиш керак.

122. Л (—4; 0) ва 5(0; 6) нукталар берилган. А В  кесма 
уртас-идан Оу укдагига Караганда Ох укдан икки баравар 
катта кесма ажратувчи турри чизик утказилсин.

123. Л (— 2; 0) ва 5 (2 ; — 2) нукталар берилган. О А  
кесмани томон деб олиб, диагоналлари 5  нуктада кесишув­
чи OACD параллелограмм ясалган. Параллелограмм томон- 
ларининг, диагоналларининг тенгламалари ёзилсин ва CAD  
бурчак топилсин.

124. у  =  2х, у  =  — 2х ва у  =  х  +  b турри чизиклар 
з^осил килган учбурчакнинг юзи ва бурчаклари топилсин.

125. Координаталар бошидан 2х +  у — а  турри чизик 
билан тенг ёнли учбурчак ^осил килувчи икки узаро перпен­
дикуляр турри чизик утказилган. Шу учбурчакнинг юзи то­
пилсин.



Курсатма. 2х +  у  =  3 билан i / '=  kx  ва у  =  — — турри чизиклар-
k

нинг кесишган ну^талари М  va N  нинг координатларини топгандан сунг 
ОМ  =  ON  тенгликдан k ни топиш керак.

126. Учбурчак АВ  томонининг тенгламаси л: — 3г/ +  3 = 0  
ва АС  томонининг тенгламаси х  +  Зу +  3 =  0 хамда AD  ба- 
ландлигининг асоси D (— 1; 3) берилган булса, учбурчакнинг 
ички бурчаклари топилсин.

127. Тенг ёнли учбурчак ён томонларининг тенгламалари 
Зх +  у  — 0 ва х  — Зу =  0 хамда асосидаги (5; 0) ну^та бе­
рилган. Учбурчакнинг периметри ва юзи топилсин.

Кдрсатма. Учбурчакнинг бир учи А  (0, 0) дан иборат. Долган ик­
ки учини, яъни B (x lt tji) ва С (*2> у2) учларни топишда, улар билан (5,
0) ну^танинг бир турри чизшущ ётишидан ва 2(АВ)2, =  (ВС)2 тенглик­
дан фойдаланиш керак.

128. ABC  учбурчакда: 1) А В томоннинг тенгламаси Зх -{- 
+  2у  =  12; 2) BN  баландликнинг тенгламаси х  +  2у  4;
3) A N  баландликнинг тенгламаси 4х +  у  =  6 берилган. N  — 
баландликларнинг кесишган ну^таси. АС ва ВС томонлар- 
нинг хамда CN баландликнинг тенгламалари ёзилсин.

129. Параллелограмм томонларидан иккитаси у  =  х  — 2 
ва 5у — х  +  6 тенгламалар билан берилган. Диагоналлари 
эса координаталар бошида кесишади. Параллелограммнинг

д о л ган  икки томонининг ва диагоналларининг тенгламалари 
ёзилсин.

130. Учбурчак Л(0; —4), В (3; 0) ва С (0; 6) учлари билан 
берилган. С учидан А  бурчакнинг биссектрисасигача булган 
масофа топилсин.

131. М  (х; у) ну^та шундай харакат ^иладики, ундан
у  — 2х  ва у  — -----— тугри чизикларгача булган масофа-

ларнинг йигиндиси‘узгармас булиб, У  5 га тенг. Уша ну^та 
траекториясининг тенгламаси ёзилсин.

132. Ну^таларининг координаталари:
1) х  — 2 <  у <  0 ва х >  0;
2) — 2 < г / < х < 2;
3) 2 <  2х  +  у <  8, х  >  0 ва у  >  0

тенгсизликларни ^аноатлантурувчи сохалар ясалсин.
133. Параллелограммнинг АВ  ва ВС томонлари мос ра­

вишда 2х —  г/ +  5 =  0 ва х  — 2г/ +  4 — 0 тенгламалар би­
лан берилган, диагоналлари М(1; 4) нуктада кесишади. 
Унинг баландликларининг узунликлари топилсин.



134. Тенг ёнли ва турри бурчакли учбурчак турри бур- 
чагининг учи С (3; —■ 1) ва гипотенузасининг тенгламаси 
Зх — у -f  2 =  О берилган. К,олган учлари топилсин.

Курсат.ка. 125-масалага берилган курсатмага ^аранг.

135. Учбурчакнинг икки учи А (  —  4; 3) ва 5(4; — 1) 
.\амда баландликларининг кесишган нуктаси М  (3; 3) берилган. 
Учинчи учи С топилсин.

136. Ромб икки томонининг тенгламалари х  +  2у  =  4 
ва х  +  2у =  10 х,амда диагоналларидан бирининг тенгламаси 
у  — х  4 -2  маълум булса, ромб учларининг координаталари 
хисоблансин.

137. Учбурчакнинг Л(0; 2) учини ^амда ВМ  ва СМ  ба­
ландликларининг х  +  у =  4 ва у =  2х  тенгламаларини бил- 
ган колда учбурчак томонларининг тенгламалари ёзилсин, 
бунда М —баландликларининг кесишган нуктаси.

138. Л (5; 7) нукта ва х  +  2у —  4 =  0 тугри чизик бе­
рилган. 1) А нуктанинг берилган тугри чизивдаги проекция­
си В  топилсин; 2) уша тугри чизикка нисбатан А  га сим- 
метрик С нукта топилсин.

Курсатма. АВ  перпендикулярнинг тенгламасини ёзиб, уни берилган 
турри чизик тенгламаси билан биргаликда ечиб В  нуцта топилади: В  
ну^та эса АС нинг уртасидир.

139. 2х +  у  — 6 = 0  тугри чизик ва УВД3 ординаталари 
у А =  6 ва у в =  — 2 булган икки Л ва В нукта берилган. 
АОВ учбурчак AD  баландлигининг тенгламаси ёзилсин, унинг 
узунлиги ва DAB  топилсин.

8- §. Айлана
Маркази С (а; Ь) нуктада ва радиуси R  булган а й л а н а  т е н г л а ­

м а с и  куйидагича ёзилади:
( x - a f  +  ( y - b f  =  R*. (1)

Агар (I) тенгламадаги кавсларни очсак, у ^олда тенглама

х" +  У2 4- т х  4- пУ +  Р =  0 (2)
куринишга келади.

(2) тенгламадан кайтадан ( 1) тенгламага утиш учун (2 ) тенглама­
нинг чап томонидаги тула квадратдан иборат ифодаларни ажратиш 
керак, яъни



140. Маркази С (— 4; 3), радиуси R  =  5 булган айлана 
тенгламаси ёзилсин ва у ясалсин. Л (— 1; — 1), В(3; 2), 
0 (0 ; 0) ну^талар бу айланада ётадими?

141. Л(—4; 6) ну^та берилган. Диаметри ОА кесмадан 
иборат айлана тенгламаси ёзилсин.

142. 1) х2 +  у 2 — 4х +  6у —  3 = 0 ;  2) х 2 +  у 2 —  8х= 0;
3) х 2 +  +  4у — 0 айланалар ясалсин.

143. х 2 +  у2 +  Ьх — 0 айлана ва х  +  у  =  0 турри чизи^ 
ясалсин ва уларнинг кесишган нуцталари топилсин.

144. Л ( 1; 2) ну^тадан утувчи ва координата у^ларига 
уринувчи айлана тенгламаси ёзилсин.

145. х2 +  у2 +  4х — бу =  0 айлананинг Оу уц билан 
кесишган ну^таларига утказилган радиуслари орасидаги 
бурчак топилсин.

146. А (— 1; 3), 5 (0 ; 2) ва С(1; — 1) ну^талардан утувчи 
айлана тенгламаси ёзилсин.

Курсатма. Изланаётган айлананинг тенгламасшш х2-\-у~-\-тх-\-пу-\- 
+ Р — 0 куринишда ёзиб, ундаги х  ва у  лар урнига берилган ^ар бир нуц- 
танинг координаталарини цуйгандан сунг т, п ва р ларни топиш керак.

147. Л (4; 4) нуцтадан ва х 2 +  у 2 +  4х — 4у =  0 айлана 
билан у  — — х  турри чизицнинг кесишган нуцталаридан утув­
чи айлана тенгламаси ёзилсин.

148. у  = — У  — х2 — 4х эгри чизи^нинг жойлашишсо- 
х;аси ании,ланиб, шакли чизилсин.

149. х 2 +  у 2 — 8л: — 4у +  16 =  0 айланага координата­
лар бошидан утказилган уринмаларнинг тенгламалари ёзил­
син.

150. Л (а; 0) нуцта берилган. М  нук,та шундай ^аракат 
к,иладики, ДОМЛ да ОМА бурчак доимо турри бурчак бу­
либ к,олади. М  ну^та траекториясининг тенгламаси ёзилсин.

151. Л (—6; 0) ва В  (2; 0) ну^талар берилган. Шундай 
ну^таларнинг геометрик урни топилсинки, улардан О А  ва ОВ 
кесмалар тенг бурчаклар остида куринсин.

Kijpcanma. Узгарувчи ну^тани М деб олсак, ОМ кесма АМ В  бур- 
чакнинг биссектрисаси булади. Изланган тенгламани чицариш учун уч- 
бурчак ички бурчагининг биссектрисаси царши юмонни булиши ^а^и- 
даги георемадан фойдаланиш керак.

152. М { х \  у) ну^та шундай ^аракатланадики, ундан 
Л (— а; 0), В (0; а) ва С (а; 0) нуцталаргача булган масофа- 
лар квадратларининг йириндиси За2 га тенг булиб ^олаве- 
ради. Ну^та траекториясининг тенгламаси ёзилсин.



153. М  (х; у) ну^та шундай ^аракатланадики, ундан ко­
ординат бурчакларининг биссектрисаларигача булган масофа- 
лар квадратларининг йигиндиси а2 га тенг булиб цолаверади. 
Нукта траекториясининг тенгламаси ёзилсин.

154. х2 +  у2 — а? айлана берилган. Унинг А(а\ 0) нукта- 
сидан мумкин булган барча в'атарлар утказилган. Бу ватар- 
лар урталарининг геометрик урни аниклансин.

155. А ( — 3; 0) ва В(3; 6) нукталар берилган. Диаметри 
АВ  кесмадан иборат айлана тенгламаси ёзилсин.

\И 56 . 1) х2 +  У2 — 6х +  4у  — 23 =  0; 2) л:2 +  г/2 +  Ьх—
— 7у +  2,5 =  0; 3) х2 +  у 2 +  7у =  0 айланаларнинг марказ- 
лари ва радиуслари топилсин. Айланалар ясалсин.

157. Айлана /1(0; —4) нуктадан утади ва координаталар 
бошида Ох у к к а уринади. Айлана тенгламаси ёзилсин ва 
унинг координата бурчакларининг биссектрисалари билан 
кесишган нукталари топилсин.

158. Координаталар бошидан ва х 2 +  у 2 =  а2 айлананинг 
х  у  а — 0 тугри чизик билан кесишган нукталаридан 
утувчи айлана тенгламаси ёзилсин.

159. Л(1; — 2), В ( 0; — 1) ва С ( —  3; 0) нукталардан 
утувчи айланага координаталар бошидан утказилган уринма- 
лар тенгламалари ёзилсин.

160. х 2 +  у 2 — 4л: +  бу — 5 = 0  айлананинг Ох ук билан 
кесишган нукталарига утказилган радиуслари орасидаги бур­
чак топилсин.

161. Л(3; 0) нукта х2 +  у 2 —  4х  +  2у  +  1 =  0 айлана 
ичида ётиши курсатилсин ва А  нуктада тенг иккига були- 
нувчи ватар тенгламаси ёзилсин.

Курсатма. Изланувчи ватар СА га перпендикулярдир, бунда 
С —  айлана маркази.

162. М (х\ у) нукта шундай каРакат киладики, ундан 
А  (— а; 0) нуктагача ва координаталар бошигача булган ма- 
софалар квадратларининг йигиндиси а2 га тенг булиб к°ла- 
веради. М  нуктанинг ^аракат траекторияси аниклансин.

163. х 2 - f  У2 =  4 айлана берилган. А  (— 2; 0) нуктадан 
АВ  ватар утказилиб, у ВМ =  АВ  масофага давом эттирил- 
ган. М  нукталарнинг геометриК урни аниклансин.

164. A N  — а кесма хОу текисликда Ох у к к а параллел 
^аракат к»лади ва кесманинг чап учи А  нукта х2 +  у 2 =  а 2 
айлана буйлаб сирганади. М  нуктанинг ^аракат траекторияси 
аниклансин.



9- §. Эллипс

Э л л и п с  деб, %ар бир нуцтасидан берилган икки F ва F1 нуц- 
тагача (фокусларгача) масофаларининг йигиндиси FF, дан катта уз- 
гармас 2а мщдорга тенг нщталарнинг геометрик дрнига айтилади.

Эллипснинг каноник (энг 
содда) тенгламаси:

у2 /<2? + <»>
( 1) тенглама билан бе­

рилган эллипс координата у^- 
ларига нисбатан симметрикдир 
( 1- чизма) а ва b параметрлар 
эллипснинг ярим рцлари де­
йилади. а > 6  булсин, у ^олда 

1 -чизма. F  ва Fx фокуслар Ох уцда
булиб, марказдан с = У  а3 —Ь2

с
масофада булади,—= б < 1  нисбат эллипснинг зксцентриситети дейи­
лади. Эллипснинг М  (х; у) нуцтасидан фокусларгача булган масофалар 
(фокал радиус-векгорлар)

г =  а — ех, гх =  а - \ - г х  (2)

формулалар билан аницланади.
. £

Агар а < 6  булса, фокуслар Оу уцда булиб, с =  Уд'1 — а2, е — у -  
г =  Ь ±  еу булади.

^  165. х2 +  4у2 =  16 эллипс ясалсин, унинг фокуслари ва 
зксцентриситети топилсин.

ч,166. Агар эллипснинг: 1) фокуслари орасидаги масофа 
8 га тенг булиб, кичик ярим уки b — 3; 2) катта ярим уци 
а =  6, зксцентриситети е =  0,5 булса, унинг каноник тенг­
ламаси ёзилсин.

167. Эллипснинг катта ярим уци о =  5 ва с параметри:
1) 4,8; 2) 4; 3) 3; 4) 1,4; 5) 0 га тенг булса, унинг кичик 
ярим у^и b ва эксцентриситета е топилсин.

168. Ер фокусларидан бирида К,уёш жойлашган эллипс 
буйича харакат ^илади. К,уёшдан ергача булган энг кичик 
масофа тахминан 147,5 миллион километрга, энг катта ма­
софа 152,5 миллион километрга тенг булса, Ер орбитасининг 
катта ярим уки ва зксцентриситети топилсин.

169. Координата укларига нисбатан симметрик бул­
ган эллипс М  (2; У  3) ва В  (0; 2) ну^талардан утади. Унинг 
тенгламаси ёзилсин ва М  нуктадан фокусларгача булган 
масофа топилсин.



170. Фокуслари Ох у^да ётувчи эллипс’'  координата у^- 
ларига нисбатан симметрик булиб, М  ( —4; ] /2 1 )  ну^тадан

, утади ва е =  -|- эксцентриситетга эга. Эллипс тенгламаси
ёзилсин ва М  ну^танинг фокал радиуслари топилсин.

171. х2 +  2г/2 =  18 эллипснинг учлари орасидаги бур- 
чакни тенг иккига булувчи ватар узунлиги топилсин.

172. Агар эллипснинг фокуслари орасидаги масофа 
унинг катта ва кичик ярим уцларининг учлари орасидаги 
масофага тенг булса, унинг эксцентриситети е топилсин.

173. х2 +  4у2 =  4 эллипсга учларидан бири эллипс катта 
ярим уцининг учи билан устма-уст тушувчи мунтазам учбур- 
чак ички чизилган. Учбурчакнинг долган икки учининг ко­
ординаталари аниклансин.

КЗрсатма. Учбурчак томонларидан бурчак коэффициента k  =  tg  30° 
булганининг тенгламасини ёзиб, унинг эллипс билан кесишган ну^тала- 
рини топиш керак.

174. 9r* +  25t/2 =  225 эллипсда шундай М  (г, у)  нуцта 
топилсинки, ундан унг фокусгача булган масофа чап фокус- 
гача булган масофадан 4 марта катта булсин.

175. х2 +  у2 =  36 айланадаги барча ну^таларнинг орди- 
наталарини уч баравар цис^артишдан ^осил булган янги 
эгри чизиц тенгламаси ёзилсин.

176. М(х\ у) ну^та, х  =  — 4 тугри чизивда нисбатан 
F ( — 1; 0) нуцтага икки баравар я^инро^да ^аракат цилади. 
Унинг траекторияси аниклансин.

177. Узунлиги узгармас а  +  b га тенг АВ  кесма шундай 
харакат ^иладики, унинг А  учи Ох уц буйича ва В  учи Оу 
уц буйича сирганади. Бу кесмани ВМ — а ва М А  =  b бу- 
лакларга булувчи М  ну^танинг траекторияси аниклансин 
(Леонардо да Винчининг эллиптик циркули).

178. х2 +  г/2 =  Ь2 ва х 2 +  у2 =  а2 айланалар берилган 
(Ь<Са). Ихтиёрий ОБА нур уларни мос равишда Б  ва Л нуи,- 
таларда кесади; бу ну^талардан координата укларига парал­
лел цилиб утказилган тугри чизиклар узаро М  ну^тада ке- 
сишгунча давом эттирилади. М (х; у) ну^таларнинг геомет­
рик урни аниклансин.

Кросатма. ОБА нур тенгламасини у  =  kx  деб олио, унинг айлана­
лар билан кесишган В (х ь  ух) ва А ( х %, у2) нуцталарини топиш керак. 
М (*, у) нуцталар эса у =  i/2 ва х  =  х х ^амда х * = х А ва у  =  у х турри 
чизи^ларнинг кесишган ну^таларидан иборат.



179. Эллипс фокусларининг биридан катта укининг уч- 
ларигача булган масофалар 5 ва 1 га тенг. Унинг энг сод- 
да тенгламаси ёзилсин.

180. Координата укларига нисбатан симметрик эллипс 
М  (2 У  3; К б ) ва Л (6 ; 0) нукталардан утади. Унинг тенг­
ламаси ёзилсин, эксцентриситети ва М  нуктадан фокуслар-
гача булган масофалар топилсин. 

f/2
181.—+  р -=  1 эллипснинг у^ларида ясалган тугри турт­

бурчак диагонали буйича йуналган ватарининг узунлиги 
Топилсин.

182. х2 -Ь 4у2 =  4 эллипснинг, маркази шу эллипснинг 
«ю^ори» учида булган ва унинг фокусларидан утувчи айла­
на билан умумий нукталари топилсин.

183. х  =  — 5 тугри чизиада х2 +  5у2 =  20 эллипснинг 
«чап» фокусидан ва «ю^ори» учидан баравар узокликда бул­
ган нук;та топилсин.

184. х2 +  5г/2 =  20 эллипснинг радиус-векторлари узаро 
перпендикуляр булган нуктаси топилсин.

Курсатма. Изланган нукталар берилган эллипснинг, маркази коор­
динаталар бошида булган ва эллипснинг фокусларидан утувчи айлана 
билан кесишган нукталаридан иборатдир.

185. х2 +  у2 =  4 айланадаги ^ар бир нуктанинг абсцис- 
саси икки баравар орттирилган. ^осил булган эгри чизик 
аниклансин.

186. х =  9 тугри чизикка нисбатан Л (1; 0) нуктага уч 
марта якинрок булиб харакат килувчи М  нуктанинг траек­
торияси аниклансин.

10- §. Гипербола
Г и п е р б о л а  део шундай нуцталарнинг геожтрик урнига айти- 

ладики, уларнинг %ар биридан берилган икки F ва Гх нщтагача (фо- 
кусларгача) булган масофалар айирмасининг абсолют щ Ы ат и узгармас 
2а (0<2a<iF1F) М[щдордан иборатдир.

Гиперболанинг каноник (энг содда) тенгламаси:

1) тенглама билан берилган гипербола кяордината укларига нисба­
тан симметрикдир (2- чизма).

Гипербола Ох укни учлар деб аталувчи Л (а; 0), Л , (—а; 0) нукта­
ларда кесади, Оу ук билан эса кесишмайди. а параметр з^ащ ий ярим 
;ук> b эса мавз^ум ярим ук дейилади. с =  j^ a 2 +  параметр марказ- 

дан фокусгача булган, масофани билдиради. — =  е >  1 гиперболанинг



b
эксцентриситеты, деиилади. у = ± — х  туFpn чизщлар гипербо-
ланинг асимптоталари дейилади. М (г, у) нуцта пардан фокусларгача 
булган масофа лар (фока л радиус-вектор лар):

г — I гх —  а | , г х =  [ел: +  а |  • ( 2 )

формулалар билан аншуганади.
Агар а =Ь  булса, гипербола тенг томонли гипербола деб аталади. 

Унинг тенгламаси х- — у2 =  а2, аеймптоталарининг тенгламалари эсах2 у2 ,у2 х2
у  =  ±  х  булади. 1 ва ^  = 1  гиперболалар ц$шма
гиперболалар дейилади.

^ 1 8 7 . х2 — 4у2 =  16 гипербола ва унинг асимптоталари 
ясалсин. Г'иперболанинг фокуслари, зксцентриситети ва асимп­
тоталари орасидаги бурчак топилсин.

. 188. х2 — Ау2 =  16 гиперболада ординатаси 1 га тенг 
М  ну^та олинган. Ундан фокусларгача булган масофалар 
топилсин.

189. 1) Фокуслари орасидаги масофа 2с — 10, учлари 
орасидаги масофа 2а =  8; 2) xaiW ™  ЯР™  у^и а —2 У  Б, 
эксцентриситета е = У  1,2 булган гиперболанинг каноник 
тенгламаси ёзилсин.

190. Гипербола координата укларига н-исбатан симметрик 
булиб, М  (6; — 2 2 )  нуктадан утади ва b =  2 мав^ум ярим 
увда эга. Унинг тенгламаси ёзилсин хамда М  нуцтадаи фо­
кусларгача булган масофалар топилсин.

fjZ

191. Учлари 25+ ^  =  1 эллипснинг фокусларида, фо­
куслари эса унинг учларида булган гиперболанинг тенгла­
маси ёзилсин.



192. Координата уцларига нисбатан симметрии, М  (2а; 
а У 3) нуцтадан утувчи ва эксцентриситета е =  У 2 булган 
гипербола тенгламаси ёзилсин.

193. y 2= a l - f  х г гипербола ясалсин, унинг фокусларининг 
координаталари ва асимптоталари орасидаги бурчак топилсин.

194. хг —  4j/a =  16 гиперболага Л(0; —2) нук;тадан ут­
казилган уринмаларнинг тенгламалари ёзилсин.

 ̂.2
195.^2 — ^2- =  1 гиперболанинг фокусидан асимптотала-

ригача булган масофалар ва асимптоталари орасидаги бурчак 
топилсин.

у2
1 9 6 .^ -— р - =  1 гиперболага ички чизилган квадратнинг

томони топилсин ва цандай гиперболаларга квадратни ички 
чизиш мумкинлиги текширилсин.

197. Асимптотаси хаки^ий ук;и билан: 1) 60°, 2) а  бур. 
чак ташкил этувчи гиперболанинг эксцентриситети топилсин.

198. г/ = — У  9 +  х1 эгри чизи^нинг жойлашиш со^аси 
аниклансин. Эгри чизиц чизилсин.

199. F (4; 0) ну^тага нисбатан х  — 1 тугри чизивда икки 
марта я^инроц булиб харакат цилувчи М  (х\ у) нуцтанинг 
траекторияси аниклансин.

200. Л (— 1; 0) ва В (2; 0) ну^талар берилган. М (х\ у) 
нуцта шундай ^аракат ^иладики, а АМВ  даги В  бурчак А  
бурчакдан икки баравар катта булиб ^олаверади. Харакат 
траекторияси аниклансин.

КС/рсатма. А , В  ва М  нукта координаталарига кура tg А  ва tg В  ни 
топгандан сунг ^ .В  =  2 ^ А  эканлигидан фойдаланиш керак.

201. Л (а; 0) ну^та берил­
ган. О у  уц буйича В  нуцта 
^аракат цилади. Ох увда па- 
ралллел булган BE  тугри чи- 
зикда АВ  кесмага тенг цилиб 
ВМ  ва ВМх кесмалар цуйил- 
ган. М  ва М± ну^таларнинг 
геометрик урни аниклансин.

202. х  =  ± Ь  ва х  =  ± а  
(Ь<а) тугри чизиклар берил­
ган. Ихтиёрий О А  нур (3-чиз­
ма) х  =  b (ёки х  =  —Ь) тугри 
чизицни В ну^тада ва х  =  а 
(ёки х  — —а) тугри чизи^ни



А  нуктада кесади. О А  радиус билан Ох укни С нуктада ке- 
сувчи ёй утказилган. В ва С нуцталардан мос равишда Ох 
ва Оу укларга параллел хамда М  нуцтада кесишувчи тугри 
чизицлар утказилган. М  ну^таларнинг геометрик урни ани^- 
лансин.

Кдрсатма. Нур билан Ох уц ва х  =  ±  Ь, х  =  ±  а турри чизицлар 
орасида ^осил булган учбурчакларнинг ухшашлигидан фойдаланилсин.

203. Бирор учидан фокусларигача масофалари 9 ва 1 га 
тенг булган гиперболанинг каноник тенгламаси ёзилсин.

204. М аркази*2 — 3i/2=  12 гиперболанинг унг фокусида 
булган, координаталар бошидан утувчи айлана билан шу ги­
пербола асимптоталарининг кесишган ну^талари топилсин.

/  3  __205. М  ( 6; -у ] / 5 ) нуктадан утувчи, координата yiyia-
рига нисбатан симметрик булган гиперболанинг ха^и^ий ярим 
у^и а — 4. Гиперболанинг чап фокусидан асимптоталарига 
туширилган перпендикулярнинг тенгламалари ёзилсин.

206. 9х2 — 16у2 =  144 гиперболада унг фокусга нисбатан 
чап фокусга икки марта я^инроц булган ну^та топилсин.

207. х2 — у2 =  4 _ гиперболада фокал радиус-векторлар 
узаро перпендикуляр булган ну^та топилсин. (184-масалага 
берилган курсатмага ^аралсин.)

208. М  ну^та 9*2— \Ьу2 =  144 гиперболанинг фокуслари 
орасидаги масофани F^M'.MF =  2:3 нисбатда булади. Бунда 
F\ — гиперболанинг чап фокуси. М  нуктадан Ox yi  ̂ билан 
135° бурчак ташкил этувчи тугри чизи^ утказилган. Шу 
тугри чизикнинг гипербола асимптоталари билан кесишган 
нуцталари топилсин.

209. х  =  — 2 турри чизивда нисбатан F (— 8; 0) ну^та- 
дан икки баравар узо^рокда харакат ^илувчи М  нуктанинг 
траекторияси аниклансин.

210. А ( — а; 0) ва В (2а; 0) нукталар берилган. Р  нук,та 
шундай харакат циладики, РАВ  бурчак АРВ  учбурчакнинг 
АРС  ташци бурчагидан уч марта кичик булиб ^ола беради. 
Р  нуктанинг харакат траекторияси аниклансин.

Кдрсатма. ^ АРС  =  3 ^ РАВ  булгани учун ^ РВА =  2 ^ Р А В  

ёки ^ В  =  2 tg  А  =  tg В  =  ва tg  2В =  j
тенгликлардан изланган тенгламани топиш мумкин.

11-§. Парабола
Берилган нщтадан (фокусдан) еа берилган турри чизшфан (ди- 

ректрисадан) бир хил узоцликда бдлган нуцталарнинг геометрик дрни 
п а р а б о л а  дейилади.



Параболанинг каноник тенгламаси куйидаги икки куринишга эга:
1) у2 — 2рх— Ох уеда нисбатан симметрик парабола (4-чизма).
2) х 2 =  2р у — Оу укка нисбатан симметрик парабола (5-чизма).
Хар икки зрдца з^ам параболанинг учи, яъни симметрия у^ида ётув­

чи нуктаси, координаталар бошида булади.

парабола F ( т р  о) фокус ва х  — —  ^  директрисага эга; унинг М (х\
р

у) нуктасининг фокал радиус-вектори г =  х  + - 3- • х2 =  2ру парабола 

F  (о; -7J-) фокус ва у = —- директрисага эга; унинг М (х\ у) нукта- 

сининг фокал радиус-вектори г = у ^ ^ .

211. F(0\ 2) нуктадан ва у  =  4 турри чизиадан бир хил 
узо^лашган нукталар геометрик урнининг тенгламаси тузил­
син. Бу эгри чизикнинг координата уклари билан кесишган 
нукталари топилсин ва у ясалсин.

212. Координаталар бошидан ва х  — ■— 4 турри чизивдан 
бир хил узокликда булган нукталар геометрик урнининг 
тенгламаси тузилсин. Бу эгри чизикнинг координата уклари 
билан кесишган нукталари топилсин ва у ясалсин.
V  213. 1) у2 =  4х; 2) /у2 =  -  4х; 3) х2 =  4у; 4) х2 =  — 4у  

тенгламалар билан берилган параболалар ^амда уларнинг 
фокуслари, директрисалари ясалсин ва директрисаларининг 
тенгламалари ёзилсин.

214. 1) (0; 0) ва (1; — 3) нукталардан утувчи ва Ох 
укка нисбатан симметрик; 2) (0; 0) ва (2; — 4) нукталардан 
утувчи ва Оу укКа нисбатан симметрик булган парабола 
тенгламаси ёзилсин.



215. Осма'куприкнинг^Г каната (симдан эшилган йугон 
арцон) парабола шаклига'эга (6- чизма). Агар канатнинг эги- 
лиши АО =  а, равок узунлиги ВС  =  2b булса, унинг чизмада 
курсатилган укларга нисбатан тенгламаси ёзилсин.

216. Маркази у2 — 2рх  параболанинг["фокусида булиб, 
парабола директрисасига уринувчи айлана тенгламаси ёзил­
син. Парабола ва айлананинг кесишган нукталари топилсин.

217. х2 +  у2 +  Ау =  0 айлана ва х  +  у  =  0 тугри чизик­
нинг кесишган нукталаридан утиб, Оу укка нисбатан сим­
метрик булган параболанинг ва унинг директрисасининг тенг­
ламалари ёзилсин. Айлана, тугри чизик ва парабола ясалсин.

218. у2 =  6х параболада фокал радиус-вектори 4,5 га 
тенг булган нукта топилсин.

219. Прожекторнинг ойнали сирти параболанинг уз сим­
метрия уки атрофида айланишидан ^осил булган. Ойнанинг 
диаметри 80 см, чукурлиги 10 см. Нурларнинг параллел 
даста шаклида кайтиши учун ёруглик манбаи параболанинг 
фокусида урнатилиши керак булса, ёруглик манбаи парабола 
учидан кандай масофада урнатилиши керак?

220. у  =  — У  х  эгри чизикнинг жойлашиш со^аси аник­
лансин. Бу эгри чизик ясалсин.

221. </а =  2рх парабола учидан утиши мумкин булган 
барча ватарлар утказилган. Бу ватарлар урталари геометрик 
Урнининг тенгламаси ёзилсин.

Курсатма. Утказилган ватарларнинг урта нуцталарини ( | ,  г)) би­
де и

лан белгиласак, | =  - j ,  т] =  у .  Бу тенгликлар ва г/2 =  2рх тенгламадан 
х  ва у  ларни йукотсак, изланган тенглама ^осил булади.

222. х г +  у* =  2ах айланага ва Оу у к к а уринувчи айла 
налар марказларининг геометрик урни аниклансин.

Курсатма. Берилган айлана марказини 0 1( уринувчи айланалар 
марказларини М  {хг, у) ва радиусларини эса R  билан белгилайлик. МОх—  
*= R  +  a, R  =  х  ва МОх =  У ( х  — а )2 +  • /  муносабатлардан фойдаланиб 
изланган тенглама топилади.



о
7- чизма.

223. Л(0; а) ва В (а; а) 
ну^талар берилган. ОА ва АВ  
кесмалар A v А2, А3, . . .  ва В ъ 
Вг, В3, . . .  нуцталар билан 
п та тенг булакларга булин- 
ган (7-чизма). Mk нуцта 0В№ 
нур билан AkMk (Ak M h || Ox) 
тугри чизи^нинг кесишган ну^- 
таси булсин. Бундай М к нуц- 
таларнинг у2 =  ах  параболада 
ётиши курсатилсин. Шу усул 
билан у 2 =  4х; у2 =  5*; у 2 — 
=  Зх  параболалар ясалсин.

224. Координаталар бошидан ва х  — 4 турри чизикдан 
тенг узоцлашган ну^талар геометрик урнининг тенгламаси 
тузилсин. Бу эгри чизи^нинг координата учлари билан ке­
сишган ну^талари топилсин ва эгри чизщ  ясалсин.

225. F (2; 0) нуцтадан ва у  — 2 турри чизшущн тенг 
узо^лашган ну^талар геометрик урнининг тенгламаси тузил­
син. Параболанинг учи, унинг Ох у^ билан кесишган ну^- 
таси топилсин ва у ясалсин.

226. 1) (0; 0) ва (— 1; 2) ну^тадардан утувчи ва Ох 
уеда нисбатан симметрик булган; 2) (0; 0) ва (2; 4) нуцта- 
лардан утувчи ва Оу нисбатан симметрик булган пара­
боланинг тенгламаси ёзилсин.

227. у  =  х  турри чизик; билан х2 +  у2 +  6* =  0 айлана­
нинг кесишган ну^таларидан утувчи ва Ох увда нисбатан 
симметрик булган параболанинг ва унинг директрисасининг 
тенгламалари ёзилсин. Турри чизи^, парабола ва айлана 
ясалсин.

228. у 2 =  2р х  параболага мунтазам учбурчак ички чизил- 
ган. Учбурчак учларининг координаталари аниклансин (173- 
масала) учун берилган курсатмага царалсин).

229. у 2 =  8х параболага А  (0; — 2) ну^тадан утказилган 
уринмаларнинг тенгламалари ёзилсин.

230. у 2 =  — 4х параболанинг фокусидан Ох уц билан 
120° бурчак ташкил этувчи турри чизи^ утказилсин. Уша 
тугри чизи^ тенгламаси ёзилсин ва ^осил булган ватарнинг 
узунлиги топилсин.



12-§. Иккинчи тартибли эгри чизикларнинг 
директрисалари, диаметрлари ва уларга 

утказилган уринмалар

1°. Оу у д а  параллел ва ундаь масофада жойлашгак турри чи-
Х~ X 2 1Г

зицлар ^  +  р" =  1 (а>Ь) эллипснинг ва = 1  гиперболанинг д и-
р е к т р и с а л а р и  дейилади, бунда е — эгри чизикнинг эксцентриси­
т е т

Д и р е к т р и с а л а  р н и н г  тенгламалари:

а
*=  ± 7 . (1)

Д и р е к т р и с а л а р н и н г  х о с с а с и: эгри чизиц ихтиёрий «///(• 
тасининг фэкусгача ва мос директрисагача масофаларининг нисбати 
эхсцентриситетга тенг:

^  (2)

2°. И к к и н ч и  т а р т и б л и  э г р и  ч и з и к н и н г  д и а м е т р и  
деб, параллел ватарлар урталарининг геометрик дрнига айтилади. 
Эллипс билан гиперболанинг диаметрлари уларнинг марказларьдан утувчи 
турри чизиклгр кесмаларидан ва нурларидан иборат булса, параболанинр 
диаметрлари эса унинг уцига параллел нурлардан иборатдир. 

х2 у2
±  =  1 эгри чизик,лар учун огмаликлари k =  tg а  булган ва- 

тарларни тенг булувчи д и а м е т р н и н г  т е н г л а м а с и

Ь2
У ^ ± Ы Х (3)

булса, у1 =  2рх парабола учун

У = Т  W
булади.

Эллипс ва гиперболада бир диаметр иккинчи диаметрга параллел 
булган ватарларнн тенг иккига булса, бундай икки диаметр у за по к,уш- 
ма дейилади. К,ушма диаметрларнинг бурчак коэф<{ициентлари k ва k t 
узаро

Ь2
kk t =  — (эллипс учун)

I)2
kk l =  —г (гипербола учун)

тенгликлар билан боглангандир.
I х2 и2 \

3\  ^  +  =  элли.-cra утказилган уритмани ir тенгламгеи: 

а2 + Ьг ~ ' г

3 -8 7 6  ЬЗ



( X2 у2 \
V с? — W  =  / ГИпеР°°лага утказилган уринманинг тенгламаси:

x?a УЦ} . 
а2 ~  Ь2 - Ч

(у2 =  2рх) параболага утказилган уринманинг тенгламаси у -у0 = р (* - |-* 0) 
дан иборатдир, бу ерда (х0; у0) —  уриниш нуктаси.

|>2
2 3 1 .2 5 + ^ -  =  1 эллипс ва унинг директрисалари ясалсин.

Эллипснинг х  =  — 3 абсциссасидан унг фокусигача ва унг 
директрисасигача булган масофалар топилсин.

232. jgj — ~  =  1 гипербола ва унинг директрисалари
ясалсин, гиперболанинг х = 5  абсциссасидан чап фокусигача 
ва чап директрисасигача булган масофалар топилсин.

233. Катта ярим у щ  2 га тенг, директрисалари
х * = ± р = ?  тугри чизи^лардан иборат эллипснинг каноник

тенгламаси ёзилсин.
234. Асимптоталари у  =  ±  х,  директрисалари эса 

х  =  ±  У 6 булган гиперболанинг тенгламаси ёзилсин.
235. х2 + 4 г /2 =  16 эллипс, унинг */ =  у  диаметри ва

унга ^ушма диаметри ясалсин. Ясалган ярим диаметрларнинг 
ах ва Ьх узунликлари топилсин.

236. х 2 — 4у2 =  4 гипербола, унинг у  — —х  диаметри 
ва унга цушма диаметри ясалсин, шунингдек уша диаметр- 
лар орасидаги бурчак топилсин.

237. ^  + |а ‘== 1 эллипс диаметрларидан узига цушма 
диаметрга тенг булганининг узунлиги топилсин.

238. ~  =  1 гиперболанинг асимптотаси Ох би­
лан 60а бурчак ташкил этади. Гиперболанинг у  =  2х диа- 
метрига^цушма диаметрининг тенгламаси ёзилсин. Гипербо­
ланинг ^аци^ий ярим ук,и учун ихтиёрий а кесма олиб, эгри 
чизи!^ ва унинг диаметрлари х,амда берилган диаметрга па­
раллел ватарлари ясалсин.

239. у2 =  2х  параболанинг Ох уц билан 45° бурчак таш­
кил этувчи ватарлари урталарининг геометрик урни аниц- 
лансин.

240. ^  =  1 эллипс берилган (— 2; 1) ну^та оркали 
шу нуктада тенг иккига булинувчи ватар утказилсин.



241. у 2 =  — 4х парабола берилган. (— 2; — 1) нуцта 
ор^али шу ну^тада тенг иккига булинувчи ватар утказил- 
еин.

242. Агар а ва Ь —  эллипснинг ярим уцлари, ах ва Ьх эса 
^ушма диаметрлари яримларининг узунликлари, ф улар ора­
сидаги бурчак булса, 235- масала учун Аполлоний теоремаси, 
яъни a? -fb? = а 2 + Ь 2 ва а Д  sin ф =  ab экани текширил­
син.

243. 1) л:2 +  4у2 =  16; 2) 3 ?  — у 2 =  3; 3) у2 =  2х эгри 
чизи^ларнинг абсциссаси х0 =  2 нуи,тасида утказилган урин- 
маларининг тенгламалари ёзилсин.

244. Агар А х  - f  By  -f С =  0 тугри чизи^ р - =  1 эл-
липсга уринма булса, А2а2 +  В2Ь2 =  С2 тенгликнинг бажари- 
лиши исбот ^илинсин.

хх0 уи0
Кдрсатма. +  = 1  ва А х  В у  С =  0 тенгламалар коэф-

фициентларининг пропорционал булишидан фойдаланиб, х0 ва у0 ни 
X̂  Ф

топиб, ^ г  +  1 тенгламага цуйиш керак.

245. л:2 +  4у2 — 20 эллипснинг биринчи координата бур- 
чагининг биссектрисасига параллел булган уринмаларининг 
тенгламалари ёзилсин.

246. х 2 - f  2у 2 — 8 эллипсга (0; 6) ну^тадан утказилган 
уринмаларнинг тенгламалари ёзилсин.

^2 ^2
247. ^ - +  р  =  1 эллипснинг координата уцларидан тенг 

кесмалар ажратувчи уринмасининг тенгламаси ёзилсин.

248. Агар А х В у  -f С =  0 Tyipn чизик; =  1 ги­
перболага уринма булса, А9а2—В 2Ь2 — С2 тенгликнинг бажа- 
рилиши исбот ^илинсин (244-масалага берилган курсатмага к,а- 
ралсин).

249. 4л:2 — 9у2 =  36 гиперболанинг х  +  2у =  0 тугри чи- 
зицка перпендикуляр булган уринмаларининг тенгламалари 
ёзилсин.

250. Эллипснинг бирор ну^тасига утказилган нормал 
уша нуцта фокал радиус векторлари орасидаги бурчак- 
нинг биссектрисаси булиши исбот ^илинсин.

251. Гиперболанинг бирор ну^тасига утказилган уринма 
уша ну^та фокал радиус векторлари орасидаги бурчакнинг 
биссектрисаси булиши^ исбот ^илинсиц.



252. Парабола фокусидан чикдан нурлар параболадан 
^айтганда унинг у^ига параллел булиши исбот килинсин.

КЦрсатш. М  нуктадан утувчи нормал тенгламасини ёзиб, унинг абс- 
циссалар у^и билан кесишган N  нуцтасини топиб, FM  =  FN  экани ис- 
ботлансин, бу ерда F  — параболанинг фокуси.

X 1.2
253. jg  — у  =  1 гипербола асимптоталарининг унинг ди-

ректрисалари билан кесишган нукталари топилсин.
254. х 2 +  4у 2 — 16 эллипс, унинг у  — х  диаметри хамда 

унга цушма диаметри ясалсин. Шу диаметрлар орасидаги 
бурчак топилсин.

255. х 2 — 4у2 — 16 гиперболанинг Ох ук, билан 45° бур­
чак ташкил этувчи ватарлари урталарининг геометрик урни 
аншушнсин.

256. 4дг2 — у 2 =  4 гипербола берилган. (2; 2) нукта ор- 
Кали шу нуктада тенг иккига булинувчи ватар утказилсин.

257. х2 +  2у 2 =  6 эллипсда ординатаси 1, абсциссаси 
манфий булган М  нукта олинган. Уша нуктадан утувчи 
уринма билан ОМ тугри чизик орасидаги бурчак топилсин.

258. Агар А х  -|- B y  -f- С =  0 турри чизик; у 2 =  2рх  пара- 
болага уринма булса, Вгр =  2АС тенгликнинг бажарилиши 
исбот килинсин (2 4 4 -масалага берилган курсатмага царал- 
син).

259. у 2 =  8* параболанинг х  4- у  =  0 турри чизикда па­
раллел булган уринмасининг тенгламаси ёзилсин.

13- §. Декарт косрдинаталарини алмаштириш. 
у  =  а х 2 4- Ь х  4- с  ва х  =  a y 2 +  b y  +  с параболалар. 

х у  =  k  гипербола

1°. Берилган системадаги (х; у) координаталарни куйидаги формула- 
лар ёрдами билан янги системадаги <Х; Y)  координаталарга алмашти­
риш мумкин:

1) у к; ларни параллел силжитиб, координаталар боши Ох (а; р) 
нуктага кучирилганда

л: =  * + « ,  y =  Y  +  $; ( 1 )

2) координаталар бошини цузгатмасдан укларнинг йуналишини ф 
бурчакка бурганда ^

х  =  X  cos ф — Y  sin ф, у  =  X  s.n ф 4 - Y  cos ф. (2)
2°. Координаталар боши (^ (а ; Р) нуцтага кучирилса у —а (х—a)2-fP  

тенглама Y = a X 2 куринишга келади, бу эса учи Ох(а; Р) нуктада булиб, 
симметрия уци Оу уцка параллел (8- чизма) булган параболадир. у  =  
= а хг + Ь х  + с  тенглама унг томонида тулиц квадратдан иборат булган



к,исмни ажратсак, олдинги з^олга келади, шунинг учун у з^ам парабола- 
ни ани^лайди. а >  0 булганда эса парабола учидан пастга караган бу­
лади.

3°. У уларнинг йуналиши <р= 45° га бурилса, х у  =  k тенглама 
X2 — У2 =  2k куринишга келтирилади. Демак, берилган тенглама хОу 
системага нисбатан асимптоталари координата уклари дан иборат булган 
тенг томонли гиперболами билдиради ( 9 - чизма). (х — а) (у  — Р) =  к 
тенглама координаталар бошини О, (а; (5) ну^тага кучириш билан X Y — 
=  k  куринишга келтирилади. Шунинг учун у з̂ ам тенг томонли гипербо- 
лани ани^лайди (9- чизма).

260. 1) Координата у^ларини параллел кучирганда А 
(3; 1) ну^та янги (2; — 1) координаталарга эга булади. Эс­
ки ва янги координаталар системалари ^амда А  ну^та ясал­
син.

2) Координата у^ларининг йуналишини маълум бир ут- 
кир бурчакка бурганда, А (2; 4) нуктанинг янги системада- 
ги абсциссаси 4 га тенг булади. Уша бурчак топилсин. 
Иккала система ва А ну^та ясалсин.

261. Координата бошини кучириб,

1 ) +( у +  1 2) =  1 ; 2 ) +  =  1 ;

3) (у +  2)2 =  4 (х - 3 ) ;  4) 2у =  -  (х +  2)2;
5) х 2 +  4у2 — 6* +  8у =  3; 6) у2 — 8у  — 4х;
7) х 2 — 4у2 +  8х —  24у  =  24; 8) х2. +  6х +  5 =  2у

тенгламалар соддалаштирилсин, эски ва янги координата 
уклари ва эгри чизиклар ясалсин.

262. Координата укларини 45° га буриб,



1) 5л:2 -  6ху  +  Ъу2 =  32; 2) Зл:2 — 10ху  +  3i/2 +  32 =  0 
тенгламалар соддалаштирилсин. Эски ва янги координата 
уцлари ^амда эгри чизиклар ясалсин.

263. Нуцталари буйича х у  *= — 4 эгри чизи^ ясалсин ва 
координата уцларини 45° га буриб, эгри чизиц тенгламаси янги 
системада ёзилсин.

264. Координаталар бошини кучириб, 1) х у  — 2х — 6 ;
2) х у  —  2х — у +  8 =  0; 3) х у  — х  +  2у =  6; 4) ху  +  2х =
— 3у  эгри чизицларнинг тенгламалари ху  =  k  куринишга 
келтирилсин.

265. Ушбу парабола лар ясалсин:
1) у  =  (х — 2)2; 2) у  =  (х — 2)2 +  3; 3) у  =  (х +  2)2; 4) у  =
=  (л: +  2)2 —  3.

266. Тенгламаларнинг унг томонларида тулик; квадрат- 
ларни ажратиш йули билан

1) г /=  л:2 — 4л:- f  5; 3) у =  — хг +  3х  — 2
2) у  =  х 2 +  2х -j- 3; параболалар ясалсин.
267. Ушбу
1) у  — Ах — х 2 Еа 2) 2у =  3 2х — хъ 

параболалар ясалсин ва уларнинг Ох уц билан кесишган 
нуцталари топилсин.

268. Фонтандан отилиб* чиэдан сув ок,ими, сув чивдан 
О нуцтадан утуьчи Еертикалдан 0,5 м масофада 4 метрга 
кутарилади. О ну^тадан 0,75 м масофада окимнинг Ох го­
ри зонталдан баландлиги аниклансин.

269. Оу увда нисбатан симметрик, ундан b кесма, Ox yi\- 
дан с  в а — а кесмалар ажратувчи парабола тенгламаси ту- 
зилсин.

Кдрсатма. Параболанинг у  =  А х2 Bx  + С  куринишдаги тешла 
масига берилган (— а; 0), (о; 0) ва (0; Ь) ну^галарнинг координата ла- 
рини ^уйиб, ^осил булган тенглама^а^дан А, В ва С лгрки топиш ке­
рак.

2 7 0 . у  =  ax2 +  bx -+ с парабола О (0; 0), ГА (— 1; — 3) 
ва В ( — 2,4) нуцталардан утади. Диаметри, параболанинг 
Ох  уцдан ажратган кесмасидан иборат булган айлана тенг­
ламаси тузилсин.

271. Координата ук.ларини каидай бурчакка бурганда
1) л:2 — ху  +  у2- 3 =  0 ; .  2) 5л2 — 4ху  +  2у2 — 24 -  0 
тенгламалардаги ху  ^адлар йуцолади? Эски ва янги коорди­
наталар системалари ^амда эгри чизиклар ясалсин.

272. v0 бошлангич тезлик билан горизонтга <р бурчак ос­
тида отилган yt  ̂ харакатининг траекторияси аниклансин.



Ук;нинг учиш узсиушги ва траекториясининг энг ю^ори нук- 
таси аниклансин (хавонинг царшилиги эътиборга олинмасин).

273. F  (4; 0) нуцтагача булган масофасининг *  =  — 2 
турри чизиккача булган масофасига нисбати 2 га тенг бул­
ган М  (*; у) нукталар геометрик урнининг тенгламаси ёзил­
син.

^•2  ̂.2

274. Агар координаталар боши ^  +  -р =  1 эллипснинг
X2 tfiчап учига ёки —г — ^  =  1 гиперболанинг унг учига кучи-

рилса, х аР икки тенглама х ам у2 =  2р х  +  qx2 куринишга
Ь2

келтирилади, бунда р =  — , q =  е2 — 1. Буни исбот цилинг. 

275.274- масаланинг натижасига асосан: 1) у 2=  х  — ~  х2\

2) y2 =  *] +  - jX 2-, 3) у2=  х  эгри чизшугарнинг эксцентриси-
тетлари ва типлари (турлари) аниклансин. Биринчи ва ик- 
кинчиси учун Ох ук билан кесишган нукталарни хамда а 
ва b параметрларни топиб, эгри чизиклар ясалсин.

276. Тулик квадратларни ажратиб ва координаталар бо­
шини кучириш оркали куйидаги чизикларнинг тенгламалари 
соддалаштирилсин:

1) 2л:2 +  5у2 +  12* +  10у  +  13 =  0;
2) х2 — у2 +  6* +  4у — 4 =  0;
3) У* +  4у =  2х;
4) *2— 10* =  4i/ — 13.

Эски ва янги уклар хамда эгри чизиклар ясалсин.
277. Координата укларини 45° бурчакка буриб, Зх2 —

— 2 х у  +  3 у2 — 8 =  0 тенглама соддалаштирилсин. Эски 
координаталар системасида фокусларнинг координаталари 
аниклансин.

278. Диаметри у =  3 — 2* — *2 параболанинг Ох укдан 
ажратган кесмасидан иборат булган айлана тенгламаси ёзил­
син. Иккала эгри чизик ясалсин.

279. Диаметри х у  =  8 гиперболанинг * +  у  =  6 турри 
чизикдан ажратган кесмадан иборат булган айлана тенгла­
маси ёзилсин. Учала чизик ясалсин.

280. Тенгламаси у  =  *2 +  6* +  5 булган параболанинг 
учи А  нуктада булиб, В  — унинг Оу у к  билан кесишган



нуктаси. А В  кесманинг уртасидан чикарилган перпендикуляр 
тенгламаси тузилсин.

281. Ох увда нисбатан симметрик, ундан — 4, Оу уВДан 
эса 4 ва — 4 кесмалар ажратувчи парабола тенгламаси 
ёзилсин.

Курсатма. Парабола тенгламаси х  =  ау2 -f- с куринишда булиши 
керак (нима учун?).

282. Координата уклари билан кесишган ну^талари буйи­
ча цуйидаги:

1) Зу  =  9 — х 2', 2) г/2 =  9 — 3*;
3) у 2 =  4 +  х-, 4) *2 =  4 +  2у

параболалар ясалсин.
283. F  (4; 0) нук,тагача булган масофасининг х  — 10

турри чизиедача булган масофасига нисбати ~  га тенг 

М  (х\ у) нукталар геометрик урнининг тенгламаси ёзилсин.

14- §. 2- тартибли эгри чизицларга дойр аралаш 
масалалар

284. Диаметри =  1 турри чизикнинг координата
уклари орасидаги кесмасидан иборат булган айлана тенглама­
си ёзилсин.

285. х 2 -+- у 2 +  ау =  0 айлана марказидан у =  2(а — х) 
турри чизик^ача булган масофа топилсин.

286. х 2 +  у 2 — 2ах айлана марказидан уни Л ва В нук,- 
таларда кесувчи ва х  +  2у — 0 турри чизиада параллел 
турри чизик; утказилган. Д  АОВ нинг юзи топилсин.

287. Берилган В ну^тага нисбатан берилган А .нуктадан 
т  марта узок,рок, булган М  нуцталарнинг геометрик урни 
т  =  1 булганда турри чизик,, т ф  1 булганда айлана экани 
курсатилсин.

288. А В  кесма О А = а  ва О В  =  b булакларга булин- 
ган. ОА ва ОВ кесмалар тенг бурчаклар остида куринувчи 
ну^таларнинг геометрик урни а =  b булганда турри чизи^ 
булиб, а + b булганда айлана (Аполлоний айланаси) були­
ши курсатилсин.

289. Х,аракатдаги М (х\ у) нуктадан у =  kx  ва у  =  — kx  
турри чизи^ларгача булган масофалар квадратларининг йи- 
риндиси а 2 га тенг. Уша нуцта траекторияси аниклансин.



290. Ox y i^a ва x — — 5 тугри чизивда нисбатан сим­
метрик эллипс (— 1; 1,8) ва (— 5; 3) нуцталардан утади. 
Эллипснинг тенгламаси ёзилсин ва узи ясалсин.

Курсатма. Эллипс тенгламасини 4- J L  =  1 куринишда из-
а2 62

лаш керак. Бу тенгламага берилган нук,таларнинг ксюрдинаталарини 
куйиб, >;осил булган тенгламалардан а ва Ь ларни топамиз.

291. х2 — у2 =  а2 гиперболага ички чизилган тенг томон­
ли учбурчакнинг юзи топилсин. ,

Ki/рсатма. Учбурчакнинг бир учи гиперболанинг унг учида ётса 
цолган икки учи гиперболанинг чап шохчасидаги (ёки аксинча) Ох уэда 
нисбатан симметрик ну^талардан иборат булади.

292. Учлари х2 -f Зг/2 =  1212 эллипс билан х2 — 3у 2 ~  
=  6/2 гиперболанинг кесишган нуцталаридан иборат булган 
туртбурчакнинг диагоналлари орасидаги бурчак топилсин.

293. Маркази координаталар бошида булган айлана х2—
— у2 — а2 гиперболанинг фокусларидан утади. Айлананинг 
гипербола асимптоталари билан кесишган нуцталари топил­
син.

294. ху  =  — 4 ва х2 — у 2 =  6 гиперболалар ясалсин. А  
ва В  — уша гиперболаларнинг кесишувчи шохчаларининг уч­
лари, С эса уларнинг долган икки шохчаларининг кесишиш 
ну^таси булса, A  ABC нинг'юзи ^исоблансин.

295. Гиперболанинг ихтиёрий ну^тасидан асимптоталари-

гача булган масофаларнинг купайтмаси узгармас ми^-
дорга тенг эканлиги исбот цилинсин.

296. Координата уцларидан а — Ь =  2 кесмалар ажратув-
•̂2

чи турри чизивда у — парабола фокусидан туширилган
перпендикулярнинг узунлиги ва тенгламаси топилсин.

297. х 2 -f- Ау2 =  4 эллипс ва х2 =  6у  парабола ясалсин, 
^амда асослари эллипснинг катта у к, и ва эллипс билан па­
раболанинг умумий ватаридан иборат булган трапециянинг 
юзи топилсин.

298. Маркази у2 =  2рх параболанинг фокусида булган 
шундай айлана чизилганки, эгри чизи^ларнинг умумий вата- 
ри параболанинг учидан ва фокусидан тенг узетутшган. Шу 
айлананинг тенгламаси ёзилсин.

299. Координата уцларидан а  ва Ь кесмалар ажратувчи 
турри чизивда by =  х г +  Чах +  а 2 Ь2 парабола учидан ту-



ширилган перпендикулярнинг узунлиги ва тенгламаси топил­
син.

300. Координаталар учлари билан кесишган ну^талари 
буйича 4 у = 1 2  — х 2 ва Ах =  12 — у2 параболалар ясалсин 
ва уларнинг умумий натарининг узунлиги топилсин.

301. Учлари у  — 4 — х 2 параболанинг Ох ук ва у  — Зх 
турри чизик билан кесишган нукталарида булган туртбур- 
чакнинг юзи топилсин.

X̂302. Координаталар бсшидан Еа у  =  — — 2х  -f а пара­
боланинг координата учлари билан кесишган нукталаридан 
утувчи айлана тенгламаси ёзилсин.

303. х2 +  4у2 =  16 эллипс берилган. Унинг А (4; 0) 
учидан утиши мумкин булган барча Еатарлар утказилган. 
Уша ватарлар урталарининг геометрик урни аниклансин ва 
эгри чизиклар ясалсин.

х  I 4Курсатма. Ватарлар .урта ну^таларининг координаталари * = - ! □ _  ,

У =  ~  Дан иборат. Бундан х 2 ва г/а ларни топиб, эллипс тенгламасига 

^уйиш керак.
304. Х,аракатдаги М  (х; у) нуктадан координата бурчак- 

ларининг биссектрисаларигача булган масофалар квадратла- 
рининг айирмаси 8 га тенг. Уша нукта траекторияси аник­
лансин.

305. А (3; 4) нуктадан утувчи ва Ох укка уринувчи ай­
ланалар марказлари геометрик урнининг тенгламаси тузилсин.

306. х2 — у2 — 4 х  — 6у  — 9 =  0 тенглама тулик квадрат- 
дан иборат ^адларини ажратиб хамда координаталар бошини 
кучириб соддалаштирилсин. Эски ва янги координата укла- 
ри хамда эгри чизик ясалсин.

307. ^  — f -6 =  1 гиперболанинг унг фокусидан унинг
барча нукталарига утказилган фокал радиус-векторлари ур­
таларининг геометрик урни топилсин.

308. Фокуслари F (а; а) Еа Fx (— а; — а) нукталарда 
булган ва А  (а; — а) нуктадан утувчи эллипс тенгламаси 
ёзилсин. Тенгламани координата укларини 45° га буриб сод­
далаштирилсин.

309. Координаталар укларини ф =  arctg у  бурчакка бу­
риб 3*2 +  8ху  —  Зу2 =  20 тенглама соддалаштирилсин. Эски 
ва янги координата уклари хамда эгри чизик ясалсин.



310. Зл: +  4у =  0 турри чизшдача ва Ох уэдача булган 
масофалари квадратларининг айирмаси узгармас 2,4 га тенг 
булган нукталар геометрик урнининг тенгламаси ёзилсин.

311. F (^рО ^н у^тагача  масофасининг х  = — е (е +"i)~
тугри чизи^ача масофасига нисбати е га тенг булган М  
(х-, у) нукталар геометрик урнининг тенгламаси ёзилсин.

312. Координаталари

1) R * < x 2 +  y * < 4 R *  ва х 2 > ^  ;
2) хг — у2 у  а2 ва хг <  4а2;
3) дсг/ >  а2 ва | х  +  у  | <  4а;
4) 2х <  уг +  4у  ва хг +  у1 +  4х  +  4у <  0 

тенгсизликларни цаноатлантирувчи нуцтаЛардан тузилган со^а- 
лар ясалсин.

15-§. Иккинчи тартибли эгри чизикнинг умумий 
тенгламаси

1°. И к к и н ч и  т а р т и б л и  ч и з и ц  деб

А х2 +  2В ху  +  Су2 +  2Dx  +  2Еу  +  F  =  0  (1)

умумий куринишда ёзилган иккинчи даражали тенглама билан анМила­
ну в чи эгри чизшда айтилади.

( 1) тенгламанинг коэффициентларидан цуйидаги иккита:

А Б А В D
б = ва Д = В С Е

В С D Е  F

детерминантни тузамиз.
Д — детерминант (1) тенгламанинг дискриминанти, б эса унинг 

юцори тартибли уадларининг дискриминанти дейилади, Д ва б лар- 
нинг ^ийматларига ^араб ( 1) тенглама ^уйидаги геометрик шаклларни 
аницлайди:

Д ^ 0 Д = 0

6 > 0 Эллипс (^ациций ёки 
мавхум)

Ну^та

6 < 0 Г ипербола Иккита кесишувчи турри 
чизи^

6 = 0 Парабола Иккита параллел тугри чизиц 
(^аки^ий ёки мавхум)



2°. ( 1) т е н г л а м а н и  м а р к а з г а  н и с б а т а н  а л м а ш т и *  

А В
р и ш * . Агар 6 =  ф Q булса, эгри чизиц координаталари

В С
ф'ж (х'< У) = °> Ф'у (*'> у) =  р (2)

тенгламалардан топилувчи бирдан-бир марказга эга булади, бунда 
Ф (л; у) — (1) тенгламанинг чап томони. Координаталар бошини Ох (дг„; 
у0) ( 10- чизма) марказга кучириб, (I) тенгламани

А х2) +  2Вххух +  С,у2 +  Fx =J0 
куринишга келтирамиз, бунда

F ! =  D*0 +  Еу„ +  F =  - г  •

(3)

(4)

3°. (3) т е н г л а м а н и  с и м м е т р и я  у ц л а р и г а к е л т и р и ш .  
С»!*! ва O xijx у^ларни бирор ф бурчакка буриб ( 10- чизма), (3) тенглама

А хХ 2 +  CXY 2 +  F x =  0
каноник куринишга [келтирилади.

А х ва Сх коэффициент лар
Ь2 -  (Л +  С) X +  6 =  о 

тенгламанинг илдизларидан иборат.
Буриш бурчаги ср

tg Ф = ВАх-С
формуладан топилади.

(5)

(6) 

(7)

10- чизма. 11 - чизма.

* Бу параграфда ва бундан сунг ^ам тенгламани алмаштириш де- 
ганда, координаталарни алмаштириш усули билан эгри чизицларнинг 
тенгламаларини соддалаштиришни тушуниш керак.



4°. М а р к а з с и з  э г р и ч и з и ^ л а р н и н г  т е н г л а м а л а р  и- 
н И а л м а ш т и р и ш .  Агар 6 =  0 булса, эгри чизиц марказга эга бул- 
майди ёки ан№; марказга эга булмайди. У з^олда эгри чизикнинг тенг- 
ламасини

( «  +  Р</)2 +  2D x]+ 2E y +  F =  0 (8)
куринишда ёзиш мумкин.

I ^ о л .  D ва Е  лар а  ва р ларга пропорционал: D — та, Е  =  т$ 
у з^олда (8) генглама

(ах ]+  ру)г +  2т (ах  +  Р;/) +  F — 0 
куринишга келади, бундан

ад: +  ру =  т ±  Y m ? — F

иккита турри чизик; ^осил булади.
I I  з^ол. D ва Е  лар а  ва р ларга пропорционал эмас. У з^олда 

(8) тенгламани
(ах +  Р// +  л )2 +  2т (Р* — ац +  q) =  0 (9)

куринишда ёзиш мумкин. т, п ва q параметрлар (8) ва (9) тенгламалар­
нинг коэффициентларини тац^сслаш асосида топилади.

0,Х  уц сифатида ад: +  Р^ +  п =  0 турри чизицни, О, У yt; сифати- 
да эса ах — ay  +  q — 0 турри чизщни цабул цилиб ( 1 1 - чизма), 

ад: +  Ры 4- п Рд: — ау +  а _ „
Y  =  , л/— а~1—па ’ Х  =  , 2 ■ ■ ларни топамиз- Бундан сунг 9) ±У  а3 +  р2 ±  у а 2+  Рг

I т  |
тенглама У2 =  2рХ  куринишга келади. Бунда р =  , - • (9) тенг-

V а +Р
ламага асосан^С^Х ук,ни шундай ярим текисликка йуналтириш керакки, 
унда р* — ay -|- q учз^аднинг ишораси т нинг ишорасига тескари 
булсин.

313. Ушбу
1) 4х2 — у2 =  0; 2) 4х2 +  у2 =  0;
3) х2 +  у2 +  2х +  2 =  0; 4) х2 + у 2 —  6х —  8у +  2 5 = 0 ;
5) х2 +  ху  =  0; 6) у2—  16 =  0; 7) *2 — Ъху +  2у2 =  О 

тенгламаларнинг геометрик маънолари аниклансин.
314. Ушбу
1) 2х2 +  Зу2 -  4х +  бу — 7 =  0;
2) х 2 — у2 — 4* +  2у — 4 =  0;
3) 2л:2 +  5ху -\-2у2 — 6х — Зу — 8 =  0

эгри чизщларнинг марказлари топилсин ва тенгламалари 
марказга нисбатан алмаштирилсин.

315. Координата укларини буриб, ушбу
1) 5л:2 — 4ху  +  2у 2 =  24; 2) 2л2 +  4х у  — у2 =  12 

эгри чизи^ларнинг тенгламалари каноник куринишга келти- 
рилсин ва эгри чизиклар ясалсин.



316. Ушбу
1) Зл:2 — 2ху  +  Зу2 — 4х — 4у — 12 =  0;
2) х 2 — 6х у  +  у2 — 4х  — 4у  +  12 = 0

тенгламалар каноник куринишга келтирилсин ва эгри чизи^- 
лар ясалсин.

317. К,уйидаги эгри чизикларнинг тенгламалари каноник 
куринишга келтирилсин ва чизиклар ясалсин:

1) л:2 +  4ху  +  4у2 — 20* +  Юу —  50 =  0;
2) х 2— 4ху-\-4у2—6лг+12у+8 =  0.
318. б ва А дискриминантларга^ цараб ушбу
1) х 2 — 4х у  +  Зу2 —  8х +  14у +  15 = 0 ;
2) л:2 +  2х у  +  4у2 — 2х  +  4у +  4 = 0 ;
3) л:2 +  4ху  +  4у 2 +  Зл: +  бу +  2 =  О 

тенгламаларнинг геометрик маънолари аниклансин. Биринчи 
ва учинчи тенгламаларни у  га нисбатан ечиб, шу тенглама­
лар билан ани^ланувчи эгри чизицлар ясалсин.

Зд-2__|2д: 1 4
319: у  = -----4 ~ _ 8 — ЭГРИ чизик; тенгламаси каноник

куринишга келтирилсин ва эгри чизиц ясалсин.
320. Маркази Ох (1; 2) нуктада булган ва координаталар 

боши з^аида (0;4) ва (1; — 1) нукталардан утувчи 2-тартибли 
эгри чизи!^ тенгламаси ёзилсин.

321. У  х  -\~ V У — V а  тенглама парабола ёйини аницла- 
ши курсатилсин. Парабола ясалсин ва учи аниклансин.

Курсатма. Координата уклари ф =  — 45° бурчакка бурилсин.

322. }^ар биридан F (т ; п) ну^тагача булган масофанинг 
х  cos а  +  у  sin а  — q =  0 тугри чизик^ача булган масофага 
нисбати е га тенг булган М  (г, у) нукталар геометрик ур­
нининг тенгламаси ёзилсин. Бу тенглама коэффициентларини

А В
А, В, С, . . .  лар орк;али белгилаб, А С ва 8 = В С
инвариантлар аниклансин.

323. Ушбу
1) х 2 - 4 у 2 =  0-,
2) х 2 +  2у2+ 4 х  —  8у +  12 =  0;
3) л:2 +  Ъху — бу2 =  0

тенгламаларнинг геометрик маънолари аниклансин.



324. Ушбу
\)х2 — ху  +  у2 — 2х — 2 у  — 2 =  0;
2) З*2 +  10ху  +  3у2 — \2 х  — 12у +  4 =  0

тенгламалар каноник куринишга келтирилсин ва эгри чизиц- 
лар ясалсин.

325. Ушбу
1) х 2 — 2ху  -+ У2 —  Юх —6у  +  25 =  0;
2) х 2 +  2х у  +  у 1 — 4х —  4у  +  3 =  0

тенгламалар каноник куринишга келтирилсин ва бу тенгла­
малар билан ифодаланувчи эгри чизиклар ясалсин.

326. 6 ва А дискриминантлар буйича
1) х2 — 2ху  +  у2 — 4х +  4у  +  3 =  0;
2) х2 — 2ху  — Зг/а +  6л: +  Юг/ — 7 = 0  

тенгламаларнинг геометрик маънолари аниклансин. Тенгла­
маларнинг з^ар бирини у  га нисбатан ечиб, бу тенгламалар 
билан ани^ланувчи чизиклар ясалсин.

327. Х,ар биридан F (3; 3) ну^тагача. булган масофанинг 
х  -)- у  =  0 турри чизиедача масофага нисбати:

1) е =  у ; 2) е =  2 га тенг булган М  (х\ у) ну^талар гео­
метрик урнининг тенгламаси ёзилсин.

328. F  y j  нуцтадан ва х  +  у  =  0 турри чизивдан
баравар узоцликда булган М  (дс; у) ну^талар геометрик ур­
нининг тенгламаси ёзилсин ва у каноник куринишга келти­
рилсин.

329. х  — 2у  =  2 турри чизивдача ва Ох увдача булган 
масофалари квадратларининг айирмаси узгармас 3,2 га тенг 
ну^талар геометрик урнининг тенгламаси ёзилсин. Тенглама 
каноник куринишга келтирилсин ва эгри чизиц ясалсин.

10-§. Кутб координаталари

Текгсликда О ну^та — кутб ва ОР нур — кутб у^и берилган бул­
син (1 2 -чизма). У  ^олда М иуцтанинг текисликдаги урни

1 ) Ф =  ^  МОР чутб бурчак;
2) г =  ОМ радиус-вектор

билан аниклапади, ф билан г оргсидаги бгрланишни ьфодаловчи тенгла­
мани урганганда, цутб ксордиьаталари ф Еа г ^ар каВДай мусбат 
ва манфий киймат лар кабул килади деб караш фойдалидир. Манфий ф 
бурчак соат стрелкасининг юриши буйича ^иссбланса, манфий г булса, 
нурнинг узи буйича эмас, унинг цутбнинг иккинчи томонидаги давомида 
жейлаштирилади.



Агар цутбни Декарт координатала- 
ри системасининг боши, ОР цутб уци- 
ни эса Ох уц деб цабул этсак, ихтиё­
рий М  нуктанинг Декарт системасидаги 
(х\ у) коор'динаталари билан унинг (ф;
г) цутб координаталари орасидаги бор- 
ланнш

X  =  Г  COS ф , 1/ =  г5тф;  (1)

12- чизма.
тенгламалар билан ифодаланади.

Агар эллипс, гипербола ва парабола фокусини кутб деб олиб, к,утб уци 
эса ^утбга эдг я^ин учига царатилган йуналишга тескари йуналтирилган 
фокал симметрия уцини олсак, бу эгри чизикларнинг к;у гб коэрдината- 
лардаги тенгламалари бир хил

(3)
1 — е cos ф

куринишда булади, бунда е — эксцентриситет, р — параметр. Эллипс ва 

гипербола учун р  =  .

330. (ф; г) ь;утб координаталар системасида А (0; 3), 

В  2), С[~;  з )  , D  (л; 2), е {^~;  з )  нукталар ясалсин.

331. /1 — 2) .  в  (—| ;  з ) . c ( - i ; - 4),
2я

D  ; —[3J нукталар ясалсин.

332. г =  2 +  2 cos ф чизи^ ясалсин.

Курсатма. ф =  0; ±  — ; ±  —; ±  — ; я  лар учун г цийматларининг
— 3 2 3

жадвали тузилсин.
333.
1) г =  аф
2) г — а  (1 — cos<p)
3) г2 =  а2 cos 2 ф
л\ а4) г =  —Ф
5) г =  а (1 +  2 cos ф)

(Архимед спирали); 
(кардиоида); 

(лемниската);

(гиперболик спираль); 

(Паскаль чирэнори)
чизиклар ясалсин (84, 85 ва 90- чизмаларга царанг). 

48

\



334. 1) г =  а; 2) <р =  j  ; 3) г — чизи^лар ясал­
син.

335. 1) К,утб у^ига перпендикуляр булиб, ундан а кесма 
ажратувчи турри чизик,;

2) А (а; а) нуктадан утувчи ва цутб у^ига параллел 
булган тугри чизикнинг щ тб координаталаридаги тенглама­
лари ёзилсин.

336. А  (а; а) нуктадан утувчи ва цутб у^и билан р бур­
чак ташкил этувчи тугри чизикнинг цутб координаталарида­
ги тенгламаси ёзилсин.

337. Маркази С (0; а) нуктада ва радиуси а га тенг ай- 
лананинг ^утб координаталаридаги тенгламаси ёзилсин.

338. 1) г =  3 — 2 sin 2 ф; 2) г =  2 +  cos3 ф; 3) г =  1 —
— sin 3 ф чизиклар ясалсин.

Кдрсатма. Олдин гш х  ва гт ларни берадиган бурчаклар аник;- 
лансин.

339. 1) г =  a sin 3 f  (уч япро^ли гул);
2) г =  a sin 2 ф (турт япро^ли гул)

чизиклар ясалсин (86 ва 87- чизмаларга ^аранг).
340. Ушбу

чизи^ларнинг тенгламалари ^утб координаталаридаги тенгла­
малари билан алмаштирилсин.

КЦрсатш. х =  р cos ф, у =  р sin гр ларни берилган тенгламаларга 
цуйиб соддалаштирилсин.

341. Ушбу
1) rcosq>—a; 2) г =  2а$тф; 3) г25т2ф =  2а2;

чизик,ларнинг тенгламалари декарт координаталаридаги тенг­
ламалари билан алмаштирилсин ва эгри чизиклар ясалсин.

Курсатма. р =  V x 2-j~y2; tg<v =  ~  формулалардан фойдаланилсин.х
342. ^уйидаги

1) х2 —  у2 =  а2;
3) х  cos а  +  У sin а — р = 0 ;
5) х2 +  у 2 — ах\

2) х 2 +  у2 =  а2;
4 ) у  =  х\
6) (х2 +  у 2)2 =  а2 (х2 — у2)

5) г =  а (1 -+ cos ф)



) r  ~~ 5 — 4cos(p  ’ ) Г — 4 — 5 c o s < p ^  1 — cos Ф
иккинчи тартибли эгри чизикларнинг каноник тенгламалари 
ёзилсин.

Курсатма. е ва р  нинг цийматларидан фойдаланиб, эгри чизтугар- 
нинг параметрларн топиб олинсин. (48- бетдаги (3) формулага царанг).

343. К о н х о и д а ,  ну^таданцутб уцига парал­
лел ^илиб тугри чизи^ утказилган. Ихтиёрий ОВ нур бу 
тугри чизи^ни В  нуктада кесади. Нурда В  нинг хар икки 
тарафида ВМ  =  В М Х =  Ь кесмалар ажратилган. К,утб коор- 
динаталарида М  ва М х ну^таларнинг геометрик урни аних- 
лансин ва эгри чизи^ ясалсин.

KQpcamm. В  нуцтанинг координаталарини (ф; г) деб олсак, г =

=  —------Изланган геометрик уриннинг тенгламаси г =  — - —  ±  b
в т ф  sin ф

булади.

344. С т р о ф о и д а .  х  =  а тугри чизиц Ох  уцни А 
нуктада, ихтиёрий О В  нурни эса В нуктада кесади. Нурда 
В  нинг хар икки тарафида АВ га тенг В М г ва ВМ2 кесма­
лар ^уйилган. M i ва М 2 ну^талар геометрик урнининг Де­
карт ва к;утб координаталаридаги тенгламалари ёзилсин 
(88- чизма).

345. К а с с и н и  о в ал  и. М(<р; г) ну^та шундай харакат 
киладики, ундан F(0; а) ва (п; а) нухталаргача булган масо- 
фалар купайтмаси Ь2 га тенгбулиб ^олади. Харакатдаги М  
нуцта траекториясининг цутб координаталаридаги тенглама­
си ёзилсин.

346. К а р д и о и д а ,  г =  а cos<р айланани А  нуктада 
кесувчи ихтиёрий ОА  нурда А нинг х аР икки тарафида 
АР  =  АР1 =  а  кесмалар цуйилган. Р  ва Рх нухталар гео­
метрик урнининг Д екарт ва г^утб координаталаридаги тенг­
ламалари ёзилсин.

347. К а р д и о и д а  ( э п и ц и к л о и д а ) .  Диаметри а  га 
тенг дойра узининг диаметридай диаметрли дойра буйича 
ундан ташкарида ^олиб, сирганмасдан юмалайди. К,Утб деб 
доираларнинг бошлангич Еазиятидаги уриниш ну^тасини, 
цутб уци учун эса доираларнинг уша вазиятидаги марказла- 
ри орхали утувчи тугри чизи^ни кабул ^илиб, юмаловчи ай- 
лананинг бошлангич назиятда цутбда булган М ну^таси 
чизган эгри чизи^ тенгламаси ёзилсин.



348. 1) r = 3 + 2 c o s 2  <p; 2) r =  3 — sin3 ф; 3) r =  a  cos 2 ф 
чизшуир ясалсин (338- масалага берилган курсатмага царанг).

349. 1) г «= 4 ( 1 + с о э ф) ;  2) г =  2 — вшф чизи^лар 
ясалсин.

350. К,утб координаталарида берилган А (а; а) ва 
В  (Р; Ь) ну^талардан утувчи турри чизи^ тенгламаси ёзилсин.

КЦрсатма. М  (ф; г) ни турри чизи^даги ихтиёрий ну^та деб, АОМ , 
ВОМ  ва АОВ учбурчак юзлари орасидаги муносабат текширилсин.

351. Ушбу

иккинчи тартибли эгри чизик,ларнинг каноник тенгламалари 
ёзилсин.

352. Б е р н у л л и  л е м н и с к а т а с и .  Л1 (ф; г) нуцта шун­
дай ^аракат ^иладики, ундан F ( 0; с) ва F1 (л; с) нуцталаргача 
булган масофалар купайтмаси с2 га тенг булиб ^олади. Бу 
ну^та харакат траекториясининг Декарт ва цутб координа­
таларидаги тенгламалари ёзилсин.

Кдрсатма. Косинуслар теоремасига кура ГМ2 =  г2 +  с2 — 2rc cos ф 
ва F M 2 =  г2 +  с2 +  2rc cos ф, ундан тршкари масала шартига кура 
FM2 ■ FjM 2 =  с4.

353. П а с к а л ь  ч и р э н о р и .  Ихтиёрий О А  нур г  —
— a cos ф айланани А нуктада кесади. О А нурда А  нинг 
^ар икки тарафида АР  =  АРг — b кесмалар цуйилган. Р  ну^- 
талар геометрик урнининг к,утб координаталаридаги тенгла­
маси ёзилсин.

354. Т у р т  я п р о д л и  г у л .  А В  — 2а кесманинг учлари 
Декарт координата учлари буйича с ирранади. Координаталар 
бошидан АВ  га ОМ перпендикуляр туширилган. А В  кесма­
нинг з а̂р ^андай вазиятидаги М (х\ у) ну^талар геометрик 
урнининг тенгламаси ёзилсин.

17- §. Учинчи тартибли ва юцори тартибли 
алгебраик эгри чизик;лар

355. Ушбу
х3 *

1) у  — — (кубик парабола);
3

/* =  -------- - • 2) г = _____ ____«
2 — Y  3 cos ф’ 2 — У  5 cos ф' 2 — 2 cos ф

(ярим кубик парабола);



4) у2 =  х  (х — 4)2 (илмо^ли парабола)
эгри чизшуюр ясалсин (7 0 -7 3 -  чизмаларга ^аранг).

JL JL JL
356. 1) х 3 +  у 3 =  а 3 (тенг томонли астроида);

_2_ 2

2) j +  =  1, b ф  а  (тенг томонли булмаган 

астроида) эгри чизиклар ясалсин.
Курсатма. Олдин ^ар бир эгри чизицнинг Ох ва Оу уцлар билан 

кесишган ну^талари топилсин, сунгра биринчи эгри чизи^ билан у  =
Ь

— ±  х  тугри  чи?иь;ларнинг, иккинчи эгри.чизик, билан у =  ±  —  х  T yF - 

ри чизицларнинг кесишган нуцталари топилсин (82- чизмага царанг).

357. [— 1; 1] кесмада п — 1, 2, 4 деб; 1) у  =  х 2п+1:
2) у  =  х 2п; 3) х2п +  у2'1 =  1 эгри чизшугар ясалсин. п ■-> оо 
да бу эгри чизиклар ^андай сини^ чизикларга я^инлашади?

X
КЦрсатма, Биринчи эгри чизицнинг у  =  ^  турри чизи^ билан ик­

кинчи эгри чизицнинг у  =  ^  турри чизиц билан ва учинчи эгри чизик-

нинг у — х  турри чи зщ  билан кесишган ну^талари топилсин. Масштаб 
бирлиги учун катак ^ орознинг 10 катаги ^абул ^илинсин.

358. А с т р о и д а .  А В  — а кесманинг учлари координа­
та уцлари буйлаб сирганади. Координата у^ларига параллел 
АС  ва ВС  турри чизиклар С нуцтада кесишади. С дан АВ  га 
СМ  перпендикуляр туширилган. АВ  кесманинг барча вазият- 
лари учун М (х; у) нуцталар геометрик урнининг тенглама­
си ёзилсин.

X3359. 1) у 2 = ------  (циссоида, 89- чизма);
а — х

2) у  =  — — —  ((локон) зулф, 80- чизма) эгри чизиклар
х2 +  4а2

ясалсин.
360. у2 =  2рх  параболанинг ^ар бир Р (х0; у0) нуцтаси 

Ох увда параллел ^илиб, РМ =  ± О Р  масофага кучирилган. 
М  нуцталар геометрик урни топилсин.

Кдрсатма. Р М = О Р  булсин. у =  у0, x  — x a = Y ~ ^ + y \  ва 
парабола тенгламасидан х 0, у0 ни йу^отиб, изланган тенглэмага эга бу- 
ламиз.

3 6 1. О А  =  а стержень координаталар боши О атрофи­
да айланади. А  ну^тага шарнир билан АВ  — 2а стержень 
бириктирилган, унинг В  нуцтаси Ох ук; буйлаб сирганади.



АВ  кесманинг уртаси М  чизган эгри чизиц тенгламаси ёзил­
син.

KQpcam.w. А (хд ; уд  ); /И (х; у) ва В (хв ; 0) нуцталарнинг коор- 
дкнаталарини богловчи ^уйидаги тенгликларни тузиш мумкин:

1) х А +  х в --  2х; 2 ) j / j  +  х \  =  а2;
3) 4у- +  х24 =  а2; 4) 4а2 =  а2 +  х2в  — 2хв  х А .

I), 2), 3) ва 4) лардаи хл , ларни йу^отиб, изланган тенгламани 
^осил ^иламиз.

362. Ц и с с о и д а .  Ихтиёрий О А нур (89- чизмага i^a- 
ранг) х2 +  у2 =  ах  айланани А нуктада ва х  =  а турри чи- 
зи!\ни эса В  нуктада кесиб утади. Шу нурдан ОМ — АВ  
кесма ажратилади. М  нук>талар геометрик урнининг тенгла­
маси тузилсин.

363. Ихтиёрий ОВ нур (89- чизма) х — а турри чизи^ни 
В  нуктада кесади, С ну^та — В  нинг Оу у^даги проекция- 
си, М  нуцта С нинг О В  даги проекцияси. М  ну^талар гео­
метрик урни циссоида эканлиги курсатилсин.

364. у2 — —  4ах  парабола учидан параболага утказилган 
уринмаларнинг х,ар бирига перпендикуляр туширилса, бу 
перпендикулярлар асосларининг геометрик урни циссоида 
булади. Исбот к,илинсин.

КУрсатиа. tj- — —  4ах  нинг и 0; у0) нуктасида утказилган уринма 
тенгламаси y — y0 — — ia ( x - { - x 0) дан иборат. У .\олда парабола учи-

Уодан уринмага туширилган перпендикуляр тенгламаси у  =  -£■ х  булади.
Бу икки тенгламадан ва парабола тенгламасидан х0, Уо дарни йуцотил- 
са, циссоида тенгламаси келиб чи^ади.

365. З у л ф  ( локон) .  Ихтиёрий О А нур х 2 +  у 2 =  2ау 
айланани ва у  =  2а турри чизи^ни мос равишда А ва В  
нук,таларда кесади. А ва В  лардан мос равишда Ох 
>^амда Оу уцларга параллел турри чизи^лар утказилган 
ва улар М  нуктада кесиштирилган. М  ну^таларнинг геомет­
рик урни аниклансин.

366. Д е к а р т  я п р о р и л :3 +  {/3 — 3аху =  0. Координата
уцларини 45° бурчакка буриб, бу тенгламани Y 2 — *  у р
куринишга келтириш мумкин эканлиги курсатилсин, бунда
Ь =  ~т=, янги координаталар системасида бу эгри чизи^-

V 2
нинг жойланиш со^аси ва унинг симметрияси ^амда у  =  х  
(яъни янги ОХ у!$  билан кесишган ну^талари ва асимпто-



таси анщланиб, эгри чизиц ясалсин. Асимптотанинг тенгла­
маси янги системада X  =  — Ь, эски системада эса х  +  у  +  
- f  а —■ 0 экани курсатилсин (83- чизмага царанг).

18- §. Трансцендент эгри чизи^лар

367. Ц и к л о и д а .  Радиуси а  булган дойра сирганмасдан 
турри чизик буйича юмалайди. Юмаловчи доиранинг бурилиш 
(79- чизма) бурчаги t ни параметр деб олиб, айлананинг М  
ну^таси чизган эгри чизщнинг параметрик тенгламаси ту- 
зилсин. t =  О булганда М  ну^та координаталар бошида деб 
олинсин.

368. Д о и р а ё й и л м а с и .  х 2 +  у2 =  аг айланага урал- 
ган ип таранг цилиб тортилган ^олда цайтадан ёйилган. Агар 
ипнинг охирги нукгаси бошлангич ваи,тда (а; 0) нуктада 
булса, ипнинг ёйилиш вак,тида унинг учи чизган эгри чизик- 
нинг параметрик тенгламаси тузилсин. Параметр t деб урал- 
ган ёйнинг радиусга нисбатан улчанган узунлиги олинсин.

369. К в а д р а т р и с а .  Оу у к  билан t бурчак (радиан 
улчовида) ташкил этувчи ихтиёрий ОМ нур х  =  at турри 
чизицни М  нуктада кесади. М  нукталар геометрик урнининг 
тенгламаси ёзилсин.

370. Э п и ц и к л о и д а .  Радиуси г  булган дойра с ирга н- 
масдан радиуси R  булган дойра ташцариси буйича юмалай­
ди. Юмаловчи айлананинг М  ну^таси чизган эгри чизикнинг 
параметрик тенгламалари тузилсин. (г = R  булганда эпицик­
лоида к а р д и о и д а г а  айланади. 347- масалага царанг.)

371. Г и п о ц и к л о и д а .  Радиуси г булган дойра сир- 
Ранмасдан радиуси R  >  г доиранинг ички томони буйича 
юмалайди. Юмаловчи айлананинг М  нуцтаси чизган эгри чи­
з и к н и н г  параметрик тенгламалари тузилсин. (г — — булган-

2- JL
да гипоциклоида х 3 + у 3 =  а 3 а с т р о и д а г а  айланади).



II Б О Б

ВЕКТОРЛАР АЛГЕБРАСИ

1- §. Векторларни цушиш. Векторни скалярга 
купайтириш

1°. Т а ъ р и ф л а р .  Щналтирилган АВ  кесма (13- чизма) вектор 
дейилади. Бунда А  нуцта векторнинг б(ши, В  нуцта эса унинг охири 
деб ^аралади. Вектор боши ва охири курсатилиб тепасига стрелкали 
уизицча цуйилган А В  куринишида ёки цандайдир бирор з^арф, масалан, 
а  (босмада цалин ёзилган, ёзмада эса тепасига чизицча цуйилган) билан 
белгиланади. Векторнинг модули (узунлиги) \ А В \  ёки | а  ёки АВ, ёки 
а  билан белгиланади. Бир тугри чизиада параллел булган векторлар 
коллинеар векторлар дейилади. Бир текисликка параллел булган вектор­
лар компланар векторлар дейилади. Агар икки а  ва Ь (13- чизма)

векторлар: 1) тенг модулга эга, 2) дзаро коллинеар, 3) бир томонга 
йдналган булса, улар дзаро тенг дейилади.

2 ° .  В е к т о р н и  с к а л я р г а  к у п а й т и р и ш .  а  векторнинг би­
рор т сонга (скалярга) купайтмаси деб, узунлиги а \т ] га тенг булган 
ва йуналиши эса берилган вектор йуналишидай ( т > 0 булганда) ёки 
унга царама-царши (/л< 0  булганда) булган янги векторга айтилади.

3° . В е к т о р л а р н и  ц у ш и ш .  Бир неча векторнинг йиьиндиси 
а-\-Ь-\-с деб шу векторлардан тузилган (14- чизма) ОАВС синиц чи- 
зикнинг ёпувчисидан иборат OC=R векторга айтилади. Масалан,0 /1 =

■В

Я

С

13- чизма. 14- чизма.



— а  ва ОВ =  Ь векторларда'ясалганпараллелограммнинг бир диагонал 
вектори ОС берилган векторларнинг йигиндиси а  +  Ь, иккинчи диагонал 
вектори ВА  эса уларнинг айирмаси а —  Ь дан иборатдир.

4°. В е к т о р н и н г  у ^ д а г и п р о е к ц и я с и .  а  вектор Ох ун 
билан ф бурчак ташкил этсин. У ^олда векторнинг бу щдаги проек-

цияси
А

пр*а =  [ а  | cos ф = а  cos (а, Ох\. 
формула билан ани^ланади

Бир неча вектор йигиндисининг уц- 
даги проекцияси кушилувчи векторлар 
проекцияларининг йигиндисига тенг:

пр* (а  +  Ь) =  пр^о +  т\рх Ь.

372. ОАСВ турри туртбурчак- 
нинг (15- чизма) О А ва ОВ томон- 
ларига i  Еа j  бирлик векторлар 
^уйилган. Агар О А нинг узунлиги 
3 га ва ОВ  нинг узунлиги 4 га 
тенг булса, 0.4, АС, СВ, ВО, ОС 
ва ВА  векторлар i  ва j  ор^али 

ифодалансин.
373. 15- чизмада М  нуцта ВС  нинг уртаси, N ну^та эса 

АС нинг уртаси булсин. ОА — 3 ва О В =  4 булганда ОМ, 
ON ва M N  векторлар аниклансин.

374. Текисликда А (0; — 2), В ( 4; 2) ва^С(4; — 2) нук,- 
талар берилган. Координаталар бошидан ОА, ОВ ва ОС куч- 
лар цуйилган. Уларнинг тенг таъсир этувчиси ОМ ясалсин 
ва унинг у^лардаги проекциялари ^амда узунлиги топилсин. 
ОА, ОВ, ОС ва ОМ кучлар i ва j  бирлик векторлар орцали 
ифодалансин.

375. Учта компланар т, п  ва р  бирлик вектор берил-
А  А

ган булиб, (т , п ) =  30° ва (и, р)  =  60 •0 и =  т  +  2я — 3р  
вектор ясалсин ва унинг модули хисоблансин.

15- чизма.

Курсатма. т , 2п  ва — 3р  векторлардан тузилган синиь; чизик, - 
нинг биринчи бурини учинчи бугини билан кесишгунча давом этти- 
рилсин.

376. 1) а а г b ; 2) а  —  д +  Ь =  а ~ Ь

вектор айниятларнинг туррилиги аналитик ва геометрик тек­
ширилсин.



377. Учта компланар булмаган ОА — а ,О В  =  Ъ ва ОС —
=  с векторларда параллелепипед ясалган. Унинг мос ра- 
вишда а  +  Ъ — с, а  — & +  с, а  — Ь — с ва Ь — а  — с лар- 
га тенг вектор-диагоналлари курсатилсин.

378. 377- масаланинг чизмасидан фойдаланиб, векторлар 
йигиндиси учун урин алмаштириш хоссаси текширилсин:

а  +  Ь —  с — a  — c +  b — b +  а  — с =  b — с +  а.

379. ОА =  а  ва ОВ =  b векторлар берилган. ОС — с  
вектор Д  ОАВ  нинг медианаси. 1) с  вектор о  ва b век­
торлар буйича, 2) а  вектор б ва с векторлар буйича ана­
литик ва геометрик тарк,атилсин.

380. М  ва N  нукталар ОАСВ тугри туртбурчак ВС  =  3 
ва АС — 4 томонларининг урталари булсин. ОС — с вектор 
ОМ =  а  ва ОМ — b векторлар буйича тарцатилсин.

Курсатмг. c =  m a~{-nb  шартдаги а, Ь, с лар урнига уларнинг I  
ва j  ор^али ифодаларини к,уйиб, чап ва унг томондаги /. j  лар олди- 
даги коэффициентлар таццос'лансин.

381. О А томони 3 га тенг булган мунтазам OABCDE  
олтибурчак берилган. ОА, АВ, ВС  векторларга царашли бир-

*лик векторларни т , п  ва р  лар ор^али белгилаб, бу бир­
лик векторлар орасидаги богланиш аниклансин (масалан, 
ОАВС трапецияни текшириш ор^али). Сунгра ОВ, ВС, OD  
ва DA  векторлар т  ва п  векторлар ор^али ифода ^илин- 
син.

382. Тенг ёнли ОАСВ трапецияда (16- чизма) ^ В О А  =  
=  60°, ОВ =  ВС =  СА — 2, М  ва N  — мос равишда ВС  ва 
АС томонларнинг урталари, АС, ОМ, ON ва MN  векторлар
ОА ва ОВ векторларга i^apain- 
ли т  ва .п  бирлик векторлар 
ор^али ифода ^илинсин.

383. Узаро 120° бурчак 
ташкил этувчи а  ва Ь век­
торлар берилган. Агар а =  3 
ва b =  4 булса, с =  2а — 1,5b 
вектор ясалсин ва унинг мо­
дули аниклансин. 16- чизма.



384. Текисликда Л (3; 3), Б ( —3; 3) ва С (— 3; 0) ну^- 
талар берилган, координаталар бошидан О А, О В  ва ОС куч­
лар цуйилган. Уларнинг тенг таъсир этувчиси ОМ ясалсин 
ва унинг уцлардаги проекциялари ^амда катталиги топилсин. 
О А, О В, ОС ва ОМ  векторлар у^лардаги i  ва j  бирлик век­
торлар орцали ифодалансин.

385. 1) ОАСВ трапецияда: ВС =  -^ОА ва ВС  || О А. ОА =

=  а  вектор ОС =  с  ва ОВ =  Ь векторлар буйича аналитик 
'  ва геометрик ёйилсин.

КЦрсатма. д  ОВС дан фойдаланйб, с ни b ва а  оркали ифода- 
лаш мумкин, сунгра ^осил булган тенгламани а  га нисбатан ечИш 
керак.

2) Маркази О ну^тада булган айлананинг АС  =  90° 
ёйини В ну^та 1:2  нисбатда булади: ОС =  с вектор ОА — а  
ва ОВ =  Ь векторлар буйича тар^атилсин.

2- §. Фазода нуктанинг э а̂мда векторнинг тугри 
бурчакли координаталари

1°. Т а ъ р и ф .  Умумий бошлангич О нуцтага эга ва узаро перпен­
дикуляр булган учта координата уци ва М нуцта берилган булсин (17- 
чизма). Бу нущ а н и нг радиус-вектора ОМ =  г  нинг уцлардаги OML =  
= х , ОМ2=  у  ва О.М3 =  г проекциялари нуцтанинг ёки г  =  ОМ векторнинг 
тугри бурчакли координаталари дейилади.

2°. Ф а з о д а г и  н у ц т а н и н г  р а д и у с - в е к т о р  и. ОМ =  г  
радиус-векторнинг модули ёки узунлиги ушбу:

( 1)

г

>

М 3

/ -  -  - - Л

/
/

2  ' '  \
t  —  
1

__________ г  1

1 0  
i УаС_1
\Х/

формула билан ани^ланади. Коорди­
ната уцларидаг и i, j ,  k  бирлик век­
торлар ортлар дейилади. Радиус- 
вектор ортлар орцали цуйидагича 
ифодаланади.

Г =  x i  +  y j  +  z k . ( 2)

\у/м г у
3°. Б о ш и  в а  о х и р и н и н г  

к о о р д и н а т а л а р и  б и л а н  
и ф о д а л а н г а н  в е к т о р .  Л (д^; 
(/,; гх) ва В  (лг2; у2; г 21 ну^талар

берилган булсин, и  =  А В  вектор­
нинг координата укларидаги проек­
циялари цуйндагилардан иборат:



пр ̂ АВ = X  =  хг — *j, 1
пру А В  — Y  =  yt — Hi, | (3)
пр.Лй =  Z  =  z3 — zv  J 

( 1) ва (2) формулаларга ухшаш

u =  / X 2 +  K2 +  Z 2 =  У ( х 2 -  Xlf  +  (1/а -  lh f  +  (z2 -  e j 2 . (4) 

u ^ A B  =  X i + Y j + Z k  (5)

формулаларни ёзиш мумкин.
Агар и  =  АВ  вектор координата у^лари билан а, ($ ва у  бурчак- 

лар ташкил этса, у ^олда

X  Y  Z
cos а  =  — , cos 6 =  — , cos у  =  —, (6)

и и и
шу билан бирга

cos2a  +  cos2 р +  cos2 7 = 1 ,  (7)

яъни %ар цандай вектср однслтщубчи кссинцслари квадратларининг 
йигиндиси 1 га тенг.

(4). (5) ва (6) формулалардан и вектор узининг проекциялари ёки 
координаталаридан кбсрат учта X, Y  га Z  ссн билан тули^ аниклани- 
щи куринади. Шунинг учун баъган и { X; Y\ Z )  Еектор берилган деб 
айтадилар ёки ёзадилар,

386. Л1(5; — 3; 4) нукта ясалсин ва унинг радиус-век- 
торининг узунлиги ^амда йуналиши ‘аниклансин.

387. г  =  ОМ =  2 i  +  ЗУ +  6Л Еектор ясалсин ва унинг 
радиус-векторининг узунлиги ^амда йуналиши аниклансин 
(cos2 a  +  cos2 р - f  cos2 у  =  1 формула буйича текширилсин).

388. Вектор Ох Еа Oz уклар билан мос равишда 40° ва 
80° бурчак ташкил этади. Бу векторнинг Оу ук билан таш- 
кил этган бурчаги топилсин.

389. М  нуктанинг радиус-вектори Ох ук билан 45° ва 
Оу ук билан 60° бурчак ташкил этади. Векторнинг узунлиги 
г — 6 . Агар М  нинг аппликатаси (г) манфий булса, унинг 
координаталари аниклансин Еа ОМ =  г Еектор I, j ,  k  лар 
оркали ифодалансин.

390. А  (1; 2; 3) Еа В  (3; — 4; 6) нукталар^ берилган. 
и  =  АВ  вектор ва унинг координата уцларидаги проекция­
лари ясалсин хамда унинг узунлиги ва йуналиши аниклан­
син. и  векторнинг координата [уклари билан ташкил этган 
бурчаклари ясалсин.

291. О А — /  +  у  Еа О В  =  k  — 3 /  векторларда паралле­
лограмм ясалсин на унинг диагоналлари аниклансин.



392. А ( 2; 1; — 1) нуктага R  =  7 куч к,уйилган. Бу куч­
нинг икки координатаси X  =  2 ва У =  — 3; уша кучни 
ифодаловчи векторнинг йуналиши ва охирги нуцтаси аник;- 
лансин.

393. хОу текисликда А  (4; 2), В  (2; 3) ва С (0; 5) ну^та- 
лар берилган ва О А — а, О В  =  Ь ва ОС =  с векторлар ясал- 
ган. а  вектор Ъ ва с векторлар буйича аналитик ва геомет­
рик тар^атилсин.

394. А  (2; 2; 0) ва В(0; —2; 5) нуцталар берилган. 
А В  =  и  вектор ясалсин ^амда унинг узунлиги ва йуналиши 
аниклансин.

395. ОМ — г  вектор координата уцлари билан бир хил 
уткир бурчаклар ташкил этади. Агар векторнинг узунлиги
2 У  3 булса, бурчаклар аниклансин ва г  вектор ясалсин.

396. Вектор Оу ва Ог уцлар билан мос равишда 60° ва 
120° бурчаклар ташкил этади. Уша вектор Ох у к; билан 
цандай бурчак ташкил этади?

397. Параллелограммнинг кетма-кет учта А (  1; — 2; 3), 
В ( 3; 2; 1) ва С (6; 4; 4) учлари берилган. Унинг туртинчи 
учи D  топилсин.

Курсатма. AD — ВС тенгликдан уларнинг ксординаталарининг тенг- 
лиги (х  — 1 = 6  — 3 ва ^оказо) келиб чикади.

398. хОу текисликда ОА — а  =  2/, ОВ = Ъ — 3 / +  3j  ва 
ОС =  с — 2i  +  6J  ясалсин. с  вектор а  ва b векторлар бу­
йича аналитик ва геометрик тар^атилсин.

3- §. Икки векторнинг скаляр купайтмаси

1°. Т а ъ р и ф .  Икки векторнинг скаляр кдпайтмаси кеб шу вектор­
лар модулларининг улар орасидаги бурчак косинуси билан кдпайтмаси- 

га айтилади.
а  ва b векторларнинг скаляр купайтмаси 

а-b куринишда белгиланади. Демак,

a  b =  а. cos <р. ( 1)
18- чизмадан куринадики, b cos ф =  пра&. 
Шунинг учун

a  -b =  a-b  cos ф =  апрл b =  бпр* а . (2)

2°. С к а л я р  к у п а й т м а н и н г  хос -  
с а л а р и.



I. a -b  — b -a  — урин алмаичпириш цонуни.
II. a ( b с) =  a - b + a -с — тарцатиш цонуни.
III. Агар а || & булса, а-Ь  =  ±  а -b.  Хусусий з^олда, а2 =  а-а =  

=  а ■ a  cos 0° =  а2, бундан

а -  У  а*. (3)

IV. Агар a  L Ь булса, а -b =  а - 6- c o s90° =  0.
V. Ортларнинг скаляр купайтмаси: ,

/ • /  =  0, j  k  =  0, /• А =  0, / • / =  I, у . / =  1, * •*  =  1.

VI. Агар векторлар а { ах, ау, аг } ва Ъ { Ьх , Ьу, Ьг } координата­
лар оркали берилган булса,

а  ■ b =  aj>x  +  ауЬу +  azbz.  (4)

3°. И к к и  в е к т о р  о р а с и д а г и  б у р ч а к :

а я ш =  —  з А  +  « А  +  ° А

Ьх Ь у by 
Параллеллик. шарти: b =  та ёки —  =  — =  — =  т.

аг ау  az

Перпендикулярлик шарти: a b — 0 ёки axbx +  ayby +  a2bz =  0.

399. а =  — i + j  ва Ъ - i — 2 j - \ - 2 k  векторлар орасидаги 
бурчак ани^лансин.

\400) Учлари Л (2; — 1; 3), 5 ( 1 ;  1; 1) ва С (0; 0, 5) 
ну^таларда булган Л  ABC нинг бурчаклари аницлансин.

401. Л (а; 0; 0), В (0; 0; 2а) ва С (а; 0; а) нуцталар 
берилган ОС ва АВ  векторлар ясалсин ва улар орасидаги 
бурчак топилсин.

402.-Текисликда учлари 0 (0 ; 0), Л (2а; 0) ва В(а\ — а) 
ну^таларда булган учбурчак берилган. Шу учбурчакнинг О В  
томони билан ОМ медианаси орасидаги бурчак топилсин.

403. хОу ва yOz бурчакларнинг биссектрисалари ораси­
даги бурчак топилсин.

404. Квадратнинг учидан царши томонларни тенг иккига 
булувчи турри чизиклар утказилган. Уша тугри чизиклар 
орасидаги бурчак топилсин.

405. а  =  2i +  у ва b =  — 2J  +  k  векторларда ясалган 
параллелограмм диагоналлари орасидаги бурчак топилсин.

406. а  =  /  +  J  +  2k  ва b =  i  — j  +  4 k  векторлар бе- 
рмлган. прь а  ва пра Ь аницлансин.

407. (2/ — j ) ’j  +  ( j  — Щ  ■ k +  (I —  2k f  ифодадаги цавс- 
лар очилсин.



408. 1) Агар т  ва я  узаро 30° бурчак ташкил этувчи 
бирлик векторлар булса, (т +  n f  хисоблансин; 2) агар

Л
а =  2 у  2 ва 6 =  4 хамда (а, Ь) =  135° булса, (а  — &)2 хи­
соблансин. ,

ЦОЭ.') 1) ( а  +  b f ,  2 \  (а +  b f  +  (а — b f  ифодалардаги 
^авслЗ^ очилсин ва х°сил булган формулаларнинг геометрик 
маъноси аниклансин.

410. Узаро компланар а,  b ва с векторлар берилган
/ \  / \  

булиб, a =  3, b =  2, с =  5 ва (а, й) =  60°, (b , с) =  60°. 
и  =  а  +  Ь — с вектор ясалсин ва

и  =  +  b — с)2
формула буйича унинг модули хисоблансин.

411. Агар О нуцтадан куйилган узаро компланар туртта 
кучнинг хар бирининг микдори 10 кГ  булиб, хаР иккита 
кетма-кети орасидаги бурчак 45° булса, уларнинг тенг таъ- 
сир этувчисининг мивдори топилсин.

412. Агар т  на п —  сраларидаги бурчаги 60° га тенг 
бирлик векторлар булса, а — 2 т  +  п  ва ft =  m  — 2га век- 
торларда ясалган параллелограмм диагоналларининг узунлик- 
лари аниклансин.

413. а  — 2 т  — га Еектор берилган булиб, бунда т  ва 
га ораларидаги бурчаги 120° га тенг бирлик векторлардир.

/  \  /  \
cos (с , т )  Еа cos (а , л) топилсин.

414. Мунтазам тетраэдрнинг бир учкдгн утказилган икки 
текис бурчагининг биссектрисалари орасидаги бурчак аниь;- 
лансин.

Курсатма. Агар т , п Еа р  тетраэдрнинг кирралари буйича йунал- 
тирилган бирлик Е ек тср и р  Гулса, т  +  п  ва т  -J- р  биесектрисалар 
буйича йуналтирилган векторлар булади.

415. Ох, Оу ва Oz уцларда О дан бошлаб узаро тенг 
а =  4 кесмалар к;уйиб куб ясалсин. Кубнинг юцори ef ининг 
маркази М,  унг ён ёгининг маркази эса N  булсин. ОМ ва 
ON векторлар хамда улар орасидаги бурчак аниклансин.

416. ОА =  а  ва ОВ =  b векторлар берилган, а =  2, Ь—4
/ \  __

ва (а, Ь) — 60°• <л ОАВ п.кг СМ Mt-дкагаси билан ОА то­
мони орасидаги бурчак^аниклансин.



417- Томонлапи 6 ка 4 см булган турри туртбурчак учи- 
дан карши томонларини тенг иккига булувчи турри чизщ-  
лар утказилган. Уша турри чизщлар орасидаги ф бурчак 
топилсин.

418. Параллелограммнинг кетма-кет учта Л (  — 3; — 2;
0 ),Б (3 ; — 3; 1) ва С (5; 0; 2) учлари берилган. Унинг тур- 
тинчи учи D  хамда АС ва BD  векторлар орасидаги бурчак 
топилсин.

419. Л (3; 3; — 2), В ( 0; — 3; 4), С(0; — 3; 0) ва■ > V
D (0; 2; — 4) ну^талар берилган. АВ =  а  ва CD --= Ь век­
торлар ясалсин ^амда праЬ топилсин.

420. Тенг ёнли ОАСВ трапецияда (16- чизма) М  ва N  
н у ^ т а л а р  мос равишда ВС =  2 ва АС =  2 томонларнинг 
урталари. Трапециянинг уткир бурчаги 60° га тенг. ОМ ва 
ON векторлар орасидаги бурчак аниклансин.

421. т  ва п  лар узаро 120° бурчак ташкил этувчи 
бирлик векторлар булса, а  =  2 т  +  4п  ва Ь =  т  — п  век­
торлар орасидаги бурчак топилсин.

422. Бир-бирига перпендикуляр булган а  ва b  вектор- 
ларда ясалган турри туртбурчакнинг диагоналлари орасидаги 
бурчак

формула билан ани^ланиши курсатилсин.
423. ^аракатдаги нук;та йулининг уклаРДаги проекцияла- 

ри: sx =  2м, sy — \м, s z=  —2м. Таъсир этувчи F  кучнинг 
проекциялари Fx =  5 к Г, Гу =  4 кГ  ва Fz =  3 кГ.  F  куч­
нинг бажарган иши А  (А =  F, s) ва F  куч билан s  йул 
орасидаги бурчак хисоблансин.

424. К,ирраси а булган мунтазам тетраэдрнинг бир учи- 
дан, унинг вектор-^ирралари билан ифодаланувчи учта куч 
Куйилган. Уша кучларнинг тенг таъсир этувчиси аниклансин.

Курсатма. Агар т , п  ва р  лар берилган кучларнинг бирлик век- 
торлари оулса, изланган мивдор а Y  (/и +  п  +  р  )2 га тенг.

425. Квадрат бир хил тенгликдаги учта булакка (поло- 
сага) булиниб, сунгра уларни буклаб мунтазам уч бурчакли 
призма ясалган. Натижада квадратнинг диагоналидан ^осил 
булган синиц чизикнинг икки кушни бугинлари орасидаги 
бурчак топилсин.

ез



c=a*0

1°. Т а ъ р и ф ,  а  ва b  векторларнинг вектор кдпайтмаси деб шун­
дай учинчи с  векторга айтиладики:

1) у сон циймати буйича берилган а  ва Ь векторларда ясалган 
параллелограмм юзига тенг модулга эга;

2 ) у параллелограмм текислигига перпендикуляр;
3) и шундай томонга йдналтирилганки,

унинг учидан Караганда а  вектордан Ь век- 
торга цараб энг кичик бурилиш соат стрел­
касига царама-царши булади. а , Ь ва с  век­
торларнинг бу хилдаги жойланишига днг бор- 
лам дейилади.

Икки векторнинг вектор купайтмаси а X Ъ 
куринишда белгиланади. Шундай цилиб,

(1) с | а  X b [ =  a-b  sin <р,
2) с х а ва с 1  Ь,

3) а ,  Ь, с  лар днг боглам >;осил цилса

а х Ь =  с
булади.

2°. В е к т о р  к у п а й т м а н и н г  х о с с а л а р и :
I. а X  b  =  — b х  а.
I I . a x ( b  +  c) =  a X b - \ - a X c  — та^симот цонуни.
III.  Агар а  II Ь булса, а  х  Ь =  0, хусусий ^олда а  X а  =  0.
3°. О р т л а р н и н г  в е к т о р  к ^ п а й т м а л а р и :

i x j  — k , j x k  = i , k x i  = j .  (1)
Умуман, з̂ ар икки цушни векторнинг цуйидаги тартибдаги

I j  к  I J

купайтмаси (-)-) ишора билан олинган учинчи векторга, тескари тартиб­
даги купайтмаси эса (—) ишора билан олинган учин чи векторга тенг.

4°. В е к т о р  к у п а й т м а н и  к у п а й т у в ч  и л а р  к о о р д и  на -  
т а л а р и  а  {ах , ау , az } ва Ь {Ьх , Ьу , Ьг ] о р ц а л и и ф о  д а л а ш:

i  j  k
а  X  b =  а х а у а г . (2)

bx  by ог
5°.  а  ва b  в е к т о р л а р д а  я с а л г а н  п а р а л л е л о г р а м м -  

н и н  г  ю з и :

S e n  =  1° X b\,  

шу векторларда ясалган у ч б у р ч а к н и н г  ю з и :

S a  =  —g— ]« X b\.

^426^А гар 1) а  =  3/; b — 2k; 2)^а =  /  +  / ,  b =  I

(3)

2i  +  Зу; Ъ — 3J + 2k  булса, с — а  х  Ь вектор



аниклансин ва ясалсин. Х,ар бир хол учун берилган вектор- 
ларла ясалган параллелограмм юзи хисоблансин.

427. Учлари Л (7; 3; 4); В{  1; 0; 6 ) ва С (4; 5; —2) нуц- 
таларда, булган учбурчакнинг юзи хисоблансин.

а  =  2 j  +  k  ва b — i  +  2k  векторларда параллело­
грамм ясалсин хамда унннг юзи ва баландлиги аниклансин.

429. Ушбу

1) I X (У +  k) J  х  (/ -f k) +  k  X (i  +  У +  k);
2) (о +  b +  с) x  с  +  (а +  Ь +  с) х  Ь +  (Ь —  с) х  а;
3) (2а  +  Ь) х  (с —  а ) +  (Ь +  с) х  (а  +  Ь)\
4) 21. (У х  Л) +  ЗУ-(/ X *) +  4k.(i  х  У)

ифодалар цавсларни очиб соддалаштирилсин.
430. (а  — Ь) х  (о +  Ь) =  2 а  х  & экани исботлансин ва 

бу айниятнинг геометрик маъноси аниклансин.
431. а  ва Ь векторлар узаро 45° бурчак ташкил этади. 

Агар | а  I =  | Ь | =  5 булса, а  — 2Ь ва З а  +  2Ь векторларда 
ясалган учбурчакнинг юзи топилсин.

432. т  ва и  узаро 45° бурчак ташкил этувчи бирлик 
векторлар. Диагоналлари 2т  — п  ва 4т  — 5га векторлар- 
дан иборат булган параллелограммнинг юзи топилсин.

К$рсатма. Агар а  ва Ъ векторлар параллелограмм томонларидан 
иборат булса, а  -\- Ь =  2 т  — я  ва а  — Ь =  4 т  — 5п . Бу векторларни 
вектор купайтириб, 2b х  а векторни топамиз унинг модули изланган 
юзанинг иккиланганига тенг.

433. a — 3k  —  2у, b =  3/ —  2j  ва с =  а  х  Ь векторлар 
ясалсин. с  векторнинг модули хамда а  ва & векторларда 
ясалган учбурчак юзи хисоблансин.

434. Учлари Л(1; —2; 8), В(0; 0; 4) ва С (6 ; 2; 0) нуц- 
таларда булган учбурчак ясалсин. Унинг юзи ва BD ба­
ландлиги хисоблансин.

435. а  — k  — у ва b =  i +  j  +  k  векторларда ясалган 
параллелограммнинг юзи хисоблансин.

436. (2а +  b) X (а  +  2Ь) =  З а  х  ft эканлиги исботлан­
син.

437. т  ва п  узаро 30° бурчак ташкил этувчи бирлик 
векторлар булса, а  =  т  +  2й ва Ь =  2 т  +  я  векторларда 
ясалган параллелограммнинг юзи топилсин.



1°. Т а ъ р и ф .  а , ft ва с векторларнинг аралаш кдпайтмаси деО 
(а X Ь )-с  куринишдаги ифодага 'айтилади.

Агар a ,  ft ва с векторлар узларининг координаталари. билан берил- 
са, у ^олда

2°. А р а л а ш  к у п а й т м а н и н г  х о с с а л а р и .
I. Аралаш купайтманинг исталган иккита купайтувчисиганг урин- 

лари узаро алмаштирилса, купайтманинг ишораси узгаради:

(а  X &)• с =  — (а X с)-Ь =  — (с х  Ь) а. (2)
II. Агар берилган учта вектордан иккитаси узаро тенг ёки парал­

лел булса, аралаш купайтма 0 га т?нг булади.
III. «Ну^та» билан курсатилган ва «крест» (х ) билан курсатилган 

амалларнинг уринларини алмаштириш мумкин:

шунинг учун ^ам аралаш купайтмани a b c  куринишда, яъни цавсларни 
ва амаллар белгиларини курсатмасдан ёзиш цабул цилинган.

3°. a ,  ft ва с векторларда ясалган п а р а л л е л е п и п е д н и н г
3 а ж м и:

4°. К о м п л а н а р  л и к  ша р т и .  Агар a ,  ft ва с векторлар дзаро 
компланар булса, a b c  =  0 , ва аксинча, сунгги тенглик бажарилса, бе­
рилган уч вектор узаро компланар булади. Шунинг билан бирга а , Ь ва 
с орасида с =  т а  +  пЪ куринишдаги чизикли борланиш мавжуд булади.

438. а  — 31 +  4 /, Ъ — — 3 j  +  k, c =  2 j - \ - b k  вектор­
ларда параллелепипед ясалсин ^амда унинг ^ажми ^исоб- 
лансин. Берилган (а, Ь, с) векторлар цайси богламни таш- 
кил агаци?

Ш 9 )У члари  0 (0 ; 0; 0), А (5; 2; 0), В (2; 5; 0) ва С(1; 
2; 4)ну^таларда булган пирамида ясалсин ^амда унинг 
^ажми, ABC  ёгининг юзи ва шу ёцца туширилган баланд­
лиги ^исоблансин.

—6) ну^таларнинг бир текисликда ётиши курсатилсин.
441. a  =  — i +  3J +  2k, b =  2i —  3 j  —  4k, с = — 3 i +  

+  \ 2 j  +  6 k  векторларнинг узаро компланар экани курса­
тилсин. с вектор а  ва Ь векторлар буйича тар^атилсин.

х  у u z
(а  X Ь)-с =  Ьх Ьу Ьг .Ux Uy uz

Сх Си Cz
( 1)

х  Ly  Lz

[а  х  b )-c  =  a - (b  х  с);

a t b  ва с  векторларда ясалган пкрамиданинг ^ажми:

^пир — i  q a b c .

440. А  (2; — 1; —2), D{ 1; 2; 1), С (2; 3; 0) ва D (5; 0;



442. 1) (а +  b)-[(a - f  с) x  b] =  — abc,
2) (a +  2b —  c) ■ [(a —  b) X (a — b — с)] =  3 abc  

эканлиги исбот цилинсин.
443. Узунликлари 2 га тенг булган ва координаталар 

бурчакларининг биссектрисалари буйича йуналган О А, ОВ 
ва ОС векторларда ясалган тетраэдрнинг хажми топилсин*

444. Учлари /4(2; 0; 0), £ (0 ; 3; 0), С (0; 0; 6) ва D ( 2; 
3; 8) нуцталарда булган пирамида ясалсин хамДа унинг 
Х аж м и  ва ABC  ёгига туширилган баландлиги хисоблансин.

445. а  =  i  + У  +  4k, b =  /  — 2j  ва с =  Зг — Зу - f  4Лт 
векторлар ясалсин ва улар узаро компланар эканлиги кур­
сатилсин. Бу векторлар орасидаги чизицли богланиш топил­
син.

446. Берилган параллелепипеднинг ёцларининг диагонал- 
ларида ясалган параллелепипед хажми дастлабки параллеле­
пипед хажмининг иккиланганига тенг экани курсатилсин.

А
447. т, п  в а р  бирлик векторлар берилган. Агар (т, п)  =

=  [р< (tn х  п)\ =  а  булса, (tn X  п )  ■ Р  =  -у- sin 2 а  экани 
исботлансин.

448. ^ ар  цандай а, b ва с векторлар a —  b, b —  c  ва 
с — а  векторлар узаро компланар булади. Бу мулохаза ана­
литик ва геометрик (a, b ва с векторлардан тузилган па- 
раллелепипеднй цараб) исботлансин.

449. О А В С О ^ В ^  параллелепипед пастки асосининг уч­
та учи 0 (0 ; 0; 0), А (2: —3; 0 ) ва С (3; 2; 0) хамДа 0 0 1 
циррага царши булган ВВХ ён циррада ётувчи ю^ори асоси­
нинг учи Б х(3; 0; 4) берилган. Уша параллелепипеднинг 
хажми хисоблансин.



ФАЗОДАГИ АНАЛИТИК ГЕОМЕТРИЯ

1-§. Текисликнинг тенгламаси

1°. М у {х ь  у г; г х) нуцтадан утувчи ва N {А; В\ С} векторга пер­
пендикуляр т е к и с л и к  т е н г л а м а с и .

М (х; у; г) текисликнинг ихтиёрий ну^таси булсин (20-чизма). У 
з^олда Щ М  N  ва икки векторнинг перпендикулярлик шартига кура 

А ( х  —  х 1) +  В ( у — у х) +  С( г  — г 1) =  0.  (1)
2°. Т е к и с л и к н и н г  у м у м и й  т е н г л а м а с и  ^уйидагича ёзи- 

лади:
А х  +  Ву +  Сг +  D  =  0. (2)

N  (Л; В; С } вектор (1) ёки (2) текис- 
ликка нормал вектор дейилади.

3°. Ах В у -\~ Сг D  =  0 т е н г ­
л а м а н и н г  м а х с у с  д о л л а р  и:

I. Z) =  0 булганда, А х  +  Ву +  
+ Сг =  0 — текислик координаталар бо- 
шидан угадив

II. С =  0 булганда, А х - \ - В у - \ -  
-f-D =  0 — текислик Ог увда параллел.

III. С =  D =  0 булганда, Ах  +  
-\-Ву =  0 — текислик Ог уедан утади.

IV. В ~  С =  0 булганда, Ах 
- f  D =  0 — текислик уОг текисликка 
параллел.

V. Координата текисликларининг 
тенгламалари: х  =  0 , у  — 0 ва г =  0 .

4°. Т е к и с л и к н и н г  к о о р д и ­
н а т а  у ц л а р и д а н  а ж р а т г а н  
к е с м а л а р  б у й и ч а  т е н г л а м а -  
с и:

х  ц г
— + i r + - = ' -

450. 1) 5х  — 2у  +  3z — 10 =  0; 2) Зх  -(- 2у — z =  0;
3) 3x +  2z =  6; 4) 2z —  7 = 0  

текисликлар ясалсин.



451. 2x  -f- Зу - f  6z — 12 = 0  текислик ясалсин ва унга нор­
мал вектррнинг координата учлари билан ташкил этган 
бурчаклари топилсин.

452. УИ^О; — 1; 3) ва М2 (1; 3; 5) ну^талар берилган. 
М г нуцтадан утувчи ва 7V =  М ХМ 2 векторга перпендикуляр 
текислик тенгламаси ёзилсин. __

453. М (а; а; 0) нуцтадан утувчи ва ОМ векторга пер­
пендикуляр текислик тенгламаси ёзилсин ва текислик ясал ­
син.

454. А (а; — а) ва В^О; 0^ ну^талардан тенг

узоцликда булган ну^талар геометрик урнининг тенгламаси 
ёзилсин.

455. М^О; 1; 3) ва М 2(2; 4; 5) ну^талардан утувчи ва 
Ох уэда паралл ел текислик тенгламаси ёзилсин ва текислик 
ясалсин.

456. Ох уцдан ва М1(0; —2; 3) нуцтадан утувчи текис­
лик тенгламаси ёзилсин ва текислик ясалсин.

457. Oz уцдан ва М] (2; — 4; 3) ну^тадан утувчи текис­
лик тенгламаси ёзилсин ва текислик ясалсин.

458. Оу уеда параллел, Ох ва Oz у ̂ лардан а  ва с кес- 
малар ажратувчи текислик тенгламаси ёзилсин. Текислик 
ясалсин.

459. М  (2; — 1; 3) ну^тадан утувчи ва координата у^ла- 
ридан тенг кесмалар ажратувчи текислик тенгламаси ёзил­
син.

460. Мх(—4; 0; 4) ну^тадан утувчи ва Ох ва Оу у^лар- 
дан а  =  4 ва b =  3 кесмалар ажратувчи текисликнинг тенг­
ламаси ёзилсин.

461. 1) 2х +  У — z +  6 =  0; 2) х  — у  —  2 =  0; 3) у  —
— 2z +  8 =  0; 4) 2л: — 5 =  0; 5 ) x 4 - z  =  l; 6) y  +  z =  0 
текисликлар ясалсин.

462. 2х  — 2y +  z — 6 =  0 текислик ясалсин ва унга 
нормал векторнинг координата уцлари билан ташкил этган 
бурчаклари топилсин.

463. М ( — 1; 2; 3) нуцтадан ОМ га перпендикуляр те­
кислик утказилган. Унинг тенгламаси ёзилсин.

464. Оу уцдан ва (4; 0; 3) ну^тадан утувчи текисликнинг 
тенгламаси ёзилсин. Текислик ясалсин.



465. Ог увда параллел хамда М г (2; 2; 0) ва М 2(4; 0;
0) нуцталардан утувчи текисликнинг тенгламаси ёзилсин. 
Текислик ■ясалсин.

466. М (  1; — 3; 5) нуцтадан утувчи ва Оу ва Ог уцлар- 
дан Ох уцдагидан кура икки марта катта кесма ажратувчи 
текислик тенгламаси ёзилсин.

2- §. Текисликка дойр асосий масалалар

1° .  И к к и  т е к и с л и к  о р а с и д а г и  б у р ч а к

N N l ААг +  В В г+ С С !  
coS ( p -  ±  -  ±  NNi (1)

формуладан топилади, бунда N  ва мос равишда А х  +  By  +  Сг +  D  ~  
=  0 ва А хх +  ВхУ +  CjZ +  Z): =  0 текисликларга нормал векторлар. 

П а р а л л е л л и к  ш а р т и :
A B C

At ~  В, -  С, • <2>
П е р п е н д и к у л я р л и к  ш а р т и :

А А 1 +  ВВг +  ССХ =  0. (3)

2°. М 0 (*0; (/„; г0) н у ^  т а д а н Ах +  By +  С г +  D  =  0 т е к и с л и к- 
к а ч а б у л г а н масофа:

+ С г0+О [
----------- 5v---------  W

3°. Берилган икки текисликнинг к е с и ш г а н  ч и з и г и д а н  утув­
чи барча т е к и с л и к л а р  д а с т а с и н и н г  т е н г л а м а с и  цуйидаги- 
ча ёзилади:

а  (Ах -f- By  -J- С г  -f- D) -f- P (A\X -f- B1y  +  Ctz  Dx) =  0. (5)

а  =  1 деб олиш мумкин, у  ^олда (5) дастадан берилган текисликлар- 
дан иккинчисини чи^ариб ташлаган буламиз.

467. 1) х  — 2 y + 2 z  — 8 =  0 в а х  +  г — 6 =  0;
2) х  +  2г  — 6 = 0  ва х  +  2у —  4 =  0

текисликлар орасидаги бурчак топилсин.
468. (2; 2; —2) нуцтадан утувчи ва х  — 2у  — Зг =  О 

текисликка параллел текислик топилсин.
469. (— 1; — 1; 2) нуцтадан утувчи ва х  — 2у  +  г — 4 =  

=  0 ^амда х  - \ -2у —  2г +  4 =  О текисликларга перпендику­
ляр текисликнинг тенгламаси ёзилсин.

470. (0; 0; а) нуцтадан утувчи ва х  — у — г — 0 з^амда 
2у  =  х  текисликларга перпендикуляр текисликнинг тенгла­
маси ёзилсин.



471. M j(— 1; —2; 0) ва M2(l; 1; 2) нуцталардан утув­
чи хамда х  +  2у +  2z — 4 =  0 текисликка перпендикуляр 
текисликнинг тенгламаси ёзилсин.

472. M jO ; - 1 ;  2), УИ3(2; 1; 2) ва М 3(1; 1\ 4) нуцта 
лардан утувчи текисликнинг тенгламаси ёзилсин.

473. Ог уедан 2х  +  у  — ] /5 z  =  0 текислик билан 60° 
бурчак ташкил этувчи текислик утказилсин.

474. (5; 1; — 1) ну^тадан х  —  2у —  2z +  4 =  О текислик- 
кача булган масофа топилсин.

475. (4; 3; 0) нуцтадан М1(1; 3; 0), М 2(4; — 1; 2) ва 
М 3 (3; 0; 1) ну^талардан утувчи текисликкача булган масо­
фа топилсин.

476. 4* +  Зу — 5 z— 8 = 0  ва 4л;-f- З у  — 5z +  12 =  0 
параллел текисликлар орасидаги масофа топилсин.

Курсатма. Биринчи текисликда ихтиёрий, масалан (2; 0; 0) нуцта 
олиб, ундан иккинчи текисликкача булган масофа топилсин.

477. 1) x  — 2y +  2 z — 5 =  0 текисликка параллел ва 
ундан 2 бирлик узоцликда булган текисликлар тенгламала­
ри ёзилсин.

2) 2х  +  2у =  z ва z  =  0 . текисликлар орасидаги икки 
ёцли бур'гакни тенг иккига булувчи текисликлар тенгламала­
ри ёзилсин хамда берилган ва изланган текисликлар ясал­
син.

478.1) 2х— г,' +  3z — 6 =  0 ва х  +  2у  — z +  3 =  0 текис- 
ликларнинг кесишган чизигидан ва (1; 2; 4) нуцтадан утувчи 
текислик тенгламаси ёзилсин.

2) х  — у  ва z =  0 текисликларнинг кесишган тугри чи­
зигидан утувчи узаро перпендикуляр иккита текисликдан 
биттаси (0; 4; 2) ну^тадан хам утади. Тугри чизщ  ва из­
ланган текисликлар топилсин.

479. 2х —  i/ +  3z — 9 =  0; х  - f  2у  +  2z — 3 -  0; 3* +  
-f- у  — 4z +  6 =  0 текисликларнинг кесишган ну^таси то­
пилсин.

480. (2; — 1; 1) нуцтадан утувчи ва Зле+  2у  — z +  4 = 0  
ва х  +  у  -\-z  — 3 =  0 текисликларга перпендикуляр текис­
ликнинг тенгламаси ёзилсин. Текислик ясалсин.

481. (0; —5; 0) ва (0; 0; 2) ну^талардан утувчи хамДа 
х  - \-by -\-2z  — 1 0 = 0  текисликка перпендикуляр текислик­
нинг тенгламаси ёзилсин. Текислик ясалсин.



482. 0 (0 ; 0; 0), М ^ а ; —а; 0) ва М2(а; а\ а) ну^талар- 
дан утувчи текислик билан хОу  текислик орасидаги бурчак 
топилсин.

483. Координаталар бошидан М у{а\ 0; 0), М2(0; а; 0) 
ва М3(а; а; а) нуцталардан утувчи текисликкача булган ма- 
софа топилсин.

484. Ох уьущн утувчи ва у  =  х  текислик билан 60° бур­
чак ташкил этувчи текисликнинг тенгламаси ёзилсин.

485. (а; Ь\ с) нуцтадан, координаталар у^ларидан а, b ва 
с кесмалар ажратувчи текисликкача булган масофа топил­
син.

486. 2х +  2у +  z — 8 =  0 текисликка параллел ва ундан 
d  =  4 масофада булган текисликларнинг тенгламалари ёзил­
син.

487. 4х  — y  +  3z — 6 =  0 ва х  +  5у —  г + Ю = 0  те­
кисликларнинг кесишган чизигидан утувчи ва 2х  — у  +  
+  5z — 5 =  0 текисликка перпендикуляр текисликнинг тенг­
ламаси ёзилсин.

3-§ . Турри чизик тенгламалари

1°. А (а; Ь; с) нуцтадан утувчи ва Р  [т\ п; р) векторга параллел 
булган т у г р и  ч и з и ц т  е н ̂  л а м а л а р и. N (х; у, г)  — тугри чизиц- 
нинг ихтиёрий нуцтаси булсин (2 1 -чизма). У ^олда A N  \\ Р  ва икки 
векторнинг параллеллик шартига кура:

х  — а у — Ь г — с

N (X;y;Zj

tn ( 1)

'О

21- чизма.

( 1) тенгламалар тугри чизицнинг 
каноник тенгламалари дейилади. 
Р  {т; п; р) вектор турри чизицнинг 
йдналтиривчи вектори дейилади.

2°. ( 1) тенгламадаги хар бир 
нисбатни t  параметрга тенглаб, тугри 
чизи^нинг

х  =  m t +  а , ] 
y = n t  +  b,  |  (2)
г  =  pt  +  с )

куринишдаги п а р а м е т р и к  т е н г -  
л а м а л а р и г а  эга буламиз.

Икки нщ тадан утувчи т у г р и  ч и з и ь ;  т е н г л а м а л а р и :

X — Xi У — У1
х г — х у у г — У1 га — г х 

Тугри чизи^нинг у м у м и й  т е н г л а м а л а р и :  
A x +  By +  C z + D  =  0, \

- ' -  л  =  о ./АуХ +  Вуу +  CjZ +  Dx

(3)

(4)



5°. (4) тенгламалардан бир марта у  ни, иккинчи марта х  ни йу^о- 
тиб, TyFpn чизикнинг проекциялари буйича ёзилган тенгламалэрига эга 
буламиз:

х  =  mz +  а, 1 
y ^ n z  +  b . j

(5) тенгламаларни ушбу
х  — а у  — b г — О 

т ~  п ~  1 
каноник куринишда ёзиш мумкин.

488.

х  — mz (5)

тугри чизицларнинг хОу  ва хОг текисликлардаги излари то­
пилсин ва тугри чизшуюр ясалсин.

К$рсатма. Тугри чизикнинг тенгламаларида 1) г  =  0; 2) у  =  0 
деб фараз ^илиш керак.

489. x  +  2y +  3 z —  13 = 0 1  „
2,х  - f  у Az__j 4 — о J ТУРРИ чизиц тенгламалари ни:

1) проекциялари буйича; 2) каноник куринишда ёзилсин. 
Тугри чизикнинг координата текисликларидаги излари то­
пилсин хамда тугри чизиц ва унинг проекциялари ясалсин.

490. А (4; 3; 0) нуцтадан утувчи ва Р {— 1; 1; 1) вектор- 
га параллел булган тугри чизиц тенгламалари ёзилсин. Туг­
ри чизикнинг yOz текисликдаги изи топилсин ва тугри чи- 
зиц ясалсин.

491. х  =  4, у  =  3 тугри чизиц ясалсин ва унинг йунал- 
тирувчи вектори топилсин.

тугри чизицлар ясалсин ва уларнинг йуналтирувчи векторла- 
ри аниклансин.

493. Л (— 1; 2; 3) ваВ (2; 6; —2) нуцталардан утувчи тугри 
т з щ  тенгламалари ёзилсин ва унинг йуналтирувчи косинус- 
лари топилсин.

494. Л (2; — 1; 3) ва В ( 2; 3; 3) нуцталардан утувчи туг­
ри чизиц ясалсин ва унинг тенгламалари ёзилсин.

495. Л (4; —3; 1) нуцтадан чщнб V  (2; 3; 1} тезлик би­
лан ^аракат цилувчи М(х; у; г) нуцта траекториясининг 
тенгламалари ёзилсин.

492.



496. 1) (—2; 1; — 1) ну^тадан утувчи ва Я{1; —2; 3} 
векторга параллел булган;

2) Л (3; — 1; 4) ва В (1; 1; 2) ну^талардан утувчи турри 
чизикнинг тенгламалари ёзилсин.

497. (а; 6; с) нуцтадан утувчи ва: 1) Ог уеда параллел;
2) Ог увда перпендикуляр булган тугри чизи^ тенгламалари 
ёзилсин.

498. х  — 2 г — 1; у  — — 2z +  1 тугри чизи^ билан (1; 
— 1; — 1) ну^та ва координаталар бошидан утувчи тугри чи- 
зиц орасидаги бурчак топилсин.

499.
х  —  у +  2 — 4 =  0 ( х +  у +  г —  4 =  0 

2х  у  — 2z +  5 =  0 ва ( 2л: +  3у  — г — 6 =  0
тугри чизицлар орасидаги бурчак топилсин.

Курсат ма. Берилган тугри чизи^лардаи >;ар бирининг йуналтирув­
чи векторини, текисликлар нормал векторларининг вектор купайтмаси 
(Р  =  N  X  N j)  сифатида аншушш мумкин.

500. Аг  — =  4 -  тугри чизикнинг. х =  г +  1, у  =  1 — z2 и 1
тугри чизивда перпендикуляр экани курсатилсин.

£ __2/7 -1 2 =  4
501. (—4; 3; 0) ну^тадан утувчи ва 2х +  у _ 2==о

тугри чизивда параллел булган тугри чизиц тенгламалари 
ёзилсин.

502. (2; —3; 4) нуцтадан Ог уэда туширилган перпен- 
дикулярнинг тенгламалари ёзилсин.

Курсат ма. Изланган тугри чизщ (0; 0; 4) ну^тадан ^ам утгди.

503. N  (2; — 1; 3) ну^тадан =  - i z i i .  xyF. 

ри чизш дача булган масофа топилсин.

Курсат ма. А  (— 1; — 2; 1)— тугри чизик,даги нуцта; Р  (3; 4; 5) — 
•TyF ри чизщ нинг йуналтирувчи вектори. У ва^тда

j  . A N \ P X . A N \  \ Р  X М \
d =  AN  s in a  =  - P-AN ~  P

504. =  y + ± = l ± ±  ва
1 2 2 1 2 

параллел тугри чизи^лар орасидаги масофа топилсин.



505. * } 4 =  — g 2 =  ~l—2 ~ ТУФИ чизи^нинг координата
текисликларидаги излари топилсин ва турри чизиц ясалсин. 

_ ( 2х -I- у  -Ь 82 — 16 =  0
506. |  х _ _ 2 у —  z +  2 =  0 ТУРРИ чизи^ тенгламалари:
1) проекциялари буйича; 2) каноник куринишда ёзилсин. 

Турри чизи^нинг координаталар текисликларидаги излари 
топилсин, турри чизик; ва унинг проекциялари ясалсин.

507. А (0; —4; 0) нук,тадан утувчи ва Я  {1; 2; 3} век­
торга параллел тугри чизиц тенгламалари ёзилсин; турри чи- 
зи^нинг хОг текислигидаги изи топилсин ва турри чизи^ 
ясалсин.

508. х  =  3, 2 =  5 турри чизи^ ясалсин ва унинг йунал- 
тирувчи вектори топилсин.

509. х +  у  —  2 =  0, у  =  х  турри чизи^нинг йуналтирув- 
чи вектори ва координата у р ар и  билан ташкил цилган бур­
чаклари топилсин (499-масалага берилган курсатмага ца- 
ранг).

510. (2; —3; 4) ну^тадан Оу увда туширилган перпен- 
дикулярнинг тенгламалари ёзилсин.

511. <2х —  у  —  7 =  0 ( З х  —  2г/ +  8 =  0 
[ 2х — z +  5 =  0 ва { г =  Зх

турри чизиклар орасидаги бурчак топилсин.
512. (— 1; 2; —2) ну^тадан утувчи ва х  — у  — 2, у —

— 2z +  1 турри чизиэда параллел турри чизиц тенгламалари 
ёзилсин.

513. М (3; 0; 4) ну^тадан у  — 2х +  1; г  =  2 х  турри чи- 
зивдача булган масофа топилсин (503- масалага царанг).

•  4- §. Турри чизик ва текислик

х  — а у — Ь г  — с „ „ * ,  „  ,
1°. ———  =  —- —  =  —- —  т у  f р и ч и з и ц  билан А х  +  В у  +

- \- 'C z - \-D  =  0 текислик орасидаги бурчак:

. „ \ N - P \  \ Ат +  Вп +  Ср\sin 0 =  - д ^ - '  = ------- ш --------  . (1)

Уларнинг п а р а л л е л л и к ш а р т и ( N  || Р ):

А т  +  Вп +  Ср  =  0. (2)
Уларнинг п е р п е н д и к у л я р л и к ш а р т и  ( N  _L Р):

A B C



2°. Т е к и с л и к  б и л а н  т у р р и  ч и з и к н и н г  к е с и ш г а н  
н у цт  а с и. Турри чизи^ тенгламаларини x  =  m t- \ - a ,  y  =  n t - \ - b ,  z  =  
=  pt +  с параметрик куринишда ёзиб, • текисликнинг Ах +  By +  Сг +  
+  D  =  0 тенгламасидаги х; у, г  ларнинг урнига уларнинг t га нисба­
тан ёзилган ^ийматларини цуямиз. Досил булган тенгламадан t0 ни, 
сунгра кесишган нуцта координаталари ха, щ, га ни топамиз.

3°. И к к и  т у г р и  ч и з и к н и н г  б и р т е к и с л и к д а  ё т и ш  
шарти:

а — Ь — Ьх с — Cj 
т п р 
Щ «1 Pt

=  0. (4)

514. у  — Зх  — 1, 2г =  — Зх +  2 турри чизщ билан 2 х +  
+  1/ +  2 — 4 =  0 текислик орасидаги бурчак топилсан.

и ,  н х  — 1 if -1-  1 г  — 1 о л  I г\515. — y ~ — ' _ )  ' =  — з ~  тугри чизиц 2х - \ - у  — г =  0
х - \-  \ у + 1  г +  3текисликка параллел эканлиги, — =  —-j-j - =  — у -  туг­

ри чизщ  эса шу текислик устида ётиши курсатилсин.
516. (— 1; 2; —3) нуцтадан утувчи ва х  =  2, у  — г =  1 

тугри чизицца перпендикуляр текисликнинг тенгламаси ёзил­
син.

517. х ~у2 =  - ~ ~ 3 =  - тугри чизиедан ва (3; 4; 0)
нуцтадан утувчи текисликнинг тенгламаси ёзилсин.

■ х  — 1 // 4- 1 z 4" 2 и518. — j— =  1 =  —~—  турри чизиедан утувчи ва

2х  +  Зу  — z =  4 текисликка перпендикуляр текисликнинг 
тенгламаси ёзилсин.

519. i^ - 3 =  f  -  i = i  ва i ± J  -  =  f  параллел
тугри чизицлардан утувчи текисликнинг тенгламаси ёзил­
син.

520. Координаталар бошидан утувчи ва Ау — Зх, у =  0 
ва 2 =  0 текисликлар билан тенг бурчаклар ташкил этувчи 
тугри чизиц тенгламалари ёзилсин ва уша бурчаклар топил­
син.

521. x  — 2t — 1, у =  / +  2, z = l — t тугри чизикнинг 
Зх  — 2у  z =  3 текислик билан кесишган нуцтаси топилсин.

522. y  =  У- j -  =  тугри чизикнинг х  +  2у +  Зг —
— 29 =  0 текислик билан кесишган нуцтаси топилсин.

523. (3; 1; — 1) нуцтанинг х  +  2у  +  Зг — 30 =  0 текис- 
ликдаги проекцияси топилсин.

524. (2; 3; 4) нуцтанинг х  =  у  — г тугри чизиадаги про­
екцияси топилсин.



параллел булмаган тугри чизицлар орасидаги энг к;иск;а ма­
софа топилсин.

Курсатма. Умумий з^олда TyFpn чизицларни учрашмайдиган деб 
фараз ^илиб, улар ётган узаро параллел текисликларни чизамиз. А  ( а ;

Ь; с )  в а  ( а х; Ьг; ct)  нуцталардан А В  =  А 1В 1= * Р  {т ; п ;

Р ) е а  Л С = Л 1С1= / >1 { m ^ n ^ P t )  векторларни утказамиз. АВСА1В 1С 1 
призманинг баландлиги изланган масона булади.

5 2 6 . X — г  — 2 ) х  — 2 и —  4 г — 2ва«/ =  2z +  1) 3 1 1

тугри чизикларнинг кесишувчи эканлиги курсатилсин ва улар 
ётган текисликнинг тенгламаси ёзилсин.

527. (2; 1; 0) ну угадан х  =  3 z — 1; у  =  2г тугри чизик;- 
^а туширилган перпендикулярни.нг тенгламалари ёзилсин.

528. А  (0; 0; 4) ва В (2; 2; 0) ну^талардан утувчи тугри 
чизиц ва х у  — z =  0 текислик ясалсин. Тугри чизикнинг 
текислик билан кесишган ну^таси ва улар орасидаги бурчак 
топилсин.

х =  — z +  Ь  „529. у  =  z текислик, _  ^  j  тугри чизи^ ясалсин

ва: 1) уларнинг кесишган нуцтаси; 2) улар орасидаги бурчак 
топилсин.

530. (3; 1; — 1) ну^танинг Ъх у  +  г —  20 =  0 текис- 
ликдаги проекцияси топилсин.

531. (1; 2; 8) н у ^ тан и н г^ -1 — — г  турри чизиедаги 
проекцияси топилсин.

532. =  ва f  =  парал-

лел турри чизи^лардан утувчи текисликнинг тенгламаси ёзил­
син.

. . .  х +  З ( / +1  г  4- 1 *  =  3z —  4'| „
533. - ± -  =  =  - X -  ва у =  2 +  2 ] тУрРи чизи^'

ларнинг кесишувчи эканлиги курсатилсин, уларнинг кесишиш 
нуцтаси топилсин.



534. (1; 0; — 1) ну^тадан == 1~-^~  =  ^  тугри чи-
зш да туширилган перпендикулярнинг тенгламалари ёзилсин.

535. х  =  — 2у — z ва х  — у =  2 тугри чизиклар ораси­
даги энг ^ис^а масофа топилсин.

5-§ . Сферик ва цилиндрик сирт лар

1°. Маркази С (а ; Ь; с) нуцтада ва радиуси R булган с ф е р и к  
с и р т н и  и г  т е н г л а м а с и  куйидагича ёзилади:

( x - a ) 2+ ( r / - i ) 2+ ( ? - c ) 2= R 2. (j)

2°. г иштирок этмаган F (х; i/) =  0 т е н г л а м а ,  ясовчилари 0 2 
ца параллел ц и л и н д р и к  с и р т н и . а н и ц л а й д  и.  Шунга ухшаш
1) Fl y ,  г) =  0 ва 2) F (х; г) =  0 тенгламаларнинг ^ар бир ясовчилари
1) Ох, 2) Оу у^ларга параллел булган цилиндрик сиртларни аницлайди.

3°. Йуналтирувчиси F (х; у) = 0 ,  г =  0, ясовчилари эса Р  {т; п\ р) 
векторга параллел булган ц и л и н д р и к  с и р т  т е н г л а м а с и .  Их- 

.тиёрий ясовчининг тенгламаси

х ~ х о __ У— Уо __ г 
т п р

дан иборат, бундаги (*0; (/„; 0)—йуналтирувчида ётувчи ну^та. Сунгги 
тенгликлардан х„, у 0 ни топиб, йуналтирувчининг тенгламасига цуйсак, 
цилиндрик сиртнинг

I т п \
F { x ~ - J z' (2)

тенгламасини ^осил киламиз*

536. 1) х2 +  у 2 -f- z2 — Зх  +  5г/ — 4г =  0; 2) х 2 +  у2 +  г2 =  
=  2az сфераларнинг маркази ва радиуси топилсин ^амда ик­
кинчи сферанинг тасвири ясалсин.

537. Зх — 2у  +  6z — 18 =  0, х  =  0, у  =  0, 2 =  0 текис- 
ликлардан .%осил булган тетраэдрнинг ичига чизилган сфе­
рик сиртнинг тенгламаси ёзилсин.

538. В { —4; 0; 0) ну^тага нисбатан А (2; 0; 0) нуцтага 
икки марта я^инро^ булган ну^талар геометрик урнининг 
тенгламаси ёзилсин.

-L. If2, _|- — Ср 1
539. х  _j у  2 а  j  айланадан ва (а; а; а) нуцтадан 

утувчи сферик сиртнинг тенгламаси ёзилсин.
КОрсатма. Изланган тенгл?ма 

•• х2 +  у 2 +  г 2 — а2 +  Я (х - f  у  +  г  — а) =  0

куринишда булиши керак.



540. Координаталарнинг чап системасида
1) у2 +  z2 =  4; 2) у2 =  а х ; 3) л;г =  4; 4) л:2 +  у2 =  ал;

сиртлар ясалсин.
541. л: =  а, у =  0 тугри чизшущн ва yOz текислик дан 

тенг узо^лашган ну^талар геометрик урнининг тенгламаси 
ёзилсин. Топилган сирт ясалсин.

542. х 2 +  у2 -\-z2 — 2ах =  0 сфера таш^арисида чизил­
ган, ясовчилари мос равишда: 1) Ох  уи,ка; 2) Оу yi^a; 3) Oz 
увда параллел учта цилиндрик сиртнинг тенгламалари ёзил­
син.

543. i ± y l + z2== l 6 ] х +  у = 4 х \
Вивиани эгри чи зи р и н и н г  х  0; 2 ва 4 булгандаги ну^тала- 
рини ясаб, координаталар чап системасининг биринчи октан- 
тида унинг шакли чизилсин. Эгри чизикнинг хОг текислик- 
даги проекцияси парабола экани курсатилсин.

544 x2 +  y2 +  z2 =  10у )  
х +  2 у +  2z — 19 =  0 ]■

айлананинг маркази ва радиуси топилсин.
КУ(>сатма. Айлананинг маркази шар марказининг текисликдаги 

проекциясидир (530-масалага каранг.)

545. Йуналтирувчиси у2 =  4х, г  =  0 чизиадан иборат 
ва ясовчиси Я{1; 2; 3} векторга параллел булган цилиндрик 
сиртнинг тенгламаси ёзилсин.

546. Биринчи октантда (л: +  У? +  az - а2 сирт, х  =  О, 
у  =  0, z =  0, z =  /г <  а текисликлар билан ^осил цилган 
кесимлари буйича ясалсин х;амда у, ясовчилари х  +  у  =  а,  
z =  0 тугри чизида параллел булган цилиндрик сирт экан­
лиги курсатилсин.

547. л:2 у2 +  z2 — 4z шар х  =  0, у  — z тугри чизш да 
параллел нурлар билан ёритилган. Шарнинг хОу текисликда­
ги соясининг шакли аниклансин.

Курсатма. Шар сиртига уринма булган нурлардан тузилган цилин­
дрик сирт тенгламасини ёзиш керак. Унинг йуналтирувчиси деО, шар 
марказидан утувчи ва нурларга перпендикуляр текислик билан шар 
сиртининг кесишишидан з^осил булган чизик цабул цилинсин.

548. х2 +  у2 +  z2 — 2л: -f у  — 3z =  0 сиртнинг маркази С 
дан утувчи ва ОС ту>' ри чизиеда перпендикуляр текислик­
нинг тенгламаси ёзилсин.



549. (0; —3; 0) нуцтага нисбатан координаталар боши- 
дан икки баравар узоцроц булган нуцталар геометрик урни­
нинг тенгламаси ёзилсин.

550. х2 +  у2 - f  г2 =  4 (х — 2у — 2г) шар сиртини унинг 
марказдан утувчи ва х  — 0, у г =  0 тугри чизиэда пер­
пендикуляр текислик билан кесишдан ^осил булган кесими- 
нинг z =  0 текисликдаги проекцияси топилсин.

Кдрсатма. Шар сиртининг тенгламасини (х  — 2)2 +  (у  -f- 4)2 -f- 
+  (г +  4)а =  36 (1) куринишда ёзиш мумкин. Шар маркази С (2; —4; 
—4) нуцтадан утувчи ва л; =  0 , г/ +  г =  0 тугри чизивда перпендику­
ляр текислик тенгламаси у  =  г  (2) дан иборат. У ^олда изланган тенг- 
ламани топиш учун ( 1) ва (2) дан г ни йуцотиш керак.

551. Координаталарнинг чап системасида

1) г — 4 —  х 2; 2) у2 +  г2 =  4z; 3) у2 =  х2 
сиртлар ясалсин.

552. Координаталар чап системасининг биринчи октантида 
х2 +  г2 =  а2 ва х 2 у 2 =  а2 цилиндрларнинг кесишган эгри 
чизиги ясалсин.

Кдосатма. хОг ва хО у  текисликларда йуналтирувчи айлананинг 
чоракларини ясаб, уларни тенг булакларга (масалан, 4 га) булиб, були- 
ниш нуцталаридан узаро кесишгунча цилиндрларнинг ясовчилари утка- 
зилсин (64- чизмага царанг).

553. Йуналтирувчиси х 2 -f- у2 =  4х, 2 — 0 чизивдан ибо­
рат булган ва ясовчиси Р  |1; 1; 1} векторга параллел бул­
ган цилиндрик сиртнинг тенгламаси ёзилсин.

554. у2 =  х, г  — 0, г  =  4, х  =  4 сиртлар билан чегара­
ланган жисм ясалсин ва унинг х  =  4 текислик да ётувчиёги 
диагоналларининг тенгламалари ёзилсин.

6- §. Конус сиртлар ва айланиш сиртлари

1°. К о н у с  с и р т л а р .  Конус сиртнинг учи координаталар бо­
шида булсин ва г  =  h текисликда ётувчи F (х, и) =  0 йдналтирувчига

х у  г
эга булсин. Ясовчисининг тенгламалари —  =  — =  г  булади, бундаги

*о Уо **
(*„; у 0; Л)—йуналтирувчининг нуктасидир. Бундан х0, у0 ни топиб 
F(x; у) — 0 тенгламага цуйсак, учи координаталар бошида булган конус 
сирт тенгламасига ага бдламиз.



(х— а) (h— c) ( у—b) (h — c)
— т=ь— + “■ — i=~c— =  0

куринишга эга булади.
( 1) тенглама х , у , г  га нисбатан бир жинсли, (2)  тенглама эса 

(х—а), (у—Ь) ва ( г—с) га нисбатан бир ж инслидир. Тенгламанинг 
бир жинсли эканидан унинг конус сирт  тенгламаси эканини билиш 
мумкин.

2°. А й л а н и ш  с и р т л а р и :

Эгри чизик 
тенгламалари

Айланиш
Уки Айланиш сирти тенгламаси

(F (х, у) =  0

1 Z =  0

Ох

Оу
F (х, V  у 2 + г 2) =  0 
F ( V x 2+ z \  у ) =  0

Эгри ЧИЗИ̂  
тенгламалари

Айланиш
УКИ

Айланиш сирти тенгламаси

Г Fi x ,  г) =  0 Ох F (х,  V ч 2 +  z2) = 0
1 У = о Ог F Q / х 2 + у 2, г)  =  0

( F (у,  г) =  0 Оу F ( y ,  V x 2 +  z 2) =  0
1 * = 0 Ог F ( V x 2 +  y 2, z )  =  0

555. Учи координаталар бошида Еа йуналтирувчиси 
х 2 +  у2 =  а2, г =  с дан иборат конус сирт тенгламаси ёзил­
син. Сиртнинг тасвири ясалсин.

556. Учи Л (0; — а; 0) нуктада ва йуналтирувчиси 
х 2 — 2ру, г =  h  булган конус сиртнинг тенгламаси ёзилсин. 
Сиртнинг тасвири ясалсин.

557. х 2-\-(у — а)2 — z2 =  0 конуснинг учи, унинг z =  a 
текисликдаги йуналтирувчиси аниклансин ^амда конус ясал­
син.

558. х 2 =  2yz конуснинг учи ва унинг z  =  h  текислик­
даги йуналтирувчиси аниклансин ^амда конус ясалсин.

559. (а2 — х 2) у 2 =  h2z2 коноид* ёки понанинг сирти уни 
г — 0 , у  =  h, х =  ±  с ( с < а )  текисликлар билан кесишдан

* Тугри чизикнинг берилган эгри ва тугри чизшушр билан кеси- 
шиб, берилган текисликка параллел ^аракат цилишидан >;осил булган 
сирт коноид дейилади.



^осил булган кесимлар буйича текширилсин ва коноид z >  О 
со^ада ясалсин.

560. z  =  x 2, у  =  0 эгри чизи^нинг: a) Oz уц атрофида; 
б) Ох  у^ атрофида айланишидан ^осил булган сиртнинг 
тенгламаси ёзилсин. Иккала сирт ясалсин.

561. Oz уц атрофида: 1) z  =  е~х2, у  =  0 эгри чизи^нинг;
4

2 ) z =  , у  =  0 эгри чйзицнинг айланишидан ^осил бул­
ган сиртнинг тенгламаси ёзилсин. Иккала сирт (координа- 
таларнинг чап системасида) ясалсин.

562. Учи 0(0 ; 0; 0) ну^тада ва йуналтирувчиси 
( х 2 +  (у  — 6)2 +  z2 =  25
j __ булган конус сиртнинг тенглама­

си ёзилсин ^амда сирт ясалсин.
563. Учи С(0; — а; 0) ну^тада, йуналтирувчиси 

х 2 +  i f  +  г2 =  а 2)
У .j. г — а J бУЛГЗН К0НУС сиртнинг тенгламаси езилсин

ва сирт ясалсин.
х if -f- а 2  *

Курсат ма. Ясовчининг тенгламалари — =  ' , =  — Дан иб0'
х о У о г и  го

рат. (ха\ у 0\ г0) йуналтирувчида з̂ ам ётади, уларни ёзилган тенгла- 
малардан топиб, йуналтирувчининг тенгламаларига куйсак, изланган 
тенглама з^осил булади.

564. х  =  0, z =  у  тугри чизицнинг: а) Оу yî  атрофида; 
б) Oz уц атрофида айланишидан ^осил булган айланма сирт­
нинг тенгламаси ёзилсин ва иккала сирт ясалсин.

565. z2 =  ху  конуснинг х  +  у  =  2а текислик билан ке- 
сими эллипс эканлиги курсатилсин ва унинг ярим учлари 
топилсин.

7- §. Эллипсоид, гиперболоидлар ва параболоидлар

1°. К а н о н и к  т е н г л а м а л а р .  Цилиндрик сиртлардан бопща 
цуйидаги каноник (энг содда) тенгламалар билан аникланувчи олтита 
асосий иккинчи тартибли сиртлар бор:

д-2 j.2 ^2

1- а2 +  ¥  +  с2 =  1 — эллипсоид-
х2 у2 Z2

II . -j- + г з - — т  = 1  — бир ковакли гиперболоид, а о с
X 2 f/3 22

+  р '  — 1 — икки ковакли гиперболоид.

х2 и2 Z2
III. ^5 +  =  0 — иккинчи тартибли конус.



Хл у л
IV- “  +  — =  2г — эллиптик параболоид* 

х  ̂ у^
— — - ~ = 2г  — гиперболик параболоид.

(,oq > 0 булганда)

2°. Т у f ри  ч и з и ц л и  я с о в ч и л а р .  Бир кавакли гиперболоид- 
нинг г̂ ар бнр ну^тасидан унинг иккита тугри чизицли ясовчиси:

— + ~  п * с 
£  
С

=  Р

н
* + т v ( l + 7

ва 4 '  '

в ( 7 - т ) = т (  1 +  У
утади.

Гиперболик параболоиднинг jqap бир нуктасидан %ам унинг иккита 
т угри чизицли ясовчиси (р>  0 ва О булганда) утади:

I. х и I

\ v f + v T ^
У

V7
= а  z

ва ' ( т т + И г *

3°. Д о и р а в и й  к е с и м л а р .  Эллиптик кесимга эга булган хар
X  ̂ Z^

бир сиртда доиравий кесимлар >;ам булади. ^  +  р" +  ^2" = 1  эллипс-
оиднинг ( а > 6> с  булганда) энг катта доиравий кесими *2+  </2 -f- г2= 6а 

.  х2 у2
сферада етади. — +  — =  2z эллиптик параболоиднинг учидан утувчи 

доиравий кесими х2 +  !/2 +  г2 =  2р г  сферада ётади (р><7 булганда).

566. з̂ +  f r  =  1> У --  0 эллипснинг Ог уц атрофида ай- 
ланишидан ^осил булган сиртнинг тенгламаси ёзилсин.

2̂ |>2 2̂
5 6 7 .- g + ^ + 2 5  =  1 СИРТ ясалсин ва унинг: 1) z =  3;

2) у  — 1 текисликлар билан кесимларининг юзлари топил­
син.

д-2 2̂
568. - j  — -у = 1 ,  у  =  0 эгри чизикнинг: а) Ог уц; б) Ох

уц атрофида айланишидан ^осил булган сирт тенгламаси 
ёзилсин. Иккала сирт (координаталарнинг чап системасида) 
ясалсин.

569. 1) x2+  i f  —  г2 =  4; 2) л:2 — у2 +  г2 +  4 =  0 сирт­
лар ясалсин.

570. =  1 гиперболоид ясалсин ва унинг 
(4; 1; — 3) нуцтадан утувчи ясовчилари топилсин.



571. Ипдан ясалган цилиндр 
модели, устки доирасини (22- чиз­
ма) а° бурчакка буриб «уралган». 
Агар ^осил булган «чизшуш» сирт 
асосларининг доиралари г — ±  с те­
кислик ларда, марказлари эса Oz yi -̂ 
да ётса ва радиуслари 2а га тенг 
булса, уша сирт тенгламаси ёзил­
син. а  =  90°, 120°, 180° булганда­
ги хусусий доллар ^аралсин.

Курсатма. Р (х; у; г) нуцта А (2а cost; 
2а sin /; —с) ва В [2а cos (<+а); 2a  s in (/+ a); 
с] нуцталар орасидаги масофани АР: Р В =
— с +  г ) : ( с  — г) нисбатда булади.

572. az — х 2, у  =  0 параболанинг 
(Oz) атрофида айланишидан х;о- 
сил булган сирт тенгламаси ёзил­
син. г — а, х =  0 , г/ =  0 текислик- 
лар билан ^осил цилган кесимлари 
буйича сирт ясалсин.

573. 1) 2 г =

2 ) z  — c { \  — ~ — ^ j  сиртлар ясалсин.

574. х 2 — у2 =  4z сирт (координаталарнинг чап система- 
сида) ясалсин ва унинг (3; 1; 2) ну^тадан утувчи ясовчи­
лари топилсин.

575. З^ар биридан х  =  2а текисликкача булган масофа- 
нинг F(a; 0 ; 0) нуцтагача булган масофага нисбати У 2 га 
тенг булган нуцталар геометрик урнининг тенгламаси ёзил­
син. Сирт ясалсин.

576. Хар биридан F(0; 0; 2a) ну^тагача булган масофа- 
нинг z  =  а текисликкача булган масофага нисбати |/ 2 га 
тенг булган нуцталар геометрик урнининг тенгламаси ёзил­
син. Сирт ясалсин.

577. F (— a; 0; 0) нуцтадан ва х  =  а текисликдан тенг 
узоцлашган ну^талар геометрик урнининг тенгламаси ёзил­
син.

578. ]^9 +  -Jg" +  у  — 1 эллипсоиднинг энг катта доира- 
вий кесими топилсин.



X (г
579. 25 +  ^  — 2 эллиптик параболоид нинг координата­

лар бошидан утувчи доиравий кесимлари аниклансин.

580. Ушбу
1) х2 +  у 2 +  z2 =  2аг\ 6 ) х 2 =  2аг\
2) х 2 +  у2 =  2az; 7) х2 = 2  yz\
3) г* -j- z2 =  2az; 8 ) z =  2 + х 2 +  у2;
4) х 2 — у2 =  2az; 9) (z — a )2 =  ху;
5) х 2 — у2 =  z2; Ю) (z — 2х)2 +  4 (z — 2х) =• у2

сиртлардан хаР бирининг номи аниклансин ва улар ясалсин.
581. х 2 — y2 \ - z 2 =  4 гиперболоиднинг (2; 4; 4) нуцта- 

дан утувчи чизицли ясовчиларининг тенгламалари ёзилсин.
582. г — — - j  текисликдан ва F (О; 0; у )  нуцтадан

тенг узо^лашган ну^талар геометрик урнининг тенгламаси 
ёзилсин. Сирт ясалсин.

583. z текисликдан ва F ^0; 0; -Ц-j нуцтадан тенг

узо^лашган нуцталар геометрик урнининг тенгламаси ёзил­
син. Сирт ясалсин.

х8 и2 3z2584. 25 + %  1 гиперболоиднинг энг кичик доира­
вий кесимлари топилсин.

585. — у  = 2 z  гиперболик параболоиднинг (4; 3; 0)
ну^тадан утувчи тугри чизицлар ясовчиларининг тенглама­
лари ёзилсин.



ОЛИЙ АЛГЕБРА

1- §. Детерминантлар

1°. Д е т е р м и н а н т л а р .  2- тартибли детерминант деб 
ai

символ билан белгиланувчи ва

«1 Ь1 

а% йа

тенглик билан атц лан увчи  соига айтилади.

ai Ci
3-тартибли детерминант  деб,

гиланувчи ва

2̂ 2̂ 2̂ 
@3 3̂ С3

( 1)

символ билан бел-

al  С1
02 с2 С12 С 2 2̂ ^2

0-% 2̂ —  Ьх +  С1
_ L _ с . Да
а3 с#

(2)

тенглик билан аникланувчи сонга айтилади.
(2) тенгликнинг унг томонидаги 2 -тартибли детерминантларнинг 

^ар бири берилган учинчи тартибли детерминантнинг битта сатри ва 
битта устунини учиришдан ^осил булади ва улар уша детерминантнинг 
минорлари деб аталади. (2) формула эса 3-тартибли детерминантни 
биринчи сатри элементлари буйича ёйиш формуласи дейилади.

2°. Д е т е р м  и н а н т л а р н  и н г  х о с с а л а  ри.
I. Детерминантнинг сатрларини устунлари билан алмаштиришдан 

унинг циймати узгармайди.
II. Детерминантнинг иккита параллел цаторларипи узаро алмаш- 

тиргэнда детерминант цнйматининг ишораси узгаради.
I ва II хоссалардан равшанки, детерминантнинг исталган цаторини 

биринчи сатр урнига келтириш мумкин, шуьинг учун уни исталган ца- 
тор элементлари буйича ёйиш мумкин.



тенг.
IV. Бир н,атор элементларининг умумий купайтувчисини детерми­

нант белгисидаи ташкарига чицариш мумкин.
V. Детерминантнинг бирор ^аторининг элементларига унга парал­

лел цатор элементларини ихтиёрий бир хил сонга купайтириб кушишдан 
детерминант циймати узгармайди. Масалан:

«1 Ьх Cl a t +  т сх bv +  ncj Cl

°2 63 С2 = (12 -|— b2 -)- псг с2
«3 ь 3 Сз а3 +  т с3 Ь3 +  пс3 с3

Бу хоссага асоспаниб, 3 -тартибли детерминантнинг исталган ^аторида 
иккита ноль ^осил цилиш мумкин, бунинг натижасида детерминантнинг 
уша ^атор элемент лари буйича ёйилмаси соддалашади.

3°. Учлари A (Xi; у,)', В (х2; у2), С (х3\у3) нуцталарда булган у ч- 
б у р ч а к  ю з и :

*i </1 1 
1 
1

1s =  ±  у х л
*3

У 2 
Уз

( 3 )

К,уйидаги детерминантлар хис°блансин:

586.
3 - 2  
4 6

587.
2 3 
6— 10

588.
3 — 2 

— 4 5

589.

591.

1У  а -  

| a  ]/а~ 
sin2 a  cos2 а  
sin2 р cos2 р

. 590.
sin  a cos a

sin a— cos a

К,уйидаги детерминантлар 
буйича ёйиб хисоблансин:

биринчи устун элементлари

2 3 4 a 1 a
592. 5 - 2 1 . 593. —  1 a 1

1 2 3 a — 1 a
К,уйидаги детерминантлар ноллар энг куп булган ^атор 

элементлари буйича ёйиб хис°блансин:
1 b 1 —  X 1 X

594. 0 b 0 . 595. 0 —  X  — 1
b 0 - b X 1 —X

К,уйидаги детерминантлар соддалаштирилсин ва ^нсоб- 
лансин:



а - а  а 1 2 5
596. а а — а . 597. 3 - 4 7

а - - а  — а — 3 12 — 15
12 6 — 4 X 1

598. 6 4 4 . 599. Уг У 1
3 2 8 г* Z 1

1 - f  cos а  1 +  sin а 1 2 cos2

600. 1 - sin а  1 +  cos а 1 • 601.
2 cos

1 1 1

602. Учлари Л(2; 3), В { 4; — 1) ва С (6 ; 5) нуцталарда 
булган учбурчакнинг юзи ^исоблансин.

603. Л(1; 3), В ( 2; 4) ва С(3; 5) нуцталар бир тугри 
чизицда ётадими?

604. 1) (хг; y t) ва (х2, </2); 2) (2; 3) ва (— 1; 5) нуцта- 
лардан утувчи тугри чизи^ тенгламаси 3 -тартибли детерми­
нант ёрдами билан ёзилсин.

К,уйидаги детерминантлар соддалаштирилсин ва ^исоблан-
син:

2 — 3 1 т +  а т — а а
605. 6 — 6 2 • 606. п +  а 2 п —а а

2 — 1 2 а — а а
ах а 2 +  дс2 1 sin За cos За  1

607. ау а* +  у* 1 . 608. sin 2а cos 2а  1 •
az а 2 +  г2 1 sin а cos а  1

KQpcam m. 607- мисолда олдин а ни детерминант белгисидаи таш- 
Нарига чикариб, сунгра биринчи’ ва иккинчи сатрдан учинчи сатрни 
айириш (х — г) ва (у  — г) ни детерминант белгиси ташцарисига чи^а- 
риш керак.

609.
* 1  +  Х, :/, +  Уг

2
Vi — I/a 

2
У1

Xi
Хп

У1 
У»

тенглик исботлансин. 

8*



610. Ушбу
г* 4 9 г* 3 2

1) х  2 3 =  0 ; 2) х  — 1 1
1 1 1 0 1 4

тенгламалардан х  топилсин ва илдизларни детерминантга 
цуйиб текширилсин.

2-§. Чизи^ли тенгламаларнинг системалари

1°. И к к и но м а ъ л у м л и и к к и т а  ч и з и ^ л и  т е н г л а м а  
с и с т е м а с и

«1 К
а% bt

0 lx +  bxy  =  clt 

at x -j- bt ij =  Cj.

Ф 0 шарт бажарилганда

(О

Cl bi «1 Cl
ct Ьш “2 Ci
«1 bi > У— bi

k bi b3

(2 )

ечимларга эга.
2°. Б и р ж и н с л и у ч н о м ' а ъ л  у”м л и  и к к и т а  т е н г л а м а  

с и с т е м а с и

ушбу

a tx  +  bt y  +  схг  =  0, 
а 2х  +  bt y  - f  ct z  =  0,

(3)

(4)

формулалар билан аникланувчи ечимларга эга, бундаги k — ихтиёрий 
сон.

3°. Б и р  ж и н с л и  у ч  н о м а ъ л у м л и  у ч т а  т е н г л а м а  с и с ­
т е м а с и

b i  c i “ l  C i a x ^
x — k , y  — — k , z  =  k

b3 C t a i  c i at  b%

« 1*  +  К у  +  схг  =  о,
а%х -f- b^y +  сгг  =  0, 

+  *sy +  = 0,
(5)

унинг детерминанти Д =
a, Ьх d  

as b3 c3
ларига эга булади ва аксинча.

=  0 булса, нллга тенг булмаган ечим-



4°. И к к и  н о м а л у м л и  у ч т а  ч и з и ц л и т е н г л а м а  с и с т е м а с и

( 6 )
а1х  +  Ь1у = с 1, 
а2х  +  Ь2у  =  с2, 
а3х  +  Ь3у  =  с3.

ai ci 
а3 8̂ 
03 Ь3 с3

■■ 0 булганда ва унинг з̂ еч цайси иккита тенгламаси

узаро зид булмаса, биргаликда булади.
5°. У ч  н о м а ъ л у м л и  у ч т а  ч и з и ц л и  т е н г л а м а  с и с ­

т е м а с и

a Lx  +  Ьху  +  схг  =  dv  
агх  +  Ь2у  +  сгг  =  d2. 
а3х  +  V  +  с3г =  d3,

(7)

унинг детерминанта

ai Ci
Д ~  J a Ьг с2 

Oj Ь3 с3
нолдан фарцли булганда бирдан-бир

Ддс
У =

Д у
г  =

Д г
т (8)

ечимга эга булади, бунда

di  bx Ci ai d x сг ax bx d x
Дх = Cj , Л у  — d% C2 , A z  = d%

dz az dz cz aZ ^3 ^3

6°. Б и р г а л и к д а  б у л м а г а н  в а  а н и ц м а с  т е н г л а м а л а р  
с и с т е м а с и .  (7) тенгламаларнинг чап томонларини X lt Х г, Х л лар би­
лан белгилайлик, системанинг детерминанти Д =  0 булсин. У ^олда цуйи- 
даги икки ^ол булиши мумкин:

I. Д детерминантнинг цандайдир иккита сатрининг элементлари бир-
а2 6а сЧ

бирига пропорционал, масалан —  =  ^ -  =  —  = т .  У ^олда Х 2= т Х х ва

1) агар d 2 Ф m dx булса, система биргаликда эмас (биринчи икки 
тенглама бир-бирига зид)-,

2) агар d t  =  m dx булса, система аницмас (агар биринчи ва учинчи 
тенгламалар бир-бирига зид булмаса).

II. Д детерминантда пропорционал элементларга эга булган сатрлар 
йуц. У ^олда нолга тенг булмаган шундай т  ва п сонлар мавжудки, 
т Х |  ti X 2 =  Х 3 ва

1) агар m dx +  nd2 Ф d3 булса, система биргаликда эмас;
2) агар m dl +  nd2 =  d 3 б^лса, система анщмас.
т  ва п  сонларни муло^азалар ёрдами билан ёки аут  -{- а2п =  а3, 

Ьхт -\- Ь%п  =  Ь3, схт  -f- с2п =  с3 тенгламалардан топиш мумкин.



Детерминантлар ёрдами билан цуйидаги тенгламалар сис- 
темалари ечилсин:

611.

613.

Зх +  2у  =  7 
4х — 5 у  =  40.

5х +  2у =  4. 
7* +  4 у  =  8 .

612.

614.

а х — Зу — \ 
ах  — 2у =  2 .

тх — пу  =  (т — п)® 
2х — у  — п (т Ф  2п

булганда)
Куйидаги тенгламалар системалари ечилсин:

2х — Зу +  г —  2 =  0 ( 2 х  —  4у +  3г =  \
х  +  Бу — 4г +  5 =  0 616. |  x  —  2y +  4z =  3615.

617.

619.

621.

4х +  у  — 3z +  4 =  0.

2х —  Ъу -f- 2z =  0 
х  +  — 3z =  0.

623. 1)

3* +  2у —  г = 0 . 
2х — у  +  Зг =  О 
x  +  y  —  z =  0.

х  +  2у +  3z =  4 
2х  +  у  — г =  3 
3x +  3y +  2z = 7

2х  — Ъу — 6 
3* +  У =  9

3* — у  +  5z =  2. 

Зл: +  2 г/ — г — О 
618. \ 2x  —  y  +  3z =  0 

х  +  Зг/ — 4г =  0.
* +  2у  +  Зг =  4 

2х  +  4у  +  бг =  3 
Зх +  у  — z  =  1.

д; 2 у  -J- Зг =  4 
2л: +  у  —  z  =  3 
Зл: +  Зу  +  2z =  10.

2л: — Зу  =  6 
ва 2) |  х  - f  2г/ =  4 

л: — 5у =  5

620.

622.

х  +  4у — 3

турри чизицлар бир нуцтада кесишадими? Иккала ^олда ^ам 
чизи^лар ясалсин.

Куйидаги чизи^ли тенгламалар системалари ечилсин:

624.

626.

2 x — y  +  z =  2 
Зх -\-2у =  2z =  — 2 

х  — 2у  +  z  =  _ 1.

Здс 2у  -f- 2z =  О 
5х +  2у  +  Зг =  0.

625.

627.

х  2у  -(- 3z =  5 
2х  — у  — г =  1 

х  '- f  З у  +  4z =  6 .

Зх  — у  -f- 2z =  О 
2л: +  Зу  — 5z =  О 

х  +  у  +  г =  0 .



2х  — у  - f  Зг =  0 ( х  — 2у +  г =  4
628.- х  +  2у —  5z =  0 629. ] 2* +  3 t/— z =  3 

3* +  г/ — 2г =  0. [ 4* — у +  z =  11.

3-§. Комплекс сонлар

1°. Т а ъ р и ф л а р .  х  ва у  з^и ^и й  сонлар, I эса цандайдир бир 
символ булса, лт+ i / i  ифода комплекс сон дейилади, бунда цуйидаги 
шартлар цабул дилинган деб ^исобланади.

1) х  +  0/ =  х; 0 +  yi - y i  ва W =  i; — U =  — i.
2 ) фа кат х  =  д^, у  =  у х булгандагина, х  - f  y i =  х г +  uxi булади,
3) (х  +  y i)  +  (*! +  y j )  =  (*-)- +  (у +  (h)i,
4) (х  +  yi) (x t  -j- {hi) =  (xxy — yiji) +  (xiii +  х гy t )i.

I) ва 4) шартлардан i нинг даражалари з^осил булади:

х  +  y i  комплекс сонда х  =  0, у ф  0 булса, у мавцум сон дейилади. i  сон 
мавз^ум бирлик дейилади.

2°. К о м п л е к с  с о н л а р  у с т и д а  б а ж а р и л а д и г а н  а м а л- 
л а р .  Комплекс сонларни цушиш, айириш, купайтириш ва даражага ку- 
тариш амаллари, шу амалларни кугцадлилар устида бажариш коидалари 
асосида бажарилади, бунда i соннинг даражаларини ( 1) формулалар буйи­
ча алмаштириш зарур.

Комплекс сонларни булиш, комплекс сондан илдиз чи^ариш амал­
лари мос равишда купайтириш ва даражага кутариш амалларига тескари 
амаллар сифатида аницланади.

3°. К о м п л е к с  с о н н и н г  т р и г о н о м е т р и к  к у р и н и ш и ,  
х  +  y i  комплекс сон икки ^акиций (дг; у) сон билан анюушнади, шунинг 
учун ^ам  у текисликдаги М  (дг; у) нуцта ёки унинг г  =  ОМ  (12- чизма) 
радиус-вектори билан ифодаланади. Бу векторнинг узунлиги /• =  
~  У  х 2 -f- у 2 комплекс соннинг модули, вектор билан Ох уц орасидаги 
Ф бурчак чса комплекс соннинг аргументы дейилади. х =  г  со$ф, у  =  
=  г  sin  ф булгани учун:

4°. Т р и г | о н о м е т р и к  к у р и н и ш д а  б е р и л г а н  к о м п л е к с  
с о н л а р  у с т и д а  б а ж а р и л а д и г а н  а м а л л а р :

ia =  — 1, i 3 =  — i: i4 - 1, i6 =  i ва зрказо. ( 1)

x  +  y i  =  r  (cos ф +  / sin ф). (2 )

r (cos ф +  i sin ф) rx (cos ф, +  i  sin ф ^  =  
=  (/-/-,) [cos (ф +  q>i) +  i sin (ф +  ф^], (3)

(4)

[ г (cos ф  +  i sin ф )]” =  rn (cos n ф  +  i sin n ф ), (5)

бунда 6 =  0, 1, 2 . ..., (гг— I).
(5) ва (6) формулалар Муавр фэрмулалари дейилади.



5°. Э й л е р  ф о р м у л а с и :

e h  =  cos ф +  i  sin ф. (7)

6 .° К о м п л е к с  с о н н и н г  л о г а р и ф м и  куйидагича ёзилади: 
In z  =  \nk +  (ф0 +  '2£я, (8)

ф нинг—л < ф < п  тенгсизликларни каноатлантирувчи ^иймати ф0булади. 
In г  +  /фо иФ°да логарифмнинг бош циймати дейилади.

630. 1) (2 +  Ы е  ( 3 - 2г); 2) (а +  Ы) (а —  Ы)\ 3) (3 -  2i f ,

4) (1 +  i f-  5) l ± i ;  6) j —

амаллар бажарилсин.
631. 1) г* 4 - 25 =  0; 2) ** — 2х  +  5 =  0; 3) х г +  4х +

4-13  =  0 тенгламалар ечилсин ва илдизлар тенгламага ^уйи- 
либ текширилсин.

К,уйидаги комплекс сонлар векторлар билан тасвирлансин 
ва уларнинг модуллари ва аргументлари аниклансин хамда 
тригонометрик куринишда ёзилсин:

632. 1) г — 3; 2) z =  — 2; 3) г — Зг; 4) г =  — 2г.
633. 1) z =  2 —  2г; 2) г =  1 +  г | / Т ;  3) г  =  — У"3 — /.
634. 1) — У  2 4- г У~2~; 2) sin а  4-  г (1 — cos а).
635. 632 — 634- масалаларда берилган сонлар г е кури­

нишда ёзилсин ( — л <  ф <  я  булганда).
636. ^уйидаги шартларни ^аноатлантирувчи г ну^талар- 

нинг со^алдри ясалсин:
1) | z I <  3; 2) \ г \  <  2 ва j  <  ф <  я ;

3) 2 <  | z | <  4 ва — п <  ф <  — j .
637. j zx — z2[ ифода Zi ва z2 ну^талар орасидаги масофа 

эканлиги курсатилсин.
638. z0 =  — 2 4- Зг ну^та берилган. | г  — z0| <  1 тенгсиз- 

ликни ^аноатлантирувчи г нуцталарнинг со^аси ясалсин.
639. z сонга цушма булган сон z билан белгиланади. 
z-z — | г |2 эканлиги исботлансин.
640. К,уйидагилар Муавр формуласи билан хисоблансин: 

1) (1 4 - /)10; 2) (1 - г '1 / 3 > ;  3) ( -  1 4- i f ,

4)  ̂1 4~ cos ^  -)•( sin ”4" j ! 5) ( У 3 4 - г)3.

641. (cos а  4- г sin а )3 =  cos 3 а  4- г sin 3 а  айниятдан фой- 
даланиб, sin З а  ва cos З а  лар а  бурчакнинг функциялари 
ор^али ифодалансин.



642. z =  У 1 нинг барча ^инматлари топилсин ва радиуси 
1 га тенг дойра ясаб, топилган ^ийматлар радиус-векторлар 
билан тасвирлансин.

643. 1 ) ^  1; 2) Y  /; 3) — 1; 4 ) ^  — 2 +  2/ топил­
син.

644. 1) У Т \  2) i^ - 1  +  i ; 3) ^  - 8  +  8/ j / T  то­
пилсин.

645. 1) дс3 +  8 =  0; 2) х* +  4 =  0 икки ^адли тенгла­
малар ечилсин.

646. 1) 1п( — 2); 2) In(1 +  /); 3) In/; 4) ln(*  +  i//);
5) In (2 — 2/) логарифмнинг бош ^иймати топилсин.

647. sin  х  +  sin 2х +  sin Зх -f- . . .  - f  sin nx  йиринди то­
пилсин.

xi - x l
Кдрсатма. Эйлер формуласига а сосан sin х  =  ,е ~  е-------ва ^о-

казо алмаштиришлар бажарилсин.

648. cos х  +  cos 2х +  cos Зх +  . . .  +  cos пх  йиринди то­
пилсин.

649. х5—  1 =  (х— 1)(х2—2 x c o s7 2 °+ 1 )(a :2—2а:cos 1 4 4 °+  
- f  1) айният исботлансин.

650. 1^уйидагиларни ^исобланг:

1) i ^ | ;  2)(a +  b i f - ( a - b i f .

К,уйидаги мисолларда комплекс сонлар векторлар билан 
тасвирлансин, уларнинг модуллари ва аргументлари топилсин 
^амда улар тригонометрик куринишда ва refi (бунда — л <  
<  <р <  л) куринишда ёзилсин:

661. 1) z =  4 +  4/; 2) z — — 1 +  i Y ~ 3 \  3) z — 1 /.
652. 1) 2 =  5; 2) 2 =  - / ;  3) z=* — V 2 — У  — 2.
653. К,уйидаги шартларни ^аноатлантирувчи z ну^талар- 

нинг со^алари ясалсин:

< v I I >• о Я . ^  Зя1 <  | г | <  3 ва т < ф < т .

654. z0 =  3 —  4/ ну^та берилган. | г  — г0 | <  5 тенгсиз- 
ликларни ^аноатлантирувчи г нуцталарнинг со^аси ясалсин.



655. К,уйидагилар Муавр формуласи билан хисоблансин:

1) (1 — г')6; 2 ) (2 +  г ] /  12 )ъ\ 3)  ̂1 cos +  г sin - j  j

656. (cos a  -|- i sin a )4 =  cos 4 a  +  i sin 4 a  айниятдан фой­
даланиб, sin 4a ва cos 4 а  лар a  бурчак функциялари орцали 
ифодалансин.

4 ,---------  5,-----
657. Ушбу 1) у  — 1 ва 2) у  1 илдизларнинг барча 

кийматлари топилсин хамда улар радиус-векторлар билан 
тасвирлансин.

658. 1) *3 — 8 = 0 ;  2) х в +  64 =  0; 3) л:4 — 81 =  0 тенг­
ламалар ечилсин.

659. cosх  +  co s3 х  +  cos5х +  • • •  + c o s ( 2 / z — 1) х  йи- 
ринди хисоблансин (647- масалага царалсин).

4- §. Юцори даражали тенгламалар.
Тенгламаларни та^рибий ечиш

1°. х3 +  а*2 +  Ьх +  с =  0 ( 1) тенглама к у б и к  т е н г л а м а  дейи­
лади.

Агар х и  х г, х3 лар (1) тенгламанинг илдизлари булса, тенгламани 
(х  — X]) (* — х2) (х  — *3) =  0 куринишда ёзиш мумкин. Бундан а =  
=  — (*1 +  Ч  +  *3), b =  хх х 2 +  х х х 3 +  х2xs, с =  — х 1 х 2х3.

а
х3 -f- ах2 +  Ьх +  с =  0 тенглама х =  г  — -д- алмаштириш ёрдами би­

лан г 3 +  pz  +  q =  0 куринишга келтирилади. г3 +  р г  +  q =  0 тенглама 
ушбу

Кардано формуласи билан ечилади.

Я2 Р3
I. Агар Д =  -£■ +  27 > 0  булса, у ^олда ц  =  иг +  vx, г2,3 =  —

и 1 +  а, «, — и, Г—
— — g----- ±  — 2-----  ‘ У 3 булади, бунда их ва v t  лар и ва v  ил­
дизларнинг з^авдий цийматлари.

(j2 с3 3<7
II. Агар Д =  -j- +  27 =  0 булса, у зрлда г х — — \ г ъ =  г3 =

3<7 ?i 
=  — Щ, =  — - j  булади.

о2 р3 -rn Г __п ф
III. Агар Д =  - j  +  27 <  0 булса, у з^олда г х =  2 | /  — cos -g-’

г2,3 =  2 cos ±  120° j  булади, бундаги cosq> =  —

: Т / 3 .
V  27



23- чизма.

дизи х  нинг тацрибий
таси 

^иймати булади:

/ (а0)ct, —  а „  —  (

2°. f (х) =  0 - т е н г л а м а ­
н и н г  з ^ а ^ и ^ и й  и л д и з и н и  
а ж р а т и ш .  Агар f  (а) ва f  (Ь) 
нинг ишоралари з̂ ар хил ва f  (х) 
эса [а, Ь] кесмада узлуксиз з^амда 
шу кесма ичида / '  (а:) ф  0 ^о- 
силага эга булса, f ( x)  =  0 тенг­
ламанинг а ва Ь орасида бирдан 
бир илдизи жойлашган булади. 
Бундан таш^ари, [а, Ь] кесмада 
/"  (*) ф  0 деб ^исоблаймиз.

3°. / (л:) =  0 т е н г л а м а н и  
т а ^ р и б и й  е ч и ш н и н г  ва-  
т а р л а р у с у л и .  а 0 — тенгла­
ма илдизини ажратувчи [а, Ь\ 
кесманинг икки учидан ушаниси- 
ки, унда f ( a 0)- f"(a0) <  0 шарт 
бажарилади. У з^олда АВ  ватар 
билан Ох  уцнинг кесишган нуц-

а х (23- чизма) тенглама ил-

бунда k =  ь _ а----- .

4°. У  р и н м а л а р (Н ь ю т о н) у с ул и. ро — [а, Ь] кесманинг икки 
учидан ушанисики, унда f  (Р0) • /"  (Р0) > 0  шарт бажарилади. У хрлда, 
у  ~  f  (х) эгри чизик;нинг [ро; /  (Р0)1 нуктасига утказилган i/ринма билан 
Ох укнинг кесишган ну^таси Pj (23- чизма) тенглама илдизи х  нинг та^- 
рибий киймати булади:

P i  —  Ро
f (  Ро)

бунда
=  Г  (Р о )-

Ватар ва уринма усулларини янгидан гатбик этиб, ушбу

g|PU(«m(PHfe I*1!А«IАР|
..I 1 .. I •• I (2)

жадвални тузиш мумкин. Бунда k ва k x — мос равишда ватар ва урин- 
манинг бурчак коэффициентларидир, Д а ва д р  булса,

f ( P )  А й  / ( Р )
~k~ ВЭ ДР ^ - Х “

тенгликлар билан аницланади.
(2) жадвалда з^осил буладиган а  ва р кийматларнинг кетма-кетлик- 

лари изланган илдизга якинлашади.
5°. И т е р а ц и я л а р у с у л и .  Агар f ( х) =  0 тенгламаних  =  ф(дс) 

куринишга келтириш мумкин булса, ундан таш^ари, тенглама илдизининг



цандайдир бир атрофида |ф ' (л:) | < 0 <  1 булса ва х0 — шу атрофдаги 
ихтиёрий бир сон булса, у ^олда такрибий ечимларнинг яцинлашувчи 
кетма-кетлиги:

Ху =  ф (*о>> хг =  Ф М .  х 3 =  ф (x.t )...
булади.

660. 661- мисолларда берилган тенгламалар озод ^адлари- 
нинг бутун купайтувчилари орасидан тенгламанинг битта ил­
дизи х х ни топиб, сунгра тенглама чап томонини (х — Ху) га 
булиб, долган илдизлар топилсин.

660- 1) х3 — 4х2 +  х  +  6 =  0; 2) х3 — 4х2 —  4 х  —  5 =  0 
тенгламаларнинг ечимлари

~f“ ^2 ~f" * 3. Ху Х-2 Ху Х3 +  Ху, Ху х% х 3

ифодаларни тузиб, текширилсин.

661. 1) х3 — 5х2 — 2х - f  24 =  0; 2) х4 +  х3 +  2х — 4 =  0;
3) 9х3 +  18х* — х - 2  =  0; 4) 4х3 — 4х2 +  х — 1 = 0 .

Куйидаги тенгламалар Кардано формуласи буйича ечил­
син:

662. 1) z3 — 62 — 9 = 0 ;  2) г3 — 1 22— 16 =  0.
663. 1) г3— 122 — 8 = 0 ;  2) 23 +  б2 — 7 =  0.
664. х3 +  9х2 +  18х +  9 =  0.

665. / ( х ) = х 4—х— 10 =  Отенглама берилган. х =  0,1,2,.., 
лар учун /  (х) ишораларининг жадвалини тузиб, мусбат илдиз 
чегаралари аницлансин ва уни 0,01 аншушк билан ватарлар 
^амда уринмалар у сули буйича ^исоблансин.

666 . у  =  -j  функция графиги ясалсин, х 3 — 6х - f  3 =  0
тенглама илдизларйнинг чегаралари графикдан ани^лансин ^ам- 
да илдизлар учинчи хона бирлиги ани^лиги билан ^исоблан- 
син.

667. Итерациялар (кетма-кет я^инлашишлар) усули билан:
1) х3 +  60х — 80 =  0; 2) 2х =  4х; 3) х3 +  /2х +  /3 =  0; 4) х4 —
— 2х — 2 =  0 тенгламаларнинг ^а^щ ий илдизлари топилсин.

668. 1) х3 +  8х2 + 1 5 х  + 18 =  0; 2) х3 — Зх2 +  4 =  0 
тенгламаларнинг озод ^адлари бутун купайтувчилари орасидан 
тенгламанинг битта илдизини топиб, тенглама ечилсин. Тек- 
шириш учун 2  Х[, ^  х,- Ха ва хух2х3 ифодалар тузилсин.



3) z2 — 32 +  2 =  0; 4) *3 -Ь 6*2 +  9* +  4 =  0 

тенгламалар Кардано формуласи буйича ечилсин.
у*

670. (/ =  -£- функция графигини ясаб, х* +  Зх — 15 =  0
тенглама илдизларининг чегаралари аниклансин ва илдизлар 
0,01 аницлик билан хисоблансин.

671. *0,01 аницлик билан 1) х3 +  50л; — 60 =  0, 2) х3 +  
+  х  — 32 = 0  тенгламаларнинг мусбат илдизлари топилсин.з  _

672. Итерациялар усули билан х =  у  8 — 2х  формула- 
га асосан кетма-кет я^инлашишларни (логарифмик линейка 
ёрдами билан) хисоблаб, х3 +  2х — 8 =  0 тенгламанинг \а- 
ци^ий илдизи топилсин.



V Б О Б  

АНАЛИЗГА КИРИШ

1-§. Узгарувчи мицдорлар ва функциялар

1°. И н т е р в а л  л ар.  а < х < Ь  тенгсизликларни цаноатлантирувчи х 
сонлар туплами оралиц дейилади ва (а , Ь) билан белгиланади. а <  х  <Ь  
тенгсизликларни цаноатлантирувчи х  сонлар туплами сегмент дейилади 
ва \а, Ь] билан белгиланади.

Орали ц ва сегмент (кесма) интервал деган умумий ном билан юр- 
гизилади. Узаро эквивалент

х 2 <  а2 ёки | х  | <  а  ёки — а  <  х  <  а

тенгсизликлар (а >  0 булганда) нолга нисбатан симметрик оралицларни 
билдиради.

2°. У з г а р у в ч и  м и ц д о р л а р  в а  ф у н к ц и я л а р .  Агар уз- 
гарувчи х  нинг ^ар бир цийматига битта сон мос келтирилган булса, у 
^олда уша сонлар туплами билан аницланган у  узгарувчи х  нинг бир 
цийматли функцияси дейилади. Бунда узгарувчи х  аргумент, аргумент 
к,ийматларининг берилган туплами эса функциянинг анщ ланиш  соцаси 
дейилади.

// нинг х  функцияси экани символик y  =  f ( x ) ,  y  =  F(x)  ёки 
у  ~  <р (х ) ва шунга ухшаш куринишда ёзиладй. f  (х)  ёки F (х) ва шун- 
га ухшаш символ х  ва у  узгарувчиларнинг мослик цонунини белгилай- 
ди, хусусий ^олда, х  нинг цийматига мос келадиган у  нинг киймати- 
ни топиш учун х  устида бажариш керак булган амаллар ёки операция- 
лар тдпламини билдириши мумкин.

673. 1) \ х  | <  4; 2) х2< 9 ;  3) \ х  —  4 | <  1;
4) — 1 <  х — 3 <  2; 5) х2 >  9; 6 ) (х -  2)2 <  4 

тенгсизликларни цаноатлантирувчи х  нинг узгариш интервал- 
лари ясалсин.

674. Узгарувчиларнинг [ — 1; 3]; (0, 4); [ — 2, 1] узга­
риш интерваллари тенгсизликлар ор^али ёзилсин ва ясалсин.

675. х  — \ — -j- узгарувчининг узгариш интервали аник.
лансин, бундаги t бирдан кичик булмаган хаР цандай ций- 
матни ^абул ^илади (t >  1).



676 — 678- масалаларда | * K 3  сегментда берилган функ­
цияларнинг графиклари нуцталар буйича ясалсин:

676. 1) у  =  2х\ 2) у =  2 * +  2; 3) ц =  2х  — 2.
677. 1) у  =  х2; 2) у  =  х2 +  1; 3) 'у =  л:2 — 1.
678. 1) г / - у ;  2) у = % +  1; 3) у = % -  1.

679. 1) у  =  - j ;  2) у  =  2*; 3) у  =  log2x

функцияларнинг графиклари ясалсин. Бу эгри чизицларнинг 
координата уцларига нисбатан вазиятларида ^андай хусуси- 
ятларни куриш мумкин?

680. 1) у =  sin л:; 2) y =  cosx
функцияларнинг графиклари у нинг энг катта, энг кичик ва 
нолга тенг ^ийматлар кабул этувчи ну^талар буйича ясалсин. 
Бу эгри чизиклар ординаталарини цушиб, уша чизманинг 
узида у =  cos*  +  s inx  функция графиги ясалсин.

681. у  — 4х  — х % функциянинг илдизлари х х ва х г топил­
син ^амда унинг [xt — 1, х 2+  1] сегментдаги графиги ясалсин.

682. 1) у =  \х\ ;  2) у =  — [х —  2\; 3) у =  \х \  — х  
функцияларнинг графиклари ясалсин.

683 — 686- масалалардаги функцияларнинг ^а^и^ий ^ий- 
матларини аникловчи сохалар топилсин ва уларнинг график­
лари ясалсин:

683. 1) у =  1 / Т + 2 ; @  у =  ] / " 9 ^ 7 2;(з) у =

684. 1) у  =  У  — х  +  У  4 -f  х  у  =  arc sin ~ Y ~ r

685. 1) у  =  Х- ^ Л У Л ,- 2) у =  ± х у Т ^ 7 .

686. 1) у  =  -  У  2 sin а; 2) у  — — х У  Х* ~ х\
687. 1) f ( x )  =  x2 - x + \  булса, ДО), / ( 1) , / (  -  1) , / ( 2)

2х_3 *
f  (а +  1) ^исоблансин; 2) <р (х) =  ■ булса, ф(0), ф ( — 1), 

ф (т )>  ф ( т ) »  ф Ь ) ^исоблансин.
F ( b ) - F ( a )  „ (a +  h  ------- 11 - ^  1 -------688 . F(x)  =  x 2 булса, 1) — — ; 2) F

— f [~~2^) ^исоблансин.

—  /  (x) =  *2; ф {x) =  x3 булса, qf ^ ) _ ф ((у) ^исоблан-
син.



690. F(x,  y) =  x3 — 3 x y — у 2 булса, F(A, 3) ва F(3,  4 ) 
Хисоблансин.

691. Агар f (  — x ) = f ( x )  булса, f ( x )  функция жуфт,  
агар / ( — *) =  — f (x)  булса — тоц  дейилади. Ушбу 1) /  (х) =

=  2) Ф 3) F ( * )  =  a* +  1 ;

4) Ф (х) = а х —  5) ¥  (*) = х  sin2 х  —  х3; 6) / х (х) — х  -f~ х 2
функциялардан ^айсилари жуфт, ^айсилари то^ эканлиги 
курсатилсин.

692. Кандайдир / ( х)  функция графигининг исталган ва- 
тарининг уртаси шу функция графигидан юк^ориро^да ётади. 
Функциянинг бу хоссаси тенгсизлик ор^али ёзилсин. f ( x)  —
— х2 функциянинг уша хоссага эга эканлиги текширилсин.

693. Элементар функциялардан л^айсиси

/ (О =  0 , f{a) =  1; f ( x y ) = f ( x ) + f ( y )
хоссаларга эга?

694. Элементар функциялардан 1̂ айсиси

f ( 0) =  1. / ( 1) =  a, f ( x  +  y)  =  f ( x)  f(y)  
хоссаларга эга?

695. 1) |л:] <  3; 2) х2<  4; 3) |л: — 2| <  2; 4) (х — I)2 <  4 
тенгсизликларни ̂ аноатлантирувчи х  нинг узгариш интервал- 
лари ясалсин.

696. х  =  2 +  —■ узгарувчининг ихтиёрий t >  1 к;иймат-
лар 1̂ абул к;илгандаги узгариш интервали аниклансин.

697. Куйидаги функцияларнинг графиклари ясалсин:
х г .

1) у  =  4 — нинг | х  К  2 сегментда;

х22) у  =  3,5 +  За; —  у  нинг абсциссалар у^и билан кесиш­

ган нукталари орасида.
698. К,уйидаги функцияларнинг графиклари ясалсин:
1) у — х  — 4 -f-1л;— 2| нинг [ — 2,5] сегментда;
2) у  =  1 — cos а: нинг | х | < ; 2л сегментда.
699. 1) у =  2) у = 2~* 

функцияларнинг графиклари ясалсин.



700. I) у  =  У  4 — х 2\ 2) у =  У  х  +  \ —  У З  — х;
, -------------  4

3) у  =  1 — У  2 cos 2х; 4) у =  l +

функциялар ъщщкй. ^ийматларининг ани^ланиш со^алари то­
пилсин ва уларнинг графиклари ясалсин.

2х + 1  /  1 \
701. 1) Агар / (* )  =  р п р  булса,/(0); /( — 2); т )  

f(x — 1); / ( у )  хисоблансин.

2) агар <р (х) =  х3 булса, Ф(*+ —А) хисоблан­
син;

3) агар f (x )  =  4х  — булса, f (a  +  1) — / ( а  — 1) хисоб­
лансин.

2- §. Сонлар кетма-кетлиги.
Чексиз кичик ва чексиз катта узгарувчилар. 

Узгарувчининг лимити. Функция лимити
1°. С о н л а р  к е т м а - к е т л и г и .  Узгарувчи х  ушбу

■̂ li 2̂» "̂3» • • • » Xfi, . * I (О
цийматларни кетма-кет цабул килсин. Бундай номерланган сонлар mijti- 
лами кетма-кетлик дейилади. ( 1) кетма-кетликнинг тузилиш цонуни п- 
з^ад формуласи билан берилади.

Масалан: хп =  п  +  ( — 1)" булсин; п — 1, 2, 3, . . . деб олсак,

О, 3, 2, 5, 4, 7____  (2)
кетма-кетлик з^осил булади.

Агар узгарувчи х  фацат (2) кетма-кетликнинг цийматларинигина ца- 
бул цилмасдан, 0 билан 3 орасидаги барча кийматлари (уса бориб), 3 
билан 2 орасидаги (камая бориб) барча цийматларни з а̂м к,абул цилади 
ва з^оказо деб фараз цилсак, х  нинг узгаришини М  (х ) нуцтанинг Ох 
уцидаги з^аракати билан тасвирлаш мумкин. 24- чизмада (2) кетма-кетлик 
билан берилган х  нинг узгариши тасвирланган.

24- чизма.

Бундан сунг узгарувчи х  =  f  (п) кетма-кетлик билан ёки умумий 
з^олда а <  t  <  Ь интервалдан аникланган x — f ( t )  функция билан берил­
ган деб з^исоблаймиз. Агар t >  ta булса, x  =  f  (t ) киймат x0 =  f  (t0) дан



кейин келади деб шарт килинади (хусусий ^олда t  вактни билдириши 
jjaM мумкин).

2° Ч е к с и з  к и ч и к  у з г а р у в ч и .  Агар j^ap ^андай мусбат в сон 
учун узгарувчининг шундай а0 киймати мавжуд иулсаки, а  нинг ундан 
сунгги j^ap бир кийматининг абсолют мнцдори е дан кичик булса, а  уз­
гарувчи чексиз кичик дейилади.

Агар а  чексиз кичик булса, у нолга интилади дейилади ва а —> О 
куринишда ёзилади.

3°. Ч е к с и з  к а т т а  у з г а р у в ч и .  Агар ^ар ^андай мусбат с сон 
учун узгарувчининг шундай киймати мавжуд булсаки, х  нинг ундан 
сунгги ^ар бир цийматнинг абсолют мицдори с  дан катта булса, х  уз­
гарувчи чексиз катта дейилади. Бу х —> оо куринишда ёзилади.

Шунинг билан бирга, агар х нинг х0 дан кейинги барча цийматлари 
уз белгиларини сацласа, у ^олда х —>• -|- оо (ёки х  -* — оо ) деб ёзилади.

Чексиз катта узгарувчига тескари мицдор чексиз кичик миедор ва 
аксинча (чексиз кичик узгарувчига тескари микдор чексиз катта миедор) 
булади.

4°. У з г а р у в ч и н и н г л и м и т и. Агар узгармас а ва узгарувчи х  
орасидаги айирма чексиз кйчик микдор, яъни агар х  =  а  +  а  булса, 
узгармас а дзгарувчи х  нинг лимити дейилади, lim х  =  а, ва аксинча.

Агар а узгарувчи х  нинг лимити булса, у ^олда узгарувчи х  уз­
гармас а Тс^интилади деб ^ам айтадилар ва х —> а  ёки х а  — 0 (агар х  
^ар доим а  дан чапда цолса) ёки а -* а  +  0 (агар х  ^ар доим а дан днгда  
цолса) куринишда ёзадилар.

(а — е, а  +  «) орали^ а соннинг
е атрофи дейилади. Агар ^ар к,ан- О Я _____ ^  X
дай мусбат е сон учун шундай х  •—°  ^  ^
циймат топиш мумкин булсаки, х  Я~£ в+£
нинг ундан кейинги барча киймат- • _
лари а сонининг е атрофига жой- чизма.
лашса, х узгарувчи а га интилади
дейиш мумкин (25- чизма).

Агар х  +  оо (ёки х — оо ) булса, у ^олда узгарувчи х  нинг 
лимити -f- оо га (ёки— оо га) тенг дейдилар ва

Н ш х =  +  оо (ёки l i mx  = — оо )
деб ёзадилар.

5°. Ф у н к  ц и я н и н г  л и м и т и .  Агар х  нинг а га тенг булмасдан 
унга интилишидан jqap доим f i x)  нинг b га интилиши келиб чицса, Ь 
сон f  (х) функциянинг х  нинг а га интилгандаги лимити дейилади. Бу- 
ни lim f ( x)  = Ь  куринишда ёзадилар. 

х а
Юкррида келтирилган таъриф, а  ёки Ь ларни -f- оо ёки —  оо сим- 

воллар билан алмаштирилгандаги к,уйидаги махсус долларни ^ам уз ичи­
га олади:

lim f  {х) =  +  00. 1>т  /  (х) =  b,  lim  f ( x )  =  — оо ва з^оказо.
х-*-а х  — — оо х-~*-\- оо

lim /  (х) =  Ь ни (ёки lim f ( x)  =  b ни) f  (х) функциянинг х  нинг 
x-t-a—O х -> а + 0

а га чапдан (ёки днгдан) интилгандаги лимити деймиз.
702. п =  О, 1, 2, . . . деб



узгарувчилар ^ийматларининг кетма-кетлиги ёзилсин ва улар­
нинг узгариши график усулда тасвирлансин. п нинг ^айси 
^ийматларидан бошлаб узгарувчилардан ^ар ^айсисининг мо­
дули 0,001 дан, берилган мусбат е дан кичик булади ва 
шундай булиб ^ола беради?

/ _ ПЛ
703. х  =  1 +  2аГ+1 УзгаРУвчи ̂ ийматларининг кетма-кетли­

ги ёзилсин ва унинг узгариши график усулда тасвирлансин. 
п нинг цайси ^ийматидан бошлаб х  — 1 нинг модули 0,01 дан, 
берилган мусбат е дан кичик булади ва шундай булиб цо- 
ла беради?

704. 3 га олдин 1 ни, сунгра 0,1 ни, ундан сунг 0,01 ни 
ва ^оказо ^ушиб (ёки айириб) узгарувчи х  нинг х  -> 3 +  0 
ёки х  -> 3 — 0 лимитларга яцинлашиши «унли» кетма-кетлик- 
лар билан ёзилсин.

705. «Унли» кетма- кетликлар билан узгарувчиларнинг 
х - > Ь  +  0 , х  ~>Ъ — 0 , х  ^  — 2 -\-0, х  -*■ — 2 — 0 , х ^  I +  
+  0 , х  -> 1 — 0 , х  1,2 +  0 , х  1,2 — 0 лимитларга я^ин- 
лашишлари ёзилсин.

706. lim  х % =  4 экани курсатилсин. х  ва х 2 цийматлари-
jc—>-2

нинг жадваллари билан тушунтирилсин.

Кдрсатма. х  =  2 - \ - а  деб, бунда а чексиз кичик, хг — 4 айирма 
тузилсин ва унинг чексиз кичикка тенглиги исбот к,илиггсин.

707. lim  ( 2 х — 1) — 5 экани исбот килинсин. Берилган
*—►3

е >  0 сон буйича шундай энг катта 8 >  0 топилсинки, 3 сон- 
нинг б атрофидаги хаР ^андай х  учун ( 2 х — 1) функциянинг 
циймати 5 соннинг е атрофида булсин. График усулда ту­
шунтирилсин.

708. lim  (3 — 2х  — х 2) =  4 экани исбот ^илинсин. Функ-
X—>■— 1

циянинг ^иймати уз лимитидан е =  0,0001 дан кичик сонга 
фарк ^илиши учун х  нинг к;ийматини — 1 соннинг ^андай 
энг катта б атрофидан олиш керак?

709. а  чексиз кичик булганда, sin  а  хам чексиз кичик 
экани исбот килинсин.

Кдрсатма. Чизма ясалсин ва | sin а  ] <  | а  | экани курсатилсин.

710. lim  s in  х  =  s in  а  экани курсатилсин.
*  ~*а

Кдрсатма. х  — а - \ -  а  деб, sin х — sin а айирма тузилсин.



711. lim -* J - 4 =  3 экани исбот ^илинсин. х  =  1,10, 100,
X—>oo

1000, . . . булганда х ва ларнинг ^ийматлари жадвал- 
лари билан тушунтирилсин.

Зх +  4
Курсатма. х  чексиз каттага интилганда ( х —> сю) — - —  — 3 айирма 

чексиз кичик экани курсатилсин.

4х  3712. Иш £-■ | =  2 экани исбот ^илинсин. х  нинг ^ан- 
*-►00

дай ^ийматлари учун функция уз лимитидан 0,001 дан кура 
кичик сонга фар^ ^илади?

1 —~ 2̂
713. lim • =  — 0,5 экани исбот ^илинсин. Кандай

х—► 8 qx“
х  лар учун функциянинг к;ийматлари уз лимитидан 0,01 дан 
кура кичик сонга фар^ ^илади?

714. -1 — 0,3; y  — 0,33; 1  — 0,333............ - i  — 0.333...3
п ра^ам

айирмаларни тузиб, lim 0,333 . . .  3 _  J_ экани исбот щи-
п -у  to ---------- .-----------' 3п  рацам

ЛИНСИН.

71 5 .  1) 1 ^ 1̂ г -,2) х  =  - - г т .-, 3 ) *  =  Ц ^ ;

5) +

6) х  =  2~п a cos п я 
узгарувчилар ^ийматларининг кетма-кетликлари ёзилсин ва 
уларнинг узгариши график усулда тасвирлансин. )^ар бир 
мисол учун l im* мавжудми ва у нимага тенг?

Л—>-00
3 3716. lim ------- ва lim ----- — лар топилсин ва жадвал-

*—>■2-1-0 Х — г *—,.2—0 х ~  г
лар билан тушунтирилсин.

j_  _i_

717. lim 2 х ва Иш 2 * топилсин ва жадваллар билан ту-
л:—>-0-|-0 . х-уО —0

шунтирилсин.
718. Ушбу

1) ^  =  0; 2) у  =  ± ю ; 3) 300 =  ° ° ;  4) з - ю = ° ;
5) lg100 =  — со ; 6) tg90° =  ±  оо 

«шартли» ёзишларнинг анщ  маънолари тушунтирилсин.



719. 1) '*  =  п  л  булганда; 2) х  =  -5. +  2л п  булганда;

3) х  — — y  +  2 я  п  булганда (п =  О, 1, 2, 3, 4, . . .) sin х  
Кийматларининг кетма-кетликдарини тузиб, lim sin л: мавжуд

СО
эмаслиги курсатилсин.

720. lim sin — мавжуд эмаслиги курсатилсин.
*->о ■*

721. Чексиз кичиклар ^акидаги теоремалардан бирини 
татбик этиб, х  кайси усул билан нолга якинлашса хам
l im* sin — =  0 экани курсатилсин.
*->■0 х

722. Радиуси R  га тенг доирага томонларининг сони п 
ва томони ап булган мунтазам купбурчак ички чизилган. Уша

8Rдоирага ташки чизилган квадрат ясаб, п >  —  булган замон
ап <  е, яъни ап 0 экани курсатилсин.

723. гп — радиуси R  га тенг доирага ички чизилган мун­
тазам п бурчакнинг апофемаси булса, lim rn = R  экани ис-

X—У СО
бот килинсин.

724. ABC  учбурчакнинг В учи АС га параллел BE  тугри 
чизик буйича унг томонга караб чексиз узоклашади. Бу ?^олда 
учбурчак томонлари, унинг юзи, ички бурчаклари ва BCD 
таш^и бурчаги канДай узгаради?

725. Узгарувчиларнинг лимитларига якинлашишларининг 
«унли» кетма-кетликлари. ёзилсин: * - > 4  +  0; * - > 4  — 0;
* -* — 1,5 +  0; *  -> — 1,5 — 0.

726. 1) lim х 3 =  27; 2) lim (х2 +  2х) =  3 экани исбот ки-
х—>-3 х—т 1

линсин (706-масалага берилган курсатмага царалсин).
727. х  чексиз катта булганда — 2,5 нинг чексиз ки­

чик эканини курсатиб, lim -5^ ~ =  2,5 исбот килинсин.
дг—>со

х  =  1, 10, 100, 1000, . . .  деб фараз килиб, жадвал билан 
тушунтирилсин.

728. lim co s*  =  cosa экани исбот килинсин (709- масала-
х-*-а

га карзлсин.)



пя
2п sin

3) ж = ( -  1)» (2/1+1);  4 ) *  =  ^

узгарувчилар ^ииматларининг кетма ■ кетликлари езилсин ва 
уларнинг узгариши график усулда тасвирлансин. п -»  +  оо 
да бу узгарувчиларнинг цайси бири лимитга эга?

1 1
730. 1) lim 2*-1 ; 2) Нт2*-1 ;

, «->-1—0 х -И + О

3) lim 3tg 2х; 4) lim 3tg 2х; 5) lim ------~TgT!
* 1 + 2 *_*T -o  *->-T +o 2

6) lim — 7) lira “
_ . * _ n l + 2  X—►+» +  “дг-^2

лимитлар топилсин.

731.-^- — 0,6; —  0,66; . . .;  | — 0,66 . . .  6 айирма
п  ракам2

ларни тузиб, lim 0,666 . . .  6 =  экани исбот цилинсин.
Л—► 00 '---- ----- ' ^

п ракам
732. а„ мунтазам п бурчаклининг ички бурчаги булсин. 

Иш а п =  я  экани исбот ^илинсин.
П->- Оо

733. АВ  =  а кесма давомининг унг томонидан ВР  =  х
А Рмасофада Р  нуцта олинган. lim топилсин.

*•_w м LJ*

■ §. Лимитларнинг хоссалари. ва ~  куринишдаги

аницмасликларни очиш

1°. Узгармас микдорнинг лшити узига тенг.
Агар lim и ва lim и мавжуд булса:
2°. lim (и +  v) =  lim и +  lim v;
3°. lim {uv) =  limu-lim v.

u
4° Агар lim  и ва lim v мавжуд ва lim  v  =h 0 булса, lim — =  

lim и 
' limt) ‘



5°. Агар а  ну^ганинг, ^авдайдир бир атрофидаги х  нинг, балки фа- 
1̂ ат х  =  а  дан боцща, барча ^ийматларида /  (х) ва ф (лг) функциялар 
бир-бирига тенг булса ва улардан бири х —у а да лимитга эга булса, 
иккинчиси з̂ ам уша лимитга эга булади.

О оо
Бу хосса -q ва — куринишдаги аникмасликларни очишга татби^ 

этилади. Масалан, х  нинг а дан бопща барча ^ийматлари учун
Х& _а2 ■ х2_а2
„ _  - =  * +  а.  5° xoccara кура: lim ■ =  lim (х +  а) =  2а.
х  “  х -у а  х  “  х -у а

Куйидаги лимитлар топилсин:
1Ч1. х2 — 4 х + 1  1 + s i n  2х  / ] /

73 4 Л >Д? 2 , + -^ 0 1|Ш, т с то'4 , -  v

735. lim ■——п- жадвал билан тушунтирилсин. V
х -у2  х  X

7 3 6 '  2 х2 — 3x + k  ■ 73 7 ‘ х2 -  2х  — 3 •

Курсатма. 736- мисолни икки усул: 1) х =  2 +  а  деб олиб; 2) мах- 
ражни купайтувчиларга ажратиш билан ечилсин.

738. lim (ТЗЭ) lim sin * -  cos
х_+к sin 2х  cos 2аг

740. П т ~ -------.(74l) lim J
v х-уО У  1 - j-  Злг —  1 ^  х -у а  х  а

7 4 ^ 'l im  743. lim -¥ ± ± тх~ 1. \^  *_и }Гх — 1 *-И) X V

КЦрсатма. 742- мисолда x  =  iQ, 743-да эса 1 - ^ m x ~ t z деб олин-
СИН. /

744. lim } - { + х
дг—>-0 х

V  1 -  tg  а: —  V  1 +  tg  *
х-+к s in  2х

(7 4 5 ) lim

КУрсатма. Икки усул: 1) сурат ва махражни х  нинг энг катта да- 

ражасига булиш; 2) х  =  — деб олиш билан ечиш мумкин.

747. lim 748. lim
ДГ-^ОО л  Г  1 * —>.00 Л  - f -  1



7d .  Иш V  x ~ 6x . 750. lim 
^  3* + l  „ ^ „ 1— 2 n

75Ж lim У 2n°“+ 1 . 752. lim 1 +  2 +  3 + ^ ^ +  * . .  
П -+ 0 О  2 t l —  1 П - + С О  У  9 n * 1

^уйидаги лимитлар топилсин:

W753. lim  7 5 4 . lim  - 9Л * 2 -
x->~2*3 +  8 ^ 3  I Sx — 3

lim  *2~ 1 ~T2-- 1^756) lim  V 1 +  « » * . -л / 7
„ лг—»— 1 x  +  1 *>— ^  x-> 7i+ 0  s in  X

W -  758- i l ” - ? w r -  ^

7 6 1 . lim  2 - V x - i  j  ?62> lim  f ‘n 2x  cos 2* — ( ^ 
x_>_7 x i _49 i /  Л cos a; — sin  л: y

4.  §t 5i!^L нисбатнивг a  -» 0 даги лимити

Агар a  бурчак радиан улчови билан берилган булса, у 
Холда

sin a  . a  ,
lim  -------=  1: lim  —  =  1.

a—И) «  a -* 0  S ln a

К,уйидаги лимитлар топилсин:
X

sin 4x ' . sin-5- 
763. lim —7 - .  у 764. lim __ i

*->0 '  ЛГ-Й) x

Щ рсатма. 763- мисолда, касрнинг сурат ва махражи 4 га купайти- 
рилсин (ёки 4х =  а  деб олинсин).

cos 2х  
sin х

765. lim ¥ - > / 766. lim sm* 2 J 7 f i 7 .  lim
x-+o x-<-o х г w x—>-0 x  si

768. lim . sm 3 x ------769. lim sin (x  +  h) — sin  (x —h^
,-*0 V  x +  2 -  V  2 h-»-o h

77<J/1) lim 2) lim  агс f  3(1 ~ -2-^ ■ V
* -► 0 ■* 1 4* 1



Курсат ма. 1) мисолда arc tg *  =  а, 2) мисолдаэса arc sin ( 1— 2х) =  
=  а  деб олиш керак. ,

77^. lim 1 —  COS X

х-*-0
772.  lim

х->-0

tg  x  — sin x  b./
X3 ' V

К,уйидаги лимитлар топилсин.

773. lim * V
X_ )_Q sin Зд;

/  774 lim sin 4x

■o V  x +  1 — 1

775. lim У ‘- f f -gL. 776. lim \ f
x-* — 0 i X X- * 0 s e c x ~ l

_ _ _  ..  1 — cos mx __o  i • 1 — cos 2x  4- tg2 x777.  lim ------ ? ------ . 778. l im  
x->-0 X *-»-0 * s in  X

/
779. lim [sinj*  2J - +  2 {x ~ 2)

x ^ 2 [  x2- 4
(x =  2 +  а  деб олинсин).

7 8 0 .  U tf Иш cos ( * + J ) ~  ?»_(,* - * ) ; 2) Hm are sin ( * + 2) .  /  
П-+0 f t-  x - y - 2  x +  гх  v

781. lim sin2 x
x - t-0 К  — cosx

5- §. оо — оо ва 0 • оо куринишдаги ани^масликлар

К,уйидаги лимитлар топилсин:

782. lim (v G c T f Зх — х). \ /

783-‘Ыт^т-?=г} /
784. lim ( у Х 2 +  Х +  \ — У #  —  х).

x-»--foo

785. lim .
х^ 2  \ х  — 2

12 786. lim

787. lim
л-Н>

1 + 3 + . .  . +  (2п — 1)
п +  3

х-> 0

• « }

sin4 х

788. lim (1 — х) tg  -£• х (х =  1 — а  деб олинсин).
*->1

789. lim ( у х 2 +  i _ у  х 2_  4*).



т , Ы г т г + ? 4 - 4 ) -

К^йидаги лимитлар топилсин:

791. lim (x — V x ' — x  +  l).
X—>■■[■ ОО

792. lim х * - а ? ) .  793. lim t g » * ) .
х-у—|-ю ' /

794. lim
2

1 + 2  +  3 +  . . . +  n  п
л +  2 2

795. lim ( * — | ) t g x ( *  =  y  +  a  деб олинсин).

6- §. Лимитларни ^исоблашга дойр аралаш мисоллар 

К,уйидаги лимитлар топилсин:

796. 1) lim £ Z ± b z _ 2 ;  2) lim 1 + * * » " * - - cos 2*
x->-o sin 5x x-yO sin x

797. 1) lim у Г * ~ ~ 1; 2) lim ____f _____.
X̂ 1 \ f  x  —  1 . x~*° \/~  1 +  2x—1

798. lim ( у  x 2 +  ax —  ] /  x 2 —  ax).

799. 7 )  lim (3- 1 ~  2x----- h 2 ~*,N); 2) lim

/  800. 1 ) Hm_ X2 + x -

2 х* + * х

1 — cos x  Гёу}\ i s „  C0S 2801. 1) lim -----------------------; (2)) lim
x-yo x  У  1 +  x  — 1

I -  10"802. 1) lim s in l l Z ^ -; 2) lim -
jc- > - 1  у  X— 1 x-*-+a> 1 ‘ 1U ~

803. 1) Hm -  2^ }  2)„ i  3 ”  1 ^2 +  10n+ l

804. 1) lim У  1 + cos 2x lim cos . ^  1-- •
\ n r  + 1



7- §. Чексиз кичикларни таодослаш

1°. Т а ъ р и ф л а р .  х—> а  да а (х) ва {5 (х) функциялар чексиз ки­
чик булсин. У ва^тда:

I /  Агар lim JL =  0 булса, р а  га нисбатан юкрри тартибли чек-
х~+а Ct

сиз кичик дейилади.

II. Агар lim А  =  А  (чекли ва 0 дан фарцли) булса, В а га нис-
х —*о а п

батан п- тартибли чексиз кичик дейилади.

III. Агар lim А  =  1 булса, (5 ва а эквивалент чексиз кичиклар
х-*а  Я

дейилади. Эквивалентлик р з: а  курштшда ёзилади.
2°. Э к в и в а л е н т  ч е к с и з  к и ч и к л а р н и н г  х о с с а л а р и :
а) Эквивалент чексиз кичикларнинг айирмаси уларнинг ^ар бирига 

нисбатан ^ам юцори тартибли чексиз кичик булади.
б) Агар бир нечта хар хил тартибли чексиз кичиклар йигиндисидан 

ю^ори тартиблилари чи^ариб ташланса, у ^олда цолган ^исми бош цисм 
дейилади ва у умумий йигиндига эквивалент булади.

Биринчи хоссадан, эквивалент чексиз кичиклардан бири, исталганча 
кичик нисбий хато билан иккинчисига тенг булиши мумкиь экан­
лиги келиб чи^ади. Шунинг учун биз «  белгини ^ам, чексиз кичиклар­
нинг эквивалентликларини белгилаш учун ^ам уларнинг етарли кичик 
цийматларининг тацрибин тенглигини белгилаш учун ишлатамиз.

805. Чексиз кичик * г а  нисбатан: 1) 1—cos г, 2) tg*—sin*  
чексиз кичикларнинг тартиблари аниклансин.

* бурчак икки баравар камайганда 1 — cos* ми^дор тах- 
минан турт марта, tg *  — sin* мивдор эса тахминан саккиз 
марта камайиши чизмада курсатилсин.

806. Чексиз кичик *  га нисбатан:

1) 2 sin4* — *5; 2) У  sin2* -) -* 4; 3) ] /  1 + * 3 — 1 чек­
сиз кичикларнинг тартиблари аниклансин.

807. Дойра сегменти «у^ининг» сегментнинг чексиз кичик 
ёйига нисбатан кичиклик тартиби аниклансин.

808. * нолга интилганда (*-+0):
3 ———  j

1) s in m * ^ m * , 2) tg  т х ^ т х \  3) ■/  1 +  * — 1 *
эканлиги исбот килинсин.

8 09. Жисмнинг ^ажмий кенгайиш коэффициенти узунлик 
кенгайиш коэффип иентининг учланганига тахминан тенг деб 
олинади. Бу цандай чексиз кичикларнинг эквивалентлигига 
асосланган?



810. Агар а ^ а , ,  Р ~ В ,  ва Игл — ёки lim — лимит-X I гх а
лардан бири мавжуд булса, lim =  lim — булади, деганСС̂ о
теоремага асосланиб,

s in 5д? оч sin аде 4 - х2 оч ,.  Зх 4 - s in 2*
' )  Й  Я К ЗГ 2> Ц to ; 3> ‘“ J . i . t , -

лимитлар топилсин.

811. Сув томчиси бугланганда (парга айланганда) унинг 
радиуси нолга интилади. Радиусга нисбатан сув томчиси сир- 
тининг ва ^ажмининг чексиз кичиклик тартиби анш^лансин.

812. Чексиз кичик х  га нисбатан:

1 ) Y  1 + х г — 1; 2) sin 2х — 2 s in дс; 3) 1 —  2 c o s ^  +  y j
чексиз кичикларнинг тартиблари ани^лансин.

813. х нолга интилганда (х 0); 1) a r c t g  т х т т х \

2) У  1 + х  — 1 «  у  х; 3) 1 — cos3 х ^  1,5 sin2 х  экани 
исбот ^илинсин.

8- §. Функциянинг узлуксизлиги

1°. Т а  ъ р и ф.  Агар f ( x )  функция а нинг бирор атрофида аницлан- 
ган ва

lrrn I (л:) =  f (а)
х->а

булса, у х  =  а булганда узлуксиз дейилади. Бу таъриф ^уйидаги турт- 
та узлуксизлик шартини уз ичига олади:

1) f (x)  функция а нинг ^андайдир атрофида ан туин ган  булиши ке-
рак;

2) чекли lim /(* )  ва lim f (x)  лимитлар мавжуд булиши керак;
х->а—0 дт-*а+0

3) бу (чап ва унг) лимитлар бир хил булиши керак;
4) бу лимитлар f  (а) га тенг булиши керак.
Агар функция [xlt *а] сегментнинг ^ар бир ички нуцтасида узлук­

сиз булса ва унинг чегараларида эса lim f ( x )  =  f ( x х) ва lim f  (х) =»
дс — лс,+0 х-*х ,—0

=  /  (*2)булса, у шу сегментда узлуксиз дейилади.
,2 ° . Ф у н к ц и я н и н г  у з и л к ш л а р и. Агар функция а дан унгда 

ва чапда аиицлангаи булса, аммо а  нуктада узлуксизликнинг туртта 
шартидан ацалли биттаси бажарилмаса, f  (х) функция х  =  а  булганда 
узилишга эга булади. Узилишларни икки асосий турга ажратадилар.



1) Биринчи т ур узилиш—чекли lim f ( x )  ва lira f ( x)  лимитлар
х-*а—0 д:-*а-}-0

мавжуд, яъни узлуксиглик шартларидан иккинчиси бажарилади ва цол- 
ганлари (ёки улардан а^алли биттаси) бажарилмайди.

Масалан, х  <  а  булганда — 1 га тенг, х  >  а  булганда -f- 1 га тенг 
х  — а

булган у  =  | у _  функция х  =  а да биринчи тур узилишга эга (26- 

чизма), чунки lim у =  — 1 ва lim у  =  -j- 1 лимитлар мавжуд, аммо бу
х-+а—0 х-*а+0

лимитлар узаро тенг эмас.
2) Иккинчи т ур узилиш — lim f  (х) унгдан ёки чапдан ±  оо га тенг.

а х —>а
Масалан, у  =  f ( x )  — ~х _ функция (27- чизма) х =  а булганда ик­
кинчи тур узилишга эга. х  =  а  булганда махражи 0 (ноль) га тенг

булиб, сурати 0 (ноль) га тенг булмаган барча каср функциялар х —а

булганда иккинчи тур узилишга эга булади. f ( x ) =  2 х функция (819- 
масала, 42- чизма) ^ам х  =  0 булганда иккинчи тур узилишга эга, чунки 
lim f  (x) =  0 , лекин lim f ( x )  =  <x>.
х-*— 0 * - .0 + 0

814. у  =  х _^2 ~ ФУнки-иянинг узилиш ну^таси курсатил­
син, lim у; lim у\ lim у  лар топилсин ва х  =  —  2, 0, 1 ,3 ,

х-»2—0 * -»2+ 0  *->-±оо
4 ва 6 ну^талар буйича эгри чизи^ ясалсин.

815. \ ) у = — §; 2) у  =  tg * ; 3) У =  функциялар­
нинг узилиш нуцталари топилсин ва графиклари ясалсин.

816. ^ ^ 2  булганда,
[О, х  — 2 булганда

функциянинг графиги ясалсин ва унинг узилиш ну^таси кур­
сатилсин. Нуктада узлуксизликнинг туртта шартидан ̂ айсилари 
бажарилади ва цайсилари бажарилмайди?



817. 1) у  =  j j i | j  ва 2) у  = х  +  - £ ± i j функцияларнинг
графиклари ясалсин. Бу функцияларнинг узилиш ну^таларида 
узлуксизлик шартларидан кайсилари бажарилади ва ^айсилари 
бажарилмайди?

818.
sin дг . „х  Ф  0 булса,X

2, х  =  О булса

функциянинг графиги ясалсин ва унинг узилиш ну^таси кур­
сатилсин. Унда узлуксизлик шартларидан цайсилари бажари­
лади ва ^айсилари бажарилмайди?

_i_

819. у  =  2 * функциянинг узилиш нуцтаси курсатилсин, 
lim у,  lim у, lim у  лар топилсин ва функциянинг графиги
х-*-—0 *-*--{-0
ясалсин. Узилиш ну^тасида узлуксизлик шартларидан кайси- 
лари бажарилади ва цайсилари бажарилмайди?

820.
’ 0,5jc2, I л: | <  2 булганда, 

у  =  f (x)  =  ■ 2,5, | х\ =  2 булганда,
3, | х  I >  2 булганда

функциянинг графиги ясалсин ва унинг узилиш ну^талари 
курсатилсин.

821.

1) У = -----2) ^ =  arc tg  3) у  —
1 + 2 *

функцияларнинг узилиш ну^талари топилсин ва графиклари 
ясалсин.

822. х1 — у2 — 0 тенглама билан нечта бир цийматли функ­
ция берилган? Улардан л: =  ±  1, ± 2 ,  ± 3 , . . . ,  булганда 
чекли (I тур) узилишга эга: 1) жуфт функция; 2) то^ функ­
циялар аниклансин ва уларнинг графиклари ясалсин.

823. у  =  —fo" функциянинг узилиш ну^таси курсатил-X “j** £
син, lim у, lim у , lim у  лар топилсин ва х  =  — 6 , - 4 ,

х->~2—0 *->—2 -1-0 д с - .± 0о
— 3, — 1, 0, 2 ну^талар буйича графиги ясалсин.



y  =  f ( x )  =

2, x  =  О ва x =  ±  2 булса,
4 — х2, 0 <  | х I <  2 булса,
4, | х | >  2 булса

функциянинг графиги ясалсин ва узилиш ну^талари курса­
тилсин. Узилиш нуцталарида узлуксизлик шартларидан ^ай- 
силари бажарилади ва ^айсилари бажарилмайди?

825.
1

1 )У  =  2 - Ш ;  2 ) у = 2 х ~2 ; 3) у  =  1 - 2 " ;

х 3 +  х  сч 4 — х2
) У — 2 | jc | ’  ̂ У ~  \4х —х3\

функцияларнинг узилиш нуцталари топилсин ва графиклари 
ясалсин.

826. х 2 +  уг =  4 тенглама билан нечта бир ^ийматли функ­
циялар берилган? Улардан: 1) | х | 4  2 сегментда узлуксиз 
булган иккитаси; 2) | х | < . 1  сегментда манфий булиб, х нинг 
цабул к;илиши мумкин булган бошца цийматларида мусбат 
булгани аниклансин. Охирги функциянинг графиги ясалсин 
ва узилишлари курсатилсин.

9- §. Асимптоталар

Эгри чизикнинг а с и м п т о т а с и  деб шундай турри чизикка, ай- 
тиладики, эгри чизикнинг нуцтаси, эгри чизиц буйича чексиз узо^лаш- 
ганда, у тугри чизивда чексиз я^инлашиб боради.

I. Агар lim f ( x ) =  ±  оо булса, у ^олда х — а тугри чизи^, у  =
х - а

а
=  f  (х) эгри чизикнинг асимптотаси булади. Масалан, у  =  — ЭГРИ
чизщ  х  =  а  асимптотага эга (27- чизма).

II. Агар y  =  f ( x )  эгри чизщ  тенгламасининг унг томонида чизи^ли 
цисмини шундай ажратиш мумкин булсаки, яъни n=f {x)  =  kx-\-b~\-a(x), 
х —>-±00 да долган ^исми а  (х) ^ 0 , у ^олда у  =  kx +  Ь тугри чизи^

*3 *2 _L 1
эгри чизикнинг асимптотаси булади. Мисоллар: I ) у  =  ------- ---------- =

1
=  х  + 1  + р "  эгри чизик; у  — х  +  1 асимптотага эга (х =  0 з а̂м асимп- 

а а
тота булади), 2) у  =  д = 0 +  х _ а  эгри чизщ у  =  0 (27- чизма) 
асимптотага эга.



/  С̂)III. Агар чекли l im ------=  k ва I'm  [ / ( * ) — k x \  =  b лимитлар
X - ± o o  * X-+ +  соёки— оо

мавжуд булса, у з^олда у  =  k x - \-b  турри чизи^ асимптота булади.
4

827. у  =  1----- j- эгри чизицнинг асимптоталари аницлан-
син ва jc =  +  1, +  2, ± 4  ну^талар буйича эгри чизиц 
ясалсин.

828 — 830- мисолларда, касрнинг чизикли бутун цисмини 
ажратиб, эгри чизи^ларнинг асимптоталари топилсин; асимп­
тоталар ва эгри чизиклар ясалсин.

828. 1 ) г / = ^ ;  2) 3) у  =

829. l ) y = j |  — Х; 2 ) В =  ^ = - ‘; 3) у

c o n  i \  1 — 4л: гч . Xs . оч „  4х — х 3
830. 1) у  — y + Y x' ^  У ~ х 2+ 1 ’ ) У ~  х2 + 4 '

К,уйидаги эгри чизикларнинг асимптоталари топилсин ва 
эгри чизиклар ясалсин:

831. 1) х2 — у 2 =  а2; 2) х 3 +  у 3 — Заху;

3) у  =  х  — 2 arc tg х\ 4) у  =  arc tg  - ~ J -

832. 1) y  =  V x *  +  \ - V x 2- U  з ) l J  =  x _
2) у  = V x 2 +  l - h V x 2—  1; V *

833. 1) у  =  — ; 2) у  =  x3f ^ \ ~ 2 эгри чизиклар

ва бу эгри чизиклар асимптотик равишда я^инлашадиган 
параболалар ясалсин.

834. 1) у  =  ( l — 7 2) // =  — * +  j s  эгри чизи^лар-

нинг асимптоталари топилсин ва х =  i y  , ± 1. ± 2  ну^- 
талар буйича эгри чизиклар ясалсин.

835. 1) у  =  2х +  4; 2) у  =  2_ 2*’ %) У — x2_ 4>
уЗ

4) у — j_ x 2 эгри чизикларнинг асимптоталари топилсин ва 

эгри чизиклар ясалсин.



10- §. е сони

1 1- /  1 \ л ' /lim (1 +  ~  ) =  lim  ( 1 +  — ) =  lim (1 4- а )“ =  е лимит е сони
ОО \ п ! П-+-00 \ п ) «-.О

дейилади. Бу сон иррационал булиб, тахминан е =  2,71828 ... Асоси 
е га тенг логарифмлар натирал логарифмлар дейилади ва logex  =  In х  
куринишда бёлгиланади.

Унли логарифм: lg10 х  =  М In х, бунда М  =  0,43429 ...

К,уйидаги лимитлар топилсин:

5 ,л / 5836. Игл ^1 — — j ^— -  = а  деб олинсин|-

(i+4Г-
1 — X

838. 1) lim (1 + 2 х ) х -, \2) lim (1 — 4jc) * •

840. 1) lim п  [In (п +  3) -  In п]; 2) lim (1 +  3 tg2x f B‘x-
Х-* Оо *-*■()

841. lim (cos л:)с482дг(8 т2л: =  а  деб олинсин).
лг-0

.842?) 1) lim 1п^  2) lim —— — ; 3) lim
v ^ y  а - 0  а  *->о х  *-*о

а2*—1

Курсатма. 2) мисолда е х — 1 =  а  деб олинсин.

843. 6 (1  —  1,01_10°) ифодани уртага олувчи кетма-кет 
иккита бутун сон топилсин.

Куйидаги лимитлар топилсин:

844. 1) lim f l + 4 f ;  2 ) l i m f ^ 2
П-+ ОО \  ^  J п-*- СО \  ft

ш - 21 
846. lim (sin 2х) tB’2x (cos22* =  а  деб олинсин).

1Z
‘ - г

847- V™ 2 ) U m n l l n B - t a ( n  +  2)].



VI Б О Б

КОСИЛА ВА ДИФФЕРЕНЦИАЛ

1- §. Алгебраик ва тригонометрик функцияларнинг 
^осилалари

1°. Т а ъ р и ф .  у  =  / (х) функциянинг х  ну^тадаги цосиласи деб 

1!m f ( x  +  А Х ) - f i x )  =  ]jm 
д * -0  Л * дх-О Д * '  '

лимигга айтиладк.
Агар бу лимит чекли булса, у ^олда ( / =  f ( x )  функция х  нуцтада 

дифференциалланувчи дейилади; бунда у  =  f  (х) функция шу ну^тада 
албатта узлуксиз ^ам булади.

Агар (1) лимит +  оо (ёки— оо) га тенг ва, ундан ташцари, шу 
н уклада f  (х) функция узлуксиз булса, у з^олда функция х н ущ а да  
чексиз цосилага ага деймиз.

dy df (х)
X, ос ила у ',  ёки / '  (*), еки ёки ^  орцали белгиланади.

осилани топиш функцияни дифференциаллаш дейилади.
2°, Д и ф ф е р е н ц и а л л а ш н и н г а с о с и й  ф о р м у л а л а р и :

1) (с)' =  0; !2) (хп У =  nx"- 1 ; 3) (си)' =  си';
4) (и +  v)' =  u '+ v ' ;  5) (uv)' =  u'v  +  uv';

/ u \ '  u 'v — v'u  —  1
6) h r  = ----- : 7) V * Y  = 2 У  x ’
8) (sin x)' =  cos x; 9) (cos x)' =  — sin x;

10) *)' =  П) (cts  *У =  “ siш ‘

848. lim —  ни ^исоблаб, ^уйидаги функцияларнинг ^о-
Дд;̂ Олдг

силалари топилсин:

l ) i /  =  х3; 2) у  =  х4; 3) у =  У х ;; 4) у  =  s i n ^  5) у =  Л

6) у =  -4 = ; у - 4 ;  8 ) y  =  tg«;
V * *



10) у  = У  1 + 2 * ;  И)  У =  3̂ 2? 12) у  =  1/1 +  Л

Формулаларга асосан Щ'йидаги функцияларнинг ^осила- 
лари топилсин:

849. 0 )  у  =  у  -  2х2 +  4* - 5 ;  2) у =  1)̂ ± 1 .

850. 1) у  =  +  *; 2) у  =  ( l - | ) 2.

851. 1) г/ =  л: +  21/jcT 2) у =  ( j / o '— 1 /J )2.

852. 1) у  =  2) у  — — +  .

853. 1) г/ =  * + 1 - ± ;  2) у - З л - б У *

8 5 4 .( j> (/ =  6 ^ _ 4 ^ ;  2) У =  ( ' ~ т ~

855. 1 ) у  =  ^ _ з 1 ;  2) у  = ^ z z  з ~ г
j/ л»

856. 1) у  =  х  — sin г, 2) у  =  х  — tg х.
Л$57^ 1) у  =  х г cos л:; 2) у  — у2ctg*.
858. 1 ) у = С- ^ ;  2 ) у  =  ^ .

( 8 5 ^ 1 )  у =  т £ е ; 2^  =  ^ -

860. 1) f ( x ) = T ^ -  2)<?(х)= V x
1—sin л: У * +  1 '

861. l ) s  =  f ;  2) х  =  x ( t  — sin t).

862. f  (x) =  — —  x2 - f  x\ / ' ( 0), / ' ( 1), / ' ( — 1) лар ^исоб-
лансин.

863. /  (x) =  х г — f '  (2) — f '  (— 2) ^исоблансин.

864. / ( * )  =  •*""! 0,01 •/' (0,01) ^исоблансин.

Ку'йидаги функцияларнинг ^осилалари топилсин:

865. 1) у =  (а -  Ьх2?; 2) у  =  (1 +  ^ ) 2.

866 . 1) у  =  10^ — 4̂ ;  2) у =  з ^ = ~ :j^=p.



867. 1) у  =  х  +  sin х; 2) у  =  х  +  ctg х.
868. 1) у  =  х 1 s in х; ^2 ) /г / =  х2 tg  х.

869. 1) у  =  V x  cosх; 2) s =  —  — у .

870. 2 ) у - £ = | .

8 7 1 .( l )  ц =  (1 +  5 = ) ’: 2) <,=
cos* 

1+ 2  sin  x

872. f  (x ) = \ / x2; f  (— 8) топилсин.

873. Д х) =  2 ~ I \ ’ f '  / '  (2) Ba / ' ( — 2) топилсин.

2- §. Мураккаб функциянинг ^осиласи

Агар у  =  f  (и) ва и=<р( х )  булса, у ^олда // функциянинг функцияси 
ёки х  нинг мураккаб функцияси дейилади. У ва^тда

1 = 1 - ё ёки ^  =  ' '  (“)•«'• <!) 
Утган параграфдаги формулалар ^уйидаги умумий куринишга эга булади: 

1) (ип )’= п и п~ хи'\ 2) (sin и)' =  cos и -и '; 3) (cos u ) ' =  — sin u-u 'i

4) ( /7 Г ) '=  - 4 = :  5) (tg и)'= - f f l ;  6; (ctg в)' =  -
2 у  ц cos ‘•и sm^u

К,уйидаги функцияларнинг ^осилалари топилсин:
874. 1) y =  s in 6 x ;  2) у  =  cos (а — Ьх).

875. 1) у  =  sin - j  +  cos 2) у  =  6 cos

876. 1) у  =  (1 — 5л:)4; 2) у  =  /  (4 +  Зх)2
1

(1—х2)6 ’877. 1) у  =  (Т=^ ;  2) г/ =  1 /1  — х2; 3) у  =  У cos4x.

878. у = | / 2 х — sin 2х. 879. у  =  s in 4x  =  (sin х)4.
880. 1) г/ =  sin2x; 2) у  =  cos2x; 3) г/ =  sec2x.
881. у  =  sin3x +  cos3x.(882y у =  tg3x — 3 tg х +  Зх.

883. г/ =  */1 +  cos2 х. 884. г/ .== sin "J/х.
^885.) у  =  ] /1  +  sin 2х — 1/1 — sin 2х.

8 8 6 , У ~  ( l +  cos4л:)5 • I?8 7 '  У =  Ctg3Т -
=  sin_£  ̂ 889_ у = х у хг _  1.

*“/ ГПС У */ Гcos л;



890. у  = V  2Х —  1

892. 1) г =  a  V^cos 2ср; 2) г =  ] / ^ + c o s 2 (2 ф + £ )

/(О  =  ) / а 2̂

^исоблансин.

893. /  (0 =  К  а 2 +  &2 - 2 a b  cos *; f  (л), f ' S ) ,  Г  ( y W

894. f ( x )  — V  x  +  2 V x  ; / ' ( 1) топилсин.

К,уйидаги функцияларнинг ^осилалари топилсин:
895. у  =  У  \ х  +  sin 4х. 896. у  =  л:2] / 1 —х 2 .

з,
897. у =  sin1* +  cos4*. 898. у  =  у  1 - f  cos 6х. 

($99.] 1) у  =  tg A ;+ 4  tg3x +  tg8jf; 2) у  =  sin2*3.

*">• !/ =  Г ± ж Й -  9 0 1 . S= ] / ^ - s i n f

902. r  =  cos2(“4 —-f I. 903. t/ = /4 л :  +  1

904. /  (/) =  ]/ 1 +  cos2/2; f '  1 топилсин.

3- §. Текис эгри чизищ а утказилган уринма ва нормал

у  =  f  (х) эгри чизикнинг (дг0; ;/„) нуцтасида утказилган у р и н ­
м а н и н г  б у р ч а к  к о э ф ф и ц и е н т и  f ( x ) функция %осиласининг 
(х0; у0)  ну^тадаги цийматига тенг.

А =  tg  Ф *=/'(*о) =  [</']*=*„ (I)

Бу k сон баъзан &;ри чизик,- 
нинг (х0; у0) нуцтадаги огмалиги 
\ т  дейилади. Эгри чизикнинг 
(х0; у0) нуцтасида утказилган 
уринманинг (28- чизма) тенглама­
си:

y  — y0 =  k (x  — x0); (2) 

нормалнинг тенгламаси:

у— i/o =  — X  ( * ~  *о). (3)

бунда А ( 1) формула буйича 
аницланади.



ТА =  у0ctg ф, AN = y0\gф кесмалар (28- чизма) мос равишдаурин­
ма ости ва нормал ости дейилади, МТ  ва MN  кесмаларнинг узунлик­
лари эса — уринма ва нормал узунликлари дейилади.

905. у = х2 параболанинг х = ± 2 ну^талардаги ofm3- 
лиги топилсин.

906. у — 4 — х2 параболага унинг Ох у^ билан кесишган 
нук;тасида (я>0 булганда) утказилган уринма ва нормалнинг 
тенгламаси ёзилсин а̂мда парабола, уринма ва нормал ясал­
син.

907-910- масалаларда эгри чизшушрга утказилган у рин- 
маларнинг тенгламалари ёзилсин ва эгри чизиклар ^амда 
уринмалар ясалсин.

907. у = у  эгри чизивда х — — 1 ну^тада.
908. у2 = xs эгри чизивда хг = 0 ва х2 = 1 ну^таларда.

о
909. у = локонга (зулфга) х = 2 ну^тада.
910. у = sin* синусоидага х = я  ну^тада.
911. г/ =  sin л: эгри чизик; Ох у^ билан цандай бурчак 

остида кесишади?
912. 2у = х2 ва 2у = 8 — х2 эгри чизиклар к;андай бур­

чак остида кесишади?
913. 1) у = х2; 2) уг — х3 эгри чизицларга х — \ нуцта- 

да утказилган уринма ости, нормал ости, уринма ва нор­
малнинг узунликлари топилсин.

914. у2 — 2рх параболанинг уринма ости уриниш ну^та 
абсциссасининг иккиланганига, нормал ости эса р га тенг 
экани исбот цилинсин.

915. Агар у = х2 + Ьх + с парабола х = 2 нуцтада у —х 
тугри чизиеда уринса, парабола тенгламасидаги b ва с ани̂ - 
лансин.

916. ху = 4 гиперболага х1 = 1 ва х% = — 4 нуцталарда 
утказилган уринмаларнинг тенгламалари ёзилсин ва уринма­
лар орасидаги бурчак топилсин. Эгри чизик; ва уринмалар 
ясалсин.

К,уйидаги эгри чизи^ларга утказилган уринмаларнинг 
тенгламалари ёзилсин ва эгри чизи  ̂ ^амда уларга утказилган 
уринмалар ясалсин.

9 1 7. у «  4х — у? га Ох уц билан кесишган ну т̂аларида.
918. у2 = 4 — х га Оу щ  билан кесишган ну^таларида.



919. у2 = (4 +  л:)3 га Ох ва Оу уцлар билан кесишган 
нук,таларида.

920. у = х2 — 4х + 5 парабола учидан унга Оу у к; билан 
кесишган нуктасида утказилган уринмагача булган масофа 
топилсин.

921. у = 0,5 тугри чизщ у = cos х эгри чизи^ни цандай 
бурчак остида кесади?

922. у — х2 +  4х параболага ^айси нуктада утказилган 
уринма Ох увда параллел булади?

923. у = х2 — 2х + 5 параболага утказилган уринма, 
биринчи координаталар бурчагининг биссектрисасига перпен­
дикуляр булиши учун, уринма параболанинг ь̂ айси нуктасида 
утказилиши керак?

О
924. у = -г-т— 2 эгри чизивда х = 1 нуктада утказилган

уринма ости, нормал ости, уринма ва нормал узунликлари 
топилсин.

д>2
925. у — j- парабола, учларининг абсциссалари 2 ва 4 га 

тенг ватари билан цандай бурчаклар тузади?

4- §. Дифференциалланмаидиган узлуксиз 
функциялар

1°. Э г р и  ч и э и ц н и н г  с и н и ш  н у ц т а с и .  Агар y = f(x) эгри 
чизикнинг A (jca; t/L) нуктасида (29- чизма) у' ^осила мавжуд булмасдан,
хар хил чап lim  = k1 ва у яг lim —  = k2 ^осилалар мавжуд бул- 

д*— О Ах й.х-у+0 Ах

З3. В е р т и к а л  у р и н м а  
С (х3; у3) нуктада (29- чизма)

са, бу ну^та сиииш ну^таси дейи­
лади. Синиш нуктасидан ва к2 
бурчак коэффициентларига эга ик­
кита уринма нурлар чю^ади.

2°. В е р т и к а л  уринма- 
ли  ц а й т и ш  н у ^ т а с и .  Агар 
В (х2; у2) нуктада (29- чизма) у' ко­
сила мавжуд булмасдан, лекин >$ар 
хил ишорали чексиз (+  оо ва — оо) 
чап ва днг уосилалар мавжуд бул­
са, бу ну^та вертикал уринмали 
цайтиш нущаси дейилади. Бундай 
нук,та бурчак ну^тасининг хусусий 
>;оли булади. Ундан битта уринма 
нур ёки устма-уст тушган иккита 
уринма нурлар чи^ади деб з̂ исоблаш 
мумкин,
и б у к и л и ш  н у ^ т а с и .  Агар



у ' =  i!m  =  Иш ^  =  - f  оо (ёки — оо)
д*-*—о Ах д*»+о Ах

з̂ осила мавжуд булса, бу нуцта вертикал уринмали букилиш нуцтаси 
дейилади. Бундай нуктада вертикал уринма мавжуддир.

Л ва В  нукталарда y = f (х) функция ^осилага эга эмас; С нуцтада 
эса чексизга тенг булган косила га эга. Бу уч ну^танинг ^ар бирида 
функция узлуксиз, аммо дифференциалланмайди.

926. у = У х 2 (ёки у = \х\) функция графиги ясалсин 
а̂мда графикнинг синиш нуцтасида чап у' _  ва $нг у' + 

х,осилалар топилсин. ________
927. [0; 4] кесмада у = Ч,ЪУ(х— 2)2 функциянинг гра­

фиги ясалсин ХамДа графикнинг синиш нуцтасида чап у' _  
ва унг у’ + ̂ осилалар топилсин.

928. [— я, л] сегментда у — У  sin2* функциянинг 
графиги ясалсин ва эгри чизивда синиш ну^тасида утказил­
ган уринмаларнинг тенгламалари ёзилсин.

929. [0; 2л] сегментда у = У  1 +  cos* функциянинг гра­
фиги ясалсин а̂мда унга синиш ну^тасида утказилган урин­
маларнинг тенгламалари ёзилсин ва улар орасидаги бурчак 
топилсин.

3 —930. [—2; 2] сегментда у — У х 2 функциянинг графиги 
ясалсин ва дг = О ну^тадаги уринманинг тенгламаси ёзилсин.3 — ——— —

931. [0; 4] сегментда у = 1 — У  (х — 2)2 функциянинг 
графиги ясалсин ва * = 2 нуктада унга утказилган уринма­
нинг тенгламаси ёзилсин.

932. [—2; 2] сегментда у3 = 4х функциянинг графиги 
ясалсин ва * = 0 нуктада унга утказилган уринманинг тенг­
ламаси ёзилсин.

933. [0; 4] сегментда у3 = 4 (2 — *) функциянинг графиги 
ясалсин ва *  = 2 нуктада унга утказилган уринманинг тенг­
ламаси ёзилсин.

934. [0; л] сегментда у = 1 —У  cos2 *  функциянинг гра­
фиги ясалсин ва унга синиш ну^тасида утказилган уринма­
ларнинг тенгламалари ёзилсин.

з ^ —935. [— 2; 0] сегментда у = у  (х +  I)2 — 1 функциянинг 
графиги ясалсин ва эгри чизивда х = — 1 нуктада утказил­
ган уринманинг тенгламаси ёзилсин.



936. [— 1; 5] сегментда у = [4* — х2] функциянинг гра­
фита ясалсин ва унга * = О синиш ну^тасида утказилган 
уринмаларнинг тенгламалари ёзилсин ^амда улар орасидаги 
бурчак топилсин.

5- §. Курсаткичли ва логарифмик функцияларнинг 
^осилалари

А с о с и й  ф о р м у л а л а р :
V

(In и)' =  — ; (е“ )'=  еа-и'\ (аи)’ =  a"In а и’ . и •
К,уйидаги функцияларнинг ^осилалари топилсин:
937. 1) у = *  In *; 2) у = 1 +J nх; у = lg (5*).

938. 1) у = In x—j  —^ ; 2) у = In (*2 + 2*).

(̂ 939̂ ) 1) у = In (1 +  cos*); 2) у = In sin х — у  sin2*.
940. у ==\n(Yx +  У х +  1).
941. у = In 942. у= ln ^ p .

^ 9 4 3 ,y= ln tg (^ + |). 944. у = In / i± g - .

945. у = In (х +  У  а2 + х2).
946. у = 2|/лГ— 4 In (2+ уТ).
947. 1) у = ^  + In tg Ь  2) у = In— ^ = .’ и sin2 х 1 °  2 ’ J  у  1—ах*
948. у = In * эгри чизиеда унинг О* уц билан кесишган 

нуцтасида утказилган уринма тенгламаси ёзилсин. Эгри чи- 
зиц ва уринма ясалсин.

949. у — -^-параболанинг у=1п* эгри чизивда уриниши
курсатилсин ва унинг уриниш ну^тасини топилсин. Эгри чи- 
зшушр ясалсин.

К,уйидаги функцияларнинг ^осилалари топилсин:
950. 1) у = *2 +  3*; 2) у = х2-2*; 3) у = х*в*.

(95 L) 1) у = asin *; 2) у = е~х2\ 3) у = х2е~2*. ^

"952. у = 2 (е2 — е 2 )/953у у= ]/  хе^£ ,
JC

954- У =г=г$- 955, у = cos "Г



956. у = е х (sin х -J- cos х); 2) у — In (е х -f- хе~х).
957. у = In .̂ 958. у — (еах — е~ах)2.
959. f ( t )  = In (1 + o r 21); f ' ( 0) топилсин.
960. у — e*x эгри чизиц Оу у^ни ^андай бурчак остида 

кесади?
X

961. у — е а эгри чизикнинг исталган нуктасидаги урин­
ма ости узунлиги а га тенг экани исбот ^илинсин.

962. Аввал логарифмлаб: 1) у = Xх; 2) у = хШх функ­
цияларнинг ^осилалари топилсин.

К,уйидаги функцияларнинг ^осилалари топилсин:

963. у = In cos х — j  cos2 x.

964. у = In (V~x — Yx, — 1). 965. y = In ■

966. у = In (sin x-f }/\ + sin2*).

967. у = In -■ x .. 968. у = 4- In tg x + In cos x.у  l —x2 ^

969. у = In ] / ^  970. у = In (1 + secx).

971. у = a In (]/x + a+ ]/x )— ]/x 2 + a*.
X_ X X X

972. у = ae a + xe 973. у = -J- (e M - e ~ a).

974. у = 975. у = In (e«* +  У Т ^ П ).

976. у = In Y 977. у = xT.

978. /(0 = In f  (̂ -j топилсин.
X

979. у = 1 — e 2 эгри чизивда унинг Оу ук; билан ке­
сишган нуктасида утказилган уринма тенгламаси ёзилсин. 
Эгри чизиц, унинг уринмаси ва асимптотаси ясалсин.



6- §. Тескари тригонометрии функцияларнинг 
^осилалари

иг 4
(arc sin и )'=  у  j - _  — ; (arc cos и)' =

4 ur
(arc tg « )'=  r + l^ : (arc c t g =  ~  T + 7?*

К,уйидаги функцияларнинг ^осилалари топилсин:
980. t/ = ]/1 — х2 -f- arc sin x.
981. y = x — arctg*. 982. у = arc sin ]/ 1 — Ax. 
983. у = arc sin-̂ -. 984. у = arc tg -p

985. у = arc cos (1 — 2x). 986. у = arc ctg y z ~-

987. 1) у = хУ  1 — x2 -f- arc sin x\ 2) у = arc sin (e3*).

988. y=  arctgjc + In 989. у = arc cos y=-

990. у = x arc tg — j  In (*2 -f a2).

К,уйидаги функцияларнинг ^осилалари топилсин:
991. у = arc sin]/*. 992. t/= arc tg ]/6x— 1.
993. 1) у — arc cos (1 — *2); 2) у = arc ctg * — j .

994. у = ex Y  1 — ̂  + arc sin ex.
995. у = x arc cos *  — У 1 — л.2.

996. у = arc tg e2x + In ] / ^  j -j-.

997. s — У~4t — t2 + 4 arc s in ^ - .

998. у = arc cos]/1 — 2x + ]/ 2x — 4*2.
999. f(z) — (z + 1) arc tg e~2z; f' (0) топилсин.

7- §. Гиперболик функцияларнинг ^осилалари
ех — е~х 6х 4- е~х 

1°. Т а ъ р иф л а р. --- --------------  ифодалар ва уларнинг
нисбатлари мос равишда гиперболик синус, косинус, тангенс, котангенс 
дейилади ва



0,1 л — 2 2 ’ ----- ch *’ ~  sh*
куринишда белгиланади.

2°. Г и п е р б о л и к  ф у н к ц и я л а р н и н г  х о с с а л а р и :
1) ch2* — sh2* = 1 ; 4) sh 0 =  0, ch 0 =  1;
2) ch2 х -f- sh2 x =  ch 2x; 5) (sh x)' =  ch x, (ch x)' =  sh x;

3) sh2* =  2shxch*| 6) (th x) =  j p j , (cth x)' =  —

К,уйидаги функцияларнинг з̂ осилалари топилсин:
1000. 1) t/ = sh2*; 2) у = х — th*; 3) t/ = 2 ]/ch*— 1.
1001. f(x) — sli у  +ch у ; f' (0) + /(0) топилсин.

1002. 1) у = In [ch *]; 2) у = th x +  cth x.
1003. 1) y = x — cth*; 2) y = ln [th*].
1004. 1) у = arcsin[th x\, 2) у = У  \ +  sh2 4x.

1005. y = - j(  ea -\-e a ] = a ch -̂ -чизи̂  занжир чизик
дейилади. Бу чизицк;а х — а ну^тасида утказилган нормал­
нинг тенгламаси ёзилсин (гиперболик функцияларнинг ило- 
вада берилган жадвалига царалсин).

Эгри чкзщ ва нормал ясалсин.
1006. у = sh* эгри чизшэда х = — 2 ну^тада утказилган 

уринма тенгламаси ёзилсин. Эгри чизиц ва унга утказилган 
уринма ясалсин.

1007. у = ach ^  занжир чизивдаги исталган нуцта ор-
динатасининг шу чизиц нормалидаги проекцияси узгармас 
булиб, а га тенг экани исбот ^илинсин.

8- §. Дифференциаллашга дойр аралаш 
мисол ва масалалар

^уйидаги функцияларнинг ^осилалари топилсин:
J008 . 1) у=> + arcsin -Ь 2) у +  In cos*.

1009. у = У  4х — 1 + arc ctg У  4* — 1.
'TOW. * = ln(e2' +  1 )— 2arctg(e0.
1011. t/ = 4 1 n (|/ *^ 4 + y *) +  У * 2 — 4*.
*1012. s = j  tg4/ — у  tg21 — In (cos t).



1013. f(x ) = (x2s+ 'a2) arc tg — ~ax\ f  (а) топилсин.

1014. 1) у = In x ---X ; 2) у — x (cos In x + sin In x).

1015. f (x) = arc sin x  ̂ ■; /' (5) топилсин.
U

1016. cp (u) = e a cos —; q> (0) + а <p' (0) = 0 экани курса­
тилсин. a

1017. / (у) = arctg ~  — In у  yi — a4; /' (2a) топилсин.£ 
a

1018. F  (z) = = 3 экани кур- 
сатилсин.

j ^
1019. s = ~f\nct Функциянинг t — -f s = —ts2 дифферен­

циал тенгламани каноатлантириши курсатилсин.
{_е их — <*1020. х = —2/а— функциянинг t j~t + 2х = е диффе­

ренциал тенгламани каноатлантириши курсатилсин.

9-§. Юцори тартибли з̂ осилалар
Биз // =  / (х) функциянинг !/' =  f ' (х) ^осиласини топдик деб фа- 

раз цилайлик. Бу ^осиланинг ^осиласи / (х) функциянинг иккинчи тар­

тибли хрсиласи дейилади ва у" ёки F " [х) ёки ^Алар билан белгила- 

нади. Шунга ухшаш, кя̂ ори тартибли ^осилалар ани^ланади ва:

3*тартибли цосила у"'1= (х )—У- билан*
dx3

IV IV  и*и 4-тартибли урсила у =  f (х) =  —± билан ва умуман
dxr

dnuп-тартибли косила г/(")ь=  /(л) (л:) =  билан белгиланади.

1021. 1) у = sin2 х\ 2) J/ = tgx; 3) у = У  1+ х2 функ­
цияларнинг 2-тартибли ^осилалари топилсин.

1022. 1) у = cos2 г, 2) у = У;, 3) у «= *sinx функция­
ларнинг 3-тартибли ^осилалари топилсин.



1023. К,уйидаги функцияларнинг 3-тартибли ^осилалари 
топилсин:

1) у = х In*; 2) s =te~l \ 3) y = arctg 
f _____  *

1024. s = ^  V  2 — r  + arc sin булса, ̂ топилсин.

К,уйидаги функцияларнинг л-тартибли ^осилалари топил- 
син: X

1025. 1) е 2 )'In х; 3)У х .
1026. 1) Xя ; 2) sin*; 3) cos2*.
1027. Кетма-кет дифференциаллаб, ^уйидаги Лейбниц 

формулалари чи^арилсин:
(uv)" = u v  + 2 u'v' -f uv"\
(uv)"' = u'"v + 3 « V  + 3 u'v"+uv'"
(uv)iv = M1V v +  Au'”v' -f 6u" v'" + 4u'v"' +  uviv ва'̂ оказо.

1028. Лейбниц формуласи буйича:
1) у — ех cos *; 2) у = а г*3; 3) у — х* sin * 

функциялардан 2-тартибли ^осилалар топилсин.
1029. Лейбниц формуласи буйича:
1) у — е-1's in *; 2) y = *2 In*; 3)y=xcosx функциялар­

дан 3-тартибли ^осилалар топилсин.
X

1030. f (х) — хе“ , F ' (*), /(п> (*), /(л> (0) топилсин.
Ю31. / (*)= (1  + *), f (о), г  ( о), г  (о) г (0 ). • . то­

пилсин.

1032. f (*) = -•'» булганда,

f n) (0) = (— I)4-1 . 1 3 5~ 2n i'i(2д~ -  п экани курсатилсин.

1033. f (*) =
, . \п\ , п = 2т булганда. 

f n) ((» =1 к J [(? , п = 2т — 1 булганда экани курсатил­
син.

Кйрсатма. — 1—  =  — (— !—  +  — !— ) айниятдаи фойдаланиш керак. 
1— х3 2\1 + л 1— х]



1034. (х — l)-(x2 + *3+ . . .  -f x ") = xn+I— x3 айниятни
П

уч марта дифференциаллаб з̂ амда х = 1 деб, 2  k (k — 1) =
*=i

(n-M) п (п — 1) « *= ■ Q----- - ииринди, сунгра натурал цатор сонларининго
квадратлари йириндиси

2  k2 = I2 +  22 +  . . .  + п2 = п (n+1) r2n+1j  топилсин.
*-i

1035. 1) у = е 2) у — ctg дг; 3) у = arc sin уфункция- 
ларнинг 2-тартибли ^осилалари топилсин.

1036. 1) у = а*; 2) у = — 3) у = sin2* 
функцияларнинг n-тартибли з̂ осилалари топилсин

1037. / (х) = arc sin у ; / (2); /' (2) ва /" (2) топилсин.
1038. Лейбниц формуласига кура:’

1) у = х3е*\ 2) у = х2 sin £;
3) У — xf' (а — х) + 3/ (а — х) функциялардан 3-тартиб- 

ли з̂ осилалар топилсин.
1039. у = excosx функция у14 +  Ау = 0 дифференциал

тенгламани ^аноатлантириши курсатилсин.
_____1^

1040. у = хе х функция х3у” — ху' + у = 0, тенгламани 
цаноатлантириши курсатилсин.

- 4  ^  п (» - !)• (- П"1041. / (х )= х 2е булса, f  (0) = ап-2 эка­
ни курсатилсин.

1042. f (х) = е~х2 булса,
/<я> (0 ) = — 2 (п -  1) /(л~2) (0), /<2т -1) (0) = 0,
/а™ (0) = ( — 2)™ (2 т— 1) (2т — 3) . . .  5-3.1 экани 

курсатилсин.



1043. f (х) = хп булса, 

/ 0 ) + +  f-^T + • • • + = 2я экани кУРса'
тилсин.

10- §. Ошкормас функциянинг хрсиласи
Агар у га нисбатан ечилмаган F  (х; у) =  0 тенглама у ни х нинг 

бир цийматли функцияси сифатида аник;ласа, у з̂ олда у х нинг ошкор­
мас функцияси дейилади. Бу ошкормас функциядан у' ^осилани топиш 
учун у ни х нинг функцияси деб, F  (х; у) =  0 тенгламанинг икки томо- 
нини х буйича дифференциаллаш керак. Х,осил Оулган тенгламадан из­
ланган у' ни топамиз. у" ни топиш учун F  (х; у) =  0 тенгламани х 
буйича икки марта дифференциаллаш керак ва ^оказо.

К,уйидаги тенгламалардан у' топилсин:

1044. 1) х2 + у3 = а2; 2) у2 = 2рх- 3) х~  -  ̂  = 1.
1045. 1) х2 + ху + у2 = 6; 2) х2 + у2 — ху = 0.

_2 J2 _2_
1046. 1) *3 +  у 3= а 3; + *у = 0.
1047. e*siny— e~ycosx = 0.
1048. x = у +  arc ctg у.
1049. e** — х2 + у3 = 0; ^  нинг х = 0 булгандаги и̂й- 

мати топилсин.
1050. 1) х2 + у2 = а2; 2) ах + by — ху = с; 3) хтуп = 1 

тенгламалардан у" топилсин.

1051. ^  + ^  = 1; (0; &) нуцтадаги у" топилсин.
1052. хг + у2 + 4х — 2у — 3 = 0 эгри чизикнинг Оу у к; 

билан кесишган ну^таларида утказилган уринмаларининг 
тенгламалари ёзилсин.

1053. х2 — у2 = 9 гиперболанинг (5; 4) нуктасида утка­
зилган нормалнинг асимптоталар билан кесишган ну^талари 
топилсин.

ф \
1054. 1)^г + р-=1; 2) У3 = 2рх эгри чизивда (*0; у0)

нуктада утказилган уринма тенгламаси ёзилсин.
1055. л:2/з + У 1з = а2/з астроидага унинг у — х тугри 

чизик билан кесишган нуцталарида утказилган уринмалар 
тенгламалари ёзилсин.



1056. *1+г/2 = 5 ва у2 = 4х эгри чизшушр цандай бур­
чак остида кесишади?

1057. 1) +  %зГ= 1; 2) х3 +  у3 — Ъаху = 0 тенгламалар­
дан у' топилсин.

1058. 1) х2 — I/2 = а2; 2) (х — а)2 +  (х — p)a = i?2;
3) arc tg у = х + у\ 4) х2 -f ху + у2 = а2 тенгламалардан 

у" топилсин.
1059. х2 + 'у2 + 4х — 4г/ -f 3 = 0 айланага унинг Ох у^ 

билан кесишган ну^таларида утказилган уринмаларнинг 
тенгламалари ёзилсин. Айлана ва уринмалар ясалсин.

1060. х2 +  4у2 = 16 эллипснинг биринчи чоракда ётувчи 
шундай ну^тасида' уринма утказилсинки, унинг координата 
уцлари орасидаги кесмаси шу нуцтада тенг иккига булинсин 
^амда уринманинг тенгламаси ёзилсин.

S t
”5* 21061. te 4-se = 2; t = 0 булганда ^  топилсин.

1062. t\nx — x)nt = \\ t = 1 булганда ^топилсин.

1063. х2 sin у — cos у 4- cos 2у = 0; у = у  булганда у' 
топилсин.

11-§. Функциянинг дифференциали
Агар у  =  f (х) функция х нуктада дифференциалланувчи булса, 

яъни нуктада чекли у' ^осилага эга булса, у зрлда

Дм , ,-р- = </ +а Ах
булади, бунда Д х -*■ 0 да а 0. Бундан

Д (/'= у' А *+ а  Д х. (1)
Функция орттирмаси А у нинг Ах та нисбатан чизтути булган 

бош цисми у' Л х, функциянинг дифференциали дейилади ва dy билан 
белгиланади:

dy =  у'А х. (2)
(2) формулада у = х деб dx =• х'А х =  1 • Д х =  Д х га эга буламиз, 

шунинг учун з̂ ам



(3) формула х кандайдир янги узгарувчи t нинг функцияси булган 
хол учун ^ам тугри булади.

(1) дан^Д у ~ dy экани, яъни етарлича кичик dx =  Д х учун функ­
ция орттирмаси унинг диффсренциалига та^рибий тенг экани келиб чи-

Хусусий ^олда чизикли функция у =  ах -f- Ь учун A y  = dy. 

К,уйидаги функцияларнинг дифференциаллари топилсин:

1069. 1) х2 + у2 = а2; 2) ху = 'а2\ 3) хг — ху — у2 =0 
тенгламаларнинг з̂ ар бир хддларининг дифференциалларини

1070. 1) у = х2 булса, х нинг ^иймати 2 дан 2,01 гача 
узгарганда, у узгаришининг та̂ рибий ^иймати топилсин
(Ayzxdy); 2) у = у х  булса, х нинг ^иймати 100 дан 101 
гача узгарганда, у узгаришининг та̂ рибий циймати топилсин.

1071. 1) Кубнинг ^ирраси х = 5 м ±  0,01 м. Куб з̂ аж- 
мини з̂ исоблашдаги абсолют ва нисбий хатолар аниклансин.

2) Телеграф симининг узунлиги s = 26̂ 1 +  бундаги
2Ь — симнинг устунга биркитилган ну^талари орасидаги ма- 
софа, / эса симнинг энг катта эгилиши. Исси^лик таъсири- 
да сим узунлиги ds га ортса, эгилиш цанчага ортади?

1072. 1) х ^  4 булганда, у = х2 У  х эгри чизи^ ордина- 
тасини з̂ исоблашдаги хато 0,1 дан ортиц булмаслиги учун 
унинг абсциссасини а̂ндай ани^л икда улчаш керак?

2) Шар з̂ ажмини з̂ исоблашда 1% дан ортии; хато цт- 
маслик учун шар радиусини цандай нисбий ани^ликда ул­
чаш зарур?

а̂ди.

1064. 1) у = х* 2) у = хг — Зхг +  Ъх.

1065. 1) у = У  1+ х2;

1066. 1) г = 2<р — sin2<p, 2) х = р.

1067. 1) d (sin2/); 2) d ( l— cos и).

топиб, — топилсин. dx



1073. i) Дойравш ^ал^анинг юзй; 2) сферйк цаТламннн!' 
(иккита концентрик сфера орасидаги цатламнинг) ^ажми 
тацрибий хисоблансин. Улар аниц цийматлари билан таедос- 
лансин.

К,уйидаги функцияларнинг дйфференциаллари топилсин:

1074. 1) у = 2) г = cos (а — £><р); 3) s = V  1— t2-

1075. 1) г/ = In cos a:; 2) z = arctg ]/4«— 1; 3) s=e~2{.
1076. 1) d {Vx~+ 1); 2) d (tgа — а ); 3) d (Ы —<Гы).
1077. 1) у = xs булса, А у ^амда dy лар аниклансин ва 

улар х нинг ^иймати 2 дан 1,98 гача узгарганда хисоблан­
син.

бундаги I — сантиметр билан улчанган маятник узунлиги. 
Тебраниш даври 0,1 секундга камайиши учун маятник узун­
лиги / = 20 см ни цандай узгартириш керак?

3) *> 0 ,5  булганда, ху = 4 эгри чизиц ординатасини 
Хисоблашдаги хато 0,1 дан катта булмаслиги учун унинг 
абсциссасини ^андай ани^лик билан улчаш керак?

12-§. Эгри чизикнинг параметрик тенгламалари
Эгри чизи^ x=f(t) ва у = <p (t) параметрик тенгламалар билан 

берилган булсин. х ва у нинг тепасидаги нуцталар билан уларнинг 
параметр t буйича' олинган ^осилаларини белгилаб:

параметрик тенгламалар билан берилган эгри чизицлар ясал­
син. Тенгламалардан t ни чицариб, а̂р б̂ир эгри чизик;̂  тенг­
ламаси одатдаги F  (х, у) = 0 куринишда ёзилсин.

К у̂йидаги параметрик тенгламалар билан берилган эгри 
чизикларнинг тенгламалари F  (х, у) = 0 (ёки у = f (* )) 
куринишга келтирилсин:

2) Маятник тебранишининг даври Т = 2л секунд,

X
ларни топамиз.



1081. t га 0, у , л, у , 2я цийматларни бериб, дойра 
«эвольвентаси» ёки «ёйилмаси» ясалсин:

1082. у = xt деб, х3 -f у3 — Заху = 0 «Декарт япроги» 
нинг параметрик тенгламалари ёзилсин (366- масалага царал- 
син) ва t\ 1)0 дан + оо гача; 2)0 дан — 1 гача; 3) — оо дан 
— 1 гача монотон узгарганда нуцтанинг эгри чизиц буйлаб 
^аракати текширилсин.

1083. х = a (t — sint), у = а  (1 — cost) циклоиданинг

(367- масалага царалсин) t = уну^тасига утказилган уринма
тенгламаси ёзилсин. Эгри чизиц ва уринма ясалсин.

1084. х = a cos3/, у = a sin31 гипоциклоидага (астроида-

га) t = нуктада утказилган уринма тенгламаси ёзилсин. 
Эгри чизи  ̂ ва уринма ясалсин.

Кврсатма. Эгри чизикни ясаш учун t ~  0, 5-, ™ . . . булган- 

даги х ва у лар цийматларининг жадвали тузилсин.

х = a (cos t +  t sin t) 

у — a (sin t — / cos t)

1085. 1)
x = a cos t

• , 2) у = a sin t\
x = a (t— sin/) 
y= a ( 1—cos t)

топилсин.

1086. 1) x = 2t — 1, у — 1 — 4t2; 2) x = ts, y = t*  — 2 
параметрик тенгламалар билан берилган эгри чизи^лар, 
координаталар уцлари билан кесишган ну^таларини топиб



з̂ амда иккинчи эгри чизиц учун / = 0 булганда ^ = °° эка-
нини эътиборга олиб ясалсин. Эгри чизиц тенгламаси 
F  (лг, у) = 0 куринишда ёзилсин.

о

1087. х = а  (/ — sjn/), у = а{ 1—cos/) циклоидага / =
ну^тада утказилган уринма тенгламаси ёзилсин. Эгри чизи  ̂
ва уринма ясалсин.

1088. х = а  (cos/ + /sin/), у = а  (sin/ — /cos/) дойра
, яеиилмасига / = -̂  ну^тада утказилган уринма тенгламаси 

ёзилсин.
( х = 2 cos / ( х = /2 ( х = e2t

1089. 1) . , 2) , , 3) тенг-1 у = sin /; м  у = / + /3; I г/ = est
d?yламалардан топилсин.



^ОСИЛАНИНГ ТАТБИКЛАРИ

1-§. Тезлик ва тезланиш
Нудта Ох у к буйича ^аракат цилиб, вак,тнинг t пайтида х =  f(t) 

координатага эга булсин, у };олда еэ^тнинг t пайтида

тезлик v =  lim  —  =
М  dt’

д <-*■'

тезланиш w =  lim булади.
д<-оД< dt dt2

1090. Зенит снаряд бошлангич а м[сек тезлик билан 
вертикал йуналишда отилган. t секунддан сунг снаряд цан- 
дай х баландликда булади? Снаряднинг х;аракат тезлиги ва 
тезланиши аниклансин. Неча секунддан сунг снаряд энг 
юцори баландликка кутарилади ва ердан цандай масофада 
булади?

/3
1091. Жисм х = -g — 2t2 + 3t ^онунга асосан Ох тугри

чизи!̂  буйича ^аракат цилади. ^аракат тезлиги ва тезлани­
ши аниклансин. К,айси пайтларда жисм ^аракат йуналишини 
узгартиради?

1092. Моддий ну^та х = a cos со t цонун буйича тебранма 
Харакат цилади. х = ± а  ва х = 0 ну^талардаги тезлик ва 
тезланиш аниклансин.

drxjjr  тезланиш з̂ амда ну^танинг узоцлашиши х ушбу

«дифференциал» тенглама билан боглангани кур­
сатилсин.

1093. Тормоз билан тухтатиладиган айланувчи маховик t 
секундда ф = а + Ы — с/2 бурчакка бурилади. Бундаги а, b 
ва с лар мусбат узгармас миедорлар. Тезлик ва тезланиш 
аниклансин. Рилдирак цачон тухтайди?



i094. Радиуси а га тенг гилдирак тугри чизи  ̂ буйича 
кэмалайди. Рилдиракнинг t секунддаги бурилиш бурчаги

i2ф = /'+ у  тенглама билан ани л̂анади. Рилдир'ак маркази­
нинг ^аракат тезлиги ва тезланиши аниклансин.

1095. Ох уц буйича ^аракат цилувчи ну^танинг тезлиги 
v, тезланиши w булсин, wdx = vdv экани курсатилсин.

1096. Тугри чизицли ^аракатдаги нуцтанинг тезлиги v, 
утган йули х булиб, v% = 2ах шарт бажарилади; а — узгар­
мас. Х,аракат тезланиши аниклансин.

1097. 10 метр баландликдаги жисм 20 м/сек бошлангич 
тезлик билан ю^орига вертикал отилган. t секунддан кейин 
у ^андай х баландликда булади? Даракат тезлиги ва тезла­
ниши аниклансин. Неча секунддан сунг жисм энг юкрри 
ну^тага чи а̂ди ва ердан ^анча баландликда булади?

1098. Радиуси R см булган ярим шар шаклидаги идиш- 
га узгармас а л/сек тезлик билан сув цуйилади. Идишдаги 
сувнинг h см баландликдаги кутарилиш тезлиги аниклансин 
ва у сувнинг эркин сиртига тескари пропорционал экани 
курсатилсин.

Курсатма-. Шар Сегментининг ^ажми V =  я/i2 R — A  j  экани

маълум. Масалайинг шартига кура = а эканини з̂ исобга олиб, бирин­

чи тенгликнинг икки томонини t буйича дифференциаллаш керак.
1099. 1\андайдир химиявий реакция натижасида ^осил 

цилинадиган жисм миедори х билан t ва^т орасидаги богланиш
х = А (1 — e~kt) тенглама билан ифодаланади. Реакция тез­
лиги аниклансин.

1100. Бурчак тезлиги ^  = со, бурчак тезланиши эса ~  = е 
did)2) 0булсин. = 2 е экани курсатилсин.

2-§. У рта циймат ^а̂ идаги теоремалар
1°. Р о л л ь  теоремаси^ .  Агар f (х): 1) [а , Ь ] сегментда уз­

луксиз, 2) шу сегментнинг ички нуцталарида ^осилага эга, 3) / (a)=f(b) 
булса, у ^олда а билан Ь орасида шундай х =  с ну^та мавжудки,



булади.
2°. Л а г р а н ж  т е о р е м а с и .  Агар f (*): 1) \а, Ь] сегменгда 

узлукси?, й) шу кесманинг ички ну^таларида з̂ осилага эга булса, у 
з̂ олда а билан Ь орасида шундай х =  с ну^та мавжудки, унда

f (b) — f (а) =  ф — а) /' (с) (2)
булади.

3°. К о ш и  т е о р е м а с и .  Агар f (х) ва <р (х): 1) [ а, Ь ]  сег- 
ментда. узлуксиз, 2) шу кесманинг ички ну^таларида з̂ ар иккала функ­
ция з̂ ам з̂ осилага эга, шунинг билан бирга ср' (х) ф 0 булса, у з̂ олда а 
билан b орасида х =  с нуцта мавжудки, унда

f (b )- f  (а) = £ _ £ ) ...
Ф (6) —  ф (а) ф' (с) ( '

булади.
Бу теоремаларда а билан b орасидаги ^андайдир урта х =  с к,ий- 

мат з̂ акида суз юритилгани учун, улар урта циймат з̂ ацидаги теорема- 
лар деб аталади.

Геометрик нуцтаи назардан Ролль ва Лагранж теоремалари, з̂ ар 
бир нуктаси учун ани  ̂ бир уринма мавжуд булган, кайтиш ну^таси б^л- 
маган узлуксиз y = f  (х) эгри чизикнинг АВ  ёйида шундай ички нуцта 
борки, унда утказилган уринма АВ  ватарга параллел булишини тасдик,- 
лайди.

Равшанки, синиш ёки к/йтиш нуцталарга эга ёйлар учун ю^орида- 
ги теоремаларнинг шартлари бажарилмайди

/ (6) =  [ (а) =  0 булган хусусий з̂ ол учун Ролль теоремаси цуйи- 
дагича уцилади: агар f (х) функция [а, Ь ] сегментда узлуксиз ва сег- 
ментнинг ички нуцталарида ^осилага эга Оулса, / (х) функциянинг ик­
кита илдизи а ва b орасида /' {х) нинг з̂ ам з̂ еч булмаганда битта ил- 
дизи булади.

1101./ (х) = х2— \х +  3 функция илдизлари орасида 
унинг ^осиласининг ^ам илдизи бор экани текширилсин. Бу 
график усулда тушунтирилсин.

з _
1102. Ролль теоремасини f (х) — у х г функцияга [— 1, 1] 

сегментда татбиц ^илиш мумкинми?
1103. г/ — | sin л: J эгри чизикнинг сегментдаги

АВ ёйи ясалсин. Нима учун бу ёйда АВ ватарга параллел 
уринма йуц? Ролль теоремасининг ^айси шарти буерда бажа­
рилмайди?

1104. у = х2 параболанинг ^айси ну^тасида утказилган 
уринма А(— 1; 1) ва В  (3; 9) ну^талар ни бирлаштирувчи ва­
тарга параллел булади?

1105. [а, Ь] сегментда / (х) = х2 функция учун Лагранж 
формуласи ёзилсин ва с топилсин. График усул билан ту­
шунтирилсин.



1106. [1, 4] сегментда f (х) = У1х функция [учун Лаг­
ранж формуласи ёзилсин ва с топилсин.

Лагранж теоремасини татбиц ^илиш мумкин эмаслиги курса­
тилсин. График усулда тушунтирилсин.

ма йуц? Лагранж теоремасининг цайси шарти бунда бажа­
рилмайди?

ясалсин. Унда0(0; 0) ва В  (2; 1) ну т̂аларни олиб, график- 
нинг О билан В  нуцтаси орасида уринмаси ОВ га параллел 
булган ну^та йуцлиги курсатилсин. [0, 2] сегментда бу 
функция учун Лагранж теоремасининг ^айси шартлари 
бажарилади ва кайси шартлари бажарилмайди?

1110. Поезд икки станция орасидаги масофани v0 = 40 
км/соат уртача тезлик билан босиб утган. Лагранж теоре­
масига кура шундай момент буладики, уша ва^тда ^а^щий
тезлик (уртача тезлик эмас) ̂  = 40 KMjcoam булади. Бунинг
туррилиги курсатилсин.

1111. [а, ь ] сегментда узлуксиз ва шу сегментнинг а̂р 
бир ички нуктасида ^осилага эга / (х) функция берилган.

функцияга Ролль теоремасини татбщ этиб, / (х) функция 
учун Лагранж теоремаси ^осил и̂линсин. Ф (л:) функция­
нинг геометрик маъноси аниклансин.

1112. / (х) = х3 ва Ф (х) = х2 функциялар учун Коши-
нинг f формуласи ёзилсин хамда с топил-

Ф Ф) — ф (а) ф (с)

1113. Геометрик ну^таи назардан Коши теоремаси цуйи- 
дагини тасдиклайди: агар [a ,b ] сегментда х = ф(0 ва y=f(t) 
функциялар Коши теоремасининг шартларини а̂ноатлантир-

1107. [ — 1, 2] сегментда-^ ва 1 — |Ух2 функцияларга

I 2 я '1108. |0, -у сегментда f/ = | cos х | эгри чизщнинг АВ
ёйи ясалсин. Нима учун бу ёйда АВ ватарга параллел урин-

х, | х | <  2 булганда, 

1, | х | >  2 булганда
функция графиги

х f (х) 1 
Ф (х) = Ь f (b) 1 

a f (a) 1

син.



са, у о̂лда t нинг а< /< &  сегментдан олинган кийматлари 
учун х = ф (/) ва у — f (t) эгри чизикнинг ёйи устида шундай 
ички ну^та топиладики, бу нуктада ёйга утказилган уринма 
ватарга параллел булади. Бу исбот цилинсин.

1114. 1) f (х) = х2-, 2) / (х) = х3 функциялар учун Лаг­
ранж формуласи / (х + Д л:) — f (х) = А х /' (х + 0А х) кури- 
нишда ёзилсин, бунда 0 < 0 < 1 а̂мда биринчи функция 
учун 0 нинг х га богли  ̂ эмаслиги, иккинчи функция учун 
эса у х ва Ах ларга богли  ̂ эканлиги курсатилсин.

1115. V 101 =10-1--- 1 —  ^  10,05 экани курса-
v 2 / 1 0 0  + 0

тилсин.
1116. Агар

f (0) = Г  (0) = Г  (0) = • • •=/(п-1) (0) = о
булса, Коши формуласи ёрдами билан 

f{x) /<”> (Gat) 
хп т

экани курсатилсин, бунда 0 < 0 < 1.

1117. f(*Y = *3 функция учун Лагранжнинг
f(b )- f(a ) = f(b  — а) Г  (с) 

формуласи ёзилсин ва с топилсин.
1118. К,уйидаги функциялар учун Лагранж формуласи 

ёзилсин ва с топилсин.
1) [0, 1] сегментда / (*) = arc tg х;
2) [0, 1 ] сегментда f(x) = arc sin*;
3) [1, 2 ] сегментда f (х) = In х.
1119. К,уйидаги функциялар учун Коши формуласи ёзил­

син ва с топилсин:
0, сегментда sin* ва cos*;

2) [ 1, 4 ] сегментда ха ва У~х.
1120. у = | * — 11 функциянинг 1 0; 3 ] сегментдаги гра­

фиги ясалсин. Нима учун бунда ватарга параллел уринма 
утказиш мумкин эмас? Лагранж теоремасининг шартларидан 
цайси бири бажарилмайди?

1121. у = 4 — х2 эгри чизикнинг ^айси ну^тасида утка­
зилган уринма унинг А (— 2; 0) ва В  (1; 3) нуцталарини 
бирлаштирувчи ватарга параллел булади? График усулда ту- 
шунтирилсин.

1)



3-§. Аницмасликларни очиш. Лопитал цоидаси

1°. JL  к у р и н и ш д а г и  а н и ^ м а с л и к .  Л о п и т а л н и н г  

б и р и н ч и  ц о и д а с и .  Агар lim / (л:) =  И т ф ( * )  =  0 ва lim - X Jy l
х-+а д:-*-а х-+а ф (X )

мавжуд булса, у зрлда lim  l i f l  =  l im t if L  буладй.
х-уа Ф  (х ) х—уа  ф ' ( * )

2°. — к у р и н и ш д а г и  а н и к м а с л и к .  Л о п и т а л н и н г
С О

и к к и н ч и  ^ о и д а с и .  Агар lim Цх) =  lim ф(х) =  оо ва lim L J ? )
х—уа х-уа х-уа ф (х)

мавжуд булса, у з̂ олда lim /  (х\ =  lkn t j£ L  булади.
х- а̂ ф (X) х-уа ф' (х)

3°. О • оо, оо — оо, loo ва 0° к у р и н и ш д а г и  а ницмас-

л и к л а р  алгебраик алмаштиришлар ёрдами билан — ва —  курии иш-О 00
даги ашцмасликларга келтирилади.

К,уйидаги лимитлар топилсин:

1122. lim 1123. lim
x-ya x x-+0 s ln  M

1124. lim 1125. lim
x-ya x a x-ya 1

И26. lim ? ~ cosf -. 1127. lim *
x-*a 1 — cos bx * ' X-+Q

1128. lim 1129. lim tg'•*- f  nx
x-ya x 3 x—yO x —  s in x

1130. lim V , 2) lim V  1131. lim — .
*->•+« *3 x̂ oo*3 x^a, x

1132. lim 1133. lim -g |- .
x->o ctgj; .. , « tg3*

2

1134. lim (я  — x)tg-~-. 1135. 1;тх1пл:.
х-ук z x-yO

1136. lim xn-er*. 1137. Нтдс*
x-y+  oo x—yO



1138. lim (sinx)‘gx. 1139. lim (  1 -f 3) '

1140. xe* — sin* чексиз кичикнинг нолга интилувчи 
х (х -* 0) га нисбатан тартиби аниклансин.

1141. х нолга интилса (*-*.0):

3) е*х— 1 — 2хж2х2-, 4) 2х — In (1 + 2jc)^2jk* 
булиши исбот цилинсин.

1142. х нолга интилганда (я -*0) х — sin х ̂  — ва бун-
X3

дан тахминан хато билан sin д: ̂  х экани исбот цилинсин, 
sin 1° ва sin 6° хисоблансин а̂мда хатодар бахолансин.

1143. а нолга интилганда у'" 1 -+ а — 1 — а  ̂  ва 

бундан тахминан хато билан 1 + а  ̂  1 +  -i- а экани ис-
3 3 — з —_  з '

бот цилинсин. у  1,006, у  0,991, у  65, у  210 лар хисоблан­
син ва хатолар бахолансин.

К,уйидаги лимитлар хисоблансин:

1) х — a rc tg x ^ j; 2) а* — fc^ х In -j;

1145. lim х —  arc tg x 
x*

1152. lim (1 — e**) ctg *. 1153. lim * 1_jr



1154. lim (— '-----*'\ 1155. lim (е3х + х) *.д: —О V. JC Sin ̂  X2 j'
*31156. х нолга интилганда arc sin* — *~-g- экани 

исбот цилинсин.
1157. а  нолга интилганда l/ l + а  — 1 ~  — \

булиши ва бундан тахминан хато билан 1/1 + а »  

«у 1 +  экани келиб чи^иши исбот ^илинсин. У  1,006,
1/1,004, 1/0,998, 1/0,994, У 65, ]/85 лар ^исоблансин 
ва хатолар ба^олансин.

4- §. Функциянинг усиши ва камайиши.
Максимум ва минимум

1°. Т а  ъ риф  л а р. 1. Агар х0 ну^танинг цандайдир е атрофида, 
исталган мусбат h <  в учун

f(x0 — h )< f{x 0)< f (x 0-j-h)
булса, / (х) функция х0 нуктада усувчи дейилади.

И. Агар [а, 6] сегментдаги исталган х1 ва х2 учун хх< х2 булган- 
да / (* !) <  / (х2) булса, f (х) функция шу сегментда усувчи дейилади.

Функциянинг нуктада ва сегментда камаювчи булиши >;ам шунинг 
сингари таърифланади.

111. Агар f(x0) циймат х0 нуцтанинг цандайдир икки томонлама 
атрофида f (х) функциянинг энг катта ёки энг кичик циймати булса, 
х0 нуктада f (х) функция экстремумга (максимумга ёки минимумга) 
эга дейилади.

2° .  у =  f(x ) ф у н к ц и я н и н г  Iнуктада ва сегменгда) у с у в ч и  
ва  к а м а ю в ч и  б у л и ш и н и н г  е т а р л и  а л о м а т л а р и :

агар у' > 0 булса, функция дсувчи булади.
агар у' <  0 булса, функция камаювчи бдлади.
3°. Э к с т р е м у м н и н г  з а р у р и й  ша р т и .  y = f(x )  функ­

ция. факат у ' =  0 ёки бу ^осила мавжуд булмаган нуцталардагина 
экстремумга эга булиши мумкин. Бу ну^талар критик ну^талар деб 
аталади. Функциянинг критик нуцталаридан утувчи уринма горизонтал 
(у' =  0) ёки вертикал (цайтиш нуцтасида) булади, ёки анщ уринмага 
эга булмайди (масалан, синиш ну^тасида). Сунгги икки ^олда у' мавжуд 
Ьулмайди.

4°. Э к с т р е м у м н и н г  е т а р л и  ш а р т д а р и .  Агар y = f (х) 
функция х0 нуктада узлуксиз булса ва уша нуцта ихтиёрий атрофи- 
нинг, балки фа цат ха нинг узидан бошка ну^таларида чекли ^осилага 
эга булса ва агар х нинг циймати х0 дан утганда

(/' уз ишорасини -f дан — га узгартва, у з̂ олда

f (*о) = Ути булади;



у' уз йшорасини — дан +  га узгартса, у з̂ олда 
f (-«о) =  Утт  булади;

у' уз ишорасини узгартмаса, у з̂ олда функция экстремумга »га 
. булмайди.

Учинчи з̂ ол (у’ > 0 ёки у' < 0 булганда) оддий нуктада з;амда 
бурилиш нуктасида ва шунингдек синиш нуктасида руй беради.

Демак, функциянинг экстремумини топиш учун:
1) у' ни топиб, у ни нолга айлантирувчи ёки у мавжуд булмаган 

критик нуцталарни топиш керак;
2) з̂ ар бир критик ну^тадан чап ва унг томозларида у' нинг ишо­

расини, масалан, ушбу

X х , х г *3

У — 0 + т — 0 — -оо —

У кама-
яди v_y

min
усади А

max
кама-
ядц ьутиш

кама-
яди шлиш

кат-
яди

куринишдаги ж ад вал  тузиб, ани^лаш керак.
Сунгра утах ва ут \п ларни топиб эгри чизик,ни (функция графиг*- 

ни) ясаш мумкин. 30- чизмада юк,орида келтирилган жадвалга мос ке- 
лувчи эгри чизи^ ясалгаи.

5°. Ф у н к ц и я  э к с т р е  
м ум ининг  е т а р л и  ша р т ­
л а р и  (текширишнинг ИККИНЧ1 
усули).

Агар бирор х =  х0 нуктада:
1) у' =  0 ' в\ у" < 0 булса, 

у з̂ олда' f (х0) =г/ max булади;
2) у' =  0 ва у” >  0 булса,

У *олда

f (*о) =  У тт  булади;
3) у' =  0 ва у" =  0 булса, у з̂ олда масала ечилмасдан ^олади ва 

уни ечиш учун биринчи усулга мурожаат цилиш керак.

К,уйидаги функцияларнинг усиши ва камайиши текши­
рилсин:

1158. 1) у = хъ\ 2 )у  = х3; 3) у = -1; 4) у = In *.
1159. 1) у =  tg*; 2) у = ех. 3) у — 4х—х2.
К,уйидаги функцияларнинг экстремумлари топилсин ва

уларнинг графиклари ясалсин*:

* 1165, 1168, 1173 шунингдек боцща бир ^анча масалалардаги 
эгри чизицларни ясаш учун аввал уларнинг асимптоталарини топиш за-
РУР (V боб, 9- § га царалсин).



1160. у = *4 -f 4* -f 5, 1161. у = Ах —

1162. у = ----- х2 — 3*. 1163. у = 1 + 2*2 — —■

1164. У = -̂ ---х3. 1165. У = ^  + Т

1166. у = { Л ? - 1 .  " 1167 . y ^ j - L p .  

1168. у = у*~  + 13. 1169. у = х2{\— х).

1170. у = 1 — Р  (х —4)“. 1171. // = e~xi.
1172. у = *  +  cos 2х, (0, л) орали еда.
1173. у — Ах — tgх, y ’ y ) °Р алиКДа-

1174. у = — ’ 1175. у = х — arctg2*.
_X

t\ 7 Q .l)y  =  xe 2 ; 2 )у  = *1п*.
1177. 1) у = l/sTn*2; 2) у = ]/  е*а — 1.
1178. у = sin4* + cos4*. 1179. у = х У  11,,W* и - *̂** ~ t 'v# у - -* р * Л.
1180 1181. г/ = -— ~ — —v х +  2 v (х— 1) ( х —4)

А  J?.
1182. (/ = ^- +  1 . 1183. у —х 3 -f (* — 2 )3.

1184. у = ~  — *4 + г>. 1185. д =х3(х + 2)2.

1186. »=  2 ( 1 - - ! ) .  1187.

1188. г/ = 2 tg * — tg2*. 1189. у = * + In (cos*).
1190. \ )у  = \пУ 1 + *2 — arctg*; 2) у = |* |(* -f-2).
1191. у = *2e_j:. 1192. у = 3 > /(*+ l)2 — 2*.

К,уйидаги функцияларнинг экстремумлари топилсин ва 
графиклари ясалсин:

1193. у = 4* — *а. , ( J1194. у = х2 + 2* — 3.



1195. t/ = -у- + *2. Л 196. у = *»-f 6*4 + 9*.

1197. у И98. У = х2 + ^т-

1199. у= ^ -- 2*2. . j/1200. у = 2х — 3
_X*

1201. у = (̂ £ -  1202. у = хе Т#
N/ 1
1203. у = х — 2\пх. 1204. у = х3 (х— 5).

1205. у = sin 2л: — х, —̂ j-> y j  оралщда.
1206. у = 2х +  ctg х, (0, л) оралшущ.
1207. у = х -f arc ctg 2х. 1208. у = 1 + yr (х  — I)2.
1209. у = 2 sin х -f- cos 2х, (0, я) орадицда.
1210. у = З*4 — 8*3 + 6*2. 1211. у — 1п*X

ч/ 1212. = 1213. // = * +  1.
1214. 1) у = ае~х cos* (*> 0  булганда);

2) у = З*5 — 5*3.
1915 у __ х)3 1216 и __12/  (х +  2)___ _1 Л 5 . У -  9{2_ ху  У * 2 +  8

1217. у = ~~г~‘ V 1218. t, = ( l - * 2) ( l _ * 3).

1219. У = 1220. у = х + 2 У = 7 7

1221. 1) г/ = 2) г/ = ]/1 — cos*.

5- §. Микдорларнинг энг катта ва энг кичик 
^ийматларига дойр масалалар

Бу параграфда берилган масалаларни ечиш учун масалада берилган 
шаргларга кура энг катга ва энг кичик цийматини топиш зарур булган 
ми^дорки (функцияни) тузиб олиш керак. 1229-масалани ечайлик: бу 
масалада туннель кесими юзининг энг катта булиш шартлари суралади. 
Шунинг учун туннель кесими юзи S  учун формула тузамиз.

Ярим айлана радиусини х, туртбурчак баландлигини у десак:

S  = х2 -f 2ху. (1)

Масаланинг шартига кура 2х 2у +  лх =  18. (2)



Бундан у ни топиб (1) га цуйсак S  =  / (* ) =  18*— — ^— * а функция- 
га эга буламиз. Энди бу функциянинг энг катта ^ийматини топамиз.

/ 182 NS  =  f (х) функция |0, оралицда мавжуд. Бу орали^даги экс­
тремум нуцталарни топамиз: 1 ) / ' ( * ) =  18 — (4 +  л )* ; 2\ 18 — (4+ 

18 ( 18 \
+  зт)* =  0; х =  3) f" (х) =  — (4+ л)<  0-f ^  функция­

нинг maximum ^иймати булади. Равшанки, у функциянинг энг катта ^ий- 
мати хам булади. Демак, туннель кесими юзининг энг катта булиши учун

18
ярим дойра радиуси х =   ̂ л  булиши керак.

1222. Узунлиги 120 метрлик панжара билан бир томон­
дан уй билан чегараланган энг катта юзага эга турри турт- 
бурчак шаклидаги майдон ураб олиниши керак. Турри турт 
бурчакли майдон улчовлари аниклансин.

1223. 10 сони шундай иккита цушилувчига ажратилсин- 
ки, уларнинг купайтмаси энг катта булсин.

1224. Асоси а ва баландлиги h булган учбурчакка энг 
катта юзли турри туртбурчак ички чизилган. Турри турт- 
бурчак юзи аниклансин.

1225. Томони а булган квадрат шаклидаги картон цороз- 
нинг туртта учидан катталиги бир хил квадратлар кесиб 
олиниб, долган цисмидан тугри бурчакли ^ути ясалган. 
К,утининг хажми энг катта булиши учун кесиб ташланган 
квадратнинг томони ^андай булиши керак?

-__^>1226. Таги квадрат шаклида, хажми 32 м3 га тенг очи  ̂
Ховузнинг улчовлари шундай ашщлансинки, унинг деворлари 
билан тагини ^оплаш учун мумкин цадар оз материал сарф 
этилсин.

1227. Трапециянинг кичик асоси ва ён томонларининг 
Хар бири 10 см га тенг. Унинг катта асоси шундай аник;- 
лансинки, трапеция юзи энг катта булсин.

1228. Ярим доирага асоси ярим дойра диаметридан ибо­
рат булган трапеция ички чизилган. Трапециянинг асосига 
ёпишган бурчаги цандай булганда трапециянинг юзи энг 
катта булади?

КЦрсатма. Дойра диаметрини d, трапеция ён томонининг асосидаги 
проекциясини х деб олсак, трапециянинг кичик асоси d — 2x ва баланд­
лиги h = х tg а булади. У  з̂ олда S Tp = (d — х)х tg а.

Планиметриядан маълумки, /Г2 =  (d — х)х; х2 tg2 а = dx — х2 
х =  d cos2 а. Бундан 5 тр =  d2 sin3 a cos а =  f (а).

Бундан кейин S  =  f (а ) нинг maximum ну^таси топилади.



1229. Туннелнинг кесими бир томони ярим доирадан 
иборат турри туртбурчак шаклига эга. Кесим периметри 18 м. 
Ярим дойра радиуси цандай булса, кесим юзи энг катта 
булади?

1230. А заводга яцин булган жойдан белгиланган турри 
чизи  ̂ буйича В  цщарга караб темир йул утказилмоцда. 
Агар бир тонна юкни бир километрга тош йул буйича та- 
шиш темир йул буйича ташишга Караганда т  марта и̂ммат- 
poî  булса, А дан В га юк ташиш энг арзон булиши учун, 
А заводдан темир йулгача тош йулни темир йулга нисбатан 
а̂ндай а бурчак остида утказиш керак?

Курсатма, 1 тонна юкни тош йул буйлаб ташиш учун х сум сарф
b

булсин. Ташилган юк А дан В  гача — - км тош йул буйича,
(а — b ctg а) км темир йул буйича юради. У  ^олда юкпи ташиш учун 
^аммаси булиб

сум пул сарфланади. Бундан кейин / (а) нинг минимуми топилсин.

1231. Иккита ёрурлик манбалари бир-биридан 30 м ма- 
софада жойлашган. Агар бу манбаларнинг ёрурлик кучлари 
27:8 нисбатда булса, уларни туташтирувчи турри чизшуш 
энг суст ёритилган ну^та топилсин.

1232. Иккита самолёт бир хил v км!соат тезлик билан 
бир текислик устида 120° бурчак ташкил этувчи турри чи- 
чшушр буйича учади. Маълум пайтда самолётлардан бири 
уларнинг харакат чизи^ларининг кесишган нуктасида булган 
ва иккинчисини эса бу ну^тага етишга а км долган. Канча 
ва^тдан сунг улар орасидаги масофа энг кичик булади ва бу 
масофа нимага тенг?

1233. Икки учи таянч устига эркин цуйилган, кесими 
Tj/FpH туртбурчак булган балканинг барча ну^талари текис 
юкланган. Унинг эгилиш у^и балка кесимининг инерция мо­
мента / = га тескари пропорционал, бунда л: ва у —
балканинг улчовлари. Агар балка, диаметри D булган юма- 
лоц ёгочдан кесиб олинган булса, эгилиш уци энг кичик 
булганда унинг улчовлари аниклансин.

1234. Шар хажми унга ички чизилган энг катта цилиндр 
хажмидан неча марта катта булади?



$х ■Зх

1235. Эни 2,4 ва 1,6 л* 
булган икки да^лиз тугри 
бурчак остида кесишади. 
Бир дазушздан иккинчи да̂ - 
лизга (горизонтал ^олатда) 
кучириш мумкин булган 
нарвоннинг энг катта узун­
лиги аниклансин.

31- чизма,
1236. Асосининг радиу­

си 4 дм, баландлиги 6 дм 
булган конусга з̂ ажми энг 

катта цилиндр ички чизилган. Уша цилиндрнинг ^ажми то­
пилсин.

1237. Радиуси R  булган ярим доирага юзи энг катта 
т^ри туртбурчак ички чизилган. Тугри туртбурчак улчов- 
лари аниклансин.

1238. у = х2 параболада у — 2х — 4 турри чизи^а энг 
я^ин ну^та топилсин.

1239. Сурат деворга осилган. Унинг пастки цирраси ку- 
затувчининг кузидан b см баландликда, устки цирраси а см 
баландликда. Суратни энг катта бурчак остида куриш учун 
кузатувчи девордан цанчалик узоцликда туриши керак?

Кдрсатш. Суратни девордан х см узо^ликда туриб Караганда г и 
куриш бурчаги куйидагича антуинади:

а = (а — Ь)х 
ab +  хг

1240. Планда курсатилган уй деворларининг умумий узун­
лиги (31- чизма) 90 м га тенг. Дазушзнинг эни х цандай 
булса, цолган уч хонанинг юзи энг катта булади?

1241. Гипотенузаси 8 см ва уткир бурчакларидан бири 
60° булган турри бурчакли учбурчакка асоси гипотенузада 
ётувчи турри туртбурчак ички чизилган. Турри туртбурчак- 
нинг улчовлари ^андай булганда унинг юзи энг катта бу­
лади?

1242. А (0; 3) ва В  (4; 5) нуцталар берилган. Ох увда 
шундай Р  нуцта топилсинки, S = АР + РВ  масофа энг ки­
чик булсин.

1243. Балкани узунлиги буйича ^исганда курсатадиган 
.царшилиги кундаланг кесими юзига пропорционал булади.

Ш



ДиамеТри D булганда юмало^ 
ёгочдан кесиб олинган балка- 
нинг улчовларини шундай 
аницлангки, у энг катта î ap- 
шиликка эга булсин.

1244. Доирадан fa бурчакли 
сектор ^ирцилиб, cj/нгра ундан 
конус ясалган. а бурчак катта- 
лиги ^андай булганда конуснинг 
з̂ ажми энг катта булади?

1245. Горизонта л текисликда ётувчи Р  огирликка эга 
юкни (32- чизма) унга тиркалган F  куч таъсири билан сил- 
житиш керак. Сарф этиладиган F  куч мумкин цадар кам 
булиши учун кучни текисликка нисбатан ^андай бурчак ос­
тида йуналтириш керак? Иш^аланиш коэффициента jli=0,25.

6- §. Эгри чизиц цавари^лигининг йуналиши 
ва бурилиш нуцталари. Эгри чизицларни ясаш

1°. К , а в а р и ^ л и к .  Агар х «= х0 нуцтанинг цандайдир атрофида 
(чапдан ва унгдан) эгри чизиц уша ну^тада утказилган уринмадан 
«пастда» («ю^орида») жойлашган булса, эгри чизи^ шу нуцтада цавариц- 
лиги билан «ю^орига» («пастга») ^араган дейилади.

Агар х =  хв нуцтада:
1) у" > 0 булса, эгри чизицнинг цавартушги пастга цараган бу- 

лади;
2) у" < 0 булса, эгри чизицнинг цапари^лиги юцорига цараган бу* 

лади.
2°. Эгри чизиц узининг бирор нуцтасида уринманинг бир томонидан 

иккинчи томонига утса (демак, у цамрик;лигининг йуналишини узгарт- 
са), уша нуцта эгри чизицнинг б у р и л и ш  н у ^ т а с и  дейилади. 
Ну^танинг бурилиш ну^та булиши учун зарурий шар г булиб уша нуц* 
тада'1/" =  0 ёки унинг мавжуд булмаслиги ^исобланса, уша нуцта атро­
фида //" уз ишорасини узгартириши унинг етарли шарти булади.

3°. Э г р и  ч и з и ц н и  я са ш учун цуйидагиларни ани^лаш тав- 
сИя ^илинади: 1) симметриклиги; 2) жойлашиш со^аси; 3) Ох ва Оу уц- 
лар билан кесишган нуцталари; 4) у =  <р (х) ёки х =  / (у) функциялар­
нинг узилиш нупталари ва асимптоталари; 5) х ёки у нинг усишй ва 
камайиши з̂ амда уларнинг экстремум нупталари; 6) цавари^лик йунали­
ши ^амда бурилиш ^талари.

1246. 1) у = хг\ 2) у=х?-, 3) у=ех\ 4) «/=1пд:; Ъ)у=х*/• 
эгри чизи^ларнинг ^аварщлик йуналишлари текширилсин ва 
узлари ясалсин.

1247. 1) = 2) у = е~**-,



эгри чизикларнинг экстремум хамда'бурилиш ну^талари ани̂ - 
лансин ва эгри чизи^лар ясалсин.

3°да курсатилган баъзи ^оидаларни татби^ и̂либ, 1248— 
1262-масалалардаги тенгламалар билан берилган эгричизиц- 
лар ясалсин:

1248. уг = 2х + 9. 1249. у = — *2 — 4*.
Кдрсатна. 1248- масалада симметриклиги, жойлашиш со^аси ва коор­

дината уцлари билан кесишган нуцталари, 1249- масалада булса экстре­
мум ва Ох ук, билан кесишган нуцталари аниклансин,

1250. i/ = sin*, у — cos*. 1251. y = sh*, г/= ch*.
Кдрсатма. 1250, 1251- масалаларда экстремум ва бурилиш ну^тала- 

ри аниклансин.

Кдрсапма. 1252, 1253- масалаларда жойлашиш со^аси, у^лар билан 
кесишган ну^талари, асимптоталари ^амда цаварюушк йуналиши аии^- 
лансин.

1252. у = 1п(* + 2). 1253. у = е~х.

1254. 1) у* = *3; 2) .У2 =  {х +  З)3.
•1255. 1) у = 2 + ^ ;

2) у = ехе~ж.

1257. 1) у = х + Т ± 1 ;
X X

1258. 1) у = х — In*; 2) у = ±{еа + е «).

1259. 1)
1260. 1) у2, = 2*2 — *4;
1261. !/ = (* +  2)'/. - ( х -  2)4•.

^  -Hi/ — ^  =  1. 
1262. у2=хе~х.



АНЩМАС ИНТЕГРАЛ

1- §. Ани^мас интеграл. Ейиш усули 
билан интеграллаш

1°. А н и ц м а с  и н т е г р а л  J  f (х) dx деб, узгармас С ни уз
ичига олган шундай Г  (х) С функцияга айтиладики, унинг дифферен­
циали интеграл белгиси остидаги / (х) dx ифодага тенгдир, яъни агар

d[F{x)-\-C] =  f (х) dx 

булса, J  / (дг) dx =F(x)+  С булади.

2°. А с о с и й  и н т е г р а л л а р н и н г  ж а д в а л и :
С п+1

1. xndx = *--- - +  С
J  п +1

6. Г sin х dx =  — cos х +  С.
2. I —  =  In \х\ +С V  dx

{  аХ 7- J ■ ^ r =tgAf + c-
3. ax dx = -?—- + C. 0 Г  dx 

J  lna ^  8 - =  — ctgx +  C.sirr5*
J  „ f dx r ^  + F9. I ёки

J  1 + x* { —arc ctg x+Ct- 
5. I cosxdx =  sinAt+ C. f  dx fare sin x +  С

= (_ arccS +Cl.
3°. А н и ц м а с  и н т е г р а л н и н г  х о с с а л а ри :

I. d ^udx = udx. 11. j* du — u-\-C.

111. J  Audx = A J  udx, IV. j*(“ + v)dx = judx-{-^vdx.



Ейиш йули билан интеграллаш (IV  хоссага асосан) берилган инте- 
грални содда интегралларнинг йигиндисига келтиришдан иборатдир.

1263. Ушбу
1) d( ) = 2xdx: 2) d{ )= **sdx;
3) d ( ) = cosxdx; 4) d( ) =

тенгликлардагц буш жойлар тегишли муло^азалар ёрдамида 
тулдирилсин. Сунгра j* 2xdx, J  х3 dx ва з̂ оказо интеграл­
лар топилсин.

К,уйидаги интеграллар топилсин:
г/ i\ С ю*8 + з ,

1264.1) ) ( x *  +  2 x + T )dx-, 2) J --- 4̂—  dx.

L l  1265. 1) ~dx; 2) j- * + -

12вв.1 > f ( v ; + f c y r ,  2 ) J ( r _

1267. 1) j  ^ X~ - 3 dx; 2)

1268. 1) j  e*(\ - - ^ Jd x ;  2) Jo* (l + y^ jd x .
C cos 2x Г »  I

L ' 1269. 1) J  cos2 x sjna x dx, 2) J  ctg x dx.

1270- »  Ь г ж ;
1271. 1) j* sin2 dr, 2) j* cos2 ~  dx.

1272- 1) Г Г * * ' '

-Я—  dx. 
l l

К,уйидаги интеграллар топилсин:

1273. 1) 2 ) ^ - - ^ ) * ,



Ч  '275- 1) J ( i  + ̂  + y ) ^  2 )| (s in i- c o 4 )* Л . \ )

1этв- > J e' ( 1+ ^ ) * i 2) J * ‘ (1+ ?- )* '•

:̂ 1277- 1278- J tg»jPd^.

2- §. Урнига куйиш усули билан ва бевосита 
интеграллаш

х — ф (и), dx =  ф' (и) rfu деб олсак,

J  f (х) dx =  j  f [ф (И )1 ф'(«) (1)
булади.

Интегрални бу хилда алмаштириш дрнига цуйиш ёрдами билан 
интеграллаш дейилади.

Содда доллар да, интеграл белгисй остидаги дифференциал ифодани 
Цуйида курсатилгандек:

dx =  -j d (ах -f b)\ 2xcfx = d (*a);

cos x dx = d (sin x); -y-=d (In л:) ва шунга ухшаш

алмаштириб ва кавслар ичидаги ифодаларни и деб фараз ipuimii асосида, 
янги узгарувчи и ни киритиш амалини кунгилда бажариш тавсия цили- 
нади. Бу усул билан интеграллаш бевосита интеграллаш дейилади,

К,уйидаги интеграллар топилсин:

* 1279. j*cos3xdx. 1280.
U 1

Курсатма. 1279- мисолни 1) Зл: = и, x = ~j-, dx =  -g du деб олиб!

2) берилган интегрални - j j* cos Зх d (дх) куринишга келтириб, икки 
усул билан ечиш мумкин.

1281. j V “ & . 1282.

1283. j* (еТ -f e~T)dx. 1284. j* j/  4x— 1 dx.

1285. j ( 3 — 2xfdx. 1286.J \ f 5 — 6xdx.

2̂87‘ J  j/ з — 2x $  1288. Js in (a — bx)dx.



1 Ш - Ь - 6 ,  + 7'Ф - 1290J ? T T '
Кдрсатш. 1289-1298- мисоллар ушбу

формула билан ечИладй, яъни интеграл белгиси остидагй касрнинг сура- 
ти  махражнинг дифференциалидан иборат булса, у з̂ олда интеграл 
махражнинг логарифмига тенгдир.

■ dx
12Э|- J t ^ oF '  ,292- 1 - Й
1293.- j  ctg xdx. 1294. j  tg xdx.

Г cos2x , т п с  f  sinxdx1295. I —:-------- dx. 1296. I * . - о -— •«J  sin x cos x J  l +  3cos*

1297. Г , - dx. 1298. f —J  1 + 2 sin.x J  x(
dx

: ( 1 +  In x)

1299. £ sin2 л: cos л: dx. 1300. j  cos3 x sin xdx.
КЦрсатма. 1299- мисолни sin *  =  « деб урнига цуйиш йули билан 

ёки бевосита cos xdx ни cf (sin дг) билан алмаштириб ечиш мумкин.

1301. f • 1302. Г  s'mxdx-J  sin4 X J  COS3 X

1303. (*—1 ~~:2„cos* ■ dx. 1304. (* sin x cos xdx.J  sin2*  J

1305. J  ecos * sin x dx.) 1306. j  e*sx4x.
КЭрсатма. 1306-мисолнй x* = u урнига ц^йиш йули билан ёки 

бевосита x2dx ни d (*3) билан алмаштириб ечиш мумкин.

1307. j j e ' x d x .  1308. j  у -

1309. j V  x '+ lx d x . 1310. x3 — 8x2dx/

Кдрсатма. 1309-мисолни лс2 -f- 1 = и  урнига ^уйиш усули билан ёки

берилган интегрални 2 . j* (х2 + 1) 2 d (х2 +  1 ) куринишга келтириб ечиш 

мумкин.
Г x2dx С xdx

1311. I -37: ..1312-

# У  х -
-JP е dx

V  1 + * 3 • ’ J  У  1-х*



1313. г
J  v '■

sin xdx 1314. V  1+  In xdx
l-f-2cos x

1315. J  V  1 "t*  ̂sin x cos x dx. * 1316. j  y l  —6x6xi dx.

u-К,уйвдаги интеграллар топилсин:

1317. J* (e* -f e~*)2 dx.* 1318. J  sin3 x cos x dx.

-4x
1319. ГJ /  1-4
1321. j \fT+ bx dx;

1323. f - 7- dX--.
J V  I+

.325.

1327. '■dx

1320. j* cos (a — bx) dx.

у/ 1322. J {/  1 - 2 x*x4x. 
V 1324. [ L z 2™Lx

J  COS3 X

1326. j  -sin*-

1328. fJ  (a—bx)3

dx.

e """ cos xdx. 
dx

„  С dx С dx f  dx
3- §• J  J  V ^ r T  куринишдаги ва шу

куринишга келтириладиган интеграллар 
1329. Куйидагилар курсатилсин:______________ __

(  ^  . f lF T F  = 7Tarctg7  + С экани. x = a tg t деб;
(* dx х2) = arc sin — I- С экани, х — asm t деб;

'  J  у  а*-х* а

гича ёйиб:

In х-\-а

х* — а*

+ С экани, ни у̂иида-
1 а +  дг +  а —  х 1 ( Р  1 \
1а х1, —  а1 2а \х— а дг+а/’

(

= 1п X + у  X2 +  k

У  х2 k = t — х деб.
К,уйидаги интеграллар з̂ исоблансин:

ш 0 - »  2> 1?+ 9-
dx



i
- Н к т - ' 2» 1 : л*2 + 3  

Чх

1332.

1333. 1) Г ■ , dx . 2)
'  J  V  5 - x *  J4  +  X1-

, m  1 1  ] r  T - * " '  2 )

1335. 1) Г dx ■ ■; 2) f - ^ = .
'  J  У 3 — 4л2 J  к  де*—1

1336. 1) {  5x~ A -dx: 2) Г -%^-dx.4

» ^ т й г *  2 ) 1 т а л  

,338- 1 з т т  i339- I r a -
Курсатма. 1338, 1339-'мисолларда олдин интеграл белгиси остидаги 

нотдгри касрнинг бутун цисмини ажратиш керак.

1 3 4 0 .  j V + t + s ' .  « « « - J  л^ 2 _ 6 а . I 1 3

Курсатма. 1340— 1347-мисолларда квадрат уч^адлардан тулик; ква­
драт булган цисмни ажратиш зарур.

1346.

Г .. dx - 1343. [--dx
J  У  *2+ 2*+ 3 J  У 1—2х—х‘

Г dX 1445. Г — ^ -.
J  У4л: — д» J  хг +  Зх +  3

Г dx .. .■. 1347. Г — ■ dx — -J  У 2+За;—2хг J  /Зл:2-2л:-1

1342.

К,уйидаги интеграллар топилсин: 

,348-

1349‘ I  2 — s  } dx'

1350. | ( ^ | л .  1351.



1354

1356

1358

Г X*dx „  f  e*dx
• J^ + 2 -  1353-

Г xcix P dx
• J  x4 + 0,25 • 1355. J  x2 + 4x +29-

J ? = S + F .  «357.
f __ xdx С dx

• J  ** + * + ! • 1359. J^ = = = = = -

4-§. Булаклаб интеграллаш
Купайтманинг дифференциалини ^исоблаш формуласи d (uv) 

=  и dv -\-v du дан булаклаб интеграллаш формуласи

J  udv = uv — J  v du

келиб чи^ади. Бу формула купроц интеграл белгиси остида алгебраик 
функция билан трансцендент функциялар купайтмасидан иборат ифода-
лар булган доллар да татбиц этилади. Масалан, j* x2e* dx ёки

J  л2 In xdx га ухшаш. Бу ^олларда и деб дифференциаллаш натижаси-
да соддалашадиган функцияни цабул цилиб, dv учун эса интеграл бел­
гиси остидаги ифоданинг dx ни уз ичига олган ва интеграли маълум 
ёки топилиши мумкин булган ^исми ^абул ^илинади.

Одатда и деб трансцендент функциялардан In х, arc tg х ва arc sin х 
лар цабул цилинади.

Масалан, j' х2 In х dx интегралда и деб In х ни (х2 ни эмас), J  х*е* dx 
интегралда эса х2 ни (ех ни эмас) цабул цилиш керак.

К,уйидаги интеграллар топилсин:
1360. J  Inх dx. 136IH^jc In (x — 1 )dx.

1362. j  xelxdx. 1363. jxarc tg xdx.

\l 1364* j  x2 cos xdx.  ̂ 1365. j* ex sin xdx .i,_______

1366. x2 -\- k dx = -^-[X Y  x2 -\-k-\-k\n{x-\-

-f- Y x 2 + A)] -f- С экани курсатилсин.______ ______________ _
—---- jT----- - p  ̂(ix

1367. J  (In x)2dx. /  1368. A *



arc sin x dx1369. Г11Ц *. 1370 ____
J * J V l + x

137u) j* arc sin xdx. 1372. j x 3e~xdx.

1373. J  ln(x2 + 1 )dx. 1374. j  cos(lnx) dx.

К,уйидаги интеграллар топилсин:

1375 л J  У х  lnxdx. ^•1376. j
* X 
x2e 2 dx.

1377. J  arc tgxdx. 1378. |

|

” xdx 
1 cos2*  •

(* . X
1379. J  excos xdx. 1380. 1

i arc sin 2
— ---- dx.I V 2 - x

1381.
Г *  cos x dx 
] sin3* 1382. ( arc tg у 2x—

5-§. Тригонометрик функцияларни интеграллаш
1°. С и н у с  ! ( амда к о с и н у с н и н г  к в а д р а т л а р и д а н в а  

уларнинг бош1<;а жуфт даражаларидан о л и н г а н  и н т е г р а л л а р ,  
ушбу

s m * x = l— .™ s2x-, cos*x = l± - c™ 2x; sin л: cos* =  sin 2x

формулаларни татби^ этиб даражаларини пасайтиргандан сунг топилади.
2°. С и н у с ^ а м д а  к о с и н у с н и н г  к у б л а р и д а н в а  улар­

нинг боища тоц даражаларидан о л и н а д и г а н  и н т е г р а л л а р ,  уша 
тоц даражалардан битта купайтувчини ажратиб ва кофункцияни и деб 
олиб топилади.

J  co s '"* sin”  xdx интегралда т  ва п ларнинг иккчласи ^ам жуфт
булса, интеграл 1° усул билан топилади, борди-ю т  ёки п лардан бит- 
таси тоц булса, 2° усул билан топилади.

j  1383. | sin23xdx. 1384. j (1 + 2cosx)2dx.

—̂ ► 1385. j ( l  — sin2x)2dx. j  1386. j  cos4 xdx.

rJ  1387. j  sin2x cos2x dx. 1388. j  sin4x cos4x dx.



1389. J  sin2 cos4* dx. ?  1390. j  sin6* dx.

1391. |  sin2* cos3* dx. 1392. j  sin3* cos1* dx. \/

••> 1393. jcos7*d*. 1394. J  (1 +  2 cos x)3 dx.

1398. 1) f 2) f .' J  sin X ' J  cos *

1399. { ™ x-L/ nx dx. 1400. --- .J  sin 2x J  sin x — cos x *

1401. J  tg3xdx. 1402. j* ctg3*d*.
'  КЦрсатма. 1401-мисолда tg x = t, x =  arc tg i де1 олинсин.

1403. j  sin 3* cos * dx. 1404. j* cos mx cos nx dx-
Кдрсатма. 1403— 1406* мисолларга ушбу

sin a cos p =  _1_ [ sin (a +  P) -f sin (a — P)], cos a  cos P =

= -i- [cos (a + P) + cos (a — p)], sin a sin p = _ L  [cos (a — P) —
2 2

-  cos (a -f P)]
формулалар татбиц цилинсин.

1405. 1) j  sin 3*sin5*ci*; 2) jsinm *sin  nxdx.

1406. J  sin̂  5 *-- ||f~)cos (x-r-j- )d*- _____________

1407. Булаклаб интеграллаш асосида ушбу
Г 1 л-1  г1) J  sin4*d* = — —'cos*sin"-1* +  — —  sinn_2*d*;

2) J  cos" * dx = sin * cos'1-1 * + n~  1 j cos'1-2 *  dx

r «даражаларни пасайтириш» формулалари чикарилсин ва уша 
формулаларга асосан 1) Js in 6*d*; 2) j  cos6xdx интеграл­
лар топилсин.



1408. Ушбу
dx

>> 2> f COS3 X

интеграллар топилсин.

К0рсатма. I dx ва 1 —dx интегралларга 1407- масаладаги 
J  sin л: J  cos x

формулалар татбиц ^илинсин.

1409. J  (1 + 3cos2x)2dx. —>1410. J  sin4 jc dx.

i411. J*. sin4x cos2x dx. 1412. j  cos5xdx.

1413. J  sin3x cos*xdx. 1414. j (1 + 2sinx)3dx.

1415. 1416. fsin3xsinxdx.sin 2x J

и _L1417. J sln^ +  1 dx. 1418. (sin  (* + -£-)cosx'dx.

6-§. Рационал алгебраик функцияларни 
интеграллаш

1°. Агар интеграл белгиси остйдаги каср нотугри каср булса, ол- 
дин ундан бутун цисмини ажратиш керак.

2°. Турри каср махражи ( я— а)“ ва (х2 +  рх +  qf ^куринишдаги 
купайтувчиларга ажратилади, тугри касрнинг узи эса

__________Р  (х)____________ __  Ai _J_ ^2 _|_ _ _J_ ^ IX
(x - a )«  (x' +  px +  q f  ... x ~ a  (x — a f

■ MlX +  N, M,x +  N, , ___ i M? x + N ? 
x2 +  рх + Я  (x*+px+q)2 ‘ ‘ (*2 +  px +  qf

куринишдаги бир нечта элементар касрлар йгоиндисига ажратилади. 
Бундаги Р (х )—махражга нисбатан паст даражали кугцаддир.

К,уйидаги интеграллар топилсин: *

I420, j  ( j - 2 ) ( « - 3 7 * ’ 1421, j  « * + « - 2  d x '



1422. 1 ™L+ 2x- 3dx. 1423.
' X3 —  X J  X --x

'« 5

5x +  2
}x* +  2x+  10”  » J * 2 — 0,2*4-0,17

Курсатма. 1428-мисолнинг махражида тули^ квадрат ифодани аж-

1428. \— x-±̂ — dx. 1429. Г 4х~ 2'4-- dx.“  J*2 — о,2* + о,:“
ратгандан сунг * +  1 ни t деб олиш керак.

1430. Г— 4-dx. 1431. [— 7-х~- Ъ--- dx. 
Jx * + x 2 +  4х+4 J *3 —  2х2 + 5*

1432. f - * - . 1433. Г3л Т ~ Л _: dx.
J* 3 + 8 J (

СЗх2 +  2* +  1
I (*+ 1)^+ 1)

1434
dxl) f—-— ; 2) Г-• ; J(*2 + 62)2 ’ J(*2 + 62)S

Курсатма. x — bigt деб олиб, сунгра (иккинчи мисолда) 1407- 
масаладаги 2) формулани татбщ цилиш керак.

1435. 1) [ - (2х + l)dx— ; 2) Г---- —-----
J  ( *2 +  2х + 5)2 ’ J  (*2 — 6* +  10)4

1436. Г--- ------- . 1437. Г— ---dx.
J ( 1 + * ) (1 + * У  J * * + 4 * 2+ 4

Аницмас коэффициентларнинг умумий усулини татбиц 
цилмасдан, цуйидаги интеграллар топилсин:

3. --. изд. Г---- ---- #
J  х(х +  а) J  (* +  а)(* +  6)

1438—1442-мисолларга курсатма. Интеграл белгиси остидаги 
касрнинг суратига махраж купайтувчиларининг айирмасини ёзиб, интеграл- 
ни мое (уша айирмага тенг) сонга булиш керак.

1440. { - dx . 1441. Г---dx
J  х2 — 2* J  (*2 —

1438.

3) (л:2+  2)*
1442. { - dx . 1443. Г-

J  х4 — х2 J  j*3 + 4*

Куйидаги интеграллар топилсин:

1444. Г-- !------- dx. 1445. f —J (*-l)(*-2) J 2*a + * — 3



1446. Г---- — ----dx. 1447. Г— — + 16.....  dx.
J  х3 — х2—4х +  4 J  (х — 1)(л: +  2)3

1448. Г---------- dx. 1449. Г----^±2---  dx.
J  х3 — 4х2 +  4х Jх3 — 2л2 +  2* 

dx1450. f— — —  dx. 1451. f-
J  л:3 +  а2х Jx

1452. f- ^ - . 1453. f-J * 3-8  J(j£»+2*H-2)a

+ x2 +  2х+ 2 
xdx

1454— 1457-мисоллардаги интеграллар анщмас коэф- 
фициентлар усулидан фойдаланмасдан хисоблансин.

1454. Г  dx . 1455. Г— —— .
J  х2 +  5* J  *4 +  Зл:2

1456. Г . 1457. Г— * ---.
J  л4 — 1 J  л4 — дса—2

7 - §. Баъзи бир иррационал алгебраик 
функцияларни интеграллаш

1°.  j ' R  {х.У^ axJrb) dx к у р и н и ш д а г и  и н т е г р а л ,  бунда 

R (х, у)— рационал функция, ах +  Ь =  tn урнига цубиш ёрдами билан
I  ̂f }

топилади, у м у м и й р о ^  куринишдаги J  R (хт  , у  ахт  +  b) х dx 
интеграл булса, ахт  +  b =  tn ураига ?;уйиш ёрдами билан топилади.

(Мх +  N)dx
- к у р и н и ш д а г и  и н т е г р а л

'■ h (х — a) Y 0x2 +  Ьх +  с 
1

х — а =  -у- урнига куйиш ёрдами билан топилади.

3°. Т р и г о н о м е т р и к  у р н и г а  ц у й и ш л а р .  

j  R (х, У а2 — л:2) dx к у р и н и ш д а г и  и н т е г р а л  х = а sin t ур­

нига цуйиш натижасида, (х, ]Лг2 +  л2) dx к у р и н и ш д а г и  ин-
г е г р а л л а р  х =• a tgt урнига цуйиш натижасида рационал тригоно­
метрик куринишга келтирилади.

а0хт  +  +  . . . +  %
•-J- Y  ах2 +  Ьх +  с 

р а л д а н ушбу

. dx к у р и н и ш д а г и  интег-



формулага асосан алгебраик цйсмини ажратйш мумкин. Бунда W — 
= У  ах2.+  Ьх +  с. А коэффициентлар тенгликнинг икки томонини диф­
ферента ллаб ва махраждан цугцяргандан сунг чап ва унг томонидаги 
бир хил даражали х лар олдидаги коэффициентларни тенглаштириб то­
пила ди.

5°. Д и ф ф е р е н ц и а л  б и н о м д а н  о л и н г а н  J  х™ (a +

+  bxn )р dx и н т е г р а л  цуйидаги уч ^олда охиригача олиниши мум­
кин: 1) р— бутун булганда ёйиш ёрдами билан; 2) т  бутун бул­

ганда а +  bxn =  ts урнига цуйиш ёрдами билан; 3) * +  р бу­

тун булганда эса ах~п +  b — ts урнига цуйиш ёрдами билан, s бунда 
р нинг махражидан иборат.

L 1° урнига цуйишдан фойдаланиб, цуйидаги интеграллар 
Чрпилсин;

С xdx
Л

1458.

1462.

' / + 1 dx. 1459.
У З х +1

dx 1461.
V x + y 7

’ x3dx 1463.
1 +  J / x * +  1

I Y  2х +1  +  1

1460. 1 — гг- '461. jx ]/ a  — xdx.

s-,
хЧх

) У'х2 +  2
4 ■

2° урнига ^уйишдан фойдаланиб, цуйидаги интеграллар 
топилсин;

dx1464. Г---/ х. 1465. Г—J x V x * - \  J  х 1:V ;x2 + 2x+ 1 ’
1466. 1467. Г dXJx}/2 ax — x* J ( * +  l)/ x 2 + 2x + 2-
3° урнига ^уйишдан фойдаланиб, цуш-даги интеграллар 

топилсин:

1468. [У а 2 — хЧх. 1469. =М= .J J К(4 + *2)3
1470. ^ У ^  — хЧх. 1471.

1472. + 2x-^xi dx. 1473. J j^ =

x*dx 
+ *2)3 
хЧх

хЬ3
4° кридадан фойдаланиб, к;уйидаги интеграллар топил­

син:
1. Г -f ’ +. l* .  -dx. 1475. Г . xdx-

) У х *  + 2х+2 J V 3 - 2 X - ;
1474. . . . . . .  .  ~



1476. |*]/л:г +  kdx. 1477. ^У2ах— x2dx̂

Дифференциал биномлардан олинган ^уйидаги интеграл­
лар топилсин.

1478. Г . dx 1479. Г dx
| х У 1 +  х3 J  х3 у  2 — х3

1480. Г— . dx 1481. Г---— ---J*2 ]/ (1 + х2у • J (я-ft**)»/, •

К,уйидаги интеграллар топилсин:

1482. Г- --.dx. 1483. Г dx
V 2х — 1 J  у  Зх+1 — 1 •

1484. Г V*dx . 1485. Г-- * -dx.
Ух+ 1 J  У а — х

x+ 1-dx. 1487. Г-- хЧх—  
х V х— 2 J  / * 2 + 1 — 1‘

1488. С---- xdx . -- =---- 1489. Г— **dx
} х 2 2 2 У  1 +  х2’ J 2 +  / 4 - A : 2-

1490’ j * / x 2 +  2х ■ 1491‘ j  (x- l ) V x ^ W '

1492- 1 т & -  1493- 1 / т = 7 Л
Кдрсатма. 1493- мисолда х—2 sin2/ деб олинсин.

1494. jy T ^  +  Л Ь . 1495. J 7 = = | = r * .

1496- Ь т щ г -  ,497' Ь т т т ? -  

*498- И99' L m - t — •

8- §. Баъзи бир трансцендент функцияларни 
интеграллаш

К,уйидаги интеграллар:
J  Я  (е*) dx интеграл ех =  /, л = In /, dx =  урнига куйиш ёр­

дами билан;



R (tg x) dx интеграл tg x = t, x = arc tg t, dx = — урнига
1 + r  

^уйиш ёрдами билан;

\ У? (sin л:, cos x) dx интеграл tg — — t, s in* = __?L- , cosx =
J  2 1+ i*

1_/2 o dt
=  ,■ , , dx =  урнига к,уииш ердами билан рациона л алгеб-1 + t2 1 + t2 
раик куринишга келтирилади.

К,уйидаги интеграллар топилсин:

1502. 1503. Г—
J e x +  2 J  si

?Р2Х_ОрХ
1500. е--- — dx. 1501.1

1504.
sin*

dxГ-- —— . 1505. f-
J  5 +  3 cos x J  3 sin x -f- 4 cos x

1507. f----—---.
J  sin4 x J  1 +  3 cos2 x

Kijpcam.m. Интеграл белгиси остида sin x ва cos x ларнинг фа^ат 
жуфт даражаларигина булган 1506, 1507, 1512, 1513- мисолларда

. . о t2 1 dt
tgx = t, =  C0Ŝ  =  q - y , dx = - ^

урнига цуйишни татби^ цилиш яхши.

К,уйидаги интеграллар топилсин:

1508. 1509. jtg 6xdx.

1510. j  f * dx: ■. 1511. dx

Г dx
J  cos'1*

e2x — 1 J  3 + cos x
dx1512. 1513.

1 +  3 sin2 *

1514. f---- ------  1515. Г—+ c--s£ dx.
J  2 sin * -f sin 2x J  sin3 *

1516. Cf^tldx. 1517. Г-Ш-®—  dx.
J  ex — 1 J  sin 2x



9- §. Гиперболик функцияларни интеграллаш. 
Гиперболик урнига куйишлар

1. Jch  xdx =  sh х +  С. 2. |”sh xdx =  ch x +  C.

С dx С dx
3- J^ 7 - th‘ +c- J ' i 7  = - C,h,+ C'

sh л: ва ch jc ларнинг квадратларидан ва баща жуфт даражаларидан олина- 
диган интеграллар

. ch 2х +  1 sh 2л: — 1 , , sh 2х
c lr х = ---------, ch2 х — -------- , sh х ch x = ----

2 2 2
формулаларни татбиц цилиб топилади.

ch х ва sh л: ларнинг то^ даражаларидан олинадиган интеграллар 
sin х ва cos х ларнинг ток даражаларидан олинадиган интеграллар син- 
гари топилади.

Гиперболик урнига куйишлар баъзан Y x 1 — a?) dx,

[ r {x, У *4 +  as) rfje куринишдаги интегрални топишда татбик цилинади.
Масалан, биринчи интегрални топишда х = a ch t, иккинчисини топишда 
A! =  ash< урнига куйишлар татбик этилади. Шунинг билан бирга агар

х = a ch t булса, у ^олда t =  !п х +  У  х2 — а2

булса, у >;олда t — In *  .7̂7 ^ х
а

булади, агар х=а sh t

булади.

К,уйидаги интеграллар ^исоблансин:

1518. 1) j*sh3З л : 2) [(1 + sh2x)2dx.

1519. §ch3xdx. 1520. jth xdx.

1521. f — —-- . 1522. Г dx
ch x +  1 J  th x — 1'

1523. jV * 2 + cFdx. 1524. j  V x 2 — a2dx.

1525. (‘ , dx 1526. r dx

К,уйидаги интеграллар ^исоблансин:

1527. jsh33xdA:- 1528. ŝh2xch2xdx.

1529. jsh4 xchxdx. 1530. jcth2*dx.



1531. f ] ch] A' 1 dx 1532.

,533- j v 0 r -  1534- N ? 1  **■
10- §. Интеграллашга дойр аралаш мисоллар

Куйидаги интеграллар топилсин:
 ̂ , 536.1535

1537г. (*- — -- . 1538. Г-
J  х3 +  ах2 J  1

dx

,1+*а ' 
dx 

+  sin х 
dx

1539. 1 г 1540. I sina x cos2 a:
} V x ( l - x )  J  T  +  —

1541. fxcos2xdx. 1542. f— ^

1543. J / *  -  . 1544. j
e^ + e*' 
cos2 x dx 

sin4 x

1545. fxtg2xdx. 1546. \-со&*x-x-
J  J  sin x

1547. 1548. r  dx
J  b2 -f- cos2* Y & + 2 V x

1549. Г ax b dx. 1550. f  dx
J  (ax +  b)* J x4 +  x1 ’ 

dx1551. Г-p— ^ --- »• 1552- f--- =J  (sinx + ĉ osx)2 J  xy a +  b In x

1553. 1554. J y i  - 2 x  - x 2dx.

1555. Г--- -- ----------- 1556. Гагс *«£ *?JU+V*)3 J a:2 *
1557. f — 2- dx. 1558. dx

rx -f- 4 ‘ • } (2 x + \ ) ( l+ y 2 x +  1)*

1559. fctg4*d*. 1560. ( -  dx.

1561. 1) f—— dx; 2) f - ^ d x .
J  cos Зл: J  sin Зл;

1562. 1) Г ,- —■*** ; 3) = ---.Jj/x  + a + j/ *  JK jc* + ! — дс



1565.

1567.

1569.

1571.

1573.

1575.

1577.

1579.

1581.

1583.

1585.

1587.

1589.

,564. jV * ± * L ,ix . 
I* dx J566 Г dx

w  
f

xYX3 — 1̂  J 1 “f~ tg X '
• a rc s in / J dx_ 1568. f si l ^  dx_

Y  x ' J  cos4*

cos2̂  dx. 1570. Г ln(cosx)tf*
J-sin* X J  sin4 X

dx С sin3 xdxf — - ---  1572. f-J  e3.t _  g-r 1

f 
I

COS5 x '
In {x+ \)dx  ' 1574_ _ s-m x dX '

dx 1576_ (’ xdx
1 +  sin2 x ‘ 

e-^dx. 1578.

* 4 _ * 2 _ 2 ■

arc tg Y  xdx 
У х

'Vtgxdx  1530 ('ln ^ 2+  V)dx
sin 2x ' J  x3
axdx (*1 — s i n y T

1582. \-- 77=-- dx.a™ + 1  ---- J  V x

< J± W dx 1584. \xavcsj™ ± x
(x— l)2 • J  Y i —*2
dx 1586.-----------. 1 0 6 D .  ----------------------x* y x*— l • J (* + 1)4‘

x~ a dx. 1588. f— **+ ..!— . dx.
Y  %ax + xl J  2*3 + x2 — x

dx
f
ГН°-̂ ±Ldx. 1590.
J  sin2* J *4 +  4



IX  Б О Б 

АНИК ИНТЕГРАЛ
1- §. Ашц интегрални ^исоблаш

fa, b] сегментда f(x) функция аникланган булсин. (а, Ь\ сегментни 
о =  *o<*i<- • •<•*/! =  * нукталар билан п та булакларга ажратайлик.

Х,ар бир xi] сегментдан ихтиёрий £,• нукта олиб, ^  /(£,) A xt

йигиндини тузамиз, бунда Axi =x-L — лг,-_х. ^  / (£,-) &xt куринишдаги
i=l

й№инди интеграл йиринди дейилиб, унинг шах Дxi --*0 даги лимити, 
у мавжуд ва чекли булса, f х) функциянинг а дан Ь гача аниц инте­
гралы дейилади з̂ амда

куринишда ёзилади.
Бу з̂ олда j  (х) функция [а, b] сегментда интегралланути дейилади.
f (x) функциянинг интегралланути булиши учун унинг [а, Ь] сег­

ментда узликсиз булиши ёки чекли сондаги чекли узил'ишларга эга бу­
лиши кифоядир.

/ (х) функция [а, Ь\ сегментда узлуксиз булсин. У  з̂ олда бу сег­
ментда

формула Гринли, яъни узлуксиз фунщиядан олинган аниц интеграл 
бошлангич функциянинг (ёки анш'мас интегралнинг) юцори ва цуйи че- 
гаралардаги цийматларининг айирмасига тенгдир. (3) формула Нью- 
т о н-Л е й б н и ц формуласи дейилади.

п

п

ь П

а
(о

(2)
аницмас интеграл мавжуддир ва ушбу 

ь
(3)

а



1591. Ушбу
a a a it

1) j 'xdx\ 2) j  x2dx\ 3) j  exdx\ 4)  ̂ sin xdx
o o  о o

интеграллар интеграл йигиндиларни тузиш ва лимитга утиш
йули билан топилсин.

КЗрсатма. Иккинчи ва туртинчи мисолларни ечишда 1034 ва 
647- мисолларнинг натижаларидан фойдаланилсин.

1592. [1, 2] сегментни бешта тенг булакка ажратиб

| — интеграл учун s5 ва S5 «цуйи» ва «юкори» интеграл
i х
йигиндилар хисоблансин. Натижа интегралнинг ани̂  и̂ймати 
билан тавдослансин.

Кдрсатма. Ажралган булакларнинг /-сида интеграл остидаги функ- 
диянинг энг кичик цийматини т энг катта ^ийматини эса М,- деб бел- 

5 5
гиласак, s6= 2  mi^x> Sa =  2  М,-Д*.

Курсатма.г_\601- мисолда х = t2 урнига ^уйишни татбик этиш керак;

бунда интегралнинг чегаралари узгаради, буни  ̂  ̂ \ 3 жадвал би-

2

К,уйидаги интеграллар хисоблансин:
з 2

4

аУ 3 3 х

1597. J  /  1598. jV d * .
а 0

4

0
9 3

4

X



лан курсатиш мумкин. Шунга ухшаш 1602- мисолда tg x = t урнига 
куйишни татбнц этиб, бунга мос равншда интеграл чегараларини узгар- 
тириш керак.

4  1

1603 f ____dx____ 1604. Г %г&х
•)1+^2*+Г . )У 4 - Х* '

а
2

f t n f r  m e . j  у ^  ^
0 0
Л  L2 Vt

1607, | sin* cos2 Jed*. 1608. | x2Y a  — x2dx. ‘j/ '
о 0
1 1
р п (*  + 1 )dx. 1610. j'y i+ l?d x .1609.
о о
VT з

1611. f dx 1612. Г dx
{ y  i +*■)»'. ь + *

1613. 1407- масала формуласидан

2*

2 2

j”sin"xdx—  ̂| sin'1-2 xdx
о о

тенгликни ^осил цилиб,

4 4 *
1) |sin2;td.*;; 2) j” sin4 л: dr, 3) j” sin^xd*

о 0 6 
’ интеграллар хисоблансин.

К,уйидаги интеграллар хисоблансин:

1614. j” (х2 — ах) dx. 1615. у
' 2



/3 6

о _
8

4 1

УЗ 6
f  - . xdx 1617. f — —  I/
J  Y  4* — xa J  cos2 2*

1618. Г______  1619.
J(H-y*j»* J l  + e**'l 7 о
? VT

1620. ,/  . 1621.
J  / 4 * +  5 j/ .)
1C 1C
T  T

1622. J  x cos xdx. 1623. j* tg2 xdx.
о о

1624. 1407-масаланинг формуласидан
1C it
T  T

j" cos" xdx = ^  J  cos'1-2 xdx 
о о

тенглик «щарилсин ва
к п Xт  т  т

1) jcos3xdx; 2) |* cos * х dx; 3) j* cos9 xdx 
b o o  

интеграллар ^исоблансин.

2- §. Юзларни ^исоблаш
1°. Ох Уи^а  ёпишган А1АВВ1 э г р и  ч и з и к л и  т р а п е ц и я -  

н и н г юз и  (33- чизма).

s = lim  j ydx■ ( 1)

AyAPPj  ̂ узгарувчи юзнинг дифференциали dS = ydx. Агар эгри 
чизи^ x = f(t) ва ;/ =  ср (/) тенгламалар билан берилган булса, у ^олда 
dS = Ф ( 0 7 '  (t)dt.

2°._Оу уд а  ёпишган э г р и  ч и з н ц л и  т р а п е ц и я н и н г ю з и
Vi

S  =  lim ^  *Ду =  1 х dy. (2)Л^О ^  J
Ui

Ч



Узгарувчи юзнинг дифференциали dS = х dy.
3°. К,утб координаталар системасида берилган э г р и  ч и з и ц л и  

ОЛВ с е к т о р н и н г  юз и  (34-чизма).
<р»

(3)S = l i n . y ± , M q > =  r2dw.Д(р-»-0 2 j  2

Узгарувчи юзнинг дифференциали dS = ~2 г2 d<p.

К,уйидаги чизшуир билан чегараланган юзлар ^исоблансин:
1625. у = 4 - * а, у =0. 1626. =
1627. у2 = 2рх, х = h. 1628. у = 3 — 2х— х2,

у = 0.
1629. ху = 4, х = 1, 1630. у = In х, х = е, 

х = 4, у = 0. ' г/ = 0.
1631. г/2 = 2* + 4, * = 0. 1632. г/2 = *3, у = 8.

д; = 0.
1633. у2 = (4 — х)3, х = 0. 1634. 4 (у2 — г 2) +  *3 = 0

эгри ЧИЗИ!̂  илмоги. 
1635. у = х\ у — 2 — х2. 1636. у = *2 + 4х,

у = х + 4.
1637. а2у2 = л:3(2а — х). 1638. (у — х)ъ = х3, х = \ .
1639. у2 (2а — х) = х (х— а)2 строфоида илмоги.

1640. у=  j ( e “ + e ) занжир чизи ,̂ х — ± а  ва
у = 0 чизи л̂ар.

1641. л: = a (t — sin /), у — а (1 — cos t) циклоиданинг бир 
даври (аркаси) ва Ох уц.



1642. х = a cos3 i, у = a sin3/ астроида.
1643. r2 = a2 cos 2ф лемниската.
1644. г = a (l — cosф) кардиоида.
1645. r = 3 -f- sin 2ф1 а̂р бир чизи^нинг ^ушни энг
1646. г = 2 — сояЗф) катта ва энг кичик радиус-вектор- 

лари орасидаги юз.
1647. г = a cos 2ф 1648. г = a sin Зф.
1649. г = a(sin ф +  cos ф). 1650. г = jp  ^-<ф<2я.

1651. г = asin3̂ - эгри чизщ билан чегараланиб, цутб
увидан пастда ётган юз.

1652. х3 + у3 — Заху = 0 Декарт япрогининг и л м о ри  би­
лан чегараланган юз (83-чизмага а̂ралсин) (цутб координа- 
таларига утилсин).

(' sin2 ф cos2 ф d(p 
Кврсатма. J  ($;пГф _[_ созз ф)2 интегралда касрнинг сурат ва мах-

ражини cos® ф га булиб, tg ф =  и деб олиш керак.

К,уйидаги чизи^лар билан чегараланган юзлар и̂соблан- 
син:

1653. у -- 6х — х2, у = 0. 1654. у = Xs, у = 8,
х = 0.

1655. у2 — 1 — х ва х = — 3. 1656. у2 + *4 = х2.
1657. у = х2 + 4х + 5, х .= 0, у = 0 ва берилган парабо- 

ланинг минимал ординатаси билан чегараланган юз.
1658. г/ ,= sin дс синусоиданинг битта ярим тул^ини ва 

у = 0 орасидаги юз.
1659. 4у — х2 ва у2 = 4х.
1660. ху — 6 ва х + у — 7 =0.
1661. X s + х2 — у2 = 0 эгри чизи^нинг илмоги билан че­

гараланган юз.
1662. г==3 — соэ2ф| а̂р бир чизи^нинг ^ушни энг
1663. г = 2 + sin Зф( катта ва энг кичик радиус-век- 

торлари орасидаги юз.
1664. г = a sin 2ф. 1665. г = а cos3q>.
1666. г = ае9; ф = — л дан ф = я гача.

X2 Ь2 X2 I!21667. + эллипсларнинг умумий
^исмининг юзи (̂ утб координаталарига утилсин).

1668. г — а( 1 + sin2&p) ва г = а.



1°. А ^ В В ,  эгри чизшули трапециянинг Ох уц атрофида айланиши-
данз^осил булган жисмнинг з̂ ажми, АВ  ёй у =  / (х) эгри чизикнинг ёйи 
булса,

формула билан аникланади.
Узгарувчи з̂ ажмнинг дифференциа­

ли dV — т /  dx.
2°. Оу уцца ёпишган эгри чизицли 

трапециянинг Оу у к; атрофида айлани- 
шидан хосил булган жисмнинг з̂ ажми 

у j
V =  lim "V  я  х2А(/= ( nx2dij (2) д„̂ о Л  J

v Vi

формула билан аницланади.
У  згарувчи ^ажмнинг дифференциали dV =  nx2 dy.

К,уйидаги чизшуир билан чегараланган фигураларнинг ай- 
ланишидан ^осил булган жисмларнинг ^ажмлари аниклансин:

1669. у2 = 2рх ва х = h, Ох у к атрофида.
1670. £г—fa =1 ъа У = ±Ь, Оу уц атрофида.
1671. ху = 4, х = 1, х — 4, у = 0, Оле yî  атрофида.
1672. у2 = (.v + 4)3 ва х = 0, Оу у^ атрофида

х2 -f у2 = а2, х = b y  а тугри чизи  ̂ атрофида.
Курсатма. dV = я (ft -f- х)2 dy — я (ft — x)'- du — 4 nbxdy.

1674. у — a ch ^  , x — ± a, у = Q, Ox атрофида.
1675. у2 = 4 — x, у =0, Оу атрофида.
1676. (у — a)2 = ах, х = 0, у = 2а, Ох уц атрофида.
1677. у = cos л; ва (/ = — 1, — я < х < я булганда 

у = — 1 турри чизи  ̂ атрофида. •
1678. у = х У ^ х ,  х = — 4 ва у = 0, Оу у^ атрофида
1679. у = cos (х— , * = 0; у = 0, (*> 0 булганда) 

Ох уц атрофида.
1680. у —а ва х +  у = а, О у у^ атрофида.



К,уйидаги чизщлар билан чегараланган фигураларнинг ай- 
ланишидан ^осил булган жисмларнинг ^ажмлари ани^лансин:

1681. у = sin х (битта ярим тул^ини), у = О, Ох уц ат- 
рофида.

1682. х2 — у2 = 4, у — ±2, Оу атрофида.
1683. у=  t xi, х = ±  1, У = 0, Ох ук атрофида.

1684. £  = 1, Оу ук атрофида.
1685. * !/* + г//! = а 1*, Ох ук атрофида.
.Ш Ук у — х3j х = 0, у = 8, Оу ук атрофида.
1687. х2 — у1 = а2, д: =  ±  2а, Ох ук атрофида.
1688. у = х2, у = 4, л: = 2 турри чизик атрофида. 
Курсатма. dV =  я  (2 -f- л:)2 dy — я  (2 — х)2 dy.
1689. х — a(t — sin t), у = a (1 — cosi) циклоиданинг бир 

даври, Ox ук атрофида.
1690. (у — З)2 +  За: = 0, х — — 3* Ох у к атрофида.

4- §. Текис эгри чизиц ёйининг узунлиги
1°. у =  / (х) э г р и ч и з и ц  АВ  ё й и н и н г  у з у н л и г и :

хв
s =  j  V i  + i/Чх . ' (1)
___ X_A _______

Ёй дифференциали: ds =  У 1 +  у"~ dx=Vdx* +  dif.
2°. х = f (t), у =  <p (0 эгри ч и з и ^ Л В  ё й и н и н г  у з у н л и г и :  

1В
s =  Ух- +  f  dt. (2)

*А
3°. г = f(cp) э г р и  ч и з и ^ Л В  ё й и н и н г  у з у н л и г и

fB ■
s =  j  У г* +  г'Чф. (3)

VA
К,уйидаги эгри чизиклар ёйларининг узунликлари ани̂ лан- 

син:
1691. у2 — х3 эгри чизщнимг х = у  тугри чизик билан

кесилган цисмининг узунлиги.
1692. х2 +  у2 = а2 эгри чизи н̂инг бутун узунлиги.
1693. х >1 + у и = а 1* эгри чизи^нинг бутун узунлиги.
1694. у2 = (х + 1)3̂ эгри чизи^нинг х == 4 тугри чизик 

билан кесилган цисмининг узунлиги.



1695. x = a(t — sin /), у = a (1 — cos l) циклоида бир 
даврининг узунлиги.

i61696. х= -g, у = 2 — эгри чизщнинг координата уц-
лари билан кесишган нуцталари орасидаги ^исмининг узун­
лиги.

X21697. у= 1 ЭГРЦ Ч1|зи^нинг Ох ук кесган булагининг 
узунлиги.

К$рсатма. j" Y 1 +  х2 интегрални булаклаб ёки 1366-масаладаги 
формула ёрдами билан ^исоблаш мумкин.

1698. у -\'е ° )  = ach ~  эгри чизикнинг х =
= ± а тугри чизи^лар орасидаги кисмининг узунлиги.

3 * 121699. у = \пх нинг ^ = 4- дан * = у  гача булган
^исмининг узунлиги.

Курсатма. 1 У ̂ dx интеграл 1 -f- хг — t2 урнига ^уйиш ёр-
J  х 

дами билан топилади.
1700. у = In (2 cos х) эгри чизикнинг Оу ва Ох уцлар 

билан кесишган икки цушни нуцталари орасидаги ^исмининг 
узунлиги.

1701. 1) 9у2 = х(х — З)2 эгри чизикнинг Ох у^ билан 
кесишган нуцталари орасидаги цисмининг узунлиги.

2) е2у th х = 1 эгри чизиц ёйининг х = 1 дан х = 2 гача 
булган узунлиги.

1702. 1) г = а (1—-соэф) кардиоиданинг;
2) г = аф спираль биринчи гажаги ёйининг узунлиги.
1703. г = a sin3 -2- эгри чизикнинг бутун узунлиги.
1704. Эластик ип бир хил баландликдаги А ва В  ну̂ та- 

ларга осилган. АВ = 2b ва ипнинг эгилиш у^и / га тенг.
Ипнинг шакли параболадан иборат деб ^исоблаб, у  етарли 

кичик булганда s^2b |̂1 ^  экани курсатилсин.

КЦрсатма. 1157- масаладаги У 1 +  ass 1+ -у а  так,рибйй формула 
татбиц килинсин.



1705. у2 = ^  (2 — xf нинг х — — 1 тугри чнзщ билан 
кесилган цисмининг узунлиги.

1706. у = In (sinx) нинг х = дан х = ^  гача цисми- •
О О

нинг узунлиги.
1707. у = In (1 — х2) нинг х — — y  дан х = ~  гача 

^исмининг узунлиги.
Н И Н Г  У —1708. у2 — 2рх нинг х = -£■ тугри чизиц билан кесилган

кисмининг узунлиги.
1709 х — t2, ' 1 Ох уК билан кесишган ну̂ талари

у — ~  (t2 — 3)] орасидаги булагининг узунлиги.

5- $. Айланиш жисми сиртининг юзи
1. </ =  / (х) э г р и ч и з и ц  ёйи АВ нинг Ox yî  атрофида айлани- 

шидан з̂ осил булган с и р т н и н г  юзи:

Рх =  2я ( tids, бунда ds =  УЧх? +  dif.
АВ

2°. .V = ф (u) эгри чизик ёйи АВ нинг Оу у^ атрофида айланиш- 
дан з̂ осил булган сирт юзи:

Ру — 2л \ х ds, бунда ds =  V dx1 +  dy'-.

А В
К,уйидаги эгри чизицларнинг айланишидан з̂ осил булган сиртларнинг 

юзлари аниклансин:

1710. х2 + у2 = R 2, Ох %  атрофида.%2
1711. у = -у нинг у = 1,5 тугри чизик билан кесишган 

Кисми, Ог/ ук атрофида.
1712. у = a ch нинг х = + а тугри чизшуюр орасидаги

и̂сми, Ох ук атрофида.
1713. 4х2 + у2 = 4, Ог/ ук атрофида.
Kjjpcam.ua. у ни эркли узгарувчи деб олсак, изланган сирт юзи.

2   

Р  = л ( У 16 — 3у2 dy булади. Сунгра у =  sin < ур- 
о 1 3

нига ^уйишни татбиц этамиз.



1714. у = sin х эгри чизикнинг битта ярим тул^ини, Ох 
УК атрофида.

x = a(t — sin/ 1 „1715. f циклоиданинг бир даври, Ох ук у = а (1 — cos/) > J х
атрофида.

1716. х = /2, y = - j ( t 2 — 3) эгри чизик илмоги, Ох ук 
атрофида.

1717. х2 -f у2 = а2, х — Ь>а турри чизик атрофида. * 
Кдрсатма.

dP =  2л (Ь +  х) ds +  2я (b — х) ds.

К,уйидаги эгри чизшумр ёйларининг Ох ук атрофида ай- 
ланишидан ^осил булган сиртларнинг юзлари аниклансин:

*3
1718. у = -д эгри чизикнинг х = — 2 дан х = 2 гача 

булган ёйи.
1719. у2 = 4 + х эгри чизикнинг х — 2 тугри чизик билан 

кесилган кисми.
1720. л: = a cos3/, у = а sin3 / эгри чизикнинг барча ёйи.
1721. х= —, у —'4---g ЭГРИ чизикнинг координата ук-

лари билан кесишган нукталари орасидаги кисми.

6- §. Физика масалалари

1722. Баландлиги 6 ж ва асоси 8 м тугри бурчакли вертикал 
шлюзга булган сув босими аниклансин. Шлюзнинг пастки 
ярмига булган босим хам аниклансин.

1723. а асоси сув юзида жойлашган, баландлиги h га 
тенг уч бурчакли вертикал юзга булган сув босими аниклан­
син.

1724. 2R диаметри сув юзида жойлашган вертикал ярим 
доирага булган сув босими аниклансин.

1725. Тугон юкори асоси 20 м, куйи асоси 10 м ва ба­
ландлиги 6 м булган трапеция шаклида, Сувнинг тугонга 
булган босими аниклансин.

х у — 20 5
Кдрсатма. ВС нинг тенгламаси: -g- =  1Q ёкй у =  — -у х-\-20.



1726. * =  0, х =  а, у  — 0 ва у  =  Ь чизшугар билан че­
гараланган тугри туртбурчакнинг Ох ва Оу yiyiapra нисбатан 
инерция моментлари аниклансин.

КЦрсатма. Турри туртбурчакни горизонтал, юзларга ажратиб, ^ар 
бир юзни ундан Ох увдача булган масофа квадратига, яъни у 1 га ку- 
пайтирамиз. Купайтмаларни ^ушиб лимитга утсак, цуйидагш и ^осил 
циламиз:

Ь

J x  =  lim  "V  а А у-у2 =  Г a t /d y .
й.у-0 jU  J

о
а

Ш унга ухшаш J y =  J bx2 dx.
о

1727. х =  0, у  =  0 ва =  1 чизшушр билан чега­
раланган учбурчакнинг Ох ва Оу уцларга нисбатан инерция 
моментлари топилсин.

1728. х =  2, у  — х 2 ва у  =  0 чизщлар билан чегаралан­
ган юзнинг Оу ущ а нисбатан инерция моменти топилсин.

1729. х — 0, ва х  у  =  а  чизшугар билан чегараланган 
учбурчакнинг Ох ва Оу  yiyiapra нисбатан статик моменти 
ва огирлик марказининг координаталари топилсин.

Кррсатма. Ста гик моментлар цуйидагидан иборат: 
а а

М х  =  |* x y d y ,  Му =  J xij dx.
о о

Огирлик марказининг координаталари:

бунда S  — шаклнинг гози.
1730. а2у  =  Ьх2, х  — а  ва у  =  0 чизшушр билан чегара­

ланган юзнинг огирлик маркази топилсин.
1731. х2 у2 — а 2 айлананинг Ох ук билап кесишишидан 

^осил булган ярим доиранинг огирлик маркази топилсин.
1732. 1) Асосининг радиуси 0,5 м булган цилиндрик 

^овуздаги сувнинг бошлан^ич сатхи 2,8 м ва цилиндрдаги 
сув оциб чи^адиган жумракдан 0,2 м цуйи булса, х,овуздаги 
сувни тортиб чи^ариш учун сарф этилган иш ^исоблансин.

2) Радиуси R  м булган ярим шардаги сувни тортиб чика- 
риш учун сарф этилган иш ^исоблансин.

1733. Массаси т  булган жисмни ердан h баландликка 
кутариш учун сарф этиш керак булган иш аниклансин.



КЦрсатма. Ер марказидан х  масофада марказга тортиш кучи  F  уш- 
бу F : m g  =  R r \  х2 пропорциядан аницланади, бунда R  — ер шарининг 
радиуси.

1734. К,озон асосининг радиуси R  =  0,4 м, чу^урлиги 
Н =  0,5 м дан иборат айланиш параболоид шаклида. Сув 
тулдирилган шундай ^озондан барча сувни тортиб чи^ариш 
учун сарф этилган иш аницлансин.

1735. Цилиндрдаги поршень остида ^ажми 1/0 =  ОД м3, 
эластиклиги р 0 =  10330 кГ/м2 булган з̂ аво бор. Х>аво ^аж- 
мини Kj =  0,03 м3 га келтириш учун, ^авони изотермик 
сиш учун бажарилган иш апи^лансин. (Бойль-Мариотт ^онуни 
буйича pV =  P0V0.)

1736. Узунлиги 1 м, кесим радиуси 2 мм булган мис 
симни 0,001 м чузиш учун сарф этилган иш ^исоблансин.

Кдрсатма. Узунлиги I м, кесими smm2 булган симни х  м чузиш
SX

у ч у п  сарф этиладиган куч F =  Е  —г  формула билан ани^ланади, бун­

да £ — эластиклик модули. Мис учун Е  «  12 000 кГ /м м 2 деб олиш 
мумкин.

1737. Асоси S =  420 см2, баландлиги Н  =  40 см булган 
цилиндрик идишдаги сув цилиндр тубидаги юзи s =  2 см2 
булган тешикдан цанча еэ^т ичида о^иб тамом булади?

Кдрсатма. Юксаклиги х  см баландликда булган сувнинг oipmi 
тезлиги и — [г Y ^ g x  формула билан ^исобланади, бунда (х —  суюцлик- 
нинг ёпишко^лигига, идишнинг шаклига ва тешикнинг юзига боглик; 
коэффициент. Бу ерда ва шунингдек 1738- масалада ц  =  0 ,6  деб ола­
миз.

1738. Пастки асосининг радиуси г =  0,3 см, ю^ори асо- 
сининг радиуси R  =  6 см, баландлиги / /  =  40 см булган ко­
нус шаклидаги воронкадан сув цанча вацт ичида оциб булади 
(1737- масалага берилган курсатмага царанг)?

1739. Баландлиги h, асоси а  сув юзига параллел, унга 
^арши учи эса сув юзида булган уч бурчакли вертикал юзга 
булган сув босими аншуинсин.

1740. Асоси 4 м га тенг ва сув юзига жойлашган пара­
болик сегментнинг учи 4 м чуцурликда ётади. Уша сегментга 
булган сув босими ани^лансин.

1741. Баландлиги h га тенг тугри бурчакли шлюз шун­
дай х  чукурликда икки горизонтал булакка ажратилсинки, 
уларга булган сув босими бир хил булсин.



1742. Горизонтал у^ка эга цилиндрик идиш ярмисигача 
ёг (солиштирма орирлиги 0,9) билан тулдирилган. Агар ци­
линдр текис деворларининг радиуси 2 л  га тенг будса, улар- 
нинг ^ар бирига булган ёр босими аниклансин.

1743. х =  а  cost, у  — a s in / дойра чорак юзининг Ох 
уК^а нисбатан инерция момента топилсин.

1744. у  — 4 — х2 ва у  =  0 чизицлар билан чегараланган 
юзнинг огирлик марказининг координаталари топилсин.

1745. Баландлиги Н  =  2 м, асосининг радиуси /?= 0,3  м 
га тенг конус шаклидаги чу^урдан (конуснинг учи пастга 
Караган) барча сувни тортиб чикариш учун бажариш керак 
булган иш хисоблансин.

1746. Хажми 1/0 =  0,1 м3, эластиклиги р0 =  10330 кГ/м1 
га тенг ^авони V1 =  0,03 ж3 ^ажмгача адиабатик цисиш учун 
бажарилган иш аниклансин. (Адиабатик цисиш Пуассон цо- 
нунига буйсунади: p V k — p0Vо бунда k як 1,4.)

1747. Радиуси 40 см га тенг ярим шар шаклидаги идиш- 
ни тулгазиб турган сув ^анча вацт ичида шар тубидаги юзи
2 см2 булган тешикдан о^иб бухади? (1737-масалага берил­
ган курсатмага ^аралсин; ёпиш^о^лик коэффициентини ju »= 0,8 
деб фараз ^иламиз).

7- §. Хосмас интеграллар

1°. Т а ъ  р и ф л а р.
Ь +оо

I .  Агар lim  \ f ( x )  dx  мавжуд ва чекли булса, у i / ( * )  dx  ин-
Ь-*4-со J  ' •'a a

Ъ -{-00
теграл деб айтилади. | f  (х) dx ва | j  (х) dx  интеграллар з^ам

—оо — Оо

ш унга ухш аш  таърифланади.
I I . А гар f ( x )  функция [а, Ь\ сегментнинг с нуцтасидан боцща барча 

нуцталарида узлуксиз булиб, с да II тур узилишга эга булса, у ^олда 
f ( x )  дан а дан b гача чегараларда олинган интеграл деб

с—с Ь
lim  I f ( x ) d x  | - l i m I f ( x ) d x  
. - о  •' s-*o J ,a c-j-5

йириндига айтилади (агар бу лимитлар мавжуд ва чекли булса).
Чегаралари чексиз булган %амда узлукли (чегараланмаган) функция- 

лардан олинган интеграллар хосмас интеграллар дейилади.
А гар юцорида келтирилган лимитлар чекли булса умумлашган ин­

теграллар якинлашади, чекли булмаса— узоклашади дейилади.



2". X о с м а с и н ! е г р а л л а р н и н г  я ц и н л а ш и ш и  купинча 
таккослаш методи билан анш уш адн: агар х > а  булганда [/ (jc)j < ф (х )

-J-ou 4- со

булса ва |" ф (х) dx  я^инлашса, у холда j  f  (х) dx  хам я^инлаша
а о.

ди. Ш унга ухшаш я^инлашиш аломатини узйлувчи функциядан олинган 
интеграл учун ^ам курсатиш мумкин.

К,уйидаги интеграллар ^исоблансин:
00 да ос во

1748. 1) Г d± \  2) f dS \  3) Г J L \  4) [dx
.1 X% X ■' V  X - ' Xn1 1 1 ^ 1
oo ce oo

1749. 1) j" e~x dx\ 2) ^xe~x2dx ; 3) j*
о o ’ i

00 OQ 00 X

4) f — ¥ = - \  5) f  6 )  \ x 2e 2 dx.
x Y x 2- i  •> x +  x J

dx
J  x V  x * - l ’ J  ’ J  (*2 +  l )2
2 1 I
6 2 2

dx

2)b ^ V ; 3)t
1752. Куйидаги интегралларнинг якинлашиши текшириЛ-

син.

1) f ---- — : 2) Г -j  -  dx ■-  ; 3) Г -Г * * *  ;
J У" 1 +  J 7  1 *0 1 2 1

4) 5) j  ^  6) J e~*dx.
1 2 О 

1 ft
1753. 1) f $ ;  ;2) (& > «  булганда).

'о 'а
КЦрсатма. п =  1 — а  <  I , n  =  I ва л =  1 +  а  >  1 булган уч з^ол 

курилсин.

1754. у  — j j—з зулф билан унинг асимптотаси ора-
1 “Г  х

сидаги юз ^исоблансин.



1755. у  =  хе  2 эгри чизиц билан унинг асимптотаси 
орасидаги юз ^исоблансин (х >  0 булганда).

_  *3
1756. Г  = - циссоида билан унинг асимптотаси ора­

сидаги юз ^исоблансин.
Курсатма. х  =  2 a sin2 t деб параметрик тенгламаларга утиш керак. 

х21757. у 2 =  2а _  х циссоиданшг уз асимпототаси атрофида
айланишидан з^осил булган жисм ^ажми анщлансин (1756-ма- 
салага ^аралсин).

1758. у  =  ё~х эгри чизщнинг х  мусбат булгандаги чек- 
сиз ёйининг Ох уки атрофида айланишидан ^осил булган' 
жисм ^ажми аншуинсин.

1759. у  =  2 ^  эгри чизи^нинг х  >  1 булгандаги

чексиз шохчасининг Ох уц атрофида айланишидан ^осил бул­
ган жисмнинг з^ажми топилсин.

1760. 1) т  бутун ва мусбат булганда

1) f е ~ х х т dx  = т  !;

00

2 ) .f
е х^т+1 flx _

экани курсатилсин*.

1761. Куйидаги интеграллар ^исоблансин:

П j  § ■  2) f  Л - '  dr,  3) f  ; 4) f
2 0 1 1 

111 X
К урсат м а. 3) мисолда lin t------ни топишда Лопитал 1\оидаси тат-

х-»» х
биц этилсил.

* J  е ~ х  x t~ 1 d x  =  Г (/) функция t нинг гамма-функцияси дейилади.
о

1760-масаладаги 1) мисолдан t бутун ва >  1 булганда Y ( t ) = ( t — 1)!
оо

экани келиб чи^ади. Б у  ерда / = деб шартли 0 ! = Г ( 1 ) =  j е ~ х х° d x = \
о

га ага б^уламиз. Ш уяинг учун 01 =  1 деб ^исобланади, .



1762. 1) Г----- ---------; 2) Г / d x ----- ; 3) ('------•
' j x Y l + x *  J  У  (1 +  х )3 '  х* +  х*

I 0 1
1763. у  =  е~и  эгри чизик ва координата уклари ораси­

даги юз хисоблансин (х >  0 булганда).
1764. х у  =  4, у =  1, л: =  О чизи^лар билан чегараланган 

чексиз узун юз Ох ук атрофида айланишидан хосил булган 
жисмнинг хажми топилсин.

X
1765. у  =  хв 2 эгри чизикнинг (х >  0 булганда) уз 

асимптотаси атрофида айланишдан х ^и л  булган жисмнинг 
Хажми аниклансин.

8- §. Функциянинг урта циймати

У р т а  ц и й м а т  з ^ а ц и д а г и  т е о р е м а .  Агар у  =  t (х )  функ-
ь

ция [а, Ь] сегментда узлуксиз булса, у  х ° Д Д ^  f  (х) dx  интегралнинг
а

чегаралари орасида шундай х  =  с топиладики, 
ь

j  { (х) dx =  (b —  a ) f  (с) ( 1 )
а

булади. Функциянинг
Ь

j* f  (х ) d x

У т — f  (с) =  “ ь —  а  ^

циймати у =  f  (х) функциянинг [а, Ь] сегментдаги урта ^иймати дейи­
лади.

1766. К,уйидаги функцияларнинг урта кийматлари аник­
лансин:

1) у  =  sinx, [0, л] сегментда;
2) У =  tg х, 0, у  сегментда;

3) у  =  \пх ,  [1, е] сегментда;
*4) у  =  х 2, [а, Ь] сегментда:

5) У =  I- 1 - сегментда.
Х,ар бир мисолда функция урта киймати чизмада курса­

тилсин.



9 §. Трапециялар формуласи ва Симпсон 
формуласи

1°. Т р а п е ц  и я л  а  р ф о р м у л а с и :

f  , м л „ Л - Ц й -  +  2 » 1 .  т  
:

Ь — а
бунда Л =  — — , </i. Уг •••. i/n лар эса у  =  { (х) функциянинг [а,*]

сегментдаги бир-биридан баравар узо^ликда турган ординаталаридан 
иборат.

(1) формуланинг хатоси:

(О
2°. С и м п с о н н и н г  п а р а б о л и к  ф о р м у л а с и  (оралиц ик- 

кига булинганда):
ь
j  f  (х)  d x  ж  А ((/о +  4е/! +  ы2), (И)
а

ft — а  
бунда h =  — g—

3°. [а, 6] орали^ 2п булакка булинган ^ол учун С и м п с о н  ф о р ­
м у л а с и :

(111)С h П П~ * 1
1 f ( x ) d x x - ^ -  у0 +  у ш + 4  ^  t/2(— У21 >
х L t=i '=1

ft — а
бунда Л =  -  2п" ~. (И) ва (111) формулаларнинг хатоси:

е (/» )<  ^ -Т ^ —  l^ 'V|-nax, (2)

яъни (11) формула иккинчи ва учинчи даражали 

у =  а +  Ьх +  сдс2 +  dx3 

параболалар учун интегралнинг ани^ ^ийматини беради.
’,2

f
dx

1
соблансин ва (1) формулага асосан хатоси ба^олансин.

5

1768. Симпсоннинг (II) формуласига кура j x3dx  ва
I



j  x* dx интеграллар хисоблансин ^амда (2) формулага асо-
о

сан хатоси ба^олансии ва натижа и нтегралларнинг анщ ^ий- 
матлари билан тавдослансин.

1769. Симпсоннинг (III) формуласига кура
1C

2 Т

1) | Y  1 +  х3 dx  (2п =  4); 2) | ]/ 3 — c o s2 x d x  (2п =  6);
'о о

3> . ( т т ? < 2» “ 4>
о

интеграллар хисоблансин ва (2) формулада тахминан 
Л41 y lv Lax ~  IД4 У Lax Деб олиб, хатоси ба^олансин.

1770. Баландлиги 50 см, хаР бир асосининг диаметри 
20 см ва урта кесимининг диаметри 30 см булган бочка- 
нинг хажми Симпсоннинг (II) формуласи буйича топилсин.

1771. 'Симпсоннинг (II) формуласидан пирамида ва шар 
Хажмларининг формулалари чщарилсин.

2

1772. In 2 =  j  интеГрал Симпсоннинг умумий (III)
1

формуласи буйича хисоблансин (2п — 10 булганда) ва (2) 
формула буйича хатоси бахолансин.

1773. х — 5 cos t, г/ =  3 sin  ̂ эллипс биринчи чорак ёйи­
нинг узунлигини хисоблаб берувчи интегралга Симпсоннинг 
(II) формуласини татбик этиб, эллипснинг узунлиги топилсин.

1774. Симпсоннинг (И) формуласини татби^ этиб, я  =
1

=  6 ( ; dx ■ интегралнинг так;рибий ^иймати хисоблансин.
J  V 4 ~ х го

1775. Симпсоннинг умумий (III) формуласи буйича 
1

(2п — 10 булганда) у -^ -2 интеграл хис°блансин, (2)
о

формулада тахминан hl | у ]У | шах ~  | А4г/1 тах Деб, хатоси бахо­
лансин.



1776, х2 +  у 2 =  32 эгри ч т щ  билан чегараланган дойра
4

цисмининг юзини цараб, j  у  32 — х2 dx  =  4я +  8 экани кур-
0

сатилсин ва бундан, интегрални Симпсон формуласига асосан 
^исоблаб, я  топилсин (формулада 2п =  4 деб олинсин).

1777. [О, я] сегментни олтита тенг бу'лакка булиб, Симп- 
соннинг (III) формуласи буйича у  — sin х  синусоида ярим 
тулцини ёйининг узунлиги ^исоблансин.



ТЕКИС ВА ФАЗОВИЙ ЭГРИ ЧИЗИКНИНГ ЭГРИЛИГИ
к

1- §. Текис эгри чизикнинг эгрилиги.
Эгрилик маркази ва радиуси. Эволюта.

1°. Эгрилик:
dq> У"

k  “  d s ~ ( l  + y '* ) 3U  ‘ (1 )

2°. Э г р и л и к  р а д и у с и :

(1 + у '*)’/‘ &  +  у ) ' и
R ~  \ у " \  ~  \ух  —  х у \  W

3°. Э г р и л и к  м а р к а з и н и н г  к_о о р д и н а т а л а р и:

v 1 +  у'2 , , х2 +  .v2Л =  X — ----------  I/ =  х +  —---- тг~. У'
х у  —  ху

. I + У '2 , х г +  Уг
Y  — У +  „ — и +  ................ х.

У у х — х у

(3)

С (Х \ У) эгрилик марказларининг геометрик урни эволюта дейилади. (3) 
тенгламалар эволютанинг параметрик тенгламалари булади.

4°. г  ва ф цутб координаталари булганда, г =  f  (ср) тенглама билан 
берилган эгри чизикнинг эгрилик радиуси:

~ (r2 +  r'2)V, (4)
|г2-Ь2л'2— гг"\

К,уйидаги эгри чизицларнинг эгрилик радиуслари аниц- 
лансин ва эгри чизи^ >̂ амда унинг учидаги эгрилик доираси 
ясалсин:

1778. у =  4х — х2. 1779. у  =  е~х2.
1780. х2 +  4у2 =  4. (х — a ( t  — sin t),
1782. у  =  хё~х. 17о1. — cos^



Куйидаги эгри чизикларнинг эгрилик марказлари аник­
лансин ва эгри чизиц ^амда унинг ыисолда курсатилган 
нуктасидаги эгрилик доираси ясалсин:

1783. х у  =  4, х =  2 нуктада.
1784. у  =  \пх,  Ох ук билан кесишган нуктасида.

д-3 _L J
1785. у  =  — - ■■у — , Ох ук билан кесишган нуктасида.
К,уйидаги эгри чизикларнинг эволюталарининг тенгламалари 

ёзилсин ва эгри чизик ХамДа унинг эволютаси ясалсин:.

1786. 9 = 1 - 4 -  1787. 1 I z l S f f ’
1788. х2—у2 —а2 (ёки x — ach.t  ва y  =  asht ) .
1-7KQ I * = « ( c o s *  +  ^s in/),

I У = а  (sin t — t cos t).
1790. у  =  ex эгри чизикнинг энг катта эгрилиги топил­

син.
1791. у  =  а ch-^ занжир чизикнинг ихтиёрий нуктасида­

ги эгрилик радиуси га тенг булиб, у уша нуктада утка-
зилган нормалнинг эгри чизик билан Ох ук орасидаги кес- 
масига тенг эканлиги исбот килинсин.

1792. 1) г  = а(1  — coscp); 2) г2 =  а2соэ2ф; 3) ^
эгри чизикнинг ихтиёрий нуктасидаги эгрилик радиуси аник­
лансин.

К,уйидаги эгри чизикларнинг учларидаги эгрилик радиуси 
аниклансин ва эгри чизик ХамДа унинг эгрилик доираси 
ясалсин.

1793. у =  1794. х2 — у2 =  4.
1795. у =  sin х. 1796. 2у  -  х2 +  4х.
Куйидаги эгри чизикларнинг эгрилик маркази координа- 

талари аниклансин ва эгри чизик хамда унинг эгрилик дои­
раси ясалсин:

1797. у  =  ех, Оу  ук билан кесишган нуктасида.
1798. г/ =  - у ’ ^— 1; - - j )  нуктада-
1799. у2 =  х3\ (1; 1) нуктада.
1800. у  =  cosx ,  x  =  - j  нуктада.
куйидаги эгри чизиклар эволюталарининг тенгламалари 

ёзилсин ва эгри чизик хамДа унинг эволютаси ясалсин.



1801. у2 =  2 ( * +  1). 1802. x =  t2, у  =  ~ -
1803. ху  — 4. 1804. х — a  cos3 /, у  =  sin3 /.

— — 3L
1805. х  3 +  у  3 =  а 3 астроиданинг ихтиёрий ну^та-

з
сидаги эгрилик радиуси З у а \ х у \  га тенг эканлиги курса- 
тилсин.

2- §„ <Фазодаги эгри чизиц ёйининг узунлиги

£ й  дифферендиали: ds =  у  dxz +  dlf  +  d z2 ёки

d 4  =  У  X 2 +  г/'2 +  г2 л .

1ЁЙ узунлиги: s =  1 ] /  *'а +  ^  +  гз dt> 

h
К,уйидаги эгри чизиклар ёйларининг узунликлари топилсин:

1806. х =  t, у  — Р, г — ~  ts, t =  0 дан t =  3 гача.
1807. я =  3 cos^, у =  3sin/, z — 4t, t — 0  дан исталган 

/ гача.
1808. =  z =  y ,  л: =  0 дан х — 3 гача.

К^уйидаги эгри чизиклар ёйларининг узунликлари топилсин:

1809. х  =  / — sin t, у  =  1 — cos /, г  =  4 sin г =  0 дан 
£ =  я  гача.

1810. х — е‘, у  — е~ ‘, z  =  t ] /  2, t =**0 дан t  =  1 гача.
1 X21811. г/=-^-1плг, z —- 2 > х  =  1 дан х  =  2 гача.

3- §. Вектор-функциянинг скаляр буйича хосиласи 
ва унинг механик хамда геометрик маъноси.

Эгри чизицнинг табиий уч ё^лиги

х  =  х  (<), у  =  ?/ (<). г  =  г  (<) эгри чизиц нуцтасининг г  =  x i  +  у / 
+ г й  радиус-вектори скаляр < нинг вектор-ф ункцияси  булади. г  =  x i  +  
+  y j  +  z k  Лосила тангенциал вектор булиб, унинг

модули |г ‘| =  У  х* +  f  +  г2 =  s =



N=B*h

36- чизма.

Шунинг учун, агар t  — 
вацг, эгри чизиц — ^аракат 
траекторияси булса, г  =  V тез- 
лик всктори, г  =  w тезланиш 
вектори булади.

Эгри чизикнинг М( х; у; г ) 
нуцтасидан учта текислик 
утказайлик (36- чизма);

1) г  га перпендикуляр те­
кислик; у нормал т екис/ик  
дейилади.

2 ) г  ва г  ни уз ичига 
олувчи текислик; у ёпишма 
т екислик  дейилади;

3) олдинги икки текис- 
ликка перпендикуляр текис­
лик.

Б у  текисликлар эгри чи- 
зицнинг табиий уч ёцликни 
(триэдр) )^осил ^илади.

Текисликларнинг кесишишидан
1) г — т ангенциал;
2) В  =  г  X г бинормаль;
3) N  =  В  X  г  бош нормаль

векторлар билан аникланувчи учта: уринма бинормаль ва бош нормаль 
турри чизицлар ^осил булади.

Б у  йуналиш ларнинг бирлик векторларини т ,  р, v деб белгилайлик;

улар
dr
ds

d x
ds. Y ва p =  т х  v муносабатлар билан богланган.

M y (X ; Y ; Z ) —  уринманинг ну^таси булсин (36-чизма). У ^олда

M M t || г  булади ва векторларнинг параллеллик шартидан уринманинг 
ушбу

Y - y  1 - г
( 1)

тенгламалари хрсил  булади.
М 2 (X ; Y ; Z ) —  нормаль текисликда ётувчи нуцта булсин.

У ^олда М М г _l г  булади ва векторларнинг перпендикулярлик шарти - 
дан  нормал текисликнинг ушбу

х  (X  —  х) +  у  (Y  — у) +  г  (Z — г) =  О (Н)

тенгламаси з^осил булади.
Бинормаль ва бош нормаль тенгламалари (1) тенгламалардаги х, у, г  

ларни мос равишда В ,, В и, В ,  лар ёки N x , N u, N ,  лар билан алмаш- 
тиришдан *оскл булади. "  . . .

Ёпишма текислик тенгламаси эса ( 11) тенгламадаги х, у, г  ларни 
Вх, By, B z  лар биЛан алмаштиришдан з^осил булади.



1812. Х,аракат ^илувчи нуцтанинг t моментдаги радиус- 
вектори г  =  Ш  — 3/у тенглама билан берилган. Х^аракатнинг 
траекторияси, тезлиги ва тезланиши аниклансин.

1813. г  =  3t i  +  (4/ — t2) j  ^аракат тенгламаси булсин. 
Х,аракат траекторияси ва тезлиги аниклансин. Х,аракат траек­
торияси ва t =  0., 1, 2 ва 3 секунд ва^тдаги тезлик вектор- 
лари ясалсин.

Курсатма. Х,аракат тенгламаси г  =  3 t i  +  (At — t2) j  булса, x  =  ЗЛ 
у  =  At — i- булади; бу тенгликлардан t ни f tw o ra o , ^аракат траекто-

4 1
риясининг тенгламаси у  =  -д- х  —  -д- х 2 ёки (х  — 6)2 +  9 (у  — 4) =  О ни 

dr
топамиз. v  — -Гц =  3/ -J- 2 (2 — t) / .

1814. 1813- масаладаги ^аракатнинг тезланиши w  ва 
унинг ихтиёрий t ва / =  0 вацтлардаги тангенциал =  ■—

^ам нормал y'zsJ2 — w\  тузувчилари аниклансин.
1815. г  =  a c o s t - i  +  b s i n t - j  хзракат тенгламаси булсин. 

Х,аракат траекторияси, тезлиги ва тезланиши аниклансин ва
t =  О, y , у  ну^таларда тезлик ва тезланиш векторлари
ясалсин.

1816—1818- масалаларда берилган эгри чизикларнинг урин- 
ма чи зи ри н и н г  ва нормал текислигининг тенгламалари ёзил­
син.

1816. х  =  t, у  =  t2, z = t z исталган нуктасида ва t =  1 
булганда.

1817. у  =  х2, г2 =  х  исталган нуктада (х >  0) ва х  =  4 
булганда.

1818. х2 +  у2 =  10 1 „ , ,
у 2 +  г г = 2 5 / (1*> 3: 4) нуцтада.

Курсатма. Х^ар бир тенгла.чанинг унг ва чап томонларидан диффе­
ренциал олиб, сунгра d x :d tj:d z  нисбатлар топилсин.

1819. х =  \ — sin/, у  =  cost,  z  =  t эгри чизикнинг /= 0  
ну^тадаги тангенциал г ,  бинормал В  ва бош нормал N  век­
торлари топилсин. Шунингдек берилган нуктада т, (5 ва v 
топилсин.

1820. х  =  /, у  == t2, z  =  t3 эгри чизикнинг t — 1 ну^та- 
сида утказилган бош нормал, бинормал еэ ёпишма текислик- 
нинг тенгламалари ёзилсин.

1821. х = е (, у  =  е~‘, z =  t эгри чизикнинг / =  0 ну!у 
тасида утказилган бош нормал Еа бинормалнинг тенгламала­
ри ёзилсин.



1822. х  =  t c o s t ,  у  = i s m t ,  z  — t тенгламалар конус усти- 
даги винт чизи^ни анщлаши курсатилсин ва координаталар 
бошида бу чизивда утказилган бош нормал, бинормал ^ам 
уринманинг тенгламалари ёзилсин.

1823. x  — a c o s t ,  у —as in t ,  z  — bt винт чизи^нинг их­
тиёрий нуцтасида ва t  =  - у  булганда утказилган уринма­
нинг тенгламалари ёзилсин. Винт чизиц х2+  г/2=  а2 цилиндр- 
нинг ясовчилари билан бир хил у  =  arc cos ^  бурчак

остида кесишгани курсатилсин. __
1824. хг =  2az  ва у 2 =  2bz эгри чизи^нинг z  =  У  ab 

ну^тасида утказилган тангенциал векторнинг координата ук_ 
лари билан ^осил цилган бурчаклари топилсин.

1825. 2z  =  х2, у  =  0 эгри чизик жойлашган у  — 0 текис- 
лик х2 +  у 2 =  2у  цилиндрга уралади. Цилиндр сирти устида 
берилган эгри чизиц ^осил ^илган винтнинг параметрик тенг­
ламалари ёзилсин ^амда унинг исталган ва / =  - j -  нуцта-
да бинормал вектори анщлансин, бунда t — текисликнинг 
бурилиш бурчаги.

1826. ^аракатдаги нуктанинг t моментдаги радиус-векто- 
ри г  =  a  (t — sin t) i  -f  a  (1 — cos t) j  тенглама билан берил­
ган. t =  ва t =  л учун тезлик ва тезланиш векторлари
аник,лансин ва ясалсин.

1827— 1829-масалаларда берилган эгри ч и з ш д а  утказил­
ган уринманинг тенгламалари ёзилсин:

1827. у  =  х, z  — 2х2, х =  2 нуцтада.

1828. x  +  2y~^-Zz = 2 ^ }  (1; 2; 3) ну^тада (1818-маса­
лага карал син).

1829. x = 2 t ,  y = \ n t ,  z = t 2, i — 1 нуцтада.
1830. r —e H + e ^ J + t  У 2k. t = 0  ну^тада бинормал век­

тор b  нинг координата урари билан ташкил этган бурчак­
лари топилсин.

1831. у = х 2, z —y 2 эгри чизи^нинг х = \  ну^тадаги бош 
нормал ва бинормалининг тенгламалари ёзилсин.

1832.х = t —s i n у — I — cost,  z = 4 s in y  эгри чизи^нинг
t =  n нуктадаги бош нормал ва бинормалининг тенгламалари 
ёзилсин.



4- §. Фазодаги эгри чизи^нИнг эгрилигй ва буралишй

1
Эгрилик  -jjj- уринманинг буралиш бурчаги ф нинг ёй узунлиги As 

га нисбатининг As -► 0 даги лимитидан иборатдир.

Буралиш — , бинормал буралиш бурчаги 0 нинг ёй узунлиги As га 

нисбатининг A s —0 даги лимитидан Иборатдир. ф «  | Ат | ва 0 «  ±  | А(3| 

булгани учун, ва —  нинг сон цийматлари

dx  1 d& 1
*- =  7 r - - * = - 7 v

векторнинг модулларига тенг. Агар эгри чизиц r — r ( t )  тенглама билан 
берилса, у ^олда

J_ _  I г X rj 2  =  г г ?  . (2)
R I г Iя р \r X  г I2

1833. v = v x  тенплихни t буйича дифференшюллаб, (1) 
формула ёрдами билан тезланиш w  нинг тангенциал ва нор­
мал тузувчиларга ёйилмаси

I 1,2
СО =  V T +  -7 5 -  V  И

^осил ^илинсин.
1834. Ну^тада x = t ,  у —1—/2 парабола буйича ^аракат 

^илади, бунда t —^аракат вацти. Ихтиёрий i моментда ва
t = О булганда траекториянинг эгрилиги ва тангенциал ^ам
нормал тезланишлар аниклансин.

1835. Ну^та х = 4  cos t, г/= 3  sin / эллипс буйича ^аракат
^илади, бунда i — ^аракат ва^ти. t  =  булганда траекто-'

риянинг эгрилиги ва тангенциал хамда нормал тезланиш­
лар аниклансин.

2
1836. Агар ^аракат тенгламаси г  = t l  - f  t2j  - f  - j  t3k  дан 

иборат булса, исталган ва^тда ва t =  1 булганда траектория 
эгрилиги ва тангенциал ^амда нормал тезланишлар аниц- 
лансин.

К,уйидаги эгри чизи^ларнинг эгриликлари — ни бура-
1лишлари — аниклансин.



1837. x -- t ,  y = t 2, z = t 3 исталган нуктасида ва / = 0 бул­
ганда.

1838. x = e f, х  =  е ~ (, z = t  У 2 исталган нуктасида ва 
t = О булганда.

X2 X31839. у =  -гг>. z =  -g- исталган нуктасида ва л:— 1 бул­
ганда.

1840. Унг винтда (x= acos/, y = a s i n t ,  z = b t )  буралиш 
мусбат, чап винтда (x = a c o s t , у =  —a  sin t, г = Ы )  манфий 
экани курсатилган.

К,уйидаги эгри чизикларнинг эгриликлари —  ва бура- 
1лишлари — аниклансин:

1841. х = 2t, у  =  1п/, г  — \ г исталган нуктасида ва / =  1 
булганда.

1842. * = 4 г >  z = x 2 исталган нуктасида ва у =  1 бул­
ганда.

1843. x = e l s int ,  y ^ e ^ o s t ,  z  =  e( t —0 нуктасида.



ХУСУСИЙ Х.ОСИЛАЛАР,
ТУЛИК ДИФФЕРЕНЦИАЛЛАР 

ВА УЛАРНИНГ ТАТБИКИ

1- §. Икки аргументли функциялар ва уларнинг 
геометрик тасвири

1°. Т а ъ р и ф .  Агар х  ва у  узгарувчиларнинг бирор узгариш со^а- 
сидаги j^ap бир кийматлари жуфтига у згар у в ч и г  нинг аищ  бир ^иймати 
мос келтирилса, г  узгарувчи л: ва у  узгарувчиларнинг бир щ йм ат ди  
ф мнщ ияси  дейилади. г  нинг х  ва j  га функционал богли^ булиши

г — F (х, у )  ^ (1)

куринишда ёзилади.

2°. Г е о м е т р и к  т а с в и р . ( 1 )  тенглама геометрик ну^таи назар - 
дан цандайдир сиртни аншушйди, х  ва у  нинг кийматлари жуфги хО у  
текисликда Р  (х; у) нуцтани аник,лайди, г —  F (х, у) эса сиртдаги унга 
мос М  (х\ //; г) нуцтанинг аппликатасини аницлайди. Шу сабабли г  у з ­
гарувчи Р (х ;  у) ну^танинг функцияси дейилади ва z =  F (P )  деб ё з и ­
лади.

3°. Ф у н к ц и я н и н г  л и м и т  и. А гар >;аракатдаги Р  нуцта ^ар  
цандай усул билан Р0 ну^тага я^инлаш ганда (масалан, ихтиёрий чизиц 
буйлаб), яъни р =  Р0Р  нолга интилганда (р =  Р 0Р — 0) F(P) — А  айирма 
чексиз кичик булса, lim  F [Р) =  А  дейилади.

Р -  Ро
4°. ф у н к ц и я н и н г  у з л у к с и з л и г и .  Агар lim  F (Р) = F  (Р 0)

Р Р  о
булса, F (х, у) функция Р0 нуцтада узл ук с и з  дейилади. Бош^ача аит- 
ганда, агар lim  F  (х +  Ах, у 4  Ay) =  F (х, у)  булса,

А х  о 
А у  ->■ о

F (х, у) функция (х; у) нуцтада узлукси з  дейилади.

1844. К,уйидаги функциялар ^а^и^ий ь;ийматларга эга бу- 
лишлари учун х  Еа у  ларкинг узгариш со^алари курса­
тилсин.

1) z = x 2+ y 2-, 2) az= a2—*2—г/2; 3)



4) г =  V  а2—х 2—у 2-, 5) z =  V x y  6) г =  ■ . ;
У  1 —д:2—//2

7 ) z = ^ -
У — х

ва сиртларнинг л:=0, y = 0 , z = О ва z+Л  текисликлар билан 
кесишган кесимлари буйича бу функцияларнинг геометрик 
тасвирлари ясалсин.

1845. Учбурчакнинг периметри 2р  берилган. Учбурчак- 
нинг икки томонини х  ва у  деб, унинг юзи 5  шу томон- 
ларнинг функцияси сифатида анщлансин. х  ва у  нинг ^абул 
Килиши мумкин булган кийматларининг со^аси аншушнсин ва 
ясалсин.

1846. F(x,  =  F(3. 1), F ( l ,  3),
/■(1, 2), F ( 2, 1), F(a, a), F ( a , - a )

лар ^исоблансин.
1847. F(x, у)  — У  x4, -f у4 — 2ху,

F(tx,  ty)  =  t2F(x, у)
экани исбот ^илинсин.

1848. z  =  х 2 — х у  ■{ у 2’, A*z, Ауг ва Az лар апшуюнсин. 
•Агар х  2 дан 2,1 гача, у эса 2 дан 1,9 гача узгарса

Axz, h yz, Az лар ^исоблансин.
1849. х2 — у 2— z2 =  0 тенглама z ни х  ва у  нинг чек- 

сиз куп бир ^иймати функциялари сифатида ани^лаши ва 
улардан иккитаси узлуксиз экани курсатилсин. Бу функция­
ларнинг анщланиш со^аси курсатилсин ва мусбат узлуксиз 
функциянинг геометрик тасвири ясалсин. Шу х2 — у 2 =  г2 
тенглама билан аяикланувчи бир кийматли, лекин узлукли 
булган z = F ( x ,  у)  функцияга мисол келтирилсин.

1850. К,уйидаги функцияларнинг (z =  0, 1, 2 ва ^оказо 
булгандаги) юксаклик чизиклари ясалсин:

1) z =  ] /  1 — у  — у 2', 2) z — х2 — у,

3) г  =  х2 — у 2', 4) г  — ху.

1851. х  ва у  нолга интилганда {х ->-0 ва у->0)  и = —-—
х  У

ифода 5̂ ар ^андай лимитга интилиш мумкинлиги курсатилсин. 
(я; у) ну^танинг (0; 0) ну^тага шундай интилишларига ми- 
соллар келтирилсинки, уша ^олларда lim и =  3, lim и =  2, 
lim и =  1, lim и =  0, lim и — — 2 булсин.

КЦрсатма. х  ва у  нинг у  =  kx тугри чизиклар буйича узгариши 
^аралсин.



1852. (х\ у) ну^та (0; 0) нуцтага хаР цандай усул билан 
я^инлашганида хам

1) 2) l i m ^  =  I;
i —о xy *-.0 -
y^O  0

, .  sin(X(/)
3) lirr. — -—  =  0

jc-»0 
y->  0

экани курсатилсин.
K Spcam m . х у  — а  деб олинсин.

1853.
1, x y >  0 булганда

z =  F(x, y) = О, х у  =  0 булганда
— 1, х у  <  0 булганда

функция геометрик тасвирлансин ва унинг узилиш чизиги 
курсатилсин.

1854. г _ *  +  к 2 )

4 ) - f  = 1  — - J — I?;  5) z =  * + y  *2— у2;

6) / 7 =  1/ * +  У у  
функцияларнинг аншуганиш со^алари курсатилсин ва бу функ- 
цияларнинг геометрик тасвирлари ясалсин.

1855. F(x,  у) =
F(a, b) +  (b, а) =.1

экани курсатилсин.
1856. г2= —;-----1-----»- тенглама z ни х ва и нинг чексиз

4 — х2 — t f  J
куп бир ^ийматли функциялари сифатида ани^лаши ва улар- 
дан иккитаси узлуксиз экани курсатилсин. Бу функциялар­
нинг аншуганиш со^аси курсатилсин ва улар ичидан x2-f у2<  1 
со^ада мусбат ва бу сохадан тапщарида манфий булган функ­
циянинг геометрик тасвири ясалсин.

1857. х 2 -f  у 2 +  г2 =  а2 тенглама билан ашщланувчи ва 
бу сохадан ташкарида манфий булган бир цийматли 
г  =  F(x, у) функциянинг геометрик тасвири ясалсин.



2- §. Биринчи тартибли хусусий ^осилалар

г  =  F (х, у) функцияда у  ни узгармас деб ^араб, ундан vc буйича
„ „■ дголинган ^  о с и л а г нинг х  буйича хусусии цосиласи деиилади ва у ^

ёки Fx (х , у) куринишда белгиланади. г  нинг у  буйича хусусий з(оси- 
ласи хам шунга ухшаш таърифланади ва белгиланади:

дг
Ft (x. У)-

К,уйидаги функцияларнинг хусусий ^осилалари топилсин.
1858. z =  х3 +  3*2г/ — у3. 1859. z =  In (л:2 +  у2).

1860. 2 =  —• 1861. z =  a r c t g — •х ь х

1 8 6 2 .2* = - ^ — 1863. u =  In Ы ------ Vх~_1________ _ \]/~г у~г)'
1864. с =  У  а2 +  Ь3 — 2ab cos а.
1865. и =  ■ £ + -  — -■ 1866. и = х е ~ У х.

х  у  z

1867. и =  £  • 1868. а  =  arc sin У  х).

1869. z — In ( У  х  +  У у ); У ^  =  ’J  экани исбот 
цилинсин.

1870. z  =  У 7 sin 1 ; У ~ 5 у ~ \  зкани исбот ^и-
линсин.

X
1871. и =  е(!; 2х -f t — 0 экани исбот килин'

сии.
1872. и — х у\ г~ =  2и экани исбот килин-

у  дх 1 \п х  ду х
син.

1873. К,уйида, 1898-масалада Эйлернинг ушбу теоремаси 
исботланади:

«Агар z  =  F (х, у) — п улчови бир жинсли функция булса, 
у ^олда x ^ - r y ~ = - n z  булади».

Бу теорема ушбу ____________
1) z  =  х 3 -\- ху2 — 2у 3\ 2) z =  У  х 2 +  ху  +  у2;

X

3) 2 =  Х3— у3' 4) 2 =  в У
функциялар учун текширилсин.



Куйидаги функцияларнйнг хусусий ^осилалари топилсин:
1874. z — cos (ах — by). 1875. z — arc sin

1 8 7 6 , z  =  3 i i— 2x '  1 8 7 7 * “  =  l n s i n —
1878. и — sin2 (x  +  y) — sin2 x  — sin2 y .
1879. и =  V  x 2 +  у 2 +  z2;

' ди i2 . / ди\2 , / д и \2 , л
~дх) ~dr/") дГ) =  экани исб°т ^илинсин.

X
1880. z  =  е v In у\ х +  у  ~  экани исбот к,и- 

линсин.
л  / Т  дТ дТ

1881. Т  — я у  —; / j[- +  g = 0  экани исбот ^илинсин.

1882. z =  е 2 sin ^ ------1-

-f ^ j-j =  - |- e vsin2- |-  экани исбот ^илинсин.

1883. Ушбу
1 \  X3 n s I I  II

I) г = Т = 7 ; 2) 2 =  ^ + 7 ; " =  a r c t g t
-функциялар учун бир жинсли функциялар т^ак;идаги Эйлер 
теоремаси (1873- масалага ^аранг) текширилсин.

3- §. Биринчи тартибли тули^ дифференциал

Агар z =  F (x , у) функция (х, у) нуктада узлуксиз хусусий з^оси- 
лаларга эга булса, унинг ту лиц орттирмаси

dz dz  . ч
Аг =  ё Г Адс+ ^ д '-/ + е 'р (1)

куринишида ёзилади, бунда р =  У  \ Дх |2 +  [ А у  |2 нолга интилганда 
д г д г ,

(р -  0) е -->■ 0. У  з^олда - g j  Ах +  -Щ^&У ифода m g лик, орттирма Дг

нинг бош цисми бдладл: у функциянинг m g  л и ц  диффгренциали д ейи­
лади  ва dz  ор^али белгиланади:

dz d z  . . .
d z ^ - ^ A x + ^ l y .  (2)

Агар (2) да г  ни: 1) х  га; 2) у  га тенг деб олсак, d x  =  Ах, d y  =  Ду  
булади. Шунинг учун

d z  дг
dz =  l t d x + ~ d j dy' (3)



Дг «  etz (4)
экани келиб чикади, яъни А х  ва h ’j  етарли кичик булган ^олда функ­
циянинг т ули ц  орттирмаси тацрибан т ум щ  дифференциалга тенг бу­
лади (V боб, 7 - §).

Агар F (х  у)  функциянинг (х; у) нуцтада тулиц дифференциали 
мавжуд булса, функция бу нуцтада дифференциалланувчи дейилади.

1884. Ушбу
S

1 ) z  =  *V, 2 ) г  =  - ^ ~ :  3) и  =  еТ \ 4) z  =  V  х ' + у *л  у
функцияларнинг тулщ  дифференциаллари топилсин.

1885. К,уйидаги функциялар тулиц дифференциалларининг 
^ийматлари топилсин:

1) г =  j ,  х  =  2, у  =  1, dx =  0,1, dx  =  0,2 булганда;
2) и — ехУ, х  — 1, у  =  2, dx =  — 0,1, dt/ =  0,1 булганда.
1886. 2 =  х у  функция учун х — 5, у  — 4, Ал: =  0,1. 

Дг/ =  —0,2 булганда dz  па Az ^исоблансин.
1887. х  2 дан 2,1 гача, у  эса 3 дан 2,5 гача узгарганда

Ф =  arctg -  функциянинг узгариши та^рибан ^исоблансин.
1888. Цилиндрни деформация р^илиш натижасида унинг 

радиуси R  2 дан 2,05 дм гача ортиб, баландлиги Н  эса 10 
дан 9,8 дм гача камайган. A V ^ d V  формулага асосан ци­
линдр ^ажми V нинг узгариши та^рибан топилсин.

1889. Тугри бурчакли учбурчакнинг катетлари 0,1 см 
анщлик билан улчанганда 7,5 Еа 18 см га тенг булган. 
Гипотенузани ^исоблашдаги абсолют хато ани^лансин.

1890. Ушбу

1) 2 =  |  — р  2) s =  xlnt;  3) и =  У  х2 + у 2 +  z2

функцияларнинг тулщ  дифференциаллари топилсин.
1891. х  2 дан 2,1 гача, у  эса 1-дан 0,9 гача узгарган­

да 2 =  \п (х2 +  у 2) функция учун dz на Дг ларнинг ^иймат- 
лари топилсин.

1892. х  5 дан 4,5 гача, у  эса 3 дан 3,3 гача узгарганда
г  =  arc sin — функциянинг узгариши та^рибан ^исоблансин.

1893. Конусни деформация цилиш натижасида унинг ра­
диуси R  30 дан 30,1 см гача ортиб, баландлиги Н  эса 60 
дан 59,5^см гача камайган. AV ^  dV формулага асосан ко­
нус ^ажми V нинг узгариши тацрибан хисоблансин.



1°. Агар z — F(x, у) булиб, x  =  f ( t ) ,  / / =  ф (/) булса, г t  нинг 
мураккаб функцияси  дейилади. У ^олда, агар  F ,  /  ва ф д и ф ф ер сщ и -  
алланувчи  функциялар булса,

rfz дг d x  d z d y  
dt ~  дх d t d y d t

булади.
2°. Агар z  =  F (x , у) булиб, л: =  /(к , v), у ^  ф ( и ,  v) па F , / ,  ф 

дифференциалланувчи функциялар булса,

Зг <5г дх дг ду д г дг д х  дг ду 
ди ~  дх ди ду ди ' dv ~~ д х  dv ду dv

булади.

1894. К,уйидаги тенгламалардан (1) формулага асосан ^  
топилсин.

1) z  — х2 +  ху  +  у2, х — i2, у  =  /;
2) г =  У * 2 +  </2 . х =  shi t ,  у  =  cost',

z  функция ифодасига х  ва у  ларнинг цийматларини куйиб 
на сунгра t буйича ^осила олиб, натижа текширилсин.

1895. z  =  ^ , х =  е‘, у  — 1 — е2и, топилсин.
1896. z  — uv, бунда и ва v  лар х  нинг функциялари, 

dz ••— езилсин. 
d x

1897. г  — хеу, бунда у  узгарувчи х  нинг функцияси 
dz  ••— езилсин. 
dx

1898. Агар F(xt, yt) - t n-F(x,  у) булса, z =  F (х, у)  
функция бир жинсли дейилади. F (xt, yt) =  tn- F ( x ,  у)  
тенгликнинг иккала томонини t  буйича дифференциаллаб, 
сунгра t =  1 деб, Эйлернинг бир жинсли функциялар ^а^и- 
даги теоремаси исбот ^илинсин:

' дг . д г  
Х Тх +  У Ty =  n Z -

1899. z =  j  , бунда х =  и — 2v, у  =  v +  2и. д~  ва ^  
топилсин.

1900. z  — F(x ,  у). Агар: 1) и =  тх-} -пу ,  v  — p x  +  qy;
и д г  д г д г дг2) и =  ху,  v  =  ~  булса, ^  ва ^  лар ^ р а  ^  лар ор^али

ифода ^илинсин.



1901. и =  F(x,  у)\ х  =  rcos9 , у  = r s m  ф. ^  ва ^  лар
ди ди ,^ в а ^  лар ор^али ифода ^илинсин ^амда

/ д и \ 2 /  1 du\* (д и \2 (д и \г  

(дг /  (  г  dtp) \д х /  [д у /

экани курсатилсин.
1902.’ г =  у  +  F (и), бунда и =  х2 — у2. F (и) исталган

дифференциалланувчи функция булганда у  ^  +  х щ  =  х  бу- 
лиши исбот цилинсин.

1903. К,уйидаги тенгламалардан — топилсин:

1) z =  Ах2 -f  2Вху  +  Су2, х =  sint, у  =  соs t\
2) z  =  arc tg  ■—, x  =  e2t -f 1, у  =  e2t — 1.

1904. z  =  xy  +  xF (и), бунда и =  ,
dz . dz ,

* di tty “  Z +  xy
экани исбот к,илинсин.

1905. z =  yy (u ) ,  бунда u =  x2 — y2.
1 d z  , 1 d z _ z'

x  д х  у  ду у2

экани исбот ^илинсин.
1906. z =  F(x ,y ) .  Агар: 1) и =  х  +  2у, v =  x  — y\

2) и =  У х у ,  v = x  +  y  булса, ~  ва |л а р  ^  га ^  лар ор- 
ь;али ифодалансин.

5-§. Ошкормас функцияларнинг ^осилалари

1°. (х0, у 0) ечимга эга булган Fix, у) =  0 т е н г л а м а ,  унинг
dF
q — ^осиласи (х0\ (/0) нуктанинг цандайдир атрофида узлуксиз ва нолга 

(dF  \
тен г эмаслик — ^= 0 1  ш артларини цаноатлантиргандагина, х 0 атрофи-

\ °У 1
д а  ч ни х  нинг узлуксиз ф ункцияси сифатида аницлаб беради. и 0; у 0)

dFн у ц та  атрофида, ю^оридаги ш артлардан ташкари косила з^ам мав- 
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dy
ж уд ва узлуксиз булса, у з^олда ошкормас ф ункция  ^осилага эга  

булиб, бу хосила ушбу
dF_

Q  гп
dx dF У '

дУ
формула билан аницланади.

2°. F(x, у, г) — 0 т е н г л а м а  учун ю^орндаги ш артларга ухш аш  
яр

шартлар бажарилса (яъни —  хосила (х0; «0; г0) ну^та атрофида нолдян
дг  

dF dF
фарцли ва узлуксиз: >;осилалар бу нуцта атрофида м авж уд ва

узлуксиз булса), бу тенглама г ни х  ва у  нинг ошкормас ф ункцияси 
сифатидя аницлайди ва у цуйидаги хусусий ^осилаларга эга булади:

dF dF
dz __ __  дх_ д г  _  ду_
дх ~  d F 'd y  d F ’ ( '

dz д г

К>уйидаги тенгламалардан ~  топилсин:

1907. х2 +  У2 — 4х +  бу =  0.£ 2 2

1908. I) * 3 + г / 3 ==а 1 ; 2) хе2у — уе2х =  0.

1909. Ах2 +  2Вху +  Су2 +  2Dx  +  2Еу +  F ■= 0.

К,уйидаги эгри чизи^ларга утказилган уринмаларнинг бур- 
чак коэффициентлари топилсин:

1910. х2 4 -  у 2 =  10ц, х =  3 tvfdh чизик билан кесишган 
ну^таларда.

1911. х2 -f- у3 — 2аху =  0, х — у =  а нуцтасида.
1912. х2 +  У2 +  2х — 2у =  2 эгри чизи^нинг уринмалари:

1) Ох\ 2) О у  у^ка параллел булган ну^талари топилсин.
К,уйидаги тенгламалардан ^ в а  0  топилсин:

1913. x2 +  y 2 +  z2 — 6x =  0. 1914. z2 =  xy.
1915. cos(ax 4-by — cz) =  k(ax +  by — cz).
1916. xyz  =  a3-, x ~  — 2z экани курсатилсин.

1917. x ^  +  у  ^  =  z дифференциал тенгламани, =
(конус сиртлар) тенгламаси билан берилган ошкормас функ­
ция z цаноатлантириши курсатилсин.



^уйидаги тенгламалардан ^  топилсин:
1918. х2 — 4у2 =  4. 1919. ху  +  \пу  +  \пх  =  0.

топилсин:

1920. у  +  х  =  е * . 1921. 2 cos(* — 2у) =  2 у  — х.

1922. у 2 — ху  =  4 эгри чизикнинг х — 3 тугри чизи^ 
билан кесишган ну^таларида утказилган уринмаларнинг бур- 
чак коэффициентлари топилсин.

1923. х2 -{-у2 +  г2 — 2zx  — а2 дан — ва Ц? топилсин.

1924. 2 sin(jc +  2у  — Зг) =  х  +  2у  — Зг булса, ~  =  

=  1 булиши курсатилсин.

1925. +  =  1 дифференциал тенгламани цилин­
дрик сиртлар тенгламаси билан x — mz =  (f(y — /гг) берилган 
ошкормас г функция ^аноатлантириши курсатилсин.

6-§ . Юкрри тартибли хусусий ^осилалар ва тули^ 
дифференциаллар

| £ - в а  ^ х у с у с и й  ^осилаларгаэга z =  F(x, у) функция берилган бул­

син. Б у  з^осилалардан олинган хусусий косила лар 2- тартибли х усусий 
^осилалар дейилади. Улар цуйидагича белгиланади:

Учинчи тартибли ва боин^а ю^ори тартибли хусусий хосилалар ^ам 
ш унга ухшаш таърифланади ва белгиланади.

Хрсила олиш тартиби билангина фар^ланувчи аралаш ^осилалар 
узлуксиз булсалар, улар узаро тенг булади:

Ю ^ори тартибли ^осилаларнинг цуйидаги жадвалига эга буламиз:

д х  д х 3 '  ду дх ду ’

д х  ду дх ' ду ду2

d2F d2F  d sF  d 3F d*F 
д х д у  ~  d y d x "  д х 2ду  ~  дх ду дх ~  дудх-

d 2F  d2F  d*F
2- тартибли dx2 ; gx  ду ; •



■ d*F d2F d3F  d3F
3- тартибли ^  ^ 3 ; ^  ва *оказо.

Юцори тартибли туйиц дифференциаллар цуйидагича аншушнади:

д2г  д2г  д~г
d2z  =  dx- +  2 faT ffyd x  dy  +  ^ -2 d 2. Б у  тенгликни символик

I d  д  \ 2
d2z =1 -f- д~и ^У I г  к УРин|ГШДа ёзиш мумкин. Ш унга ухшаш

/ а  д \ 3
d3z =  [ d x d x J r d ijd y ) z  В3 *0каз0'

1926. г =  х3 +  х 2у  +  у 3. 3- тартибли хусусий ^осилалар 
топилсин.

1927. 1) z — s\n(ax — by); 2) z =  ; 3) z  =  \n(x — 2y)
, д2г  д2гфункциялар учун =  экани текширилсин.

1928. и — х* +  Зхгу 2 — 2у*. 4-тартибли хусусий ^осила- 
лар топилсин.

1929. и =  - j . 3 -тартибли хусусий ^осилалар топилсин.
/ 1 1 \ дЪ d2s

1930. s =  In +  -fat =  экани текширилсин.

1931. z =  arc tg  — . 2-тартибли ^осилалар топилсин.

1932. г =  sin ( f  -  f ); ( I  +  -  -  (7  -  j ) '  г экани 

текширилсин.
1933. и =  arc tg(2x — /); jjp +  2 ^  =  0 экани текши­

рилсин.

1934. s =  3/  ax +  W; f ^ - + / r V s =  ~  Ч  экани
\  d x  dt J 9

текширилсин.
~JL

1935. и =  xe x функция
d2u , _ /ди  , du \  d"u

x dZdi, +  2 f c + a W = y av2
дифференциал тенгламани ^аноатлантириши курсатилсин.

1936. Агар z =  у)  функция п- улчовли бир жинсли 
функция булса,



ёки символик куринишда

булиши исбот ^илинсин.
дг дг

Kijpcam.ua. х  ^  +  у ^  =  пг  тенгликни (1898-масалага каранг):

1) х  буйича; 2 ) у  буйича дифференциаллаб, натижаларни мос равишда 
х  ва у  га купайтириб, ^адма- хад кушиш керак.

1938. Агар; 1) и =  ; 2) и  =  х \ п ^ -  булса, d2u то-

1939. z  =  cos(tnx -f- пу). d2z = — z(mdx -f- n d y f  экани 
исбот ^илинсин.

1940. z  =■ Щах +  by). 1) d3z  =  2dz*\ 2) dnz  =  ( — .1)"- ; X 
X ( n — 1)! dzn экани исбот килинсин.

1941. Агар z =  F(u,v),  бунда и =  тх  -f пу ва v —px +

^илинсин.
1942. — 4 ^ | / +-3 Ц,  ифодада х, у  узгарувчиларни

янги и =  Зх  +  у  ва v  =  х  +" у  узгарувчилар билан алмашти- 
рилсин'(1941- масалага каранг).

d2z d̂ z d̂ z1943. — 4 4 ^7, ифоданинг узгарувчилари
и =  2х  +  у  ва v =  у  узгарувчилар билан алмаштирилсин 
(1941- масалага царанг).

1944. Агар и ва v  лар х ва у  ларнинг функцияси булиб,
д2г I , д  , д \ 2 д г

г  =  F(u, v) булса, ( и х -  +  с; х - ) г +  и"хх ~  +
. дг  „ ГТ1 „ д2г  - д2г+  v хх ^  экани курсатилсин. Шунга ухшаш ва_ ̂  аниц-

лансин.

пилсин.



02, ffl,
1945. х*дхг — У*Щ/1  ифодада узгарувчилар и =  х у  ьа

v  =  ~  янги узгарувчилар билан алмаштирилсин (1944- маса- 
лага царанг).

1946. +  ± j j r ифодада узгарувчилар а: =
— г  cos ф ва у  =  г  si/гф янги узгарувчилар билан алмашти­
рилсин (1944- масалага ^аранг).

195l . z  =  2 cos2 [ х — 4 -) ;2 | г  +  экани ис'

1947. z — —~ 2 tf таРти^ли хусусин ^осилалар топил­
син.

X
1948. и =  з ___ 3- тартибли хусусий ^осилалар топилсин.

1949. 2 =  ; Й  +  2 , д ! ■■■ +  з-а =  — -— экани исботх  —  ц  дх2 1 дх d y  ' д уг х - ^ у
цилинсин.

1950. s =  In (ал: — W); (* ^   ̂ s =  2 экани ис­
бот ^илинсин.

1951. z =  
бот ^илинсин.

X

1952. z =  e У’ У w k ^ T y - Ъ  экани исбот ^илин' 
син.

1953. и =  у In*, d? и ва д3ы топилсин.
1954. — а2| 4  ифодада узгарувчилар янги ы = а л :  +

+  у ва у =  ах — у узгарувчиларга алмаштирилсин (1944- маса­
лага царанг).

д~2 d̂ z1955. х ^  +  у - ифодада узгарувчилар и =  у  ва у =

= -^ янги узгарувчиларга алмаштирилсин (1944-масалага 
^аранг).

1956. f  ва ф функциялар икки марта дифференциалланув- 

чи функциялар булганда и =  +  Ф ФУнкиия ушбу
Э2и , о д2и , ди , 0  ди г\

ХУ ‘ +  У д Ф + Х 1 ) х ^  У ~ д у ~
дифференциал тенгламани и;аноаглантириши курсатилсин.



7 - §. Тули^ дифференциалларни интеграллаш

1°. Р  ва Q лар х  ва г/ ларнинг диффереьциалланувчи функциялари
дР

булганда Р д х - \-  Q d y  ифода ту лиц дифференциал dh  булиши учун =  

dQ
—  шартнинг бажарилиши зарур ва етарлидир.

и ни топиш учун —  =  Р  ва —  =  О шартлардан и =  ( P dx  -4- 
дх ду  ,)

-f- (у), и =  J  Qdy-]-  фз (jc) тенгликларни хосил циламиз.

Биринчи ифодадан барча маълум ^адларни олиб, унга иккинчи ифо- 
дадаги биринчида етишмаган ва фацат у  га боглиц булган маълум ^ад- 
ларни куш сак, и ^осил булади.

2° Р,  Q ва R лар х, у  ва г  нинг дифференциалланувчи функция­
лари (булганда Р  dx +  Q dty +  R dz  тулиц дифференциал du булиши учун

ду д х ’ дг ~  дх ’ дг ~  ду
ш артларнинг бажарилиши зарур ва етарлидир.

Б у  ш артлар бажарилганда и цуйидагича топилади:

и =  I* Р dx +  фх (у,г), и =  J  Qdy  +  ф2 (х, z), tt — ^ R d z  +  Ф, (х, у).

Биринчи ифодадан маълум ^адларни олиб, унга иккинчи ва учинчи 
ифодадаги, биринчида етишмаган, у билан г  га боглиц маълум з^адлар 
куш илиб ечичса, и >;осил булади.

Ф ункцияни унинг тулик дифференциали буйича топиш, т$мщ диф- 
ференциални интеграллаш дейилади.

К,уйидаги ифодалар тулиц дифференциал du экани текширилсин ва 
и топилсин:

1957. ( 2 * 4 -у )  dx +  ( x — 2y — 3) dy.
1958. л: sin 2 y d x - \ - x 2cos 2y d y .

1959. (x +  In у) dx +  +  sin y j  dy.

1960. ■xdvt ~ vtdx: .x i +  y l
1961. ( y z — 2x) d x ( x z y )  d y + ( x y  — z) dz .

1962. ( l - l \ d x  +  ^ - ( ^ + r ^ \ d z .

К,уйидаги ифодалар тулиц дифференциал du экани тек­
ширилсин ва и топилсин:

1963. (t/2 — 1) dx  +  (2ху  -j- Зу) dy.
1964. (sin 2 y  — y t g  х) dx  4  (2x cos 2у  +  In cos x  +  2y) dy.



1965. ( y - ^ d x  +  l x  +  ^ + l ) ^ .

,966. t Y ‘  i t  +  \  +  V “ + i  dx.  
r tz + I  2 Y  X

1967. (In у  — cos 2z) dx +  +  z 'jdy +  (x +  2x  sin 2z) dz.

1968. d x - ^ _ 3 y - z  dz
z z1

8-§. Текис эгри чизи^нинг махсус ну^талари
dF dF

F  (x , у) =  0 эгри чизи^шшг бирорта ну^тасида ^  =  0 ва ~Щ̂= О

булса, бундай ну1\та махсус дейилади.
Б у ну^тада утказилган уршшашшг k =  у 1 бурчак коэффициента 

А  4- 2Bk  +  Скг =  0 тенгламадан топилади, бундаги А , В  ва С лар мои 
d2F, d2F д-F 

равишда Qy ва ^осилаларнинг шу ну^тадаги цийматла-

ридаи иборат. Б у ерда цуйидаги уч хол булиш и мумкин:
1) В 2 — А С  >  0 — уринмалар иккита булиб, ну^та т угун нщ т а  

дейилади.
2) В2 — АС  <  0 — уринма булмайди, ну^та яккаланган  булади.
3) В2 — АС =  0 — бу ^олда нуцта ёки якка ла н га н , ёки цайтиш  

ну^таси, ёки эгри чизи^нинг $з-{)зига уриниш  ну^таси булади; цайтиш 
ва уз-узига уриниш кукталарида эгри чизи^нинг икки шохчасига битта 
умумий уринма м авж уд  булади.

Учинчи, шуб^али ^олда масалага тула ж авоб бериш учун, текши- 
рилаётган нуцтанинг ихтиёрий кичик атрофида эгри  чизикнинг бошца 
нуцталари бор ёки йу^лигини аник;лаш керак.

К,уйидаги эгри чизи^ларнинг жойлашган со^алари, коор­
дината у^ларн билан кесишган нуцталари, махсус ну^талари 
анщлансин ва эгри чизиклар ясалсин.

1969. х3 +  х2 — у2 =  0. 1970. у 2 =  (х +  2)3.
1971. х 3 — х 2 — у 2 =  0. 1972. у 2 +  х* —  х 2 =  0.
1973. (у  — х)2 =  л3. 1974. у% =» (х  — 2)2.
1\уйидаги эгри чизи^ларнинг жойлашган со^алари, махсус 

ну^талари ва асимптоталари ани^лансин ^амда эгри чизиклар 
ясалсин:

1975. (х +  2а)3 +  ху2 =  0. 1976. х3 — у 3 — Зу* =  0.
1977. х3 +  у3 — Заху =  0. 1978. у 2 {х2 — а2) =  лс*.

К,уйидаги эгри чизи^ларнинг жойлашган со^алари, коор­
дината у келари билан кесишган ну^талари, махсус ну^талари 
ашщлансин ва эгри чизиклар ясалсин:



1979. у 2 +  х 3 — 2х2 =  0. 1980. а2 у2 =  *2 (2ах — х2).
1981. у 2 =  л: (х 4- 2)2. 1982. ху2 =  (х +  а)3-
1983. 4у2 =  х ь +  5л'4. 19 84. у 2 — л:4 +  л:2 =  0.

1985. 4л:2 — у 2 -{-л:3 — у3 =  0 эгри чизщнинг асимптотаси, 
махсус нуцтаси, у мах, координата у^лари билан кесишган нуц- 
талари топилсин ва эгри чизик ясалсин.

Куйидаги эгри чизи^ларнинг жойлашган соха лари, махсус 
ну^талари Еа асимптоталари топилсин:

1986. 1) у2 (2a — x ) = x ( x  — a)2 (строфоида);
2) а2 (а2 +  у2) =  л:2 у2.

1987. 1) х (х2 +  у2) =  а (л2 — у2);
2) а  (л:2 +  у2) =  х(л2 — у2).

9-§. Текис эгри чизицлар оиласининг урамаси

F  (л, у, а )  =  0 эгри чизи^лар оиласининг драмаси деб шундай эг­
ри чизицца айтиладики: 1) у оиланинг ^ар бир чизигига уринади; 2) 
унинг ^ар бир нуцтаси оила эгри чизикларидан узидан фаркли биттаси 
билан унинг уриниш нуцтаси булади.

F (х , у , а ) =  0 эгри чизи^лар оиласининг урамаси мавжуд булса, 
унинг тенгламаси

F  {х, у , а ) =  0 ва Fa (х , у , а) =  О

тенгликлардан а  параметрни йу^отиш натижасида ^осил булади.
Б у  усул билан топилган эгри чизиц урама булмасдан, оила эгри чи- 

зицлари махсус нукталарининг геометрик урни ^ам булиши мумкин (1990, 
2 ) масаланинг жавобига ^аралсин].

К,уйидаги эгри чизшугар оиласининг урамаси топилсин ва 
урама ^амда оила эгри чизи^ари ясалсин:

1988. l ) y  =  a x - f a 2; 2) у = а х 2 +

1989. 1 ) (х  — а)2 + у 2 — R 2', 2) 4ау =  (х— а)2.
1990. 1) у — 1 ~  (х — а)2; 2) (у — I)3 =  (х — а)2;
3) ( у - 1 ) 2 =  ( л : - а ) 3; 4) 9 (у -  а)2 =  (х -  а)3.
1991. Узунлиги узгармас а булган кесманинг учлари коор­

дината уцлари буйича сиргакади. Бундай кесмалар оиласи­
нинг урамаси топилсин.

1992. Координаталар бошидан утувчи ва марказлари у2 =  
=  4л: параболада ётувчи айланалар оиласининг уармаси топил­
син.

1993. Диаметрлари ху  =  а2 гипербола нукталарининг фокал 
радиус- векторларидан иборат булган айланалар оиласининг 
урамаси топилсин.



1994. Координаталар бошидан бошлангич b тезлик билан 
Ох увда а  бурчак остида туп отилган, а  хар хил булганда 
туп траектория лари оиласининг урамаси топилсин.

1995. 1) р  узгармас булганда х  cos а  -{- г/sin а  — р  =  0 TyF- 
ри чнзиклар оиласининг; 2) у  =  ах +  ~  тугри чизи^лар оила­
сининг; 3) у — 1 =  (х —а)3 кубик параболалар оиласининг 
урамалари топилсин.

1996. Марказлари Ох уцда ётувчи, радиуслари эса уша 
марказлардан чи^арилган у2 — Ах параболанинг мос ордина- 
таларига тенг айланалар оиласининг урамаси топилсин.

1997. Ярим у^ларининг йигиндиси узгармас /  узунликка%2 ц2
тенг булган ^  =  1 эллипслар оиласининг урамаси то­
пилсин. ■ Ь'СЛ

1998. а  ни узгарувчи^хисоблаб, симметрия у^и Оу увда 
параллел булган, (— а; 0), (За; 0) ва (0; За3) нуцталардан утув- 
чи параболалар оиласининг урамаси топилсин.

10-§. Сиртга утказилган уринма текислик ва нормал

Сирт F  (х, ;/, г) =  0 тенглама билан берилган булсин; уша сиртда 
М {х\ у; г) нуцта олинган. Бу нуцтада утказилган нормал тенгламалари 
цуйидагича ёзилади:

X  — х  V  — и Z — г , | %
— W ~  =z~ d F ~  =  dF '

д х  ду дг

Уринма текислик тенгламаси:

£  < * - * > + | < у -<'>+5Г < * - « > - »  (»
дан иборат булади.

(1) ва (2) тёнгламалардаги X , V , Z — нормалшшг ёки уринма те- 
кисликнинг узгарувчи координаталаридан иборат.

дг J —  ; — 1 векторни сиртнинг нормал вектора деймиз.
I дх ду дг J

dF п dF  п  dF  п . .
Агар сиртдаги бирор нуцтада ^  =  0 , ^  ' ~дг=  °Улса’ У

махсус нуцта дейилади. Бундай нук,тада сиртнинг нормали ^ам уринма 
текислиги ^ам булмайди.

К,уйидаги сиртларга утказилган уринма текислик лар тенг­
ламаси ёзилсин:



1099. 2 =  л.2 +  2(Д (1; 1; 3) ну^тада.
2000. х у  =  z2, (х0; у0; г0) ну^тада.
2001. x y z = a \  (jc?; Уо', г 0) ну^тада.
2002. £ з  +  | ?  —  ^ г =  1, (*„: «/o'. z o) ва (а ; Ъ\ с) ну^талар-

да.
2003. л:2+4г/2+ г 2= 36  сиртга уринма ва х-\-у—z =  0 те- 

кисликка параллел булган текислик ани^лансин.
2004. x2+«/2= z 2 конус сиртнинг (3; 4; 5) нук,тасида ут­

казилган нормалнинг тенгламалари ёзилсин. Конуснинг цан- 
дай ну^тасида нормал ани^мас?

2005. х*-\-уг—xz— y z = 0 сиртнинг (0; 2; 2) ну^тасида 
утказилган нормалнинг координата у^лари билан ^осил ^ил- 
ган бурчаклари топилсин.

2006. x 2z + y 2z = 4 сиртнинг (—2; 0; .1) ну^тасида утка­
зилган нормалнинг тенгламалари ёзилсин. Нормал ва сирт 
ясалсин.

2007. x y z = a 3 сиртга утказилган уринма текисликлар 
координата текисликлари билан узгармас хажмга эга пира- 
мидалар з^осил цилиши курсатилсин.

2 2 2 2
2008. л;“з +  у~з +  г ц  = й т  сиртга утказилган урин­

ма текисликларнинг координата у^ларидан кесган кесмалари 
квадратларининг йигиндиси узгармас а2 га тенг экани кур­
сатилсин.

2009. Координаталар бошидан у  =  xtg ~  геликоиднинг 

^а; а; ^  j  ну^тасида утказилган уринма текисликкача бул­

ган масофа аницлансин. z  =  0; ™ п а  кесимлар буйича 

сирт ясалсин.

2010. az  =  х 2 +  г/2 сиртнинг х =  у  =  z  турри чизи^ би­
лан кесишган ну^таларида утказилган уринма текисликлар­
нинг тенгламалари ёзилсин.

2011. ^2 + р -  +  ^- =  1 сиртнинг (х0\ уо, z0) ну^тасида 
утказилган уринма текисликнинг тенгламаси

Х*0 1 УУо I гг0 __ 1

а2 62 с2 "~
куринишда булиши курсатилсин.



2012. х2 + у г — (z — 5)2 =  0 сиртнинг х0 =  4, z„ =  0 ва 
(/0= 3  нуцтасида утказилган нормалнинг тенгламалари ёзил­
син. Биринчи октантда (х >  0, у  >  0, z >  0) сирт ва нор­
мал ясалсин.

2013. 2z — x2 — y l сиртнинг (2; 2; 0) ну^тасида утка­
зилган нормалнинг координата ук;лари билан ташкил ^илган 
бурчаклар топилсин.

2014. Координаталар бошидан (2а2 — z2) х2 — а2у 1 =  0 ко-
ноиднинг (а; а; а) ну^тасида утказилган уринма текислик-
кача булган масофа аниклансин.

_i_ j _  j _  j _

2015. х 2 +  у 2, + z 2 =  а л сиртнинг ихтиёрий нук,таси- 
да утказилган уринма текисликнинг координата у^ларидан 
кесган кесмаларининг йигиндиси узгармас а га тенглиги 
курсатилсин.

2016. z =  4 — х2 — у2 сиртнинг цайси нуцтасида утка­
зилган уринма текислик: 1) хОу  текисликка; 2) 2 х - j - 2у - \ -  
+  г — 0 текисликка параллел булади? Уша уринма текис- 
ликларнинг тенгламалари ёзилсин.

11-§. Скаляр майдон. Юксакликлар чизи^лари ва сиртлари. 
Берилган нуналиш буйича ^осила.

Градиент
и — F (х , у)  тенглама бирор со^анинг з^ар бир (х, у) нуцтасида 

и ни ани^лао беради, уша ссца скаляр  и  нинг майдони дейилади.
F (х , и) =  uv  F  (х, ! /)=  и2, . . . лардаги u v  иг, . . .  лар узгарм ас 

булганда чизицларнинг >;ар бири буйича скаляр и узгармас булиб , у  
фа^ат (х ; у )  нуцта бир чизицдан иккинчи чизиц^а утганидагина у згар а - 
ди. Б у  чизи^лар юксакликлар чиэицлари  ёки  изочизи^лар  (изотермалар, 
изобаралар ва шунга ухшаш дейилади.

и =  F (х ,  I/, г) тенглама уч улчовли фазонинг бирор цисмида с к а ­
ляр и нинг майдонини анщ мш ди. У з^олда изосиртлар  ёки ю кса кли к­
лар сирт ларининг  тенгламалари

F (х, у, z) =  u v  F  (х, у , г)  =  и2, . . .  
лардан иборат булади.

(х ; у; г)- ну^та x  — x a -\- l  cos а , у  =  //„ -|- I cos {5, г  =  г0 +  / cos у  
dl

тугри чизиц буиича =  1 тезлик билан харакат килсин.

У з^олда F (х , у, г) скаляр

du du dF dF  dF
v =  d t = d l  =  a j c o sa  +  * r c o s P +  a T cosY = *■ '< >

f dF  dF  dF  1
тезлик билан узгаради, бундаги TV j  ^  j  — изосирт нинг

нормал вектори булиб, l0 {cos a ;  cos P; cos 7  } — l  йуналишнинг б и р ­
лик векторидан иборат.



^осила u — F (x ; и; г) ф ункциянинг берилган l0 {cos a ;  cos Р; cos у  } 
йдналиш  буйича %осиласи дейилади.

ди ди
и =  F (x, у , г )  скалярнинг градиенти деб g rad  и — ^  I  +  ^ У +  

ди
~f" З г  ^ вскт0Рга аитилади. Градиент скаляр и нинг энг тез узгариши 
тезлигининг векторидан иборат.

2017. 2 =  4 — х 2— у 2. Юксаклик чизиклари ва А (1; 2) 
нуктада grad г  ясалсин.

и
2018. 2 =  a r c t g ~ .  Юксаклик чизиклари ясалсин ва: 1) 

у  =  х турри чизикнинг исталган нуктасида, у  =  — х  тугри 

чизикнинг исталган нуктасида, жумладан (у ;  ±  у ) .  (1; ±  

±  1), . . .  ну^таларда grad z ясалсин.
X2

2019. Баландлик горизонтадлари h =  20 — - j  — у 2 тенг­
лама билан аницланади. h =20 ,  19, 18, 16 ва И м га мос 
горизонталлар ясалсин. Бунда grad h нинг йуналиши энг 
тикка ^ияликка эга чизи^ йуналишини ани^лаб берса, унинг 
катталиги эса юксакликнинг уша циялик тиккалигини бера- 
ди. х  =  2 ва у  =  1 нуктада grad h ясалсин.

2020. г2 =  ху  сиртнинг (4; 2) ну^тадаги энг катта тик- 
калиги топилсин.

2021. и =  In (ех +  еу) функциянинг координата бурчаги- 
нинг биссектрисасига параллел йуналиш буйича ^осиласи 
топилсин.

2022. и =  х 1 +  У2 +  г2 функциянинг I {cos 45°; cos 60°; 
cos 60°} йуналиш буйича (1; 1; 1) нуктада х°силаси топил­
син; уша нуцтада grad и ва унинг узунлиги топилсин. Юк­
саклик сиртлари ясалсин.

2023. и =  х2 +  у 2 — 2z скалярнинг юксаклик сиртлари 
ясалсин ва и =  4 сиртнинг Ох уц билан кесишган ну^тала- 
рида grad и топилсин ва ясалсин.

у2
2024. и =  ^  ^  функциянинг (а,Ь\ с) нуктада, уша 

ну^танинг радиус-вектори йуналиши буйича хосиласи топил-



2025. z  =  —4 a ■ Юксаклик чизщлари ва (— 1; 2) нуцта-
~Т~У

да grad г  ясалсин ^амда | grad z \  топилсин.
2026. и =  хуг.  Координата у^лари билан бир хил бурчак 

тузувчи йуналиш буйича исталган нуцтада ва (1; 2; 1) нуцтада
du— топилсин.
dl

2027. и — х2 +  У2 — 22 скалярнинг юксаклик сиртлари 
ясалсин, координаталар бошидан утувчи сиртда grad и ани^- 
лансин ва уша сиртнинг у  =  0 ва г  — 2 булган нуцталарида 
grad и ясалсин. ____________

2028. и =  У  х2 +  у г +  г2. grad и ва унинг узунлиги то­
пилсин.

2029. и — - j  — ^  — р- Функция майдонининг изосиртла-
ри ясалсин еэ (а; Ь\ с) нуцтада уша нуцтанинг радиус-век- 
тори йуналиши буйича и нинг ^осиласи топилсин.

12-§. Икки узгарувчили функциянинг экстремуми

1°. З а р у р и й  ш а р т л а р г  =  F  (*; у) функция фа^ат =  0

а г

ва _  =  0 булган нукталардагина экстремумга эга булиши мумкин. 

Бу нуцталар критик ну^талар дейилади.
лор ло Л») р

2°. Е т а р л и  ш а р т л а р .  _  , .  в а _  хосилаларнинг (х0
д х 2 дхду ду2 Л

i/0) критик нуктадаги кийматларини А , В  ва С ор^али белгилайлик. 
У вактда агар:

[ А  < 0 булганда F  (х0; у0) =  zmax 
>  0, булса, у ^олда <

I А > 0 булганда F (х0; у0) =  г т1П;

<  0 , булса, у ?;олда эктремум булмайди;

=  0 , булса, у >;олда экстремум булиши ^ам мумкин, бул-

маслиги }$ам мумкин (шуб^али хрл).
3°. Ш а р т л и  э к с т р е м у м  г  =  F (у, х )  функциянинг, х  ва у  

узаро ф (х, у) =  0 тенглама билан богланган >;олдаги экстремумини то 
пиш учун и =  F  (х, :/) +  'к ср {х, у)  ёрдамчи функцияни тузамиз.

Экстремал (*, у) ну^танинг координаталари ушбу ср (х, и) =  0, — = 0 ,
д х

А В
1)

В С
А В

2)
В С
А В

3)
В С



ди г\__ =  0 учта тенгламани каноатлантириши керак Л, х  ва у  уша тенгла-

малардан топилади.
К,уйидаги функцияларнинг экстремумлари топилсин:
2030. z  =  у? — х у  +  у 2 9х  — 6у  20.
2031. z  =  у  Y  х  — у 2 — х  +  бу.
2032. z =  Xs +  8у ъ —  6ху  +  1.

2033. г =  2ху  — 4х — 2у.  2034. г =  еТ(х  +  у 2).

2035. z =  sin х  -f- sin у  - f  sin (х-\~ у), 0 <  х  <  ~  ва

0 <  у  <  у  булганда.

2036. 2 =  ——1—- , х +  у  =  2 булганда.
х и

2037. z =  x + y ,  +  р  =  у  бУлг т ^а-
2038. Х,ажми V га тенг ва энг кичик сиртга эга булган 

тугри турт бурчакли очи^ ^овузнинг улчовлари аниклансин.
2039. х2 +  4у2 =  4 эллипс ва 2х +  3у  — 6 =  0 тугри 

чизи^ ясалсин ва эллипснинг берилган тугри чизивдан энг 
узоц ва энг я^ин булган ну^талари топилсин.

2040. х 2 — у 2 =  4 гиперболада (0; 2) ну^тадан энг кичик 
масофада булган нуцта топилсин.

2041. Тулиц сирти S =  6 л дм2 га тенг ва энг катта 
^ажмга эга булган цилиндрнинг улчовлари аниклансин.

2042. 1) х2+ 3 у 2 =  12 эллипсга ички чизилган ва асоси 
унинг катта у^ига параллел булган тенг ёнли учбурчаклар- 
дан юзи энг каттаси топилсин.

2) Ох уц икки му^итнинг чегараси булиб ^исобланади. 
А  (0; а) ну^тадан чивдан ёруглик нури В (с; — Ь) ну^тага 
энг 1̂ ис^а ва^тда етиб бориши учун у ^андай йул билан 
юриши керак (а >  0, b >  0, с >  0)?

К урсатма. Т  — — - —  +  — - —  функциянинг a t q a  +  6 t g P  =  c 
iijcos a  u2cos p

ш арт бажарилгандаги минимумини топиш керак, бунда vY ва и2 ёрурлик 
нурининг икки му^итдаги тезликлари, а  ва р эса нурнинг тушиш ва си- 
ниш бурчаклари.

К,уйидаги функцияларнинг экстремумлари топилсин:
2043. г =  Зх -f бу  — х 2 — х у  — у2.



2044. z  =  x2 -f  у 2 — 2x  — 4 ] /  х у  — 2г/ -f  8.
2045. z =  2л:3 — х у 2 -f  5л:2 +  У2-
2046. z =  Зл:2 — 2x Y У Л- У — 8л:+  8.
2047. z =  xy,  x 2 - f  у 2 =  2 булганда.
2048. Диагоналининг узунлиги 2 ] / 3 булган тугри бур- 

чакли параллелепипедлардан энг катта ^ажмга эга булгани 
топилсин.

2049. 1) у 2 =  4л: параболада х — у  +  4 =  0 тугри чизшда 
энг я^ин булган нуцта топилсин.

2 ) ^  +  — 1 эллипсга энг катта юзга эга булган тугри

т^ртбурчак ички чизилган. Унинг юзи топилсин.
2050. Ён сиртлари S булган конуслардан энг катта 

з^ажмга эга булганининг улчовлари аниклансин.



ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

1 -§. Дифференциал тенглама ^а^ида тушунча ^

1°. я - т а р т и б л и  о д д и й  д и ф ф е р е н ц и а л  т е н г л а м а  д е б

куринишдаги тенгламага айтилади.
Тенгламадаги у  Урнига цуйганда уни айниятга айлантирувчи ф (х) 

функция тенгламанинг ечими дейилади. Ш у функцияни а ни ловчи у =  
= ф (х ) ёки Ф (х , у) =  0 тенглама дифференциал тенгламанинг интегралы  
дейилади. Х,ар бир интеграл хОу  текисликда дифференциал тенгламанинг 
интеграл ч и з м и  деб аталувчи эгри чизикни аницлайди.

Агар х , у  ва п  та ихтиёрий Cv  С2, . . . ,  С„ узгармасларни уз ичига 
олган

тенгламадаги ихтиёрий узгармасларгг з$ар хил ^ийматлар берганда ( 1) 
тенглама ечимларининг мавжудлик ва ягоналик со^асидан утувчи з^амма 
интеграл чизи^лар ва фацат уша чизи^ларгина з^осил булса, (2) тенгла­
ма ( 1) дифференциал тенгламанинг уша со^адаги умумий интегралы 
дейилади.

Ихтиёрий узгармасларга ани^ кий мат лар бериб, умумий интегралдан 
з^осил к^илинган интеграл хусусий интеграл дейилади.

Умумий интеграл (2) ни п марта х  буйича дифференциаллаб, з^осил 
булган я  та тенгламадан ва (2) тенгламадан п  та ихтиёрий узгармасни 
йу^отсак, берилган ( 1) дифференциал тенгламага эга буламиз.

2°. Б и р и н ч и  т а р т и б л и  д и ф ф е р е н ц и а л  т е н г л а м а

F (х, у, у ’, у", у(п)) =  О ( 1)

Ф (я, у, С1( С2, ... ,  Сп) — О (2)

куринишга эга. (3) тенгламани га нисбатан ечиш мумкин булса, уни
dx

ечиб

тенгламага э гз буламиз.



(4) тенглама, интеграл чизикнинг (х; и) нуцтадаги k  =  tg  а  =  =
d x

= / ( х, у) циялиги ашпумйди, яъни у  интеграл чизицлар иунчлиш лири- 
нинг майдонини  аник,лайди.

Агарда бирор сохада f  (х , у) функция узлуксиз булса ва чегара­
ланган ] 'у  (х , у) хусусий зртсилага эга  булса, у  ^олда шу со^анинг з^ар 
бир ички (х 0; у0) нуцтасидан бирдан-бир  интеграл чизиц утар экан.

Бундай сохада (4) тенглама у — ф (х , С) ёки Ф (х, у, С) =  0 ум у­
мий интегралга эга; бу умумий ечимдан х  =  х 0 булганда у  — у0 була- 
диган бошлангич ишрпиарни каноатлантирувчи бирдан-бир хусусий ин­
теграл топиш мумкин.

2051. Урнига цуйиш йули билан’"г/=  Сх3 функция 3у —
— ху'  = 0  тенгламанинг ечими эканлиги текширилсин. Ушбу

1) (1 ;1 ) ; 2) (1; 1); 3) ( 1 ; - - L)
ну^талардан утувчи интеграл чизшугар ясалсин.

2052. Урнига цуйиш йули билан: 1) у" +  4у  =  0 ва
2) у"' — 9г/' =  0 дифференциал тенгламалар мос равишда 
1) у  =  Сх cos 2х  +  С2 sin 2х ва , 2) у  =  Сх +  С.1е3х +  С3е~3х 
умумий интегралларга эга эканликлари текширилсин.

2053. С =  0; ±  1 i ±  2 булганда у  =  Сх2 параболалар 
ясалсин ва шу параболалар оиласининг дифференциал тенгла­
маси тузилсин.

2054. 1) х2 +  у2 =  2Сх айланалар, 2) у  =  х‘2 +  2Сх па­
раболалар оиласининг тасвири ясалсин ва уларнинг диффе­
ренциал тенгламалари тузилсин.

2055. 1) i t - J L  ■ . % % - ! , - г ,  3 ) *  =  v +  x>
тенгламаларнинг ^ар ^айсиси билан аницланган йуналиш май- 
донларининг тасвири ясалсин.

2056. =  У  х2 -|- у 1 тенглама билан ани^ланувчи йуна­

лиш майдонининг тасвири, барча ну^таларида ; 1; 2;
3; . . .  булган айланалар ёрдами билан ясалсин. Координа­
талар бошидан утувчи интеграл чизиц тахминий чизилсин.

2-§. Узгарувчилари ажраладиган 1-тартибли 
дифференциал тенглама.
Оргогонал траекториялар

1°. 1 - т а р т и б л и
P d x ± Q d y = 0  (1)

д и ф ф е р е н ц и а л  т е н г л а м а  д а г и  дифференциаллар олдидаги Р



ва Q коэффициентлар фа кат х  ёки факат и нинг. функцияларидан ибо- 
рат булган купайтувчиларга ажралса, яъни агарда тенглама

f  М  Ф (и) dx  +  fj_ (х) (у) d y  =  0 . (2)

куринишда булса, ( 1) тенглама дзгарувчилари аж раладиган тенглама 
дейилади.

(2) тенгламнинг иккала ^адини ф (</) / г (л:) купайтмага булиб,

f  (х) d x  , q̂ t (у) dy  =  0 
U (*) ф (у) <

тенгламани ^осил ц т а м и з .
(3) тенгламанинг, демак, (2) тенгламанинг умумий интеграли

Г /  (*) d x  +  Г ф; (у) dij _  г  4)
J  к  (х) .J  ф (у)

дан иборат булади.
2°. Берилган F (х, у , а) =  0 чизиклар оиласининг >;ар бир чизиги- 

ни тугри бурчак остида кесувчи чизиклар уша чизиклар оиласининг 
о р т о г о н а л  т р а е к т о р и я л а р и  дейилади.

F (х, у, а) =  0 тенгламани х буйича дифференциаллаб, з^осил бул­
ган ва F(x, у , а) =  0 тенгламалардан а  йу^отилса, берилган чизицлар 
оиласининг у ' =  /  (х, у) 'дифференциал тенгламасига эга буламиз. У 
ва^тда ортогонал траепторияларнинг дифференциал тенгламаси у '=  —

__ ____ !------- дан иборат булади.
/ (*. U)
К,уйидаги дифференциал тенгламаларда: 1) умумий интег­

рал топилсин: 2) бир нечта интеграл чизиклар чизилсин;
3) х  — — 2 булганда у  — 4 бошлангич шартлар буйича ху­
сусий интеграл топилсин:

2057. ху' — у  — 0. 2058. хи' 4- и =  0. ^
2059. у у ’ х  =  0. 2060. у' =  у.
К,уйидаги тенгламаларнинг умумий интеграллари топилсин; 
2061. хгу' +  у  — 0. '2062. х +  хи -\- и' (и 4- хи) =  0- 
2063. ф2 dr 4- (г — а) =  0. 2084. 2si2 ds =  (1 -f- i2)dt. 
Куйидаги тенгламаларнинг умумий интеграллари Еа бе­

рилган бошлангич шартлар буйича хусусий интеграллари то­
пилсин:

2065. 2у' у  х  =  у,  х  =  4 булганда у  — 1.

2066. у' — (2у 4- 1) ct g х, х  =  ~  булганда у  =  у .

2067. х2у' 4- у 2 — 0, х  =  — 1 булганда у  =  1.
2068. 1) у' (х2— 4 ) = 2 х у ,  2) у ’ 4  y i g x  — 0, тенгламалар-

дан з̂ ар бирининг 1) (0; 1); 2)^0; y j ;  3) (о; — у ] ;  4) (0;
— 1) ну^талардан утувчи интеграл чизицлари ясалсин.



2069. Агар (l; - j j  ну^тадан утувчи эгри чизикнинг их­
тиёрий нуцтасида утказилган уринманинг бурчак коэффици­
ента уриниш ну^та радиус-векторининг бурчак коэффициен- 
тидан уч марта катта булса, уша эгри чизи^ топилсин.

2070. Эгри чизик А (0; а) ну^тадан утади, PN  — унинг 
ихтиёрий ну^тасининг ординатаси. АР  ёйнинг узунлиги s 
булганда OAPN нинг юзи as га тенг булиш шартидан эгри 
чизи^ аниклансин.

2071. Эгри чизи^ (а; а) ну^тадан утади. Ихтиёрий ну^- 
тасидаги уринма ости уриниш ну^таси абсциссасининг икки- 
ланганига тенг. Шу чизи^ топилсин.

2072. (— 1; — 2) нуцтадан утиб, ^ар бир ну^тасидаги 
нормал ости 2 га тенг эгри чизи^ топилсин.

2073. Температураси 20° булган уйдаги жисмни 100° 
дан 60° гача совутиш учун 10 минут вацт кетса, уни 25° 
гача совутиш учун цанча ва^т кетади? (Ньютон ^онуниГа 
асосан совуш тезлиги температуралар айирмасига пропорцио- 
нал.)

2074. Осма куприк (31- бетдаги 6-чизма) канатига гори- 
зонтал балканинг з̂ ар бир бирлик узунлигидан тушадиган юк 
р кГ  га тенг. Канатнннг энг цуйи ну^тасидаги тарангликни 
Н кГ деб ^амда канат огарлигини ^исобга олмасдан унинг 
шакли топилсин.

Курсатма. ОС ёйда ихтиёрий М  нукта оламиз (31- бетдаги 6 - чи з­
ма). Канатнннг ОМ  булагига учта куч; горизонтал И  (М дан чапда), 
вертикал рх  огирлик ва тангенциал Т  (М  дан унгда) кучлар таъсир 
этади. Мувозанат булиши учун кучларнинг О х  ва Оу у^лардаги проек- 
циялари йигиндиси нолга тенг булиши керак.

2075. Р(— а; а) ну^тадан утувчи ва исталган нуктасида- 
ги уринманинг координата у^лари орасидаги кесмаси уриниш 
ну^таси М  да тенг иккига булинувчи эгри чизи^ аниклансин 
ва ясалсин.

2076. ау  =  х2 параболалар оиласининг ортогонал траек- 
ториялари топилсин. Улар ясалсин.

2077. х у  =  с гиперболалар оиласининг ортогонал траек- 
ториялари топилсин.

2078. а у2 =  х3 ярим кубик параболалар оиласининг орто­
гонал траекториялари топилсин.

2079. х2 +  4у% =  а2 ^эллипслар оиласининг ортогонал 
траекториялари топилсин;



Куйидаги тенгламалар ечилсин:
2080. у'х3 =  2у. 2Q81. (х2 +  х) у' =  2у- \-  1.
2082. у' У  а2 +  х2 =  у.  2083. (1 +  х2) у' +  1 +  у 2 =  0.
2084. dr -\-r  tg ф d ф =  0; ф =  я булганда г — 2.

2085. у' =  2 У  у  \пх\  х — е булганда у  =  1.
2086. (1+ х 2) у ' + у  У 1 +  х2 — ху, х  = ,0  булганда у  — 1.
2087. А ( — 1; 1) ну^тадан утувчи ва исталган ну^таси- 

даги уринманинг бурчак коэффициента уриниш ну^та орди- 
натасининг КЕадратига тенг булган эгри чизи^ аниклансин.

2088. Эгри чизи^ А  (0; а) нуцтадан утади, P N  — ихтиё­
рий ну^тасининг ординатаси. OAPN нинг юзи =  a (PN — а) 
эканига кура эгри чизи^ аниклансин.

2089. ( — 1; 1) ну^тадан утувчи эгри чизикнинг исталган 
ну^тасида утказилган уринма Ох уадан уриниш ну^таси абс- 
циссасининг квадратига тенг ОТ кесма кесади. Уша эгри 
чизи^ аниклансин ва ясалсин.

2090. х2 — 2у 2 =  а2 гиперболалар оиласининг ортогонал 
траекториялари топилсин.

2091. Исталган ну^тасининг радиус-вектори, шу нуцтада 
утказилган нормалнинг эгри чизи^ билан Ох ук; орасидаги 
кесмасига (яъни нормал узунлигига) тенг эгри чизш  ̂ ани^- 
лансин.

2092. Эгри чизик; ва унинг ихтиёрий ну^тасининг орди­
натаси ^амда координата yiyiapn билан чегараланган юз, эгри 
чизикнинг уша нуцтасининг координаталарига асосан ясалган

тугри туртбурчак юзининг га тенг. Уша чизщ ашиуган- 
син.

3 - |  1 -тартибли: 1) бир жинсли, 2) чизи^ли 
дифференциал тенгламалар ва 3) Бернулли 

дифференциал тенгламаси

1°. Б и р  ж и н с л и  т е н г л а м а .  P d x - \-Q d y  =  0 куринишдаги 
тенглама Р  ва Q х  ва I/ нинг бир хил улчовли бир жинсли функцияла-

ри булганда, бир ж инсли  тенглама дейилади. Бу т е н г л а м а ^  =  <р[
d x  \  х )

куринишга келтирилиб, JL =  и ёки у  =  их  алмаштириш билан ечилади. 
х

2° Ч и з и ц л и  т е н г л а м а .  Изланувчи у  ва унинг барча з^оси- 
лаларига нисбатан биринчи даражали булган тенглама чизицли  дейилади. 
1-тартибли чизикли тенглама t / - \ - P y  =  Q куринишга эга. у  — uv ал-



маштириш билан бу тенглама узгарувчилари ажраладиган иккита тенг- 
ламага келтирилади. 1-тартибли чизик,ли тенгламанинг ечиш йулларидан 
иккинчиси (ихтиёрий дзгармасини вариация щ ли ш )  цуйидагидан иборат:

fPdx
олдин у '+ Р у  =  0 тенгламани ечиб, у =  —Ае~~ ечимни топамиз. Бун-

даги А  ни х  нинг функцияси ^исоблаб, берилган тенгламага цуямиз. 
Бундан Л ' ва Л ни топамиз.

3°. Б е р н у л л и  т е н г л а м а с и :  t /  +  Ру =  Qtjn чизикли тенгла• 
мага ухшаш у  =  uv алмаштириш билан ёки ихтиёрий узгармасшг вариа­
ция цилиш билам ечилади. Бернулли тенгламаси г  — у ~ п алмаштириш 
натижасида чизицли тенгламага келтирилади.

К,уйидаги дифференциал тенгламалар интеграллансин:
2093. уу' =  2ц — х. 2094. х 2 +  у 2 —  2хуу '  =  0.

2095. $ = 4 ---- - . 2096. у' — ^  =  х.
dt t s J  х

2 и e
2097. У ' + х ~ ~ х ~ '  2098. у'  cosх  — г/ s i n x  =  sin2x. 

2099. у'х - f у  — — х у 1. 2100. у ' — х у  = — y se~x‘.

2101. ху'  cos— =  у cos — — х.a х J х
2102. х2у'  =  у2 +  ху .  2103. ху'  +  у  =  In* +  1.
2104. х2у 2у' + ух3 =  1.
2105 — 2107-масалалар да берилган бошлангич шартлар 

буйича хусусий интеграллар топилсин:
2105. у  -j- У  х2 +  у 2 — ху'  =  0; х  =  1 булганда у  — 0.

Нч
2106. t2- -̂ =  2is — 3; t =  — 1 булганда s =  1.

2107. xi/' =  у  (1 In —); x =  l булганида у  =  ■ L. ■■ .\ X / у  g
2108. Исталган нуктасидаги уринма ости, уриниш нук,та- 

си координаталарининг урта арифметик ^ийматига тенг бул­
ган эгри чизи^лар оиласи топилсин.

2109. х2 +  у 2 =  2ах айланалар оиласининг ортогонал 
траекториялари топилсин.

2110. Каршилиги R,  уз-узидан индукцияланиши А ва 
электр юргизувчи кучи Е  булган занжирда оким кучи i

L dj t + R i  =  E

дифференциал тенгламани ^аноатлантиради. R  p.a L на  уз* 
гармас, электр юргизувчи куч Е ни чизикли усувчи: Е — kt



деб олиб, ю^оридаги тенглама ечилсин. Бошлангич шартлар: 
t  =  0 булганда i  =  0.

2111. Берилган ну^тадан чщувчи барча нурларни берил­
ган йуналишга параллел ^илиб кайтарувчи кузгунинг форма- 
си (шакли) аншугансин.

К урсат м а. Кузгунинг текис кесимини олиб, берилган нуцтани 
координаталар боши, берилган йуналишни эса Оу у к, деб оламиз. Изла- 
нувчи эгри чизикнинг М  нуцтасида утказилган уринма Оу уь; ва ОМ  
билан тенг бурчаклар ^осил килади, яъни Оу у к дан ОМ  га тенг ON 
кеема кесади.

К,уйидаги дифференциал тенгламалар ечилсин:
2112. х у  +  у 2 =  {2хг +  ху) у'.
2113. (а2 +  х2) у' +  х у  =  1.
2114. ху'  +  2 У х у  =  у.  2115. (2л: +  1) у ' +  у  =  х.
2116. у'  — у  tg х  =  ctg х.  2117. t d s — 2sdt  =  t3\n.t dt.
2118. у'  -f х у  — ху3. 2119. у '  +  y c o s x  =  sin 2 л:.

2120. у' — Ур — -j ; х — — 1 булганда у  — 1.
2121. 3у гу'  +  у3 =  х  +  1; х — 1 булганда х — — 1.
2122. (1 — х 2) у' — ху  — хг/2; х — 0 булганда у  =  0,5.
2123. А (а ; а) ну^тадан утувчи еэ  координаталар боши- 

дан чизикнинг исталган нуцтасидаги уринмагача булган ма- 
софа уша ну^та абсциссасига тенг булган эгри чизиц ани^- 
лансин.

4 -§ . Купайтма ва булинманинг дифференциалларини 
уз ичига олган дифференциал тенгламалар

=  и, у  =  и х  алмаштиришлар ёрдами билан осонгина ечилади.

2124. x2dy  x y d x  =  dx. 2125. у 2х dy  — y 3dx — x 2dy.

d  (xy)  =  xdy  +  ydx) d I __ x d y  —  y d x  .

Бундай тенгламалар баъзан, мос равишда х у  =  и, у  =  —  ёки — =

Курсат ма. 21 2 5 -мисэлдаги тенглама у  

куриниш га- келтирилади.

=  d y  ёки y-du =  dy



2126. y d x - \ - ( x — у 3) dy — 0. 2127. y x d x—(x—y 3) d y —0.
2128. y c o s x d x  +  s i n x d y  — cos2xdx.

2129. t ~  — s =  s2ln^. 2130. x2(/2 +  1 +  x 'yy '  -  0.

2131. t2s d t  -|- t3ds =  dt. 2132. x dy  ~  у  dx — x2dx.
X

2133. xy' -f tg у  =  2x sec y.  2134. у (г/е 2 -f l )  =  xy'.

5 -§. Тули^ дифференциалли 1- тартибли дифференциал 
тенгламалар. Интегралловчи купайтувчи

1. Агар Pdx Q d ,j =  0 дифференциал т е н г л а м а д а ^  = - ^ 2  булса,
д у  дх

бу тенглама du =  0 куринишга эга ва унинг умумий интеграли и — С 
булади.

2°. Агар —  Ф ^ 9  булса, у холда баъзи бир ш артлар бажарилганда 
ду дх

шундай ц (х, у)  функция топищ мумкинки, [x,Pdx +  [г Qdy — du  бу­
лади. Бу (х (х, у) функция интегралловчи купайтувчи дейилади. 

К,уйидаги ^олларда интегралловчи купайтувчини топиш осон:

д Р __dQ

1) ^ — — =  Ф (дг) булганда In ц =
Q

dQ _ д Р
дх э I

2) Л— — -1 — ф 1 (у) булганда In ц  =  Ф, (у) d y  булади.

4- § даги дифференциал тенгламалар ушбу параграф да ^аралаётган 
тенгламаларнинг хусусий ^олларидир.

К,уйидаги «тули^ дифференциалли» дифференциал тенгла­
малар ечилсин:

2135. ^ - ^ d x  +  2j d y  =  0.

2136. Ъх2еЫ х  1 (x V  — 1) dy  =  0.
2137. e ~ y dx  +  (1 — хё~и) dy  =  0.
2138. 2х cos2у  dx  +  ( 2 х — jc2 .sin 2у) d y  =  0.
К,уйидаги дифференциал тенгламаларнинг интегралловчи 

купайтувчилари топилсин еэ тенгламалар ечилсин:
2139. (х2 — у) d x - \ - x d y  — 0.
2140. 2 x \ g y d x  +  (х2 — 2sin у) dy  =  0.

J  Ф U ) d x  булади.



2141. (е2х — уг) dx y d y  — 0.
2142. (1 -f Зх2 sin г/) dx — x ctg у  d y  — 0.

К,уйидаги дифференциал тенгламаларнинг чап томонлари 
тули^ дифференциалдан иборат эканлиги текширилсин Еа 
тенгламалар ечилсин:

2143. (Зх2 +  2y)dx  +  (2x — 3) d y  =  0.
2144. (3х 2у  — 4ху2) dx  +  (х3 — 4х2у  +  12y s) dy  — 0.
2145. ( x c o s 2 t / + l )  dx — x2s 'm 2y dy  =  0.
Куйидаги тенгламаларнинг интегралловчи купайтувчилари 

топилсин ва тенгламалар ечилсин:
2146. y 2d x  +  {ух — 1) dy  =  0.
2147. (х2 — 3у 2) dx +  2 x y d y  =  Q.
2148. (sin х +  е?) dx  -f- cos x d y  =  0.
2149. (xsin у  y ) d x  -f  (x2cos у  - f  x In x ) d y  =  0.

6 - §. \осилага нисбатан ечилмаган 1 -тартибли 
дифференциал тенгламалар.

Лагранж ва Клер о тенгламалари

1°. Агар F  (х, у , 1/ ')  =  0 тенглама ; /  га нисбатан 2 даражали бул­
са, бу тенглама у '  га нисбатан иккита бирор со^ада х  ва у  га нисбатан 
узлуксиз у '  =  f x (х , у) ва i/ ' = / а (х, у) ечимга эга. Геометрик ну^тай 
назардан бу тенглама шу соланин г ихтиёрий (х0; у 0) пуцтасида иккита 
интеграл чизи^нинг йуналишларшш ани^лайди.

Бундай F  (х, у , у ')  =  0 дифференциал тенгламалар, Ф (х, у , С) = 0 
умумий ва хусусий интеграллардан таш^ари баъзан ихтиёрий узгармас- 
ни уз ичига олмаган ва умумий интегралдан ихтиёрий ^згармасга бирор 
^иймат бериш дан ^осил булмайдиган махсус интегралга  эга булади.

Махсус интеграл мавжуд булса, уни F (х, у, р ) ~  0 ва F 'p (х, у , р ) = 0 
тенгламалардан у '  =  р ни йуцотиб ёки умумий интеграл Ф (у, х, С )= 0  
билан Ф 'с (х , у , С) =  0 дан С ни йу^отиб топиш мумкин. Геометрик 
ну^таи назардан махсус интеграл, интеграл чиз/щлар оиласининг драма- 
сини аш щ лайди*.

2°. Л а н  г р а н  ж  т е н г л а м а с и
y  =  x f  (р) +  ф (р) ( 1)

курииишда ёзилади, бунда р =  у '.  Бу тенглама цуиидагича интеграл- 
■панади.

( 1) ни х  буйича дифференциаллаб,

P =  f  (Р) +  [ * Г .  (Р) +  Ф' ( P ) ] g

тенгламани топамиз.

* 216- бетдаги  ураманинг таърифига ^аралсин.



Б у  тенглама х  ва —  га нисбатан чизикли. Уни ечиЛ 
dp

х  =  СА (р) +  В (р) (2)
га эга буламиз.

( 1) в а ( 2) тенгламалар умумий интегрални параметр орцали а н щ -  
лайди. Б у  тенгламалардан (мумкин ьулса) р  ни йуцотиб, Ф (х , у, С )—О 
куринишдаги умумий интегралга эга буламиз.

3°. К л е р о  т е н г л а м а с и
у  =  рх  +  ф (р) (3)

Л агранж тенгламасининг хусуснг ^олидир. Б у  тенглама у  =  Сх +  <р (С) 
умумий интегралга ва у  =  рх - f  <р (о) >;амда х = —ф ' (р) тенгламалардан 
р  параметрни йукотишдан >;осил буладиган махсус ечимга эгадир.

2150. у '2 =  4// тенгламанинг бир нечта интеграл чизщлари 
ясалсин. М  (1; 4) ну^тадан ^андай иккита интеграл чизиги 
утади?

2151. у '2 -(■ у 2— 1 =  0 тенгламанинг интеграл чизщлари 

чизилсин. М ну^тадан ^андай иккита интеграл 

чизири  утади?
2152. х у ' 2— 2уу'  +  4 х = 0  тенгламанинг интеграл чизи^- 

лари у  =  ± 2 х  тугри чизиклар орасидаги уткир бурчак ичи- 
да ётиши курсатилсин. Умумий интегралда узгармас С =  ±

±  у> ±  1, ±  2 ва ^оказо деб олиб, интеграл чизиклар ясалсин.

2153. 1) у у ' 2 - \ у '  ( х - у )  — х  - 0; 2) ху'2- \ 2 х у ' —у~  0 
тенгламалар ечилсин га интеграл чизи^лари ясалсин.

2154. Узгарувчилардан биттаси ошкор иштирок этмаган:

1) у  =  I у'2\ 2) x = 2 y ' - ± - t

тенгламалар ечилсин.
Курсатма. у '  ни р  деб белгилаб, биринчи тенгламани х  бунича, 

иккинчи тенгламани у  буйича дифференцналлаш керак.

2155. 1 )0  =  ху'2 +  у ' \  2) у  =  2ху '  +  ± г  3) 2у  =

Лагранж тенгламаларининг умумий га махсус интеграллари 
топилсин. ______

2156. \ ) у  =  ху'  — г/'2; 2) у  =  ху '  — а V \  +  у '2; 3) у  =

=  х у ' - \ - - ^ - г -  Клеро тенгламаларининг умумий ва махсус и н- 

теграллари топилсин ва интеграл чизицлари ясалсин. _



2157. у '2 +  у  =  1 тенгламанинг интеграл чизи^лари ясал­

син. М  нуцтадан цандай иккита интеграл чизири утади?

2158. Узгарувчилард ан бири ошкор иштирок этмаган

тенгламалар ечилсин: 1) у  =  у ' 2 - \- у '3; 2) х  =  — ——
У \ + у ' 2

2159. у  =  2у 'х  +  у  +  У'г-

2160. 1) у  =  у 'х  -\- 2) у  =  ху'  - f  у'  -[- у '2 Клеро тенг-

ламаларининг умумий ра махсус интеграллари топилсин ва 
интеграл чизи^лари ясалсин.

2161. Уринмалари координата у^лари билан юзи узгармас 
2а2 га тенг учбурчак тузувчи эгри чизи^ топилсин.

2162. Уринмасининг координата у^ларидан кесган кес- 
маларининг йигиндиси а  га тенг эгри чизи^ топилсин.

7 -§. Тартибини пасайтириш мумкин булган ю^ори 
тартибли дифференциал тенгламалар

1°. t / n )= f  (х) куринишдаги т е н г л а м а  у н г  томонини кетма- 
кет п  марта инте! раллаб ечилади. ?^ар бир йнтеграллашда битта ихтиё­
рий узгармас .\осил булади, охирги натижада п та ихтиёрий узгармас 
иштирок этади.

2°. у  ошкор иш тирок этмаган F  (х  ,у ',  у") =  0 тенглама у '  =  р,

у,, _  dp  алмаштириш билан 
dx

г  ( - . а | )  =  °
куринишга келтирилади.

3°. х  ошкор иш тирок этмаган F  (у, у ' ,  у ")  =  0 тенглама у ' — р,

у"  =  =  р  алмаш тириш  билан F (у , р, р ^ \  —  0 куринишга кел- 
dx dy  \  dy)

тирилади.
К,уйидаги тенгламалар ечилсин:

б2163. 1) у ’" — бошлангич шартлар: х — 1 булганда 

у  =  2, у ' =  1, у " — 1; 2) £/" =  4 cos2л:, х  =  0 булганда 

у  =  0 , у '  =

2164. х3у" +  х 2у '  =  1. 2165. уу" +  у '2 =  0.



(2166у> у" -|- у' tg х =  sin 2х. {2167) у" | - 2у  ( y ' f  =  0.
Vn?8. i/"jc In л: =  у'. 2169. у" t g y  =  2(у')2.
2170. 1) хг/" — t/' =  Л 2; 2) г/" +  2х у '2 =  0.
2171. Горизонтал тусиннинг бир учи бириктирилган, ик­

кинчи учига Р  куч таъсир этади (тусиннинг огирлиги ^исоб- 
га олинмасин га эгилиши шу ]^адар кичик хисоблансинки,
1 + у ' 2.^  1). Тусин цандай эгри чизиц буйлаб эгилиши ани^- 
лансин.

2172. Эгрилик радиуси нормал узунлигидан икки марта 
кагта булган эгри чизиклар ани^лансин.

2173. Эгрилик радиуси нормал узунлигига тенг булган 
эгри чизиклар аншушнсин.

2174. [0, 1] сегментда эгрилиги k =  х ,я ънн  эгрилиги Ох
буйлаб текис усувчи, координаталар бошида Ох увда

уринувчи эгри чизи^ анщлансин . (утувчи  чизик). Тахминан
1 Н t / 2 z z  1 деб олинсин.

К,уйидаги тенгламалар ечилсин:

2175. у" =  :х =  т  булганда у  =  ^  у' =  1.

2176. (1 + х 2) у " +  2ху' -  х3. 2177. г/"(/3 =  1.

2178. 2уу" =  (у')2. 2179. ^  1  +  / =  0.

2180. 2уу" =  1 +  у '2. 2181. у " tg*  =  у'  +  1-
2182. Эгрилик радиуси нормал узунлигининг кубига тенг 

булган эгри чизи^ ани^лансин.

2183. (— у )  ораликда шундай эгри чизиц ани^лан-

синки, у координаталар бошида Ох уеда уринсин ва унинг 
ихтиёрий ну^тадаги эгрилиги k =  c o s x  булсин.

8-§. Узгармас коэффициентли бир жинсли чизикли 
дифференциал тенгламалар

Б и р  ж и н с л и  ч и з и к л и  д и ф ф е р е н ц и а л  тенглама

У{п) +  PiUin~ l) +  • • • +  РпУ =  °> М
дан иборат. Бунда pip — х  нинг функциялари. Тенгламанинг умумий 
ечими

У =  +  С2;/2 +  ■. • +  Спуп (2)
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дан иборат: бунда у г,уч • .  уп лар (1) тенгламанинг чизикли булмаган 
хусусий ечимлари, C v  С2, . . .  Сп лар эса ихтиёрий узгармаслар.

Агар (1) тенгламанинг pv  рг...........рп коэффиииентлари узгармас
булса, у  ^олда тенгламанинг y lt  y v  . . .  , уп хусусий ечимлари

rn +  Pirn~ ]+  ■ ■ ■ Рп =  °  (3)
характеристик тенглама ёрдами бнлан топилади.

1) (3) тенгламанинг ^ар бир т каррали г  --- а ^а^икий илдизига 
еах, хеа х , . .  . ,  х т~ [ е аххусуеий ечимлар мос келади.

2) 5^ар бир т  каррали г  =  а  ±  р/ мав^ум илдизлар жуфтига т  
жуфт

|  еах cos Рх, хеах cos Рх, . . . , х т —1 еах cos Рх,

1 ea x s in P x ,  x e ^ s i n p x .............хт —1 ea* s in p x

хусусий ечимлар мос келади.
К,уйидаги тенгламалар ечилсин:
2184. у" — 4у '  +  3у  =  0. 2185. у" — 4у '  +  Ау =  0.
2186. у" — Ау' +  13у  =  0. 2187. у" — *4у  =  0.
2188. у" +  \ у  =  0. 2189. у " +  4у'  =  0.

2 i 9 o . £ i  +  3 § _ 4 * _ o .  2191 . 4 5 ?  +  е - ° -

2192. +  2 ^ - +  2s =  0; i =  0 булганда s ■= l ,s'  =  1.

2193. у'" — by" +  8у' — Ау =  0.
2194. y iv —  16t/ =  0, 2195. у'" — 8г/ =  0,
2196. у'" +  3ау" +  З а У  +  а3г/ =  0.
2197. z/1V +  4*/ =  0. 2198. 4yw  — Зу" — у  =  0.
2199. I узунликдаги ипга осилган массаси m га тенг

маятник тебранишларининг тенгламаси аниклансин (^арши- 
лик ^исобга олинмасин ва узо^лашиш бурчаги а  кичик бул­
ган ^олда s i n a ^ a  деб хисоблансин). Тебраниш даври 
аниклансин.

Курсатма. Массаси т  булган нукта радиуси / га тенг айлана буй- 
лаб огирлик кучи таъсиридагина ^аракат цилади деб царалса, нуцтанинг 
^аракати кучнинг фацат тангенциал (уринма буйлаб) ташкил цилувчисн

tf%S
таъсиридагина булади. Тангенциал ташкил килувчи, бир томондан 

булса, иккинчи томондан, m g  кучнинг уринмага булган проекциясига
W2 о

тенгдир, яъни т —  =  /?7£fcos0; бунда s =  a /  булгани учун масаланинг 
d t2



2200. Пружинанинг учига иккита бир хил юк осилган. 
Юклардан биттасининг таъсирида пружина а см чузилади. . 
Юклардан биттаси узилганда иккинчисининг ^аракати ани^- 
лансин, яъни ^аракат цонуни тузилсин (^аршилик ^исобга 
олинмасин). Тебраниш даври аниклансин.

2201. 2200-масалани ^аракат тезлигига пропорционал 
булга л каршиликни ^исобга олиб ечилсин.

К>уйидаги тенгламалар ечилсин:
2202. у" +  3у' -j- 2у  =  0. 2203. у", -| 2ау' +  агу  =  0.

2204. у" +  2у'  +  5у  =  0. 2205. d~  — 2 ^ - З х  =  0.

2206. ~  +  а>гх  =  0. 2207. +  а |  =  0.

2208. x tt+ 2 x t f  Зх =  0. 2209. у'" —  Зг/" +  4г/ =  0.
2210. y w  — Зг/" -  4г/ =  0. 2211. г/1У +  8у" +  16г/]= 0.
2212. г/" — г/ =  0 тенгламанинг (0; 0) ну^тада р - ^ х  туг­

ри чизикда уринувчи- интеграл чизиги топилсин.

9-§. Узгармас коэффициентли бир жинсли булмаган 
чизи^ли дифференциал тенгламалар

1°. А с о с и й  х о с с а .  Бир ж инсли булмаган

у(п) +  p J n - V  +  . . .  + P n y  =  f ( x)  ( 1)

ва бир жинсли

У (П) +  РхУ(П~ {)+  . . .  + Р П У =  0 (2)
тенгламалар берилган; и — (2) тенгламанинг умумий  ечими, эса ( 1) 
тенгламанинг хусусий  ечими булсин. У  ^олда (1) тенгламанинг ум ум ий  
ечими

У =  и +  у г
дан иборат.

2°. А н и ц м а с к о э ф ф и ц и е н т л а р  м е г о д и .  pv p2, . . . .  рп 
лар узгармас булганда хусусий ечим г/г цуйида ги ^олларда аницм ас  
коэффициентлар методи билан топилади:

1) /(■*) — куп^ад,
2 ) /  (х) — етх (a cos nx--j- 6 s in  nx).
3) f  (x ) — олдинги функцияларнинг йигиндиси ёки купайтмаси.
Бу ^олларда у 1 нинг куриниши f  {х) га ухшаш булиб, ундан ф а^ат  

коэффициентлари билан фар^ланади.
К,уйидаги махсус доллар олдингилардан фар^ланади: !) f  (х )— куп - 

^ад, лекин г  =  0 — характеристик тенгламанинг k  каррали илдизи;
2 ) f ( x )  =  mx (a cos n x  +  b sin  пх), лекин r  =  m ± n i  характеристик



тенгламанинг k  каррали илдизи. Бу махсус доллар да у х хусусий ечиМ 
/  (х) дан коэффициентлари билангнна эмас, балки л^купайтувчи Силан 
^ам фар^ланади.

3°. И х т и ё р и й  у з г а р м а с н и  в а р и а ц и я л а ш  у с у л и .  
Бир жинсли булмаган чизицли тенгламани ечиш усулларидан умумий- 
poFH булиб Лагранж методи ёки ихтиёрий дзгармасни вариациялаш ме­
тода ^нсобланади. у 1 ва у 2 бир у ’’ -{- ру’ qy =  0 тенгламанинг узаро 
борлщ  булмаган иккита хусусий ечими булга, у ,\олда у" - \ - р у ' q y =  
=  f  (х ) тенгламанинг ечими, Лагранж методига асосан, у  — А ух +  В у2 
куринишда изланади, б у н д аг^  А  ва В  лар х  нинг функциялари булиб 
улар

А ' У\ +  В 'у 2 =  0, |

A ' y \ + B ' y ' = f  (*)) 

тенгламалар системасини ^аноатлантириши керак.

Бундан А ' =  —  Ы .  (*> , В ' =  V l M ,  ш = \ У\ У* .
w W  | у 1 у г

К,уйидаги тенгламалар ечилсин:
2213. «/"— 2у'-\- у - е х. 2214. у" — Ау =  8л:3.
2215. у" +  Зу'  +  2 у  =  sin 2л: +  2 cos 2л:.
2216. t f + y = x - \ - 2 e * .  2217. у" +  Зу'  =  9х.
2218. у" - 4у' -)- Ъу =  5л2 — 32х -|- 5.

z/2 у
2219. у" — Зу' \ - 2 у  =  ех. 2220. • £2л: =  26 sin kt.

2221. у" — 2у  =  хе ~х. 2222. у" — 2у' =  л:2—л:.
2223. у" +  Ъу' 4  6у  =  е~х +  е ~ 2х.

2224. х  -j 2kx +  2k?x =  5k2 sin kt.

2225. у'" +  у" =  6* +  е~х 2226. у™ -  81 у  =  27e~Zx.

2 2 2 7 . " x + x  =  3i2. 2228. у"' +  8у  =  <Г2*.
2229. 1) х +  4х f  4л: =  e~2t; 2) а3х +  ах =  1.

1 е2х
2230. ж" +  4у  =  2231. у" -  4у' +  5г/ = ^ 5^ .

2232. у" — 2у'  +  у  =  *“ V  . 2233. у" +  у  =  tg*.
1 Р—2Х

2234. 1) у" +  у' =  г; 2) у"_+ 4у' +  4у =  — .

2235. Бирлик масса Ох %  буйича йуналтирилган узгар­
мас а  куч таъсири билан уц йуналишида ^аракат ^илади; 
х;аракатга булган царшиликнинг ^иймати ^аракат тезлигига 
тенг. Агар t =  0 булганда х =  0 ва тезлик v  — 0 булса, ^ара- 
кат цонуни топилсин.



К,уйидаги тенгламалар ечилсин:
2236. у" +  у' — 2 у  =  6х2. 2237. у" —  5у' +  6у =

=  13 sin 3jc
2238. у " +  2у ' +  у  =  ех. 2239. у" +  у '  +  2,5у—

— 25cos2x.
2240. 4у" — у =  х3 — 24х. 2241. у" —  у  =  ё~х.

2242. J -  j 2 j | - b 2 s .=  2/3 — 2.

# 2243. 1) г/" — 2ту' -\- т2у  =  sin тх\ 2) н3у "— 4ш/ =  8.
2244. y'v +  5у" -f 4у =  3 sin х.
2245. t f ' - W  +  Z y - y L e * .
К,уйидаги тенгламалар ихтиёрий узгармасларни нариация- 

лаш усули билан ечилсин:
2246. у" +  4у'  +  4у  =  е~2х In л:.

2247. 1) у  — 2) у  +  =  sina х •

2248. у" ~  2у' +  у  =  - ^ = = = .
J J J f  А — х1

10-§. X,ap хил типдаги дифференциал тенгламаларга 
мисоллар

К,уйидаги дифференциал тенгламаларнинг типи ани^лан- 
син ва ечилсин:

2249■ y' +  j ^ r j  =  e ~ X- 2250. у ' +  у tgx  =  tgx.

2251. (х—Xs) у' +  (2л:2— 1) у  =  х3.

2252. (1 +  х2) у' +  у  (x — Y  1 + х 2) =  0.
2253. t2d s + 2 l s d t  =  e*dt. 2254. ху'  =  4 (г/ +  j / = y ) .

2255. 2хуу'=  2у2 + / i / M 1*5**
2256. ху" +  У' =  Inх. 2257. уу" — 2у '2 == 0.
2258. у" — тгу  — ё~тх. 2259. y 'x lnx  +  у  =  2 1пх.

2260. ху' - f y l n ^ -  =  0. 2261. 2у'  -{-у  =  у3 ( * — 1) 

2262. у'" — 2у" +  у' -  х2 2263. у" =  у' + 'у '2.

2264. ^  — 3 ^  — 2s =  sin t +  2 cos t.
at'* at



2265. 1) sin t ds =  ^4f sin2 у  -f- s j  dt\ 2) y y ' x — y 2 — 1.

2266. 1) xy'  - f  # (* tgx +  1) =  sec x; 2)y"'\+ у  =  e~x.

2267. 1) у " - Ъ у '  +  2у  =  2) у'"у =  у"*/'.

2268. Огирлиги P — а3 кГ  ва радиуси а  дециметр ци­
линдр у^и вертикал булган з^олда сувда сузади. Цилиндрни 
озгина сувга ботириб кейин ^уйиб юборишдан ^осил булган 
тебранишнинг даври топилсин. Харакатга булган царшилик- 
ни тахминан нолга тенг деб ^абул ^илинсин.

2269. Сиртларнинг радиуслари а ва 2а га тенг, ичи ка- 
вак темир шарнинг ички сиртининг температураси 100° ва 
таш^и сиртининг температураси 20°. Марказдан исталган г 
масофада (а <  г <  2д) ca г  1,6 а  булганда шар девори 
ичидаги температура аниклансин.

К$рсшпма. Температураси стационар та^симланган утказувчида тем- 
ИТ1

пературанинг тушиш тезлиги кундаланг кесим юзига тескари про-
dr

порционал.

11 - §. Эйлернинг чизи^ли дифференциал тенгламаси

х'‘у {п) + aix n~l у (п- 1) + ... + а п-i ху' +  any =  f  (х).
Бир жинсли ( /  (я) =  0 булганда) тенгламанинг хусусий ечимини 

у =  х Т куринишда топиш мумкин, бунда г — узгармас сон г ни ани^- 
лаш учун бир жинсли дифференциал тенгламада у урнига у =  х т ни 
^уйиб, г га нисбатан з^осил Оулган характеристик тенгламани ечиш 
керак. Бунда:

1) Xjap бир т  каррали г =  а илдизга т та х а, ха In ха. 
л:в(1п)2, . . . хусусий ечим мос келади.

2 ) Х аР бир т  каррали г — а +  р/ мав^ум илдизлар жуфтига т 
ж уф т

Xa COS (Р In х), X* COS (Р In х) In X, . . . 
х « s i n ( p i n x ) ,  sin  (P In д:) Ы х . . . .

хусусий ечимлар мос келади.
Эйлернинг бир жинсли булмаган дифференциал тенгламаси узгар- 

масларни вариациялаш методи билан ечилади.

К,уйидаги тенгламалар ечилсин:
2270. 1) х3 у  " — Ъху' Н- 3(/ =  0; 2) х 2у" — 2у =  0-,

3) х 2 у" +  2ху'  — п(п  +  1) у  — 0.
2271. 1) х2 у" -j- Ъху' +  4у =  0; 2) х2у" +  ху' +  У =  0.
2272. 1) ху" +  2у' =  10а:; 2) х2у" — §у =  \2  lav.



2273. 1) хгу" — 2ху' +  2у  =  4х;
2) х3у" +  3х2у' +  ху  — 61п х.

2274. 1) х 2у" — 4ху' +  6</ — X s ; 2) х 2у" +  ху' +  у  =  х.

12- §. Узгармас коэффициент.™ чизицли дифференциал тенг- 
ламалар системалари

Ушбу

2275. 2276.
d x
d t

+  х  — у  =  е(
dt/ , 
ж - х +  у

тснгламалар ечилсин.
2275-масалага кдрсатма. Тенгламаларшшг бнринчисидан t буйича

dy
косила олиб учта тенгламадан у  ва ни иукотамиз.

2277.
t.dx__о — Л- А х__и

^  +  8х  — 3(/ =  5е~‘.

9 t

2278.
х — 4х -(- 4х — у  =  О 

У +  4(/ +  4у —2 4 х = \ § е (.

К,уйидаги тенгламалар ечилсин:

2279. { * +  3* +  У — 0 ^ _ о  булганда х  =  1, у  =  1. 
1 у  — х +  у  =  О,

2280. ?  =  У
' у  =  х  +  2 sh /.

13-§. 2 - тартибли хусусий ^осилали чизи^ли дифференциал 
тенгламалар (характеристикалар методи)

2281. К,уйидаги тенгламаларнинг умумий (иккита ихтиёрнй 
функцияларни уз ичига олган)_ечимлари топилсин:

i \  д~и _п. о \  д“и _  п. о\ д2и _____ 1_ ди — р.
* ' d F a i T - 0 ,  дуг _ и ’ дх  ду  х  ду  и ’



ди
КС)рсатма. ^  =  г  деб олинсин.

2282. |^§ =  0 тенгламанинг х  =  1 булганда z  =  у3, ^  =  у2 
шартларни ^аноатлантирувчи хусусий ечими топилсин.

О О О  Q d 2u  и  „  д*и  п2283. д ^ — 4 -g— +  3 ^  =  0 тенглама каноник ку- 
ринишга келтирилсин ва унинг умумий ечими топилсин.

2284. ** 5 F  +  2хУ =  0 тенглама каноник 
формага келтирилсин ва унинг умумий ечими топилсин.

К,уйидаги дифференциал тенгламаларнинг умумий ечимла- 
ри топилсин, бошлангич шартлар берилган ^олларда хусусий 
ечимлари топилсин:

2 2 8 5 . 1 ^ - 4 ^  +  4 ^ = 0 .д хы д х  ду  1 душ

2286. — |^ г  =  0; л: =  О булганда и =  sin у, ^  =  у.
г» г» о  *7 d “ii , п2287. а: ^ 1 + У  ^  =  0;

л: =  1 булганда и =  2у  +  1, =  г/.

2288. t2^ -  — х2 =  0; t =  1 булганда ы =  2л:2, =  х2.

К,уйидаги тенгламаларнинг хусусий ечимлари топилсин:

228э- S  +
t =  0 булганда и =  0 , -^  =  — * — 1.

2290. 4а2* ^ _ ^ + 2 а 2 |  =  0.

t =  0 булганда и — 0 , ^  =  ах.

2291. а2| ^  =  t =  0 булганда ы = / ( * ) ,  =  ^  (*)■



и к к и  УЛЧОВЛИ, УЧ УЛЧОВЛИ ВА ЭГРИ ч и з и к л и  
ИНТЕГРАЛЛАР

1-§. Икки улчовли интеграл билан юзларни ^исоблаш

1°. Агар (S) ссца

тенгсизликлар билан ашцланган булса, у ^олда бу соханинг юзи цуйИ' 
дагича ифодаланади:

3°. Агар (S ) coj^a кутб координаталарида q>i <  ф с  ср2. (ф) '  г <  г2 (Ф) 
тенгсизликлар билан ани^ланса, у з^олда бу соханинг ю зи

<?2 Г2(<р)

К,уйидаги чизщлар билан чегараланган юзлар икки улчов­
ли интеграллар билан ёзилсин ва ^исоблансин:

2292. ху  =  4, у  =  х, х  =  4.
2293. 1) у  =  л:2, 4у  =  х2, у  =  4;

2) у  =  я2, 4у  — х 2, х =  ±  2.
2294. г/2 =  4 +  л:, л: -+ Зу =  0.
2295. а у  =  л:2 — 2ах, г/ =  л:.

а  л: ' 6 ,  !/j (х) <  у  <  у 2 (х)

2°. Arap (S) со^а
h <  у  <  I, X ih i)  <  х  < х 2 {у), 

тенгсизликлар билаи ани^ланган булса, у ^олда
I X,  (у)

(S) <Fi г,(?>



2296. у  — \пх ,  х  — у = 1  ва у  —
2297. Юзлари ушбу

а а V  а 1 — у ‘ а V 2аг — х*
1) j* dx; 2) |  dy  j  dx\ 3) j  dx  j  dy

б 0 а—у  0 *
интеграллар билан ифодаланувчи со^алар ясалсин. Бу интег- 
ралларда интегралланиш тартиби узгартирилсин.

Кдрсатма. Со^ани чегэраловчи чизикларнинг тенгламаларини ^осил 
ь^илиш учун d x  буйича олинган интегралнинг чегараларини х га, dy буйи- 
ча олинган интегралнинг чегараларини эса у  га тенглаш керак.

1 2 -х *  о о

2298. Юзлари 1) j* dx  j* dy\ 2) j" dy  j ' dx интеграл-
0 x  —2 y ‘—4

лар билан ифодаланувчи со^алар ясалсин. Интеграллаш тар­
тиби узгартирилсин ва юзлар ^исоблансин.

2299. г  — а (  1 — cos<р) ва г =  а  чизик;лар билан чегарала- 
ниб, дойра ташцарисида жойлашган со^а юзи ^исоблансин.

2300. г cos ф =  а  турри чизи^ ва г  =  2а айлана билан 
чегараланган юз ^исоблансин.

Куйидаги чизиклар билан чегараланган юзлар ^исоблансин:
2301. х у  =  j ,  ху  =  2а2, у  =  ^ ,  у  =  2х.

КЦрсатма. Б у  масалада х у  — и ва у  — vx  ларга асосан янги и , v 

координаталарга утиш кулайрок, у ^олда юз ушбу J  j* | / 1 du dv

дх ду 
ди ди
д х д ц  якобиан дейилади. 2302- 

dv dv
масалада у 2 =  и х , vy1 =  х 3 деб, 2303- масалада - эса х  — г соб3ф  
ва у  =  г  s in 3 ф деб умумлашган цутб координаталарига утилсин.

2302. t/2=  ах, у % =  16ах, ауг =  х3, 16ауг =  х3.
1. — А

2303. л:3 +  у 3 =  а 3 .

формула буйича ^исобланади, бунда J  =

К,уйидаги чизиклар билан чегараланган юзлар ^исоблансин:
2304. у  =  х 2 у  =  х  +  2.
2305. ах  =  у 2 — 2ау  ва у  -f х  =  0.
2306. у  =  sin л:, у  =  cos х  ва х  =  0.
2307. у 2 — а2 — ах, у  =  а +  х.
2308. г  =  4(1 -f cosq;), г  cosqp =  3 (тукри чизиедан унг 

томондаги юз).



2309. г =  а(1 — coscp), г —а ва кардйоиданинг таш^ари- 
сида жойлашган юз.

2310. ху = 1, ху — 8, у2 =  х, у2 = 8х.
2311. Юзлари

Ь х  а Y  2аг~ д г 4 8 - .г

1) j" dx j  dy, 2) j' dy j  dx\ 3) f dx | dy
a a 0 V  ay  ® 2 Y  x

интеграллар билан ифодаланувчи со^алар ясалсин. Интеграл­
лаш тартиби узгартирилсин ва юзлар ^исоблансин.

2- §. Массаси текис та^симланган юзнинг (зичлиги ц =  1 
булганда) огирлик маркази ва инерция моменти

Массаси текис та^симланган S  юзнинг огирлик маркази ксордината- 
лари:

И [х dxdy \ i y d x  dy
1 _____ — ■ У с = - ] ■’ ______ (1 )S S

S  юзнинг инерция моментлари:

I x =  j  j V dxdy, Iу  = j  j  x-dx dy, /„ =  j  j  r2 dx dy. (2)
<S) (S) (S)

К,уйидаги чизи^лар билан чегараланган юзнинг огирлик 
маркази топилсин:

2312. у — 0 ва у =  sin лг синусоиданинг битта ярим тул- 
цини.

2313. у — х2, х =  4, у =  0. 2314. у2 = ах ва у — х.
2315. х2 +  у2 =■ а? ва у =  0.

2_ J. J
2316. х 3 -j- у 3 =  а 3 астроида ва Ох билан чегаралан­

ган юзнинг огирлик маркази.
Кдрсат м а. х  =  г  cos3 (р ва и =  s in 3 ф ор^али умумлашган ^утб к о -  

ординаталарига утилсин.

2317. х — 0, х =  а, у — 0 ва у =  b чизи^лар билан чега­
раланган туртбурчак юзининг 1Х, 1У ва / 0 инерция моментла­
ри ангаушнсин.

2318. г/ =  у ,  х = а, у —а чизщлар билан чегараланган
юзнинг Ох увда нисбатан инерция моменти ани^лансин.

2319. Учлари Л (0; 2а), В  (а; 0) ва С (а; а) ну^таларда 
булган учбурчак юзининг Оу у^ца нисбатан инерция моменти 
топилсин.



2320 — 2323- масалаларда берилган чизиклар билан чега- 
раланган юзларнинг ^утб инерция моментлари аншугансин:

2320. х +  у =  а, х =  0, у =  0. 2321. г2 =  a2 cos 2ф.
2322. г — а айлана билан чегараланган юзнинг.
2323. у2 — ах, х — а.

К,уйидагиларнинг огирлик марказлари аншугансин:

2324. у2 = ах, х =  а, у =  0 лар билан чегараланган па­
рабола ярим сегментининг (у >  0 булганда).

2325. Ох у к, билан кесилган ^  +  fa- =  1 ярим эллипс- 
нинг.

2326. у — а —. у — 2х ва х =  0 чизиклар билан чега­
раланган юзнинг Оу увда нисбатан инерция моменти ани^лан- 
син.

2327. Учлари Л ( 1; 1), В  (2; 1), С (3; 3) нукталарда бул­
ган учбурчак юзининг Ох укка нисбатан инерция моменти 
ани!ушнсин.

К,уйидаги чизиклар билан чегараланган юзнинг кутб инер­
ция моменти анщлансин:

2328. ± +  М- = \, х =  0, у = 0.а Ь ’ a
2329. у =  4 — я2 ва у = 0 . 2330. г —а( 1 — cosip).

3- §. Икки улчовли интеграл билан ^ажмни ^исоблаш

Юкорида г  =  F (х,  у)  сирт, куйидан г =  0 текислик ва ён томон- 
лардан, хОу  текисликдан (S)  ссца кесуЕчи цилиндрик сирт билан чега­
раланган жисм з^ажми ^уйидагига тенг:

V =  j* j" zdxdy = J  j* F (x, ij) dx dy.
Ь )  (S)

К,уйидаги сиртлар билан чегараланган жисмнинг ^ажми 
^исоблансин:

2331. z =  х2 +  у2, х -+- у =  4, х =  0, у =  0, г =  0.
2332. z =  х -+ у а, у2 = ах, х — а, г — 0, у = 0 

(у >  0 булганда).
2333. (х +  у)2 +  az =  а2, х — 0, у = 0, z =  0 (сиртни 

х =  0, г/ =  0, z =  0, z — h < a  кесимлар буйича ясаш керак; 
546- масалага каралсин).



2334. Xй - f  у2 = a2, x2 -j- z2 — a2 (552- масалага каралсин). 
2235. z2 = xy, x = a, x =  О, у = а, у =  0.
2336. az =  x2 — y2, z =  0, x = a.
2337. z2 = xy, x + у =a.
2338. x +  у +  z =  3a, x2 +  y2 =  a2, z =  0.
Курсатма. 2338 — 23 4 4 -масалаларда кутб координаталарига утил-

син.

2339. z =  тх, х2 +  у2 =  a2, z = 0.
2340. az =  а2 — х2 — у1, z =  0.
2341. х2 -+ у2 -|- z1 =  4a2, х2 - f  у2 — а2 (цилиндр таш^ари- 

сида).
2342. х2 +  у2 +  z2 =  a2, х2 + if  ±  ах =  0 (цилиндр ичида).
2343. л:2 -f  I/2 =  а2 цилиндр ичидаги у — xtg — гелико- 

иднинг биринчи урамаси ва z =  0 текислик.
2344. z2 =  2ах, х2 г/2 =  ах.
2345. -  =  1 — ^  z =  0.с а* Ь‘
Курсатма. 2 3 4 5 -ва 2 3 4 6 -масалаларда умумлашган (эллиптик) цутб 

координаталари х  =  аг cos ф, у =  br sin  (р га утилснн.

2346. г =  се а‘ ва С  +  С  =  1 •аы ' оы
А Л 1 2l

2347. х 3 -f-i/3 - f z 3 = a 3 (x =  r cos3 ф, у — г sin3 ф деб 
олинсин.)

К,уйидаги сиртлар билан чегараланган жисмларнинг ^ажм- 
лари ^исоблансин:

2348. z — a — х, у2=ах ва z =  0.
2349. z => х2 +  у2, у =  х2, у =  1, z =  0.
2350. y2-\-z2 — 4ах, у2 =  ах, х = За (цилилдрдан таш-

- к,арида).
г2 г2 г2 (/2

2351. ^  +  = 1 Л  + я -  =  L а- 6“ а2
2352. Коноида х2 у2 +  h2z2 — а2 у2, 0 <  у < /г  булганда

(559-масалага ^аралсин).
2 2 2 2 2 2

2353. x 3 + z 3 =  а 3 , * 3 +  у 3 =  а 3
2354. 4г =  16 — хг — у2, z =  0, х2 -f у2 = 4 (цилиндрдан 

ташцарида).



Курсатма. 2354 —  2358- масалаларда ^утб координаталарига утил-
син.

2355. z2 =  (х +  а)2, х2 +  у2 =  а2.

2356- 2 =  jq rp >  2 =  0, х2 +  у2 =  1, х2 +  у2 =  4.
2357. az =  х 2 +■ г/*, г =  0, х2 •+- у2 ± ах =  0.
2358. az = а2 — х2 — у2, z = 0, х2 у2 +  ах=0 (цилиндр- 

лар ичида).

F (х, у, г) =  0 сиртнинг г =  0 текисликдаги проекцияси а 2 булган
о  к.исмшшг юзи ^уйидагига тенг:

Шунга ухшаш долган икки координата текисликларига проскция- 
ланганда

ларгэ эга буламиз.

К,уйидаги юзлар ^исоблансин:

2360. 2z =  х2 цилиндр сиртидан у — у  , у = 2х, х —
=  2 У  2 текисликлар билан кесилган юз.

2361. х >  0 на г/ >  0 булганда z2 = 2xy конус сиртидан 
х — а т  у = а текисликлар билан кесилган юз.

2362. у2 +  г2 =  х2 конуснинг х2 -f у2 = а2 цилиндр ичи- 
даги сиртинингюзи.

2363. az =  ху сиртнинг х2 +  у2 = а2 цилиндр ичидаги 
сиртининг юзи.

2364. х2 +  у2 = г2 конуснинг z2 =  2рх цилиндр ичидаги 
сиртининг юзи.

KCjpcamm. х  =  a r cos ср, у =  br sin ср деб олинсин.

4-§. Эгри сиртларнинг юзлари

дг

—  dxdy.  аЛ



К,уйидаги юзлар ^исоблансин:
2365. х2 f  z2 =  а2 цилиндрнинг х2 у2 =  а2 цилиндр ичи- 

даги сиртининг юзи.
2366. х2 4- у2 +  z2 = а2 шарнинг х2 +  у2 ±  ах — 0 цилиндр 

ичидаги сиртининг юзи.
2367. х2 +  У2 — 2az параболоиднинг х2 -{-у2 — За2 цилиндр 

ичидаги сиртининг юзи.
2368. 0° ва р° меридианлар, экватор ва а ° параллел би­

лан чегараланган ер сирти цисмининг юзи икки улчовли ин­
теграл ёрдами билан ^исоблансин. а  =  30°; р =  60° булган- 
даги хусусий ^ол курилсин.

5- §. Уч улчовли интеграл ва унинг татби^и

Агар (I/) соха

а '  х <  Ь, ух (х) < у < у 2 (х),  zj (xlt  у) < г ■' га (хх , у) 
тенгсизликлар билан аницламган булса, у зрлда

ь и ,  (*) г 1 (*, у )

F (х , у, г) dx dy d z = ^  dx  j dy j  F  (x , у, z) d z
(V~) a  y t ( x )  z, (x ,  y )

F (x, у , г) — 1 булганда V нинг з^ажми з^осил булади. ^аж ми V 
га тенг булган бир жинсли жисмнинг огирлик маркази координаталари 
цуйидаги формулалар билан топилади:

Хс ~  V j f  | x d x d y d z ,  yc = у  f  j" J  ydxdydz ва з̂ оказо.
' (V)’ l (V)

2369. az =  x2 +  y2, 2az = a2 — x2 — y2 сиртлар билан че­
гараланган жисмнинг ^ажми анщлансин.

2370. х2 +  у2 — z2 — 0, х2 +  у2 +  z2 =  а2 сиртлар билан 
чегараланган жисмнинг конус ичидаги ^исмининг ^ажми ани^- 
лансин.

2371. х2 +  у2 — z2 — 0 конус сирти х2 +  у2 -[- г2 =  2az 
шарнинг ^ажмини 3 : 1 нисбатда булиши курсатилсин.

2372. Ё^лари х +  у +  z =  а, х= 0, у = 0, z — 0 текис- 
ликлар билан ташкил этилган пирамиданинг >̂ ар бир ну^та- 
сидаги^зичлик шу ну^танинг аппликатаси z га тенг. Пирами­
данинг"* масаси аницлансин.

Куйидаги сиртлар билан чегараланган бир жинсли жисм­
нинг огирлик маркази аниклансин:

2373. х + у + г =  а, х =  0, у — 0, 2 =  0.
2374. az — а2 — х2 — у2, z =  0.



К,уйида курсатилган сиртлар билан чегараланган жисмнинг 
(зичлик ц — 1) Ог уь^а нисбатан инерция моменти аницлан- 
син:

2375. х =  О, у = О, у = а, г =  О ва х -\-z=a.
2376. х +  у +  г =  а у  2, х2 +  у2 =  а2, г = 0.

2377. 1) (х2 +  у2 +  z2)2 = а3хг 2) (х2 +  у2 +  г2)2 =
=  az (х2 +  у2)

ёпи^ сирт билан чегараланган жисмнинг ̂ ажми аниклансин.

Кдрсатма. х  =  г sin 0 cos <р, у  =  г s\n 0 sin(p, z =  r cos (p фор- 
. мулалар буйича сферик косрдинаталарга утилсин, ^ ажм элемента куйи- 

дагича ^исобланади:

dV  =  /-2sin 0 rf(р rfcp dO.

К,уйицаги сиртлар билан чегараланган жисмнинг ^ажми 
аниклансин:

2378. az =  х2 +  у2, x2 + y2 + z2 = 2а2.
2379. х2 + у2 — г2 =  0, 2 =  6 — х2 — у2.
2380. аг = х2 + у2, г2 =  х2 +  у2.
2381. х2 +  у2 — г2 =  0 в а  z = h сиртлар билан чегара­

ланган жисмнинг хар бир ну^тасида зичлик шу ну^танинг 
аппликатасига тенг булса, жисмнинг массаси аниклансин.

2382. Агар 2х +  z =  2а, х + z = а, у2 — ах, у — 0 сирт­
лар билан чегараланган (у >  0 булганда) жисмнинг j âp бир 
нуцтасидаги зичлик шу нуцтанинг ординатасига тенг булса, 
жисмнинг массаси аниклансин.

2383. х2 +  у2 +  2 2=  а 2, 2 =  0 сиртлар билан чегараланган 
бир жинсли ярим шарнинг огирлик маркази аниклансин (г >  0).

2384. z2 =  2ах, 2 =  0, х2 +  г/2 =  ах сиртлар билан чега­
раланган жисмнинг Oz уи,ка нисбатан инерция моменти ани^- 
лансин.

2385. (х2 -j- у2 +  г2)2 --- ахуг сирт билан чегараланган жисм­
нинг ^ажми аниклансин (сферик координаталарга утилсин) 
(2377- масалага ^аралсин).

2386. Агар х2 -+ у2 +  г2 =  а2 ва х2 +  у2 +  г2 = гь4а2 сирт­
лар орасидаги сферик ^атламнинг ^ар бир ну^тадасидаги зич- 
лиги шу ну^тадан координаталар бошигача булган масофага 
тескари пропорционал булса, катламнинг массаси аниклансин 
(сферик координаталарига угилсин).



1°. Э г р и  ч и з и к л и  и н т е г р а л н и н г  т а ъ р и ф и .  Турриланув"

чи эгри чизикнинг А В  ёйи устида узлуксиз Р (х, у , г) функция аниц- 
ланган булсин.

А (х0\ у0\ z0), ML (х ^  у у ; ..............Мп- \  (хп-  i; уп-  i; zn-  l) ва
В (хп\ Уп, гп) пу^талар билан ёйни булакларга ажратайлик Х[ — xi— 1 =П ^
=  АXi булсин. У ^олда l !m V  Р  (*,-,(/,■, zi) Ах,- А В  ёй буйича

—»0 / _ |
олинган эгри чизикли интегралшр дейилади ва j* Р  (х , у,  г) dx  ку-

АВ
ринишда белгиланади. Шунга ухшаш j" Q ( x , u , z ) d y  ва R ( x , y , z ) d z

".АВ "лЬ

интеграллар з̂ ам таърифланади, j" ( P d x + Q  d y - \ - R d z )  интеграл эса
w -
АВ

олдинги интегралларнинг йириндиси  сифатида _таъриф;:анади. Ни^оят,

J Р (Х, у, г) ds  hm  р  (Xh у . Z(.) д 5(.( бу ерда Asi= . \ i P i M i 
; 1=1АВ

куринишдаги эгри чизикли интеграл з̂ ам учрайди.

2°. Э г р и  ч и з и ц л и  и н т е г р а  л н и  з ^ и с о б л а ш .  А В  эгри чи- 
зик х =  [ (t), у  — ф (/), г — ty(t) тенгламалар билан берилган булиб,

бундаги t параметр, М  (t) ну^та А В  ёй буйлаб бир томонга цараб 
з^аракат ^илганда монотон узгарувчи булсин; у  вацтда

<в

f  Р (х, у, г) d x = \ P \ f  (« , Ф (0 .  4’ (0 ]  П О  dt,
t Я

АВ •

яъни эгри чизикли интеграл белгиси остидаги барча узгарувчиларнч ва 
дифференциалларни эгри чизщтенгламаларидс'нбитта (t) дзгарувчи ва 
унинг дифференцаали (dt) ор^али ифодалаш керак,

3°. Э г р и  ч и з и к л и  и н т е г р а л н к н г  м е х а н и к  м а ъ н о с и

J  (Р  dx +  Qdu -f- Rdz) куринишдаги интеграл, бирлик массанинг

АВ

F(P; Q; R) куч з^осил цилган ыайдонда АВ  ёй буйлаб >;аракат ^илишида- 
ги ишни аницлайди.

4°. Т у л и ^  д и ф ф е р е н ц и а л  б у л г а н  з^ол. Агар бирор (К)

соз^ада Р dx +  Qdy +  R d z  =  du булса, у зрлда j (Р d x Q  d y -\-

"ав
4 - R  dz) =  u B— uA булади, яъни у и (х, у, г) функциянинг В ва А



ну^талардаги ^ийматларининг айримасига тенг булиб, (V) со%яда олин­
ган интеграллаш йдли АВ га боглщ эмас.

[ P d x  +  Q dy =  j  j  ( i - ^ d x d y
(С) (S)

Pdx +  Qdu функциядан (С) ё т щ  контур буйича (соат стрелкасига ^арши 
йуналишда) олинган эгри чизщли интегрални шу контур билан чегара­
ланган (5 )  соха буйича олинган икки улчовли интегралга алмаштиради.

5°. Г р и н ф о р м у л а с и

( | )  {Pdx-\- Q dy ) .=  ^  dx dy

(С ) (S )
Pdx Ody  функциядан (С) контур буйича (соат стрелкасига ^арши 
йуналишда) олинган эгри чизи^ли интегрални шу контур билан чегара­
ланган (£ ) со^а буйича олинган икки улчовли интегралга алмашти­
ради.

6°. (С) контур билан чегараланган юз:

S  =  n ф  (xd y  —  ydx).
(С)

2387. А (2; 2) ва В  (2; 0) ну^талар берилган. 1) О А 
турри чизщ; 2) У = \  паРаболанинг О А ёйи; О В А сини^ чи-

зик; буйича j" (х + у) dx ^исобланскн.
' ( О

2388. Л (4; 2) ва В  (2; 0) нууалар берилган, 1) О А тур­
ри чизии;; 2) ОБА синик; чизи^ буйича

j  [{х + У) dx — х dy]
хисоблансин.

2389. 2388-масала j  (ydx +  xdy) интеграл учун ечилсин.
(С) “

Нима учун бу ерда интегралнинг ^иймати интеграллаш йу- 
лига боглик, эмас?

2390. А (а; 0; 0), В  (а; а; 0) ва С (а; а\ а) ну^талар 
берилган. ОС тугри чизик; ва ОАВС сини^ чизи^ буйича
|  (ydx +  zdy +  xdz) интеграл ^исоблансин.

2391. Координаталари Р ■-= х — у, Q =  х булган F [Р, Q) 
куч майдон ^осил цилади. Томонлари х = ± а  ва у =  ± а 
дан иборат квадратнинг хар бир учида F куч ясалсин ва бир- 
лик масса квадратнинг контури буйича ^аракат ^илгандаги 
иш ^исоблансин.

2392. F {Р, Qj куч майдон ^осил ^илади, бундай Р  =  
=  х +  у, Q =  2х, х = a cos t, у =  a sin t айлананинг ^ар



бир чораги бошида F  кучи ясалсин ва уша айлана буйича 
бирлик масса ^аракат кдигандаги иш ^исоблансин.

Шу масала Р = х-\-у, Q — х ^ол учун ^ам ечилсин. Ни- 
ма учун бу ерда иш нолга тенг?

2393. F [у, а} куч майдон ^осил ^илади. т  масса х =  
=  a cos /, у — b sin t эллипснинг биринчи чораги ва коор­
дината ярим уцларидан иборат контур буйича ^аракат ^ил- 
ганидаги иш ^исоблансин.

2394. F [х, у, г] куч майдон ^осил !ушди. Бирлик мас­
са, О (0; 0; 0), А (0; а; 0), В (а; а\ 0), С (а; а; а) ну^талар- 
ни бирлаштирувчи ОАВСО сини^ чизи^ буйича ^аракат цил- 
гандаги иш ^исоблансин.

2395. Томонлари х = 0, у =  0, х -\- у =атугри чизицлар-

да ётган учбурчак контури буйича олинган (j) [(дс -|- у) dx —
(С)

— 2xdy] интеграл учун Грин формуласи ёзилсин ва текши- 
рилсин.

2396. 1) J  [2xydx+x2dy],
АВ

2) j  [cos2ydx — 2а: sin 2 ydy]\ 3) j  [tg у dx +  x sec2 у dy] 
'Kb  a b

интеграллар A  ̂1; -̂ j ну^тадан В  ^2; — j ну^тагача ихти-

ёрий чизи^ буйича ^исоблансин.
2397. Грин формуласини татби^ этиб, учлари А (а; 0), 

В (а; а) ва С (0; а) нуцталарда булган А АБС контури бу­
йича (j) [у1 dx у)2, dy] интеграл ^исоблансин.

(С)

2398. х =  a cos t, у = b sin t эллипс юзи эгри чизи^ли 
интеграл билан ^исоблансин.

2399. jc3 +  х2 — у2 =  0 эгри чизи^ илмогининг юзи эгри 
чизи^ли интеграл билан ^исоблансин (53- чизмага ^арадсин).

Курсатма. у  =  xt  деб олиб параметрик тенгламаларга утилсин.

2400. х3 +  г/3 — 3аху =  0 Декарт япроги илмо1 ининг 
юзи эгри чизи^ли интеграл билан ^исоблансин (2399-масала- 
да берялган курсатмага ва 83- чизмага ^аралсин).

2401. х2-\-у2 = а2 айлананинг ю^ори ярмида текис та^- 
симланган М  масса координаталар бошида жойлашган т  мас- 
сани цандай куч билан тортади?



Кврсатма. ]х —  ч изтуш  зичлик, ds— ярим айлана узунлигининг 
элементи, 0 —радиус-векторнинг Ох билан ^осил килган бурчаги, X  
ва Y  лар эса тортиш кучининг проекциялари булсин.
У  ^олда

f  km\x cos 0 ds ^  f  km\i sin 0 ds 
X =  ) ?1 ’ У =  ] ?  ’

(C) (C)
бундаги k—тортиш узгармаси.

2402. А (—а; а) ва В  (a; a) нуцталар берилган, АВ кес- 
ма буйича текис таксимланган М масса (0; 0) нуцтада жой- 
лашган т  массани кандай куч билан тортади?

2403. А (а; 0) , В  (0; а) ва С (—а; 0) нуцталар берил­
ган. ABC синиц чизиц буйича текис таксимланган М  масса 
координаталар бошида жойлашган т  массани цандай куч 
билан тортади?

2404. А (0; 1), В (2; 5) ва С (0; 5) нуцталар берилган 
[ 1(х + У) dx — 2ydy] интеграл: 1) АВ турри чизик; буйича;

<fc) ~2) у =  х2 +  1 параболанинг АВ ёйи буйича; 3) ABC синиц 
чизик, буйича ^исоблансин.

2405. А (— а; 0) ва В  (0; а) нуцталар берилган.Бирлик 
масса: 1) АВ  тугри чизиц буйича; 2) АО В  синиц чизиц бу-

X2йича; 3) у —а — — параболанинг АВ ёйи буиича ^аракат
килганда F  {Р , Q} кучнинг иши хисоблансин, бунда Р — у 
ва Q =  у — х.

2406. Исталган ёпик контур буйича олинган (j) [ydx +
(С)

+  (х +  У) dy] интегралнинг нолга тенг эканлиги курсатилсин. 
у =  х2 ва у =  4 чизицлар билан чегараланган фигуранинг 
контури буйича интегрални хисоблаб, олдинги натижа текши- 
рилсин.

2407. Учлари Л (1; 1), В (2; 1) ва С (2; 2) нуцталарда 
булган учбурчакнинг контури буйича олинган (j) ин-

(С)

теграл учун Грин формуласи ёзилсин ва текширилсин.
2408. x = acos3t, у ~  a sin3t астроида билан чегаралан­

ган юзни эгри чизицли интеграл билан хисоблансин.
2409. у2 +  х4 — х2 = 0 эгри чизик билан чегараланган юзни 

эгри чизицли интеграл билан хисоблансин.



7-§. Сирт буйича олинган интеграллар. 
Остроградский ва Стокс формулалари

1°. О с т р о г р а д с к и й  ф о р м у л а с и  цуйидагича ёзилади: 

j j  (Р  cos а  +  Q cos Р +  Я cos у) ds =  j  ^ j* ( g  +  W  Л , dz,

(S) '(V)
бунда a , p ва 7  — ёпин, S  сирт ташци нормалицинг бурчакларидан, V  
эса шу сирт билан чегараланган ^ажмдан иборатдир. Биринчи интеграл-

нп ± dF дР dF 
Р Гх + ^дЦ + д̂1

дх ду
— Ор— куршшшда ёзиш мумкин,

ds,

<^ г ) дг
бунда F (х, у , г) =  0 — сиртнинг тенгламаси, S z эса S  нинг г =  0 те­
кисликдаги проекциясидир.

2°. С т о к с  ф о р м у л а с и  цуйидагича ёзилади:
cos a  cos Р cos у 

(j) {Р d x + Q  dy +  R d z , =  f  f  i  1  i
(C) {s ' dx dlj dz

’ P  Q R
бунда p ва у  — S  сиртга утказчлган нормал бурчакларидан иборат 
булиб, у сиртнинг шундай томонига йуналтирилганки, ундан С контур- 
ни айланиш соат стрелкасининг юрншига царши куркнади.

2410. j" J  [a: cos a  -f у cos P +  z cos y] ds интеграл,
(•S)

x +  У +  2 =  а текисликнинг биринчи октантада ётган ^исми- 
нинг устки сирти буйича ^исоблансин. 

2411. [ |  [х2 cos (« ,/)+ у2 cos (я, У) +  г2 cos (я, k)\ ds
' ( S)

интеграл, х2 -f- у2 +  2az =  а2 параболоиднинг иккинчи октанта­
да ётган ^исмининг устки сирти буйича хисоблансин (бунда 
* <  0, у >  0, z >  0).

КС/рсатма. Интегрални j" J  ( х л +  у3 +  аг2) куршшшга

• isz) а
я

келтириб, цутб координаталарига утиш керак. ср бурчак ^  Да» я  гача 

^/згаради.

2412. х2 +  у2 +  г2 =  а2 шарнинг сирти буйича олингап 
J j [х cos (п, i) +  у cos (я, У) +  z cos (я, k)[ ds интеграл 
(s> ~ учун Остроградскии формуласи езилсин ва текширилсин. 

2413. х2 + у2 +• 2az =  а2, х =  0, у =  0, z =  0 сиртлар 
билан чегараланган жисмнинг биринчи октантада ётган i-̂ ис-



мининг ташкой сирти буйича олинган j  j  [х2 cos (я, i) -f
(S)

+ уг cos (и,у) +  r2cos(ra, k)} ds интеграл учун Остроградский 
формуласи ёзилсин ва текширилсин.

Кдрсатма. Жисмнинг текис ёцлари буйича олинган икки улчовли 
интеграл 0 га тенг, чунки, масалан, z = 0  текисликда cos (п , I) =  О 
ва cos (я , У) =  0.

2414. Остроградский формуласида P = x ,Q = y ,R  = z 
деб олиб, з^ажм учун ушбу

V —  ̂ j* [х cos a -j- у cos Р +  z cos ?] ds 
(s)

^2 y2
формула ^осил к^илинсин. Бу формулага асосан ^  ^  +

-2
+  ^  =  1 эллипсоиднинг ^ажми ^исоблансин.

2415. Остроградский формуласида Р — Q = ^ , R —

деб олиб (яъни {Р, Q, R] векторни gradu га тенг 

деб олиб), Г j" j* А и dx dy dz =  J  j* ̂  ds тенглик исбот ци-
(V ) o o (S )

линсин, бундаги Д м = -^ -  +  ' ^ г + ^ г  — Лаплас оператори.
2416. Олдинги масаладаги формулани х2 +  у2 +  г2 =  а2 

сирт устида и =  х2 -+- у2 +  г2 функция учун текширилсин.
2417. Стокс формуласи ёрдами билан исталган контур

буйича олинган J  (yz dx xz dy + xy dz) интегралнинг нол-
(С)

га тенглиги курсатилсин. Буниучлари О (0; 0; 0), Л (1; 1; 0) 
ва В  (1; 1; 1) ну^талардан иборат АО А В  контури буйича 
интегрални ^исоблаб текширилсин.

2418. Учлари А (а; 0; 0), В  (0; а; 0) ва С (0; 0; а)
ну^талардан иборат A ABC контури буйича олинган (j) [(г —

(С)
— y)dx + (х — г) dy -f (у — х) dz] интеграл учун Стокс фор­
муласи ёзилсин ва текширилсин.

Курсатма. Икки каррали интегрални ABC учбурчакнинг периметри- 
дан утувчи ихтиёрай сирт буйича олиш мумкин, масалан, * -(- t/ +  z =  
=  а текислик буйича олиниши мумкин.



2419. x2 - f  уг z2 =  а2 шар сирти буйича олинган 

j  j* [x3cos(«, i) +  if cos (n, j )  +  z3cos(n, &)[ ds интеграл

учун Остроградский формуласи ёзилсич ва текширилсин. 
Кдрсатма. Уч улчовли шггегралда сферик координаталарга утилсид

2420. Учлари А (а; 0; 0), В  (0; а; 0) ва С (0; 0; а) 
нуцталарда булган учбурчакнинг контури буйича олинган
ф [x(z — у) dx] 4- у (х — z) d'j -f- z (у — x)dz\ интеграл учун
(С)

Стокс формуласи "езилсин ва текширилсин (2418- масалага 
берилган ̂ курсатмаган царалсин).

2421. х + у + z — а, х = 0, у = 0, г = 0 текисликлар 
билан ^осил цилинган пирамиданинг ташци сирти буйича олин­
ган j  j  (x3dydz 4-[у3 dx dz 4- z^dx dy) интеграл Остроградский

(S)
формуласи ёрдами билан хисоблансин.



X I V  Б О Б  

ЦАТОРЛАР 

I- §. Сонли цаторлар

1° Агар Uj +  н2 +  «з +  • ■ • +  ип +  • • • цаторнинг биринчи п  та 
^аднинг йикиндиси Sn, п чексизликка интилганда (п->-со) чекли S  ли- 
митга интилса: lira Sn — S ,  цатор щинлашувчи дейилади. S  сон я^ин-п-юо
лашувчи каторнинг йигиндиси  дейилади. ЯкинлашУвчи булмаган цатор 
узо^лашувчи дейилади.

Каторнинг яцинлашувчй булиши учун п чексизликка интилганда 
(n-voo) ип нинг нолга интилиши (ип -*0) зарурдир (аммо етарли эмас).

2°. ^адлари мусбат ^амда камаювчи булган ^аторнинг яциилашиши 
учун н а т е г р а л  а л о м а т :

Агар un= f  (п ) деб  олинса, бунда f  (п) камаювчи функция ва

<» (А  булса, у ^олда ^атор я^инлашади,
\  f  (х) d x = \
1 (оо булса, у >;олда катор узо^лашади.

3°. Мусбат ^адли ^аторнинг яцинлашиши учун Д а л а м б е р  а л о- 
ма т и :

Агар

и + i  ( <  1 булса, у з^олда цатор яь;инлашади,
Hm — ------=  r\  >  1 булса, у э^одда цагор узо^лашади,
п-у а> ип 1 =  1 булса, у ^олда масала ечилмай ^олади.

4°. Мусбат ^адли ^ а т о р л а р н и  т а ^ о с л а ш .

Ы1 +  “ а +  « з +  — +  ип +  ••• ( 1)

vi +  V2 +  из +  ••• ~Ь °Л"Ь •• • (2)
иккита мусбат з^адли цатор булсин.

1) Агар ип <  vn булиб, (2) цатор тщнлашса, у ^олда (1) цатор 
з̂ ам яццнлашади.

2) Агар ип >  vn булиб, (1) ^атор узщлашса, у ^олда (2) ^атор ^ам 
узоцлашади.

5°. Агар и ш о р а л а р и  н а в б а т л а ш у в ч я

и1 — Щ 4  — «4 -|- ...



каторида ut  >  иг > и3 >  ... ва lim  ип —  0 булса, ^атор я^инлашувчн
Л-* ОО

булади.
6°. А б с о л ю т  я р н л а ш и ш .

ui +  Щ +  цз +  ••• +  «л +  ••• (3)
цатор ^адларнинг абсолют ^ийматларидан тузилган

| «1 [ +  | «г | - f -1 «з | - f - ... \ип | -f- ... (4)

цатор яцинлашса, (3) ^атор ^ам якинлашади. Бу ^олда (3) катор аб­
солют я^инлашувчи дейилади. (3) цатор я^инлашувчи булиб, (4) цатор 
узок,лашувчи'булса, (3) катор ш артли  (абсолютмас) якинлашувчи дейи­
лади.

Куйидаги цаторлар учун яцинлашишнинг зарурий шарти 
бажариладими?

2422. j  +  4 + g  + g  +  •••

2423. !_ +  i. +  i .+ A  +  ... 

2424 * + t  +  l  +  i  +^  .3  ^ 9  ^ 2 7 ^ 8 1  ' •
Интеграл аломати билан цуйидаги цаторларнинг яцинла- 

шиши текширилсин:

2425. I + - 3 +  -̂ +  ^ -+ .. .

2426. 1 + - L +  J =  +  J = + . . .
^  у  4 ' У  1 1 >/ 10

2427. 24  +  34  +  р  +  -

2428. -j-qTp +  j _|_ 22 ^  Т + з 2 "•

2429. j _ ^ 12+  j _j_22 1 +  32 "• 

243°. j +  g2ZTT +  +  -

2 4 3 1 ,  J W 2  ^  зТп2!  +  4 In2 4 +  "•

Даламбер аломатига асосан цуйидаги цаторларнинг яцин- 
лашиши текширилсин:

2432 .|.  +  t + |  +  l  +  ... 

2433 1 +  | + 1 + », +  ...

2434- > +  т а + Ш + -
2435- 1 + Й + | !5 +  К 7  +  -



2 4 3 6 . I  +  | L +  5 1  '  71
2 1 2 -4  г  2 - 4 - 6  1 2 - 4- 6- 8  1

2437. - L  +  _ 5 .  +  +  _ Д =  +  ...
/  3 / 2 - 3 3 V  3-32 / 4 - 3 »

Гармоник цатор ёки камаювчи прогрессия билан таэдос- 
лаб, цуйдагии цаторларнинг яцинлашиши текширилсин:

2438. 1+ - L -  +  - L -  +  - L  +  ...
V  2 к  3 V  4,

2439- 1 + г Ь  +  з^Р  +  4^5 +  -

2440- -Щ2 +  ш  +  г а  +  ш, +
2441. Кдгорларни тавдослаш усули билан 7- 7—2 +  т т - 5+

1 “ р  X  1 -j— X

+  п р з ? + -  каторнинг \х\ 1 булганда узоклашиши,

| х | >  1 булганда эса я^инлашиши курсатилсин.
Кдрсатма. Тавдослаш учун биринчи х2, х4, ха, ... ларни бирлар 

билан алмаштирилсин, иккинчи ^олда эса ^махражлардаги бирлар таш- 
лансин.

2442. f 2 +  2Т3 +  3!^ +  -  ^аторнинг йигиндиси топилсин.
К$рсатма. ип элементар касрларга ёйилсин.

2443. ]Т4 +  4^7 +  TTfo +  -  ^аторнинг йигиндиси топил­
син.

К,уйидаги ^аторларнинг яцинлашиши текширилсин:

2444. 1 — - L  +  —L  — ~  +  ...
V  2  у з  V  4

2445. 1— 32 + р  — 72 +  -

2 4 4 6 . П г Г 2 “  3 In з  T W 1  ~  "• - 
о /i л о sin а  , sin  2 а  . sin  За .

1 22 ' 3* ***
2448. Агар 1 — ̂  +  ... шартли яцинлашувчи ца-

торда х;ар бир^мусбат хаддан сунг ундан кейинги иккита 
кетма-кет манфий ^ад ёзилса, ^атор йигиндиси S икки мар­
та камайиши, агар }̂ ар иккита мусбат ^адлардан сунг битта 
манфий ^адёзилса, йигинди бир ярим марта_ к у пайиш и~ исбот 
цилинсин.



К,уйидаги каторларнинг яцинлашиши текширилсин: 

2449. И  -J т=. -f~ •••
3 ) /  з  5 / 5

2450. 1 + щ  +  2оТ+зо1 +  •••

2451- Г + Т 4 +  Т+2* 1 +  З4 "■
2452. 1 + | '  +  | ' +  -

2453. 1 + р - +  +  ]qJ +
. . . .  1 . 3  . 5 . 7 .
2454. j  +  p ’ +  23+2T +  —

21 , 41 , 61 .
"з" "9* 5?

2456. 4 + * + ^  +  . . .

2457. 1 ---- -yL— . . .
/ 3  / 5

2458. 1— 1 + ^ - ^ + . . .

2459. 1 _ ^ + J L - J L  +  . . .  

К,уйидаги каторларнинг йигиндиси-топилсин:

2460- -ПЗ+ 3^5+ 5Ь +  - • •

2461- Г 2Т3+ 2 ^ 4 ^  3 ^ 5  - ‘

2- §. Функционал катсрнинг текис як^инлашиши
1°. X нинг

“iW  +  «aW+ • • • + « n U ) + .  . . (1)
функционал qamopя^инлашадиган кийматларинннг туплами бу каторнинг 
я^инлашиш со^аси дейилади. S  (х) =  lim  S„(x)  функция каторнинг

П-* 00
йипмдиси, R n (x) =  S (x )  — Sn (*) айирма эса каторнинг цолдиги дейи­
лади.

2°. Агар з̂ ар ь;андай е > 0  учун шундай N  номер курсатиш мумкин 
булсаки, h> jV  булганда [а, Ь\ сегментдан олинган исталган х  учун  
| Rn (х) / < е  тенгсизлик бажарилса, ( 1) катор [а, Ь] сегментда текис  
щинлашувчи  дейилади.

3°. Т е к и с  я р н л а ш и ш н и н г  а л о м а т и  
Агар хадлари мусбат ва якинлашувчи

ci  +  а̂ +  сз ~Ь ■ • • +  сп +  • • •



сонлар катори мавжуд булиб, х  нинг [а, Ь) даги барча цийма глари 
учун \ип (х)\ <сп булса, ( 1) ^атор [а, Ь] сегментда абсолют ва текис 
якинлашади,

2462. |лс| < 1  булганда ушбу
1 +  х +  х2 +  х3 4- • • •

1'^аторнинг иириндиси ва ^олдири топилсин ва ^0,

^аторнинг текис я^инлашиши курсатилсин. п цандай булганда 
ш у сегментдан олинган ^ар цандай х учун цолдиц \Rn (х)| <  
< 0 ,0 0 1  булади?

2463. х +  х(1 — х) +  *(1 — х)2_+ л:(1 — л:)3 + .  . . ^атор-
нинг [0; 1] сегментда текисмас,

сегментда

4-, 1 сегментда текис 

сегмент-
Т ’  1

яцинлашиши курсатилсин. п ^андай булганда

дан олинган з̂ ар ^андай х учун цатор колдиги |/?„(*)|<0,01 
булади?

2464. Ушбу - у —^  +  ^ — • • • ^аторнинг [0, 1] сегмент­
да текис я^инлашишй курсатилсин. п нинг цандай циймат- 
ларида шу сегментдан олинган л,ар ^андай х учун \Rn (х)|<0,1 
булади?

2465. Ушбу х3.+ т ^ 7з + +  • • • ^аторнинг х > 0
булганда текисмас, х!> 1 булганда эса текис якинлашиши 
курсатилсин. п нинг 1<андай кий\:атида хар кандай х >  1 учун 
^атор колдиги \Rrt (х)| <0,001 булади.

2466. ■ ------1----- - L = + — - L = + —
y i + x  З У  1 + 3 *  • 3?V  1 +  5x 3 » |/  1 +

цаторнинг 0 < x  <  со интерЕалда текис якинлашиши курсатил­
син. п цандай булганда манфиймас ихтиёрий х учун ^атор 
^олдири \Rn (х) )<0,01 булади?

Кдрсатма. Берилган ^атор я^инлашувчи сонлар ^атори билан таь;- 
^ослансии.

2467- f V t - +  F T 9 - -ЩТб + ■■■  ^ат°Рнинг
сонлар у^ининг хамма жойида я^инлашиши курсатилсин. 
п цандай булганда (ихтиёрий х учун) каторнинг ^олдиги 
|/?„ (х) | < 0,0001 булади?

2 4 6 8 - х(х  +  1) +  ( х +  1),';с +  2)+  (я +  2) ( д с + 3 )  +  ' ' '  ^аТ° Р'

нинг 0 <  х <  оо интерЕ алда— га текис якинлаш иш и исбот 
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килинсин. Кандай п учун (ихтиёрий * > 0  булганда) цатор- 
нинг ц о л д и ри  |/?л (* ) | <  0 ,1  булади? 

2469. - Д = +  - r J =  +  - = L =  + - 7 —  ̂ Ь  • •
У 1 +  х  У  2 " + 2 х  У  2* +  Зх У  2° +  4х

цаторнинг 0 < j c < o o  интервалда текис яцинлашиши исбот  
цилинсин. Кандай п учун (/?„ (дс) [< 0 ,0 1  булади?

3 -  § . Д а р а ж а л и  ц а т о р л а р

°0 +  а1х +  а2Х" +  ■ • • +  апХ" +  • • •
даражали ^атор берилган булсии. Агар \х\ < R  булганда ^атор я^ин- 
лашувчи ва Ixl >  R  булганда цатор узо^лашувчи булса, R  сон (1) кр- 
торнинг щинлсиииш радиуси дейилади. R  ни, (1) цаториинг абсолют 
я^инлашишини Даламбер аломатига асосан текшириб ёки, барча а,- лар

d n  I
нолдан фар^ли булган ^олда, R =  lim  —------ формула буйича топиш

л->-оо ап + 1 I
мумкин. Жумладан, агар лимит оо га тенг булса, (1) цатор бутун Ох  
укда абсолют якинлашади.

Даражали цатор узининг щинлашиш интервала (— R , R)  ичида 
ётувчи ^ар цандай [а, Ь\ сегментда абсолютгина эмас, балки текис  з̂ ам 
якинлашади.

К,уйидаги цаторларнинг яцинлашиш интервали аницлансин 
ва каторлар интерралнинг чегараларида хам яцинлашиши тек­
ширилсин:

2470. ! +  £ + * - + * - + . . .

2471. 1 ------ ? -= +  - ^ = -------+  . . .
5 / 2  5Y  3 5 * У  4 

2х , 4хг , 8хз2472. 1 +
32У  3 52 У З2 7г У з з
„  СОх . . ХЧ /

[ Ш &  2 ^ *  2 4 7 4 . ' 2

2475.

П= 1 П 1
Зпхп

Л , У ( З п  — 3)2"П = 1 '
оо оо

2476. 1) 2 ) 2  ~ ^ п-

2477. (х  +  1 )+  {̂ -  +  . • ■

0 / |„ 0 2х — 3 (2х — З)2 , (2х  — З)32478. — j------------- з-----+  ------^--------- . . .



Куйидаги цаторларнинг якинлашиш интерваллари ани^- 
лансин ва йигиндилари топилсин:

2479. 1 +  2х +  Зх2 +  4х3 + . ..
X

КЦрсатма. S  йирнндини топиш учун аввало j ' S d x  топилсин.
о

уЗ у5 у7
2480. х— ~  +  ^  —  у  +  . .  .

dS
Ktjpcamm. Аввал ^  топилсин.

2481. 1 +  Зх +  5х2 +  7х3
КС/рсатма. К,аторнинг йигиндисини S  билан белгилаб, S  — S x  ифо- 

дани ^атор шаклида ёзгандац сунг упдаи S  ни топиш керак.

2482. -1 +  у  * +  *  +  "" [т ~  ■21 +  ■ ■ ■
S '  S rx

КЦрсатма. —  5  эканлиги курсатилсин ва бу дифферен­

циал тенглама ечилсин.
Куйидаги ^аторларнинг яцинлашиш интервал и ашщлансин 

са^аторларнинг интерЕалнинг чегараларида хам якинлашиш- 
лари текширилсин:

2483. Л — %=-' 4x2 ’ 8x3 '
У  5-5 У  9 -5 а У I3-53

у2 у4 уб
2484. 1-------- W + -----=т=----------+  • • •

3- 2 / 2  32- 3 / 3  33-4 / 4

2487.

2485. 2 Т Т ‘] 2486. 2  ( _ 1 )  21=1
/1=1 п= 1
X— 1 , (х — I)2 ■ (X - I)3
1-2 3-22 *■ 5-23

2488. ? i ± I + ( i £ ^ + e* +  i L  +  . . .

К,уйидаги каторларнинг яцинлашиш интерраллари аник;- 
лансин ва уларнинг йигиндилари топилсин:

2489. 1 — Зх2 +  5х* — 7х« +  . . .

Кдрсстш. S  йдаиндини топиш учун аввал j S  dx  топилсин.
о

2490. х + £  + £■ + . . .



dS
КЦрсатма. Аввал топилсин.

2491. 1 — 4х +  7х2 — 1(к3 +  . . .
Кйрсатма. S  +  S x  ифода тузилсин.

4- §. Тейлор ва Маклорен к^аторлари
/ ' (0) /"(0)

1°. /(*) =  т + - т т 2 *+ т г  *2 + - ■ ■ +  R*{x) (и
куринишдаги формула М а к л о р е н  ф о р м у л а с и  дейилади, бунда

Rn(x)= %  ю т ,  о<9< 1. 

2°. f (х) = f. (а) +  т р  (х -  « ) + Ч г  (х -  а)3 +  . . . +  Rn W (2)
куринишдаги формула Т е й л о р  ф о р м у л а с и  дейилади, бунда  

Rn(*)= (Х~ “ )П1{П) [a +  0(*-a)J.
3°. Т е  й л o p  в а  М а к л о р е н  ца‘т о  р л а р и. (1) ва (2) формула- 

ларда п  чексизлнкка иитилганда (п —- оо) Rn нолга интилса (Rn (x)->-0 ), 
у ^олда бу формулалардан х нинг lim  R n (х) — 0 булгандаги ь;иймат-

П-*-оо
лари учуй f ( x )  га яцинлашувчи цуйидаги

/(*) = /(0) + 4r- * + Ц г  *2 + --1!
Г (а)

/ w = / ( 4 ) + ; - i r ( * - ■a) +

2! 
f" (а) 

2! ( х - а ) -  +  . . .

(3)

(4)

чексиз каторлар >;осил булади.
4°. Э л е м е н т а р  ф у н к ц и я л а р н и н г  ^ а т о р л а р г а  ё й и л -  

м а л а р и :
X  X й

е*= 1+УГ +  2Г '3! +  • ■

sin X ■■

бу каторлар х  нинг з̂ ар цан- 
дай кийматлари учун мос 
(курсатшнан) функцияларГа 
яцинлашади.

cos х = \ - ^ + ^ - . . -

, .  . , . т ' т ( т — I)
(!+•*) = l + _j_̂ +  jT2
|лг|<  1 булганда ( 1-)- х)т биномга якинлашади.

x z -j- . . . — биномиал ь;атор булиб,

In (1 -J- х) =  х— 2 ~Ь 'з' • • 

якинлашади.

arc tg х  =  х - 
лашади.

^атор — 1 < * <  1 булганда In (1 х)  га 

, цатор |х |<  1 булганда arc tg *  га я^ин-



2492. К,уйидаги функциялар х нинг даражалари буйича 
цаторга ёйилсин са цолдиц ^аднинг формуласи ёзилсин ва у
текширилсин: 1) cos (х — а); 2) sin2 х\ 3) хех; 4) sinj/ш: J-

2493. /  (л:) =  In (1 -f- ekx) функциянинг цаторгг ёйилмаси- 
даги биринчи учта >̂ ади ёзилсин.

2494. 1̂ -j- — j бином Маклорен формуласига асосан х
нинг даражалари буйича цаторга ёйилсин Еа ^осил булган 
цатор |дс| < а  булганда яцинлашувчи эканлйГи аниклансин.

2495. Биномиал цаторга асосан | х | <  1 булганда
оо

=  1 - 3 *  +  6л:2 -  1(к3 +  . . . = ^ JL i ! L ± l\ - X) ^

эканлиги курсатилсин.
2496. Биномиал каторга асосан | х | <  1 булганда 
1 , 1 2 г 1-3 л 1*3-5 я .

Х  “ Ь  92 .01  Х  93 .41  Х  ~ Ь  • • •у т+ х 2 2 1 22’2! 23 • 3!
ёйилмаси хосил килинсин.

2497. К,уйидаги функцияларни х нинг даражалари буйича 
цаторга ёйилсин:
1) In y i j ;  2) \п{2 ~2,х \-xl)\ 3) In (1 — х +  л:2).

2498. 2496-масаладаги цаторни интеграллаб, \п(х +  
-\-У \-\-хг) функция учун цатор ёзилсин.

X
2499. f\(x) =  в а функцияни х — а нинг даражалари буйи­

ча цаторга ёйилсин, цолдиц ^аднинг формуласи ёзилсин Еа 
текширилсин.

2500. f(x) =  х3 — Зл: функция х +  1 нинг даражалари 
буйича цаторга ёйилсин.

2501. f(x) =  х4 функция х -f 1 нинг даражалари буйича 
цаторга ёйилсин.

2502. f(x) =-j функцияни х +  2 нинг даражалари буйи­
ча цаторга ёйиб, хосил булган каторнинг яцинлашиши Да- 
ламбер аломатига асосан текширилсин.

2503. 1) f(x)=cos~  функция х — у  нинг даражалари 

буйича; 2) f(x) =  sin Зл: функция х -f ~  нинг даражалари
буйича цаторга ёйилсин. 
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2504. f(x) = -yx функцияни x + 1  нинг даражалари 
буйича ^аторга ёйиб, >̂ осил булган цаторнинг я^инлашиши 
Даламбер аломатига асосан текширилсин.

2505. К,уйидаги функциялар х нинг даражалари буйича 
^аторга ёйилсин: 1) 2Г; 2) cos (тх-- - j j . Ёйилмаларнинг

^олди^ ^адларининг формулалари ёйилсин ва текширилсин.
2506. f (х) — х1 — 4х2 функция х -|- 2 нинг даражалари 

буйича ^аторга ёйилсин.
2507. f(x) =  cos2 jc функция х — у  нинг даражалари

буйича каторга ёйилсин, ёйитманинг колди^ ^адининг фор­
муласи ёзилсин ва текширилсин.

2508. /(*) =  sin ~  функция (х — 1) нинг даражалари 
буйича каторга ёйилсин.

2509. /  (х) =  У х  функция х — 4 нинг даражалари буйича 
каторга ёйилсин, ^осил булган ^аторнинг я^инлашиши Д а­
ламбер аломатига асосан текширилсин.

2510. Биномиал цатор ёрдами билан |дс|<1 булганда
1 , , 1 2 , 1-3 , Ь З - 5

—  1 + Т *  +  O V 9 I  Х * +  9 2 Т ч Г  Л;6 +У Т Ц ?  т  2 1 22 - 2! г  2“-31

экани курсатилсин.
2511. 2510-масаладаги ^аторни ^адма-^ад интеграллаб, 

arc sin х учун ^атор ёзилсин.

5- §. Цаторнинг тацрибий ^исоблашларга татбики

2512. У  1 -j-x учун биномиал ^атор ёзилсин ва У  1,004, 
\ 0,992, У 90 ^исоблансин, ^исоблашда цаторнинг иккита 
х,ади билан чегараланилсин.

^исоблаш хатоси ба^олансин.
2513. у  \ -\-х учун биномиал к,атор ёзилсин, бунга асо-3-------- 3 -----------

сан ^аторнинг биринчи иккита ^адини олиб у 1,006, i 0,991,
з____
У  130 х,исоблаисин, хисоблаш хатоси ба^олансин.

2514. sin* учун ёзилган ^аторнинг биринчи иккита ^ади 
билан чегараланиб, sin 12° хисоблансин ва ^исоблаш хатоси 
ба^олансин.



я
Кдрсатма. х  =  12° радиан улчовида х  =  =  0,2094 булади. Ха- 

тонинг к в д ж  чегараси аг<0,3  шартдан анщлансин.
ОО1 V? _  Д-2Л—1 J1

2515. Y+yt2d(-~ J)" 1 2п - I  ёйилмани ПТУ2 касРнинг
Л = 1

суратини махражига булиб ^оснл цилинсин ва уни хадма-^ад 
интеграллаб arc tg х учун цатор ёзилсин.

ОО

VI (_l)*1-1*1 п~ 1 1
2516. arc tg х = 2j  — 2п — l------ ёйилмада х =

деб олиб, я  ни хисоблаш учун ушбу

(2п — 1)3"
П=1

цатор ^осил цилинсин.
2517. 2516-масаладаги цаторда биринчи бешта хадии 

олиб я  хисоблансин.
2518. 2497-масаладаги

, 1 +  х  0  „ | х3 . хь , 1
1 п Г ^ = 2  * +  3 +  5 + - - -  I

цатордан фойдаланиб In 2, In 3, In 4, In 6 хисоблансин.
I +  X

Курсатма. j~_  - =  2 деб олиб, х  топилсин ва ^оказо.

2519. j  dx ва К *  интеграллар цаторлар шакли-

да аниклансин.
х

2520. Ф (х) =  j  е~х2 dx функцияни цатор шаклида
о

ёзиб, бу цаторга асосан Ф (4-) хис°блансин. ^исоблашдач3 ;
олинадиган хаДларнинг сони, хато 0,001 дан кичик булади- 
ган ^илиб олинсин.

X
2521. Ф ( * ) = |\ /1  +  x2dx функцияни цатор шаклида

о
ёзиб, бу цаторга асосан Ф f-М хис°блансин, хисоблашда

ч 5 ;
олинган хадларнинг сони, хато 0,00001 дан кичик булади- 
ган цилиб олинсин.



2522. у" — х2у тенгламанинг * =  0 булганда у =  1, 
у' =  1 буладиган ечими цатор шаклида топилсин.

2523. у' =  1 +  х — у2 Риккати тенгламасининг х — О 
булганда у — 1 буладиган ечимини анщловчи ^аторнинг 
биринчи туртта ^ади топилсин.

2524. ху" h У’ I ХУ — 0 Бессель тенгламасининг х =  О 
булганда х — 1 ,у '= 0  буладиган ечими 1̂ атор J ' шаклида 
ёзилсин.

2525. (1 -|- х)т — 1 тх-\- т  ^  2^ х— [- . . .  биномиал 

^аторнинг биринчи иккита ^ади билан чегараланиб, У 1,005;
V 1,0012; 1/ 0,993; ^0,997; ]/ТТоГ f r W  ^исоблан- 
син ва хисоблаш хатоси ба^олансин..

2526. cos х нинг ^аторга ёйилмасида биринчи иккита 
хади билан чегараланиб, cos 12° ^исоблансин, з^исоблаш ха­
тоси ба^олансин.

2527. 2511-масаладаги arc sin х нинг ^аторга ёйилмасида
биринчи учта ^ад билан чегараланиб ва у  деб олиб, л  
^исоблансин.

Курсатма. Аввало ташлаб цолдирилган з^адлардан биринчисини 
(яъни туртинчи ^адни) ^исоблаб, сунгра биринчи учта з^аддан ^ар 
бирининг хатоси биринчи ташланган ^аддан ошмайдиган к;илиб унли  
каср ор^али ифодалаш керак.

Я 1 12528. -j =  arc tg j  +  arc tg айниятдан фойдала-
ниб, я  учун иккита чексиз ^аторнинг йигиндисидан иборат 
ифода ёзилсин.

2529. l n ( l - f x )  нинг ^аторга ёйилмасида х =  ^  деб 
олиб, цуйидаги формулалар з^осил ^илинсин:

1) ]r (N +  1) =  \nN N  2 Ш 3

2) lg10 (N +  1) =  Igio V  +  0,4343 Г1  - J L  +  ±  -  . . .
L

2530. In 2 =0,6931 эканлигидан фойдаланиб, In 5 ва 
In 10 ^исоблансин ва модуль М  — ^-j-q ~  0,4343 эканлиги
курсатилсин.

2531. 3gio 101 са Igjo 102 з^исоблансин.



2532. Эллипс ёйининг узунлиги ^атор куринишида ани^- 
лансин.

2533. У 1 +  я 3 функциянинг цаторидан фойдаланиб
0,5

J  У  1 -\-х3 dx интеграл ^исоблансин. Хисоблашда олинган
о
^адларнииг сони хато 0,001 дан кичик буладиган ^илиб 
олинсин.

X
2534. Ф (я) =  j* cos dx функцияни цатор билан ани^-

о
лансин ва 0,000001 аншушк билан Ф у |  ^исоблансин.

2535. у' = х2 +  У2 тенгламанинг х — 0 булганда у =  0 
буладиган ечимини аншуювчи ^аторнинг биринчи учта ^ади 
ёзилсин.

2536. у" -J- ху = 0 тенгламанинг х =  0 булганда у = 1, 
у' =  0 буладиган ечими цатор куринишида ёзилсин.

2537. Эгрилиги k, ёйининг узунлиги s га пропорционал 
булиб усувчи утиш эгри чизигининг тенгламалари ^аторлар 
орк;али ёзилсин.

dfp S
Кдрсатма. С узгармас б у л си н .^ — g -  ифодадан ф ни аншугаб, 

dx  =  ds cos ф ва dy  =  ds s in  ф тенгламалар ечилсин.

6- §. Икки аргументли функция учун Тейлор ^атори
Икки аргументли функция учун Тейлор каторини цуйидаги учта 

куринишда ёзиш мумкин:

F(x + A, y + [) = F (x , y) + ± \ h l + l£

+

II [о *  

h Tx + l i,\  F (x> y>>
F(x, y) = F  (a, 6) +  7r dx

(*— “) £  + ( у — b) F (d’ 6) +  •
. dz  , d?z |Az =  ТГ + - y  +  . . . -r dnz

n\ x=x0±QAx у=*уй + ВАу

F[x, y) +

(1)
F(a, b) -f

(II)
(III)

dy

2538. Агар F(x, y) =■ x2 f- ху +  у2 булса. Тейлорнинг
(I) формуласига асосан F(x -j-ft, у -j- /) функциянинг цаторга 
ёйилмаси ёзилсин.



2539. F(x, у )= х >-\2ху2 функция (* — 1) ва (у — 2) 
нинг даражалари буйича (II) формулага асосан цаторга ёйил­
син.

2540. F(x, у) =  In (х — у) функция х ва (у +  1) нинг 
даражалари буйича цаторга ёйилсин ва унинг 1- хамда 
2-тартибли хадлари еэ  цолдиц з̂ ади ёзилсин [(II) формула].

2541. F(x, у) = sin (тх  +  пу) функция х ва у нинг да­
ражалари буйича цаторга ёйилсин ва унинг 1-, 2- ва 3- тар- 
тибли (даражалари) хздлзри ^амда цолдиц хаДи ёзилсин 
[a =  b =  0 булгандаги (II) формула].

2542. е~х2~>2 функция х ва у нинг даражалари буйича 
цаторга ёйилсин [а =  b =  0 булгандаги (II) формула].

2543. z — х2 — ху - f  у2 функциянинг орттирмаси Az аниц- 
лансин [(III) формула] ва х 2 дан 2,1 гача, у  3 дан 2,8 га- 
ча узгарганда бу орттирма хисоблансин.

2544. 2 =  cos (ах — by) функция учун (III) формуланинг 
биринчи икки хади ва цолдиц хаДи ёзилиб, функциянинг 
орттирмаси аниклансин.

2545. F(x, у) = х2у функция (л:— 1) Еа (у +  1) нинг 
даражалари буйича цаторга ёйилсин [(II) формула].

2546. 1 -ва 2-тартибли хадлар билан чегараланиб, F(x,
у) =  arc tg -j функция (х — 1) ва у ^нинг даражалари бу­
йича цаторга ёйилсин.

2547. z = yx функция (х — 2) ва (у— 1) нинг даража­
лари буйича цаторга ёйилсин ва унинг 1- ва 2- тартибли 
(даражали) хадларини ёзиб, 1,121 хисоблансин.

2548. г =  х2у — у2 функциянинг А г орттирмаси аниц- 
лансин ва у х 2 дан 1,99 гача ва у 5 дан 5,02 гача узгар­
ганда 0,0001 аницлик билан хисоблансин.

7- §. Фурье катори. Фурье интеграли
Г .  Т а ъ р и ф .  Агар [а, Ь] сегментда f ( x )  функция
1) сони чекли узилишларга эга Сулиб, уларнинг ^аммаси 1-тур  

узилишлар булса;
2) сони чекли экстремумларга эга булса;

/ (х  —  0 ) +  f  (х  +  0 )
3) (а, b) ораликнинг хаР бир нуктасида f  (х) = --------------^----------------

булса, функция шу сегментда Дирихле шартларига буйсунади дейи­
лади.

2° [— /, /] сегментда Дирихле шартларига буйсунувчи f  (х) функ­
ция кесманинг >;ар бир нуктасида куйидаги Фурье цатори ш лан ани^- 
ланиши мумкин:



п— 1

„ п л х  , и • п т  Qn cos —  “j- bn sin  — п I - г  п 1

* / 
an = ±jjf(x) c o s ^ p  Л; fc„= I  j  /  (*) sin ®Е5лс. (2)/ /

—г - г
Агар / ( * ) = / ( — х), яъни f  (х) — жуфт функция булса, у зрлда 
Ьп =  0 ва

г м - 1 + 2 (3)
/1 = 1

Агар f ( x )  — — / ( — х) яъни f ( x )  — mcq функция булса, у з^олда

/ w =  2  *"sin"-F- (4)
n= 1

Агар [— t, I] сегментда (1) каюр билан аникланган {(х) функцияни

/ (/)=
/ ( / - 0 )  +  /(/ +  0)

шартнинг бажарилишини талаб этиб, уни 21
га тенг давр билан даврий давом эттирсак, функция узининг бутун да- 
вомида з̂ ам ( 1) ^атор билан аншумнади.

3°. f  (х) функция (— о о , о о ) сразил да абсслкт интегралланувчи
+  оо

(яъни j" \ { ( x ) \d x  якинлашади) булса ва з(ар ^аидай чекли сегментда
----СО

Дирихле шартларига буйсунса, у з^олда бу  функция цуйидаги Фурье 
ишеграли билан ифодаланади:

со оо

/ (jc)= do. j f( t)  cos a  (x—t) dt—
0 —oo

00

=  j* [я (a) cos a x  -f- b (a) sin ax] da, (5)

бунда
о

+  CO + «>
a(a)— -L f f (t) cos at dt ва £ ( a ) = J -  I f(t)sinatdt. (6) 

n  J n  J
^  — CO — 0 0

Даври 2 я  булган ^уйидаги фуикциялар Фурье каторларига ейил-
син:

2549. О <  х <  л булганда f(x) =  1 са / (— х) =  — f(x). 
уносил булган к,атор ёрдами билан

1 _ 1 + 1 _ 1 +  = !L
3 5 7 ^  • 4 

эканлиги курсатилсин.



2550. 0 < * < л  булганда f(x) = X y . 
ва f (— x) = f(x). Хрскл булган i â-  ̂
тор ёрдами билан

1 ■_)—?_I—L j —L -L1  i 3 2 Т  52 Т у з  Г  •

эканлиги курсатилсин.
2551. — л < а: < я

-  v2
дами билан

булганда
/  (х) =  х2. Хосил булган 1̂ атор ёр-

!) 1 — 23 +  S3— да +4а

37 чизм?.

ni.
= 12’

42

2552. /(* ) =

2iH‘"
эканлиги курсатилсин.

(я, —я < л :< 0  булганда,
( я — х, 0 < х < я  булганда.

Куйидаги даври 21 булган функциялар Фурье ^аторига 
ёйилсин:

2553. f (x )— 1, 0 <лг</ булганда ва / (  —
2554. /  (х) =  1 — х; 1 булганда,

/ =  1.

2555. /(*) =
0, — /< л :< 0  булганда, 
х, 0 < л :< / булганда.

2556. Даври 21 = 4 булган f(x) функция (0, 2] со^ада 
график билан берилиб (37-чизма): 1) жуфт; 2) то^ даврий- 
лик ^онунига асосан даном эттирилган. Бу функцияларнинг 
j^apl бири Фурье ^аторига ёйилсин.

(. 2557. Узунлиги I га тенг стерженда ксси^лик тар^али-
Н2 тенглама билан, бунда и (х, I) — температура

куйидаги шартлар билан ани^ланади:
1) чегараЕИЙ шартлар: х =  0 Еа х — I булганда и =  0;
2) бсшлангич шартлар: t — 0 булганда

I

ши
ва

и =
х, х<С-п булганда,

I — х, х^>'~2 булганда.

Фурье мето^ига асосан и(х, t) функция анк^лансин.
2558. Узунлиги /, бир учи (х — 0) бириктирилган иккин­

чи (х = I) учи эса эркин булган стерженкинг буйлама теб-



1 д2и д2иранишлари ?  - ^  =  тенг­
лама билан, бунда и (х, t)— 
буйлама сиджиши ва цуйи- 
даги шартлар билан аниц- 
ланади:

1) чегаравий шартлар: 
х — 0 булганда и — 0; х=1
булганда д£  =  О;

2 ) бошлангич шартлар: t = 0 булганда и =  /  (х), ^  =  0 .
и(х, t) функция Фурье методи билан аниклансин.

2559. Узунлиги /, икки учи биркитилган стерженнинг
кундаланг тебранишлари ^  gjr =  О тенглама ва цуйида-
ги шартлар билан берилади:

1) чегаравий шартлар: х — 0 ва х = I булганда и =  О 
д2и А

Ю ^ = ° -
2) бошлангич шартлар; t = 0 булганда и = f(x) ва

^  =  0. Фурье методи билан и (г, /) функция аниклансин.
2560 — 2562- масалаларда берилган функциялар учун 

Фурье интеграли ёзилсин:

II, 0 < * < 1  булганда
ва / ( _ * )  =  — /(*).

О, л:>  1 булганда.

2561. f(x) = e~?x х>0  булганда / ( — х:) =  /(*).
2562. [— 2,2] сегментда 38-чизмадаги график билан бе­

рилган Еа бу сегментдан ташцарида нолга тенг f(x).

К,уйидаги функциялар Фурье цаторига ёйилсин:
2563. /  (я) =  0 < л : ^ л  булганда,

f (— x) = f(x), f(x + 2n)=f(x).
2564. f(x) — | sin д: I; хосил булган цатор ёрдами билан 

1 , 1 , 1 ,  1
173+ 375+577 +  . .  . =  ~2 эканлиги курсатилсин.



X, 0 булганда,
2565. f{x)=  в а Д — — — f(x).

п — х, у б у л г а н д а .

2566. f(x) = x, 0< *< /б ул ган да , 
f (— x) = f (х), f(x + 2 l)= f  (х).

1, — 1 <л:<0 булганда
2567. /(*) =  63 f(x +  2) =  /(*)•

х, 0<л:<1 булганда.
2568. f(x) = ex, — / < * < /  булганда ва 

f(x + 21) = f(x).
2569. тенглама, ушбу

1) х = 0 да и =  О, х =  я  да ^  =  0;

2) / =  0 булганда и = f(x) ва ^  = 0  шартлар бажарил-
ганда Фурье методи билан ечилсин.

2570.
|  1, — 1 < а: < 1 булганда 

/М  — j qj [д;|^> 1 булганда 
функция учун Фурье интеграли ёзилсин.



ЖАВОБЛАР

1. АВ  =  9, ВС =  — 6 , ЛС =  3,  9 — 6 =  3. 3. 5 ( 2 +  Y  2), 90° 
45°. 5. 20. 6 . 5 /  2 . 7. (5; 5 ), (5; — 3). 8 . В ( 0; 2) ва В (0; — 4),  
9. х  — а ±  V с 2 — Ь2\ с >  | Ь | булганда икки нуцта, с =  | Ъ [ бул ганда 
битта, с < | 6 1  булганда бит га ^ам йу^. 10. М  (5; 0). И . Марказ

(1; —  1), R =  5. 12. прх  ЛВ =  — 2, пру АВ =  — 4, | АВ | =  2 У~5.
13. В (5; 8), \ Т В \  =  ЗУ ~2.  14. В (4; — 3). 15. — 4; 1; 3. 16. 18 У Т. 
17. (0; 2 ,9 ). 18. В (4; 0),j^_B1 (— 8 ; 0). 19. Марказ (2; — 1;, R =  5. 
21. Х  =  7, Y  =  —  1; 5 /  2. 22. М (  1; 4). 23. М (13; 16). 24. *  =

бир. 33. 13 кв. бир. 34. (1; 3) — агар кучлар бир томонга йуналган 
булса, ва (25; 27) — агар кучлар турли томонга йуналган булса,

Р ( — 4; 1), k  =  у  • 42. x2 - \ - i f  —  блс — 8 i/ =  0, А ва О айланада ётади.

43. х  — у  — 2 =  0, D  ва Е  чизй^да ётади. 45. х2 -f- у2 =  8.
X̂  х̂

46. у  =  ±  х. 47. -g- -j- i f  — 1. 48. 11 =  -£  — х  +  2. 49. у  =  ±  2х. 51.

(1; 0 ), (3; 0), (0; 3). 53. i f  =  8 (х — 2). 54. 2х — у +  5 =  0. В  ва D '  v2
пуцталар чизщда ётади. 55. х2 +  у2 =  4 . 57. у  =  +  1. 

58. V { х  +  2)2 +  ( у 2 f  —  У X х  — 2 )2 +  (</ — 2 )2 =  4 ёки ху =  2; 

Х =  ±  у ,  ± 1 ,  ± 2 ,  ± 4  булганда, « /=  ±  4, ± 2 ,  ± 1 ,  ±  у  булганда 

бу ну^талар буйича эгри чизи^ни ясаш мумкии. 59. у = х  +  3, у =  — х + 3 .

•26.  100Г орирликдаги. шар марказидан 26 см

■30. (3; 3). 31. 9 кв.

(;

X'

____ ____  2

60. у  =  х  /  3 — 3, у  =  — *  V  3 -  3. 62. у  =  — 1 г5х. 63. 1) k  = - 3 *



2 3
b =  —  2; 2) A =  — y ,  b =  0; 3) 6 =  0 , b =  —  3; 4) A =  — -j-, 6 = 3 .

65. k — \ , b — 1, £/ =  л: — 1 - 66 . 1) у  -f- о =  1; 2) &j “h "4 " =  1*

67. у 0 » 4л; — Зг/ -0; //= 4 ; 4x—3 ( / - f 12 =  0; *  =  0; 2x  — 3i/ 3 =  0.
x  it x  2 11 —. *

68 . y — §■ =  1 ё к и — 4 - + - 3  =  1- 69. пр0л)ЛВ =  8 , np0y /4S =

=  6 , I АВ  I =  10. 70. Л ва С — турри чизн^да, Л — ундан «юцорк»да, 
D эса «цуйида» ётади. 71. Тенгсизликлар цуйидагиларни аншуийди:
1) и =  Зх  -]- 1 турри чизщдац «ю^орида» ётувчи барча нуцталарпи 
(яъни ярим текисликни); 2) у  =  Зх  +  1 турри чизи^дан «^уйида» 
ётувчи барча ну^таларни; 3) / /= 4 —2х  турри чизицда ва ундан «говори­
ла» ётувчи барча ну^таларни; 4) у = 4 — 2х  тугри чизиадан «^уйида» 
ётувчи барча нуцталарпи. 73. х  — у  — ±  а. 74. t секунддан сунг М  
нуцтанинг координата лари x =  a-{-m t,  у  =  b -j- nt булади. t ни й у-  

х  — а у  — Ь
^отиб, траекториянинг ——  = :—- — тенгламасини з^осил циламиз. 

75. 1) у =  х  / Т — 2; 2 ) у  =  —  л: / ~ 3  — 2 . 76. k - 1 ,  6 =  5 . 

77. х  -f- у  — 4 =  0; х  — у  -j- 4 =  0; у  =  3, у =  0. 78. -g* ±  =  ±  1.

79. X  +  ' f  =  1 в а ^ 2  + 1 Г б ^ 1- 80 - У =  ±  2 (х -(- 3). 8 1 . Л В - 4 / 5 Т  

пр0<.Л В  =  4, пр0 й ЛВ =  8 . 82. 1) arctg - j ;  2) 45°; 3) 45°; 4) 0°;

5) 90°; 6 ) arctg . 86 . 5х +  2у  +  4 =  0; 5х +  2у =  25. 88 . л: —

— 3(/ +  2 =  0; 5х —  у =  4; Зх +  у  =  12. 89. 28°, 12°30' ва 139°30'. 

90. и — Зх ва у =  — -г г  х  91. х — 5// +  6 =  0; 5х +  у  =  — 4. 92. ( /=

/  9 3N
=  2л: — 6 ; у  =  - 2 х  +  6. 93. (3; — 1), (3; 3); I - — ; 45°,

/  5 5 \
71°34', 63°26'. 94. ; — J. 95. А Е : 2л: — 5г/ =  — 4; ЛД: *  —

—  2у =  - - 2 ;  / 2 9 .  96. Л =  18°26'; В  =  26°34'; С = 1 3 5 ° .  97. я  +  

+  2(/— 11 =  0. 98. tg Л =  t g £  =  t g C =  2; S =  16. 99. (1; —  1),

— 2^. 100. 2 * 4 -  у  =  — 4; 2 х у  — —  4; 2х +  у  =  4. 109. 2 ,8 ;

/Т з
0; 1,4; Ю5. -~2~ .  106. k =  +  2. 107. Берилганига параллел икки турри

чизи^: 4х — Зу ±  20 =  0. 108. 8л:— 15г/ +  6 =  0; 8-с —- 15г/ =  130. 
109. х  —  у =  0 ва х  +  {/ — 4 =  0. 110. Зл: — у =  12 ва х - \ - З у  =  4 .  
111. x +  i/ =  2 ёки 4 х у — 8 =  0. 112. 31л: +  2 6 г /=  — 21. 
113. х  +  3у =  2. 114. /Т О . 115. Зл: —  4(/ +  10 =  0; х  =  2. 116. h  =
=  117. х-\- у =  0 ва х  — Зу— 0 турри чизтугар; масофалар: d x —

/ 3 4 ____  _

=  2 /  2, =  0 , 4 / 1 0 .  118. Иккита турри чизи^: х  +  2у == 0



ва *  +  2 ( /= 1 0 .  119. *  +  Зу =  0 ва 3 * + < /  =  0. 120. 11* +  
х  3

+  22f/= 74 . 121. (/ =  — у  ва ( / = — у * .  122. *  +  2 г / = 4 .  123. 1/ =  0;

2х +  3у  = — 4; // = — 4; 2 * + 3 i/= 0 ;  д + 2 у  =  — 2; у  =  —  *; tg а  =

2/У" а2
124. 18°26', 108°27'; S A =  - д - .  125. -у  кв. бир. 126. А  =  36’52';

В  =  127°52'. 127. 4 ( / Т 0 + / Т ) ;  20. 128. 2* — ( / +  6 = 0 ;  *—4г/=  4; 
2* — 3 i/+  2 =  0. 129. // — jc +  2; х — 5 (/ =  6; ( / = — л:; 2у  =  х. 
130. / 1 0 .  131. Ну^та х — 3 ( / = ± 5 ,  3* +  i / = ± 5  турри чизи^лар 
билан чегараланган квадрат томонлари буйича ^эракат цилади.

6 / 3  19\ /  9 17\
133. * 1 = s A l =  —  134. ( у ;  - j ,  1 3 6 .(4 ; 5).

136. (0; 2). (4; 0), (2; 4 ), ( - 2 ;  6). 137. у  — х ^ 2 ;  *  +  2i/ =  4;
12

2х +  у  =  8. 1 3 8 .5 ( 2 ;  1), С (— 1; — 5).  139. у  =  2* +  6, —
У 15

D AB  «  53°. 140. х 2 +  у 2 +  8* — 6у  =  0; Л ва О айланада, 
В  —  ундан таш^арида. 141 . *2 +  ф  +  4х — бу — 0. 143. (0; 0), 
(—2,5; 2 ,5). 144. (* — I)2 +  (у  -  I)2 =  1 ёки (*  — 5)2 +  (у —  5)2 =  25. 
145. t g a = —2,4 , a  =  112°37'. 146. (* +  4)2 +  (у +  I)2 =  25. 147. *2+

- f y 2 — 8y =  0.  149. 1/ =  - | - х в а  у = 0. 150. i/2= * (а—х).  151. (*— 3)2+

+  I/2 =  9. 152. * 2 +  ^  =  у .  153. х2 +  у 2 =  а 2 . 154. х2 +  

+  1г  =  ах. 155. л2 +  £/2 _ 6 у _ 9 =  0> 156 1 ) (3; _ 2), R  =  6;

2) ( ~ t ; y ) - *  =  4; 3) (a: ~ i ) ' R= J-  ,57- ^+=/2+4г/=0 
(0; 0), (2; — 2), (— 2; — 2). 158. *2 +  у2 +  ах +  ау =  0. 159. у =  0 
15* +  8у =  0 . 160. 90°. 161. х +  у  =  3. 162. *2 +  ц2 +  ах  =  0 
163. (* — 2)2 +  1/2_ =  16. 164. *2 +  y2 =  2a*. 165. а =  4; Ь =  2

с =  2 / “3; е =  ^ .  166. 2) J + ^ = I ;  2) J  +  § f =  I.  1 6 7 .6 = 1 ,4  

3; 4; 4,8; 5; е =  0,96; 0 ,8; 0,6; 0,28; 0. 168. а =  150 млн. км; е =  g g .

*2 у 2 У~Ъ г—  х?
169. j6  +  T =  1; ъ =  f  =  4 - y r 3; a  =  4 +  V  3. 170. 64 +

_ __ / 2 4 г/‘з’\
+  28 =  1; Г = ,1 ; г1= 5 - ,7 1 ' 4 - У  3 - 1 7 2 . / 0 ,4 .  173. ( у ;  ±

(  15 / 6 3 \  * 2 у2 *2 U2 х2
\ - Т ’ ± — }  175‘ 3 6 +  4 =  *• >7в-Т  +  у = 1 .  1 7 8 . ^  +

, У 2 , X 2 !/2 А’2 у2 * 2 I/2

+ ^ =1 еки 6т + ?  = ' - 179- 9 + V - 1 еки 7  + 7 = к
*2 и2 /  3 __________

,8 0 - 36 + Т =  8 =  f = 3 > г1 =  9- 181- У  2 ( а 2 +  *2).

182. (  ±  Ц р - ;  у )  ва (0; -  1). 183. ( - 5 ;  7). 184. ( ± / 1 5 ;  ±  1). 

278



185. х2 +  4f/2 =  16. 186. ^ + ^  =  1. 187. e =  K j^ -, 5 3°08 \
%2 y2 ц2 д-2

1 8 8 ^ = 1 .  ^ - 9 .  189. 0 Г б - У? = 1 : a2 ) F 0 - t = I - , 90T 2-

— — =  1; 2 /~ 3"  ва 6 / " з !  191. “  — “Г =  1 • 192. x^ —  t f ^ a 2.
4 16 У

____  У  2 ~  6
193. (0; ±  а / 2); 90°. 194. ( / +  2 =  ±  Ч р  л:. 195. b; 2 arctg—

ab
196. - т = = ^ \ Ь > а .  197. 1) e =  2; 2) e  =  sec a . 198. y <  —  3, 

у b2 — a-

y <  — \ x \ .  199. — —  J ^ = l -  200. *2 — ^  =  1 ( * > °  булганда).

y2 у2 »»2 / у2
201. =  2 0 2 . - - -  =  !. 203. - =  1 ( ёки ?  _

-  У-  =  -  Л  204. (0; 0) ва (6 ; ±  2 / * 3 ) .  205. у  =  ±  (дс +  5).
1 0  /  ____  О

206. ( - 9 , 6 ;  ±  а/s- / 1 1 9  207. ( ±  ( / 6; ±  / 2 ) 208. (— 4; 3) ва 
/ 4  3 \  х2 у 2 х2 у2(- 7  ; -  у )  209- li ~ ^  = 1 • 2,0v  ~ ̂ = 1 <* > о 5* ™ a>-

X2
211. г/ =  3 — — . 212. у2 =  8 (х +  2). 214. \ ) t f  =  9x; 2) у  =  —  х2.

215. y = j j# .2 w .(x — ^ J  + г / 2= р 2; ( у ;  +  />)• 217. у = - ~ .
218. (3; ±  3 / 1 ) .  219. 40 см. 221. г/2 =  рл:. 222. i f  =  4ах ва у  =  0.

224. (г =  8 (2 — х). 225. у  =  х — j ;  Ot (2; 1). 226. 1) ( / 3 =  — 4л:;

2) у  =  х а. 227. </2 =  — Зх. 228. (Q; 0), (6 ; ±  2 / ' 3 ) .  229. л: =  0;
16

х  +  у  +  2 =  0. 230. у  =  — /  3 (л: +  1); у .  231. /- =  7,4; d  =  9,25.

232. Директрисалар; х  =  ±  3,2; е =  1,25; г = 1 0 ,2 5 ;  d  =  8,2.

233. +  (/2 = 1 .  234. я2 — ;/2 =  12. 235. К,ушма диаметр 
% _

y =  — - j ;  a1 =  bl =  Y  10. 236. К,ушма диаметр 4(/ +  *  =  0;

31°. 237. Диаметр тенгламаси у =  ~ х \  унинг узунлиги /  2 (а2 +  Ь2)-

238. у  =  1,5*. 239^ I/ =  2 . 240. S* — 9г/ +  25 =  0. 241. у  =  2* +  3. 
243. 1) х  ±  2 Y  3 у =  8 ; 2) 2л: ± ( / = 1 ;  3) х ± 2 < /  =  — 2.  
245. х  — у =  ±  5. 246. у  =  ±  2х  +  6 . 247. х  + у  =  У  а2 +  62. 
249. (/ =  2х ±  4 / Т .  250. MN  нормалнинг тенгламаси: а2у0х  — b2x atj= 
=  с2хоУо- !/ =  0 Деб. MN  нормалнинг Ох ук билан кесишган ну^та- 
сининг абсциссасинн топамиз: х х =  е2л:0. У вацтда F N  =  х  — е2х0 =  
=  гг, FXM =  с +  г2 Ха =  erj, яъни /ИЛ1 нормал FFX ни г :  гх нисбатда 
булади, шунинг учун ^ам биссектриса булади. 252. у 2 =  2рх пара-



болага утказилган нормал у0х  -(- ру =  г/0 (р +  х0) тенгламага эга.
P Ру  =  0 деб, х х =  р +  FN =  х х —  у  =  у  +  х0 =  f  М ларни топа- 

миз, яъни FMN =  ^  FNM. 253. ( ± 3 , 2 ;  +  2,4). 254. Диаметрлар
X X

у =  х  ва у  =  — бурчак 5ST02'. 255. у = - ^ .  256. 4х — у  =  6 . 

257. arc tg 3 «  71°ЗГ . 259. х  +  у  +  2 =  0. 260. 1) 0 1 (1; 2), 

2) tg ф =  261. 5) Х г +  4Y 2 =  16; 6 ) Y 2 =  4Х; 7) X 2 —  4Y 2 = 4 ;

8) 262. 1) X 2 +  4Y2 =  16; 2) X 2 —  4У2 = 1 6 .  263. X 2 —
—  Y 2 =  8 . 264. 1) X Y  =  6 ; 2) X Y  =  — 6; 3) X Y  =  4; 4) X F  =  — 6 . 
268. Сув ок,имнинг тенгламаси: ( / = 1 6  (х — я2); х  =  0,75 м булган­

да и — 3 м. 269. (/ =  6  ̂ 1 — 270. л:2 +  у2 +  4* =  0. 271. 1) 45°;

gx2
2) ape tg 2. 272. у =  х  tg ф — — д--------- . 273. =  24л: +  Зл2 (гипер-

2i>o cos ф
л:2 к2

бола). 275. 1) Эллипс; 2) гипербола. 276. 1) -g -g- =  1, Ог (3; — 1;;

2) Л 2 — К2 =  9; 3) У2 =  2Х; 4) X 2 =  4Y.  277. Х 2 + 2 У 2 =  4. 
Фокуслар эски системада: (1; 1) ва (— 1; — 1). 278. ( х +  1)2 + г /2 =  4. 
279. (л: — 3)2 + ((/ — 3; 2 =  2. 280. х + 3 у  =  0. 281. у2 =  4(х+ _4) .

( х  —  2 У*2 м® cl V  Ъ
283. - — jQ—  +  12 =  ^  ^ — ах — Ьу =  0. 285. —^— ‘

а а2
286. Асос А В  =  2а, баландлик OD =  "7 = - ,  юз - т = .  287. ЛВ ни

У 5 у  5 '
А О : ОВ =  т. нисбатда булувчи О ну^тани координаталар боши 
деб, Ox  yi\H деб эса ОВ турри чизш^ни ^абул циламиз; ОВ =  а 
булсин, у  вацтда Л ва В нуцталарнинг координаталарн Л (— та; 0), 
В (а; 0). Изланган чизицнинг тенгламаси: ( т — 1)х2 - \ - ( т — У) у2 =

2 та
=  2 max; т ф  1 булганда х- [г =  'т __[ х  айлана; т =  1 бул­

ганда х  =  0 тугри чизиц. 288. О гуцтани координаталар боши, ОВ 
ни эса Ох  уц деб цабул циламиз. Изланган чизикнинг тенгламаси:

2 ab
(а — Ь) (х 2 +  у 2) =  2abx; а ф Ь  булганда д:2 +  у2 =  a _ t} х  айлана;

а = Ь  булганда х  =  0 тугри чизю;. 289. 2 (k2x2 +  у2) =  а2 (&2 +  1); 
k ф 1 булганда эллипс, k =  1 булганда л:2 -)- у2 =  а2 айлана.

у2 I у2 __ 3
290’ ----- 2Е------  + | _ = = 0 - 291- Зср У  3 - 292. arc tg j  «  36°52'.

293. ( +  а; ±  а]. 294. Л (У  6 ; 0 ); В (2; — 2 ), С (— 2  / 2 ; / 2 );
_ _  ____ ____  ____  24-1/ 3

д  ABC  юзи =  У  2 +  У  3 +  у 6 . 296. 2 У  2 ; { / = * - 2 .  297. ^  г . .

/  р \ 2 „ Эр2- • 1а61
298. he — —  + Г  =  -г-- 299. a x — by ]-a2 +  b2=0; d =

\  2 /  16 / а 2 +  62
300. Тенгламаларни хадма-^ад айириб 4 (г/ — л;) =  (у -|- х) (у — л;) га эга 
буламиз; бундан 1) у — X] 2) х - { - у =  4; демак, параболаларнинг



косишиш нуцталари у  — х  ёки х -(- ;/ =  4 тугри чизиклпрдан бирида; 
ётади; х, =  2 ; х2 =  — 6 ни топамиз; ватарнинг узунлиги 8 \ '2 .

(х —- 2)2
301. 30. 302. х2 +  у2 =  а (х +  у). 303. ----- ^— -f-r/2= l  [эллипс, мар-

х^ “ ■ §х I 25
казн (2; 0)]. 304. ху  =  4. 305. у  = --------- g-------- . 306. X 2 — К2 =  4;

/ ̂  — 2  5 У8
Ох (2 ; — 3). 307. — 2 2g—  — Т  =  1 1гипеРбола» маркази (2,5; 0)].
308. М (х , у) — эллипснинг нуцтаси булсин. У  ва^тда FM  - f  FLM =
=  AF +  AFx ёки У  <х — а )2 +  (у —  а )2 +  /  (х +  а )2 +  (г/ +  а )2 =  4а; 
Зх3 — 2ху +  Зу2= 8а 2; у^ларни 45° га бургандан сунг: Х г -j- 2К2 =  4а2.

1 2  1
309. cos Ф =  =  ~т= ; sin  ш =  -7 = ;  янги тенглама X 2 —

у  1 +  tg3cp У  5 У  5

— у 2 =  4. 310. Зх2 -j- 8ху  —  Зу2 =  20; у^ларни ф =  arc t g  —  бурчакка

буриш натижасида X 2 — У2 =  4 куринишга келтирилади (309 га î a- 
ранг). 311. г/2 =  2рх +  (е2 — 1)х3. 303. 1) у  =  ± 2 х  икки турри чи- 
зш ;̂ 2) (0; 0) нуцта 3) мавз^ум айлана; 4) (3; 4) ну^та; 5) икки турри 
чизи^: х  =  0, (/ =  — х; 6 ) икки турри чизиц (у  =  ±  4); 7) икки турри

чизга  ̂ у = х  ва у  =  у .  314. 1) (1; — 1), +  ^ -  =  1; 2) (2; 1), X 2 —
X 2 У2 А 2 У2 

- У 2 =  9; 3) 2Х2+ 5 Х Г + 2 К 2= 8. 315. 1) j 4 +  т =  1; 2) т  -  у  =  1.

316. 1) у  +  j  =  1 ; 2 ) у  — 1. 317. 1) К2 =  2  У~5 X;  2) икки

турри чизиц х  — 2 / / =  3 + 1 .  318. 1) Зг/=  2х — 7 ±  (х — 2); 
2) (2; — 1) ну^та; 3) 4у =  — 2х — 3 ;| : 1. 319. 4 А"2 —  У2 =  8; марказ 
(2; 0); ф = —45°. 320. 5 ( х — I)2 -)- (у —  2 )2 =  9. 321. Уцтарни—45° га 

X 2 a г—
буриб, У =  у  — +  —у  ни з^осил ^иламиз, У  х  +  У  .7 =  V a

тенглама шу параболанинг х  <  а ва у  <  а шартларга бунсунувчи 
АВ  ёйини аниклайди (91- чизма). 322. (х — ш)2-}- (у —  я)2— е2 (х cos а  +  
+  (/sin а +  q)2 =  0; Л +  С =  2 — е2; 6 =  1 — 82 . 323. 1) Икки турри 
чизиц х  ±  2(/ =  0 ; 2 ) 2 ; 2) ну^та; 3) икки турри чизи^ у  =  х;

х +  6(/ =  0. 324. 1) § + ' 7 = 1; 2 ) ^  — у =  1. 325. 1) К » -  4 / ' 2 Ж

2 ) * + ( /  =  2 ± 1  тутри чизицлар. 326. 1) у  =  х  —  2 ±  1; 2) 3(/ =  
=  х — 5 +  2 ( х +  1). 327. 1) 7х2 — 2х</+  7 (/2 —  48х —  48г/+  144 =  0; 
2) х2 +  4ху  +  (/2 +  6х +  6;/ — 18 =  0 . 328. (х —  i/)2 — 2a (х +  у) +  
+  а2 =  0; Y 2 =  а / ' 2 _X. 329. х2 — 4*м —  у2 —  4х +  8;/ — 12 =  0; 

, —  а а sin  а
X 2 — У2 =  3,2 У  5. 335. 1 ) / - =  --------; 2) г — -----------. 336. г =

cos ф sin ф
а sin (В — а)

=  Ж ( р  -  ф) '■ 337- /- - З а с о з ф .  338. 1) /-.„ах =  5 , ф = 1 3 5 ° ,  315°
булганда; rmjn =  1. ф =  45°, 225° булганда; г =  3, ф =  0°, 93°, 180°, 
270° булганда; 2) гтт =  3, <р =  0°, 120°, 240э булганда; rmi n= l ,  
Ф =  60°, 180°, 360’ булганда; 3) гтах= 2 ,  ф = 9 0 \  2 1 0 ’, 330’ булганда; 
fmin =  0, ф =  30’ , 150°, 270’ булганда; 339. 1) rmax =  а, ф = 3 0 ’, 150J 
270’ булганда; г =  0, ф =  0°, 60э, 120°, 180°, 240°, 300’ булганда;



2) г =  а, ф =  45°, 225° булганда; г =  — а, ф =» 135°, 315° булганда; 
л = 0 , ф = 0 ° , 93°, 180°, 270° булганда (87- чизмага к,аранг). 340. 1) г =

=  2) / = 0 ;  '  =  co s(ф — a j ’ 4 > t g 9 = l ;  5) /• =  «  c o sФ;
6 ) г2 =  а2 cos 2ф. 341. 1) х  =  а\ 2j х2 +  (/2 =  2ш/; 3) ху =  а2; 4) х  -+•

х2 i/“
+  г/ =  2а; 5) (х2 +  j/2 -  ах)2 =  а2 (х2 +  г/2). 342. 1)25  + j  =  1;

2) jg  — \  =  1; 3) (/2 =  6х . 343. г =  ±  Ь. 344. г =  ОВ + А В  =
а (1 ±  s i n ф) _ х ( х  —  а)2

=  ------ сайр------  еки ДекаРт коодинаталарда у2 =  2 а ~ - х "  ’
345. FM1 =  г2 +  а2 — 2га cos ф; F1M2 =  л2+ а 2+ 2 л а  cos ф; FM2-F1A12 =  
=  (г2 +  а2)2 —  4г2а2 cos2 Ф =  Ь*\ бундан г4 — 2aV2 cos 2ф =  б4 — а4.
346. г =  а (1 +  cos ф); (х2 +  у2 — ах)2 =  а2 (х2 -f- i f ) .  347. С — ^узгал- 
мас доиранинг маркази, Сх — ^аракатланувчи доиранинг маркази ва 
М  (ф; г) —  узгарувчи нуцта бу’лсин. ^  OCCL =  ^  M C fi  =  ф ва СО =

— СХМ  =  ~2 а булгани учун О М || ССх-СОМСу сипоту чизи^ни ССУ га

,  а  а
проекциялаб, cos ф +  г +  у  cos ф =  а  ни хосил циламиз. Бундан

r =  a ( l  —  cos ф). 348. 1) rmiYL =  5, ф =  0°, 180° булганда; rm\n =  1, 
Ф =  90°, 270° булганда; 2) гтзх =  4, ф =  90°, 210°, 330° булганда; 
Гтт — 2> ф =  30°, 150°, 270° булганда; 3) г =  а, ф =  0°, 180° бул­
ганда; г =  — а, ф =  90э, 270° булганда; /- =  0, ф =  45°, 135°, 225°,

af tsin(B — a) х2
315° булганда. 350. г =  — :—;--------- . ■ , .— -я------- г .  351. 1) - г  +3 a sin  (<р — a ) -j- b sin ([} — ф) '  4 ~

+ i / 2 = l ;  2) - £  —  t f =  1; 3) у2 = х .  352. г2 =  2с2 cos 2ц>\ (х2 +  г/2)2 =

=  2с2 (х2 — у2). 84- чизмада с У  2 = а  деб олинган. 353. г—6- f a  cos ф- 
354. А О A M  дан: г= О М = О А  с js ф, аммо д  ОАВ  дан: O A =2asin  ф! 
бундан г =  a  sin  2 ф. 358. А  нуцта Ох уцда, В  нукта О у  укда ва 

ОАВ =  t  булсин. У ва^та х  =  BMcos t =  ВС cos2 1 =  a cos3 t, 
y  =  A M  sin t  =  AC  s in 2 t =  a sin3 t; шундай цилиб: x  =  a cos3 t ,  y =

JL JL JL 2'
=  a sin3 /; бундан, демак, x 3 + r / 3 =  a 3 . 360. i f  =  .
361. (3 if  -f- x2)2= 4 x 2 (a2 — г,2). 362. К,утб координаталарида: г — ОМ — 
=  АВ  =  BD  s in  ф =  a tg  ф з т ф ;  Декарт координаталарида: у- =  

х3
”  а __х  (89-_ чизма). 365. О А  нурнинг Ох у и, билан ^осил ^илган

бурчагини t  деб белгилаб, х =  2a ctg t, у  =  2a sin2 t ни топамиз. t ни
,  8a 3 ( x = a ( t  —  s i n / } .

иу^отиб, у  =  — ----------- га келамиз. 367. |
х -  +  4а2 ( у =  а ( [ —  cost) .

ооо ( х  =  a (cos /  +  t  sin  /) х
368. j 369. ( / = x c t g — .

(. у  =  a  (sin  t — tcos t) .  a

IR + r ) t

370.
X =  (R  +  r) cos t — r cos • 

у  =  (/? +  r) sin  t — r sin — ^
бунда t — марказлар



чиздаининг бурилиш oyj
бур чаги.

R г
x  =  (R —  /•) cos f +  t c o s ---------f .V
у  =  {R —  r) sin  t  — /■ sin —— -  <•

374. X  =  2  =  s : 2; 0 M =  V 6 4 +  4 = 2 / 1 7 .

375. К в  +  З / З Г  379. 1) С =  а \ Ь ' ; 2) a  =  2c — 6 .
2 -►

380. с =  у  (a — 6). 381. m - \ -  p  =  n;  OB =  3 ( m  +  «);

BC =  3 (tt —  tn ); £ 0  =  3 (m  —  ti);0D =  3 {2n —  /я): M = 6  (tn —  n ).

382. ЛС — 2{tt  — /и); ОМ =  2л -J- /и; CW =  Зт  +  n; M N  =  2m  —  n .
383. 6 /  3. 384. X  =  Xj  +  Х г +  X s  =  —  3; Y  =  2  *0 = 6 : 
0Л1 = / 9  +  36 =  3 / Т  385. 1) a  =  3 J c  —  b); 2) с =  2 6 - a  / 3 " .  
386. OM = /- =  5 / 2 ;  cosa = 0 , 5  / 2 ;  cos p =  — 0,3 / 2 , cosv  =

=  0,4 У 7 .  387. г =  7, cos a  =  y .  388 . P «  52° ёки 128°. 

389. M (3 / 7 ;  3; — 3), r  =  3 ( У 7 /  + J — k).  390. u  =  2t —  6J +  
+  3k, и =  7. 391. ~0C =  i — 2j +  ft, О С = У T , AB  =  k  — 4j —  i; 
АВ  =  3 У  2. 392. Охири В  (4; — 2; 5) ёки В х (4; — 2; — 7),

2 3 6
cos a  =  у  ; cos р =  — у ; cos у =  ±  у .  393. а  =  26 — 0,8 с,

2 1 
394. « =  3 У  5, cos a =  ~ ~ '3у  —. 395. cos a  =  cos р =  cos y =  y ~ .

306. 45° ёки 135°. 397. D (4; 0; 6 ). 398. с =  26 — 2a . 399. 135°.
1

400. В — С — 45°. 401. cos ф =  =  0,316; ф =  71°35'.

2
402. cos ф =  7 =  =  0,894; ф к  26°37'. 403. 60°. 404. arc cos 0,8. 

У 5 _

405. 90°. 406. np„a =  i l l ! .  4 0 7 . 2 .  408. 1) 2 +  У З ;  2 ) 4 0 .
О

409. (а  +  6 )2 =  а2 +  62 +  2а6 cos ф (косинуслар теоремаси); (а +  6 )а +  
+  (а  — Ь)2 =  2а2 +  262 (параллелограмм диагоналларининг хоссаси).

410. 7. 411. Д =  У ( а + 6 + с  +  й )2 =  10 1 / 4  +  2 У  2 а  25,3 кГ

у— , — ^  \  (2/и  — я) т. 5
412. Г  7 »  П З .  1 ,3 . «os (о, „ 1 - ^ = = = ^ - ^ .

/  \  2 5
cos ( а ,  п) =  414. - •  415. ОМ =  2 (< +  j  +  2k);

У  7 6
5 2

CW =  2 (/ + 2 / +  ft); cos0 =  —. 416. а к ф  =  р ~ .

417. c o sф =  0,26 /Т О ; ф »  34°42'. 418. D ( — 1; 1; 1); ф — 120°.
— —►
А В  CD

419. npaq =  д в  ■ = -  6 . 420. СМ =  У  (2  +  ш)« =  / 7 ;  ON =



___________  OM-ON 17 17
=  / ( 3 m  +  n f  = /  13; cos ф =  — — -  =  — j =  =  — —  «  0,891; 

r ' ^  r Y OJW-CW 2 ] / 9 1  19,08
„  4 / 2  A_

Ф =  27°. 421. 120°. 423. 8 кГм, cos 0 =  — jg— . 424. a / 6.

425. c o sф =  — — . 426. a X b  тенг: 1) —  6/; 2)— 2k\ 
4 __

3 ) 6 /  — 4 / +  6k. Юз тенг: 1)__6; 2 ) 2 ;  3) 2 / 2 2 .  427. 24,5.
428. / 2 1  кв. бир., ft =  / 4 , 2 .  429. 1) 2 (k —  i); 2) 2a  X  c;
3) a  X c; 4) 3. 430. Берилган параллелограммнинг диагоналларида 
ясалган параллелограммнинг юзи берилган параллелограмм юзидан 
икки марта^ катта. 431. 50 / " 2 .  432. 1,5 / У  433. 3 V JT ,

3 -if __ 2 1^21
S A = — 2—  КВ. бир. 434. 5 Д =  7 / 5  кв. бир., BD = — g-----

435. I a  +  & | =  | a  — & | =  /  5; S  =  /  6 кв. бир. 437. ^ 5 .
7 / 3

438. V =  51, чап. 439. V — \4 куб бир, Н  — — g-----

2 / У  ,—
441. с = 5 а  +  &. 443. — g— . 444. V =  14 куб бир., N  — / 1 4 .

445. с =  а +  2Ь. 446. V  =  | (а +  &)•[(& +  с) X  (а  +  с)] | =  2 1 a b c  ).

447. ( т х п ) - р  =  1 т х я  | - l - c o s a = s i n  a c o sa  =  -у  sin 2а. 449. 52.

2 3 6
451. cos а  =  у ,  cos р =  у ,  c o s -у =  у .  452. * +  4t/ — 2г =  2.

453. * + г /  =  2а. 454. х — г =  а. 455. 2(/ — З г + 7  =  0. 

456. 3</ +  3z =  0 . 457. 2* +  у  =  0. 458. - j + 1 - = 1 .

459. а; +  ( / +  г =  4. 460. -̂ - +  у  +  ' 7 Г = Ь  462. cosa =

2 1
cosp =  — g-; cos y =  g - ; а =  48°1Г, р =  131°49', y =  70°32\

463. х  —  2 у —  З г +  14 =  0. 464. Зх —  4г =  0. 675. х  +  у =  4 .

466. Y  +  T  +  T =  L 467‘ 45°: 2) 78°30'- 468' х —  2у —  3г =  4.
469. 2х +  3г/ +  4г  =  3. 470. 2* +  у  +  г =  а. 471. 2* — 2у +  
+  г =  2. 472. 2 х — (/ +  г =  5. 473. За: —  у  =  0 ва *  +  3i/ =  0. 
474. 3. 475. / б !  476. 2 / У  477. 1) х —  2ц +
- f  2г =  11 ва х  —  2у  +  2г =  — 1; 2) л: +  V — 2г =  0 ва х  +  у  +  г =  0.
478. 1) х — 8у +  9г =  21; 2) х — у +  2г =  0 ва х  — у  — z =  0.
479. (1; — 1; 2). 480. Зх — 4у +  г =  11. 481. 2у —  5 г + 1 0  =  0.
482. Текисликнинг тенгламаси: х - \ - у — 2г =  0; унинг г — 0 текис-

у и
лик билан ^осил цилган бурчаги: с о з ф =  - д — «  0,8165; ф =  35° 15'.

483. 1 4 L . 484. у  =  ±  г. 4 8 5 . ----------- 2afec..._......... . 486. 2х +  2у +
/  3 /  а2&2 +  а2с2 +  62с2

+  z = 2 0  ва 2х +  2у +  г + 4 = 0 .  487. 7х +  14у +  24 =  0. 4 8 8 . 1 )  
(5; 4; 0) ва (7; 0; 2); 2) (0; — 4;0) ва (.2; 0; 2). 489. л: =  — г >  3, у ­



х  —  3 у  — 5 г м х  — 4 у  —  3__  11______  __  ______  Л ПА ________  'J г=  - г  +  5; - у -  =  =  —у . 49°. _ т Г =  —f~  = —•

491. Р { 0 ; 0 ;  1).  492. 1 ) Я = / ; 2 )  Р  =  i +  к-, 3) Р  =  /  +  к.  493. ^  =

у — 2 z  — 3 —  __  __
=  —^—  -  -■__gi cos а  - 0,3 у 2 ;  cos {5 =  0,4 У  2; cos у  =  — 0,5 У  2.
494. х  =  2; г =  3. 495. t  секунддан кейин М  ну^танинг коор-

х  ~ ~ ~ 4 и I 3
динаталари х  -  4 + 2 /;  г/ =  —  3+ 3 /; г =  1 +  t булади. - у -  =  =  

г — 1
=  — j— . 496. 1) д: =  — 2 +  /, < /=  1 —2/; г =  —  1 +  3/; 2 ) х  =  1 + / ,

л — a t j — b г  —  с
О =  0 =  1 

x — a y — b 1 11

У =  1 — г =  2 +  / ,  497. 1) — q— =  — Q— =  — j— , демак:

2) г =  с ва --------= --------- • 498. cos <р - ~р=-. 499. cos ф =  — . 501.
т  п  ] / 3  26

Йуналтирувчи вектор Р  — N  X =  /  +  3 /  +  5ft. Тугри чизиц тенг-
х  +  4 у  —  3 г г___

ламалари: — — =  — д— =  у  502. Зх +  2г/ =  0, г =  4. 503. 0,3 У  38.

4 / Т
504. - у — . 505. (4; 2; 0), (3; 0; 2), (0; — 6 ; 8 ). 506. х =  6 — Зг,

у =  —  2г +  4; - |  =  ^ — |  =  у ;  излари: (6 ; 4; 0); (0; 0; 2).

507. у  =  =  508. Р  {0; 1; 0 } . 509. Р  {1; 1; 2); о  =  р
1

=  arc cos у —  . 510. {/ =  — 3; 2х  — г =  0 . 511. Тенгламаларни

х  w +  7 г — 5 х
каноник формага келтирамиз; у  =  :—g—  =  ~~2—  ва ~2

у  — 4 г 20
=  —j —  =  -Q-; cos ф =  ~  0,952; ф = 1 7 ° 4 8 ' .  512. Берилган

_1_
х_2 и 2 з

тугри чизиц тенгламаларини —у  =  у -  =  — j—  куринишда

ёзиб, изланган тугри чизиц тенгламаларини з^осил ^ила-
х+ 1  и—2 г + 2  __

миз: — j -  =  =  - у — . 513. Л (0; +  1; 0), AM {3; — 1; 4},

Р {  1; 2; 2}, d —. y  17. 514. sin 0 =  "7^=- 515. Иккала тугри чизи^
У 6

учун ^ам Ат  +  Вп  +  Ср — 2 - 2 +  1 (— 1) +  (— I)• 3 =  0, лекин би- 
ринчисинипг (— 1; — 1; 3) нуктаси текисликда ётмайди, иккинчиси- 
нинг (— 1; — 1; — 3) нуктаси эса текисликда ётади. 516. t/ + г  +

х  —  2 у  — 1 _ г 
+  1 =  0 (тугри чизикнинг тенгламаларини — g—  =  — j—  = , - у  кури­

нишда ёзиш мумкин). 517. х — 2у +  г  +  5 =  0. 518. 8х — 5// +  

+  г — 11 =  0. 519. х  +  2у —  2 г =  1. 520. у = у -  =  - у ;  17 33'. 521. 

(5; 5;^ — 2). 522. (6; 4; 5). 423. (5; 5; 5). 524. (3; 3; 3).



=  j j .  528. (1; 1; 2); 70°. 529. ( - 1 ;  2; 2), 30°. 530. (6 ; 2; 0). 531. (3; — I;l).

535. Турри чизицлардаги нуцталар О (0; 0; 0) ва А (2; 2; 0); турри 
чизикларнинг йуналтирувчи вектор лари: Р  [0; 0; 1} ва Р х {2; — 1; 2 } ,

ОАРР  б _
=  536' 1} С(1,5:_2,5: 2)’ /?= 2,5 К2;2)С(0;0;а),

Д =  а. 537. /х  —  I)2 4 -  (г/ +  l)2+ ( f - l )2 =  1. 538. х2 +  у2 +  г2 =  8х. 
539. х2 +  у2-\-г2— а ( х + у + г ) = 0 .  541. у2= 2ах— х2. 542. х2 +  г/2 =  2ах, 
х2 +  г2 =  2ах, у2 +  г2 =  а2. 544. (1; 7; 2 ), R  =  4. 545. (ЗК — 2Z)2 =  
=  12(ЗХ  — Z).  546. 1) г/ =  0; х2 =  а3 —  аг  (парабола); 2) л: =  0; 
у2 — а2 —  az (парабола); 3) г =  /г; х  +  у  =  ±  У  a (a  — h) — бу тур­
ри чизик x 4 - w  =  а  га параллел (341-б ет63- чизмага цар.). 547. Цилин-

дрик сирт 2х2 +  (у  — г  +  2) 2=  8 , соянинг формаси + ------g—  =

=  1 — эллипс. 548. 2х  — у +  Зг — 7 =  0. 549. х2 +  (у +  4)г - f  г2 =  4.
(х_о)2 (и+4)2

55°. 36 + 18 =  К 553' ( * - * ) г+ ( г / - г ) 2 = 4  ( х - г ) .  554.

х  =  4, г + 1/ =  2. 555. — -- =  556. Л2*2 =  2рг [/г(у  +  а) — аг].

557. (0; а; 0 ), йуналтирувчи айлана г =  а, х 2 - \ - ( у — а)2= а 2. 558. Учи 
(0; 0; 0, йуналтирувчиси — парабола г =  h; х 2 =  2hy. 559. г =  0 
булганда х  =  ±  a; y  — h булганда х2 -f- у2 =  а2; х  — ±  с булганда

У  а2 — с2
г — ± --------д------- у ,  турри чизшумр, яъни сирт, уОг текисликка

параллел ва А БС  айланани ^амда Ох у^ини кесувчи турри чизиц- 
нинг ^аракати натижасида ирст  булган (343- бет, 69- чизмага ца" 

ралсин). 560. а) г =  л:2 +  (/2; б ) / ^ “+ г 2 =  л:2. 561. 1) г =  е“ (*'+ й ,;

2) » =  х2 +  у2 ' 562' 9 (х2 +  г2) =  16(/а. 563. л:2 +  гг =  г ( |/  +  а).
564. а) х2 +  z2 =  I/2; б) г2 =  л2 +  i/2. 565. Ох ва Оу уцларни Ог 
у^и атрофида 45° га буриб, сирт ва текислик тенгламаларини 2Z2 =  

=  А 2 — Y 2, X  =  a Y  2 куринишга келтирамиз. Бундан кесим: X  =
____  J/2 23 _ _

=  а Y  2 , ^ 2 +  ^2 =  1; яРим уклари а /  2 ва а  булган эллипс.

Xs 4- у* г2 45 'Xа-)-(/* г2
566. — =  1. 567. а) 3,84 я , б) j  я. 568. а) — ^ - =  1

ĵ 2 jy2_|_2̂
(бир кавакли гиперболоид); б) ^  — са =  1 (икки кавакли гиперболоид).



а й
571. х  =  — [(с — г) cos I - f  (с +  г) cos (t +  а )] ,  у  =  ~  [(c —  z ) sin t +

хг _f_ ;/2 гг
+  (с +  г) sin (t +  а)]; бундан: 2fl2: ~~с*  ( 1 — cos а) =  1 +  cos а;

х~ “4~ iî  z* х̂  -{-* tp"
а  =  90° булганда — 2 ¥ ^ ~  ?  =  1; “  =  120° булганда — —

3,2 д-2 I п2 га
— ja-  =  1; а  =  180° булганда ^  ■ —  ^ - =  0 (конус). 572. х2+ ( /2= а г .

574. ( * + * = 4 (  Х +  У =  2’  • 575. ^  +  £ ± 1 ’ = , .
\  х  — у  =  г; 1 * — 1/ =  2. 2а* а2

576. *2 +  <Г — г2 = — 2а? (икки кавакли гиперболоид).

577. х = — 2 '1а У-. 578. 9х =  ±  13г. 579. 4у = ±  Зг. 580. 1) Мар­

кази (0 ; 0 ; а) да ва радиуси R  =  а  булган сфера; 2 ) Oz у к; атро- 
фида айланма параболоид; 3) цилиндр; 4) гиперболик параболоид; 
5) конус; 6 ) параболик цилиндр; 7) конус; 8) айланма парабо-

( х у = 2 -j- 2 
лоид; 9) конус; 10) цилиндр. 581. {

[ х  — и — 2 — г;
( х  +  и =  3 (г — 2 ) " *2 +  и2

™ -  582- *2 + У 2 =  2аг 583. 2 = 0 - — ^ .
\  3(i/ — х) =  г + 2 ) .  ' 2а

584. 2у =  ±  Зг. 585. (  ^ +  Ау =  ^  (  * ~  °  586. 26.
\  Зх — 4 у — \2 г ,  1 3* = = 4 .7.

587. — 38. 588. 7. 589. 2а. 590. 1. 591. sin (а +  Р) sin (а  — Р). 
592. — 10. 593. 4а. 594. — 2Ь2. 595. — 2х. 596. — 4а3. 597. 144. 
598. 7 2 . 5 9 9 .  (х —  у) (у — г ) ( х  —  г). 600. 1. 601. sin  (Р —  а ) .

х  у  1 _

' = 0 ;602. 10. 603. г/ =  х +  2 гугри чизиеда ётади. 604. 1)

2)
X у 1 
2 3 1 

- 1 5  1

Ч У1 1 
хг уг 1

=  0. 605. 10. 606. атп. 607. а (х —  г) (у — г) ( у — х ).

а
608. 4 sin а  s in 2 у .  610. 1) х1 =  2, х 2 — 3; 2) х х =  0; х % =  —  2.

4
611. х  =  5; £ /= —4. 612. х — —\ у =  1. 613. л =  0; у  =  2. 614. * =  /л;

у  =  2т — п. 615. 5; 6 ; 10. 616. — 1; 0; 1. 617. 7k; 8k; \3k.  
618. 5k; — Ilk; 7k. 619. x = y = z = 0. 620. Система биргаликда эмас.

2 -)- 5z 5 —  7z
612. Аницмас: x  =  -— g— , y =  — g— . 622. Система биргаликда эмас.

624. 2; — 1; — 3; 625. 1; — 1; 2. 626. 2k; k; — 4k. 627.  x  = ( , '= =  
=  z =  0. 628. — k; \3k; bk. 629. Ани^мас: у — 7 —  Зх, 
z =  18 — 7x. 630. 1) 12 +  5/; 2) a2 +  b; 3) 5 ■*- 12/; 4 ) — 2 +  2/;

I Зп Зл \ a I a  a  \
5) /; 6) 1 + / .  634. 1) 2 cos— + / s i n —  ; 2) 2 cos — s i n — + / s i n- — I.

4 . 4 / '  2 V 2_ 2
640. 1) 32/; 2) 64; 3) 4 ( 1 — /); 4) 2 ( 3  +  2 ] /  2) i; 5) 8 /.
641. sin 3a =  3 sin  a  cos2 a  — cos3 a; cos 3a =  cos3 a  — 3 sin3 a  cos a.



i ±  У  з ± V T  ± 1
2) -  i, 2r ; 3) ±  / ,  — — g--------; 4) 1 +  l\ -  1,36 +  0,365/.

0 ,3 6 5 — 1,36/. 644. 1) ±  y = r ;  2 ) ^ 2  (cesq> +  / s i n ф); ф = 4 5 ° , 165°,

285°; 3 ) ±  2 ( / ¥  +  /) ,  ± 2  ( -  1 +  / ) /T ) .  645. 1) — 2 , 1 ± i  У Т ,
1 я / ш  ,-----------

2) ±  1 ±  /. 646. 1) In 2  +  я/; 2) у  In 2 +  3 ) y ;  4) In / л 2 +  f - \ -
nx n +  1

3
+  /  arc tg j ; 5) у  In 2 — у / . 647.

648.

П* rt +  1
sin  ~2 c o s— g—  x  

x
sin —

2

650. 1)
7 — 24/ 

25

sin  ~2 s in  —2 " 

sin у

2) 2ft (3a2 — 62) /;

я/ 2*/ rcf
651. 1) 4 y~2e* ; 2) 2e 3 ; 3) Y T e  T ; 652. 1) 5 (cos 0 +  / sin  0);

1C / 3*t
2) e 2 ; 3) 2e 4 . 654. Маркази С (z0) ва радиуси г =  5 булган 
дойра ичидаги нуцталар. 655. 1) 8/; 2) 512 ( 1 — i Y  3; 3, — 27.

657. 1) \ *; 2) с о эф + г  sin ф, бунда ф = 0 ° , 72°, 114°, 216°, 288°.
У  2

—  s i n 2w
658. 1) 2 , -  1 ± /  Y  3; 2) ± 2 / ;  ± У  3 ±  /; 3) ±  3, ±  3/. 659.

—  1 а у т
660. 1) — 1, 2, 3; 2) 5, 661. 1) х х =  3 , хг =  4 ,

*з =  — 2; 2) *! =  1, х 2- =  — 2 » х34  =  ±  L У~2\ 3) ^  =  — 2,
• . < 49

*2 з — i  3 ! * i =  ^2 з  — ± 2 ‘ 662. 1) Д — 4 > 0, =  2 j

—  3 ±  i  У Т
Vi =  1, zj =  3, г2 3 = ---------- 2----------! 2) Д =  0, zt= 4, г2 =  г3 =  —2.

663. 1) Д <  0, ip =  60°, г1 =  4 cos 20°, z 2i3 =  4 cos (20° ±  120°).

665.

а Р Я«) ЯР) k Да АР

1 2 - 1 0 4 14 31 0,71 — 0, 13

1,71 1,87 - 3 , 2 0 , 36 22 26 0,14 -0,01



666 . 2 ,15; 0,524; — 2 ,66 , 667. 1) 1,305; 2) 4 ва 0 ,310; 3) — 0 , 6 8 2 / ;

4 )  х х =  1,494, ха =  — 0 ,7 9 8  ^  ни х  =  2х +  2 формулага асосан,

х* _|_ зх_2 \
х г эса х = --------- ---------формулага асосан топилсин). 668 . 1) — 6,

1225
-  1 ± i V  2; 2) -  1; 2; 2. 669. 1) Д =  —  > 0 ,  « 1= 3 , ^ = - 2 ,  Zl =  1,

г2 3 =  - Ч Ы У 3 . ;  2) Д =  — 4 <0,<р =  45°, гх= 2  /  T c o s  15° =

=  —  1 + У Т ,  Zz~  2, г3=  1 /  3; 3) Д =  0, =  —  2 , г2,3 =  1 >
4 ) х  =  г — 2 деб, г3 — Зг +  2 =  0 ни ^осиЛ циламиз; Д =  0; гх =  —  2 > 
г ,  =  г3 =  1; ^  =  — 4, ха =  jc3 =  — 1. 670. 1,76 ва — 2, 15.  672. 1) 1,67- 
2) 3 ,07. 672. 1,67. 675. 0 <  *  <  1. 681. ^  =  0. х ,  =  4- 
683. 1) х  <  — 2; 2) — 3 а- <  3; 3) 0 <  х  4. 684. 1) —  4 <  х  <  01 
2) —  1 <  х  <  3. 685. 1) х  >  0; 2) х  <  4. 686 . 1) 2 Ы  <  х  <  (2k  +  1)л!
2) - 4  < х < + 4 .  687. 1) /(0 ) =  1, /(1) =  1, / ( — 1) =*= 3 , / ( 2) =  3,

f(a  +  1) =. а 2 +  а +  1. 688 . 1) Ь +  а; 2 ) 2ah. 6 8 9 . .

690. F (4; 3) =  19, F (3; 4) =  — 25. 691. 1) жуфт; 2) то^
3) жуфт, 4) тоц; 5) тоц; 6 ) жуфт ^ам эмас, то^ ^ам эмас.

/ (*i) +  / W  , / *1 +  *2 \ ,
692. 2 ' > /  ( 2 )• 6ЭЗ- l°g ux. 694. ах .

696. 2 < х  <  3. 700. 1) | х \  <  2; 2) — 1 <  х  <  3; 3) — - у  +  k n  <  

< х < у  +  Ая, 4) | х | » 2 .  701. 2) 6x2 +  2/i2; 3) 4 ( 2 —  а). 702. а  =  

=  / — -J-j узгарувчининг узгариши 39- чизмада график тасвирланган.

-йС

п >  lg2 ёки п > СГз ~  10 бУлга,,Да | а | <  0,001 булади; 
1 

‘S Т  2 1 6  1
п  >  j—j  булганда | а  | <  в булади. 703. х  =  2; у ,  1 -д-; -у ; 1 "д— -*1

1—е
п  >  50 булганда | х — 1 | <  0 ,01 е ,  п >  булганда |х — 1 | < е  булади.

704. х  =  4; 3,1;  3,01; . . . - > 3  +  0; х  =  2; 2 ,9; 2,99; . . . - > - 3  — 0.



705. х  =  6 ; 5,1; 5,01; . . . - - 5  +  0; х  =  4; 4,9; 4,99; . . .  — 5 — 0. 
х  =  — 1; — 1,9; — 1,99; — 1,999; . . .  — 2 +  0; 
х  =  — 3; — 2 , 1; — 2 ,01; — 2,001; . . .  — — 2 — 0 .

707. 6 =  у .  708. 6 = 0 , 0 1 . 7 1 2 .  | х \>  2500,5 булганда. 713. | х  | >  7,036 

булганда. 715. lim  дс биринчи мисолда 1 га тенг, иккинчида— 1 га,
X —оо

туртинчида 0 га, бешинчида 2 га, олтинчида 0 га, учинчи мавжуд эмас. 
х  | 3; 2 , 1; 2 ,0 1 ; . . . - > •  2 +  0 .. 3

716.

х  — 2 
х

717.

х  —  2 

х

3; 30; 300; . . . - *  +  оо * 

1; 1,9; 1,99; . . .  - 2  — 0

lim  
- 2+0 х —  2

=  +  оо;

-  3; — 30; — 300;

1; 0,1 0,01; . . .  -  +  0

lim  
*-2-0 -

=  -----  О О .

1 ’

2 х 2 ; 2 10; 2 100; • • •  -  +  оо

X —  1; - 0 , 1 ; — 0 ,0 1 ;  —  0

1
1 1 1

2 х 2 ; г 15”’ 2юо'| 0

lim 2 х =  оо.
*-+-о

lim 2 ' 
о

=  0.

2 2 
718. 1) lim  —  =  0; 2) lim  — =  +  оо; lim — =  — оо;

lim lg10 х  =  — оо; 
*-+0

724. АВ  ■-> оо.

* - + 0  л х ——О

3) lim  3^ = 00; 4) lim 3r  =  0; 5)
ДГ —00 X » — 00

6 ) 1-im t g x  =  +  oo; lim tg x  = — 00.
x —90°—O'1 *->-90o-t-0’

CB -*■ 00, ^  B C D — 0, ^  A C B — 180°.
725 . ' x  =  5; 4,1; 4,01; 4,001; . . .  — 4 +  0;

x  =  3; 3,9; 3,99; 3,999; . . .  -  4 — 0; -  
x  =  — 0,5; — 1,4; — 1,49; -  1,499; . . .  -  — 1,5 +  0; 
x  =  — 2,5; — 1,6; — 1,51; — 1,501; . . .  - — 1,5 — 0.

729. Фа кат биринчи узгарувчигина lim  х  =  1 лимитга эга. К,олган
П-*- 00

мисолларда lim  х  мавжуд эмас. Агар 39- чизмада координаталар
П-ЮО

1 1 1 „ 7
боши О ни 1 га чапга силжитиб, — у  урнига + у ,  — у  УРнига + у

ва к. ёзю?са, уни биринчи узгарувчининг узгариш графиги
1

деб цараса булади. Иккинчи ;узгарувчи х  =  (— 1)" +  нинг У3’

гариши п = 0, 1, 2 . . .  булганда 40- чизма билан тасвирланган. 730. 1)0;
1

2) оо ; 3) оо; 4) 0; 5) 2; 6) 0; 7) а >  1 булганда 0, а = 1  б у л га н д а у ,

О <  а <  1 булганда а. 733. 1. 734. 1) — 0,6; 2) 1. 735. 4. 736. 1.



щ

737. j .  738. 739. -  740. у .  741. а > 0

1 2 т 
булганда — — ва а < 0  булганда оо . 742. — . 743. — .2 3 * 3  

1 2
744. 1. 745. — j .  746. 1) - j ; 2) — 2,5. 747. 0 . 748. оо .

3 1 1 1
749. — 2. 750. — — . 751. —7=-. 752. — . 753. — .

•2  V  2 6 4

754. — 12. 755. — 1. 756. lim  ------------^   ̂ =  _  — L =  .
x-mi+o s:n х  у  1 — cos х  у  2

757. 2 ,5 . 758. У Т .  759. — 4. 760. 2. 761. —

.—  1 1 
762. —  У 2. 763. 4. 764. - j  ■ 765. 1. 766. - j .  767. 2. 768. 6  /  2 .

769. 2 cos х. 770. 1) 1; 2) —  j .  771. у .  772.' у .  773. - j .

У  2 I stn x | ,— trr
774. 8 . 775. lim  ------- 1---------L =  — У  2. 776. 4. 777. 778. 3.

x -*—0 x  г
1 1 1 

779. 780. 1) — 2 s i nx;  2 ) —  y .  781. 1. 782. 1,5. 783. y ..

1 1  1 2 
784. 1. .785. y .  - 786. - j ,  787. — 3. 788. — . 789. — 2.

>i 1 1 1 
790. — 791. 792‘ ° ‘ 793- ~2- 794‘ “  ~2- 795- ~  L

1 3
796. 1) 2o!*2 ) 3. 797. 1) ; 2) 2  [1) мисолда x  =  t 12 деб. 2) мисол-

да эса 1 +  2x — t^ деб олиш керак]. 798. — а. 799. 1) — 1; 2) — 0,2.
3 1

800. 1) 3; 2 ) у  .801. lj  l ^ - y .  802. 1) — 2; 2) — 0,1.  803. 1) — 2,5;

2) 1,5. 804. 1) — К  2л; 2) -  1. 805. 1) 2; 2) 3. 806. 1) 4; 2) 1; 3 ) 3 .  
807. 2-таргибли. 809. а -*  0 булганда (1 -j- а )3 — 1 г  За. 810. I) 2,5;

2) - j ;  3) 1,5. 811. 2 ва 3. 812. 1) 2; 2) 3; 3) 1. 815.

2 п— 1
1) *  =  0 булганда; 2) х  =  — r— я  булганда; 3) х  =  ± 2  булганда.



816. х  =  2 булганда биринчи учта шарт бажарилади ва туртинчи шарт 
бажарилмайди. 817.

.( — 1, х  <  — 1 булганда f  х — 1, х  <  — 1 булганда

^  У ~~ (  1 , х  >  — 1 булганда, ^  У ~  \  +  1, *  >  — 1 булганда.

х  — —  1 булганда функциялар 1-тур узилишга эга (узлуксизликнинг 
фак,ат иккинчи шартигина бажарилади). 818. * =  0 булганда тур­
тинчи шартгина бажарилмайди (41- чизма). 819. х  =  0 булганда узи­
лиш. lim  у  = о о ,  lim  у = 0 ,  lim /у =  1 ( 4 2 - чизма). 820. х = ± 2

*-►+0 лс-<— О х-*х>
булганда узилишлар. 821. 1) х  =  0 булганда биринчи тур узилиш, бун-

1 1
да lim  у  =  0 , lim у — 1, lim  у =  ~?г, l im у — “о" (43- чизма);*-►—0
2 ) х = а  булганда биринчи тур узилиш, бунда lim у  = —

х -щ —О ^

lim  (/ =  -»-, lim  « = 0 ;  3) u = 7T,  * > 1  булганда ва —•
*-*а+0 z д:-<-±оо ^ *
x  <  1 булганда; x  =  1 булганда 1 тур узилиш, шунинг билан

lim  у  =  — 7J-, lim  ц =  -~ .  822. х2 — I/2 =  0 ’ тенглама у ни х 
*-*1—0 г я-м+о z .

нинг чексиз куп . бир кнйматли функциялари сифатида аншугайди. 
Улардан иккитаси: у  =  х  ва у  =  — х узлуксиз. К,олган;.ари эса 
(узилишга  эга булганлари) ^Ох уциинг баъзй жойларида (участка-



ларида) у  =  х  тенглама билая, баъзиларида у  =  — х  тенглама билан 
аницланади, х  =  ±  1, + 2 , ± 3 ,  ... нуцталарда узилишгз эга булган 
жуфт функцияни

— | х  |, 2п — 1 <  х  <  2/1 булганда

+  | х  |, 2п <  х  < 2п  +  1 булганда,

куринишда тоц функцияни

( — х, 2п — 1 <  х  <  2п булганда

^ I +  х, 2п < х  <  2п -(- 1 булганда

куринишда аницлаш мумкин, бунда п =  0 , ±  1, ± 2 ,  ±  3 , . .. 
823. х  =  —  2 б^лганда, иккинчи тур узилиш lim // =  - |-о о , Иш у  =

X-—2—5 х— 2+0
=  — оо, lim i / =  1 . 824.  х =  0 булганда узлуксизликнинг фацат

туртинчи шарти бажарилмайдн; х  — ±  2 булганда учинчи ва т^р- 
тйнчи шартлар бажарилмайдн. 825. Узилиш ну^талари: 1) х  =  0;
2) х  =  2; 3) х  =  0; 4) х =  0; 5) х  =  ±  2 ва х  =  0. 826. Чексиз к^п, 
улардан: 1) у  =  у"4 — х2 ва у  =  —  У  4 — х2 лар узлуксиз; 2) излан- 
ган узлукли функция:

_  [  — V 4'—  х2, | х  | <  1 булганда 
1 +  У  4 — х 2, 1 <  | х  | <  2 булганда.

827. х  =  0 ва у  — 1. 828. 1) х  =  0  ва у =  х; 2) х  =  — I ва (/ =  
=  х — 1; 3) у  =  1. 829. 1) х  =  0 ,  г/ =  — 1; 2) х =  0 ва у  — х — 1;

3) х  =  — £  ва У = ~ 1- 830. 1) х = —  у  ва у — —  2; 2) (/ =  х;

3) у  =  — х. 831. 1) у  =  ±  х; 2) х  +  у  =  — а; 3) у  =  х  ±  л; 4) у  =  

=  — -j-. 832. 1) (/ =  0, 2) ) / =  +  2х; 3) х =  0 ва (/ =  х. 833. Пара-

х3
болалар: 1) у  =  у ;  2) I/ =  хг. 834. 1 ) х  =  0 в а / /  =  1 ; 2 ) х  =  0  ва

1 х +  1
у  =  — х. 835. 1) х =  — 2 , </ =  у ;  2) х  =  1 ва </ =  —  —^— I 3) х  =

=  2, х  =  — 2, у  =  1 (44- чизма).

4) х  =  1, х  =  — 1 ва у  =  —  х.

1 -  у
836. рг- 837. 1) е 3 ; 2) е*. 838

1) е2; 2) с - 4. 839. 1) е - 1; 2) е ~ 2.
х  -  1 

840. 1) 3; 2) еК  841. 842. 1)
У  е ■

1; 2) — 1; 3) 2 In а. 843. 3 ва

4 . 844. 1) е>; 2) — W .  845. 1) e y e
1 1 1 

-л , 2) — 3. 846. 847. 1)
'  е 44- чизма,



1 1
2) - 2 .  848. 1) З*2; 2) 4*3; 3) 4) cos*; 5) — — ; 6)

~  2x У  ~x ’ ? ) ~ 7 з ’ 8>^ x ; 9 ) _ ^ ; 10) у Т Щ ’ 11) _ ( 3 * + 2 ) 2 ’
x  b

12) , 849. 1) (x  — 2 )2; 2) — . 850. 1) (л:2 -  I)2. 2) *3 - 2 * .
У  1 +  r  a

1 ~  • j / i l  -  30 * 2 +  2* +  3851. 1) 1 +  -7 = ;  2) 1 -  -I/ - •  852. 1) -  - ;  2)
У х ’ '  x x4 *4

853. 1) 2) 3  ( l - y j ) .  « ■  ')

l - x  2 / 1  1

2 1  8 M '  2 >

x
856. 1) 2 sin2 y ;  2) — tg2 x. 857. 1) x  (2 cos x  —  x  sin *);

x  (sin 2 x  — x) x sin x  +  2 cos x 2x
2 ) sin2 * 1 858‘ ^  ~  хз ; 2> (*2 +  l )2 ’

1 4*  — sin 2x 1
859. 1) ---------------; 2) -----------7= ------------860. 1) Г ----------------:— ;

( 1 — 4*)2 4x  У  x cos2 * 1 — s i n *
1 t

2) — ,— ■— ------ ,.  861. 1) gt; 2) 2a sin 2 — . 862. 1; 0; 4. 863. 8,25.2 У  * ( /  * +  l)2 ' 2
864. — 90 . 865. 1) — 6  bx (a —  bx2f \  2) ^ з~ = Г  +  >)•

3 /  * \ У  x  1 
2* — 1 1 / 1 \ \  x

866. l) 2*®~; 2) * 1у т ~ 1^ ) ,867‘ 1 ) ' 2 c o s  т ; - ctg *•
* ( s i n 2* +  *) c o s*  — 2* s i n *

868 . 1) * ( 2  sin * +  *  cos *); 2) ---------- г--------. 869. 1) --------.  ■" ------- ;
cos2 * 2 у x

ds  1 2 (*2 + l )2 4*
2) —  =  —  +  — . 870. 1) — Jz—L ; 2)  .

1 dt 2 t2 ’ *• ’ ’ ( x * +  I f -
1 /  1 \ 2 2 + s i n *  1

871. 1) — - 5- z .  1 + I I 2) — ------- ^ . 8 7 2 . — — .
x  У  x  ' У  x  J (1 +  2 sin *) 3

873. — 1; — у ;  — 2§ - 874. 1) 6 cos 6 *; 2) b s i n ( a - b x ) .

875. 1) — f  cos —  — sin  2) — 2 sin 876. 1) — 20 (1 — 5*)3;
2 \  2 2 /  3

2  10#  x  _____
2) 3 . ___■ 877. 1) —j------- -д гу ; 2) 3) — 2 tg 4* / c o s  4*-

у  4 +  3* — x )  У l - * 2
2 sin2 x

878. — 879.  4 s in 3* c o s* . 880. 1) sin 2x; 2, — sin 2*;
У  2* — sin 2x  3 /  я \

3) 2 tg * s e c 2 *. 881. y —  s in  2* sin (*  — — j .  882. 3 tg4 *.

— sin 2 *  cos У x
883. -----■ 884. „ . 885. +  (У  1 — sin 2* +

4 / ( 1 +  cos3 *)3 2 У  *



+  У 1 +  sin 2л:); +  ишора cos2a:> 0  булганда; — ишора cos 2х  <  0 . 
да, co s2л: =  0 булганда эса у '  мавжуд эмас ( lim  у '  =  У~Т,

Х-» -----О
4

, 2 X
20 sin  4л: со,  ct§ 3

Um </ =  - ) /  2). 886. ( | +cos4x;6- 887‘ = Т ^
+ 0  S i n 2 g

2х- — 1 1 — х  2 1
888 . sin x l l  +  sec^ ). 889. , , 890. r  ==.  891. — sin  — 

У x* — I x2 y  2x — 1 a .

892. 2) —  = , 2 “ " ' 241
<* К  cos 2» d f  j A f  + cos- ( * P + f ) '

m .  r  ( ! ) „ * .  ,  , - ( „ ,  =  0 .  Г , 3 ” '  Л  4
2 /  У  a2 +  b2 ' . ' 4 2 /  У  a2 - \ - b 2 ’

1 4 cos2 2л: л: (2 — Зх2)
894. - т = .  895. -------- = = - .  886 . -----==-. 897. — sin 4л:.

/ 3  / 4 x + s i n 4 *  У \ — х2

2 sin  6л: , „
898. — a - --------- 899. 1) sec2 x; 2) Зл:2 8 т 2 х 3.

у (1 +  cos 6л:)2
• 2_L

4 cos 2л: ds _  sin  4 dr I
900‘ (1 — sin 2л:)2 ' ’ dt 0 T~t “T  9 dq>=  2 cos ф ‘

2 /  y - sin|
________  ОЛ/1

x 3 / 4 х  +  Г

2 ( 3 x + l )  ,  /  я
У03. — — 904.  — j /  - g - .  905. A =  t g a = ± 4 .

2
906. у =  8 — 4л:, x  — 4у =  2. 907. // =  л: +  у .  908. (/ =  0 ва

1 л:
// =  ±  у  (Зх — 1). 909. у  =  — у  +  2. 910. у  =  л — х. 91 1. 45° ва

4 1 / Т  —  2 3 / 1 3  / 1 3
135°. 912. a r c t g y .  913. 1) у ;  2; ^ у - ;  / 5 ;  2 ) у ,  у ,

915. (/ =  х2 — Зл: +  4. Параметр 6 (/' =  2х +  6 =  4 +  6 = 1  шартдан,
с эса (2 ; 2 ) нинг уринма ну^та булишидэн топилади. 916. и =

1 15
=  — 4л:+ 8 , i/ =  — -j -x  — 2; ф =  arc tg у  «  62°. 917. у  =  4х ,
у — — 4л:+ 1 6 .  918. х ± 4 у  =  8 . 919. i / = ± ( 3 x  +  8 ) ва у  =  0.

4 / 1  17\
920. ~ у = -  921. 40°54' ёки 139°6'. 922 . (— 2 ; — 4). 923. ; —  J. 

924. 1; 1; У Т ,  У~2. 925. 11°20 ва 7 °7 '. 926. у ’-  =  —  1, 1.

927. 1/ ' _  =  _  1 ;! ,'+  =  1 .  928. у — х  ва (/ =  — х. 929. / /=  ±  ^ у ^  

ЮЭ’ЗО'. 930. л: =  0. 931. х  =  2 . 932. х  =  0 . 933. х  =  2.



I n x  0,4343 , (л: +  1 )2 „ 2 ( х + 1 ;  
937. ,) ,„ *  +  2) 3 ) — . 938. .)  — ; 2)

х  1 4о^х
939. I) — tg —; 2 ) ctg х cos2 х. 940. 94». -

2-----------------1 2 „ „  1 
942. — ------- 943. -------- -------  944. —----- —  • 945.

х  ( 1 — х2)’ ' c o s  х  ’ 1 — 4х2 V  а2 +  *2'
1 2 ctg2x 2

946. 947. П -  - г 5 - ; .  2 ) ------------г . 948. у  =  х -  1.
2 + к  * *- s in х х  — ахь

949. (У е; ”2 ) ну^тада уринади. 950. 1) 2х +  3* In 3; 2) (2х +

-1- х2 In 2) 2х ; 3) х  ( 2 - f  х) е*. 951. 1) a sin * cos х In а; 2) — 2хе~ }г2;
— 1 1 \

3) 2 х (1 — х) е ~ 2х. 952. е 2 + е  2 . 953. j  е [ 1 +  у Т / ’

2ех  1 ~а (  х х \
954. ------------г .  955. — е cos — — s in — . 956. 1) — 2е~х  sinx;

(1 — е*)2 а \  а а /
у (х_па *

2) — ------- .9 5 7 . ---------9 5 8 . 2а (е™х — е~ гах). 959. — In а.
I ' “ Y* 1 '

960. 26°35'. 962. 1) х -* (1 п х + 1 ); 2) xsin х
1 +  х х2 +  1

sin х ]
cos х In х + -------  .

x J
963. - t g x s i n 2x. 964. 965- -  .

cos x 1 ctg 2x
966. , ■ ■ 967. ------------ - .  968. ctg 2x. 969. --------— —.

у  1 + sin2 X  X  (1 — x2) 1 — sin 2x
X

tg  X X x  —-Г-
970. ----- --------. 971. — -7 - ■ . 972. — — e a .

I +  cos x У ax  -f- x ‘ a
1 /  —  — — \  4 2e2x 

973. — e ° -  e a . 974. -  — -------- — . 975.2 \ J '  ' (e* — e~xf  ' ' У  e*x +  1 '
2 ~  1 - l n x  x  

976. 977, * ----- x5------ 978‘ 16, 9‘ У ~  — ~2'

980. i f — .— . 981. — — . 982. -  \ ------  983. ------- a ---------
V 1 +  x 1 +  x2 У  x —  4x2 I a I У  аг — x2

984. — .  . 985.  ̂ ■ 986. -  — Ц .  987. 1) 2 /  1 - x 2;
a2 +  x2 У  x  — x2 1 +  x2

Зе3* 2 1 , x
2) -7= = .  988. ------- 989. — 7= - .  990. arc tg — .

’ Y  l — eex 1 — x4 2 x / x — 1 а
1 1  2x

991. ------ = .  992. ------ , 993. 1) ,-----T 7= = ~\
2 У  x  — x2 2x Y  6x — 1 \ x \ V 2—x2
1   4e2x

2) ------------- . 994. 2ex V  l — e2x 995. arc cos x. 9 9 6 . - ------— .
x2 +  x4 1 — &x



2) th2*; 3) /  c h x + 1 .  1001. 1,5. 1002. 1) t h x; 2) — — .
sh-2*

2 1
1003. 1) cth2 x; 2) —-------  1004. 1) —------- ; 2) 4 sh  4x.

sh 2x  ch x
1005. x +  l,175(/ =  2,815a. 1006. // =  3 ,7 6 л :+  3,89.

1 __x  ~\f 4 x __1 dx
1008• 0 2) ^  ,009- - ^ - -  I0,0- t  =

2ef (ef — 1) x  -ds ' я a
=  — 1011.  ;  ■ - 1012. —  =  tgH. 1013. —. 

e2' + l  V x 2 —  4x dt  s  2

,0 1 4 - l ) 2) 2 cos ( Inл). 1015. 1017. -
x ( x 2 —  a2) 15 3a

1021. 1) 2 cos 2x; 2) 2  /g x se c 2*; 3) (Т + х 2)3/^ '  *022, 1) — 4s i n2x;
24 1

2) — “ si 3) — (x c o s x  +  3 sin*)- Ю23. 1 ) — ^ ;  2) e- / (3 — t);

2 a  (Зл2 — a2) 2 — ;r
3> (*2 +  a ĵ3 ' 1024- ~ ----------Г ’ 1025-

(2 — t ) 2
(— l ) » - i ( n — 1)! „ (— I) " - 1 I - 3- 5  ... (2n —  3) „

2) --------------- ---------- 3) --------- ------ --------------■■■■■........:------------ .  1026. 1) n!;
> ХП > 2n У х 2п~ х

2) sin +  n  y j ;  3) 2n~ 1 cos ^2x -f- n  • 1028. 1) — 2ex  sin x;

2) ха* (дг21п2 a +  6* In a +  6 ); 3) 2 sin  x  +  4x  cos x  —  x2 sin x.
2

1029. 1) 2e~x ( s i n x  +  cosx); 2 ) — ; 3) x s i n  x  — 3cos x.

1030. f"  (x) =  ^ 5^  e °  ; /<"> (x) =  X \ T  e a ; /(«) ( 0 ) =  ~ ^ = T '

1031. 1 1), m (m — 1) (m — 2 ) ,  , m { m  —  1) . . .  (m — n + l ) .  

,035 . 1) 2 < ~ >  ( 2 * - - ' ) ;  2) 3)

1036. 1) a* (In a)"; 2) ( - 1 ) "  ; 3) -  2 » - i  c o s ( 2x +  n | ) .

1037. - l038, 0  e-r (*3 +  9x2 + 1 8 x  +  6 );

2) — ( 6a2 cos — — 6a x s in  — — x2 cos — 3) — x / IV (a — x). 
a3 \  a a a )

— — / l \ n
1041. Лейбниц формуласига кура / (л> (x) =  x2e a I — I +



=  — 2хе~х‘ =  —  2x f  (х ). Сунгра Лейбниц формуласига кура
х п Ь^х

f (n\ x )  =  (— 2 x f ( x ) \ (n~ l) ва >;оказо. 1044. 1) — — ; 2) —; 3) ^  .

2х  +  и 2х — у  , -,3 /  ц < „ е~~х  +  у
1045. 1) -  2) 1046. 1) - ] /  £  2)

_  е sin у +  q y sin х  1048. 4 +  1, 1049. 1
е* cos у  +  е у cos л: г/ з
а2 2 (г/ — а) /n (m  +  n)*/ b

>050. 1 ) - ^ ;  2 ) ф ^ - ;  3 ) - \ ^  ,У:  1051. — ^ 5.

/4 0  40\
1052. (/ =  3 —  лг ва у = х  —  1. 1053. I — ; — J ва (40; 40).

1054. i ) ^  + 5 l  =  1; 2) да. =  р (* +  *„)• 1055: * + < /  =  ±  ^ = т .

b-х х2 — ау а2
1056. arc tg  3. 1057. 1) — — ; 2) ----------- .  1058. 1) — — ;

a-у ах  — уй и3
R 2 2 ( 1 4 - 1.2) 6а2

2) ~  (у —  Р)»; 3 )" ~  ф  ' ; — (л: -{- 2у)3 ‘ 1059‘ 2У =  — д;—З в а

2i/ =  дс +  1 • Ю60. х - \ - 2 у  =  4 ] /  2! 1061. 1 — у .  1062. е ( е —  1) 

1063. ±  2. 1Q64. 1) dy =  nxn- 1dx; 2) dy  =  3 (л: — 1)2Л

1065. 1) dy =  - 7 = r = - - ,  2 ) d s — g td t .  1066. 1) dr =  4 sin 2 <p cftp 
У  1 +  x '2

2 dt a3dx
2) dx =  — ----- . 1067. 1) sin 2tdt; 2) sin  и du. 1068. 1) — ,  — — -

t3 . x 2 (a* +  x*)
\ a_+VUta_ 3) _ i  sin  J£ d  4) _  ■ ^ L = = . 1070. 1) 0,04: 

a 2 2 x  У  x* — 1
dV 3 bds

2) 0 ,0 5 . 1071. 1) d V = 3 x2d x = 0 ,75; ^ - = 0 ,0 0 6  ёки 0,6%; 2) d f =  ~ щ ~.
Ю ,1-2  1

1072. l ) r f x < -------<  0,005; 2) радиусни хато— % дан ошмаи-
5х у  х  3

диган цилиб улчаш керак. 1073. 1) S  =  nR 2, AS я  dS  =  2nRdR;
4 (2 —  x)dx  

2 ) V =  - ^ n R 3, b V  x  dV =  4 nR 4R .  1074. 1)  ----- ^ -------- ;

t dt du
2) b sin (a —  йф) dq>; 3) — у = = р -  W75. 1) — tg xdx; 2)

3 ) — 2e ~ 2t dt. 1076. 1) — 2) tg2ada; 3) b {[ - { -e ~ bt)dt.
2 у x

1077. 1) Д;/ =  Зх2 Дх +  За: Дх2 +  Лх3 = — 0, 2376,  d'i =  3x2dx =  
14 л^-ОЛ

=  — 0 ,24; 2) dl = — —  х  4,46 см; 3 ) [ d x \ <  — 3—  <  0,006.



— — 1
2) х 3 + у  3 =  I. 1080. 1) х2 — у2 =  1; у  =  ] - ^ 2 - 1082. х =

3trf За/2 (4 — я) а а 
у  = ---------- . 1083. у =  х - \ - ---------------. 1084. х  +  у =  “7= .1 +*»’ • 1 +<*' J ' 2 —  1 * у 2 

1 t2 +  I
1085. 1) — a s j n3 1’ 4/3 ’ ^  t ' ^  У — ■**

4а sin3 -g-

/ Зя \  fZJT
2) (;/ +  2)3 =  x2. 1087. x +  » =  a ^ -  +  2 ) . 1088. y = x - ^ y = .

1 3<2 — 1 3 g2' dx
1089. 1)  ̂s jn3 2) 4{3 ; 3) 4e; . 1090. x  — at —  2 ; At =

d2x  , a a2
- a  — g / ; - ^  = — g; * =  y  ор^али, *  =  2^ (Ю̂ °РИ нукта).

dx d x  dv .
1091. ^  =  t2 — i t  +  3; =  1; /2 =  3; 1095 у =  ^  =  w, ^адма-

n d v n dx dv
хад купайтирамиз. 1096. 2v -^  =  2a -jj  =  2ao; бундан w =  -^  =  a.

g/2 d?x
1097. x =  10 +  20/ — y ;  ^  = 2 0  — gt\ ^ = — g.  Энг говори

dx  20 dh a a
нуцтада^  =  0; t =  -  « 2 , 0 4  сек. 1098. ^  =  n A (2f l — A) =  nr2’

dx „ „ d (со2) duj
1099, - ^ — k ( A — x).-  1100. d(co-) =  2<orfco, - ^ - = 2c o ^  =

da> dt 1
=  2(0 dt ^  = 2 Ше-  =  2е. 1101. Функциянинг илдизлари 1; 3.
/ '  (x) = 2 x  — 4 з^осиланинг илдизи 2 га тенг; 1 <  2 <  3. 1102. Тат- 
бин; килиб булмайди, чунки х  =  0 булганда косила мавжуд эмас. 
1103. Чунки х =  0 синиш нуктаси (уринма иккига). 1104. (АВ) ва- 

9 — 1
тарнинг ^иялиги k — 3 =  2 ; / '  (х) — 2х =  2 , х =  1; х =  1

нуцтада уринма ватарга параллел. 1105. /  (!>) — b2, f  (а) — а2,
f  (с) =  2с; буни Лагранж формуласига куйсак, Ь2 — а2 =  (Ь — а)-2с\

Ь +  а 9 я
бундан с =  — g— • 1*06. с =  у .  1108. х =  у  булганда ёй устида

синиш нуктаси бор, бу ну^тада функция з^осилага эга эмас. 1109. 
[0 ; 2 ] сегментнинг ички ну^таларида функция узлуксиз ва з^осилага 
эга, аммо унинг унг учида узилиш га эга. 1110. s =  f  (t) уаракат 
тенгламаси, t l ва t2 эса харакатнинг бошлангич ва охирги момент- 
лари булсин. Лагранж теоремасига асосан t l ва i2 орасида шундай

t3 топиладики, - -----т - ^  =  / '  (/3) булади, яъни t3 моментда
г 2 h

1 Г ( х )  0
ь ! (Ь) 1
a f  (а) 1

40 =  f ' ( t s) =  f t . 1111. Ф '(х) = ф  (ft) =  ф  (а) =  0 ва

(а, Ь) ораликда Ф'(х) з̂ осНла мавжуд булгани учун, Ролль теорема­
сига асосан а ва b орасида х =  с топиладики, унда ф '(с) =  0 бу-



=  0; бундан f ( b ) — f  (a) =  (b — a) f  (с).
1 Г  (с) 0

лади, яъни \Ь f  ф) 1 
a f  (а) 1

Ф (х) функция Д А Р В  нинг иккиланган юзидан иборат, бунда Р  — АВ  
.  „ #> _  аз з с2 2 (а2 +  ab +  Ь2) 

еининг ихтиерии нуцтаси. 1112. йг _  аа =  \ с =  — 3 (а _|_ ------ ■

dy f '  (t)
1113. Уринманинг бурчак коэффициенти ^  — с нуцтада

эса k — ^ 4 Д . Кесувчйнинг бурчак коэффициенти k, =  ^  =  ф \С) *2 — *1
f(b) —  f(a )

=  у (~ау  Коши теоремасига асосан а ва b лар орасида t =  с

топиладики, унда k i =  k,  яъни уринма ватарга параллел булади- 
Шунинг билан бир га ф' (t) ф  0 булгани учун ф(а) <  ф(с) <  ф(Ь) 
(ёки аксинча), ва уриниш ну^таси ёйнинг ички нуцтаси. 1117. с =

1 f  а1 ab -\- b2 1 /  4 l  /  4 1
=  У  ■ з  • ,1 1 8 - О V - H - Ь  2> V  3> ТГ2 -

Я  -,3 /  15,2
1119. 1) - j ;  2) у  l '4'J" ~  2, 4.  1120. у  — | х  — I | функция х  =  1

1
булганда ^осилага эга эмас. 1121. х =  — у  ну^тада. 1122. 3. 1123.

1 1 а2 1 1
у .  1124. -^п= Г -  1125. 1. 1126. -р. 1127. у .  1128. -g . 1129. 3.

1130. 1) оо; 2) 0. 1131. 0. 1132. 0. 1133. 3. 1134 . 2. 1135. 0. 
1 1 3 6 . 0 .  1137. 1. 1138. 1. 1139. е». 1140. 2-тартибли.

1 1 а 1
1144. а —  Ь. 1145. — . 1146. — . 1147. I n — 1148. —? = .  1149. 1.

3 8 Ь / 3
1 1 1 

1150. 1. 1151. — -т.  1152. — 2. 1153. — . 1154. -тт. 1155. е3. 1160. х =
О £  О

16
=  — 2 булганда ут,-п = 1 . 1161. х = — 2 булганда i/min = — у ;  

16
х  =  2 булганда »max =  -f- -g-; О* билан кесишиш нуцталари: х х =  0 ;

_ 2
х 2’3 =  i  2 У  3 «  ±  3 ,4 . 1162. х  =  — 1 булганда г/гаах =  1 j ;  х  =  3

булганда г/т ;п =  — 9; Ох уц билан кесишиш нукталари: x t =  0 
хг,3 «  1,5 ±  3 ,3 . 1163. х  =  ±  2 булганда //тах =  5. х  =  0 булганда 
t ' m i n = l ;  (/ =  0  булганда х »  ± 2 , 9 .  1164. х  =  0 , (/ =  0 булганда —

3
кайрилиш; х  =  3 булганда (/min = — 6 -^-. 1165. х =  — 2 булганда

</тах =  — 2 ; х  =  2 булганда ут-ш =  2 ; асимптоталар х  =  0 ва </ =  
х

=  у .  1166. х  =  0 булганда t/mjn =  — 1 (цайтиш нуцта); Ох ук, билан

кесишиш ну^талари: х = ± 1 .  1167. х  =  0 булганда утлх =  1; 
х —> оо булганда у  -> 0, яъни у =  0 — асимптота. Эгри чизиц Оу уада 
нисбатан симметрик (нима учун?). 1168. х  =  1 булганда утах =  — 4; 
х = 5  булганда ymjn= 4 ;  асимптоталар; х = 3  ва у —х— 3. 1169. х = 0  бул-



2 4
ганда .ymin = 0 ; х =  - у  булганда утах=  27 . 1170 .  * = 4  булганда i/max = l .

у =  0 булганда х  =  3 ёки х =  5; у  =  —  3 булганда х  =  — 4 ёки 12. 
1171. х =  0 булганда </max =  1; асимптота у  =  0. Оу укда нисбатан

л я  / 3
симметрик. 1172. х =  булганда у тах —  ’ ’ 31 ~

5д л
=  -J2 булганда (/,„[„ я  0,4. 1173. х  =  у  булганда утах =  -д —  

_
— У  3 да 2,45; х  =  — - j  булганда f/inin =  1/  3 — - j  да — 2 ,45 . 

я
Асимптоталар ±  тр. 1174. х  — 1 булганда утах =  1; х->  0 да

у ->■— оо; х -->-оо да у ->• 0. Асимптоталар х  =  0 ва у  =  0. Ох у^  
билан кесишган ну^та: l +  ln x  =  0 , In х  =  — 1, х = е —1 ж 0 , 4 .

1 1 я  1
1175. х  =  -g булганда i/min =  j  —  j -  я: —  0,28; х =  — j  булган-

я
Да </тах ~  0 .28 . Асимптоталар: у  =  х ±  у .  1 , 76 . 1) х =  2 булганда

2 1 1
f / max="7 - Асимптота < / = 0 .  2) х =  — булганда i/min =  — — ,

lim  1/=0  — четки нуцта; х=  1 булганда / /= 0 .  1177.  1 ) х = 0  булганда
*ч- + 0

1 / 4  п  +  1
£/тi п =  0 (синиш ну^таси); х =  ±  J/ — 2—  я  булганда //шах =  U

я  Зя 5я
2) х =  0 булганда ут -1П =  О (синиш ну^таси). 1178. х  =  -у ; -у ;  у ;  . . .

1 я  Зя
булганда # min =  -тр х  =  0; у ;  я; - j  . . .  булганда ymjx =  1.

1
1179. Эгри чизицшгпг жойлашшп со.\аси х  ; 1; х  — у  булганда

1/шах =  2 у  2~i Xj =  0 ва *2 =  1 булганда у  =  0 . 1180. х  =  2 булган­

да утах =  У  2; эгри чизи^ жойлашган со^а х  >  0. 1181.  Асимпто­
талар х  =  1 ва х  =  4 (узилишлар); х =  —  2 булганда у т\п =  — 1/ е; 
х =  2 булганда t/тзх ~  — •• 4 8 2 -  * =  1 булганда i/mm '=  1.5.  Эгри 

х2
чизиц У — ~2 параболага ва Oi/ уада асимптотик яциилашади.

3 /
1183. х  =  0 ва х  =  2 булганда //min =  V 4 « 1 , 6 ;  х = 1  булганда 
'/max =  2 (минимум ну^таларда цайтиш нуцталари). 1184. х  =  0  
булганда у  букилиш =  0 , х =  1 булганда у,пах =  0 ,2  х  =  3 булганда 
‘/ m i n  =  — 5,4 . 1185. хг =  — 2 булганда i /m a x  =  О, х2 =  — 1,2 
булганда y min ~  — 1. 1; х =  0 булганда у  букилиш =  0 . 1186. х  =  2

булганда утлх =  [ / =  0 булганда х = 1; асимптоталар — коорди-

наталар у^лари. 1187. х  =  — 3 булганда у тзх =  — 4,5; х  =  0 булган­
да у букилиш = 0 ;  х =  3 булганда г/т ;п =  -(- 4,5; асимптоталар у — х  

, — я  я
ва х =  ±  3 У  3. 1188. х  =  - у  +  к п  булганда (/max =  1; х  =  - j  ± « я



к '  л я
булганда узилишлар. 1189. х  — - j  +  2/гя булганда </тах =  -f-

1 1 л
+  2 6 я — у  In 2. 1190. I) х  =  1 булганда r/miп =  у  1п 2 — 1

2) х  — — 1 булганда утах = 1, х = 0  булганда //min =  0 ^иялиги 
k  =  +  2 булган синиш ну^таси;. 1191. л: =  0 булганда »mjn =  0; .v=2

4 1 '
булганда ymax =  -р  «  у  ; асимптота у =  0 . 1192.  х  =  — 1 булганда 

^айтиш нуцтаси i/m j n =  2, х  =  0 булганда r/max =  3 , .  </ =  Обулган-

45- чизма. 46 чизма.

да * «  4. 1193. х  — 2 булганда (/тах =  4; у  =  0 булганда лгх =  О, 
х2 =  4. 1194. х =  —  1 булганда ;/min =  — 4; t/ =  0 булганда ^ = 1 ,  
х2 =  — 3. 1195. х  =  0 булганда ;/,nin =  0; х =  — 2 булганда (/тзх =

4
=  у  ; '/ — 0 булганда x t — 0 , х2 =  — 3. 1196. х  =  — 1 булганда
(/min =  — 4; л: =  — 3 булганда г/тах =  0. 1197. х  =  0 булганда 
у тяк = 0 ;  х =  2 булганда у  =  ±  о с х — 4 булганда i/min =  8 ; асимп- 
тоталар х  =  2 ва у  =  х - \ - 2  (45- чизма). 1198. х  = — 3 булганда 
i/min =  — 6,75; х  — 0 булганда у  букилиш = 0 ;  у — 0 булганда х г= 0 ,  
х2 =  — 4 (46- чизма). 1199. х  =  ±  2 булганда i/mjn =  — 4; х  =  0 бул­
ганда i/max =  0 ; ' / = 0  булганда ^  =  0 , х2,;1 =  ±  У  8 »  +  2 ,8 . 
1200 . дс= 0  булганда кайтиш ну^таси утах — 0 ; х= 1  булганда г/т1п =

3
=  — 1; у  =  0 булганда =  0, х2 =  3 у  (47- чизма). 1201. х — — 1 

булганда /утах =  2 ; х  =  1 булганда ;/m j n =  0 ; х  =  0 булганда у  =  1.



х — — I булганда t/min = - 0,6;Асимптота у — 1. 1202. л — — i «иди *лшп — — г ~

У  е
0,6; Ох уци асимптота. 1203. х  =  2 булганда 

0 ,6 ; О;/ у^и асимптота; х =  1 булганда у =  1;
х  — 1 булганда у тах 
J/min =  2  (1 In 2 )
х  =  е2 х  7 ,4  булганда у х  3,4,  1204. х  =  0 булганда 'цайтиш нук;таси

3   
(/max =  0; * =  2 булганда i/min =  — 3 /  4 ж —  4,8; х  =  5 булганда

я
(/ =  0. График 47- чизмадаги графикка ухшаш. 1205. х  =  +  -тт-бул-

я
б- 0,34; х =  — -g

V 3
ганда ут х  =  - у -

JT JT Jt
х  =  ±  у  булганда « /=  ±  у  =  ±  1,57. 1206. х  = -j-булганда (/min=

я Зя
=  -к  +  ! ~  2,57; х  =  - г  булганда у  тах =  +  3,71; асимптоталар х  =  0

1 1 Зл I
ва х  =  я . 1207. х  =  — у  булганда (/ тэх =  — +  ■ 1,85; х  =  у

булганда (/т ;„ w 1,28; jc =  0 булганда у 

х  =  1 да кайтиш нуцтаси 

ганда (/ =  2. 1209. л: =

2 ' 4

у .  Асимптота (/ =  х. 1208. 

1; х  =  0 булганда

1,5; х  =

1 булганда (/ буки-

у  =  2 ; *  =  2 бул- 
я
2 булган-

я  5я
g ва g булганда {/max “

Да </min =  •• 1210. х  =  0 булганда (/min =  0 ; *  =
1

лиш = 1 .  1211. х = е  булганда у тах =  — «  0,4; // =  О булганда лс =  1.

Асимптоталар х  =  0 ва ; / =  0. 1212. х  =
=  — 3 булганда ут\л =  6 ;' д: =  — 2 булганда 
I/ =  оо (узилиш); х =  — 1 булганда (/тах = 2 . 
х = 0 ,  ( / = 1 , 5 ;  у — 0, х =  ±  / 3  а  +  1,7 —  
у^лар билан кесишган нукталар. Асимпто­
талар: х = — 2 ва ; / =  2 — х. 1213. дс =  1 
булганда ;/min =  2 ; х  — —  1 булганда f/max =
=  — 2 ; х  =  0 булганда — узилиш. у ~  х  ва 
х — 0 — асимптоталар. 1214. 1) х  =  0 бул­
ганда у  =  а. Ох уц билан кесишган нукта - 

я  Зя
лар; х  — — +  кп. Экстремум: x L =  ^  - f

7я
-+ 2кк булганда — минимум, х2 — +  2 kn
булганда — максимум. Эгри чизик, — сунувчи 
тебранишларнинг графиги; у у =  ±  ае~-'эгри  
чизицлар ичига чизилган, бу эгри чизи^ларда 
экстремум нукталар ётади. Олдин у  =  ±  а е~ х  
эгри чизицларни ясаш керак Ох ук, —
асимптота. 2 ) х  =  — 1 булганда i/max =  2 ; х =  0 булганда — букилиш 
нуцтаси, х  =  1 булганда ут in =  — 2 ; (/ =  0 булганда x t =  О, 
дг2,я а  +  1,3. 1215. х  =  1 булганда (/min =  3; х =  2 булганда и =  оо 
(узилиш); х  =  4 булганда г/ букилиш = 0 ;  х — 0 булганда у  =  3 ,6 . 
1216. Х  — —  2 булганда ;./т |п  =  0; дс = — 4 булганда //max ~  0,8; 
х = 1  булганда ymix х  2,8; Ох уц — асимптота 1217. х =  ±  1 бул-



ганда (/max =  1; у  =  о булганда х  =  ±  ■— =■ я  ± 0 , 7 .  Ох ва Оу

ук;лар—асимптоталар. 1218. х  =  0 булганда утак=  1; *  =  1 булган­
да i/min =  0; (/ =  0 булганда * = ± 1. 1219. х  =  — 1 булганда

f/min =  "з I х = \  булганда г/тах =  3; х  =  0  булганда у  =  1; у  =  1

асимптота. 1220. х  = —  1 булганда ;/тах =  1, I /=  0 булганда хх =  О, 
= — 4,  эгри чизицнинг жойлашиш со^аси х  >  0 . 1221. 1) х  =  — 2 

булганда у =  °о (узилиш); л: =  — 3 булганда у  букилиш =  0 ; х = 0  бул-
3

ганда (/mjn к  6 -у ;  асимптоталар х =  — 2 ва </ =  х  +  5; 2) х  =  2гт

булганда f/mjn =  0 ; л: =  (2п +  1) п булганда //тах =  У~2. Минимум 
нуцталарда у '  мавжуд эмас (синиш нукталари). 1222. 30 м х  60 м. 

ah а
1223. 5 ва 5. 1224. j .  1225. у  1226. 4м X 4м X 2м. 1227. 20 см,

18 1 / 1  а
1228. 60°. 1229. -----—-  я  2 ,5 . 1230. cos а  =  —  | — <  —— тенгсизлик

я  +  4 т \ т  АВ
бажарилиш шарти билан, бунда а — АВ  нинг темир йул йунали- 
шига булган прэекцияси). 1231. Кучлиро^ ёруглик манбаидан 18 м 

а а
узоцликда. 1232. соатдан кейин эиг кичик масофа булади.

D D V  3" л—
1233. х =  - к ,  у  =  — 5— . 1234. У  3 я  1 7 марта. 1235. I я  5 ,6л ;

2,4 1,6
=  sin а  cos а  функциянинг максимуми сифатйда аншувнади. 

1236. Баландлик х  =  2 дм булганда timax =  1 ^ 1  дмз_ 1237. Баланд-
^ _

лик х = у =  булганда S max =  R \  1238. (1; 1). 1239. У  ah. 1240. jc=

=  2 м  да. 1241. 4 сж ва 3 »  1,7 с.и. 1242. л: =  1,5 1243. Кесим —  
_D

У  2
uP

ан я  294°. 1 2 4 5 - f  =  - Г а ^ - Тп а ; tg а  =  ц = 0 ,2 5  а я  14°. 1246. 1 )у=*
=  г®, у" =  2 >  0 ; эгри чизиь; барча нуцталарида «пастга» ^авариц;
2) у  =  х3, у" =  6х , эгри чизиц *  >  0 булганда «пастга» ва х  <  О 
булганда «юцорига» кавариц; л: =  0 цайрилиш нуктаси; 3) у  =  ех , 
у" = е х > 0 , эгри чизи^ барча ну^тзларида «пастга» цавари^, Оу у^

билан кесишиш нуцтаси (0,1); 4) у =  In х  (х > 0), у ” =  — < 0

эгри чизиц барча нуцталарида «юцорига» ^авари^, Ох уц билан кеси­
шиш нуктаси (1,0); 5) (0 , 0) цайрилиш нуктаси. 1247. Эгри чи-

зтумрнинг кайрилиш нукталари: 1)  ̂ 2; — ; 2 )  ̂ ±  ^ ! = ;  е 2

3)  ̂ ± У  3; ±  j  ва (0 ; 0 ); 4) х =  — я  — 0,35 булганда. 

304

— 1 f  2 томони^р=^ булган квадрат. 1244. а  =  2л булганда у  у  ради-



1252. Жойлашиш с о ^ а с и д :> — 2. У^лар билан кесишган нуцталари 
(— 1, 0 ) ва (0 ; In 2 ). у  барча нуцталарда усувчи, эгри чизи^ «ю^о- 
рига» ^авариц, х  =  — 2 — асимптота. 1253. у  >  О, у =  0 — асимптота. 
1254. 1) Ох  увда нисбатан симметрии. Жойлашиш соз^аси х  >  0. 
Ю^ори шохчаси «пастга», пасткиси «гокорига» ^авари^, Иккала шох- 
ча з̂ ам Ох уеда (0; 0) ну^тада уринади. Эгри ч т щ  «ярим кубик 
парабола» дейилади {Оу уц билан К  ^арфини ^осил ^илади); 2 ) ол- 
дингига ухшаш эгри чизик, фа кат чап томонга 3 бирликка силжи- 
ган. 1255. 1) *  =  0 булганда ;/тах =  —  1, асимптоталар х  = — 2,  
х  =  2 ва у  =  0 (учта шохча); 2) х  =  1 булганда утах =  2 ; х  =  —  1 
булганда у тш — —  2, х  — ±  У  3 булганда Ох уц билан кесишади, 
х  — ±  У  2 булганда цайрилиш, Ох ва Оу уцлар асимптоталар. 
1256. Жойлашиш со^аси х  >  0; у =  0 булганда х =  1; Ох ва Оу уц- 
лар — асимптоталар. х  =  е булганда утах=  1; 2 ) х  =  1 булганда

2 2
Ушах =  1, *  =  2 булганда учайр> =  — к  - j ,  Ох ук — асимптота, *  =  0

булганда у  =  0. 1257. 1) х = 0  булганда ут-1п =  2; х  =  —  2 ва 
х  — у  =  0 — асимптоталар; 2) Оу га нисбатан симметрии, у — О Сул-

/ Т
ганда д: =  ±  - у  и  ±  0,7; х -  ±  1 булганда ymin =  — 1, Оу yi  ̂—

асимптота. 1258. Жойлашиш со^аси х  >  0; х — 1 булганда ут jn = l ;  
«пастга» цавариц; Оу у к,—асимптота; 2) Оу уь;—симметрия уци, 
х  =  0 булганда у т\п =  а; барча нукталарда «пастга» ^авариц. Эгри 
чизи^ занжир чизиц дейилади. 1259. 1) х  =  0  булганда i/m ax =  О,

д: =  у/~4" ж 1,6  булганда i/mjn «  2,1; х  =  —  \/~2 к  — 1,3 булганда 
1/цайр ~  — 0 ,8 ; х = 1  ва у = —  асимптоталар; 2 ) *  =  — 1 бул­

ганда (/га|П =  — 3, у  — 0 булганда х — —  \ f  0 ,2 5  «  — 0 ,6 , Од: ва Оу 
уцлар—асимптоталар. 1260. I) Од: ва О и у^ларга нисбатан симмет­
рии жойлашиш со^аси | х | <  У  2 , х  —  ±  1 булганда уэ =  ±  1,

_ 2 *
у — 0 булганда х  =  0 ёки ±  У  2 ; 2 ) у  — х  -f- —г =  шохчасида х  =  1у X

2 з _
булганда ут\п — 3; у  =  х — - г =  шохчаси Ох  у^ни х  =  - /  4 «  1,6

у х
булганда кесади, иккала шохча ^ам у  =  х  ва х  =  0 асимптоталарга

эга. 1261. х  =  — 2 булганда ут\п =  —  2,52, х  — 2 бул­
ганда i/max ~  2 ,52  (икки нукта з̂ ам цайтиш нук;талари) Ох у>; —  
асимптота, чунки х  ±  чексизликка интилганда (х —- ±  оо) 

8л:
у ~ ------------------------------------------------- 4 —^ 0 . 1262. Ох у д а  нисбатан

(х +  2)‘/з +  (х2 -  4)г/‘+ ( х - 2 )  3 
симметрик, жойлашиш со^аси х >  0; Ох уци—асимптота (lim  у =  0);

Х -+  00

1
х  =  1 булганда экстремум цэ =  ±  ~  ж ± 0 , 3 .

1264. I) -f- х2 -j- In х  -j- C\ 2) 2x6 — ^3 -f- C. 1265. 1) “1”

2 ) |  +  2 l n x - ^  +  C. 1266. 1)дс ( } Г ^ +  +  C;



л_ 4 ,— 2х V  X г—
2) 2 У  х — 4 -/  х + С . 1267. 1) — ^—  — Зх +  6 У  х — In *  +  С;

3 з г — 1 ах 22) — (х — 4) / х + С .  1268. П в* +  -  +  С; 2) —  — —=  +С.
4 х т а  у х

1269. 1) — ctg х — tgx +  С\ 2) — ctg л: — х +  С.
(' dx (“ sin2 +  cos2 х

1270. 1) \ — -------— =  \ — г ; -------- d x  =  tg х — ctg х +  С;J Sin2 X COS2 X J Sin2XCOS“̂  
« x sin* „ x sin*

2) 3 tg x -}- 2 ctg x - C. 1271. 1) ~2 — rj— H"~ Q 2) -(- jj-  “b
JC3

1272. l)2 a rc tg x  — Загс sin x +  C; 2) у  — x +  arctgx+ C.

1273. *) ^ ^ - 2  In x +  C; 2) 3 у " !  + y = -  +  C.

2 (x 2) 8 1
1274. 1) . — - +  C; 2) 4) In * — —  — -  +  C. 1275. 1) In x —

у x У x x

— -  — — +  C; 2 )x + c o sx  +  C. 1276. 1) e* +  tg x +  С; 
х 2х2

2) ТгЛТ ~  4х*~ +  С- 1277■ cos х ~  etg* +  C- ,278- tg л: — x +  C.
1 x 1

1279. - j  sin 3x +  C. 1280. — 2 cos у  +  C. 1281. — 3- e~»x +  C.

1 -  1 
1282. -5 tg5x +  C. 1283. 2 (e 2 -  e 2 ) +  C. 1284. g- (4x—l)3/2+C.

(3 -2 * )»  I ,,,
1285. — 10 + C• 1286. — g- (5 — 6х)4/3 +C .

1287. — У З  — 2x +  C. ■ 1288. -jrcos (a — bx) +  C.

1289. In (x2 — 5 x + 7 ) +C . 1290. у  ln (x 2 + l )  +  C.

1291. — 0,1 In I 1 — 10x| +  C. 1292. — -g- In I 1 — 3e2x\ +  C.

1293. In |sinx|+C. 1294. — ln|cosx|+C. 1295. In |sin2x|+C. 
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2 х
2  

деб олинсин). 1565. — arc tg У х 3 — 1 +  С (х3 — 1 =  t" деб олинсин).О
1566. — [х +  In | sin х +  cos* | ] +  С. 1567. 2 [ У  х arc sin |/"*"+

+  1-1 — x ] +  С. 1568. tg2 x +C ёки

1569

cos2 л: +  CV

С cos2л: — sin2*  f  С
' J ------ sin*~i!-------  dx =  — | ctg2 * d (ctg x) +  J rf ( ctg *  ) =

ctg3* — x
=  ctg* — — -—  +  C. 1570. — ctg *  ln (cos *) — x +  C. 1571. e +

+  — ln . о

3
e* —1
,  . +  C. 1572. — tg4 *  +  С (tgx — t деб олинсин), 

e +1 4



1573. In | jc j — In | jc -1 -Ц  +  С. 1574. J  V  1 - s in * r f * =

С cos x dx , -------------
=  ±  \ . ■■ ■=■ = ± 2  к 1 +  sin *  +  С (cos x >  0 булганда +  ва 

J у 1 +  sin x

cosx < 0  булганда —). 1575. - j^ =  arc tg( |̂  2 tg*) +  C,

1576. 1  Г _ ^ £ ! ) ----------*8 + 1 — (*3 2)
2 .1 o(*2 +  l) ( * 2- 2 )  6 J  (_ **+ !, ( * * - 2 )

a  T  ln + a  ,577- -2 e  Vx ( V ^ + \ )  +  C.6 ** +  1
1578. 2 У~х arc tg К * "  — In | 1 +  *  I +  C. 1579. / t g T + С  (tg* =  t 

x 2 4 -  1 1
деболннсин). 1580. In |*|----------— In (лг2 1)+C. 1581. “----- arctefa* ) +

2л;2 In а b v
+  C. 1582. 2 ( ^ 7 + cos y Y )+ C .  _____  _

l« 3 .  1 £ ± % 7 + Т  + 2 , T i l . 1 +  (*+  I =/■

деб олинсин). 1584. *  — y " l — *2arc sin *  - f  C. 1585. V— ------?

I  1 \ 3*2 +  3* +  1 „ , , „*  =  — деб олинсин . 1586. — ——-------—— +  С; \x +  1 =  t деб
\ t I______  3 ( * +  1)*  
олинсин). 1587. У 2ах +  *2 — 2a In | *  +  a +  У 2ах+ *2|+С(170-бет.

(2*— l)2 . 1 +  cos* +  sin2*
4°). 1588. !n :—------— +C . 1589. — ----------- ;-------------- +  C.

|*“ +  *| s in *
1 С (*2 -f- 2x +  2) 1 2

1590. — In --------------------- +  — arctg----------  [махражнинг купайтув-
16 x- — 2* +  2 8 2 — *-

чиларга ажралиши: х* - f  4 =  х* +  4*2 +  4 — 4*2 =  f*2 +  2)2 — 4*2 =О
Г* rfx

ва о̂казо. ] 1592. s5 =  0,646, S5 =  0,746 I —  =  0,693. 1593. 20.
'l

1594. 2 — . 1595. — . 1596. —. 1597. —  1598. 3 (е— 1).
8 3 6 12а

1599. In ( 1-f- У  2 ). 1600. —. 1601. х — t2 деб, чегараларини узгарт-
3
Г 2tdt ,

сак, ------- =  [2t +  2 In (̂ — 1)]| =  2 ( 1 +  In 2) ни *осил циламиз.

2 _  _  2с
1602. 2 ~  У-.3.. . 1603. 2 — In 2. 1604. — — 1605. In — ( /

2 3 2 е +  1
а (л — 2) „ 1 ла2

1606. -------— — (* =  а sin21 деб олинсин). 1607. —. 1608. — — •

1609. 2 In 2 — I. 1610.  ̂ 2 +  1п(1 +  У 2 ' 16И- У 3 — У  2 _ ^



3 1 я  1-3 я  ЬЗ-5 я  а3
,612. Ш .З- 16,4. - -

1615. —. 1616. 1. 1617Х  3 - - 1- .  1618. 2 In 1,5— —. 1619. arctg е—
6 2 3

я  17 я  — 2 я  1— 1п2
— — а 0,433. 1620.— .1621.-------- . 1622. — — 1. 1623. ----------- .

4 6 4 2 2
1 я  1-3 я  1-3-5 я  32

ИИ- ') -J V  2̂ 4 Т ’ 31 Г Й Т  ,e2s' 7- "*■
___ 2

1627. (2 У  2ph) асоснинг h балэндликка купяйтмасининг — и̂сми.

32 16
1628. —. 1629. 8 In 2. 1630. 1. 1631. —. 1632. 19,2. 1633. 25,6.1634.

3 3
8 8 5

8 —. 1635. —. 1636. 20— 1637. паг (60- чизмага кар., 330-бет). 1638. 
15 3 6 f

(4 — я) а2
0,8 (328-бет, 57-чизма). 1639. — —----- ; х — 2аsin21 деб олинсин

(356- бет, 88- чизма). 1640. 2а2 sh 1 =  а2 (е — е~1) *  2,35а2. 1641. Зяа2.
Зла2 „ Зла2

1642. —— . 1643. а2. 1644. —— . 1645. r max =  4; 2q> =  90° +360°n 
8 « 

булганда, яъни ф =  45° +  180°п =  45°, 225° булганда; гт \п =  2; 2<р =  
=  — 90°+ 360°« булганда, яъни <р=—45°+180°п= 135°, 315° булганда. 
45° ва 135° булганда цушни экстремал радиус векторлар. Изланган юз

3*
4

1 Г „ 19я Зя яа2 яа2
— \(3 +  sin 2<p)2rf«p=—  га тенг. 1646. — . 1647. — . 1648. —  •

1C

Г

1649. г =  a (sin ф +  cos ф) =  а У  2 cos J; rmax =  а У  2~,

п п я  я  я  Зя
Ф — — =  0; ф = — булганда; ф — — =  ± —, ф =  — — ва— бул-

4 4 4 2 4 4 .
3*
4

1 С г_ ( я  \ яа2
ганда r-min =  0. Юз S  =  — I (а У  2 )2 cos21 ф — — I dcp - — .Агарда

декарт кобрдинаталарига утилса, жавоб соддароц ^осил булади:
7а2 __ч а2

х2 - f  I/* =  а (х  +  у) —  айлана. 1650. —  . 1651. (Юя +  2 7 / з )  —  .
4я  64

3 „ 32 4
1652. — а2- 1653. 36. 1654. 12. 1655. — . 1656. — (328-бет, 5 6 -чиз-

2 3 3
14 16

мага кар.). 1657. — . 1658. 2. 1659. — . 1660. 17,5 — 6  In 6
3 о



1661. 2 j  — x У  x +  1 dx =  — (327- бет, 53- чизмага цар.). 1662. r max=  
—1

=  4, 2ф =  180° +  360°л, ф =  90° +  180° п =  90° ёки 270° булганда; 
/"min =  2, 2ф =  0° =  360°п, ф =  180°п; 0° ёки 180° булганда. Юз

■К
~2

1 С „ 19л Зя па2 я  а*
S =  — \ (3 +  cos 2ф)2 Лр =  1663. —.1664. —  1665. — .

2 J 8 4 2 4
оq2 q2 | 1

1666. j -  (е2я — e~2* =  -g sh 2л. 1667. 4abarc tg—. 1668. na2. 
8ла26

1669. nph2. 1670. —-— . 1671. 12Я. 1672. 58,5л. 1873. 2n W
О

/sh 2 N 512re 7
1674. яа3 — +  1 . 1675. —— . 1676. — яа». 1677. Зя*.

\ 2 j  15 6
512л ___  л̂  /5л у~з \ ___  яа3 ___  я а

Ш8. — . кет. +  то . т . м , .  2

1682. 1683. (я  +  2)я ,, 1684 ^яа Ч. 1685. ^ 2 ?
3 4 3 105 .

8яа3 128л
1686. 19,2л. 1687. —— . 1688. V= —— . 1689. 5я2а3.

О о

112 „ 670
1690. 72л. 1691. — . 1693. 6а. 1694. — . 1695. 8а. 1696. У̂ лар

4 ___
билан кесишиш нуцталари <х =  0 ва (, =  /  8 . s =

4
/в ,

=  j  =  4 J  . 1697. / "6  +  In ( V T  +  у т ) .

1698. 2a sh 1 ss 2,35а. 1699. s=  * _ rf*; 1 +  х2 =  /2 деб оламиз;
з_
4

13
5

t2dt
S = <2— 1

5_
4

1  ̂— 1 ,2,6
< +  — In ——-  =  1,35 +  In 2 *  2,043. 1700.

2 t +  1 j 1.25

3
Я (' dxлар билан кесишиш ну̂ талари xt =  0 ва хг — —; s =  \--------
3 J cos х

о



Ccosxdx С d isinx) r — r_
=  ----- —  =  , . ’ ■ = ln (2 + V r 3 »  1,31. 1701. 1) 4 / 3 ;J COS2X  ,) 1 — sin2 X

о
I

2) — In (2 ch 2) a 1,009. 1702. 1) 8a; 2) па У  1 +  4 л2 + — In (2л +

, --------- Зла 28
+  / 1  +  4л2. 1703. -2 -.1 7 0 5 .- j. 1706. In 3. 1707. 2 In 3— 1.

_ 14я
1708. p[ / 2  +  1п(1 +  У  2)] «  2.29p. 1709. 4 /  3 . 1711.

1712. яа2 (sh 2 +  2). 1713. 2л ̂ 1 +  3 y - j ) ’ ,714’ 2 я [ / Т + 1 п ( 1  +

- f  V~2)]. 1715. — яа2. 1716. Зл. 1717. 4л2а6. 1718. 34 V>7 — 2 л _
3 9

62я
1719. -g-. 1720. 2,4 яа“. 1721. 29.6л. 1722. 144 т ;  пастки ярмига

ah2 2
б л̂ган босим 108 т .  1723. -g-. 1724. -g- R 3. 1725. 240 т .

ab3 a3b ab3 a2b
1726. Jx =  3 J J y =  3 . 1727. Jx -= J2 ; Jy =  |2 • 1728 . 6,4.

1729. M* =  My =  - j*  ,73°- Mx =  j y  =  0*1 ^ 2;
о

a a
С 1 С ab 3

My— j xy dx =  — ba3; S ]=  I r/ —; xc=  —a, yc=0,3b. 1731. xc=0,
о , 0

a

2 I ' f  ydx
yc =  = ^ a  »  ^a. 1732. 1) 1120л к/ж; 2) 250 п/?4 к/л.

« + А
f* mg/?2 1000 л/?2 Я 2

1733. * ---- . 1734 --------- --------и 21 к/л.
.) X- R  +  h 6
R

H
(' S  dx

1735. 1241 кГ.ч 1736. 0,024 n кГм. 1737. t
.1 0,6 s /  2gx

H\h r> _
=  100 сек. 1738. t =  Q6/.2tf2 y ~ ' J x V x  dx, бунда h «  2 — ЦУ-

h
шимча конуснинг баландлиг и. Х,исоблаш натижасида t ж 42 сек. га

a/i2 1 /г
эришамиз. 1739. — . 1740. ^  1741. -р—. 1742. )i,ap бир девор-



ft
а 2

f* | ‘ яа4
у-х du =  |а4 sin21 cos2tdt = — .

о о
2
f ф dx н

л1 ' 8 nR~-1000 [’
1744. хс =  0; це =  — -------- =  J  ■ 1745- -------J jT ~ ) ( Н ~ х)2 х * *~

2 j* ydx 0
О

х  30л кГм. 1746.  ̂ ' — 1 ] *  1598 кГм• 1747- / ==
14яУ?2 ,  /~р~ 400л

=  -----------------А/ _  = ------«  419 сек. 1748. 1) 1; 2) ва 3) интег-
15 • s • 0,8 V 2g 3

с»
[‘dx 1раллар узоклашувчи; 4) п > 1 булганда 1 —— = ------- ; п < 1 оулган-
.1 х  п — 1
1

1 л
да узо̂ лашади. 1749. 1) 1; 2) у  3) - j ;  4)' 1; 5) In 2; 6) 16

л л In 2 л — 2 Зл—
1750. 1) j ;  2) Х + Х ; 3) ---- 8 • >751. 1) 6 /  2 ; 2) узоцла-

Г dx I I
шади 3) 6.1752. 1) ' . . .  -  якинлашади, чунки—, -< — Г/—:

.1 У 1 +  ' ’ У 1 +  х3 * /* •
о

ои со
С dx С dx
\—гг эса якинлашади. (1748- масалага кар.); 2) \ 3 узок,ла-
>' х ‘ х3 — 11 2 у

оо ОО

1 1 С dx „ Г  ё~х dx шади, чунки о > —. I ----  эса узо̂ лашади; 3) I ----------—
у  X *  —  1 X  J  X  ,) X2 1

£1_*
X

ё-~ с
якинлашади, чунки х > 1 булганда ----- < е~ х , \ е~ * dx эса

i
СО

fs in х dx
------------ абсолют якинлашади,

лг
I

00
l Sin* l 1 WX Ччунки --------- L— < —, I —  якинлашади (1748- масалага кар.);

х2 X2 ,) х0
1

оо

f x dx х
j узоклашади, чунки х > 1 булганда - —======= >



> У х * Х+ х * ’ [  х У ~2~ ЭСа узок;лашади: 6) I* е dx =  j* е~ * 'dx +
2 0 0

СО

+  J  е~х'  dx я^инлашади, чунки х  >  1 булганда е~х‘ <  е ~ х ,
1

00 1

С С dx 1 
\ e~x dx эса я^инлашади. 1753. 1) л <  1 булганда 1—— = --------- ;
J J дг 1 — л
1 о

ь . „С dx (Ь — а) 
п >  1 булганда узоцлашади. 2) \ —-------—  = ------------------ , n <  1 бул-

J Ф — х) 1 — п
а

ганда, п >  1 булганда узо^лашади. 1754. я . 1755. 2. 1756. Зла2.
— — 4н 1

1757. 2лааЗ. 1758. п [ У  2 +  1п( 1 +  У  2 )]. 1759. — . 17tl. у ;

2) -д-; 3) 1; 4) узоцлашади. 1762. 1) In (1 +  У~2); 2) 2; 3) 1 —
1 2 3 In 2 1 

1763. — . 1764. 16л. 1765. 2 я . 1766. 1)— ; 2) ---------; 3) --------- ;
2 я  я  е — 1 

а* -+ ab -f-б* я  4
4) --------- r L— , 5) т . 1768. 1) е(Л) =  (0,2) |в (h) <  -jg <  0,3.

55 2 • 10—4 
1770. -g-я «  28,8 дм3. 1772. 1п 2 =  0,6932; |е (Л) < ----- jg----- <0,0001.

1773. 8, 16я. 1777. «  1,22я. 1778. R =  у ,  1779. R  =  у.1780. (2; 0)

учида R 1 =  у ;  (0; 1) учида Я а =  4. 1781. R  =  4а. 1782. ymax= - j ,  х=1
булганда; =  е. 1783. (4;4). 1784. (3; — 2). 1785. (0; 1). 1786. 27Х*+
+  8К 3 =  0. 1787. (2X)V* +  У7 * =  3V*. 1788. X h— y 'U =  (2a) h
1789.X =  a cos t; Y  =  a sin f ёки X2 +  K> =  a*. 1790. f t = / ( l+ e ,*)_V *;

2 ln 2 2 , —
kmax =  *  =  — — »  — 0,347 нуцтада. 1792. I)  R  =  — У2аг;

a* r* 1
2) p  3 )^ . 1793. y .  1794. 2. 1795. 1. 1796. 1 1797. (—2; 3}

/„ 4\ / 11 16\ я  3
,798. (0; - - J .  1799. ( - j ;  j ) .  1800, X  =  - *  -  0.7,

K  =  — / T «  — 1,4. 1801. 8 X 3 — 27K* =  0. 1802. X  =  — i 2 ^ + f j -

K  =  4 f^ l +  — j ;  эгри чизиц ва унинг эволютасини ясаш учун

3
t =  0; ±  1; ±  ~2 булганда х, у, X , Y  ларнинг жадвалини тузиш

2 2_ 2_ 2_ 
керак. 1803. (X  +  К)3 — (X — Г)3 =  4. 1804. (X +7)3 +  (X—К)з =



2 2_ 2_ 2_ 
=2аЗ ; у̂ ларни 45° га бурганда бу тенглама а̂ з -)- yt з =  (2а)3 
куринишига келади, яъни астрокданинг эвалютаси, улчовлари икки ба- 
равар ошган ва 45° га Оурилгаи астроида булади. 1806. 21.

3 +  In 2
1807. 51. 1808. 7,5. 1809, 2я. 1810. 2 sh 1 «  2,35. 1811. ------%----- •

dr 4 х2 dr
1812. За: +  4у =  0; ^  =  4/ — 3/. 1813. у =  -^ х ~ -д; -^=3/+2(2—/)/.

dV 4 11 — 2| 6 
1814. « )=  —  =  — 2У; шх = -----------------------~ —

Л 2 V4<2—16<+25’ "  |/4̂ “ — 16/-I-25;
2 2

t =  0 булганда ют =  1,6; wn =  1,2. 1815. — +  ~г =  1;а=—asin//+л а- о2
г _ /  // — /з z -- /3 у  __х

+  b cos /у; w =  — г. 1816. — —  =  ~ j — =  - 3*2^- 1817. ——  =
V   v2 7 _ r / V  ■*— 1 Ц — 3 2 — 4

=  =  18,8 • Т Г = ^ Г  =  — • 1819- г  =
2 / 7  .

— i  -'г k п i  +  ft
=  —/ +  ft, B = i +  k, N =  — 2j; x =  - - y ~ j  ■, P =  - p y  , v = —j .

1820. B =  r  x  r  =  6/ — 6y +  2ft, J V = ( r x r ) X r  =  — 22 i  — 16/ +
л: — 1 // — 1 г — 1 

+  18ft, бош нормалнинг тенгламалари: —pj—  =  ~g-----=  __g ; би-
x — 1 ч — 1 г — 1 

нормаль: — —̂ =  ^ 3— : —j---- ва епишма текислик: За:— 3i/-f-z= l.
1821. N — 3 (/-{- у), В  =  — i  j  +  2ft. Бош нормалнинг тенгламалари

х — 1 у — 1 г 
х =  у, г =  0; бинормаль: - _д = —- j— =  ~2'- 1822. t ни йу^отиб,
конус сиртнинг тенгламасинн д:2 +  у~ =- г3 куринишда хосил циламиз. 
г  =  (cos t — / sin /) / +  (sin t - f  t cos t ) j  +  ft =  <+ ft; r  = ( — 2 sin t —
— I cost) i  +  (2cos  ̂— t sin t ) j  =  2y; В  =  r x  r =  2i +  2ft, N =  Aj. 
Уринма: x =  2 ва (/ =  0 бош нормаль: Of/ уци; Бинормаль: х  -j- 2 =  0

bn
„ я  а: г ~ ~ Т

ва у =  0. 1823. ^=2" булганда — ; = — g— , у =  а.

1824. cos a =  ±  — а . cos Р =  ±  — _ У  —̂=  ; cos у =  
У а +  К b У  а +  У b

У  АаЬ „=  ±  —-1------- ; ишорани танлаш эгри чизи^нинг а̂р бир шехчаси-
У  а +  у Ь

даги йуналишни танлашга боглиц. 1825. х =  sin 2t, у — 1— cos 21, 
z =  2t1 винт чизигининг тенгламаларидир, бунда t — бурилиш бурчаги

(48- чизма). =  —булганда jc  нуцтадаги бирлик бинормаль вектор р =

я/ -(- j  k л
=  " Т /:о“ г-а — * I826* t =  Т  бУлганДа v =  a( i+ j) »  СО == a /- 1827. ̂  ̂~р ЗХ 2,



х — 1 I/ — 2 
1828. —r— =  ;---- г -  ва г =  3. 1829-1 ~ 1  ~  8 • 2 ~  —1

=  -у =  — ■ 1830. 120°, 60°, 45°. 1831. ЛГ =  — 26/— 31/+
X —  1 V — I 2- —  1 

-f- 22Ат, В  =  16/ —  12/ -J- 2k; 2б"~” =  31 =  22 *

— g—• =  =  ~~Г~- 1832-- N := — 4j — ik ,  В  =  2j  — 2ft. Бош-
нормаль тенгламалари: х =  я , г  =  (/ +  2; бинормаль: л; — я , (/ +  г =  6

1 IK+col 2
1834. v = Г =  / +  (1 — 20 У, в у =  г  =  — 2У, £- =  — —3~ =  ;

» =  / 2 - 4 (  +  4ft = - ^ =  =  - / - 2 .  . . =

2 /—  • — 4/ 3/
=  — =  /  2 . 1835. v — г  =  — 4 sin //+ 3cos i j  =  — — , w =

4/+ЗУ 1 12 .--------------------- ;----- 7 sin 2t
=  r = _ _ ; -  =  _ B =  / i6 s in ^  +  9eos*/, =

я  5 7 • у3
— булганда D =  p = ^ , =  у =  у р —  =  0 1 ]/ 2 , да„ =  -  =

=  11  =  } W  2-_ 2|4 у  2 . 1836. ®= r  =  I  +  2t j  +  2t2k, w =  2/ +  
» 5

1 I® X  0)1 2 2 .
+  4/Л, у =  2t +  1, ^- =  v3 =  _|_ 1 )2 =  _9'; =  v =

v2 2 (2/2 +  1)
=  4, wn =  =  ^ 2  _|_ ))2 = 2  (ихгиёрий ну̂ тада). 1837. Аввал век- 

торлар координаталарининг ушбу матрицасини тузамиз:



г
г
г
г

г X Г

t t2 /3
1 2/ 3t2 
0 2 6/ 
0 0 6 
6/2 — 6/2

Сунгра топамиз:
1) | >| =  y \  +  4/2 +  9<*

2) | г  X  r| = 2У 9г<  +  9/2-+ 1; 3) r  r  r  =  12; 4)^- =  

_  2 / 9 / 4 +  9/2 +  1-  =  2; 5) 1  = 12
/ ( l + 4 /2 + 9/ )̂3 p _

1 _  V  2 _ V  2 . 1_____V  2
R (x +  y)2 4 ’ p 4

1840. «Унг» винт чизигида: - -  =  fl2
1 2 / 2  1 2/

1841 ‘ ~  (2<2 +  l)2 — 9 ’ ”p* ~  — (2/2+  l)2

—  =  3.
4 (9/4 +  9/2 +  1)_

1839. — =  — =  
R

b
«чапда»: -

~  \l +  yj — R2
t f  1 9y* +  4tf +  1 14 1

=  — -g. 1842.

a2 +  b2 ' 

r  =
______________________________ _______  _  1

_  Ч < /-И  +  f/®)3 “  2T  p = ~  T  ,843‘ =

=  ^-Д-I — =  — 4 -  *844. 3) (0, 0) нуцтадан бошца бутун текислик; 
6 р «3

4) х2 -f- у2 <  а2; 5) ху >  0 (биринчи ва учинчи квадрантлар); 6) х3 +  
у2 < 1; 7) тугри чизицдан бошца бутун текислик. 1) ва

4
2) тенгламалар айланма параболоидларни аницлайди; 3) г  =  ва
у =  0 эгри чизицнинг Ог у ни атрофида айланишдан з̂ осил булган ай­
ланма сирт (49- чизма); 4) ярим сфера; 5) конус, буни тасвирлаш 
учун х  =  а, г2 =  ау ва у =  Ь, г2 — Ьх — параболалзрдан иборат ке-

симларни олиш керак (50- чизма); 6) г  =  —у -  , у =  0 эгри чи-
У  1 — х2

зиянии г Ог ук атрофида айланишидан о̂сил булган айланма сирт
kx

7) Ясовчилари ty— kx, г  =  ^_  j , йуналтирувчилари эса асимптотала-



ридан бири у =  х(х  =  Л, у =  А) текисликдз ётган ва учлари Оц 
у к,да булган у =  h, (х — А) ( z +  А) =  — А4 тенг томэн/ш гилербэла- 
лардан аборат конус: олдингига ухшаш гиперболалар х =  h ва г =  А 
кесимда а̂м з̂ осил булади (51- чизма).

1845. s =  /р(р — х)(р — !/)(■* +  ;/ — р) • 0 < х < р ,  0 <  у <  о ва 
х +  х >  р. Функциянинг мавжудлик со.̂ аси, яъни х =  р, у =  р ва 
х +  у =  р чизщлар билан чегараланган учбурчак ичида ну̂ талар 
туплами. 1848. Д*г =  (2*—г/+  Дх)Д.1с =  0,21; АД,,г =  (2# — х +  Дг/)Х Д 
( / = — 0,19; Дг =  Д̂ г +  Д г̂ — ДхД.у =  0,03. 1849. 1</1 <  | л | со̂ ада 
узлуксиз ва бир цийиатли булганда г =  +  У  х* — у2 ва г =  
=  — У  х2— у2 функциялар айланма конуснинг (Ох у к билан) юцори 
ва цуйи сиртлари билан тасвирланади. г =  ± У  х2 — у2 тенглама 
билан аникланувчи'узлукли функцияга мисол сифатида у̂йидагиларни 
келтириш мумкин:

г =
+  У х 2 — у* , 0 <  х <  1 \ булганда х =  1, х =  1 ва к. T y F -  

- У х 2- у *  , 1 <  *  <  2 j
-\-Ухг — у2 , 2 <  х  < 3

ри чизиклар — узилиш чизи̂ лари 
ва о̂казо.

Бу фунциянинг тасвири конуснинг ю̂ ори ва цуйи сиртларидан кетма- 
кет олинган полосалар булади. Функциянинг ани̂ ланиш со̂ аси \у\ <  
<|*|, яъни у =  ± *  тугри чизицлар орасидаги уткир бурчакнинг 
Ичида ва тугри чизшугарда ётувчи ну̂ талар туплами. 1854. 2)

х2 у2
у =  — х  тугри чизицдан бошк,а бугун текислик; 3) 5̂ +  ^j =  1 эллипс
ичида ва унда ётувчи нук,талар; 4) бутун текислик; 5) |</| <  \х\ бур- 
чак ичидаги ва унинг томонларидэги ну̂ талар; 6) текисликнинг *  >
>  0 ва у > 0 квадранта, (2) текислик ясовчилари г =  А, *  +  у =

* 4 л=  ва иуналтирувчиси г =  — , у =  0 булган цилиндрик сирт



(52 - чизма). (5) ва (6) сиртлар — конус сиртлардир; (4) эса — парабо'

лоиддир. 1858. Зх(х +  2у); 3 (х2 — у2). 1860. — 1861.
з,

*2+ V ’ х2 +у*- m z  ~  (/—г/)2’ { х - у У  1863‘ 3x t y T - W i '
У t

i%f -  з■V х )
1864. дс. 

- да
■ b cos а. дс 
с ’ дЬ

b — a cos а дс 
с ’ да3t ( V r  . .

af>sina „ ду г„ . , ди ди
Х4 \ -х у ) - ,щ  = - х Ч  *«. 1867. Тх =

. ду
с

Ы 5х
~  (х +  2t)2 d f~  ~(x-\-2t f  д х ~  2 У  х—хЧг' dt ~  V 1 ~  xt2 

дг дг дг у |х|
1874. —= —a sm (ах — by);—=  Ъ sin (ах — by). 1875. — =  

дх ду ' л'г‘
дг |х| дг Зг/ дг

1876. г  = r r — гг„; -  
ду

' I *  — хуу, щ =  — х-е 1«о/.

. 1868. Q  = ___ . *5 =  l / Z
f  дх 2 V x —x2t2'dt V 1-

дх'

ду
1877.

х У  х2 
ди 
дх

~У дх (3 у — 2х)2 

=  ctg (х — 2/); з г =  — 2 ctg (х — 2t).
ди

х2У  х2-у К
3 у

(3у — 2х)2 
ди

1878. Тх  =

=  2 sin у cos (2х +  (/); щ — 2 sin х cos (х 4- 2у).
2) — 0,1 е2 «  — 0,739. 1887.

1885. 1) 0,075. 
0,1. 1888. 1,2л дм*. 1889. 0,13 см;

/у  1\ / 1 fx\ , xdt 
1890. 1) dz=* -  ^  +  - J *  +  +  ~  j  dy\ 2) *  =  In tdx 4- — ----

1891. Az =  0,0431, dz=  0,04. 1892. 0,15. 1893. 

1895. j t =  — (e ‘ 4- «“ ') =  — 2 ch t. 1897. ^  =  e» 4- xe*

30я ел3.
dy 
dx‘ 1899.



*  =  *  _ i ( 4  +  ib .o o .  „
du y\ у I  dv у \ у )

dz dz dz dz . dz dz

дг dz du dz dv
dx du dx ~̂ ~du dx 

dz_ dz) y_ dz dz 
dx ~  У du x1 dv’ dy =  

du du du . du I  du
I901- d? =  T x cos4 +  фЗШ(Р: ^  =  ( “ ^ sin(I,+

\ dz
4- "— cos® jr. 1903. 1) - г  =  2 [ (Ax +  By) cos t — (Bx-\-Cy) sin /] =  

dy ) ot

dz
1 du' 
dz

dz 
7 dv1 
1 dz

=  m*„ +  Pdv; d y - n du +  g Tv; V

x du^ x dv' 
du

dz
=  (A— C)sin2t +  2Bcos2t; 2) — =

dt
2e

e*‘ +  1
1906. 1) — =  — _i_ 

dx du
. dz dz _ 2 ^£_— • 2) d z_d z V~y , dz. dz _  dz V  x  . dz

dv' dy du dv dx du 2 Vic do dy du 2 V~y

1907. f = 2~ z rdx y +  3
1908 1910. ± .

1911. —1. 1912. 1)(— 1;3) ва(—1;•
dz

I); 2)(1; 1) ва (—3; 1). 1913. F j~
3 — x d z  у dz у dz x dz a_ dz

> я „ ~ — ,  - 1914. я „ — д„ — 2г - 1915- д х ~  с ’ dy ~
хг +  ху +  у2

1920.

г ’ dy~  г  - 19 d x ~ 2z' dy 
b du х у

=  7 -  19,8-<Г* =  4 ?  ,919- - 7 -
1 4 1 dz dz

1921. j .  1922. -g У

6 у 2 
1929. - F ; ^ ;

5- 1923- d x~ l 'd y ~  x — z

xy
. 1926. 6; 2; 0; 6.

2  x ij U* ----  X 2 — 2 xy
0; 0.1931. (jt„ +  у.1)г, (л.а +- yi)2 , (л.2+1/2)2-

{.У dx — x dy)2
1938. 1) 4̂ ( 3(/! dx2, — 4xy dx dy +  x2 dy2 ); 

d2z U  d , d \*"*■ s-(3s+s)*
— = f s -  +  fdx dy \ du dv 
d h _ ( ±  d\2 
dy2 \du dv)

2) —  

d2zd2z
=  9^  +  6 л ^ Г + :

xy*
d2z
dv2

d d \ d2z d1 z d2z
-  4- — г =3 —  +  4 ----- -- +  —
du d’J j  dux du du dv2 

d2z д3г д (Pz
du2 du dv dv2

1

— 4

d2z __ d2z
dx2 dx dy

+  3
(Pz_
dy2

4

dh

d2z
du dv

1943. 1942-масаладагидай ёзиб, 4 ^ jj га эга оуламиз, 
д̂ г 2d̂ z у2 d2z у2 д2г 2у dz 
dx2 ~У du2 x2 dudv dv2 ' х ‘л dv 
d2z „ d2z . d'lz , 1 д3г 

x2 do4л.,г — ** А ,г +  2,du2 ~  du dv — У

1946.

2 &г_ & г _ _  , d2z , 2yd г 
х dx2 У dy2  ̂ dudv х dv"

d2z . d2z d2z 2
Л? +  dy2 • 1947.

а2г 4x
dx2 ~  l — 2y '  dx dy — (1 — 2y f



з ,__ »
9/2у 7

и „ 2 2у 3
=  — 75 d* +  т  dy, d3u =  "З**3 — Т 2 <*•* dy

28х
------ s------ . 1953. сРи =
27/* У Т

1954. 4а2

1955. — V
дгг  , v^dz 

и dv

д2г
ди dv '

ди dv 
х 1

. 1959. и =  ~2 +  х In у — cos у +  С.
3 „ 2

1962. и = ~  +  " j  +  1П</ — arcig г +  С. 1963. и =  хуг — у + ~ 2~+ С.
sinai/

1964. u =  xsin2i/ +  i/lncosx +  H2 +  C. 1965. и =  ху+ ——  +//+С.

1966. u =  V  х ( 1 -\ -У t- С. 1967. и — х  In у—х cos 2г +  //г+С.
•* — Зо .-------------------1968. u =  — ------f-C. 1969. у — ±  х у 1 +  х; жоилашиш со̂ аси:

1 +  х >  0; х >  — 1. Ох ук̂  билан кесишиш ну̂ талари: у — 0, х =  0
2

ёки — 1 махсус ну т̂а О (0, 0) — тугун, х =  — булганда у нинг
2 2

экстремуми уь =  Т  ~ Т  "jT (53- чизма). 1970. // =  ±  (х +  2) X

X  У х  +  2 ; х >  — 2 жойлашиш со̂ аси. ( — 2; 0) махсус нукта — цай- 
тиш нуктаси. Уцлар билан кесишган нуцталар: х  — 0 булганда // =  ± 
± 2 У  2 ; у =  0 булганда х =  — 2 (54‘ чизма. 1971. у = ± х У  х — 1 . 
Жойланиш со̂ аси х >  1, х =  0. у — 0 — махсус яккаланган ну т̂а.

х =  1 булганда у =  0, х =  2 булганда у =  ± 2 .  Букилиш нуктаси:
4 4 _____

х =  -7 , » =  ±  — —-  (55- чизма). 1972. г/ =  ±  х у  1 — х2; жойлашиш
з у  3

со̂ аси |х| <  1 ёкн — 1 <  х < 1. Уцлар билан кесишган нуцталари: 
у =  0 булганда х1 =  0, ха =  1, х3 =  — 1. Махсус ну т̂а О (0; 0) — ту-



гун.
^ V T

0,7 булганда экстремумлар уэ =  ±  — (56-чиз-

ма). 1973. у =  х ±  х У  х Жойлашиш со̂ аси х >  0; уклар билан ке- 
сишиш нукТалари: у =  0 булганда х —0 ёки х =  1; махсус ну̂ та
О (0, 0) — уринмаси у — х булган 
биринчи тур к,айтиш ну̂ таси. у =

__ 4
=  X —  X У X  функция X  =  д-бул-

4
ганда f/max 27 эксгремумга эга

(57- чизма): 1974. у — + (я — 2)У  х; х >  0; у =  0 булганда *  =  0ёки 
х =  2; махсус ну т̂а (2; 0) — тугун. Эгри чизикнинг шакли 53- чизма- 
дагидай, фацат унг томонга силжиган. 1975. у = ± (х -\ -2 а )х

X  — ' L i - 2?; эгри чизиц х ва х +  2а а̂р хилишорага эга, яъни—

2а < * < 0  булган со̂ ада жойлашган. Махсус нуцта (— 2а; 0) — кай- 
тиш нуцтаси; х — 0 асимптота. Эгри чизикнинг шакли 89- чизмадаги

циссоидадай, фа кат 2а га чапга силжиган. 1976. у =  ±  j / х3 ~  У2 ■

жойлашиш сохаси у <  х. У̂ лар билан кесишиш нукталари: х =  0 бул­
ганда у — 0 ёки и — — 3. Махсус ну̂ та (0; 0) — цайтиш ну̂ таси. у—
— kx +  Ь куринишдаги асимптотани топайлик. Тенгламанинг з̂ адларини 

/ У \2 / \2 1х2 га булиб, 1 — — —3 — — =  0 ни о̂сил и̂ламиз. Бундан k =

v — 3у2 
=  lim 1 ,6  =  lim (у — х) — 1 im — ------------- ; =  — 1. Шундай ки-

X_yQO X х-> <х> х~*ооХ Х у у
либ, асимптота у =  х — 1 булади. у =  — 2 булганда х  =  ф (у) —3 _ 2 _
=  У  У3 +  3(/2 функпиянинг экстремуми хэ — У  4 х  1,6; * = 0  
булганда у — — 3 — букилиш (58- чизма). 1977. х3 +  у3 — 3 аху =  0. 
Декарт япроги (366- масалага к,лранг). О (0; 0) махсус нукта — уринма- 
лари у =  0 ва х =  0 булган тугун. , j=  kx -f- Ь куринишдаги асимптота-

сини топзмиз. Бунда тенгламани 1 +  

келтирсак, бундан k =  lim | —) =  — 1, b — lim (у +  х) -
* _ > с о  \ х  I  Х-уСС

— За ( — I—= 0 куринишга



58- чизма.

3 аху

59- чизма.

=  lim
лг_<о х- — ху +  у2

мага каранг). 1978. у=> ±

=  — а. Демак, у =  — х — а — асимптота (83 - чиз- 

. Ох ва Оу ук,ларига нисбатан сим-
у Х-— а2

метрик. Жой аниш со̂ аси ; х | >  а ва |f/|>lx|. 0 (0 , 0) — махсус 
яккалаиган нукта. х =  ±  а У  2 булганда у =  ±  2а экстремум. Асимп- 
тоталар х — ±а ва  у =  + х (59- чизма). 1979. у =  ±  х У  2— х\ жой- 
ланиш со̂ аси х < 2. у =  0 булганда Ох уки билан кесишиш нуктала-

4
ри xt = 0 ,  хг =  2. Махсус нукта (0; 0) — тугун. х булганда у

4 У 1
нинг экстремуми уэ =  ± 3 /3

=  ±  1,08. (Эгри чизшушнг шакли 53-

чизмадагидай.) 1980. у =  ±  ~ / а а— (х — и)'- жойланиш со̂ аси \х —
— а| <  а, ёки — a : х  — a а, ёки 0 х <  2а. у — 0 булганда xt=
=  0, х2— 2а. (0; 0) ну̂ та махсус нуц1а (кайтиш нуктаси). у’ =  0

/----------- г- х (а — х) 3а 3 /  3"булганда у 2ах — х- +  - т —------- 0, х =  —. =  ±  —I-—  а я
|/ 2ах — х2 2 4

5'
~ ±  -jd  (60- чизма). 1981. </ =  + (х -|- 2) \ х . Жойланиш сохаси

2
х > 0 ва (— 2; 0) яккалашган нуцта. х = - j  булганда кайрилйш ну т̂а- 
си. Эгри чизи  ̂ 55- чизмадагидай, фа̂ ат чапга силжиган. 1982. Жойла 
ниш сохаси иккита: 1) х >  0; 2) х  < — а. Асимптоталар учта: 

За Зх
у =  х +  2'.  У = — х — ~2 ва х =  0. (— а; 0) ^аитиш нуктаси.



х — булганда у нинг экстремуми уэ — ±  ^  ж ±  2,6 а. 1983.

х®
у =  + — К *  +  5; л: >  — 5. (0; 0) нукта махсус — уз-узига уринши

нуцтаси. у нинг экстремумлари: х — — 4 булганда | у lmaj[ =  8; х =  О 
булганда |//|т т  =  0 (61-чизма). 1984. (/= ± x V x * — 1. Жойланиш 
сохаси |х| >  1 ва 0(0; 0) яккалашган нукта. Графйгн55- чизмадагидай, 
фа̂ ат чап томонда симметрии чизиц к,ушилиб олинишч керак. 1985. i/= 
=  0 булганда хг =  0 ва х% =  — 4; х =  0 булганда i/j =  0, % =  — 1. 
(0; 0) махсус нукта — огма лик лари k =  ±  2 булган урянмаларга эга 

g

тугун, х  =  — - j  булганда ymi%— 1,8 ва х= 0  булганда ут \а= —1. Асим­
птота I/ =  ле —{— 1. Эгри чизиц асимптотани х — — 0,4 да кесиб, 
сунгра (0; 0) ва (0; — 1) ну̂ талардан утиб йлмоь; чизади.

1986. 1) у =  ±  (х  —а.)~у/ Г —! ЭГРИ чнзи  ̂ х ва 2а — х бир хил ишо-
рага эга, яъни 0 <  х <  2а созвала жойлашган. (а; 0) махсус 
ну т̂а — огмаликлари k =  ±  1 булган уринмаларга эга тугун. Асим-

ах
птота х =  2а (88- чизма); 2) х =  ±  - 7=- .-= = -- ; жойланиш сохаси

у х 2 — аг
|х| > а ва |f/| > а ва (0; 0) яккаланган ну̂ та. Асимптоталар 
х =  +  а ва у =  ±  а. |дс| >  а ва \у\> х  булгани учун а̂р икки 
асимптота орасида махсус нуцтадан боцща эгри чизи^нинг нуцта- 
лари йу .̂ Эгри чизиц х =  ±  а ва ij =  ± а  асимптоталарга якин- 
лашувчи туртта симметрии шохчалардан иборат. 1987. 1) у =

=  ±  хЛ /  — а <  х <  а. О'х уц билан кесишиш нукталари:
г х +  а

у — 0, х 1 =  0, хг =  а. Махсус нуцта (0; 0) — тугун, х =  — а — асим- 

330



птота. Эгри чизщ строфоида булиб 88- чизмани О у у к; буйича бук- 
лаб, сунгра Оу ук>ни а кадар чапга суришдан з̂ осил булади.
2) Жойланиш со̂ алари: х > а; х <  — а ва х =  0. (0; 0) нукта — якка- 
ланган. Асимптоталар х — — а, у =  а —  х  ва у =  х  —  а. х —

_  — ~ — i t6a булганда уэ к ± 3 , 3 а .  1988. 1) у =

=  — -4 -, 2) у =  ±  2х. 1989- 1) t j = ± R ; 2) у =  0 ва у — — х.

1990. 1) ( / = 1; 2) у — 1 — урама булмасдан, к;айтиш нуцталарнинг 
геометрик урнидир; 3) у — 1 а̂м урама, а̂м цайтиш нуцталариинг

4
геометрик урни; 4) у =  х — у  — урама, у =  х  — Цайтиш нуцталар-

2 _  2_ 2_ X s

нинг геометрик урни. 1991. х3 +  I/3 =  а3 . 1992. у2 =  — х +  2.
ех3

1993. (х% +  у3)2 =  4а2 ху. 1994. у  =  х tg а — 262 cos8~a~ т Раекг0Рия"
„ Ь2 gx2

ларнинг оиласи, Буларнинг урамаси У =  2g — 2ft2 («хавфсизлик»
параболаеи), 1995. 1) х2 +  у3=  о2; 2) J  =  4х; 3) у =  1. 1996. у2 =

=  4(х +  1). 1997. х-5 4V  =  /3 . 1998. у =  — у х 2. 1999. 2х +  4 у -

— 2 =  3. 2000. ху0 +^/х0 = 2 г г0. 2001. Х1/0г0 +  х̂„г0 +  гх0//0 =  За3.
хх„ 1///0 гг0 х — 3

2002. +  — - / =  1. 2003. х +  у - г = ±  9. 2004. —j - =

=3 -  3 ~  - (0; 0; 0) нуцтада. 2005. cos a =  — cos р =  cos у =

=  " р у  2006. у =  0 , х +  г  -j-
1 =  0; сирт 323- бетдаги 49- чиз- 
мада тасвирланган. 2009. х  — 

яа
— у +  2z =  у  уринма текислик.
Унинг коордгнаталар бошидан |]

яа II
у зо ^ л и ги Ге л и к о и д  — «чи- п

зицли» сирт. Тугри чизицлар |! 
г =  h кесимларда о̂сил булади. ]|

г =  0 булганда у =  0; г  =  j
яа **' | 'J 

булганда у =  х\ г — у  булган- ^ ____/_ ---

да х =  0; г  =  — булганда у =  Геликоид y=xtg§
=  х; г  =  яа булганда 3 =  0 (62- 62-чизма.
чизма). 2010. j  =  0 ва x +  j -

a ___  х — 4 4 — 3 г  ___  2
- г =  у .  2012. =  у .  2013. cos a =  у ;  cos Р =



2 1 а
=  — -g-; cos у =  — -г-. 2014. г +  у — х =  а. текислик, р =  .

2016. 1) г =  4; 2) 2х +  2//+ г =  6. 2017. grad г =  -  2xi — 2yj =

=  — 2 (/ +  2j). 2018. 1) grad г =  ~  2) grad г =

2019. grad h =  — у  / — 2j .  2020. tg q> =  | grad z | =  '

=  «  0,79. 2021. ^  =  ]^ L . 2022. ^ = 2 + j / 2 ~ ;  grad и =

=  2/ +  2j  +  2ft; | grad u | =  2 / 3  • 2023, grag u =  ±  4/.

2024. 6 2025. grad г =  0,32/— 0,64/; I grad z | =  0,32 / ' I TУ о̂ +б̂ +с2
du nz +  xz +  w  5 

2026. j j -  =  ■ ^ / 3  =  y j -  2027■ grad к =  2 (xt +  u j -  zft);

I grad и | =  2z У 2 . 2028. grad и =  — ^  Z**\ | grad и  ̂ =  1 — ихти-
3

ёрий нуцтада. 2029. — —= = = = . .  2030. гт1п =  —1, бунда х =
у а2+^ +с

=  —4, у = \ .  2031. г,Шх =  12, х = у =  4 булганда. 2032. zmjn =  О,
1 2 

х =  1, у =  — ~2 булганда. 2033. Экстремум йуц. 2034. Zmin =  — ~
п 31 3̂х - —2, у «= 0 булганда. 2035. х =  у — булганда zmax = --------

.J 2 
2036. x =  i / = l  булганда zmjn =  2. 2037. х =  у — —2 булганда
гтах =  —4 ва х =  у =  —2 булганда zmjn =  4. 2038. х =  у =  -/2V, 

/ 8 3 \ / 8  з \ 
z = 0 ,5  / 2 7 .  2039. у ;  у ) ,  l - g - ;  — -jH. 2040. хг — у2 — 4 =  0

шарт бажарилганда г  =  d2 =  х2 +  (у— 2)2 функциянинг миниму- 
мини топиш керак. Изланган нуцта (±  |/ 5 ; 1) булади. 2041. R =  1, 
Н  =  2. 2041. 1) Учлари (±  3; —1> ва (0; 2) ну̂ таларда; 2) табиат- 
дагидек нур А дан В га шундай утиши керакки, sin a: sin р =  vt: r a 
булсин. 2043. х =  0 ва у =  3 булганда zmin =  9. 2044. х — у =  2 бул­
ганда Zmin =  0. 2045. х =  0 ва (/ =  0 булганда zmin =  0. 2046. х =  2, 
у — 4 булганда гт ш =  0. 2047. л: =  £/ =  ±  1 булганда zmax= l ;  

•д: =  — I/ =  ±  1 булганда гт ш =  — 1. 204 . V =  8. 2049. 1) 4х — у2 =0
х  — t/ +  4 . , ,бажарилганда d =  — — —  еки z =  х  — у +  4 нинг мннимумини

•топиш керак. Изланган нуцта (1; 2); 2) 2ab. 2050. /? =  " |/— .
з я ^ 3*

2051. Интеграл чизшугарнинг тенгламалари: 1) у =  тр  2) .у =  х3;

3)«/ =  — - j .  2053. * 1/' =  2(/. 2054. 1) уъ — хг =  2хуу'\ 2) х2 +  о =  
=  *(/'. 2057. у =  Сх, у =  — 2х. 2058. 2059, * 2 +

+  у2 =  С*, х2 +  у2 =  20. 2060. у =  Сех , 1/ =  4e*+2i  2061. 1/ =  Се* .



2062. * +  ;/=» 1пС(х +  1) (y-h 1). 2063. г =  Се9 +  а. 2064. s= = .
/- —  1|- Ct Yx V х -2 „  Csin-x — 1 

=  ------- р ----- .2 0 6 5 . у =  Се . у =  е . 2066. у =  — -̂-----

1 1 1
у =  2 s in 2*  — у .  2067. — + — =  С; ;/ =  —*. 2068.У м ум ий интег-

раллар: 1) у =  С (х2 — 4); 2) у =  С cos *. Биринчи тенгламанииг 
барча интеграл чизшуири Ох уцпи *  == ±  2 да кесади, иккинчи-

л
нинг интеграл чизшушри эса *  =  (2п — 1) у  да кесади (махсус

ч * Х X3 _______
ну̂ талар). 2069. у =  ~з~. 2070. \ ydx =  а \ У  1 +  у'1 dx, бундан

о о
у =  а У 1 +  у'2, у’ = ±  — 1; У — a ch и десак, у вацтда

ashu-и’ =  ±  sh«. Бундан: l) sh u  =  0, ch« =  l ,  у =  а; 2) adu =
х  — с

=  ± dx, аи =  ± (х +  С), у =  ach и =  a ch —— ; х =  0 бул-
х

ганда у = а  ва С — 0. Шундай килиб, ёки у ~ а ch — — занжир
чизиц, ёки у =  а —  тугри чизи^. 2071. у2 =  ах. 2072. у2 =  А(х-\-2). 
2073. 40 мин. Ечиш. t секунддан кейин жисмнинг температураси 

dT
Т  булсин; =  — к ( Т — 20°), бунда к — о̂зирча номаълум про-
порционаллик коэффициента; In (Т  — 20°) =  — kt -\-С\ t — 0 бул-

800
ганда Т  =  100°, шунииг учун С=1п 80°, kt — In у  _  бунга 
Т 1 =  25° ва Т г =  60° ларни куйи'5, а̂дма-̂ ад булиш натижасида к 

йу̂ отилади: , t — 40. 2074. ^  Х[ =  — Н  +  Т  cos a=0,
V  dy рх р
Z j  Y i =  — рх +  Т  s in  a =  0; бундан tg a =  ^  =  j f ,  y — x2 +

+  С (парабола). 2075. Уринманинг тенгламаси. V —  у =  у' (X —  х)
Y  =  0 деб, ’ уринманинг Ох уц билан кесишган А ну^тасини топа-

Ч Чмиз: Х А =  х  — цг. Шартга асосан Х А =  2х; х  =  — ^г; бу диф­
ференциал тенгламани ечиб, изланган эгри чизи^ни топамиз: ху —
— — а2 (гиперсола). 2076. х2 +  2у2 =  с2. 2077. у- — х2 =  С.

1_
2078. 2х2 +  3у2 =  3а2. 2079. у =  Сх*. 2080. у =  Се х%. 2081. 2у =

Qx 2 _______ £ _X
=  (j -j- jc)2 — *' У =  ^  (х "t" У "*2 +  а~1- 2083. у =  j _|_ qx •
2084. г — С cos ф, г =  — 2созф. 2085. У  у — х  In х  — * +  С, У  у =

С У  1 + х 2 } 1 + х 2
=  x l n x  — x + l .  2086. у =  -  у  =

х + У  1 + х -  х +  у 1 -f- х1
—  2х

2087. ху =  —  1. 2088. у =  аеа . 2089. I/= 2090. х2у = С .4 I X



2091. Радиус-вектор ОМ =  У х 2 +  у2, норма кесмаси MN =

=  =  У V" 1 +  tg2 а =  у у ]  +  у '2. Изланган чизик X s  +
+ 1/2 =  С2 (айлана) ёки х2 — у2= С  (гипербола). [ 2092. у =  Сх2.

—  С
2093. у — х  =  Сеу х. 2094. х2 — (,2 =  Сх. 2095. s2 =  2t2 ln-y-.

С — ё ~ С  — cos 2х 
2096. у =  Сх3 — х2. 2097. у = — ^2 ---- • 2098. у = — 2 cosx— '

1
209Э- » =  т ш г -  2,0°- <'2 =  1 Т + Г -  2101 • sin7  +  1п * =  с- 

х  с з с
2102. у =  ~С — \пх' 2103- У = \ п х + - .  2104. У *= 5 с  +  ^ -  

2105. х  =  *  ~  \  2106. s =  Ct2 +  s =  2t2 +  у ,  2107. у =
X

=  хеСх; у =  хе 2. 2108. (х — у)2 =  Су. 2109. х2 +  у* —
kt k L (  -y -t \

=  2Су. 2110. i =  х  +  -х [е  L - l j .  2111. Y — y =  у’ (X — x),
уринма тенгламасида X  =  0 деб V0 =  — ON =  и — xu', ON =

_______ x* — C2
=  xy' — у =  O.W =  У x2 +  i/2 ни топамиз. Бундан у =  — gc---- *

_j/
Кузгу айланиш параболоиди булиши керак. 2112. у2 =  Схе х .

1пС (х +  / а 2 +  х2) . 1 /~~й
2113. у =  ------ 1т - =------ . 2114. х > 0  булганда 1 /  =

У r - f  г  г *

=  In —, jc <  0 булганда 1 / — =  In Сх. 2115. (/= *■ +  
х г х 3

с In С tg у
+  2116- у =  1 + ----------—• 2117- s =  t3(\ n t-\ ) +  ct\У *х  +  1 cos х

2118. i/2 =  ------—r j.  2119. (/= 2fsinx — 1) +  Ce~sinj:. 2120. у =1 +
2* 2 а:

=  j __ Сх2-; у =  jz l^ x 1 • 212,1 г/5 =  *  +  ; и3 =  х — 2е1~х.

2122. у =  ------  2123. (х — а)г +  //2 =  а2. 2124. !/ =
3 У 1 — х2 — 1

InCx и4 х
=  —7 - .  2125. у2 — х (Су — 1). 2126. xy =  * j+ C .  2127. — +

+  ^ = С .  2128. у  =  COSX+ 1 § 7 . 2129. s =  с +  < -  < Ш Г
QI_1

2130. x V  +  2 In х =  С. 2131. s =  2132. //= x 2 -fC x.
С х 

2133. sin i/ =  x +  -£. 2134. 1/ = ------------- — . 2135. 4х2 +  у2 =  Сх.



2136. х3еу — у =  С. 2137. у +  хе~у =  С. 2138. х2 cos2 у +  у ~  С. 

1 г/
2139. Ц =  а: +  “  =  С. 2140. In ц =  In cos у; х2 sin у -f-

+  ~  cos Чу =  С. 2141. ц =  ё~2х; у2 =  (С — 2х) е2х. 2142. [х =  
1 х

=  - 7- — ; —т— + х 3 =  С. 2143. х3 +  2ху — 3i/ =  С. 2144. * 3// — sin 1/ ’ sin у
X2 cos 1

— 2 * v  +  3(/4 =  С. 2145.---- 7Г1- + х  =  С. 2146. ц =  —; ху —
£> У

— 1пн =  0. 2147. р. =  ^ ; у2 =  Сх3 +  х2 2148. ц =  ё~у ; e~ycos х =
1

=  С +  х. 2149. 1пц =  — 1пх; ц =  —; лг sin у-\- j/ ln x  =  С. 
2150. у =  (С ± х )2. М( 1,4) нуцтадан ; / = ( 1 + х ;2 ва_ у =  (3 — лс)* 

чизл̂ лар утади. 2151. у =  sin (С ±  х). М нуцтадан

у — sin ^х— ~ j  ва у =  sin 5̂? — x j чизи̂ лар утади. 2152. у —

=  Сх2 +  Q-; махсус интеграллар у =  ± 2 х . 2153. 1) у =  х С

ва х2 - f  у2 =  С2; 2) х "̂ jX  1 +  ~  ±  l j  =  С ёки (i/ — С)2 =  4Сх*

Махсус интеграллар х =  0 ва у =  — х. Параболаларнинг жойланиш 
со̂ алари: х >  0 булганда у > — х, х <  0 булганда у <  —х. Парабо- 
лалар Of/ уда ва у =  — х чизи^а уринади. 2154. 1) у =  1 +  

(х — С)2 1 2
+ -----4---- ; махсус интеграл у =  1; 2) х =  2р — к =  р2 — — +

+  С. 2155. 1; (/= (С + / х -f I)2; махсус интеграл у =  0; 2) х =  

=  Ct2 — 2t3; у =  '2Ct — З/2, бунда t — 3) Су =  (х — С)2, махсус 
интеграллар I/=  0 ва у =  —4х. 2156. 1) у =  Сх — С2; махсус интеграл

У=~^\ 2) I/ =  Сх — а /1 + С 2; махсус интеграл х2 +  у2 =  а2; 3) //=

1 4- (х +  С)2 
=  Сх +  2 г̂| махсус интеграл i/ =  1,5х . 2157. у =  1 — ------ -̂-----;

3 '
М |̂1; J дан икки: у — 1 — ва у =  х — - j  эгри чизик утади:

2158. 1) х =  2р+-|р2 +  С; г/ =  р2 + р 3; 2) х2 +  [у +  С)2 =  и2.
X'® Jt2 1

2159. ;/ =  — 4- + С х + ‘С2; у =  — у .  2]60. 1) ;/ =  Сх +

махсус интеграл у2 =  4х\ 2) у — С (х +  1) +  С5, //=  
( х +  I)8

=  — ----- 1------. 2161. Y — у =  у’ (Х — х) уринманинг уклардаги



У ч/ , r„ » — X A'Y вкесмалари: Х А =  х — — , YB — у — ху'. Шартга кура
У ____  2

=  2а2; ((< — ху')2 =  — 4а2//', у =  ху’ ±  уг — 4а-у' — бу эса Клеро 
тенгламасидир. у =  — Сх +  2а У С оиланинг цхтиёрий тугри чизиги 
ва шунингдек ху =  а2 махсус интеграл С>илан а никла н га н -эгри чизик 
масаланинг ечими булади. 2162. Парабола (у— х — а)2 =  Аах. 2163.
1) у =  31п х +  2л:3 — 6х +  6; 2) у =  —1 cos 2х; 3) у=  С,х +  xarc tg х —

— In V 1 +  *2 -1- С2. 2164. у =  - j  +  Сх In *  +Са. 2165. /,2 =С^+С„. 
1

2166. y =  Cl s in x  — х — -g" s in 2л: +  С3. 2167. у3 +  Сгу +  С2 =  3*. 
2168. $/ =  (?!*( In * — 1) +  Са. 2169. cigy=C t — Cxx. 2170. 1)// =  

=  г* (* -1 )+ < ? !**  + С,; 2) ,/= i7 L .  arc tg -7==- +  C2 (Cx >  0
у L 1 V

б улганда).
2 / -C ,

л: — / —C,
+  C2 (Cx <  булганда),

x +  V —Q
1 p 

C2 — — (Cx =  0 булганда). 2171. y ' = £ j  ( I — ■*)• x =  0 булганда
P I  xs \

у =  0 ва (/' =  0, у — 2£ l I lx~ — - j  I — эгилмш эгри чизигшшнг 

тенгламаси. 2172. Сгу =  -j_ 1. 2173. у =  a c h =

=  "2 (е а ~^е ° )• 2174. < /= § ’ 2175. (/ =  С1х +  Сг — In cos jc;
*3 ^

хусусий интеграл </ =  In (cos х). 2176. у =  jcj — "4 ~f~
+  Cj arc tgx +  Ca. 2177. ClLi2 =  1 +  (C,* +  Ca)2. 2178. у =  (Cx *  +Ca)2. 

t2
2179. s =  — - j  +  C1ln t +  C3. .2180. 4 (C,y — 1) =  (Cxx +  Ca)2, 
2181. 1/=  Ca — Сг cos x — x. 2182. 2177 га цар. 2183. у = — lncosx. 
2184. у =  Cxex +  Сге3х. 2185. .'/= (Cj C*$ e2x . 2186. у =
•= e2x (Л cos 3jc - f  В sin 3x). 2187. // =  Cle2x - f  C2e~2x =  A ch 2x +  
+  В  sh 2x. 2188. у =  A cos 2x +  8 sin 2x =  a sin (2x +  <p). 2189. y =

=  Cx +  C2e ~ 4 2190. x =  Cl e‘ +  Сгё~ч . 2191. p =  /lcos-| +

+  В  sin - j -  2192. s — e~l (A cos t +  В  sin t) ; s =  e~‘ (cos t +  2 sin t).

2193. и =  Cxf  +  (C„ +  C3x) e2x. 2194. ;/ =  C, ch 2x +  C2 sh 2x +  
- f  C3 cos2ac +  C4 sin 2x. 2195. y =  Cle2x +  e~x (C2 cos x У  3 +  
+  C3 sin a: / 3 ) .  2196. y =  (C ^  Ctx +  C3x2) e~ax. 2197. y =  
=  Л sinxsh x +  S s in  jccli *  +  Ceos xshx +  0 cosxch*. 2198. у =

X X
=  A ch x +  В sh x +  Ceos у  +  D sin . 2199. Мувозанат холатидан

узоцлашиши x =  asin К. (t — 10); давр T  =  2n • 2200.
g



бунда, ш =  |/  ̂j  — ^  • 2202. у — С\е~2х =  С%е~х. 2203. у =(Схх +

+  Сг)еах. 2204. у =  (Сх cos 2х +  С2 sin 2х). 2205. х  =  С1е*‘ +  
+  С2е~К 2206. х =  Сх cos cot +  Cg sin otf. 2207. s =  С, - f  C2e~at. 
2208. л: =  e—( (Л cos < >/ 2"+ В sin / /2 ). 2209. (/ =  CyfT* -f- (C2 *  +  
+  C3)e2*. 2210. 0 =  C1e2* + C 3e~2j: +  C3cosA: +  C4sm ;c.22n.(,=4C1+
- f  C2x) cos 2x +  (C3 +  Ctx) sin 2x. 2212. у =  ~  e—  =  shx. 

2214. у =  Cxt?x +  Сгё~2х — 2x3 — 3x. 2215. у =  CLe~x +  C2e~2x +  

+  0,25 У  2 cos 2*j. 2216. у =  Cx cos x +  C2 sin x +  x  +  e* .
з

2217. у =  С, +  C2e~3* +  -̂  x2 -  2218. у =  e-2 * (Cj cos x +  

-f C2 sin x) -f x2 — 8л: +  7. 2219. (/ =  Cxe2x -J- (C2 — x) ex . 2220. л =  

=  Asm k{t — t0) — tcoskt. 2221. // =  CxeX V2 +  Сгс~х Г Т  -

— (дс -  2) e~x . 2222. у =  С, +  C2c2* - j .  2223. у =  - j  e~* +  xe~2*+

+  C^-2x +  C2e~3x. 2224. x =  e~kt (Cl  cos W +  C2 sin A/) +  sio kt —
— 2 cos kt. 2225. у =  Cx +  C2ai +  (C3 +  x) e~x +  x3 — 3*2. 2226. i/ =

=  СгеЪх +  e~3x +  C3 cos 3* +  C4 sin Злг. 2227. x =

=  Cl  +  C2cos/ +  Cs sin/ +  <!1 — 6/. 2228. у ^  ^ Щ  e~2x +  

+  (C2 cos л: / Г  +  C3 sin л: /3 )  ex . 2229. 1) ж =  +  C2t + y j  e~2/; 

< „ 1 12) x =  Л cos +  В sin — +  — . 2230. Бизнинг мисолимизда =
x 1

=  cos 2x, уг =  sin 2x, w =  2; A — — - j  +  C4; В =  — In sin 2x-fC2 ва 

[/=  Ĉj — y j  cos 2ac +   ̂C2 +  - j  In sin 2jc j  sin 2x. 2231. (/=

— [(Ci+In cos x) cos д:+(С2-]-д:) sin x] e2x. 22 2. у — (Cx—Inх-\-Сгх)ех .
t x n\

2233. у =  Cj cos * +  C2 sin x — cos* In tg (■jf +  T r  2234‘ ^ У=С^

+  Cae * — (1 -|- e x ) In (1 -j- ex ) -\-x~, 2) y=e 2лг̂  С, +  Сгх

2235. x =  a{e~‘ 2236. // =  CLex + C 2e~2x — 3(x2 +  x+1,5).
I



— 6 cos 2x +  8 sin 2x. 2240. у =  Cte 2 +  C2e 2 — *3. 2241. tp =  Cxe* +  

+ fc t — e~x . 2242. s =  e- ' (Cj cos г +  C, sin<) +  (< — l)3.

со — — — 2
2243. 1) у =  «"«(C i +  Csa:) +  ; 2) y =  Cien +  Cae n

2244. у — A cos x  +  В  sin*-|-Ccos 2x -f- D sin  2x — x cos x.

2245. у =  ^ 4 -  С„дс +  C3x2 +  -g- j  e* . 2246. у =  +  

+  Cx +  Ctx) e~2x. 2247. 1) у =  Cx sin  л +  Ca cos jc - f  g e L*  ;

2) y =  (Cl  —  In  I s in *  I cos 2x +  — x  — у  с tg sin 2x.

2248. $ =  ^Ci +  V i  — x2 +  x arc sin -£ .-fC 2* j  ex .

9949  j  =  C  —  (*  +  2 ) e~* 22ЯО- у =  1 -f-Cms к. 2251. t/ =  * ( l  +  
*  +  1

+  С чизюуга. 2252. 1/=  С (1 +  - - f — ). 2253. s =t Ч
=  ..e. .+_C.  2254. у гу = С л :2 — 1. 2255. 2C//2 =  *(C2* 2 — 1).

2256. у =  x  In л: — 2x +  Ct In x +  Сг. 2257. у(Сг — C^) =  1.

2258. y=-C 1emx (c2 — e~mx. 2259. 0 =  In * + . £ _ .
V 2m j  in x

C. - 1  1
2260. y =  xe* . 2261. i f  =  x +  £ex ' 2262‘ *■'= (Ci + C2*) ^  +

y3
+  C3 +  -3 - +  2x2 4 - 6x. 2263. Cyy =  1 +  C2eCl* . 2264. s =  Cie2t +

- f  e~* (C„ +  Cl3) — 2265. 1) s =  (/2 +  C) tg y ;
sin x 4- С cos x  л _/ x\

2) y* =  Cx2— 1. 2266. \)ij = -------^ --------- ; 2) г/ =  <Г* С, +  y  +

+  C,e2 c° s -^ -p - +  C3e * sin — 2267.  1) (/ =

=  (Cx — In ] / 1 +  e2x) ex +  (C, +  arc tg e* ) e2*; 2) // =  Cte +
—  Vex a2 rf2*

+  C,e Ba S = C ,*  +  C,. 2268. -  у  +  1™» * = » .

, =  Л « * Ч Ш . 1  +  В , 1 , Л Ш , ,  д .»р T - —
a a 5 у  10g

aT Л „  k ,  ̂ ,
2269. ~Qf =  — 4 7̂2; T =  t o  + С ;Ь а С  катталикларни

jfe k 
20° =: -g^2o" +  c Ba 100° =  -g"~ ~  +  с шартлардан топамиз; T  =

)



X ■

= Д  +  С2*2; 3) y =  C1x * +  СалГ(в+1>. 2271. 1) j, =  x~2 (C, +

+  C2 lnx); 2) r/ =  CL cos (In jc) +  C2 sin (la x). 2272. 1) у --- " 3“ +
C2 1

-|- CjX * -f* Ca; 2) г/ =  Cxx* “b 2̂ — 2 In x  -f~ " j* . 2273. 1) у =  -f~
C, +  C2 In x +  In8*  (x 9 

+  Са*2-4 * 1 п  *; 2) y =  x -------• 2274. l ) y = ^  +

+  Cxx +  C2 j  x2; 2) </ =  iL  -|- Cj cos (In x) +  C2 sin (In x). 2275.

=  Cxe‘ +  Cte~3t, tj =  — ~  =  Cxe' — 3C2e~3x. 2276. x =  e‘ + C X +

+  Ci e~'2t . y =  e‘ +  С, — Сге~2‘. 2277. л: =  2е~‘+  Сге‘ +Сге~2‘. </=

=  3 « - ' - f  3Сд1 +  2C3e~2t. 2278. х =  е< +С хе3/+С 2е_3'+  С3 cos (* +

+  ф). 2279. *  =  e~2t (1 — 2t). 2280. л: =  Сге‘ +  Сге~‘ +  t ch t.
2281. 1) и =  ф (х) +  (у); 2) и =  у ф (х) -f- (х); 3) и — хф (у) Ч-'!5 (*У>
4) и =  ах2 In у +  bxy - f  q> (х) -f- tj) {у). 2282. г =  у2 (х - f  у — 1).

д'1и д2и д2и
2283. А - f  2В +  С =  Е  тенгламани каноник куриниш­
га келтириш учун Ady2 — 2 В dx dy - f  (-dx2 =  0 характеристик тенг­
ламани ечиш керак: унинг иккита ф (х, и) =  £ ва ч|5 (х, у) =  г\ интег- 
ралидз | ва Г) ларни янги узгарувчилар дef, берилган тенгламани 
шу янги узгарувчиларга алмаштириш керак (1941 ва 1942- масалэ- 
ларга каранг). Бизнинг мисолимизда dx2 -f- Adx dy +  3dy2 =  0 тенг­
ламани ечиш керак, бундан dy+dx =  0, dy -\-3dx =  0, у +  х — £,

о  .  д 2 иу Зх =  г) тенгламанинг янги узгарувчилардаги куриниши =  0. 
Бундан и =  ф (£) +  г|> (т)) =  ф (у +  х) +  Ч’ (у +  Зх).
2284. Характеристик тенглама x'̂ dij2 — 2ху dx dy +  у2 dx2 =  0 ёки

(xdu — ydx)2 =  0 ёки d ( ^ j  =  0; бундан JL — % . у =  r\.

Ечимлар тенг булгани учун т) деб у ни оламиз. Шундай цилиб,
Ч д2и

характеристикалар ^ '= 6  ва =  Тенглама =  0 куринишга

келади (1944 ва 1945- масалага а̂ранг); и =  т)ф7£) +  №  ёки

и =  г/<р ( jL 'j +  г]5 2285. и =  i/ф {и +  2х) +  Ч> (у +  2х).

2286. и =  ху +  sin г/ cos х. 2287. (1944-масалага цар.) и*=у\пх-\-

+  2(/+1. 2288. и =  Yxt ф I — ) +  'ф (xt)\ хусусий ечим
JХ2(1+/3)

и = ------j ------ . 2289. и =  е ф (х — 0 +  (■*)'• хусусий ечим



и =  (х — t) е * —х ,  2290. Хусусий ечим и =  xai +  -g- a3t3.
x+a t

f (х — at) +  f (х +  at)
~ + T a  j  F ^ cz-2291. w =  ----------- 2

x—at
2292. 6 — 4 In 2 и  3,28. 2293. 1) 102/3 кв. бир.; 2) 4 кв. бир.

а х
5 9а2 1 1  С С

2294. 20 у .  2295. - у .  2296. у  — у .  2297. 1) \ dx I dy =
____ ___ 0 о

а У в ‘—уг а V аг—х г
/я — 2'

=  dy J  dx — ~2 ', 2) j" dy J  dx =  J  dx J  dy=a2
О а—у  0 a—x

1 2—x* X у 2 V2 ^y

3 ) - j- .  2298. 1)J dx j* dy =  j” dy j  dx +  j dy J  dx =  1
O x  о о ll о o o  o o

2) j  dy j  d x =  j  dx j  dy =  y -  2299. ( f + 2) « 2-
- 2  j/ * _ 4  — 4 —  V i+ x

2300. Кичик сегмент юзи: ^  — У  3 j  а2 ж 2,457 a2.

3a2 , 868 3 a2
2301. g— ln 2. 2302. -jg-a2. 2303, g-na2. 2304. 4,5. 2305. -g.

2306. У Т —  1. 2307. у Л  2308. 8я +  9 / з Г  2309. ^2— - j j a 2

b x  b b
Г Г Г Г —а)22310. "  " " "  - 1 . 1 .  1 ... 1 .<• >—9. 7 In 2. 2311. 1) f d x f a  =  $ d y $ d x  =

а а  а у
х*

я  / 2а 2— £ 2 а а а У  2 / 2 а8—**

2, j *  j _  „ = ] ■ „ ] ■ * +  j  j
О / с у  0 0 л  О

3)|</дс j* dy = ^ d y ^ d x  +  j  dy j  d x = 2312. ( у ;  т ) *

о 2vir о о 4
/2а а\ / 4 а

17а4 /г* с*
2318. -gg-. 2319. ат . 2320. j .  !

88а1 /За За\
2323. -jog- 2324. y j .  2325.

/ 256а \
2316. (О; ■315п ){

яа4 я  а*
"8"- 2322. Т ’
4/Л а1
ЗяГ 2326. 30'



2327. 3.
ab (a2 +  b2) 35jla4

2328. ---- Ц н ---- -• 2329. 47,5 2330.1 2  .  J 6  .

2 79
2331. 42 -g-. 2332. gga3. 2333. z =  h тскислнк билан хрсш

булган кесимлар х у =  ±  У  а (а — Л) — параллел тугри чизиклар- 
дир, яъни сирт цилиндрик сирт (63-чизма). Изланга н а̂жм V =

а а—х
С С а3 16

=  2 \ dx I zdy= Y -  2334’ Т а3 (64' чизма)- 2335- (323-бет,

50
я 1

-чизмага царалсин) д- а1. 2336. -у. 2337. Jg*3- 2338. Зла3.

С С Ата3 яа3
2339. V =  4 \ /ncostpdq) \ r-dr =  —3 — (65-чизма). 2340. -g- .

о о
4(2? *

2341. 4я /За3. 2342. -„-(Зл — 4) (66-чизма). 2343. я 2а2 (62-чизма).

2344. 1 6 / 2,  а3. 2345. - аЬ<:. 2346- я abc ( 1 — -L ]. 2347.
15 2 V е / 35

1 1
2348. А  а3- 2349. V =  2 ( dx ( zd :/= ^ !L  (67-чизма). 2350. V =

15 ,J J 105
__  0 x ‘

За 2 Y  ax

=  A j* dx  ̂ У  4ax —ij2 du =  3a3 (4л — 3 / 3 )  (68-чизма).



65-чизма. 66-чизма.

t* U ' -
2351. V = 8  V'ai  — x t dx j

16 aft8 
d y =  — .

2352.
(* f* 7lG?h

V =  4 I rf* t X  / a?—x2dy =  -тр  каноид асосининг

ни баландликнинг ярмига купайтирилганига тенг (69-чизма). 
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2361. * У 2 a2- 2362. 2яа2. 2363. — [(2 ^ 2  — 1). 2364. 2лл2 / Т .3 3 * а
И

__________  3
=  J j  V x ‘ + У  +  г г dxdy =  я £  ^2 sin р =  60° ва а =  30° бул- 

(S> я7?2 па5 / а \ 2яа*
ганда а =  — . 2369. —  к̂есим радиуси г  =  ■ ■). 2370. X

о а—х а—*—у

2365. 8аа. 2366. 4а2 (я — 2), 2367.

■ Я :

( 2 - / 2 ) .  2372. j  dx j  dy j  ?dz =  g .  2373. ~

„ a\ ___  а5 __  яа5 яа3 яа3

X

2374 ^ 0 ; ? j.2375 . 2376. —  2377.1) 2)

2378. ~  (8 f/r2~— 7). 2379. f  я. 2380. 2381. 2382.

2383. 0̂; 0; 2384.

3
32/2a5 

135
. 2385. — . 2386. 6km-, бунда 

360
k — пропорционаллик коэффициенти.

14 ОД TyFpH чизик буйича. 

g О А ёй буйича,

2 05.4 синиц чизиц буйича.

2388. 1) 8; 2) 4. 2389. Икки з̂ олда а̂м j* (х dy +  ydx) =  8, чунки 

<3Q дРбУнда дх =  ду ■ 2390- ll5a2: 2) 2391-

2393.
зхтяЬ 5л

2394. 0. 2396. 1) j ;  2) ■; 3) 2

2392. яа2. 
1



2as 8 3 ,
2397. - 3-  2398- шЬ- 2399‘ ТБ' 240°- T  ‘

2kmM , £mM
2401. X  =  0, У =  2402. Г  =  ^

2403. К  — ~ i ~ -  2404. 1) -1 6 ; 2) -  у ; 3) -1 2 . 2405. 1) Ц~\ 
a2 11a2 3 4 a3

2) У- 3) ~6~'' 2408, I f 110 2409- T -  2410, ~2'
Jld̂

2411. -^g-. 2412. Формуланинг а̂р бир и̂сми 4яа3 га тенг.
a* I  4 я  \

2413. Формуланинг хар бир цисми "з (~ЁГ ^  Тб / га текг-
12

2419. Формуланинг а̂р бир цисми -g-jra5 га тенг. 2421. 0,15 а5. 
2422. Бажарилмайди. 2423. Бажарилади. 2424. Бажарилади. 2425. К,а-

xdx 3 „
тор узоклашади. 2426. Узоклашади. 2427- I ^  =  g- булгани

1
00
(* dx п

учун а̂тор я<инлашади. 2428. I =~^ булгани учун а̂тор
1

оо

якинлашади. 2429. j  i-^x - с1х =  °° бУлгапи УЧУН КатоР узоклашади.

1‘ dx 1 , х ~ I , „  „

2430. I (2х +  I)2— 1 =  1  1пГ + 1  = Т 1п2 г’Улгани УЧУН "Чин-
1 1 

лашади. 2431. Я и̂нлашади. 2432. Якинлашади. 2433. Я̂ инлашади.

2434. lim =  т г  <  1 булгани учун якинлашади. 2435. Узокла-
п  СО ~

шади. 2436. Узоклашади. 2437. Ячинлашади. 2438. Узоклашади.
1

2439. Якинлашади. 2440. Узоклашади. 2442. 1. 2443. -тр 2444. ЯКИН"
лашади, лекин абсолют эмас. 2445. Абсолют якинлашади. 2446. 
Якинлашади, лекин абсолют эмас. 2447. Абсолют якинлашади. 2448.

1
Бирин чи марта ^адларнинг урнини алмашгириб а̂торни |̂1 — — j  —

1 / 1  1 \ 1 /1 1 \ 1
— — +  — — — — — +  — — — — — +  куринишда езамиз. Кавс-

4 \ 3 6 /  8 U  10/ 12 - н 
лар ичидаги амалларни бажарсак, а̂длари берилган чатор а̂длари- 
дан икки марта кичик булган катоР о̂сил киламиз. Х,адларнинг 
урнини иккинчи хил алмаштиргандан сунг а̂дларнинг п- учталиги-

ни цуйидагича ёзамиз: 4^  +  -  * ;  =  4 ^ = 3  =  4^ = 2  +



+  4п_1 ~Ап' An__ 2 — An' " = * •  2> 3 , . . .  булганда биринчи
туртта а̂д, йигиндиси S булган берилган цаторни, охирги иккита

а̂д эса — йигиндиси у  S булган цаторни о̂сил килади. 2449. Я^ин-
00

I' r f y
лашади. 2450. Узоцлашади, чунки \ ------- ---------- =  оо. 251. Якин-

,) ЮОлг — 99
1

со оо

лашадн, чунки ( - xcix =  2452. Узэцлашади, чунки 1 ~'у~ 1 dx =  
J 1+л:4 8 ,) л2
1 1

=  оо. 2453. Яцинлашади. 2454. Якинлашади, чунки lim “п * =
П-КЯ ип

1 .. “«+1 20п +  21
=  — < 1. 2455. ЯпинлашаДи. чунки 1 im — —  =  I im о 10п„ . i \ =2 Л-.00 ип n~
=  -j- < 1. 2456. Якинлашади. 2457. Якинлашади, лскин абсолют эмас.
2458. Абсолют якинлашади. 2459. а >  1 булганда абсолют яцинла- 
шади, а =  1 булганда якинлашади, лекин абсолют эмас, а < 1 бул­
ганда угкнутшади. 2460. 1/2. 2461. 1/i . 2462. х <  1 булганда цатор-

1 хп 
нинг йигиндиси S (х) =  |_х , колдиги эса R n =  S  — Sn — Y ^ x '

1 1 Ig 1000 1
0. — кесмада n — 1 >  ; n > 11 булганда | Rn | <  t <

2 Ig ̂  -ь
< 0,001. 2463. К,аторнинг йигиндиси

x ( 1,0 < x <  1 булганда,
5 — "1 — (1 —.x) \ 0,x =  0 булганда

n ( ( I  — x)n, 0 < x 1 булганда, 
ва цолдиги R n =  х =  0 булганда.

x < 1 — /0 ,9  да âp ч̂ндай n учун цолдиц R n, масалан, 0,9данкаг- 
та булади, яъни [0,1] сегментда цаторнинг якннлашиши тскис эмас.

Лскин 2 ’ 1
сегментда у текис якинлашади, чуйки бу кесмадан

—  Ig в 1олинган >;ар цандай х учун п >  — булганда | R n | <  <  е бу­
лади; жумладан, п > 7  булганда |/?я |<0,01. 2464. Ишораси алма- 
шинувчи цаторнинг к,олдиц а̂ди модуль буйича биринчи ташланган 
а̂ддан кичик. Шунинг учун [0,1] сегментда n +  1 >  10 ёкип >  9бул-

д;л+1 1
Ьшда IR„(x) I < < ^ Г ,  <  0,1. 2465. 1\аторнинг иигиндиси

О, х =  0 булганда.



X,ap а̂ндай n учун x3 < У 10— 1 булганда колдщ Rn, ма- 
салан, 0,1 дан катта булади, яъни х  > 0  булганда, катор но- 
текис щинлашади. Аммо, х >  1 булганда у текис якинлашади, 

_  |g g
чунки у лда п — 1 >  ■ j g   ̂ булганда ĵ ap кандай х >  1 учун

I Rn I <  2п—1 <  е булади; жумладан, п >  11 булганда / | <  0,001.

2466. Хар кандай манфиймас х учун берилган катор з̂ адлари як,ин-
1 1 1

лашувчи сонлар катори 1 - f  "3" +  32 +  33  +  • • • нинг вдларидан 
кичик (ёки тенг). Демак, барча х > 0 лар учун цатор текис якин­
лашади, Rn (х) эса сонлар катоРи колдигидан кичик, яъни а̂р 
Кгндай х  >  0 учун 3я - 1  >  50 ёки п >  5 булганда R n (х) <

Ш “ .<   р =  2 31—1 <  0,01. 2467. Х,ар кандай х учун п >  100 булган-

1 “  Т
1 1 1

Да |К„(х) 1 <  тр < 0,0001. 2468. un =  x +  n_ l — Шунинг

учун S n =  - 7  — —г— ; *ар канДай *  ¥= 0 учун S  =  lim S„ =  -7 -
Л  «* “Г '*• П-*<Х> Л

Чунончи, х  >  0 учун п > 10 булганда Rn (х) =  'х _\__ п ~  <  0,1.

2469. Манфий булмаган ĵ ap кандай а: учун кат°Рнинг а̂длари якин-
1 1 1

лашувчи сонлар катори 1 +  + " 4" +  ~g +  •• • нинг з̂ адларидан ки­
чик (ёки тенг). Шу сабабли з̂ ар кандай х > 0 учун катор текис

якинлашади, 2п~ 1 >  100 ёки п >  8 булганда R„ (х) <

=  ~2п- 1  < 0,01. 2470. — 3 <  х  <  3. 2471. — У~5<  я <  У Т .

у~з у т
2472. — -g — <  х  <  —g-. 2473. Барча сонлар укида абсолют якин-

У  ~2 -  у т
лашади. 2474. — 1 <  х  <  1. 2475. — -g— <  х <  —j - .  2476. 1) R =

=  0; 2) R  — е. 2477. — 5 < х  <  3. 2478. 1 <  х <  2. 2479. ----- Ц ; ,
(1 — х)3

I 1 ”|“ X
х I  <  1 булганда. 2480. arc tg х, | х \ <  1 булганда. 2481. _ х)а

У Т  У Т
| х [ <  1 булганда. 2482. (1 +  х)т . 2483. — —jp  <  х < —у  • 

12484. — / Т <  х  <  У д .  2485. — 0,1 < * <  0,1. 2486. — 1 <  х <  1. 

346



1 — JC®
2487. — 1 < x <  3. 2488. — 1 ;  * <  0. 2489. (1 +  I * I <  1 Сул-

1 —  2x
ганда. 2490. — In (1 — x), — 1 < дс <  1 булганда. 2491. — ;—

(1 + x )2
/ X X'® X® \

| X | <  1 булганда. 2492. 1) cos (x — a) =  sin a I — — — +  — — ... j  +

+  cos a 1̂ — X-  +  j + ...J; | R n (x) | =  ^  coŝ Ox—a + n  j; 2) sin2x=

2-x2 23x* 25-xe x2 x3 x4 
^  ~ — — . , J 3) X6 — X +  ”|~ ~f~ -4- • • • у 

2! 41 x  6 !__ ' ^ 1 !  2! ^ 3 !  ^
I  n\ /  3 I  rrfix1 m4x4 \ 1 (mx m3x3

4) sin(mx +  Y /l = - 2~\1~  “г Г  +  Ч Г - • " /  + "2 V T  _  “з Г  +
m5x5 \ , kx k2x2 k3x*

+ --------- . . .  . 2493. In (1 +  ekx) =  In 2 +  — +  r — : ----------- +  •••51 / 2 21 22 41 23

2497. 1) In - h t i .  = 2 Г х + ^ - + 7 "  — . .  .1; 2) In (2 — 3x +  x2) =  
1 — x L 3 5 J

00

=  ln (1 — x) (2 — x) =  In 2 — У  (1 +  2 - " ) — ; 3) In (1 — x +  x2) =
~  n

1 + x 3 Г x2 2x3 x4 x5 2x* I
=  In --------  -  — x — — — —  — — +  — +  —  +  • •. =

1 + x  L 2 3 4 5 6 J
°° nn xn _____

=  — 2 2  cos ~3 n 2498. In (x +  Y 1 +  * 2) =  *  +

V i 1 -3 ...  (2n — 1) x2̂ 1 Г x — a
+  2  ( - 1) "------- ш —  Ш +  1- 2499- e“ = eМ +  тй -н -

л=1
, (x — a)2 (x — a)3 1 (x — a)n i+ o f— — .

+  21a2 +  3!aa +  • • • j ’ (*) — n\ an e /.2500.x —

— 3x =  — 2 + 3 ( x — l)2 +  (x — l)3. 2501. * 4=1 — 4 ( x + l )  +

+  6 ( x + l ) 2- 4 ( x + l ) 3 +  ( x + l ) ‘. 2502. -  =  -  -----^ T 2 \  =
j -

x +  2 (x +  2)2 (x +  2)3 I
I +  ——  + ----- -—  + ------—  +  . • • , —4 < x < 0  булганда.

2 4 8 J

2503. 1) cos л _ , т[1 h i )  h i l +  i_
2 — [ 112 2122 ‘ " J

n \n- i  2
00 X  —  ■ .
V  V 2/ (2/t — 1)я 

=  ^  "(n — 1)| 2'1~~  cos----- 4------’ бУнда 01 шаРтли 1 га тенг деб
П—\

цабул дилинган (188- бетдаги 1760- масалага берилган курсатмага цар.)



- v  (Здг +  я)2я-1
2) sin 3 * = 2  (“ I )" (2n — I); • 

п—\
Згз _  з л-----------  х+1 2(л+1)2 2-5(лг+1)3

2504. /  л: =  — у 1 -  л + 1 )= —1 + ~ L - +  7  + — L X J 4  
г 3-1! 32-2! З3 • 31

— 1
x + l

л=1

2505. 1) 2х  = '

^ 2 -5 -8 ... (Зп — 1) 
Зя± 1(«+  О!

л: In 2 х2 in2 2

(д:+1)"+1, — 2<х<0 булганда

1!
У *

2

2!
л" 1пл 2 

п\
■2Пх.

т х  т 1х* 
И 2Г

( т х )п~ 1 л „
к cos (2п — 1) — (01 =  1 деб). 2506. х* — 4л:2 =

п = 1
( / г -1 ) !

=  (х +  2)* — 8 (* +  2)3 +  20 (* +  2)2 — 16 (лг +  2). 2507. cos2x =
\ 5

1 _ V J
4 3

Л  /  Я \ 3 /  л
X~ J  * ' h j  v ~ ~ 3

+ i [

. 1!
л  \2

31

2 3~ 2* x — -

2! 4! ■ +

5! 
л

2 4 x - j

+

6 !

2508. sin 

2509

лх
з = 2П= 1

• ^ T  =  2 [ 1 + | r

,, nn(x — l)n I  It n\
“ ---- ^------—  sin — +  n -  (0! =  1 деб).

3 Пп\ V 3 2 /n=i
- 4 (* — 4)2 1-3 (x—4)3 1-3-5 (л;—4)4 
l i  2e-2! +  29-3! 212-4! + " '

2511. arc sin x = x + +
1-3 x5 1-3-5 x7

2 3 22-2! 5 23-3! 7
+  ...2 5 I2 . / 0,992=

= /  1—0,008 и  1 -  0,004 =  0,996; /  90 =  /8 1  +  9 =  9 | / l  +  y

s 9 (1 +  J L j  =  9,5. 2513. “^07991 =  y ' 1 -0 ,0 0 9  *  0,997; ^ 1 3 0

з ,
/ "1 2 5  +  5 = 5  j / l + ^ j  » 5  ^l +  ^ j j  =  5 jp  2515. arctg* =

У  у З  y 5  / 1  1 1

=  Т ^ Т  +  '-Г - ' "  25,7‘ n = 2 ^ 3 ( ‘ +  ■Гз* +

l l

+  —  | =  1,814 / 3  к  3,142. 2519T- g g4 1

+ 515



2520 Ф (лг) =  |* е х2 dx — х -
о

х“ х5 х7 / 1\
+  2 l5 ~ 3 !7  +•••; ф ( з )

с3
1Тз

1 1 1
— — — «  0,419 бундаги хато------  дан кичик.
3 3 2430

х
2521. Ф (х) 

1
Ф

= ] > Г
о

1 1

+  х- dx — х  +  ■

\_
5/ 3 +  3-3-53

0,2008,

I  х2.
3 ' 3 
1

2-5 х7

32-5в

322! 5 3-31 7 

<  0,0001 дан кичик хато би-

лан. 2522. Тенгламани п марта дифферепциаллаб, х  =  0 деб олинса, 
(̂п I 2) _  п (n — j) (.(”—2) тенглама ,\осил булади. Бундан у0 =  у0 =  О, 

yIV =  2 - l, (/ц = 3-2 , i/g1 =  0 ва о̂казо. Бу циймагларни у =  

Уо Уо
=  г/о +  ""[Г* +  ‘оГ *3 +  • • • ' Маклорен формуласига у̂ииб, у =2!

г+ :1 +  1 + 3-4 1 4-5

2523.

3 • 4 • 7 • 8 
х3 х4

. . .  НИ хосил циламиз.

!/= 1 +  2 3 +  6 

тибли Бессель функцияси» булади:
X е

. . . 2524. Ечим «нолинчи тар-

h (Х) — 1 02 + 22.42

22•42•62 +  ...:2 5 2 5 . У  1,005 «  1,0025; /1,0012 «  1,0004;

/0,993 я  0,9965: у  0,997 и 0,999; У\  10 =  У  100 +  10 я

* 10 ( '+ к)-~ 10'5; * “( '+ й) - ,Л25; 1я~° * 2(‘+ к) -  
/ 1 1 1  ь з  \

=  2,1. 2527. я  =  6 — +  — ------- +  ~ ---------- : + . . .  « 3 ( 1  +
\ 2 2 3-23 22-2! 5-25 /

1 1 1 .+0,0417+0,0047)яЗ, 14 . 2528. я= 2  

14
+  3

. 1 1 
З-З2 "̂ 5-34~ 7-3°

1 3-22 +  5-2* 7-28 '

=  ^  +  2 v
3 2 л - 1n= 1 4”

+

+

+ 9Л-3
1C

~2

2532. =  4 j  У  a- sin21 +  b- cos21 dt =  
»

=  4a j  У  1 — e2 cos21 dt 2na 1 — й—
Ь3\2 
2-4/ ’ 3

о
1 -3-5 \2 с , бунда е — эллипсшшг эксцентриситети, а —



унинг катта ярим укр (1624- масалага ва унинг жавобига царалсин). 
0,5

• f  У2533

Х 24 '

1 +  л* dx =

J55
128

; 0,508,

х4 х7 р.5 1 1 1
4 -  ------_ ---------------1- = —  - L __ ______

2-4 22-2! 7 "  |о 2 2 4

дан кичик хато билан -2534. Ф (х)=
1

1 X5 1 Xе
= = х ~  2 Г 4 ^ 5 +  41 44-9 

I

7-210

• - ( т Н 5- 21°
х3

к0,499805<

2-х11
<  2 7 .2'2о ДЗ« кичик хато билан. 2535. у =  -j  +3277  + 33.7 .Ц  т  ••• 
2536. Тенгламани п марта дифференциаллаб, х =  0 деб олинса, 
i-< T 2> =  — п'/0п~ н и  хрсил киламиз, бундан у5 =  1, у '0 =  0, у̂  — 0

й  = -  1. « Г  -=*? =  0. ,,У' =  М ........ |  +  i ± « l  _

1 • 4 • 7 ■ х9
91 +  . .. 2537. х = cos 2£ ds 21 (2С)2 5

*/ =
f  sa s3 Г 1 
I s in  — ds =  — — — 
.) 2С 2С [З 31 (2С)2-7

бундаги узгармас

C — R -L , R — доиравий эгри чизиц радиуси ва L  — кучма 
эгри чизик узунлиги. Эгри чизиц клотоида дейилади 
(257- бетдаги, 92-чизмага а̂ранг.) 2538. F  (х +  Л, у +  /) =  
=  х2 +  ху +  у2 +  h (2x+ y) +  l (2у +  X) +  Л2 +  hi +  12. 2539. х3 +  
+  2xi/2 =  9 + 1 1 (х -1 )  +  8 (</-2) +  3 ( х - 1 ) 2 +  8 ( х - 1 ) ( и - 2 )  +

+  2{у—2)2-)-(х—1)3+2(х—1) ((/—2)2. 2540. In {х- у ) = х - ( у + \ ) -  у  +

+  •*(*/ +  1)' 

2541.

+  R3, бунда R 3 — (х у I)3

sin(mx +  п#) =  т х  +  пу —

3 [0х + 1  — 0(;/ +  I)]3 • 
(т х  +  пу)3 (тх  +  пу)*

- +  ■ 4! X3!
X  sin 0 ( т х  +  пу). 2543. dx =  0 ,1; dy — — 0,2; Дг =  (2х — у) dx +  
+  (2i/— х) do +  dx2 — dx dy +  dy2 =  — 0,63. 2544. Дг =

=  — (a dx — b dy) sin (ax — by) — -^(adx — b dy)2.cos (ax — by) +  R3,

бунда R 3 — gj- (1id x — b dy)3 sin [a (x +  0 dx) — b (u +  0 dy)].
2545. x2y =  — I — 2 (x— I) +  ( y +  1) — (x — 1)2 +  (x — 1) (1/+  1).

2546. arctg-p=i/—(x—l)y -K .. 2547. yx =  1 +  2 (»- l) +  ( x - 2 ) x

X (i/— 1) +  
=  1,215.

„2

0 /-1 )2
- 2 
2548.

.; 1,12 л *  
dx — — 0,01,

0, l a
+  2-0,1+0,1-0,1+ - j  =  

dy — 0,02; Дг =  2yx dx +

+  (x2 — 2y) dy-\-y dx2 +  xdxdy — dy2 +  -g- dx2dy я: — 0,1407. 

350



2549.
4 -yi sin(2/t — 1)л

n =  1
2л — 1 2550.

2551 я2 v W
• т  + 4 Ъ  _1

+
sin 3x

n cos nx 
n2

cos x

я
У —

00
4 V ‘4Г-

П=si
Зя ein jc
4 I

(2x — l) 2 • 

sin 2x
+

cos 3x cos 5лг I+  ^ ’ +  • • • J.
2553.

2554
1 4 Г

. — +  — '2 n2 L

j т  я  L l 2 т  32 ^  52 *r  J 
4 f  , и ,  1 . Ь  , 1 , t o  . -]
V [ 7 + ? ~Г  + T  ~ Г  •••}

Cos я* cos Зял:

1 Злх 
+  cos ~  +  • • •

I
+  ~

I  21 Г nx 
. 2555. — — — cos —  +  

4 я 21_ I 
1 2лх 1 

— sin —  +  . . .  ... . 2 / ^ J
,, 3 4 Г лх 2 2лх 1 Злх 1 5ях

2556. 1) — +  — cos — — гг" cos —  +  — cos —  +  — cos----  —
4 я2 [ 2 22 2 33 2 52 2 

2 6nx I 2 - -  i n_..
— — cos —  +  . •. ; 2) —

6a 2 J я  ^
4 [ .  nx 1 Злх 1 5лх "|

+  ~ ; s ln T " —— sin —  +  "r; s in —  — ••• я  [_ 2 33 2 52 2 J
41 1 rut

2557. и =  — 7  — sin ------si
я  n2 /

sin

. nx 1 2лх 1 Зял: 

5лх
+

n*n*a* t
П К пПХ e----- 75—

- s in - j—
rt=l

2 n + l 2/1+1
2558. u =  J, «л cos ——— ant s in ——— ял;, бунда

n—\ 21 21

.  , 2n +  1 „ „ \ , nnx an2n2t
/(£) sin — —  я|^£.2559. u =  '  bn s in —  cos

. In =  1“* -  T.f 0
I oo

бунда bn= у J  /(|)sin Of d\. 2560. f (*) = j
о о

co
26 (• cos Ял:

256,- / w =  я j  ■ р г + я г * -  
0

4 Г (1 — cos X) sin Я . .25 62. f ( x )=  — \ ----------—---------  бшХлгЛ.
я  J X2
_  0

я  4 Г cos 3x cos 5x
cos x +  ———  +  — —  +  . . .

sin kx dX.

2563. — +  ~2 я
" 2 4

2564. | sin x \ =  — — —

32 
cos 2x

1-3

52
cos 4* cos 6л: 

3-5



1 41
2566. - - -2 n2

3 2
2567. - - -

4 я 2

cos —

52
пх Зпх

cos

4 Г sin Зл: sin 5л: "1

''•пх

" Н [ -

2568. sh /

2пх 
2 sin -J -

I2
cos пх 

I 2

— -21  
I

З2 
cos Зпх 

+  7Z +

cos —

З2
пх 2пх

cos

sin пх sin 2пх
“Ь п '

/
пх 

1 -Sin —г

п2 +  I-  22л2 - f  /2 +  - " )  +  2л( я2 +  /2

2 2л 2 +  /2 

бунда

2569. и =  'V  ап cos
2п +  1 . 2п +  1 
-------- - / sin -----------х.

п=0

- i f  * л

. . . . .  2п +  1 2 I sin Я cos X* ,
/ (I) sm — - —  ? dt 2570. f(x) =  — \---------------d%.2 Л ,) л

о о



ИЛОВАЛАР
/. КУП УЧРАЙДИГАН БАЪЗИ  ЭГРИ ЧИЗИК Л  А Р

7С-чизма. Кубик 
парабола. / 7!- чизма. Ярим кубик 

парабола.

У 1

*

V

0 X
72- чизма. Ярим кубик парабола.

ayz-=x(x-a)2 

73- чизма. Илмоцли парабола. 74- чизма. Логарифмика.



75- чизма. Логарифмика.

->-Х

у ̂ ach § = f (S + e  Щ

77-чизма. Занжир чизиц.

78-чизма. Гиперболик. 
синус нинг графиги.

I ^  \
1

а

|ч

/
J а \  /

 ̂ x=a(t-sint) y=a(1~cost'} Х 

79- чизма. Циклоида.







90-чизма. Гиперболик спираль. 91-чизма. хОу бурчак ичига
чизилган парабола ёйи.



1. Тригонометрии функциялар

а° sin а tg а ctg а cos а а0 а ра­
диан sin а tg а

0 0,0000 0,0000 — 1,000 90 0 0 0,000 0,000

1 0175 0175 57,3 1,000 89 5,73 0,1 0,100 +0,100
2 0349 0349 28,6 0,999 88 11,5 0,2 0,199 +0,203
3 0523 0524 19,1 999 87 17,2 0,3 0,296 +0,310
4 0697 0699 14,3 998 86 22,9 0,4 0,389 +0,422
5 0,0872 0,0875 11,4 0,996 85 28,7 0.5 0,480 +0,547
6 1045 1051 9,51 995 84 34,4 0,6 0,564 +0,684
7 1219 1228 8,11 993 83 40,1 0,7 0,644 +0,842
8
9

139
156

141
158

7,11
6,31

990
998

82
81 45,0 я

4
0,707 +  1,000

10 0,174 0,176 5,67 0,985 80 45,8 0,8 0,717 +  1,028
11 191 194 5,145 982 79 51,6 0,9 0,784 +  1,260
12 208 213 4,705 978 78 57,3 1,0 0,842 +  1,558
13 225 231 4,331 974 77 63,0 1,1 0,891 +  1,963
14 242 249 4,011 970 76 68,8 1,2 0,932 +2,579
15 0,259 0,268 3,732 0,966 75 74,5 1,3 0,964 +3,606
16 276 287 487 961 74 80,2 1,4 0,985 +5,789
17 * 292 306 271 956 73 86,0 1,5 0,998 +  14,30
18
19

309
326

325
344

3,078
2,904

951
946

72
71 90,0 я

2
1,000 —

20 0,342 0,364 2,747 0,940 70 91,7 1,6 0,939 -33 ,75
21 358 384 605 934 69 97,4 1,7 0,992 —7,695
22 375 404 475 927 68 103,1 1,8 0,974 —4,292
23 391 424 356 921 67 108,9 1,9 0,646 —2,921
24 407 445 246 914 66 114,6 2,0 0,909 -2 ,184
25 0,423 0,466 2,145 0,906 65 120,3 2,1 0,863 —1,711
26 438 488 2,050 899 64 126,1 2,2 0,808 —1,373
27 454 510 1,963 891 63 131,8 2,3 0,745 -1 ,118
28
29

469
485

532
554

881
804

883
875

62
61

135,0 Зя
4

0,707 —1,000
30 0,500 0,577 1,732 0,866 60 137,5 2,4 0,676 -0 ,916
31 515 601 664 857 59 143,2 2,5 0,599 —0,748
32 530 625 600 848 58 149,0 2,6 0,515 —0,602
33 545 649 540 839 57 154,7 2,7 0,428 —0,472
34 559 675 483 829 56 160,4 2,8 0,336 —0,356
35 0,574 0,700 1,428 0,819 55 166,1 2,9 0,240 —0,247

171,9 3,0 0,141 —0,142

cos а ctg а tg а sina а0



1
а® sina tga ctga cos a

36 588 727 376 809 54
37 601 754 327 799 53
38 616 781 280 788 52
39 629 810 235 777 51

40 0,643 0,839 1,192 0,766 50
41 656 869 150 755 49
42 669 900 111 743 48
43 682 933 072 731 471
44 695 966 036 719 46
45 0,707 1,000 1,000 0,707 45

cos а ctga tg a sin a a°

177,6
180,0

3,1 0,042
Я 0,000

—0,042
0,000

я 1 я V  зsin 6 ~  2 ’ cos 6 = 2
я 1 я

tg 6 ~ У з
.ctg T  = К зТ

я я 1
sin ТГ =  cosT  = V 2

tg
л
4 =  ctg- II 1.

a rpa- 
дуслар 1 2 3 4 5 6 7 8 9

а ради- 
анлар 0,017 0,035 0,052 0,070 0,087 0,105

1
0 ,122|0,140 0,157

1 радиан =  57° 17'45"



Гиперболик функцкялар

X sh х ch x X sh x ch x

0 0 1

0,1 0,100 1,005 2,1 4,022 4,289

0 ,2 0,201 1,020 2,2 4,457 4,568

0 ,3 0,304 1,045 2,3 4,937 5,037

0 ,4 0,411 1,081 2,4 5,466 5,557

0 ,5 0,521 1,128 2,5 6,050 6,132

0 ,6 0,637 1,185 2,6 6,695 6,769

0 ,7 0,759 1,255 2,7 7,407 7,474

0 ,8 0,888 1,337 2 ,8 8,192 8,253

0 ,9 1,026 1,433 2,9 9,060 9,115

1,0 1,175 1,543 3,0 . 10,02 10,07

1,1 1,336 1,669 3,1 11,08 11,12

1,2 1,5C9 1,811 3,2 12,25 12,29

1,3 1,698 1,971 3,3 13,54 13,58

1,4 1,904 2,151 3,4 14,97 15,00
1,5 2,129 2,352 3,5 16,54 - 16,57
1,6 2,376 2,578 3,6 18,29 18,32
1.7 2,646 2,828 3,7 20,21 20,24
1,8 2,942 3,107 3,8 22,34 22,36
1,9 3,268 3,418 3,9 24,69 24,71
2 ,0 3,627 3,762 4,0 27,29 27,31

х > 4  булганда, 0,1 анщлик билчн sh х х  ch х я  -у деб х,исоб- 

лаш мумкин.

ех — е~х с* -)- е~х
sh х = ----- g------1 с1' х ~  — ~2— •

ех— sh х +  ch х; ех‘=  i sin х - f  cos х.



3. Тескари мицдорлар, квадрат ва куб илдизлар, 
логарифмлар, курсаткичли функция

X •1
X V  X К 10*

з
У  * О

 
* 

1

у/"100 х lg* In X е* X

1.0 1,000 1,00 3,16 1,00 2,15 4,64 ООО 0,000 2,72 1,0
1.1 0,909 05 32 03 22 79 041 095 3,00 1,1
1.2 • 833 10 46 06 29 93 079 192 3,32 1.2
1.3 769 14 61 09 35 5,07 114 ■ 252 3,67 1.3
1.4 714 18 74 12 41 19 146 336 4,06 1,4
1.5 0,667 1,23 3,87 1,15 2,47 5,13 176 0,405 4 ,48 1.5
1.6 625 27 4,00 17 52 43 204 470 4,95 1.6
1.7 588 39 12 19 57 54 230 530 5 ,47 1.7
1.8 556 34 24 22 62 65 255 588 6,05 1.8
1,9 526 38 36 24 67 75 279 642 6,69 1.9
2 ,0 0,500 1,41 4,47 1,26 2,71 5,85 301 0,693 7,39 2 ,0
2.1 476 45 58 28 76 94 322 742 8,17 2,1
2 .2 435 48 69 30 80 6,03 342 789 9,03 2 ,2
2,3 435 52 80 32 84 13 362 833 9,97 2 ,3
2,4 417 55 90 34 88 21 380 875 11,0 2.4
2,5 0,400 1,58 5,00 1,36 2,92 6,30 398 0,916 12,2 2 ,5
2 ,6 385 61 10 38 96 38 415 955 13,5 2 ,6
2 ,7 370 64 20 39 3,00 46 431 993 14,9 2 ,7
2.8 357 67 29 41 04 54 447 1,030 16,4 2 ,8
2.9 345 70 39 43 07 62 462 065 18,2 2 ,9
3,0 0,333 1,73 5,48 1,44 3,11 6,69 477 1,099 20,1 3 ,0
3 ‘ 1 323 76 57 46 14 ' 77 491 131 22,2 3,1
3,2 313 79 66 47 18 84 505 163 24,5 3 ,2
3,3 303 81 75 49 21 91 519 194 27,1 3 ,3
3,4 294 84 83 50 24 98 532 224 30,0 3 .4
3,5 0,286 1,87 5,92 1,52 3,27 7,05 544 1,253 33,1 3,5
3,6 278 90 6,00 53 30 11 556 281 36,6 3 ,6
3,7 270 92 08 55 32 18 568 308 40,4 3 ,7
3,8 263 95 16 56 36 24 580 335 44 ,7 3 ,8
3,9 256 98 25 57 39 31 591 361 49,4 3,9
4,0 0,250 2,00 6,33 1,59 3,42 7,37 602 1,386 54,6 4 ,0
4,1 244 03 40 60 45 43 613 411 60,3 4,1
4,2 238 05 48 61 48 49 623 435 66,7 4.2
4,3 233 07 56 63 50 55 634 458 73,7 4,3
4,4 227 10 63 64 53 61 644 482 81,5 4,4
4,5 0,222 2,12 6,71 1,65 3,56 7,66 653 1,504 90 ,0 4,5
4,6 217 15 78 66 58 72 663 526 99,5 4,6
4,7 213 17 86 68 61 78 672 548 110 4,7
4 ,8 208 19 93 69 63 83 681 569 121 4,8
4,9 204 21 7,00 70 66 88 690 589 134 4,9



X 1
X

к *
V  ю *

Зу---
у х Jy 10 х 3/КХ)л' lg * In X X

5,0 0 200 2,24 7,07 1,71 3,68 7,94 699 1,609 148 5,0
5,1 196 26 14 72 71 99 708 629 164 5,1
ЪД 192 28 21 73 73 8,04 716 649 181 5,2
5 ,3 189 30 28 74 76 09 724 668 200 5,3
5,4 185 32 35 75 78 14 732 686 221 5,4

5,5 0 182 2,35 7,42 1,77 3,80 8,19 740 1,705 244 5,5
5,6 179 37 48 78 83 24 748 723 270 5,6
5 ,7 175 39 55 79 85 29 756 740 299 5,7
5,8 172 41 62 80 87 34 763 758 330 5,8
5,9 170 43 68 81 89 39 771 775 365 5,9

6 ,0 0 167 2,45 7,75 1,82 3,92 8,43 778 1,792 403 6,0
6,1 164 47 81 83 94 48 785 808 446 6,1
6,2 161 49 87 84 96 53 792 ?25 493 6,2
6,3 159 51 94 85 9S 57 799 841 545 6,3
6 ,4 156 53 5,00 86 4,00 62 806 856 602 6,4

6 ,5 0 154 2,55 8,06 1,87 4,02 8,66 813 1,872 665 6,5
6 ,6 152 57 12 83 04 71 820 887 735 6,6
6 ,7 149 59 19 89 06 75 826 902 812 6,7
6 ,8 147 61 25 90 08 79 833 918 898 6,8
6 ,9 145 63 31 90 10 84 839 932 992 6,9

7 ,0 0 143 2,65 8,37 1,91 4,12 8,88 845 1,916 1097 7,0
7,1 141 67 43 92 14 92 851 968 1212 7,1
7,2 139 68 49 93 16 96 857 974 1339 7,2
7,3 137 70 54 94 18 9,09 863 982 1480 7,3
7,4 135 72 60 95 20 05 869 2,001 1636 7,4

7,5 0 133 2,74 8,66 1,96 4,22 9,09 875 2,015 1808 7,5
7 ,6 132 76 72 97 24 13 881 028 1998 7,6
7,7 130 78 78 98 25 17 887 041 2208 7,7
7,8 128 79 83 93 26 21 892 954 2440 7,8
7,9 127 81 89 99 29 24 898 067 2697 7,9

8,0 0 125 2,83 8,94 2,00 4,31 9,28 903 2,079 2981 8,0
8,1 124 85 9,00 01 33 32 909 092 3294 8,1
8,2 122 86 06 02 34 36 914 104 3641 8,2
8,3 121 88 11 03 36 40 919 116 4024 8-, 3
8,4 119 90 17 03 38 44 924 128 4447 8,4

8,5 0 118 2,92 9,22 2,04 4,40 0,47 929 2,140 4914 8,5
8,6 116 93 27 05 41 51 935 152 5432 8,6
8,7 115 95 33 06 43 55 940 163 6003 8,7
8,8 114 97 38 07 45 58 945 175 6694 8,8
8,9 112 98 43 07 47 62 949 186 7332 8,9



9.0 
9,
9.2
9.3
9.4
9.5
9.6
9.7
9.8
9.9

10.0

1_
х

0,111 
110 
109 
108 
106

0,105
104
103
102
101

0,100

V  *

8,00
02
03
05
07

3,08
10
11
13
15

3,16

10 х

9,49
54
59
64
69

9,75
80
84
90
95

10,00

3/— V х

2,08
09
10 
10 
11

2,12
13
13
14
15

2,15

У Т Г х

4,48
50
51 
53 
55

4,56
58
60
61
63

4,64

/  100 л:

9,66
69
73
76
80

9,83
87
90
93
97

10,00

lg*

954
959
964
969
973
978
982
987
991
996
ООО

In*

2,197
208
219
230
241

2,251
263
272
282
293

2,303

8193
8955
9897

10938
12088
13360
14765
16318
18034
19930
22026

9 .0
9.1
9 .2
9 .3
9 .4

9 .5
9 .6
9 .7  
9 ,5  
9 ,9

10,0

lg х  графасида унли логарифмларнинг мантиссалари берилган.
10 дан катта ёки 1 дан кичик сонларнинг натура л логарифмлари- 

ни топ иш учун
In (х • 10*)= In jc+ k In 10

формуладан фойдаланиш керак
К,уйидагиларни эслатиб утайлик:

In 10 =  2,303; In 102 =  4,605;
lg x =  0,4343 Inx\ In x — 2,303lg*

Илдизларни такрибий и̂соблаш формулалари:

1) | х\ < 1 булганда,  ̂ 1 + *  и  1+
1 — п
2 г?

п,_____—  / b . 1 — п Ь2 \
<  1 булганда, у  а" +  6 ж al 1 +  ^ i i .+  I-
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