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СУЗ БОШИ
Ушбу туплам асосан педагогика институтларининг 

„Физика-математика" факультетларида сиртдан укиёт- 
ган студентларга мулжалланган булиб, математик ана­
лиз курсининг „Математика11, Математика-физика* их- 
тисосликлари программасига мослаб тузилган.

Математик анализ курсини урганишда I—II курс сту- 
дентлари купгина кийинчиликларга дуч келадилар, бу  
Кийинчиликлар—мисол ва масалаларни ечишда етарли 
малакага эга булмаслик ва кейинчалик янги тушунча» 
ларнинг купайиб боришидир.

Ушбу китобни ёзишдан мацсад — студентларнинг ма­
тематик анализга дойр мисол ва масалаларни ечиш ма- 
лакасини ошириш, назариянинг мо^иятини чукур ур- 
ганиб, уни амалий мисолларга татбик килишни урга- 
тиш, математик фикрлаш цобилиятини шакллантириш- 
дан иборатдир.

Мазкур кулланманинг РУС тилида чоп этилган мав­
жуд адабиётлардан фарци шундаки, унда киска наза- 
рий маълумотлардан еунг бевосита шу темага дойр 
мисол ва масалалар дамда аралаш масалалар келтири- 
лади. Уларнинг деярли барча ток номерлилари учун= 
тула ечим ёки курсатмалар, колганлари учун эса фа- 
кат жавоб ёки курсатма берилади. Бу—сиртки булим 
студенгларида контрол топширикларни мустакил ечиш 
учун зарур куникмалар досил цилиш учун етарлидир.

Вундан гашкари дар бир боб охирида „Аралаш ма­
салалар" берилган булиб, бу масалалар студентлардан 
бирмунча мустакил фикрлаш ва масалалар ечишдаги 
малакаларидан тула фойдалана олишни талаб килади.

Кулланманинг IV—X, Х̂П бобларини А. Р. )^икма- 
тов, I—III, XI бобларини У. Тошметов, X III—XV боб­
ларини К Карашева ёзган.

Китобнинг кулёзмасини тайёрлашда Низомий номи- 
даги Тошкент Давлат педагогика института математик 
анализ кафедрасининг доцентлари Т. Турдиев ва Т. 
Шарифова уртоклар кимматли масла^атлари билан якин- 
дан ёрдам бердилар. Кулёзмани такриз килишда у-зи- 
нинг кимматли масладатлари билан кумакдош булган; 
физика-математика фанлари доктори, профессор 
А. С. Саъдуллаев ва номлари юкорида тилга олинган 
уртокларга самимий ташаккур билдирамиз.

Муаллифлар
з



I В О Б. Ф У Н К Ц И Я  Т У Ш У Н Ч А С И

1-§. ^ациций сонлар. Чегараланган ва чегара- 
ланмаган тупламлар

1. Хар цандай чексиз унли каср дациций сон дейилади. Дав­
рий чексиз унли каср рационал сон дейилади. Хар цандай рацио-

мумкин ва аксинча
Даврий булмаган чексиз унли каср иррационал сон дейилади.

2. Е  буш булмаган туплам булсин. Барча х 6  Е  учун к < М  
тенгсизликни цаноатлантирувчи М  сон мавжуд булса, Е  юкоридан 
чегараланган туплам дейилади. М  сон Е  тупламнинг юкори чега- 
раси дейилади.

Юкоридан чегараланган туплам кщори чегараларининг энг ки- 
чиги унинг аниц кщори чегараси дейилади ва т *  = зир.Е кури­
нишда белгиланади. Агар Е  туплам юцоридан чегараланмаган бул­
са, зир Е  =  +  о о  деб олинади

Т е о р е м а ,  т *  сон Е  тупламнинг аник, юцори чегараси бу­
лиши учун цуйидаги шартларнинг уринли булиши зарур ва етар- 
лидир:

а) барча к 6  Е  лар учун х < т * ,
б) т *  дан кичик булган %ар бир а учун бирорта х ' ^ Е  то- 

пилиб, х' > а булади.
3. Барча к (г Е  учун \ > т  тенгсизликни ^аноатлантирувчи т  

сон мавжуд булса, Е  цуйидан чегараланган туплам дейилади
т  сон Е  тупламнинг куйи чегараси дейилади.
Куйидан чегараланган туплам цуйи чегараларининг энг капа ­

ли унинг аниц цуйи чегараси дейилади ва т *  = 1п{ Е  куринишда 
белгиланади. Е  цуйидан чегараланмаган булса. 1п{ Е  = — оо деб 
олинади.

Т е о р е м а ,  т *  сон Е  тупламнинг аниц цуйа чегараси бу­
лиши учун цуйидаги икки шартнинг уринли булиши зарур ва 
етарлидир:

а) барча х (- Е  лар учун х > т * ,
б) с!ан к а т т а  булган хаР бир Ъ сон учун бирор х '  ̂ Е  

топилиб, х' булади.
4. Хам ю^оридан, дам куйидан чегараланган туплам чегара­

ланган туплам дейилади.

1. Куйидаги чексиз унли касрларнинг цайсилари ра­
ционал, цайсилари иррационал сонни ифодалайди? Ра­
ционал сонларни оддий каср куринишида ёзинг:
4



а) 2,13 (14), б) 3,(74), в) 2,76(8), г) 0,1010010001..., 
д) 1,32032003200032. . . ,  е) 2,123123123. . .

2. Куйидаги чексиз унли касрларнинг кайсилари ра­
ционал, кайсилари иррационал сонни ифодалайди? Ра­
ционал сонларни оддий каср куринишида ёзинг:

а) 0,121121112____ б) 0,2020020002. . . , в) 2,(32),
г) 1,37 (9).

3. Рационал сон билан иррационал соннинг й и р и н д и - 
си иррационал сон эканини исботланг.

4. Рационал сон билан иррационал соннинг айирма- 
си иррационал сон эканини исботланг.

5. Нолдан фаркли рационал соннинг иррационал 
сонга нисбати иррационал сон эканини исботланг.

6. Нолдан фаркли рационал сон билан иррационал 
соннинг купайтмаси иррационал сон эканини исботланг.

Куйидаги тупламларнинг цайсилари юцоридан, цай- 
силари куйидан чегараланганини аник;ланг:

7. Е — |2; 3] даги барча рационал сонлар туплами.
(8} Е — [а; Ь\ даги барча иррационал сонлар туплами.

1р) т ,  п $ д/, т  < я  }. )2. п ^ Л/}.

13. Е — [0; 4] даги барча иррационал сонлар тупла­
ми. Бу тупламнинг чегараланган эканини курсатинг ва 
зир^, ларни топинг.

и . Е - 1 3; 5] даги барча рационал сонлар туплами. 
Бу тупламнинг чегараланган эканини курсатинг вазир Е, 
1п{ Е  ларни топинг.

2-§. ^ациций соннинг модули (абсолют ций- 
мати)

Таърифга биноан ^акикийа соннинг модули (абсолют кийматш 
| а, агар а > 0  булса, 

а  ̂ \ — а, агар а < 0  булса.
Харщий сонларнинг модули куйидаги хоссаларга эга:
1 ) | а | =  | ~ а  |;
2) \а\ < Ь ва — Ь < а < Ь тенгсизликлар тенг кучли;
3) | а | > Ь тенгсизлик а > Ь ёки а < — Ь эканини билдиради;
4) | я ± 6 | < | л |  + |д|;
5) \а ± Ь\>  \а\ — |*|;

&



6)

7)

а ■ Ь ] = | а 
а_ I _  М  
Ь\ ~  I Ь Г

1-1*1;
(ь Ф  0).

Куйидаги тенгсизликларни ечинг.
15.
16.
17.
18. 
19.

| х -  21< 3. 
х\ < 5. 
х — 5| <4. 
х + 2 1 < 4. 
х + 3|> 2.

20. | х +  1 | > 3.
21. |х +  2| +  |х — 2|<10.
22. |х — 3| + |х + 3|<  10.
2 5. | х2 — 2х — 3 | >  х2 -  2х —3.
24. | х2 — 5х | > х2 — 5х.

Куйидаги тенгламаларни ечинг
25. 2х + со II к 29. х — 1 к — 1
26 Зх 4" 4| = х + 4. * + 1 х + 1
27. х2 — 5х + 9 1 = 3. 30. х + 2I х 4- 2
28. |х2 — 2х + 7 | =  4. х — 3| х — 3

3-§. Функция ва унинг аницланиш со^аси
1. Элементлари дацикий сонлардан иборат булган X  ва У туп- 

ламлар берилган булсин.
Агар дар бир х ^ X  сонга бирор коида ёки конунга биноан 

аник битта у ^ V сон мос куйилган булса, у долда X  тупламда 
аникланган /  функция берилган дейилади ва у = /  (х) куринишда 
ёзилади.

х эркли уз.гарувчи ёки аргумент дейилади, /  (х) функциянинг 
х нуктадаги кийматини ифодалайди.

X  функциянинг аникланиш (мавжудлик) со^аси дейилади ва 
И  (/ ) куринишда белгиланади. Функциянинг кийматлар туплами 
/ ( Л )  куринишда белгиланади.

2. Функция аналитик усулда берилиб, аникланиш содаси кур- 
сатилмаган булсин. Бу долда арггментнинг аналитик ифода м;)Ъно- 
га (,\акикий кийматга) эга буладиган барча дакикий кийматлари 
туплами функциянинг аникланиш соз а̂си деб тушунилади ва бу 
функциянинг табиий аникланиш со.\аси дейилати.

31. / (х) = 2х3 — 3г + 4 функция берилган,
0 / { — 2), / (1 ), /(2 ), / (а ) ларни топинг.

/ (х ) =  2 51П 2х соз х функция берилган,

/(0), / (~ ] .  ^ (1), / (® ) ларни топинг.
33. Г(х ) х + \ функция берилган, /(0), /(1 ), /(2),

|/  ^ ) |  ларни топинг. / ( — 1) мавжудми?
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нкция берилган, / (0 ) ,/ (2 ) ,
/ ( — 2) ларни топинг. / (1 ) мавжудми?

[ 2х, агар — 1 < х < 0,
35. /  (х) =  12, агар 0 < х < 1,

[ х — 1, агар 1 <1 х < 3 функция берилган. 
/(2 ), / (0 ), /(0,5), / (  — 0,5), /(3) ларни топинг. 
/ (5 ) мавжудми?

зш х, агар — 1 <  х < О,36. / {х ) = ,
1 4-л2, агар 0<х<;2 функция берилган. 

/ (1 ), / ( -"^ ') ларни топинг. / (4 ) мавжудми?
Куйидаги функцияларнинг аникланиш содаларини 

топинг.

37. у =  х2 -  Зх +  2. 38. у = х
х  —  1

39. у =  — —  40. у =  1
х * — \ х 2 +  2х — 3

41* У =  -22\  \о‘ 42- У =  У~4~ х 2-х 2 — Злг+2

43. у  =  - 5 -  . 4 4 . У =  У Т = 2 7 .

45. у — У 'л2 — 4х-|-3. 46. у =  К 2 л 24-л+8-
47. у =  1 48. у 1

V х2 — 4х У \ х \ - х
49. у = 1§ (Зх -  4). 50. у =  1д (2х -  6).
51. у =  1§ (л2 — 4х 4- 3). 52. у =  1д(4 — 5х).
53. у = агсзт (Зх — 4). У =  агс 8|П (2* — 5).

Ул: -  355. у =  агс соз —---  У =  агс с08 ~  ®)-

57. у = У з  —х 4- агссоз 3

5 8 - У  =  7 п  ч +  К З Г Г 2 .12(1 — *)

59- » - ^ + ' 8  (*■-*>•

). у = }/ х2 — Зх+2 4- 1
У  3  ̂ 2х  -  х 2

6 1 .  у  =  V 8 1п *  —  V  §  л 2.



62. у = —-—  + Г  з1п х.
V  С08 X

63. Ку*йидаги функциялар айнан тенгми?
а) / (* )  =  1 ва ф (х) = соз2х + з т 2х, б) / (х )= х

ва <р (х) =  — .
X

64. / (х ) =  1р; х2 ва <р(х)=21йх функциялар айнан 
тенгми?

4-§. Функциянинг графиги

X  тупламда аникланган у = / (х ) функция берилган булсин. 
Функциянинг х га мос келган /  (х ) кнйматини хисобласак, коорди­
наталар текислигидаги М (х, }  (* )) нуктага эга буламиз Текислик- 
даги нукталарнинг {М  (х, /  (х) )/х ^ X } туплами у = /  (х) функ­
циянинг графиги дейилади.

Куйидаги функцияларнинг графиклариниясанг.
65. у = 2х — 3. 66. у =  3* +  1 .'
67. у = х2. 68. у =  -.

2
69. у = х2+1. IIо1̂. -2.
71. у  = (х — 1 )2 72. у =  (х +  2)2.
73. у  = .к:2 — 2х 4- 3. 74. у  = х2 — 4х.
75. У = 2 76. у  = —.л:" х2
77. V = X 78. V -  Хх — 1 х + 2

СОЗ Ху агар — тс < х <  0,

79. у = 2,
1

агар о Л Л

1
X* агар 1 <  х -ч 4.

( Л'2, агар — 2 < х < 0 булса
80. у = 1 2х -1, агар 0 < х < 1 булса

! 1, агар 1 < х  < 2 булса
81. У — *1, М ' — х нинг каср цисми.
Ь2. у =  Е (х ), Е  (х) — х нинг бутун Киеми.
83. у = X | X
84. У = 1X | — л .



5-§. Функцияларнинг композицияси. Чегара­
ланган ва чегараланмаган функциялар. Жуфт 
ва то(̂  функциялар

1 . у = / (и )  функция Е  тупламда, и — у (х ) функция X  туп­
ламда берилган булиб, и = ц> (х) нинг кийматл&р туплами 9  (X )  Е  
нинг кием туплами булсин. Агар у = /  (и) да и нинг урнига <р (х) 
ни цУйсак, у = / ( 9  IX)) функцияга эга буламиз. Бу функцияни у=  
=  / (и ) ва и = 9 (х) функцияларнинг композицияси ёки мураккаб 
функция дейилади.

2. у =  /  (х ) функция X  тупламда берилган булсин. Агар шун- 
дай М  сон топилиб, барча х  6  X  лар учун | /  (х) \ < М  тенгсизлик 
уринли булса, у долда у = / (х )  X  тупламда чегараланган функ­
ция дейилади.

3. Агар X  тупламга дар бир х сон билан биргаликда — х дам 
тегишли булса, X  координаталар бошига нисбатан симметрик туп- 
лам дейилааи

у = /  (х) функция координаталар бошига нисбатан симметрик 
булган X  тупламда берилган булсин.

а) агар ихтиёрий х 6  X  учун /  ( — х) =  /  (х) тенглик уринли 
булса, у = /  (х) жуфт функция дейилади.

б) агар ихтиёрий х ё X  учун /  ( — х) =  — /  (х) тенглик урин­
ли булса, у — /  (х) ток функция дейилади.

85. у = и2, и =  х-\-\ функциялар берилган. у ни л: 
оркали ифодаланг.

86. у =  1 — и2, и =  з т х  функциялар берилган. у ни 
л: оркали ифодаланг.

87. у = у г1Г+1, и =  3х функциялар берилган. у ни 
х оркали ифодаланг.

88. у =  V  \ +  и2, у =  х функциялар берилган. у 
ни х оркали ифодаланг.

89. { (х) — х2 ва <?(х)=2х функциялар берилган. 
/ ( / ( * ) ) , / { ? ( * ) ) .  <р (/(•*)). <р(<р(*)) мураккаб функция- 
ларни топинг.

90. / {х ) =  х3 ва <р(л) =  3->г функциялар берилган. 
/ (?(■ *)) ва <р(/(х)) мураккаб функцияларни то­
пинг.

9 1 ./ (х )= х 3 — х ва  ̂(л| =  з т  2х функциялар бе­
рилган. «р (/(1)), <р (Т (2)), /(<р ^ ) ] . / ( / ( / С 1')) лаР- 
ни топинг.

92. / (л ) =  5x8 + ■- функция учун/(3х), / (х8), 3/ (х),
/ - X

1/(х))л ларни юпинг.
Куйидаги функцияларнинг кайсилари чегараланган?
93. / (X ) =  х2 + 2, [ — 1; 3] да.

9



94. ?{х ) = \х\, ] —  оо; +  со [ да.
95. / ( х )  =  х 2, ] — оо, +  оо [ да.
96./ \ х ) = — , [0 ; +  оо [ да.X

X97. Г ( Х )  =  — — , ] -  оо; +  оо [ да.XА 1
98. / (X) =  , ] — оо, +  оо [ да.

9 + х4

99. / (х) =  з т  ах, ] — оо, + со [ да.
190. / (х ) = соз ах, ] — со, +  оо [ да.
Куйидаги функцияларнинг ток ёки жуфтлигини тек­

ширинг.
101./(*>•=*»+ 1. 102. / (х) = 1 — х2.
103. / (х ) =  х4 — 2х2. 104 ? (х) = хг — х.
105. /(X ) =  Х2СОЗХ. 106. / ( * ) = Х 251ПХ. 
107. Г (х ) = 3х. 108. / (х )  =  х3 -  2.
109./ (х )  = 10. 110. / (х ) =  |х|.
111. Бир вантда з̂ ам ток, ^ам жуфт булган функ­

ция мавжудми?
112. У = / (х )  жуфт функция ва /(х)=^=0.

у =  функциянинг жуфт эканлнгини курсатинг.

6-§. Даврий функциялар. Монотон функциялар
1. Агар 1ф  0 сон учун дар бир х  ̂ X  билан биргаликда х-\-1 

ва х — 1 лар дам X  тупламга тегишли б^лса, X  туплам I даврли 
даврий туплам дейилади.

а) — рационал сонлар туплами.
б) Х х = ] — 0 0 , + оо [.

Зте % 71 и 71 Зтс
в) X , = . . .  II]  — — ; _  -  [Ц] _  —, — [И] — ; - [ и . . .

г) X ,  = . .. Ц [ -  2 ; -  1 ] Ц [0 ; 1 ] I I  I ! ! [2 ; 3] Ц . . .  
ларнинг дар бири даврий тупламга мисол була олади.

д) Х 4 = [0; +  оо [, е) Х 5 =  ] -  2; 2[, ж) Х л = [4; 6 ] 
лар даврий туплам эмас.
у = / (х )  функция I даврли даврий X  тупламда берилган булсин.

Агар ихтиёрий х ^ X  лар учун / (х  + /) = / (х )  тенглик урин­
ли булса, у =  / (х ) даврий функция дейилади ва I унинг даври де­
йилади. Функциянинг энг кичик мусбат даври (агар у мавжуд бул­
са) унинг асосий даври дейилади.

2. у = / (х )  функция X  тупламла берилган оулсин. Агар их- 
тиёрий хи х2 (; X  лар учун хх < х2 дан
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а) } ( х , ) < / ( х 1) келиб чикса, / ( х ) функция усувчи,
б) /1х,) < / (х-2) келиб чицса, / (х ) функция камаймовчи,
в) / (х ,) > /  (х%) келиб чицса, /  (х) функция камаювчи,
г) / (•*)) > /(х2) келиб чицса, / (х) функция усмовчи дейилади. 
Бу турт тип функция бир суз билан монотон функция дейи­

лади.

Куйидаги функцияларнинг цайсилари даврий экан­
лигини аникланг.

Даврий функцияларнинг асосий даврини курсатинг.
113. / (х )  = зШ 2х. 114./ (х ) =  соз^х.
115. /  (х) =  соз ах 116. / (х ) = з1п2х.
117. / (х ) =  х • соз х. 118./ (х ) =  {х}.
119./ {х ) =  1 +1§х. 120./ (х )  =  5.

121 О (х) — ( * ’ агаР Х Рационал сон булса,
\ 0, агар х иррационал сон булса. 

Дирихле функцияси даврий функция б$либ, унинг 
асосий даври йук эканини курсатинг.

122. г(х ) — (2х) функциянинг асосий даврини то­
пинг.

Куйидаги функцияларнинг ^ар бири курсатилган 
ораликларда монотон эканини курсатинг.

123. /<х) = 2х — 1, ] — оо; + оо [ да,
124. / (х ) = 2 — 3-с, ] — оо; + со [ да.
125. / (х ) = л2 2* 4- 5, ] — со; — 1 [ ва | — 1; 4- со [да.
126. /(х> =  х2 — Зх 4- 2, ] — оо; 1,5 | ва] 1.5; 4- оо [ да.
127./ (х ) — соз х, [0; тг] да.
128./(*) = зтх, Т) да-
129. / (х) =  |х| — х, ] — оо; 4-  оо [ да
130./ (х ) =  | х | 4- х, 1 — оо; 4- оо [ да.

/ бобга дойр аралаш масалалар

131. Айирмалари рационал булган иккита ^ар хил 
иррационал сон курсатинг.

132. Купайтмалари рационал булган иккита ^ар хил 
иррационал сон курсатинг.

133 тупламлар учун з а р Я = ш {^  булади?
134. [0; 1] дан боища шундай Е  туплам курсатинг- 

ки, бу туплам учун 1п1/Г=0, зир/: =  1 булсин.
11



Куйидаги функцияларнинг аникланиш со^аларини 
топинг.

135. у — (соз Оёх)).

136. у — ']/'зШУ^х.
137. у = агссоз (2*+ 1).
138. Факат [— 2; 2] да аникланган функцияга ми­

сол келтиринг.
139. х — 2 ва х =  3 лардан бошка барча ^акикий 

сонлар тупламида аникланган функцияга мисол келти­
ринг.

140. у = з§п х (сигнум х) функция куйидагича аник- 
ланади:

( — 1, агар х < 0  булса,
8^пх= | о, агар х =  0 булса,

1 1, агар х > 0  булса.
Бу функциянинг графигини ясанг.
141. здп (з§п х) мураккаб функцияни топинг.
142. Куйидаги функцияларнинг кайсилари ток, кай­

силари жуфт?
а) / (х) =  з§пх\ б )/ (х )  =  1 § (л :+ К л21-1);
в) / (х) =  з1пл:2 +  з1п2лг; г) У (х) — Е (х );
Д) У (х )= *х — Е (х ).
143. Иккита жуфт функциянинг купайтмаси жуфт 

функция булишини исботланг.
144 Иккита ток функциянинг купайтмаси жуфт функ­

ция булишини исботланг.
145. Ток ва жуфт функцияларнинг купайтмаси ток 

функция булишини исботланг.
146. Агар ср (х) жуфт функция булса, у ^олда /(<р 

(х)) функциянинг жуфт булишини исботланг.
147 Агар у = / (х )в а  х=у (() функциялар ток бул­

са, у ^олда / (? (/ ) )  функциянинг ток булишини исбот­
ланг.

148. Агар / (х ) ток функция булиб, [—5; 0] яримсег- 
ментда / (л :)= л :2 +  3 формула билан берилган булса, 
/ (0 ), / (3 ), / (4 ) ларни топинг.

149. Агар )  (х) функция даври 1 га тенг булган 
даврий функция булиб, ]0; 1] да У (х ) = х2 формула
билан берилган б^лса, /  /(2>, /(2,5) ларни топинг.



II Б О Б .  ЛИМИТЛАР

1-§. Сонли кетма-кетлик лимити

1.  (1)
кетма-кетлик берилган булсин. Хар бир * > 0 учун шундай N  — 
=  N  О ) номер топилиб, барча п > N  лар учун | х п — а | < е тенг­
сизлик уринли б^лса, у долда а ( 1 ) кетма-кетликнинг лимити де­
йилади ва Н т х „  =  а куринишда ёзилади.

П-*- оо
Лимитга эга булган кетма-кетлик якинлашувчи, лимитга эга 

б^лмаган кетма-кетлик узоклашувчи дейилади.
2. Агар П т  д:л=0 булса, у долда х „ чексиз кичик мик;дор (ёки

Л->-оо

цис^ача чексиз кичик) дейилади.
3. Агар исталганча катта Д > 0  учун шундай N  ~  N  (А) номер 

топилиб, п >  N лар учун | хп | > Д тенгсизлик уринли булса, у 
*олда х „ чексиз катта мивдор (ёки цискача чексиз катта) дейила­
ди ва Пт х „ « =о о  куринишда ёзилади.

Т е о р е м а .  Агар хп чексиз кичик булса, у %олда уп = ~
Х\

чексиз к а т т а  булади. Агар х п чексиз к а т т а  булса, у холда уп = —
•*л

чексиз кичик булади.
4. Т е о р е м а .  Агар хи <г2, . . . , х п, . . .  ва уь у2, . . . , уп, .. 

кетма-кетликлар якинлашувчи булса, у %олда
а) Н т  (хп ± уп) = Н т хп ± Н т  уп,

Л-*-оо Л->  оо Л -+-00

б) Н т  (хп ■ у „) = Н т хп • П т  у„,
П-+СО П-УСО л->- оо

Н т х п
в) Н т  —  — —— (Н т  уп ф  0) булади.

П-*-оо уп ПШ Уц п-*-оо

5. Т е о р е м а .  Агар Н т  хп =  0 ва {ул] чегараланган булса,Л->СО
у уолда П т  (хп * уп) =  0  булади.

1. Кетма-кетлик лимити таърифидан фойдаланиб ку- 
йидагиларни исботланг:

л — 1 , ,, 4л— 1 л Зл + 1 3 а) 11т ---=  1, б) 11т----- =  2, в) 11т -----=  —.
п-уоо п. I л-+-оо 2п -}■ 1 л-»-оо 5/2 — 1 5

2. Кетма-кетлик лимити таърифидан фойдаланиб ку­
йидаги тенгликларни исботланг:

\  1 1  4 л  — 1 4 Уп*+-п Ла) Н т ---- = —, б) Нт -— = 1.
Л-+оо 5 л  +  1 5 Л-^оо П
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—  ̂ | < 0,0001 тенгсизлик урин-

3. Ит —— - = — — тенгликни исботланг. Кайси п
П->-Од 2 3/2 3

й й 2я — 1 / 2дан бош лаб ,-----
2 — Зл

ли булади?
4. Пт ~ 1 =  — тенгликни исботланг. Кайси п дан 

п->со о п. + 1 5
бошлаб, —— - — — <0,001 тенгсизлик }'ринли булади? 

5л + 1 5
5. а) х„ =  8« + 1, б) хл = га*(^>0) ларнинг чексиз 

катта эканлигини исботланг.
6. а) ■„ =  6 я— 1, б) = К я 3 +  2 ларнинг чексиз 

катта эканлигини исботланг.
Куйидаги лимигларни топинг.

Зл 2 + 2  Зя3 — 47. П т ------ . Я И т ----- г-
П-*оо 4л2 — 1 о я3 +  6

2п3 + 3 л2 + п + 1 
9 . Пш ------- -. Ю . Н тЛ-*-оОл3-*-л —Г  ' и-̂ оо (я + 1 )а

„  ( л + 1 )3 ( л + 1)*-* ( я - 1 ) 4
1 1 . Пш -------.--------------- 1 2  Н т -----------------п^солЗ+ 1  **• я1 -+- 10

3 .------ 3 ,
... г, т/я2 + л / л 3-!-2л — 113. П т ------  ,(т  ----- —----П-+ СО /г4-4

|/ я* -I- я2 + 1 V""2л2 + 115. П т-- ——---—• 16. Пт —  ■ —
л-̂ оо л2 + 2я -  1 я-̂ оо у  л‘ + Зл - 1 -

. я1- (я 4- 1)! + я!17. И т -----—---  18. Пт —  ------- — .л-»-со (/2 4- 1)! — п.. п-+-оо (П 4 2)1

19. Пт ------------- у .  20. Пт 1 + 2 + ••• + «.П~>со I 1 п-+ оо /2I Ч- -4- • . • "I” —
3 Т  3«

1 Зл/ 1 „ Зл \ __ ,1 п% \21. Пт ( - с о з  л3 — ------ . 22. Нт — соз — +  I .л-*-со \2л 6л 1 / л-»-оо ' л 2 /
2л

Зл +
23. Нт (--П - з!п л! +  ̂ 24. Пт ( - Л п л Ч  —

л-»оо \л2 + 1 1— 9ла ‘ л-*-оо\Зл Зл+1/

2-§. Функциянинг ЛИМИТИ

1. у — /(х) функция X  тупламда берилиб, а К тупламнинг ли­
мит нуктаси булсин.

Агар дар бир г > 0  учун шундай 5= 5(е) топилиб К  туплам- 
«инг 0  < | г — а| <5 тенгсизликни каноатлантирувчи барча л ну к-



таларида 11(х) — А | < е тенгсизлик уринли булса, у долда А /(* )  
функциянинг х «= а нуктадаги лимити дейилади. У  П т  / (* ) = А ку-х-а
ринишда ёзилади.

2 . А| ар дар бир е > 0  учун шундай Д > 0  топилнб, \х | > 4 
тенгсизликни каноатлантирувчи барча х ларда |/ (* ) — В  | < е тенг­
сизлик уринли булса, В  /(л) функциянинг х->- оо даги лимити дейи­
лади. У Н т  / (* ) — В  куринишда ёзилади.

Х-+<х>
Агар х > 0 булса, П т  / (* ) = В, х  < 0 булса, Н т  / (х ) = В  ку-

Х-Ь-1-00 Л со
ринишда ёзилади.

Т е о р е м а  Агар х = а нуцтада /(х) ва @(х) функциялар 
лимитга эга булса, у %олда:

1 . Пт  [/ (л )± ^ (0 ] = Н т / (х )± И т ^ (* ) .
Х-*-а х а  х -а

2. П т  [А* )  • ^(а)] = Н т / (* ) • Н т %(х). 
х ~ * а  х ~ + а  * - * а11т/(*)

3. Н т ^ ; = 7 7 ^ — —  (Н т  &(х) Ф  0). 
л » г ( | )  Ь т  /?(х) х^ а

х - *- а
тенгликлар уринли булади.

25. Функция лимити таърифидан фойдаланиб, куйи- 
даги тенгликларни исботланг.

а> Пт(3х — 5) =  4, б) Нт(4л:— 1) — 3,
Х-+Ъ х -*■ 1

в) Н т  -- ~ 2 =  —, г) Пш з 1п а ;= 1 .’ х ^ 2 К 2 + х 5

26. Нт {2х — 1) =  3 тенгликни исботланг. § нинг кан-
х - 2

дай к;ийматларида 0 <  | х — 2 1 < 8 тенгсизликдан | (2дс —
— 1) — 3 1 < 0,01 тенгсизлик келиб читали?

27. Нш ( а2— I ) =  3 тенгликни исботланг. 8 нинг цан-л~* 2
дай кийматларида 0 < | х — 21 < 8 тенгсизликдан | (х2—
— 1) — 31 < 0,001 тенгсизлик келиб чицади?

28. Ит х ~-|- =  — тенгликни исботланг. о нинг кан- 
л-»з с1(х + 1) 4

дай цийматларида 0 < | л: — 4| < 8 тенгсизликдану _ . 1
------ -----< 0,01 тенгсизлик келиб чицади?
’2(х + 1 ) 4

Функциянинг чексизликдаги лимити таърифидан фой­
даланиб, 29, 30-мисоллардаги тенгликларни исботланг.

29. а) Цщ - — , =  1, б) Пш [V х* + 1 — л) = 0.



30. а) 11т
Х~*\л X -|- 1 = 2, б) Ит (У х  + 1 — У х  ) — 0.

л; -»-+ оо

Куйидаги лимитларни топинг.

31. 11тД--2 *2 + 2
33. 11т х (х ~ 1}.*-1 л:2 — 1

32. 11т (5л;3 — 4х + 1).X—̂1
о л > • х 2 — 2534. П т ------ .

*  — 5

35. П т ' - Ьх + 6

Л--2 X* 12*+20* 36. Ит
*->-1

-2* + I

2*3 4-2Х2 +  Зх  +337. Ит
х->—I х3 х2 -}- х 1

X3 - X
2*2 + 5х +238. Нтдг-*-2 Зх2 — X

39. Пт
х-+0

41. Нтк -*-0

43. Нт
Х->0

V 1 + *2 -  1

У'х + Н — V  К

40. Пт
х ~>0

42. Пт

/ Г
14

1

V  1+ 3*2—1
2*2

1 +  х 2

V I + *3 -  145. П т ______
ч- °  I 16 +  * 2 — 4 

' *

44. 11т — ——— -.
х^О Зх

У" 9~+~ Зх — 346. Пт
х~*о У ‘25 + их — б

47. Нт
Х-*Ь

1 —2
х — 5 

2х2 — 5* + 449. Пт
х -*• ой 5х* —  2* 3

Ю*4 + 3*з + 1

48. Нт
х - » 2

50. Пт

51. Пт
0, I*4 + 1

53. И т (— ----лА.л-*» *2 + 1 )

52. Нт
Х~* «

54. Пт

V  Ьх — 1 — 3
* 2 — 4 
*3 + *

*' — З*2 + 1* 
1 + * — З*3

д: -* оо 1 +  * 2 

*4
3*з

* 2+4
)/*2 + 1 + }г  х55. Пт

“  у' X3 + * - *
57. П т(|/л  +  4 — У х ) .

56, Пт
Х-+ со

Ух‘ - 3* + 1
1 - *з

58. Нт (У х  — 1 — У~х}.
л —»+ оо

59. М тх {У  х*+\ — У х 2—\)• 60. 11т х (\ "х г̂ \  — х).
Г-» + оо

@  Ит [ V ЗсЧП  -  х). 62. Нт [ У ^ р \  +  х).
Х-*- — со х~* — сс

Куйидаги мисолларни ечишда Пт = 1 тенглик-
X *-*■() х

дан фойдаланинг.
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63. П т ^ .  64. Н т ^ .
“0 о Х  х~*0 X

65. П т 5- ^ .  66. Н т ^ - .
ДГ-*0 51П 7 Х  л ^ 0 З ]п  З Х

67. П т ^ .  68. Ит
х-*& X  х ->0 X

69. Пт 70 Пт 1аг-С5!п х
х ~ 0  81п 4х х-,0 Зх

71. Пт 1-  С05*. 72. Ит
■»*»0 ° х х—0 X ■ 81 п л:

73. Н т — 74. Нт 2* + агс51п*
X ■♦о 2х д-*о 2х + агсХ%х

х
75. Пт 1?А,-агс*1п* . .  76. П т ^ 1 .  

ж—о 8 1п л; +  агсз1пл: ^-.о х г

77. ж
1 — -х '

79. Пт (I — х) . 80. Пт ■51,1(1 +*> . 
1->1 2 х-*о 1 + х

х х
1 ■ 003 -- 31П —

81. Нт ±^-51п-*-С05-*, 82. Пт — ?_______ 2-
■*0 1 + 51П X  — С08 X соз л:

Куйидаги мисолларни ечишда Пт/1 -)- — Г  = <? тенг-
х -+  оэ V х )

ликдан фойдаланинг.
83. Пт / — V*. 84. Пт

х - > х  \  1 +  х  I  х - < о \ Х — I I

У5. Пт (1 -  -V*. 86. Пт [1 + -  ,тх.*-«\ х) Х^х \ х/
87. Ит (1 +  - 8 8 .  Пт /1 +  ---Г*.•*-*»' х! ' 2x1
89.-Цт (2Л ± })\  90. Н т / ^ Г ., 2 Х ~  <5\*

х->а>\‘2 х — \1 г ~ °о '2 х + 4 /

91. П т ( ^ = ^  + М * 92. Пт /^±1 \*.
*~«о ' х 2 -  4х -1- 1 / Л - + ®  ' З х - 1/

93. Нт (1 + {§г Л)с̂ ж 94 пт  п 4-81п2л:)С01,еЧ
*-0 -х->0 * + 1

1 \*а лл , / „ ]95. Пт (1 + - )  . 96. Ь т  (1 + - )  х
х ■* +  о о \  X  /  х - * а а  \

г^Г.Ч'^ъз^2  _ б 4 9 0 17



3-§. Бир томонли лимиглар

1. Агар хар бир е->0 учун шундай о = 5(е) топилиб, а — 3 О  
х < а (а < х < а + Ь) тенгсизликни цаноатлантирувчи х ларда

\ )(х )— Л ] < е  тенгсизлик уринли булса, у *олда А /(х ) функция­
нинг х ~  а даги чап (унг) лимити дейилади. Чап лимит /(а — 0) = 
= Н т  /(х), ^нг лимит /(а + 0 ) = П т  /(х) куринишда белгиланади. 

л-а— 0 х—а+0
2 . х = а м  функция лимитга эга булиши учун /(а — 0 ) = / (д+

0 ) тенгликнинг бажарилиши зарур ва етарлидир.

Куйидаги функцияларнинг курсатилган нукталарда- 
ги бир томонли лимитларини топинг.

х +  1, агар 0 < х <  1,97. / (х) .
Зх+ 1, агар 1 < х < 3 , х=1 нуктада.

98. /,*) =  ( 2* +1> 8Г“Р 0
I 2х — 1, агар 2 < х <  3, х = 2 нуктада.

99. Л х ) - 1 Л  аГаР -> < •*<  2.
1 2х +  1. агар 2 < х  < 3 л: =  2 нуктада.

гоо. , м  =  ( 3* - агар < х < и
1 2х, агар 1 <х<3, х=1, х=2 нукталарда.

101. у =  Е(х), х =  —2, х =  0, х =  1 нукталарда.
102. у = {х |, х =  1, х =  2, х =  3 нукталарда.

103. Д х ) = х = 1  нуктада.
х —■ I

104. Д х ) =  — 1— , х =  2 нуктада.

105. Д х ):

106. Д х ) ■■

1 агар х < О,
х - \

х , агар 0 < х  < 1,
2, агар 1<х<2, х=0, х=1 нукталарда.

— зш х, агар < х  <0, 

зш х ,  агар 0<х<-^> х=0 нуктада.

107. / (х ) =  зш —нинг х=0 да бир томонли лимитла- 
рининг мавжуд эмаслигини курсатинг.



108. / ( * ) _ (  3* ’ аГЗр
[ 2х+1, агар 1 < л; <  1 функция х — 1 

нуктада лимитга эгами? Агар эга булса, лимитни то­
пинг.

4-§. Чексиз кичикларни таццослаш. 
Эквивалент чексиз кичиклар

1. Агар П т  а(х) = 0 булса, у долда а(х) х - *а  да чексиз ки-
х ~ * о

чик функция дейилади (циркача — ячексиз кичик"). 
а(х) ва {.(х) лар чексиз кичиклар булсин.

2. Агар Н т  ~ ~  =0 б^лса, у долда а(х) 3(х) га нисбатан юи;о'
д:-*а р(х)

ри тартибли чексиз кичик дейилади ва а(х) = о (р(х)) куринишда 
ёзилади.

3. Агар Н т  ~   ̂ = с (с ф 0, с Ф  оо) булса, у долда а(х) ва Р(л:)
х-* а 'ЛХ)

бир хил тартибли чексиз кичиклар дейилади. Хусусий долда 
ъ(х)

Н т  —— = 1 булса, у долда а(х) ва р(лг) лар эквивалент чексиз 
х ~ * а

кичиклар дейилади ва а(х) ~  $(х) куринишда ёзилади.
4. Т е о р е м а  Агар х = а нуцта атрофида <х(х), $(х), %,(х), 

$1 (х) лар чексиз кичик ва и.(х) ~  ах(х), $(х) ~  8 / х)  булса, у %олда
а(х) аг(х) _

11т  - ~- = П т  ----  оулади.
х~*а р(х) х-*а $г(х)

109. л; -* 0 да куйидаги чексиз кичикларни ф(х) =  х 
чексиз кичик билан таккосланг.

а )а (х ) =  3-»с, б )а (х )= х 2, в) а(х) =  л: + з т  х,
г) а(х) =  х2 + Л-, д) а(х) =  х У  1 + х2 + х/‘— х3.
110. х -*■ 0 да куйидаги чексиз кичикларни р(х) = х  

чексиз кичик билан таккосланг
а) я (х )— хъ, б) а(х) =  х2 + х4,
в) а(х) =  {§х +зШ х, г) а(х) =  К  1 + 51П X — 1.
111. Куйидаги функцияларнинг кайсилари эквива­

лент чексиз кичиклар эканини текширинг.
а )а (х ) =  51п«х ва |3(х)=ях, х-*0 да,
б) а(х) =  ^ т х  ва {̂ (л;) = т \ ,  х->-0 да,
в) о(х1 =  1 — созх ва |3(х)=- -̂х2, х->0 да,

хг) а(х) =  К 1 + (§ х -  1 ва р(х) = ^ , х -*0 да,
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д )а (х ) =  х2— 1 ва р(я) =  2(х — 1), х-*\ да.
112. Куйидаги функцияларнинг кайсилари эквива­

лент чексиз кичиклар?
а) а(х) =  V 1 +х — 1 ва р(х) =  —х, х-+0 да,

б) а.(х) =  1/1 + х + ~*а ва Э(лг) =  з!пл:, д;->0 да.з1п 2х
Эквивалент чексиз кичиклардан фойдаланиб, куйи­

даги лимитларни топинг.
11л игг,УА±К^-±113. Ига 114. Пт

. . г - о з т А *  х — о

115. Пт 1 1 116 Ит
х~оу1+х +хЗ — 1 х“*о

117. Пт 1- С08* . 118. Пт

51П 2х
1/1 + 5 Ш  X  — 1

X —

V 1 + х -  - 1

х-ох2 — х 1 + х* х->о 1 — соз х

И  бобга дойр арала>и масалалар

119. Монотон кетма кетликларнинг лимити дакида- 
ги теоремалардан фойдаланиб, куйидаги кетма-кетлик- 
ларнинг лимити мавжудлигини курсатинг.

а) * „ =  1 + ^ +  . . .  + ^ г , б) Ли=1 + 1 + . . . + 1 ,

в) хп =  7ГГ7 + + • • • +2+1 23 + 1 2П + 1
120. Куйидаги кетма-кетликларнинг лимитлари мав- 

жудлигини курсатинг ва уларни топинг.

а) хп — (с >0), б) хп=* | / з  + |/ з  + . . . + }/3 .
л та

в) д:я =  з т 81П . . .  з!п 1.
п та

121. Пт 2я 1/2 + ]/Г2 + . . . + У  2 ни топинг.
П-> СО * ' _________^

п та
122. Куйидаги лимитларни топинг.



в) Пт (х2(1 — соз г) Ит (соз я )в|п *,
х — СО X  / /  А-+0

ч 1п С 0 8 Xд) Ит ------ .
лг—* 0 * 2

Агар 11т Дх) — оо булса, у долда Д х ) х-*а да чексиз катта 
х —а

дейилади.
Агар / (к) ва %(х) лар х-+а да чексиз катталар булиб, 
Пх)

Н т  — - = оо булса, у долда х-*а да /(х ) функция %(%) га нис- 
х-*а &(х)
батан юкори тартибли чексиз катта дейилади.

Теорема. Агар х ^ а  да / (х ) функция Д (х), / 2(х )..........}п (х )
ларнинг %ар бирига нисбатан юцори тартибли чексиз к а т т а ,
%(х) функция эса ^ (х ), §%(х), . . . ,  § т (х) ларнинг %ар бирига
нисбатан юцори тартибли  чексиз к а т т а  булса, у %олда
, /(х ) + Л (х ) + . . . ■+-/„(*) Д х ) _ _  ,
И т -------------------------; = Н т  --- тенглик уринли булади.
х — а  ^ ( * ) +  •*) +  ■ ■ ■  +  8 т ( х )  & ( х )

Юкоридаги теорема ёрдамида куйидаги лимитларни 
дисобланг.

123. 124. П т '  *+*+
х̂ °° у'х3 + \—х х~*ю ^л84-л7+1 — х

1

, 25. П т^  + ^+'-^а.1.
■*-”  V' х * + 1  — 5/ х *+  1 +  3x2

126. Н т  ^ х< +  3  V х* +  4 х^
•г_'"  V х3 + 1 + V х9 + хЬ + 4

I I I  Б О Б .  У ЗЛ У К С И З  Ф У Н КЦ И Я Л А Р

1-§. Узлуксиз функциялар. Функцияларнинг 
узилиш нуцталари

1. Агар 11т / (х ) =  /(лг0) тенглик уринли булса, функция х0
х-*ха

нуктада узлуксиз дейилади.
2. Аргументнинг х ва х0 кийматлари орасидаги х — хп айирма

аргументнинг хо нуктадаги орттирм-аси дейилади ва А* = х — х0
оркали белгиланади. Функциянинг х =*= х0 +  Д* ва хп нукталардаги
цийматларининг айирмаси /(х 0 +  Ах) — / (х0) эса функциянинг х0
нуктадаги орттирмаси дейилади ва Ду =  /(х0 +  Дх) — /(х<>) оркали
белгиланади.

Узлуксизликнинг таърифини яна куйидашча бериш мумкин:
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Агар Н т  Лу = 11т (/(х0 +  &х) — /(х0)) •= 0 тенглик уринли бул- 
Ддг-*0 Ддг-*0 

са, функция х0 нуктада узлуксиз дейилади.
3. Агар Н т/ (х ) ф / (х0) булса, у долда х = х0 функциянинг

Х-*Х а
узилиш нуктаси дейилади.

х = х0 функциянинг узилиш нуктаси булсин.
Агар /(хо — о), Д х0 + о) бир томонли лимитлар мавжуд булса, 

у долда х = х0 функциянинг I тур узилиш нуктаси дейилади.
Агар Я*о - °). /(-*о + ° )  бир томонли лимитларнинг камида 

биттаси мавжуд булVаса, у долда х — х0 функциянинг II тур узи­
лиш нуктаси дейилади. 1 т\р узилиш нукталар икки хил булади:

а) Агар Дх0 - о) = Дх0 + ° )  тенглик уринли булса, у долда
< -= Хо да функциянинг узлуксизлнгини тиклаш мумкин. Бунинг 
учун / (Х0) = /(х 0 -  о) = /(х 0 + 0 ) деб олиш керак

б) Агар / (х 0 — о) ф Д х к) +  о) булса, у долда / (х ) фун: ция 
х — х„ да сакрашга эга булади. Сакраш катталиги |/ (х „+ о ) — 
— /(Хо — о) га тенг булади.

Агар / (х 0 — о) = /(х0) (/(х0 +  о) = / (х 0)) булса, /(х) функция 
х = х0 нуктада чапдан (унгдан) узлуксиз дейилади.

Куйидаги функцияларнинг узлуксизлнгини таъриф- 
га биноан исботланг.

1. а) / (х ) =  л2+ х—2 барча х ^ ]—оо; + о о [ ларда,
б) / (х )= зт  (Зх+2) барча х ^ ]  — °°5 + ° ° [  ларда,
в) / (* )=  —Ц- барча х^  ] — 1; +оо[ ларда,

х I 1

2. а) Д х ) =  х3 — 3 барча х(; ] — оо; +оо| ларда,
б) /(х)=сов (2х + 1) барча х^  ] — ао; +оо[ ларда.

Куйидаги функцияларнинг узилиш нуцталари ва 
уларнинг турларини аникланг. Графикларни ясанг.

( х2, агар хфО,
3. /(X) — | агар л _о.

2х + 1, агар — 1 < х < 1 ,
1 — х, агар 1 < л < 2.
Зх, агар —1 < х <  1,

5- /(•*) | 2х, агар 1 < х < 3 .
IX 2— 1 . 1-, агар х Ф  1,

4. /(х )

6. /(х) =

7. /(х] =

х — 1

[ 3, агар х = 1. 
2х — 1, агар х <  1, 

х, агар 1 <  х < 
. 3, агар 2 < л <  4.
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Куйидаги функцияларнинг х = 1) даги кийматини 
шундай танлангки, функция шу нуктада узлуксиз бул- 
син.

2-§. Кесмада узлуксиз функцияларнинг 
хоссалари. Тескари функция

1. Т е о р е м а .  ( Б о л ь ц а н о  — К о ш и ) .  Агар Д х ) функция 
[а, Ь] да узлуксиз булиб, кесманинг учларида царама-царши 
ишорали цийматларга эга булса, у %Олда \а, Ь{ да шундай с 
нуцта мавжудки, ) ( с )=  О булади.

2. Т е о р е м а  (Вейерштрасс). Агар /(х) функция [а,Ь\да уз­
луксиз булса, у %олда ?\х) шу кесмада чегараланган булади.

3. 1 е о р е м  а. Агар у= Д х) функциях оралщда усувчи (ка- 
маюзчи) ва узлуксиз булса, у %олда цийматлар туплами ? (Х ) 
да унга тескари функция мавекуд булиб, бу функция х;ам усув­
чи (камаювчи) ва узлуксиз булади.

Куйидаги тенгламалар курсатилган кесмаларда ечим- 
га эга эканини курсатинг.

13. а) х3 + 3х + 1=0, [-1 ; 0],
б) х5 — 6х2 + Зх — 7 =  0, [0; 2],
в) Ззш3х — 5 з т х + 1 = 0 , [0, у  ,
г) х* — Зх2 + 2х — 1 = 0, [ 1, 2].

14. а) х6 — Зх + 1 = 0, [1; 2],
б ) соз4 х + Зсоз х +  1 = 0, [0; тс].

15. Куйидаги функциялар курсатилган кесмаларда 
чегараланган эканини исботланг.

а) / (х ) = з!пх^соз;!х - / х  1, [0; Ю|,

11 . а) Д х ) =  8- ^ ,  б) Д х ) =
X

з!п2 X
1 — соз х



16. /(х) =  У  хг + Зх 4- 1 соз7 х функция [0; 2тс] 
кесмада чегараланганми?

Куйидаги функцияларга тескари булган функция­
ларнинг мавжудлиги ва уларнинг монотон, узлуксиз 
эканлигини исботланг.

17. а) у =  —Зх + 1 , б) у =  х2л+1, в) у = х + з!пх.
18. а) у = х2, [0; + о о [, да, б) у = соз 2х, |о, да.

3-§. Курсаткичли функция ва курсаткичли 
тенглама

1. у = ах (а > 0, а Ф  1) — курсаткичли функция дейилади. 
Курсаткичли функциянинг аникланиш ссдаси О (у) = ]—оо;

+ оо[ булиб, а > 1 да усувчи, а < 1 да камаювчи булади.
2. Т е о р е м а .  Агар а > 0 ва а Ф  1 булса, у %олда = 

= о ^ х'1 ва Их) = §(х) тенгламалар тенг кучли.

Куйидаги функцияларнинг усувчи ёки камаювчи 
эканлигини ани^ланг. Графикларини чизинг.

Г

19. а) у =  2\ б) у — (1 ^ , В ) у  =  ^--42 .

20. а) у =  2 • Зл, б) у = 3 ■ 2~х.
Курсаткичли функциянинг хоссаларидан фойдаланиб, 

Куйидаги сонларни таккосланг (катта ёки кичиклигини 
аникланг).

21. а) (5,6) ' 5 ва (5,6)_3, б) 2~6'2 ва (0,25)^,____
в) (0,45)"г ва (0.45)-1, г) (2 + К З )2’6 ва [ У  2 + V  3 У ’\

д) (2 — У З  )_3 ва { У   ̂— У  з) .

22. а) 51’41 ва 51’42, б) ЗуТ  ва З2, в) е1'2 ва е~°'\
г) (0,3)2 ва (0 ,3 )^ .

Куйидаги тенгламаларни ечинг.
23. а) 3“ -4 = З3г_б, б) 5х + 3 • 5*_?=140, в) 3-4Ж+1 -

— 4* = 44, г) 7 ,+2 — 5 -1̂  =  308, д) 9* -  4 • Зл 4-3 = 0,
е) 4уГ*~2 4-16=17- 2Ух~\

24. а) 2 • Зх+1 - 5  • З*-1 =  13, б) 23х-3* — 23дг~‘ X  
X  Зх+1 = -  288.
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4-§. Логарифмик функция ва логарифмик 
тенглама

1 . у = 1о^а х (а >  0 , а Ф  1) логарифмик функция дейилади. 
Логарифмик функциянинг аникланиш соз;аси В {у )  = ]0, +оо[ 6 У- 
либ, я > 1 да усувчи, д < 1 да камаювчи булади.

2. Т е о р е м а .  Агар а > О, а ф  1 булса, у %олда 1о§а / (* ) =
. . .  Г /(■*) =?(*)*=  тен глам а  ва |  ^  ^ система тенг кучла.

т Г /(•*) = #(*), - г /(■*> =ёгМ .Теоремадаги < системанинг урнига {I  /(*) > 0 1 §{х) > О
системани олиш ,\ам мумкин.

Куйидаги функцияларнинг усувчи ёки камаювчи 
эканлигини аникланг. Графикларини чизинг.

25. а) у = 1пх,- б)у=\о§± х, в )у - \ о § 3х.
т

26. а) у ~  1о§2 б) у — 3- 1ое , л\
т

Логарифмик функциянинг хоссаларидан фойдаланиб, 
Куйидаги сонларни таккосланг.

27. а) 1пЗ ва 1пУе-\-1, б) !§■ 101 ва 1^103,
в) 1од , 7 ва 1о§, 6.

У  Т
28. а) 1одяе ва 1о§я2,7, б) 1о§̂  ь 8 ва 1од, 9,

т  т
в) 1од^_ 3 ва 10̂ -  1,5.

Куйидаги тенгламаларни ечинг.
29. а) 1о§2 (л * — 6х + 1) = 1о§2 (13 — 5х),

б) 1о̂ й (х  — 3) (л: 4- 4) =  1ода 18 (а > 0),
в) 4 - =  3 ^1§л, г) 1о§ж2 + 1о§2х = 2,5.

30. а; 1о§3 (л2 — 7х + 6) =  1о§3 (3 — Зл:),
б) У х  — 5 + 1§ У2х — 5 =  ~  1§ 30,
в) 1о&(х2 ~ И х +  43) =2.

5-§. Баъзи бир ажойиб лимитлар

1п (1  +  х) . . .  ах -  1 . (1  +  л')'1' — 1 11Ш-------—  = 1, Н т ---- = 1п а. П т ---------*= ц
Х~>0 X X ->П X X -*о х
тенгликлар ёрдамида куйидаги лимитларни топинг.
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31. цш 32. нт 1п1 1 ± ^ ^
л *-*-0 л:

оо с  , х + а о . ,. 1п х — 133. Н тх1 п---- . 34 Н т -------.
л-»- -(-оо X  х-*-е х  —  е

35. Нт . 36. П т — ' _ 1
%х л -*о з1п X

з!п 2х _  1 х' л
37. И т--- ----- . 38. Нт  —-

-*-*0 *х  л—о 1 — созх
о0  10*а — 1 .п 4х — 139. Н т------ . 40 П т -.

х-уо х 3 + х 3 х-+о л
ах _  Ьх „5

41. П т ------- .. 42. Пт —
Х -+0 X  *->-0

43. Пт *-• г . 4 4 . цт / 1 ± _ ^ ^ ~ 1
л-уО х х-+о 2 х

45. П т ^ 14: ^ - 1. 46. П т^ - ~ У>- ^
х-*и 1%х х-1-о Зх

47. Н т ^ ! Н ^ т а .  48. П т УГ+ТШпх-1.
х-*о х + х2 л->о 14х

I I I  бобга дойр аралаш масалалар

49. у =  — -— функция кайси нукталарда узилишга 
•е Iх I

эга?
50 /(х ) — { ага  ̂ *  ~~ иРРац'ионал булса,

1х, агар х — рационал булса, функция 
цайси нуктада узлуксиз?

51 й (х ) — 1 ага  ̂ х ~~ Рационал булса,
10. агар х — иррационал булса, Дирих­

ле функциясининг узлуксизлик нуктаси борми?
52. / (х) функция [0; 1] кесмада узлуксиз ва факат

рационал кийматларга эга. Агар/|-1| =  3 булса,
ни топинг.

53 )$ар кандай ток даражали купдад камида бит- 
та дакикий илдизга эга эканини исбогланг.

54. х = а8гах4-6 (бу ерда а > О, Ь > 0) тенглама' 
берилган. Бу тенгламанинг а + Ь дан катта булмаган 
камида битга мусбат илдизи мавжуд эканини исбот- 
ламг.
26



55. 54- масалада 0 < а < 1 , Ь~>О булса, тенглама 
ягона ечимга эга эканини исботланг.

56. [2, 31 кесмада узлуксиз ва кийматлар туплами 
/]2; 3| = ]7; 10[ буладиган Д х ) функция мавжудми?

57. [а, Ь | кесмада узлуксиз ва ^ийматлар туплами 
/ | а, Ь] =  ] — оо, -}-оо[ буладиган / ( х ) функция мав­
жудми?

IV  Б О Б .  БИ Р  А РГУ М ЕН Т Л И  Ф УН КЦ И ЯЛ А Р УЧУН 
Д И Ф Ф ЕРЕН Ц И А Л  ^ И С О Б

1-§. ^осила тушунчаси

1. Функция орттирмаси Ду нинг мос аргумент орттирмаси Ах га 
булган нисбатининг &х -» 0  даги лимити функция досиласи дейи­
лади:

Ау ,, /<хп + Ах) —/ (* „ )  ч1,т —  = Н т  -------- --------  = /  (х0).
АХ-+0 А х  Д х -+ 0  А х

Агар бу лимит чекли б^лса, у л;олда у —р.х) дифференциалланув­
чи дейилади.

2. Функция досиласини топиш коидаси.
у —/{х ) функция цосиласини топиш учун куйидаги ишларни 

бажариш керак:
1) /  х) даги х ни х + Ах га алмаштириб. функциянин /(х-\~ 

+ Ах) = у  А у  цийматини топамиз;
2 ) функциянинг кейинги кийматидан олдинги кийматини айи- 

риб, унинг Ау орттирмасини топамиз: Ду = ) {х  + Ах) — /(х);
3) функция орттирмаси Ду ни Ах га буламиз:

Ау_ _  А х  + А л )  -  Дх)
Ах Ах

А  V
4) аргумент орттирмаси Дх-»0 да нисбатнинг лимитный из.

Улаимиз: н т  —  „
Д.*-*0 А х

3. Геометрик томончан Д (х й) досила у = / (* ) эгри чизикнинг 
М 0(х0, / ;*„)) цуктасида утказилган уринманинг бурчак коэффици- 
ентини ифодалайди: /'(-«0) = 1||«.

4. Механик томондан / '(х0) ^осича у = Д х ) х,аракат конуни- 
нинг х0 моментдаги ^згариш тезлигини ифодалайди.

5. Бир томонлама досилалар.
х , ,  , , ,  П х 0 +  Д х ) - / ( * 0)  Д х 0 +  А х ) - / ( х 0)  
/ +(*о) = Н т --------------- , / _ ( х 0)  =• Ь т  ---------------

Дг^ + 0  ■" X Дл - —О &Х
лар мос \о ;да Дх) функциянинг Хо нуктада уш ва чаи досила* 
лари дейилади.



Хосила мавжудлигининг зарурий ва етарли шарти / +(-к0)
=  / ’̂ Хо) дан иборат.

Функция х;осиласини топиш амалига функцияни дифференци- 
аллаш дейилади.

6 . Дифференциаллашнинг асосий коидалари.
Агар с — узгармас ва и(х), у (х ) дифференциалланувчи функ­

циялар булса, у долда

1) (с)' -  0. 5) (иV)' = и 'у +  аг»'.
2) (*)' = 1. ( « V  = и'у -  иг/
3) (си)' — си'. \ у )  у 2

4) (и  ± V )' — и ' ± V '. / с У  су '

б,) Ы - -  *  •

7. Мураккаб функция досиласи у , — уи ■ их.
1

8. Тескари функция досиласи ух = — .

9. Дифференциаллашнинг асосий формулалари.

1 ) (« “) ' = ■ и '. 10) и), _
2) (аи)' = аи 1п а • и '. 1 +  и 
2 ') (еи) ' =  еи • и '. и '

и ' 11)(агсс{2 «)
3 ) ( 1о8 а “ ) “  и \п а ’ 12) (зЬ  и ) ' =  сЬ и • и '.

и' 13) (сК и)' = зН и ■ и’.
3') (1 п в ) '- — . и>

и , 14) (Ш и)’ ---- — .
4) ( 81П и)' =соз и • а . сЬ3 и
б) (соз а )' — —з!п и • а ’. _  и _

и' '  зЬЗи
б) (*8  и ) ' =  • соз2 и ' 16) (и °У  = и® 1п и • +

7) (с(§ и)' =
+  уи*-1 ■ и'.

8 ) (агсз!п и)1 -

81п3к
и'

У \ - и »'
н'

9) (агссоз ц)' =  — , . .. г.
'  У 1 —иа

1. у =  ]/х функция, х =  0 ва Ал: =  0,01 берилган. Ау
ва —  ни топинг.

Ах
2. у = — функция, я«= 1 ва Дя =  0,01 берилган. Ау
Дува — ни топинг.
Ал
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косила таърифидан фойдаланиб, куйидаги у = / (х) 
функциялар учун у' ^осилани топинг.

3. у *= Зха + 4х. 4. у =— 5. у =  У х . 6. у =  х3.

7. у =  1 . 8. у =  -т=-. 
ха У  х

9 „у  =  |1пх| функция х = 1  да ^осилага эгами? 
Текширинг.

10. у =  |*| функциянинг х =  0 да бир томонли %о- 
силаларини топинг. Бу функция х =  0 да ^осилага 
эгами?

Дифференциаллашнинг коида ва формулаларидан 
фойдаланиб, куйидаги функцияларнинг досилаларини 
топинг.

11. у =  ах4 — Ьх3. 12. у =  хп + пх +  п.
4

13. у =  х 3 +5. 14. у = —х3 — —хг+4.
15. 5 =  31~а — I. “ з" ,

7 _5 8 16. у=УЪх + У х-\— .
17.у=6х2 4- 4х2+2х2.

2*» 7х 18. у = Ю* + 100’1.
19. у =  . — „ +

__ 5/ Р  7 ^  20. у — (1 + х 2120:

+ 8̂ 3' 1 22. у =  1п соз х.
51пх‘ 24. у =  31ПХ{\

23. у =  з1п2х. 26. у = (2 Ь х Г Х
25. у =  (2х3 -1- х2 — 5)8. Х (3  — х)п.
27. у=х(х — 1 )(х  + 2). 28. у= е*(зт х+созх).

з 2

29. у =  1п(1 +  У 1 — х~). зо. у =  1п р /  1±

О, , , /  1 + 8(п X«•У-1” К П̂ 7 32->- а* 4- а2х 2 — 4х4

V а2 — х2

33- У =  Т7ГТ- 34. у *з!пх  ' *  1пх '

(-У +  1)8 31П X  +  СОЗ X35. у = =--- ----------  3 6
*  (Х  +  2)3(Х +  3)4 У з!п х - соз х

37. у =  агс з т  х2. 38. у =  агс з т  (з т  х).
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39. у =  агс з т  V 1 — х2. 
41. у — ах + ха.

40. у =  (а с з т х )2.
42. у =  х"ев'п х.
44. у = У~х.
46. у — (соз х)5,п 2л

50. у =  а г с з т х Х
X  (31П х — соз х).

51. у =  агс!#(1пх ) + 
4 - 1п (агс1§х). 52. у =  агс зш ———.

* 1 -+ л:2

54. у =  агс соч (соз2 х).53. у =  х (з т  (1п х) —
— соз(1пх)).

55. у=  (2* 3-̂ ±̂ -
(5д:-}-4)2 • [/ 1 —  х

57. у = (1пх)ж+ х 'п-к.
59, у = ех ее*-\-ееХ.

58. у =  1п(1п2(1п3х))

60. у=(4х2- 7 )2+ ^ ':Г5-
61. з т  2х =  2з т  хсозх те н г л и к д а н  д и ф ф ер ен ц и ал  - 

лаш амалини куллаб, соз2х = со>2х — зш2х ни ^осил 
К и л и н г .

62. у =  зш2 х 4" соз2 х функциянинг ^осиласини то­
пинг.

63. а) у =  х|х|, б) у = 1п(х| функцияларнинг до- 
силаларини топинг. Берилган у= /*х ) функцияларнинг 
графикларини ва у '- У '(х )  функцияларнинг графикла- 
рини чизинг.

64. а) у =  >/х3, б) у =  3|х| + 1 функциялар х =  0 
нуктада досилага эга эмас.

Исботланг.

2-§. ^осиланинг татбици
1. Дифференциалланувчи у — /(х) функция графигининг 

М п(хл\ у0) (у0 — /(х0)) нуктасида утказилган уринма тенгламаси

да нормаль тенгламаси

у _  у0 = — — —̂ (х — х0) куринишга эга булади.
/ '(хо)

2 . у=/х(х) ва у = /.,(х) функциялар графикларининг М 0(х0\ )

У — Уо = /'(-КоХ* — хо) к\’|)инишга, / '(х0) ф 0
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кесишиш нуктасида утказилган уринмалар орасидаги <р бурчак 
берилган икки эгри чизиц орасидаги бурчакни ифодалайди ва

/ ’2(хо) -  /\(хо)
18 ? = ----;---- ;—

1 4 ? \(хъ) '/гС-̂ о)
формула ёрдамида зисобланади.

3. Харакат цонуни 5 = /(() булганда г» = 5 '(^0),бу з^аракатнинг 
*0 моментдаги тезлигини ифодалайди.

4. Агар дифференциалланувчи функция у — /(х) ошкормас ку­
ринишда /(дг, у) = 0  тенглама билан берилган булса, у х,олда 
Ь (х , у) = о нинг чап томонини мураккаб функция деб караб
й
—  У) — 0  дан у' топилади. 
йх

65. у = л2 — 4 параболанинг х =  2 нуктасида утка­
зилган уринманинг бурчак коэффициентини топинг.

66. V = х1 — Зх 4- 5 параболанинг М 0(2; 3) нуктаси- 
да утказилган уринма ва нормаль тенгламаларини тузинг.

67. у =  2х3 — 6х2 + 5 эгри чизикнинг х = 1 нуктада 
утказилган уринманинг бурчак коэффициентини топинг 
ва уринма тенгламасини тузинг.

68. у =- х2 4-2х — 1 параболанинг у = 2%2 парабола 
билан кесишган нуктасида утказилган уринма ва нор­
маль тенгламаларини тузинг.

69. у =  3х2— } ва у==2л2 +  3 эгри чизикларнинг 
кесишиш нуктасида утказилган уринмалар огмалигини 
аникланг ва бу эгри чизиклар орасидаги бурчакни то­
пинг.

70. у = х2 параболанинг кайси ну^гасида утказил­
ган уринма: а) у = 4х — 5 тугри чизикка параллел; б) 
2х — бу 4*5= 0 тугри чизикка перпендикуляр булади?

71. у = х* — 5хл-6 эгри чизикнинг М 0{5; 6 ) нукта­
сида утказилган нормаль тенгламасини тузинг.

72. у =■ \2 параболада а, =  1 ва = 3 нукталар ор- 
Кали кесувчи утказилган. Параболанинг кандай нукта­
сида утказилган уринма кесувчига параллел булади?

73. у = з т х  синусоида ва у = соз л: косинусоидалар 
Кандай бурчак остида кесишааи?

74. у =  х1 ва у2 — х параболалар кандай бурчак 
остида кесишади?

75. Тугри чизикли ^аракат 8 =  Р-\-2Р конун би­
лан берилган. Ь =  2 секунддаги ^аракат тезлигини 
аникланг.

76. ^аракаг конуни $ =  Лп(1 + 1) куринишида бе­
рилган. 1 =  2 пайтда!и даракат тезлигини аникланг.
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77. Снаряд 200 м/с бошлангич тезлик билан гори- 
зонтга нисбатан 45° бурчак остида отилади. Учинчи 
секунд охирида снаряд тезлигини аникланг.

78. 8 г массали жисм 5 = — 1 + 1п (1 +  I) +  (1 + О8 
к;онун буйича тугри чизикли даракат килмоцда. )̂ а- 
ракат бошланишидан бир секунд кейин жисмнинг кине-
тик энергияси —— ни топинг.

Куйидаги ошкормас функцияларнинг ^осилаларипи 
топинг.

79. х3 + Зх2 + 2у2 =  0. 80. у2 = 2рх.
81. хг-\-2ху—уг= 2х. ^  х2 | у2 _ 1 

2_ 2__ 2_ а2 (,2
83. л3 + /  = а 3. у
85. х3 — 2х2у2 + 5х 4- 84. 1пх + ех = с.

+  У — 5 ' 0, у'( 1) = ? 86. х з1пу — соз у +
87. агсгд у — у 4- х =  0. +  С08 2у = 0,
89. х + У х у  + у =  а. 88. е*-е> =  у - х .

У 90. з т  у — соз.
91 • агс1ё 7 == 92. 4х3 -  Зху2 + 6х2'

1П 1/х 2 +  у*. - 5 х у - 8 у 2 +  9 х +  14 =  0.

эгри чизикнинг У140( — 2; 3) нуцтасида уринма ва нор­
маль тенгламаларини тузинг.

3-§. Юцори тартибли ^осилалар
1 . у = /\х) функция досиласи у ' нинг досиласи берилган у — 

■=/(х) функциянинг иккинчи тартибли досиласи дейилади ва 
оркали белгиланади.

Умуман, у(п) = /<"’(* ) = (/ (л_1)(* ) ) '; (п  = 2, 3, ...).
Фз

2 . 5  = / (() даракат конунияти берилган булса, ---  даракат-
с1Р

нинг тезланишини ифодалайди.
3. Агар и(х) ва ь(х ) п марта дифференцчалланувчи функция­

лар булса, у долда (^и + — сх булиб, (аи)(/г,=«

= V  + —~  а(я—2) V" 4-... + =
п

— ^  С*и(п~*г)г/(/0 (Лейбниц формуласи) оркали ифодаланади. Бун-
/ьЗ;

да и<°> = и *<°> = о; я ( я - 1 ) ( я - 2 ) . . . ( я - А  + 1 ) _ л!
"  А1 А !(«-А )!
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70. ( 1п[х+У 1 + х2) йх ни топинг.
о

71 Ушбу тенгсизликни исбот цилинг: \-^—(1х< 1п2.
^  С 0 8 Х
о

72 / (х ) =  1^х мусбат функция.
тс -к

18* хй х = |  (-Ь-  -1  у х= ц ех-х]1 =  - «  < 0.
е о о

Хатоликни хисобланг.
1

73. /'(1)=8, /(2)+/"(2)=33; | '/ (л:)й?х =  у  берилган.
о

/ (х) =  у4х2 + Вх  +  С нинг А, В, С коэффициентла- 
рини аникланг.

2%
74. /40)=4, |  /(х)с1х = 3, / (х ) =  Лз!п2л4-5 н и н г  А

о
ва В  ларни аницланг.

X
9л;—15 С*75.  < — ---- 1 тенгсизликни ечинг.19  ̂ (у+1)*

о

76. | - ] у  1- с ° Л ( -  .
— 1 ТС

2ге

— 51 п 1)<И =  — Гз1п2/й̂  =  — —.
2

1

у =  У  1 — х2> 0, |  ~У 1 — < 0. ^исоблашдаги
— 1

хатоликни аникланг.

V II Б О Б. АН И К И Н Т ЕГРА Л Н И Н Г Т А Т Б Щ Л А Р И

1-§. Текис (ясси) фигуралар 
юзларини х,исоблаш

1. Декарт координаталар системасида юзларни хисоблаш.
а) у =  /(х)[/(л:)>0] эгри чизик, х =  а ва х =  Ь т^гри чизик­

лар хамда Ох укининг [а; />] кесмаси билан чегараланган эгри 
чизикли трапециянинг юзи.
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ь
5 = 1  Д х)йх  

а
формула оркали хисобланади.

б) у = Д х ) ва у — §;(х) [/ (* ) < %(х), х$\а; Ь\\ эгри чизик- 
лар х,амда х =  а ва х = Ь т^рри чизицлар билан чегараланган 
фигуранинг юзи

ь
5 =  |  [<§■(*)—/ (* )] ах

а
формула орцали ^исобланади.

2 . Параметрик куринишда берилган эгри чизицлар билан че­
гараланган фигура юзини х и с о б л а ш .

Агар фи!ура х — х((), у ■= у(1) (0 < I  < Т) параметрик кури­
нишда берилган ёпи!< згри чизи^ билан чегараланган булса, унинг 
юзи

I г
5=  — \ у (()х '(()ах  ёки 5 =  Г х ^ )у ’{1)<И

о о
формулаларнинг бири билан *исобланади.

Бу икки формулани бирлаштириб 
т

ни ^осил циламиз.
3. Кутб коордннаталар системасида берилган узлуксиз эгри 

чизик; р = р(0 ) ва 0 — а, 0 =  р (а < ?) нурлар билан чегараланган 
фигуранинг юзи

Р
5=  ̂Р*ав

а
формула оркали ^исобланади.

1. у =  ха + 1 парабола, у =  0; х = — 1 ва х =  4 
турри чизицлар билан чегараланган фигуранинг юзини 
з̂ исобланг. 

2■ У — ~  тенг ёнли гипербола, х=  1 ва х =  3 тур­
ри чизиклар билан чегараланган эгри чизи^ли трапе- 
циянинг юзини я;исобланг.

X 2 V23. — 1 эллипс юзини хисобланг. Хусусий *ол- 
да /? радиусли доиранинг юзини з^исобланг. 

4 у = (х  — 1) ( а: — 2) (х  — 3) эгри чизик, х = 0 ва 
У=0 турри чизиклар билан чегараланган фигуранинг 
юзини ^исобланг.
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5. у =  х2 парабола ва у =  х турри чизик билан 
чегараланган фигуранинг юзини ^исобланг.

6. у =  — дг парабола ва х + у +  2 =  0 турри чизик 
билан чегараланган фигуранинг юзини ^исобланг.

7. у =  2.Л: — х2 парабола у =  х, х =0, х= 2  турри 
чизиклар билан чегараланган фигуранинг юзини *и- 
собланг.

8. у =  — х2, у =  0; х = 1 ; х =  4 чизиклар билан 
чегараланган фигуранинг юзини ^исобланг.

9. Абсцисса уки ва у =  з!пх синусоиданинг [0; и] 
даги ёйи билан чегараланган фигуранинг юзини з̂ исоб- 
ланг.

10. у=созх косинусоиданинг даги булаги вая п
~2' Т

у =  0 билан чегараланган фигуранинг юзини ^исобланг.
11. х2 =  4у парабола ва у = ---  Аньези зулфя

х2+А
билан чегараланган фигуранинг юзини ^исобланг.

12. у — х2 ва уа =  х параболалар билан чегаралан^ 
ган фигуранинг юзини х;исо5ланг.

13. у2 = 4х парабола ва л2 + у2= 5  айлана билан 
чегараланган фигура (кичик кисми) нингюзини ^исоб- 
ланг.

14. у2 = х + 2  ва х =  0 чизиклар билан чегаралан­
ган фигуранинг юзини ^исоЗланг.

15. х = а {I — 8ш/), у=а(1 — соз/) циклоиданинг бир 
аркаси ва абсцисса уки билан чегараланган фигуранинг 
юзини ^исобланг.

16. у =  я 2 — 2х +  3 парабола ва у = Зх — 1 турри 
чизик билан чегараланган фигуранинг юзини 5{исобланг.

1■ 1  Л
3 3 317. х +  у =  а астроиданинг юзини зисобланг.

18. х =  2со$(, у = 2зт( дойра чорагининг юзини 
^исобланг.

19. х3 +  у3 = 3аху Декарт япрогининг юзини ^и- 
собланг.

20. х — ас05г1, у =  Ь$\п1 эллипснинг юзини топинг.
21. р=»<29 Архимед спиралининг бир урами ва кутб 

уки билан чегараланган фигуранинг юзини ^исобланг.
22. у =  8шх ва у = соях эгри чизиклар ва абсцисса 

уки билан чегараланган фигуранинг юзини ^исобланг.
23. р = 2а(2+сс$<р) Паскаль чиганоги билан чегара­

ланган фигуранинг юзини дисобланг.
б?



24. р =  й(1 +соз<р) кардиоида билан чегараланган 
фигуранинг юзини хисобланг.

25. р2 = а2соз2<р Бернулли лемнискатасининг юзини 
хисобланг.

26. У ’=ех, у = е~х эгри чизиклар ва х = \  тугри 
чизик билан чегараланган фигуранинг юзини хисобланг.

27. р = еа1? логарифмик спираль ва ва г2 кутб радиус- 
лари билан чегараланган фигуранинг юзини хисобланг.

28. д;3 у2 +  6х — 2у +  8 =  О айлана ва у = л2 +  
+  6 д: +  10 парабола билан чегараланган ^ар бир фигу­
ранинг юзини хисобланг.

2-§. Ёй узунлигини ^исоблаш
1. Декарт тугри бурчаои координаталарида ёй узунлиги. 

Агар у - / (х ) [а; Ь] дасиллик эгри чизик (яъни / '(х ) узлуксиз бул­
ган) булса, у *олда унинг ёйи узунлигини

формула оркали ^исобланади. Бунда а ва Ь ёй учларининг абс- 
циссаларидир (а < Ь).

2. Параметрик куринишда берилган эгри чизик ёйининг узун­
лиги. Агар эгри чизик х — х ((), у = у((), куринишда 
«берилган булиб, х 'Н ), у ’(1) узлуксиз функциялар булса, у холда 
эгри чизик ейининг узунлиги

'формула оркали >;исобланади. Бунда ^ ва (3 лар ( параметрнинг 
ёй учларига мос кийматларидир ((: < (2).

3. Кутб координаталар системасида берилган силли^ эгри 
чизик р = р(6 ), а < 0 < р ёйининг узунлиги

оркали дисобланади. Бунда а ва кутб бурчаги 0 нинг ёй уч­
ла р и да; и кийматлари (а < (I).

29. у* =  х3 параболанинг О (0; 0) дан Л(1; 1) нуц- 
тагача булган ёйи узунлигини топинг.

30. у2 =  4х параболанинг х=  0 дан х — 1 гача бул­
ган ёйи узунлигини топинг.

31. л2 + у2= /?‘! айлана узунлигини топинг.

ь
I .= ]У  ах

а

а



Xя32. у=  — + 1 параболанинг Ох уки билан кесилган
ёйининг узунлигини топинг.

2. 1 1 
3 3 3

33. х +  У — & астроиданинг узунлигини з̂ исоб- 
ланг. _

34. 9у2= 4 х 3 эгри чизикнинг 0 (0 ; 0) дан В [ У 3;
2 У з )  гача булган ёйи узунлигини топинг.

35. у = \пх эгри чизикнинг (К З ; 1п V 3 ) нуктадан 
(К8 , 1п1^8) нуктагача булган ёйи узунлигини топинг.

36. у =  <±.х занжир чизикнинг х = 0  дан х — 1 гача 
булган ёйи узунлигини топинг.

37. у=1п$тх эгри чизикнинг х =  — данл>=— гача3 2
булган ёй узунлигини топинг.

38. у = е* эгри чизикнинг х= 0  дан х = 1  гача бул­
ган ёйи узунлигини топинг.

39. ( Х ~~ 8‘п0» циклоиданинг ^=0 дан 1 = 2* 
1 у =  а(1 — соз )̂

гача булган ёйи узунлигини дисобланг.

{ .к — о. соз ’ астроиданинг узунлигини топинг.
у = а 81П3̂

41. ( х — асоъ*’ ЭЛЛИпс узунлигини у = V а ?—№ X  
[ У =  Ь 31^

X  з1п -у синусоиданинг бир тулкин узунлигига тенг-
ЛИГИИИ исбот КИЛИНГ.

— /*С05^ ’ айлана узунлигини дисобланг.
у =  г з1п/

43. р = аср Архимед спирали бир урамининг узун­
лигини топинг.

44. р =  ает * логарифмик спиралнинг (р0; <р0) дан 
(РГ. Фг) гача ёйи узунлигини топинг.

45. р = а(1 + соз<р), а > 0 , 0<<р< 2я кардиоида 
узунлигини дисобланг.

46. р?=1 гиперболик спиралнинг <р= — дан ?=  —
4 о

гача б^лгаи ёйи узунлигини дисобланг.
47. 0 = У  р (0 <  р < 5) нинг узунлигини дисобланг.
48. р =  Я  айлана узунлигини дисобланг.
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3-§. ^ажмларни ^исоблаш
1. Маълум кундаланг кесимлари буйича жисм дажмини хисоб­

лаш.
Агар жисмнинг Ох Укига перпендикуляр текисликлар билан 

кесишмасида досил булган кесим юзи 3(х) берилган булса, у долда 
бу жисм дажми

V  — |  5(х) йх
а

оркали дисобланади, бунда а ва Ь лар х нинг узгариш чегаралари 
булиб, 5(х) функция [а; Ь] да аникланган ва узлуксиз деб кара­
ла ди.

2. Турри бурчакли координаталар системасида айланма жисм 
дажми

а) Ох Уки атрофида а < х  < Ь, 0 < у < } (х )  текис фигура­
ни айлантириш натижасида досил буладиган жисм дажми

ь
У  = я ̂  /Цх) йх 

а
оркали дисобланади.

б) Оу у^и атрофида с < у < й, 0 < л : <  <р(у) текис фигурани 
айлантириш натижасида досил буладиган жисм дажми

а
V  — % <{Цу)йу

с
оркали дисобланади.

в) Оу уки атрофида а < х  < Ь, 0 < у < у(х) ни айлантириш 
натижасида досил буладиган жисм дажми

ь
У —2п С ху(х )йк 

а
оркали дисобланади.

3. Параметрик усулда берилган х = х((), у — у({), а <  ̂< р 
эгри чизикни Ох Уки атрофида айлантириш натижасида досил 
буладиган жисм дажми

Р

а
оркали дисобланади.

4. Кутб координаталар системасида берилган р =  р(0) эгри 
чизик р = р ~  ? радиус-векторлар билан чегараланган текис 
фшурани кутб Уки атрофида айлантириш натижасида досил була­
диган жисм дажми

Р
V  — Я ̂  р3 81П3 дйд

а
оркали дисобланади.

2 п I
О < а < 0 < р < л  булганда V  =» — ] р3(0) з!п0 йв булади.

® а



49. уг =  4х параболанинг 0 (0 ; 0) ва Л(4; 4) нукта- 
лари орасидаги ёйини Ох у^и атрофида айлантириш 
натижасида ^осил буладиган айланма параболоиднинг 
^ажмини ^исобланг.

50. у2 = 4 ах парабола ва х =  турри чизикдан ко- 
сил булган фигурани у — — 2а турри чизик атрофида 
айлантиришдан косил буладиган жисмнинг кажмини 
топинг.

51. у = х2 — 4 параболанинг Ох уки билан кесишган- 
да досил булган ёйини Ох уки атрофида айлантириш­
дан ^осил буладиган жисмнинг ^ажмини топинг.

52. у = л3, -у — 0, х = 2 чизиклар билан чегаралан­
ган фигурани Ох уки атрофида айлантиришдан косил 
булган жисмнинг дажмини топинг.

53. /? радиусли шарнинг ^ажмини кисобланг.
54. у — хъ, у =  0, х — 2 чизиклар билан чегаралан­

ган фигурани О'у уки атрофида айлантиришдан носил 
булган жисмнинг кажмини топинг.

55. у=-^-л тугри чизикни [0; /г] да Ох уки атро­
фида айлантиришдан к °сил буладиган конуснинг даж- 
мини кисобланг.

56. ху =  4, я  =  1, х = 4 , у — 1 чизиклар билан 
чегараланган фигурани Ох уки атрофида айлантириш­
дан косил буладиган жисмнинг ^ажмини ^исобланг.

57. у = Гз~  г~ х -{- г1 турри чизикни (г2 > гг ) 10; Щк
да Ох уки атрофида айлантиришдан косил буладиган 
кесик конуснинг дажмини ^исобланг.

58. х1 — у2 =  4, у — — 2, у = 2 чизиклар билан че­
гараланган фигурани Ох уки атрофида айлантиришдан 
косил буладиган жисмнинг кажмини ^исобланг.

59. Шар сегментининг ^ажмини топинг.
60. у =  зтл; (0 < х < и) синусоидани Ох уки атро­

фида айлантиришдан косил буладиган жисмнинг ^аж- 
мини топинг.

61.— + — =1 эллипсни Ох уки атрофида галантн­ая Ъг
ришдан косил буладиган айланма эллипсоиднинг ^аж- 
мини кисобланг.

у% 2 ^62.-— — ---- 1 эллипсоиднинг кажмини топинг.
а? Ь* са

63. —2 + -р =  1 гиперболани (0 < у <  Ь) Оу уки атро-

71



фида айлантиришдан досил буладиган жисмнинг даж­
мини топинг.

64. у = хг ва уя = х параболалар билан чегаралан­
ган фигурани Ох ук;и атрофида айлантириш натижасида 
досил буладиган жисмнинг дажмини топинг.

( *  =  а{1 — зЫ ), *65 { циклоиданинг бир аркасининг
1 у = #(1 — соз )̂

Ох уки атрофида айлантиришдан досил буладиган 
жисмнинг дажмини дисобланг.

66. { х ~  Й8'П астроидани Ох Уки атрофида ай- 
( у <=асо*Ч

лантиришдан досил буладиган жисмнинг дажмини то­
пинг.

1 1 2  
3 3 367. х + у = а астроидани Ох уки атрофида ай­

лантиришдан досил буладиган жисмнинг дажмини то­
пинг.

68. р = аср Архимед спиралининг ярим айланасини 
(я> 0, 0 < у -< я) кутб уки атрофида айлантиришдан 
досил буладиган жисмнинг дажмини топинг.

69. у2 *=2рх параболанинг 0; — даги ёйини Оу ва
Ох уклари атрофида айлантиришдан досил буладиган 
жисм дажмини топинг.

70. р =  е9(0 <  ф <  и) логарифмик спиралнинг кутб 
Уки билан чегараланган ёйи ташкил килган фигурани 
цутб Уки атрофида айлантиришдан досил булган жисм 
дажмини топинг.

71. у = ^ е а-\-е “ I занжир чизиги ва х = — а,
Х  — а  тугри чизиклар билан чегараланган фигурани Ох 
уки атрофида айлантиришдан досил булган жисм даж­
мини топинг.

72. Шар секторининг дажмини топинг.
73. х2 + (у — Ь)2 =  г2, (Ь > г) доирани Ох Уки атро­

фида айлантиришдан досил булган тор дажмини ди­
собланг.

74. Шар катлами (камари нинг дажмини топинг.
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4-§. Айланма жисм сиртининг юзи
1. Турри бурчакли координаталар системасида у= /(х ) силлик 

эгри чизик ёйини (а < х < Ь) Ох уки атрофида айлантириш нати­
жасида хосил буладиган жисм сиртининг юзи

ь _____
5 =  2тс |  у 1^1+ у 'Ы х

а
оркали дисобланади.

т-1 - (Х  =  х ( { ) ,2. Параметрик куринишда берилган эгр*; чизиц учун | ^
*2 ______

< ( < {%) сирт юзи 5 = 2% |  у (0 /  х '^+ у '2 <11 оркали хисобла-
г,

нади.
3. Кутб координаталар системасида силлик эгри чизик Р=Р(в) 

(а < 0 < (3) берилган булса, уни цутб уци атрофида айлантириш­
дан хосил булган жисм сиртининг юзи

? _____
5 = 2и |рз!п0 (/р 2 4р1а 9̂

а

формула оркали дисобланади.

75. у =  зтх  синусоиданинг х — 0 дан г =  ~  гача
булган ёйини Ох ^Ци атрофида айлантиришдан досил 
булган сирт юзини топинг.

76. у — 0̂ х < —) ни Ох уни атрофида айлан-V 4)
тиришдан досил булган сирт юзини топинг.

77. у = 2сЬ нинг х =  0 дан х =  2 гача булган
ёйини Ох уки атрофида айлантиришдан досил булган 
сирт юзини дисобланг.

78. у2 =  2х, (0 < л < 2 )  параболани Ох уки атро­
фида айлантиришдан досил булган сирт юзини дисоб- 
ланг.

79. у — х3 параболанинг х =  0 дан л: = 1 гача бул­
ган ёйини Ох уки атрофида айлантиришдан досил бул­
ган сирт юзини дисобланг.

80. х2 +  у2 — 2гх =  0 доирани Ох уки атрофида 
(0 <лг<Л < 2г) айлантиришдан досил булган шар кис- 
мининг юзини топинг.

81. /? радиусли шар (х2 +  уа +  г2 =  ^ 2) сиртининг 
юзини дисобланг.

82. р =  а (1 + соз0 ) кардиоидани кутб атрофида 
айлантиришдан досил булган сирт юзини дисобланг.
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83. ^  + эллипсни Ох уци атрофида айланти­
ришдан ^осил булган сирт юзини нисобланг.

84. р2 =  а2соз2ср лемнискатани кутб уки атрофида 
айлантиришдан носил булган сирт юзини нисобланг.

85. \ Х ~  8'П̂ ’ (0 < < < 2тг) циклоиданинг бир 
I у =  о(1 — соз/)

аркасини Ох уки атрофида айлантиришдан носил бул­
ган сирт юзини нисобланг.

86. Радиуси г, баландлиги к булган конуснинг сирт 
юзини нисобланг.

{ х =  (X со$3/’ астроидани Ох уки атрофида ай-
у = а  81П3/

лантиришдан носил булган сирт юзини нисобланг.
88. р=/? айланани кутб уки атрофида айлантириш­

дан носил булган сферик сирт юзини нисобланг.

I X г соз̂ ’ айланани уз диаметри атрофида ай-
У «=Г81П ^

лантиришдан носил булган г радиусли сферик сирт 
юзини нисобланг.

90. Сферик камар сиртининг юзини нисобланг.
91. х2 4 (у -  Ь)2 =  а2 (Ь ^  а) айланани Ох уки атро­

фида айлантиришдан носил булган тор сиртининг юзи­
ни нисобланг.

92. Сферик сегментнинг юзини нисобланг.

5-§. Ясси эгри чизиц ва фигураларнинг 
огирлик маркази.
Гюльден теоремалари

1. Агар масса у= / (х ) эгри чизщ ёйи буйича текис та^сим- 
ланган (зичлик р = 1 ) булса, у долда у = / (х) > О, (а < х < Ь) 
эгри чизикнинг Ох ва Оу уцларга нисбатан статик моментлари 
мос долда

о ь
М х = |  уй1, М у = ( хй1

а а

булади, бунда й1 = V й х 2 ■+■ йу2.
Ш у ей огирлик марказининг координаталари эса



2. у = / (х ) силлик эгри чизик, х = а, х  =  Ь тугри чизиклар 
ва Оу Уки билан чегараланган эгри чизикли трапециянинг Ох ва 
Оу укларига нисбатан статик моментлари мос долда

ь ь
1 СМ х — — 1 угйх, М у*= |  хуЛх

а а

булади. Ш у фигура огирлик марказининг координаталари эса
ь ь

4 5
а а
Ь Ь

,Чх
а а

булади, бунда 5 —жисм сиртининг юзи.
3. у =• / (х ) (а < х  < Ь )  силлик эгри чизик ёйини Ох Уки атро­

фида айлантиришдан досил булган сирт юзи шу ёй узунлиги билан 
унинг огирлик маркази чизган айлана узунлигининг купайтмасига 
тенг (Гюльденнинг 1-теоремаси):

ь _____
2%у-Ь=2п |  у / 1 +  у п  йх. 

а
4. у =  / (х ) эгри чизик, х = а, х =  Ь тугри чизиклар ва Ох 

Уки билан чегараланган текис фигурани Ох Уки атрофида айлан­
тиришдан досил булган фигуранинг дажми берилган фигура юзи 
билан унинг огирлик маркази чизган айлана узунлигининг купайт- 
масига тенг (Гюльденнинг 2 -теоремаси):

ь
2пу • 8 =  я |  Р (х )Л х . 

а

93. у =  соз.* косинусоиданинг
га нисбатан статик моментини топинг.

94. у = соз*^— ^  <  х -< -2.) косинусоида ва Ох уки
билан чегараланган фигуранинг огирлик марказини то­
пинг.

95. х2-\-у2 =  г2(у 0) ярим айлананинг огирлик 
маркази координаталарини топинг.2̂ у296‘  ̂+̂  = 1 эллипснинг Ох уки устидаги ёйи-
нинг Ох ;укка нисбатан С1атик моментини аникланг.

97. х2+ у2 < г2 (у >0) ярим доиранинг огирлик мар­
казини аникланг.

хЛ$ Я хуйх,



98- = 1 эллипс юзининг биринчи квадрант-
даги булагининг огирлик марказини топинг.2̂ у 2

99. — — =  1 эллипс ёйининг биринчи квадрант-а2 Ь2
даги булагининг огирлик марказини топинг.

1. 1 1
100. х 3 + у л =  а 3 астроида ёйининг биринчи квад- 

рантдаги кисмининг огирлик марказини топинг.
[ х  =  а{1 — зтЛ ,  ̂ _101. | циклоида бир аркаси ва Ох
I у =  а{\ — соз/)

у^и билан чегараланган фигуранинг огирлик маркази­
ни топинг.

102. Гюльден теоремасидан фойдаланиб, х2 +  
+ (у — Ь)2 =  а2 ( а < Ь )  доирани Ох уци атрофида ай­
лантиришдан досил булган тор дажмини топинг.

103. р =  а( 1 + соз?) кардиоида ёйининг огирлик 
марказини топинг.

101. Гюльден теоремасиданфойдаланиб, г радиусли 
ярим айлананинг огирлик марказини аникланг.

105. Гюльден теоремасидан фойдаланиб, шарнинг 
сирт юзини дисобланг.

106. Гюльден теоремасидан фойдаланиб, доиравий 
конуснинг дажми ва ён сиртини топинг.

6-§. Чегаралаимагаи кесмада аницланган 
функциянинг хосмас интеграли

1 . / (х ) функция х нинг барча х > а ^иЯматларида аникланган 
ва [а; п] да интегралланувчи булса, у долда

п
Н т  Г/(х )йх  лимит / (х ) функциянинг а дан +  оо гача олинган л-+® а

+ <и
хосмас интеграли дейилади ва ]" / (х)йх оркали белгиланади.

а
Шунга ухшаш

ь ь
Н т  Г/(х)Лх =  Г У(х)/1х,

Л— » л
С р +СО

Ига Г Дх)с1х+ П т  Г )(х)(1х = Г / (х)Лх.
00 а З— оо с _ а

Агар курсатилган лимитлар мавжуд ва чекли булса, хосмас ин­
теграллар якинлашувчи, акс долда узо^лашувчи дейилади.

2. Солиштириш аломати

^2 у2
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] (х )  ва !*(х) функциялар х >  а да анинланган ва [а; п] да гиге-
+  СС

граллапувчи. Агар у х  > а учун 0 < / (х ) < §(х) булса, |  §(х)йх
а

4-со

нинг яцинлашишидан |  / (х)йх нинг ^ам я^инлашиши келиб чи«а-
а

+  оо + з о  + О о

дн ва ]" /(х)Лх<  |  §(х)с1х, |  / (х)йх нинг узоклашишидан 
а а а

+  С0

§ %{х)йх нинг дам узоклашувчи булиши келиб чикади. 
а

3. Абсолют якинлашиш аломати

/ (х ) функция Ц х > а  учун аницланган. Агар ^ \/(х)\йх яцин-
а+ 00

лашувчи булса, |  /(.х)йх ^ам якинлашувчи булади ва у абсолют
а

+  00 +  со

якинлашувчи дейилади. Агар ^ / (х)йх якинлашувчи, ^ \/{х)\ Ах
а а

+ С0
узоклашувчи булса, у долда _[ / (х)йх шартли якинлашувчи дейи-

а
лади.

Хосмас интегралларни нисобланг:
+ 00 + 0 0

С хйх , по С хйх107 \ . - • 108. \ --.
1 ' )  V (Х~- 5)3 }  1 +  л:22 1

+ 00
109. ъ̂тхйх. ПО.

111. Г —— . 112. Г ^4.
Л 1 +  ■** .) У х
а 1

+ 00 +со
ИЗ. Н4. [ — •

X  + Х 3 3
Г 1 X 2

Куйидаги интегралларнинг яцинлашишини текши­
ринг.

115.+[ р .  т . +̂ е ~ рхйх.
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Солиштириш аломатидан фойдаланиб, якинлашишни 
текширинг.

117. 118. \ е ~ х‘(1х.

Хосмас интегралларни текширинг.

119. +Г ^  йх. 120. Т,) **  ̂ (1 + *)*1 О

ах. 122.
*) х2 «) 1 +  х*

7-§. Чегараланмаган функцияларнинг хосмас 
интеграллари

1. / (х) функция [а\ Ь[ да аникланган ва [а; б — е](в>0) да 
интегралланувчи, лекин \Ь — Ь [ да чегараланмаган булса, у 
долда

Ь Ь—е
| /(х)(1х => Пш |  /(х)(1х
а В - .0 +  а

деб олинади. Агар бу лимит мавжуд ва чекли булса, хосмас 
интеграл якинлашувчи, акс долда узоклашувчи дейилади. Шунга 
ухшаш

ь ь
Г/(х)(1х = Н т Г /(х)с1х
а »-*0+ а+е

ва
Ь с—в Ь
Г/(х ) йх — Пт Г /(х)/1х + Нт Г /(х)Лх°а е-0 + ’а 6-0+ ̂

таърифланади, охиргида с нуцта атрофида )(х) функция чегара­
ланмаган.

2. Агар [а\ Ь] да / (х ) > 0, а < 1 ва П т  ?{х )(Ь  — х) а<оо б^л»х^ъ— оь
са, Г /(х)йх якинлашувчи, / (х ) > 0 , а > 1 ва П т / (х ) (Ь — х ) а > 0 ̂ л-6-0

ь
булса, |  / (х)йх узоклашувчи булади. 

а
3. Агар / (х ) ва <?(х) функциялар [а; с] нинг с нуцтасида узи-

С

лишга эга ва у{х) > / {х ) > 0  булса, у долда нинг яь;инла-
а
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шувчи булишидан /(х)Лх нинг дам якинлашувчи экани келиб 
а

чицади.

Чегаралаимагаи функциялар хосмас интегралларини 
текширинг.

т '\~‘ 124‘1т?'
о о

125. Г 126. Г—̂ ===.
)  г х  ^ V \ - х *-1 О
я/2 1

127. Г— . 128. Г
^ з !п *  ^ У 1 — Xо . о

° I  1
* <(1П С Лх

131

X3

Г _ ^ _  132. [ * ? -  .
 ̂ х |/ 1пх ^ К *  +  4д: 31 о

V I I  бобга дойр аралаш. масалалар

133. у =  1п(х + V I  +  лг), л=3, х =  8, у—О чизик­
лар билан чегараланган фигуранинг юзини дисобланг.

134. р =  а зшА<р(/Ь= 3, к =  4) тенглама билан анщ- 
ланган „атиргул" эгри чизирининг бир япрогининг юзи­
ни топинг.

135. х% + У2 = ах цилиндрнинг л2+ у2-Ь г2 = а2 сфе­
ра ичидаги сирт юзини топинг.

136. х2-\-у2 =  а2, л2 +  '22 =  о2 цилиндрларнинг ке- 
сишмасида досил булган жисмнинг дажмини топинг.

137. Баландлиги Н, асоси эса ярим уклари а ва Ъ 
булган эллипсдан иборат, эллиптик турри конуснинг 
дажмини топинг.

138. /? радиусли шарнинг дажмини топинг (айлан- 
ма жисм деб каралмасин).

139. Асоси ва баландлиги мос долда сферик сег- 
ментнинг асос ва баландлигига тенг булган цилиндр-
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нинг ён сирти сферик сегментнинг сирт юзига тенгли- 
гини исбот килинг.

140. у = 2х — х2 парабола, у — 2х эгри чизик ва 
х =  0, х =  2 тугри чизиклар билан чегараланган фи­
гуранинг юзини топинг.

141. Р = а(1 + соз6) кардиоидани кутб уки атрофи­
да айлантиришдан досил булган жисмнинг дажмини 
нисобланг.

\ 3^а — 1 , . Зх.2 4- 1142. Д х) = -з —-+-, ё(х) = 2 эгри чизиклар,
х  = 2 ва х = 3 тугри чизиклар билан чегараланган 
фигуранинг юзини нисобланг.

143. Л(0; 4), 5(1; 9), С(3; 7) нукталар оркали 
у =  ах2 +  Ьх +  с парабола утган. А нуктадан утган 
турри чизик тенгламаси топилиши керак, бу тугри чи­
зик ва парабола ташкил килган фигуранинг юзи 9 га 
тенг.

144. у — хп(0 ̂  х 1) функция графигининг белги- 
ли нуктаси оркали абсцисса укига параллел утказил- 
ган.

Кандай нукта учун у =  хп нинг графигига утказил­
ган тугри чизик ва х =  0, х = \  тугри чизиклар досил 
килган иккита эгри чизикли учбурчаклар юзларининг 
йигиндиси энг кичик б^лали?

145. Дифференциалланувчи ва катъий усувчи у — 
=/(х) функция графигининг И̂ \а-, Ь[ нуктаси оркали 
Ох укига параллел гугри чизик утказилган. У—/(х) 
нинг графиги, утказилган турри чизик, х=а, х^= Ь 
тугри чизиклар досил киладиган иккита эгри чизикли 
учбурчаклар юзларининг йигиндиси г нингкандай кий- 
матида энг кичик булади?

V III  Б О Б .  СОНЛИ КА Т О РЛ А Р

1-§. Асосий тушунчалар

Агар аи «2. ..................  ~  сонлар кетма-кетлиги булса,
у долда

а1 + а2 + °з + ••• + ил + ••• (1)
сонли цатор дейилади. иь м2, ... , ип, ...— катор дадлари, ип — 
^аторнинг умумий дади дейилади. Куп долларда (1) кискача

со

2  «я оркали белгиланади.

30



1. Каторнинг биринчи п та дади йигиндиси унинг хусусий 
йигиндиси дейилади:

5П =» и1 + н2 + ... + ип.
Агар П т  З п = 5 чекли булса, (1) катор якинлашувчи катор дейи- 
лади ва 5 (1) каторнинг йигиндиси дейилади. Агар П т  8п чексизп + оо
б^лса ёки мавжуд б^лмаса, у ^олда ( I )  катор узоклашувчи катор 
дейилади.

2- “ я+1 + “ я+2+ • • •+ ип+к + ••• (2)
куринишда! и катор (1) нинг п-даддан кейинги колдири дейилади

оо

ва кискача гп == 2  “ а оркали белгиланади.
А-л+ 1

Бунда:
а) Агар (1) катор якинлашувчи булса, у долда (2) катор дам 

якинлашувчи булади ва аксинча;
б) Агар (1) катор якинлашувчи булса, у долда аи  ̂+  аи  ̂ ■+ 

4 - ... + аип +  ... катор дам якинлашувчи булади ва йигиндиси аЬ 
га тенг булади;

в) Агар 5 = а 1+ и2+ ... + ип+  ... ва +  +  ... 
каторлар якинлашувчи булса, у долда (иг +  V^)^̂ (и2 +  V2)+  ■■■ + 
+  (ип + и „)+  ... катор якинлашувчи булади ва йигиндиси 5 + о 
га тенг булади;

г) Агар (1) катор якинлашувчи булса, у долда 11т « „  «= Оп-*- 00
булади (катор якинлашишининг зарурий шарти).

Агар Н т  ипфО булса, у долда катор узоклашувчи булади.П-* 00
Каторнинг умумий ^ади а„ берилган. Унинг бирин­

чи учта ^адини ёзинг.

1. а„~  - . 2. а„
п\ ' п кл(п + 1)

„  (2и —  1)!! . 2п - 13. а = -----— 4. а_ =  .
п (2п)\\ а 4л2 +  1

Каторнинг биринчи бир неча ^адига кура унинг 
умумий ^адини ёзинг.

1 , 1 .  1 . 1



Каторларнинг йигиндиларини топинг.

9 1 +  1  +  {  + -57 + -?Г+ -  

10- + + 
и- +т̂ +тг;+ •••
12 Т Т 8 + ^ + б Ь + -
13. - !_  + -^- + _1-+  ...

1 .4  4 -9  9-16

14. г^г-, +  ^ Г -  + . ' '1-2-3 2 - 3- 4  3 - 4- 5

Катор я^инлашишининг зарурий шартидан фойдала­
ниб, куйидаги цаторларнинг узоклашишини курсатинг.

15. 0,6 +  0,51 + 0,501 +  0,5001 + ...

16. - + - + 4  + — +2 5 8  И
ОО со

\Лл +1 1о 1ж ю  % со§.17. У ^ 2 . 18. V
^ 2 л + 4 2  п
п—1 «='

К ‘ + тГ-

2- §. Мусбат ^адли цаторлар

а 1 +  а 2 +• • • +  ап +  • • • (1). *1 + Ьц +- ... +  Ьп + ... (2)
мусбат дадли каторлар берилган булсин, яъни а„ > 0 , Ьп > 0 .
V  л  ^  N.

1) С о л и ш т и р и ш  а л о м а т и .  Агар ^/п^N учун ап < Ь 
Уринли булиб, (2) катор якинлашувчи булса, (1) катор ха&» якин­
лашувчи булади ва ( 1 ) катор узоклашувчи булганда (2 ) кАтор хам 
узоклашувчи булади.

Бу аломат п нинг бирор кийматидан бошлаб барча
п >  п0 учун ап<Ьп булганда хам уринлидир.

ап2) 2-с о л и ш т и р и ш  а л о м а т и .  Агар чекли Н т  — —КфО
''-►СО Ьп

мавжуд булса, у холда ( 1 ) ва (2 ) каторлар бир вактда ё якин­
лашувчи, ё узоклашувчи бУлади.
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3) К о ш и  а л о м а т и .  Агар (1) учун Ига т/а „ => I мавжуд
П-̂ оо

булиб, I < 1 булса, у долда ( 1 ) катор якинлашувчи, />  1 да эса 
узоклашувчи булади.

4) Д а л а м б е р  а л о м а т и .  Агар (1) учун 11т -я.+1 — /
л-*- оо ап

мавжуд булиб, I  <  1 бУлса, катор якинлашувчи, / > 1 да узокла­
шувчи булади.

5) К о ш и  и н т е г р а л  а л о м а т и .  Агар / {х ) функция [1; +<»]
оо

да узлуксиз, камаювчи, мусбат булса, у холда ^  / (л ) катор ва
л= 1

+со
|  /{х)Лх хосмас интеграл бир вактда ё якинлашувчи, ё узокла-
1

шувчи булади.
( Яп \

6 ) Р а а б е  а л о м а т и .  Агар (1) катор учун И т п  *— — 1]=Пчюо V Л+1 ’
— I  булиб, I  > 1 булса, катор якинлашувчи, / < 1 да узоклашувчи 
булади.

7) Г а у с с  а л о м а т и .  Агар (1) катор учун —+-~ =
ап

=  п т ±-Ь}Ц---- ’ .• булиб, сг — Ь1 > 1 булса, катор
/Iя* + С\Пт  ... -\-ст  

якинлашувчи, с ,— Ьх < 1 булганда узоклашувчи булади.

Солиштириш аломатидан фойдаланиб, каторларнинг 
яцинлашиши ёки узоцлашишини курсатинг.

2 и  ' ? + б + ' 9 +  + * ч 1 +  •••

22- П ^ +  1 ^  +  1 ^ + -,- +  1 ^ 1Г о + --’

23. 1 +  -̂ - + ••• +  (/><!)•

24 ‘Г 7 + 7 ^ + ГТ б  +  -*- +  ' | 1Г Т ^ + -1 . 4  4* 9 9 • 16 п%п Н- 1)а
. о , З1па2а , , з!п2ла .25. з!п а +  —— +  ... Н--- —  + ...

о П5

26* 1+ 2 ^  +  ̂ + --*+ 7 Т ^ + -***
Коши аломатидан фойдаланиб, ц а т о р л а р н и  текши­

ринг.



30. агсзт1 + агсзШ2 — 4- агсз1П8 — + . . . +2 з
+  агсзШ" — +  ...П

Даламбер аломатидан фойдаланиб, каторларни тек­
ширинг.

31. 1 + 1 + 1 + ... + 1  + ...
22 З2 л2

Я2 10 4- 102 4- 108 4- 10” I
32- й + ^  + ^г +  ••• + ^ +  —

33. "2 "Ь — Ь • . . + г +  • • •

44 У  (2п ~ 1)1! 1  
(2л)! I ’ п "

Коши интеграл аломатидан фойдаланиб, р а̂торларни 
текширинг.

2 1п 2  3 1п 3 ’ * + ( „ +  1 )1п(л 4  1 ) ’

36. И------ 1----+ —  + ,..1 22 З2 п2
ОО СО

37. У-.  38. V - .
п=1 п=1

39. 1̂ 2 +  !^  +  . . .+ М 1 ± _ !)+  ... 40. у ---1---.
4 9 (п + 1) 2 ^п1пя1п1пл' ' /2=1

3- §. Ихтиёрий э̂ адли цаторлар
1 . Хар цандай икки 1$шни дади карама-царши ишорали чий- 

матларга эга булган катор ишора алмашинувчи дейилади. Ишора 
алмашинувчи цатор

а\—аз + аз— ... + (—\)п 1ап+ ...; (1) (ап > 0, п^Ы) 
каби ифодаланади.



Л е й б н и ц  а л о м а т и .  Агар (1)да учун ап> а п+х (2)
тенгсизлик Урин булиб, Мтап =  0 (3) булса, у долда (1) катор 
якинлашувчи булади. Агар г п =  5  — 8 п булса, у долда |г п \< .ап , 1 
булади, яъни катор йигиндиси 5  ни унинг хусусий йигиндиси З п 
билан алмаштирганда хато биринчи ташланган дад я п+1 нинг мо- 
дулидан катта булмайди.

2. Ихтиёрий ишорали дадларга эга катор

+  0-2 +  о,% +  • • • +  а п +  • • • (4 )

барилган ва
1 Л\ | +  | 1 + 1  а3| + . . .  +  ] ап | +  . . .  (б)

модуллардан тузилган катор булсин.
Агар (5) катор якинлашувчи булса, у долда (4) катор дам 

якинлашувчи булади ва (4) катор абсолют якинлашувчи дейилади.
Агар (4) катор якинлашувчи, (5) катор эса узоклашувчи бул­

са, у долда (4) катор шартли якинлашувчи дейилади.
3. Агар (4) катор абсолют якинлашувчи булса, унинг дадлари 

урнини алмаштирганда яна абсолют якинлашувчи катор досил бу­
лади ва йигиндиси узгармайди.

Агар (4) катор шартли якинлашувчи булса, дар кандай В  сон 
учун катор дадларининг урнини тегишлича алмаштирганда, унинг 
йигиндиси худди В  сонлан иборат булади. (Риман теоремаси.)

4.
а1 +  +■ • • • + дя +  • • • А  (4')

ва
+  Ъч +  . . .  ■+■ Ъп +  . . .  =  В  (6)

«аторлар учун
в !^1+(я 1̂ 2"1"д2^1) +  (а 1̂ 3 +  +  «36])-}" .. . +  .. +  ЯЛЙ]) +  . .• (7)

1(атор (4) ва (6) нинг купайтмаси дейилади.
(4) ва (6) абсолют якинлашувчи булганда, (7) дам якинлашув­

чи булади ва (7) нинг йигиндиси С  «= А  • В  булади.

Ишора алмашинувчи каторларнинг абсолют, шарт­
ли якинлашишини ёки узоклашишини текширинг.

Г  3 у ъ

42. +  . . .

43.

44.

1

2 8/ 2

1 -
т +

1

10 20
_1_ _1_

1п 2 1пЗ
ОО созт

30
_1_
1п4

45 . 2 ^ .
П=1 л-1
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аО
47. 4 8 . 2 ^ .

л=»2

49. V  ( ~  Оя+1 50 V  ( ~  1>Л+1,
Ак 2п пРп=1 «—1

Лейбниц аломатидан фойдаланиб б^лмаслигига 
ишонч зосил килиб, каторларнинг якинлашишини тек­
ширинг.

51. 1 - 1  +  1 — 1 + 1 — 1  +  . . .
3 2 Зз 2а 3«

52.  1 _ 1  +  1 _ 1  +  1 _ 1 . 1 _
з  т  з  3* ^  5 Зз

53.  1 - 1  +  1 - 1  +  1 - . . .  +  — !------------- -  +  ...
28 3* 43 5< (2 л - 1 ) 1  (2 /»)*

и . 2  ( - ■ ) -  ( 1 + ^ ) " .

Катор йигиндисини 0,01 аницлик билан топинг. 

б 5 '  1 " 2̂  +  з 7 - 4 7  +  -

б 6 * ~  1  + {  ~  ’к + ' к ~  4 ' +  -  

57- 2 Ч Р - -  58- 2 1=1̂ !=1-
Л=1 Л—1

1 — 1  +  1  — 1  +  . . .  *= 1п 2 катор ^адлари урин-
2 3 4

ларини алмаштиришдан *осил булган куйидаги катор- 
лар йигиндиларини аникланг.

59. 1 - 1 _ 1  +  1 _ 1 _ 1 + 1 -  ...
2 4 3 6 8 5

ш  , 1 1 1 , 1  1 1 _  ±  ,
2 4 6 3 8 10 12 *

30



VIII бобга дойр а р а л а ш  масалалар  

61- - 7 ^ - , - 7 7 ^ - Л - 71?------- . • • 4" “7=~ 1У 2 - 1  У  2+1 У  3 - 1  * '  У п — 1 | / л + 1  

+  ... ни текширинг.
62. Якинлашувчи 1 — ~  +  .. . катор *ад-

ларининг урнини шундай алмаштирингки, узоклашув­
чи катор *осил булсин.

Оо оо

63. "V— ва У  ■ ~  ^  каторларнинг купайтмаси 1 га
п\ П\л*= 1 «==1

тенг булишини курсатинг.
СО оо

64. эканлигини курсатинг.
п«=0 й**0

65. +  ~ у =  +  ... — шартли якинлашув­

чи каторнинг квадрати якинлашувчи буладими?
оо оо

66. Агар У̂ а 2/г ва ^ Ъ\каторларякинлашувчи б^л-
1 Л=1

оо

са, у холда V  апЬп абсолют якинлашувчи булишини

исботланг.

°° 1 1
67. У  -  ва V  —  каторларнинг айирмаси якинла-/2 2 Н

/7=1 4==»!
шувчими?

68. Йигиндиси якинлашувчи, айирмаси эса узокла­
шувчи булган иккита катор топинг.

69. Бири якинлашувчи, иккинчиси узоклашувчи  
булган икки каторнинг йигиндиси кандай катор була­
ди? Х,ар иккаласи узоклашувчи булганда-чи?

ж ‘-2(4)’ ва 1+ !!({)"
П~1 п=  1

шувчи каторлардир. Уларнинг купайтмаси абсолют  
якинлашувчи булишини курсатинг.



1"§. Функционал цаторнинг якинлашиш сода- 
си. Текис якинлашиш

1. а х{х), и2(х) ..............ип(х),  . . . функциялар бирор Е  содада
эниклашан булсин.

а\{Х) +  а2(х) +  • . . +  0/»(•*)+ . . .  (1)
функционал катор х =  х ^ Е  да сонли катор и.х(х0) +  «2(^ 0) + •  • • +  
■+ип(х0) +  ... (2) га айланади.

Агар (2) якинлашувчи булса, у долда (1) функционал катор 
Хо да якинлашади ёки хо ( 1) нинг якинлашиш нуктаси дейилади.
(1) каторнинг барча якинлашиш нукталарининг туплами ( 1) нинг

СО

якинлашиш сох,аси дейилади ва 5 |х )  =  Н т  6’л(1 ) -  У  пп(х ) — 0 )
П -+  СО

П = \

цаторнинг йигиндиси дейилади. В.п{х) =  5(*) — 8 п(х) — каторнинг 
колдири дейилади.

2. Агар у е  >  О Э М / >  Л7 ва V х $  Е | Я п{х)  | <  е б^лса,
00
2  ип(х)  катор Е тупламда текис якинлашувчи дейилади.
Л=1

Функционал каторнинг текис якинлашиш критерийси;
Агар V е >  О ЗЛ/ п > N  ва У х  ^ Е = х  | ип+1(х)  +  . . . +

оО
+ и п+т(х)  | <  г булса, у долда У  ип{х)  функционал катор Е  да

/г== 1
текис якинлашувчи булади ва аксинча.

В е й е р ш т р а с с  а л о м а т и .
СО

Агар берилган ^ и п(х) функционал катор учун V п%Ы 
п—\

Улг$Е = у  | ип(х)  | <  сп ни каноатдангирадиган якинлашувчи сонли 
00 00 

к;атор мавжуд булса, у долда ^  ип(х ) чатор Е да текис
«= 1 П—\

якинлашувчи ва дар бир х ^ Е  нуктада абсолют якинлашувчи 
булади.

3. Текис якинлашувчи каторларнинг асосий хоссалари:
а) дадлари узлуксиз фунхциялардзн тузилган текис якинла- 

щувчи каторнинг йигиндиси уша содада узлуксиз функция булади.
б) узлуксиз функциялардан тузилган текис якинлашувчи катор-

СО Ь

ии дадлаб интеграллаш мумкин, яъни ^  [ ип{х)йх  =
я —1 а

IX Б О Б .  ФУНКЦИОНАЛ ЦАТОРЛАР



в) Агар ^  ап(х ) каторнинг дар бир дади ^ ораликда узлук- 
п=1

00

сиз дифференциалланувчи ва ^ да якинлашувчи, ^  ап(х ) катор
п =  1

оо

3 да текис якинлашувчи б^лса, у  долда ^  ап(х ) каторни дад-

00 со

лаб дифференциаллаш мумкин, яъни ^  а 'п (х ) “  ( 2  “ я^  ) •
п=\ Я=1

Функционал цаторларнинг яцинлашиш со^асини т о ­
пинг.

1. 1 +  2\х  -)- 31х2 +  . .  . +  п\хп +  .. .

2. 1 +  1  +  1 +  ... +  -1  +  ...
X X2 х п

0 х  + 2  , (х  +  2\% , , ( х - \ - 2 \ п |

3- ^ +итз) + - + итз)+ -
4- -  +  Л  +  Л  +  -  ' 1X Зл:3 Ьх*> ” * (2«—1 )лг2я 1

6. 1 +  -— 1------- ... Н----------[-...
' 2х 2>х пх

6- ^тг + 1(^т)а+-  + 7(^т)п+ -
Функционал ^аторларнинг текис якинлашишини тек­

ширинг.

7. V  а псот*х  ( | а  | <  1). 8. ^
п=1 п= 1 “**

9 - 2 ( - 1)П+1
X™ +  П 

Я=1

10. ^  х п катор ]— 1; 1[ да  текис яцинлашувчи
П= 1

эмас. Текширинг.
Вейерштрасс аломати ёрдамида текширинг.

11. 8ш 2х  +  1  з!п22л: +  1 з1п32л + . . .
22 З2

со зпх.2. 2
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* 0  , , С 0 5 ^  , СО$*Х , , С О З " *  . м
13. 1-Ь —  +  +  — Н------— +  ••• цаторни *адлаб

11 2! п\

интеграллаш мумкинми?
,  .  , , 5\п2х . 81пЗлг , . з1гт.к .
14. з!пхН----------- -----------Ь ... Н------------ Ь ... каторни2* 3» Ф *

>{адлаб диф[)еренциаллаш мумкинми? 
Уш бу функционал цаторлар йигиндиси узлуксизми, 

текширинг:

ГП
п=1 2»(1 +  *2Л)

°° 1 
16. V ----- 1

п* +п—1п4- +  Л2* 2

2 -§ . Даражали цаторлар

1. а ь + а ^ х  — х0) +  а3(х  — х0)а +  . . . + а „ ( х  — х0)п +  . . . ( 1) 
куринишдаги катор даражали катор дейилади.

Хо ^  0 да йо+а^х+й^х2 ~Ь ... -Ь &пХп-{- ... (2)

катор х  нин. даражалари буйича ёйилган катор дейилади.
(2) нинг якинлашиш радиуси деб шундай Я  сонга айтиладики, 

| х  | <  Я да (2) катор якинлашувчи ва | х  | >  Я  да узоклашувчи 
б^дади. ] —/?; эса (2) каторнинг якинлашиш интервали дейи­
лади.

(2) каторнин якинлашиш радиуси Коши—Аламар формулала-
ри ёрдамида дисобланади:

1
, Я-Я  =■ П т

л -> » я+1 П т  у ~
п-+<х>

( 1) каторнинг якинлашиш интервали ]*0 — Я', х0 +  /?[ булади. 
2. а) ] — Я', /?[ якинлашиш интервалида жойлашган дар к.ан- 

дай [а; Ь] да (2) катор текис якинлашувчи булади.
б) Якинлашиш интервалида (2) катор йигиндиси узлуксиз функ­

ция булади.
в) (2) каторни якинлашиш интервалида жойлашган дар кандай 

кесмада дадлаб интеграллаш мумкин:

Г со оо Г
Г У  апх па х =  2  а п [ V [— П г\  С ] — Я\  # [ .

- г л = 0 п = 0 —г

г) а0 +  ах% +  а2х 2 +  . . .  +  а пх п +  . . .  (2) ва а^2а^х- \-  ... +  
+  папх п *+  . . .  ( 2' )  
каторлар бир хил якинлашиш радиусларига эга.
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(2) цаторни V I—г, г] С ]—Я; Л[ да дадлаб дифференциаллаш 
мумкин:

2  а"хП) “  X  пап*п~1<
л=0 /  п=О

Даражали каторларнинг яцинлашиш радиусларини, 
яцинлашиш интервалларини ва яцинлашиш со^аларини 
топинг.

17. 1 -  Зх +  -  27 х 3 +  . . .
18. 1 +  5х  +  2 • 25л:2 +  3 • 125л3 +  . . .
19. х  +  21х2 +  З!*8 +  . . .
20. ( *  +  5) +  . ^ + -У1± ^  + . „

24 о4

21. 2 102я(2;с- 3 ):
2га—X

и=1
VI п\2п ,  99 V  ------  _** л
&  (2л)! *  * п=1 ' '
00

23. 2  ( -2 )" ^ * .

24.

л=0
00

у  ——  (х +  5) .

Каторларнинг йигиндиларини топинг»
25. 1 +  2х  +  Зл8 +  4л;3 +  . .  .
2й. х  +  х 3 +  х* +  . . .
27. 1 • 2 +  2  • Зх  +  3 • 4л:2 +  . . .
28. — 2л: +  4 х 8 — 6л;ь +  8л:7 — . . .

29. * + | + | +  . . .

80.  х  +  ( х 2 — х )  -}- (х г — х 2) +  . . .

3 -§ . Тейлор ц&чорп

1. Агар /  (х ) функция дг0 нуцтанинг бирор ы (х 0, 5) атрофида 
исталган марта дифференциалланувчи ва шу оралицда | / л(лг) | < /И  
тен сизлик уринли булиб, М  сони п га боглик булмаса, у  х,олда 
/  х )  функция узининг Тейлор цаторига ёйилади дейилади:

............................/ ' ( -«о ) , > , / "  (*о) ,
/ ( * )  ■= /  (*о) +  — -  *о) +  —^ —  <•* -  *о)2 +

/("Нхо)
+  . . .  +  ------г 21  (X - х 0у  +  . . .  (1)



/ ( * ) - / ( 0) + — - х  +  ^ ~ х * +  . . .  +  ( ^ 1 х ' > +  . . .  (2)

(2 )  катор Маклорен кдтори деб юритилади.
2. Куйида баъзи функцияларнинг Тейлор каторига ёйилма- 

ларини келтирамиз:
X Xя х п
^  +  <»[.

X3 - 1 2̂/1—1
1! ’ з Г .............. ....  (2л —Т)Г

х0 =» 0 да

айп .ж =» — — — +  . . .  +  (—1)” 1 -^ 2 -----777 +  . . .  ; ]—оо; + оо [ .

X* X1
с о з *  =  1 . + ( - 1)

х с ]  — +  °°[.

,П-1 Х*п 

2 п\ +  . . . !

X X3 х ь „2л—1
81,Л=" Й  +  3! + 51 +  '*■ + (2я ~ ) Т +  : + “ 1-

X  ̂ Х̂  X^
сЬл:= 1  +  — +  — +  . . .  +  7̂  +  • • • '• *€1 — °°: +  °°[.

а а (а — 1)
( 1 + х ) ‘ - 1  +  - *  +  - - 21 Х * +  . . .  +

+
в (в — 1) . . . (а — п +  1) 

л!
х п +  ; х ^ ]  — 1; Ц.

1п ( 1 + * ) - * - у + ^ - . . .  +  (— I)™-1  —  +  . . .  ; * е Ы !  1[.

х3 хъ
агс1§ *  =  *  — +  (— 1)'

о 5
п—1 X +  . • • 22л - 1

* а - 1; 1].
1 хз I • З х ь

агсзт х  =  х  +- — ■ — + ----------+  . . .  +
2 3 2 - 4  5

(2л — 1)1! *2п+1 
+  (2л)1! 2л + 1  +  • • •  1 Х ^ ]~ и  1[«

1 2 17 62 
1% х  =  х  +  — х 3 +  — х ъ +  —  х ч +  х 9 I

я я
Т ’ ~2

Куйидаги функцияларни турли усуллардан (алгеб-  
раик, ^адлаб интеграллаш ва дифференциаллаш) фой­
даланиб, х  нинг даражалари буйича Тейлор (Макло­
рен) каторига ёйинг.

31. /  (* )  =  е " * \  32. /  (х)  =  — .
X
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33. /  (х) =  е- ^ - .  34. /  (х)  =
X X

х  — а  даражалари буйича Тейлор цаторига ёйинг.

35. ./ (л;) =  1п лг; а  =  1.
36. / ( х )  =  едг; а =  — 4.
37. / ( л )  =  л:4 +  2*3 +  5 х 2 +  2л: +  4; а -------3.

38. / ( * )  =  - ;  а  =  — 2.
л:

л; нинг даражалари буйича ёйилганда ^аторнинг 
биринчи турт ^адини топинг.

3^. / ( х )  =  &есх. 40. / ( х )  =  есо* \
4 1 . / ( х )  =  Шх.  42. / ( л )  =  1 п с о зх.
Каторларнинг купайтйриш коидасидан фойдаланиб, 

х  нинг даражалари буйича ёйилмаларни топинг.
43. / (х) = е х з т х .  44. / ( х ) =  со з8.*.

45. /  (х )  =  агс!§гх .  46. / ( х )  =  -агс— .
X2

Куйидаги функцияларни Маклорен каторига ёйиб  
буладими?

47. / ( а : )  =  — у .  48. /  (х)  =  1п х.

49. /  {х)  =  | х  |. 50. / ( х )  =  У х .

4 - § .  Тацрибий ^ и собл аш л ар

Агар берилган /  (х) функция каторга ёйилган булса, бу функ­
циянинг бирор х  =  Хо нуктадаги такрибий кийматини топиш учун:

п
1) каторнинг биринчи п та ^ади йигиндиси •$« =  2  ■*•() топила-

1
ди; 2) катор йигиндисининг аник киймаги .Ь' билан 5 п орасидаги 
8 — 8 п фарк, яъни Цп колдик бал;оланади.

Такрибий ^исоблашларни бажаринг:

51. 51п 18° ни 0,001 аник;ликкача.

52. с о з1 °  ни 0,0001 ани^ликкача.



53. 30 ни 0,001 аникликкача.
 ̂ __

54. >Л,1 ни 0,0001 анищликкача.
55. ]/"г ни 0,0001 аницликкача.
56. 1п2 ни 0,0001 аникликкача.

3 — —
57. у  1,06 ни 0,0001 аникликкача.

тс 1 1
58. — =  агс{§ — +  агс{§ — дан и ни 0,001 аникликка-

ча ^исобл анг.
Куйидаги интегралларни 0,001 аникликкача такри- 

бий ^исобланг:

59. 60.
о о

61 . 62. |

О о
Лимитларни ^исобланг:

63. и т ^  =  * - 2 х ^ . 64. П т  5 1 ~  агс*^—.
ЛГ-.-0 X —  з!п X  х-*-0 X

I X  бобга дойр аралаш м асалалар

“  х п
65. у== У,  —  ̂ катор ху"  +  У' — У =  0 тенгламани

л=0
цаноатлантиришини текширинг.

Х {П IV66. у  — у  — — катор у  =  у  тенгламани каноат-
л - 0  '  п ’

лантиришини текширинг.

67. у  =  -------х -■■■- ■ ни л: нинг даражалари буйича1 х  — Лх
ёйинг.

68. у — Xх ни *  — 1 нинг даражалари буйича ёйил- 
ганда биринчи 3 та ^адини топинг.

69. 1 +  и 1 х  +  *(°± - Ч М ± 1 1 х *+  . , .  +
1-1  1 • 2 ■ 1 (т +  1) ^  Т

I а ( а  +  1) • • • (а +  П — 1)р (Р +  1) .  . . (Р +  п — 1) хП
1 ■ 2 . . .  я • 7 (т +  1) . . .  (7 +  п — 1)
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гипергеометрик 1<аторкинг якинлашиш со^асини аник- 
ланг. _____  

70. / ( х )  — ^  агсз1п л: ни Маклорен цаторига 
ёйинг.

71. у (х) =  ■ _ 1 — - функциянинг Маклорен цаторига
' _______

ёйилмасидан фойдаланиб, / ( х ) =  1п (х  +  У \  +  х 2) нинг 
ёйилмасини топинг. 

72. 2 з т л ; — со$л: =  0 тригонометрии тенгламани 
1<аноатлантнрадиган х  нинг энг кичик мусбат циймати- 
ии топинг.

X В О Б. КОМ ПЛЕКС * А Д Л И  Ц А ТО РЛ А Р

1 -§ . Комплекс ^адли сонли цаторлар

1. Щ , Г , .........Г „ , . . . (1)
комплекс сонлар кетма-кетлиги берилган.

ОО
г ,  +  +  . .  . +  +  . . . -  2  (2)

п= \

«уринишдаги ифода комплекс аддли 1<атор дейилади.
$п — +  • • • +  ифода (2) каторнинг хусусий йигиндиси 
дейилади.

Агар 11т 8 п =  5  булса, у долда (2) катор якинлашувчи ва
П~*-оо'

3  унинг йигиндиси дейилади.
ОО 00
2  =  +  & п) комплекс дадли каторнинг якинлашув-

и = 1  п = \
оо оо

чи булиши учун 2  ип> 2 ^  каторларнинг якинлашувчи б^ли- 
и—1 1

ши зарур ва етарлидир.
00

Агар 2  I ^ п  I якинлашувчи булса, у долда (2) катор абсо-
П=\

лют якинлашувчи дейилади.
2. Д а л а м б е р  а л о м а т и .

Агар Н т
п-*«>

* п+Х I булиб, /  <  1 булса, (2) абсолют якин-
у п

лашувчи булади.

3. К о ш и  а л о м а т и .  Агар 11т | 1Г„ | =  I булиб, / <  1 бул-
П~* оо

са , (2) абсолют якинлашувчи булади.
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Каторларнинг яцинлашишини текширинг.

!• 0 + ‘) + ( 1  +  | ' )  +  ( т  +  - ? ' ) + - - -

2 . (1 +  0 , 1 / ) + ( 1  + 0 , 0 1 / ) +  ( 1  +  0 Д Ш )  +

3 - 1 ^  \ К ^ >

, п 3 Л2п=1 '

7- 2 ( ^ Г  8- 2 ( ^ г 1 + ^ )11= I Л = 1
ОО .»

#- 2 г
^  1 

10. У  ------1----- .
л  п (3 +  0 пп=1 я=1

2 - § .  Комплекс ^адли функционал цаторлар

1. Комплекс *адли даражали каторлар

с0 +  Сц? +  с2г2 +  . . . +  спгп +  . . . ( 1)
куринишдаги катор комплекс х,адли даражали катор дейилади. 
Бунда сп — комплекс сонлар, г  — комплекс узгарувчи.

СО
Умумий ^олда 2  ап ( г  — г 0)" (2) катор каралади. (2) катор

п-= О
учун маркази М0 (г0) нуктада Я  радиусли дойра мавжудки, бу 
дойра да ( | г  — г 0 [ < Я) (2) якинлашувчи, дойра гашкарисида 
( | г  — г 0 | >  Я) (2) узоклашувчи булади, айрим лолларда Я =  +  °° 
булиши мумкин, бунда (2) нинг якинлашиш со^аси С дан иборат 
булади Бу дойра (2) нинг якинлашиш доираси, Я — якинлашиш 
радиуси дейилади.

2. Якинлашиш радиуси куйидагича топилади:

= Нт
Я-+оо ап+1

3. Маълум функцияларнинг даражали каторга ёйилмалари:



70. \ 1п (х -} -] /  I х 1) й х  ни топинг.
о

71 Ушбу тенгсизликни исбот к,ил-инг: 1 <  1п2,
^  СО$Г
о

72 /  (х)  — х  мусбат функция.
71 ТС ТС

0 0 о
Хатоликни ^исобланг.

1
73. / ( 1 ) = 8 ,  /(2)+ /"(2)=33; | / ( х ) й х  =  |  берилган.

о
/ ( х) — А х 1 4- В х  +  С нинг А, В, С коэффициешла- 

рини аникланг.
2тс

74. /Ч0)= 4, |  /(х)й?х =  3, / (х )  =  Лз1п2х+ #  нинг Л
О

ва 5  ларни аницланг.
ж

75. — < Г  ——------ 1 тенгсизликни ечинг.
19 ^ ( у + 1 ) 2

о

76. Г| / \ ^ х Ч х  =  \ х = .С0* * 1 * = \ У  1— с о й 2/ (  —
 ̂ II - < г <=■ ̂  || ^
— ! ТС

2.Т

— 81П 1)И =  - ^ 1П2/й^ =  ~

1

у =  У 1 — х 2>  0 , ]  У 1 — х 2 й х  <  0. Хнсоблашдаги  
— 1

хатоликни аникланг.

VII Б О Б .  АШ К ИНТЕГРАЛНИНГ Т А Т Б Щ Л А Р И

]-§ . Текис (ясси) фигуралар  
юзларини ^исоблаш

1. Декарт координаталар системасида юзларни х,исоблаш.
а) у  =  } '{ х) [ / (х )>0]  эгри чизик;, х  — а ва х = Ь  турри чизик- 

лар дамда Ох  укининг [а; Ь\ кесмаси билан чегараланган эгри 
чизикли трапециянинг юзи.

1
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ь
5 = 1  / ( х)Лх

а
формула ор^али дисобланади.

б) У =  /С*) ва у =  §(х) [ / ( х ) < $ ( х ) ,  х ^ \ а \  Ъ]] эгри чизик- 
лар дамда х  =  а ва х  =  Ь тугри чизи^лар билан чегараланган 
фигуранинг юзи

ь
8 = ^ [ ё ( х ) - / ( х ) ] й х

а
формула ор^али дисобланади.

2. Параметрик куринишда берилган эгри чизи^лар билан че- 
гаралан[ан фигура юзини дисоблаш.

Агар фигура х  =  х((), у  =  у(1) (0 <  I <  Т) параметрик кури­
нишда берилган ёпик эгри чизиц билан чегараланган булса, унинг 
юзи

I 7
8 — у{1)х'(^)йх ёки 5  =  |  х к1)у

о о
формулаларнинг бири билан дисобланади.

Бу икки формулани бирлаштириб 
Г

5 - М 0 у ' ( 0 - . у ( 0 * ' ( 0 ] л
о

ни досил циламиз.
3. Кутб коордннаталар системасида берилган узлуксиз эгри 

чизиц р =» р(0) ва 0 =  а, 0 =  р (а <  р) нурлар билан чегараланган 
фигуранинг юзи

Р
5 -  11 , ч ,

а
формула орнали дисобланади.

1. у =  л 2 +  1 парабола, у =  0; х  =  — 1 ва х = = 4  
тугри чизиклар билан чегараланган фигуранинг юзини 
^исобланг.

2. у =  —  тенг ёнли гипербола, х =  1 ва х  =  Ъ тур­

ри чизиклар билан чегараланган эгри чизи^ли трапе-  
циянинг юзини ^исобланг.

у 2
3. — Н- 1 эллипс юзини ^исоблйнг. Хусусий з?ол- 

да Я радиусли доиранинг юзини ^исобланг. 
4 у = ( х  — 1) ( х  — 2) (х  — 3) эгри чизик, х  =  0  ва 

у = 0  гугри чизиклар билан чегараланган фигуранинг  
юзини ^исобланг.
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5. у =  л;2 парабола ва у  =  х  тугри чизи^ билан 
чегараланган фигуранинг юзини ^исобланг.

6 . у =  — х 2 парабола ва х  +  у +  2 =  0 тугри чизик 
билан чегараланган фигуранинг юзини ^исобланг.

7. у =  2х — х 2 парабола у =  х ,  х = 0 ,  х = 2  тугри 
чизиклар билан чегараланган фигуранинг юзини *и- 
собланг.

8. у =  — х г, у =  0; х = 1 ;  х  =  4 чизиклар билан 
чегараланган фигуранинг юзини ^исобланг.

9. Абсцисса уци в а  У =  зшл: синусоиданинг [0; ~ |  
даги ёйи билан чегараланган фигуранинг юзини з^исоб- 
ланг.

10. у —созд: косинусоиданинг — — дагибулагива  

у  =  0 билан чегараланган фигуранинг юзини ^исобланг.

11. х 2 =  4у парабола ва у = ------  Аньези зулфи
л2+4

билан чегараланган фигуранинг юзини ^исобланг.
12. у =  л2 ва у'г =  х  параболалар билан чегарала:!- 

ган фигуранинг юзини х,исобланг.
13. у 2 =  4 х  парабола ва л 2 +  у 2 = 5  айлана билан 

чегараланган фигура (кичик кисми) нингюзини ^исоб-  
ланг.

14. у2 =  х  +  2 ва х  =  0 чизиклар билан чегаралан­
ган фигуранинг юзини ^исо>ланг.

15. х  — а\1 — з т / ) ,  у = а (1 — соз/)  циклоиданинг бир 
аркаси ва абсцисса уци билан чегараланган фигуранинг 
юзини ^исобланг.

16. у =  х 2 — 2х  +  3 парабола ва у =  Зх  — 1 тугри  
чизик билан чегараланган фигуранинг юзини ^исобланг.

2 2_ _2 
3 3 3

17. х  +  У = а  астроиданинг юзини з^исобланг.
18. х  =  2соз/,  у =  2з т /  дойра чорагининг юзини 

^исобланг.
19 л 3 -}-у3 =  За ху  Д екарт япрогининг юзини ^и- 

собланг.
20. х  =  а  с о з / ,  у =  6з ш /  эллипснинг юзини топинг.
21. р =  а<р А рхимед спиралининг бир урами ва кутб 

уци билан чегараланган фигуранинг юзини ^исобланг.
22. у =  зт д :  ва у =  со зх  эгри чизиклар ва абсцисса 

УКИ билан чегараланган фигуранинг юзини ^исобланг.
23. р =  2'г(2+ с о 89) Паскаль чиганоги билан чегара- 

ланган фигуранинг юзини хисобланг.
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24. р — й( 1 +  соз<р) кардиоида билан чегаррланган 
фигуранинг юзини дисобланг.

25. о2 =  а 2соз2ср Бернулли лемнискатасигинг юзини  
хисобланг.

28. у = е х, у — е~х эгри чизиклар ва х = \  тугри 
чизик билан чегараланган фигуранинг юзини ^исобланг.

27. р~-еа* логарифмнк спираль ва г х ва г2 кутб радиус- 
лари билан чегараланган фигуранинг юзини ^исобланг.

28. х 2 +  у 2 +  б х — 2у +  8 =  О айлана ва у =  х 2 4 - 
4- 6 х  4 - 10 парабола билан чегараланган ^ар бир ф игу­
ранинг юзкни хисобланг.

2-§. Ёй узунлигини ^исоблаш

1. Декарт тугри б у р . а о и  координаталарида ей узунлиги. 
А>ар у = / ( х )  [а; ,6] да синлиц эгри чизик (яъни / ' ( х )  узлуксиз бул­
ган) булса, у лолда унинг ёйи узунлшини

формула оркали дисобланади. Бунда а ва Ь ёй учларииинг абс- 
циссаларидир (а <  Ъ).

2. Параметрик куринишда берилган эгри чизик ёйининг узун­
лиги. Агар эгри чизик х  =  х(С), у — у{(), ^ <  12 куринишда 
берилган булиб, х'(1), у'(1) узлуксиз функциялар булса, у х,олда 
эгри чизик ёйининг узунлиги

формула оркали дисобланади. Бунда ва С2 лар г' параметрнинг 
ёй учларига мос кийматларидир <  (2).

3. Кутб координаталар системасида берилган силлик эгри 
чизик Р =  р(б), а <  б <  [> ёйининг узуншги

оркали дисобгаиади. Бунда а ва р—кутб б у р ч а т  6 нинг ёй уч- 
ларидаги в^йматлари (а <  ,3).

29. у 2 =  х 3 параболапинг О (0; 0) дан Л ( 1; 1) нук-  
тагача булган ёйи узунлигини топинг.

30. у 2 =  4х  параболанинг х =  0 дан х  =  1 гача бу л ­
ган ёйи узунлигини топинг.

3 ! .  л 2 4- у 2 =  /?2 айлана узунлигини гопинг.

ь
ь =  \ [ / \ + у г*ах

а

1 =  { г 'р Н ?'2 й0
а



32. у =  — +  1 параболанинг Ох  уки билан кесилган

ёйининг узунлигини топинг.
_2 _2 2 
3 3 3

33. х  +  у =  а  астроиданинг узунлигини ^исоб- 
ланг.

34. 9у2 =  4 х 3 эгри чизикнинг 0 (0; 0) дан В { У  3\
2 У'3 ) гача булган ёйи узунлигини топинг.

35. у =■ 1пх эгри чизикнинг (УЗ;  1п V 3 ) нуктадян 
[ У 8 , !п У 8  ) нуктагача булган ёйи узунлигини топинг.

36. у =  сН* занжир чизикнинг л = 0  дан х =  1 гача 
булган ёйи узунлигини топинг.

37. у = 1 п з т л  эгри чизикнинг х = — дан х — — гача
3 2

булган ей узунлигини топинг.
38. у= -е х эгри чизикнинг х =  0 дан х = 1  гача б у л ­

ган ёйи узунлигини топинг.
ог. ( х -  а((  — з т й ,  , .  . п
39. < циклоиданинг # = 0  дан г=2тс  

I у =  а(1 — с о >'0
гача булган ёйи узунлигини ^исобланг.

=  С1 СОЗ3 Ь
’ астроиданинг узунлигини топинг.

у  =  а  з т г1
Г х =  асо^(,  г— гг . .41. эллипс узунлигини у — у а*—Ьг X
\ У =  Ь 81П/

X  з 1п синусоиданинг бир тулкин узунлигига тенг-

Л И ГН Н И  нсбот К И Л И Н Г .

— гсоз^
’ айлана узунлигини дисобланг.

у  =  Г 81П̂
43. р ~  яср Архимед спирали бир урамининг узун ­

лигини топинг.
44. р =  а ет<1> логарифмик спиралнинг (р0; <р0) дан 

(рх; <р4) гача ёйи узунлигини топинг.
45. р =  а ( \ 4 - с о з ф ) ,  а > 0, 0 ч-<р <  2и кардиоида  

узунлигини ^исоблянг.
3 4

46. р?= 1  гиперболик спиралнинг ср =  — дан —

гача булган ёйи узунлигини ^исобланг.
47. 0 = | / р  ( 0 <  р <  5) нинг узунлигини ^исобланг.
48. р =  /? айлана узунлигини ^исобланг.
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3-§. ^ аж м л ар н и  ^исоблаш

1. Маълум кундаланг кесимлари буйича жисм ^ажмини *исоб-
лаш.

Агар жисмнинг Ох  укига перпендикуляр текисликлар билан 
кесишмасида х,осил булган кесим юзи 3(х)  берилган булса, у *олда 
бу жисм ^ажми

V  =  |  5(х) ах
а

оркали з^исобланади, бунда а ва Ь лар х  нинг узгариш чегаралари 
булиб, 5(л:) функция [а\ Ъ] да аникланган ва узлуксиз деб цара- 
лади.

2. Турри бурчакли координаталар системасида айланма жисм 
хажми

а) Ох  ;уки атрофида а <  х  <  Ь, 0 <  у <  } ( х ) текис фигура­
ми айлантириш натижасида досил буладиган жисм дажми

ь
V  -= / 2(х) ах

а
оркали *исобланади.

б) Оу  уки атрофида с <  у  <  а, 0 <  *  <  ?(у) текис фигурани 
айлантириш натижасида досил буладиган жисм *ажми

а
V =  % § чЧу)ау

с
оркали вдсобланади.

в) Оу Уди атрофида а <  х  <  Ь, 0 <  у <  у(х)  ни айлантириш 
натижасида досил буладиган жисм дажми

ь
У—2к [ху(х)йк

а
оркали хисобланади,

3. Параметрик усулда берилган х  =  х((), у  =  у(^), а <   ̂<  0 
эгри чизикни Ох  уки атрофида айлантириш натижасида х,осил 
буладиган жисм дажми

Р
7 =  71 |  [у(()]*х'(()а{

а
оркали хисобланади.

4. Кутб координаталар системасида берилган р =  р(0) эгри 
чизик р =  <*, р =  ? радиус-векторлар Оилан чегараланган текис 
фи1урани кутб уки атрофида айлантириш натижасида лосил була­
диган жисм хджми

Р .
V =  я ^ р3 з1п3 0й6

а
оркали хисобланади.

2п 2
0 < а < 6 < р < я  булганда V  •* — ] р3(0) з1п0 а 6 булади.

® а
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49. у ’* =  4х  параболанинг 0 (0 ; 0) ва Л(4; 4) нукта-  
лари орасидаги ёйини О х  уки атрофида айлантириш  
натижасида ^осил буладиган айланма парэболоиднинг  
^ажмини ^исобланг.

50. у2 =  4а х  парабола ва х  =  а  турри чизикдан х,о- 
сил булган фигурани у =  — 2а  турри чизик атрофида  
айлантиришдан ^осил буладиган жисмнинг з^ажмини 
топинг.

51. у =  х 2, — 4 параболанинг Ох  уки билан кесишган- 
да х,осил булган ёйини Ох  уки атрофида айлантириш­
дан ^осил буладиган жисмнинг ^ажмини топинг.

52. у =  л 3, у =  0, л =  2 чизиклар билан чегаралан­
ган фигурани Ох  уки атрофида айлантиришдан *осил 
булган жисмнинг ^ажмини топинг.

53. Я радиусли шарнинг ^ажмини ^исобланг.
54. у =  .х3, у =  0, х  =  2 чизиклар билан чегаралан­

ган фигурани Оу  уки атрофида айлантиришдан ^осил 
булган жисмнинг з^ажмини топинг.

55. у — л турри чизикни [0; к] да Ох  уки атро­

фида айлантиришдан ^осил буладиган конуснинг >?аж- 
мини ^исобланг.

56. х у  =  4, х = 1 ,  х  =  4, у = 1  чизиклар билан 
чегараланган фигурани Ох уци атрофида айлантириш­
дан ^осил буладиган жисмнинг ^ажмини ^исобланг.

57. у = —— -  х г  1 турри чизикни (г2 >  г х) [О; к\

да Ох  уки атрофида айлантиришдан х;осил буладиган  
кесик конуснинг ^ажмини ^исобланг.

58. х 2 — у 2 =  4, у =  — 2, у =  2 чизиклар билан че­
гараланган фигурани Ох  уки атрофида айлантиришдан 
^осил буладиган жисмнинг дажмини ^исобланг.

59. Шар сегментининг ,%ажмини топинг.
60. у =  51пх (0 <  х  <  и) синусоидани Ох  уки атро­

фида айлантиришдан ?^осил буладиган жисмнинг ^аж- 
мини топинг.

X261. — +  — =  1 эллипсни Ох  уки атрофида айланти- 
аг Ь3

ришдан ^осил буладиган айланма эллипсоиднинг ^аж- 
мини дисобланг.

62. — +  — +  — =  1 эллипсоиднинг хажмини топинг. 
а? № с2

63. — +  — =  1 гиперболани (0 <  у  <  Ь) Оу  уки атро-д2 1)2
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фида айлатириш дан  зосил буладиган жисмнинг р ж -
мнни топинг.

64. у х'“ ва у 4 =  х  парабола лар била» чегаралан­
ган фигурани Ох  уки атрофида айлантириш иатижасида 
зосил буладиган жисмнинг ^ажмини топинг.

[ х  =  а(1 — з Ы  >, ^6о { циклоиданинг бир аркасининг
1 у =  а(  1 — с о ^ )

О х  уки атрофида айлантиришдан зосил буладиган  
жисмнинг дажмини з<исобланг.

„„ ( х =  а%\пЧ, „  .
б4>. { астроидани Ох  уки атрофида аи-

I у =  асо^Ч
лаптиршьдан з^осил буладиган жисмнинг зажмини то- 
пннг.

1 1 1
3 3 3

67. А' 4 - у — а  астроид,'зни Ох  уки атрофида ай­
лантиришдан досил буладиган жисмнинг хажмини то­
пни г.

68. р =  с,у Архимед спиралипипг ярим аЛланасини 
( а >  0, 0 «• 9 <■'-) кутб \ ци атрофида апллнгнрпшдан 
Зосил буладиган жисмнинг з^ажмини топинг.

69. у2 =  2р х  параболанинг 10; ^  | даги ёйпни О)'ва

О х  укларн атрофида айлантиришдан з^осил буладиган  
жисм з^ажмини топинг.

70. р==е'р( 0 <  <Р -С тс) логарифмик спиралнинг цутб 
УКИ билан чегараланган ёйи ташкнл килган фигурани 
кутб уки атрофида айлантиришдан з^осил булган жисм 
зажмини топинг.

; Л' г ,
71. у  ^  еа -г е занжир чизнги ва х  — — а,

Х  — а тугри чизиклар билан чеораланган фигурани О х  
уки атрофида айлантиришдан >;осил булган жисм з а ж ­
ми ни топинг,

72. Шар секторининг зажмини топинг.
73. х 2 +  (у — Ь)% =  г2, (Ь >  г) доирани Ох  уки атро­

фида айлантиришдан зсосил булган тор зажмини з и̂- 
собланг.

74. Шар цатлами (камари нинг з^ажмини топинг.
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4-§. Айланма ж исм сиртининг юзи

1. Турри бурчакли коордннаталар системасида у = / ( х )  силлиц 
эгри чизиц «ищи (а <  х  <  Ь) Ох  ук» атрофида айлантириш нати- 
жасида ^осил буладиган жисм сиртининг юзи

Ь ____
5 =  2я ] у ^  1+  у'Ых  

а
оркали ^исобланади.

(х ,*=х{ ̂ )>
2. Параметрик куринишда берилган эгри чизик; учун |

_____
(^1 <  I <  (2) сирт юзи 5  =  2т. |  у ( / ) | /  х ' 2+ у ' а сИ орцали ^исобла-

1,
нади.

3. Кутб коордннаталар системасида силлиг; эгри чизи^ р=,с*(0) 
(а <  0 <  р) берилган булса, уни цутб у^и атрофида айлантириш- 
дан досил булган жисм сиртининг юзи

Р _____
5=2тс |  р з т  0 ( /р2 + Р1* ап

а

формула ор^али дисобланади.

75. у  =  з т х  синусоиданинг х  =  О дан г  =  — гача

булган ёйини О х  уни атрофида айлантиришлан ^осил 
булган сирт юзини топинг.

78. у =  1§х ' 0 < х  <  ни Ох  уки атрофида аплан- 

тиришдан >;осил булган сирт юзини топинг.
77. у =  2сЬ нинг х  =  0 дан х  =  2 гача булган

ёйини Ох  уки атрофида айлангнришдан ^осил булган 
сирт юзини ?(исобланг.

78. у 2 =  2х , ( 0 < х - < 2 )  параболани Ох  уки атро­
фида айлантиришдан ^осил булган сирт юзини зисоб-  
ланг.

79. у =  л 3 параболанинг х  =  0 дан х  =  1 гача б у л ­
ган ёйини Ох  уки атрофида айлантиришдан ^осил бул­
ган сирт юзини з^исобланг.

80. х 2 +  У2 — 2гх  — 0 доирани Ох  уки атрофида 
(0 <  х  <  к < 2г)  айлантиришдан з^осил булган шар кис- 
мининг юзини топинг.

81. Н радиусли шар ( х 2 +  У2 +  г ‘л =  ?̂21 сиртининг 
юзини дисобланг.

82. р - = а (1 +  соз0 ) кардиоидани кутб уки атрофида 
айлантиришдан ?;осил булган сирт юзини ^исобланг.



83. *̂  +  ^  =  1 эллипсни Ох  уци атрофида айланти­

ришдан ^осил булган сирт юзини дисобланг.
84. р2==а2соз2ср лемнискатани кутб у^и атрофида  

айлантиришдан досил булган сирт юзини дисобланг.

85. \ х  ~  8'п^ ’ (0 <   ̂<  2и) циклоиданинг бир 
1 у  =  а( \  — со$0

аркасини О х  уки атрофида айлантиришдан досил б о л ­
тан сирт юзини дисобланг.

86. Радиуси г, баландлиги к булган конуснинг сирт 
юзини дисобланг.

{ X  '— СС С.О$8/
’ астроидани Ох  уки атрофида ай-

у  = а  51п3/
лантиришдан досил булган сирт юзини дисобланг.

88. р = / ?  айланани кутб уки атрофида айлантириш­
дан досил булган сферик сирт юзини дисобланг.

оп [ х  =  Г СОЗ^, „ . 489. { аиланани уз диаметри атрофида ай- 
I у =  г  з т  (

лантиришдан досил булган г  радиусли сферик сирт 
юзини дисобланг.

90. Сферик камар сиртининг юзини дисобланг.
91. х 2 + (у — Ь)2 =  а 2 (Ь а) айланани О х  уки атро­

фида айлантиришдан досил булган тор сиртининг ю зи­
ни дисобланг.

92. Сферик сегментнинг юзини дисобланг.

5-§. Ясен эгри чизиц ва фигураларнинг
огирлик маркази.
Гюльден теоре«алари

1. А!ар масса у = / ( х )  эгри чткк, ёйи буйича текис тацеим- 
ланган (зичлик р =  1) булса, у долда у =  / ( х )  >  О, (а <  х  <  Ь) 
вгри чизицнинг Ох  ва Оу уцларга нисбатан статик моментлари 
мос долда

В Ь
М х =  |  у <11, М у =  ) хй1

а я

булади, бунда Л1 =  V й х 2~+~ау2.
Ш у ёй огирлик марказининг координаталари эса



2. у =  / ( х )  силлик эгри чизик, х  ■= а, х  =  Ь т^гри чизицлар 
ва Оу Уки билан чегараланган эгри чизикли трапециянинг Ох  ва 
Оу Укларига нисбатан статик моментлари мос долда

ь ь
Мх =  -^ЦуЧх,  М у = |  хуах

а а
булади. Ш у фигура огирлик марказининг координаталари эса

о о

* = Т , Н 5 “ 7 \ ху*х>
а а

Ь Ь

уЧХ
а а

булади, бунда 5 —жисм сиртининг юзи.
3- У =  Д х )  (а <  х  <  Ь) силлик эгри чизик ёйини Ох  уки атро­

фида айлантиришдан досил булган сирт юзи шу ёй узунлиги билан 
унинг огирлик маркази чизган айлана узунлигининг купайтмасига 
тенг (Гюльденнинг 1-теоремаси):

ь _____
2ку 'Ь=2к  |  у / 1 +  у '2 ах.

а

4- у  =  /(■*) эгри чизик, х  =  а, х  =  Ь турри чизицлар ва Ох  
уки билан чегараланган текис фигурами Ох  уки атрофида айлан­
тиришдан досил булган фигуранинг дажми берилган фигура юзи 
билан унинг огирлик маркази чизган айлана узунлигининг купайт- 
масига тенг (Гюльденнинг 2-теоремаси):

»
2яу  • 5  =  л  |  / \ х ) а х .

а

93. у =  соз .*  косинусоиданинг  

га нисбатан статик моментини топинг. 
94. у  =  созл:^— х  косинусоида ва Ох  уци 

билан чегараланган фигуранинг огирлик марказини то­
пинг. 

95. х 2 -)- у 2 =  г2 (у  >  0) ярим айлананинг огирлик 
маркази координаталарини топинг.

96. — +  — — 1 эллипснинг О х  уци устидаги ёйи-  

нинг О х  уэда нисбатан С1атик моментини аницланг. 
97. х 2+  у 2 <. г* (у  > 0 )  ярим доиранинг огирлик мар­

казини аникланг.



98. — |- — =  1 эллипс юзининг биринчи квадрант-  
аг Ь2

даги булагининг огирлик марказини топинг.2̂ у 2
99. — — — 1 эллипс ёйининг биринчи квадрант-

даги булагининг огирлик марказини топинг.
2_ _2

100. х 3 +  у 3 =  а 3 астроида ёйининг биринчи квад-  
рангдаги кисмининг огирлик марказини топинг.

г м  ( х  =  а•' I — 5Ш/), . „101. циклоида бир аркаси ва О х  
I у  — а( 1 — с о з / )

уци билан чегараланган фигуранинг огирлик маркази­
ни топинг.

102. Гюльден теоремасидан фойдаланиб, х 2 -{- 
+  (у — о)2 =  а 2 (а  <  й) доирани О х  уки атрофида ай­
лантиришдан зосил булган тор хажмини топинг.

103. р =  о ( ] + с о з 9 ) кардиоида ёйининг огирлик 
марказини топинг.

10! .  Гюльден теоремасидан фойдаланиб, г радиусли  
ярим айлананинг огирлик марказини аницланг.

105. Гюльден теоремасидан фойдаланиб, шарнинг 
сирт юзини зисобланг.

103. Гюльден теоремасидан фойдаланиб, доиравий 
конуснинг зажми ва ён сиртини топинг.

6-§. Чегараланмаган кесм ада  аницланган  
функциянинг х о см а с  интеграли

1. / ( х )  фун ;ция х  нинг барча х >  а ккй-мат-'арида аницлашан 
ва [а-, л] да инге:ратмануи :и булса, у лолда

п
Н т  ^/(х)йх  лимит / ( х ) Фун/циянинг а дан +  сю гача олишан

П - .+ 0 0  а
+_»

хосмас интеграли дейилади ва |  ?{х)<1х орцали бел;и.г.анади.
а

Ш у ш а ухшаш
ь ь

П т  I ( ( х ) й х  =  Г / ( х )й х ,
- 0 0

С Р 4"®
П т  Г / ( х ) Л х +  11т  [](х)с1х=* Г / ( х)с!х.

Агар курсатилгап лимитлар мавжуд ва чекли булса, хосмас ии- 
те) рал.кар якинлашувчи, акс .\о;/да узоклашувчи дейилади.

2. Солишгириш ало.иаш
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/(дг) ва ^-(х) функциялар х  >  а да аник--анга.ч ва [а; я] л,а -а е-
+  СО

гралламувчи. А гар  Чх  >  а  учуй О <  / ( х )  <  #-(х) бутса ,  ]  ^{х)с1х
а

+ оа
нинг якинлаш иш идан  /(л:)^.г  нинг дам я^инлашиши келиб и а~

а
+  00 + .4 0  +  СО

ди ва |  / (* )<!* :<  ^  $ (х )й х % ^  / ( х ) 3 х  нинг узоклашиьчидан 
а а а+ С0

]" ё { * ) ‘1х пинг дам узоклаш увчи булиши келиб чицади. 
а

3. Абсолют якинлаш иш  аломати
+ С0

$(х)  функция У х > а  учун аницланган. Агар  |  \ / ( х ) 1  йх  я^ин-
а+ 00

лаш увчи булса, |  /(х)с1х  дам якинлаш увчи булади ва у  абсолют 
а

+  СО + С 0

якинлаш увчи дейилади.  А гар  ]’ / ( х)йх  якинлаш увчи,  |  | / ( х ) |  йх
а а

+  СО

узоклаш увчи  булса,  у  долда ]" / ( х ) й х  шартли якинлашувчи дейи-
а

лади.

Хосмас интегралларни дисобланг:
+  со +  со

Г I г»о Г хйх
107. „ ^  1 +  х 22 1

+  со

109, ^$\пхс1х.  НО. — .
О 1

+  00 +  03

111.  Г — — . 11г. Г - ^ г .
.) 1 +  .Г5 .) I- Л
а 1

+  00 +  оо
йх  * < . Г я113. 114. з •

1 1 Х ‘
Куйидаги интегралларнинг яцинлашишини текши­

ринг.

115. +[ 116. \ е ~ рхйх.
{ х X



Солиштириш аломатидан фойдаланиб, яцинлашишни 
текширинг.

117. Г — . 118. +\  е - х'йх.
\

Хосмас интегралларни текширинг.

Ш . +| ^ Л с .  120. У
хйк

121

(1 +  х)»1 О
+  оо +оо

йх. Г 122. С -
Л X2 ^ 1 +  X*
1 О

7-§ . Чегараланмаган функцияларнинг х о см а с  
интеграллари

1. / ( х ) функция [я; Ь\ да аникланган ва [а; Ь — е](а >  0) да 
интегралланувчи, лекин ]Ь — е, Ь [ да чегараланмаган булса, у 
долда

ь ь—е
|  / ( х)йх =  IIш |  $(х)йх
а а

д еб  олинади. Агар бу лимит м авж уд ва чекли булса, хосмас 
интеграл якинлашувчи, акс долда узоклашувчи дейилади. Шунга 
ухшаш

ь ь
Г/ ( х)Лх =  П т  Г / (х)Лх  
а »-*о+ Д .

ва
Ь с—е Ь
Г/ (х)  йх == Пт Г /(х)йх  +  П т Г / ( х)йх
а  е_>0+ ’а  8_*°+

таърифланади, охиргида с ну^та атрофида !(х) функция чегара­
ланмаган.

2. Агар [а; Ь] да / ( х ) >  0, а <  1 ва П т  /(х)(1> — х ) а< оо бул-
х~ь - о

ь
са, Г /(х)с1х якинлашувчи, /(л:) >  0, а >  1 ва П т ?(х) (Ь— х )* > О

а л-»&—О
6

булса, |  /(х)Лх  узоклашувчи булади.
а

3. Агар / ( х )  ва ?(х) функциялар [а; с] нинг с нуктасида узи-
С

лишга эга ва у{х) >  Д х )  >  0 б^лса, у долда |  <${х)йх нинг яцинла-
а
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шувчи булиш идан| /(х)а'лг нинг дам якинлашувчи экани ке,гиб
а

чицади.

Чегараланмаган функциялар хосмас интегралларини 
текширинг.

VII бобга дойр аралаш м а са л а л а р

133. у  =.1п(х +  У ~ I х ) , х = 3 ,  х  =  8, у —0 чизик­
лар билан чегараланган фигуранинг юзини дисобланг.

134. р =  а $\пкъ(к — 3, к =  4) тенглама билан аник- 
ланган „атиргул“ эгри чизигининг бир япрогининг юзи­
ни топинг.

135. х 2 у 2 =  а х  цилиндрнинг х 2~\-у2-\- г 2 =  а 2 сф е­
ра ичидаги сирт юзини топинг.

136. х 2 +  у2 =  а 2, х 2- \ - г 2 =  а 2 цилиндрларнинг ке- 
еишмасида х;осил булган жисмнинг ^ажмини топинг.

137. Баландлиги к, асоси эса ярим учлари а  ва Ь 
б^лгаи эллипсдан иборат, эллиптик турри конуснинг 
^ажмини топинг.

138. Я радиусли шарнинг ^ажмини топинг (айлан­
ма жисм д еб  царалмасин).

139. Асоси ва баландлиги мос ^олда сферик сег-  
ментнинг асос ва баландлигига тенг булган цилиндр-

о о

-1
к/2

о

о
о

—1
е

О



нинг ён сирти сферик сегментнинг сирт юзига тенгли- 
гинн исбот килинг.

140 у =  2х — х 2 парабола, у =  2х эгри чизик; ва 
х  =  0, х  =  2 тугри чизиклар билан чегараланган фи­
гуранинг юзики топинг.

141. р =  а ( 1 + с о з 0 )  кардиоидани кутб уки агрофи- 
да айлантиришдан досил булган жисмнинг ^ажмини  
^исобланг.

1 л п  л  \ З х 2 — 1 , ч З * 2 4 - 1142. Д х )  =  -------- — , §(х )  =  — — — эгри чизиклар,
х 3—х + 2  х 3^ х + 2

х  — 2 в а  х  =  3 тугри чизиклар билан чегараланган
фигуранинг юзини зисобланг.

143. Л (0; 4), 5 (1 ;  9), С(3; 7) нукталар оркали 
у  — а х 2 4- Ьх 4- с парабола утган. А  нуктадан утган 
тугри чизиц тенгламаси топилиши керак, бу тугр чи­
зик ва парабола ташкил килган фигуранинг юзи 9 га 
тенг.

144. у =  я"(0 х  <; 1) функция графигининг белги- 
ли нуктаси оркали абсцисса укига параллел утказил- 
ган.

Кандай нукта учун у =  х п нинг графигига утказил- 
ган тугри чизик ва х  =  0, х =  \ тугри чизиклар з^осил 
килган иккита эгри чизикли учбурчаклар юзларининг 
йигиндиси энг кичик булади?

145. Дифференциалланувчи ва катъий усувчи у — 
= / ( х )  функция графигининг I \а\ Ь\ нуктаси оркали 
Ох  укига параллел тугри чизик утказилган. У = А Х) 
нинг графиги, утказилган тугри чизик, х = а ,  х  =  Ь 
тугри чизиклар ^осил киладиган иккита эгри чизикли 
учбурчаклар юзларининг йигиндиси I нингкандай кий- 
матида энг кичик булади?

VIII Б О Б .  СОНЛИ КАТОРЛАР

1-§. Асосий тушунчалар

Агар и.ъ и2, «з, . . . , ип, ... — сонлар кетма-кетлиги булса,
у долда

а14-и2 +  « з +  ... +  ип +  ... (1)
сонли катор дейилади. и2) ... , ип, . . .— катор дадлари, ип — 
цаторнинг умумий дади дейилади. Куп долларда (1) кискача
СО

^  ип оркали белгиланади.

ВО



1. Каторнинг биринчи п та дади йигиндиси униш хусусий 
йигиндиси дейилади:

^п ~ и\ +  а2 +  +  ип- 
Агар П т  8 п =  5  чекли булса, (1) катор якинлашувчи катор дейи-

/I со
лади ва <5 (1) каторнинг йигиндиси дейилади. А. ар Нш 5„ чексиз

П - со
б у л с а  ёки мавж уд булмаса, у долда (1) кагор  узоклаш увчи  катор  
дейилади.

2. + ап+2~*“ • * *“Ь ••* (2)

к^ринишдаги цатор (1) нинг га-даддан кейинги колдиги дейилади
со

ва к;искача г п =  2  и/, оркали белгиланади. 
й = я + 1

Бунда:
а; Агар (1) катор якинлашувчи булса, у х,олда (2) катор хам 

якинлашувчи булади ва аксинча;
б) Агар (1) катор якинлашувчи булса, у *олда аи1 +  аи3 * 

■+ ... оип 4 - . . .  катор лам якинлашувчи булади ва йигиндиси аъ 
га тенг булади;

в) Агар 5 = и , + и 2+  ••• + и п+  ... ва а = г /1 +  г'2 +  ... + г ^ п ^.. .  
каторлар якинлашувчи булса, у колда («1 4- 4-(и3 +  с а)-Ь 4- 
+  (ап +  ъп)-\- ... катор якинлашувчи булади ва йигиндиси 5'+■ а 
га тенг булади;

г) Агар (1) катор якинлашувчи булса, у ^олда П т  ап =  О
П —► ОО

булади (катор якишашишининг зарурий шарти).
Агар П т  к „=̂ =0 булса, у ,\олда цатор узоклашувчи булади.

й - *  СО

Каторнинг умумий х,ади а п берилган. Унинг бирин­
чи учта з^адини ёзинг.

3" п л1. а „ =  -■ 2 . а  =л! л ; “(/! +  О

3. 4.
(2п)\\ “ 4я2 +  1

Ь.аторнинг биринчи бир неча ^адига кура унинг 
умумий ^адини ёзинг.

1 . 1 , 1 , 1 .



Каторларнинг йигиндиларини топинг.

9 1 + ? + ? + ̂  + ̂ Г + -  
10- +  +  

п - т ^  + т г ^ + т п +  •••

12 ' Г 1  +  1 1 ^  +  Т Г 7 +  -

13- т Ь  +  4 ^  +  9715 ^

14. г ~ ,  +  ^ -  + .  ‘ ’1-2-3 2 - 3 - 4  3 - 4 - 5

Катор якинлашишининг зарурий шартидан фойдала-  
ниб, куйидаги цаторларнинг узо^лашишини курсатинг.

15. 0,6 +  0,51 +  0,501 +  0,5001 +  ...

16. 1  +  2  +  2  +  . 1  +  ...
2 5 8 11

17. У ^ _ ± _ 2 .  18. У с о в — .
^ 2 п  +  4 —* 2 п
л=1 п=|

19. 2 ( 1 + ^ .  2 0 . 2 — !— . 
( 1 - - )

2- §. М усбат ^адли цаторлар

°1 +  а2 +• • - +  ап +  • • • 0 )> +  2̂ + ••• +  Ьп + . . .  (2)
мусбат х,адли каторлар берилган булсин, яъни ап >  0, Ьп >  О
V л  ^  N.

1) С о л и ш т и р и ш  а л о м а т и .  Агар ^̂ ■п(: N  учун а „ < 1  
Уринли булиб, (2) катор якинлашувчи булса, ( 1) катор даде якин 
лашувчи булади ва ( 1) катор узоклашувчи булганда (2) катор цзь- 
узоклашувчи булади.

Бу аломат я  нинг бирор п0^  кийматидан бошлаб барчз 
п >  п0 учун яп<,Ьп булганда х,ам уринлидир.

2) 2 - с о л и ш т и р и ш  а л о м а т и .  Агар чекли П т  — = К ~  0
г-юо Ьп

мавжуд булса, у ^олда (1) ва (2) каторлар бир вактда ё якин­
лашувчи, ё узоклашувчи булади.
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3) К о ш и  а л о м а т и .  Агар (1) учун 11т =  I мавжуд
Л-»ео

б^либ, I <  1 булса, у  холла (1) катор якинлашувчи, 1 да эса 
узоклашувчи булади.

4 ) Д а л а м б е р  а л о м а т и .  Агар (1) учун Н т  . — I
Л-+- со

мавжуд булиб,  ̂<  1 булса, катор якинлашувчи, I >  1 да узокла­
шувчи булади.

5) К о ш и  и н т е г р а л  а л о м а т и .  Агар /(.*) функция [1; + ° ° ]
ОО

да узлуксиз, камаювчи, мусбат булса, у холда 2  / ( л) катор ва
га—1

 ̂ ? (х )йх  хосмас интеграл бир вактда ё якинлашувчи, ё узокла-
1

шувчи булади.

6) Р а а б е  а л о м а т и .  Агар (1) катор учун Н т л  - — — II  —
Л-.» \ “л+1 '

— / булиб, I >  1 булса, катор якинлашувчи, /  <  1 да узоклашувчи 
булади.

7) Г а у с с  а л о м а т и .  Агар (1) катор учун Л У .  =
1

=  я 'д+_й|ГС------- +  . • • +  Ьщ булиб, сг — >  1 булса, катор
/Iя*+  с^пт *+  ... -4-ст  

якинлашувчи, с1 — Ьх <  1 булганда узоклашувчи булади.

Солиштириш аломатидан фойдаланиб, каторларнинг  
якинлашиши ёки узоцлашишини курсатинг.

21. т  +  Т + 4  +  • ’ 1 '3 5 9 1 2я +  I

22. — +  р — +  .—7 +  — +  - +  ••• 
1п 2 1п З  1п4 1п(я +  1)

23. 1 + ~  +  ••• +  ^  ^

24. - Л -  +  —  +  ~  +  ... +  - 2? ± -1 +  
1 . 4  4 - 9  9 - 1 6  п \ п  +  I )2
. о , 81па2а , , 51п2ла .

25. 31 п а +  —— +  -  Н------ —  +  .»
о  П ?

26. 1+  ;гЦ  +  +  - •  +  1—гп- 1" +  • • • •2 - 5 3 • 5г п • 5П

Коши аломатидан фойдаланиб, каторларни текши-  
ринг.
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30, агс51п1 -4- агсзШ* — +  агсзш8 — + . . . +
2 3 1

+  агсз1пл — ...
п

Даламбер аломатидан фойдаланиб, каторларни тек­
ширинг.

3 ! .  1 +  — +  — + . , . + — 4- ...
2* з2 я2

49 10 102 I 103 1 . 10" .
32 ' й + й + а +  • • •  + ^ Г + ’ ~

33.  1  +  0  +  . . .  + Р +  . . .  

34 У  С2п ~ 1)!!. 1
( т \  п •

Коши интеграл аломатидан фойдаланиб, цаторларни 
текширинг.

35. ^ Ц ;  +  г т ^ + . . . +
2 1п 2 3 1 п 3 ( л + 1 ) 1 п ( п  {■ 1)

36.  1 +  — +  — +  . . . + - + . . .22 32 П2
« , ю Г

37.  У - .  38.шшк цР агагУ л
п =  1 й = '

39,  [и ? _ | _ 1 п ( , « _ 1 . Ц  +  ^  40 у
4 9 (п +  I)2 • «  я1п«]»1пи

3- §. Ихтиёрий ^адли каторлар

1. Хар кандвй икки кушни дади карама-карши ишоргли ций- 
матларга эга булган катор ишора алмашинувчи дейилади. Ишора 
алмашинувчи катор

а 1 — а 2 +  аз — ••• +  (— 1)” . . . ;  (1) (а Л >  0, п ^  /V) 
каби ифодаланади.



Л е й б н и ц  а л о м а т и. Агар (1) да Vп (  N  учун а д> а л+ | (2> 
тенгсизлик урин булиб, Пшап =  0 (3) булса, у долда ( 1) катор 
якинлашувчи булади. Агар г п =  5  — 5„ оулса, у долда \гп \ < ап+1 
булади, яъни катор йигиндиси 5  ни унинг хусусий йигиндиси З п 
билан алмаштирганда хато биринчи ташланган дад ап+г нинг мо- 
дулидан катта булмайди.

2. Ихтиёрий ишорали дадларга эга катор

Л\ +  «а +  аз +  • • •+  +  • • • (4)
берилган ва

| « 1 1 +  | а 2 1 +1 аг | . . +  ] ап | -|- . . .  (5)

молуллардан тузилган катор булсин.
А гар  (5) катор якинлашувчи булса, у долда (4) катор дам 

якинлашувчи булади ва (4) катор абсолют якинташ увчи дейилади.
Агар (4) катор якинлашувчи, (5) катор эса узоклашувчи бул­

са, у долда (4) катор шартли якинлашувчи дейилади.
3. Агар (4) катор абсолют якинлашувчи булса, унин.' дадлари 

урнини алмаштирганда яна абсолют якинлашувчи катор досил бу­
лади ва йигиндиси узгармайди.

Агар (4) катор шартли якинлашувчи булса, дар кандай В  сон 
учун катор х.адларннинг урнини тегишлича алмаштирганда, унинг 
йигиндиси худди В сон тан иборат булади. (Риман теоремаси.)

4.
а \ +  а2 +■ • • • • =  А (4 ')

ва
Ь\ +  Ъ-1 +  • • .  +  Ьп -{- . . .  — В  (6)

Каторлар учун
а\Ь\ + '\ахЬ%-\-аф\)-*г(а^Ь3 а2Ъ2 4- а3Ьх)-\- . . , -\ -(афп +  ...-3!-апЬ{)-\-.,. (7)

Катор (4) ва (6) нинг купайтмасн дейилади,
(4) ва (0) абсопот якинлашувчи булганда, (7) дам якинлашув­

чи булади ва (7) нинг йигиндиси С =  А ■ В булади.

Иш ор а алмашинувчи ^аторларниш- абсолют, шарт­
ли Я1<и1/лмш1ш1ини ёки узоклашишини текширинг.



Лейбниц аломатидан фойдаланиб булмаслигига  
ишонч ^осил циляб,  цаторларнинг якинлашишини тек­
ширинг.

“ • , - |  +  7 - 5 Ч “ 5  +  -

б2* 1“ ?  +  1 ~ |  +  1 “ ? а +  -

53. 1 _ 1  +  1 _ 1  +  1 _.,.+—I---------- - + . . .
2 * ^ 3 *  43 5* (2л — 1)* (2л)3

1

Катор йигиндисини 0,01 аник;лик билан топинг.

55. 1—1  +  1  —I  +  ...
24 1 34 44

56. — — -|------ ----- 1------------- 1- ...
2 9 28 1 65 126

ЙП ОО
И-1 ЦЛ-1

2 Ч Р 1 - 58-п=1 л-»1

1 _  1  +  1  _  1  +  шм =  1п 2 цатор ^адлари урин-

ларини алмаштиришдан хосил булган куйидаги цагор-  
лар йириндиларини аницланг.



VIII бобга дойр а р а л а ш  м асалалар

61. * -  ’ +  *
У  2—1 К 2 + 1  / 8 - 1  “  У  п—1 

+  ... ни текширинг.

62. Якинлашувчи 1 — —!= +  -------- +  ... катор *ад-
V 2 3 у  4

ларининг урнини шундай алмаштирингки, узоклаш ув­
чи катор ^осил булсин.

°° 1 °° IV*
63. У — ва V  — каторларнинг купайтмаси 1 га

лт п\ П\П—1 «=1
тенг булишини курсатинг.

оо оо

— эканлигини курсатинг.
я*=0 ЛдиО

65. 1— а7| -  +  Т7|  — 5 ^  +  -  — шартли якинлашув­

чи каторнинг квадрати якинлашувчи булади ми?

66. Агар ^ « 2  ва каторлар якинлашувчи б^л"
п=1 Л=1

со

са, у э$олда V  а пЬп абсолют якинлашувчи булишини
п=\

исботланг.
со со

67. V  — ва V  —  каторларнинг айирмаси якинла-
*** п 2 п
п — 1 п — 1

шувчими?
68. Йигиндиси якинлашувчи, айирмаси эса узокла­

шувчи булган иккита катор топинг.
69. Бмри якинлашувчи, иккинчиси узоклашувчи  

булган икки кат°рнинг йигиндиси кандай катор була­
ди? )\ар иккаласи узоклашувчи булганда-чи?

со со

70- 1~ М )  ва 1 +  1 ] ^ 1 ) Я ( 2" +  ^ + г )  уз°кла-
и^=1 п~1

шувчи каторлардир. Уларнинг купайтмаси абсолют  
якинлашувчи булишини курсатинг.



IX Б О Б .  ФУНКЦИОНАЛ ЦАТОРЛАР

1-§. Ф ункционал цаторнинг якинлашиш со^а-  
си. Текис яцинлашиш

1. ч-,{х), и,,{х), . . . , ип(х), . . . функциялар бирор Е  содада 
йницлзн ан булсин.

ч,{х)  4- и2(х)  +  . . . +  ип( х ) +  . . .  (1)
функционал катор х  =  х0^ Е  да сонли катор а ^х 0) +  и2(х0) . . +  
Н-«и(*о) +  ••• (2) ! а айлгнади.

Агар (2) якинлашувчи булса, у долда (1) функционал катор 
Хо да якинлашади ёки х0 ( 1) нинг якинлашиш нуцтаси дейилали.
( 1) каторнинг барча якинлашиш нукталаринин. туплами (I) нинг

СО

якинлашиш содаси дейилади ва 8:х)  =■ Пш Хп(х)  — ' V  ип(х) — ( 1)
п-+ СО /2=1

Каторнинг йигиндиси дейилади. Д п{х) =  8(х)  — 5 п(х) — каторнинг 
Колдиги дейилади.

2. Агар  V е >  0 3  М /  >  А7 ва V х  6 Е “ > I Кп(х ) I <  Е булса,
со

2  пп(х)  катор Е тупламда текис як*ш ^шувчи дейилади. 
л=1

Функционал каторн' н. текис якинлашиш критерийси;
Агар V е > 0  З А  п > N  па У х  ^  Е 1 ип+х(х)  +  . . . +

еО

+ в „ + и (ж) [ <  г булса, у долда ^  ««(•*) функционал катор Е да
п =  \

текис якинлашувчи булади ва аксинча.
В е й е р ш т р а с с  а л о  м а т  и.

оо

Агар берилган ^  ип(х ' фунчционат катор учун 

V х ^ Е — ъ- | ип(х)  | <  сп ни каноаглин.прадиган якинлашувчи сонли
СО СО

катор 2  сп мавжуд булса, у долда ^  ««(*) катор Е да текис
Й*=1 п—1

якинлашувчи ва х4ар бир х ^ Е  нуктада абсолют якинлашувчи 
булади.

3. Текис якинлашувчи каторларнинг асосий хоссалари:
а) дадлари узлуксиз фунчциялараан тузилган текис якинла- 

’цувчи като; нинг йигиндиси уша содада узлуксиз функция булади.
б) узлуксиз функниялардан тузилган текис якин ;ашувчи катор-

СО Ь
чи дадлаб интеграллаш мумкин, яъни ^  [ ип{х)ах —

п = 1 а



в) Агар ^  ип(х)  цаторпннг дар бир дади ^ ораликда узлук- 
/2= 1

со
сиз диф ф еренциаллгнувчи  ва ./ да  якин.гашувчи, ^  ип(х ') катор

/1—1

3 да текис якинлашувчи булса, у долда ^  ип(х) каторни дад-

оо со

лаб диф ф еренциаллаш  мумкин, яъни У  и'п (х) =   ̂ ^  ип'х ) |  •
«=1 П-= 1

Функционал каторларнинг яцинлашиш со^асини то- 
пинг.

I. 1 +  2!;с +  3 !х3 +  . .  . +  яЦс"-1 +  ...

2 - 1 +  -  +  - + . . .  +  4  +  -

3. ^  +  (Х̂У +  .. ."+  +  ...х+ з \* +  з] + 3/

4 - -----К —  +  ~  +  ~Ь
х  Зх° <>х:' (1п— \)х

5. 1 + 1  +  1 + . . .  +  -  +

6, _ ^ _  +  ^ ( - ^ ! 1 _ Г + . . .  +  - 1 ( - ± _ Г +  ...
х + 1  2 \ х  +  I ] п \ х  +  1 /

Функционал цатордарнинг текис я^инлашишини тек­
ширинг.

со со

/ .  "У а псо$п'гх  ( | а  | <  1). 8 . У
лз&А Х2-\-2ПП—\ л= 1

9. У  ( ~  ')я+< -
Х 2П +- Пп=-\

со

10 У  х п катор ]— 1; 1[ да  текис яцинлашувчилвае!П=1
эмас. Текширинг.

Вейерштрасс аломати ёрдамида текширинг.

11. з т  2 х  +  1  51п22л: +  1$1п32л:+...
22 З2

СО
С 0 5 П Х

12. У
—< 3" 
п=1

89



л „  , , С05ДГ , соз2лс , , соапх  . л
13. 1 +  —  +  - г — +  ... 4------— +  .. . каторни *адлаб

1! 2! п1

интеграллаш мумкинми?
* . , , з1п2л: . 8!пЗ* , . з 1пя.* ,14. з!п к Н------------ ----------- ^ .. . 4 ------------- . ..  каторни

28 3» «5

^адлаб диф {эеренциаллаш мумкинми? 
Уш бу функционал каторлар йигиндиси узлуксизми, 

текширинг:
°°

15.

16.
*=1

2 -§ . Даражали цаторлар

1. ай+а^(х  — х 0) +  а^(х — х 0)г +  . . . +  ап{х  — ^о)" +  • • . (1) 
куринишдаги катор даражали катор дейилади.

Х0 =  0 да аа+а^х-\га^х2 +  ... +  апх п+  ... (2)
катор х  нин даражалари буйича ёйилган катор дейилади.

(2) нинг якинлашиш радиуси деб шундай Я  сонга айтиладики, 
| х  | <  Я  да (2) катор якинлашувчи ва | .* | > / ?  да узоклашувчи 
булади. ] — Я; Л?[ эса (2) каторнинг якинлашиш интервали дейи­
лади.

(2) каторнин якинлашиш радиуси Коши—Адамар формулала- 
ри ёрдамида дисобланади:

Я  =  Иш
П-* оо

, я =
Нт %

(1) каторнинг якинлашиш интервали ]лг0 — Я\ Х0 +- /?[ булади.
2. а) ] — Я', Я [ якинлашиш интервалида жойлашган лар кан- 

дай [а; 6] да (2) катор текис якинлашувчи булади.
б) Якинлашиш интервалида (2) катор йигиндиси узлуксиз функ­

ция булади.
в) (2) каторни якинлашиш интервалида жойлашган дар канлай 

кесмада дадлаб интеграллаш  мумкин:

Г оо оо Т
1 2  апх пй х =  2  ап [  х пЛх, У [— г, г] С] — Я> Я[.

— Г П ~ 0 я = 0  — Г

г) а0 +  ахх  +  «г* 2 +  • • ■ +  апх п+  . . .  (2) ва а 1+ 2йа-с+ ... +
4- папх п *+ . . .  (2' )  
каторлар бир хил якинлашиш радиусларига эга.
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(2) каторни V I—г, г] С ]—/?; Я[ да з^адлаб дифференциаллаш 
мумкин:

Я—1

Даражали каторларнинг я^инлашиш радиусларини, 
яцинлашиш интервалларини ва якинлашиш со^аларини 
топинг.

17. 1 -  З х  +  9х* -  27 х 3 +  . . .
18. 1 4- 5х  +  2 • 2 5 х 2 +  3 • 125х3 + .  . .
19. х  +  2!х2 +  3 !х8 +  . . .

20. ( х  +  5) +  + « .
24 о4

21. 2 1°2" ( 2;<:- 3)2''-1
/1 = 1

^  п\ 2" „оо >  ------
- 4  (2 п)\П=\

23. 2 ( - 2 ) ^ 2л-
п—0

24. V  - 2 1 -  (х  +  5)2л+\
п + 1)1К ^

Каторлярнинг йигиндиларини топинг»
25. 1 +  2х  -)- Зх* -{- 4 х 8 - ( - . . .
2а. х  4- х 3 +  х* +  . . .
27. 1 • 2 +  2 • З х  4 - 3 • 4 х 2 +  . . .
28. — 2 х  +  4 х 8 — 6х 5 +  8х 7 — . . .

29. х  +  -  +  ^ 4 -  . . .
3 5

80 х  +  (х 2 — х )  +  (-к8 — х*) +  . • •

3 - § .  Т ейлор цатори

1. Агар /  (л:) функция лт0 нуцтанинг бирор и (дг0. 8) атрофида 
исталган марта дифференциалланувчи ва шу ораливда | / п(х)  | < М  
тен сизлик уринли булиб, М  сони п га боглик б^лмаса, у ^олда 
/  х )  функция узининг Тейлор цаторига ёйилади дейилади:

А х )  =  /  (.*о) +  ~  *о) +  ^ ^  (х  ~  *>)’ +

+  . . .  +  (X -  х 0Г  +  . . .  ( 1)
л!
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/ '  (О) /"(О)/<*) =  /  (0) + л:2 +

х 0 =  0 да

I! 2 !
■ в ' Ь ' Ч -  . . .  (2)

п\

( 2 )  катор  Маклорен катори деб юритилади.
2. Куйида баъзи  функцияларнинг Тейлор катори:а  ёйилма- 

ларики келтирамиз:

=  1 +  гг  ^ | г  +  ' ■ ■ +  яГ  +  ' ■ ■ ’ ~ 00; +  ° ° 1‘

з1п х  =  — * ~Ь (—1)1! 3!
л - 1

2 Я - 1

(2л — 1)!
х г х 4 

с о з х  =  1 -  — +  — - . .  .  +  ( - 1)и-1 х*п
2л! +  . .

лг С ] —  оо; +  оо[.
X X3 X5 

51цс =  — +  — +  — +  . . .  +
11 3! 5!

X? X1
с Ь х  =  I +  — +  — +  . . .

21 4!

Л п - \
■ +  . . .  ; л : 0  —  оо; о о [.

(2л — 1)!
х 2П

+  — +  . . .  ; х ^1 — оо; +  00[.

а а (а — 1)
(1 + * ) “-  1 +  - *  + -  -  - л*+  . . .  +

+
а  ( а  —  1) . . .  (а  —  п  +  1)и — - — - V*'̂

я!

1п (1+ х ) ~ *  — ^ + | ^ — . . .  + ( -  1)л—1 ~  +  . . .  ; * 0 - Ц  1[.

л:-5 Xй
а г с ^  х  «  х  — — +  — — . . . +  (— 1)

о  5

х” +  . . . ; Х 0 - 1 ;  1[.

п—1 *_ _
П

2/г—1л—1 л:
2 п — 1 

^ € 1- 1; 1].
1 х? 1 - 3  х ъ 

агсзи! х  — х  +  — • г г  + ----------+  . . . +

+

2 3 2 - 4  5 
(2л — 1)!! *2п+1

(2л)!! 2л +1 
1 2 17

12 х  =  л: +  — * 2 +  — 4- —  X'
3 15 31-5

6 2

<:83о
л:9 4- .

те те
7 ’ 2

Куйидаги функцияларни турли усуллардан (алгеб- 
раик, дадлаб интеграллаш ва дифференциаллаш) фой­
даланиб, х  нинг даражалари буйича Тейлор (Макло­
рен) цаторига ёйинг.

31. / ( х ) = е ' 32. /  [х)  = 31П X
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33. / { х ) ^ е1 ^ 1 .  34. / (х ) = а- ^ А
X X

х  — а  даражалари буйича Тейлор цаторига ёйннг.

35. /  (х )  — 1пх; а — 1.
36 / ( х)  =  е с; а  =  — 4.
37. / ( х )  — х 4 +  2 х 3 +  5л:2 +  2х  +  4; а  =  — 3.

38. / ( * )  =  - ;  а  =  — 2.
х

х  нинг даражалари буйича ёйилганда каторнинг 
биринчи тур! ^адини топинг.

3 ) .  /  (л:) =  зес х . 40. / ( X)  =  еС0Ч
41. / ( х )  =  11т х .  42. / ( х )  =  1псо>х.
Каторларнинг купайтириш цоидасидан фойдаланиб, 

х  нинг даражалари буйича ёйилмаларни топинг.
43. / ( х )  = е х5\ пх.  4 4 . / ( х )  =  со з2х .

, о г  ,  \  аГС51'П2Х45. /  (х )  =  агс{§?х .  46. / (х)  = ------------ .

Куйидаги функцияларни Маклорен цаторига ёйиб  
буладими?

47. / ( х )  =  — . 48. / ( х )  =  1пх.
'  х + 1

49. /  (х )  =  | х  |. 50. /  (х)  =  У х .

4 - § .  Тацрибий ^ и соблаш лар

А гар  берилган / ( х ) функция каторга  ёйилган булса, бу функ- 
циянин: бирор х  ~  Хо нуктадаги такрибип кийматини топиш учун:

П
1) цаторнииг биринчи п та дади йигиндиси 5'я ^ ^ а д Х ^  топила-

к=1
ди; 2) катор йигиндисининг аник киймати 5 билан 5 п орасидаги
5 — 5 п фарк, яъни  Я п колдик бадоланади.

Тарфнбий ^исоблашларни бажаринг:

51. 8Ш 18° ни 0,001 аникликкача.

52. с о з1 °  ни 0,0001 аницликкача.
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3 ——
53. у  30 ни 0,001 аникликкача.

54. >^1,1 ни 0,0001 ани^ликкача.
55. У е  ни 0,0001 ани^ликкача.
56. 1п2 ни 0,0001 аникликкача.

2  
57. у  1,06 ни 0,0001 аникликкача.

тс 1 158. -1 =  агс!д — +  агс1§ — дан я ни 0,001 аникликка-

ча ^исобланг.
Куйидаги интегралларни 0,001 ани^ликкача тацри- 

бий ^исобланг:

59. 60. |  —  й х .
о о

61. 62.
О О

Лимитларни ^исобланг:

• 63. Цш ?е- — 2 — 2х — ^ . 64 И т ! 1 ° ^ " 1 М * .
*-.-о х  — 5 1 т :  *_*о л

I X  бобга дойр аралаш масалал ар

°° ХП
65. у =  >  — — катор ху"  4- у' — у  =  0 тенгламани

•А» (л )*
л=0 '  ’

цаноатлантиришини текширинг. 

аа х1П IV66. У = У  тгтг катор у  ш=у тенгламани цаноат-
л~0 '  '

лантиришини текширинг.

67. у  =  ^— —  ни х  нинг даражалари буйича 

ёйинг.
68. у=-*хх ни л: — 1 нинг даражалари буйича ёйил- 

ганда биринчи 3 та яадини топинг.

69. 1 4 ~ — * 4 -  “ ( а^ 1) р( р^ 1) х 3 +  . . .  4-
1 - Т  1 - 2 - 7 (7 + 1 )  ^  ^

+  а (а +  Р  • • • (« +  я — Р Р ( Р  +  1) ■ ■ ■ (Р +  л — 1) хП ,
1 • 2 . . . п у (1 +  1) . . . (7 +  п — 1)
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гипергеометрик каторнинг якинлашиш со^асини аник- 
ланг. _____  

70. / ( х )  =  У \  — л:аагсз1пд: ни Маклорен каторига 
ёйинг.

71. ср (х)  =  функциянинг Маклорен каторига
у 1 _____

ёйилмасидан фойдаланиб, / ( х )  — 1п (х  +  У  \ +  х*) нинг 
ёйилмасини топинг. 

72. 2 з т х  — с о з х  =  0 тригонометрик тенгламани 
каноатлантнрадиган х  нинг энг кичик мусбат киймати- 
ни топинг.

X Б О Б. КОМПЛЕКС ^ А Д Л И  К А ТО РЛА Р

1 -§ . Комплекс ^адли сонли цаторлар

1. Щ, V , ............Г„, . . . (1)
комплекс сонлар кетма-кетлиги берилган.

Г ,  +  V,  +  . . . +  +  . . . =  2  ^  <2>
п= 1

куринишдаги ифода комплекс дадли датор дейилади.
5 П =  +  . . .  +  1Г П ифода (2) каторнинг хусусий йигиндиси 
дейилади.

Агар 11т 5 п =  5  булса, у х,олда (2) катор якинлашувчи ва
П-уоо

3  унинг йигиндиси дейилади.
ОО ОО

2  ~  ^ ( ип +  ^п)  комплекс х,адли каторнинг якинлашув- 
л=1 л=1

Оо 00

чи булиши учун 2  “ я. 2  каторларнинг якинлашувчи були- 
л=1 я=1

ши зарур ва етарлидир.
оо

Агар 2  I I якинлашувчи булса, у долда (2) катор абсо-
п=1

лют якинлашувчи дейилади.
2. Д а л а м б е р  а л о м а т и .

Агар 11т
П-+- оо

к п+,
г „

=  I булиб, / <  1 булса, (2) абсолют яцин-
" л

лашувчи буладн.
3. К о ш и  а л о м а т и .  Агар П т ,  \ ^ п \ =  I булиб, /< 1  бул-

П~+со
са, (2) абсолют яцинлашувчи булади.
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Каторларнинг я^инлашишини текширинг.

1 . (1 + о + ( |  +  } / )  +  ( | + ^ ) +  ...
2.>. (1 4- 0,10  +  ^ + 0 ,01^  +  ^  +  0 ,001г) +

00 1 00 , 1
з. у  4. у  +

V п + 1  ^  \ У п  7« )п—1 л—1
СС 1 „ ОО , 1

5 .  у  1?1± +  Л _ Л  6 .  У  +  г

со

\  П Я 4 -1  /  ^  \  Л 3 Л 2Я=1
1 +  Л л с  чй  / с 05 Л2 , . 31п №7. V  . 8 . V  + 1

\ 2 ) ^  I Д3 Л*я=1 .7=1
_°2 ;п _92. 1

9. у —. 10.
^  п п (3 4- 1)пп= 1 / 2  =  1 4 7

2 -§ .  Комплекс з^адли функционал цаторлар

1. Комплекс дадли даражали каторлар

со +  с1г + с2г2 +  • • • +  сп>-п 4- . . . (1)
куринишда! и катор  комплекс дадли даражали катор дейилади. 
Бунда сп — комплекс соилар, г  — комплекс ?згарувчи.

ОО

Умумий долда У] ап ( г  — г0)" ('2) кагор  каралади. (2 )  катор
п—- о

учун маркази М0 (г0) нуктада Л  радиусли дойра мавж удки,  бу 
дойра да ( | г  — ?0 | <  Я) (2) якинлаш увчи ,  дойра таш карисида  
( | г  — | >  /?) (2) у зоклаш увчи  булади, айрим долларда Я =  + о о  
булиши мумкин, бунда (2 ) нинг якинлашиш со-аси  С дан иборат 
булади Бу  дойра (2 ) нинг якинлашиш  доираси, Я — якинлашиш  
радиуси дейилади.

2. Якинлашиш радиуси  куйидагича топилади:

а„
Я =  Нш .

П~* 00 ап + \
3. М аълум  ф ункцияларнинг дараж али  катор! а -ёйилмалари;



4. Эйлер формулалари-
й1г =  соз г  +  с $!п г\  

е‘г +  ё~ 1г
(2)соз г  = -------- ---------!

8Й1 г =  -  —;

ег = е* (соз у +  I я !п у); 

е ~ 1г =  соз г  — I з т  г;

(3)

(4) 
(б)

$Ь г  =

соз г  =  сЬ и ;  
1 81 п г  — зЬ 1г.

сЬ г  —

(7)
(8) 
О)

(6)

Каторларнинг якинлашиш радиусини, якинлашиш 
со^асини топинг.

Куйидагиларни каррали ей тригонометрии функция- 
лари оркали ифодаланг.

15. / ( Я )  =  5!П6Л. 16. / ( X) =  81П8ХС034ЛГ.
17. /  (х )  =  соз3.*. 18. / ( х )  =  $тЪс.

19. Эйлер формулалари ёрдамида I1 нинг чексиз 
куп ^акикий ^ийматлари борлигини курсатинг.

20. е ы  =  1 эканини курсатинг.

X  бобга дойр ар алаш масалалар

21. г —= х - Ы у  учун с о з г  =  с о з х с Ь  у  — /я !п л з Ь  у  
ва з т  г =  з1п х с Ь  у  +  / с о з  х  зЬ у  ни келтириб чикаринг.

22. г ^ х - \ - 1у  учун сЬ г  =  с Ь х с о з  у  -{- ^зЬх81п у  ва 
зЬ г  =  з Ь х с о з  у  +  1с.Ъ.х з1п у ни келтириб чицаринг.

23. 81П2 — 0 тенгламани ечинг.
24. сЬ г  =  0 ни ечинг.

7 -6 4 9 0  97
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XI Б О Б. КУП АРГУМЕНТЛИ ФУНКЦИЯЛАРНИНГ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛ ХИСОБИ

1 -§ .  Метрик ф азолар

1. п та х и х 2..........х п дакикий сонларнинг тартибланган х  —
=  (хь х 2.............х п) системаси п улчовли арифметик нукта дейи­
лади. Барча п улчовли арифметик нукталар туплами п улчовли 
арифметик фазо дейилади. Агар иккита х  =  (хь  х 2, , х„)  ва 
У =  (Уг> Уз, • • • . Уп) нукталар орасидаги масофа

Р (х,у) =  V  (*1 -  У1?  +  (Х2—  у2у  +  . . .  +  (х„ — у пу  

формула билан аникланса, досил булган фазо п улчовли Евклид 
фазоси дейилади ва Кп билан белгиланади.

'2. 12 — дакикий фазо. х  — (хх, х 2, . . . .  х п, . . .)—дакикий сон- 
00

лар кетма-кетлиги у ч у н ^ х ^ ,  катор якинлашувчи булса, х  13
П= 1

нинг нуктаси булади. Агар х*= (хъ х 2, . . . , х п, . . .) ва у  =  ( уи 
Уь • • • > Уп> ■ • •) лаР к  нинг нукталари булса, у долда улар

орасидаги масофа р (х, У ) — 1 /  ^  (Хп—Уп)2 формула билан
У  п=\

аникланади.
3. С = С  [а\ Ь\ — фазо. [а; Ь] сегментда узлуксиз булган барча 

дакикий функциялар туплами. С[а, Ь) да / ,  лар орасидаги
масофа р ( / ,  $ )  — т а х  | /  (х)  — @ (х) ( формула билан аникланади.

а < х < Ь

1. Р 2 да координаталари' | л; — 2 1 <  1, | у +  1 1 <  1 
тенгсизликларни каноатлантирувчи нуцталар туплами 
цандай сох;ани ифодалайди? Чизмани чизинг.

2 . Д 2 да координаталари \ х  — 1 | ^  2 , | у  — 2 | < 1  
тенгсизликларни цаноатлантирувчи нукталар туплами 
цандай со^ани ифодалайди? Чизмани чизинг.

Текисликда куйидаги тенгсизликлар билан берилган 
со^аларнинг чизмаларини чизинг:

3. а) у < 2 * +  4, 4. а) у 2 <  6х,
б)  ( * —4 ) Ч ( Я - 6 ) Ч 2 5 ,  б) ( * + 3 ) Ч ( у - 6 ) я< 3 6 ,  
В ) ( * 2 +  У 2 >  9, в) ( -к2 +  У2 <  25,

| х 2 +  у2 < 1 6 ,  ( У >  2х 2.
Куйидаги кетма-кетликларнинг лимитларини топинг:

6-а) Ык- 
6>{м4 ’1 + т^
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г» М Й ?  7 '  Г л Э ) ’ 

‘> М , + т Г ч т Ь ^ ) ) -  
«• « К т - т !

6> И ^ ' 5>)’
в) (л*й(— , 1 ')).

М. к ' к  +  Г ЗА +  1 ЗА//

Куйидаги кетма-кетликларнинг кайсилари /2 фазо-  
нинг нуктаси булади?

7. а) х  — Т ’ **■* ’ 2"’ * ’ *)’

/ I 2 п \
} 2»’ *•*  ’ 2»’ ” 7

в) х :===  ̂1, " ,  . . «  ,

г) х  =  ( У 2 ,  у  А ............. | /  . .  . у

8< а) х = = ( т ! г ’ 7Ш.............т Ь ’ • • • ) ’

б) * “ ( 1, Р Т ............. 7 7 ’
. _ /  1 1 1  ( - Р п \

В) *  “  (, 2 ’ 22' 23............ 2» ’ * * 7

9. х  — (1 -)— , — 1— , . • • * — Ь гг? • •\  1 2 22 22 «2 2П /

у =  ^1, 1 , . . .  , 1 , . .  ^  нукталар орасидаги масофа 

р(х, у)  ни топинг.

10̂ - ( 1 + 1'? + 5...... 5 + ̂ - )  ва
у =  ( 1, 1 , . . .  , 1 , нукталар орасидаги масофани

\ 22 пг )
топинг.
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Икки функция орасидаги масофани топинг:
11. а) /  (л:) =  х 4 +  3, ц { х )  =  Ъх2, [—2 ; 2] кесмада,

б) / ( х )  =  е2л, {г(х)  =  е~2х [—2; 1 ] кесмада,
в) / ( х ) = л : 3+ 6х, ^ ( л ' )= З х 2+ 2, [ — 1; 1] кесмада.

12. а) / ( х )  =  х*. § ( х )  =  2 х 2 — 5, | — 2; 2] кесмада, 
б) / ( х )  — х 5+ \ ,  § ( х)  =  5 х 4—5 х 3, [ — 1; 2] кесмада.

2-§. Куп аргумент!ли функциялар

1. Берилган  доимий С сони учун хО у  текисликдаги /  (х, у)=—С  
тенгликни цаноатлантирувчи барча  нуцталар  туплами г  =  /  (х, у)  
функциянинг сатд чизиги дейилади.

2. Берилган  доимий С сони учун фазодаги  / ( х , у , г ) = С  тенг­
ликни каноатлантирувчи барча нуктакар  туплами и ■= /  (х, у, г )  
ф ункциянинг юксаклик сирти дейилади.

13. а) /  (х, у)  =  ^ , / ( 2 , 1 ) ,  / (  -  3, -  1), / ( а ,  Ь)
х у

(а ф Ь) ларни топинг.

6 ) / < * ,  / ( ■ ! ,  г ) ,  / ( | ,  , )

ларни топинг.

14. а) / ( х ,  у)  =  - 2 —  / ( 0 , 1 ) ,  / ( 4 , 2 ) ,  / ( а ,  Ь)
1 +  X

ларни топинг.

б) / ( X ,  у )  =  у х +  х у- \  / ( 1, 1), / ( 1, 2), / ( 2, 2)
ларни топинг.

Функцияларнинг аникланиш « д а л а р и н и  топинг.
1

15. г  =

17. 2 =

19. г  =

21. г  =

23. г  =

25. г  =

27. 2 =

16. г
х +  у

18. г  — V х — у.
V  х  +  у  — У х  — у- 20. г  =  К *  +  У  у.  
У х 2 +  у2~ 9 .  22. г  =  ] / 2 5 ' ^ 1 2^ У .

1 .̂ 24. г  =  1п (у2—4л:+8).

1 1
--------------2. 26. г  =  +  —  .
2 — х1 — у Ух У  у 

V — 1агсз1п 3----- .
х
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28. г =  агсвш —+  агссов
2 2

29. г -  У * * ' *
1п (1 — х ‘ — у 2)

30. * =  +  — — -.......  ~ (Г <  /?).
уа — /"2

о, 1 , 1 , 131. а  =  —— 4— — Н----- —.
У х  \ / у  У  г

32. и =  ] /  /?2 — л 2 — у 2— г2 +  ] / л 2 +  у 2 + г 2- г * ( г < # )  

Фуикцияларнинг сат>̂  чизицларини ясанг:
33. г  =ш % +  у.  34. г  — х 2 +  у2.
35. г  =  л 2 — у 2. 36. г =  у +  л 2.

37. г =  х  ■ у. 38. г  =  х  • У  у  — \ .

39. и =  х- У функциянинг юксаклик сиртларини
х — у +  г

Т О П И Н Г .
40. и, =  х 2 +  у2 +  г 2 функциянинг юксаклик сиртла­

рини топинг.

3-§. Куп аргументли функциянинг лимити ва 
узлуксизлиги

Агар дар бир е > 0  учун шундай о >  0 топилиб, координата­
лари 1 х  — х 0 | <  8, | у  — уо | <  в тенгсизликларни цаноатлантирувчи 
М0 (х0, уо) дан бошца барча М  (х, у)  нуцталарда | /  (х, у) — А |< «  
тенгсизлик уринли булса, А сони /  (х, у) функциянинг М0 (х0, у0) 
ну^тадагп лимити дейилади ва у П т  /  (х, у ) - -  А куринишда ёзи-

Х - * Х а
У-+\е

лади
Агар Н т  /  (х, у) =  /  (х0, у0) тенглик уринли булса, /  (х, у)

Х - * Х 0
У-*-Уо

функция Мо :х0, Уо) нуцтада узлуксиз дейилади.

Функция лимитининг таърифига асослаииб тенглик- 
ларни исботланг.

41. а) Нт (2х  ■+ Зу) =  13, б) И т х 2у  =  — 4.
х - * 1  Х -+ 2
уч-3 У— 1

42. а) П т  (Зх — у)  =  2, б) П т  и 2 +  у 2) =  2.
Х-И ДГ-И
у -И  у -»-— 1
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Лимитларни топинг.

48. Нт Я *  + У "  - 1 .  44. Пт
х-*о х г +  у 2 ■*-*•<> •*' У
у-*-0 У''-0

45. Ит -5-  (х^ . 46. Ит / Г + ^ у ~ - 1
х-*0 х 2 +  у г Х-+0 X2 +  V2
у-*-0 у-Ю 1

X  4 -  V
47. г  = функциянинг ( 0 , 0 )  нуцтада лимитга 

эга эмаслигини курсатинг.
2ху48. П т -----—  мавжудми?

х^о х % +  у2 ^
у->-0

(0, 0) нуктада куйидаги функцияларнинг узлуксиз-  
лигини текширинг: 

49. / ( * ,  у)  -  —_ Л —  , / ( 0 , 0 )  =  2.
V х у  +  1 — 1

50. / ( х ,  у)  =  — /  (0,0) =  0.
Л

51. / ( х ,  у) =  _5 2 +  2^  +  Уа , /  (0 ,0) =  0. 
л 2 — у 2 

52. / ( х ,  у)  =  — ±— , / ( 0 , 0 )  =  0.
Л;2 +  у 2

4-§. Х усусий  ^осилалар ва тула дифференциал

1. г  =  /  (х, у) функциянинг М  (х,  у) нуцтадаги гула орттир- 
маси А г  =  /  (х -\- Ах, у  +  Ду) — /  (х, у) ни Аг  =  А  • Д* •+- В • Д у +  
■+- а • Ах +  р • Ду куринишда ёзиш мумкин булса, г =  / (д - ,  у) 
функция (лг, у) нук;тада дифференциалланувчи дейилади. Бу ер­
да А, В лар Ах, Ду ларга боглщ  эмас, Длг—>• 0, Ду->0 да «->0, р-»0 
булади. М (х, у)  нуктада дифференциалланувчи г  =  /  (х, у)  функ­
ция тула орттирмасининг бош цисми А Ах +  В Ау унинг тула диф-

дг  дг
ференциали деиилади ва а г  =  — йх  +  — йу  формула ёрдамида

дх ду
топилади.

2. у =  / ( л )  ошкормас функция Р  {х, у)  =  0 тенглик билан бе-
Р'

ау  х
рилган булсин, у $олда — =  — — . Худди шу каби Ф (л ,у ,  г ) = 0  

а <■ г

Л Ф' А Ф' У дг  х д г  у
ДЗН дх  Ф' ’ ду Ф'-‘ г  '  г

3. г  ■= /  (*, у) функциянинг М  (х, у) нуцтадаги I йуналнш бу­
йича досиласи деб
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д /  / ( М ' )  — / ( М )
—  =  Н т  ----------------------  га аитилади (М  нукта М  нукта-
д1 м'-+л\ р ( М \  М)

дан утувчи I турри чизивда ётади, р(ЛГ, М)  эса ориентирилган 
ММ'  кесманинг узунлиги).

Агар г — /  {у, у) функция М (х, у) нуцтада дифференциалла- 
нувчи ва I йуналиш координата Уклари билан <х ва Э бурчаклар 
ташкил цилса, у х;олда

д /  д /  . д /
—  =  —  соз а -(- — соз р.
01  О Х  О у

— >- д/~* д /  ->
4. дгасЗ /  =  —  « +  —  У вектор г = /  (х , у) функциянинг М (х , у)

дх ду
нуцтадаги градиента дейилади.

5. Агар г  =  / ( * ,  у), х  =  х ({ ) ,  у  =  у ( ( )  булса, у х,олда г  — 
=  / ( х ( 1 ) ,  у ( / )  мураккаб функциянинг ^осиласи (тула косила)

й г  Ог й х ^ . д г й у
—  =  — . —  4- — • формула буиича топилади.
<И дх <И ду (И

Функцияларнинг хусусий ^осилаларини топинг, 

53. г  =  х  — у. 54. г  =  х  +  у.

55. г  =  х 2у 3 +  х 3 у а. 56. г  — х -   ̂ .
X3 +  у2

57. г  =  (5 х 2у — у 8 -}- 7 )3. 58. 2 =  ] /  х 2 +  у 8 .

59. г  =  еху- 6 0 . г = е хКвЫу. 
61. г  =  х у2. 62. г  =  у г>+1. 
63. г  =  1п ( х  +  К -*2 +  У2 )• 64. г  =  1п (х  +  1пу).

165. г = ---------- . сс Ух2 — у2х 66. г  =  агс зШ ■■ -
агс(§ — у  к2 +  у2 .

. . X С О ____ 1 „  V -*2 +  У2 ~ х67. г  =  1п1д  — . 68. г  — 1п .
у У х2 +  у2 +  х

69. / ( х ,  у) =  х  + у — | / х 2 -Ну2 функция учун / Х(Ъ,4) 
ва / у  (3 ,4) ларни топинг.

70. /  (х ,  у) =  I? + у 3. / х (1,1). / у  (1,1) ларни то­
пинг.

71. а) «  =  х у  +  уг  +  2х ,  б) и =  ех{хЧу1+г^ .
72. а ) и =  х 3 +  У г 2 +  З у х  — х  +  г,  

б) и =  з т  (х 2 +  у 2 +  22).
73. г ~ х у - ух функция учун х  — +  у — =  ( х  +  У +

дх ду
+  1п г ) г  тенгликнинг уринли эканини курсатинг.
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74. г  =  1п ( ех +  е у) функция учун тенг-
дк ду

ликнинг уринли эканини курсатинг.
Функцияларнинг тула лифференциалларини ёзи н п
75. г =  х 2)'4 — х ъу* -)- х*у*. 76. г  = х у —х 2у 8+х*у .
77. г  — соз (х у ). 78. г  =  у-1.

79, г ^ ± ± У ± Л .  80.
х 2 +  у 2 х 2 — у2

81. г =  агс{о(ху).  82. г  =  агс з т  — .
У

83. / (х,  у) =  3 х 4 4- х у  +  у 3 функциянинг ( 1 , 2 )  нукта- 
даги абсцисса ун;и билан 135° бурчак ташкйл цилувчи  
йуналиш буйича досиласини топинг.

84. / ( х ,  у) =  агс(§ (ху)  функциянинг ( 1, 1) нуцтада- 
ги биринчи чорак бурчаги биссектрисаси йуналиши бу* 
йича ^осиласини топинг.

85. / '  х,  у)  =  1тцех -> еу) функциянинг (1, | / 3 )  нук- 
тадаги шу нуцтадан координата бошига царатилган йу­
налиш буйича ^осиласини топинг.

86. / ( х ,  у ) = - \ п ( х + у )  функциянинг (3,4) нуцтада- 
ги шу нуктадан (4, 5) ну^тага царатилган йуналиш б у ­
йича ^осиласини топинг.

Функцияларнинг градиентларини топинг.

87. а) г  —= У  4 л 24-у 2, (2, 1) да

б) г  =  агс* ( х 0, уо) да
У

88. а) г  =  х 2 +  у 2, (3,2) да
б) г  =  2ху,  ( х 0, уо) да

89. 2 =  х 2 4- х у 2, х  «= е 1> у  =  з!п Ь, ^7 ■= ?

90. г  =  агс з т  (х  — у) ,  л: =  3^, у =  4 / 8, ^  =  ?

л ,  . х 4- 1 (1+хУ йг91. г  =  агс(§— !— , у  =  + , — =  ?
у й х

92. г = ] п  (ех +  еу), у = л 8, -  =  ?
йх

93. г  =* х 2 -)- У  х у , х  — и 4- г», у  =  м — булса,
дг д г _ -

ди’ 01/
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94. г  =  х 21пу, х  =  —, у  =  Зи — 2г>- булса, —, ^  ==?
I/ ди ду

95. 2 =  х 2у — у 2х ,  х  — и соз V, у =  и з!п V, —, — ==?
да ду

96. г  =  хеу +  уех, х  — и2 +  V2, у — и2—V2, —, — =  ?
ди ду

Ошкормас функцияларнинг ^осилаларини топинг.

97. х 3 +  у3 — Зху  =  0 .  98. х у  =  ух. .
99. ху  — 1п у =  0. 100. уех ■+■ еу =  0.
101. х е у - \-уех — е*у = - 0 . 102. з1п у-\-ех — х у % =  0.
Ошкормас функцияларнинг хусусий ^осилаларини 

топинг.

103. х а +  г2 -  г х  +  ху* -  1 =  0. 104. - а+ Уг„ +  т = 1 -
а2 й2 с2

105. г 3 +  З х у г  =  а 3. 106. <?г — х у г  =  0.
Функцияларнинг барча иккинчи тартибли хусусий  

^осилаларини топинг.

107. 2  =  х  +  у  Н— — . 108. г  =  х е у. 
х - у

109. 2 =  у 1пх. 110..2  =  у х  +  у.
111. г  =  ( х 2 +  у2). 112. г =  аг-. (§ — —.

К,

113. г — х 2у. 114. г =  ех (соз у +  х  з!пу).
115. и =  ехуг. 116. а  =  зШ ( х 2 ■+- у 2 +  г 2).
117. / ( х ,  у)  =  х 3 +  З х 2у +  12х у 3.

Л Д 0. 1), / ; у ( - 1, 1), / ; Д 2,0)

ларни топинг.
118. / ( х ,  у ) = х 3 +  у3 +  х 3у 3. Г А  1>1)> 

ларни топинг.
д2г  д2г

Куйидаги функциялар учун тенглик-

нинг уринли эканини текширинг.
119. г  =  х 3 +  х у г — 5 х у 3 +  у5. 120, 2 = = х 3 +  у4+ л 2у 2. 
121. г =  х е усоз (х у ) .  122. 2 =  х у 1пх.

123, г  =  ехсо з у  функция учун ^  +  ^ '2==0 экани­

ни текширинг.
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124. г=1п  (е*+еУ) функция уЧу н 0  • ^  -  ( ^ )  = 0  

эканини текширинг.
д3г125. х2 +  у2 +  2® =  2г ошкормас функция у ч у н —  

ни топинг.
126. л;2 +  у3 +  24 =  .*; +  ,г функция учун —  ни то­

пинг.

5-§. Юцори тартибли дифференциаллар ва 
Тейлор формуласи

1. Икки аргументли функция учун Тейлор формуласи ^уйида- 
гича:

д /  (X, у) =  йр  (X, у) +  ~  т  (X, у) +  . .  . +  ^  йп1  (х, у)  +

1 и+)
+ --------- й /  (х +  вА*. У +  вАу), 0 <  0  <  1(я+1)! '

ёки

/  (х  +  Д*. у +  Ду) -  /  (*. у) +  ^  Д * +  ^  Ду +ох ду
1 1дЧ дЧ д2/  \

+  2 Ь ^  +  2 ^ у АД:АН^ Ду!) 4- -  +  ^
бу ерда Я п — колдиц *ад.

2. Сиртга утказилган уринма текислик ва нормалнинг 
тенгламаси.

А гар сирт Р (х , у, г) «= 0 тенглама билан берилган булса, унинг 
(*о> Уо» г о) нуцтасидаги уринма текислик тенгламаси

Г'х (х0, Уо, го) (х -  х 0) +  Ру (Хо, Уо, г 0) • (у -  у0) +

+  ^  (*о, Уо, г0) (г  — г0) =  О,
нормал тенгламаси

х  — хр _ У — Уо г  — г0

р'х (Хо, Уо. 2о) /"у (Хо, Уо, го) /''(Хо, у0, г0) 

куринишда булади

Функцияларнинг иккинчи тартибли дифференциал- 
ларини топинг:

127. г = х у 2 — х 2у. 128. г  =  —̂ —.
х  +  у

129. г =  1п(л — у).  130. г  =  е ' +у\
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131. г  — -----------.--------------- 132. г  =  х§1пау.
2(»*+у*)

133. и =  зш (х +  у 4- г).  134. и =  \п (х  +  у +  г).
135. г  =  ех+у, йпг  =  1 136. г =  л  • е к+у, йъг  =  ?

у*2 \>2 5*2
137. -  +  у-  + -  = 1 ,  Л г — ?

« 2  й 2 С3

138. г3 — Зхуг  =  а 3, й?22  =  ?
Куйидаги функциялар учун Тейлор формуласини 

ёзинг, биринчи ва иккинчи тартибли ^осилалар билан 
чекланинг.

139. г  =  1п (х +  у). 140. г =  —
х  - у

141. г =  еху. 142. г  — Ух-\-у .
Уринма текислик ва нормалнинг тенгламаларини 

ёзинг.
143. 2 =  ху,  (0, 0, 0) да.
144. г  =  х 2 +  у г, (1, 1, 2) да.
145. (г2- х 2) х у г -  у5 =  5, ( 1 , 1 ,  2) да.
146. л3 +  у3 +  г3 х у г  — 6 =  0, (1, 2 , - 1 )  да.
147. 4 +  У х 2 +  у'4 +  г2 =  х  +  у +  2 , (2, 3, 6) да.
148. ег — г  +  х у  =  3, (2, 1, 0) да.

6-§. Куп аргументли функцияларнинг экстре* 
мумлари

г  =  /  (х,у) функция М  (лг0, уо) нуктада экстремумга зга булиб, 
/ *  (ха, уо), / у  (х0, у0) хусусий х;осилалар мавжуд булса, у ^олда

/ г  (*о. Уо) =  0, / у  (дг0, Уо) =  о булади;
/ Х*(х0, Уо) — А, /у,(дг0, Уо) =  с ,  (л^ у0) =  В деб олайлик. 

Агар А =  А ■ С — В 2 >  0 булса, М  (х0, у0) иуктада функция экстре­
мумга эга булиб, А < 0  булса, максим/м, А >  0 булса, минимум 
булади.

Куйидаги функцияларнинг экстремум нуцталарини 
топинг.

149. 2 =  Зх  -(- бу — х 2 — ху  -(- у2.
150. г =  2ху  -  Зх2 — 2у2 +  10.

*
151. г  =  е 2 ( х у 2). 152. г =  31п х  ху 2 — у г.
153. г =  х 2 — ху  +  У2 +  Зл; — 2у +  1.
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154. г  =  3х3у — х 2у5 +  х.
155. 2х2 +  2у2 +  г2 +  8хг — г +  8 =  0.

156. ^  +  2у2 — г 8*  +  г  = 0 .

157. г  =  х 2 +  х у  +  у2 +  — +  — функция х  =  у  =»
■* У

1—— да минимумга эга эканини курсатинг.
а ЛЧ 
У л

158. г  =  х 4 +  У4 — 2х2 — 4ху — 2у2 функция х  =  У=*
=  ] /2  да минимумга эга эканлигини текширинг.

Функцияларнинг курсатялган со^алардаги энг катта 
ва энг кичик кийматларини топинг,

159. г =  х 2 — у2, х 2 -*■- у2 с 4 доирада.
180. г =  2ху, х 2 +  у3< 1  доирчда.
161. г  — хг у2 — ху  +  х 4- у, х -■= 0, у =  0, х  + у  — 

—= — 3 тугри чизиклар билан чегаралннган учбурчакда.
162. г =  х 2 + 2х\> — 4х +  8у, х  =  0, у =  0, х —1, у — 

=  2 тугри чизиклар билан чегараланган тугри туртбур- 
чакда.

163. г  =  е _ла_уа(2хг +  Зу2), х 2 +  у2< 4  доирада.
164. г =  агс!§ (х2 — ху +  у), х =  — 2, х  =  2, у = —3, 

у ----- 3 т^рри чизиклар билян чегараланган тугри турт- 
бурчакда.

X I  бобга дойр аралаш м асалалар

165. 2 •= У кIл я ( х 2 +  У3) функциянинг аниклаш со^а- 
сини топинг,

166. г  §1п У фужаи-шжнг ашщяЁниш со^асини 
топинг.

167. 2 =  —------Ь —  — функциянинг узилиш нукга-
з!п к х  в!п л у

ларини топинг.
168. (0, 0) нуктада у) =  ! ° ’ агар х у  =  ° ’

11, агар ху Ф 0 
функциянинг иккала хусусий з?осилаларм мавжуд. Ле­
кин шу нуцтада функция узлуксиз эмас. Текширинг. /
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169. / ( х , у) =  V  х 2 +  у2 функция О (0, 0) нуктада 
ихтиёрий йуналиш буйича х;осилага эга, лекин шу нук* 
тнда дифференциалланувчи эмас. Текшириб куринг.

1/0. г  =  У \ х у  \ функция 0 ( 0 ,  0) нуцтада узлуксиз, 
иккала хусусий Гх (0, 0), / '  (0, 0) досилага хам эга, ле­
кин 0 ( 0 ,  0) нуктада дифференциалланувчн эмас. Тек- 
шириО куринг.

171. Куйи^аги функцияларни Тейлор цаторига ёиинг.
з) /(■*, у) =  ехсозу,
б) /(X,  у) =  1п (1 — х) 1п (1 — у),
В )  /  ( X ,  у  1 =  -------------------- ;-------,

1 — х  — у  +  ху
Г) /(■*, +

172. Шартли экстреыумларни топинг.
а) г =  еху, л +  у  — 1.
б ) г  =  х у , х 2 4- у2 =  4.

173. Диагоналлари с1 га тенг булган турри бурчак- 
ли нараллелепипедлар о; аснда энг катта хажмлисини 
топичг.

174. ( — 1,5) нуктадан у2 == х  параболагача булган 
энг кисна масофаяи топинг.

XII  Б О Б .  К А Р Р А Л И  И Н Т Е Г Р А Л Л А Р

1-§. Асосий тутунчал ар

1. Турри туртбурчак  буйи ,а икки каррали интеграл. А г ар  нн- 
( I а < л: < 6 ) 

теграллаш  со.\ясн и  =  >. (х, у) [ турри туртбурчакдан
( ! с к  у <  Л )

иборат  булса, у .'.о .'да икки клррали интеграл цуйндагн икки фор- 
муланинг бири билан -исоблан^ди:

й Ь
Л  /  (•*. У) Лхйу =  |  йу [ /  (х, у), йх,  (1)
(€>) с а

Ь й
I Г  /  (х, у) ахйу =  ^ а х \ /  (дг, у) ау.  (2)

ф )  а с

(1) ва (2) тенгликларн инг  унг томонидаги интеграллар такрорий
ь

интегр ал лар  дейилади. (1) дяги ]" / (•* ,  У) а< ички интеграл д е й и -
а

лади ва [а\ Ъ\ да  у  ни узгармас  деб х  га  нисбатан хисоблаб, би-
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рор <р (у) натижа олинади. Сунгра ]" (у) йу  ташки интеграл *и-
с

собланади.
2. Агар /5 *= [а, Ь; с, Л] тугри туртбурчакда интеграл остида* 

ги функция /  (х, у) — <р(*) • ф(у) куринишда булса, у *олда
ь а

Л / ( * .  У)йх&у =  §  ч {х) Л х ^  (у) йу
О а с

купайтма шаклида ёзилади.

Такрорий интегралларни ^исобланг.
2 1 3 2

1.  § йх § хуйу.  2 . |  й х  Г х 2уйу.
1 0  2 1 
1 2  2 2

3. |  йх  ] х^у^йу. 4. \ й х \  х у 2 йу.
0 0 I I
2 3 . 3 2 ,

•а х  г  . г х а х

а

5- 5ау& б- 5<*у 1>1 1  2 1
Икки каррали интегралларни ^исобланг.

7. ( Г(х +  у)^хй?у;
•V 1 1 < у < 2 Г

8. Г С хуЧхйу,  В:  0 <  х  <  2 |
°  (1 <  У <  3 /•

Такрорий интегралларни ^исобланг.
4 д 3 2 х

9. |  йх  [ хйу.  Ю. |  йх  \  х Ч у .  
2 0 0 0

\ у 1 у
11. \ йу  |  хйх.  12. [ йу ( хЧ х .

о У2 0 у=
2 уу  2 уз

13. Г оГу Г усОе. 14. [  йу  [ —  йх.
1 \  1 (I У3

2 х  2 у*

15. \ йх  ̂ (х* +  2ху )й у .  16. \  йу \ >х +  2 у )й х .
0 0 0 0
1 X  у_ 5 5— х

17. Г йх Цех йу. 18. |  йх  |  У  4 +  д: +  у йу.
0 0 0 0
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2-§. Икки каррали интегралларни 
х;исоблаш

1. В  сода шундай /. ёпик эгри чизик билан чегараланганки, 
Оу  Уцига параллел булган дар бир тугри чизик уни купи билан 2 
нуктада кесиб утади. И содани Ох  укига проекцияласак, [а; ЬI 
хосил килинади. С контурда А(а) ва В(Ь) нукталар уни икки бу- 
лакка ажратади: уларнинг тенгламалари у  =  4\{х) ва у =  9а(л:); 
?!(■*) <  Ы х )- * € [ « !  Ь\ б^лсин. Бу долда й  сода кискача:

куринишда белгиланади.
Икки каррали интеграл такрорий интеграллар ёрдамида

Ь <ра(П
§§/(х,  у) ах ау =  § ах § / ( х , у ) а у  (1)

(О) а  <?,(*)
куринишда ёзилади.

2. О содани чегараловчи Ь ёпик контур Ох  га параллел тугри 
чизиклар билан энг купи билан иккита умумий нуктага эга булса, 
И  содани Оу  га проекциялаб, [с; й\ ни топамиз ва х  =  ^ (у ) ,  х  =

™ « У ) .  ^(У) <  Ш  ларни досил киламиз. Бу долда Ц"Д х , у ) й х й у =
Ф)

й  фа(у )

*= |  йу  |  / ( х , у) йх  (2) куринишда булади. 
с Ф ,(у )

3. Агар О сода 1 ва 2- доллардаги шартларни бир вактда ка- 
ноатлантирса, у долда икки каррали интеграл куйидагича дисоб- 
ланади;

Ь <Ра( *■) Л Фа(У)
{ [ / ( * ,  у ) а х й у  =  § а х  § / ( х ,  у)  йу  =  |  йу  _[ Д х ,  у) йх,
(Й) а ъ(х)  с ф,(у)

бу тенгликлардан такрорий интегралларда интеграллаш тартибини 
^згаргириш мумкинлиги келиб чикади.

4. Агар О  сода ! ва 2 - доллардаги шартларни каноатлантир- 
маса, у долда О содани бир неча 1 ёки 2- шартларни каноатланти- 
радиган сох,аларга ажратиб интегралнинг аддитивлик хоссасидан 
фойдаланилади.

Икки каррали интегралларни такрорий интеграллар- 
га келтириб, ундаги чегараларни ^уйинг.

[_[/(•*, у) йх йу =  |  й х ^ Д х ,  у )й у .
Ъ

И  со^а куйидаги чизиклар билан чегараланган:

19. О х \ уг===Х' 20. =  6’
х  =  \.  1-к +  У — 7 =  0.
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21. Л : у =  ха,
22. Л :

( У2 -  4х ,
У =  •*. | У =  о, 

(х  =  4.

23. Я :
у =  2х , 
х  =  0,
У =  4.

24. О : 1 У2 =  2х, 
;х 2 +  у3 =

25. Я : у = х ,
У =  х  -  2,

У — 1, У =  2.

26. О :
' — у2 =

,У =  - 2 ,

У >  о.

Такрорий интегралларда интеграллаш таргибини уз- 
гартиринг, аввал интеграллаш со^асини чизинг.

1 -жЧй
27. Г йх

X ‘
гл-

29 . |  йх  |  / ( х ,  у) йу.
0 х

1 3—2у

31. \й\> / ( х , у ) й х .  
о /7

2 4

33.  ̂ йх  ̂/ (х,  у) йу.

* 2-у
30. | йу Г / (х ,  у) йх.

с у 

1 е*
32. / ( х ,  У) ^у.

о *
1 2у

34. I  «'У ]' /(•*, У) а 'х

Ифодаларни битта такрорий интеграл куринишига 
келтиринг, олдин интеграллаш ссдасини чизинг:

2 у 4 2

35. |  йу  | / ( х ,  у) йх  +  ]'^У ] /(•*> У)
о у1 2 
-1  4л- +  Ь

38. |  йх  [ / ( х ,  у) йу  +  |  йх  |  / ( х ,  у) йу.
- 2  х

-  1 "  Н
2 2 1 1—V1—у*

37. |  йу  |  Д х ,  у) йх +  § й у  |  Д х ,  у) йх  +
1 у 3/21 2 О у>/2

+ 1 ау I к *'у) ал’
0 1+/Гг?
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2 У у —1 5 3 - у

38. Г йу  |  / (х ,  у) Ле +  /(■*. У) <**•
1 - / 7 - 1  2 -  /  у—1

Икки каррали интегралларни ^исобланг.
39. Г ( х-уйхйу, И  ссда у  =  — х 2 ва л  =  у 2 чизиклар 

г>
билан чегараланган.

40. Г Г е~**йхйу, О  со^а учлари (0; 0), (0; 1) ва (1;
о

1) нуцталарда булган учбурчак.
41. Л  х у гйхйу, О со%а у2=*х, х  =• 1 чизиклар би-

о
лан чегараланган.

42. ^ ( х  +  у 2) й х й у ,  /} ;  ^  л: +  2«
б ^ у - х .

43. Г Г хуйхйу,  О сох;а учлари (2= 4); (5; 4); (5| 2);
о

(2; —2) булган туртбурчак.

44. Г С х гуйхйу, О со^а учлари (—2; 2), (— 1; 2), 
'о

(6; 2) булган учбурчак.
45. Лхуйл-о'у, I)  со^а 0 < х < 1 ,  л : < у < 3 х  тенг-

о
сизликлар билан аник-ланган.

46. \ Г (х +  у) йхйу, О  : Р  У ^
•К) 1у +  3 ^ х ^ у  +  5.

47. П хйхйу,  О со*а — + - ^ - < 1 ,  х > 0  тенгсиз-
'  а- №О

ликлар билан аникланган.

48. [ [ х у Л х ё у ,  0 : К  +  > ; < ’;  Х>> °'
п  1 х 2 +  2у >  1, У >  0.

49. ^ х у а х а у ,  й < { * у+ “ 6: 7 _ '

50.

8 -6 4 9 0  113



3- §. Икки каррали интегралларда узгарувчи- 
ларни алмаштириш. 1^утб координаталар сис- 
темасида икки каррали интеграллар

1. Агар узлуксиз дифференциалланувчи х=<? (и, у),  (и, V) 
функциялар О  содани 5  содага узаро бир кийматли акс эттирса, 
у долда узгарувчиларни алмаштириш формуласи

(■*, У) йхЛу =  ^  /  [? (и, V), ф (а, »)] | У | йийю булади.

Бунда 3 (а, у)  якобиан куйидагича дисобланади:

дх дх
ди ду 
ду ду 
ди ду

2. х  =  р соз 9, у  =  р $1п ср формулалар ёрдамида кутб координа­
талар системасига Утиладиган булса, кщоридаги формулага 
асосан:

| Г /  (х,  у) й хй у  =  ГГ/ (р соз ср, р з!п <р) р йр й?
О 5

булади, бунда | / |  =  р.
3. Кутб координаталар системасида икки каррчли интегрални 

такрорий интегралларга айлантириш куйидагича булади:
а) агар 5  сода кутб уки билан 9, =  я, ?2 =  р бурчаклар таш- 

кил килган нурлар ва р =  р! (ср), р =  р2 (Ч3)» (Р\ <  Рг) эгри чизиклар 
билан чегараланган булса,

Р Р2
} Г /  (р соз ср, р з!п ср) р йрйср =  |  й <р | /  (р соз ер, р 31П ср) р йр булади.
5  а  р,

б) Агар 5  сода координаталар боши 0 нуктани уз ичига олса, 

гг  ̂ 2с г (<р)П /  (р соз ср, р зш ср) р йр йу =  I йу I / ( р с о з  ср, р з 1пср)рйр булади. 
5  0 0

Кутб координаталар сио^масида такрорий интеграл­
ларни дисобланг.

51. [ й ср I" р соз ср с?р.
о о

те 4
53. | р  3 1 П  ср й ? р .

тс *
52. |  с? <р ^  р3 з!п ср йр.

Т  з
54. ]'йГср| р2 соз2 ср йр.
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Кутб координаталар системасида икки каррали ин­
тегралларни дисобланг.

55. | рз!п ср й(рйр; 5  сох;а кутб уцидан юкорида
5

жойлашган 0 < р < / ?  ярим доирадан иборат.
56. Л  р 31П <р й <р й р; 5 со^а р =  а, <р , ср =  лар 

6- ^
билан чегараланган доиравий сектордан иборат.

57. ] |  р2 йср йр; 5  со*а р — а  ва р =  2а  айланалар

билан чегараланган.
» •  Я р2й<рйр; 5  со^а р =  аср спиралнинг биринчи

урамаси ва кутб уки билан чегараланган.
59. р2з1п «рйсрйр; 5  со^а р =  а ( 1 + с о з ф )  кардио­

ида, кутб уки билан чегараланиб, укдан юкори кисми. «>• Я р2 з т  <р йср йр; 5  со^а р =  а(1  +  соз <р) кардио-
' 5

ида, кутб уки билан чегараланиб, укдан пастки кисми.
Кутб координаталарни киритиб, икки каррали ин­

тегралларни дисобланг.
61. ( ( х у ’ йхйу,  О со^а х2 +  (у — 1 )2 =  1, х а +  у2=

о
=  4у айланалар билан чегараланган.

62 е~х1~у' йхйу, Б  со*а х* +  уа< а г тенгсизлик
'о

билан аникланган.

63. 1 1 V  х 2 +  У2 йхйу,  ^  со^а х* +  у 2 <  2/?х, у >  О 

тенгсизликлар билан аникланган.

64. | | ] /  25 — х2 — у* йхйу, й  со*а х 2 +  у3 <  9 дои­

радан иборат.
65. ГГ Лх<11------ [)  С0)?а л а +  у2< 1 б  доирадан

) } у 2 5 - х * - у * '
в

иборат.
66. [ [ (х2 4- у2) й хйу, Э  со^а х2 +  у2 =  1, х 2 +  у2 =

й
=  4 айланалар билан чегараланган ^ал^адан иборат
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4 -§ .  Текис фигура юзини ва жисм 
^ажмларини ^исоблаш

1. О  соданинг юзи икки каррали интеграл ёрдамида 5 д  =

=  ^  йа формула буйича хисобланади.
о

Гу! р ■ бурчакли оо '-дннаталарда юз элемента  йа => йхйу  бу л ­
гани учун 80  =  с1х(у булади. Эгри чизицли к о о рдин аталар  сис-

тем асида  эса йа =  \ 1 (и, V) | йийу  булгани учун 80  =

— ((* 1 («, V) | (1ис1у булади. Хусусий долда, к;утб координ аталар
о

системасида  | У I =  р булиб,

--- / ]  р ^р булади.
о

2. К уйидаи  г  — 0 текиглнги, ю коридан г  т*/(х,  у) >  0 у зл у к ­
сиз сирт,  ёи ; клардан ясовчиси Ог укига параллел, йуналтиргвчи-  
си и  соданипг контуридан иборат булган цилиндрик сирт билан 
чегараланган  жисмнинг х,ажми

V =  ! | /  {х, у) йх(1у
о

формула билан дисобланади
3. Кутб координ аталар  сист масида жпсм дажми учун уш бу

V  =  ( | 1  (р  С 0 8  а ,  р 5111 у )  р 1р й<(
'О

формула уринвилир.

67. у  =  2х, 2х — у = 7 .  х  — 4у =  - 7 ,  ж — 4у == — 14 
тугри чизиклар билан чегараланган фигура юзини икки 
каррали интеграл ёрдамида х,исобланг,

68. у г ~ х. у =  л: +  2, у =  —2, у =  2 чизиклар би­
лан чегараланган фигура юзини хисобланг,

69. х 2 -+-у2 =  1, х  +  у = \ ,  у =  — ( х ^ 0 ,  чи-
2 \ ' 2 ] 

зи^лар билан чегараланган фигура юзини ^исобланг.
70. у  =  ( х — I)2, у 2 х 2 =  \ чизиклар билан чега­

раланган фигура юзини хисобланг.
71. у =  4 — х 2, Зх  — 2у — 6 =  0 чизиклар билан че­

гараланган фигура юзини дисобланг,

72 ^  Ь  =  — +  т- == 1 (« >  О, Ь >  0) чизиклар  
а2 Ь‘ а Ь

билан чегараланган фигура юзини ^исобланг.
73. р =  асо5 ‘ у эгри чизик билан чегараланган ф и­

гура юзини хисобланг.
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74. р =  2зш<р. р =  4 з т  э эгри чизицлар билан чега­
раланган фигура юзини ^исобланг.

Кутб координаталарни кнригиб куйидаги чизицлар 
билан чегараланган фигура юзини ^исобланг.

75. х г 4~ у2 — 2а х  =  0 ва х 2 4- У2 -  2ау — 0.
76. х 2 +  у2 — 2а х  =  0 ва х 2 4- у2 — ах  — 0.
77. х 2 +  у2 =  г 2 ва х 2 4- у2 — 2гу =  0, х  =  0.
78. (х2 +  у2)2 =  2а2 (х2 — у2).
Куйидаги сиртлар билан чегараланган жисмлар ^аж- 

мнни ^исоблэнг.
79. у =  х 2, у =  1, х  +  У +  2  =  4, 2 =  0.
80. 2  =-- у2 — X2, у =  —2, у == 2.
81. +  у2 =  а 2, х  +  у +  г  =  2а, г == 0.
82. х  +  у 4- г  =  4, х  — 3, х  =  0, у =  0, у =  2, 2  =  0»
83. у  =  х 2, у 4- г =  2, г  =  0.
84. г  -  3 - х 2 -  у2, 2 =  0.
85. у =  х 2, 2 =■ х 2 4- у2, г  =  0, у ~  1.
86 . г =  х 2 4  V2, х  4 - V =■ 1 х  =  О, V — 0 . г  =  0 .
87. х  4~ 2у -  г  -  0, х  -  2у 4- о — 0, 2х +  Зу -  18 — 
\  2, ~  ().
88. 2х -!- У — 2 =  0, ' х  Зу — 18 =  0, х  —2у — 2 =

89~ г = 1 6  -  х 2 — у2, х  =  ±  3. у =  ±  3, 2  =  0.
90. у — х 2, х  -  у 2, 2 =  ! 2 4- у — х 2.
Кутб коордннаталар шстемаскга утнш йули билан 

цуйидаги сиртлар билан чегараланган жисмлар з^ажми- 
ии хисобланг.

91. 2  =_  ,) _ - X 2 - - У2, г  -=
2 +  х ь 4- У2 

2
92 X 3 +  у= +  '  - - 4  =  0 , 2  =  0 .

93. Х.'/: 1 = 1, а  > о V о Г> V О

а2 1 62 Си
91. X2 4- У2 4- 2 2 =  / ? а. г =  а, г  — Ь, /\ >  Ь >
93. X2 +  у8 -  22., X2 4  V2 =  / ? 2, 2 =  0 .
98. 2 == -1;2 4- у2, X2 4- у® ■=  х, х 2 4- у2 = 2л, 2 =
97. X2+  у2=  г 2, X2 +  у* ~ 2 у .
98. 2 == 1 - х 2 - ■у2. У = х, у =  УИ х. г  = 0.
99. г ^ а х  Ьу -\-с, г =  0, х 2 4- у2 = /?2 сирглар би­

лан чегараланган жисм з^ажми тс Ц2с га тенг. Исбот- 
ланг.

100. 2 =  х 2 4- У2, 22 =  ху, 2 =  0 сиртлар билан че­
гараланган жисм з^ажми исботланг.

И ?



5-§. Сирт юзини ^исоблаш

1. а) Агар сирт г  =  / ( х ,  у)  тенглама билан берилиб, унииг 
Оху  текислигига проекцияси П> булса, у ^олда сирт юзи 5 *»-я/ 1 +  йхйу  формула ёрдамида топилади.

( О )

Куйидаги сирт булакларининг юзини топинг.
101. х 2+ у 2 =  /?2 цилиндрнинг 2 =  0, 2 = / /  текис- 

ликлар билан кесишган кисми.
102. х г у 2 =  В2 цилиндрнинг г =  0, г  =  кх  текис- 

ликлар билан кесишган кисми.
103. х  +  у - | - г = 2 а текисликнинг х  =  0, у  =  0, х  =  

=  а, у  =  а  текисликлар билан кесишган кисми.
104. г 2= 2 х у  конуснинг х + У  =  0, х  =  0, у =  0 те­

кисликлар билан кесишган кисми.
105. 2 =  ху  (х >  0, у >  0) гиперболик параболоиднинг 

х 2 +  уг — 1^ цилиндр билян кесишган кисми.
108. у2 +  г2 =  х 2 конуснинг л 2 у* =  а2 цилиндр 

билан кесишган кисми.
107. х 2 +  2 2 =  4 цилиндрнинг х 2+ - у 2 =  4 цилиндр 

ичидаги кисми.
108. х 2 — у 2 — г 1 =  0 конуснинг х 1' +  у3 =  1 цилиндр 

ичидаги кисми.
109. 2г =  д:2+ У 2 параболоиднинг (х2 +  у2)2 =  х г —

— у2 цилиндр билан кесишган кисми.
110. х 2 +  у2 +  г2 == 9 сферанииг х 2 +  у2 =  4 цилиндр 

билан кесишган кисми.

6- §. Уч каррали ин.егралларни ^исоблаш

1. Уч улчовли фазода Т жисм берилган булиб, унда и = 
<= / (х, у, г )  функция аникланган булсин.

Агар Т жисм куйидаги тенгсизликлар билан аникланган булса,

а <  х  <  Ь
(х) У <  92 (х)

^  (X, у) <  г  < ^ ( х ,  у)
т =  |  (•*, у, г) 

у *Олда уч каррали интеграл

ГС с Ьс и * с У)) ) }  I  (х, у, г) йхйуйг  =   ̂ й х  \ йу  ̂ / ( * ,  у, г ) й г
г  а <?,(•*) ф,(х, у)

формула ёрдамида дисобланади.
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2. х  =  р созу ,  у =  р з 1п 9, г  — г  цилиндри;< координаталарга 
Утиб, уч каррали интегрални ^исоблаш мумкин:

( 0 « р <  +  оо ,  0  <  <  2 я ,  —  оо <  г  <  +  о о )

Ш  ^ У’ йхАуйг  =  Д [  /  (р с о з  р 51п ? ,  г) р йр Л г .

3 х  — р соз 9 31П 6, у =  р з т  ? з!п 0, г  =  р соз 0 сферик коорди­
наталарга утиб, уч каррали интегрални з^исоблаш мумкин:

(О <  р <  +  оо, 0 «  9 <  2 л , 0 <  6 <  я)

| ^ | /  (■*> у, г) йхАуйг  =  /  (р соз 9 з т  0, р з т  9 з 1п 0, р соз 0) X

X  р2 з1п 0 йр Й9 <2 0.
4. Агар 7' да }  (х, у, г )  =  1 булса, у ^олда 'I жисмнинг дажми
V =  йхйуйг  ёрдамида дисобланади.

Такрорий интегралларни дисобланг.
1 3 2

111. |  йх |  йу |  (л +  у +  г ) йг.

112. |  йх   ̂й у |  (Зх +  у +  2г) йг.
о б о
2 1 Х+2у

113. |й х  [ й у  | йг.
О О О  
1 х  УхЩ Г2

114. |  й х  | й у  [ гйг.
О О О

Уч каррали интегралларни дисобланг:
[■ 0  <  х  <  1

115. ГС Г (2х +  у  — 2 ) йхйуйг ; Г : | 0 <  у  <  1
г'] [ о < г < 1

0 < х < о  
116. Г С Г ( х  +  у  +  г )  йхйуйг-, Т :• 0 < у < й  

Ч ' 1 ( 0 < 2 < с  
Г 0 < х < 1  

117. Г Г Г (Зх: +  2 у  +  г)  йхйуйг; Т : 0  <  у  <  2 
0 < г < 3



Сферик координаталарни киритиб, уч каррали ин­
тегралларни хисобланг:

119. | ^  х 2 йхйуйг; Т — х % +  у 2 +  г а /^2 шардан
г

иборат. 
120. [] ( (х2 +  у 1 +  г 2) йхйуйг- 7 -  х * +  у2 +  г* <

” т "
шардан иборат.

121. ]' \ ( (х2 ! у2) йхйуйг,  Т - х 2 +  Уа г г 2 <  Р>2 ( г >
т "

> 0 )  ярим шардан иборат.
122. ^  х 2 ■+• у2 -I г 2 йхйуйг-, Т — х 2 +  у 2 +  г % <

т 1
< / ? 2 шардан иСорат.

Цилиндрик координаталарни ьиритиб, уч улчовли 
интегралларни хисобланг:

\ г  =  \  х 2 +  >’2) ~  ай_
123. | \ ( (а- +  у-) с!х йу йг Т\ | ланма параболоид 

" ^ " { г  =  2 -  текислик.
х 2 + у2 =  1 — ци-

124
линдр, 
у =  0, у= 1  —те- 
кисликлар.

7-§. Каррали кнтегралларнинг механикага
1 атб щ и

1. Оху  тскислигида зичлиги р (х,у) булган пластинка берил­
ган.

I)—пластинканинг хОу  да >,оснл нилган со.часи булсин. Шу 
пластинкднпнг массаси

М  =  [ [  р (х, у) АхАу 
Ъ

булади. Ох  ва Оу  уцларга нисбатан статик моментлари мос долда
Мх  — У Р (■*• АхАу ва Му =  Ц  х  р (х, у)АхАу булади.

о ( О )

2. Пластинкакиьг огирлик маркази координаталари
$ ] х ?(х,у)АхАу  

Х =  ^ __________ •

 ̂ Ц Р<'Х> у̂йхл*
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М  Г |  р(лг, у)йхйу
(О)

формулалар билан аникланади.
8 . Пластинканинг инерция моментлари:

/дг= (Ч угри.
‘о о

формулалар билан аницланади.
Коордннаталар ботни 0 (0 ,0 )  га нисбатан инерции моменти эса

/ 0 =  Г( (х 1 +  у3)р(х, у)йхйу =  1х 1- 1у 
75

формулалар бинан аникланади.
4. Жнем огирлик марказининг координаталари куйидагича ании;- 

ланади:
Л  х г й х й у

х  =  ^  =  -- ----------------ёки I  =  I  ( Г Г йуйг,
М (' Г йхйу  ^  (У )

V
| Г у ’йх&у

—  М  х г  &  . —  ̂ Г С С л  а  л
1 Г  "  Г 7 ^ 7 ~  у - ?  ШС | йхйу V  (1/ ) ‘

о
С |  г 1йхйу

-  _  М гУ =  “й___________  ёки “  =  рг йх  с1у йг,

М  С С йхйу  V  ^  *
‘ о

бунда V — |  р ах  йу йг.

5. Жисмнииг инерция моментини топиш учун формулалар:

С Г (л:* +  у 2)гйхйу,  1гх =  Г Г уЧйхйу,  1уг =  _[1 х 2гйхйу.
О о о

6. Жисмнинг координата текисликлари ва 0(0,0) га нисбатан 
инерция моментлари

— _[ Л  ргЫхйуйг,  1ХЖ — _ [ ру2йхйуйг,  / у,  — |  рхЧхйуйг

/о “  I р̂ 2 +  У3 +  ^хйуЛг .

формулалар билан аникланади.
^2 у}

125. — +  ^ ““ 1 эллипс ва координата ^клари би­

лан чегараланган биринчи квадрантда жойлашган фи-



гуранинг Мх ва М у статик моментларини топинг. Фигу- 
ранинг зичлиги р(х,у) =  аху, а — сопз1.

126. О ^ у ^ ] / / ? ^  — х 2 ярим доиранинг Мх ва М у 
стагик моментларини топинг. р — ^згармас.

127. Учлари Л(0; 0), В(а; 0), С(0; Ь) нукталарда бул­
ган учбурчакнинг Мх ва М у статик моментларини то­
пинг, р — узгармас

128. 0 < х < а ,  0 < у < 6  турри туртбурчакнинг 
Мх, М у стагик моментларини топинг. р — узгармас.

Куйидаги чизиклар билан чегараланган бир жинсли 
фигуранинг огирлик марказини топинг.

129. х =  — а, х = а ,  у =  —Ь, у =  Ь тугри туртбур­
чак.

X ̂  V*5330. эллипснинг абсцисса уки юкори
Кисми билан чегараланган.

131. у =  л 2 парабола ва х - \ - у  =  2 тугри чизик би­
лан чегараланган.

132. у =  V - х \  у =  0.
Бир жинсли жисмларнинг огирлик марказини топинг.
133. х  +  у +  2 =  4, л; =  1, у =  1 текисликлар ва коор­

дината текисликлари билан чегараланган кесик призма.
134. х 1 у*' +  К 2', 2 > 0  ярим шар.
135. Радиуси 1 га тенг бир жинсли шарнинг марка- 

зига нисбаган инерция моментини топинг.
136. г 2 — х 2 у2 конус, г =  к текислик (к > 0 ,  г  ^ 0 ,  

Р — 1) билан чегараланган жисмнинг координата текис- 
ликларига нисбатан инерция моментларини топинг.

XII бобга дойр аралаш масалалар

137. л2 +  у2 — а \  х ‘ -{-2:2 =  а 2 цилиндрлар билан че­
гараланган жисм дажмини дисобланг.

138. х2 +  у2 +  г2 =  а2 сферанинг х 2 +  у2 =  ау ци­
линдр ичидаги булагининг сирт юзини дисобланг.

139. х 2 +  4у2 +  % =  1 ва г =  0 сиртлар билан чега­
раланган жисмнинг дажми — га тенг. Исботланг.

4
140. х 2 +  у2 =  Я2 конус, х 2 +  у2 =  2у цилиндр ва

2 =  0 текислик билан чегараланган жисм дажмини 
дисобланг.

141. г 2 =  л;2 +  у2 конуснинг х 2 +  у 2 =  2х цилиндр 
билан кесилган кисмининг сирт юзини дисобланг.
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142. <р, ва ср2 узунликларга (?1 <  <р2 < мос кел-
ган меридианлар орасидаги К радиусли шар булаги­
нинг ^ажмини уч каррали интеграл ёрдамида ^исоб- 
ланг.

143. Я радиусли шардан учи марказда, ясовчиси 
а Ог  уки билан а бурчак ^осил килган конус уйиб олиб, 
шар сектори ^оеил килинган, унинг дажмини хисобланг.

144 Узгарувчиларни алмаштириш ёрдамида цуйида- 
ги айниягни исботланг:

ТС и  я

2 2 Т

1 |  С05(2гзшср 51пб)й?(рй?0 =  |  |  СОз(251пА)й(л|2 .
0 0 о

145, х  — ср(и)созо, у =  ф(и)51пг\ г =  ф(и), ( а < и < р ,  
0 < г> < 2 т с )  айланма сирт юзини топинг.

146. д: = /?сози созг’, у = -/?сози з1пх>, 2  = / ? з т и сфе- 
ранинг и =  «,, « =  к2 параллеллар ва ю =  V =  г>2 
меридианлар орасидаги булагининг сирт юзини топинг.

XIII Б О Б  ЭГРИ ЧИЗИКЛИ ИНТЕГРАЛЛАР

1-§. Биринчи Iур эгри чизицли интеграллар

1. Текисликдаги тУгриланувчи содда эгри чизивда „нукта функ- 
цияси" Д М )  — Дх ,у ) ,  эгри чизикни булакларга булиш усу-  
ди Т =  {Аа, А и . . . , Ап) берилган булсин. Хар бир А ^ ^  булак- 
да ихтиёрий М ^ , ^ )  нукта танлаб,

п — 1 л—1
5Т(/) — ЗиГ(*1,ч)**1 (1)

<«0 1=0
интеграл йнгиндини тузамиз, бу ерда Д5* билан Л; ёй узун­
лиги белгиланган.

Агар Х( Т) =- тахД«/ -+ 0 да (1) интеграл йигиндининг бУлиш 
усули Т га ва нукталарнинг танлаб олинишига боглик булма- 
ган чекли лимита мавжуд булса, бу лимит Д х , у )  функциядан Г  
эгри чизик буйича олинган биринчи тур эгри чизикли интеграл 
дейилади ва куйидагича белгиланади:

1 - Г Л * .  У) йв (2)
Г

бу ерда йя — ёй дифференциали.
2. Оддий аник интегралга келтириш.
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*  =  ? ( / ) ,  у  ф ( ; ) ,  ( а  <  {  <  р )

параметрик теигламалар билан берилган булсин, бу ерда <р ва ♦ 
*осилалари билан бпрга узлуксиз булган функциялар. У долда (2) 
эгри чизикли интеграл

3  
I А х, у )  аз  -  ]■ / ( , ( 0 , т )  / ? '2(0  +  (8)

А Ь а

Агар АВ  эгри чизик ошкор у =  §(*) (а <  х  <  Ь) тенглама би­
лан берилган булса. (3) формула

н _______
\ / ( х , у )  аз  =  |  / ( х , §  (х)) У 1 +  в ' 2(х) ах  (4)

А В  а

кУринишни олади.
Эгри чизик цутб сштемасида р =  ^(6) (90 <  9 <  61) тенглама 

билан берилган булса, (2) интеграл
8, ____

|  !{х,у)  аз  — |  /(рсозв, рз1пб) / р 2 +  р 2 <В (5)
А  В 9„

формула буйича х,исобланади.
3. Механик масала орга татбики.
Агар текис моддии АН эгри чизикнинг зичлиги [* =  у.(х,у) бул­

са, у ^олда унинг М  ма-саси

М  =  Г 1>-{х,у) аз  (6)
А В

формула буйича топилади.
Шу э! ри чизикнинг орирлик маркази координаталарини ифода*

лаш формулалари эса
1 г 1 

“ 77 ! М х , у )  аз.  у0 =  -  I уц(х,  у) аз  (7)
м  л ь  М  А В

куринишда булади.

Куйидаги эгри чизикли интегралларни ^исобланг. 
1. |  (х +  у)^5, бу ерда Г  — учлари 0(0, 0), Л (1,0), 

В (0, 1) нуцталарда ётувчи учбурчак контуридан ибо­
рат. 

2. [ хуйз,  бу ерда Г — х =  0, у =  0, х*=*4, у  =  2 
г

турри чизиклар билан чегараланган турри туртбурчак 
контури.

3. [ (х2 -(-у2)5й«, бу ерда Г  — х =  асоз(,  у =  а$Ш
г

айланадан иборат.

А В  эгри чизик

124



4. Ц у 2с1$, бу ерда Г — х  — — $Ш), у ==> 
г

—=а (1 — соз^) циклоиданинг биринчи арки.
5. |  У х 2 +  у  ̂йз, бу ерда Г  — л2 -Ь у2 =  ах  айлана- 

г
дан иборат.

6. |  х  \ лх 2 — у2 ^5, бу ерда Г  — р =  а V со5‘2? 
г

лемнискатанинг унг япроги.
7. |  (л:2 +  у2 +  г 2)^5, бу ерда Г  — л  =  асоз1, у =  

г
=  а з т ^  г  =  Ы винт ч и з и р и н и н г  биринчи урами.

8. | (2г — У х 2 +  у 2)йз,  бу ерда Г — х  =  1со&1, у —
г

— 2 *= I коник винт ч и з и р и н и н г  биринчи урами-
дан иборат.

9. |  х 2й$, бу ерда Г  — х 2 у 2 +  г 2 — а 2 сфера би- 
г

лан л:Н-у +  г  =  0 текисликнинг кесишишидан ^осил 
булган айлана.

10. | | / 2 у 2 +  г 2с?г, бу ерда Г — .х2 +  у2 +  г2 =  а* 
г

сфера билан х  =  у  текисликнинг кесишишидан з^осил 
булган айл;:на.

11. }^ар бир нуктадаги зичлиги шу нуцтанинг ор- 
динатасига тенг булган х  — а  соз у =  />81п< 
эллипснинг биринчи квадрантда ётувчи чорагининг 
массасини .^исобланг.

12. Х|ар бир (х,у)  нун,тадаги зичлиги (х(л,у) =  |у|
булган у2 =  2р х  ^0 <  парабола ёйининг масса-

сини ^исобланг.
13. Бир жинсли x  =  а(^ — &Ш), у  «*= а( 1 — созг!)

циклоида ёйининг огирлик маркази коор- 
динаталарини топинг.

14. Биринчи квадрантда жойлашган х  =  асозг1, 
у =  а з т 8̂  астроида ёйининг огирлик маркази коорди* 
наталарини топинг.

15. х  =  асо$31, у==аз!п3̂  бир жинсли астроиданинг 
биринчи квадрантда ётувчи чорагининг координата ук;- 
ларига нисбатан статик моментларини топинг.

16. ;с® +  у2 =*а2 бир жинсли айлананинг диаметри- 
га нисбатан инерция моментини топинг.
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2-§. Иккинчи тур эгри чизицли интеграллар

1. Содда АВ  эгри чизиада Р(М)  =  Р(х , у )  ва <5(М) =  0}(х,у)  
функциялар ва бу эгри чизицни А^4г+1 булакларга ажратиш усу- 
ли Т =  {Ао,Аи . . . , Ап) берилган булсин. )^ар бир булак- 
да ихтиёрий М^.- гц)  нуцта танлаб олиб,

Л—1
^т(Р) =  23  Р & .  41)1*11=* О 

Л—1
5 Г(0) -  2  <Эв. 1й)Дл

о

интеграл йигиндиларни тузамиз, бу ерда Дд  ̂ ва Ду; лар билан 
мос равишда ёйнинг х  ва у  укларидаги проекциялари
белгиланган.

Агар ЦТ)  =  шахА;Аг+1 -+0 да 5 Г(Р) ва 5 Г ((5) йириндиларнинг 
чекли лимитлари мавжуд булса, у долда бу лимитлар Р(х,у)  ва 
(? (х ,у) функциялардан олинган иккинчи тур эгри чизикли интег­
раллар дейилади ва мос равишда Г Р(х,у)Ах,  Г (}(х , у ) йу  каби

А В  А В
белгиланади.

§  Р  X, у ) й х Г <Э(х,у)с!у й и р и  дини 
А В  А В

иккинчи тур эгри чизикли интегралларнинг умумий куриниши деб 
аташ ва

|  Р(х,  у) Ах +  С)(х, у) Лу каби ёзиш кабул цилингак,
А В

2. Одций аниц интегралга келтириш.
Агар АВ  эгри чизиц

х  =  <?(0, У =  <К0. (а <  * <  Р)
параметрик тенгламалар билан берилса, у *олда иккинчи тур эгри 
чизикли интеграл

ь
[Ш О Ж 0)?ЧО +  Ш О Ж 0 Ж (0 ]*  (1)

А В  ос

формула буйича ^исобланади.
Агар эгри чизик У“*/(■*) (а <  х  <  Ь) тенглама билан берилса,

( 1) формула

ь
I  Р(х , у)  а х  +  СЦх,у)йу -  |  [Р(х Дх) )  +  0 (х , / ( х ) ) / ' ( х ) ] ах  (2) 

АВ а

кУринишни олади.
Агар Г(х,у)  — {Р(х,у),  <3(х,у)} — куч майдони булса, бу куч-
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нинг моддий ну^тани эгри чизик буйлаб силжитишда бажарган 
иши Ш иккинчи тур эгри чизикли интеграл билан ифодаланади:

|  Р(х,у)  ах  +  <Э(х,у) ау.
А В

Интегралларни ^исобланг.
17. Г (х* — 2ху)йх  +  (у2 — 2ху)йу,  бу ерда

А В

А В — у — х 2 ( 0 < л : < 1 )  парабола.

18. Г хйу,  бу ерда Г  — — +  — =  1 турри чизи^нинг
 ̂ а Ьг

Ох  уци билан кесишиш нуцтасидан Оу уки билан ке­
сишиш нуцтасигача булган кесмаси

19. I" (2а — у)с1х — {а — у)йу,  бу ерда Г  — х = а { 1 — 
г

— з!п*), у =  а(\  — со&() циклоиданинг биринчи арки.
20. | у*йх +  х*(1у, бу ерда Г — соат стрелкасининг

г
^аракати буйича йуналган x  =  ас^$^, у =  Ьъ\т\1 юкори 
ярим эллипс.

21. I" хйк  +  хуйу,  бу ерда Г  — соат стрелкасининг 
г

^аракатига тескари йуналган х 2-{-у* =  2х юцори ярим 
айлана.

22. |  , бу ерда Г  — р =  а  Ксоз2<р лем-
г

нискатанинг соат стрелкасининг ^аракатига тескари 
йуналган унг япроги.

23. [ у г й х  +  гхйу  +  хуйг ,  бу ерда Г  — х  =  г  соз I

У — г  зш г  =  — винт ч и з и р и н и н г  
2% 

г - 0  текислик билан кесишиш нуцтасидан г  =  а  
текислик билан кесишиш нуктасигача булган ёйи. 

24. Ц(У2 — г*)йх +  2угс1у — х Ч г ,  бу ерда Г  — пара- 
г 

метрнинг усиб бориш томонига йуналган х  =  (, у =  Я, 
г  =  *3 ( 0 < / < 1 )  чизиц.
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25. ^у 2йх  +  г 1йу 4- х 2с1г, бу ерда Г  — координата-
г

лар бошидан Караганда соат стрелкасининг ^аракатига 
тескари йуналишда босиб утиладиган х г-\-у'1—ах  ( а > 0 )  
цилиндр билан х 2 +  у 2 +- г 2 =  а2 (2 > 0 ) сферанинг ке- 
сишишидан досил булган Вивиани чизирипинг бир 
цисми.

26. ] (У — г )^х +  (г  — х)йу  +  (х — у)йг,  бу ерда  
г

Г  — Ох  укининг мусбат томонидан Караганда соат 
стрелкасининг даракатига тескари йуналишда босиб  
утиладиган х а -]- у ‘ ■+ г 2 =  а 2 сфера билан у =  х  а те- 
кш'лнкнинг кесишишидан ^осил булган айлана.

27. т  м^сса Л(хи у и г у) нуктадан В(х2, у 2< г з) 
нуктагача ихтиёрий Г  йул буйича силжишидаги Р  орир- 
лик кучи бажарган ишни аникланг.

28. х  =  а сок I, у =  Ъ н т  I эллипснинг ^ар бир М  ну^- 
тасига микдор жидатдан шу нуцтадан эллипсн1:нг мар- 
казигача булган маго Ьага тенг ва эллипснинг марка­
зита караб йуналган Р куч куйилтан. Нукта биринчи 
квадрантда ётувчи эллипс ёйи буйича силжиганда Р  
кучнинг бажарган ишини топинг.

3 - § .  Эгри чизицли интегралкинт интеграллаш  
й^лига боглиц булмаслик шартлари.
Грин ф ормуласи

1. Агар Р(х, у) ва <3(х, у) функциялар учун
д д  дР
— -  =  —  ( 1) шарт бажарилса, у х,олда 
дх  ду

Р(х,  у)йх\ -(3(х,  у)йу  ифода бирор и(х, у)  функциянинг тула 
дифференциали булади ва

Г Р(х,  у)<1х+0(х,  у)Лу интеграл
А В

интеграллаш йулига боглт; бучмай, фэ^ат Л ва Л нуцталар^инг 
берилиши билан бир цийматли ани^ланади.

Тула дифференциали буйича функциянинг узи 
X у

а(х,  у) -  |  Р(1, у0)(И +  |  (?(*, 1)<11 +  О (2)
Хо Уо

ёки
*,[ У 

и(х,  у)  =  |  Р((,  у)сМ |  д ( х 0, 1)И +  С  (8 )
*о Уо

формула орцали топилади.
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=  ф  Р Л х +  Ойу  (4)
о  Г

формула Грин формуласи деГылиб, бу формуладан фойдаланиб, О  
соданинг юзини к.уйидагича ифодалаш мумкин:

5  =  |  хйу  =  — § удх  =  — |  хс1у — уйх,  
г  г  2 г

бу ерда Г — О  ссщанинг чегараси.
Куйидаги туда дифференциаллардан олинган интегралларни ди- 

собланг.
0 .1)

29. Г ( а- +  у) (йх +  йу).
( 0 ,0 )

(5,12)

30. Г х‘1х-  —-  (координаталар боши интеграллаш
 ̂ х‘ + у‘

(3,4)

йулига тегишли эмас).
( 1.2)

31. ^  уйх ~  х~у Оу уки билан кесишмайдиган
( 2 ,1 )

йуллар буйича.
(3 , 0 )

2. И кки каррали ва эгри чизикли интегралларни богловчи

32. Г (х* +  4ху3)йх +  (6х 2у2 -  5у4)с1у.
(- 2. - 1)
(3, 2, 1)

33. |  угйх  +  гхйу  +  х у й г .
(1. 2, 3)
О, 2, 2)

з д  р хс1х 4- уйу  +  гй г

У х 1 +  у 2 +  г 2 (0, 0, 0)
Куйидаги мисолларда тула дифференциал буйича 

функцияни топинг. 

35. йа =  (Зх2 — 2ху  +  ч2)йх — (л 8 — 2ху +  3у2)а'у.
36. йи =  (2х. сок V — у281пл)^д: +  (2усозх — х'зту)й?у.
О- . УйХ Хйу37. йи =  '

3.x2 -  '2ху +  Зу2

38, д и =  (3у- х)с/х +  <у- ? х)1 у- .
( X  4- У ) 3

39. йа =  (д:2 — 2уг)йх  +  (у2 — 2хг)йу  +  ( г2 — 2ху)(’>-г 

9-14У 0 1-У



40 йи. — %2Х,1у +  хуйг ~  угйх)
(х  — у г )2

Грин формуласидан фойдаланиб, интегралларни >{и- 
собланг.

41. (р ху 2йу  — х 2уйх,  бу ерда Г  — х 2 +  у 2 =  а? ай- 
г

лана.
42. ф {ху +  х- \-  у)йх-\- (ху +  х  — у)йу, бу ерда Г  — 

г
х 2 +  у 2 =  ах  айлана.

43. е'[(\  — соз у)йх  — (у — зШ у)йу\,  бу ерда Г —  
г

0 < х-< 'гс ,  0 < у -< 3 1 п л :  со^ани чегараловчи мусбат 
йуналишдаги контур.

44. ^  (х +  у)йх — (х — у)йу,  бу ерда Г  — 
г

х г Уа— и =  1 эллипс. 
яа Ьг

Л хЛу — уйх45 / = (1) — — интегрални куиидаги икки *ол 
Т  х* +  У2
Г

учун кисобланг.
а) координаталар боши Г  нинг таищарисида ётади.
б) Г  контур координаталар бошини бир марта ураб 

олади.

46. Д =  Г (х  +  у)2йх  — (х — у ) 2(1у
А п В

ва

/ 2 =  |  ( х у ) 2йх — (х — у)2йу
А т В

интегралларнинг айирмасини >{исобланг, бу ерда АпВ— 
—Л(0 , 0 ) ва 5(1, 1) нукталарни бирлаштирувчи тур­
ри чизик кесмаси, А т В  эса у =  х 2 парабола ёйи.

Эгри чизикли интеграл ёрдамида ёпиц чизицлар 
билан чегараланган фигураларнинг юзларини ^исоб- 
ланг.

47. *  — а  соз3*, у =  а з т 3*.
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48. х  — ~ —— , у =  Декарт сиртмори билан че-
1 +  1 +  ^  ^

гараланган.
49. р =  а  з!п2<р.
60. р =  2а(2 +  соз?).

XIII бобга дойр аралаш масалалар

51. [ У х  - \ -У  у )п =  ху  илмок шаклидаги эгри чизик 
билан чегараланган фигуранинг юзини топинг

52. Иккита нуцтавий массалар тортишиш кучининг 
уларнинг биттасини силжитишда бажарган ишининг 
йул шаклига боглик; эмаслигини курсатинг. Ныоюи

цонунига биноан, тортишиш кучи Р =  к ^ —  формула

билан аникланади, бу ерда г — иккита нукта орасида: и 
масофа, т 1 ва т2—шу нукталарда тупланган массалар. 
к—гравитацион доимий.

53. и(х,  у) с!з Гаусс иитегралини
г

собланг, бу ерда г =  | /  (х — +  {у — — А(х, у) 
нуцтани содда ва силлиц Г  ёпик контурнинг узгарувчан

М[%, у)) нуцтаси билан бирлаштирувчи г векторнииг 

узунлиги, (г, п ) — М нуктада Г  эгри чизицца утказил- 
—> —>■ 

тан п ташки бирлик нормал билан г  вектор орасида­
ги бурчак.

54. Утказгичнинг элементидан утаётган I ток фа- 
зонинг М(х,  у, г) нуктасида Био-Савар цонунига ку-

-> [ 7
ра йН =  Ы -  - кучланишли магнит майдон хосил

цилади, бу ерда г элемент с1$ билан М  нуцтани бир­
лаштирувчи вектор, к — пропорционаллик коэффициен- 
ти С утказгичнинг ёпиь; булган з^оли учун М нукта-

сида магнит майдон кучланиши Н  нинг Н^,Н^ # с про- 
екцияларини топинг.
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XIV Б О Б .  БИРИНЧИ ТАРТИБЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ 
ТЕНГЛАМАЛАР

1- §. Умумий тушунчалар Узгарувчилари 
ажраладиган тенгламалар

1. Н ом аълум  функциянинг з^осиласи ёки. лифференциали чат- 
нашадиган тенглама дифференциал тенглама дейитади,

Тенгламаяа! и номаълум функция досиласи (дифференциали) 
пинг энг юкори тартиби тенгламанинг тартиби дейилади.

Бирор  сох.ада тенгламани каноатлантирадиган у =  'у(х) функция 
шу о д а д а  тенгламанинг ечими ёки интегрг'ли дейилади ва бу 
фуц-:цп„ графиги тенгламанинг интеграл чизиги дейилади.

2 ^ирипчн тартибли дифференциал тенгламанинг умумий •ку- 
риниши

Р ( х . у . у ' )  — о. (1) у'  = г(х,  у) (2)
эса хоенлага н и с б а о н  ечилган куринишидир

К о ш и  м а с а л а с и. (2) тенгламани ва бошлангич

Л- =  X; да у =  Уо (Э)

шар-гаи цаноатлантирувчи фун-.сцияни топинг.

3. М(х)Ы(у)йх +  Р(х)0)(у)йу =  0 (4)

луринишдаги тенглама узгарувчилари ажраладиган  тенглама дейи­
лади. (4) тенглама

^ Р(х) )  Щу) 
ш п егр ал л аш  билан ечилади.

Дифференциал тенгламаларнинг умумий ечимини 
топинг.

1. хуйх  -)- У 1 +  ^ У  =  0.
2. у у > =  1 ^ 2 *

у

3. | /  1 — у 2с1х +  у \ 1 —х 2с1у =  0.

4 - * ■ '( '  + г ) - '•
5. у' =  соя(у — х).
6. у' — у =  2х  — 3
7. (х  +  2у)у' =  1.
8 у' =  |/4л- +  2у -  1. 
Дифференциал тенгламаларнинг бошлангич шартни 

^аноатлантирувчи хусусий ечимларини топинг.



9. у'  з т  х  =  у 1п у; у{~^\===е.

10. у ' 4- зт(л: — у) - - з ! п ( х + у ) ,  у М = ~ .

11. у' х  -Ь у =  2, у(0) =  3.
12. у — ху '  =  Ь(\ х~у'), у(1) =  1.
13. Ихгиёрий нуктасида утказилган уринманинг ури- 

ниш нуцгасидан абсциссалар укигача булган кесмаси 
ординаталар уки билан кесишиш нуктасида иккига бу- 
линадиган эгри чизш<ларни топинг.

14. Моддий нукта шундай тугри чизикли ^аракат 
Киладики, унинг ( ыоменгдаги кг.нетик энергияси 0 дан
I гача булган вацт оралигидаги уртача тезликка туг- 
ри пропорционал.  ̂=  0 да х =  0 экани маълум Х,ара- 
катнинг текис булишини курсатинг.

15. Тан,!ирдан олинган ноннинг температураси 20 
минутда 100° дан 60" гача пасаяди. ^авонинг темпера­
тураси 25° Тандирдан олингач, цанча вактдан кейин 
ноннинг температураси 30° булади?

18. Диаметри О, баландлиги И  булган вертикал 
укли доиравий цилиндрик бак сув билан тулдирилган. 
Бак тубидаги а  диаметрли доиравий тешик ор^али бак- 
нинг тула бушаш вактини аникланг.

2- §. Бир жинсли тенгламалар

Агар I нинг ихтиёрий цийматида / Ц х ,  1у)=1п{{х^ у) 
шарт бажарилса, {(х,  у) функция п улчовли бир жинс­
ли функция дейилади.

Р ( х , у ) с 1 х ( ± ( х ,  у)ёу =  0 (1)
ёки

/ = / ( - 9  (2)

куринишдаги тенглама бир жинсли дифференциал тенг­
лама дейилади, бу ерда Р(х,  у) ва ()(х, у) бир хил 
улчовли бир жинсли функциялардир. у =  хи  алмашти- 
ришдан сунг узгарувчилар ажралади.

Тенгламаларнинг умумий ечимини топинг.

17. (х  +  2у )йх — хйу  =  0.
18. (у2 — 2ху)(1х +  х*йу =  0.
19. у2 х 2у' — хуу'.
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У_
20. ху '  =  у — хех .
21. ху'  =  у 1п —.

л:
22. (л:2 — Ъу2)йх +  2хуйу  =  0. 
23 л: — у — 1 -Ь(у  — х-\-  2)у' =  0. 
24. у/ =  - ~- 3х ~  Зу-

1 +  х  +  у
25. (2л — у  +  А)йу +  (х  — 2у +  5)с1х =  0.
26. у' =  2 (—У- — — \2#

Дифференциал тенгламаларнинг бошлангич шартни 
цаноатлантирувчи хусусий ечимларини топинг.

27. (ху ' — у) агс(д — =  х, у(1) =  0.

‘28. (у2 -  Зх2)с1у +  2хус1х — 0, у(0) =  1.
29. Уринма ости уриниш нуктасининг абсциссаси ва 

ординатасининг йигиндисига тенг булган эгри чизик- 
ларни топинг.

30. Шундай эгри чизик тенгламаснни тузингки, унинг 
исталган нуктаси орцали утказилган уркнмасининг ко- 
ординаталар боншгача булган масофаси уриниш нукта- 
сининг абсциссасига тенг булсин.

3-§. Чизицли дифференциал тенгламалар

у' 4- Р(х)у =  / (х)  тенглама чизицли дифференциал тенглама 
дейилади. Буни у =  и%> алмаштириш ёрдамида ечиш мумкин, бу 
ерда V =  у ( х )  V' +  Р(х )у — 0 тенгламадан топилади.

у' +  Р(х)у  =  / ( х)уп ( п ф О ,  п ф  1)
Бернулли тенгламаси булиб, и — у^~п алмаштириш ёрдамида 
чизи^ли тенгламага келтирилади.

Тенгламаларнинг умумий ечимларини топинг. 

31. у' +  2ху  =  2хе~х\  32. у ' +  1 ± ^  у =  1.
33. у' +  у  =  С05Х.

34. / =
X*

1
3 5 . у '  = ---------- У---------- . 2 х - у *

2у1пу +  у - х  36. (х +  у 2)с1у =  УаХ.
37. у' +  2у =  у V .  38. 2хуйу  =  (у3 -  х)йх.

х- л
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41. Индуктивлик занжирида утиш процесси содир 
булади. индуктивлик ва царшилик— узгаРмасАиР- 
Бошланрич ток / 0 =  0 га тенг. Электр юритувчи куч Ь 
вактнинг функцияси сифатида берилган: Е = / ^ ) .

I токнинг  ̂ вак;тга богланишини топинг.
42. Олдинги масала шартидаги /  токнинг Ь ва^тга 

богланишини топинг, бу ерда электр юритувчи куч 
Е — Е 051'по)/ конун буйича узгаради.

43. Шундай эгри чизик тенгламасини тузингки, унинг 
исталган нуцтасининг радиус вектори, шу нуцтадан ут­
казилган уринма ва Ох  ук ^осил цилган учбурчакнинг 
юзи а 2 га тенг.

44. Координаталар бошидан утувчи шундай эгри 
чизиь; тенгламасини тузингки, унинг нормалининг эгри 
чизик; исталган нуцтасидан Ох  ук^ача булган кесмаси- 
нинг уртаси у 2 =  ах  параболада ётади.

4 -§ . Тулиц дифференциалли тенгламалар, 
Интегралловчи купайтувчи

дМ
Агар М (х, у) Ах +  А' (х, у) Ау =  Асцх, у) булса, яъни —— —

ду

=  —  шарт бажарилса, 
дх

М  (х , у) Ах +  N  (х, у )Ау =  0 (1)
тенглама тулиц дифференциалли тенглама дейилади. (1) нинг уму­
мий ечими и (х, у) — С куринишда булади. Бу функцияни 

л у
и (х,  у) =  |  М (х, у) Ах +  _[ N (х0, у) Ау (2)

Хо Уо

формула буйича топиш мумкин.
Агар р-М (х, у) Ах +  (хЛГ (х, у )Ау =  0 т^лиц дифференциалли 

тенглама булса, [д. =  ;а(х, у) функция интегралловчи купайтувчи 
дейилади.

А 1пр М'у —
Факат х  га боглик; булган р ( х )  —- — = ----- — —- тенглама-

А 1п р. — Му
дан, факат у га боглик; булган |Цу) эса ---------= ------- ——  тенг-

А у М
ламадан топилади.

Тулик дифференциалли тенгламаларнинг умумий 
ечимларини топинг.

4 г  х ( 2 х 2 +  у 2) +  у (х2 1- 2у 2) у '  =  0.
46. (Зх2 +  бху2) йх  +  (6л:ау +  4у3) йу  =  0.
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47. еуйх  +  (хе? — 2у) йу — 0.

48. хйх  +  уйу =  ха± - 1*х ..
хг +  у2

49. 2х со8“ уйх  +  (2у — х 2 з т  2у) б?у =  0.

50. (&\п2х , \ , , / Б1П2 X \ , п1--------- 1- х ) йх  +  / у -------—  1 йу  =  0.
\  у

5). Ушбу
X X

( \ + е у ) й х  +  еу (\  -  ^ й у  =  0

тенгламанинг у (0) =  2 бошлангич шартни каноатланти- 
рувчи хусусий ечимини топинг.

Тенгламаларнинг интегралловчи купайтувчиси ва 
умумий ечимларини топинг.

52. (х ‘ -(-• у) йх  — хйу  =  0.
53. (х +  У1) З х  — 2 х \ й у  =  0,

54. — йх  +  (у3 — 1п х) йу  =  0,

55. 2ху  1п у йх  +  (х2 +  у2 V  1 +  у2) йу =  0.
56. (х соз у — у зш у) йу  +  (х з т  у +  у соз у) йх  =  0.

5-§. ^осилага  нисбатан ечилмаган 
тенгламалар. Махсус ечимлар

1. Хар бир нуктаси оркали леч булмаганда иккита интеграл 
эгри чизик утувчи

Р{х.  У. Я = 0  ( 1)
тенгламанинг ечими махсус ечим дейилади.

Махсус интеграл эгри чизик (1) нинг интеграл эгри чизиклар 
оиласининг урамаси сифатида топилиши мумкин. Бундан тапщари, 
махсус ечим Р (х, у, р)  = 0 ,  Р'р (х, у, р)  — 0 системадан р  пара­
метрам йукотиш билан топилиши *ам мумкин.

2. у  =  ху '  4- ф (у')  Клеро тенгламасининг умумий ечими у  *=

=  Сх  +  ф (С)  куринишда булади. Махсус ечим: { У Рх  +  ^(р ) >
I х  =  — У  ( р ).

у  «= ху (у')  +  ф (у') Лагранж тенгламаси у'  =  р  параметрни кири- 
тиб, х  буйича дифференциаллашдан сунг

Ах
(9 (Р) — Р) ~  +  ху'  (р) +  V  (р ) =  0ар

к^ринишдаги чизикли тенгламага келтирилади.
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57. 4 ( у ' У - 9 х  =  0.
58. (у ')2 -  2 х у ' -  8х2 =  0.
59. х  (у')2 -  2уу' +  4х =  0.
6:). у (у ')2 — 2ху' +  у =  0.

61. (у ')2 — — =  0.
^ '  4

62. (у ')2 - 2уу' =  у2 (е2* — 1).
Тенгламаларнинг умумий ва махсус ечимларини то­

пинг.
63. у2 (1 + ( у ' ) 2) =  а 2.
64. (у ')2 — 4у =  0.
65. у2(у ')2 — 2хуу' +  2у2 — х 2 =  0.
66. 2 у ( у '+  2 ) ~ х ( у / )2 =  0.
67. Тенгламанинг умумий ечими у — С3х 2 +  2С2х —

— С — 0 куринишда. Махсус ечимини топинг.
68. Тенгламанинг умумий ечими (х  — С)2 4- у2 =  1 

куринишда. Махсус ечимини топинг.
Куйидаги тенгламаларни параметр киритиш йули 

билан интегралланг.
69. х  =  у' зш у'. 73. х(1  +  (у ')2) =  1.

70. у =  (у ')2 +  2 (у ')3. Ц- У ~  \  ”  2л“  У'-
75. (у ')2— у у '+ е * =  0.

71. у =  (у ')2 4  2 1пу'. 76. у =  х 2 +  2ху' +
1 / ■ /\2

Юкори дар аж али  биринчи тартибли ди ф ф ерен ц иал
тенгламаларни ечинг.

72. у У \ +  (у ')2 =  у '.  +  2 ^
Куйидаги Лагранж ва Клеро тенгламаларининг уму­

мий ва махсус ечимларини топинг.

77  у =  — (V 4- —  ̂ 81 ■ '̂ =  У ( / ) 2 +  2ху'.
21  ^  82 . * = , ( + - - и .

78. у =  х ( у ' ) 2 +  2у'. ! у '
д .  _  У _____! _

79. у' =  1 п ( х у ' - у ) .  ' У' (Я 2’ , ,
84. х(у ')  — уу — у +

80. у =  ху ' +  агсзту '.  + 1  =  0.
85. Шундай эгри чизицни топингкн, унга утказил- 

ган исталган урннманинг координата уцлари орасидаги
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кесмаси I га тенг булган узгармас узунликка эга бул- 
син.

88. Шундай эгри чизикни топингки, унга утказилган 
исталган нормалиинг координата уклари орасидчги кес­
маси а га тенг булган узгармас узунликка эга булсин.

Н7 Эгри чизикнинг исталган нуктасидаги уринма 
ости за нормал остининг ярим эйирмаси уриниш нук- 
тасининг абсциссасига тенг. Шу эгри чизик;ни то­
пинг.

88. Эгри чизикнинг исталган нуктасидаги нормал 
ва нормал остининг йигиндиси шу нуктанинг абсцис­
сасига пропсрпионал. Шу эгри чизикни топинг.

6-§. Изогонал ва ортогонал траекториялар
А гар  бир параметрли эгри чизиклар оиласи

Ф (х ,  у. С) =  0 (1)

тенглама билан берилса, у чолда шу оиланинг дар би р  чизигини 
узгарм ас  а бурчак остила кесиб утувчи  ;:изик берилггн  (1) оила-

те
нинг изогонал траекторияси  дейилади. а -- — булганда эса о р т о ­

гонал траектория  дейилади.
А гар  берилган эгри чизиклар оиласи (1) нинг диф ф еренц иал  

тенгламаси
Р  (•*. У, у') =  о (2)

куриниш да булса,  у долда (1) оиланинг изогонал траекториялари  

г ( х, у, - 1 ^ - ) - о  (3)

д и ф ф ер енц иал  тенгламадан тспилади, бу ерда  к =  а. Ортогонал 
траекторияларнин г  дифф еренциал  тенгламаси зса

Р \х ,  у ,  — — =  О
у ' /

каби ёзилади.

89. л:2 +  у2 +  2ау  =  0 айланзлар оиласининг ортого­
нал траекторияларини топинг.

90. (2а — х ) у 2 — х 6 циссоидалар оиласининг ортого­
нал траекторияларини топинг.

91. х  =  — гиперболалар оиласининг *ар бир чизи­

гини 45° бурчак остида кесувчи чизикларни топинг.
92. Агар траекториялар билан х 2 =  2а (у — УЗ  х)  

эгри чизиклар оиласининг чизиклари а =  60° га тенг 
булган узгармас бурчак ^осил килса, эгри чизиклар 
оиласининг изогонал траекторияларини топинг.
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X I V  бобга дойр аралаш масалалар

Тенгламаларни интегралланг.
93. у =  агс э т у '  +  1п (1 +  ( / ) 2)*

1 1 1
94. у й +  ( / ) 5 = а 5.
95. (х 2 +  у2 1) сОс — 2хус?у =  0, [а =  <р (у2 — х 2).
96. у'е~х +  у2 -  2уег =  1 — е2\  Уь =  <?*.
97. у' +  х  (у')2 — у =  0 тенгламанинг гурри чизик- 

лардан иборат интеграл эгри чизикларини топинг.
98. Координата уклари, эгри чизик ва унинг бирор 

нуктасининг ординатаси бил^н чегараланган фигуранинг 
гози шу фигурага мос эгри чизик ёйининг узунлигига 
тенг. Агар бу эгри чизикнинг Ж (0, 1) нуктадан утиши 
маълум булса, унинг тенгламасини тузинг.

99. Ёрурлик окимининг юпка сув катлами томони- 
дан ютилиши катлам цалинлигига ва катлам сиртига 
тушаётгаи окимга пропорционалдир. 3 м ли катламдан 
утишда дастлабки ёрурлик окимининг ярми ютилишини 
билган ^олда унинг кандай кисми 30 м чукурликка 
етиб боришини аникланг.

100. Горизонт билан а =  30° бурчак ташкил этувчи 
огма текислик буйича огир жисм бошлангич тезликсиз 
тушмокда. Ишкаланиш коэффициента (д. =  0,2 булганда
1 =  39,2 узунликдаги йулни жисм канча вактда босиб 
утишини аникланг.

XI Б О Б .  ЮКОРИ ТАРТИБЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ 
ТЕНГЛАМАЛАР

1-§.  Тартибини пасайтириш мумкин булган  
дифференциал тенгламалар

1. у(ге) = / ( . * )  тенгламанинг тартибини пасайтириш кетма-кет 
интеграллаш йули билан амалга оширилади:

у  =  |  ах  . . . [ /  (х) йх  +  Схх п~г +  . . . + С п

2. у ошкор х,олда иштирок этмаган /•'(х, у' ,  у") *= 0 тенгла­
манинг тартиби у' =  р  алмаштириш ёрдамида биттага камайтири- 
лади.

3. л: ошкор *олда иштирок этмаган Р(у ,  у',  у") =  0 тенгла-
Лр „манинг гартиби у =  р, у  =  р  — алмаштиришлар билан биттага
ау

камайтирилади.
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4. Р (х, у, у', . . У(”*) функция у, у' ,  . . _у(п) ларга нис- 
батан бир жинсли булган

Р(х ,  у. у'...........у (п)) «= О

Гг (х) ах ,тенгламанинг тартиои у =  алмаштириш оркэли биттага
камайтирилади.

Тенгламаларнинг умумий ечимларини топинг.

I. V" — з т х  +  созх . 2. у " — 1пх.

3. у" — х з т х .  4 . / " = — .
X*

5. ху" -= у'. 6. у" +  — =  х .

7. у" (1 -Ь х с) =  2 х у \  8 2ху/у" == (у ')2 +  1.
9. у" =  аеу. 10. 2 (у ')2 =  (у — 1 )у".
II. у"' =  У ~ ( у У .  12 хуУ — у1У =  0.
13. х 2уу" — (у — ху')2. 14. у у" — (у')2 =  6ху2.
15. (у")*—у ' у " ' = ^ | * .  16. у"'( 1 +  ( у')2)= З у /(

Берилган бошлангич шартларни цаноатлантирувчи 
хусусий ечимларни топинг.

17. 2у" =  Зу2, У (— 2) =  1, у' ( — 2) =  — 1.
18. у "у =  х  (у ')2> у (1) =  1, у ' (1) =  2.

19. =  ^  +  4  у (1) =  1, у' (1) =  0.
-К у

20. уу" +  (у,)8 =  ( У Т .  У(1) =  1, У ' ( 1 ) ------- 1.
21. Эгрилик радиусининг Оу уцидаги проекцияси 

Узгармас а сонга тенг булган эгри чизи^ни топинг.
22. Кандай эгри чизмцнинг исталган нуцтасидаги 

эгрилик радиуси нор мал узунлигига пропорционал бу­
лади? Пропорционаллик коэффициента к =  1, — 1 б^л- 
син.

23. Массаси т булган эркин тушаётган жиемга тез- 
ликнинг квадратига пропорционал з^аво царшилиги таъ- 
сир этади. ё =  0 да 5 =  0 ва V =  0 бошлангич шарглар- 
да ^аракат цонуниии топинг.

24. Массаси т га тенг моддий нукта огирлик кучи 
таъсирида эркии тушмокда. Нуктанинг л;арак:ат цону- 
нини ^авонинг каршилигини ^исобга олмасдан топинг.
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1- У[п) +  Р\ (х) у (п_1) +  ■ ■ • +Рп(х)У  =  О (1) 
бир жинсли чизикли тенгламанинг умумий ечими

у — С\У\ +  С2У2 +  • • • +  СяУя 
формула билан аницланади, бу ерда уи у2, • ■ уп лар ( 0  нинг 
чизикли эркли ечимлари.

2- У(я>+ л ( * )  у!'!+1) +  ■ . . +  Рп(х)  у = / ( х )   ̂ (2) 
бир жинслимас тенгламанинг умумий ечими и *= у  4- И[ куринши- 
да булади, бу ерда у (2) га мос бир жинсли тенглама ( 1) нинг 
умумнй ечими, и' эса (2) нинг бирор хусусий ечими.

Агар (1) нинг чизикли зрчми У\. У2. • • •. Уп ечимла-' ' маьлум 
б^лса, у долда узгар.часларнл вариациялаш усулини цуллаб, ( 1) га 
мос (2) нинг умумий ечимини

и =  Сх (х) у, 4- Ся (х) у2 4- . . . 4- {-п (х) Уп 
формула буйича топиш мумкин, бундаги С1 (х) лар

2  С\ (х) — 0, (к — О, (п -  2)),

2- §. Чизицли дифференциал тенгламал^р

системадан топилади.

У> С\ {х )  у<«-г) = / ( х )  (3)

Функциялар системасининг чизикли боглщ т гя  ёки 
чизс^ли эрклилигини аннцланг.

25. 4, х .  26. 1, 2, х ,  х а.
27. 1, х ,  х \  х 3. 28. е*, хех, X V .
29. зш х ,  соз 2х. 30. з !п х ,  соз л:, соч9г .
31. 1, з т 2х ,  соз2х .  32. 1, а г с з т х ,  аг' . -■ х .
Берилган ечимларнинг фундаментал системаларига 

мос бир жинсли дифференциал тенгламаларни тузкнг.
33 х ,  х \  34. ех, хех.
35. 5Ш X,  СОЗХ. 36. X, 8ШХ, СОЗ X.

37. (I — х 2) у" — ху '-}--~ ;у  =  0 тенгламанинг битта

хусусий ечими у г =  У х-{ -  1. Унинг умумий ечимини 
топинг.

38. (2 х  — х 2) у " ' ( х 2 — 2) у' +  2(1  — х )  у  =  0 тенг-  
лама у г =  ех хусусий ечиыга эга. Бу тенгламанинг  
у (1) =  0, у / (1) =  1 бошлангич шартларни цаноатланти- 
радиган ечимини топинг.

3^. х 2(1 п х — \ )у"  — ху'  +  у =  0 тенгламанинг Уг — х



хусусий ечими ёрдамида унинг умумий ечимини то­
пинг. 

40. х ъу'" — Зл2у" +  Ъху' — бу =  0 тенглама учун у х=  
=  я, у2 =  х ’- функциялар ечимлардир. Унинг умумий 
ечимини топинг. 

Узгармасларни вариациялаш усулидан фойдаланиб, 
^уйидаги бир жинслимас тенгламаларнинг умумий ечи­
мини топинг. 

43. х лу" — ху'  =  Ъхъ. 42. ху"-\-(2х— \)ух=х—4 х \
43. у" — 2у' х  =  1. 44. у"' +  у' =  зес д:.

3-§. Узгармас коэффициентли чизикли 
тенгламалар

1. п - тартибли узгармас коэффициентли чизикли бир жинсли

+ а 1у1а- 1)+  . . . + а п_ 1 у' +  апу =  0 ( 1)

тенгламанинг умумий ечими

г п +  а 1г п~'[ +  . . . +  ап_ хт + а г =  0 (2)

характеристик тенгламанинг илдизларига караб тузилади.
1) дар бир гп >  0 каррали дакикий илдизга умумий ечимдаги

(С, +  С2х  +  . . . +  Стх т~  *) егх
кушилувчи мос келади.

2) х,ар бир т >  0 каррали а ±  р/ цушма комплекс илдизлар 
жуфтига умумий ечимда

й ”■* [(Л, +  А2х  +  . . . +  Ат_ 1х т~ 1) соз §х +

■+ (В, +  &гх +  . . .  +  В т_1 х т~ х) з!п $х]

л^ушилувчн мос келади.
2. Бир .. :.нслимас

У'"> +  в, у '" - 1» +  . . .  +  а„у =  /  (х) (3)
тенгламанинг умумий ечимини топиш учун, 2- § га к^ра, унинг 
бирорта хусусий ечимини билиш етарлидир, чунки мос бир жинс­
ли тенглама ( 1) нинг умумий ечими 1- пунктдаги коидалар буйича 
топилади.

Унг томони
/  (л) =  еа х \Рп (х) соз Ьх +  (}т (х) з!п Ьх) (4)

махсус куринишда булгзн (3) тенгламанинг хусусий ечимини то­
пишда аник,мас коэффициенглар усулидан фойдаланиш мумкин. 
Бу ерда а ва Ь лар узгармас сонлар, Рп (х) ва 0 т (х) мос равиш­
да даражалари п ва т. булган к^п^адлар Бу усул буйича ху су ­
сий ечимни излаш коидаси куйидагича:
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1) агар а  ±  16 (2) нинг илдизи булмаса, хусусий ечим

=  еах [Я; (х ) соз Ьх +  (х) з1п Ьх] (5)

куринишда изланади, бу ерда / =  шах(п, т),
2) агар а ±  1Ь (2) нинг ,5 каррали илдизи б^лса, хусусий ечим

11\ =  Хреах [Р 1 (х)  соз Ьх +  <5 Г (X) 81 п Ьх] (6)
куринчшда изланади.

Унг кисмда созйл: ва з т  йх фун <цияларинннг биттаси ишти- 
рок этганда и, нинг ифодасига бу иккала функцияни дам киритиш 
керак.

(3) тенгламанинг унг кисми кандай булишидан к;атъи назар 
унинг хусусий ечимини топишда ихтиёрий узгармасларни вариа- 
ц.-шлаш усулини куллаш мумлин.

К уйидаги  бир жинсли тен глам аларн и н г  ум ум ий е ч и ­
мини топинг.

45 . у"  _  у '  =  о. 46. у " -  4у =  0.
47. у " _  4у ' +  з у _  о. 48. у" — 5 у ' 4- бу =  0.
49. Зу" -  2 у '— 8у -  0. 5®. У" ~  V  +  2У -  0.
51. у" +  2 у '  +  у — 0. // 4_ 4 , 1 3 , ^  5_
53. у"  — 2 у ' +  2 у  ~ 0. 2у ' — у о
55. 4у" — 8 у ' + 5 у  =  0. у"
Куйидаги тенглам аларни нг  берилган  бош лангич  

ш артларни цаноатлантирадиган ечимини топинг.
57. у" -  2 /  +  Зу =  0, у (0) =  1, у '  (0) =  3.
58 у" -  5 у ' 4 - 4у =  0, у (0 )  — 1, у ' ( 0 )  =  1.
59. у"  4- 4 у '  4- 29у =  0, у (0) =  0, у ' (0) =  15.
60. 4 у" +  4у ' 4- у =  0, у (0) =  2, у '  (0) =  0.

61. у" 4- 4у =  0 тенглам анинг М — 1^ нуц тадан

утувчи  ва ш у н у к тад а  у 4 -1  =  х  — турри  ч и зи ьд а

уринувчи интеграл эгри чизирини топинг.
62. ■ " 4- 16у =  0 тенглам ан инг М  ( х 0, у0) нуцтадан 

^тувч и  ва ш у нуцтада у  — у 0 — к ( х  ~  х 0) турри чизиц- 
ца урин увчи  и н теграл  эгри чизирини топинг.

Куйидаги бир ж и нслим ас  тенглам анинг умумий е ч и м ­
ларини топинг.

63. у" -  7 у '4 -  12у  = х .  64. у"  -  4у ' 4- 4у  =  х \
65. у" — 2у ' =  х 2 — 1. 66. у " - у ' = * 2 х — 1.
67. у "  4- 6 у ' +  5у — е и , 68. у"  -  у =  е*.

Ш



69. у" +  у =  соз л. 70. у" +  4 /  +  5у =

71. у" -  2у' +  2у =  е* (х соз *  +  з!п х ) !  **
72. у" — 2 у '  4 - 5 у  =  ех соз 2л:.
73. у" — Зу' +  2у бу ерда / ( х ) :
1) Зе2х\ 2) 2 з т х ;  3) 2ех — е ~ 1х\ 4) з т л г з ш ^ д : .
74 . у" — 4у' Ч- 4у =  У (л:), бу ерда / ( х ) :
1) Зе2х\ 2) з т  л: соз 2л; 3) 4 х  +  з т  х  +  з т 2 л ; ;
4) 5к 2х .

Ихтиёрий узгармасларни вариациялаш усулини тдт- 
биц этиб, цуйидаги тенгламаларни ингегралланг.

75. у"  -\г у ■= ^ х .  76. у" +  у =  зесл.
77. у" — 2 у ’ +  у =  78. у" — 4у; +  4у =-- 31П3лг.

ех

80. у" — у' — -----------.
ех +  I

81. Р  огирликдаги юк тинч ^олатидаги узуилиги I 
булган вертикал пружинага осилгая, юкка кузгатувчи

з т д а в р к й  куч таъсир этади, бу ерда (2 ва р  уз­
гармас. Пружинанинг массасини ва му^итнинг карши- 
лигини ^исобга олмай, юкнинг ^аракат цонунини то­
пинг.

82. Массаси 200 г булган юк пружинага осилган. 
Юк 2 см пастга тортилиб, кейин куйиб юборилган. 
Агар юк V =  1 см/с тезлик билан ^аракат килса, мудит 
унга 0,1 г ^аршилик курсатади. Пружинанинг карши- 
лик кучи уни 2 см чузганда 10 кг. Пружинанинг мас­
сасини ^исобга олмай, му,\ит ^аршилиги харакат тез- 
лигига пропорционал булган ^олда юкнинг ^аракат 
^онунини ТО П И Н Г .

83. Массаси т булган моддий ну^та узгармас Р  куч 
таъсирида А дан В га караб турри чизикли ^аракат ки- 
лади. Му^ит каршилиги В дан моддий нуцтагача бул­
ган масофага пропорционал ва бошлангич моментда 
(Л нуцтада) /  га тенг ( / < Р ). Нуктанинг бошлангич 
тезлиги 0 га тенг булганда нуцта А дан В гача канча 
ваь;тда боради?

84. Ингичка узун най перпендикуляр уц атрофида 
доимий ш бурчак тезлик билан айланади. Найнинг ичи- 
да шарча чш^алишсиз сирпаниб борганда:

Ь4

х*+ I
79. у" +  2у' +  2у =  

__ _1___
ех з!п х



а) бошлангич моментда шарча айляниш уцндан а 
масофада ва бошлангич тезлиги г>0 =  0 деб.

б) бошлангич моментда шарча айланиш укиДа (">ул- 
ганда ъ0 бошлангич тезликка эга деб ^исоблаб; шар- 
чанинг найга нисбатан даракаг цонунини топинг.

X V  бобга дои.р аралаш масалалар

УУ'=  Р, (У')2 =  Р, ху' — р, — — р  алмаштиришлар
У

ёрдамида цуйидаги генгламаларнинг умумий ечимини 
топинг.

85. хуу" 4- х  (у')а =  Зуу'. 
8В. у ’у 2 +  у у "  — ( у ')3 =  0. 
87. у "  +  1  у' — 1  у 0.

88. 2ху'у" =  (у' )2 — 3.
89. х  =  0 ва х  =  1 учлари мадкамланган /==100 см 

узунликдаги тор .к =  50 см нуктада дастлабки полати- 
дан А =  2 см га четлаштирилган, кейин турткисиз куйиб 
юборилган. Торнинг ихтиёрий I моментдаги шаклини 
аникланг.

80. Ю кг массали жисмга уни баркарор мувозанат 
^олатига ^айтариш учун ^аракат цилувчи эластик куч 
таъсир этади. Куч силжишга пропорционал ва у юк
1 м силжиганда 2 кг га тенг. Му^иг каршилиги ^ара- 
кат тезлигига пропорционал. Учта тебранишдан сунг 
амплитуда 10 баравар камаяди. Тебранишлар даврини 
топинг.

Куйидаги Эйлер тенгламаларининг умумий ечимини 
топинг:

91. х 2у"  +  х у '  +  у =  х.
92. х гу "  — 2у — з т  1п х.
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ЖАВОБЛАР, К^РСАТМАЛАР, ЕЧИМЛАР

I Б О Б

1314— 13 „1301 
1. а) рационал сон, 2,13 (14) = 2  ■ 99ро------- 2 ^ 0' б) Ра« и°-

714 238
нал сон, 3,(714) =  3 ——  =  3 — , в) рационал сон, 2,76 (8) — 

9УУ <333
768 -  76 173
— плл— “ 2 — , г) иррационал сон, чунки у даврии каср уои 2,2.0

эмас. Фараз килайлик, у даврий булиб, унинг давр узунлиги п 
бУлсия. У х;олда кетма-кет келган п та ракам орасида 1 раками 
Катнашиши керак. Лекин унгга картб кетган сари кетма-кет 
л та 0 ракам учраб колаяпти, шунинг учун 0,1010010001 . . . 
каср даврий эмас, д) иррационал, чун*и у даврий каср эмас, е) ра

123 41
ционал сон, 2,123123 . . . - =  2,(123) =  2 —-  =  2 — . 2. а) иррацио-

999 333 
32 352

нал, б) иррационал, в) рационал, 2 ” , г) рационал, 1~тг 3. г  ра~
99 900

ционал ва « иррационал сондарнннг йигиндиси г  а =  р ни олай-
лик. Агар р рационал сон булганда эди, у цолда иккита рацт нал
соннннг айирмаси а = р  — г дам рационал сон булар эди. Бу ка-
рама-каршилик (3 нинг иррационал сон эканини курсатади 5. г  ра-

г
ционал ва а иррационал сонларнинг булинмаси — =  р сонни олаи-

а

лик. 3-мисолдаги каби фикр юритиб, р ни иррационал сон экани­
ни курсатиш мумкин. 7. Чегараланган (яъни дам юкоридан, дам куйи- 
дан чегараланган) туплам. Хакикатан, Е нинг барча г  элементлари 
учун 2 <  г  <  3 тенгсизлик уринли. 8. Чегараланган. 9. Чегараланган,

п3 1
барча п 6 N  лар учун 0 <  -у  з  ̂ <  — . 10. Чегараланган. 11. Куйи-

дан чегараланган, юкоридан чегараланмаган. Хакикатан, барча 
/г2

п ^ N  лар учун ------ ~ > 0  булгани учун куйидан чегараланган
п 2

146



п2 2 п 2п „ 2 п
---------=  л — ----------  тенгликда ------- - <  2 булгани учун п — ---------
п +  2 п + 2  п +  2 3 п +  2

Г 1исталганча катта’ цийматларнн кабул кила олади. Демак, -̂-------->
I п +  2)

т^плам юкоридан чегараланмаган 12. Куйидан чегараланган юко- 
ридан чегараланмаган. 13. Е тупламнинг х,ар бир х  элементи учун
О <  х < 4  тенгсизлик уринли булганидан Е  чегараланган туплам; 
зи р ^  =  4 эканини курсатамиз: а) барча х ^ Е  лар учун х  <  4, б) 4 
дан кичик булган а сон олсак (аницлик учун а  ̂ [0; 4[ булсин), у 
долда }а\ 4[ даги барча сонлар рационал сон була олмайди. Де­
мак, Iа; 4[ да бирорта иррационал х  сон мавжуд. Бундан а <  х ' , 
х'   ̂Е  булиб, зир Е =  4 экани келиб читали. Худди шу усулда 

=  0 эканини курсатиш мумкин. 14. зир Е =  5, щ{ Е  =  3. 
15. [— 1; 5]. | х  -  2 | <  3 ва — 3 <  л: — 2 <  3 тенгсизликлар тенг 
кучли. Бундан — 1 <  х  <  5. 16. 1— 5; 5[. 17. ]1; 9[. | х  — 5 | <  4 
ва — 4 < *  — 5 <  4 тенгсизликлар тенг кучли. Тенгсизликларнинг 
учала томоннга 5 ни кушсак, 1 <  х  <  9 келиб чикади. 18. ] — 6 ; 
2[. 19. ]— оо; — 5 [II] — 1; +  оо[. | х  +  3 | >  2 дан х  +  3 >  2 ёки 
х  +  3 <  — 2 булади. х  +  3 >  2 тенгсизликни ечсак, х  >  — 1, х  +  
+  3 <  — 2 тенгсизликни ечсак. х  <  — 5 келиб чикади. Демак, ечим 
] _  оо; -  5 [II] -  1; +  оо[. 20. ] - оо; — 4 [Ц] 2; +  оо[. 21. [— 5;
5]. Бу ерда уч долни караймиз: а) х  <  — 2. Бунда х  +  2 <  0 ва

| — (х  +  2) — (х  — 2) <  10 
х  — 2 <  0 булганидан < системага эга 6У-

I X — 2
( -  2х < ю с * > -  5

ламиз. |  0 < Системанинг ечими: [— 5; — 2].

6) — 2 <  х  <  2. Бунда *  +  2 > 0  ва л  — 2 <  0 булганидан
Г *  +  2 -  ( * -  2) <  10 Г 4 <  10
 ̂ системага эга буламиз. \ Сис-

\  — 2 <  х  <  2 \  — 2 <  х  <  2.
теманинг ечими: ]— 2; 2[. в) х  >  2. Бунда х  -\-2 >  0 вал; — 2 > 0

С х  +  2 +  (х  — 2) <  10 „ ( 2 х <  10
булганидан  ̂ системага эга оуламиз. |

Системанинг ечими; [2; 5]. Берилган тенгсизликнинг ечи-
х  >  2.

ми учала система ечимларининг бирлашмасидан иборат, яъни 
[ - 5 ;  - 2 ]  и]  - 2 ;  2[Щ2; 5] =  [ - 5 ;  5]. 22. [ - 5 ;  5]. 23. ] -  1; 3[. 
| х % — 2х — 3 | >  х 2 — 2х — 3 тенгсизлик х 2 — 2х - . У <  0 тенгсиз- 
ликка тенг кучли. 24. ]0; 5[. 25. {— 1; 3}. Берилган тенглама: 

( 2х  3 — х^
а) 2х  +  3 >  0 булса, | системага тенг кучли. б) 2.x

( 2х о ^  О
[ — (2х  3) =  х'1 

+  3 <  О булса, | о л системага тенг кучли. а) ^олни
( 2 х  3 <  О
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2х  +  3 =  х 2
курайлик: •! системани ечиш учун 2х  +  3 ■=■ х 2 тенг-

( 2.x 3 ^ 0
ламани ечамиз. Бу тенгламанинг ечимлари х х =  —!, х$ =  3 булади.
Бу ечимларни 2х +  3 >  0 тенгсизлиика куйиб курамиз: х { =  — 1
да 2 • ( — 1) +- 3 =  1 > 0, демак, х, — — 1 тенгсизликнинг цам ечи-
ми булади. х-у — 3 да 2 • 3 4- 3 =  9 >  0, демак, х 2 =  3 дам теыг-
сизликнинг ечими булади. Бундан куринаднки, — 1 ва 3 сонлар-
нинг дар бири системанинг, демак, берилган тенгламанинг ечими

I — (2х +  3) =  х 2 
буладп. б) долни курайлик: { системада — (2х +

I, 2х  +  3 <  О
+  3) ™ х 1 тенглама ечимга эга эмас. Шунинг учун бу система 
ечимга эга эмас. 26. {0; 2]. 27. (2; 3(. | х ‘ — 5х  +  9 | =  3 тенглама 

х 1 — 5х +  9 =  3 | -  (х2 -  5х  +  9) =  3
дам а)

5х  -н 9 >  О, б) х 2 -  5л- +  9 <  О
системаларга

тенг кучли. Бу системаларня дам 24- мисолдаги каби ечиш мум-
х  — 1

кин. 28. Ечилга эга эмас. 29. ]— оо; — 1 [ и [ 1; -{- оо[. — ;—— >  О

булса,
Ж — 1
х  +  1 х  +• 1

булиб,

ламиз. Демак, берилган тенглама

-г -  1 

* +  1

х + 1
тенгликка эга бу-

х  +  1

ли. Бу тенгсизликни ечиш учун а) | 

системаларни ечиш керак. а) хол: 

ечими [1; +  оо[. б) дол:

О тенгсизликка тенг куч- 

- 1 >  О \ х —1 <  О
б) I •V • ’ <  о

х  >  1, системанинг

! х + 1 > О,
( х  > 1 

хол: {
I х  >  — 1,

х <  1
— 1, х <  — 1

ечими ]— оо; — 1[. Демак, тенгламанинг ечимлар т^плами: ]— оо;
- 1  Ш[1; +  «,[.

30. [ - 2 ;  3[. 31. / ( - 2 )  =  2 • ( - 2 ) 3 - 3  • ( - 2 ) + 4  = - 6 ;

системанинг

/ ( - 2 ) •6, / ( 1 )  =  3, / ( а )  =  2а3 — За +  4. 32. / ( 0 )  =  1, /;

1 + V 2
• 4 I

/ ( 1 )  =  соз 1 • (1 +  4 8111 1), / ( а )  =  соз а • (1 +  з!п а).

33. /  (0) =  — 2, / ( ! )  =  — —, / ( 2 )  =  О,

х  — 2

/ | {

-  - 2
2

1,

\ / ( — П =  1. х  =  — 1 да ----- --  касрнинг махражи 0 булганиданI \ 2 /  х + 1
/ ( -  1) ...авжуд эмас. 34. / ( 0 )  =  -  3, / (2) =  1, /  (— 2) =  — /(1 )
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мавжуд эмас. 35. / ( 2 )  да х  — 2 булиб, 1 <  2 <  3 булганидан /'(2)  
ни топиш учун / (х) ■= х  — 1 тенгликдан фойдаланамиз. Демак, 
/ ( 2 )  = 2  — 1 =  1. / ( 0 )  ни топиш учун / ( х )  =  2 тенгликдан фойда­
ланамиз, / ( 0 )  =  2. Худди шу каби /  (0,5) =  2. / ( — 0,5) да х  = —0,5 
б^либ, — 1 <  — 0,5 <  0 булганидан / ( — 0,5) ни топиш учун / ( х )  =  
=  2х  тенгликдан фойдаланамиз. Демак, /  (— 0,5) =  2 • (— 0,5) =  
=* — 1> / ( — 0,5) =  — 1. / ( 3 ) = ( х —1)л-=з = 2 ,  / ( 3 )  =  2. х  =  5 функ- 
ц и й н и н г  аникланиш содасига тегишли булмагани учун / ( 5 )  мавжуд 

IIС \ Г.2 I 71 \ \ /  2
эмас. 38. / ( 1 ) = 2 , / ( -  = 1 + - ,  / ( 4 ) .мав­

жуд эмас. 37. Ифода х  нинг барча циПматларида маънога эга
булгани учун ь > (у ) ’= ] — со; 4- оо[. 33. х ф \  39. Касрнинг мах- 
ражи нолдап раркли булиши керак, яъни х - — 1=^=0, бундан 
х  ф ~  х ф  1. Демак, аш-нланиш содасини О (у) =  ]— оо; — 1 [II
II]— 1; 1 [II| 1; +- оо [ куринишда езиш мумкин. 40. х Ф  1, 
х ф  — 3. 41. х 2 — Зх  +- 2 Ф  0, х  ф  1, х ф 2 .  О  (у) =  \— оо: 1; II) 1; 
2(11] 2; 4- эо1. 42. [—-2; 2]. 43. Каср аницланган булиши г 
х 2 +  4 ф 0  булиши керак. Лекин х  нинг дар кандай киймагида бу 
тенгсиз 1ик уринли. Шунинг учун О (у) =  |— со; |  » [ .  44. I— оо; 
3,5[. 45. х 2 — 4х +  3 >  0, (х  — 1) (х  — 3) >  0, О (у) =  ] -  оо; !; и
I I  [3; 4 -  о о [, 46. ] —  оо; 4 -  оо[ . 47. х* -  4х  >  0, х(х  —  4) > 0 ,  й(}') =

: ] _ о о ;  0 [II] 4; +  оо[. 48. ]— оо; 0 [ .  49. Зх — 4 >  0,
4

Х > 3’

О (у) -
4
—; +  °о 50. !3; = [. 51. Ман'рий сон ва нолнинг ло-

гарифми булмагани учун 
сизликни ечиб, И (у)  =  ]•

1; 

<  2х

0,8]. 53. 

5 ‘

Зх ■

х г _  4Х +  з >  у булиши керак. Бу тенг- 
= ] — оо; 1 [ 1 1 ] 3 ;  4 -  оо] га эга буламиз. 52-

5
4 | <  1, — 1 <  Зх — 4 <  1, 1 <  х  < — ./?( у) —

54. [2; 3]. 55.
2х — 3

-  I <
2х — 3

< 1, — б <

■ 3 <  5, — 1 <  х  <  4, И (у)  =  [ -  1; 4]. 56. [1,4; 1,8]. 57. Бу
функциянинг аникланиш сох,аси и  (у) — Д  ( V  3 — х) п

X ■*“ 2 _
С (агс со8 — |; а) 1 )(К  3 — х) ни топамиз.Бу ерда 3—х  >  0, х < 3 .

___ / х ______________________ 2
Бундан 0 ( V  3 — * ) = . ] — оо; — 3], б) Ы а г с с о з — - — I ни топа­

миз. Бу ерда
х  — 2 I х  — 2,

<  1, — 1 <  х  <  5 .  Бундан О I агееоз——  |

[— 1; 5]. Демак, О  (у)  =  ]- - о о ; —  3 ] п ( - 1 ;  5 ]  —  [ —  1; 3 ] .  58.
3

[— 2; 0[11[0; 1[. 59. 57-мисолдаги каби, аввал В 4 — х 2.



миз. 4 — х 2 Ф  0, х 2 ф  4, х  ф  ± 2 .  й  - г ) =  ]— оо; — 2 [II] —2;

2 [11] 2; + о о [ .  Энди О  (1д (л:3 — х)) ни топамиз. х3 — х  >  О, х ( х —
— 1) (лг 4- 1) >  О, О  (у) — ]— 1; О [II] 1; +  оо[. Демак, Я  ( у ) -  
=  (] оо; _ 2 [ Щ - 2 ;  2 [II] 2; +  » [ )  П ( ] -  1; О [Щ 1; +  ос[) -  

=  [ -  1; О [II] 1; 2 [II] 2; +  оо[. 60. [ -  1; 1[Щ2; 3[. 61. 0 ( ^ 1 й Г х )  
ни топамиз. з!п х  >  0, 2кп <  х  <  (2к +  1) ъ, к<^2.  О ( ^ 9  — х 2) =  

=  [ - 3 ;  3]. 0 ( у )  =  Л ( | / ' 1 ш х ) п ^ ( ^ 9 ^ з ) = = [ 0 ;  3].

62. — (4к — 1) <  х  <  — (4Л +  1), к ^ 2 .  63. а) соз2*  -)- 51п2х  =  1

булгани учун ( ( х ) ва <р (х)  лар айнан тенг, б) айнан тенг эмас, 
чунки х  =» 0 да / ( х )  ани^ланган, у (х) -;са аникланмаган. х  Ф  О 
да / ( х )  =  9 (х). 64. Айнан тенг эмас. ]0; со[ да /  (х) =  $ (.*). 
66. 5 - чизма. 67. 6 - чизма. 69. 7 - чизма. 71. 8 - чизма. 73. 9 - чизма. 
76. 1 0 -чизма. 77. 11-чизма. 79. 1 2 -чизма. 81. 13-чизма. 83. 14- 
чизма. 85. у =  (х -Н )2 =  х 3 + 2х + 1 .  86. у =  созах. 87. у =  У 3-* +  1.
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9- чизма. 10- чизма.

88. у  =  ------ — 89.  /  ( /  (х))  -  /  (*») -  (х2)2 -  х*; / ( / (х)) =  *♦.
| СОЗ X  I

? ( /  (*)) =  <Р ( ^ )  -  2 Л  ч ( /  (л)) =  2д2; / ( (л г ) ) - / (2 л) - ( 2 * ) » = 2 « - И .  
/ ( *  1лр)) -  4х; ? (? (дг)) -  у (2*)-2»*; ? (* ( * ) ) -  2**. 90. /(* (* ))  =  38* 
? ( / ( * ) )  =  3*3. 91. / ( 1 )  =  I3 — 1 «= 0, /  (1) — 0. Ч ( /  (1)) =  ? (0) -
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=  МП ( 2 - 0 ) =  О, <р ( /  (1)) =  0; / ( 2 ) =  2 * -  2 =  6, / (2 )  -  6, ? ( / ( 2 ) )  =  

■= ср (6) =  51п (2 ■ 6) =  з!п 12, ср ( /  (2)) =  з 1 п 12* <р =  з!п ^2 - — | —

== 31п т. =  0, < р ( ^ ) = 0 ,  / ( ? ^ ) )  =  / ( 0 ) = 0 3 - 0  =  0, / ( ? ( у ) )  =  0,

/ ( А 1 ) ) - / ( 0 ) - 0 ,  /  ( /  ( /  (•*))) =  /  (0) =  0, /  ( /  ( / (х , ))  =  0. 92. 
45х2 4- 1 5л:6 + 1  3 (5л:2 +- 1)

/ ( 3 л )  -  ч ^ Г ' Кх3)  =  3 / ( " } " ~ 2 ^ Г '  (/(лс))в-
2Ьх* *-{- 1 Охх ■4- 1

= ----------------------- . 93. [—1; 31 даги барча х  ларда I х 2 -(- 2 I <  II.
4 — 4х  +  Х“

Демак, функция чегараланган. 94. Чегараланган. 95. Чегараланмаган. 
Хакикатан, дар кандай (А(М >  1) учун/(АЗ) =  Л12 >  М,  яъни х  =  М  
деб олсак, | / ( х ) |  > М  тенгсизлих уринли. 96. Чегараланмаган, 
97. ] — оо; + с о [  даги барча х  ларда х 2 +  1 > х  булгани учун \ ] \ х )  | =

X
= ---------<  1. Демак, чегараланган функция. 93, Чегараланган.

х  ■ -)- 1
99, Чегараланган. Чунки барча х ( | ]  — °°; +<*( ларда | $1п а х  | <  1.
100. Чегараланган. 101. /(» .)  =  х 2 +  1, /  (— х) =  (—х)2+ 1  =  х 2-(-1. 
Бупардан / ( — х ) = / ( х ) ,  демак, жуфт функция. 102. Жуфт. 
103. /  (х)  =  х'  +  2х2, /  {— х) =  (— х ) 1 — 2 • (— х )2 =  х 1 — 2х2. Бу­
лардан / ( —х ) = / ( х ) ,  де.мах, жуфт функция. 1С4. Тоц. 105. / ( х )  — 
=  х 2 • соз х, / ( —х) =  ( —х)2- соз (—х) =  х 2- созх. Булардан / ( —х) =  
=  /  (х), демак, жуфт функция. 106. Ток. 107. /  (х) =  З^, / ( — х) =  
■= 3~х . Бу ерда /  ( — х) Ф }  (х) ва /  ( — х) Ф — /  (х) булгани учун, 
функция жуфт дам эмас, ток Д<ш эмас. 108, Ток *ам, жуфт дам 
эмас. 109. / ( х )  =  10, / ( — х) =  10. Булардан / ( — х) =  / ( х ) ,  демак, 
жуфт функция. 110. Жуфт. 111. Бундай функциялар куп. Мисол 
учун / ( х )  =  0. 113. Даврий функция, унинг асосий даври л. Хаци- 
катан, шундай I сон топилиб, барча х  ларда з т  2 (х +  /) =  з т  2х  
тенглик уринли эканлигини курсатамиз. Бу тенгликдан хусусий

Я , Я \ II
долда х  =  — булса, з т  2 | — +  Л =  з!п — келиб чицади. Бундан

/  ̂ , Л
з!п I — +  2/) =  з!п — , соз 2/ =  1 1а эга буламиз. 21 =  2Ы, I =  къ.

(к =  0, +1, ±2,  . . .). Бундан куринадики, агар I давр булса, у 
кп куринишда булади I =  т. функциянинг даври эканлигини кур­
сатамиз. з т  2 (х +  тс) =  з!п 2х. Демак, / ( х  +  и) =  з!п 2 (х  +  я) — 
=  81п2х =  / ( х ) ,  / =  т. асосий давр экан. (Э с л а т м а: юкорида

Т.
х  — — урнига бошка кийматларни дам олинса булар эди. Мисол

учун х  =  0, х  =  л, . . .). 114. Даврий функция, асосий даври 2.
2п

115. Даврий функция, асосий даври I = ------ . Буни 113-мисолдаги
I а.



каби курсатиш мумкин. 116. Д.врий функция, асосий даври я. 
117. Даврий функция эмас. Агар у даврий функция булиб, унинг 
даври I булса, барча х  ларда (х + 1 ) • со&(х+1)  =  х  'Соз х  тенглик 
уринли булар эди. Хусусий долда, х  =  0 булсин, / соз 1 =  0 -  соз I,

ТС
I соз 1 =  0, 14= 0 булганидан, соз I =  0. Бундан / =  — +  къ кури­

нишда булиши керак. Бу куринишдаги сонлар давр була олмайди.
ТС / ТС ТС

Хакицатан, х  =  — деб олсак, /  (х  +  / )  =  / ^ — +  +  /гтс

— /(тс +  йтс) =  (тс +  Атс) соз (тс +  /гтс), /  (х) =  /  ( — ) =  — • соз

/ ' х  +  1 ) ф 0  булгани учун / ( х  +  1) ф /  х ). Бу эса функциянинг 
даврий эмаслигини курсатади. 118. Даврий функция, асосий 
даври 1. 119. Даврий функция, асосий даври л. 120. Даврий 
функция, асосий даври йук- 121. И  (х) — Дирихле функциям дав­
рий функция булиб, дар бир рационал > сон унинг даври булади. 
Хакицатан, агар х — рационал сон булса, у ,\олда х + г  дам раци­
онал сон булади, агар х  — иррационал сон булса, у долда х  +  г  
хам иррационал сон булади (3- мисолга каранг). Демак,

1, агар х  рационал сон булса,
0, агар х  иррационал сон булса.

Бундан 0 ( х  +  г) =  0 { х )  тенглик келиб чикади. Энг кичик мус- 
баг рационал сон йуклигидан бу функция асосий даврга эга эмас.

122. Асосий даври —. 123. /  (х 2) =  2х1 — 1, / (х2) =  2х3 — 1. Агар

х 1 <  х 2 булса, у долда 2х1 <  2х2 булади. Иккала томонидан 1 ни 
айирсак, 2 х 1 — 1< 2х 2—1 га эга буламиз. Бундан эса / ( жг) <  / (х2) 
булиб, функциянинг ]— оо; +  оо[ да усувчи экани келиб чикади. 
124. Камаювчи. 125. /  ( х2) — )  (хг) =  (х ;  +  2х2 +  5) — ( х /  +  

+  2х1 +  5) =  ( х \  — х ] )  +  2 ( х2 — х±) =  ( х2 — х ^  (х 2 +  х ,)  +  2 (х2 —
— Х1) =  (х2 — х г) • (х2 +  х г +  2): а) агар х х <  х 2 ва х ь х 2 ^ ]— оо;
— 1 [ булса, х 2 Х\ >  0, х 2 -|- х  ̂ -Ь 2 <  0 булио, / ( х 2) /  (х^) <С О 
булади. Бундан / ( х 2) < / ( х {) булиб, функциянинг ]— оо; — 1 [ да 
камаювчи эканини курсатади, б) х х <  х 2 ва х ь х 30  — 1; +  оо[ 
булса, х 2 — XI >  0, х 2 +  х г +  2 >  0 булиб, 1 (х2) — / ( х , )  >  0 бу­
лади. Бундан / ( х 2) >  /  (хх) булиб, функциянинг ]— 1; +  оо[ да 
усувчи эканини курсатади. 126. ] — оо; 1, 5[ да камаюв :и, ] 1,5; 
+  ®о[ да усувчи. 127. Камаювчи, Хакикатан, / ( х 2) — / ( х , )  =

•= соз х 2 — соз х г =  — 2 з1п — • з!п Агар X! < х 2 ва

х и х 2(; ]0; я{ булса, 0 <  - 1 - — 1 <  тс, 0 < 1 <тс булганидан
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Х-2 — XI X; +  X,
«1п — ------ > 0, з!п ------->  0 булади. Щу сабабли / (х 3) —

•—/( • * ! ) < О дан / (х3) < / ( Х [ )  тенгсизлик келиб чицади 128. Усув- 

чи. 129. Усмовчи. ^акицатан, х  < О булса, 1 (х) =  \ х \  —х = —х —х =  
■= — 2х, ] ~ ( х ) = —2х,  камаювчи, агар х > 0  булса, / (х)  =  | х  | — х =  
— х  — х  =  О, /  (х) =  0 доиыий. Демак, ихтиёрий х ^ ] ~  со; +  оо[ 
да X] <  х 2 булганда, / ( х г) > /  ( х2) тенгсизлик уринли булади. 
130 Камаимовчи. 131. Бундай сонлар жуда куп. Мисол учун а — 
=  3 +  )/”2, Ь =  2 +  У2 .  132. Бундай сонлар жуда куп. Мисол 
учун а =  / 2, 6 =  2]/"2. 133. Бир элементли тупламлар учун 
зир Е  =  1п1 Е  булади. 134. Бундай тупламлар жуда куп. Мисол

—2 +*11 -т +
учун Л =  ] 0; 1 [. 135. 10 <  х  <  10 , к ^ 2 .  136. 4А3л:!<
<  х  <  (2к +  1)2я2, к ^ 2 0. 137. 0 .  138. Бундай функциялар жуда 
куп, мисол учун у =  У  4 — х 2. 139. Бундай функциялар жуда куп.

Мисол учун у  == ------- —^-------—. 141. з§п (5§п х)  =  здп *. 142.
(х  — 2) (х  — 3)

а) ток б) ток, в) жуфт, г) ток дам эмас, жуфт хам эмас, д) ток 
дам эмас, жуфт дам эмас. 148. / ( 0 )  =  3, / ( 3 )  =  — 12, / ( 4 )  =  — 19.

14в- / ( ^ ) = Т .  / ( 2 ) “ 1. / ( 2 ,5 )  = 4 -

1 тенглик уринли эканини исботлаш учун

\ 2 !  4 '

II Б О Б 

п — 1
1 а) 11т -------

п -► со Т1 1
ихтиёрий г >  0 учун шундай .V сон топилиб, п >  N  лар учун

-  1 

- 1

< тенгсизлик Уринли булишини курсатамиз.

булганидан N  ни топиш учун

п — 1 

^ + 1  
л -  1 
л +  1
2 2

------- - <  з тенгсизликни ечиш етарли. Бундан л +  1 >  — , л >
л +  1 е

2 2 
>  — — 1 булганидан N у чун — — 1 нинг бутун кисмини олиш

- 2 2
п +  1 л +  1

мумкин, яъни N  

3

=  5 ^ — — 1 .̂ б) Юцоридаги каби

3
булганидан

2 л+1  
3 -  »

2г

4л—1 - 2

2 л+1
/ 3  —  Е

2л+1

<  е тенгсизликни ечамиз. Бундан п >

Зл +  1 3(О  --- 5 \

Ьг} ■>5п — 1 5 5 (5л -  1)
• Бун-
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8 8 +  бг
дан -------------  < е тен сизликни ечсак, п >  --------- булади. Дем-

5 (5л — 1) 25е
, 8 +  5е \

N  -* Е  | ^  3. Бу мисолни *ам юцоридаги каби ечамиз.

2п -  1 , 2 \ 1 „ 1
. Бундан ——------ — <  е тенгсизликни

-Зл \ 3 3 ( 3 / 2 - 2 )  ' 3 (Зл — 2)
1 +  6е /  1 +  6г \

ечсак, п >  — -----. Демак, N  =  Е —-----  . Шу билан
9е \ Уе /

2 л — 1 2
Нш ---------=  — — экани исботланди. Энди иккинчи саволга жавоб

я-*» 2 — Зл 3
/1 +  6-0,0001 >

берамиз. Бунинг учун е =  0,0001 деб олсак, N  =  Е [ —— — — — )=\  У • 0,0001
2 п

■ И )
< 0,0001«= 1111. Демак, п =  1112 дан бошлаб

2 — 3 п
тенгсизлик уринли булади. 5. а) х п =  8п +  1 на чексиз катта 
мицдор эканини исботлаш учун хо^ла.анча катта Л учун шундай 
N  номер топилиб, п >  N  ларда \ х п \ > Д тенгсизлик уринли були- 
шини курсатишимиз керак. Архимед аксиомаси:а биноан, 8 ва 
Д — 1 сонлар учун шундай N  нлтурал сон то.шлиб, 8 • N  > Д — 1 
тенгсизлик уринли булади. Бундан ЗЛ?" +  1 >  Д булиб, п >  .V лар 
учун | х п | ■= | 8л +  1 | >  Д келиб чикади. Демак, | х п | >  Д булиб, 
х п нинг чексиз катта миадор экани келиб чикади. б) Бу ерда 1

ва >/"Д лар учун Архимед аксиомасини цулласак, 1 • N  >  \  Д
тенгсизлик уринли булади. Бундан Мк >  Д булиб, п >  N
лар учун | х п | =  | пк | > > Д келиб чикади. Демак,
| Л л | > Д  булиб, х п нинг чексиз катта микдор экани

/ 2 \ 2л2 3 Н---- 3 + —
-  Зл2+ 2  I % 2/  л2 3

келиб чикади. 7. П т  ——— - =  11т ------------------ «= Ь т --------- =  —.
п~*со 4п — 1 л-* со / 1 л-, ю 1 4 

л2 4 — — 4 — —

„ . „ л3 [2  +  — ! 2 +
2л3 +  3 V л3 ' п3

8. 3. 9. Нт — -------- - =  1 1 т ------------ --------— =  Нт ------- ;------- ~~^2.
л -* » л 3+ / г — 1 л->оо /  1 1 \  л-*оо ! 1 

л3 ( 1 +  — — — ] 1 +  — - —
V п2 л3/ п- /г<

10. 1. 11. Н т —  =  11т )3 =  Пт (1 +  —
П-*-оо П3 П-*-оо \  П I п-* оо \  Л

п-
з \ „ 3

Г I 1 \ 3  ̂ 1
3 / - ^ -  | / л 2 1 + -  "I/ 1 +

12. 2. 13. П т  —— -~~ =  Н т ---------- -̂------ —  = Н т ----- ,-------- — --0.
Я-+00 Л 4“ 4 П-+ СО / 4 \

”(1+»)
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У л* -г п2 +  1 
14. 1. 15. 11т - --------1—  -  Пт

У  л4=( 1 +  — +  —)Г \  Л2 Л*/
п-*-оо л2 -)•- 2л — 1 /г-+ оо / 2 1

/г2 1 +  — — — 
1 гг &

п . у 1 +  1  +  1  1 Л  +  1  +  !
г л2 п* * па л*

=  П т  ----- -------- ------- ------=  П т -------------------- ------- -- 1.
п~*  оэ { л 2  1 \  гг-^со  „ 2  1

л3 1 +  — — — | 1 +  - _  —
\  п п*) п п*

_  л! л!
1в- ^ 2- ’7' <„+ !» -» >  - Л “ » Н « + 1 ) -» 1  *

л! 1 1 + 2 + ' " + ?
= Пт — ------- ----- — «= П т  — = 0 .  18. 0. 19. П т ------------------------- — -

П ‘ со П ! ( /2  1 —  1 )  п-*- оо П п  ->оо 1 1

1 + 7  + - - -  +  з̂>

1 - 1 . 1
2п 2 1

1
2 2 4 1 /1

= Нт -------- ;----- ;— =  —— ~  —. 20. —. 21. П т  (— • соз л3 —
п со ^ _1__ 3 2 п-+ оо \2л

Зп ' 3 2

1 - 1  3
3

Зл \ 1 1
—  -------г =  — — . дакикатан. Пт ---- -» 0 ва I соз л3 1 <  1 — че-

6л +  1/ 2 я-»оо 2я
I 1 \ Зягараланган булгани учун Н т  — • созл3 =  0, Пт

я -о о \2 л  /  п -+-00 6л +  1
3 1 , л 2л2 \  2

=  П т -------- =  —-. 22. 1. 23. П т  | ------ - ■ з!п я1 +  -— — ) =  — —
п*<х} 1 2 /г-»-оо'л^4~1 1—9язу 9Ь+- — 

л
л

Хацикатан, Нт —— - =  0 ва | з1п л! | <  1 — чегараланган булгани 
га-» л3+ 1

, / я  \ 2л2 2 2
учун Пт ------- • з1п л! = 0 ,  11т ---------=  — —. 24. —. 25

«-►<»\Л2-|~1 /  я—*» 1—9л2 9 3
а) Пт (Зх—5) =  4 тенгликни исботлаш учун дар бир г >  0 га мос

Х—а>
равишда шундай 3 > 0  топилиб, 0 < | х  — 3 | < 5  тенгсизлиьни 
каноатлантирувчн барча л: ларда | (Зх — 5 ) — 4 | < е  тенгсизлик 
тринли б^лишини курсатишимиз керагс. е> » 0  олайлик. | ( 3 х  — 
■ 5) — 4 1 =  | Зх — 9 1 =  | 3 (х  — 3) ] =  3 | х  — 3 |. Бундан 3 |х —3 |< е ,
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\ х  — 3 | <  — . Агар В <  — деб олсак, 0 <  | х  — 3 | <  8 тенгсизлик-3 3
дан | (Зх — 5) — 4 | <  е тенгсизлик келиб чицади. Шу билан 
Ига (Зх — 5) =  4 экани исботландц. б) Бу мисолни дам а) даги

каби исботлаш мумкин. в) е > 0  олайлик, бунга мос келувчи 8 ни

излай.миз
х в — 2 2 3 (х2 -  4) 3 1 (х  +  2) (х  -  2)
х 2 +  1 5 5 (х3 +  1) 5 [ х 2 +  1

_  3 
'=  ~5 ' 
Агар

х  + 2> 1
- I  ■ | х  — 2 |. Осонлик уч\н В <  1 деб олиш мумкин.

х  — 2 | <  1 б^лса, у долда | л: +  2 | =  \(х — 2) +  4 | <  

2 | +  4 <  1 + 4  =  5 ва | х 2 +  1 I >  1 булиб, бундан Х +

желиб чицади. Демак,

х 2+  1

х2 +  1
3 • ! х  — 2 |. Бундан куринадики, 3 • / х  — 2 / <  в генгсизлиьни

цаноатлантирувчи х  ларда
. ?

<  е тен сизлик уринли

булади. 3 - \ х  — 2 1 <  е, | х  — 2 | <  —. Демак, 5 =  пНп |1; — |  деб

тс

Х + 2 2соз — -—  Xолиш мумкин. г )  | з !п  х — 1 |  =  

2 х +  х

5Ш X — 31п —

X з!п

х
Х~ 1

2
п

=  2 • з1п
2х- < 2 • 1 • 2х— к I

х —  -

булиши учун 

■к

з !п  х  — 1 / < * 2 булганидан [ з !п  х  —  1 | <  е

71
х -----

2
<  е булиши етарли. Демак, Ь <  е деб ол­

сак, х — <  5 тенгсизликни каноатлангирувчи барча л: ларда

[ з!п х — 1 [ < е  тенгсизлик уринли булади. Шу билан П т  зш х  =  !

тенглик исбот булди. 27. | (х2— 1) —3 | •= | х 2—4 | =  | х + 2  \ ■ | х —2 |.
3 <  1 деб олсак, | х  — 2 | <  1 булганда, | х  +  2 | =  | (х  — 2) 4- 4 1 «  
< 1 + 4  =  5 булади. Бундан \ х  -  2 1 • | х  +  2 | <  5 • | х  — 2 /  тенг­
сизликни к;аноатлантирувчи барча х  ларда | (х 2 — 1) — 3 | < е

тенгсизлик уринли булади 5 | лс — 21 <  е, | л: — 2 | < —. Демак,
5

— т  1п -11: ~ |  Д®б олиш мумкин. а =  0,001 деб олсак, 5 =

15?



0,001]

5 1
=  0,0002 келиб чикади. Демак, |(л2—1 )-3 |< 0 ,0 0 1

тенгензли< уринли булиши учун Ь <  0,0002 деб олиш мумкин.

29 а) Пт 1 тенгликни исботлаш учун дар бир г >  0х-+<х х2 4- 1
га мос равишда Д >  0 сон топилиб, | х  \ >  Д тенгсизликни каноат- 

х2
лантирувчи х  ларда 

ни курсатиш керак.

х2 + 1
1 <  е тенгсизлик уринли булиши-

1 „ 1
Энди —— - <  е тенг-

1 1
сизликни ечамиз, х2 +  1 >  —, х 2 >  -

х2+ \ '  х 2+ 1

* \ > У ±
1 - (бу ерда

е <  1 деб карадик). Демак, Д =  ----- - деб олсак, | х \  >  Д бул­

ганда -  1
х2 + 1

б) | У х ч л  — *  | =

1

< г булиб, П т  ------- =  1 экани келиб чикади.
х-+5 *2+1

( V &  +  \ -  х ) ( У  х 24-1 4- х) х 2 4- 1 -  х2

/ ж 2 +  1 +  х у х 24- \ + х

. х >  0 булганда У~х2 +  1 4- х  >  у х'1 -I- х  =  2х

1
булгани учун | /  х 2 +  1 -  х \  =  —= = = = ——  <  .

у х 2 +  1 +  с 2х 2х
1 1

сизтиедан х >  —  келиб чикади. Д = ----  деб олсак, х  >  Д тенг-
2е 2е

си5ли<ни каноатлангирувчи х  ларда | У х 2 +  1 — х  | < в тенгсизлик
уринли булади. Шу билан П т  х 2 +  1 — х )  =  0 тенглик исбот

X  “ ► -\~ СО

Зх  4- 1 3 1
2х +  1 2 2 (2*4-1)

булди. в)

>  2(2  | х  | — 1) булганидан 

1

, \ 2 (2х  +  1)| =  2 ] 2x4- 1 1 >

Зх  4- 1 3 1 1
2* +  1 2 2 (2х 4-1) *  2(21*1-1)

, , 1 4- 2е
<  Е тенгсизликдан | * |  >  — ----  келиб чикади. Демак,2 ( 2 |* 1 -1 )

1 4- 2е 1 + 2*
деб олсак, \ х \ > — ;—  тенгсизликдан

4 е  ' 1 • ' 4 е

< г тенгсизлик келиб чикади. Шу билан Пт

Зх  +  1
2х +  1 

?Х +  1 =  3_
х-+ со 2 Л- —(— 1 2

Пт (х 2 +  5) 
х 2 4- 5 х--2  22+ 5

теиглик келио чикади. 31. П т ---------= -------------------  = ------  =  4,5.
л - ,2*2 - 2  Пт (х 2 — 2) 22- 2
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32. 2. 33. П т  — :--------- , бу ерда суратнинг лимити дам, махраж-
х -+1 г 2 — 1

нинг лимиги дам 0. Шунинг учун булинманинг лимити дацидаги
теоремани куллаб булмайди. Аввало, махражни купайтувчиларга
.ажратиб, касрнинг сурат ва махражини х  — 1 га буламиз:
,, х ( х  — 1) ,, х ( х  — 1) ,, х  1
П т -------------- =  П т -------------------- — =  11т ------ - =  — . 34. 10.

— 1 ж-1  (х  +• 1) ( *  — 1) х ~1 х  +  1 2
х2 — 5 х  +  6 (х  — 2) ( х  — 3) х  — 3 1

35. Н т ---------------------- --- 11т ----------------------=  11т -------— =  —.
х - 2  х 2 — 12с +  20 х-*2 (х — 2 )(х  — 10) х - 2 Х —  10 8
„ „„ „  2л« +  2л? +  3г +  3 , 2*2 (< +  1) +  3 ( *  +  1)

36. 0. 37. Н т ---------------------------- =  П т — —  —

— 1)

х-►2 х 3 +  х ‘ +  * +  1 х-*— 1 х ‘‘ (•* +  1) +  (* +  1)
_  И т  ( * + 0 ( 2 * 2± 3) 5 38_ 3 Иш *Г1+ * - ± ' Б у н .

х ~ —\ (х +- 1) ( х 2 +  1) 2 13 л--о х
дай  мисолларни ечищ да  касрнинг суратини иррационалликдан кут-  
4\азиш  керак. Бунинг учун касрнинг сурат  ва махраж ини

„ . .  У Т + Т 2 - 1у  1 +  х л Н- I га купаитирамиз.  и т --------------------«
лг-̂ 0 X

( / Г Т З ^ - 1) ( К Г + Т 2 +- 1) , 1 4-  г  -  1
«•  П т  ---------------------- --------------------------------=  П т  — -— г г з г п ----------- =

х—о х ( / 1 + х 2 + 1) * - о  х ( !  1 + х г + 1)

х  _!_ V х  Л- к — У  Н
=  Н т  -т = = = ----- 7 = 0  40. 9 . 4 1 .  П т  ---------------------------=

л:- .о1Л  +  х 2 +  1 г  х-*о х

(У~х +  Н — У л ) ( У х  +  к 4- I к )  , х + к - к
=  П т --------------------- ---------- -------- ------------------=  Н т ---------- -------- ------ —  =

х-'О х ( | /  х  +  к  +  ( /  к)  х ~Ох  ( К  х +  к +  V  к)

=  П т ------------ ---------- —  = — 42.  — . 4 3 .  П т  +  ^
х - о у гх  +  к +  / к  2 / к  4 х 2

, [ У \ + ^ - \ ) ( { ^ Г + х ^ +  Ут+^ + 1)
=  И т ------------------ —  ■— ---------------------------------------------------

■*~*° х2 ( ( - / Т + 3 ? 0  +  >/~Прх2 4- 1 '

( ^ Г + х 2)3— 1 1 +  х2 — 1 1 
=  П т ---------------------------------------------------=  П т ------------- -—  =

* ~ °х 2 ( ( ^ 7 + * ) * +  У Т + ё +  0  *‘*° л ‘2

2 У Т + Т ‘ —  1
4 4 .  — — . 45. 11т — ■■ -------  касрнинг су р а т  ва махражларини

9 х->о У16  + х 2 — 4 
иккаласининг цуш маларига купайтирам из .

( V I  +  х а — 1) { У  1 ■+ х2 +  1) ( У  1 6 + х2 +  4)
Н т ______ ______ _____
*~о ( к 16+х< -  4) ( /  16+ ха +  4) ( / 1  +  х2 +  1)

(1 +  х 2 — 1 ) ( /  16 +  х 2 +  4) ,, х 3 • 8 5



„„ у х — 1 — 2 "  ( У х  — 1 — 2) (/х  — 1 4  2)
47. 1ш1 ------------------ =  П т ----------------------- ---------------------  —

х -5  х  5 дг- 5  ( х - 5 ) ( / х — \ + 2 )

х  -  1 -  4 , 1 ' 1 . 5
=  П т  —— — 7 —====------ г  =  П т  г -— ---- - =  —. 48. ——.

х ~*-5 (х  — 5) ( | /  х  — 1 +  2) х -*5 У х  — 1 4  2 4 24
/ 5 4 '

х 2 2 __— 4- —
, 2х2 - 5 х  +  4 , \ х  х 2/ 2 „

49. П т ------------------ =  Н т ----------------------------=  — . 50. 0.
д'-̂ оэ 5х2 — 2х  +  3 х~*-оо ( 2 3 \ 5

" ’ 5 -  — +  — 1 
\  х  х 2

I
ДГ2 [ 5  _  —  +  —  ] 

X  Х 21

х4!
1 0 х ‘ 4- З х 3 + 1  \ -  ,

51. П т  — —-------- =  П т -----------------;----------;------ =  100. 5 2 . - 1 .
_г-»со 0 , I X 4 +  1 х-*-оо

х Ч

„ , / X 3 N , х 3 — х 3 — х  — х
53. 11т —------ — х  =  Н т  ------------------=  П т -------- =  0. 54. — 4.

Х-*оо X - |-  1 /  д:-► со X ^ 4 "  * Л"-»-со Х ^ - \ - \

55. Н т  — ----------=  Н т

2

■ДГ.+оо У ’х 3 4  X  —  X Х - +  оо 4 [  / _1_ \
\  -к3̂ 1 +  ~ ) ~ хX2/

х (У 1 + - } * + } х )  У х + 1 + } - х
П т  —-7—г --------  =  П т

1 +  — — 1х 2

- — 1. 56. — 1. 57. П т  ( У х  +  4 — У  х )  «=
Х-^+00

(Ух-\-4 — У  х ) ( У х + 4 +  У х )  , х  +  4 — х
Н т  --------------- --- ------- —-------------- =  Н т

У х + 4  + У х  хч-+а, у х - \ - 4 У ~ х
4   

= Ит г ----- ------?= - =  0. 58. 0. 59. Пт х  ( У х 2 + 1 — У х 2— 1)
Х-+-\-ос у Х - \-4  4 "  у X  Х -+-\-00

х  (УX я + I — У х 2 — 0  ( У х я +  1 +  У х 2—  1 )
=  Н т  --------- ------------------------- _
х -->+оо У х 2 4  1 +  У х 2 — 1

х  ( (х 2 4- 1) — (х 2 — 1)) 2х
=  П т ....... .... ..........=  11т —-— г  -------------------- ?  —  = 1 .

х++=о У х г +  1 +  У х 2 — 1 *-*+» х ^ у  1 +  1  + у

1 . л_____ ) 81'п 2х
60. —. 61. П.т ( у  х 2+ 1  -  х 1 =  4  оо. 6 2 .0 .  63 , П т -------- =

2, „V с о  х —» 0  X
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$1п 2х  з!п 6х  . 6х  
=  Н ш -----------2 = 1 .2 =  2. 64. 3. 65. 11т ------—  =  11т

з!п 6х
■ 6х

х-*о 2х  . . . .  л _^0 5 ! п 7х  д.^.о з!п 7х  ^

1х  
$1п 5.x

6х  6 а (д 5х  соз Ьх
■ П т  ----  =  — .. 66. — . 67. 1 1 т -------=  П т ----------
лг-й) 1 x 1  Р X  л - 0  X

/ з т  5х 5 N 1Я Зх Их 
П т  I --------- • ---------}= 5. 68. к. 69. П т --------- =  П т --------
х-+ о \ 5х  соз 5 х )  ' *-И) з!п 4х х -*о з Ы л :

2з1п2■
3 4 1 — соз х  2, 

=  —. 7 0 . —. 71. П т ------------- =  П т  ■

4х 
х

4 3 х -*-0 Ъх „V-. о 5х

1 I 8!П 2 х  \  1 , агс{(*;к
=  -  П т  --------  • з1п — 1 --------  1 . 0 =  0. 72. 8. 73. П т  — - — .

Ь х -о  1 х  2 1 5  -с-»о 1х

Бу ерда агс(§ х  — у алмаштириш киритамиз. Бундан х  =  1й у ва
агс(§х 1 у 1

х  -> 0 да у 0 булади. Демак, П т  ---------  =  - -  П т  —  =  — • 1 =
г-.о 2х  2 х-+о 1йУ 2

1 1 агсз!пл:
=  — . 74. — . 75. Аввало, 73- мисолдаги каби П т --------- =  1 эка-

2 3 а'“>о х
нини курсатиш мумкин. Кейин касрнипг сурат ва махражини х

а г с з т  х  2 -----------
2х  +  агсзгп х  х  2 +  1 3

га булсак, П т  -----------------------=  П т ----------------------- =  -——  =  —•
л:->-0 з!п х  +  агсзш х  лг-и) з!пх а г с зт  х  1 + 1  I

х  х
1 те

келиб чикади. 76. 77. — — х  =  у алмаштириш киритамиз.

и  , 1 —  51П х
Бундан х -*■ —  да у 0 келиб чикади. П т  ---------- — =

2 т. %
" 2 ~ *

.......* У.
1 — соз у 2 1

=  п т -----------------------=  П т ---------------=  П т ------- -—  =  —. 78. I.
у-+0 у2 у-*-о у у-+о 2

Т1Х
79 П т  (1 — х )  —  . 1 — х  =  у  алмаштириш киритсак, х  ■+ 1 да

лг-̂ 0 2
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ни чуйидагича ечса дам булар эди. П т
ДГ-̂ оо

2х  +  1 х 
2х  -  1 /



„ , х * - 4х + 2 -хх 1—4х + 2 \
2х - 1

+  I Бу ерда *  си да

2х ~  1
:а— 4лг+2

~  +  2 , / ' ' %Х~Х л  1-----Ц П — -> оо булгани учун П т  I 1+  „ ,
2х -  1 л-^оо I х 2 -  4х +  2

\  2х - 1
(2х  — 1) х ( х 2 — 2х  +  \ \ х

ва Пш -----------------г — 2 дан П т  —------------- — =  е2 келиб чика-
х̂*-<х> х 2 — Ах 4- 2 \ х  — Ах +  2}

1 1
ди. 92. 0. 93. х  — у алмаштириш киритсак, 1д х  =  =  ~

булади. х  -► 0 да у оо. Бундан П т  (1 +  х )с‘Ел =
х -*0

« Н т ( ц - —У = е .  94 е2. 95. И т  ( ц - - 1
у ->00 \  У /  * -* -|-С о  \  X  ,

-  П т Н — ‘ I =  Н т  ех=  +  оо. 96. 1. 97. /  (1 -  о) -
* -  +  8 \  \  X ! /  Х-++СС

«= Нт Дх) -  Пт (.* +  1)= 2, /(1 —о) -  2 . / (1  +  0) =  Ит /( х )=
Х '1~о —о .К-П+о

— 11т (Зх  +  1) =* 4. /  (1 + о) — А. 98. / ( 2  — о) =  5, /  (2 +  °) =  3.
Л-Ч-1-1-о

93. /  (2 — о) =  П т /  (х) =  П т  х 2 =  4, /  (2 +  о) =  Н т  г (х) =
л->2—о л ->2-о  ^-+2+о

=  !!т  (2х  +  1) =  5. 100. /  (1 -  о) =  3, }  (1 +  о) =  2, /  (2 -  о) =  

=  / ( 2  + о) =  4. 101. Е ( — 2 —  а) =  П т Е  (х) =  Н т  (— 3) =  — 3,
лг-*-—2—о ^ - > —2—о

Е  (—2+о)=  П т  Е(х)=* П т  (— 2 ) = — 2, Е (— о )= —1, Е (-|~о)=0,
х-±-2+'. х ♦ —2+о

Ё (1 — о) =  0, 6 ( 1  + ° ) =  1. 102 / ( 1  — о) =  /  (2 - о )  =  /  (3—о) =  I.
Зх 4- 1

( (1 + о ) = /  (2+о)=  /  (3 + о )= 0 . 103. /  (1— о) =  П т  ------ — ■-= — оо,
Х-+ 1 — 0 X — 1



/  (1 +  о) •= П т  ------- = 4 - о о .  104. / ( 2  — о) =  — оо,  / ( 2  +  о) =
лг~*1-|-о ЗС~~ 1

=  +  оо.  105. / ( — о) =  Пт  ( — ------=  1, /  ( +  о) =  Нт ж =  О,
х ~*—о \ х  —  1/

/ ( 1 —о )«  Пт х = \ % / ( 1  -Ь0)= П т 2 - 2 .  1 0 6 ./ ( - о )  =  /  (+ о )  *  0.
х -*\—о

1 ' 11С7 х п — —— , х„ = -------------- ларни олсак, п —■ оо да лгя -»■ 0 ва2.П, тс тс
Т  +  2я*

-> 0. Лекин /  (.*:„) =  §1п - у  =  51п 2пк =  0, / ( х п) -  О, /  (а:^) =  

2пп
1 /ж N я ,  ,

=  51П------ -------=  5!п I— +  2лт1 I =  з!п —- =  1, /  {хп} -► 1. Демак,

Злг + 1

у  +  2 л*

1 (х) =  з!п — функция х  — 0 да унг лимитга эга эмас. Агар 
х

1 , 1
.*„=• — - —  ва х п — — --------------деб олсак х = 0  да функциянинг

2п к %
—  +  2/гх2

чап лимитга з^ам эга эмаслиги куринади. Демак, /  (х) =  з1п —

функция л: =  0 да чап лимитга ^ам унг лимитга з^ам эга эмас. 
а (лг) . Зх

108. 3. 109. а) 11т - ----- =  11т —  = 3 . Демак, а (х )=3х  ва В ( х ) = х
х - 0  ? (х) л—>о х

лар х  — 0 да бир хил тартибли чексиз кичик функциялар-
д (дг) X

дир. б) 11т ----- - =  11т — =  0. Демак, а (лг), 3 (х) га нисбатан
х - о $ ( х )  х - о  х

юцори тартибли чексиз кичик, яъни х 2 =  0 (х). в) П т  а ^

х  +  зт л : ( з1 п
=  П т ------------- - =  И т  1 + -------- =  2. Демак, бир хил тартибли

х - о  х  х - о V х  }
ч ,. а (х) х г +  \% х  „ ( [§лг\ .

чексиз кичиклар. г) П т  ------=  П т ---------------=  П т  \ х +  —— = 1 .
X"  о р (х )  х —О х  х - о \  х  }

Демак, а* +  1Вх  ~  х.  д) 11т ^  -  П т  ±1 ^ 1 + * + * - * .  =  
х - о $ { х )  х - о  х

= П т ( у г 1 +  х 2 +  х* — х 3) = 1 .  Демак, х У  1 +  х г +  х* — х 3~  х.  
х -О

110. а) юцори тартибли, б) ю^ори тартибли, в) бир хил тартибли,
<х (л:) к!п пх

г) бир хил тартибли. 111. а) П т ------=  Н т  ------ = 1 , 51П/1л:~/г.*.
л -о р (* )  х -0  п х

1о4



1 , , я (*) , V 1+ х — 1
1, 1 — соз л?-------2 г) 1* т ------- =  ------------------------

2 ' х-*о р (-*) х -о  х

( / 1  +  1Я х — 1) ( / 1  +  1я * + 1) 18 •* ,: Н т --------------------------------------------------*= и т ------ =  1,

% ( П + ъ И + 1 )
г---------  X а(Х) X2 — 1

/ 1 +  1в х  -  1 ~  Д) Н т  —  =  П т  ,2 х - 1 $( х)  х->\2(х— \)

- И т (* + 1 ) ( * ~ 1)' -  П т  ~ ~ ~  =  1, х * - 1 ~ 2 ( х  +  1). 112.
х~1 2 (х  — 1) х~1 2

а) эквивалент чексиз кичиклар, б) эквивалент эмас. 113. 1§6х~ -6х,
6 х  6х  1

з т  Зх ~  Зх  булгани учун Пт ------- =  Н т -— =  2. 1 1 4 .— . 115.
х~*о 51пЗх х ->оЗх 4

У 1 +  х  — 1 ~  — х, / 1  +  х  +  х 2 — 1 ~  — х  булгани учун

_______  _1_

Пт И т 2—  = 1. ц б .  1 . .  Ц7. 1 -  соз *  ~  * г
•*~>0 /"1+ х +  х2— 1 *-о ± х 2 2

2
((111. в) мисолга ка ранг). х 2 — х* +  х 3 ~ х 2 булгани учун

X2
I — соз х  2 1 1 +  /  13

Нт ------------------  =  Н т  —  =  —. 118. 1. 120. а) 0, б ) -------------------------- ------------- >
х->о х 2 — х ‘ +  х в х-*о х 2 2 2

в) 0. 121. л. 122. а) — — , б) 0, в) г) 1, д) - 4 - .  123. -  1.
дг 2  2

124. оо. 125. - .  126. 0.
3

III Б О Б

1. а) Пт ( / ( х  +  А х ) — /(х))  =  Нт ( (х+  Дх)’+ ( х  +  &х) — 2 — (х* +  
Дх-*0 Лхч-0

+ х  — 2)) =  Нт (2х ■ Дх + Дх2 +  Дх) =  0. Демак, Д х ) барча 
д*-о

х ^  ] — оо; + о с [  ларда узлуксиз в) Нт ( /  (х +  Дх) — /  (х)) =■
Ах-*а



=  0. Д ем ак ,

барча х ( -  ]— 1; +  оо[ ларда  П т  ( / ( х  +  Ах) — Д х ) )  =  0 булгани

учун функция шу х  ларда узлуксиз. 3. Функция х  =  0 дан бошка 
нуцтпларда узлуксиз. Шунинг учун функцияни х  =  0 да текшира- 
миз. / ( — о) =  П т Дх )  =  П т х 2 =  0, / ( +  о) =  Н т  Д х )  =  П т х ‘‘ =  0,

/ (0 )  =  2 булиб, 1т 1/ ( х )  Ф / ( 0 )  булгани учун х  — 0 да функция

узилкшга эга / ( — о ) — ДО) булгани учун *  =  О да функция уз- 
лукскз шгини тиклаш мумхи'г, бунинг учун ДО) =  0 деб олиш ке­
рак (15 чизма). 4. х  = 1 да сакрашга эга. Сакраш катталиги 3 га 
тенг. 5. Бу функцияни х  =  1 да текширамиз / ( 1 — о) =  Пт(3л:) =  3,

Х->1 — а
Д \  + о) =  П т Цх)  — 2. /(1  — о) 7^/(1 +  о) булгани учун функция

А- -  1 4-1,

л: =  1 да са сралга эга (,яъни 1 тур узилиш) Сакраш катталиги 
1/(1 +  о) — /(1 — о) | =  | 2 — 3 | =  1 (16- чизма). '̂6 ) х  =  1 да I тур 
узилишга (яъни узлуксизликни тиклаш мумкин) эга. 7. Бу функ- 
цияии х  = \ ва х  =  2 нуцталарда текширамиз х  =  1 да ДХ — 0) =  
«=■ Н т (2л: — 1) =  1, /(1  +  0) =  П т  х  =  1. Демак, функция х=1

х — \ —0 л г - 1 + 0

да лимитга эга, яъни \\тДх) =  1 ва /(1 ) =  1 булгани учун х  — 1

да функция узлуксиз. х  — 2 да / ( 2  — 0) =  Н т  х  =  2, / ( 2  +  0) «=
лг—2—о

«= П т  3 = 3 / ( 2 —0)=^/(2+0) булгани учун х = 2  да функция I тур узи-
Х-+2+0

лиш (сакраш) га эга. С акраш  катталиги 1 Д 2 + 0 ) —/ ( 2 —0)| =  |3—2 |= 1

Ах - о

X О

■■■1 1 11 I ------ 1 «-------С,
-2 - 1 0  1 2

-I— I— г-.-»  >-
/ г з я

15- чизма. 16- чизма.



17- чизма.

(1 7 -чизма). 8. х — О да II тур узилишга эга. 9. а) функцияни

х  — О да текширамиз. / ( — 0) =  П т  ( х  -\-----) =  — оо, / (  +  0) —II \ х I
— П т  ( х  +  — ] «* +  оо. Демак, х = 0  да функция II тур узилиш- 

*-+0\  х)
га эга (1 8 -чизма). б) Бу функцияни х  =* ъ 1 нукталарда тек­

ширамиз: х  =* — 1 да / (  — 1 — 0) =  П т  —— - =  +  оо, / ( - 1+ 0)-' ~ . 1 Г\ 1
1

х-*1—0 Х ‘ 1
=  П т  ------- => — оо. Демак, х  =  — 1 да функция II тур узи*

л-— 1+0 х 2— 1
лишга эга. Ш унга ухшаш х  =  1 да х,ам функция II тур узилишга 
эга эканлигини к^рсатиш мумкин 
(19- чизма). 10. х  =  О да сакр.чш- 
га эга. Сакраш катталиги 2 га

51ПД:
тенг. 11. а) П т /( .* ) =  П т -------=

х -0 х
~ 1. 11т / ( ; с )  =  1 булгани учун 

х-*0
/ ( 0) =  1 деб олсак, х  =  0 да функ­
ция узлуксиз булади, яъни

5111 X
агар х  Ф  О,

12. а) / ( 0) =  б) / ( 0) =  -  -  ■

13. а) Д х ) =  х 3 +  функция- 19- ,изма„
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ни [— 1; 0] да текширамиз. Бу функция [—1; 0] да узлуксиз. К ес­
манинг учларидаги кийматлари / ( — 1) =  — 3, / ( 0) =  1 булиб, тур- 
ли ишорали. Больцано-Коши теоремасига биноан ] — 1; 0[ да бирор 
с нукта топилиб, /(с ) =  0 булади, яъни с3 +  Зс +  1 =  0 булиб, с 
берилган тенгламанинг ечими булади. б), в), г) мисоллар дам юцо- 
ридаги каби ечилади, 15. а) у  =  зш х, у =  соз2х  ва у х  +  1 
функцияларнинг дар бири [0 ; 10] кесмада узлуксиз булгани учун, 
/ ( х )  =  з 1пх • со52х — ]/" х  +  1 функция дам [0 ; 10] кесмада узлук­
сиз. Шунинг учун Вейерштрасс теоремасига биноан / ( х ) функция 
[0. 10] да чегараланган. б) у  =  1г х + З х + \  ва у  =  х  — 1 лар [2 ; 7] 
да узлуксиз булиб, у =  х — 1 функция [2; 7] да нолга тенг кий-

,  „ , У х 2 +  Зх +1
матга эга булмаганлиги учун д х )  = ------------------  функция ?;ам

х — I
[2; 7] да узлуксиз булчди. Шунинг учун бу функция [2; 7] да 
чегараланган. 17. а) у =  — Зх +  1 функциянинг аникланиш содаси 
•С^У) =  ] — °°; 4- ■»[. киймаглар туплами Е(у)  =  ]— оо; +  оо[. у1=. 
~  — Зх! -Н 1, у3 =  — 3x 1 1 дан у2—У1= — Зх2 +  1 — (— Зх, +  1) =  
=  — 3(х, — Х|), у2 — >'1 =  — 3(х2 — Х[) га эга буламиз. Агар х, < х 3 
булса, х 2 — X! >  0 булиб, у , — у, <  0 экани келиб чикади. Бундан 
У2<Уи демак, функция Л)(у) =  ] — оо; +  оо[ да камаювчи. И,\-кинчи 
томондан И{у) — ]— оо; +  со[ да у =  — Зх +- 1 узлуксиз булгани­
дан, Е(у) =  |— ао; +  оо[ да унга тескари функция мавжуд булиб, 
бу функция дам камаювчи ва узлуксиз булади б) у =  х 2л+1 функ­
циянинг аникланиш содаси О (у) =  ]— °°1 +  » [  киймаглар тупла­
ми Е(у)  =  ] -  оо- +  оо[. уз _  у, =  х | л+1 — х \ п+х =  (х 2 — х ,)(х?,г 1- 

+  Х1 ~ 1 Х| +  Х2П~ 2. х \  +  х*я) . Ихтиёрий х , ва х 2 ларда 
( х^фх-2) иккинчи кавснинг ичи мусбат булади (текшириб куринг). 
XI < х 2 да х 3 — х, > 0 булиб, у2 — у[ >  0 булади. Бундан у, <  у3 
булиб, берилган функциянинг усувчи экани келиб чикади. Иккин­
чи томондан ]— ■■«..; +  оо[ да у =  х 2п~̂ 1 узлуксиз булганидан, 
Е(у) =  ]— + о о [  да унга тескари функция мавжуд булиб, бу 
функция з^ам усувчи ва узлуксиз булади. в) Бу функция учун дам 
О ' У )  =  ] — оо;  +  оо[,  Е ( у )  =  ] — оо; +  оо[ .  у 3 — у 4 =  х 3 +  51П Х2 — 

— (X, +  5ШХ,) =  (Х3 —Х |) +  (51ПХ3—ЗШ Х ,)>  (Х2 — Хг) — I 51ПХ2 — 5!ПХ] | ;

X

— 51ПХ] 

-К3+ Х ,

Хп—X, х., +  х , 
2з1П -со з =  2 •

Х2— X,
81П

2 2 2
X,—X, 

< 2 -  - г — 1

X

• 1 =  I х 2 — х , | булганидан у2 — у, >
2

> ( х 2 — Хг) — I а!п Х3 — 51П X, | >  (х2 — Хх) — (х2 — X,) =  0 булиб, 
У2> У 1 экани келиб чикади. Демак, у =  х  +  з1пх функция Д (у) =  
=  ] — оо; оо[ да } сувчи ва узлуксиз булганидан, Е(у) =  ] — оо;
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21- чизма.

+  оо[ да унга тескари  функция мавж уд булиб, у нам усувчи ва
узлуксиз  булади. 18. а) м авж уд ,  Усувчи; б) мавжуд,  камаювчи,
19. а) у =  2х, а  =  2 >  1 булганидан курсатки чли  функция усувчи

I \ \ х 1 /  1 V*
( 2 0 - чизма). б) у =  ( — 1 , а  =  — < 1  булганидан у  =  1 — 1 ф у нк ­

ция кам аю вчи ( 2 1 -чизма). в) у =
1 -* . О

4 2 = - •  ( У  4)* =  — • 2-*,

1 1
а =  2 >  1 булгани учун 2х у су вч и ,  — >  0 булгани учун у — — X

8 о
X 2х з^ам усувчи ( 2 2 - чизма). 20. а) усувчи, б) камаювчи. 21. а) 
у =  (5,6)-* курсаткичли функцияда а = 5 , 6 > 1  булгани учун у у с у в ­

чи. Ш унинг учун — 5 <  — 3 булганидан (5,6 ) ~ 5 <  5 ,6 )—3. б)
1 \4 ,з

— | =  (2 2)4,3 =  2 8’6. у — 2х функцияда а = 2 > 1  бул-(0,25)4'3 ; Ч- /
гани учун у усувчи. Ш унинг учун —6 , 2 > —8,6 булганидан 2~5,2>
>  2-8,6- Демак, 2-6,2 >  (0,25)4,3. в) у  =  (0,45)* ф ункцияда а =  
=  0,45 <  1 булгани учун у  камаювчи. Ш унинг учун — 3 <  — 1

булганидан (0,45)_3 >  (0,45)- 1 . г) у — ( У 2 +  У з ) Х функцияда 

а =  У  2 +  V 3 >  I булганидан функция усувчи. Ш унинг учун 

2 , 5 < 2 , 7  булгацчдан ( К г Т У ^ ) 2’5 <  ( К " 2 +  / 3 ) 2’7. д) у =  

=  { У 2  — У З )  функцияда  а =  У  2 — / 3  <  1 булганидан у ка­

маювчи. Ш унинг учун — 3 <  2 булганидан [ У 2 ~  V  з )  >

>  [ У 2 — К " з ) 2. 22 а) 5 1’41 < 5 ’ '42, б) 3/ з  <  З2, в^ в1-2 >  е ~ 0'9,
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22- чизма. 23- чизма.

г) (0,3)2 <  (О.З)1̂ 3 . 23. а) 3*’ 4 =  З3лг 6 тенглама х 2 — 4 =  Зл:— 9 
тенгламага тенг кучли. Бу тенгламани ечиб, =  1, х 2 =  2 ларга

5х
эга буламиз. б) I х +  3 • 5 *-2  -  140, 5-* +  3- —  =140 , 5-*(25+3)=

52
=  140 • 25, 5Л = 5 з ,  х  =  3. в) 3 -4*+1 -  4х =  44, 3-4* ■ 4 — 4-* =  44, 
11-4-* =  44. 4х =  4, лт =  1. г) 7Х+ 2 - 5  7^=308, 7*-49 — 5-7-* =  308, 
Iх — 7, х  =  \. д) 9 - * - 4 . 3 * + 3  =  0, 3 2х—4-3-*+3 =  О, (З-*)2 — 4 х  
X 3х +  3 =  0. 3х — у  белгилаш киритсак, у2 — 4у +  3 =  О тенг­
ламага эга буламиз. Бундан у =  1, у2 =  3. Демак, 3-’ =  1 ва 3х =  3 
тенгламаларга эга буламиз. Биринчи тенгламадан =  0, иккинчи- 
сидан эса х 2 =» 1 келиб чикади. е) Бу тенгламани д) даги каби еч- 
сак, х г =  18, х 2 =  2 келиб чикади. 24. а) 1, б) 2. 25. а) у =  1п х, 
бу ерда асос а =  е > 1 булгани учун функция усувчи (23- чизма)

6)  у =  1о §1 х,  бу ерда а — —■ <  1 булгани учун функция камаюв- 
Т

и (24- чизма) в) у =  1о^ах , бу ерда асос а =  3 >  1 булгани учун 
функция усувчи (2 5 -чизма). 26. а) усувчи, б) камаювчи. 27. а)

70
24- чизма. 25- чизма.



у =  1п х  логарифмик функциянинг асоси а =е > 1 булгани учун у 
Усувчи. Шунинг учун 3 >  У е  +  1 булганидан 1п3 >  \пУе  +  1* б) 
у =  функциянинг асоси а = 1 0 >  1 булгани учун у усувчи. Ш у­
нинг учун 101 <  103 булганидан 1§ 101 < 1^ 103. в) у = 10^ ^

з"

функциянинг асоси а =  — <  1 булгани учун у камаювчи. ШунингО
учун 7 > 6  булганидан 1о§  ̂7 <  1о^ 16. 28. а) \ о ^ е  >  1о^;-2,7, б) 

Т  *з
1о ^ 1 8 > 1 о ^ 9 ,  в ) 1о ^ - 3 > 1 о ^ - 1, 5.  29.  а )  1 о я 3(.*3— 6 *  +  1 ) -  

7  4

х 2 — Ьх +  1 =  13 — Ьх
= 1 о р 2( 1 3  — 5х) тенглама .

I х 2 — ох  +  I >  0 системага тенг кучли.

х 2 — 6х  +  1 =  13 — Ьх тенгламани ечамиз. х 2—х  — 12 =  0, бу тенг­
ламанинг ечимлари х,  =  — 3, х 2 =  4, х , =  — 3 ни системадаш 
тенгсизликнинг ечими булиш ёки булмаслигини текшириб кура- 
миз. (— З)2 — 6 • (— 3 )+  1 =  28 > О, х х =  — 3 тенгсизликнинг х,аи 
ечими булар экан. Демак, х 3=*—3 тенгламанинг ечими булар экан. 
Энли х  =4 ни тенгсизликнинг ечими булиш ёки булмаслигини текши­
рамиз. 42 — 6 - 4  +  1 =  — 7 < 0 ,  демак х 2= 4  тенгсизликнн-гг ечими 
булмас экан. Шунинг учун у системанкнг, демак те глам ан 'нг 
дам ечими булмайди. Жавоб;  (— 3). Э с л а т м а  ю^оридаги сис-

( х 2 — 6х  +  1 =  13 — Ьх 
теманинг Урнига { система о.тинса дам бу-

13 э х  0
С ( х —3)> (х+ 4)= 18  

лар эди б) 1ода(х  — 3){х + 4 ) =  1о§0 18 тенглама [ (_г _ 3) ^ + 4 )

системага тенг кучли (х — 3)(х +  4) =  18, х 2 +  х  — 30 =  0. Бу
тенгламанинг ечимлари х х =  5, х 2 — — 6, х х =  5 ни тенгси.зликка
г^й.гб текширамиз: (5 — 3)(5 +  4) >  0 булгани учун х , =  5 систе-
манинг ечими. Ш у каби х3 =  — 6 дам системанинг ечими оулади.
Демак, тенгламанинг ечимлари {5 —6 ). 30. а) ечимга эга эмас.

г 15) 1п(1 +  *х) , 1п (1 +  к х )
б) ! ~  к  в) !2; 9 ) . 31. П т ---------------- =  Н т ---------------- - к = \ - к =

\  2 /  ЛГ-о X х~о кх
1 х  +  а 1

— к. 32. 33. П т х -  1п ---------; бу ерда — = у  алмаштириш
& Л Г -*-)-оо  X  X

1
киритсак, х  ->- +  °о да у ч- 0 булади. Бундан х  =  - ,  И т х  X

У л: - +  00

х  +  а 1 1и(1 +  ау) .
X 1п--------- =  Н т  — • 1п(1 + а у )  =  И т  ---------------- =  а. 34. е Ч

х  у -.о у у - о у
1 е‘1х — \ 2 2 2 ое ,

85 . Нщ — ------- — П т  — ------- • —=  1 • — =  — . 36. — 1.
х~*0 Зх  х->0 /X 3 3 3
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37. Н т  ----- ------- =  Н т  — — —  • — —  =  М  =  1. 38. 2. 39.
ЛТ-.0 2л: х - о  з(п 2х 2х

Ю^ _ 1  10х* — 1 10* — 1 1
11т -----------— =  Н т  — ------- =  П т  -------—  • -------=  1п 10. 40. 1п 4.
х-*0 х 2 -Ь х 3 х~*-о л:-(1 + х )  х-*-0 х  1 4-л:

еа х _е»л еа х _1 4 - 1 __ еЬх еа х _1
41. И т  ---------------- =  П т  ---------------------------  =  Н т  -----------  —

дг^о л: дг-.о х  х~*о х
еЬх _  1 еах _  1 еЬх _  1

— П т  ----------- =  П т  ------------  - а — Н т  -----------  -Ъ=а—Ъ. 42. 1. 43.
д - 0  х  х-+и а х  х-+о Ьх

1

/ Ш2,_1 5(п2

/  1 4- х —1 (1 + х ) п —1 1 3  ^ 1-1-2л:— 1
Н т ------------------=  Н т ----------------- = —. 44. —. 45. П т ---------------- =
дг~*о х  х-о х  п 8 х-*о х

1_
/ ( 14 - 2л:)3 -  1 2х \  1 2 1

=  Нт г - - 11--------------• --------\ =  — - 2 =  - . 4 6 .  - .  47.
-̂►о \ 2л: 1%х / 3  3 3

\ г \ +  х* -  У 1 -  2х , 3/Г + ^ -  1 4- 1 -
Н т ------------------------------=  П т  — --- --------------------------------------  =
х-*о х  4- х" х~*о х(1 + х)

1 1
/ ( 1 4 - Х2) 3 _ 1  х  \ ,. / (1 — 2хУ* — \ - 2  

=  Н т  : ----------------------  --------- ' Т,~  1 — —,, - ■ ] — Пт / —-------^ ----------------- =
д-сИ х 2 1 4- л- /  х "*о \ — 2л: 1 + х /
1 „ 1 „ 1 1

•= ~  • 0 — — ( _ 2 ) =  — . 48. —. 49. х  =  — 1 ва х  =  1 нуцталар-

да II тур узилишга эга. х  =  0 да I тур узилишга эга, бу нуцтада 
узлуксизликни тиклаш мумкин 50. х  =  0 да узлуксиз. 51. Дирих-

/ V 2~
ле функциясининг узлуксиз буладиган ну^таси йуц. 52. )•“

= 3 . 56. Мавжуд эмас. 57. Мавжуд эмас.

IV Б О Б

учун1. Ду — / ( х  +  \ х )  — / (х )  =. } гх  +  Дх  — Ух ;  х =  0, кх  =  0,01

а АУ К х  + А х ) — /(х )  \ 'х- \-Ах — 'Ух
Ду =  0,1- —  = — ----------1 ------ —  = ---------- 4----------- ; х = 0 , Лх =  0,01

Ах Ах Ах
Ау 1 Ау 100
-  -  10 булади. 2. Л , _  -  —  ~  -  3. ,  +  Д ,  -

— 3(х 4- йх )3 4- 4(х +- Дх); Ау=3(х \ Дл)2 4- 4(х 4- Ах) — Зл:2 — 4л: =

*= (6л: 4- ЗДл: +  4)Длг; —  =  6л: +  ЗДл: 4  4. у ’ =  Н т  — =  П т  (6л: 4- 
Д< дх-оДл: Дд-о



г Ду У х  +  Ьх — У х  Ах 
у х  +  Ак — у х ;  —  = ------------------------- ----------------------

Д* А-* А к ( У  г -+- Д х + у ^  х)
1 1  1 1

у ' =  1 т ---- ---------------- ~ = -----6. у' =  З*2. 7. Ду ----- -------------------------
ь х - о У х  +  А х — У х  2 У  л  ( * + Д ' ) 2 *2

- 2 * Д х - Д х 2 , 2*  +  Д г , 2
— -----------------------: у ' =  — Н т ---------------- ; у ' =  — —. 8. у —

л 2(х +  Д»)2 Длг-ол:2(* +  Д.*)2 '  л:3

* 9. х  =  1 да Ду =  11п(1 +  Ах) /—/ 1п 1 |= [  1п(1 + Д х ) |
2 * / -к
| 1п(1+Дх), агар Д х > 0  булса, 
( —1п(1+Дх), агар Д х < 0  булса.

Шунинг учун

Ду Ду
И т -^-= 1, П т  - Л = - 1 .  

дл:-.о+  Дл: д л --.о - Дх

Демак, у =  11плг | функция х  =  1 да дифференциалланувчи эмас.
Ю / +(0) =  1; / _ ( 0) = — \; / + (0)ф/_(0) .  Демак, / ' ( 0 )  мавжуд

4 з —
эмас. 11. у ' =  4ах3 — Зйх2. 12. у ' =  п (хп ] +  1). 13. у ' = ~ - у х .  14.

О

у '  =  2л:2 - З х  15. -  12Г-5-  1. 16. — 17.
2^ Зх з ^ 5  * 2

5 3_

. 2 1 x 4  Ю х2 +  3 х 2. 18. Ю-ПпЮ. 19. ^  х  у"х^ +  1— + ^ 1 -  20.
5 З / х *  7 { /* ‘

— СОЗ х
4 0 х ( 1 + х 2)19. 21. 51п2̂ ~ - 22. — х. 23. зш  2х. 24. 2х  соз х 2. 25.

6х(3х +  1) (2хэ +  Х2 _  5 )2. 26. (2 +  х )  т _ 1 (3 -  х ) " - V  (3 — •*) —
— п(2 +  х)). 27. Зх3 4 -2х — 2. 28. 2ех соз х . 29. у ' =

=  — —  -------- =  --------------------- ------ -------- . 30. у ’ =  —
2 У \ — х ( 1 + / 1 — х )  2 (х — 1 — У 1 — х )   ̂ х

К у р с а т м а :  олдин логарифмлаб, сунгра дифференциаллаш ке-
1 1 (1 + з т х ) '

рак. 31. у =  — (1п(1 +  з т х )  — 1п(1 — зш х)); у ' =
2 2 1 +  з т х

1 (1 — з!пх)' 1 I с о зх  соз х  ^ соз х  1
2 1 — з!пх 2 \ 1 + 5ш х 1 — з 1п х /  1 — з т 2х  с о з х ’

1-------------х(3д‘— 17а2х 2+ 1 2 х 4) з1п х  — х  соз х  
у ' = ------- . 32. --------------------^ ------ .  33. у '=  ------------ :----------. 34,

с о з х  (а 2 — х 2) ' 2 з т 2х

— -----35. Логарифмик дифференциаллашдан фойдаланамиз.
1п2х

1ПУ =  1П(х  т(2 ) ^ ! з Г 21п (■ « +  1 ) - 3 1 п ( х + 2 ) - 4 1 п ( х  +  3).

„ /  = ( * + Р 2
^ У •* +  I х  2 х 3 ^  (х  2)3 (х  3)4
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/ 2 __ 3 __ 4 \ / ^ _ (х  +  1) (5х3 ~г 14х +  5)
\ х - Ь 1 х  +  2 х + 3 / ’ У (х  +  2)4 (х +  З)5

— 2 з т 2Х 2х , ( з т  х)'  
 . 37. — ■ ------. 38. у = \ .  Чунки у = — ------  =
(5П1Х — СОЗХ)3 / Т ~ ^  / 1 —8Ш*Х

соз л: 1 
=  ------ =  1, х,а^ш<;атан, агсь1п ( з т х ) = х .  (л г ) '= 1. 39. — ------------ .

С05Х /1 -Л Г 2

40. —  С- - Х. 41. д-Чпа +  а х а~ 1 . 42. е81"* х г>~ х(п +  х  соз х).  43. 
/ 1 - х 2

з Г------ ]_
. V  х  V х \ /  х  = х 12; у' ■■Функция ифодасини соддалаштирамиз

7 _® 7 ^__2
=  гг  х  12 =  — — ■ 44. х х (1 — 1п х).  К у р с а т м а :1А й,1

1 2 ^  V  V  х*

у ^ х  —  X х  ум ум ий курсаткичли функциянинг х;осиласи олинади.  
У'

45. 1п у  =  х  1п х; (1пу)' =  — =  (х!пх ) ' =  1пх + 1 ,  у'  =  х х(1пх +  1).

46. ( с о з  х)*1п2х(2 с о з  2 х -1п со з  х  — х  ■ з!п 2х). 47. Л огарифмлаб,

у'
с^нгра дифференциаллаймиз:  \пу ^ а г с з ш х ^ п х ;  —  = ( а г с з т х ) ' 1п х +

У
1 1п х  а гсзш  х  агсчшс/ 1а л: агсзш  х\

+  агсз!п X ■ ----- + ----------- ; у ' ^ х  —  ----+ ---------
х  У 1 — х 2 х  \ у  1 — д-2 х

ло 1Х \ аХ[ 1 , . \  4(Зс03 X +  5) ЗП1Х — с о з х
48. а[ — ) ( 1п — +  1 ]. 49. ------- -------------1— ------- . 50. -----------------4 -

\ а  )  \  а /  9 с о з 3х  4- ЗОсоз х  +  25 ^ 1 __х ч

+  агсз1п х  • (з1п х  +  со з  х ) .  51. ---------- ----------- 4 - -------------------------- .
х (1 +  1п2 х )  (1 4 х 2) а г с 4 ^ х

2
Г Т — а-------У ' =  51п ( 1п х )  — соз ( 1п х ) х с о з ( 1 п х ) Х

с | п ') х
X ( 1п х ) '  +  X з 1п(1п х )  ( 1п х) ';  у'  =  2 з 1п(1п х).  54. --------------— ......... .

I ЗП1Х I У 1 +  С033Х

55. 1пу =  31п(2х — 1) +  1 1 п ( З х + 2 ) — 21п(5х +  4) —  —  1п(1 —  х).
2 3

, _  ( 2 х - 1 ) У  Зх +  2 / 6 3 ю  1

( 5 х  4- 4 ) 2 1 __х  '  ̂ 2 ( 3 x 4 - 2 )  5 x 4 - 4  3(1 — х ) ,

56.
(х3— Зх +  2)(х2 — 7х 4 - 12)

| - .. .. 57< у, =  ((,п х)Ху +  (х\пху

=  (1п х)х1п 1п х  +  х (1п х )х 1 • — + х ‘пх • 1п х  — +  1пх ■ х 1"*-1
X X
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— (1пх)х *(Шпх1пх+ 1) +  2х1пх *1пх. 58. —----- , . 59. у'=х 1пх  1п(1п3.*)

(ех )' + [ / Х\  +  {еееХ) =  ех +  V  +ее(<Х еехех ~ е х(\ +  ееХ X 

X (1 +еее' ' ) )  . Логарифмик дифференциаллаш лозим:
, _  (4хг _  7)1+ у — , х(4ха -  7)1п(4х2 -  7 ) + 8 л / ^ - 5 ( 2 + К - У а- б )

/  — 5
61. (з!п 2х ) ' =  (2 з т  * соз х ) '; I соз 2д: =  2(соз2*  — з 1п2лс); соз 2 дг= 
=  соз2* — з1п2дс. 63. а ) у  =  х \ х \  =

' х 2, агар х > 0  булса, / +(х)  =  2х , ^  _  0>
•л:2, агар х < 0  булса, =  — 2х,  +

Демак, х  =  0 да дифференциалланувчи, лекин х ф  0 да диффе­
ренциалланувчи эмас.

11пх.  агар лг > 0 б^лса, 1
б) V =  1п| л: I =» ’ ^ / ------ , X + 0.

|Д п(-лг), агар х < 0  булса, х
64. К у р с а т м а :  бир томонланма досилаларни топинг.
65. Урииманинг бурчак коэффициента к =  / ' (а)\  у — х 2 — 4, у'  =  
=  2х\ у '(2) =  4; к =  4. 66. у =  х  + \ — уринма, у =  —х  +  5 — нор­
мал тенгламаси. 67. у — у0 =  / ' ( х 0)(х — х 0), у ' = 6л:2— 12х, у '(1) =  
=  — 6 ; у0 =  1, у =  — бх +  7 — уринма тенгламаси. 68 . у =  4дг— 2

1 9
ва у =  — — х  +  —. 69. у — Зх2 — 1 ва у =  ‘1х 2 +  3 эгри чизиц-

ларнинг кесишиш нуь;таларини аниклаймиз.

(
о --  З.ят̂  _ 1

’ Зл:2 — 1 =  2л:2 +  3; х 2 =  4; х,  =  2; х 2 =  — 2. Маъ- 
у =  2х2 + 3 ,

/ 2(^0)—//^о) , лумки, — — -------- -------- формуладан х 0 нуктада икки эгри
1 +Л(-*:о) 1

чизич орасидаги 9 бурчак аницланади. /'(л :) =  блг; /^ (х )  =  4л:; 

/ ; ( 2, -  12; / , ( 2) =  8 . . №  -  „  -  а ,с ,е  ( -  ^

* = - 2  учун г .= .1гс;;; 70. 1) л — 2; 2) л' =  — 71. / ' ( * )  *

✓С
=  2.*— 5. / '( 5 )  =  5, у =  — — + 7  — нормал тенгламаси. 72. х= 2 .

5

тс 2 / 2  2 / 7
73. з!п х  =  с о з х  дан х  =  — . <р =  —— ; <р =  агс1§ —— . 74.

<р =  90°. 75. 5 =  Р +  2/2 а ан х,аракат тезлиги $' —■ ЗР +  М булиб,
2

1 =  2 да V =  20 м/с булади. 76. I/ =  -т- +  1п 3. 77. Х аракат тенгла»О
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( X =  «^СОЗ V . и
маси {

{ у =  «^зт  у • I — 4,9/а; ? =  3 с, <р =* 45°, 1^=200 м/с булгани

200 • — - 9 ,8 - 3  
йу  а ,зтФ  — 9,8< 2 / 29,4 \

учун » =  —  = ------------------  -------------------- —----- = | 1 — ------- — ,м/с.
йх  »1Соз? ^  ^ 1 0 0 /2  У

2
г-м а

78. Е  =  625 • 79. х 3 +  Зх3 +  2у 2 =  0 дан у ни аниь;лаб була­

ди, лекин умумуй к°вдага асосланиб, тенгламанинг чап томонини 
мураксаб функция деб караб дифференциалланади. Зх2 +  Ъх +

4 - 4 у - у '  =  0 ; у '  =  — 2-. 80. 81. х ^ + 2х у - у 3= 2х;

1 — х  — V Ь^х
2х  +  2у +  2лгу' — 2у -у '  =  2 ; у ' =  --------------. 82. — ■— . 83. у '=

х  — у агу
У_

ЪП  Уех -  *
=  _  у  +■. 84. --------— . 85. Зх2 -  4* у2 -  4лг2уу ' +  5 +  у ' =  0;

„ т е 7

4Ху3 — Зх2 — 5 4 51П у•у/ —; —  ̂ - м '/П  =  _ 86 — - У
1 — 4л:2у ’ 3 ’ 2 з т  2у — х  соз у — з!п у

г ^ _ ,  + 1 =  о; , .  =  1 +  1 88 ,1^ . 8, 1 + 1 ± | + , ^

у ' х - у
,___ 2а  — 2л: — у ^  ех8\пу—е ~ у51пх 0 л:2_______

2а 2у — х  ехсозу-}-е~усозх  ̂У | 2

лг +  уу'

у  х '2 +  у 3 х  +  у 9
=  . ; У' =  (X Ф у). 92. у -  3 =  - -  (X +  2);

у х 2 +  у3 х  — у 2
9

У — 3 =  -  (х +  2). 93. у =  * 6 4- е2х\ у 1 =  6л:5 +  2е%х\ у “ = 3 0 ^ +

2
+  4е2х; у ,п =  \20х3+8е2х. 94. у 1у= - .  95. у =  <Г*зшл:; у 1 =

=  — е_ х зш л: +- -*соз х  =  е~х(созх  — з!плг); у и = — ^(соз х  —

— зш х)  +  ё ~ *(—й1плг— созл:)=— е *2соз х\  у 111 =  2<?_ -*’(з 1 плю сов*) 
96. уУ1 =  32е2х(2х2 4- 12лг +  15). К у р с а т м а :  Лейбниц формула-

х 2
спдан фойдаланиш лозим. 97. Шакл узгартирамиз: у -----------=

1 — х



_  1 -1.  Х2 _  1 1 .
- ± ---------- =  _ ( 1  +  *) +  -----------------1 _ х - ( х - 1 ) - > ;  у =

1 — х  1 — х
=  — 1 +  (х  — I)- 2 ; уп = - 2 ( * - 1 Г 8; уш = 2 -3 (х  -  1 Г 4; у |У=

. , ,т  „ /10! 10-9! 1 0 - 1  1 \
=  — 4!(х — I)- 5 . 98. у<1°> =  ех \ ------- -------- +  . . .  — -------- +  — I =4 х 10 х* х  I

10 п\
= е х  ^  (—1)"С”0 ---------. 99. Лейбниц формуласига кура: и »= х 2,

у . П-\-1
л=0 х

и'  =  2х, а" =** 2, и"' =  . . .  =  и (10) =  0. V =  зШ х,  V' =  соз л: =  

=  з!п ^ х +  —)  , . . .  , V ^  =  з т  ( х  +  10 • — ^  . (х 2 з1п х )*10* —

=  х 2 з1п [ х  +  10 • — ̂  +  20х з!п ; лг+  9- — |  +  90 з!п  ̂х + 8 - —  ̂=  

=  (х2 +  20х)соз х  +  90 51П х.  100. у ^  = к пекх. 101. у '” ’= з !п (х  +  

4- п • — ^ . (9 9 -.мисол ечимига царанг). 102. у (" '=  (— \ )п+х(п —

(I ___ д2
-  П.ДГ* 103. у -  1п(ах +  *); у' =  — ; у"=

2а3 • ; У п) =  ( -  1)"+1 Т — ~ - -  104. уЮ  =  е*{Х2 +
( л V _1_ И V*(ах +  6)3 (ах  +  Ь)

ех  _  *>-■*
+  4 чх  +  551). 105. у =  зЬх =  ----- -------; у ' =  - — —  =  сЬх;

( сЬх, агар п — точ сон булса. 
у " = з 11х , . . . , у(ге) =  ’ к А 106. у (п) =

( зЬх, агар и— жуфт сон булса.
Ьс — ай  „ , „ , 1 — х п

= ( —1)"л!--------------- —■ с х. 107. 1 + х + х 2+  . . .  + х п ’=  -------- нинг
(сх +  а )п+1 1 -  х

:^ар икки томонини х  га купайтирамиз, сунгра дифференциаллай\:из.

, х ~ х п+1\'
1 +  2х  +  Зх2 +  . . .  +  п х " ' 1 =  ----- - ]  =

(1—(/г + 1)х ")(1 — х)  +  ( х —х п+1) 1 —(п +  1)х "  — п х п+х 
~  (1 -  х )2 _  (1 -  X)2

Бу тенгликни х  га купайтирамиз: х  +  Ух2 +  Зх3 +  . . .  +  п х п =

, энди яна дифференциаллаймиз: 1 +  

п- 1 ( х п+1( п х — п — 1)4-1

х  — (п +  1)х п+1 — п х п+‘
(1 -  х )2

+  22х  +  32х 2 +  . . .  +  п2х- 
^  1 (х — I)2
„2Х п+2 -  (2п2 +  и  -  1) х п+}+ { п + 1)2х п -  х  -  1

= ---------------------------- :-------------------------------------------------- , (х Ф 1).
(х -  I)3

1 2 -6490  177



108. К у р с а т м а :  (1 +  х )п =  а0 +  агх  +  аях 2 +  . . .  +  апх п тенг-

лик п марта дифференциаллансин. 109. у3 =■= 2рх\  у =  (2рх) * ;
_ з  _  2 /

у'=р{2рх)  2 ; у" =  -  р 2 (2/>х) 2 ; (у") ( - р 2(2/;х) 2 ) 3 “

2рх 2х /  2 х  V  2 /  2 V  п
1 ' - ........  ' ------- ' : 0. Демак,

V р * / р  \  / р  /  / р  \ / р
( — — а 2 
1 ( у " Г 3 ] = 0 .  111. х 3 +  уз — Заху  =  0; у ' у " -

__ (ау ' — 2х) (у2 — ах) — (ау — х 2) (2уу' — а)
“  (у2 — ах )2 ' У ~

(ду — х 2)(2х 2у — ау2 — а 2х) — (у2 — ах )(2ху2 — ах 2 — а 2у) ^
(у2 — а х )3

113. ех — еу =  у — х; е* — еу у'  — у ' — 1; у ' —
У'■5

е* + 1 < е * _ вУ ) ( 1 _ в*+У)
= ----------- : у" = -------------------------------- . 114. К у р с а т м а :  у —

е» +  \ У (1 +  еу ) 3

=  }(ех .\ у'  =  ехГ (ех ), . . .  , у'" =  е*хГ"+3е1х}"  +  6х/ ' . 115. Д /(х) =

=  / ( х  +  Дх) — Д х ); х = 1 , Дх—0,1; ДД1) =0,862, й /(х ) = (6 х 2+2)Д х;

й/(  1) =  0,8. 116. Ду «  йу  =» 0,05. 117. йу =  / '(х )й х ; у =  а г с 1 § ^ ;

ай х  о„ 1 1
йу = --------- . 118. й2у =  Ае й х 2. 119. у =  1пх; у ' =  —; у" = ——;

а 2+ х 2 х  х 2
2 2 

у'" =  —; й3у =  у'"йх3 =  — Йх3. 120. Й3у =  — 4 81п 2хйх3. 121. у ■= 
х 3 х 3

1-п х
•= ^  1п2х  — 4; у ' = ------  ■; у"

х>/ 1п2х  — 4
1 ,-----------  / ________ 1п х

— • х у  \п2х — 4 —1пх (/ 1пгх — 4 +  •
у 1п2х — 4 /  41пх — 4 — 1п3х

х 2(1п2х  — 4) х 3(1п2х — 4)“/а

41пх — 4 — 1п3х  4(х4 +  4 х 2 — 1)
Й2у = --------------------- л—  й х \  122. й2у =  ------- 1--------- -—  й х \  23.

х 3(1п2х  -  4) * (х 2 -  I)2

ДДх) =  Д х  +  Дх) -  Д х ). х  =  1, Дх =  0,01; ДД1) =  -  0,0099. 
й /(1) =  — 0,01. Абсолют хатолик | Лу— йу \ =  0,0001. Нисбий хато- 

Ду — йу
лик
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(
ТЕ ТС \ ТС л.

— — —  ; х п =  — ; Дл: =  — -----
6 180 / 0 6

>'(т>

125. Ах нинг кичик цийматларида Ду »  йу.  Д емак, / ( х { 4  &х) — 
—д х 0) » а д х 0у,

Д х 0+ А х ) х  Д х 0) +  й Д х 0) (1).

у =  к х, х  =  1, Ах  =  0,02 учун (1) дан 1,02 1 +  — • 0,02 =  

=  1,006. 126. 2,0125. 127. 125- мисолдаги (1) дан фойдаланамиз:
ТС

т '
У  3  те У 'З  к
—— (1) га асосан: з т  29° и  з1п— — ------• — =0,484-

2. 6 2 180
4 4

!28. 0,851. 129. У =  — х/-3; V +  Д У =  — п(г +  Дг)3; & У =
о 3

4 4 4
=  "7 %(г ~\- Аг)3 — — тгл3 =  4лг:Дг +  4илДг2 +  — тсДл3. Д V нинг гео-

О О о

метрик мазмуни радиуслари г+Аг  ва г булган концентрик икки
4

шар сиртлари орасидаги булакнинг х,ажки йУ  =  — • Зтсг‘ Д/- =
3

= 4х г2 Дг — асоси д^н иборат, баландлши Дг булган жисм- 
иинг х,ажминн ифодалайди. Бу икки дажм орасидаги ф.’рц:

йу
4 йу \ йу й( йх

471Г Д г 2 + -  ПД г3. 130 —  =  131. -  - = ---- ; —  =  -  з1ч/;
3 йх  С йх  йх  й(

й1
, йу йу Ь ( х=сЬ/ ,  х , =  зЬ г

=  соз —  ■= — с(д (. 1 3 2 ,-  =  — — с1д«. 133. { ,
Л! йх й х  а | у = з 11/, у  ̂=  сЬ
йу йу  ,
-  =  с{Ь /. 134. —  =  — (. 135. х ( =  с(1 —соз {), у ( =  а з т  Ь.
СсЖ (XX
йу а з т  С ( йу 1(2 — I3) , ,
Т * - ^ ^ Т Г а г г -  ,37'  ‘  :

" р-1  • Г^ У  уIV х 1~ х и ш УI , й*уу { =  61‘\ х а =«  ; Ул—Ы;— --------- — — -------- формуладан: — =
ах  \ х {)

9/ й%у 9 а .
-  Щ г  +  ()е21. 138. =  — . 139. х . =  3/^+3; х и =  бг1; у , =

й х 1 1о* 1

-  3** -  3; уи  =  6/; ^  [)3 . 140. Д х )  =  * 3 +  5** -  6.,

функция [0; 1] да узлуксиз ва / ( 0 ) = / ( | )  =  0. /'(л:) =  3 ^2-|-10аг—6 
мавжудлигидан Ролль теоремасидан фойдаланиш мумкин. с =•

з  / Т 7 3  з —
“  -  ^  +  - у -  61°; и . 141. ДХ)  =  1 -  V /(0 ) -  /(1 ) =  0;
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/'(л г )=  — ---------Ф  0. Бунда Ролль теоремасига царама-царшилик
3 ,  Г

йуц, чунки Д х )  функция [0; 1] да узлуксиз, лекин х  =  0 да х,оси- 
ласи мавжуд эмас. Демак Ролль теоремасининг шартлари т^ла

3  
бажарилмаган. И З Мисол сифатида / ( х ) = /  х 2 ни [— 2; 2] да ол­

сак, кифоя, чунки бу функция Д — 2) =  /(2 ) 4; Д х )  =  х /3 уз-
2

луксиз функция, фацат / ' ( с ) = 0 була олмайди, / '( * )  = ---------Ф  0,
З у "1

144 с _  , с  ]0; 2[. 145. /(х)=1плг, [1; е\ да Лагранж тео-
12

ремасининг барча шартларини цаноатлантиради: Д х )  =  1п л: уз­

луксиз функция, / '( * )  =  — мавжуд. Я 1)=1п 1 =  0 , /(* )= 1п  е =  1.

Лагранж формуласига кура: — ^~^~=Д(с).  /'(■*) =  “ 1 / Ч с)а
е — 1 л:

1 1 1  я
■ =  —; с =  < ? - 1 ^ ]1 ;  е[. 146. х  =  — С 0; 2-

3
да мав-

с е — 1 с 2
жуд эмас. 147. Д х )  = х  +  | з т  х  | функция [ — 1; 1] да узлуксиз. 

Г х  — з1п х , агар [—1; 0|,
Х { х  +  з т  х,  агар х ^ [( ) ;  1].

/_(0)=0,  /^_(0)=  2, демак, х  =  0 да косила мавжуд эмас. Шу- 
нинг учун [— 1; 1] да Лагранж теоремасини цулланиб булмайди. 
148. с =  0. Теоремани кулланиб булади. 149. Ролль теоремаси­
нинг бир шарти бузилган. Бу функция х = 8 д а  чекли лосилага эга

1 3
эмас. / _(8) =  —оо; / + (8) =  +  оо. 150. сл* = с 2 =  —. 151. Агар ]а;

Ь[ да / '( х ) = 0  булса, у х,олда Лагранж формуласига асосан, ДЬ)  — 
—Д а ) —/'(с)(Ь—а) дан ДЬ)~Да)-=  0, ДЬ)=Да)  ва V ■*€]«; Ь[ учун 
Д х )  — Да)  =  Д(с)(х  — а) дан Д х )  = Да)  =  г(Ь), яъни Д х )  =  сопз! 
келиб чи^ади. 152. Олдинги мисол натижасидан: Д(х)  =  (агс81п х +  

х \ '  тс
+агссо5л: — — I = 0 , Д х )  =  с. Демак, агсв1п х  +  агссоз х  — — =  с,

7С
х = 0  деб олинса, с = 0 келиб чицади, яъни агсз1пл'+агссо?х =  — .

153 [1; 2] да Д х ) = х \  <р х )^х*+\ ;  Д(х)=2,х*\ ч'(х:=2хф0. —
9(2)—?(1)

/ '( с )  7 х  14
= - у  дан — = — ёки с = — булади 154. Иу^, Чунки <р(—2> =ср(2).

155. / \ х )  — 2х, <р (х, =  Л*2; [ — 1; 1] да <р'г+ /  2 ^  0 шарти бу- 
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зилган, чунки х  =  0 да /'(О ) =  О, <р'(0) =  0. 156. с =  — — ^ ] — 1;
3

1[ 157. }(х)  =  а х г +  Ьх +  с; /(лг2) — / ( х х) =  а ( х \ — х \ )+  Ь{х2—х^;  
/(лг2) — /(л .)  /
— лг2 — х \— ’ =  а(-Х2 +  х ^  +  Ь' =  2ах +  Ь' ?  (с) =  2ас +  Ь-

а(х  1 +  х 2) +  Ь — 2ас +  Ь дан с =  —^  * а келиб чикади. 158.

Умуман, бу „псбот“ нотугри, чунки дар иккала функцияга мос
келадиган с лар дар хил булади. Айрим долларда сг =  с2 =  с б^-
лиши мумкин, 159. у = ( х —2)2 дан у' — 2{х—2>; 2(х—2) > 0  да л: >  2
булади. Демак, ]2; +  ос[ да функция усувчи, ] — оо; 2[ да эса
функция камаювчи булади. 11)0. ] — оо; +  оо [ да усувчи. 161.
у =  1 — 4х  — х~; у  — — 4 — 2х =  — 2(2 +  х ); — 2(2 +  х)  >  0 дан
х  < —2 келиб чикади, демак, ] — ос; — 2[ да функция усувчи, ]—2;
+ о с  [ да камаювчи булади 162 ] — оо; 2[ ва ]2; +  со[  да камаювчи.
163. у ' =  — 24 +  ЗОлг — 6л:2; блг2 — 30л: +  24 =  0 тенгламанинг да-
кикий илдизлари 1 ва 4 дан иборат. я =  — 6 < 0  булгани учун
у '> 0  тенгсизлик ]1; 4[ да уринли булади. ] — оо; 1[ ва ]4; +  оо[
да эса у'  <  0 булади. Демак, ]1; 4[ да функция усувчи, ]— оо; 1[
ва ]4; + со [да  камаювчи. 164. ]—то; — 1[ ва ]4; +оо[ да усувчи ]— 1;

2 1п л: — 2 \п х  — 1
4[ да камаювчи. 165. у = ------------- =  2 -------------; у >  0, 1п х  >

1п2х  1п2л:
>  1, яъни х  > е. Демак, ]0; е[ да камаювчи, ]е; +  оо[ да эса
функция усувчи булади. 166. ] — то; +  оо|  да усувчи. 167. у'  =

2л: 2х
=  — ------- = -------- ; у =  1п(1 — х 2) функциянинг аникланиш сох,аси

1 —л:2 л-2—1
] — 1; 1[ дисобланади. Шунинг учун ] —1; 0[ да у '>  0 ва ]0; 1[ да 
у '  <  0; 168 ]— то; 0[ ва ]2; +  оо[ да камаювчи, ]0; 2[ да усувчи. 
169. у '=  Зх +  6 >  0, демак функция усувчи. 170. Функция |— оо; 
+  оо [ да усувчи. 171. у'  =  1х — Ь, 2х  — Ь <  0 дан Ь~> 2х, 
х ^ ] — 1; 1[ булгани учун Ь>2 деб олиш кифоя. 17г. р  <  — 1 173 
у'  — 6 ■— Зл:2; 2 — х 2 =  0; х г —= — / г ;  х 2=  \ ' г .  у " = —6х; / " ( — / 2)= 
=  б / 2 > 0 ,  яъни минимум. / " ( ^ 2 ) = —6>^2 < 0, яъни максимум. 

Демак х  =  — / 2  да у т1п =  — 4\* 2 ;* =  V 2 д а у тах= 4 |А 2  булади 
174. утШ=  -  9. 175. у ’ =  -  Ьлг(1 -  х 2)2; лг(1 -  л:2) =  0; х х =  -  1; 
л 2 =  0; лг8 =  1.

у' (— 1 — 8; .= — 6( — 1 — 8 ) (I — л 2)2 >  0, |

/ ( - 1  + » ) ------ 6( — 1 +  Ь) (1 — л 2)2 >  0 )

экстремум мавжуд б^лмайди. лг3= 1  да дам худди шундай. 
у ' ( - 8 )  =  - 6 ( -  5)(1 -  .V2)2 > 0 , 

у '(6) =  _  65(1 -  л: )2 <  0 (5> 0).
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У т |п ( , ’4) =  _  °>03456- 177. У' -  2ах  +  Ь, 2ах  +  Ь =  0, * =  -

— стационар нукта. у" =  2а; а >  0 да у ' >  0; а  <  0 да у" <  0. 
Демак, а  >  0 да квадратик функция минимумга, а < 0 да макси-

Ь
мумга эришади. Экстремум нуктаси х  = — —, экстремум кий-

2я

максимум булади, Демак, х  =  0 да ушах=  1. 176. Утах(1) == 0.

МЗТИ ------4 Г “  бУЛЗДИ- П 8, Ута* ”  У(~ 3) ^  33: У“ 1п =  У<1) ”  1
тс 5л

179. у'  -= соз л: — з1п х; соз .* =  'з!п х\ х  — — ±  2яй ва л: =  — ±
4 4

±  2%к, к§_2 . у" — — (з!п х  +  соз х)\ у " |~ ^  “  —>/2"< 0, у " | ^ | _

г— тс _
-  / 2  >  0, Демак, *  =  -  да утах -  / 2 ,  *  -  -  да ут ,п =  - у  г.

Шунга ухшаш у к ( ^ 2 \ [ 0} булганда у" нинг ишораларига асос- 
ланиб, у(х)  нинг экстремум кийматлари аникланади. 180.

утах(1) = ^ -  ,81- /  -  1п * +  1; 1п л: + 1 -  0; 

1 „ 1 I М  1 1х  — — ; у — —; у"  — =  е >  0. Демак, *  — — да ут |п =  — —. 
в х  \ е  ] е т1п в

1 I п I п 2 ,
182. х  =  —  да у = — - — — . 183. у ' =  е*— е х \ ех— е~х *-0; 

1п 2 тах 1п 2
ф2Х |
----------- =■ 0, е2* -  1, л: =  0; у" =  е* \-е~х \ у"(0) =  2 >  0 демак,

ех

х  “  0 да Ушт “  2- ,84- Ута^2> -  2 - ,8 5 - Ушт(0> “  2- к у р с а т м а :  
у' (х)  — 0 дан х  -> 0. Текширишни у11, у 111, у п  гача давом этти- 
риш лозим. Бунда уп(0) =- у |и (0) — 0 б^либ, у 1У(0 )= 2  > 0 ,  п — 4
— жуфт сон. 186. шах / ( х )  =* 3, т !п  / ( х ) — — 13. 187. у'  -=х2 —

1- 2 ; 2] [ - 2; 2]

— 4х: х 1 — 0, лга — 4 ^ ”[— 1; 2].

/(0 )  — 3; / ( — 1) =  ~  № - ~ ~ .

7
Демак, шах / (х)  — 3, т1п / ( х ) ~  — —. 188 ш1п у =» 0; т а х  у — 

[ - 1 1  21 [ - 1! 2 ] 3  [ - 10; 1] [ - 10; 1]
_9 ) __ 4х*

-  4. 189. у'  -----------— — ^ ------- ; 2дг3(Зх2—2 7 -2 * з )= 0 ; х , = —3 / 3 ;

х 3 -=■ 0, х 3 *=»3 / 3 ;  л:, ^  [4; 6], х 2(; [4: 6 |, д:3 =  3 | / 3 ^  [4; 6]. Шунинг
2 _  

учун /(4 ) -  18 / ( 3 /  3 ) - 9 / 3;; Д 6 ) -  16. Демак, т т  у =  9 у 3;
1  [4; 6]
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т а х  у = 1 8 —. 190. т а х  у «= я  — 1; щ!п у = —(я +  1). 191. 
|4; в] 7 г * «и Г <1

I  Я’ 2 ]  [ 2 ’ г ]
у ' =■ соз х  з!п 2х+з1п  х  соз 2х  • 2 — 0; 2з1п х  (2 со з2 х  — з1п2х ) =-= 0, 

з1п х  •= 0; х  =  2%к, к $ 2 ; 2соз2 X  — а1па дг =  0 дан 81п х  =

2 / 2 "
ва з!п 2х  =  ±  —-— келиб чицади. Вир давр ичидаги стационар

О

I / 1 Г \  4 / Тнуцталарни текширамиэ: /(0 )  —= 0; / I  а г с в 1 п |/  I »■ —- — ;

/^агсз1п Демак,  ̂ г о а х ^ / ( .к ) =

4 / 1
ш!п /(•*) =  — — — . 192. ш ах у  =  0; тШ  у — мавжуд »мас.

+ о о [ 3  [01 1] 10; 1]

198. у ' =— 1п х  +  1; 1п х  +  1 — 0, х  =  ~  ~  стационар нуцта.

1 /1  \  2 2
----- —; / ( 1 ) - 0 ;  /  — —— —. Демак, т !п  у = — т а х  у - 0 .

в \ е у  е2 ^  е2 |ч  _ ^

л — 4 4 — л 1
194. т1п  у — ------- ; т а х  у — — :— . 195. у ' — 1 —

4 г * пт 4 х 2

2

^ — ^  =  0 ; ^  ------1 6  [0 ,01; 100]; аг3 =  1 ^  [0 ,01; 100]. / ( 1) -  2;
X8

/(0 ,01) =  100,01; /(100) =  100,01. пип Дх )= 2 \  т а х  Д х )  =
[0 ,0 1 ; 100) [0 , 0 1 ; 100]

=  100,01. 197. Доирага ички чизилган тугри туртбурчак чушни то- 
монларини х  ва у билан белгилаймиз. х 2 +• у2=  (2Л)2; у = /4 А * 2—х 2. 
Юза 5  =  х  \/ 4Я г — л:2 булади. 5(дг) ёки 5 2 нинг [0; 2/?] даги энг 
катта цийматини топамиз. (5 2) ' =  %Я2х — 4 х ( 2 Я 2— х 2) =  0; 
Хх~=— ЯУ2; х я=  0; дг3 =  ^ / 2 .  -*1§ [ 0 ; 27?]; х 2 = 0:да туртбурчак 
х,осил булмайди. Демак, ягона стационар нуцта колади. л:3 = А | /  2. 

(5 2)" =  8Я 2 -  12л:2; л: =  К\/  2 да (6 2)" =  -  16Я 2 < 0 ;  5  =  2Я2 энг 
катта циймат булади. Демак, х  =  у =  Я У  2 да, яъни квадрат бул- 
ганда энг катта юз ^осил булади. 199. Цилиндрнинг баландлигини 

у
х,  асос радиусини — орцали белгиласак, х 2 +  у 2 =  (2Я)2 бу­

лади. у 2 =  4/?2 — х 2. Цилиндр ^ажми V •= я ъ Я 2х — ~  я.*Ч
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26- чизма. 27- чизма.

3 I 3 \  2Я 3
V' — я /?2 — — хх2; 711 Я 2 — — дг2) =  0; X =  ±  ------. У " =  — — кх.

4 V 4 /  / з  2
/ 2 / ? \  3*/? 2/?

к —— — з  <  0, демак, лг= — ~  да V  энг катта имат-
\ )/"3/ У 3 / 3

га эришади. 200. х  =  - да й т1п = р  ( ^ 2  — О 1 /  2 +  ^  2 . 201.
^ 2  К 2

Учбурчак асосини 2х, баландлигини /г десак, 5 .  =  Лх, 1г = Я  +

+  у  Я 2 — х а; 5  =  х (^ ? + У Я 2 — х 2) нинг знг катта киймати излана- 
ди (26- чизма).

/? у К2 — х 2 +  # 2 -  2х2 / 3 "  1
■5 =  ------------- — ---------- =  0; х  =  — — Я, Н =  0 Я  булади.

уО ?2 - х а 2 ^

3
202. х  =  ~ т ~ . 203, Сектор радиусини х  десак, ей узунлиги р —2х

о
9 я2

булади. Сектор юзи 5  =  ——  =

х г(Р — 2х) р
= ---------------  (27- чизма). х  =  — да

2 3
5  энг катта кийматга эришади. 204. 
а

205. Цилиндр асосининг ради­

усини х , конус асоси радиусини Я 
десак, цилиндр баландлиги у, конус 
баландлиги Н  булсин. (28- чизма).

Н Я
Д  ЗОВ  <\> Д  5 0 ,8 ]  : --------- =  —;

Н — у х
щ * - * )у  = ------------ . Цилиндр л,ажми V  =

Я28- чизма.
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ционар нукталар. х = 0  да минимумни, х =  —  да  максимумни х.осил
о

цнллди. 208. Конус баландлиги 4Ц га тенг. 207. Белгилашларни

205- мисолдагидек оламиз. Конус х,ажми V — — жх2Н. к — ци-
3

линдр баландлиги, Н  — ------- ; г — цилиндр асоси радиуси, х —ко­
де— г
ък х 3 ък 2х 3 — 3 х 2г

нус асоси радиуси. V ~ ------------ ; V'  — —  • -------■-------- =  0; х , =
3 х — г 3 (х  — г )2

3 з=  0; х 2= —г. х = ~ г  яа V  энг катта цииматга эришади. 208. 

<р =  —. 20Э. у" =  бде; х  > 0 ва у" >  0; дс<0 ва у " < 0  булади. Де-
О

мяк, 1— со; 0[ да графи с цавариклиги билан кщорига, ]0; +  оо[ 
да гастга цараган булади. х  =  0 букилиш нуктаси. 210. Кавариц- 
лнгп билан пастга караган. 211. у " =  6(дс—1); х = \  ва у "= 0 ; х < 1  
да у ' < 0 , яъни цаварщ лиги  билан юкоркга, д :>0 да у" >  0, яъни 
цаварш<лиги бчлан пастга караган. х = \ — букилиш нуктаси. 212- 
|—к ;  —1[ ва ]1; +  оо[ да цава^ицлиги билан пастга, ]— 1; 1[ да 
ю!<о пга цараган. х — — 1, х  =  \ — букилиш ну^талари. 213. у" =

=  7 " .,Х + 1 х  =  ±  1 6 ^ (у ) .  ]— оо; — 1 [ ва ]1; +  со[ да у" >  0,
(х 2 — 1 )3

] — 1; 1[ да у "< 0 . Букилиш нуктаси йук. 214 ]— оо; 0[ да кава- 
рц|\.;иги билан пастга, ]0; 4- оо[ да юкорига цараггн. 215. у ' =  
•=е~х( \ —х)\ у" =  — е—‘х(2—х); х <2  да у "< 0 ; х > 2  да у " >  0. х = 2

/ 2  
’ °“ ’ 2 

/ 2  / 2 ~
2 ’  2 

5 1
ки л п ш  нуцталари. 217. у " = - . ^ 0 ;  ]—оо; 0[ д а у " < 0 ; ]0; + о о [  

_  - / х
да у " > 0 .  дс=0^О(у ) ,  демак, букилиш нуктаси мавжуд эмас. 218.

дс=>^27 букилиш нуктаси. 219. у" =  3(4х* +  2ах  +  1); 4х2+ 2ах  +  
+  1 > 0  дан 4а2 — 16<0 ёки | а | <  2 келиб чикади. Демак, | а ) <  2 
да у" >  0, яъни эгри чизик ^авари^лиги билан пастга ^араган. 
223. а =  — 3. 221. / п(х) =  а0 +  а ,х2 +  а2х 4 +  . . .  +  апх 1п\ 
а„, аи а3, . . .  , а п > 0. /"п(х , ^ 2а 1 +  12а2х 2+ . . . + 2п(2п— 1 апх 1п^  
лосил булади. а1> 0, (1=  1 ,п) ва дс фацат жуфт дараж аларда кат-

2/?

букилиш нуктаси. 216. 

лиги билан пастга,

/ 2  ,---------- СО да кавзрик-

V 2
да юкорига караган. л г= ±  ——-  бу-



нашгани учун барча х  ^ Я  да / п(х)> 0 булади, демак, эгри чизик 
кавариклиги билан пастга караган булади. 222. К у р с а т м а :  
221- мисол ечимига каранг. 223. М аълумки, агар / ( х ) функция 
[а; 6] да каварик булса, у х,олда ихтиёрий х и х а^[а; Ь\ учун 
х х <х% булганда

! +  1хъ \

1 +  ( 1

Уринли булади. Энди /( х )  =  с о з х  ни оламиз: у " « = — созх,  

да у"  <  0 булади. Демак, !(х)  =  соз х  функция
те те 

* €  \ - Г . 2

да каварик, яъни кавариклиги билан юкорига кара-
я

~  Т '  ~2
ган. х х — а, х% =  Ь ва I »= 1 деб олинса, (*; ни кУллансак,

а +Ь  соз а +  соз Ь 
соч —- — > -------- --------- тенгсизлик келиб чикади. 224. К у  р с а т-

м а: 223- мисолдаги (*) ни у  =■ ех  га кулланиб ва х х *= а ва д;2=  Ь, 
* =  2 олиш керак. 225. Лопиталь коидасидан:

з1п ах а соз ах а соз ах  а
Н т ---------=  П т ------------ =  — П т ---------- =  —.

х-*о з!п Ьх лг-.о Ь соз Ьх Ь х—о соз Ьх Ь
ех_еа г л \

226. 4. 227. Н т ----------- =  — =  П т  ех =  еа. 228. 2. 229.
х-+а X — а \ 0 ) х-*а

пх ~к.х КХ тс
1 — 4з1п2—  „ — 4 - 2 з 1п —  с о з — ■ —

6---------------------- / 0 \ , 6 6 6 
П т  ------------------ — — =  П т

\ о )  ■х-*\ 1 — х 2 [ 0 /  хч-1 — 2х
пх

з!п —  л—
я 3 я т / 3 1

— — Н т ---------= — 1— . 230. —. 231. Бу мисол (оо  —  со ) кури-
3 х-~\ х  6 6

нишдаги аникмасликдир.

_1_

, 1 1 \  \ п х — х  +  \ ,, л:
П т  -------- — -—  =  Ь т  ------------------=  П т
х - 1\ х  — 1 1пх]  ^-1  ( х — \) \пх  лг-1  , х  — 1

1п х  + -------

- П т ----------- = __ — . 232. 1. 233. Бу (оо°) куринишдаги аникмав-
-г—► 1 1 1 2

х  х г
. 1 \ ‘<и 1 1плг

ликдир. у = — дан 1п у =  1ех-1п — = — -----•.
\ х  /  х  С12Х
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. 1, !п*  . Х , 51П XНш 1п у  =  — П т  -----  = — П т  ----------- =  П т  ---------=
ж-*0+ ЛГ-0+ с 1 ^ х  л:-1-0+  1 х-*0+ х

в1п2х
2 51П х  соз х  /  1

— П т  -------------------— 0; 1п;у=0, у==1; П т  — =  1.
Х-0  + 1 *-»0+ \ Х /

234. 1. 235. Бу (ооО) куринишдаги аницмасликдир.

У — (1§х)2С05Л'; 1п у =  2созх 1п1§лг =  2
1

созх
1

-----  • зес’х
Н т 1 п у = П т  2 Иш — ----------=  2 И т _

х-к |  х - ~  1 х-* “ в е с х  1%х  г -+ ~  *%2х
созх

«= 2 П т  — =  0. П т  ( ( ^ г )2с08* =  е» =  1.
х-+~ 21§;х • 5ес3х  ’

238. 1. 237. Умуман, икки / ( х ) ва ц(х) функцияларнинг усиш тар­
тибини солиштириш учун х  -  +  оо да цуйпдаги лимитни хисоб«

лаш керак. 1. Агар Н т =  оо булса, / ( х )  функция ?(х) га
X .  +  со <р(х )

Караганда тезр ок  (юкори тартибли) чексизликка интилади дейила-

ли. 2 . Агар Н т  Д х \  =  0 булса, / ( х )  функция у(х)  га Караганда 
■*- + ®  ч(х)

секинрок чексизликка интилади дейилади. Энди / ( х )  =  х а, <р(х) —
х “

•= 1п(х) функциялар берилган булсин 11т  ------ =  11т _ —  =-
х -►+=» 1пх х-»+оо 1

х
— оН т х “ =  оо, демак, х “ функция 1пх га Караганда тезрок

У с 15 ■ экан. Агар / ( х )  =  1пх ва ср(х) *= ах берилган булса, 
_1_

Н т  —  =ж П т  .. х  =  0, демак, у — 1пх функция курсаткич 
х~* +  ® ах  *-*+» ах \па
ли ах функцияга Караганда дам секинроц усади. А гар / ( х )  =  ах,

а ах ах 1па 
«(х) — х  берилган булса, Пш —  =  11т ------- -= . . . «= П т

Х-*--\- оо Х а Х-++О0 а Х а~ *  ДГ-++00

а ^ п а ) -
— -  »=оо. Демак, курсаткичли функция дараж али функцияга ка 

а!

1
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раганда тезрок чексизликка интилар экан. 233. К у р с а т м а :  Л опи­
таль коидасини кулланиб булмайди: боища йулдан фойдаланинг. 239. 

2хИ т  у =  П т
Х-1  *->! х 1

оо, демак, х  =  1 вертикал асимптота, к =  П т
х — &>

/00 2 
х

=  2 — огма асимптота. 240. х

’М .1 =  Н т  _± _  =  0; к = 0 ;  / =  П т  (/(•*) ~  кх) =  2; I =  2. у =
X *-.°ох—1 х -ю

I. вертикал асимптота, у =• х  +  -
2 2

1пх— огма асимптота. 241. Маълумки, 11т
х-о+  х

1пх
С;вертикал асимптота, к — П т

00 Ха
и — орма асимптота булади. 242. х  =  0 вертикал асимптота

I =  Н т  (у — кх)  =  0 дан
*->СО

У :

243. А. , ,1п Ь ^ ± * - 2 т п  1 / ,  +  4
х  »-.<» Ж х-"» ’ х

I ■■

П т  (2Ух* +  4 — 2х) =  2 П т
х-*» х  +  1/ х 2 +  4 

орма асимптота. 244. у =  0 асимптота. 245. й

51ПХ
[ 1 ^ — ] =  1, /  =  Н т

X -* оо

0. Демак, у =  2х

П т  *
л_»оэ ДГ

Н т — — =  С; у —х — огма асим птота,246.
Х“*00 %

Ь
у =  ±  — х  огма асимптоталар. 247. Функцияни умумий текшириш 

х
схемаси асосида олиб борамиз:

1. О(у)  =  ] — оо; +  оо[. Узлуксиз, жуфт ^ам, ток *ам эмас.
2 хз — 9х2 +  24х — 0, х  =  0, х а -  9х +  24 ф  .
3. у ' =  Зх2 — 1»х +  24 =  3(х2 -  6х +  8) =  >; х, =  2, х 2 =  4, 

а =  3 >  0. Демак, ] — оо; 2[ ва ]4; +  оо[ да у(х) усувчи ]2; 4[ да
камаювчи; у" =  Ьх — 18 =  6(х — 
—3 )= 0 , х = 3  (29-чизма). ] — оо; 3[ 
да у" <  0, дечак, у(х) каварик­
лиги билан кщорига, ]3; +  со[ да 
у" >  0, демак, у(х) кавариклиги 
билан пастга караган, х  =•- 3 буки- 
лиш нуктаси, у ' =  0 дан х , =  2 ва 
ха =  4 стационар нукталар.

у"(2) < 0 .  х  =  2 д а  ушах =  20,

у"(4) > 0 ,  х  =  4 да ут1п =  16.

4. Асимптоталари йук. 241 Ж уфт, 
узлуксиз функция. >'п;ах(«) -  I.
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7 1 : +  ”
да кавари^ли-/ 2  \  3 , 1 Г 1 1

У ш , п ! ± ^ )  =  ? ' 1- оо; - 7 г [ ва
ги билан пастга, чолганида кжорига наратилган, 249. 1. В(у)  =  
1 — оо; +  оо[, узлуксиз функция, 2, (х  +  1)(х — 2)2 =  0 дан х  =  — 1, 
х  — 2 да О х учи билан кесишади 3. у'  =. Зх(х  — 2) =  0; х  =  0. 
х  =  г стационар нукталар ] — оо; 0 [ ва ] 2; +  с°[ да у'  >  0, ] 0; 2[ да 
у '  <  0 (30-чизма). Демак, х  =  0 да утах =  4; х  =  2 да ут1п =  !. 
у" =  6 (х  — 1) =  0; х  — I, ] — оо; 1 ( да у" <  ]1; +  оо[ да у" > 0. 
х  =  1 букилиш нуктг си. 4. Асимптоталари йуч. 250, Ж уфт, узлук-

букилиш
1

сиз функция, Угаах(0) -  -  1; ут |п ( ±  1) =  0; х  =  ±

нукталари. 251 .1 . О ( у )  =  ] -  оо: +  о о [ , узлуксиз. 2. ( х - 1 ) !(1 +  

4 -2 ) =  0 , х = 1 , х  =  2 О х у^и билан кесишиш нукталари, 3. у'  =  
=  3(х2 — 1) =  0; Хх =  — 1, х 2 =  1 стационар нучталар (31-чизма).
] _  оо,  _  1[ ва ] 1; +  оо[ да у'  > 0;] — 1; 1 [ да у'  <  0. Демак, х  -------
— 1 Да Уп,ах =  4; х  =  1 да ут |п  =  0. у"  =  6х =  0; ] -  оо;0[  да 
у" < 0 ;  ]0; 4- оо[  да у" >  0. х  =  0 букилиш нуктаси. 252. Ж уфт 
функция; Х1=  —2, х 2= 2  да ани^ланмаган. ут |П(0) =  0; ] — 2; 2[ да 
щавариклиги билан пастга, ] — ос; — 2[ ва ]2 +  оо] да кавариклиги 
билан юкорига караган. у =  —1 горизонтал, х  =  — > х  =  — верти 
кал асимптоталар. 253. 1. С (у )= ]— оо;  — 2[Ц] — 2; 2[1!]2; +оо[. Жуфт

1 _
функция, 2.

4 — х 2
= 0; х  =  — 1, -яе2 =  1 Ох билан кесишиш нук-

талари. 3. у' —
бх

(4 — Х2)2
~  =  0. •* =  0 стационар нуцта. ] — 2; С[ да

30- чизма. 31- чизма,
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- ЗДГ2
у ' > 0. 10; 2[ да у <  0; *  =  0 да уп,ах =  -  . у" - (4 _  ^

I _  оо; _  2[ ва !2; +  * [  да у>" >  0. ] — 2; 2[ да [у" <  0. 4 . х  ■=—
— 2, л '=  2 вертикал, у =  0 горизош ал асимптоталар. (32-чизма). 
254. В ( у) =  ] — °°; +  °°[ \  { — 2 ; 2 ). у(0) =  0; ж =  — 2 , .* =■= 2

1
В р Т И

п т
1

А' -» — *

<ал асимптоталар. 255. 1. О(у) = ] — ^ [Щ ^ со1‘ 2.

Ах(х  '— 1)
у(х)  =  — оо; Нш у(х)  =  +  у(0) =  0. 3 . у ' =  _

—  + 0  
2

х  — 0, х  — 1 стационар ну^талар. 
] — оо; 0[ ва ]1; +  <*[ да у ' >  0,

да у' <  С. 

у"(0) =  -  4 <  0,

1 1
0 ; - ва -  ;1

2 2

( 2 л : -  1)з

у тах (°)= °- / ' ( 1 ) = 4 > 0 , у , п1п(1)
1

=  2 (33-чизма), оо; —
2

да

у" < 0;
1
— ; 4 - со
2
1

33- чизма.

да у" > 0.

1
4. у =  х  +  — огма, х  — ~  вер­

тикал асимптоталар (ЗЗ-чиамтг 
266. Жуфт функция. Д у )  =  <<\{0}.
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34- чизма.

У т1п ( ± 1) =  2. Кавариклиги билан пастга каратилган. 257. 1. 
Щу)  =  ] — °°; +  оо [ Узлуксиз; даврий функция, давр ( =  2я. 2.

у  = —созх—зш х =  0, х  =  ^  +  йте (к ^  Ъ) стационар нунталар. 3. 

/ '  =  — (созх—з1плг); — +  кп\ к — 0, ±  2 , . . .  да уп]ах =  / 2 ;  х  =•

— -  +  кп, к =  ±  1, ±  3, . . .  да у т1п =  -  / 2 .  х  =-----^  Л-к ъ (к^Ъ)

букилиш нукгалари. 4. Асимптоталари йуц (34-чизма). 258. О(у) =  
*= ] — оо; +  оо[ ток, узлуксиз функция, х=кп (к  ^ 2 ) букилиш нук;га- 
лари 259. О(у)  =  ] — оо;  0[11]0;  +  оо[  жуфт функция. 260. Даври 2я 
булган даврий, узлуксиз, тоц функция. 261. 1, Б(у)  =  ] — оо; 0[11]0;

в^(х  — 1 ̂
+  оо[. 2. ] — то; 0[ да у <  0, ]0; +  оо[ да у >  0. 3. у 1 = -------------

х 2
х  =  1 — стационар нуцта. х  < 1 да у'  <  0, л: >  1 да у ' >  0. *  =  1 

ех
Да Ушш =  У =  ~3 О*2 -  2х +  2); х  >  0 да у " > 0 , х  < 0 да у" <  

< 0  4. Игп — =  0; у = 0  горизонтал асимптота (35-чизма). 262.
Ж-*-оо X

Оку) ~  ] ~  ° ° ‘> +  °°[, у(0) =  0, утах (1) =  — . у =  0 асимптота.
е

х  =  2 букилиш ну^таси. 263. 1. В ( у) — ] —  оо;  +  оо[ .  Ж уфт, уз­

луксиз функция. 2. у(х)  >  0. 3. у'  =  — 2хе~Х ; х  =  0 стационар 
нукта. х  > 0 да у' <  0; х  < 0 да у ' >  0. у тах(0) -  1. у ” =

— 4 ^х 2 -  — ■* ; *  =  ±  - ^ =  букилиш нукталари (36-чизма). 4.
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35- чизма. 36- чизма.

~ х 1 а Ъ— Пш - ___=  1 1 т -------- -  =  О, I =  Н т  Г х  = 0 ;  у = 0  асимптота.
д ; - > 0 0  %  X —*■50 Х & Х  ЛГ “*■ СО

254. 13{у) =  ] — оо;  -)- оо [. Ж уфт, узлуксиз функция. Кавариклиги 
пастга караггн 265. 1. Б(у)  =  ] — оо;  +  оо[.  Ж уфт, узлуксиз функ­
ция 2. 2\х\ — х 2 =  0; *  *= 0; х  =  — 2, .* ■= 2 О* уки билан кеси­
шиш нукталари. 3. х  > 0 да у =  2х  — х 2; у'  — 2 — 2х, х  — 1 ста­
ционар нукта. х < 0  да у — — 2 к — х 2', у ' = — 2 — 2х\ х =  1 
стационар нукта. Ушах( ±  1) =  1- 4. Асимптоталари йук. х  =  0 
кайтиш нуктаси (37-чизма). 266. В(у) — ] — оо; 0|Ц1] 0; 4 -°э [- М°* 
нотой камаювчи, у — 1 асимптота. 267. 1. В  (у) =  ] 0; +  со [. Уз-

1пх

луксиз. 2. у(х) >  У; Н т  у(х) — Н т  е х = 1 ;  П т  у(х)  =  0. 3.
Х-<-ео х-+оо дг-*0-Ь

у' (Х) =  ^- (1 — 1плг) =  0; 1ах  =  1; х  =  е стационар нукта. х  < е да
х ’2

1 — — 1
>>' >  0; д: >  е да у! <  0. Утах(е) -  ее . 4. * =  Н т  -  =  11т **

/ шал Х-*-сс X Х~*<х>
— 0; I «= 0; )> ■= 0 асимптота (38-чизма). 268. О(у) — ] — 
4- е о [ \ { 0}. Ток функция, у =  0 асимптота.

2 Г к — жуфт сон булга ида, ушах =  1,
я(2й +  1) 1 к — ток сон булганда, ут1п =  — 1.

( х  *=
269 I ’ х(7) нинг монотон чш опаликларини топамиз х  =

I  у =  ?3.
] — со ; 0 [ да камаюв ш, 10 ; +  со [ да усувчи. Шуииш учун ск рил-



37- раем. 38- раем.

ган система иккита у,(х)  ва у.2(х) у зл \ксиз функцияларни аниклап- 
ди.

( <  0, агар / <  О булса, демак, уг(х) камаювчи,
йу 3
— =  — / 1 = 0 , агар /  =  0 булса,

[ >  О, агар I >  0 булса, демак, у2(х) усувчи 

( <  0, агар /  <; О булса, у {(х) чава ицлиги юк;орига цара-

^  =  1  ган. 
йх2 4/

( >  0, агар / > 0 булса у2’х)  кавариклиги пастга караган.

1 =  0 г а х  =  у =  0 мос келлди. (0; 0) — критич нукта (39-чизма). 
270. ( =  0 да х  =  1, ушах =  1, кав Ф 1'Лиги юкорига караган. 271. 
/  =  — ! да х(()  ва у(() аницлан.иа! ан. I =  0 да х  =  у  — 0. /  ± оо 
да I  ■> 0 , у ■* 0 .

йх  1 — 2 /3
й(  (1 +  /з)2

йу _  /(2 - / з ) 

йх ~  1 -

<  0, агар / >  3-= - булса,
I А

1 - 1=  0, агар / =  3-= -  оулса, / тах -  д - = -
1 У I

>  0, агар /  <  3 ^_г булса.
у 2

<  0, агар — оо <  / <  — 1 ва — 1 <  /  <  0 б^лса,

— О, агар /  =  0 булса,

>  0, агар 0 <  /  <  д ^ =  булса,
у- I

1 ч , -<  0, агар 3̂ =  <  / <  / 2  б^лса,

=  0, агар / =  ^ 2  б^лса,

>  0, агар У~Ч <  /  <  +  оо булса.
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Ж ади ал  ту.*амиз.

г
у?гьриш со^аси

л:
узг.1риш сока- 

си

у
узгариш со^а- 

си

у 1 1 X 
ишораси

У =  }(х) 
узгариш харак- 

тери

— оо <  1 <  — 1 0 <  X <  +  ос 0 >  у >  — оо — камаяди

— 1 <  г <  о — оо <  х  <  0 оо >  у >  0 — камаяди

г -  о 0 0 0 критик
нуцта

0 > < < Г ?
0 < * < 3/ 4 0 <  у  <  | ^ 2 +■ усади

ГГ2 « < П 3/ 4 > х  у й/ 2 > / ' 2 < у < у / ’4 — камаяди

1 =  г ' 2 \ У 2 * 3/*Т 0 максим ум  н.

у 2 <  1 <  -|- оо Х'2 >  х  >  0 |/"4 >  у  >  0 + усади

У 1 +  з̂ 
Л аш птоталар: к =  П т — =  П т -------  П т  ̂ _  1. / «.

Х -. +  ‘-Х  1 - 0  I

1 +  (з
I

=  11т ( у — к х ) — Н т  ------ -------  =  — К х  -*■ +  оо да асимптота
х-*+я> +
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у  =  — х — 1. х -* — оо да хам шунинг узи оу.тали (40-чизма). Хо- 
сил оуладиган эгри чизик Декарг с и р г ю г п  дейилади. 272. I Ф 0; 
0(у{х))  =  ] — оо; — 2[1)]2; +  ос[. 27,1 0{у)  — «,[. у т 1п( 0 ) =  

( 2 \  / 9 \3 3 /  -7~
— °: Уп,аж ( “  ТТ) “  ; П ) V  274’ 0 (у ) =  1 -  со; +  оо[, т0«

2(х +  1 ) (23*  — 16*2 _  н и  
функция. у =  0 асимптота. 27 \  ---------------- Ь/. ------ --- . 276.

I , . м х " "Ь *)4 с о з \Х  + --------- Г - — , — -------- Г—----- „ „ .-----
7  V х '  +  +  1 х-т + 5х3 — 3*2  4 - х

15(4 -  х )  / ( х -  3)(4 -  х )213

У -
30л:1 4- Эх3 — 36х  +  6 \  8л'

' _ (*2—4)2

278. ~ Х“(1п21° 8 ' - -------. 279. а^пию'  +• г т ^ и К  280. (\х\х)х~'  X1о § 2̂

Х(1пл-1п (1пх) +  1). 281. 21пх ■ х 1пх~ 1. 282. соз2х  (&1"Х’согх~'  —

— (51пх)с03'г+’ 1п 51пл: — з1пал: (соз* ) 511’* -1  +- (созх)з1пж+!1псозл:. 283. 
_  1

У X 2 3 X
х  (1пдг +  2). 284. X х +2(31пх +  1). 287. К у р  с а т м а :  2з!п —

га купайгиш б. з!ги З1п3 =  соз(я — р) — соз(* +  Р) дан фойдаланинг. 
288 К у р с а т м а: Олдин 8 п =  5Й* +  зЬ2х + . . .  +  зкпх  ни \ясоб- 
лаб, сунгра дифференциалланг. 289. Ха =  0; у0 = — 2. 291. К у р ­

с а х  м а: Д х )  = У \  + "х + У \  — х  нинг ] — 1; II даги экстрему м- 
ларидан фойдаланинг. 2Э2. К у р с а т м а :  Д х )  — (а +  х )к +  (а — х ) к; 
] — а; а\ да экстремумларидан фойдаланинг. 293. д(^] — оо;  1[ да

1
т 5<?2— 16/7+16

ч* - г
Да ? “  — Т

+  да ? =  —  .294, а - 0 .  296. ?^]1 ;2]

; д^]2;  3[ да  ? =

Ч — I )2 г ?2—:3
— -— г^б)3’ * °°1 д а ? = —— •

Н ) = -

з
1 ~ Т4 .

2 0 7 - Уп. 1п 1 0 1  -  2 

У т а х О ) -  1- 298- К у р с а т м а :  
/ ’( х  +  7) =  / ' ( * )  дан / ( *  +  7 ) =  
•= Д х )  нинг Сир хил даврийлиги 
келиб чикади, яъни Д х + Т ) —Д х )  
айирма х  га боглик булмайди. Де> 
мак, ( (х  +  Т)  +  Д х )  — Ь десак, 

Ь
Д х ) — — -  ё (х ) деб олсак, %(х)
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даврий функция эканлиги келиб чикади. / ' ( х )  нинг даврийлиги- 
дан / ( х)  нинг даврий функциядан чизикли функция билан фаркла- 
ниши келиб чикади. 299. И(у)  =  ] — оо; +  оо[. уш|п ( ±  1) =  ^ 4 ;

Ушах(°) =  2- У(х) — жуфт функция. 300. V =  — ------. 301. й (у )  —

=  /<’+ . 302. И(у) =  \х \х  > — 1 } \{ 0 }  (41-чизма). 303. б). 304. 6 ). 
305. а) ва б) мисоллар: а) у — 2х , б) у =  <ГХ. 306. а) (42-чизма),
б) (43-чизма). 307 а) (44-чизма), б) (45-чизма). 308. х  =  0 да, чунки 
/ ' ( х )  — ток функция, / ( х ) эса жуфт функция булади.

V Б О Б  

3 5 
1. |  (Зх +  \ )йх  =  3 1 х й х  + 1 йх  =  — * 2 +  х  С. 2. -  л-3 +

^ О

+  ~  х 3 — 4х +  С. 3. |  — ]  х~4 ах =  +

196



I х 1 5 С /  2 \
+  —з + С .  4. “  — “  л:3 4- 6л: 71п|х| +  С. 5 ^  х \ х * - - ] с / х  =

-  Г х ^ х  — 2 Г йх = — — 2х  +  С. 6. 1п[х| +  -— +  С. 7. Г (дех +   ̂  ̂ 4 2х^ **

_ з _ 2 _
+  \ г х 2)йх  =  5 Г ехйх  \  х  йх  =  5е* +  — х ^ лх 2 +  С. 8 . — хг^ х  +

5  3

3 з -  С х 2 +  2 Г л:2 _ 1 + з  С IX2 -  1
+  4 х» х  +  С. 9. ]  0 _ х а х - \  * * - ] ( —  +

+
х 2 — 1 

х

, с С йх  3
Ле =  </х 4- 3 -------- =  х  4- ~  1п

1 ] ^  л-2 +  1 т 2

л: —
+  С.  10. х  +

+  2 1П х  4- 1

х  4~ 1
л I С 1

+  С. 11.  ̂ 51пЗхй?Х =  — I зшЗхй^ гх) =  — — созЗх +

_ _ „  С йх  1 С й(3х — 5)
+  С. 12. Ззш х +  5созх +  С. 13. \ — —  =  — 1 -------------  =*

^ Лх — 5 3 ^ Зх — 5

— — 1п|3х — 5[ +  С. 14. 1п1пх 4- С. 15. Г ес03'г 51'пх йх =  — 
3 ^

— С есовхй (созх) = -  есовх +  С. 16. (31” 'У + -5)- -  + С .  17. 
■> 9

1 1 1  3
Г х 2 — 4х 4- 6 Г { 2 _  г" ~2 \ С 7

^ ------йх  =  ^ 1 х 2х  — 4х • х  4- 6х  у^х  =  \ х  й х —

1 1
(• Г С ~ Т  2 _ 8 _  —

— 4 \ х  йх  4- 6 \ х  ах  =  — х"-\-гх  — — х \  х  4- 12у 'х  4- С. 18.

— — -  х 4 4- “  х 2 — 1п |х | 4- С. 19. / ( 3  +  2 ^ ‘х ) М х =  [ ( 2 / 4 -  
6 4 2 ^ \

-  -  «  —
+  54х4 4- 36х2 4- 8* 4 ) л х  =  27х 4- — х ' ^ х  +  24х у л +  й1 х \ , г х 3+

5 7

+  С. 20. / Зх2 — 5х 4- 6 4- С. К у р с а т м а. й (Зх2 — Ьх 4- 6) =
С йХ С 81 п2х  4* С08гХ

(6х — 5) йх  дан фойдаланинг. 21. — ------- - =  —— --------—  «х=*
^ з!п х  соз х  ^ з т ^ х с о з -х

//у* (* И у
4- 1 — — =  1§х  — с1&х 4- С. 22. — (с\%х+[%х)  4- С. 23.

С 032Х  ^  311ГХ

С С з т ах  (* 1 — соз2лр Г йх  С
\ 1§ 2х ^ х  — \ ------- йх  =  1 -------------- йх  =  \ — — — \ й х  -»

,)  ^  С 032Х  ^  С 032Х  ^  С 032Х  ^
т х + п  п  с [12х

=  1ех  -  х  4- С. 24. е— ^ ~  +  С. 25. ^ сХ ^ х й х  =  ^ ^  йх  -

_  Г — *■ й х — Г йх  — Г — -  =  х  — С111Х 4 -  С. 26. х  — Шх +  
^ зЬ 2х  ^ 3 зЬ2х



+  С. 27. ] (2х -  1)20 ах  =  |  (2х -  1)® а(2х -  1) =  (2* йп ^  +
42

+  С. 28. -  (х  +  с18 х ) -)- С. 29. ]' / З х  -  1 ах  -  1-  ]' (Зх -

-  !)’ 4(3* -  1) =  \  (Зх -  1) / З Т ^ П  +  С. 30. \  (х* -  5) / 3 ^ 5  +
У У

С З1пл:
+  С. 31. I -т= — йх  =  

,) у  созд:
г =  соз* 
а 1 =  — %1пхах

_  Г —  _  Л /Т =
I-  I а* -= — 2 / 1  + С =  — 2 / с о з *  +  С. 32. — созе* +  С. 33.

/ = X5
=  5 х'Лх

1 с а( 1 ______

+  С = -  1п |х 5 +  / х ™  - 2 1 +  С. 34. 1п5
(«?•* + I)2

ехах
+  1

I =  ех
аг =

+  С. 35.

а?.- _  

/ 2 +  1 ~

йх
агс(й I +  С =  агс{й +  С. 36. -  1е ( -  -  -  ) +  С. 37.

2 / ^ $1п^

- I
йх 1
X X о 

/51П  -  СОЗ— *  
2 2

<1х
х

СОЗ2 -  
2

х  л:
51П — СОЗ — 

2 2

л:
* — 1д —

ё 2
1 ах  

а? — 
2 х  С 0 3 2 -

2
соз2 -

С а? I х  1 х з
]  у - 1 п  | 4 & -  + С .  38. -  агс(§- -  + С. 39.

ах

ах
- 1п

31П (X +  - )

в\пс2х  йх

х  тс \
\ 2 + Т

2 .1 созх

+  С. 40. 2 / Г Т ё *  +  С. 41.

(* 31п2д:

3 7 * =

— агс з 1п

соз4х
соз2л:

I — соз2х  
а{ =  — 2 СОЗ.* 81ПХ Лс

■3
- - ь

а(

2 + С .  42. -  -  ‘/ с ( 8 1г +  С. 43.

/  4 — г2 

ах
1

I =  ех — 1; ел = / + 1 
Л1

ц  — ех ах\ ах  —
I +  1

а 1
I -+- 1

- I
а(

/( /  -Г I)

* /4- 1 -

198



г м  г  й1_____

" ]  * “ 3 ( + 1 ~

1п
е * — 1 1 * а 4- 1

4- С. 44. — агс4§ —-—  +  С.  45.

шд- йх  =
и =  х, йу  =  з!п* й х  |
йа =  йх, V  =  —  СОЗ*;

• л: соз* + соз*  йх  =  —

*  соз* 4  31П* +  С. 46. * (1п* — 1) +  С. 47. |* соз* йх  ■■

и =  ех ; йу  =  соз*а!* 
(/и =  ехйх; V =  з!п* 

еIV =  з!п* 4 *
V =  — соз*

е* з!п* — |  е* з 1п* йх  =
и =  е-*
йи  — ехйх;

— ех 5*п* +  «•"'соз* — | ех со з*  йх;  [  ел с о з*  йх  =

Я 6
■■ ех (ъ'тх +  соз*) — |  ех соъхйх;  ] ех со%хйх =  — (з!п* +- соз*) +

+  С. 48. *  агс з!п* 4- |^1  — * 2 +  С. 49. |а г с 1§ *  й х  ■■
а=» агс!^*; 

йх

йу  =  й*
V = х
„ * 2 +  1 

5 0 . -------- агс1§ *

Г х йх  I . , ,
* а г с ! ^ * — | -------- 2 =  * а г с ( § *  — — 1п (! +  *•) + О.

-  |  +  С. 51. |  / П Т # й х - |  7 = ^ *  =

Г1 4* Г *
О / г

х 2йк а =  * ; йу  —
х йх

/ Г

йи — йх; V =  — 1/  I — л:г

— а г с з т  *  +  *  | / 1  — * 2 — |  / "  1 — *■’ г/*; |  у/" 1 — * 2 ^ * = а г с к 1 п  *  +. 

4 - *  /  1 — х 2 — [  | /  1 — * 2 а?*; | / 1  — * 2 <1* =  — (а г с  з ш *  +-

_____ 2̂ *2_1 д; ______
+ * / 1— * 2) +  С. 52. ---------а г с з т *  +- — У \ — * 2 +  С. 53. ( *1 их й х =

4 4 1

а = 1п*; йу  =  х й х
=3 йх * 2

йа =  —; V =  —
дг 2

—
2

54. е-"^* — 1) +  С. 55. | , * 2Л / *  =

а  =  * ; йу =  ех йх  
йа =  йх; V =

и =  * 2; (/I/ =  елй(* 
й а  =  2хйх \  у  =

х-Т5-1

| *%•* — 2* ел +  2  ̂ еЛ йх

ех(х 2 — 2* +  2) +  С. 56. (*  — з!п* соз*) +  С. 57. ^  соз'гхйх=

а =  соз*; йу  =  соз* <2*  

йи =  — з т * й * ;  V =  з1п*
=  з!п* соз* +  I з 1п2*  й х  ■■

199



-4-2 1 е'гх созхйх=

=  5|ПХ С05Х +  ^ (1 — С082Х) йх  — 8111ХС08Х +  Х — I 1 С08гХ йх", 
г X +  5111Л; С08Х _  _  __
 ̂ соз2х  йх  =  ------- --------- + С . 58. 2 з1п / х  — 2 у  х  соз у  х  +  С. 59.

1 а =  е2'; йу = ъ \п х й х  
\ >1а =  2е2-1 йх\ V =  — созх 
и =  е2-1; йу =  созл: Йх 
«/и =  2егх йх\ V = з 1пх

— 4 |  е2‘ 51пх йх; 5 |  ел з1п х ^ х  =  ех (2 з1пле — со зх ) +  С.

| . » 81п , ^ - ^ 2 , ' " 5 - ” " > +  С.6 0 . * - ( ( * - * )  с о ,2*  +

+  х з ^ х )  +  С. 61. 1п \3х +  5| +  С. 62. 7 - 1п |5х — 1| +  С. в8.
/ о  5

=  — е2Х соз л: +  

= —е2Х с о з х + 2е2-,г81пд:—

1
(Зх — 1 )2 

1
’ 6(2х +  5)з

3(3х -  1)

+  С. 65. 1
йх

(х  +  1) (х  — 2)

А В
+

+  С. 64.

1
(х  +  1) (х  — 2) 

А ------ 1
3

X — 2 йх  1 С й х  1 
3 ^ х  +  1+ "з ]  х~— 2 = ~"з'*П

х + 1

66. — 1п \х — 11 — - 1п ( х2 +  х  4- 1) 
3 б 7? агс% з

х  — 2 

2х  — 1

+  С.

йх
< х +  I )2 (х — 2 ) 

С

1
(*  4- 1)2 ( л - 2 )  ( х + 1 ) 2 

1 . _ ».
9

+

+  С. 67.

В

А =  - Г
в =

х  — 2 
1

9 1П

1 С йх  
’3 ]  (х  +  1);

йх 1
+  п

йх

х + 1

1

+

х + 1  
х  — 2

+  С. 68.

9 ^ ’ х + 1  9 ^ х - 2  3 (х+ 1) 

Зх* — 4х3 +  С’Х2 -  12х
12

Г
3 х '  — х 2

1
X3 — X2

А = В ------ 1;

А В 
= - + - + -  

х 2 (х — 1) х 2 х  х

+  1п | х +  1| +  С. 

С

С =  1

200



- п м
( ! Х

+  -  1п
6

л:
х  -  3
х  +  1
й ( • 2 х)

+  С

1
-  -  1п 
х

: . 7 ‘ . |

х  — 1
<1х

X
+  С. 70.

2(х  -  3)
+

• -  , ________________=  —р= агс1е ХУ А  +  С. 72. 1п
У 2 Л ( / 2>  +  ( / 3)» / б  в / 3

1 Л

+  С. 73
йх

(х  +  !)(■* +  1)

1 С йх
“  2 ]  х  +  1

1 йх
+  -  1

2 „ х'- -у- 1

1

2x 2 +  3 _  ]  (у  2
___2_

/ 3

<1>с
2Х)2 +  (» 3)2

И
✓ \ + х ‘
В х + С

+

(х  +  1)(х 2 +  1) X +  1 х 2 +  1 

А
1 1

, С ------ - В =  -  -
2 2

1
й х  =  -  1п ]х +  1| 

х 2 +  1 2
1 1

- Ч  ■2 ^ х
хг/х

+~1
+

1п / х  -(- 1 -  -  1п (х2 +  1) +  -  агс(§ х  С. 74. 
4 ^

I

+

X* +  X2
Л =  1,

1_ 
л:

х ‘2йх  
х± +  5х2 +  4

Сх  +  О

'б  л :+ ^  +  / з  ё / 3  
___1_ _  А_ В Сх +  Р

~ х 2 (х2 +  1) х 2 +  х  +  х 2 +  1
в = с = о, о  =

а г с (§ х  +  С. 76.

-  1 - ш

3 х 4+ х а

йх  
х 2 +  1 =

1 — л:
+  1п

х 2

( х - 1)а
х 2 +  1

х 4 +  5х2 +  4 

А  =  С =  О,

+  С. 77.

Л х +  й
+(х2 +  1)(х2 +  4) х 2 +  1

В  =  -  -  ;
3

4

3_

х 2 +  4 1 Г й х  4 Г 
3 ] х 2 +  1 + 3 )

йх  1 
------ — =  — — агс1г х  +
х 2 +  4 3 й

1
+  |  агс18 2-  +  С. 78. х 2 + 2 х + 2 +  2 агс (2 ■ +  С  79,

Г Х3йХ
)  X» +  1

=  X4
=  АхЫх

1

= ^-агс1§ ( + С  = -^  агс1д х* +

+  С. 80. ^ а г с ( § х — — 1п 

1 - х 4 2

■ 1
х  +  4

+  С.  81 Г 1 ~  л
)  > +  х> 
А х  + В

■ х 1
— йх

1 +  х< (х 2 +  х  / 2  +  1) (х 2 — х  / 2  +  1) х 2+ л  /  2+ 1

Л -  ~  С ~  / 2  1
В = й  — \

201



+
Сх  +  Р  

х ‘ — х у ' 2  +  1
-  1

/ 2Т  1

X  +  у Т ____
х * + х  / Т +  1 й х —

- и
х  — / 2

X2 -  х / 2  +  1
й х  — х  ■

2 / 2
1 х* +  х / 2  +  1 

=  1п ----------- г = — г -  +
х 2 — х  /  2 +  1

/ 24- — - (агс!# (х / 2  4- 1) + агс4д ( х / 2  — 1)) — х  + С.  82.

1п ^ - Г 2х +  5 +  3 агс4я
\х\

Ах-  4- В х 2 +  Сх  4  й

х  -  1
4- С. 83, С йх

• \ ---------(х* — 1)2

Ахх 3 +  В^х* 4- С^х 4-

(■* — 1) (■* 4- 1) ( х2 4  1) + )  (х  — 1)(л: 4  1) (л:2 4- 0
1 (3А х 2 4  2Вх  4- С)(х:■* -  1) -  (Ах3 4 - В х 2 4- С х + О ) 4х»

(лг* -  I)2
Л ,х 3 4- Вхх 2 4- С\Х 4

(х* — I)2 4-

4-
х 1 — 1

А =  В  =  Б  =  0; Л, =  В , =  С, =  0;

I )2 4(х4 — 1) 4
3 Г йх
4 3 -  1

4(х* -  1) 8
3 3 | х  — 1

4 - “  агс(§ х  -  — 1п 4- С. 84. х  4- 2 

~  Ч х 2 4- 2) 
х  =  г2 

йх  =  21М 
й1

+
16 | х 4 - 1  

1 х __ _  Г у/~х йх
+ 4/5 *'с'8 т? +с- “■ 3 ГТ7Т-

с 2(2й( Г — 1-4-1 С С
■“ ]  I  1 Т Г -  У < - " й < + 2  ] 1 + х

** V — I )2 +  2 Ы \1 +  Ц +  С =  ( / х  — I)2 +  1п { / х  4- I )2 4- С. 86.
4 __ 4 _  _
”  / х !> — х + -  у / ^  — 2 / х  4- 4 У х  — 1п ( У~х 4- 1) 4- С.  87. 
о о

Г йх
3 / * ( 1  4- V х ) йх  =  &Рй1

? (И _  _ _

— 6 | 1 — 6 агс1§* 4- С = 6(|/х — агс{§ у  х) 4- С. 88.

2 / 2 + ^  4- / 2  1п +  С. 89. Г йх -
/ 2  4- *  4- / 2  ^ х

 ̂ 1 — х  =  *2; л: =  1 — (2 С (2 й1 Г 1 — /а _  ]

йх — 2Ш1 ~  3 1 — Г2 ~ 2 3 1 —

- 2 ,) Л  +  2 1 ^ 1  = 2 / Г ^  +
/ 1  — л: — 1 4-С .  90.

202



•9 1 1
3/З л г  +  4

+  У  Зл: +  4
(1х=

Ах +  4 =  Г* I 
Зёх — ЗР йц

Г РЛГ Г 1 „ . 1 \ З х + 4

___________ ]  П П - Л ' , +  '  +  , - 7 п ) ‘" - Т -  +

+  У <3л: + -5 !1  +  3/ з Г + 4  -  1п | ^ з Г + 4  +  1| +  С. 92. -  X
2 ^

X 1п 

«= 4

9 з [ / 4 —

- 1

§/ ‘2х  -(- I 4“ 1 
<1х

х?
йх  —

V 4

х Ч х  , х  г- -------о
— -  =  4 агс з1п — +  х  I/ 4 — х г — 

/ 4  -  * г 2
^ Г* —“ —— X X — ——

— ^ / ’4 — л:2 йх\  ^ 1/ 4—Л"2 йх  =  2агс $!п д +  2

5- . 0
94. С — 2 агс(§: 1 +  , /  4 +  2х — х :— . 95.

11 1 \ 2 3 \4х2 +  2х +  1 =  4 И х  +  -
)  +  1б)

1 1
1 =  л  +  -  , й 1 =  йх; лс - 

4 г _ 4

4* а+  2*  +  1

й(

1 1 - -
=  -  1п \ х  + -  +  -  у 4х2 +  2х  +  1 +  С. 98. агс зш +  С. 97

2 \  4 2 /  у о
х  — 1

1
йх

л г / 5 х 2 — ‘2.x +  1

С й и  -  1)

',)  ✓ (* -  1)“ +  4

х  =  ~
I
й 1

й х  =  — — 
Р

й 1
/ Р - 2 1  + 5

— 1п 1 — л: 4- у' 5-<г — 2-г +  1 
л:

/п =  3; 

л =  2;

=  — !п | /  — 1 +  / Я  -  2/ +  Ь| +  С -------

х
+  С. 98.

9 /  9 +  х*
+  С. 99.

хЦ 1 -  х 2) йх
т +  1

Р ------ ;

1 — Ха =  1г\
=  2 ^ 2 ; :Х(1х = —2(й( 

х г =  1 —

2 — **
+  С. 100.=  -  [ (1 — Р ) Г 2 Л1 ------ |  ( 2 М  +  _[ Л1 ■■

о 6/ —

-  — 4 к *  +  1Ь “/ *  +  Г Т ^ -  ~  21 агс[2 Й/ - *  +  С. 101.5 1 +  у X

203



|  х  /  1 +  х* й х  =

р =  — »
2 т 4- 1

т =  1; 

л  =  4:

1 + ^ 4 = =

а : =  (*2 -  1) 

1 1й*
2 а 2 -  1) /  <2 -  1 

/

и й ь  ** —. 

йа =* й1\ V —

и 3 -  I ) 2

/ 2 -  1

1  ̂ 1 Г (И 1 _______  1

2 <2 — 1 _  2 3 ^ _ ! “ 2 1 + * 4 +  4 Х

ч . |А 1 +  -*1 +  *2 3 11/3 3 8/3 3
X'" „■ I—  _  +  С- '«2- Й<‘ +  ^  —1 » + ^  +  Го(1 +22

_  2_

+  лга)5,? +  С. 103. I — 4 +  3%/х ах =  Г х
У х *

1
1- 2
3

й х  —

п й х  =  б
1

п =  — ; 
3

2 (4 + Ух)3/2 + 6 .  104. — +  С. 105. Г з1п4л:со55л:Л*
У  Л

Ь =* БIП Л 

й(  =* соз *  йх
|  з1п 4 х  (1 — з1п2 л:)2 с о ъ х й х  =  |* /< ( ! - *

, , /5 9  /9 с |п5 у
* в < и +  +

■' •' 5 7 9 5
2 3 П17А ЗШ 9Л _ ЗШ 3 *

/  ■ 9 + С - т  3 

|  (1 — соз* к) соз* к з т  х йх  =

+  6 \  107. зШ3 *  с о з 2 х  й х

I *= СОЗА 

й! =  — 31 п Ай?л: { О -

Г , , № со&х со$*х 
1*)1‘ дХ «  —  ^  <11 +  ,4 СИ — -  —  -  4* С  == --------- -  ---------  +  6 .

5 3 5 3

А 31 ГГ Л Г
(>< 10  ̂ » 

б о  ^
ЗШ  А а А

- .)

* 1 —  С 0 8  2 л  

2 ах

204



- - - 8 1 п 2 *  +  С. ПО. -  +  -  5*п2х  +  С. 111, \ &1п*х йх 
2 4 2 4

I
(1 — с о з2х )2 х
------------------ й х  =  -  ■

4 4

з!п 2х 1
+  4

соз- 2х их
Ьх
ь

К|п2л 31П 4х 5х 31п2л 3 31П 4Х 3_!_Ч3_2х
—  + с ' " 2- Г б - " Г +  84 -  48 + С '

И З . |  з1л*х4х  -  } (81пал г р ^  =  |  ( '  ~  ^  ^ ( 1

х  З з 1п2л: 3_ ,
— 3 соз 2.x +  3 соз3 2х  — соз ' 2х) йх  =  -  — ^  ^  1 ( 1 +

+  соз Ах) йх
- г .  1 (1 — з!п2 2х ) й (з1п 2х)

х
61

3$ш2л:
+

Зз1п4Л 31П3 2х „  Л 51П ‘2х 3!п 4х  3111 6х  
+  —  + Т Г + С - , И ' й + _ й -----------Я  192 + С -

йх
з!пл +  соз.*

X
■‘8 о ; з1п х  =

2?

1 -  I2
: 1 +  (> ’

йх  =

-  = _ ^  1п

-  / 2  

+  1/2

/ 2  , 
+  с = Т  1п

Х̂ - 1  +  / 2

.2 +  ( / 2  )*

+  С. 116. —

1 +  *2
2<»

1 +  12

/•■

2

г — 1 — 
/ - 1  +

^ - 1 - / 2

1

* г |  +  2

+ с
• и 7 - 1з1п2х созЗх <1х

з!п2л: созЗл

созл: соз Ьх 
~2 10

+  С . 118.



+  с ' |22 '  -  2 м л  - | 5 ' " х|  +  с '  123' I  ‘8 ‘ ***

л , -  + с . .24. < У *-Ч № *+ "> № + '>  +
СОЗ'-' X З^з^г

31П* з!п 2х  — (соз ( — X) —
+  С. !25. ] 5111л: зш 2л з!п Зхйх  ■■

— — ((соз с — соз 3*) 31п Зх)

созЗх);  зшл: 8т 2л: з т  Зл:

=  -  (51П 2х +  5Ш 4х  — з!п 6л:)

I"

=  — Г зШ2л: йх  +  — Г 5 ! п 4 л: йх  —
4 Л 4 ^

пб* йх =
соз 6л:

24
1 . 1 +  з1пл:
<7 ,п ,------------  +  С. 127.
2 I — &1ПЛГ

г'■ сЬа х  — зЬ2 х
зЬ2 х  сй2л: 

зЬдг зМЗл:

йх _  Г Ап. Г
“ Л зЬ2л: ]

соз 4л: 
16 

йх

соз 2л: 
8

+  С. 126.

з1Л г сЬ2л: 
йх  

с (Ас

сЬ3л: — зЬ3л: =  1

------ (с(Ьлг +  (11*) +С.  128.

+  С. 129. ] з 11л: зЬ 2 л : з Ь х З  йх  =
зЬл: зЬ2лт =  

зЬх 3112л: зЬЗл: ■

: — (сЬл: — сйЗл:);

° (зН2л: +  зМ х  — зЬбл:)
-  ^  (3112 л: +  511 4л: — зЬбл:) йх

сЬ2л: сЪ4х _  сЬбл: 
8 +  16 ~24~ 

Зл: , зй'Лс з1г4лс

+  С . 130. ^  [ {\ +  сЪ.Ъ)г й х  =

сЬл ^ сЬл:
3 х  х  х

=  1п сЬл: +  С. 132 -  сЬ* -  — сЬЗ -  +  С.  133. -  (соз(1пл:) +

+  з1п(1их)) +  С. 134. -  (з!п (1п х)  — соз (1п х)) +  С. 135. 

л ^ а г с 5ш (з 1п * ) - ~ ]  =  ^  +  С,  136. ^  +  С. 137. л :(а г с з1 п л :-  

-• агссозл:) +  С. 138. л: 1п { / Т = Г к  +  у  Г + 1 ) - ^  +  ~ —  +  С.

ЛЬ



сЬ3 с
139. *  1п (х +  / я 2 +  л:2) — / а 2 +  л 2 +  С. 140. — — — сЬ х  + С.

О
1Ь3лг еах (а 5)п Ьк — Ь соз Ьх)

141. - 1 Ь  л — — -  + С .  142. ----- --------------- ;------------- - +  С. 143
3 аг +  Ь*

е‘ Л <-Ь ш  Ьх +  а со5 Ьх) л_ 1лд х / Ж Т а *  ^  ^  
а 2 +  й2 '  2 2

/ ~■ О,2 X V па — _ у2
+  у х * ±  а*I 4- С. 145. — агс з!п -  +  1 2 - 4 —  ±  +  С . 146. */„ =

2 а 2

— ] 1%п х й х  =  -------- — У „ _ 2. 147. Уя =  |  с 12" х  йх  ■= —

_  Е И ^ _  148. Уя — Г 8Ш »д:Л с------ +
и — 1 п

п — 1 _ С й х  спз х
Н----------^п—2> (П ^  п ”  I п =  — :------,. п-. 1 +п п 1 ^ з 1п"л: (л — 1) з 1пя х

п — 2 Г' 5П1Х СОЗП  ̂А:
4 - -------  у . ,, (л ,<= 1). 150. ^ п =  соз" л: йх  = ------------------+

Л — 1 " ■’ «

X+  —  2. (п=?Ы). 151. •/„  =  ,[ ------^ ------ =  ------- !-------
д (л 2 -\- а?)п а 2 (2л -  2)

х  2л -  3 1п3 (1 -  х 3) л
X -------------Г1ТГ +  -------------Г" Л г - 1, (« #  1. 152. ---------------- +  С.

(л 2 +  а2)п 1 а 2 (2га -  2 р 6
154. Курсатма: Ш артга кура, х  ==/ ( /~ *  (х))=Р'</~'  (х)),
|  х й ( Г Х (х)) = Г ( Г Х (х))+С,  ^ х й ( / - 1(х)) = х / ' - ^ х )  ~  ^ / - 1(х)йх.
х / ~ ' ( х )  — § / ~ ]( х ) 1!Х = Р ( / ~ 1(х)) +  С. 155. Курсатма: у =  ех 
/ —1 (л:) =  \пх.  Г \ пхйх  =  х \пх  -  ^  (1пл:) +  6  =  л:1п.«: — е1пх +  С =

/ т с л : _____
=л:(1пх —1)4-С. 156. у = х 3+ 1 ; у = х 3+ 3 . 157. — 2у  1— х-,агс$1их -

— х  агс з!п2л: +  2х +  V 1 — х 2 +  С.

VI Б О Б

1. / ( х )  =  х 2 функция [0 ; 1] кесмада узлуксиз булгани туфайли 
у  ингегралланувчи булади. Демак, интеграл берилган кесманн оу- 
лакларга б^лиш усули ва нуцталарни тгнлаш усулига богли(( 
булмайди. Интегрални *исоблаш учун [0; 11 ни л та теш булакка

1 2
б^ламиз: Б^линиш нуцталари сифатида х 0 — 0, х х =  —, х 3 •= —,

п п
х п — 1 ларни олиш кифоя. Энди, *ар б^лакда биттадан Ед

1 2
нуктани куйидагича оламиз: ■= — > •••! ~  1 ( яъннгу-

п п
1 4

лаклаьш ж г унг учлари олиндн); / ( ^ )  =  — ; Д ? 2) =  • • •'> Д^п)  “  1
л2

1̂ 07



_1_ 
п3

булади. Интеграл йигиндини тузамиз:

п(п +  1) (2п +  О
Маьлумки, I3 22 -1- З2 4- . . .  л2 =  ---------------------------  формула

6
п(я +  1)(2я +  1) ( я + 1 ) ( ? л  +  1) „ 

уринлп 8 П =  ------------ — ---------- = ----------— ---------. Бизда Л** -

1 _  1
=  —  (к — 1 ,л), шунгит учун X =  — . Демак, X -*■ 0 да п -+■ оо. На- 

к п
1 I 1

тижада 11ш 8 „ =  —, яъни х'Ч х  ■= — . 2 е — 1. 3. [1; 2] кесма- 
л-ю> 3 ^ 3

ни геометрии прогрессия ташкил киладиган х 0 — \, х , =  . . . ,
х„ =» 9я ёрдамида л та булакка буламиз. Бунда 4л:, = 9 — 1, Дл:2=
=  ^(^  I), . Лхп =  (<? — 1), : <7, <?2, . . . ,  деб олинса»

1 1 1 1  1 
/(* й )! —. — булади.  Интеграл йигиндиси 5 П =  —{а — 

^ 4* да 2 Я

-  1) +  (92 -  ?) +  . .  ■ +  (?п -  ? п_1) =  -  (? -  1) +  —  0? —

1 л л — 1)
— 1) +  • • .  +  —  07 — 1) =  —  (0 — 1) = ------------------ , чунки # " = 2,

Ч Ч V 2

п(0^ _ 1 ч ]_
д =  у^2. 11т  8 „ =  П т ------- -̂------; 2" — 1 =  ( деб олсак, 2” =  1+ / ;

ГС-* со Я-»- со —

1 2”
п оо да  ̂-1- 0 . 2я — 1 =  — 1п 2 =  1п(1 +  1)‘, п — ------ ----------- .

л 1п (1 +  ()
( Ы 2 „ * 1 

11ш 5» =  П т -— ----------------------=  1п 2 П т ---------------  • 11т ■
г-и) 1п (1 - ) - / ) •  (1 +  <-»о 1 п (1 г-+э 1 +  ^

л йл: 35
=  1п 2. Демак, | —  =  1п Л 4. — . 5. [в: о] кесмани л та тенг бу-

I X 2,

лакка буламиз. х0 =  а, х 1 =  а +  Л, =  й +  2Л, . . . , *„ =  а  +  
Ь — а

-■<- пН — Ь. Бунда к — -------- . ларни цуйидагича танлаймиз: 5 ^—

=  !’ ■«*-) • ! ?1 =  /  а(а +  Л), 52 =  У  (а +  к)(а +  2 к), . . . , ?я =

=  К  (й +  (л — 1) Л) (а +  л/г). / ( У : ~ ~ -у  - м .........
а(а + к) (а +  к) (а +  2к)

1
------УТ- Интеграл йигиндиси 8 „ — V  /(?*) Дх*

Га +  (л -  1) А) (а +  лЛ) Р Л



*(-
1

■ +
1

а(а +  к) (а +  к)(а 2 к) +  . . .  +
1

1
( в + ( я  — \)к)(а +  пк) 

1
+  •• • +а а + к  а + к а + 2к ' '  ' ' а +  (п — \)к

1 \  1 1 1 1 1
— —;— г • — — — — -----;— —  =  — — — , чунки а +  пк =  Ь. Де-а-\-пк) к а а п к  а Ь

Ьс йх  1 1 5 " /  Ы к —  1) \8 _
мак. —  6 . 5 =  — 2  ( - 2 +  --------1  ; 5 -

а х  а Ь — п Ц Л  П I
5 Д. / Ьк \*

— —  2.1 ( — ^ +  —" )• 7. [0; 10] кесмани п та тенг булакка бу-
л А=1 '  «  /

10 10 20
ламиз: Ьхп =  —, х 0 «= 0, х г =  —, х 2 “  —, . .  . , х п — 10. Энди 

[.0 ;
10 10 20
п ’ п п » • • • »

п п
(п -  1) 10 
---------- — ; 10 кесмаларнинг ^ар бири-

да / ( х)  =  2х  функциянинг энг кичик тк ьа энг катта Мк киймат- 
ларини аниклаймиз.

ю (и—1)10

=  —  ( 2» +  2" +  . . . +  2 “ I =  —  
п \ I п

тк I 20, 2" 2 л
10 20 

М * : 2Ч , 2" ,  . . . , 210. 
10 (д—1)10 10 2ю _  1

10 20

5  =  -  (г* +  2" +  . . .  +  гю1) -  -
п \  I П

10 2ю _  1

10_
2 "  -  1 

10

• 2".10

2” -  1
Дарбу йигиндилари X -*• 0 да умумий лимитга эга б^лиши керак 
чунки / ( х )  =  2х функция [0 ; 10] да интегралланувчидир.

10 10

г, , ■ п 2Ю— 1: (210 -  1) Пт -То------------------11т _5 =  П т  (210— 1) - ^ -
П-*- со П-*-х

11т  5 -  (2«>— 1) П т
П-ь-со 10П-*- оо —

2" — 1
10

10

П т  2" ■
П-* оо

П-+<х> —
2 П — 1

п 2ю -  1 ах —\
чунки Н т  ■

Демак, П т  5^= П т  5
П~+ оо Я-+-С О

2" — 1

2Ю- 1

1п 2

1п а.

. 8 .  5  =  '  (1 +  /  3 ) ;  5  -  у  (3  +
1п 2 -  6 Ь

+  КЗ). 9. [1; 2 | кесмани х {) = 1 ,  х, =  д, х 2 =  <?2............. х п

И  - 6 4 9 0 209



*=2 нукталар ёрдамида п та булакка буламиз. и * :  1, У  я, Уя"*, 
I Тр, . . . , У"ч*-Г. М к : | / 7 ,  У я*, | / ^  к '? 1. • • • . / 9 " =  2, чун- 
ки 9Л =  2 5  =  (<? -  1)*- V ?(<?2 -  <?) +  К ?7 (?3 -  ?2) +  • • • +

3(7-1)

+  К 9 Н=Г(?'г - 4 ' /г- 1) =  ( ? - ! ) ( !  +  ?3'2 +<73 +  ‘?9/2+ . . . + ?  2 ) =  
Зл

=  (9 -  1) 5  -  к ?  (<7 -  1) +  (92 -  Я) +  . . .  +

<? — 1 Зп +  1
1 I  1

+  Уг ЯП(Яп ~ Я п~ 1) =  ( я -  ' ) д~ Т --------- ■ яп =  2 дан ? =  2", ?2 =■=

/ - 1
1

п Зг?-{-1 3_ 2  ̂ 3 2«  __ |

■= 22” , <?2 «= 22 , я 2 =  22 2” , Шунинг учун 5  «= (2 — 1) —3------

2Г п -  I
1_ 1_

_  I- -  2™ — 1 2” — 1
5  ■= (2 • 2 " — 1) -3----- . Лекин, 11гп — ?—  =  1п 2 булганидан,

— П-* 00 ___
2 —1 п

П т  5  - - | ( 2  / 2 -  1); П т  5 -  |  (2 ) / 2 -  1) булади. 10. 5  =  0;
Л-*-оо 3 п-+ о© О

5  =  —. 11. Дирихле функцияси [0; 1] кесмада куйидагича аник- 
п

ланган:
[ 1, агар х  — рационал сон булса,
\  0, агар х  — иррационал сон булса,

[0; 1] нинг ихтиёрий X булиниши учун тк =  111 1 й {х )  =  0. Мк —
П

«* «ир О(дг) =  1, [ ^ а - 1.- х к\. Ш унинг учун 5  =  ^  0 • Ахк =  0;
*=1

П
5  =  2 1 '  &хк ~  1* Демак, П т  (5  — 5) =  1 Ф 0, яъни И(х)  интег-

А= 1 Л""“  _  _
ралланувчи эмас. 12. 10 -мисолнинг жавобига асосан: П т  (5 —5 ) =

х -о  _

=  П т ' — — 0 =  0. 13. / ( х )  функция [а; Ь] да интегралланувчи,
п~+ оо Т1 !

демак, чегараланган, у л,олда Р (х)  х,ам чегараланган булади. 
з и р |/ ( .* ) | =  М  булсин. Р (х )  функциянинг [а; Ь\ даги тебраниши 

“ [а; Ь]?* =  8иР 1 /2( * " ) ~ / 2(* ')  I <  2/И • ш[а. Ь]/  , а < х < х "  <Ь
П

булади. Шунинг учун 0 <  5  — 5 =  ^  *Д] ^  ^

210



<  2М ^  <й[х. , Ху, ? ' &х к- Ш артга к^ра /(х ) интегралланувчи,
А=1 * 1 •<

демак, П т У  » ,  . х  /  . ДлеА =  0, у *олда П т  (5  -  5 )  =  0 бу-
А-*0 А=1 1’ «1 >.-»0 —

лади. Демак, Р (х ' )  х,ам [а; Ь\ да интегралланувчи булади. 14. Шун- 
дай функциялардаи бири

/(* ) {
—1, агар х  

1, агар х
— рационал сон булса,
— иррационал сон булса.

4

" I
йх  1 х

--------  =  — агс4й —
*2 +  9 3 6 3

1 2  *
=  Т  агс18  Т -  16- 0* 17. Г з!п !

О  О  V

соз д: 1 =  0. 18. — . 19.
—я б

б 5
йх  1 С й(3х — 2 ) 1 , л

Злг — 2 — 3 3 Зх — 2 =  3 п (3л :~
1

- 2 ) Г  =  ^ 1 п 1 3 .  20. 1п (1 +  е). 21. ХЛх~
и «; •* +  4 ^ лг +  4и з 

2 2

■ 1 ^ - 1
а х  I2 2 4 уНГ 

д. _1_ ^ =  (х  — 1п (х  +  4))| =  2 +  1п —. 22. 2 --------- _

'1п2х  Г* 1
23. \ ^  Йх =» \ 1п2хй  (1пх) =  — 1п3х 25.

21п2 21п2

I Я-г]1п2 1п2

е* +  1 — ел 
ех + \

21п2 21п 2

Ах ■■ I ал~!1п2 1п2
я 
12

ехАх 
ех +  1 =  ( ~ -

— 1п (е* +  1)
21п2 6 _

=  1п - .  26. V  е -  1. 27.
1п2 5

Ах

81п3 ( т  +  *)

*(т + *) -  «8 (у
12

+  Х

21 1



з / з зУз

29.
йх

3 +  16x2
й(4х) 1 4х

— агс!§— —

гУз
4

3 4 I  ( / 3 ) 2 +  (4 х )3 4 / 3 ” ' “ К З  з

4 Т *

а г с Ц З - а ^ к / ^  ^  ^  3, Г ^ _ ^  =
4 ) 3  9 о

и =  х\ йу =  
йа «= йх; V =

= е йх 
= -* -*
1
|  агс 5111 X йх

1 1 2 
' | +  § е - *  а х  -  — . 32. 9л. 33.

и - -  агс51п х; йу — йх  I
=  X  агс 51П X

йх
й1ц  = --------------- : у =  х

V \ - х *  |

■ - Ч -2
2х  1/х

— 1. 34. 1п 4 — 1. 35. х  51п х  йх
$ V I -  х* *

и =  х; йу =  81п х  1х 
Ли =  ах, у  =  — со5 х  

и — 2

=  — X С05 X +  Г сое х  йх = к. 36.
о б

1
37 Функциянинг урта циймати / ( с) =  -------- Г /(х )  Л* фор-о — а •>

1 л / , -  1
мула оркали цисобланади. /(с )  =  - — I К х  +  ——о  ̂ \ г х

20
, йх  =  — . 38.

о с— . 39. хйх. Ьу интеграл геометрик томондан трапецпянинг
3 I

юзини ифода килади. Трапеция асослари 2 ва 3, баландлиги эса 1

5 Зг 5
булади. Бундай трапециянинг юзи — га тенг. дем ак,  ̂ хах  =  — .2 2 2

40. А  41. !(х) = Х ъ ток функция. [—2; 2] кесмада бу функция­

нинг графиги 0 (0; 0 ) га нисбатан симметрии жойлашган, яъни бир 
кисми [—2; 0] да Ох дан пастда, иккинчи кисми [0; 2] да О х  
дан юкорида, Бу булаклар Ох билан тенг юзлар ,\осил килади, 
факат бири Ох укдан пастда, иккинчиси юкорида. демак. ишора-

■2
ей царама-каршидир. Шунинг учун:  ̂ х*йх -= 0. 42. 0. 43 1(х) ~

»  1П (х +  / Г +  хЦ функция |—2; 2 | да го1- Ьункциядир :\нки

1
и ( -  х +  / 1  ■+■ ( ~ х ) 3) =  ш

х +  V \ +  х'1 ■
— Ш (д +  К 1 — х'2, 41-

гУг



масаладаги каби |  1п (х  +  V  \ +  х 2) йх  =  0. 45. Агар /(х )  функ- 
- 2

а
ция [—а; а! да жуфт функция булса, у ^олда |  Д х)  йх  =

—а
0 а

Д х )й х  + \Д х )й х  даги иккинчи интегралда л: =  —/, й х = —<И\ 
—а Ь 0

ЛС-= 0  да < =  0, х  = —а да I — а булганидан, |  /( .* )  йх  —
—а

О а  а а
“  1 Д —1)й1 =  1)й1 =  ] / ( 0  й1 =  Г/(л:)йх булиб, урнига цуй-

а и О О
а 0 а а а

ганда |  /(х )й х  =  ]' Д х )  йх +  |/(л г )  йх =  |  Д х )  йх +  Г Д х) йх  —
—а —а О О О

а
— 2 § / ( х )й х  булади. А га р /(д г) [— а; а] да ток функция б^лса,

о
о о о а а
|  т а х  -  -  /  / ( -  о л  -  |  д о  ^  =  - 1 / ( о л  - - Г /(х)^л: 6У-

—а  а  а  О О
а

либ, ]  Д х )  йх  =  0 буладн. 47. [а; а  +  Г] кесмани [а; Г] ва [7^

7 й + 7
а  +  Т ) ларга буламиз. |  }{х)йх  =  ] /( .х)йх  +  { У(х) йх  б^лса, 

а а I

^ Д х )й х  =  ^ / ( х - Т ) й х  булади. х ~ Т —г  деб  олсак, / ( х)йх =

а й+7 1 а I
—§Дг)йг  булади. Демак, | Д х)йх  =  ^/(х)йх  -(- | Д х)йх — ] / ( х ) йх

О а  а  О О
булади. 48. Агар Ньютон-Лейбниц формуласини „билмасдан" кулла-

с йх  л 1 5 1 5
сак, I -------- —  =  ( х —4)—2й!х -- ------------ - — — 1 — —— =  — — <  О

] (х  -  4)2 ^  х  -  4 о 4 4
о

1
*осил булади. Д х)  =  ---------—  функция [0; 5] да фадат мусоат

цийматлар кабул килади. Интегралнинг киймати эса манфии оул-

ди. Асосий сабаб: Д х)  =  -----------—  функция [0; 5| ниш * =  4 нук,
(х — 4 )2

тасида узилишга эга. Шунинг учун г а̂м. Ньютон-Лейбниц форму- 
ласидан фойдаланиш турри эмас. 49. [0; 1] ни х 0 =  и; х, = 0 ,1 ;  
х 2 =  0,2; . . жв =  0,9; х 10 — I нуцталар ёрдамида 10 та теш бу-
лакка буламиз V колла уг, =  О, у, = 0 ,0 1 . у, ~  0.1М. у9 — 0.81

1
у10 =  1 ларни \оси^ киламиз. ]  х 2чх  -ь 0,1 (0 0,01 +  0,04 0,09

О



+  0,16 +  0,25 + 0 ,3 6  +  0,49 + 0.64 +  0,81) =  0,28.5. 50. 3,1230: * =  
=  3,1415 . . . .  51. [1; 2] ни 10 та тенг булакка буламиз: ' =  1; 
л:, =  1.1; х 2 =* 1,2; . . х$ =  1,9; х 10 =  2. к =  0,1 у0 =  1 у, =0,909; 
Уг =  0,833; . . .; у9 =  0,526; у10 =  0,5. Трапециялар формуласига ку-

С с1х / Уо +  у и \ /1 0 ,5
ра ^ -  +  у х +  у2 +  Уз +  . . .  +  Ул-1  ̂ = : 0 11 -  +

1
4-6,187) =  0,693. Демак, 1п 2 % 0,693. 52. 0,693. 53. [0; 1] ни 10 та 
тенг булакка буламиз: д:0 — 0; х х =  0,1; лг2= 0 ,2;  . . .; х э=^0,9; х 10=* 
=  1; н =  0,1. У о=^  У\ =  0,001; у2 =  0,008; . . у9 =  0,729; у10 =  I.

I  х Ч х  а  0,1 +  0,001 +  0,008 +  . . .  +  0,729 |  =  0,2^25. 54.

4 4

[ (Зх2 +• 2х +  4г)(1х — 96; |  (Зх'г +  12х +  4) с!х ^  96,32. 55. (0; 1] ни 4 
Ь о
та тенг булакка буламиз. х 0= 0 ;  .к, =0,55; лг2=0,5; х 3=0,75; * 4= 1.

Л =  0,25. Уо =  1; у, =  0,941; у2 =  0,8; у3 =  0,64; у4 =  0,6. _[
1 С1х

I +  *»

=  “  ~  ”  ((Уо +  > 0  +  4(У] 4- Уз) +  2у^) — ^  0 * 5  +  6,324 +  1,6) —

=  0,7853. 71»  3,1415. 57. 0. К у р с а т м-а: юз икки булакдан иборат: 
бири Ох  дан ю^орида иккинчиси — пастда. ^ ар  иккала юз бир- 

9* / 3 2  / а  \2
бирига тенг. 5 8 . Ку р с а т м а .  ! л : +  у3 =  1 айлана би-

? ---------------  9л  я
лан чегараланган ярим дойра юзи ) у Зх  — х 2 Лх ~  —. 59. — .

о о 2,
К у р с а т м а :  радиуси 1га  тенг доиранинг ярмидан иборат юз-

2   я
ни ифода килади: Г / 2х  — х 2 Лх =  — . 60. Умуман айтганда, мао-

о ^
жуд булмайди. Тескари жумла тугридир. 61. Умуман айтганда,

мавжуд булмайди. 62. а =  2 | .  63. а =  е. К у р с а т м а :  / ( с ) =  

а 1п а  — а  +  1 1п а
дан (а — 1)(1п а — 1) =  0. 64. / я =

а  — 1 а  — 1
я  л

7  * п — 1
Г 51пл х  йх —  ̂С05л х  Лх =  -------- /  2, 65. а ^ ]  2; +оо[. 6 6 . а ^ [3  +
о о  п

1 1

+  / 6 ;  +оо[. 67. [е У Т \ 1[ V [еУ Т ; +  °°[. 68. а $  ]4; +  со]. 69. 

_ п; _  ^  о|. 70. 1п (1 +  / 2 )  +  1 -  / 2 .  71. К у р с а т м а :  [0; 1)
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<  2 _  ,• 72. Хатолик /(л :) == 1§2 х  нинг [0; я] да тула аницланма- 

ганлиги туфайли Ньютон-Лейбниц формуласини кулланиб булмай- 

ди. 73. А =  7, В =  —6 , С =  3. 74. Л =  2, В =  75. ] - о о ;  — 1[.

(2х

VII Б О Б

4 / *3
1. 5  *= ^ (х1 +  1 )Ах “= ( д +

юзининг — кисмини топамиз:
4

4 80
=  — . 2. 5  ■= 1п 3. 3 . Эллипс 

-1 3

Ь ° _____
—  =  —  Г У « 2 — х 2 Ах ■ 

й б
_5_
4

х  *= а з!п < X
т г 0

йх — а соз 1 А( ТС
а

~1

соз2 Щ  — -т р ;  5  =  ъ^Ь.

5  =  2 - .  5
4

Дойра *оли учун а =  Ь =  г да дойра юзи: 5  =  яг2. 4. К у  р с а т-
м а; Эгри чизицнинг Ох  Уци билан кесишиш нукталарини аник-
лаб, фигура булакларининг юзларини алох,ида *исоблаш керак.

3 I у =  х 2
'• |  з дан (0 ; 0 ) ва ( 1; 1) кесишиш нуцталарини

1 1
топамиз. [0; 1] да х  >  х 2. 5  =  (х  — х 2)Ах «= — 6 . 5  *= 4,5. 7.

{
у  =  2х  — л;2

дан (0 ; 0) ва ( 1; 1) кесишиш нукталарини топамиз:

г 1
5  — I (2х — х* — х )2 Ах =  — . Бунда [0; 1] да 2*  — * 2> х .  8 . 5  = 2 1 .9 ,

81п х й х =  —с о з *

1X2 =  Ау

Г х 2 +  4
8 д:2

ларини топамиз. [—2; 2] да —-----  >  — булади. Ш унинг учун

— соз я +  соз 0 =  2. 10. 5  =  2. 11. 

8 дан х  =  — 2  ва *  =  2 кесишиш нуцталари абсцисса-

* 2 +  4 4



У

46 чизма. 47- чизма.

2

■Я; х2\ !, х *3̂
1л-!+  4 - Г г )
2 - 2

{
у2 — 4.А*

дан ( 1 ; 2 ) ва ( 1 ; —2 ) кесишиш нукталарини то-

х 2 +  у 2 =  5 _
/ 5

____  I !_
[3. Кичик юз 3 =  2 ( (  2 У х  йх + \ У 5 — .дгг Л г ) =  4 й *  4-

о 1 о
/ Г  9 -  1

+  2 |  /5 -х 2 й л :  =  4 - — л'' |  + 2 |
5 х

— агс з!п — -= - +
2 V 5

+
х  V Ь—х 2 5̂ 8 5тс

=. — 4 - ---------5 агс з!п ——  — 1
3  2 5

( 1  п 
, 5 ( т  +  Т  ~

— а г с з1п )
8 У2 ( х = а и  — з т  О йх

14. 5  =  - 7— . 15. ' , . ,
3 [ у •— а  (1 — соз/ ), йу

.. .. .. Р 2ж
005 . О <  I < 2тг (46- чизма). 5  ■= Г у(()йх(1) =  а 2[ (1 

= а з!п I й1 I О

• соз
1
2 Л -

< =  2г; / г

Л  — 2гйг; ® 0

2я Л

=8а? 1зш4,г<1г>

2 з п г>
=  1 г-д2 Г з1п ‘ г й г  =  16а2 — — =  3на3. Бунда \ з1п-* г  йг =  

о 8 2  ^
=  — г — зш 2г +  :  ̂ +  С. 16. 5  =  4,5. 17. Астроиданинг

4 ' 2 к ■
нутб координаталар системасидаги тенгламасига утиш маъцулдир. 
х  = а со&з ^  у =  а зш 3/, 0 <  I <  2л (47- чизма). Астроида Ох ва Оу
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Укларига нисбатан симметрии жойлашган: — =  Г а 31П3 I X4 I
71

Г
ТС1С —

X  ( —з а со з2 гз!п  Г) й1 «  З а 2 \$1п11 с о з 2 1(И «  ^ з!п2 2/ з т 2 I й 1 =

о
те
"2 -  -

За2 (■ 3& ! с г \
“  ~Т~ | 51п3 2( 1 — соз  21 й1 =  — -  / ] з т 3 2 ^ /  — з ш 2 2 * : о з 2 гс111 =

О Л 8 'о о
3 „ 3

”  оо ы 2 ' ~  Т ™ 2- <5 =  я. 19. л:3+ у 3=3алгу  Декарт япрогтнинг
о

,  За б!п ? соз 9
куто коордннаталар системасидаги тенгламаси р = -------------------------

31П3 ср +  соз3 ?
Я 5

О <  <р <  —  булади ^48-чизма,.  Д ек ар т  япрогининг ярим ю з и — =»

48- чизма. 49- >>изма.

1  Г*  СОЗ2 ср *
4 „ 1  81п2Ф -------- 4

9д2р 51п3ср соз2ф ___ 9 |  т СОз8у  ̂ Э а ^ д г ^ Р О )
2 3 (51П3? + С 0 5 3<р)3 Т”  2 I /З1пз_ср .2 2 ](12з̂  +  1)а"

° ^  0
о

Зо2 Г йг(>§зф +  1) За2 1
2 ] ((83? +  1)3 2 1е3? +  1

4
За» За2

= — 5 = — . 20.
о о
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5 0 - чизма. 51- чизма.

1 4 -
5  - каЬ. 21 . 5  =  —  Г =  — *3яа. 22 . 5  =  2 — / 2 . 23. Пас-2 ;> 3
каль чиганогини чизишда 9 0 дан 2тс гача узгаради (49- чизма).

| 2тс
5  =  —  |  4а 3(2 +  соз ср)3 =  2а2 1 (4 +  4 соз <р +  соз2 =  (8а 39 +

0
8а 2 з1п ср +  ‘

а 2 ,Л \ 1 +  —  з'п 2<р| =  18тга2. 24. 5  . К у р с а т-
Зла2

о ~Т"'
м а: кардиоида кутб у^ига нисбатан симметрик жойлашган (50-

1 % 3
чизма). 5  =  ■— Г а 2(1 +  соз у)йу ■■) 4 ■ ка2. 25. 5  =  а‘. Лемниската

^ар иккала координата у^ларига нисбатан симметрик жойлашган

к ъ ал р
(51- чизма). р2 =  а2 соз 2? дан 0 <  у < — учун — =  —  соз 2?Лр ■■

Л. а. ) 4о

а8
■ —  з!п 2<р

4 . ^
а 2 е 2 4- 1 1

=  — . 26. 5  =  — —  -  2. 27. 5  =  т
^ е I

0
е 2* ’’ <«р =

1 <Рз
=  — Г ё2а'9 д. (!2ау)Д.п4%, 

9я —2

— в2."*4а
г; — г

■. 28. 5 Х -

. К у р с а т м а :  Аввал{
4а • -  -* 6 . 

(дг +  3)2+ ( у - 1 )2 =  2

52 = 

ларнинг
2 "  г " -  ( у =  л:2 +  6х  +  10

кесишиш нукталари ( —2; 2) ва ( —4; 2) топилади. Кичик юз 5 Х =
- 2  _______________

— С (у 2 — (л: +  З )3 +  1 ~ ( х 2 +  блг +  10)) йх  ни аницлаб, 5  =  
-4

=  кг2 =  2к ни кузда тутиб, 5 а =  2л — 6’х *исобланади. 29. у2 =  х3,
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1 +
/  3 г \ *  (»( ■ 9 х  2 4 Г

(?*) *Н11 + т/ " ^ (,+
1 3 I

9 х  \2  ̂ / ,  9л: \  8 / 9х  2+т) ‘, ( 1 + т ) - 2? ( , +  т ;

8 / 1 3 / 1 3  \  ,
----- д--------- 1]. 3 0 . - 1 - 2 ( / 2  +  1п(1 +  / 2 ) ) .  31. Ай ’антнинг

биринчи чоракдаги узунлигини топамиз: у =  К # 2 — х 2; 0 <  х  <  /?,

у ' =  | / Т + 7 ~ =  Я Ь * Яйх
У /Я *  —*« У / # 2 — л:2 ' 4 ' ^ | /  # 2 -  л:2

о
дг |Я

=  /?агсзш  — =  Ж агсзш  1 — агсзш  0 ) =  — /?. Ь =  2л/?. 32.1  = 
К |о 2

=  / б  +  1п (У~2 +  К  3 ). 33. Астроида Ох ва О у координата 
лари ва у =  х; у =  —дг турри чизицларга нисбатан симметрии фи­
гура булгани учун, унинг саккиздан бир булагининг узунлигини

- / )
2 \ 3_ 

2 дан у' =  —
( з -' а —

2_ ,1_
3 ;2

(г)
У" 8

К*2 +  1
ах  =  ( ] /  1 +  л:2 -

V  з

219



— 1п 1 +  1 /1  +
/ 8

/3

1 +  — 1п —. 36. / .  =- зЬ 1 га 1,17. 37. у ■
2 2

1п з!п х ; у'

— О *»3  ___ /» Дх х |
с * *  1 =  1 1 / 1 + 0 1 8 * ^ ^ -  I —  = 1Ш§- |

тг «/

, 1 _______
. — 1п 3. 38. у =• е*; У' =» в*. ^ |  е * /  1 +  е - 2* йдг =>

ех =  <;

0.1 =  е-̂ дг,
0 1
1 в

1 +  К 1  + ' а

1 +  /  1 +  е2 ( х  =  а(( — з]п /)
:Т Л  +  й2 - Т / ~ 2 - 1 | Г  ’ -4 г г .  39. .

<? (1 +  V 2 ) I У =  а (1 — соз ();(:
дг' а (1 соз О 1/ л.,2 +  у /2= 2 81п ^ - . I  -  Г /д г ' 2 +  у ' 2 аГ/= 
у' =  з!п 1-, 2  ^

2* / 2,1 { (  1 \
2а Г б1п —  Л  =  4а |  з!п —  Л I —  I =  8а. 40 Астроиданинг

о 2  о 2 ч 2 /
ламаси параметрик куринишда берилганда ^ам Ь = 6а натижанн 
*осил цилиш керак. 41. Хар бирининг узунлигини х;исоблаймиз:

^эллипс =  [ V  5‘П2 { +  Ь2 соз2 т  ■= 4 _[ У  а* З1п2 1 +  Ь2 соз21 Л1\ (1)

уа - № 
Ь2

2 кЬ
" / -------------------------- X IX
1 |^ / Ь2 +  (а2 — б2) соз2 —  й

й?ДГ

* 0 2 * 6

* 0 2 *

2тс

-синусоида * = У Ь2 з!п2 ( +  а 2 соз2 с1(. (2)

г =  —  — I деб олсак, ^синусоида =  4 1 ^ 6 2 з!па * +  а2 сОз2 ( ас ■■

О ___________________________
=  —4 р /  б2 з1п2 — г^ +  а 2 соз2 — г ! й г  =■
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4 ^  угь2 соз2 г  +  а2 31п2 г  йг =  / ,э Ш у  нар сй ви  ало д и да

таъкидлаш лозимки, ( 1) ва (2) интеграллар элементар функ- 
циялар оркали ифодаланмайди, бундай инте!раллар иккинчи 
жинс эллиптик интеграллар деб юритилади. 42. /. =  и~г. 
43. Маълумки, Архимед спиралининг бир урами 9 нинг 0 дан 2л 
гача узгаришида х,осил булади.

2п I
Ь  — |  | /  а 292 +  а 2 ^9  =  а |  у  92 +  1 йу =  а (л ^  4л2 +  1 -(- — 1п (2л

+  ) 4л2 +  1 ) ) .
Бунда

|  ]/ а2 +  ца'^и =  : +  —  1п | и +  I а 2 ±  « 2 | +  6’

формуладан фойдаланилади. 44. Ь = Рп! (52 ■ изма).

45. р =  о(1 +  соз 9 ), (а  >  0, 0 <  ц. <  2л), р' =  а з т  у. р2 +  р' 2 =

9 А
=  а  /  2(1 +  соз  9) =  2а  соз

2 '  2
9 " 5 3

*= 4а 31П —  = 4 а. Ь =  8а. 46. I* =  —— +  1п —  (53- чизма). 47.
2 о 12 2 

_  «Ра _________
в  =  1/ р берилган. Маълумки, I  =  ] | /  р2 +  р'2 у 0  формула мавжуд-

<р,
дир. 0  = /(р ) берилган. Бундан тескари функция: инг хосилас! ни 

топиш формуласига кура р'(®) =  дТ^у булади ёки в'(р) =  — '
Р'(в ) ’

52- чизма. 53- чизма.
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Ра __________  _  1
= Г ] / (рв ' ) 2 +  1 й(р. Бизнинг мисолда: 0  =  / р ;  в '  =  ------ — ; (р в ' )а

р . 2 ^ Р

- | | / 7  +  ^ р  = | | (р +  4)2й'р “ 6Г  «•
о
г 3249. V =  х у 2й х  формулага асосан: V =  8л. 50. V =  — ла3. К у р-
о "

с а т м а: коордннаталар бошини О'(0; —2а) нуцтага кучирилса,
а  _____

тенглама (у , — 2а2) — 4 а х  булади. V =  л |  ((2а  +  ]/ 4 а х ) '  — (2а —
о

— У \а х )1)й х .  51. у =  х 2 - 4  нинг Ох уци билан кесишиш нуцта-
2

ларини топамиз: х  =  —2; х  =  2. Изланган дажм: У =  л |  (х 2 —
-2

2 64
— 4 )2й х  =  3 4 ---- л. 52. I7 = — - я .  53. х 2 +  у 2 =  Я 2 айлана билан

15 5
чегараланган [—Я', Я ] даги ярич доирани О х уки атрофида ай-

Л
лантирганда, шар досил булади. Унинг *ажми: V =  л I (Я 2 —

-Я
К 4л/?3 4

=  -------- ёки V =  — л # 3. 54. К >3 3
64

— —  л. 55. 0 (0 ; 0) ва Л(Л; г) нуцталар орцали утгаи турри чизиц 
5

кесмасини Ох ук;и атрофида айлантиргаида, баландлиги к ва асо>

сининг радиуси г булган конус досил булади. О ва Л нукталар-
п

г
дан утган турри чизик тенгламаси: у =  — х . V =  ^  ̂ х |  йх  =

о

=  — лггк. Конус дажми V = ~ ъ г гН. 56. 12л. 57. Л(0; г г) ва В(к;
3 3

г 2) нукталар оркали утган турри чизик кесмаси ва х  =  О, х  — к,
у  =  0 турри чизи^лардан досил булган трапецияни О х уки атро-

п
фида ай-.антириб, кесик конус досил киламиз. V =  я |*

о



йх = 4(;

пН
г,
С ъН о
Г - г “ (^

—  /■]) =  “  (/■? +  Л'"а +  г1]. Кесик конус х,ажми: V =  — (л/-, +  

64
-\-ъг\ +  лл,г2). 58. —  л. 59. х 2 +  уа =  /? 2 да олинган доиравий сег-

О

ментнинг асоси бу укда параллел булсин. Агар сегмент баландли- 
ги (стрелкаси)ни Н  десак, у  цолда шу сегмент ярмини Ох уци

К
атрофида айлантирсак, шар сегмента *осил булади. V =  (У? 2 —

• х 2) йх
к-н

Н - Н  

( Н \17? — Шар сегментининг

1 х2 у2
дажми: V =  кН2К — — я / / 3. 60. я2. 61. —  + —  =  1 эллипсни 3 а2 А2
Ох  уци атрофида айлантирганда айланма эллипсоид *ссил була-

а
Ь _______ ь2 С 4

ди. у =  — У  а2 — х 2; — а <  х  <  а\ V — % —  | (а2—х г)йх = — л аЬ я аа  ̂ 3

62. V — -—тгаЬс. К у р с а т м а .  Ох ук^а перпендикуляр текислик
О

билан кесилганда кесимда эллипс ^осил булади Унинг юзи: 5'(л') =  
/ ^2  . Ь

*= кЬс -----— ^  ^Унда {М -*) формуладан <| ойдаланинг. 63.

Хисоблаш  формуласи V  =  я  ̂92(у) йу булади.
с

*  — “  V  Ь* +  у 2. V — п ^  |  (й2 +  у 2) йу =  л ( а2у +  ~

4 Зя
; — ла2й. 64. — . 65

1 дан

а‘ у3 ,

№ Т /
(«■ л

*** I
^  ла2й. 64. 65./ *  =  й(* ~  8,П 1)' й х - а^ ~  С03 Л >
3 10 \  у =  а (1 — соз (у, 0 <  х  <  2ла; 0 <  /  <  2л.

2"а 2л \
V =  я Г у 2йл: =  лдз 1(1  — соз О3 &  =  8ла3 Г з т 6 — й [ —  1 =

о о о 2 \  2 /

З2ла31 з 1п6 гйг. Маълумки, 1 з т 8 гйг  =  —  ( 5 1  з!п ‘ г  йг —

—  соз г  з т 5 г )  =  —- 15 • —  ( з  |  з!п2 гйг  — соз г  з!п3 г )— с о з г з т 5̂ I
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5 5 5  1 „
-= — г — — 51п г  соз г — — сов ? $1пЗ г -----— соз г  $1п“ 2 +  С. V —

16 (6 24 6
5 п 32— 32ка? ■ — • —  — бтАгз. 66 . — ——. К у р с а т м а :  V =
16 2 105

%
а Т

— 2* _[ хЧ у  =  бтгдз 1 8| Пт ( С05а ^  дан топилади. 67. Энди астрои-
о о

дани О.* уки атрофида айлантиришдан х,осил буладиган жисм 
^ажмини топишга утайлик. Астроиданинг ошкормас тенгламасидан 

2 2 2  2 2  / 2 2  \а* I -  _ \
з" Г з з )

=  а  — л: ; у 3 =  'а  — х  /  .,  „  з з з  з^-=- о о
фоидаланамиз. л: +  у =  а  ; у  у 4 =  а  — х  у

/ 2 2  \ 3  4 2 2 4
ч” 1  ̂ ч з з з

V =  2те |  \  а — л: /  йх — 2* ] (а2 — За л: +  За .* — х 2) йх
о

4_ 5_ 2_ 7_
_ „ 9 з з  9 3 3 л:3 

’ 2х (а-у; — —  а х  + —— а х — ——О 1 0
а 32 2

=  —  яа3. 63 - —я2а 3(я2-  
о 105 3

рV2
— 6 ). 69. у 2 =  2рх, л:

р_
2

Ух «  Л ^  . Демак, Уу «  — я/?з; у*  «  — ър:К 70.

о
х  _х_ Чх_ х

я  Зге я  I  а а \ / о л  а >
—  (е -  1). 71. у «  —  ^  + е   ̂ д а н у ^ = — ^  +  2 +  <? ,.

а 2х 2х о 2х а
ка2 С1 , ~  „ а"\ ка2 I а С а , (2х \ТЛ* +2 + * )4д:"“г(т ] ' "(тг2*

2л 2л 2л- а на3
-  —  (е* +  

о 4

я С- а (  2лг \ \  тсаЗ / 1 а 1-г]' “-т )—г(т* + 2"Т‘
о 

2
-{_4 _ ^ ~ 2). 72. Шар секторининг хажми: К » —  ъК2Н  (54-чиз*о
иа). К у р с а т м а: шар секторининг ^ажми конус ва шар сегмен- 
гининг х,ажмлари йигиндисидан иборат. Агар Н  — сегмент баланд- 
лиги, К — шар радиуси булса, конус баландлиги Я — Н ва асоси- 
нинг радиуси сегмент гадиусига тенг булади. 73. Айлана тенгла- 
маси х 2 +  (у — Ь)2 — г2 дан иккига ярим айланалар тенгламаларини 

топамиз: У( =  й — I' г2 -  л:2; у5 =  6 +  К'г2 -  х 2. Тор *ажми ик<и 
жисм х,ажмларининг айирмаси булади, Бу жисм^арнинг бири таш-
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МА =Г2 ■ 0,У=к 
МВ=Ъ ОМ=А +Н

54- чизма. 55- чизма

ци ярим дойра айланишидан досил булади, иккиичиси — ички дои»
г г

ра айланишидан. Ш унинг учун: V  =  я |  (у\ — У;) йх  =  2г. | (Ь +
- г  О

_________  г _________  г _________
+  | ,гг 2 — х 2)2 йх  — 2я [  (Ъ — ] /  г 2 — х 2)2 йх  ~  8яй |  \г  г2 — х 2 йх —

о о
2

8Т.Ъгг |  СО З2 ( й{
О

X  — Г 3111 1 X 0 г
я

йх — г соз / й1 1 0 ----
2

(  —  51'П { СОЗ I
=  2ъг2Ь. Тор цажми: V =  2т.г2Ь. 74 V ■■=  8 тгЬг

~ /1 , о  9 \
=  —  ^ЗГ| +  Зг$ +  Я 2) (55- чизма). К у р с а т м а :  шар цатламини

досил г.илиш учун доараннпг ЫАВМ  булаги диаметр атрофида ай- 
лантирилади. Агар досил буладиган доиралар радиусларини 0 < ^ , <
<  г2 < К десак, марказдчн биринчи доирагача булган масофа к,

Я+И
иккинчисигача масофа П +  Н  булса, у долда V =  я |  (Я2—х 2)йх

булади. 75. 6' — 2к  ̂ у \ \  +  у ’2 йх  формуладан фойдаланамиз. у 
а %

Я 2 ____________
=  зш X', у' =  соз х; 0 «  х  <  — . 5  =  2я Ц 8[П х  ^' \ _|_ С082 х  ц,х  =

г =  соз х  х
я

0 —
2

сИ=-$\пхйх  г 1 0
-2л ] у 1 +  г2 Л  =  ,/ 1 -ИМ/ = 

1 о
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=  п ( , / 2  +  1п (1 +  / 2 ) ) .  Бунда |  / 1  +  ж2 йх  =  - — +

+  ~  1п ,х  +  У  \ +  х 2) + С формуладан фойдаландик. 76. л ( / 5  —

-  / 2 +  И, 11 +  ^  11. 77. у  -  2 С  у' -  , ч | ;  0 <  , <

*  2. 5  -  2л |  2  сЬ ^  1 +  'Ь: -  8г. 1 1 /  ! +  5[|а ^  с! ^зЬ

г ,------- Х |/1+л:2 1
Бу мисолни ечишда )̂ ам /  1 +  х 2йх  = -------------------  +  —  • 1п (х  +

+  у 1 +  а' 2) +  С дан фойдаланамиз. 5  == 4л . .. .  зЬ — X. . . .  ( з ь |

1 +  8112у  +  1п^5|А + ^ / ~  1+зЬ2'

! х  * \ \ 2 ,е — е~1 е +  е~1 , А

Г 1  +  е‘ у ) ) , - , *1“ ----------- г +  (

2 .[ X X
— 4л | зН —  сЬ —  -4- 

о V 2 2 
г е -1

+

+  - 11(62 + 4 + 78- 7  <5^ 5 - 79- у =  *3>
1 9,1 1

О <  х  <  1, у ’ =  Зл:2. 5  =  2л Г х 3/ 1 +  9 *  ‘ йх  =  — Г (1 +  9 ^ )2  й  (1 +
о

тс 2 - 1 я —
+  9 ^ ) = ^ - - ( 1 + 9 л :*)2 = - ( 10/ 1 0 - 1) .  80. 2ллЛ. 81. у  —

Я2
; / я *  - х *- -  к  < х <  Я', 1 +  у' 2 =  — ------- 5  ■Н2 — л:2

/" /?2
■ ф _ ^ - й х - 2 * К х

н
=  4лЯ 2. Д « .

-Я 
32

мак, сфера сиртининг юз и 5  =  4 л/ ? 2 га тенг. 82. — ла2. 83. у —
5

Ь , ________
=  — у  а 2 — дг2, (—а < х < а )  бу  эллипснинг юкори ярим цисми. 

а

/  =  / Г + ^ = ] / — - ^ 1 - ^ .  5 =  а а2—х 2 у  а \ а 2 — х 2) 
а   

о - Г  —  V  п2 -  г 2 1 /  < ^ - ( а 2— й2)* 2 4л й а _________

—а
Г  ...................... ../ ~ . » с

Бунда « =  | /  — ——  =  — эллипснинг эксцентриситети.
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\ У  а2 - ( « ) 2 с1х=*—\ У  1 - е 2+

агс 51П е , , , --------
+ ---------- ). 6=2,Д&((/ 1—е2+

84. 2ла2(2 — У 2).

85. 5 = 2 * [ у ( * ) / * , 2( 0 + У '2(*)Х
О

2я
Х(Н— 2ка^ (1 — соз О X

о
X К  (1 — соз ^)2 +  з т 21 Л1 =

2ге 2тс ^
=  8т:а2|з ! п 3 —  /11 =  16т:аг ( з т 3—X

о 2  0 2
56- чизма.

х й(1)==_1б11аа1(ь 
64

СОЗ3 ?
- с о з2г ) й ( с о з г ) =  16г:д2 ( сон г  — — ^—

тг.а 2. 88 . 5  =  2л/- /7 г 2 +  г 2. К у р с а т м а (56- чизма): (0; 0; ва

Л(Л; г) нуцталар ор^али утган турри чизиц кесмасини Ох уки ат-
I х^асоа3?,
I у = а з 1п3/.

рофида айлантиришдан конус снрти досил булади. 87.

х '  — —  За соз2 ( з т  I, п „ » , —------------------------------------8  — 2г. а з 1П3/ | /  9 а 2соз‘ 3̂1П2/;+11Д“31н-|/со з17 с^ =  
у' = За з!п21 соз (, $

 ̂ 12 
12ла2 1 51П4/ соз ( й1 — —  па

о
X' =• ---г  31П (,

у ' =  г  соз I.

( X =  г соз (, 
е 88 . 5 = 4 л # 2. 89. , ’
5 (, у =  г  з1п I.

П
8Х =  2тс |  г з!п I У  г2 зш 2 { г2 со з2I (11 ==

о

— 2-г2 Г 31П I (И — 4тег2. 90. 5  =  2ъКН. К у р с а т м а: сферик камар
о

баландлиги /^, марказдан доиралар а ва а +  Н  масофада булсин.

х-- +  у 2 =  Я2 дан ей дифференциали й1 —
ЯЛх

У
дисобланади, ин­

теграллаш чегараси [а\ а + Н\ да булади. 91. х 2 +  (у  — Ь)2 =  

=  >  а) айлана нуцталари у = Ь га нисбатан симметрик жой-

лаи:ган. Ташки ярим айлана у2 =  Ь +  у  а2— х 2 ва ички ярим айлана

Ух = Ь — (, а2 — х 2 биргаликда Си учи атрофида айлантирилиб,
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гор сиртннн досил килинилади. 5 =  2л ]” I (Ь 4 - V  а2— х 2) X

V 1 + а2 — х 2 

Ах

1 + а 2 —х 2
йх ■■

4каЬ \ — .. " =  8каЬ агсз!п — =  4ка2Ь. 92 . 5  =  2тьДН. К у р- 
 ̂ у а2—х2 а |

—а О
с а г  м а: баландлиги Н  булган сферик сегмент х 2 +  у 2 =  Л2 айра­
на ёйини О х уци атрофида айлантиришдан х;осил булади. Ёй диф-

ференциали «К = --------- , интеграллаш Я — Н дан /? гача. 93. у =

А1 — соз х  Ах, (

к

< Т

71 Л

~  т ~2
- 1 1

соз х  /  1 +  51п2 х  Ах

-1
1+  -  1« (( +  / 1  +  /2) 1  ̂ -  / 2 +  1п(1 +  / 2 ) .  94. М ^0; - у | .  

95. Ярим айлана Оу га нисбатан симметрии жойлашганлиги туфай-
_ _ I «

ли х  =  0 булади. Ярим айлана узунлиги Л =  ла. у =  —  |  у А1 =*

■ ^ 1 / в8- Л  | / Л1 +  ат -
г2 2а -  „ _

■ Ах =  — . Демак, х  *= 0, у  =■

а'гЬ2 а , Ъ2 
■■ — . 96. /И , =  —  +  — ..............-=

тс *  2  2 у ' а 2 +  Ь2
а г с з ш

V  а2 — Ь%

-  1
97. Маълумки, х  =  —  Г ху Ах\ у = — [у 2Ах. х г +  у2 =  а*; у =■

5  а  ^  о
_ } а ______ | а

«* / а 2 — л:2; 5  — ка2. х  = — -Г х$ а 2 - х 2 Ах — — —— -Г (а2 —
ТТЛ  ̂ 9тс/7. *•/

- X2) 2 4  (а* -  х г) =  — 

1

(а 2 — л:2) 

Зга2
а — 1 ^

=  0. у = --------Г (а2 —

■ х 2)Ах =  — х  
•к

а х 3

—а  Зяа2
« 4 а  — — 4а /4 а

= — . Демак, л- =  0, у =  — . 88 . М — ;
— (I отг отс \«5я

4Ь
З к
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ь г-.--------т- , / а 4 (а1 -  Ъ2)х2 „  аг
** —  у и* — х  . (II — " "'" 1 N1 х *» Г у <11 5=9

в а /  а* — - й
 ̂ а ____________ _____

—  |  | / а 4 — (а 3 — Ь2)х2 йх. Маълумки, ^ / а 1 — х 2 йх  =

д2 у **-|/ лг2 _ у-2 /1
** 7 - а гсз1п — + ------------------- + 6 ‘. Ш унинг учун Мх*=------  ■■ X

2 а 2 а2/ а 2 — Ь2
а _________
Г а ( / а 2 — Ь2х)  Ъ 1а 4 1/"а2—й2*

X  I -  г ..................■■-:■■■-■ ------ — --------  — ( —  агс з 1п -------- -------+
^ у (а2)2 — (- /а 2 — Ъ2 х )2 а2/ а 2 — Ь2 \ 2  а

а2 — (,2 XV я 1 — а2х 2 +  Ь2х 2 
Л----------------------- „

а2Ъ V  а2- Ь 2
- а г с з !п --------------- +

-а  /  а2—Ь2
/ 2 9  2 9  N

+  Ь2. 100. М I — ; — 101. Циклоиданинг биринчи аркаси х  =  па 

тугри чизивда нисбатан симметрикдир, шунинг учун х  =  па була-
1 2ъа | 2п ^ 2п

ди. У =  —  Г у2йх = -— , Г « 3(1 — соз й( =  —  Г (1 — 3 соз I +  
2 5  ^ 6 б и  ^

5 _  — 5а
+  З с о з 2 ? — соз3 () а( =  — а. Демак, х  =  па, у =  — . 102. V  =6 б
— 2к2а2Ь. 103. Кутб нуцтаси кардиоиданинг к;айтиш нуцтаси булиб, 
бу нукта кардиоидани симметрик жойлашган икки булакка була­
ди. р =  а( 1 +  соз у), (0 <  ч> <  л), х  — р соз <р, у =  р з!п ср деб олсак, 
кардиоиданинг параметрик тенгламалари х,осил булади:

I х  ~  «  (1 +  соз <?) соз ср,
\  у =  а  (I +  соз ср) з!п ер.

Маълумки, кардиоиданинг бутун узунлиги 8 а га тенг. х  =
1 * ____  ____________

— —  Г а з 1пс(>(1+соз<р)й/; й 1 = / р2+ р ’2й у = а / ( 1+ с о з^ )2+ з 1п2срй -̂> 
4а  о

ср __  1 ^  ер
=  2 а соз — . х  =  — а з!п ф(1 +  соз ср) 2а соз — йср —

2  Аа<  24 д ;

а  кг ср 4а  —  4а
—  з 1п <р соз —  (1 +  соз ср) йу — — . у =  — худди шу усулда то-
2 2 5 й

— _  4а / 4г \
пилади. Демак, х = у  =  — . 104. М О; — '. 105. Маълумки, ярим

5 \  Зтс/

айлананинг узунлиги Ь =  л;/?, ярим айлананинг орирлик маркази

— 2/?
ординатаси у  =  — . Гюльденнинг !- теоремасига кура 5  *= 2пу XЛ
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2/? 1 
X  I* =  2л • —  кЯ =  4л;/?2. 106. Конус ^ажми V — — хг2к, ён сир­от 3
т и 5  =  п/7. К у р с а т м а :  конус х,осил килиш учун узунлиги I
булган гипотенузани к узунликдаги катет атрофида айлантириш
лозим. Гипотеаузанинг огирлик маркази унинг уртасида ва ай*

г
ланиш укидан —  масофада жойтанган булади. 5  ни топишда 

Гюльдеиниг/г 1 -теоремасидан, ’/  ни топишда 2- теоремасидан фой* 

даланилади. V  ни топишда 5 Д = — кг ва огирлик маркази медиа*

N
_  г С х(1х

налар кесишган нуктада, яъни х  = — булади. 107. \ у  2 ”
& V \Х

2
1

N

Д  |  ( х 1 — 3) 2 а ( х 2 -  3)
( * г -  3)

N

х2 — 3

1 -
1

11 ш ( 1 — — — ^ =  1 <  + с с .  Д е м а к ; х о см ас
+ + .ЭО \ с А/2—3 /

+ 00
интеграл яцинлашувчи ва /  (х- — о)-

1. 108. Узоклашувчи.

N
109. ]" з!п хйх  =  — соз х

о
=  1 — соз N. ] 1гп соз N  мавжуд эмас,

N  ■* +  оо

+  СО г

демак, |  в1п хйх  узоклашувчидир. 110. Яцинлашувчи, \
11х

N

1. Г - ^ -  
)  !+ * *

111. \ г ~ — ; =  агс1§ Ы  —  агсСд- а  П т  (агс!§- N  _  а г а )  =  — —
Л’-*-+СО 2,

агс(§; а <  + о о . Демак,
с1х

- ------------агс4^я- 112, Узок;ла-\ + х 2 2

N  N
Г* йх С йх

N  N
• ах  [ 

шувчи, 113. \ ----------=  I
'  ,] х+&  ^ х  (1 + х 2)

1 1

Г йх С х й х  
.! х  3 1 +  х 1

1пЛ'

2~ N N
1п ( 1+ М 2) =  1п 77= = = = - .  П т  !п = 1 п И т

Л’

У  1 4 “ ^  2 Л’-*- +  оо У  1 4“ А  2 Л” ■ -I со у 1 4~ ̂  ‘
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+ оо +оо
(* й х  С* й х

=1л1=.0< +  оо. Демак, \ -■ „■ »  0. 114. I —  =  2. 115. Таърифга
х+х*

кура

х

Г йх „ с -О * , Хх~р ~  1: \ —  — 11т \ х  р йх  =  П т  — ------------ . Агар р >  1
^  X Р  N-+ +  00 5 Л ^  +  оо 1 —  р

+ 00 
С йх

б^лса, П т  Л/1_ р =«0,  демак, I —— — якинлашувчи; агар р  <  1
Ы-~ + оо ^  х Р  г

1
+ оо

б^лса, П т  Ых~р оо, демак, I —— узоклашувчи. р  — 1 да зам
IV-*- +  00 ^ X"

1
интеграл узоклашувчи булади. 116. р  >  0 да якинлашувчи, р  <  О 
да узок-лашувчидир. 117. Солиштириш аломатидан фойдаланамиа.

/(■*) =  ." . * ..о . ?(■*) =  “ . • * € [ ! ;  +  <»[ Да 0 <  / ( х )  <  <р(х).1 +
+ 00

йх
^  — якинлашувчи (115- мисолдаги р  — 8 >  1). Ш унинг уч у*

1
+ 00

йх
*ам якинлашувчи булади. 118. Якинлашувчи. К у р с а т *

1 +  х 8

м а: (х  — 1)а > 0 ; — х а <  —2х  + 1, в >  1, е~ ** <  е~ 2х+1 < е X  
+00 ,

X  в~2х . |  е~х‘ йх  якинлашувчи (1 1 5 -мисолдаги р  — 2 >  1). 119.
о

+  оо N  N
агс{% х

йх ■■

агс!§ х
. ,  &х

и =  а гс(е;х , Л» =  —

й х  1
йи — ------- - у =  — —

1 +  х 2 х

агс1г А г----------------------/ .  1 
------- - ------+  агс1д  1 +  Пп х  — —  1п (1 +  х 2)

Л
йх

х (1 +  х 2)

N я 
=  — +  1п у^2 —

1 4

агс1й /V N
+  1п

N /  1+7У 1
+ 0 0  да

+ 00
Г1 агс1^х 
] ~ **

йх  — — - +
4
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+  1п | 2 булади. Демак, якинлашувчи. 120. Якинлашувчи 121.
+ 00

х’П л ! <  1. Шуипнг учун
йх

якиилаш} вчи,

лг-
(1х -\ам якинлашувчи. 122, Якинлашувчи. 123.

1 1
Сйх Гйх  1

Таърифга кура, 1 — =  П т  \ — =  П т  1 п | х |  =  + о с ,  демак, 
X X е-̂ -04- &О О

1
С с1х

интеграл узоклашув ж дир. 124. 1 -т=- =  2. 125. Таърифга кура:
и V *

1
йх

3 7 =  =  и„т  1 з .,

1
Г* йх  Г йх Г йх
1 , - г г  +  И™ 4—  --= 0. Демак, 1 ——
3 У х  С-+0+ д У х  Л . У" х-1

=  0 . 126.

ах -  (’ ах  
Якинлашувчи, \ —  — =  — . 127. Маълу.мки, I ---------

■ X 2 2  ,! 8111 X

!п

] и. л

3 у Т =о
т.
2

„ С йх  I и 
+  С. \ --------- =  П т  \ —

^  8111 X  е-*•() +  ^  81

йх
=  П т  1п

81ПЛ: е-К)+

г. С йх
=  1п 1^ —  — П т  1 п е =  оо. 128. Якинлашувчи, 1 ---- = =

2 е-*0 + '  ̂ |/ 1 —
2.

129. 2 га кура Ь =  О, а =  3 деб олинса, Н т  / \Х )  ■ х 3 =  П т  е —
х-+0 х->-0

=  оо, демак, \ -----;— йх  якинлашувчи. \ х  е йх =
х3 х

й(  =  — •
йх е̂̂ йI: =(1_ \ У+с- Iх

1

=  П т  Г
е -+о о

0 I
ех й х  ■■

-1

е
йхе й х  2

--------- =  — — . 130. Узоклаш увчи. 131.
х 3 е  ^ Х\/  1п х

-1 \
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С ах
П т  — т- = т-
ач-0 Л X /  1п X1 + е

— Пш 2 У1п х\ш. 2 <  + о о . 132.
•-° к+в

Яцинлашувчи. К у р с а т м а :  
1

/ (х )  =  — -—  билан у(х) ■

1
уг х+ 4х3

— — ни солиштириш керак. 

216
133. 5 = 1 п ^ ^ .  К у р с а т м а :  

* =  е2У — 2е у тескари функция-
57- чизма.

га Утиш керак. 134. к •= 3 д а — . 135. 5 = 2 а 2(я — 2). К у р с а т м а :

16 1
сирт элементининг юзини топмоц керак. 136. V —— а3. 137. У=—ыЬН.

3 3

138. V — — кЯ3. 140. 5’=  —— — — 141. V =  — па3. 142. 5  =  1п — .
3 1п 2 3 3 32

143. у = х +  4. 144. I =  —. К у р с а т м а :  (57-чизма). 5 1= 5 0Д0/г—

$ о о р '$ 2 =  $ г о е с ~  З р о вс ’ ^п)< Е 1)> ^(0; 1п). 145. < =  
й, Ь

— • К у р с а т м а :  57* чизмага каранг. 5^^) =  {Ь — а) /(*) —

— |  / { х ) 4 х ,  5 2( 0  =  ] / ( х ) а х —(В—0 / ( 0 -  5 ( 0 = 5 , ( 0 + 5 2(0 ;  5 4 0 :
а I

а +  Ь
(2( - а -  Ь)Д{1). 8'(() =  0 дан: I ■■

VIII Б О Б

1 _  Ъ1-  _ о 1  27 о 1 2
и!’ а‘ ~~ а2 =  2 ’ °3 ~  д ‘ — 4 : Яз — ]2* Яз ~~

3 (2я - 1)!!
= 3 . ап =  -----------— ; (2л)!! = 2 - 4 - 6  ■ • • • 2л; (2л -  1)!! =

32 (2л )!!

1 • 3 • 5 • • • • (2л — 1) д е б  олинган. а, =  а2 =  - — я3 :
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1 • 3 • 5 1 3 5 1 „ л2 „
же ----------- . 4 . — — — . 5. а„ — ---------- . о. ап =  — . 7. ап =“

2 - 4 - 6  5 17’ 37 п 2п +  п п я! п
1 п

« = --------------------------- , 8 . а„ =  ----------- . 9. Мисолдаги катор геомет-
(2л -  1) (2п +  1) л Зя -  1

1 ах
рик прогрессиядир: =  1, ^ . Шунинг учун о  =  -------- *

о 1 “  (}
3 „ 3 1 1 1 1 1

1 0 . 5  =  т . И .  в1 =  — = 1 _ _  й2 =  —  =  ? _ -

1 1 1 „ 1 1 1 1

п (л ■{* 1) п тх 1 2 2 3 п

— — -—  =  1 — — -— ; 5  =  П т  5 „  =  П т  ( \  — -—-— ) =  1. 12. 5  =
Я  +  1 /2 —3— 1 п-*  оо п  ■ оо \  Я  +  1 /

1 2л + 1 1 1
=  —. 13. а„ = -----------------=  — — ----------------  булгани учун, Ь„ =»

2 п л2 (я +  I ;2 л 2 (я  +  I)2 3

<ш 1 —— + — — — -+ . . .  -+ — ■— — *----- = 1 — — -— . 5  =  Нш (1 —
22 22 3 » ^  ^  п ‘ (л + I )2 ( л + 1 )

1 1  1 А — г -  I — 1. 14. —. К у р с а т м а .  а„ =  —-------- —--------— =  — +
( я + 1 )2 ' 4 п л ( я + 1 ) ( л + 2 )  п

В +  С 1 , 1 1 1 , 1_1_ - ----- ---------- Д =  __________ |  С =  _ --------------------------- ---- --- | --- ---
л +  1л +  2’ 2 ’ ’ 2 ‘ л (я +  1) (л +  2) 2 ' л

л + 1 я  +  2 /  2 V 2 л +  1 л +  2 /  4
«« 0,5 +  (0,1)л; П т  ап =  П т  (0,5 +  (0,1)") =  0,5 ф 0, демак, катор

п ■* со П-+ ОО

узоцлашувчи. 16. П т  ап ф  0. 17. П т  ап « . П т  - =  — Ф 0, де-
п-ь-со «-*-со Л-»-со 2л + 4  2

мак, цатор узоцлашувчи. 18. П т  д„ «= 1 Ф 0. 19. П т  ап = е ф 0.
П-*со л-юо

”  1
20. П т  ап = е ф  0. 21. Берилган цаторни V  — геометрик прог-

п-*-оо 2Л = 1
1 1

рессиядан тузилган цатор билан солиштирамиз. <  ^ ео"

метрик каторда ^ «- <  1 булгани учун яцинлашувчи, солишти-

риш аломатига кура берилган катор ^ам яцинлашувчидир. 22. Узоц- 
лашувчи. 23. Узоцлашувчи. К у р с а т м а. Гармоник катор билан

з 1п2 ла 1
солиштиринг. 24. Якинлашувчи. 25. ап = ----- —  <  - -  =  Ьп, чунки

з \п'лп а
81п2 ла <

— - л3 п3п—1 я=1

як,инлашувча 26. Яцинлашувчи. 27. Якин-.ашувчи: / *= П т  у ап
П-+ ОО



■ — <  1. 28. Якинлашувчи. 29. Якинлашувчи: I =  П т «
Г*п

1ЗШ — 1
— 11т — —— =  — <  1. 30. Якинлашувчи. 31. ап =  —  а

п-*<х> 1 2 п 2} Я'И
п

1 ап+1
( л + 1)2 ’ ап (л +  I)2’ л + 1)

=  Н тИШ , р 2 -

— 1; I — 1, демак Даламбер аломати жавоб беролмайди. 2-солиш-
1 1 а„

тирнш аломатидан фойдалансак: ап =  — ; Ьп =  —-— ; Н т  — —

Нт
л +  1

л (л +  1) п-*оо Ьп
00

=  1 =̂ =0 ; 2 ,  Ьп якинлашувчи ^атор ( 1- мисолга каранг), 
л-+м л  п-=1

демак, берилган катор якинлашувчи. 32. Якинлашувчи. 33. Якинла-

/ л  / л + 1  ая+1 1 , /  л +  1 , 1  ̂ 1 
шувчи. ап = ------ ; , л __— г г г “ --------== —  1/  --------- ; / »  — <  1*

•> « 2П " + 1 — 2  а п 2 * п  2
84. Якинлашувчи. Даламбер аломатида I =  1, Раабе аломатидан фой-

даланиш керак, 35. Узоклашувчи. а„ =  -------------------------- ; / ( • * )  =
(/г +  1) 1п ( л + 1)

п
1 С йх  |я

--------т — ;--------т- . I -------:------------  =  1п 1п (л: +  1)1 =  1п 1п ( л + 1) —(х  +  1) 1п (х  +  1) ^ (лт+1) 1п ( .* + 1) |1
1

- 1п1п2 :

+®
йх

(■* +  1) 1п (X +  1)
• узоклашувчи. 36. Якинлашувчи. 37.

1

п

' - Ч - ̂хР 
1

_1_____
1 - Р Х ”- 1 
Ы \ х \

1
* агар р >  1 булса,

И  - Р

1 - р

I (1 —р)пР~1, 1 —р р - \ '

=  1пл -+ оо, агар р  =  1 булса,

1
1 1 - р

(п1~р— 1) -*■ оо, агар 0 < />  <  1 булса,

П т ап ф 0, агар р  <  0 булса.
П~*-<Х>

Демак. р  >  1 да катор якинлашувчи. 38. Узоклашувчи. 39. Якин-

1п (п +  1) 1п {х +  1) Г 1п (л: +  1)
лашувчи. ап — —— ;— /  (х) — - — :—г т - . ( — : 7ГГ йх  =

(л+1)2 {х +  I)2 (х  +  1)а
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П+1

I
\пх

с/х
и =  \пх, йу  =

й х

й х  1
йи =  — , ^ = -------л *

1п х  
х

П+1
я+1 (* йХ 

+
2

2

Г —  
] *2

л-1-1

_ _ м » + 1 ) _ _ 1 _  +  !Е2. ,|т Г М ^  > (1п2 +  1).
л + 1  л + 1  2 я->«^ (■*■ +  1) 21

1 1
40. Узоцлашувчи. 41 Абсолют якин лашувчи. 1 +  3" +  —

2 у 2  3 у  3

1 1  4 1 Акаторни текширамиз. ап =  -3 — =  — ; р = — > I, демак, оу ка-
п у п пЫ 1:1

тор якишашувчи (37-мисолга ка ранг). 42. Абсолю т якинлашувчи.
1 / 1 1 *  \43 — И — ----- и — _  ■— +  . . . .  ка вс ичидаги катор якин юшувчи,

10 \  2 3 4  I
лекин унин.- дадлари модулларидан тузилган катор гармоник катор 
булгани сабабли, узок; ;ашувчидир. Шунинг учун берил!ан катор 
шартли яь;ин ;ащувчидир. 44.  Шартли якинлашувчи. 45. М усбат

>;адли катор 

| соз п а. I <  1;

1 С05/1 а 1 1
----------- ни »  — билан солиштиламиз:

л и  2«п-~Л
2"

и = Г
|с о з  л а |  1

якнндашувчидир. 46. Узоклашувчи. 47. узоклашувчи лекин

(— 1)” — якинлашувчидир, чунки Лейбниц аломатидаги шартлар 
п

п—-Ч
каноатлантирилади: 11т ап= П т ------= 0 .  Буни Лопиталь коидаси асо-

л-юо ^

1н X X
сида текширса булади. П т ------=  11т— = 0 .  Демак, берилган катор

Х -гоо  X  Х - к я  I 06
V I  1

ша.;тли якинлашувчи. 48. Шартли якинлашувчи. 49. ^  ~п — гео-

Л = 1

метрик прогрессия, <7 =  — <  1. Берилган катор абсолют якинлашувчи.

50. р>1 да абсолют якинлашувчи, 0 < /> < 1  да шартли якинлашувчи.
51. Ьу катоэдаги мусбат хадларни алохида, ман.|шй ладларни алодида

, 1 1  1 1 1
о :1: карасак, 1 +  -  + — +  . . .  ва _ у _ — _  . . . .  иккита яцин-

. 3 6



лашувчи катор хосил булади. Берилган катор абсолют якшиашувчк. 
Бу каторга Лейбниц аломатини кутланиб булмайди, монотонлик шар-

1 1 1
ти бажарилмайдв: 1 > — ; — < —, . . . .  52. Узоклашувчи.

3 3 2
1 1

53. ап ->0, лекин монотонлик шарти уринли эмас: 1 >  — > ^ 7 '

37  < 4Т : • • • : 1 +  2Т  +  ^  +  4Т  +  ^  • чатор
со

V I  1чунки бу цаторни у   ̂ — билан солиштирганда, берилган катор-

п=  I
оо

нинг дар бир дади — каторнинг мос дадларидан катта эмас.

V — якин,лашувчи катор. Ш унинг учун берилган цатор абсолют  /23 
= 1

яциняашувчи. Бу мисолдан Л ейбниц аломатининг ишора алмаши-  
нувчи катор якинлашиши учун зарури й  эмас, балки етарлилиги  
маълум булади, яъни ишора алмашинувчи кзторда  П т  ап =  О

Ч - СО

шарт баж арилиб, монотонлик булмаганда дам катор якин лашувчи

булипш мумкин. 54. У зоклаш увчи . 55.  5  =  0 ,95 ,  аъ — —  < 0 , 0 1 .

Демак, каторнинг биринчи 4 дад  йигиндиси олинса, хатолик 0,01 дан  
кичик бул ади .  56.  5 ~ — 0, 41.  57. ах — 0,333, а2— —0,111, д-.*=0,037;

а 4= —0,0123; а 5= 0 ,0 0 4 ;  5 ^ 0 , 2 5 .  5 8 .0 ,8 4 .  59.  60 1п2 — —  1П 3.

61. К у р с а т м а :  катор пшора алмашинувчи ва узоклаш увчи,

чунки Нга ап =  0 , лекин монотонлик бажарилмгйди: — -------- >
п-+ со у  2 —  1

1 1 1
>  — ^ ------- <  —— ------- - ва шунга ухш аш . 5 3 - мисолда ай-

/ 2 + 1  у  2 +  1 > / 3  — 1
тилганидек, бунда катор якинтащувчи хам булиши мумкин. Лекин  

т + 1  ‘ т + 1 т

3,„  _  V  ( - Т + -  -  ^ - 1  -  V  - 1 .  -  2 У ; I  „  г,р-
\ / п — 1 Уп +  1 / лшА п 1 ||гиг̂  п

п ^2 п = 2 л =  1

МОНИК К‘‘ТО,.НИНГ х у су си й  йигиндисидир. 62.  1 +  - т =  — —=  +
у  3  у  2

1 1 1 „  Г  1 , , 1
+  ~т~- +  - т - =  — —т =  +  . . .  узоклаш увчи. 63. >  , — =  1 +  1 4 --------Н/ 5  / 7  / 4 Т  ̂ 3 Аш±п\ 2

,.=0



^  — . 65. Узоклашувчи. 67. Узоклашувчи. 
п\

п=0

IX Б О Б

1 . * = 0 , чунки х ф  О д а  П т л! х п Ф 0. 2 . ]— оо; —1[11] 1;
П-*-оо

х  -\- 2
+  оо[. 3 . Махражи д = --------  дан иборат булган геометрик прог-

х  +  3

рессиядан тузилган цатор берилган.
х  +  2

<  1 булганда, катор
х  + 3

якинлашувчи булади, лс +  3 >  0 да — х  — 3 < х  + 2 < х-\-3, яъни,

— х  — 3 < х  +  2, Г 2х +  5 > 0, 
х  + 2 < х  +  3. *  +  3 >  0

5
якинлашиш со^аси: * >  — — . 4. ] — оо; — 1 [ I I ]  1; +  оо [. 5. л: > 1 .

1 ®
6 . х  > — —. 7. | соз п2х \  <  1; |а" со зл 2х  | <  | ап |. ^  I й" I катор, 

2 п=1
геометрик катор булиб, | а | •< 1 учун якинлашувчидир. Шунинг

ОО
учун 2  а" с03 п х̂  баРча в д и к и й  сонлар тупламида текис якин- 

п—1

лашувчидир. 8 . Текис якинлашувчи. 9. ап =
х2П-\-п х 2П'

со |  !

— - — геометрик прогрессиядан тузилган катор, — <  1 да
п=1 х х2



I 81П ̂ О-Х
тор текис якинлашувчи. 11. | з 1пл2л:| <  1, \/-х$Я  учун

якинлашувчи, демак, х 2 >  I да ёки ]— оо; — 1] Ц [1 +  со | да ка-

п2
1 V  1^  — якинлашувчи. Демак, /? да берилган<  — ; ^  — якинлашувчи. дем ак, к  да берилган кат р текис 

п=  1
якинлашувчи. 12. Я да текис якинлашувчи. 13. Халлаб интеграл-

С08пХ
лаш мумкин, чунки ап =  — |—  узлуксиз функция. | соз"* | <  1

Л » 1 00  Л СОсо$ х  I 1 и - г ,  1 V ,  С05лл:
дан — ■—  <  —■ булиб, у  — якинлашувчидир. Демак, у  --------

п\ \ п\ п\ п\
п — 1 п — \

Катор [и; &] да текис якинлашувчи булади. 14. Мумкин. 15. ип =

х п ^  х ч
узлуксиз функция. 2 ,  ~7 --------------- катор эса текис

п— 1 ^  х  ^
[х) узлуксиз фу!

I 1

11т  3

2Л(1 + *а«) ^  2"(1+хэП)
якинлашувчи. Демак, 5(х) узлуксиз функция. 16. Узлуксиз. 17.

1 1 1 1 
« я -  ( ~  1)п+13Пх, Я -- --------- -----------=  -г- *  =  в а * = -  да

Катор узоклашувчи, шунинг учун якинлашиш сох,аси 1 .  1
3 ’ 3

18.
5

1 I п\
. 19. Я=0; ап—п\\ Я =  П т_  < _  • * ^  • Л \  ~  V )  И - ----/ И  , Л V —  11111 —

5 5 I л~* оо (п 1)!

П т —Ц = 0 .  20. #  =  1, [ - 6 ; - 4 ] .  21 . а  =  102л(2л: — З)*""1;
п-*~<х> п~\- 1 п

1п+ 1 \0'гп+2.(2 х — Й)2" ^ 1. Даламбер аломатидан: Цг ап
■=102(2 х —З)2, 100(2лг—3 )2<  1; 1 ,4 5 < х <  1,55. Демак, ]1,45. 1,55[. 22. 
] — оо ‘, +  оо [. 23. Бу мисолда у = х2 деб  олсак, берилган катор

1 1 1
V  (—2)пуп куринишга келади ва Я — „ ________— Т7- ~  7 Г

п "  Ит у \(—2)п | г 1
П~* оо

< у < ~ ;  — — —< х < — 24. ]— оо; + о о [ .  25. \+ х + х 2+ .. .+ хп-У 
2 |/ 2 / 2

+  . . .  (*)( | * |  <  1) каторни х,адлаб дифференциаллаш натижасидь 
берилган катор ^осил булади. (*) катор геометрик прогрессиядир,

унинг кигиндиси--------га тенг ва [0; х] С 1 — 1; 1[ да текис якинла-
1 -  х

Ш) вчи. }чадлаб дифференциалласак, ---------- =  1 +  2х  -(- Зх2 +  . . . _
(1 — х)з

239



х2 1
г^осил булади. 28. ---------. 27. 1 -\-х+х2+ . . .  + х п + . . .  =  --------ни

1 — х  1 - х

х,адлаб дифференциалланилса, --------  = 1 + 2 х + 3 х 2+.,.+ пхп~ 1-{-... :(1 —X)

иккинчи марта диффе] енциалланилса, —------ -_ = 1  -2 + 2  • 3д;+3 ■ 4 х 24-
(1  X )

2х
+ .  . .  +(п—\)пхп +  . . .  хосил булади. 28. — ^  з^ . 29. Агар

' - =  1 +  х'2 +  х 1 +  . . .  4 - х 2П +  . . (  | д: | <  1) каторни дадлаб

1 + х  х 3 х 5
интегралласак 1п--------= х + — +  — +  . . .  булади. 30. [0; 1] да

1 ~ х  3 5

X хякинлашувчи, 5(х )  =  0, лс <  1 да; 5( 1) = 1 .  31. е =  1 +  — +  

4 - — +  . . .  ; (дг?] — оо. 4 - о о [ ) .  х  т  — х'2 1а алмаштирамиз. е~х =

у 4  **6 у2  у1  _*-6

=  1 (хС]-са-, + о о [ ) .  32. 1— . 33.
1! 2! 3!  ̂ ^  и  31 5! 7!

х  х 2 х 3 х х  х 2 1
1 +  —  4------ +  —  + . . .  , ч у н к и  ех — \ =  —  +  —  +  3 4 . 1 +  —  х

21 31 4! 1! 2! 2
х 2 1 .3  х* 1-3-5 х 6 ( 2 я + 1 ) ! !  х 2п

у  _  I —  . _  г ---------  . —  +  5------------ . --------------  4- . . . .
3 2 - 4  5 2 -4 -6  7 (2л)!! 2 л +  1

3 5 .  1 п ( 1 + а : )  =  л: —  "зГ 4~ ‘ ‘ ^  ^  х  н и  х  —  ^

(дг— I )2 ( х — \)3 ( х - \ у
га алмаштирсак-, 1пдг =  (дг— 1) ~ ----------- + ------------ — — -— +  ... :

2. о  4

( * 6 ] 0 ;  2]). 36. ех=  1 + ^ + ^ +  ••• +  ^   ̂ бунда л ни х + 4  би-

л .4 1 , ^ + 4  (х + 4)2 (х -(- 4)"
лан алмаштирамиз. е ^ = 1 + --------+ ------------- + . . . + -------------+ . . . ;

II 2 ! п\
- 4  1, , х + 4 , (х  +  4 >2 , , <х +  4)"ех= е -*  1 +  — — +  ■ -  +  . . .  +  — — -  +  . . .  • 37. -  2 0 -V 11 2! п\ ^  )

-  22(х +  3) +  31 (л: +  З )2 +  10(лсг +  3)з +  (х +  3)4. | — оо +  со [.

38. 1 -  .^ _ 1 + ^ + 1 ^ + . . . + (_ 1)В̂ ! ! + .,..
дг л:—2 2 4 8 Т  ^  ' 2п+х

1+  2
39. Фараз киламиз, зесд: =  ап +  агх  +  я3х 2 +  . . .  булсин. вес х  =

1 /  х ’’
= -------  дан 1 =  зес  х  ■ соз*  =  (а0 4- ахх  4 - о^х2+ . . .) 1 -  — 4-

созж V л



х* \  /  о0\  /  а , \  (а,, а.,
+  4\ “  * • • ) =  а°+Й1* +  Г  ~  1 )  г з _  2 )  * 3 +  {24 ~  7  +

1 л 5
+  а^х*  +  . . .  ; а0 =• 1, аг =  0, а 2 =  —; а 3= 0 , а 4=  — , . . .  келиб

х 2 5 [ к \
читали Демак, зесл: =  1 +  — +  — х*+  . . .  ; / \ х  I <  — I. 40.

( х 2 х* \  ех —е~х 4
Т - 2 + 7 - - - - }  41. у  =  у'  =

е^ -! е х  {ех +  е х *
Цех - в ~ * )  Щ е2х- 4 + е - 2*) п .

у — ~ Г — 7 ^ ’ У'" -----------;— : : У(° ) =0: у ( ) -(ех  +  е~хУ  (е + е~хУ
хъ

-  1; Уп (0) = 0 ;  у ш ( 0 ) = - 2 ;  у 1У(0) =  0 ; . . ,  ; 1Ъ х  = х  -  — +
О

2 17 /  л \  ** х* х а
+ -  х* -  —  х ’’ +  . . .  I х  | <  — . 42.  . 43.

1 1 С  '  И 1 ' )  О  1 0  ЛК.15 315 V 2}'  2 12 45

„  2ге/2з 1п -  0
_  4х , ------------- 4_  ^  =  1_ ± с о з 2х  = 1  _

31 5! ^  п\ 2п=1
х 4 2х? 2 23 2«

— х 2 + — -------------н . . .  =  1— — х 2+  — х 4 - — х 5+ ...  =
3 5- З2 21 4! 61

” ( - \ ^ 2 гп- хх2п л:3 л* х*
“ 2 -------^ ------ - 45' а г с ^ = Л - - + Т - ?  +  . . . ;  *€

п~1 У ’
л:3 х ь х ’’ \  I х 3 х 6

€ [ - 1 ;  1]. (агс18*)2= ^ ~ - +  -  . д * _ -  +  - -

х 7 \ 2х4 23 44 .,п—\( л .
7 / 3 5 - 9  15-7 _  „'  п=1

+  1  +  1  +  . . .  +  _ Ц * 1  4в. у  47.
+  3 5 ^ 2/1- 1/  я  ^ < 2 л  +  2/Н ’ 1л=0

1 1Маълумки, 1 +  лг + л : 2 +  -------- ; = 1  — •* +1 ”•* X \ ~т X
+ х 2 — ..  4- ( — 1)пх п +  . .  . 48 у=1пл: иинг дссилалари х  =  0 чек- 
ли эмас. 49, х  =  0 да досилалари мавжуд эмас. 50. х  =  0 да доси-

Х̂  Х̂  тс
лалари м а в ж у д  эм ас. 51. з !п х  =  х  — —  +  — — . . . ;  х  ■= 18° =  — «

0 ,31423 0,31425  
и  0,3142; з1п 18° =  з!п 0,3142 =  0,3142 -  -2— ~  +  — г —  -  . . . »

31 5!
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О 3142е
«  0,3142 — 0,051 =  0,3091. Бунда хатолик — --------  дан кичик. 52.

51

1
0,9998. 53. ^ 3 0 =  (33 +  З )3 = 3  ^1 +  ^  = 3  А +  ^  +

Ш - 1) ,
+  -  ' 2 , ' ■ ^  +  . ■ . )  -  3,1072. 54. 1,0192. 55. е * =  1 +  ~  +

1
*2.*з т 1 1 1

+  2 ! 3 ! + - - ,; У в ~ е = 1 +  2 + '212^+  з12Г +  - " г ^ . "  
1 1 1

*  +  2 +  Ъ  +  ‘ ’ - +  бГ* =1 +  0,5 +  0,125 +  0,02083 +  °*00261 +
Я ____  /  3 \  1/3

■+ 0,00.26 +  0,00002 =  1,6487. 56. 0,6931. 57. ^ '1 ,06  =  1 +  -  *

1  1  ( I V  "  50
1 3 а " з  ' 1,50/

“  " з ’ б О--------------- 21------- + • • •  =  1.0196. 58. 3,1416. 59.

I  <2 * <11 =  ] ас — [гЫ1 +  7- \ Ы (  — . . . =  0,747. 60. =  1 —
о о о о ■*1

-*2 X* С 51п X X2 X3
~ з Г + 5! -  0 .946.-6,. « * - 1 - *  +  -  +

О
0,5 0,5 0,5 0,5

|  е—^ ~  Лх= ^ а х + ^  Ц Ы х  +  "б I хЫх  ^  ■ =  °>5633- 62- 0.507.
О 0 ) 0

2 е ' - 2 - 2 х - #  2 ( * + * + ! + ! + • . . ) - 2 - 2* - * >
63. 1 1 т ----------------------------------=  1 1 т — -------------- — -------------1----------------------м

х~о х — &1пх х-*о ( х 3 х$ \
х - ( х - г 1 + 5 1 - ' " 1

2х3 2 а:1 2 2х _
3! ^  4! 31 41 г

- П т — ------- --------------- =  П т —----------- ------------- « = 2 .6 4 . -  65. у  —лг-*о х° х~*о 1 х* 6
3! “ 5! +  3! “ бГ +  ' ‘ '

X2 X3 X4 X X3 X3
= 1 + х + 7  + ж +  57в +  . . . ;  у =  1 +  ~  + 7 2 +  ] ^  +  . . . !

1 л: л2
Г  =  ^  4 - ~  ~  +  • • • Тенгламани каноатлантиради 67. у »



- 2х +  4л? +  8*з +  . . . )  -  -  2  ( 1 - ( - 2 ) ”)*Л; *  6  ~  2'  2 \ ’
п = \

(х — 1)2
68. Xх  =  1 +  ( х  — 1) +  — - —  +  . . .  . 69. ] —1; 1[, агар ? —  а —

—(3>0 булса, х =  — 1, х = 1  да абсолют якинлашувчи; — 1 < ? — а—
— Р <  0  да х  =  — 1 нуцтада шартли якинлашувчи ва ?—а — р <  О

1_
_ _ _ _ _ _  2

б^лса, х= 1  да узоклашувчи булади. 70. 1 — -*а “  ( 1 —  ■**) “
1 1 ______  хъ 3

=  1 — -  х 2— — л 4—  . . .  ва у  1 — х 2. агс$1п х  — х  -  - — 7^х6~  ••• ( Л о о 11)
лз 3 -3  3 -5 2 3 - 5*. 7а

71, * “  з7 +  1Г *5~  ^тТ *7+ оГ-  *9 ~  • 72- °'4636-

1 00 1 1 1 Г

X Б О Б

1. Берилган. катор аддларининг адкикий ва мав*ум кисмларидан 

тузилган каторларнинг якинлашишига цараймиз. 1 +  -!■ +  + . . .

ва 1 +  — +  — +  . . .  , булар геометрик прогрессиялардир.
3 9

=  — < 1 , 92 =  — <  1. Шунинг учун х;ар иккала катор якинла-
2 3

шувчи 1 +  ^ Г + ^ + . . . + ^ + • • • ------- Ч " “ 2 : 1 + Т  +

Х~ 2
1 1 , 1 3 „+  ^ - + . . . + ^ + . . . = “ -------Г  ТГ- Демак. берилган катор *амЗ8 3" 1 4

"з
3

якинлашувчи ва йигиндиси 5  =  2 +  — /. 2. Узоклашувчи. 3. ^ я —

1 Уп — I Уп — 1 Уп I
Уп+1 (Уп +/) ( / л - 0  " +  1 п +  * Л +  1

°» |
^ ----------- узоклашуьчи, демак, берилган катор адм узоклашувчи.
п— 1П

ОО  ̂ ОО ^
4. Узоклаш увчи. 5. ' V -------  ва ------ г каторларда Н т  а„Ф Оп ^ л + 1  «-><»

и=1 я—1
булгани учун берилган катор *ам узоклашувчи. 6. Якинлашувчи.

243



соз — + / з ) п  — 
(Ь л \  \  4 4

7. ! - } - / =  2 { соз — -)-/з1п — ) дан а

2 Ш ‘

V 4 4}  ( / 2 ) "

/  и л  ЛгЛ
соз — -+-/з 1 п —  . Маълумки, агар ^  | а \ якинлашувчи

V 4 4 /  п==1

булса, ^ ' а дам якинлашувчи булади. \а  | =  —— У! I а I =/г л оп12 ■**"'я=1  ̂ и=1
^  1 1=  7  ------ геометрик прогрессия, = -----гг <  1. Шунинг учун бе-^  2«/2 | /  2

рилган катор якинлашувчи. 8  Якинлашувчи. 9, Шартли якинлашув-
ОО СО

чи. 10. Абсолют якинлашувчи 11. 2  гП каторнинг ^  | г\п дадлари
п= 1 п=\

модулларидан тузилган бу катор | г  | <  1 да якинлашувчи. Шунинг

20 'г- 1
учун У | г п х,ам | г  | <  1 да якинлашувчи ва ^  г п — --------. 12.

<яа* 1 — 2п— 1 п==1
Я =  1 радиусли маркази (0 , 0 ) да булган дойра таищарисида

_1_
г 1 я

якинлашувчи ва 5 (г )  =  --------. 13 | а ! =  —; Я — Н т ---------- = 1 .
1 — г  п п и -* со 1

П+ 1
1

14. | а  | = —; /? =  1. 15. Эллер формуласидан: 81пв*
п п2 ' \  2г

=-■ —  (еЫх -  Се‘1х + \5е21х ~  20 +  \Ье~г1х -  е е~ и х  +  е ~ и х )
64 г6

1 ( е ы* +  е - ы *  е и *  +  е - и *  е П х  +  е - ‘и х

2 +  6 2 +  15 2

— —  — (соз  6х — 6 соз  Ах +  15 со з  2 с • 10). 16. — — (з!п 7 к +

/ е1х +  е ~ ‘х \з  1 
4- з1п ах  3 з т  Зх  — 3 з!п *). 17. со з3*  =  I ---------------- /  =  ~8 (е +

1 „ З1х  , „ - И х  Л х  ,

+  Зеи  +  3е~их  +  е~и х ) - -  ( - ----- — -------+  3 ^ - ^ -------1 =
4 \  2 2 /

1 3 1
=  — со зЗ *  +  — с о з х .  18. 51п * х  =  — (3 — 4 со з  2х  +  соз 4х)  19.

4 4 3
.ТС ,2 71 ТС

ТС Т1 1 (, з I о” 1)‘л1
I — соз — + / 8П1 — = ^  . / =  е ; е »  соз2я +  г 5т2г: =  1;

— 4-г2л:;г
/ ' =  е  ̂ ,  к ^ 1 .  20 =  со> 2п +  I $111 2л «■ 1.
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XI Б О Б

1 . | х  — 2 | <  1 тенгсизлик — 1 <  х  — 2 <  1 тен: сизликка тенг  
кучли. Теш сизянкнинг учала ь;исмига 2 ни ^ушсак, 1 <  х  <  3 га 
вга буламиз. Х у д д и  ш у каби | у + 1 | < 1  тенгсизли ни ечиб,

—  2 <  у  «  0 га эга буламиз. Д ем ак ,  изланаётган сода |  ^  Х ^
I,— 2 <  у  < 0

( — 1 ч х  <  3
турри туртбурчакдан иборат. 2 .  ̂ турри туртбурчак.

[ 1 <  у  <  3
3. а) у <  2х +  4  тенгсизлик текисликнинг у =  2х +  4  турри чи- 
аивдан пастдаги цисмини билдиради (яъни ор дгн зталар и  у^2х-\-4  
турри чизи^нинг ордпнаталаридан кичик булган нуцталам туплами-  
дан иборат).  Демак, у <  2 *  +  4  тенгсизлик текисли-'нчнг у —2 * + 4  
турри чизиь; вз ун тан пастдаги цисмини билдиради. о) (х — 4 )3 +  
+  (у +  6)2 ^  5 ‘2, мархази ЛЦ4-, — 6) нуктада ва радиуси г  =  5 га 
тсн'  булган ёпик доирадан иборат. в) х'1 +  у 2 >  З2 тенгсизлик  
текисликн'шг я 2 +  у 2 З2 айланадан таищаридаги ^исмини 
биллиради. х'л +  у 2 V-. 4 2 тенгсизлик эса х 2 +  у 2 =  4 2 ай.:ана ва 
ун' н ' пчидаги кисмини билдиради.

х 2 +  у2 >  9 

к2 +  у2 <  16

система эса текисликнинг шу иккала айланалар орасидаги кисми 
(яъни >;алк;а) ни билдиради. 4. а) у 2 ■= 6л: пар або 'ан и нг  ички кис­
ми. б) Маркази М( — 3; 6) нуктада ва р адиуси  г =  6 га тенг бул­
ган ёпнк дойр а ,  в) у  =  2х2 парабола х 2 +  у2 <  5 2 доирани икки 
булакка булади. Биз излаётган соха юкорида! и булакд. н иборат  
(б у  ерда  у — 2л:2 парабола содага тегишли эмас). 5. а) Б у  ерда

берилган нуцталарнинг абсциссаларид. н (х * )  =  ( ——)  кетма-кет-

лик тузгп оламиз. Бундан П т  х к — П т  —— — 0. Худди шу каби
и -* со к~* со ок

1Ък — 1\
ордин зталардан (уд) «* ---------- кетма-кетлик тузиб олсак, П т у * =

\5  к +  1/ к 
, 3 / 6 - 1 3  /  3 \

— Н т ---------- =  — оулади. М 0 , — нукта берилган кетма-кет-
&->ю 5А +  1 5 \  5 /  

/ I  З й — 1\ / 3 \
ликнинг лимити булади, яъни П т  М к \ — , -----------  «= М  0, —  .

“ А- 8 \Ьк  54 +  1/ V 5 /
Ш у усул билан колган лимитларни топиш мумкин; б) Ж (0,1);

в) М (0,0); М  (0 ,0 , д ) М (е, V, 0), 7. а) ^  +  ^ * +  ...

/  1 \ 2 I I  1
+  \ 2 п )  +  “ ^ ’ + 24 +  •" + ~2Тп +  чат°Рни тУзсак. бу
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геомегрик катор булиб, унинг махражи <7 =  — <  1. Демак, катор

I х 1 1 V  ,якин ашувчи 65% ган лиги учун х  — I— , — .................  ■ . • 1с  V

- / п \ 2б) ^  — цаторни тузсак, бу катор якинлашувчи булади 
л-1 ^ '

(Даламбер белгиси ёрдамида текшириб куринг). Шунинг учуй

°° 1
х$1з\ в) 2  ~  цатор якинлашувчи, шунинг учун х  ^ /а| 

«=1
со / у < - ------\ 2 00 ^  |

г) 2  ( V П =  2  ------ катор узоклашувчи (чунки п - * а д -
„_1 V г п I „_. ип —\

нинг лимити Н т -------  — 1 булиб нолдан фаркли). Демак, х  Ф 1$.
П~оэ п I*

8 . а) нуктаси, б) нуктаси эмас, в) нуктаси.

- V *  4 -1- + 1- . . . .  Илдиз остидаги ифода геометрик ка* 

тор булиб, д <  1 булгани учун у якинлашувчи булиб, унинг

иигиндиси

1 4

=  у  булади. Демак, р(х, у) =

10. 11. а) Формулага биноан, р (/, # )  =  т а х  11{х)—§(х)  | —
4 —2<х<2

=  т а х  | х* +  3 — 8л:2 1. Бундан куринадики, | =р(дг) | =  | * ‘+ 3  — 8л* |
—2<Х<2

функциянинг [— 2 ; 2 ] кесмадаги энг катта кийматини топишимиз 
керак. Бунинг учун биринчидан у(х) =■ + 3  — 8л:3 функциянинг 
[— 2 ; 2 ] даги энг кичик ва энг катта кийматларини топамиз, 
иккинчидан, шу топилган сонлар абсолют кийматларининг катта- 
сини топамиз. Топилган сон изланган масофа булади. у{х) функ­
циянинг [—2: 2] даги критик нукталарини топамиз. <?'(х)=4х3— 16х, 
\х 3— К х  = 0, 4х(х2 — 4) =  0, Хх =  0, лг2,3 — ±  2. Энди функция- 
шнг критик нукталардаги ва кесманинг учларидаги кийматларини
■ опамиз: <р(0) «■ 3, ? (— 2) -» — 13, <р(2) — — 13. Демак, у(х) функ­
циянинг [ —2; 2] даги энг кичик киймати— 13, энг катта циймати 
эса 3 га тенг. Ш унинг учун | у(х) | функциянинг [—2; 2] даги 
•нг катта киймати 13 га тенг. Демак, р (/, %) =  13. б) у(х) =
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6 8 - чизма. 69- чизма.

•“  /(■*) — §(х)  =  е2дг—в~ ф у н к ц и я н и н г  [— 2 ; 1] даги энг кичик 
Киймати е ~ 4—е4, энг катта киймати эса еа—ё~ 2 булади. Ш у­

нинг учун | у(х) | нинг энг катта киймати | ё~ 4—<?4| = е 4— ё~к 
булади. Демак, р (/, ^ ) * е ‘ - Г 4. в) р (/, #)=*12. 12. а) 13, б) 10.

2 +  2-1  — 3 +  2-(— 1)
13. а) / ( 2 ,  в - - Г — в 4 ; / ( - 3 ,  -  1) =  — -  2.5;

а +  / я  тс \ , 71 \ / х \

/(а - « / ( а .  з К  ( г + ? ) = е = , ; / ( 7 ’ - ) “

- е 81п ( г +т' ) = е - 81п? = е - 1. 14. а) / ( 0 ,1 ) - 1 ,  / (4 ,  2 ) =  ^  / ( а ,  Л ) -  

Ь
-= — б) / ( 1 ,  I) =  2, / (1 ,  2 ) - 3 ;  / ( 2 ,  2 ) =  6 . 15. Каср маънога

1 + & 2
эга булиши учун х  — у 0 булиши керак. Демак, аницланиш 
содаси текисликнинг х  — у — 0 т^рри чизивдан ташкаридаги нуцта- 
лар тупламидан иборат (68-чизма). 16. у ф — х  (текисликнинг 
у +  х  =  0 турри чизивдан ташкари барча нуцталари). 17. Бу ерда 
■* +  у > 0 ,  у > — х. Демак, аникланнш содаси у =  — х  турри чизик 
ва текисликнинг бу турри чизивдан юкоридаги ^исмидан иборат 
(5 9 -чизм а). 18.у <  х  (текисликнинг у ==х турри чизид ва ундан 

пастдаги барча нукталари). 19. Аввало, /  х + у  функциянинг аник- 
ланиш содасини топамиз. Бу ерда х  + у > 0, у > — х.  Демак, 
бу функциянинг аникланиш содаси у  — — х  турри чизик ва юкори 

ярим текисликдан иборат: У х  ~ у  функция учун эса х  — у >  0 
бундан у х  булади. Бу функциянинг анивданиш содаси 
у  — х  турри чизиц ва адйи ярим текисликдан иборат.
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60- чизма 61- чизма.

г-=У х  + у — V х  — у функциянинг аникланиш сохаси иккала 
функция аникланиш содаларининг умумий кисмидан иборат, яъни 
текисликнинг биринчи ва туртинчи чорак биссектрисалари ораси- 
даги кисмидан иборат (60-чизма). 20 . X >  0 , у > 0 (1 квадрант).
21. X2 + у2 — 9 >  0, х 2 +  у2 >  З3. Демак, аникланиш содаси  
х'1 +  у2 =  З2 айлана ва текисликнинг шу айланадан ташкаридаги 
^исмидан иборат (61-чизма). 22. х 2 +  у 3 <  53. 23. Манлий сон

х 2 у2
ва нолнинг логарифми мавжуд булмаганлиги учун — +  — — 1 >  0

X'2 у 2
б^лади. Бундан — + — > 1 .  Демак, аникланиш содаси текис- 3̂  22

X2 уа
ликнинг — +  — = 1  эллипсд'Н ташкаридаги кисмидан иборат

у3 I у2(62-чизма). 24. х  <  — +  2 1 х  = — +  2 параболанинг ташкари кис-
4 \ 4

ми). 25. 2 — х 2 +  у3 ф  0, л:2 ~ у 3 ^=(!'  2 ) 8. Демак, аникланиш со- 

хаси текисликнинг X2 +  у2 =  ( У 2 ) а айланада ётмаган барча 
нукталаридан иборат (63-чизма). 26. л: >  0, у >  0. 27. — 1 <  

У — 1
<    1. Бу ерда икки долни караймиз: а) х  >  0, бунда

— х  у — 1 <  х  булади. У чала томонга 1 ни кушсак, 1 — х  < 
( у > 1 — х

<  у <  аг +  1- Бундан | У <  •* +  1 булади. Бу сода текисликнинг
( а: >  0

у =  1 — х  ;угри чизикдан юкоридаги, у •= ^  +  1 тугри чизикдан

^{3



62- чизма. 63- чизма.

пастда жойлашган кисми ( ( 0 ,1) нуцта содага тегишли эмас). 
б) х  < 0, бунда — х  > у — 1 > х  булади. Учала томонга 1 ни

I у > х + 1
кушиб 1 — х  > у > х +  1 га эга буламиз. Бундан |  1 — х

I * < о
булэди. Бу соха текисликнинг у =  х  +  1 турри чизиедан юкори­
да у — \ — х  турри чизикдан пастда жойлашган кисми ( ( 0 , 1) 
нукта содага тегишли эмас). Функциянинг аннк^аииш сохаси шу 
иккалэ соданинг бирлашмасидан иборат (Тугри чизи1<ла|.нинг (0,1) 
дай бошца барча нукталари хам содага тьгишди. (:4-чк:ша). 
28. — 2 <  х  < 2, — 2 <  у <  2 (квадрат). 59. Ьу ерда ! Ах— у- ва 
!п( 1 — х 2 — у2) функцияларнинг аникланиш содаларини топиб ола­

миз. а) у' 4х — у2 ифода маъкога эга булиши учун 4 х — у2 >  0
у2

Оулиши керак. Бундан х  > Бу функциянинг аникланиш содаси  

у2
х =  — параоола ва текисликнинг параболанинг ичидаги кисмидан

иборат. б) 1п( 1 — х 2 — у2) ифода маъпогп эга булиши учун
1 — х 2 —  у2 > 0 булиши керак. Бундан х- + у2 <  1. Бу маркази 
координата бошида ва радиуси 1 га тенг булган очик дойра. Де-

_ \'̂мак, 2  =  -------------- I—  функциянинг аникланиш содаси шу иккалг
1п(1 —-л:-— у2)

соданинг умумий кисмидан иборат ( ( 0 ; 0) нукта аникланиш сода- 
га кирмайди) (65-чизма). 30. г2 <  х 2 +  у 2 <  Ц‘2 (Текисликнинг 
’с2 + у1 =  г 2, к2 +  у2 «= Я2 айланалар орасидаги кисми. Ташки 
айл;.на содага тегишли). 31. Бу ерда х  > 0, у > 0, г > 0  булиши 
керак. Бу сода фазодаги учала коардинаталари мусбат булм н

24У



6 4 - чизма. 65 чизма

барча нукталар т^пламидан иборат. 32. г2 <  х 2 + у2 +  г 2 <  Я2 
(Фазонинг х 2 +  у3 +  г 3 -  г3, х а +  у3 +  г2 =  /?3 сфералар ораси- 
даги кисми. Сфераларнинг узлари дам свдага тегишли). 33. Сат* 
чизиклар 2 = с о п 84 буладиган нукталар туиламидан иборат. г  — с 
десак, х +  у =  с, демак, сатд чизиклар турри чизиклар оиласидан  
иборат. 34. х'2 +  у2 ■= с (айчаналар оиласи). 35. г  ■= с десак, 
Х 2 — уч =, с. Демак, сатд чизиклар гиперболалар оиласидан ибо­
рат. 36. у +  х 2 «= с (параболалар оиласи). 37. г = с десак, ху  —с

с2
гиперболалар оиласи. 38. у =  1 -|— а— чизиклар оиласи. 39. 1/=с

десак, Х ^ =  с дан (1 — с)х +  (1 +  с)у + ( • — с)г =  0 текис- 
х  — у +  г

ликлар оиласига эга буламиз. 40. х 3 4  у 2 4- г2 =  с — сфералар  
оиласи. 41. а) Н ш ( 2 д : + 3 у ) =  13 тенгликни исботлаш учун а > О

л-2
у-*-3

га мос равишда 5 >  0 топилиб, координаталари | х  — 2 | <  8, 
| у  — 3 ( <  8 тенгсизликларни каноатлантирувчи (М(2, 3) нуктадан 
бош ка) барча М(х, у) нукталардан 1 (‘2х +  Зу) — 13 | <  в тенгсиз- 
лик уринли булишини курсатишимиз керак: |(2 *  +  Зу)— 1 3 1 =

1 (2х -  4) 4- 4 +  (Зу -  9) +  9 -  13 | =  | 2(х -  2) + 3(у -  3) | <
<  2 | д: — 2 | 4 - Зу — 3 |. 2 | х  — 2 1 4- 3 | у  — 3 | <  е тенгсизлик 
Уринли булса, у допда | (2х 4 - Зу) — 1 3 1 <  е тенгсизлик албатта

е
уринли булади. А г а р 5 < - — деб  олсак, |л: — 2 | < 5 ,  | у — 3 | < 5

5
б^лишидан 2 | х — 2| Ч- 3 \ у — 3 | < 2 ■ & +  3 ■ Й =  5 • 5 < е  келиб
чикади. Демак, П т  (2к +  Зу) »  13 тенглик исботланди. б) \х^у — 

х->2 у-3
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—  ( — 4) 1 <  е. | х 2у +  4| =  1 (лг2у + * 2) — х 2 +  4 |  =  | х 2(у +  1) -  ( х 2 -  
- 4 ) |  =  \ х 2(у +  1 ) - ( х  — 2 ) 1 ( х  + 2 )  | < х 2 | у +  1| +  \ х  - 2  ■ | * +  2|. 
Виз 2 га якин булган х л а р д а  текш ираётганимиз учун 1 < х  <  3 
д еб  карашимиз мумкин. Бундпй х  ларда х 2 <  9, | к  2 1 <  5 
булади. Бундан | х 2у +  4 | <  х 2 1 у 1 | +  | л: — 2 1 • 1 х  +  2 | <  91 у +  
+  1 I +  о | х  — 2 | келиб чицади. 9 | у +  1 | +  5 | х  — 2 | <  е тс нг- 
сизликни каноатлантирувчи х  ва у ларда | х 2у +  4| <  г тенгсиз-

лик дам уринли булади. А гар  5 <  —  десак,  9 • | у +  1 1 + 5 -  | * —

— 2 | <  9 • 5 -|-5 • В =  14 • В <  14 • =  е булиб, ( х 2у +  4 | <  е тснг- 

сизлик келиб чицади. Д ем ак ,  П т х 2у =  - 4 .  43. 1 - у с у  л. х  =  О,
Х —2
у-*— 1

у  •= 0 да  касрнннг сурат  ва махражи нолга тенг. Шунинг учун 

касрнинг сурат  ва махражини ] ^ х 2+ у 2 +  1 +  1 га купайтирсак;

Нш У"х2 +  У2+ 1- '  „  П т  ( | /  ^  +  У2 + 1 - 1 )  ( У ^ + ? Т Т +  1)
Х -0  Х2 +  у2 д~0 {Х2+ у ф У  х^ гУ * ±1  +  \)

(  х 2+ у 2 + 1  — 1 1 \  х 2 + у 2 1 1
— 1 ш --------------------- - • —г = ----  =  П т --------

х-+о 1 X' +  у 2 У  х 2 + у 2+  1 + 1  I г—л х  +  у2 2 2
у —0 \  /  у -.о

2- у с у  л. Бундай мисолларни ечишда кутб  координаталарига утиш
ИШНИ ОСОНЛашТИрЗДИ: Х=ГС08ср, у =  Г51П!р. Х '+У2=Г2 СОЗ^ +  Г'ЗШ2? =
*= /-2(соз2? +  81п2(р)= л2-1 =  г'1, х  — 0. у -* 0 да г->0. Булардан

П т У ^ Е Е ^ Н - .1 .  ц ш 2 ^ Ы  =  Пт ^ - +  ^ 1 =
л:-. 0 х 2 +  V2 '"-.О Г2 г —0 Г2 2
у -» 0  у

(Б у  ерда ------ !_=[х тенгликдан ф о й д ал а н д и к .) 44. 0. 45. 0.\ <* /
81п(х3 +  у3) /  81П(Х3 +  у3) X3 +  у 3 ,

1 - у с  у л. П т  ------— — -—  = П т  ------— —  ■— ■—  = 1 Х
х —0 X2 +  У2 л - 0  \  X3 +  у3 X +  у2/
у-»0 у-+0

х 2-\- у3
Х и т ----------, бу лимитни ^исоблаш учуй кутб координаталарга

х—0 х 2+ у 2 
у-*0

Х3+ у 3 Г3С083? +  Г381П3<;
утсак, х  =  гсовх,  у =  /*51п<р; П т --------- - =  П т ------------------------------  =

ЛГ-*0Х2+ У 2 /■-» о Г2С032̂  +  /'28)П2!р 
у - 0

г 3(со539 +  з!п3<е)
«= П т -------------------- ■= Птг(соз39 +  з1п3®)=0 • (соз3? +  з1п3 ®) =  0.

Г - 0  Г 2( С 0 5 2ср +  51П 2!р) Г->0

п +  уз2 -у-с у л. Пт —---------  ни текширамиз: 0 <
у -о

X2 +  у 2 I
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(х  +  у) (X2 — ху  +  у2)
*  +  У | •

(X2 +  у2) — ху
X2 +  у2 X2 +  у2

<  \ х  +  у |
х 2+ у 3

X3 +у2 +
ху

х 2+  у'‘ < 1*  +  у 1
М 3 ,

1 + 2  - Т 1*+Л

’ I ху| 1
( ( I *  I -  I У I )2 >  0, х 2 — 2 1 ху  | +  у2 >  О, бундан <  — келибX -р у ^

чи^ади). Бундан Н т
х~*оу~*о

^ ± г | < 11„ | к  + ,
х 2+ у 2 / х->о 2 

у - 0

х 3+  у 3 

х » + у 2

ха+ у 3
>  О б^лганидан 11т  —----- -

х-о  х 2+ у 3
у -+0

О булиб,

О булади. Демак,

з 1 п ( х ^  -4- у З )
П т  ---------------—  =■ 0. 46. О. 47. Мавжуд эмас. Хацикатан, у «
« о  х 2 +  у 2 п
у-»о

кх  десак, л: -+■ О да
Л Л

О булади. 11т  

Уд-0

л: -4- у Л п

п

х  +  кх  х  (1 +к)
I , Л П ” К 'П т  ---------------  =  П т

хп, о х п — кхп хпЛ  х п( \ - к )- кх

Хп +  У п 1 + 0

1 +  к 
1 -  к'

П т
.*я-*о х — у 
Уп-, о » Уп

1 + 2

1, Д х  ; 0)->-1, 2 булса, П т  
1 - 0  *я- о х - у

/6 = 0  булса, 

х  + у

Уп-*0

— 3, / ( х  , 2*  )-  
1 - 2  " "

■ 3 келиб чицади. Демак, к узга-

риши билан турли лимитларга эга булаяпмиз, шу сабабли 
•V "1" У

П т  ------ -- мавжуд эмас. 48. М авжуд эмас. 49. Узлуксиз,
* „о х  — у
у- 0

^ацицатан,
ху

П т  / ( х ,  у) =  Н т ■ ----- —
г-.о х~о у  хул- 1— 1
у - о  у , о  3

~  Н т  х у (  /  х у  +  1 +  1 ) = ]1 т  ху( угх у + 1 +  1) =

^0° ( А 7 П - 0  ( / 3 ^ + 7 + и  ^  ^  +  1 - 1

— 11т «  2. Демак, Н т  / ( * ,  у ) = / ( 0 , 0 )  =  2 б^лгани учун
*-.0 ху лг-й)
у-*0 у-►О

/(■*. У) функция (0, 0) нуцтадан узлуксиз. 50. У злуксиз. 51.
х 2 +  2х у  + у2

Узилиш нуктаси. Хацицаган. П т /(д г , у) =  п т  ---------------- -------  —ж-*-0 х-*0 ^  — у
у-►О У-.0
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у)** -I-
”  *| ш / 7  I Г *= *1т  — — Бу  лимит мавжуд эмас (47 -м и -  * - 0  ( х - у ) ( х + у )  х-,0 х  _  у '

У—0 у-,0  У

солга царанг). Ш у сабабли (0, 0) функциянинг узилиш нуцтаси.

52. Узилиш нуктаси. 53. г'х -= (х—у)'х = 1 — 0 =  1; г'у= (х  — у)' =.

—= О — 1 =  — I. 54. ? ;  =  1, гу = 1  55. г'х  =  Чхуъ +  ?лг?>-2, -

«  В*»,» +  2**у. 56. »' -  ^ 1 ± 3^ 2- - • *' „  У»+ 3^ - 2 ^ г
(X2 +  у 2)2 У (Х2+ у2)2 •

5 7 . г ^ = 3 (5 * 2у -  у 3 +  7)2 • (5*2у -  у3 +  7)'х «= 3(5^_у -  у3 +  7)з х  

X  Юху =  30ху(5л:2у — у3 +  7)2; г '  =  3(5л:2у — у 3 +  7)2. (5х2у — у3 +

+  7 )у =  3(5л:2у — у3 +  7)2 • (5л:2 — Зу2). 58. г '  ■= — = = = • ;
3 2 х Ух^+уз

г ' ^ 2 ^ Т р -  " •  4  =  еХу-Ш'х =  У^у. г'Г  еХуШ'у ■=
60. г ;  =  2*  • з 1пу • в-**®,пУ; ^  -  х 2созу • б1пУ. 61. 2> = у 2- х г ~Н

з $ = х у'‘ Л п х ^ у ^ ^  х ^ \п х -2 у = 2 у -х Л п х .  6 2 . ^  -= 2х - у ^ + М п у !
‘2х

1 + '
63. ____ 2

х + У х 2 +  у2 X+ К ж 2 +  У2

) /  х 2 +  уа+^т 1 . _  ( * + /  X2 +  у 2)у
гУ '

( х + /  X2 +  у2) У X2 +  у 2 /  .с2 +  у 2 Л Г + / X3 +  у 2
2у

2 у  х 2 +  у* у ]
64. г .

* + /  X2 +  у 2 ЛГ2 +  у2 +  х /  X2 +  у 2 л X +  1пу

'  » =  “ 7— :— г. 65. г = --------------------- -----------
у У(х+\пу) х / х

О)* ’ агс(§ у  — 1- а̂

1

1+ ( ~ ) 2 Ку!х - ^ - . 1  
У )__________  у а+лг2 у

; X \а
1агс{2 у ]

а:

Г 18 7)
гУ

! х \ ‘ (агсСй —
\  у  /у
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( ■ ■ С 1 8 ^ ) ’  ( " ' « у ) ’  ( > г с , г 7 )

66 . 2 , х у / 1
/  - * г  (х2 +  у2))/ х 2 — у2(х>+у») ■ (агав ^  *

я2/ ! ?  1 Л * ,
2 =  — -------<---------— ---------- . 67. 2 ,  — -----------  ■ (§• —

у (л:2 +  у2)|/" х 2 — у 2 Л _  '  У /*
У

1 1 Г * \ '  1 1 2— —--------------— . а= ^

{ Р —  С052 —  4 }  ' *  5 1 П — - С О З —  '  23Ш —  • СОЗ '
у у У У У У

1 2 (*8т)у 1 1 ^
Х  у 2лг ’ ^  ■* , 1  \ У / у

узш  у  у  18  у  соз- у

2х г , 2 2л:=  _  ----------- ■. бя г .. = — -----------; г у =  -----
у2з1п В* х уГхчТ* У У ** +  У2

У

/ * ( * .  У )= ■ . Энди хоси ианинг
2 /  * 2 +  у2 /  * 2 +  у 2

3
(3, 4) нуцтадаги кийматини хисоблаймиз. / л(3 ,4 )= 1 —•

/ > + 4 2 5 5 '  з

/̂"2 /
=  71. а) а ^ .= у + г ;  и'у = х  \-г; к' =  у +  л:.

б) =  ех(х2 +  у5 +  г,)■ (л: (л' 2 +  У2+  г 2) ^  =  (Зх2 + у *  +

+  гг)ех{х2 +  уг + г 2 ); и ' =  2ху ех{х'~ + у2 +  г2); и ^ =  2л:ге-г(*’+у!'+г!!>. 

72. а) «'с=3л:2+ 3 у — ]; иу ^г '- -гдх ;  иг = 2 у г 1. 6) ил —
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— 2х  соз (ж2 +  у 2 +  г 2); иу =  2у соз (х2 +  у 2 +  г 8); =  2г  соз (х2+
. , йг дг

+  у 2 +  .г2). 73. Аввало, — ва — ларни топамиз: 
дх ду

(ху)'х • ух +  х у • (ух)х =  у • * у -1  • у*  +  х у • у* • 1п у =•

: ^  ’ уХ ("х +  |П У)’
дг , , ,
— =  (л:у)у • ух  +  х у ■ (ух)у *= х у 1п х  ■ ух х у ■ х  • ух =■

-= х у ■ ух ^1п х  +  — 

дг дг / У \ I х \
*  ■^с+ У ^  =  х - х у -Ух [ - + " ' У )  +  У х у -Ух (1«х+
•» * у • у* (у +  •* 1п у +  у 1п .г +  х ) =  • у* • (* + у + 1 п  у - ^ п  »*)<—

=  лгу • у*  • (х  +  у +  1п (ух ■ х у)) =  г • (л: +  у +  1п г).
„  , йг с>г йг
76 . Аввало, — ва — ларни топиб оламиз: — =  2лту4 — 3 * 2у3 4- 

дх ду дх
дг д■ дг

+  4.*3у 2; — =  4х 2у3 — Злт3у 2 +  2х‘у. йг =  — йх  +  — йу  =  (2 х у ‘ — 
оу й* ду

— Злт2у 3 +  4л'|у 2) йх  +  (4дт2у 3 — Здт3у 2 +  2х*у) йу. 76. й г= (у —2лту3+
*

4- 3х 2у) йх +  '(х — Зх2у2 +  л:3) йу. 77. —  =  — з1п (х у ) - у; — =»
дх ду

д2 д%
*» — з!п (ху) • х. йг  »  _  йх  +  — йу  =  — зш  (лгу) * у й х -  81п(ху)х

X  ^ у  =  — 51п (ху) ■ (уйх  +  хйу). 78. йг =  Ух~ х (у 1п у Лс +  гйу). 

79 — „  О +  У) (* 8 +  У2) ~  (•* +  У +  *У-) ' 2х _  
блт ( х 2 +  у 2)2

дг8 +  лт2у +  у г +  у3 — 2 дтг — 2дгу — 2лг2у у2+ у 3— х 2 -л :2у - 2лгу

(л:2 +  у 2)2 (х 2 +  у 2)2

д г  _  (1 +  .у) (х 2 +  у 2) — (х  +  у +  лгу) • 2у _  

йу (л 8 +  у 2) 2

лга +  лг3 +  у2+ х у 2— 2ху  — 2у2 — 2* у 2 .к2+  х 3— у 2 — л: у2 — 2лгу 

~  (л:2 +  у 2)2 ~~ (х2 +  у 2)2

(У2 +  у3 — -V2 — л:2у — 2л,у) +  (л:2 +  л:3 — у2 — ху2 —2ху)(1уи% =  ----- —----- -—-——-------------------------------- —-—--------------.
(X2 +  у 2)2

ж а * = - 4? у Ш у - уа-х) . 81. — , у - дг
(д:2 — у ’1)2 ’ дх  1 + ( * у ) 2’ ду 1 +  (лгу)2’

У , х  уЛх +  хйу
й г  =  --------------  йх  +  ;;--------------Лу — -------------------—. 82 . йг  =

1 +  (ху)* 1 +  (* у )2 3 1 +  (лгу)2
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- 83. I йуналиш О х  уки билан а — 135° бурчак таш -
у , у  г -  лг

кил кил-аии учун Оу ук;и билан 3 =  45° таш кил цилади. Энди
д( д /  д /  1Г1 о _ <?/(1, 2)

— , —  хусусии хосилаларни топамиз. -— — +  у, -----:—  =
д х д у  ' дх дх

-  12 - 1 +  2 =  14; -  =  х  +  Зуа; — =  1 +  3 • 22 =  13. Д е-
д у  ду

д /  ( 1, 2 ) а / 0 , 2 )
мак, йунзлиш буиича х,осила, -------:------  = ------ :-------соя я +

д1 дх

-|- - /  - 1—  соз р =  14 • соз 135° +  13 соз 45° =  14 ( -  ! +  13 Xду \ 2 /

х  о  _  _  1 2 ; й ь а  _  _  а  « .  а  8- ,  л , (1 , / з ,  „№
2 2 д1 2 2 

тадан Л/ (0, 0) н у ц т а г а  ^аратилган йунааиш б^йича х,осилави топиш

учун МЫ  векторни тузамиз: МЫ  =  (0 — 1) / +  (0 — 3> у =  — /  —

-  у  3 • у. Бу векторнинг йуналтирувчи косинуслари соз а —
-  1 1 -  3

— —; соз 3 =
| / ( - 1) “ +  ( - ^ 3) » _  2 V (- ! ) - ' + ( -  ^ 3)*
„ " Э  0 / ( 1 ,  / ' 3 )  г ) / ( 1 ,  / 3 )  й /
------ . Э н д и -------------------- , -------------------- ларни топамиз. —  =

2 дх ду дх
ех й / ( 1, /" 3 )  д/ еу й / ( 1, / 3 )

ех 4- еУ дх е + е Уз ду ех -Ь йу

<Э/(1, у/ '3) в 1 ■ ^в - у % - , г
= ----------:?=■ Д ем а к ,------------------- = ---------- ^ Г ' (  ~  7; I + ---------е + еУ 6 д1 е .)_ ° ' 2 1

у  ( 11 ! ) _ - ( * +  V 3  • / ~ Г )  _  __ 1 +  з  • е ^ - 1 8 б  / Д

К 2 ’ 2 { е + е У*)  2(1 +  еУ* ~ 1) ' ' 2) 2 (1 +  е
д/ -+ д/

го о. II ,  1 +  , - дх ду
2х Xд/ 2х х д/(2,  1)

топилар эди: а ) — =  -----  ■■ ■ = ■ =  —= = = = ,  ----- ---------
дх 2 у' 4 +  х г +  у2 у' 4 +  х 1 + у 2 дх

2 2 д/ у______ д/ (2 , 1) 1
у 4 +  22+  1 3 ’ ду V 4 + х 2 + у2 ’ ду - / 4  +  22+  1

2 -  1 ->
з / +  г* '  6

У д / ( х 0, у о)

1 —  2 -  1 д/  
— . Демак §гас1 / = — « + — / .  б)  —
3 6 6 дх

1 + | Л | 3 У .V2 +  у 2 ’ <3-*



у0 д] 1 / _х\ х  д/ (х0, >'о)

+  у1 ’ ду ( +  ^_ х ^  \  у 2/  л 2 +  у 2 ’ йу

х о „ —» , ,  , Уо -!■ хо
Демак, %гаА/(х0, Уо) = —--------~ 1 — ---- -------=

*о +  Уо -«о +  Уо *о +  Уо

_  88_ а) б 7 + 4 ; ;  б) 2 (у о 7 + * о 7 ) . 89. Бу лолда косила
*о +  Уо

йг дг йх дг йу ...
—  =  —  • —  +- — • — формула бупича топилади. Шунинг учун 
<И дх йС ду й(
дг дг йх йу дг дг йх
— , — , — , —  ларни топамиз: —  =  2х +  у2, — =  2ху, —  = 2е , 
йх ду й( й1 дк ду й1
йу йг .
—  =  соз I. Демак, —  =  (2х +  у3) • 2 • е2‘ +  2ху • соз I, х  ва у лар- 
И  й1

ни урнига кийматларини куйсак: —  =  2 (2е21 +  з т 2 () • е2‘ + 2 -е2 X

йг
X  зш  ( • соз I =  е21 (4е2‘ +  2 з т 21 +  з т  2(). 90. —  =ЛЬ

3 — 12^2 а* дг дг йу
=  — , — = = - .  91. Бу х,олда —  =  —  +  ~  • Т"

■ /1  — 9 2̂ +  24^ — \Ый йх дх ду йк
дг

мула буйича топилади: —  =Ох _ / х "4“ 1 \*
1 +

( х +  1\2
V у )

V у >х

1 у дг 1
---------“  X

\ у I

х Р  + 1У -  1 __х+—___  ^
I у ) у у2 +  (■*+ I )2 \  у 2 /  у2 +(* + \)2' йх  

У2
X  ((1 +  х ) - у  =  е('+*) • 2 (1  +  х). То^илганларни формулага цуйсак: 

йг у х  +  1

йх у2 + ( х + \ ) 2 у 2 + ( х + 1)2
• е11+х)г - 2 ( 1 +  х)

у — 2 (1  +  х )2 • е^~^х)2 ^
=  —------------------------------------- . Энди у нинг урнига киимати е>  ̂ ’

у2 +  ( х + 1)2

йг — 2 (1 +  х)2 • 1 — 2 (1 +  х)2
кицуисак,^ (й(1+-г)!)а +  (1 +  л)а +  (1 + ()аХ

х , № 1 - . эг, ^ , . . « - ' + = > е _ < 9з, Бу ерда
йх ех ди дх ди

1 7 - 6 4 9 0  257



дг ду дг у
+  — • — формула буйича топиллди: — =  2х + -------------- =  2х 4 -

ду да дх 2 /  х у

1 .  /  У дг х  1 -I /  х  дх  ду
+  — • 1/  — , — =  ----- —  =  — у  — , —  =  1, — =  1. 1опилгаи-

2 '  х  ду 2 у  х у  2 ' у  ди да

дг [ 1 “ж / ~  у \  1 1 /  А'
ларн.и формулага куйсак: — =  2 * +  — у  — I ■ 1 +  —■ у  —  X

он  ̂  ̂ х  / У

X 1 =  2х  +  М | /  —  +  V  —  ) = 2 (и +  о) ( ] / '2 ч р х  г V / 2 \ г /

у ^ ) .  э
'  а — I)/

2 '  * х  У ' 2 \  г  и  V

д г  д г  д х  дг  ду  дх
+  У -------- I. Энди — =  — -------- 1- — • — "и топампз: — =

д у  д х  д у  <}\> д у  : V

ду дг  1 ( ш /  и — V ; и +  у  \ г) г
— =  — 1, —  =  2 (а  +  V) +  — | /  —  — ) — —  94. -  
ду ду 2 г и -г- V * а — у /  он

а  3 а 1 д г  и'-
X  —  • 1п (За — 2у ) +  ------ --------- 7 — ; Т  “  ~  2 ' — , !п (•■*«—2^) —

у 3 у'-1 (За — 2 у ) ду  V3
' 2а3 д г  г) г д х  г)х д у  ду —  . 95. Аввал — , — , — , — , — , — ларнп то-

V3 (За — 2у ) д х  ду  да ду  да ду
д г  дг  д х  д х

памиз: — =  2ху  — у2 — =  х -  — 2х у, — =  соз  ч, — =  — а  зш  у,  
д х  ду  ди ду

ду ду
— =  з т  у,  —■ =  а соз у. Топилганлчрни ф ормулага ^упеак, (93-ми-  
да ди

дг
солга ^аранг): — =  (2х у  — у 2) соз  V +  ( х 3 — 2х у )  • зш  у  =  (2 • и 3 X  

да
X  СОЗ V ■ 31П V —• М3 31п3 У) ■ СОЗ У +  (И3 СОЗ3 V — 2« 3 СОЗ V ■ 3111 У) X
X  з т  у  =  2а3 со з3 у ■ з т  V —  и? з 1п- у  со з  у +  а- со з3 у  з т  у  — 2а 3 X
X  СОЗ V ЗШ3 У =  Зи2 • СОЗ3 У ■ 3111 V — 3Ц2 • 31П3 У ■ соз у  =  За2 соз У X

3 дг
X  з т  V (соз V — з т  у)  =  — и2 з!п 2у  ( с о з  V — з 1п у),  — =  (2х у —

— Я  (— а з т  у ) +  ( х 2 — 2ху) ■ и соз у  =  — (2ц2 соз V ■ з т  у — и3 X  
X  зIп- у) ■ и ■ з т  у  +  (й2 соз3 у  -  2гг3 соз у  • зш у ) • а  соя у ' =  и 3 X
Х (  СОЗ3 У +  81П3 У — 2 СОЗ У • 3111 V (СОЗ У +  ЗШ V)) =  и3 ((СОЯ У +  
+  3111 У) (СОЗ3 У — СОЗ V ■ 3111 V +  8П13 У) —  2 СОЗ V ■ 3111 У (СОЗ У +
+  31П г»)) =  а 3 (соз у +  з т  у)  ■ (1 — 3 соз у • з т  V) =  я3 (соз у +

/ ^ \ д г  . , 2 ,̂2
+  з т  у) • [ 1 — — з т  2у  . 96. — =  2а ( (1  +  и3 +  V-) е  ̂ +  (1 +  

\ 2 > да

+  Ц 2 _  рз) *«*-*») =  2у ((1  -  Й2) еи̂  +  (« 2 -  » 2 -  1) еа'+*).
ду

а.у р X
97. Ошкормас функциянинг з^осиласи — =  — —— формула буничаЛ г р

у
топилади. Ьу ерда /• (л:, у) =  х 3 +  у3 — Зху . Рх =  Зх2 — Зу =  3 X  
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, а у  з (х 2 — у)
X  (х2 — У). Гу = 3у2- 3 х ^ 3 ( у 2~ х )  Деиак, —  =

<У -  Х1) >' 98. ^  99. /(-V. у) =у2 _  х у~ — х йх *(1 — у 1)

, г' р' 1 аУ Р* Уху -  1п у, Гх = у, Р = х  —— .х у у ' с1х р '  1 ху-
у х —-  —

У У

_  — У— . юо, —  =  — У——. 101. Р (х, у) =  хеу +  уех — еху, р '  =
1 — ху Лх у — 1

= гу уех__еку.у' р ' ^  Хеу^гех —еху ■ х. Топилганларни формула-

ау Р'х еу +  Уех - е х у - у  уеху- е у- у е х
га куйсак, —  =  — — т — ----- - ---------- =  —  * т  •

с(х Ру хеу е — е у ■х  хеу+ех—х е у
с1у ех — у̂ 1

102. —  = ------------------- . ЮЗ. Бу ерда хусусий х;осилалар
Ах 2ху — соз у

удг Рх дг ?• 
дх р'г ’ ду р'г

. 104.

105. Р (х, у, г) =  г 3 +  3хуг  — а3, Гх =

формулалар буйича топилади. Р (х, у, г) = х 2 + г 2 —  2Х + х у 1 —  \ 

деб олсак: р'х =  2х — г  +  у ‘, р'у =  4дгуз, р'г =  2г -  х. Булардан 

дг 2х — г  +  у 1 2х — г +  у 4 дг 4ху3 4ху3
дх 2г — х  х  — 2г ду 2г — х  х  — 2г
дг с'-х дг с2 у
дх а2г ’ ду Ь2г

,  дг Рх
=  Ъуг, Р у =  Зхг, Рг =  Зг2 +  Зху. Булардан —  =  — — - =

■̂г
Зуг уг дг ^у Зхг

~  _  3 (г -1 +  ху) ~  г2 +  ху ’ ду р'г 3{г2+ ху)
хг  , дг у г дг хг ,

. 103. — =  —^ ------- , -  =  — ------ — . 107, =  1 +
г2 +  ху ' дх ег — ху ду ег — ху

у (х -  у) -  ху  • 1 =  1 ух. -  у2 -  ху ^  1 _  у'! ^
(х -  у)2 (х -  у )2 {х -  у )2 ‘ '

у- /  (у 2)*  • (*  -  у)* -  у 2 • ( ( * -  у )2) л-
=  1 - (х - у )3 !х ( х - у У

-  У2 - ‘2 ( х -  у) =  2у2 г .  =  ( 1 _  У2 -  

( х  —  у ) 1 ' (х  — у )3 ’ ^  I ( * - у )2 /у

((у2) ;- ( -^ -У )2- У 2((^ -У )2) у)
~ ~ ~  (х -  У)4
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_  2у 1 >■ -  -  у- • 2 (х  — у) ■ (— 1) _  _  2 у (х —у ) ( х - у + у )

( х - у  у  ~  ( х - у У
2ху ___2лу___  ̂ х  (-с — у)  — х у  ( — 1)

(х  — у) 3 ( у - х ) 3 ' ^  +  (ЛГ — уУ
л'2— л:у +  -*•>’ х- „ I х3 V  .

+  ( х  -  у) 2 “  +  ' ( х - у Г  г **■ =  I 1 +  1 ^ у у ) х  ' 
2 х  ( х  — у)3 — X - • 2 ( х  — у) 2 х  ( х  — у) ( х  — у — х)

( х - у У  ( х — уУ
2 х у  2х у  „ (  х 2

у> ’ гу2 =  ( ""( х - у У  ( у - х  у ’ у \ (х  — у )2 /у
■ А'2 • 2 ( х  — у) • (— 1) 2 х 2 „ „ .

108. г . ,  =  г „2 =  0 , г ,„  =
( х - у ) 4 ( х - у р -

еу . 109. <'х =  у1пх • 1п у . (1п х)^  =  у1"* • 1п у ) - *• у Л
X л

= ( V "-1 ■ 1п у . =  (у 1пх)'х • Ш у ■ -  +  у1™ • ( |п  у ■ -  V =  у,п* х
\ X / х X \ / X

1 1 / 1 ' 1
X 1п У ■ — • 1п у • — +  у'“  ■ 1п у • ( — —) =  — . у 1пх .]п >’■ (1 пу— 1);

х х  \  х 2/  х 3

, ; у =  ( у > -  . !„ у . 1  ^  =  ( у - ) ;  . 1п у . ±  +  у ' -  • (ш  у . 1  ) '  =

=  1п х  ■ у1™ -1  • 1п у • — +  у1пх • — • у 1"-1' - 1 . (]п х  • 1пу +
X у X X

+  1); гу = 1пх-  у 1" ^ 1; г'ух =  -  ■ у 'пх~'  +  1п х • у 1™ " 1 • 1п у X

X —■ =  — у1пх~ 1 - ( 1п х  • 1п у +  1); / а =  1п х  • (1п х  — 1) • у 10* - 2 , 
х х  ^

110. =  г" = г" =  г", =  -  —  _ 1 ------  111. =
9 У  (■* +  У)5

2х  » 2 соз2 (х 2 +  у2) — 2 х  • 2 соз (х 2 +  У2) X
__ . — ^  2 == ~ ' ' —» 

соз2 (х 2 +  у2) соз4 (х 2 +  у2)
X ( — з 1п (х 2 +  у2)) • 2х  соз (х 2 +  у2)(2соз (х 3 +  у 2) +  8х 2 X

-   - >

соз1 (х 2 +  У2) СОЗ4 (х 3 +  у 3)
X 3111 (х 3 +  у2)) 2 соз (х 2 +  у2) +  8х 3 з т  (х 3 +  у2)

соз4 (X2 +  у2) соз3 (х 3 +  у3) ’ ху
’1х ■ 2 соз (х 3 +  у3) ■ ( — 3111 (х 2 +  у2)) • 2 у 8х у  з т  (х 3 +  у2) 

соз4 (х 2 +  у2) соз3 (х 2 +  у2)
2у „ 2соз2 (х 3 +  у2) — 2у • 2 • соз ( х ’+ у 2)Х

г„. —
у с о з 2 (х 3 +  у2) ’ у ' с о з 4 (х 2 +  у2)

X ( — 3111 (X3 +  V2)) • 2у _  соз  (X2 +  у2) • (2 соз  (X2 +  у 2) +  

с о з1 (х 3 +  у 2) соз4 (х 3 +  у 2)
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+  8у2 81п (х 2 4- у2)) 2 сов (х 2 +  У2) +  8у2 • з1п {х 2 +  у2) 

соз4 (х 2 +  у2) соз3 ( х г +  у 2) ’ 2ух
„ „ * 4ху +  2у2= г г., эканини текшириб куринг. 112. г г, = ------------------------------ .ху х (2д:2 +  2ху +  у2)2 >

п у 2 — 2дг2 „ 2х'> +  2д:у
2  ___________ 1.________________________  . у ______________________ !________ .__________ 1 |  О  -  ___

гху ух (2х 2 +  Ьху +  у2)2 ’ у1 (2х2 +  2ху  +  у2)2 ■

=  х 2У, г'х =  2у • х 2у- \  гХ1 =  Чу (2у -  1) х ,у~ 2\ г"ху =  ‘2х2у~ 1 +ЧуХ 

X  х 9у_1 • 1п *  • 2 =  2 • дг̂ - 1 • (1 +  Чу 1п х); г'у =  х ^  • 1п х  ■ 2; 

•гу = х 2У ■ 1п х  • 2 • 1п дг • 2  =  4 1п2 д: ■ х2У\ г"ух = Чх2у~ 1 (1 + 2 у  1п х ) 

эканини текшириб куринг. 114. =  ех (соз у +  х  з!п у  +  2 з!п у); 

гху =  гух =  ех • (соз у +  х  соз у — з т  у); г" 2 =  — ех  • (д: з т  у 4 - 

4 - соз у). 115. и ^ е хуг, и'х =  ехуг • уг. м" 2 =  ехуг ■ у 2г 2; а'ху =  

(еху2)'у ■ уг +  еху*- ( у л ) ,  =  ехуг ■ х у г2 +  ехуг ■ г  =  ехуг X  

X г  (хуг  4- 1); ихг =  (ехуг)'г • у г  4- е*** ■ (уг)'г =  ■ * у 2г  4 - 

4- ехуг • у =  е'’гу,г: • у (.хуг 4 - 1). Текшириб куриш мумкин: иу, — 

«= ехуг • д:2г2; =  ехух ■ х ‘у \  иху =  иух =  е'гуг • г  • (хуг  4- 1). 

а"гх =  =  ^ уг • У (л>’г +  муг =  мгу =  • -К (* у г  4- 1). 116. 

и", =  2 соз (л:2 4- У2 +  22) — 4 х 2 • з!п (х2 4- У2 +  г2); и'ху =  и"^ =

— 4*у  соз (х2 4- у 2 4- г2); и" г =  мгдг =  4 х г  ’ с05 +  У2 +  г2)1 иуг=  

=  и”у =  4уг • соз (* 2 4- у 2 4- г 2); и" 2 =  2 соз (* 2 4- У2 +  г 2) — 4у2 X  

X  з!п (д:2 4- У2 4- ^2); “ га =  2  008 +  У2 +  г2) ~  4 г2 1 81п +  У2 +  

4- г 2). 117 ./! ,. (х, у) =  Зд:2 4- бдгу 4- 12уЗ, /" а (л:, у) =  бд: 4- 6у; /*  уХ  

X  (х, у) =  6х 4- 36у2; / '  (* , У) =  Зд:2 4- Зблгу2; / ' ,  (х, у) =  7 2 ^ ,  

Демак, / ' а (0, 1) -  6 • 0 +  6 • 1 = 6 ;  / ^ ( 0 ,  1) =  6 ; (— 1; 1) =  

_  6 • ( -  1) 4- 36 ■ 1а «= 30; / у, (2, 0) =  72 • 2 • 0 =  0; / ' ,  (2, 0) =  0.

118. / А \ ,  1 ) - 6 ;  / х у (\, Ч) =  36. 119. ^  =  Зд:2 4- У2 -  5уз, 

• ^ 4 "  =  (Зл;2 +  У2 — 5У3)у =  2у — 15у2; ^  =  2л:у — 15-су2 4-  5 у ‘; 
дх ду у ду 
д2г  , д2г д2г

■--------=  (2ху  — 15дсу2 4- 5у4) ,  =  2у — 15у2. Демак, - — — =
дудх х дхду дудх

дг
121. —  = е у -соз (д:у) 4 - хеу-(— З1'п (д:у)-у) =  еу (соз (ду) — ху  з т  X  

дх 
д2г 

X  (ху)); =  еу (соз (ху) — ху  з т  (ху)) 4- еу (— з!п (д:у) • х  —
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— х  з 1п (лгу) — ху  соз {ху) • х)  =  е* ((1 -  х 2у) соз (ху) — Х (у + 2 )Х
дг

X  з!п (ху)). — =  л еУ со з(* у ) +  хе?(—з!п (лгу)-лг) = еУ —(лг-соз(лгу)— 

даг
— х 2 з!п (ху)), =  е у (соз (ху) — лг • з!п (х у ) • у  — 2х -5т ( * у ) —

— х 2 • соз (ху) ■ у) =  еУ ((1 — х 2у) соз (лгу) — лг (у +  2) з т  (х у ), Де-
й2лг й2лг д2х  д-2 дг

мак, - — — =  — — . 123. Аввало, — , —  ларни топамиз: — =ех х  
дхду дудх дх2 ду2 дх

д2г дг д2г
X соз у, —  =  е • соз у; — =  е • (— з!п у) =  — е* • з!п у, —  =

= — ех • соз у. Топилганларга биноан, ■—  +  =  ех • соз V —
дх2 ду3

х д2г д2г
— е • соз у =  0. Демак, —— +  —  =  0 тенглик исботланди. 125.

дх2 ду2
х 2+ У 2 +  г2 =*2г тенгликдан х буйича косила оламиз. Бунда у ни 
доимий, 2 ни эса лг нинг функцияси деб цараймиз. Бу вактда 2х+

+  2г • г'х — 2г'х  б^лади. Бундан г'х  =  -̂-----  булади. Бу тенгликдан

1 - ( 1 - г ) - х - ( \ - г ) х
яна х  буйича х,осила оламиз: гх2 = --------------—------- —-------------=

1 г х  • гх ' а
(1 -  г)*

х
1 — г  +  х

; гх нинг урнига кииматини цуисак, гхг -

1 - г  1 -  2г +  гз +  х 2 
= -------- --------- ;---------- =  -------------------  келиб читали. 126.

( 1 - 2)2 ( I - * ) 3
36г2у2 (2лг — 1)

гх — —  ■ — -------. 127. 2- тартибли дифференциал б?г =у (1 — 4.2’3)з
д2г д2г д2г

=  — 2 • йх2 +  2 -—— ■ с1х йу +  ~  • йу2 формула буйича топилар

дг д2г д2г дг
эди: —  =  у 2 — 2ху; —  =  — 2у; -------=  2у  — 2х; — =  2ху — х 2;

дх  длг2 дх ду ду
д2г
—  =  2л\ Топияганларни формулага ц^йсак, й2г  =  — 2уйх2 +  2 X

X (2у — 2х) йхйу  +  2лгй?у2 =  — 2уйх2 +  4 (у  — лг) йх йу +  2хйу2.
2 дг

123. й*г— -------------- • (лгйу2 +  (х  — у) йх йу — уйх2). 129. —  =
(лг +  у )2 <5лг

1 д2г 1 д2г 1 д_г _  __ 1_

х — у ’ дх2 (х — у )2 ’ дхду (х  — у )2 ’ ду х — у’
0̂ 2 1
—  ——---------- . Гопилганларни формулага куйсак (127- мисолга т-

{ х - у ?
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с!х2 й х й  у й у 2
ргнг),  IРг =  — --------------- +  2 • ----------- :-------------------------- ----

(ЛГ — у)- (X — у У2 ( X — у ,2
( / л 2 - 1  2 • Й.У • с1у +  <1 У2 /  Й *  — (./V \ 2 „ , „а

=  -- ----------- :------------------— — —  =  -  I -------------— I . 130. й2г  =  е"+у X
{X -  у)- \  X -  у  I

. „ аг 2х
X  (■•'Х‘- +  4хйх йу  -}- ^ (1 “I- 2у) (1у‘). 131

ох 2(х'2 4  у 2)2
— х  ■ 2 (л'2 4 - у 2) ■ 2х

( х 2 +  у 2)2 дх2 (.г2 +  у 2)*
(У2 4- у-)  (д;2 4- у2 — 4л:2) у- — 3<с- Злг2 — у 2 д2г

(.Г-' +  у -’) 1 { у2 4 - у 2)3 (.у2 +  у 2)3 ох ду
— х  ■ 2 ( х 2 +  у 2) • 2у 4л'у йг 2у

(,у2 -г  у 2)4 ( х 2 +  у 2)3’ ду  2 ( х 2 +  у 2)2
=  У <>^г____ ( у 2 +  у 2!2 — у  • 2 ( х ‘2 +  у 2) • 2у _

(Х 2 +  у 2)2’ о у 2 (л:- +  >’2)4
{х 2 +  у 2) . (х~ -у- у 2 — 4 у 2 ) З у 2 — х'2

{Х‘ +  у 2)4 ( х2 +  у 2)3'
Тспилганларни ф орм у-

(Зл-2 — у 2) с(х2 +  8л-у Л х (IV +  (Зу 2 — х'2) йу2 , 
лага куйсак, й2г  = -----------— ----------------•------------------—------------------. 132.

{,2 4-

IРг  = 2 51(1 2у ■ (1х йу 2х • соз 2у • й у2. 133. и'х = соз  (х  +  у +  г), 

их* =  — 5111 (х +  у  4- г), ах =  — в!п (х +  у +  г), а'х г  =  — зш  х  4- 

4 - у  +  г); и'у =  соз (х +  у +  г-), а \ ,  =  — з!» ( а- +  у  4- г); и',2 =  

=  — 5Ш (ж 4- у  4- г);  иг — соз :х +• у  -Ь г),  и’га =  — 51П ( х  4- у 4- г). 
Уч аргументли функция учун 2- тартибчи дифференциал <Ри =  

о л.а й *2 4- иуз • (1у2 + иг, й г’2 4- 2и*„ йа' • й у  +  2а ” 2 й * й г  +  2и .̂г йу X 
X  й* формула буйнча топилали, шунинг учун сС2и — — %\п (х-\- 
4 - у +  г) {йх2 4- йу2 4- сIг2 ■2\-2йх йу +  2 йх йг 4- 2 йу йг) =  — я!п X

йх  4 - йу -г аг \ 2
X Сх  4- у 4- г) ■ (й у  +  йу 4- йг)2. 134. й'2а = ■

г35. =  е, + , , 1* = е, +У> =  ^  =  ^  = в, +у........^  =
дх  ду д х 2 дх ду ду2 ' дхп
дп2 дп2 ,

~ у _ |  . =  . .  • =  ~  =  ех+у. Булардан: йг  =  ех+уйх + ех+уХ 
ах о у  дуп

X  йу  =  ех^ у ■ (йх  +  йу),  й^г — (гл'+ :У ■ йх'2 4- 2ех+у • й х  йу  4 - е*+у Х  

X  йу'2 =  ех+у  • ( йх  4- й у )2, й3г  =  еж+у • й х 3 4- З е * ^  • й а 2 • й у  4-  

+  Зелг+У й х  ■ й у 2 4- ех+у ■ й у 3 =  ех+у (йх  4- й у )3. Эйди математик  

гндукция методига асосан й к~ хг  =  ех+у (йх  4- й у )* - 1  д е б  олиб,  

а^г  =  ех+11 • (йл: 4- &у)к эканини келтириб чикарамиз. Ха^икаган,  

Лкг  =  й (а*  ' V )  =  а (ех +у (йх  4- й у )* - 1 ) =  (ах  4- й у )*- 1  йех+у  =
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— (Ах +  Ау)к 1 • ех+у • (Ах +  Ау) =» ех+у • (Ах +  Ау ,* (Ах +  А
доимий булганлнги учун А (ех+у (Ах +  Ау)к ')  =  (йх +  Ау)к
X Асх+У деб  олдик). Демак, математик индукция методига биноан

ихтиёрий п учун Апг — ех^ у (йх +  Ау)п. 136. А3г = ех+у ((3 + х ) Х
х3

X Ах3 +  3 (2  +  х)Ах*Ау  +  3 (1  +  х)АхАу* + хАуЗ). 137. —  +

у2 2̂
+  —  +  — = 1  тенгликни айнияг деб  караб, чап ва унг томон- 

й2 с3
/ х 2 у 3 г 3 V

ларининг тула дифференциалларини топамиз: (^ 7 +  63 + с3 /  ^

х ^ + ^ + ё - + % й,> ^  (Бу ерД1
2х

карал; т ё т г а н  х,амма \осилалар — хусусий ^осилалардир.) —  X

2 у 2г СЧ х  у \
X  Ах +■ Ау +  — Аг =  0. Бундан, Аг =  — —  I —  Ах +  —  Ау I

( с% [ х
— —  I —  (1х 4-

+  ^ у ) У  ^  +  ( - т ( ^ ах +  ^ ау)) '  аУ + ( - т ( 5 ах +№ ] )х \  2 V а2 й3 ] /у \ г  \а2
V \  \ г С̂  С2 (  X  У \

+  —  Ау I Аг =» — —  Ахг --------- Ау'- +  —  —  Ах +  —  Ау) Аг. Аг
т  63 у) ) г а'2г №г * г3 \ а 2 *2 /

с3 с3
нинг кийматини куйсак, у *олда <йг =  — —  й х3 — —— Ауг +

а1г  о2 г

+ 2;
С2 X у \  с3 X у , \ \  с3 с3
— —  Ах + — Ау — — —Ах + —Ау =  — '— Ах3 — —  Ау- — 
.г2 \ а 3 6г /V г \ а 3 6 2 ) /  а2 г Ь-г

Л .  (х2 , 2*у , У2 ,.,Л  с±  /_ Ё _  .,2<1*:2 +  —  </.Ыу -{- — <5?у2 =  — — ( —-—  Ах2 +  
г 3 \ а 4 а 363 й4 /  гз > а 2с3

г2 ж2 2л-у у2 \  с4 Ц г 2 х 1 \
-)------- Ау'1 +  —  й х 2 +  —  Ах Ау +  —  Ау3 ------------— +  —  X

63с2 а 4 а г62 А4 /  г-* \ \  с"1 а 2 /
й х 2 2ху (г2 у~\ Ау‘\ л

х  *У + (-?  +  Т*)~ь*)' 133• й22 =
2г(л:у:,йл:3 +  (х 3у2 4- 2 х у г г — г4) Ах Ау + х 3у Ау'-) <пп« — . 1иУ, 2 „ =■

(г2 — х у )3
1 1 /. 1 , 1 ,

л :+ у  •* (-« +  У)3 у (л: +  У)2 у х  +  у у
1 , , Ах +  Ду „

,., Аг =  г ,  • Ддг +  г. ,  Ду =  -------------- , А'2г =  г  , Xл -У 1" -I— V л(X +  У)3 х У X +  у
Д>с3 Дл:^у

X  Дх3 +■ 2 • г  • Дх ■ Ду 4- г  , • Ду2 --------------------------2 -----------------
ху У (X +  у )2 (X +  у )2

264



Дуз д^2 4 . 2 . Ах ■ Ду + Ау2 /Ах + Ау\*. -----  — --------- То-/Ах + Ау V
(х  +  У)3 (х +  у)3 \ х + у I

Ах + Ду , 1 ( / Дх  +  Ду\3\ „  Ах +  Ду 1

+  а  Г Г Т П П / +  / ? , - ~ 7  "

пилганларни формулага кунсак: Аг =  йг +  —  &г +  /?а ■

*  +  у ' 2! V V ■* +  У /  ' ' х + у ~  2 *
х ( ) % . 140. Дг = ^ М у. _  1 ^ + ^ 1 +  *  141<

\ х + У I ( х - у  )2 {Х— у)1

гх=ехуу, / х*=ехУ.у\ гху~ехуху-\-еху =еху(ху+\)-, г\*=е**'X, г‘у, -  

=  еху ■ х2. Лг =  еху • уА* +  еху ■ х\у =  еху (у Ах + хАу), й2г  =»
— ехуу2Ах3 + 2еху(ху -+- 1) ДхДу +  ехух2Ау: =  е*у (у-Дх- + 2 (лгу +

+  1) Дл-Ду +  х2Ау2). Демак, Дг =  йг-}--^ й3г +  Л1, =  еху(уАх +

+  * ЛУ) +  (У2 Ах2 +  2 (ху +  1) ЛхДу +л:3лу3) +  /?3 =  еху(у1Ах+

У2 х'2 \ Ах 4- Л у
+ хАу + — Ах2 (ху + 1) ДлгДу + — Ду3|+ Я 2. 142, Дг

2 2 ) 2 у х+у
(Ах +  Ау)2

— —------------- - -  +  /?2« 143. Сирг тенгламасини г  — ху  =* О
°(Х + У) ь X + У

куринишда ёзиб олайлик. Энди уринма текислик ва нормалнинг 
тенгламасини тузиш учун хусусий ^осилаларнинг цийматларини 
топишимиз керак. Р(х, у, г) — г — ху деб олсак, Р*х {х, у, г) =«

----- у, (х, у, г) =  — х ,  / • ' ( * ,  у, г) =  1. Булардан /^ ( 0 ,  0, 0 ) =

=  0, Ру (0, 0 : 0) =  0, /^ (0 ,  0 0) =  1. Топилганларнм форм улага 

куйсак: 0 • (х — 0; +  0 • (у — 0) +  1 ■ (г — 0) =  0, г =  0 уринма
х  — 0 у — 0 г - 1

текислик тенгламасига эга буламиз.
0 0 1

X  у г
— =  — =  — нормалнинг тенгламаси. 144. г =  2х + 2у +  2—урин-

х  — 1 у — 1 г — 2
ма текислик тенгламаси. ---- —  =  — — - — — |—  -- нормалнинг

тенгламаси. 145. Р (х , у, г) =  (г2 — ха) хуг. — уь — 5 ёки Р (х, у,

г) =  хуг3 — х3уг — у5 — 5. Бу *олда р'х (х, у, г) =  уг" — З х2уг,

Ру (л, у, г) =  Х ’.ъ — х3г — 5у>, Рг(х, у, г ) =  Ъхуг'2 — хъу. Хосила- 

ларнинг (1, 1, 2) нуктадаги киймагларини топамиз: ^ ( 1 ,  1, 2) =  

=  2, /'у (1, 1, 2 ) = 1 , / г4 (1, 1, 2) = 1 1 .  Топилганларни формулага 

г^уйсак: 2 • (л: — 1) +  1 • (у — 1) +  11 • (г — 2) =  0 ёки 2к +  у +
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х  —  1 V — 1

+  1 1 г — 25 *= 0 — уринма текислик тенг/амгси,  ^ |  =

=  —— — — нормаль тенгламаси. 148. д: +  11у +  5г — 18 =  0 —
11 1

х  _  1 у — 2 г + \ 
уршша текислик, — —̂  =  — ~  — — нормаль тенгламаси.

147. /• (х, у, * ) - 4  +  V х- у- - ±'2 — х у — г, *осилаларни

топсак. Г' ;х, у, г) — — =  :- = = = = -  — 1, Ру (х, у, г) =
* у х.-. _|_ у- +  г2 •>

=  —= = 4 = = ^  -  1, р ' ( х ,  у, г) =  1. Булар-
}  л* +  у- +  га V х- +  у- +  -г*

дан, р'х (2, 3, 6) =  — Р'у -(2, 3, 6) =  — - ,  !-г (2, 3, о) =  — —•

5 4
Топилганларни формулага кз^йсак, — — ■ (х — 2) — — (у — 3) —

_  — (х — 6) =  0 ёки 5х +  4у +  г — 28 =  0 — уринма текислик
7

х — 2 у — 3 г — 6 ,
тенгламаси. ------- — ---------=  —---------- нормаль тенгламаси. 148.

5 4 1
X — 2 у — 1 г 

х +  2у — 4 =  0 — урннма текислик — —̂  =  — -—  =  ~  — нор­

маль тенгламаси. 14Э. Аввало, стационар нуцталарни тог.амиз. Бу- 
ниш учун иккала >;осилани топиб улгрпи нолга тенглаб, система- 
ни ечамиз;

г'=2>  — 2х — у ГЗ — 2 л — у =  0
гу =  6 — х  +  2у; ( 6 — х  + ‘2у =  0.

12 У „ ,12 9 \
Системапичг ечими х  =  — у — — — бу.*ади. Лемак, —, — г ) —

5 о ' о о ■
стационар нуцта. Энди иккинчи тартпбли ,\оснлалар ва уларнинг 
стационар нуцтадаги киймагларини юпа.миз. = —2, гху — — 1,

*у2 =  2, А =  — 2, В =  — 1, С =  2. Бундам А =  А-С—Вг =  (— 2 )Х
X  2 — ( — 1 2 =  — 5, А =  — 5 <  0 булганн учун функция экстре- 
мумга эга =мас. 'п0. (0, 0) нуцтада млксим/мга эга

151.

I '̂ г
(ж +  у2 +  г)

г » - е *2у,

— е 2 (х +  уг +  2) =  0

2у =  0.

Г х  +  у2 +  2 =  0 р
Бу система | системага тенг кучли. Бу система-

Ь  -  0
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нинг ечнмн х  = — 2, у =» 0 булада Делак, (— 2, 0) — стационар 
нуцта. Энди иккинчи тартибли хусусий ^осилаларни па ула нинг 
стационар пу^тадаги кинматларини топаыиз:

1 — 5- —
гх‘ — ~  е2 (аЧ-У2+ 4 ) ,  г^ у= в " У .

-4= г; а{ - 2 , 0 )  =  В  — г ' у( —2,0) =  0, С = = г ; , - 2 ,  0) -  2е~К

е~ * 1 _2
Бундан Д =  А- С — В'1 =  ——  •2е — 0 =  е , Д >  О Ду л! а ни учун

( — 2,0) да функция экстремумга эга. Л > 0  булгани учун ( —2 ,0 )  
да функция мннимумга эга. 152. Экстремум йук;. 153.

г =  2х — у -|- 3, ( 2х — у 4- 3 =  0, 4 1
,  ̂ лг =  — —, у =  — —сис-

2у=  - л : + 2 у  - 2 ,  ( -  „V 4  2у -  2 =  0. 3 3

/ 4 1 ,

теманинг ечими, шуннаг учун ! — —, — стационар нук;та.
\ 3 3 '

г * » = 2 ,  — 1, =  2. Бундан ,4=2, 8  =  —1, С = 2 ,  Л =2 -2  +-1 =
/ 4 1 ,

=  5. Д =  5 >  0 ва / 4 > 0  булгани \чун I минимум нукта

154. Экстремум йук- 155. Бу ош,<ориас функция булгани учун 

Р х 4дг +  8? , Гу 4у_____У

 ̂ г-' 2г+8х —Г у /•’’ 2г-(-8х—1
1 г г

Стационар нуцталарни топиш учун

4х +  8?
------------ = 0 ,
2г + 8лг- '  | 4 г  +  8 г - 0 .

4у ёки | 4у =  О,
2^ 4 8 »; —1 [ 2х34-2у34-г2-1-8кг— г-|-8=0

2х2+2у2-\- г*4- 8хг — г 4-8 =  О,

( 16 лсистемами ечампз. Системанинг ечимлари ( — 2, 0, 1) ва I —, О,

8\ 

т}

8 \---- ~1 булат,!!. Иккинчи тартибли хусусий лосилаларни топамиз:

. 4 +  Ягх) • (2* 4- 8 « -  1) -  (4 *  +  8г) ■ (2г'х +  8) 

(2г 4- Ьх — 1)“

8 ; у - (2 г+ 8 х  -  1) 4  (4 *  4- 8г)2-гу 

ху (2г4-8д: -  I)2 ‘

267



г у2 =  —

г  = 0 ,  гч =  0 булгани учун г 2

4(2г +  8 *  -  1) -  4у • 2г „ 

(2г+  8л- — 1)г

56г + 4
г ^ , . = 0 ,  г.,, 

(2 г + Ъ х -  I ) 2 ху у

2г +  &х — 1
булади. Аввал функциями (—2, О, 1) нуцтада

текширамиз. А — г * а(—2, 0, 1 ) =  — В =  гху( — 2, О, 1) =  О, С =
О

_ 4 4 4 16
- г ^ - 2 .  О, I ) - - -  Д = Л . С - В 2 = = - . - - 0  =  - ,  Д > 0 , Л > 0

15 5 15 7о
булгани учун (—2, 0; да функция минимумга эга Энди функция-

^ . в - о  . с - %
12321 11

П 6 8 \ни I —, 0 , ----—\ нуцтада текширамиз: А — —

/16 \ ,
Бундан Д > 0  ва Л < 0  булгани учун , 0 |да фу нкция максимумга

V  3эга. 156. , 0] нуктада максимумга эга. 157. Биринчидан,

1 1 ,"3 _  , -3 _  стационар нук;та эканини курсатамиз: 
у/~ 3 >/"3

гя =  2 *  +  у -  

г‘у - х  + 2 у - ± .

2х + у ■
1

1
х  +  2У ~ у*

О,

0.

3/ з  ’ 3/ з
бу системанннг ечими булади (текшириб 

стационар нуцта. Энди иккинчи/  1 1 куринг). Демак, ------ , ------
\  ' / 3  уЛ3

тартибли хусусий ^осилаларнинг ци.шатларини цисоблаймиз: 
2 2 . _  2

г х ‘  — 2  +  х3 • г ху  г уа 2 +  3- А  2  + 1

7 з

5 = 1 ,  С  =  2 +
1

" /3

Д =  Л -  С - В 2 =  8 . 8 - 1  =  63.

А >  0 ва А >  0 булгани учун 

26?

- М3,--’ В, -  / 
у 3 у  О /

да функция мини-



мумга эга. 159. 1) Аввало, функциянинг берилган содадаги критик 
нук;таларини топамиз:

х  =  О, у =  0. Демак, (0, 0) стационар нукта ва у со.\ага тегишли.
2) Функциянинг топилган пуцгадаги дийматинм топамиз: ^(О, 0)=0,.

3) Функциянинг ссданннг чегарасидаги энг кичик ва знг катта 
цийматларини топамиз: бу ерда соданинг чегараси х2 +  у2 =  4 ай- 
ланадан иборат. Бундан у2=  4 — х2 Буни берилган функиияга цуй- 
сак, г =  х 2 — (4 — х 2), г =  2х2 — 4. х 2 +  у2 =  4 анлана устияаги 
нунталар учун х ^ [~  2; 2]. Шунинг учун г =  2л:2 — 4 функция­
нинг [—2, 2) даги энг кичик ва элг катта цийматларини топамиз. 
а) Бунинг учун бу функциянинг критик нук;таларини топамиз: 
г' =  4х, 4х =  0, .* =  0. б) Функциянинг критик нуктадаги цинма- 
тини топамиз: г.л(0) =  4. в) Функциянинг кесманинг учларидаги 
цийматларини топамиз: г 3( — 2) =  2 • ( — 2)2 — 4 =  4, г.,(2) =  2-22—
— 4 =  4. 4) Гопилган г,, г3, г3, г1 кнйматларни гуплаймиз: |0;: 
—4 4) .  Демак, —4 функциянинг энг кичик циймати, 4 эса гнг 
катта киймати экан. 163 Энг катта циймати г «= 1 энг кичик кнй- 
мати г =  — 1. 161. 1) Функциянинг содадаги критик ну^таларинк! 
топамиз:

Системани ечсак, х =  — 1, у =  —1. Демак, ( — 1, —1) функциянинг 
критик (стационар) нуцтаси ва содага тегишли (бош^а критик 
нукталари йун). 2) Функциянинг стациснар нукталаги кийматини 
топамиз: *]( — 1, — 1) =  — ], ~~, =  —]. У) Функциянинг соданипг че­
гарасидаги знг кичик ва энг катта цийматларипи топамиз. Сода- 
нинг чегараси уч булакдан иборат булиб, бу булаклар турл 1 фор- 
мулалар билан берилганлиги учун функцияни дар бир булакда 
алодида-алодида текширамиз. а) Функцияни АО томонда текши- 
рамиз, унинг тенгламаси у =  0 булаан. Шу сабабли берилган 
функцияда у =  0 десак, г =  х2 +  х  куринишни олади, бу ерда 
х(^ [— 3 0]. Бу функциянинг критик нуктасинн тонамнч: г’=2х-\-\,

1 1
2х + 1 =  0, х =  — € I— 3; 0] булгани учун функциянинг

цияни кесманинг учларида текширамиз: г3(— 3) =  6, ^ (0 )  =  0. б) 
Функцияни ОВ томонда текширамиз. Унинг тенгламаси л =  0булганк 
учун, буни берилган ф у н к ц и я г а  ^уйсак, г = у 24-у бУлиб, у € | —3; 0].. 
Буни лам юцоридаги кабн текшириш мумкнн. Бу ерда дам у =■

1
■ даги кийматини Энди функ-
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=  — — да ^5 ---------, у — — 3 да =  6, у — 0 да г1 — О булади.
2 4

в) Энди функпияни Л В юмон.м текширамиз: униш тенглпмаси 
у~ — з _л  булгани учун * = - я 2-Н — 3 - х'г-х{— > — х) х -+- 3—х) 

ёки г.= 3х* 4- булади; лс$ {— 3; 0]. Критик ну^таза; ни топа-
3 [ 3 \ 3 

миз: г’ =  I х  +  9, ( х  +  9 =  0, х =  — —. г, — — =  — —,
2 \ ^ / 4

* „ (—3 )= 6 ,  г„уО) = 6 .  4) Топилган г,. г2, г3. гг,. г5, г», г 7. г„, г 10
I 1 3 !ки1!:,!атла1.ии тупла:!миз | — 1 , ----—, (>, 0, — —  ̂ Демак, — 1

фупкциянинг энг кичик цийчатн, 6 эса энг катта киймати. 162.
Эн г кнчпк киймати г — — 3, энг катта киймати 2 =  17. 1о> 1) 
Функциининг сохадаги стационар иуцталаршш топамнз:

\~х^ е~~х1~Г- 2х{-2х-~>у- +  2), , 2х { — 2х*—З у*+2) -  0,

\г^е-'х‘ -у\ 2у{ — 2х~— 3у* + 3), 1 2у(—2хг—3уг+3> — О,

Бу системапи ечсак, (0,0), (—1,0). (1,0), ( 0 , - 1 ) ,  (0, 1) ларнинг^ар 
бирч стационар нукта экаии келиб чикади ва буларнпн-" чар бири 
со?,ага тегишти. 2) Фупкциянинг стационао нуцталарлагн киймат-

2 2
лар-ини .\псоблан:.!1!з: ^.(О, 0 = 0, г ,(— 1, 0 ) — — , г,{(I, 0) =  — ;

й е
3 3

г , (0, — 1) =  — , 2,(0, 1) =  —. 3) Фупкциянинг со.\аиинг че1 араеида-
е ' е

ги эпг кичик ва энг кчтта кииматла ни ! топамиз. Со\анииг чо араси 
хг -|- у2 =  4 були<\ бундан 1 —у'; ни берилган функцияга цуйсак.
2 =  е ~ 4 -(8 +  у2) га эга бу. амиз, бу ерда у ^ [ — 2; 2], Бу ,\о :да 

8
г' =  е <2у, у = 0 ,  ге(0 ) =  — . Кесманинг учларида эса г7 ( — 2) =  

е^

12 12 12 
“ в- 4(8 + (- 2 )2) =  -  , г7 =  -  , г8(2) =  -  . 4) Топилган г1( г3, г8,

е1 г 1 е4
( 2 3 8 12)

г4, г5, гв, гь г8 кийматларни туплаймиз: {О, ~  , — ■ —■ —
( е е е4 е ‘

О
Демак, 0—функциянинг энг кичик киймати, — зса эн катта ций-

е

мати. 164. Энг кичик киймат г =  агс ( ( * (— 5), энг катта кпймат 
г =  агс1§7. 165. 2к <  хг +  у‘ < 2к +  1, к =  0, 1, 2. 3, .. 166. 

х  >  О,

2к <  у <  2к -\- 1, к ^2 .  167. х =  к, у =  к, к (- 2  т)гри чизицлар-
л:2 V2

нин; хар бир нучтасида узилади. 17!. а) 1 +  х  ■+• у + — +
'А 21

ху 2 х 2у х у :* хЛу х 2уг 
б) ХУ + +  —~  +  ••• 1 в) 1 +  ■* +  У +  К% +
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+  ху +  у2 +  .... Г) х*+У

1

и м  >|3г  и ч - у з)й 
3! -5!

+  . .. .  172. а) !
\2  ’

—| нуктада Максимумга эга г =\/Ге, б) (2, \̂ 2)’ ( — У 2 .+  2)

нукта арда г — 2 (максимум), ( —^ 2 ,  К 2), (У 2, — У 2) нукталарда 
г  =  — 2 (минимум). 173. У чала улчовлари бир хил узунлнкда бу-

л у  :б —

либ, —;—  1а теиг. 174. у 20.

XI !  Б О Б

2 I 2

1. |  йх |  хуйу =  [ хйх [  уЛу
о

Г х'-йх [ у2(/у 
о б 

2 _ 1

1 У3 Р

3 19
—. 2. —; 3.
4 2

4 ‘ М ?Ч(-т)
1

1 1
йу =

. 6. —. 7. |( (х + у) йхйу =  I (1х I (х + у)йу = 
6 4 —'  "о 0 1

2 *Г 3 || 1 , 3 %
х\ йу + ] уау =* х + —1{ =  |  (х  +• —) Ах =

| '(х  +  у)й'у

4- — X ’ о
1 1 *  || 0 ^ ' 2

4 л2 4 1 У2

2. 8. 40. 9. йу =  [ х 'Л с  =  60. 10. 64. П . ] 'й у ] ’ ат/х  =
2 0 2 б У

У‘ У"

Г хйх =  —  
у ■ У

Г
2

1 • 1 / у5
-  (У* — У3) Ау — ~г {~~~2 \ 5

V У

йх =  V7 у — 1

2 _  2 ~  2. :<> 4
Г у ( V у — О йу =  1 У '  йу — I уйу =  | — у  ̂
1 1 1 \ 5

4 |/ 4 — 19 
10

. 14. 4. 15. | хйх I (х  с2.у)йу
о 6

X | \ X1
=  2л-2 | — ! Ух'- йх =- --

о 1 ь а

-  +  2 I уйу =  (ху + у*)
о 5

56 V х. - ~ х- 4- / у 
16. — —. 17. ) йх \ ех йу =  | хйх ~ ех й [ - - 1 

5 О О (I 0 ' х >

| (х + 2у)йу =  

=  8.

е — !
; ~1Г  
1 1

. 18.
500 

15 "

1

. 1
(е — 1) ( хйх =  

б
УТ

19. | (  }(х, у)йхйу =  \ йх \ I (х, у) йу =
0 -Ух

6 1—х  С 7-у

=  1 йу \ ((х, у)с(х. 20. [ йх | /(х, у)йу =  I ау ( / (х, у) йх.
" 1 Щх 1 6/у— 1
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1 У х  1

21. [йх ] Н-Х, ')йу =  | < У Х
о X о

у 4 ЧУX

X  I ./(*, У)<1х. 22. С йх |  / ( * ,  
у2 О о

4 4
>')'Ъ’ =‘ \ЛУ ! А-*, У)йд:. 23.

4 у/2 2 4

I  йу [ /(х, у)Ах *=\йх [ /(дг,
О О 6 2х

1_ Уз^ГГ2 

у) йу. 24.  ̂ йх [ /(д:,
/ 2 *О

2

у)йу. 25. _[ йд: [ / (д : ,  у) йу +  [ йд: |  /  (лг, у) йу +

-л:Ч2
I

3 лг-2 -2  л2'3

1
1 1

4 2 2 /уЧТ г , -

+  Г йд: [ /(д:, у)йу. 26. ( йу [ /(д:, у)йх. 27. ] Ах  ̂ ](х
ч %-_•> !_■о .гЧггт ~1 ‘ я/я> - 2  _  - 2  - У р + Г  ___

1 / у 3 2 / 2 - у

у)йу =  |  йу |  /(д :,  у)йх + Г йу |  /  (х, у) йх (66-чиз- 
0 —Уу5 1 - / 2 ^ У

1 х2 1 у у  2

ма). 28.  ̂ йдс ^ /■ (х, у)йу =  ^  йу Г /(дс, у)йл\ 29. ( йдс X
О л:» 0 з'  О

У  У
2л- 2 у 4 2 1

х  ( 7  (* , У) йу =  с Ау С /  (д:, у) йд: + Г йу Г /(дг, у)йдг. 30. (йу X

Л О у/2 2 У/2 О

2— у 1 х  2 2 - х  1

X  ] /(ДС, у) й* =  |  йд: ( /(х, у )й у+  С йд: | Дх, у)йу. 3 1 .| й у Х

у 0 0 1 0  О

3-Л

3— 2у 1 дг» 3 2 1

X  I / ( х ,  у) йд: =  (й д : | / ( г ,  у)йу +  _[ й х  |  / ( * ,  у)йу. 32. |йд :Х
Уу- 0 0 1 0  О

ех  1 1  е 1п у

х  Г /(*■  .у )йу =  [ йу [ ■/(■*• у К *  +  \ йУ Г /(■*. у)***. 33-
_ »  ‘ 1 — 1п у 1 1

е л —е
2 4  4 V  у 2 3  6

Г йд: [ / ( * ,  у) й у =  \а У I  Дх, у)1х. 34. [йд:[/(д:, у)йу +  ]йд:Х
- 2  Л» 0 _уГ— О I 2

3 2 2г 2 2у+2 2

X  [ /(д:, у)йу. 35 ]йд: С / (л ,  у)йу. 36. [  й у |  /(дс, у)йх. 37. |йдс X  
дг/2 о л - 2  у-_б и

2
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УIX

X
У2х-х*

Xя

X |  уйу =  
-УТ 

з  ■*

Г ц х  у)Лу. 38. Гйх [ /(х, у)(1у. 39. [\х*уйх<1у =  \x2̂ xX  
Л „2 **+1 "  *п

1 3~Х

I
-УТ

х* — х

д

И  ~  8"

— . 4 0 .  | е у йу интеграл чекли з^олда олинмайди. 
55

Интеграллаш тартнбини уагартирсак, ^  е~у й I X
О

1 у 1 - г  у *• 5 1 / 1 \
Х ^ у  —^йу^е-Уг(1х= [ е~у'йу\йх =  ( уе~у йу =  7й 1 — — ) булади. 

п п  п п п А\ е ]

3

0 0 о _  о о

1 ^  2 * | / *
41. ^хуЫхйу=^хйх ( уЫу — |  уЫу =  — -

0 -VI  -УТ

4 27 гг г 1-«=—. 42. _ .  43. ( (дгуй-гйу =  I уйу =
21 20 "6 2 -2

1 з '
45. ^хуйхйу—  ̂хйх ^уйу= 1. 46. 14.47. (\хах йу =  \хйх

о  о дг О

=  63. 44. 73—.
15

йу =-

л
2 * ?
а о

7-ж

2а2а
~1Г*

— ( х  |/ в?+хгйх =  48. —. 49. [( хуёхйу «= ( хйх [  уд'у
16 Я

6!х
Уйу =  ~

7 - х

6/*

(7 — х)2 18

1 - х

[
Ых

О « л о  О

181 — =  88— — 18 1п 6. 50. — . 51. Ц йу§ рсозу йр =  §со&уйуХ

15
X  Г рйр =  2. 52. —. 53. _[ з!п ] ра'р= — сов И  • "Т

х-
■п
1  2

1 ^ 1  е о

=  -  | л:(7 — л)2 йх ■ 
^ 1

=  16.

Я2. 56.

2,1 Р3 ? а 14 с„ 4=  — яа3. 58. — я*а3..
3 3

| я И
54. 4— . 55. [ зш  у й у  [ рйр =  — со з  у 

2 о о
2тс 2а

57. Л  р2̂ р  =  [ а ? ) радр =  <р
5 0 0

I в(1 +  С08®) азж

59. ^ р 251п уйуйр — 181 п уйу |  р2йр =  — 1(1 +  соз ^)3 з1п у йу •*•■■■ 
5 о о  3 о

а3 пг 4а3
=  —  I (5111 9  +  З с о з  9  з!п у  + З с о з 2 ?  з!п  <р +  с о з 3 ср а!п <р) йу  <= — ... 

3 о
^  71 4§1п «р

60. — — я 3. 61. х у г й х  й у  — ] с о з  у 3!П2 у 4 у  | р ‘^ р  =  0. 62. и х  

О 0 28111 у3

18 - 6190 273>



X ( 1 — 0 а‘)■ 63. | ( V х 2 +  у2 йх йу =-- 
Ь

\ X =  рСОЗ X2 +  у2 =  р3, 

| у =  р81П К, ЙХЙу =  ?ЙрЙ',р;
Л.

{ ) < ? < — ; 0 <  р <  2 /?соя 9

л-2 уз =  2ДХ = у  р =  2/?соз

19 122
- /?■>. Р.1

9
=  ЛЧ 64. п. 65. | ) [  й=р X

X ]

В ^ 25—л*2—у 2 О' У '‘25 — Р2

с *  15
=  4п. 66. — я. 67. 67- чилма. О  сох,а ЛВСО  парал-

о Г 25 — р2 2

лелограмм. О  =  з, II а3 II *з; а 1 =  ЛВ5; з ,  =  ВЕОР.\ з3 — ОРС. 5 0 =»
2

=  ^  йхйу =» йхйу + )| йхйу 4- ]Т йхйу, ([ йхйу =  | йх X 
Ъ а, а , *, 1

■Г+14

2дг у  5 4 21

х I (/у = т* Я ̂  ау *” I Лх I ^  = т: Я й'Ыу = ^ йх х
* + 7  ** а , 2 лг+7| а3 5

4 4

д+14

х  Г Йу =  5д =  7. 68. 12. 69. (68- чнзма). 5Л =  Г| йхйу =  

9.1-7 « 3 Ь

1 У1-у>
Йу [

1 1 +  У з

8йх =  (  О 7 1 — У2 — (1 — у))йу =  -  
1/2 1-у 1/2

Зге — 4 2,  ^  1331 _  о аЬ(г. — 2)
70. а  =  ■■- - -.. . 71. 5 =  Г йх] йу = - ^ - .  72. 6 = -

7 3 * - ь12 48
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69- чизма. 70- чизма.

2л асов 2? 2 2* ж аг
73. 5  =  \[$А%йч =  ( ) рй'р =  - — I соза2<(А<р =  — 74. 5  =  Зя..

Й' 0 0 ‘2 о
75. х 2 +  у2— :2ах — О ёки (л: — а)2 +  у2 =  а2 — ма-кази (а; 0) да 
радиуси а га тенг айлана, х 2 +  у2 — 2ау — 0 ски х 24-(у — а)2 =  а 2 
да-,! а радиусли маркази (0; а) даги айланадир. Кутб координата- 
лар системасига утамиз: х =  рсоз у =» рб!п <р; х 2 +  у2 =  р2, у лол- 
да ай тана тенгламалари: р =  2асоз <р ва р =  2аз1п <р булади (69- чиз­
ма). 5  =  | | рйо й? =  | |  рар й<р +  Г] рг/рйФ =  2 ^  рйр'/у =

Й  ( б й Л О )  (О. нСО)  (дмАО)
П 71
4 2з 81п » Т  \ 3

=  2 1  ̂ рйр =  4а2 | 81п2 уй? =  а 2 I — — II. 76. — по2. 77.
о о  о \ 2 1 4

я /2  2г§]п  «р ^2  я/2 ^-2 ~

5  ”  Я р  ^  =  ] ^  I  =  ~7Г .( <4 з ’п2 - — Ой; =  —  ( — +
Г /6 Г 1Г/6 “

/ 3  \
4- ^  (70-чизма). 78. 2л2. 79. Жисмпинг а со с и у — х1* пагабо а

1
ва у — 1 тугри чизиц билан чегаралангаи. V =  [| гйхау =  ! йу X

Ь' о
/ у  1 Уу 1

йу -  2 Г (4 -  у) X  

~Уу о

X  Г (4 — х  — у) йх =  Г ((4 — у)х -  —  |
1 / 7  0 '• 2 I

68 32
X  У у йу =  — . 80. V— — . К у р с а т м а .  Симметрия хоссасидан

15 3
У пфойдаланиб, — ни топамиз. 81. У — (2а — х  — у) йх йу =
4
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7 1 • чизма.

V а’-х1

\*х ) ___
~а - /а1—л‘

(2а — х — у)йу
■/а*- *2

|  (2а — х  — у) Ау=(2ау-

-V а?— I'*
У а ‘ -х

4аУ а 2 — х2 — 2хУ а2 к- =  4 а  X~ ХУ- 9 ___
^ ' -Vа--х1 

а а

X ( К а2 — х2 Ах — 2 ( лг ^ а 2 — х2 йх =  21га-1. 82. 9. 83. Бунда

жисмнинг асоси у =  л:2 парабола ва у — 2 тугри чизик; билан че- 
гараланган параболик сегментдир, жисм ю^оридан г =  2 — у те­
кислик билан чегараланган. Жисм уОг га нисбатан симметрик жой-

/ 2 т '7  2 _
лашган (71-чизма). — =  [[(2 — у)йхАу = | ^ у |  (2 — у)Ах —Д 2 ^ у —

2 й _  о о о
161/2 3 2 ) /2  9х

— у |/  у Ыу == --------; V = -------- . 84. —. 85. Жисм у Ог га нис-
у У У 15 15 2

у  I  ‘ уз
батан симметрикдир. — =  1 йх I (л:2 +  у2)'1у =  ((л^у +  — ;

2  о  л-' о  3  х-

1 44 1 
=  — . 86. —. 87. г =  0 тскисликдаги й

о 105 6

3 2 36
седа учбурчакдан иборат. V =  |  йх | (х +  2у)й?у +  |  &Х X

1 1
(1х=

х* х_ х» х1 

з " +  3 ~  5 ~ 2 Т

18-2л:

3 5 1 569
X  Г (х+2у)йу «  388—. 88. 160— . 89. 310. 90. 91. Жисм
л  } х к 31 3 24 15 140

~~2
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иккита айчаима параболоидлар билан чегара !аиган (72-чизма).
]/= V (| |(4 — х2 — у2)йхйу 1 — (2 +  хг +  у 2) йхйу), бун- 

"6 'Ь 2
да О  сифапла х2 р у2 <  2 доиранинг чораги олинди. Энди кутб 
координаталарини киритамиз. х = р с о $ :р ,  у =  рз1п ф, йхйу =» рйрЛр
1/, _  4 ] | ’ (4 — г),ойрйу; I/, =  2) ) (2 4- ?*) рф»<р. дг8 +  у* — 2 айлана

О '6
Л

_  2 УТ
тенгламаси р =  1' 2 булади. V', — 4 ,1 1 (4р — р3)</р =* 12 X

_  “ о 
тс/2 1Г/̂  У  2 %!2

X  ] йу  =  бге. У'з =  2 ^  йу ] (2р +  р;|)йр =  б  ̂ й<р =  Згс; V  =  Зге.
о о о  о

62. 8тс. 94. Эллипсоид ярмииинг ^ажмини \исо'>лаймиз. 2 =  с X
1 ' X  у Х~ у

X V  1 — — — — ; г  =  0 текнсли идаги й сол,а — +  — =■ 1 эл- 
' а2 Ь'1 а2 Ь2

линсдан иборат. V =  с () У  ] _  — _  у— ах йу. Бу интегрални
о ' а1 Ь2

з^исоблаш учун умумлаш>ан кутб координаталарш а утамиз. х =

| / X2 V2 -----
*■= арсоз 9 , у =  /;рзш ®, I/ 1 — ------— =  у  1 — ра. Система яко-

1 а- Ь2
биаии /(р, <р) =  аЬа булади. /3 со\а учун 0 <  ср <  2ге, 0 <  р <  1. 
у 2и 1 _____  а 'с '1’’' 1 —
— =  с ] а<( [ V 1 — р3 аЬрйр =  ——  Г й? (1 — р2) 2 ^ 0  — Р2) — 
1 о о 1 о о

2л; 4г.
*= — аЬс. Буидаи V — аЬс, Агар а =  Ь =  с =  #  булса, шар

3 3
—  д)

з^ажми — е/?з досил булади. 94. У = - ----;----  (3К2 — а2 — аЬ — Ь2),
3 3

2
а =  0, Ь =  Н да V — — л/?з булади. 95. Хажмини топиш талаб

О

цилннган _жисм пастдан 2 = 0  текислик билан, юкоридан г — 
=  У л:2 -}- у'2 конус сирти ва ён томонлардан х2 +  у2 ■= Н2 цнлин-

2п

дрик сирт билан чегараланган. V =  И у7 л:2 4- у2 йх йу — ] йу X
о  о

2 45
X  Г р2йр = — к^ 3- 96. — к. 97. Симметрия хусусиятидан фойда-

о ‘ 3 32
те/2 2з1п ? те/2 ^

ланамиз. V =  2 ]') V"-»2 +  У2 йхйу =  2] й? ] р2йр =  2 ] — X
о О О О

16 */2 16112 32 л
Х з ш 3 <ра?9 =  — 1 31П3с(!Й!р =  — I (соз2'-р — 1)й(созср) =  —-. 98. —.

3 о ^ о у ча

99. Жисм юцоридан г =  ах +  йу +  с текислик, пастдан г =  0 текис­
лик, ён томондан х 2 +  у2 =  В? цилиндрик сирт билан чегаралан-
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К 1 +

Я

гаиднр. V =* (их +  Ьу +
о

+  с) йхйу, бунда О —  х2 + у 2=  

=  Я2 доирадан иборат . V— 

Я Укг̂ к2 
=  [ йх | (ах-\-Ьу+с)(1у =

-я

=  т.[{-с. 100. Сирт тенглама и 

л'г+ }; !=  Ц- да г катнашмайди, 

ш у ш ш г  у ч у н  г а  м к с б а г а н  

счнлган форм уладан  эмас, бан­

ки х ёки у га нисбатан омш- 

ган ф орм у  ладан фонда :ана- 

МИЗ.  х  =  У  Я 2— у 2 —  я р им 

у дх

Я

(IX
цилш-.др.-

су

/ Я 2~= ,  5 .

| — Я < у < Я , Ц Ч 
бунда В-.1 5 = 2 К\(1г |

д  V я * - у 2
х /у,

--- У

йу У
=  2  Я Н  ЗГС51П —  

2_„2 /?

=2кШ. 102. 2кЯК ЮЗ. г = 2а—х —у\ 5 =  (Т^/ | + ( г  '\г (г’ '-г1Хау--
п 1 У'

В :

= ’/  3 \йу §с1х =  уг3 а\ 104.
6 а

0 <  л: <  Я,

у;  г у х;

\ 0 < у  <  У  Я 2— х 2.
Кутб координаталарини киритамиз: х  =  р С08 у,

(0 */2 Я ______ п /? 1

У=Р81П? . 0 : |  2 ’ 5 = [  й?<р|У 1 + Р 2 Р 4  =  - | ( 1  + р2)2 Й?(1 4-
I О с р <  Я. о о  4 о

+ р 2) = ”  (1 +  Я2)312— >)• Ю6. 2па2. 107. Симметрия хусусиятидан

6'
сиртнинг саккиздан бир булаги юзини ^исоблаим из. —  =

8
2 У  А— 

[ с(х 
о о

/-

I V 1 + 4 — л:2
ау

ал / 4 - л 2

о и  4 - х 2 0 

X2 +  у2 
о2 I Ах =  4. 5 =  32. 108. 2я. 109. г =  — - параболоид  тенг-

ламасидан г\ — х, г'у =  у У  1 +  ( г ' р Н  ( г ' ) *  -  V  \ + х* + у2. 

(дгг +  у2/  *= дг*— у2 цилиндр асоси хОу тскнслш ида лешшската-

27«



ни ифода килади (73-чизма). 5  =  ]"]” У  1 4  х2 +  у2 йхйу. /5 ссда
О

Ох  ва Оу Укларга нисбатан симметрик жойлашган. Энди кутб

*/“ _____  > 0-З л
координаталарига ^тамиз: 5  =  4 ]  йу \ /  1 4- р2рйр = ------.

о о 9

110. 12л (3— / 5 ) .  111. ]  (х+у+г)с1г =• ^(л: +  у)г +  *— |  * =. 2(х +
О

3 1

О
=  6л: + 15; |  (6л: ++  У + 1);] 2(х +  у + 1) Лу =  (2(х + 1) у +  у2)

о
х + 2 у  '1

4- Щйх =  18. 112. 3. 113. |  йг =  х  +  2у; Г (х ^ 2у)йу =  х 4- 1;
о о

2 2 1 1  

]"(-* 4 - 1)й* =  4. 114 .— . 115. ]Т] ( 2 *  4 - у — г)йхйуйг =  [йх \ йу X 
о 7 о о

1 1 1 1
X  |  (2х 4- У — г)йг\ ]  (2л: 4-у — г)йг =  2л: 4- у — — ; Г (2л: 4 - у —

о ^ о  2 0

~ \ )аУ ^ 2х’ \2хйх^\. 116. ~  (й2 +  1&2 +  с 2)- | | 7 , ПГ (3*  4 .
Л I о 3 у.

3 2 1 1

+ 2у + г) йхйуйг =  ]  йг ]  йу |  (Зл: 4- 2у -)- 2 )й;е; ]"(Зл:+2у4- г)йх= 
О О О  о

3  ̂ /  3 \ ®
-  -  4- 2у +  г: Д -  +  2у 4- г  йу -  7 4- 2г; / ( 7  4- 2г)йг =  30. 118.

о '  ^ I о

—. 119. Сферик координаталарга утсак, х =  р з т  Осоз <р, у = р з ! п 0 Х  
48
Х51п <р, г — рсоз 0, I  =  р2з!п 6, 0 <  <р <  2л, 0 <  0 <  л, 0 <  р <  /?.

я 2тг Я
х̂ йхйуйг =  ] ] ]  р4з т 3 бсоз2 уйрйОйу =  ]  з!п3 0й0]  соз2срдС̂> ^ р4йр =

Г Г'  О О О

И Я * *  „ ^ 5 *  4л;/^5 2

= ----Г з 1п3 0<я?0 =  ---- Г (с о з2 0 —  1)й (соз0) =  ------ . 120. — я/?°.
5  Й 5 б 5 5

71
121. Сферик координаталарга утилганда: 0 < с р < 2 л ,  О < 0 <  —.

У? 2л х/2

О <  р <  я .  ГГ] (х2 4- уг)йхйу&: =  ] ]]  р4з1п30йрЛр«{0 =  ] р*йр | й у  ]  X

Т Г'  О О О

4
К вш3вйд =  — ъВ.ъ. 122. п/?4. 123. Цилиндрик координаталар кири- 

15

чамиз. х  =  рсоз <р, у =  рзш <р, г =  г, Т жисм учун 0 <  у <  2л, 0 <
2л

<  р <  2; р2 <  г <  2. ГГГ (л:2 4- у*)йхйуйг =  ] ]Г  рЧрйуйг =  ]  X 
т ■ т‘ о

279



X  Гр3сГр Г йг =  — . 124. —. 125. Мх =  ГГ кхуЧхйу, Му = | ]  кх*Х 
о р2 3 2  о  й

ь _____
X уйхйу. И соца у =  — у  а 2—л 2 эллипс ва л: =  О, у =  0  ( х  >  О, 

а
у >  0 ) координата уклари билан чегараланган. Л4* =  й | | хуЧхйу=

д
— з 

"  ?  -2 каЧ* , г
— *| | у2̂ у=^ / *(«2 - *а) ^  = -гг-- му -* IIх

0 0 °*а 0 ^  Г)
/га3Ь2 2/?3

Х * 2уй- * йу = — 126. Л Г*=  —— ; А7у =  0. 127. Мх =  — , Му =  — .

| | * й * й у  _  ЦуЛхйу

128. Мх =  =  0. 129. х = 5 ---------- ; у =  5 ---------- : Я й* х
Ж | | < Ш у  \\йхйу »

О й 
а Ь _  _

Х^У = 4 аЪ; | |  хйхйу =  |  хй.* |  йу =  0, М*. =  0, М у >=0; х - у =
в  - а  —6

— „ — 4 Ь — М у — Мх „  л „
«= 0. 130. *  =  0 у =  — . 131. *  =  —^  у =  - 7 . М =  \ ( 2 - х -

у Зя м * м >_2
9 1 2—•* 9

— х2)йх =  — . Му =  [Г хйхйу — |  хйх |  йу — —— . Мх =  Я  У X
2 Ь —2 й
1 2-л: 36 _  1 — 8 _  —

Хйхйу =  Г йх Г уйу =  — . * ----- — ; у =  —• 132- ■* =  ° .  У —
2 5 1 о

*= — . 133. Кесик призма х  =  у текисликка нисбатан симметрик 
Зтс

[ |  хгйхйу — гЧхйу

булгани учун х  =  у; х =  у =  - ________, г  =  ------------• > бунда
||гйхйу | |  гйхйу
д о

° г\ ^  1* \\ Х^-Х-У)йхйу =  | й * |  * ( 4 - * - у ) й у  = — ;
I 0 <  У <  1- о  о о  12

1 1  55 1 1

гЧхйу =  |  йх |  (4 — х  — у)2йу =  — ; | |  г<1г^у =  |  й *  ]* (4 — л: —
О 0 0 6 2) 0 0

_ _ 17 — 55 3 ^  \
— у)йу =  3; х =  у — — ; г =  — 134. С (0; 0; —  ). 135. Шарнинг

36 об 8 /
маркази коордннаталар бошида булса, у долда тенгламаси х2 +

+  у2 +  г 2 =  1 булади. /0 =  | | |  (х 2 +  у2 +  г2) йх йу йг. Интегрални
V

2% к

дисоблаш учун сферик коордннаталар киритамиз: 10 = |  й!<р|з1п 0 х
о о

2 2 ^

.80



2т‘ Р5 1 г . „ 4 л: Г.Д5
 ̂5 ш ОсШ — — 136. 1хг =  Iух — 0Г)! Лгу

0 0 а
кЛ5 19 / тг \ 32 2
— . 137. — аз. 133. 4«- ( — -  П. 140. — . 141. 2 / 2  я 142. у  Д 3 X

Х(<р2 -<?!) .  143. -^я7?зз!п2±  145. 5=2*_[<?(«) / ( ? ( й ) ) 2-НФ' ( « ) ) 2 '
а

X Аи. 146 — г;1)(з1П и2 — зш Щ)Н.

XIII Б О Б

1. Г  йулнинг йуналиши биринчи тур интеграл учун ах .аьш т 
йук. Шу сабабли Г ни булакларга ажратиб,

•/ =  | (■* +~ 5') Аз +  \(х +  у) Аз +  | (х у) Аз
дв ОА АВ

ни ёзиш мумкин.
Ь

I  /  (X, у) аз =  \/(х, 8 (х)) V 1 4- &'* (х) ах 
Г а

формула бунича ^исоблаймиз. ОВ буйлаб х =  0, Аз =  Ау, 0 < у < 1 ,  
шуникг учун

1 ]
| (х +  у) Аз =  |  уйу =  — .
ОБ 0

ОА буйлаб у =  0, Аз =  Ак, 0 <  х  <  1, демак,
1 1 

( и  +  у) Аз =  |  хй(х =  - г .  
ол 4 о 1 _

АВ кесма х у =  \ тугри чизивда ётгаии сабабли, Аз =  ]/~ 2 Ахг
0 <  х  <  1, демак,

_  1 _

] (■* +  У) йз =  V 2 [ Ах =  У  2. 
дв _  о

Шундай килиб, ^ \ 2 ни досил циламиз. 2. 24.
3. Ах =  — а $ т Ы ( ,  Ау =  а соз Ы /, 0 <  { <  2л: булгани учун

Р _________
[ /  (х, у) Аз =  | / (<р  (О, Ф (О) 1 / ? ' а( 0  +  ' / “(О <М формулага биноан.
Г а

^  256
У =  дю • =  2лаи. 4. —  я3. 5. Кутб координаталарига утсак.

о 15
71 К

Г айяананинг тенгламасини р =  я соз 9 , — — <  <р <  ~  куринишдг

ёзиш мумкин. Кутб бурчаги 9 ни параметр сифатида олиб, ай 
ланани параметрик равишда х =  а соз2 ср, у =  я созср з т  9 ,

ТС ~ /■------
— — < 9  <  — каби тасвирлайми !. Ну айланада / (х ,  у ) = | /  х 2+ у 2=

=  а  соз 9 , Аз = /  ра +  р'2 А  ̂ =  а ^ 9  булгани учун [ /  (х, у} Аз
Т

2а I



б, _______
=  [ /  (р с о з  О, рз!п 0) р2 +  р72 ЛЬ форм улага биноан, I  *= 

00

2

а 2 Г соз <р =  2а 2. 6 . — | ^ 2а 3. 7. Фазовий Г  эгри чизик 
 ̂ Я

2

3ТС
~~2

парам етрик х  =  ? (/), у =  ф (*), г  =  х  (О , ^  тснгламалар

билан берилган булсин, у ^олда эгри чизицли интеграл

и ________________________ 

]■ (X, у, г) </« =  ] 7  (»  (0 ,  *  (О , 1 (0 )  /  ? '2 ( 0  +  'К2 ( 0  +  х ' а (О  Л1 
г  п

форм ул а буйича лисобланади. х ' =  — а  з т  I, у' =  а  с о з / ,  г ' =  Ь,

_________2л

д:2 +  у 2 +  г2 =  а 2 +  й2/2 булгани учун /  =  У а '2 +  й2 | (я 2+  й2̂ 2) й( =
о

2 / 2 г/, , „  2-
=  2тс У а * + Ь *  ( а 2 +  —  8. [(1 +  2 *2 / - .1 ] . 9. х  +  у +

2 =  0 текислик координаталар бошидан утиб, х 2 +  у2 +  г 2 =  а 2 

сфера билан радиуси а га тенг айлана буйича кесишади. Циклли 
алмаштиришлардан фойдаланиб,

Г х 2йз =  |  у2йз =  ]" г2йз 
г  г  Г

эканини топамиз. Бундан

I  — \ х2йз =  — |  (л:2 +  у2 +  г 2) Й5.
Г  3  Г

Радиуси а га тенг I  айланада ж3 +  у2 +  г2 =  а 2, шунинг учун У =

=  — а 2 Гй5 . |  нинг ниймати Г  айлананинг узунлигига тенг, яъни
3 Г Г

2

Г йз — 2на, демак, / =  — ла3. 10. 2тш2. 11. Л1 =  у р (х, у) йз фор-
Г 3 г

муладан фойдаланамиз: М =  |  уйз, йх =  — й51П / й(, йу =  йсоз/Х
г

X  й , у =  Ь з т  Й5 =  1^ а 2 з т 2 1 + № с о з2 / булгани учун М =  

* -

2   2 ____________
=  Ь Г V а2 з т 2 I -{- Ь2 с о з 2 1 зш  I й1 = ----Г К 1 — з2 с о з 21 й{гсо&1),

о 6 о
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V а- — №
оу  ерда е =--------  г со з  I — 81п и дсб оламиз, у лолда й(гсоз/) —

. .  аЬв:с1'пв Ь* аЬ ' 2
=  соз  и йа, М =  —  со з3 и Аи — —  +  —- агс зш  е. 12. Р 2Х

е ;} 2 2е 3

X  (2  У~2 — 1). 13. лг0 =  — Г хр (х, у) Аз, у0 =  — Г ур (х, у) Аз фор- 
АI р А/1 р

муладан фойцаллпамиз. Бунинг учун аввал, циклоида ёпинииг ыас-

1 I  { 
сасини топаыиз. Аз =  2а з т  —  й1 булгани учун М =  2а з т —М =

2 0 2 -

=  4а, супгра огирлик марказининг Хо ва уо координаталарипи то-

1 г ( 4  1 ;
памиз: х 0 =  —  ] а (I — з т  {) 2а з!п —  сИ =  —  а , уа =  —  \ а (  1 —

? 4 2 2 
со з  I) 2а з т  —  /И — —  а. 14. Хо =  — а, у0 =  —  а. 15. Бир жипсли

чизиь; Г  пинг Мх ва Му статик момснтлари Мх =  ] уАз, Му =
г

— ^хс1з ф орм ул ал ар  ор^али  ифодалйнади. Г  эгри чизиь; буйлаб 
г

7Г

х =  а с о з3 I, у — а з т 31, йз — За з т  1 соз ( А(, 0 <  I <  —  булгани

учун, Мх =  За2] 81П*1со8(А(= а 2, Му — За2]  соз11 31П / А1 = —а 2.
о ° о  ^

Ь

16. г а 3. 17. ^ ( . г ,  у) Ах + <3 (х, у) Ау =  ( [Р (* ,  Л-*)) +  0 ( * , / ( - * ) ) Х
Г  а

X / '  ( * ) ]  Ах формуладан фойдаланамиз у — х2, йу =  с2хАх булгани

Гг о 19 аЬучун, ] [х“ — 2х3 +  ( х ‘ — 2л:3) 2х] Ах =  — — . 18. — . 19. йх-=  а( 1 — 
у 30 2

— соз () А(, Ау =  а 3111 1А(, 2а — у =  а  (1 +  соз /), а — у =  а соз
?

О <  I <  2г. булгани учун ( Р (х , у) Ах +  С} (х, у) Ау =  Г [Р (<р ((),
г  ' а

Ф (?)) (?/ ( 0  +  [*3 (<р (0 » Ф (0 ) V  (01  АЬ формулага мувофиц 7 =
2;  ' 4

=  [а2 (1 — соз2 () — а2 3!м / соз /] АI =  яа2. 20 . — аЬ2. 21 . К\гтб ко- 
о 3

ординаталарига утиб, / 'я р и м  айлананинг тенгламасини р =  2 соз ср 
куринишда досил ь^иламиз. Параметр сифатида кутб бурчаги ? ни

тс
олиб, унинг х ~ 2 соз2 у, у =  3111 2<р, 0 <  у «  параметртс ифо-
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&
дасини ёзамиз- ] Р  (х , у) йх +  <5 (х, у) йу =  |  [Р (9 (0 ,  4* (О) <р'(0 +•

Г  а

+  <3 (? (*)> 4 4 0 )  "К (0 ] ^  формула буйича дисоблаймиз: / = 4 Х
те
2 4

X  Г СОЗ2 9 8111 2? (соз 2? — 1) Й9 =  — —. 22. 0. 23. Винт чизигининг 
о 3

2 =  0 текислик билан кесишиш нуктаси I =  0 га, г — а  текислик 
билан кесишиш нуцтаси эса I — 2л га мос келади. Шунинг учун
О <  ( <  2л булади. Бу холда

а г 3 2о
I  =  —  |  соз 21 +  соз I зш  I) й( — 0.

2г. 0

24. 0. 25. Кутб коордннаталар системасига утиб, Вивиани чнзиги-

нинг тенгламасини р =  а  соз <р, г  =  У а и — р2, — — <  у <  — кури-

нишда ёзамиз. у ни параметр сифатида олиб, унинг х — а соз2?, 
у =  а 81И ® соз 9 , г  =  я | 81пср| параметрик ифодасини ёзамиз. У 
*олда йх =  — 2а з!п 9 соз 9 Й9, йу =  а (соз'2 ср — 51П3 (р) Й9, йг =  а X

те
2"  - 

X  соз 9 з^п 9 |  (— 2 8П13 <р соз3 9 +  соз5 у з§п 9 ) Й9 =  0  тенглик-

2

дан фойдаланиб, /  =  а 3 |  (— 2 з 1п3 9 соз3 9 +  з!п2 <р — 2 зш 4?
X
1

т,а3 — / ТС \
. +  соз5 9 з^п 9) Й9 =  — — ни топамиз. 26. 2 К 2 ля2 зш ( — — а\.

27. огирлик кучининг координата уцларидаги проекциялари: 
X  =  0, У =  0, 2 — — т ^.  Демак, изланаётган иш куйидагича то- 
пилади:

/ 4 = = |  Х й х  +  Уйу +  2йг =  Г (— йг =  т% (гг — г2).
Г г ,

«з — 1
28. — -— . 29. (х 4- у) (йх +  йу) =  (х +  у) й (х +  у) =  — й ( х  +  у)2

(х -I- у )2 *1’| ^
тенгликка кура, | (х  +  у) (йх +  йу) = ------------  = 2  ни х,осил

(О, 0) 2  (0, 0)
“ 13 у 1

циламиз. 30. 1п— . 31. Бу \олда Р (х , у) =  — , ( 3 ( * , у ) =  — — (х ф  
5 х 2 х

дР д() 1
^ 0), шулинг учун — =  —  =  — , демак, интеграл остидаги ифода 
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Оу уки нукгаларини уз и'.ига олмайднган ихтиёрий бир богламлл 
со^ада бир -.р фупкциянинг тула дифференциали булади. Бу *олда 
(х0, у0) ва (хи у() нукталарни бирлаштирувчи йул сифатида коор­
дината тар У’кларига параллел тугри чизиц кесмаларидап иборат си­
ниц чизицни олиш мумкин. У *олла У =  Уо тугри чизик буйлаб 
йу =  0 ; х  =  X) тугри чизик буйлаб эса йх =  0  булгани учун

<*.. Уг) г, у,

|  Р  (х, у)йх + 0 (х, у) йу =  |  Р  (х, уо) йх +■ |  С? (х, у) йу
(*о> У о) -Го Уо

формулани досил киламиз. Шу формулага бинсан, / =  ]"

2 3
— |* йу ~  — —. 32. 62. 33. угЛс -(- гхйу +  хуйг =  й {хуг) тенглик-

1 2

ка кура,

(3, 2, 1) (3, 2, I)
/ = Г й (хуг) = (хуг) |

II, 2, 3) ' (1, 2,
=  0 .

3)

х У

34. 3. 35. Хр ~ 0 ва у0 “  0 деб, и (х, у) =  [ Р (^ , у0) Л  +  _[ С? (х,

Хо Уо

•* У

О Л  +  С формулага кура к (х, у) =  |  ЫЫ1 — [ (х 3 — 2х^ +  &2)й(+
о о

+  С =  х3 — х 2у +  ху2 — у3 +  С  ни топамиз. 36. и =  х'2 соз у + 

+  У2 с о$ х +■ С. 37. Х(у =  0 ва у0 =  сопз! ф  0 деб ^исоблаб, и (х,
* у

У) — I Р(I, У) й1 +  ] ’ (} (х0, I) (И +  С  формулага биноан и (х, у) =
У О

*  111 „  1 Зх -  у
У гг;---- --------—~ +  С =  - —— агс(д ■ — - ——  +  О н и  топамиз.

^ 3/ — 2уг +  Зу2 2 Г 2 6 2 V 2 у
X у

38. а (х, у) = ----------- С, 39. йи ни +  уЫу +  22йг—
( х  +  У г  

/X3 -4- у3 +• 23 \
— 2{угйх +  хгйу 4 - хуйг) =  й I ------- -------- — 2хуг) куринишда

ёзиш мумкин, бундан а (х, у, г) — (х 3 +  у3 +  * 3) — 2хуг 4 - С .
3

2х
40. а = -------------}- С. 41. О  би.тан х 2 +- у2 <  а 2 ёпиц содани бел-

х — уг

гилаймиз. Грин формуласи ёрдамида I  =^хуЫу  — х2уйх =  (у2+
г  о

-1Г х'2) йх <1у ни ^осил ^иламиз. К л б  координата арш а у гиб,
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® тса1 л
I  =- \ йу I рЗДр = ---- пи топамиз. 42. — ТГ^3. 43. Грин формуласи-

5 о 2 8

га кура:
Я: МПХ |

I  =  — ГГ уехс!хйу =  — _[ ехйх |  уйу =  — — (ет — 1).
о  о о 0

,  хг/у — у<1х
44 . — 2каЬ. 45. Кутб координаталари: а утиб, ----------------=  а?? ни

X3 +  у2

хосил циламиз. Агар по.гь нуцта Г  нинг тапщарисида ётса, у х,ол- 
да Грин формуласи буйича:

гг У2 _ х-‘ * х 2 — у3 
/  =  ----------------— >- йхйу =  О,

о  (х*+У'‘У

9„+2п
Агар Г  ноль нуктани бир марта }:раб олса, / =  |  йу =  2я, бу

Ч>о

ерда % — бошлангич нуцтанинг кутб бурчаги. 46. 47. 5  «= - X
о 2

X  хйу — уЛх формуладан фойдаланамиз: х  =  а соз3/, у = а з т :)<,

йх =  — Засов2 ? § т  / Й1, а’у =  За зш 2 /соз (<11, 3 =  2 |  За2 соз3 Ь X

3 3
X  Зит31 <И =  — на2. 48. — а 2. 49. Берилган эгри чизи^ни парамет- 

8 2

рик равишда х  =  р соз у =  а зш 2  ̂ со з? ,  у — р ззп ? =  а зш 2ср з!п ср
тс Зтс

каби тасвирлаш мумкин. Бу ерда 0 <  <р <  л <  булгани
А. &

1 г
учун 5 =  — ср х  Лу — уйх формулага биноан

2  у

2^
5  =  ] И 2 3>п 2 ? соз  ч (2 со з  2 ? з т  9 +  з т  2 ? соз  9) —

о
— а 2 з(п 2 <р з!п 9 (2  соз ^  соз  — 3111 2? з!п 9)] йср =

Т
\ п 1

=  я2 Г 31П2 2«йф =  — а 2. 50. 18г.а2. 51. —. 53.
I  4 30

! 0 (агар А нуцта Г контурнинг ташцарисида ётса), 
2л (а>ар А нуцта I  нинг ичида ётса), 
к (агар А нукта Г  да ётса).
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г , , . с (У  -  -г;) -  (2 -  Е)

54. Не — к: ф ---------------- ; ,
Ь г3

( * - ; ) * - ( *  -1)<и
Н  =  /а ф ; ,

4 С Г°

, . г (х -  5) йт{ -  (у -  -г,) й\ 
с -  Лг <]>

С Г

XIV Б О Б

1. Тенгламанинг икката т^монини у г ~ т »  купайтмага бу­
х а л

либ, узгарувчиларни ажрагамиз, суигра иптеграллаймиз: -^г—— :~ +

йу+  - г  „  0> _  у  ] _  +  ]П | у | =  ]„ | С |, 1п И ;  
У I ^

/ 1  -  л:2, у =

Се}/> х\ 2. у — У  С + З х —'Лх*. 3. 1- мисолдагига ухшаш еча" 
йх уйу

миз: ---- = = •  *- — ... =  О, агс з 1п х — У  1 — у2 =  С. 4. =
V 1 -  А-2 ■/ 1 — у2

=  С(1 — е~~®). 5. а=*у  — х  алмаштириш билан берилган тенгламанн 
узгарувчилари ажраладиган тенгламага келтирамиз: и' — соз и — 1,

и' =  — 2 з!п2 — , =  лг 4- С, =  х  +  С. 6 . у + 2лг —

— 1 =  Се* . 7. 5- мисолдаги! а ухшаш ечамиз: ц =лг+2у , к' =  14- -у ' ,
2  и _

м '= 1 4 - —, --------йа =  " ’лг, и — 2 1п I а 4- 2 1 =  л' 4- С, у — С -\-
и а + 2

4-1п | лг + 2у4-2|. 8. VЬх 4-2у -  1 — 21п (/4л: 4- 2у -  1 4 2)=лг ь
„ йу ах

4-С. 9. Узгарувчиларни ажрзтиб, топамиз: — -----= --------- , оу
У IП у 8111 X

х I 11 \
ердан 1п у =  С  • —. у 1 — 1 =  е бошлангич шартдан фойдал.тиб.,

X
С  =  I ни топамиз. Демак, хусусий ечим: 1п у ~  — ёки у =  

» ■*
? 2 1П _У

2 

йу
— —  =  — л: йх, 1п | у — 2 | =  1п | соз х  | 4- 1п | С |, у — 2 =

соз л. у (0) =  3 бошлангич шартдан С — 1 ни топамиз. Демак,
Ъ 4- лг

хусусий ечим: у =  2 4- с о зх. 12. у = ------------. 13. V =  / (х) эгри
1 4 - Ьх

чизикка ихтиёрий М (х, у) нуктала утказилган урннмл тенгламаси
V — у =  у' (X — х) куринишга э̂  а, бу ерда X, У — уринма »у:<-

2 8 1

— е . 1 0 .  — =  е281п* .  11. 9 - мисолдагига ухшаш ечамиз:



тасининг }гзгарувчи координаталари. Шартга кура, \АВ\ =  \ВМ\. 

Демак, А нуцтанинг координаталари X  =  — х, У =  0. Тенгламлга 
куйсак, у =  2ху'. Бунинг умумий ечими у- =  Сх параболалар оила- 
сидан иборат. 15. Ноннинг совиш жараёии Ньютон цо-

ат
нунига асосан —  =  к (Т — т) дифференциал тенглама билан ифо-

даланади, бу ерда Т — ноннинг темперагураси, т — г^аво темпера-
йТ

тураси (х =  25°), к — пропорционаллик коэффициенти, —  — нон-
Л1

нинг совиш тезлиги. Узгарувчиларни ажратамиз, сунгра интеграл- 
лаймиз:

лт
—г _ —- =  Ш ,  1и (Т -  25) =  и  +  1п С, 7 -  25 =  С ■ еы.

I =  0 да Т — 100° бошлангич шартдаа С ни аниклаймиз: С =  75, 

(=• 20 мин да Т =  60° цушимча шаргдан ек ни аницлаЯмнз: ек =  
1_

' 7 \20
. Шундай цилиб, ноннинг совиш тенгламаси Т =  2 5 +  75Х

15.
I

7 \ 2и/ 7 гX  ~  курннншнн олади, бу ердан Т — 30° булгандаги изланаёт-

1 /  / \20
ган I вактни аницлаймиз: — =  ~  ёки I — —

15 \15
1 / 7  V й 20 (п 15

ёки I — — — ----- ;——
)  1п 7 — 1п 15

2Д 2 V И
«  71 мин. 16. Т — -------- — . 17. Аввал берилган тенгламани у' =

ра2 V ‘2$
у

=  1 +  2 — куринишда ёзиб оламиз. Бу тенглама у =  их алмашти­
ле

риш ёрдамида узгарувчилари ажраладиган тенгламага келтирилади:
йи (1х , „

хи =  1 +  и, --------=  — , I + и =  С • х. у узгарувчига цайтиб,
1 +  и х

X̂
умумий ечим у =  Сх-— х  ни топамиз. 18. у =  ------- . 19. 17-ми-

О "I- х
V2

солдагига ухшаш ечамиз; у =  ---- ----- V =  их, у =  их +  и,
ху — хг '

, а  и — 1 йх 

Хи ~ и---- Г ’ — и—  ^а ~ ~х’ ~ е>1 ^ ФУнкцияга ^айтиб, уму-

у- -У-
мий интегрални топамиз: Су =  ех . 20. 1п | Сх \ — е х . 21. у =  

Ли Ах
=  ха десак, —--------- — =  —  бу ердан 1п (1п а — \) =  \й х  +

и(1пи — 1 ) х
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+  1п С, 1п и =  1 +  Сх  ёки у — хе1^ Сх. 22. у =  х }Г1 4-С.«. 23. Ав"
у — х  -г 1

вал берилган тенгламани у' = ---------- + 1 Г  кУРинишда ёзи® ола"

миз. Узгарувчиларнинг коэффициентларидан тузилган детерминант 

' | 1 = 0  булгани учун г =  у — х  алмаштириш бажариш

г +  1 1 
кулайдир. У цолда г’ =  у' — 1, г '  = ----- — — 1, г '  =  —--------. Ин-

г 4- 2 г-\-2

тегралласак, (г 4- 2)2 =  — 2х 4- С. Аввалги узгарувчиларга кайгсак
(у — х + 2)2 + ‘2х =  С. 24. Зх 4- у + 2 1п | х  4- у — 1 | =  6 . 25. Ав-

2у — х  — 5 ..
вал тенгламани у =  ---------------- куринишда езио оламиз. Д =

2х — у 4 - 4
1 2

 ̂ ф  0 булгани учун бу тенгламани ечишда х — * + а,

у =  к; 4- 3 алмаштиришдан фойдаланамиз, бунда а ва р сонлари 
2р — а'— 5 =  0,

система дан тонилади: а =  —• I, 8 =  2 . Натижада
2а — 3 4- 4 =  О

Ф } 2 •(] — $
бир жинсли — = ------------ тенгламани х,осил киламиз, буни тп =

сЦ 2? — ■»)
2и — 1 2 — и

— и\ алмаштириш ёрдамида ечамиз: са' 4 - и = --------, -------- а!а=»
к 2 — а а 3 — 1 

^  «  -  1 =  “Г> б у н д а н ------- -—  =  Ся2 ёкн 1) — $ =  С (?] 4 - $)з. Олдинги х  ва
Я, III 4- I)3

у узгарувчиларга кайтса:<, у — х  — 3 =  С ( х 4- у  — I)3. 28. 1п 1 у 4- 
у 4- 2

4 - 2 | 4- 2 агс(§ ---- - =  С. 27. Аввал берилган тенгламанинг уму-
X  — о

мий ечимини топамиз: у =  ха ,  у’ =  а  4- ха’, ха' агсгд а =  1,
с1х 1

агс(р а Ли =  — , бундан а  агс1е а ------1п (1 4- а 2) =  1п | х \ 4- С ёки
х  2 

у  у  ---------

— агс1§; — =  1п у х* + у2 + С. х  =  1 да у =  0 бошлангич шартдан

* а г с * 8 У---------- - X ь X
С — 0 ни топамиз. Демак, хусусий ечим: ) х2 + у2 =  е

у
28. у3 =  у2 — х2. 29. Масала шартига кура — =  х + у ёки х ' =» 

х , _
^  — 4- 1. Бу тенгламада х  =  уа алмаштириш оажариш цулаидир. 

У
У з^олда уа' =  1. Бу ердан и =  1п у — 1п С, у =  СУ*. Умумий ечим 

х_
у

у =  Се эгри чизиклар оиласидан иборат. 30. у2 х2 — Сх. 31. 
у =  иь дейлик, у х,олда у' =  а'г; 4- и*/' ва берилган тенглама

и V 4- и. (у' 4 - 2хУ)=2хе~х1 (1)
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куринишга келадп, V функциями V' + 2 х у  =  О тенглик уринли б^- 
лалиган килиб танлайчпз. Бундаи V  *= е х (С ~  1). V нинг бу иф.о- 
дасшш (1) тенг лака) а куйсак, е~А а' =  2хе~ х , и' =  2х, и = х 2+С. 

Демак, умумий ечим: у =  иу =  е~х (х2 + С). 32. у =  х" (1 +  
_1

+ СеХ). 33. 31- мисотлаги каби ечамиз: у =  ау, у' — и'ь + ау ',

и'и +  и (г / +  V) =  соз х, V +  V =  О, V =  е~х, е~хи =  соз х, и =

ех 1
=  — (соз х +  31п х) +  С, у =  а о =  — (соз л: + з п 1 х) +  Се х. 34.

1 1 1
х — Се'1у +  — уг +  — у +  —. 35. Олдин берилган тенгламани

х' + л: =  2 1п у +  1 курииишда ёзиб оламиз. Бу х  ва х' м  лис- 
У

батан чиз !кли тенгламадир. Шу сабаоли х — иу алмаштириш бажа-
, V \ V 1

рамиз: и'у +  и ; » '  +  — =  2 .п у +  1, у ' +  — =  О, у =  — , и — 
\ У ! У У

с
— у (2 1п у +  1), и =  у" !п у -)- С, х =  у 1п у +  —. 36. х — у (у +С).

У
1

37. Берилган тенгламанинг иккала цисмини у2 га булиб, — =  ?деб 

оламиз, у х,олда г' — 2г =  — ех куринишдаги чизикли тенглама 

досил булади. Унинг умуми!! ечими: г =  ех (\ +  Сех). г ни — би-

1лан алмаштириб, берилган тенгламанинг умумий ечими — — е X
У

У

X  (1 +  Сех) ни ^осил циламиз. 38. хеХ =  С. 39. Бу тенгламани
уз

у2у' =  — +  х курииишда ёзиб, у3 =  г, Зу2у' =  г' алмаштириш ба- 

г' г
жарсак, — — — + х  чизикли тенгламага келади. Бу тенгламанинг

3 х

умъмин ечими: г =  Сх3 - Зх2. г урнига у3 ни цуйсак, берилган 
тенглам.нинг умумий ечими у3 =  Сх3 — Зл;2 ни *осил киламиз. 40. 
х'2 =  у2 (С — у-’). 41. Кирхгоф цонунига кура занжирлаги электр 
юритувчи куч индуктивликдаги ва каршиликдаги кучланишлар на-

й/
саииши иигиндисига тенг: /  (г) =  иь +  и бу сраа и1 =  Ь — ,

л о
!Н /, I

тенглама ^осил булади. Бу тенгламанинг I =  0 да 1 =  0 иошлангич

и X =  Ш . Шунлай цилг б. — +  ~  I — :— ~  чизикли дифференциал



шартни каноаглангирувчи х у-

1
т  I

сусий ечими / = — е ^  X
1 О

X  /(т) е йх функциядан ибо-

рат булади. 42. /  =

Х[®^е 4 -/?з1пм^— ы^со$^л(].

43. N (х, у) уриниш нуктаси,
ОА/ -  нинг радиус-вектори,
МР — урннма. Я/С — урипма 7 4 - чизма.
ости булсин. ОЫ радиус-
вектор, ЫР уринма ва Ох  ук ^осил 1<илган учбурчакнинг 
юзи 6 д 0 д,р =  | 5 д0Л,а, -  5 д РЛА. | формула буйича топипади. Бу

1 1 у2

еРДа 5дол7с =  у ^ .  8 а ры к  =  у  — > 6д оыр =  а *- Демак. I -

йх I йх х  2в 2 „  а2
— у2 — I =  2а2 ёки — — — =  ±  —- ,  бу ердан х=Су±  — (74-

ау ау

чизма). 44. у2 =  4ах  +  4а2 (1 — е ). 45. Аввал бернлган тенглаыа- 
ни х (2Х-1 _|_ уз) йх -+- у (х 2 +  2у2) с1у =  0 куринишда ёзиб оламиз. 
Бу цолда ЛГ (лг, у) =  2х3 + ху2, Л' (х, у) — ух1 + 2у3. Энди

ди
—  =  2 * 3 +  лгу2, 
дх
ди
— -- у#  
ду

2у3

(1)

(2)

тенгламаларни цаноатлантирувчи и (х, у) функцияии топамиз. ( 1)
х  ̂ 1

дан и (х, у) =  |  (2х3 -Ь лгу2) Ах + .  ?  (у) =  — +  — х-'у2 +  ? (у). Бу

<5« <5и
ердан — =  * 2у +  ср' (у). (2) га кура — =  ул:2 +  2у3, шунинг учун

ду ду

Х2у +  (у) =  х зу +  2у\ <р' (у) =  2у3, ?  (у) =  — +  С, и (х, у) =  

Х‘4 у4
=  — +  ——  +  — +  С. Демак, умумий интеграл: х 1 +  х 2у2 +  у ‘ =  

=  С. 4в. х 3 +  Злг2уа +  у4 =  С 47. Бу з^олда М (х, у) =  еу, Л'(л:. 

у)=хеу—2у. и(х, у) ни топишда тайер « (х ,  у) =  | Л/ (л:, у) Ас +
*о
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У

-Ь [л^Оо, у) (1у формуладан фойлалансак х,ам булади:
Уо

д; у
и {х , у) =  | еуйх +  |  (х^еу — 2у) йу =  хеу — у2 — х0еуо +  у^.

*0 У о

у
Демак, умумий интеграл: хеу — у2 =  С. 48. х2 +  у2 — 2 агс1§ — =

Г

«*■= С. 49. 47- мисолдагига ухшаш ечамиз: и (л:, у) — ] 2х соз2уй.л: 4-
ЛГ0

У 1 о
+  Г (2у—Хд з!п 2у) йу =  (х2 -  * „ )  соз2 у +  у2 -  у^ +  — х20 {СО& 2у —

Уо

— соз 2у0) =  х2 соз2 у +  у2 — — х] — у|2 — — Хц соз 2у0. Демак, уму-

8111*’ X X1 +  у2
мий интегра п: х2 ссз2 у +  у2 =  С. 50. ------ + ------ - — =  6 . 51.

х
у

Олдин умумий интегрални топамиз: М (х, у) *= \-\-е , М(х,у)=*
X X X

даV /  X  \ г V V
== е  ̂1 — — 1, а  (х, у) =  ] (1 4- е ) йх =  х  +  у*? 4- <р <У)> “  

=  еУ — у  еу 4- <р' (у), еУ — —еу + <р' (у) =  еУ ^1 — — 9 ' (у) =  0 ,

<р (у) =  С. Демак умумий интеграл: х  4- уеУ =  С. х  =  0 да у =  2
лг
у

шартдан С =  2 ни топамиз, демак хусусии интеграл: х  4- уе =
у 1

=  2. 52. х — — =  С. Ишегралловчи купайтувчи р ( х )  — — . 53. Бу
л: ‘ х 2

дМ д1\’
*олда М (х, у) =  х  4- у2, Л’ (х, у) =  — 2ху, —  =  2у, —  =  — 2у,

ду оу

дМ дМ 

дМ дЫ .ду дх 4у
------- —  =  4у. —----------- ■= — -— нисбат х  ва у га боглиц,
д у д х  М х + у2

д_М_ дМ

ду дх 2  ,  . - п /—---------  =  — — нисоат факат х  га богли^. Демак, ^ =* !1 (х; ин-
N х

1

■» дМ дМ
ду дх

йх

тегралловчи куиайгувжни ^ (х) =  формула буйича
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-2  Г— , 
х 1

топиш мумкин: щ х )  =  е =  —. Тенгламанинг иккала томонини
х 2

1 х +  у2 2 у
— га купайгирсак, ------- - йх — — йу =  О тулич дифференцпаллар-
х2 х 2 х
даги тенглама ,\осил булади, У нинг умумий интеграли: 1п| дс(—

у2 1 1
— — «* С. 54. — 1п | х I -+■ — у‘ =  С. 55. Бу х,олда М (х, у) =  

х  у 2
дМ №  

ду дх 1
=  2ху 1п у, М (х , у) — х2 +  у2 У у2 +  1. ---- — —  =  — нисбат фа-

дМ д!Ч
ду дх .
—-----йч

и М
цат у га 6 орл1Щ булгани учун >л(у) ни ц(у) — е фор­

мула буйича топиш мумкин: р. (у) =  е ~ 1пу — —. Тенгламанинг ик­

кала томонини — га купайтирсак, й (х21п у) •+• у У у2 +  1 йу — О 
У

куринишга келади, бу ердан х 21п у +  —  У (у2 -Ь I )3 =  С’. 56.
О

(х 31П у +  у соз у — 5111 у) ех =  С. 57. Берилгаи тенгламани у' га
3 , _

нисбатан ечамиз: у' =  ±  — У х. Уни интеграллаимиз:

з_

у =  ± х" +  С, (у -  С)- — х3.

58. у =  2х2 +  С, у =  — хг +  С. 59. Тенгламани у' га нисбатан еча- 
у ^  ^  у" — 4х~

миз: у' =  -------------------- . Бу бир жинсли тенглама у =  хи алмаш-
х

тириш ёрдамида осон ингеграляанади:

йа ,--------- йи йх
и + х — =  и ± у  и2 — 4, , — •=- =  — , 

йх ± ; / и 2 — 4 дс

!п (а  ±  / а 2 — 4) =  1п х  -  1п С, а  ±  / а 2 — 4 =  —  Радикалдаи
О

4^* 4 ______ х
чуткарамиз: — = -------, - .... - = и ±  V ~  4, бундан 2и =  —  +

х и ± у а2 — 4 С
4С

+  — ёки олдинги узгарувчиларга цайтсак, х3 =  2С (у — 2С). 60. 
х

у* 4- 6 2 =  2Сх. 61 Тенгламанинг чап томонини купайтувчиларга
ажратамиз: __ __

(’ - * ? ■ ) { ' +
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V ху V ху
бундан у' — —- — =  0 ва у' +  —-— — 0. Буларнинг умумий ин-

теграллари:

V  у — “  х V X =  С, V у л- X \ X С.
о Ь

Шунинг учун берилган тснгламанинг умумий интеграли 

( У у - С ) 2 - ^  =  О

куринишда буладч. 62. 1п \ Су\ =х±  ех. 63. Тенгламани у' га нис-
V  я 2 -  у2

батан ечамиз: у' =  ± ----------------. Узгарувчиларни ажратамиз:

у Л у
—--.г..:.---- =  ± йх бундан умумий интеграл (х +  С)2 +  у2 =  а2

у и у

ни топамиз Махсус интегрални топиш учун умумий интегрални С 

буйича дчффереициаллаймиз: 2 (л‘ +  С) =  О, бундан С =  — х. Буни 
умумий интегралга н;уйсак, у = ± а махсус ечимлар досил булади. 
64. ( У у - Х - С ) ( У у  + х + С)=*0, махсус ечим: у =  0. 65. Бе­
рилган тенгламани у' га писбатан ечамиз, сунгра интеграллаймиз:

х ± V 2 V х2 — у2 
----------- •

хй<с — \йу
■_  , ,  =  /2й х , Т V  х* ~ У2 = V  2 х + С,
+  У х -  у

(х + С V  2 )2 +  у1 — С 2. Бу умум; й интеграл. Махсус интегрални 
63-мисолдаги кабн топамиз:

2 V 2 (х +  С V 2) =  2С, С =  — У  2 х, у =  ±  х.
66. Су — (С — х )а =  0, махсус ечимлар: у =  0 ва у =  — 4х. 67. Бе­
рилган умумий ечимни С  буйича дифференциала ймиз: Зд-2С2 -

— 4хС  +  1 = 0 ,  бу ердан Сх =  — , С2 •= — . Буларни умумий ечим-
х 3 *

4
га куйсак, у — 0 ва у ■= махсус е' имлар доснл булади. 68. у =

йу
-= ±  1. 69. у’ =  р  деймиз, у долда х — р  81п р, энди —  -» р  тенг-

йх

ликни йу *= рйх каби ёзи '1 оламиз. Булаклаб интеграллаш усули- 
даи фойдалаисак,

|  рй X— РХ — |  Хйр =  рХ +  р  СОЗ р  — 8П1 р  +  С,

демак, у — рх  +  р  соз р  — з!п р  +  С. Умумий ечим бундай ёзилади:
X =  р  8Ш р,

У =  р 2 31п р  +  р  СОЗ р  — 81 П Р +  С.
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I х =  2р + 3р2 + С, „ , , о 1
70. } 71. у =  р деимиз; у х,олда у =  р*+2 1пр,

I у =  р* +  2р\
1 2 N йу

бундан йу =  \ 2р +  —  ̂Ар- у' =  р  дан йх =  — , демак, йх =  2 X

Л  4 . —  ̂й/>. Бундан х  =  2 (/> — —\  +  С. Умумий ечим куйида- 
\ р 2' \ Р )

X

гича ёзилади:

72.

Р

У =  Р2 + 2 1п р.

Р

У У 1 +  р %
_______ 73. 71-миюлдагнга

1 1 У\ + р2 1
-4- — 1п —-------- ------- 1- С.

У1+ Р*  2 ^ I  +  4- 1 
ухшаш ечамиз:

а у - р а х ~ ~ о Т ^ ар’

? ~  а г с ^ р  +  С,
1 + р 3

*  1 +  Р 

Р

74.

'  1 + Р а 

+ в,

: — агс(§ р + С.

I Р  ̂ 75 . Аввал берилган
2------ -  р  1 

= ----   — ■ ёки у =  х — С — ------ -■
У 7 ^\  Х ~ С

ех
тенгламани у га нисбатан ечамиз: у =  у' + ~ ;. у '=• р деймиз У

у

холда у =  р  + — Буни л буйича диффереициаллаб, алгеораик 
Р

алмаштиришлардан сунг: р' (р  — ех) — р (р — ех). р — ех ф 0  десак,
Ар „ г г. в*

р ’ =  р  ёки —  — р бундан о =  Сех. Буни у =  о + — тенгликка 
^ у йх Р

1 С2
куйсак, у <= Сех -)- — . 76. у — Сх + ----- ------ . 77. Бу Лагранж

С
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тенгламаси. Аввал параметрик усулдан фойдаланиб, умумий ечим* 
ни топамиз:

1 / 4 \ , 1 I 4 \ 1 
У " 2  [Р + -р)+ ^ Х

4
1 -  -

йр йх
бир цатор содда узгартиришлардан сунг — ■=—  ни топамиз, бун-

р  X 
I

дан 1п р  =  1п х  +  1п С ёки р — Сх. Буни у =  — .. ^  ^4 \ .х\р-\-— тенглик- 
V р

ка цуйсак, у — — +  С умумий ечимни х.оснл ^иламиз. Махсус ечим-

ни топиш учун умумий цоида буйича

У -  -  +  С.

системани

тузамиз, бу ердан у =  ±  2х. 78.

2 I п р  — 2р +  С 

(Р -  1)*

р г ( 2 1и р - 2 о  + С)
+  2р;

(/»— !)*
у =  0. 79. Аввал берилган тенгламани у =  ху' — еу‘ куринишда 
ёзио оламиз. Бу Клеро тенгламасидир. у’ уринга С ни цуйсак, 
У нинг у =  Сх — ес  умумий ечими .\осил булади. Махсус ечим:

у ^  Сх — ес ,

0 =  х - е с

системадан топилади: у =  х  (1п х — 1). 80. у =  Сх  +  агс з!п С , мах­
сус ечим:

1
/ Г г г

+  агсз!п р.

81. Берилган тенгламани у га нисбатан ечсак, у =
Чу’

1 ~ ( У ' ) 2
1 у

Лагранж тенгламасидир. Уни интеграл ляш у у н  х  — ’2 ^ х ’ ~2~' 

куринишда ёзиб олиш ва х  ни у нинг функцияси деб ^исоблаш 

кулайдир. х ' — р  деймнз. У ^олда х — — (р  — - А  Буни у буйича
2 \ р  I

дпфференциалласак:

' Ч К К К Ш -
йу

х ни р Оилан алмаштирио ва узгартиришлар бажаргач, —  =—
У
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йр у
=  —  ни х,осил к,иламиз, бу ердан у «= Ср ёки р — — . Буни х — 

р С

=  ( р — — | тенгликка куйсак, 2Сх =  у2 — С 2. Бу умумий ечим.

Махсус ечим йуч. 82. (С — х) у =  С г махсус ечим: у =  4л:. 83. Ав- 
вал берилган тенгламани х — ух' + (х')2 курииишда ёзиб оламиз. 
Бу Клеро тенгламасидир. х' ни С билан алмаштирсак, х =  Су + С2

I х =  Су +  С 2,
умумий ечим *осил булади. Махсус ечим система-

дан топилади: 4х ■

О =  у +  2 С 

С -  1
у2. 84. у =  С.* — — —— , махсус интеграл:

| у4-1) 2 =  4х. 85 у =  /  (ж) эгри чизшда Л1 (х, у) нуцтада утка- 
зилган уринма тенгламаси: У - у =  у '(X  — х) Бу тенглама дан 
уринманинг Ос ук билан кесишиш нуктаси А нинг абсциссасини 
у =  0 деб, Оу ук билан кесишиш нуктаси В нинг ординатасини 
эса X  =  0 деб куйидагипи топамиз:

X ,
У
■ ва Ув =  у~  ху'.

Масала шартига кура: У ( * - ф ) ‘+ о -

мани узгартиришлардан с г̂нг у =  ху' ±

ху'У ■- 

1у'

I. Бу тенгла-

V  1 +  О’')2

ёзамиз Бу Клеро тенгламасидир. Унинг у =  Сх ±

куринишаа

С1

У  1 +  С 2
умумий ечими координата тклари орасидаги кесмалари I га тенг 
узунликка эга оулган тугри чизицлар оиласидан иборат.

Махгус интеграл

у =  Сх ±
С1

Г Г

0 =  х±
К и н -  с 2у

2_
3

системадан топилади: х  +
•1_ 2
3 3*

+  у — I . Шундай килиб, 
махсус интеграл астроидадан 
иборат экан. у интеграл тугри 
чизиклар оиласининг Урамаси 
булади (75- чизма). 86.
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; а (с +  ~  8Ш3у =  СОЗ С• ' ■  ■ ■ ■  у
87. Масала шартига мувофик, —'

| / а \ У
| х =  51П а С,~ — з!п-я |.

2у'
— у у' =  2.с ёки у =  --------- — х. Бу Лагранж тенгламасидир,

1 — у'
Унинг умумий интеграли 81 - мисолла топилган эди: 
‘2Сх =  у — С2. Демак, изланаётган эгри чизиклар

1
~к кг

параболалардан иборат экаи. 88. у2 =  Сх +  ' ^  ^  \ х

Айланалар оиласининг дифференциал тенгламаснни тузам из, буиинг 
учун берилган тенгламани дифференциаллаймиз: 2х 4- 2уу' +  2ау' — 

=  0, бунга

(л2 +  у2) у' 2л:у
ифодани нуямиз: 2х +  2 у у ' -------------------=  0 ёки у' =  — --------- .

у х2 — у3

1
у' ни — — га алмаштнрсак, ортогоиал трае^ториялар оиласининг 

дифференциал тенгламаснни досил циламиз:

1 2ху

у' у2 — х‘ ’

буи пан
2 I

+  йх =  О

— бу тулик дифференциалли тенгламадир. Уни иитеграллаб, яна

х‘ + у- — 2Сх =  О

айланалар оиласига эга буламиз. Иккала ои.панииг барча айлана- 
лари коордннаталар бошидан утади, бирок берилган оила айлана- 
ларининг марказлари Оу укла, траекторияларинииг марказлари эса 
Ох узда жойлашгап. 80. (х2 +  у2)2 =  С (у2 +  2х-). 91. Аввал 89- 
мисолдагнга ухшаш гипе^болалар оиласининг дифференциал тенг- 
ламасчни тузамиз: у +  ху' — 0. Нзогоиал траекторнялар оиласининг 
дифференциал тенгламаснни топиш учун бу тенгламадаги у' ни 

у' -  к
билан алмаштирамиз, бу ерда масала шартига кура, А =

у' — 1
45° =  1. Демак, у +  л ------- ; =  0 ёки узгартирншлардан сунг:

1 +  у'
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у ' = ------— — бу бир жинсли тенгчама. У нинг умумий интегралк
х+у

у2 +  2 *у  — х2 =  С.

1 +  | / Ь
V 3 х + С = 2 а г с 1 д р —1п

92 х у — — (хг + у*) *= С. 93. 1

X —• у

Р

у =  агсзш р  +  1п (1 +  р 2),

, ■* =  5 ( 4  ~  ̂ ^
у =  0. 94. { V 3 I 95. 1 +  у2 — д 2 =  Сх,

У =  а  5 И]6 /.

и =  --------- -̂-------- , |л2 = ---- . 96. у =  ех +  —  —■ 97. у =  О
(1 +  у2 -  .х2)2 х2 у С  +  ех

у =  д +  1. 93. у =  е й *  ва у =  1. 99. 100. 7  =

”  V ^ ( 81П а — Ц.С03 я) 4,94 ~  5 С.

XV Б О Б

1. Кетма-кет уч марта интегрзллаймиз:

у " =  — СОЗ X +  5111 X + С ) , 

у' =  — зш х  — соз х -г С{х  +  С2,
Л'2

у =  соз х  —  з т  л: + (?! —  +  С-Хх  +  Сг. 

х г / 3 \
2. у =  — ( |ц х  — — 1 +  Схх + С2. 3 Икки марта ннтеграллаимиз:

у' — — д: соз х  +  5111 х +  Сх. у =  — х  з!п х — 2 соз х  +  С ,х  +  С%. 

х х ‘̂
4. у =  — — 1п2 л: + С , —  + С 2лс +  С 3. 5. у ' ■= /> белгилаш киритамиз, 

бу ерд ;н  у " =  р ' .

хр’ =  р, —  =  — . Р^С^х, у' =  С]Л:, у =  С , * 2 +  С а. 
р х

X3
0 у =  _  _]_ с ,  1п | лг| 4  С 2. 7. у ' =  р  ни киритиш билан ечамиз.

р'(х* +  1) =  2хр. р =  Сг(\ +  * 2), у - С , Со.

2   йр
8 у =  —  У(С^х  — I)3 +  С 3. 9. у' == р ь  у № — /? —  белгилаб оламиз. 

ЗС\

р  ~  =  аеУ, ^  =  ае>' + С ; ,  /> =  ±  К 2аеу+С\
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у' =  ±  V ’2аеу + С 2и х  +  С3 =  I - —  Лу

V 2аеУ + С ? - С ,

2 ае*

10. у(С2+лг) =  С! +  х; у =  С. 11. у" = р  десак, у"'=р ' ва —
йх

•= /  1 — р-. Бу ердан:

аГСЗ!п р  =  X + 6 'ь  р =  51П(ЛГ + С ^  
р  Урнига у" ни куйиб толамиз: у '^зи цлН -С !) ,  у '— — соз(х +  С , ) +  
4- ^ 2, у =  — 51п(лг 4- С\) 4~ С2х 4" С3. 12. у =  С^х° 4 ' 4* 4  
4- С кх 4- Съ. 13. Берилган тенглама у, у', у" ларга нисбатан бяр

\г(х)ёх , \гйх , , \кйх
жинсли. у — е десак, у =  гв} , у =  (г 4 - г 2) ^  ва

х2 (г' 4- г2)^з1гй(х= ( 1_  хг)гегдг‘‘Х, бу ердан: лт2(г ' 4- г2) =  (1 — лтг;2,

лт2г '  4 - 2хг =  1, (лс2г)' =  1, дг2г =  х + С и г  =  — 4 - — , Г г й х = 1п|дт| —
X X2 ^

С,
4- 1пСа. Шунинг учун

лг
г  ^1П1*-1_ _! _1_1п1/г,.1 ___ 1

гс/х
0.-> =  0

1Л|ДГ|— 41п|С2|
у =  ^  =е  = С 2лг"

И. у = С 2е',га+с'-дг. 15. Берилган тенгламани — к» .
(у ' ) 2 л:2 ^

у*'\ '  1

ринишда ёзиш мушкин, бу ердан (—  I =  — —. Имтеграллаб, топа-
\у’) лг2

У" 1 р ’ 1
миз. — =  — + Си у' — р  десак, у" =  р ’ ва — =  — 4- С,. Иптеграл- 

У х р х

ласак !п р =  1п х + С ^  4  1пС2, р  =С .хес ‘х. р  урнига у' ни ку^иб,

топамиз: йу = С 2хеС‘хйх, у = С 2- хес,х —~ е с 'х) 4 - С3. 16. ( л: 4-
\ Сх /

4-С2)2 4- (у 4-С3)2 = С 2 17. у ' =  р  деськ, у " =  р  ва 2р ~  = 3 у а.
с1у йу

Бу ердан: р 2 =  у :! +Си р — ± V У''+Су. р  урнига у' ни куйиб, то-

памиз: у' =  ± у у*+Си х+С2 =  ±  ]  (у:; 4 -С1) 2 йу. Охирги тенг-
ликнинг унг кисмидаги дифференциал биномдан олинган интеграя
элементар функциялар билан чекли куринишд-1 ифодаланмайди,

т  4-1  т  4-1 1
чункн на р, на — - — , на — - —  4- р  ( т = 0 , и = 3 ,  р =  — — ̂  бу-
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тун сон эмас. Бироц бошлангич шартдан фойдалансак, С\ =  0 ва 
у' =  — »/ у3. Интеграллаб ва х0 =  — 2 да у0 — 1 бошлангич шарт­

дан фойдаланиб, х  ■■
/  У

19. у' =  р, у" — р' деса р'

2 х
—4 ни хосил киламиз. 18. у

1 — л:
р хг
— +  —. Бу Бернулли тенгламаси- 
х р

дир, уни интеграллаб, р  — у 2 х  у'х+С1 ни топамиз. Р  ни у' би-
лан алмаштириб, у'(1) =  0 шартдан фойдалансак, у' — У2х\ л: —1.

з
___ —  / х '2,

Интеграллаймиз: у =  2ул2 (х— 1) 2 I— +  — +  С2. С3 ни х  =  1 да
15/

у =  1 бошлангич шартдан аницлайииз: С2 =  1, натижада у =

=  2 / 2  (х— 1) 2 ^  ^  +  1. 20. у — х  =  2 1п | у |. 21. Эгрилик 

_з
(1 +  (у')2) 2

радиусн /? — ---------------- (/? =  МЫ) формула билан ифодалана-
у

ди. Унинг Оу у^идаги нроекцияси /?соз а га тенг. а — у' экани

бизга маълум, у х,олда соз а =  — Демак,  шартга кура,
/\+(У’)~

=  а  ёки 1 +  (у')% =  ау". у' =  р, у" =  р'

яъни р  =

(1 + < У ' ) 2)

V 1 +  о О 2

десак,
йр

1 + р 2

их х
— — , бу ердан агс1§ р  =  —

=  {§' + С |^  =  у'. Интегралласак, у =-- а 1п зес + С ^  +  а 1пС3

ёки еа =С-, зес ( — + 6 \  (76-

чизма). 22. к — 1 булганда у =

=  сЛ (С |Х+С 2), А =  — 1 бул- 
С1

ганда ( х + С 2)2 +  >’- = С | .  23. 
Тушаётган жисмга икьига куч: 
жисмнинг огирлик кучи ва 
л,авонииг ь;аршилик кучи таъ- 
сир этади; уларнпнг тенг таъ- 
сир этувчиси: Л' =  т §  — * » 2. 
Шунинг учун Ныотонниш ик-
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(1‘̂ $ I(1 з\2
ки н  и ц о н у н и д а н  т — - =  т ^ ~ к у 2 ёки т  —  =  т § —  к \—  тен г л ам а  

<И2 йР \<Н}
(1§

келиб чи^ади. — = р , —  =р ' десак, т р '= т § —крг. Интегралласак,

х / ^ к  + р _  __

,+с' -"“'-УтМ У Ч {‘+
* к

ни ( =  0 да и0 =  0 бошланшч шартдан аниклаи-+ С \

миз: С\ =  0, демак, —  =  1/ ШМ 111 Л/ !1К!-. Интеграллаб, 5 =  
(И г к г т

=  — 1п с11 V  *1М.1+С2 нн тоиамиз. I — 0 да 5 =  0, шунинг учун 
к г щ

С2= 0. Шундай цилиб, жисмнннг ^аракат конуни бошлангич шарт-
т  Г~кгг

ларпи эътиборга олган л;олда 5 =  — 1псЬ I /  _  I куринишда бу-
к V т

0(2 х
лади. 24. 5 =  —  + С^  + С 2. 25. — =^=соп8( булгани учун 4 ва дг

функциялар чизикли эркли. 26. Чизикли боглик. 27. Я] +  а.2х  +  
+  олх2 +  чххл =  0 тенглик ку5 тенглама булиб, у учтадан ортиц 
илднзга эга була одмайчи, Шунинг учун +  а.х +  аяя 2 +  а4х 3 
ифода х,еч кандаи коэффициентларда айнам нолга тенг булмайди. 
Демак, 1, х, Х‘, х 1 система чизикли эркли. 28. Чизикли эркли.
29. 51пдг, с о з 2 х  система чизикли эркли, чунки а, 5111 х +<*2 с о з2 д = 0  
айният фанат я, =  я2 =  0 булгандагина бажарилади. Хакикатан, 
х =  0 ни ай шятга куииб, з 2 =  0 ми топамиз. Шунинг учун
а, 5111 X =  0, бундан а, =  0, чунки 5111 Х ф  0. 30. Чизик;ли эркли. 
31. а, =  — 1, я2= 1 ,  а3= 1  да аг 1 + а . ,5 т 2.* +  яясо$2д: =  — 1 +  з1п2лс +  
4 - со52д =  0. Шу сабабли, 1, 5 т 2д:, соз-д: система чизикли бог- 
лик. 32. Чизикли боглик 33. Изланаётган тенгламанинг ихтиё- 
рий ечими (уни у деб белгилаймиз) х, хг ларга чизикли боглик 
булади, шу сабабли уларнинг Вронский детерминанти Щ х, д 2, 
у ] = 0  булади. Бундан

X X2 у
1 2х у'
0 2 у"

0

ёки д 2у" — 2ху’ +  2у =  0 изланаётган тенглама >;осил б}'лади. 
34. у" — 2у’ +  у =  0. 35. Изланаётган тенглама.

5111 X  с 0 5 .Г у 

С 05 X  —  5111 X  у '  

5111 X  —  С08 X у "
=  О
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ёки у" +  У =  0 булади. 36. ху'" — у" 4  ху' — у — 0. 37 у" +  
4- р(х)у' +  <?(х)у =  О тенгламанинг битта ечими у! маълум бу.лган 
Холда унинг умумий ечими

У =  У1 С[4-С: Г -
О у ?

-̂ р(х)йх
с1х

формула буйича топилади. Берилган тенгламани

,У' +
1

\ - х 2'  4(1 — х2) 

куринишда ёзиб оламиз. Бу ^олда

у =  у' 1 +  х 

=  / 1 4 - *

С-1 + С-}
1 4- х

йх =
(1 4- х)у 1 — х 3

— у 1 +  х \ С>1+ с 2| /  1
4- х]

-С/1 у 1 4" х  4~ С% у 1 — х.

38. у =  у 1 — гх ' .  39. 3 7 - ммсолдаги умумий ечимни топиш фор- 
муласига биноан,

1 {■
С 1+ С 2

. лч1па~1) йх

:,4-с, [

х- 

1п х — 1
йх =  С,л:4-С 21п х.

40. у =  С,х+С'>х'Ч-С:1х:\ 41. Аввал берилган тенгламани у"— — = 3 *

у'
куринишда ёзиб оламиз. Мос бир жинсли у " — — =  0 тенглама­

нинг умумий ечими: у —С , * 2 +  С2, бунда у, =  х'г, у2 =  1. Берил­
ган тенгламанинг умумий ечимини у =Сх(х)х* 4- С-^х) куриннш- 
да излаймиз. 2-§ даги (3) формулага к^ра С{(х) ва С2(х) лар

I С1(х)х2 4-С',,{х) =  0,
< ( " системадан тогшлади:
[С'^ху^х =  3 *

3 3
С\(х)= — , С1(х)=  — х  4-Сь

3 1 , _

С2(х) =  — — х\ С2(х) =  — — хл 4  ^з-

Топилган ифолаларпи уз урнига куниб, умумий ечимни ёзамиз: 

у =СуХг 4-С3 4- хК 42 у -  С\ [х 4  е " 2*  +С\ -  л*. 43. Энг ол-
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лин бир жинсли у " — 2у’\% х =  О тенгламанинг умумий ечимини 
топамиз: у х + С 2. Берилган тенглама ечимини 4 1 -мисол*
дагига >'хшаш топамиз: у =  С ^х ^^х  +  С2(х),

[ С[(х)^х +С2(х) =  0, ^  =  соз2х1

СЛх) • ------ =  1; С2(х) =  — з!п л: соя х,
I соз2-*:

1 1 1
С1{х )= — х +  — з1п 2х +  Сц С2(х)=  — — 5\п*х + С 2,

у =С\1& х  + С 3 +  ^ х  1% х.

44. у= С 1 + С3$1пх+С3созх—хсо5Х +  1п | зесл :+(2 л:| +  зшлМп | созл:|.
45. Мос характеристик тенглама г2—г— 0 нинг илдизлари: г ( =  О, 
л2 =  1. Демак, умумий ечим: у = С Х -\-С2ех. 46. у =  С^е2х-\гС'1е~'2х. 

47. Мос характеристик тенглама г2 — 4г +  3 =  0 нинг илдизлари: 
Г1 =  3, г3 =  1. Демак, умумий ечим: у = С ]езх + С2ех. 48. у =  

= С 1е2х+С%е3х. 49. Мос характеристик тенглама Зг2 — 2 г — 8 =  0
4

нинг илдизлари: гх =  2, г2 =  — —. Демак, умумий ечим: у =
О

4

=  С 1е1х+С2е 3. 50. у=е2х(С1еУ^ + С 2е-1/2х). 51. г2 +  2л +  1 =  О 
характеристик тенглама г1 =  г2 =  — 1 каррали илдизга эга, шу- 
нинг учун умумий ечим: у =  (С\+С2х)е~х. 52. у =  (С1 + С2х)е2х. 

53. г2 — 2г + 2 =  0 характеристик тенглама г12= 1 ± /  илдизларга

эга. Бинобарин, умумий ечим: у =  ех(С1С05 х -\-С25'̂ п х). 54. у .= 
=  е ~ 2дг(С,соз З л :+ С 2 з!п Зх). 55. 4г2 — 8л +  5 =  0 характеристик

1
тенглама гх 2 =  1 ±  — / илдизларга эга. Демак, умумий ечим: у =  

г / „  х  \х { \' 2 / 2  \
^ с о з  — +  С2511] — I. 56. у =  <? I С, сое — ж + С 2 з!п-^—а: I •

57. Аввал умумий ечимни топамиз: г2 — 2 г + 3 = 0  характеристик 
тенгламанинг илдизлари г]2= 1  ± У  21 булгани учун у— 

«= ех(С1со5 /2 х  +С1в1п^ 2 х ). Дифференциалласак: у ' =  елг[(С1+  

+  / 2 С 2)со5('А2 л '+  (Сз—| / 2С ,)з1'п | /2 х ] .  Бошлангич шартларга кура 
Г  ̂ 1, —

1о , -о гг ^  /гг Демак, хусусии ечим: у =  е- (со$|/2лг+
’ ^ —ОI ~г |/ ^^5» ^ ^
+  >/"2 81п |/ 2 х). 58. у =  ех. 59. Мос характеристик тенглама 
г2 +  4л +  29 =  0 нинг илдизлари: г, 2 =  — 2 ±  5г. Демак, умумий

ечим: у — е ‘‘Л(С\С05 5х + С 2 $ т  5л) Бошлангич шартдардан фой- 
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даланиб топамиз: <?1— 0. Демак, у= С 2е 2хв1п5х. Дифференциалла-
сак: у' ~ С2е~‘х(— 251п 5х +  5соз 5х) х = 0  да у' =  15, демак, С 2= 3 ,

1

~ 2 Х
шу сабабли у =  ’Ае гх5'т5х. 60. у — е (2 +  х). 61. Юцоридаги 
мисоллардагига ухшаш умумий ечимни топамиз: у = С 1 Соз2х  +  
+ С 2 51п2х. Дифференциалласак: у' =  — 2С]51п2х +  2Сасоз2х Маса-

ТС
ла шартига кура х  =  — да у — — 1 ва у ' =  1. Демак, С\=] ва

1 1 к 
С 2* • — — . Ш\НИНГ учун у— С052х— — 5111 2х 62. у =  —  51П4(Х —

— х,,) -Ьу0 со5 ч(х — х„). 63. Бир жинслимас тенгламанинг умумий 
ечими а =  у 4- и, формула буйича тогшлади, бу ерда унинг 
бирор хусусий ечими, у мос бир жинсли тенгламанинг умумий 
ечими. Дастлаб мос бир жинсли у" — 7у'  +  12у = 0  тенгламанинг 
умумий ечимяни топамиз. Унинг характеристик тенгламаси гг=  3, 
г2= 4 илдизларга эга, демак, у = С 1е3х+С2е1'х. Агар а =  0 ва Ь =  0 
булса, Дх) =  еах(рп(х) соз йх 4- С^/яС*)8''1 Ъх) ифода 1(х) =  Рп(х) 

куринишда булади. Бу х,олда иу =  еах [Я(,(х)соз Ьх +  (?<?(*) $1п Ьх\ 

формулага кура 0 сони характеристик тенгламанинг илдизи бул- 
маса, хусусий ечимни и1 =  0п1х) куринишда, 0 сони характерис­
тик тенгламанинг р  каррали илдизи булганида эса хусусий ечимни
и, =  хР(1п(х> куринишда излаш керак. Берилган тенгламанинг унг 
томо и 1-даражали купцад ва 0 сони характеристик тенгламанинг 
илдизи булмагани сабабли, хусусий ечимни иг =  Ах 4- В кури­
нишда излаш лозим. Номаълум А ва В коэффициентларни топит 
учун а1 ни ва унинг ^осилаларини тенгламага куямиз хамда чап 
ва Унг томондаги коэффидиентларни тачкослаймиз: и ^ А ,  и{— 0

1 7
— 7 А 4- 12Мх 4- В) =  х, -А ■= —, В =  — . Демак, хусу сии ечим:.

12 144

1 7

М1= 12 *  +  144’ умумий ечим:

а  ■= у 4- « 1=  С^е3х +Сце*х 4- ~  ■* 4-

64. и =  (С 1 + С2х)е2х+ (2х2 4- 4х 4- 3). 65. Мос бир жинсли
8

тенгламанинг умумий ечими: у =  С1+С2е2х, чунки характеристик 
тенгламанинг илдизлари гг*=0, г2=*2. 0 сони характеристик тенгла­

манинг одднй илдизи б^лгани учун хусусий ечимни и1^=хА{х2 + 

4- Вх 4- С) куринишда излаш керак. Тегишли тенгламалардан А,
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В , С  ларни топамиз: А — — —, В~  — —, С =  — Деуак, хусусий

1 1 , !ечим: и, — — х — — хг----- л3; умумии ечим:
4 4 6

и =  С, -Ь С3е2'1Г+  — л: — — хг— ~ х 3. 66. и.—С\ +  С«ех—к — л*2.
4 4 6

67 Мос бир жинсли тенгламанинг умумий ечимини осонгина то­

памиз: у =  +  Сае~х. ^(х)=еах[Рп(х) соз Ьх +  О т '  *> 8‘ п *  *] 
ифода 6 1 = 0  булганда / (я )  =  еахРп(к) куршшшни олади. Бу х,ол- 
да а сони характеристик тенгламанинг илдизи булмаса, хусусий 
•ечимни и, =  еах[Ре(х созб * + 0 е( ») з!п Ьх\ формулага кура иу =

— еах1)п(х) куринишда, а. сони характеристик тенгламанинг р  кар- 
рали илдизи булганда эса хусусий ечимни и1 — х^е"'0п(х) кури­
нишда излаш керак. Берилган тенгламанинг е:х  унг юмони 
е хР0(\) куринишдадир. а = 2  характеристик тешламапннг илдизи 
булмагани учун хусусий ечимни и4 =  Ае“х  куриьишда нзлаимнз. 
Бу ечимни тенгламага куйиб, 4Ае2х+1'2Ае"х + 5Ле~х =  е2х тепглик-

1
ни .х,осил киламиз, бу ердан /1 =  —. Демак, хусусий ечим: =

=  е1х\ умумий ечим: и =  С\е~эХ +  С2е~х +  — е2л булади. 68.

и =  С^ех +  Сге~х +  —- хех■ 69. г2 +  1 =  0 характеристик тенгла­

ма г1 2 =  ±  г илдизларга эга. Шунинг учун, мос бир жинсли тенг­
ламанинг умумий ечими: у =  С1 соз х +  С2 з1и х. Берилган тенгла- 
манинг унг томоии /(х) — е°’х А1 соз(1 • х) куринишда булиб, а + 

+ Ы — 1 характеристик тенгламанинг оддпп илдизи булгани } чун, 

хусусий ечимни и, =  хр еах[ре(х) соз Ьх +  0<>('(:) з т  Ьх\ формула­
га кура их =  х(А соз х +  В з1п х) шаклда изланмиз. Бу ифодани 
берилган тенгламага куйсак, — 2А зш  к +  2 5  соз х =  соз л:, соз х 

ва 3111 х олдидаги коэффнциентларни тенглаб, А ва В ларни топа-
1 1

миз: А =  О, В — —. Демак, хусусий ечим: и , =  — х зш  л; умумий

ечим: и =  С1 соз х +  С2 зш х +  — х зш х. 70. и ~ е~2х(С, созх +

+  р з зш х  +  5 *  з!п х). 71. Мос бир жинсли тенгламанинг уму­
мий ечими: у =  ех(С\ соз х  +  С3 з!п х\ а ±  1Ь =  1 ±  « сон ха­
рактеристик тенгламанинг оддий илдизи булгани учун ху­
сусий ечимни «[ =  хреах\Ре(х)со$ /;<-(- (Зе(х) з т  Ьх\ формула бу­
йича

=  хех[(Ах +  В)соз х + (Сх  +  / ) ; зш  х\
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курииишда излаймиз А, В , С, В  лар учун мос тенгламаларни 

ечиб, А =  О — О, В  =  — —, С == — ларн .1 топамиз. Демак, хусу­

сий ечим: и, =  — ех(х'‘ з1плг—х с о з х : , умумий ечим: и= ех ,С1 С08лг+ 

+  С2 81п х) -)- — ел(х- 81П х  — х  соз х). 72. и =  ех(Сг соз 2х +■

С2 51П 2л) +  ~  хех в!» 2х. 73. Мос бир жинсли тенгламанинг

умумий ечими: у =  С,ех +■ С2г2'г- 1) бу ^олда а  =  2, Ь =  0. 

а ± Ы =  2 сон характеристик тенгламанинг одтий илдизи булгани 
учун хусусий ечимни и, =  Ахё*х куринишда излаймиз, Тегишли 
теигламадан А =  3 ни то лам из. Демак, хусусий ечим: «,=■ Зхе**\ 

2) бу ^олда я =  0, 6 = 1 ,  демак, а±Ы=±1  сон характеристик тенг­
ламанинг ичдизи эмас, шуни г у чу .1 хусусий ечимни =  Асозк +-
4-Вз1па- куринишда излпЬ.пи. А ва В лар учун мос тенглама-

3 1 3
ларни ечиб, А — —, В =  — ларни топамиз. Демак, — соз х  +

5 5 5

4- — з т  х; 3 1 бу ерда унг кием иккита к'гшилувчидан иборат, шу-
5

нинг учун хусусий ечим иккита цушилувчндан иборат булиши 
керак. Уларни айзнм х,ам, биргаличда *ам ашщлаш мумкин. Ху- 
сусин ечимни и, — Ахех +  Ве~‘2х куринишда излаш керак, чун- 
ки бирш.чи куш мувчи учун а ±  Ы =  1 сон характеристик тенг­
ламанинг оддий илдизи, иккинчи кушилувчи учун эса а + Ы == — 2 
сон характеристик тенгламанинг илдизи эмас. Юкоридаги мисол-

лардагпга ухшаш А =  — —, В =  — — ларни топамиз Демак,

и1 — — — хех — — е~~2х ; 4) аввал, тенгламанинг унг цисмини
2 12

з т  *  з1п 2х =  (соз х  — соз Зх) курииишда ёзиб оламиз. Хусусий- 

ечимни 3- долдагнга ухшаш

«I —> А соз х + В з1п х  +  С  соз Зх +  И  з т  Зх

1 3 „  7
куринишда излаймиз. С^нгра А =  — В ■= — — , С — ——, ! ) = ■

/и
9 1 3  7

-= —  ларни топамиз. Демак, и5 =  — созх — — к1пх+ —  сое Зх +  
2о0 20 20 2)0

+ ^ п З х .  Шундай килиб, умумий ечим: и =  С2е2х-\-и̂
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бунда 1) Зхе2'1'; 2) — соях +  —з!п х ;  3) и{~ -----хех— —,
Я Я ') 19

,-2лг.
12

9 2»—— з!п 3 * .  74. а= е  (С, +  
260

1 3  7
4) иу =  — с о з * — — з1пх4- -— созЗх  

20 20 260
3 1

+ С а* ) + и ь бунда иу. 1) — х 2е2х; 2| —
2 169

1 4 3 1
— —(Ззтх-|-4со5х); 3) х  +  1 -|----соз х  +  — з!п х + —соз 2х; 4)

50 25 2о 8

■ — зш  3x4- бсоз Зх

1 I Чх
—  XV *-

1 %х 75. Аввал, нос бир жинсли тенгламанинг уму-
•Н  Ь
мий ечимини топамиз: у — С, соз х С., з т  х  Узгармасларни ва-
риациялаб, хусусий ечимни — СУх) со-; х  +  С 2(«) з1п х  куриниш­
да излаймиз С[(х; ва С-ух) ларнн тонншда 2-§  даги (3; систе- 
ыадан фойдаланамиз:

’ С’1(х)соз х  +  С2(л) з1н к =  0,
С 1(л:)(—зтлгу +  С\(х) соз х  =

бу ердан С\{х) =  — (§; х з1п х, С 2(х) =  з т  х ,

— 1п

+  4

( 2 + 4 • соз х. Демак, и1 =  -С2(х)

, умумий ечим: 

и =  С\ соз х + С2 з!н х  — соз х 1п

Сх(х) =  з1п х  —

-с о з х 1п | Ц !  +

76. а =  соз х  +  С\ 3111 х  +■ х  з1п х  +  соз х 1п | соз х {, 77. Мос 
бир жинсли тенгламанинг умумий ечими: у =  (С\ +  С2х)ех Хусу­
сий ечимни =  С1(х)ех +  С2{х )х /  куринишда излаймиз. С^х)

ва С 2(х) ларни С[(х) + С'п(х)х *= 0, С ^ х Н ^ к * )  О • +- * ) =■ , * ,
х1 + I

системадан топамиз: С{(х) =  — 1п (х  +- 1), С 2(х) =  а г с !д х  Де­

мак, «[ =  — — е 1п ( I -(- х 2) +  хе^агс!:^ х, умумии ечим: и

С1 +  Сах  — ~  1п (1 + х-) чг х  агс1$т х  I. 78. гг=е 'х(С1 +  Сах) +

-Ь — - (Ззш х + 4  созх) +  —-  (5 зш Зх — 12 соз Зх). 79. Мос бир 
100 676

жинсли тенгламанинг умумий ечими: у =е~~х(С1 соз х  +  С2 з!п х).  
хусусий ечи.мнн и1 =  е~х(С1[х)соз х  {- С2( х ) з т  х) куринишда из­
лаймиз. С\(х> в 1 С,(х) ларни юко;>идт'!1 мкс.плардаги каби топа­
миз: Сх(х) — — х,' С2(х) =  1н | л!п х |. Демак, хусусий еч:ш: ч1 =
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1=6 х(— х со-з х |  кш.с 1п | 5!'п л |) умумий ечим: и=\(С1—л:)созлН-
4- (С2 + 1п | 51П *  | ) з1 п х)е~х. 80. и = С^ех+С2 + (1 +  ел')1п(1 +е~~х). 

81. Ох ни юк осилган нукта оркали пастга вертикал йунаятира- 
миз. Координаталар бошн О ни юк мувозанатда булган ^олатда 
олаыиз. X— иружипанинг айни моментдаги узаниши, Аст эса статик 
узайиш булсин. Даракатнинг дифференциал тенгламасини Ньютон-

нинг иккинчи коиуни Р •=* та  дан топамиз, бу ерда т  — юкнинг

массаси, а —харакат тезланиши, р  — юкка куйнлган кучларнинг 
тепг таъсир этувчиси. ]Масала шартига кура тепг таъсир эттвчи 
куч пружинаникг— сХ га тенг булган (с — узгармас пропорцнонал- 
ли:< коэффициента* таранглих кучи Р  =  сХст огирлик кучи ва
О з 1 п р1 кузгатувчи куч йигиндисидап ибораг. Шунинг учун ^а- 
ракатнинг дифференциал тенгламаси

(Х̂ Х
т  Т Л  =  Л  1" С^СТ +  <3 5111 р 1  (1 )

аг*

С <3
куринишда булади: л — лст ни х  билан, — ни к2 билан, — ни д

т  т
билан белгилаб, (1) ни

с1?х
—  +  к2х  =  ^ 51п р1 (2)
аг2

куринишда кайта ёзиб оламиз. Бу коэффициентлари узгармас бул­
ган иккинчи тартибли бир жинслимас тенглама. Унга мос бир 
жинсли тенгламанинг умумий ечими х =  Л 5!п {Ы -)- а) куринишда 
булади Бу юкнинг эркин тебраиишларидир. А катталик тебра- 
нишнинг амплитудаси, к -)- а аргумент эса тебраниш фазаси дейи-

лади. к =  у  — катталик тебраниш частотасиднр. р  Ф к булганда 
г т

081П рс кузгатувчи куч вужудга келтирадиган мажбурий тебра-
а

нишларни характерловчи (2) нинг хусусий ечими иг= — !— 5)п/^
к2— р 2

куринишда булади. Бу ^олда ^аракат конуни (2) тенгламанинг

и =  8!п р{ +  А з!п (Ы +  а)
к*— р2

умумий ечими билан ифодаланади, р  =  к булганда (2) нинг хусу­

сий ечими =  — ^1совк (  куринишда булиб, резонанс руй бера-

</
д и . Бошцача айтганда, мажбурий тебранишлар амплитудаси — (

309



чексиз катга булиб цолиши мумкин 
<77- чизма). 82 5  -  х
Х|2соз(156,6 0  +0,00313 51п(15е,У)]. 83. 
А билан В нинг орасидаги ихтиёрий /II 
нуктага иккита куч: Р  узгармас куч 
ва Р1 «= к (а— ») давонииг царшилик 
кучи таъсир этади. х  =  0 да Р, =  /

сошлангич шартдан к =  — ни топа- 
а

миз, шунииг учун Р, =  — (а — х), 
а

Ньютоннинг иккинчи цонунига би- 
ноан мол дни нуцта х,аракатининг диф­
ференциал тенгламаси

—  х =  — — —  (1)
ат  т  т

77- чизма.
куринишда булади. Унга мос бир 
жинсли тенгламанинг умумий ечими:

х  =  С{е

(1) нинг хусусий ечими эса и, 

нинг умумий ечими

I
ат ' +  Са_

_ аУ ~~ Р* 
/

V —с» а т

. Демак, (1) тенглама-

и =  С хе
- V  —1 аи — Р)

У ат 4  С.,е * ат  +  ----------- -
/

куринишда булади. I =  0 да и(0) = 0  ва м'(0) =  0 булгани учун

. .  а ( Р - / )  „ а(Р - Г ) \ У  ! - 
=  С2 =  — — ----  ва хусусии ечим и = -----— —

- V 1-1
' ат _  2 куринишда булади. Моддий нуцтаиинг А дан В 

гача етиб бориш вацтини аницлаш учун бу тенгликда и. — а дей- 

миз. Натижада /  <  Р  зкаиини эътиборга олиб, I =  | /  <1у- X

X 1п

Г

ни з^осил циламиз 84. а) г =  —

б) г -  2̂со
-Ь С а. 86. у -

с Уес*  

с ^ 'С2 +  е
87.
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у =  С\х +  С, \  88. у =  (С,х +  З)2 +  С2. 89. и =  ^  7 , -  х
_2_

ЗС1 '

8 к у ч  1

1/12
п = \

пк пка пк ди(х, 0)
X  5111 — СОВ -у-  1 5 1 П — х. К у р с а т м а. ---- —----  — 0, и(0, 0  =  0»

и(1, () =  0, и(лг, 0) =

2кх

2 Л
‘ - т )  ( 1 < л : < ' )

шартлаодан фойдаланиш керак. 90. 7" — — | /  Л- |^(6л)а 1п210.
3 ! ё

91. У =  — -» +  С, соз 1п | х  | 4 С2 з т  1п | х  | . 92 у =  С1х--\- С2 — +
2 д:

+  —  ( С 0 5  111 [X  | -  3  5111 1н | Л | ) .  
11)

81;
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