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СУЗ БОШИ

Партия ва ^укуматимиз олий мактабни янада ривожлан- 
тириш ва мутахассислар тайёрлаш сифатини ошириш бора- 
сида муттасил гамхурлик цилиб келмокда. Бу уз навбатида 
республикамиз педагогика институтлари олдига уз фанини 
пухта эгаллаган, гокори малакали укитувчилар тайёрлаш 
вазифасини куяди . Бу улкан вазифани муваффакиятли ^ал 
этишда студентларнинг дарслик ва уцув цулланмалар билан 
таъминланганлиги мухим роль уйнайди. Хозирга кадар у з ­
бек тилида педагогика институтлари учун дифференциал 
тенгламаларга оид адабиёт м авж уд эмаслиги мазкур кул- 
ланманинг ёзилишига озми- купми сабаб булди.

Кулланма асосан педагогика институтларининг матема­
тика, физика ва физика-математика факультетларининг 
студентларига мулжалланган. У  ана шу факультетларнинг 
«Оддий дифференциал тенгламалар» курси буйича тузилган 
программа материалини уз ичига олади. Бундан ташкари 
китобдаги айрим материаллардан махсус курсларни укцшда 
фойдаланиш мумкин.

Дифференциал тенгламаларга оид масалалар назария- 
нинг тегишли кисмларини мустахкамлашда мужим роль уй- 
нагани учун китобда купро^ мисол ва масалалар беришга 
^аракат г^илинди. Керакли жойларда типик мисоллар ечи- 
лишлари билан берилди.

Математикадан физика, механика, астрономия со хасида 
унумли фойдаланиб келинаётганлиги ^аммага маълум. Х>о- 
зирда математика экономикага, биологияга, медицинага, 
техникага ва бошка со^аларга чуцур кириб боряпти.

Айтилган сохаларда куплаб жараёнлар дифференциал 
тенгламалар билан тавсифланади. Шунинг учун бундай 
тенгламаларни урганиш му^им а^амият касб этади.

Номаълум функциянинг грсиласи (ёки дифференциали) 
албатта ^атнашадиган тенглама д и ф ф е р е н ц и а л  т е н г г  
л а м а  дейилади.
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Агар номаълум функция бир аргументли булса, тег^шли 
тенглама о д д и й  дифференциал тенглама, куп аргументли 
булса, х у с у с и й  ^ о с и  л а ли дифференциал тенглама де- 
йилади.

Мисол сифатида куйидаги дифференциал те иглам аварии 
келтириш мумкин: 

dx1. —  =  — kx, /г>0 (радиоктив парчаланиш тенгламаси), 
dt

2. —  4 - д—  4- —  =  4лр (х , у ,  г)  (Пуассон тенгламаси),
дх2 ду2 дг2
(fly

3  .  \- ш2х =  0, <в>0 (чизикли осциллятор тенгламаси).
dt2

4. д~  — а  а > 0  (иссшушкнинг таркалиши тенгламаси).

Дифференциал тенгламада цатнашаётган ном^ълу^ 
функция досилаларининг (дифференциалларининг) энг' 
ри тартиби шу дифференциал тенгламанинг т а р т и б и де ' 
йилади. Масалан, юкорида келтирилган тенгламадарда^ 
биринчиси 1-тартибли, учинчиси 2-тартибли оддий Диффе' 
ренциал тенглама булса, иккинчи ва туртинчилари 2 - тар" 
тибли хусусий хосилали дифференциал тенгламалард^р.

Агар тенгламада бир неча номаълум функциял^рнинГ 
хосиласи к,атнашган булса, эркин узгарувчилар битт^ бул- 
ганда оддий дифференциал тенгламалар системасига, узга­
рувчилар икки ва ундан ортик булса, хусусий >;осилалй 
дифференциал тенгламалар системасига эга буламиз. ЖуМ* 
ладан, ушбу

dx и— =  ах — by, 
dt1)

^  =  К у ,  
dt

=  Ьх -\т а у
ах

системалар биринчи тартибли дифференциал тенгл^малаР 
системаси булиб, цуйидаги

( ди (х, У)
1 дх
{ ди (х. У)
1 дх

ду

ду2 1 ду

система хусусий ^осилали дифференциал тенгламалар сис* 
темасидан иборатдир.
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М азкур китобда оддий дифференциал тенгламалар (би- 
ринчи ва n -тартибли), оддий дифференциал тенгламалар- 
нинг нормал системаси ва бундай тенгламалар учун 
Штурм—Лиувилль масалалари педагогика институтларининг 
программаси ^ажмида баён этилади. Хусусий ^осилали 
дифференциал тенгламалар ва уларнинг системалари ^а^ида 
маълумотлар бериш бу китобда назарда тутилмаган.

Китобни ёзишда автор узининг Фаргона ва К,укон Дав- 
лат педагогика институтларининг математика ф акультета 
студентларига куп йиллар давомида у^иган лекцияларини 
асос цилиб олди. Бундан танщари рус тилида ёзилган мав- 
ж уд  адабиётлардан ^ам фойдаланилди.

Автор китоб ^улёзмасини синчиклаб куриб чикиб, унда 
учраган камчиликларни бартараф этишга ёрдам берадиган 
фикр ва муло^азаларини билдирган урто^ларга, айни^са, 
китобнинг махсус му-^аррири В. И. Ленин номидаги Тош- 
кент Давлат университетининг доценти, физика-матема­
тика фанлари кандидати F. Н. Насритдиновга уз миннат- 
дорчилигини билдиради.

Мазкур китоб ш у со^ада яратилаётган илк кулланмалар- 
дан булганлиги учун камчиликлардан холи эмас, албатта. 
Автор .^амкасб уртокларнинг цулланма хацидаги фикр ва 
мулохазаларини мамнуният билэн кабул килади.

Автор



БИРИНЧИ ТАРТИБЛИ ОДДИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛ 
ТЕНГЛАМАЛАР

l - § .  ^ОСИЛАГА НИСБАТАН ЕЧИ ЛГАН  БИРИНЧИ ТАРТИБЛИ 
ОДДИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛ Т Е Н ГЛ А М А Л А Р. УМУМИЙ 
МАТ» Л  У  МОТ Л  АР

l - б о б

Аввал баъзи белгилашлар киритайлик. / — бирор очик, 
ёпи^ ёки ярим очщ (ярим спи^) интервал булсин. D.2 = T  
ор^али текислик нукталариминг очи^ (ёпи^) богланган* 
тупламини, D3 оркали эса уч улчовли фазонинг координа- 
талари х, у ,  у '  лар билан белгиланадиган нукталарининг 
очи^ (ёшщ) богланган тупламини белгилайлик. F (х, у ,  у ’ ) 
функция D3 тупламда, f  (х, у )  функция эса D2 =  Г  туп- 
ламда зиикланган булсин.

1 - т а ъ р и ф.  Ушбу
F (х, у ,  у ' )  — 0 (1 .1)

тенглама Гхрсилага нисбатан ечилмаган  биринчи тартибли 
оддий дифференциал тенглама дейилади.

Баъзи ^олларда (1.1) тенгламани у '  га  нисбатан ечиш 
мумкин булади.

2 - т а ъ р и ф .  Ушбу

dA  =  f{x,y)\ (1-2)
dx

тенглама ^осилага нисбатан ечилган  биринчи тартибли од­
дий дифференциал тенглама дейилади.

Энди (1.1) ва (1 .2) тенгламалар учун ечим тушунчаси- 
ни киритайлик.

3 - т а ъ р и ф .  Агар I интервалда** аницланган у — cp(x) 
функция учун

* Агар берилган тупламнинг ихтиёрий икки ну^тасини туташти- 
рувчи ва шу тупламга тегишли бирор чизи^ мавжуд булса, бу туп- 
лам б о г л а н г а н  дейилади. Кейинги муло^азаларда фа^ат богланган 
тупламлар ^аралади.

** Агар I интервал ёпщ  булса, унинг учларида бир томонли 
^осилалар назарда тутилади. (Кейинги муло^азаларда ^ам шундай.)
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1°. (x,q> (х))£Г\
2°. ч м е с н п - ,
30. l £ i £ ) . f (x> ф (je)), ха 

dx
шартлар божарилса, г/ =  ф(х) функция (1.2) тенгламанинг 
/ интервалда аникланган ечими  дейилади.

4 - т а ъ р и ф .  Агар / интервалда аникланган у  =  ф (х) 
функция учун

1°. Ф (х) 6 С1 (/);
2°. (х, Ф (х), ф' ( х ) ) ф 3\
3°. F(x ,  <р(х), ф '(* )) =  0, хб/

шартлар бажарилса, у  =  <р(х) функция (1.1) тенгламанинг
I интервалда аникланган ечими  дейилади.

R1 =  R оркали барча ^аки^ий сонлар тупламини, R 2 
оркали бутун текисликни коплайдиган ну^талар тупламини 
белгилаймиз. Бу белгилашлардан кейинги мулохазаларда 
хам фойдаланамиз.

1 - м и с о л .  Ушбу — =  у  тенглама учун ■ I  =  R1, y^R1,
dx

Г  =  { (х, у)-(х, у )  6R2} булиб, ф (х) =  ех функция R 1 да ани^- 
ланган ечим булади. Да^и^атан, (х, ex)£R2, ех£Сх (R1), 
+  е* , x e R 1.
dx

2 - м и с о л .  Ушбу у у ' — е 2х=  0 тенглама учун x^R1. 
Ц3 = {(х, У, у'У- (х, у ,  у  )£R3}, R3 — уч улчовли фазо булиб, 
Ф (х) =  ех функция R1 да аникланган ечим булади. [Буни 
бевосита текшириш ^ийин эмас.

(1.2) тенгламанинг

У (хо) ~ У о (1 -3)

шартни каноатлантирадиган ечимини топиш масаласи Коши  
масаласи  дейилади. Коши масаласи кискача, — =  f  (х, у) ,

dx
у ( х 0)=- -у0, (х0, y 0)£D2 каби ёзилади.

(1.1) ёки (1.2) тенглама ечими булган у =ф (х) функция- 
нинг графиги тегишли тенгламанинг интеграл э гри  ч и з и т  
ёки, кискача, интеграл чизиги  дейилади.

Коши масаласининг ечимини топиш, равшанки, (1 .2) 
тенгламанинг (х„, г/0)6 ^ 2 ну^тадан утадиган интеграл чизи- 
гини топишдан иборат (албатта, агар бундай интеграл чизи^ 
мавж уд булса). Ю^орида курилган 1-мисолда у  =  ех функ­



ция берилган тенгламанинг 
(0,1) ну^тадан утадиган ин­
теграл чизигидан иборат.

Дифференциал тенгла­
малар назариясида ва Оу 
назариянинг амалий маса- 
лаларга татбикларида, жум- 
ладан, (1 .2) тенглама учун 
D2 тупламнинг ихтиёрий 
тайинланган (*0, у 0) нуц- 
тасидан утадиган интеграл 
чизик, борми, агар бор бул­
са, нечта?— деган савол- 
лар му^им а^амият касб 
этади. Бу саволларга жавоб 

f (х, у) функциянинг дифференциал хоссаларига боглиц- 
дир. Агар (х0, г/0) ну^тадан фа^ат битта интеграл чизиь̂  
утса, шу нуцтада я г оналик  уринли деб юритилади. 
Хар бир нуктасида ягоналик уринли булган ечим х у с у ­
с и й  ечим дейилиб, акс холда ундай ечим махсу с  
ечим дейилади. Юкорида курилган’ мисолларда у  =  ех функ­

ция хусусий ечимдир. — =  у  3 тенглама учун у  == 0 ечим

махсус ечим эканини текшириш цийин эмас.
Энди умумий ечим тушунчасини киритайлик. Бир пара- 

метрли силлиц (дифференциалланувчи) чизиклар оиласи

у  =  у ( х ,  С) (1-4)

(С — мумкин булган кийматлар ^абул цилувчи параметр) 
тенглама билан берилган булсин.

5 - т а ъ  риф.  Агар
у  =  ц>(х, С), (1.4)

У' =  <Р'х(х,С) (1-5)

муносабатлардан С параметрни йуцотиш мумкин г Оулиб, 
натижада (1.2) тенглама ^осил булса, у  ^олда (1.4)^функ- 
ция (1 .2) тенгламанинг умумий  ечими  дейилади.

Силлиц чизиклар оиласига тегишли чизиклар хусусий 
ечимлардан иборат. Ж умладан, у  =  kx, k =  const чизиклар 
координата бошидан утадиган тутри чизиклар оиласидан
иборат. Ундан у '  =  k ва k =  — булгани учун у '  = ~X х



келиб чи^ади. Бу дифференциал тенглама учун (0,0) ну^-
тада f  ( х , у )  =  — функция ашщланмаган. Д ем ак, инте1рал х
чизи^лар у  =  kx, х Ф 0 нурлардан иборат булиб, умумий 
ечим шу у  =  kx, х Tit 0 формула билан ёзилади. (0, 0) ну^- 
та эса махе у с  пункта дейилади.

Ю^оридаги муло^азалардан равшанки, умумий ечим фор- 
муласида ихтиёрий узгармас С га бериладиган ^ийматлар- 
дан биронтасида ^ам махсус ечим ^осил булмайди. Бунга 
мисоллар ёрдамида ишонч ^осил ^илиш ^ийин эмас.

(1.2) тенгламанинг ^ар бир у  =  ср(х) ечимини геометрик 
ну^таи назардан у =  у (х )  функциянинг графиги каби Т ал ­
лин этган эдик. Энди (1.2) тенгламанинг геометрик тал- 
^инини (интерпретациясини) курайлик. (1 .2) тенглама учун 
Г  тупламнинг ^ар бир (х, у) нуктасидан f (х, у) бурчак ко­
эффициент билан /(х у) тугри чизи^ утказиб, шу ну^. 
тада тегишли тугри чизик; буйлаб вектор (стрелка) чиза- 
миз. Натижада бутун Г  туплам (со^а) стрелкалар (йуна- 
лишлар) билан тула цопланади. Натижада биз (1.2) тен г­
ламанинг геометрик интерпретациясини берадиган йуна- 
лишлар майдонига эга буламиз (1 -чизма).

Ечим ва (1.2) дифференциал тенгламанинг геометрик 
интерпретациялари орасидаги богланиш ^ар бир у — <р (х) 
интеграл чизи^ узининг ^ар бир (х, ф (х)) ну^тасида 1(х ф {х))
тутри чизи^а уринишдан иборат. 2 -в а  3-чизмаларда — =

dx
= —, х Ф 0 ва — =  — —, х ф  0 дифференциал тенглама-

х dx х
лар учун йуналишлар майдони чизилган.
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Дифференциал тенгламанинг барча ечимларини топиш 
уни интеграллаш  деб хам юритилади. |

2- § . т у л и и ; д и ф ф е р е н ц и а л л и  т е н г л а м а л а р

Ушбу g ( x , y )  ва h ( x , y ) функциялар бирор Г а Я 2 туп- 
ламда аншуинган ва h  (х, у )  ф  0, (х, у)£Г булсин. У н г 
томони g  (х, у ) ва h (х, у )  функцияларнинг нисбатидан ибо- 
рат б у л г а н , ^

dy  _  g  (х, у) ~
dx h (х, у)

тенгламани курайлик. Агар h ( x , y ) d y  — g ( x , y )  dx  ифода 
Г  тупламда тулии, дифференциалдан иборат булса, у  ^олда 
(1 .6) тенглама тулик, дифференциалли  тенглама  дейилади.

(1.6) тенглама тули^ дифференциалли булсин. Бунинг 
маъноси шуки, Г  да ушбу

d- L^ L =  H x , y ) ,  J L & 8L = - g ( x ,  у )  (1 .7 ) 
[ду дх

шартларни цаноатлантирадиган F (х, у )  функция мавжуд бу­
лади. С1.6) тенгламани символик равишда

h (х, y)Zdt/—’g (x , [ y )  dx  =  О

куринишда ёзишга келишиб оламиз.
1 . 1 - т е о р е м а .  Агар (1 .7)  м ун о с а бат лар  уринли б у л ­

са,  ( 1 .6 )  тен гламанинг  хар б и р  у  — ( f ( x )  ечими уч ун  
F (х,  ф (х ) )  =  const айният  у р и н л и д и р  ва а к синча  ( 1 .6 )  
тенгламанинг  б и р о р  интервал да  аницланган ва

F (х, у ) — С (1.8)

(С — ихтиёрий  у з г а рм а с )  тен гламадан  ошкормас  функция  
каби  топилади ган  хар б и р  у  — ф(Х) функция  (1 .6) т ен г ­
ламанинг  ечими б у л а д и .

И с б о т .  Аввал 1.1-теореманинг биринчи кисмини ис- 
ботлаймиз. у  =  ф (х) функция (1.6) тенгламанинг I интер­
валда аникланган ечими булсин. У  ^олда / дан олинган 
барча х лар учун

d <Р (х) _  е(х,  ф (х ) )  

dx k (х, ф (*)) 
га эгамиз. Бундан топамиз:

h (х, ф (х)) - ^ х) — g  (х, ф(х)) =  0.
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(1 .7) га кура, бу тенгликнинг чап томони F (х, <р (х)) функ- 
диянинг х буйича тула ^осиласидан иборат, яъни

— F (х, ф (х)) 0, х£I. 
dx

Математик анализиинг маълум теоремасига кура F (х, ф ( х ) )  
функция бутун  I  интервалда узгармас булади.

Энди теореманинг иккинчи 1̂исмини исбот этамиз. (1 .8) 
тенгламанинг бирор интервалда аницланган ечимини у  — 
Ф (х) дейлик, демак, F (х, ф (х) )=С.  Бу муносабатнинг икни 
томонини х буйича дифференциаллаб, (1.7) га кура топа- 
миз:

h  (х, ф (х)) — g  (х, ф (х)) =  0.

Бундан у= з  (р(х) функция (1.6) тенгламанинг ечими экани 
келиб чи^ади. Теорема тула исбот булди.

Э с л а т м а .  (1.6) дифференциал тенгламанинг ^ар бир интеграл 
чизири (1.8) тенглама билан ани^ланади.

М и с о л .  Ушбу — =  — Г  =  {(х , у ) ' х > 0, y£R} диф- 
dx х'г

ференциал тенглама учун g  (х, у )  =  — 2ху, h  (х, у )  =  х2 
булиб, x2 d y  — {— 2xy) dx  ифода х2у  функциянинг ту- 
лик дифференциалидан иборат, яъни d(x2y ) — 0. Бундан 
F (х, у )  =  х*у ва х2у  =  С, С =  const келиб чикади.

3 -§ . УЗГАРУВЧИЛАРИ АЖРАЛАДИГАН ДИФФЕРЕНЦИАЛ 
ТЕНГЛАМАЛАР

Агар f  (х) функция 1 х интервалда, g  (у)  функция эса /1 
интервалда аницланган ва узлуксиз булиб, 1у да g  (у)  ф  0 
булса, ушбу

% =  f ( x ) g (y) (1-9)dx
тенглама у з г ар у вчилари  аж рала ди г а н  дифференциал тен г­
лама дейилади. (1 .9) тенгламанинг унг томони Г =  {(х, у) :  

у£)у)  тупламда ани^ланган.
(1.9) ни яна символик равишда

—------ f  (х) dx =  0
g(y)
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куринишда ёзиш мумкин. Бу тенглама тулщ  дифферен- 
циалли тенглама булиб, тегишли F (х, у )  функция ушбу

F (х, У) =  j  —
g(l)

Vo *0

f  (т) dx. (х0, у 0) е л  (х, у ) е г

куринишга эга. 1 .1-теоремага кура (1.9) тенгламанинг 
^амма ечимлари ошкормас функциялар сифатида

4 Д r | , w * + c

Уо хо

муносабатдан аницланади. Бу муносабатни баъзан аникмас 
интеграллар ёрдамида хам ёзилади.

М и с о л .  Ушбу — =  (1 - f  У2) cosx тенглама узгарувчила- 
dx

ри ажраладиган дифференциал тенгламадир. У  ни ~ ~  =
 ̂ I У

=  cosxdx куринишда ёзамиз. Бундан умумий ечим учун 
arc tg у  =  sin  х +  С, С =  const ёки у  =  tg  (sin  х +  С) келиб 
чи^ади.

Ш  
fi (*) ’

Э с л а т м а л а р .  1. Агар (1 .9 )  тенглама да f (х) ■■ 

g i  (У)[2 (х )ф 0 , x£Ix , g(y) =  — — , g1 (y)J= 0, у£1 булса, биз ушбу 
g 2 (У)

^ 2- ^ d y — 1 dx =  0 символик тенгламани царашимиз ва бу  тенг- 
8 i (У) /г (*)
лама /2 (я) g 2 (у) dy — f 1 (х) g j  (</) dx =  О тенгламадан уни f 2 (х) -g t ((/) 
г а  булиш натижасида >^осил булгзнини назарда тутишимиз лозим.

dy
2. Агар (1.9) тенгламада g (у) = 1 булса, — =  /(•*) га  эга  бу .  

ламиз ва умумий ечим
х

формула билан ёзилади.

М а ш к .  Ушбу дифференциал тенгламаларки интеграл
ланг.

1. xdy  +  ydx  =  0.
2. y d y  +  =  0.
3. л:(1 +  у 2) d x —y  (1 +  х 2) d y  =  0.
4. — =  At V ic .  

dt
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4- § .  Уз г а р у в ч и л а р и  а ж р а л а д и г а н  т е н г л а м а л а р г а

КЕЛТИРИЛАДИГАН ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

БаъАи дифференциал тенгламаларни узгарувчиларни ал- 
маштирйш йули билан узгарувчилари ажраладиган тенгла­
маларга келтириш мумкин.

1. % A f ( a x  +  by) 
dx

тенглама z*= ах +  b y  алмаштириш ёрдамида узгарувчилари 
ажраладиган тенгламага келади. Хакикатан,

dz , t dy ■■ dz I t r  / \— = a  +  b — еки — =  a  +  b f ( z ) .  
dx dx dx

Бу — узгарувчилари ажраладиган тенгламадир.
М и с о л  л а  p. 1. — =  2х +  у  тенгламада г —2х +  У де- 

dx
dz с, , du ■■ dz п , ,сак, ундан — =  2 -j- — еки - -  — 2 + z  келиб чикади. Уни 
dx dx dx

интеграллаб цуйидагини топамиз:

z =  — 2 +  Сех ёки у  =  Сех — 2х — 2.

2. — == —-------h 1 тенгламада 2 =  х — у  десак, куйида-
dx х — у

гига эга буламиз:
dz . dy dz 1 с_  — i -----2 еки — --------- . Бундан:
dx dx dx г

z dz =  — dx, z2 — — 2x - f  C, (x — y ) 2 =  — 2x +  C.
II. Ушбу

P )  (1.10)
dx V x )

куринишдаги тенглама биринчи тартибли бир  жин сли  т ен гла ­
ма  дейилади. Бу тенглама z — — алмаштириш ёрдамида узга-

X
рувчилари ажраладиган тенгламага келади. у  — zx ва
— — х — +  z га кура (1.10) тенглама х — +  z ~ f  (г) ку- 
dx dx dx
ринишга к  елади. Бу — узгарувчилари ажраладиган тенгла­
мадир.

III. Ушбу
___ j  / aix ~г Ь1 у -\- \

dx \ а2х +  b ŷ ~г с2



тенглама узгарувчилари ажраладиган тенгламага келтири- 
лади. Х ^ щ атан , А =  atb2 — афг Ф О ва с\ +  с\ Ф 0 бул- 
ганда (1.11) тенглама ушбу £ =  *  — хх, х] =  у — у1 алмаш- 
тириш ёрдамида бир жинсли тенгламага келтирилади, бу 
ерда (хх, уг) жуфтлик

[ а 1х +  Ь1у  +  с 1 =  0,
\0-2,Х +  ^2 У +  С2 — О 

системанинг ечимидан иборат.
Тегишли алмаштириш (1.11) тенгламани цуйидаги:

d l  1 а 21 + М /
ёки

d\

бир жинсли тенгламага олиб келади.

Агар А =  0 булса, — = ^ - = &  деб йелгилаб, (1.11)
«а

тенгламани биз танишган
dy =  f  / aix +  bxy +  сх \ =  +  }
dx Ц а ^  +  bxy) k +  ca J

куринишга келтириш мумкин. Агар с 1 =  с 2 =  0 булса, биз 
бир жинсли тенгламага эга буламиз (А ф  0 булганда).

М и с о л .  — — * ~ у - тенглама учун: А == 1 +  1 =
dx х +  у — 3

=  2 ф  0. Ушбу
(х — у  + 1 = о,
I х у  — 3 =  О

тенгламалар системасини ечиб, хх =  1, у х =  2 ни топамиз- 
Ушбу 1 =  х — 1, ц = у  — 2 алмаштиришни бажарсак,

1 1  = 1 п Л
d\ E +  ri

^осил булади. Бу тенгламани ечишни биз биламиз, унда 
т) =  гЕ алмаштириш бажарамиз. Натижада и;уйидагилар ке- 
либ чикади:

1 * dz 1 — г • (1 +  2) dz d l
_l" b d l ~  1 +  z ’ 1 - 2 г - г 3 ~  £ ’
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( 1 — 2 z — z2) l 2 =  C, — 2gr]— ri2 =  C.
Бундан ' x ва у  узгарувчиларга кайтиб ( 1=  х — 1, т] == 
= у  — 2 'деб), берилган тенгламанинг умумий интеграли 
х2 — 2х у  — у 2 +  2х +  6г/ =  С1 ни ^осил киламиз.

5 - § .  ТУЛИК ДИФФЕРЕНЦИАЛЛИ ТЕНГЛАМАЛАРНИ 
ИНТЕГРАЛЛАШ ТЕХНИКАСИ. ИНТЕГРАЛЛОВЧИ К^ПАЙТУВЧИ

Биз 2 -§  Да тули^ дифференциалли тенгламаларни ур- 
гандик. Энди уларни интеграллаш техникаси билан тани- 
шамиз. Дифференциал тенглама куйидаги куринишда 
ёзилган булсин:

М (х, у ) dx  +  N (х, у ) d y  — 0, ( 112)
бунда М (х, у) ,  N (х, у )  функциялар Г тупламда аниклан- 
ган ва узлуксиз. Агар (1.12) тенглама тулик, дифферен­
циалли булса, у  ^олда бирор и (х, у)  функция учун 
du  (х, у )  =  М (х, у ) dx  +  N (х, у )  d y  айният уринли булади.
Бундан — М (х, у) ,  <>и *г ' у  ̂ = N (х, у )  деб ёзиш

дх ду
мумкин. Агар М  (х, у)  ва N (х, у )  функциялар Г тупламда 
узлуксиз дифференциалланувчи булса, биз ушбу

дМ(х,у) _  ON (х, у) (1.13)
ду дх

айниятга эга буламиз. Бу айниятнинг бажарилиши (1.10) 
тенглама тулик дифференциалли булишининг зарурий ва 
етарли шартидир. Уни Эйлер — Даламбер  шарти  деб юри- 
тилади.

Агар (1.12) тенглама тулик дифференциалли булса, 
яъни (1 .13) айният бажарилса, у  ^олда (1.12) ни интег­
раллаш куйидагича амалга оширилади: л: буйича ^осиласи 
М (х, у )  га тенг булган и (х, у )  функцияни танлаш мум­
кин. Уни у  буйича хосиласи N (х, у )  га тенг килиб танлай 
олсак, тегишли и (х, у )  функция курилган булади. Хозир 
шундай функцияни курамиз.
■du yS> =  М (х, у )  ни х буйича интеграллаб и (х, у )  — 

дх
— j М (х, у )  dx  +  'l5 (у)  га эга буламиз. Охирги тенглама­
нинг икки томонидан у  буйича хосила оламиз:

d x + r ( y hду J  ду

—  J  ln| 1 —  2z —  z2\ =  In |E| —  y i n  c ,
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ёки (1.13) га кура
d a i ^ j l  = CdNOL yL d

ду  J дх *  w

ёки

dU [*' У) =  N (х, у )  +  ф (у)  +  (у) 
ду

Агар ф (у) - f  г|/ (у) =  0 деб танласак, изланган функция 
у рил га и булади.

М и с о л .  Ушбу (х +  у  +  I) dx  +  (х — у 2 +  3) d y  =  О 
тенгламани интегралланг. ^  . i

Е ч и ш. М (х, у )  =  х +  у  +  1, N (х, у )  --f х — у 2 +  3 ва 
дМ , dN , л ^—  ==> 1, — =  1 булгани учун берилган тенглама тулик; 
ду дх
дифференциаллидир. Шунинг учун ди *■*' ■ =  х +  у  +  1

дх
дан и ( х ,  у ) =  ^-  +  ( у +  1) х +  г|> (у),  сунгра у)- =  

2 ду
=  х +  'Ф' (у)  ва =  х — у 2 - f  3 дан х — у 2 +  3 =

ду
=  х +  (у)  ёки 4>'(г/) =  — у  +  3 га эгамиз. Бундан 

If з
'Ф (у) — — — +  %  деб олсак булади. Шундай ^илиб,3

из
и (*» У) ~ -----Ь (у +  1) *  — — +  3# ва тенгламанинг уму-2 3
мий интеграли — +  {у -+- 1) х — — +  3у  =  С булади.-

2 3
Агар (1.12) нинг чап томони тули^ дифференциалли

булмаса, шундай jj. (х, у ) > 0 , (х, у)£Г функция топиш мум-
кинки, тенгламанинг чап томонини унга купайтирсак, ту-
лиц дифференциалли тенглама дэсил булади, яъни

du =  ц М dx  +  dy .

БУ ерда (х интегралловчи к уп айтувчи  дейилади.
М и с о л .  Ушбу

xdx +  y d y  +  (х* +  у 2) х2 dx  =  О

тенгламани тулиц дифференциалли тенглама куринишига 
келтиринг.

Еч и ш.  Агар тенгламани [i =  — ------ интегралловчи
х2 + У2
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купайтувчига купайтирсак, тенглама тулик; дифференциалли 
тенгламага айланади ва натижада

га эга буламиз. Уни интеграллаб топамиз:
* / v2 I „2\ I _  1„ г— In (х2 +  у 2) +  -  =  In С
2 3

ёки

(*2 +  г/2) e_3_X,= C .
Интегралловчи купайтувчини ^амма ва^т >;ам осонгина 

топиб булавермайди. Уни топиш учун биринчи тартибли 
хусусий хосилали ((ц (х, у )  га нисбатан)

d[iM дц N

тенгламанинг бирор ечимини топишимиз керак булади. Бу 
тенгламани очиб ёзсак,

хосил булади.
Баъзи хусусий холларда, ж умладан , интегралловчи к у ­

пайтувчини фа^ат л- га , у  га, х2 +  у 2 га боили^ деб цараб 
(1.12) тенгламани интеграллаш мумкин.

Мисол учун [I — (х (х) булсин. Бу ^олда (1.14) тен г­
лама соддалашиб, цуйидаги куринишга келади:

дх дх

еки
д In ц д In [i dN_ дМ 

ду дх дх ду
(1 .14)

d In ji д г _dN дМ
dx дх ду

Бундан N (х, у )  ф  0, (х, у)£Г деб топамиз:

Г» дМ dN

2—2537 17



Агар

дМ
ду

dN
дх

N
факат х нинг функцияси булса, у ' ^олда х

га борлщ булган интегралловчи купайтувчи fx (к) мавж уд 
булади ва у  (1-15) формула билан анш утнади.

Чизикли тенглама учун факат х нинг функциясидан 
иборат интегралловчи купайтувчи м авж уд. Хачика тан, би­
ринчи тартибли чизикли тенглама деб аталувчи (6- § га ка­
рай г) ^  +  Р (х) у  —f {х) тенгламани символик равишда к,у- 

dx
йидагича ёзамиз:

[Р (х) y  — f  (x) ]dx +  d y  =  0.
дМ dN

Энди ду дх
N

тиш кифоя.

ифода х нинг функцияси эканлигини курса-

Оддий ^исоблашдан

дМ
ду

dN_
дх

N =  Р (х) келиб чикади. Д е­
мак, фак;ат х га бог лиц |и (х) мавж уд Еа у нинг циймати
(1 .15) дан топилади:

М и с о л л а р .  i .  xdx +  y d y  +  xd y  — ydx  =  0 (1-16) 
тенглама fx =  (x (x2 +  у 2) куринишдаги интегралловчи ку- 
пайтувчига эгами?

Е ч и ш.  z =  х2 +  У2, Деб белгилаймиз. У  х4олда (1-14) 
тенглама куйидаги куринишга келади:

п , ,  ч d In u dN дМ2 (M y  — Nx) ----- - = — — — •
v ' dz дх dy

Буни интегралласак:

In fx =  — J ф (z) dz +  In С

еки
—  Г ф (г) dz

V =  С е 2

Бу ерда

Ф (z) =

М .
дх

_дМ
ду

My — Nx
(1.17)
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Изланган куринишдаги интегралловчи купайтувчи мав- 
ж уд  булиши учун

ифода факат х2 +  у 2 — z нинг функцияси булиши зарур ва 
етарлидир. Юцорида келтирилган (1.16) тенглама учун:

демак, интегралловчи купайтувчи (д. (х2 +  у 2) м авж уд . С== 1 
деб ц ни топамиз.

2. Кузгунинг шундай формасини топингки, ун га  берил- 
ган ну угадан тушган ^амма нурлар кузгудан  ^айтганда 
берилган йуналишга параллел булсин.

Еч и ш.  Координата бошини берилган нуцтага кучира- 
миз ва абсциссалар уцини берилган йуналишга параллел

2* 19

М _ д М  
дх ду 
Му — N х

дЫ__дМ  
дх ду 
Му — Nx

xdx +  ydy xdy — yd x __q

x" +  y2 1 x2 +  у * 
тенгламани ^осил ^иламиз, бундан

=  0

еки
— d in  (х2 +  у 2) +  d arctg — =  0. 
2 х

Охирги тенгламани интеграллаб топамиз:

In У х 2 +  У2 — — arctg — - f  In СX
ёки



цилиб оламиз. Hyp кузгу - 
нинг М(х, у )  пук та си га 
тушсин дейлик.

Кузгунинг М  ну^тасига 
MN уринма утказамиз. 
Нурнинг тушиш бурчаги 
унинг кайтищ бурчагига 
тенг булганндан, MNO уч- 
бурчак тенг ёнли булади 
(4 -чизма). Демак,

tg ф =  у '  = •
х + 1 ( х * + у *

Махражни иррационалликдан куткариб куйидаги тенгламага
келамиз:

xdx' +  y d  у  ~ У  х2 +  У2 dx.

Б у тенглама учун интегралловчи купайтувчи [i — —- 1
У х2 -j- у 2

булиб, тенгламани унга  кулайтиркш натижасида ушбу 
j c dx  + ydy_ = d x  

У X2 + у ‘
тенгламани ^осил киламиз. Ундан У х 2 4 -у 2 =  х +  С ёки 
у 2 =  2Сх +  С2 (параболалар оиласи) ни топамиз.

6 - § .  БИРИНЧИ ТАРТИБЛИ ЧИЗИКЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ 

ТЕНГЛАМАЛАР

Номаълум функция ва унинг х.осиласига нисбатан чизш -̂ 
ли булган

dJ  +  P ( x ) y  =  f ( x )
ах

(1.18)

куринишдаги тенглама биринчи тартибли ч и зщ л и  диффе­
ренциал тенглама деб аталади. Бу ердаги Р  (х), f  (х) бирор 
/ интервалда берилган функциялар булиб, уларни I да 
узлуксиз деб фараз ^иламиз.

Агар f  (х) = 0  булса, (1.18) тенглама

f  +  P ( x ) y ^  О
dx

(1.19)

куринишни олади. Б у тенгламани берилган (1.18) тенгла. 
мага мое бир  жинсли  тенглама  дейилади. А гар/(л ;)^  О булса
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(1.18) ни б и р  жин сли  булмаган  чигикли тенглама дейилади.
(1 .19) тенглам а узгаруЕЧи::ари ажраладиган тенгламадир. 
Унд ан :

еки
In |г/| =  — j  Р (х) dx  +  In С, С > 0 ,

— JP  (х)d х

у  =  Се , С > 0. (1 .20)
Биз у  га булганимизда у  s  0 ечимни йу к, от дик. Агар (1 .20) 
да 0 десак, уша ечимни хам ^ушган буламиз.

Бир жинсли булмаган (1.18) тенглама ечимини топиш учун 
Лагранж усулидан (узгармасни вариациялаш усулидан) 
фойдаланамиз.

Бир жинсли булмаган (1.1Г) тенгламаниниг ечимини

y  =  C ( x ) e ~ S Pdx (1 .21)
куринишда излаймиз, бу ерда С (х) — номаълум дифферен- 
циалланувчи функция.

(1.21) дан х.осила олиб (1.18) га ^уйсак, 
d C < rf\  -  f  р <ь__ с  р  -  S pd*  +  P { х )  с  (Х) e - i pdx= f { x }

dx
келиб чи^ади. Бундан

* m = U x ) . i r *
dx

ёки
С(х)  =  f f  (х) е  Spdx dx 

га эга буламиз. С (х) нинг ифодасини (1.21) га ^уйсак,
(1.18) нинг умумий ечими учун

у  =  е ~ SPdx [C1 + $ f ( x ) e l pdx dx] (1 .22)
формула хосил булади.

М и с о л  л ар .  I.  У ш б у — — — = х 2 чизш ут тенгламани
dx х

интегралланг.
Еч и ш.  Олдин мос бир жинсли

d y ____ У_ _  о
dx х

тенгламанинг умумий ечимини топамиз. Равшанки,
=  Л .  ёки \n\y\ =  In |а-| +  1пС, С >  0. Бундан у  =  Сх. 

У х
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Энди берилган тенгламанинг ечимини у  — С(х)'Х кури­
нишда излаймиз. Бу ердан:

*/' =  С '( * ) + С (х ) .

Берилган тенглама цуйидаги куринишга келади: 
dĈ xJ - x + C  (х)—С(х)=* х2 ёки d С(х) =  xdx. Бундан С (х) =

=  —— ни топамиз. Шундай цилиб, берилган тен г­

ламанинг умумий ечими:

у = а - + с , ) х .

2 . Ушбу — -----y c t g x  =  2 x s i n x  чизикли тенгламани
dx

интегралланг.
Е ч и ш.  Олдин мос бир жинсли тенгламанинг умумий 

ечимини топамиз:

du r\ dy cosx ,— ----- у  ctg х =  0 дан —i— =  -------  dx
dx у sinx

ёки In \у\ =  1 n |sinx| +  lnC. Бундан у  =  Cs i n x .  Энди 
у —С (х ) s i n x  десак, г/= С '(х ) sinx +  С (х) cos х булади. Бу 
ифодаларни берилган тангламага цуйсак, С ' ( x ) s i n x +
4- С (х) cos х — С (х) cos х — 2х sin  х ёки С (х) =  2х келиб 
чик;ади. Бундан C(x) =  x 2 +  Ct . Д ем ак, берилган тенгла­
манинг умумий ечими у  — (х2 +  Ct) s in  х куринишда ёзи­
лади.

Баъзи дифференциал тенгламалар узгарувчиларни ал- 
машгириш ёрдамида чизщли тенгламага келтирялади. 
Бунга Бернулли тенгламаси мисол булади. Ушбу

J l - + P (x ) y  =  f (x)yn , n £ R  ( 1 - 23 )
dx

куринишдаги тенглама Бернулли тен гламаси  дейилади. 
Агар (1 . 23) да п  — 1 булса, узгарувчилари ажраладиган
—— +  Р (х)у  =  f (x)y  тенгламага, агар п  =  0 булса, чизик; - 
dx

ли +  Р(х)у  =  /(х) тенгламага э га  буламяз. Бу >̂ ол- 
dx

ларни эса курганмиз. Шунинг учун (1 . 23) да п Ф  О, 
п Ф  1 деб царайми. Энди (1 .2 3 ) да у'~" =  z алмаштириш



бажарамиз. Равшанки, ( 1 — п)у, пу '  =  г .  Аввал (1 .23 ) ни
и~п +  Р (х ) у :~п =  f(x) куринишда ёзиб, уни 
у dx

_ J _  J f L  +  P (x )z = f{x )
l —n dx

куринишга келтирамиз. Бу эса чизицли тенгламадир.
М и с о л .  Ушбу = —----- Бернулли тенглама-

dx 2х 2у 
сини (бу ерда п =  — 1) чизи^ли тенгламага келтиринг. Бу
тенгламани 2 у  Л -  — —-----1- х2 куринишда ёзиб, у 2 =  z,

dx х
2 у у ' — z' алмаштириш бажарсак, z — —— \-х2 чизюуш

тенгламага келамиз.
Баъзи тенгламалар уэгарувчини алмаштириш ёрдамида 

Бернулли тенгламасига келтирилади. Масалан, Риккати 
тенгламаси унинг битта хусусий ечими маълум булганда 
Бернулли тенгламасига келтирилади.
Ушбу

^  +  P ( x ) y + q ( x ) y 2 =  f(x) (1.24)
dx

куринишдаги тенглама Риккати тенгламаси  дейилади. 
у =  у г(х) функция (1.24) тенгламанинг хусусий ечими бул- 
син. Агар у  — у±(х) +  z десак,

У\ +  z'  +  Р(х) (Ух +  z) +  Ч(х) ( у г +  z) 2 =  f

келиб чи^ади. у[ +  р у х +  яу]  =  { эканлигини эътиборга ол- 
сак, ушбу

г '  +  \р{х) +  2q(x)y1]z[+ q(x)zn =  О

Бернулли тенгламасини хосил киламиз.
Мисол. Ушбу +  У2 ——  Риккати тенгламасини

dx х2
Бернулли тенгламасига келтиринг.

Е ч и ш .  Бу тенгламанинг хусусий еч1:ми у-, — —  эка-
х

нини куриш цийин £Мс с. у  — z ------деб алмаштирсак, у =
X

— z ' ------— булади. Содда хисоблашларни бажарсак, z —
х2



----- - = [ z -\— —V -----— ёкн z — z2 +  2 —----- бу Бернулли
x2 \ x J хг x

тенгламасидир. Бу тенгламанинг умумий ечнми
1 , Зх2 

У =  “ Г  +  ■л: С — х3
функциядан иборат эканига тенгламани интеграллаб 
ишонч ^осил ^илиш мумкин.

7.  к  J L  =  f (x , у )  ТЕНГЛАМА ЕЧИМИНИНГ МАВЖУДЛИГИ
dx

ВА ЯГОНАЛИГИ Х М И Д А

Элементар функциялар ёки уларнинг интеграллари ор- 
к;али ечими топиладиган дифференциал тенгламалар ква-  
д р а т у р а л а р д а  интс гралланади ган  тенгламалар дейилади. 
Агар дифференциал тенглама квадратураларда интеграл- 
ланмаса, уни тг^рибан ечишга тугри келади. Бу ишда 
такрибий ^исоблаш методлари ёрдам беради. Аммо берил­
ган бошлангич шартни ^аноатлантирадиган ечимни та^ри- 
бий ёки аналитик ^уришдан аввал, ани^ ечимнинг мав- 
жудлигига ишонч ^осил ^илиш зарур.

Коши масаласи ечимининг мавжудлиги хакида асосан 
теоремани эслатиб утиш мумкин, бу Коши, Пикар ва 
Пеано теоремаларидир. Биз цуйида Пдкар теоремасини 
келтирамиз ва исбот этамиз.

1.2- т е о р е м а  ( П и к а р  т е о р е м а с и ) .  Агар

- % - = f ( x , y )  ( 1.2)dx
тен гламада  f(x, у)  ф ункция  1 °) D =  {(х, у ) :х0 — а  <  л: *£ 
< х 0+ а , г/0—Ь <  у  <  у 0+Ь} т у г р и  т ур т б у р ч а к д а  у з л у к с и з  
( д емак,  у н д а  че гараланган , я ъ н и  |f (x, y)J  < М , М >  0) б у л ­
са ,  2°) у  б уйича  Липшиц  шартини  щ н о а т л а н т и р с а , у  
%олда (1 .2) тенглама  (1 .3) шартни  каноатлантиради ган
ва \х — хй\ <  h, h  =  min интервалда аникланган
я г о н а  ечимга э г а  б улади .

Эслатиб утамизки, агар О тупламнинг ихтиёрий икки 
(х ,ух) ва (х, у 2) нук.таси учун ушбу

\f (x, y i )  — f ( x,  у г)\ < Цуъ  — уЛ (1. 25)
тенгсизлик уринли булса, f ( x , y ) функция D да у  б уйича  
Липшиц шартини  цаноатлантиради  дейилади, L эса 
Липшиц (/згармаси дейилади.
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Теорема шартларини 
бир оз тушунтириб ута-
миз. d y _  

dx f ( x , y ) , y ( x  „) =

=z/0 Коши масаласининг 
ечимидан иборат у  =у ( х )  
функция хь — а  <  х <
<  х0 +  а  оралицда мав­
ж уд  деб булмайди, чун- 
ки у  =  у(х)  интеграл 
чизиц х нинг бирор .*=
=  xlt х0— а < х 1< х й+а  
кийматида /)тугри турт- 
бурчгкнинг цуйи у  =
=  у 0 — Ь ёки юцори у  =
— г/о Н- Ьтомонидан таш- 
карига чициб кетиши мум- 
кин (5 -чизма). Аницай- 
тиш мумкинки, у  — у (х)  
интеграл чизиц х0 — h <

<  х0 +  h  оралицда D 
нинг ташцарисига чициб 
кетмайди (6 -чизма), чун- 
ки изланаётган чизиц 
уринмасининг бурчак ко­
эффициента М ва —М 
орасида ётади.

Пикар теоремасининг 
исботига утишдан аввал 6- чизма.
зарур икки тасдицни келтирамиз.

1. Э к в и в а л е н т л и к  л е м м а с и .  Агар у  — ср (х)  
функция  х0 нуцтани  $ з  ичига олган б и р о р  / интервалда  
аницланган  б ули б ,  (1 .2) — (1.3) Коши масаласининг  ечими 
брлса ,  у  \олда у  =  ц>(х) ф ункци я  I интервалда

(1.26)

XQ-.a Xo~h X a Y jh  Хо+а,

у  (х) = у 0 +  ( К*’У (х) №

интеграл тенгламанинг  ечими б ула ди ,  аксинча а г а р  у  =  
=  ср (х)  ф ункция  I интервалда у з л у к с и з  б у л и б ,  (1 .26) 
тенгламанинг  ечими б ул с а ,  у  холда у  =  у ( х )  ф ункция
(1.2) — (1 .3) Коши масаласининг  %ам ечими б ул а ди .

И с б о т .  у=ц>(х)  функция (1 .2) тенгламанинг ечими 
булгани учун уни айниятга айлантиради, яъни:
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я р — п х м тdx

Бу айниятни х0 дан х гача (х06/, х£I) интеграллаймиз 
(Ф(х„) =  у 0 эканини хисобга олиб):

ф(*) =  у 0 +  f f (r ,  Ф (т)) dr .
х0

Бундан у  =  ф(лг) функция (1.26) интеграл тенгламанинг 
ечими экани келиб чи^ади. Энди у  — ф(лг) функция (1.26) 
тенгламанинг ечими булсин. Ундан ф(х0) =  у 0 экани ва

Ф '(х) =  ~~(Уо +  j  Лт,ф(т))dx) — 0 +  f(T> Ф ) )  d r )  =

=  f (xM*) )
дан г/ =  ф(д:) функция (1.2) тенгламанинг ечими экани 
келиб чицади.

Лемма исбот булди.
2. Г р о н у о л л  л е м м а с и .  Агар и(х)  ф ун кци я  [х0, 

х0 +  /г] интервалда манфиймас , у з л у к с и з  б у л и б ,  илу и н ­
тер валда  у ш б у

и ( х ) < Л + в |  u(x)dr,  А > 0 ,  В > 0  (1.27)
х„

интег рал  т гн г си зликни  щ ноат лан т и р с а ,  u i y  и (х)  ф унк ­
ц и я  у ч у н  ц уйида ги

и (х) <  Ае В(х ~ х°\ хе[х0, х0 4  h] (1.28)
т ен г с и злик  уринли  б ула ди .

И с б о т .  Ушбу и(х) =  е В(х~х,,) v(x) белгилашни кирита- 
миз. Лемма шартига кура и(х) >  0 булгани учун v(x) > 0  
ва v(x) ^ам [х0, х0 4- h] интервалда узлуксиз булади. Шу- 
нинг учун v(x) функция уша интервалнинг бирор 
xv  х£[х0, x0 +  h] нуцтасида максимумга эришади. (1.27) 
муиосабатга и(х) функция учун ифодани ^уйиб, х = ху 
деймиз:

e B (x t- x 0) v ( x j  =  и  ^  ^ А  +  В  J е В ( т - v . )  d x  ^  д

+  B v ( Xl) j  е В(х Хо) d r  =  А 4- В v(xx) в  

+  v ( Xl) eB(x' - x' ) - v ( Xl).
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Бундан « ( x j  <  А келибчик,ади. Д емак, и(х) =  г(х) е В(х 'Vo,<
<  v(xx) e B(x~x',) <  АеБ(х~Хо). Лемма исбот булди.

Гронуолл леммасидан натижа сифатида /4 =  0 булган- 
да (1.28) га  кура и(х) =  0, х£\х0, х 0 4-/г] келиб чик^ади.

3. П и к а р  т е о р е м а с и н и н г  и с б о т  и. М а в ж у д ­
л и г и .  Эквивалентлик леммасига кура Коши мгсалгси 
((1 .2 )—(1.3) масала) урнига ушбу

У — У о j  ftr, у) dx (1.29)

интеграл тенгламани ечиш мгсглгсини кур^миз. Бу тенг­
ламанинг ечимини Пикарнинг кетма-кет якинлгшиш мето- 
ди билан излаймиз. \х — х0| < /г интервалда ;.нидЛ£нган 
функциялар кетма-кетлигини куйидагича курамиз:

Уо(х ) — Уо X
yi(x) =  Уо +  j  f(r, Уо) dT

(нолинчи якинлгшиш), 

(1- якинлашиш),
Х0

Уч. (х) = у 0 +  j f ( x, y j ( x) )  dx (2- якинлашиш),

Уп(х)=У о+  f  f(t>yn- i(T)) dx (n - якинлашиш),

Шу функцияларнинг графиги \x — я 0] <  h  интервалда 
Dh =  {(X, y ) '\x  — * 0| <  h, |у  — у й\ <  b}

тугри туртбурчакдан чик,иб кетмайди, яъни (х, y n {x))£Dht 
п — 0, 1, 2, . . . Да^щ атан,

(*о. Уо)£ Dh<
X X

\Ух (х) — у 0\ =  I [ [(г,  у 0) dx I <  I 1‘ |/(т, у 0) | dx\ <  М \х —
'  Х0 Ха

— х0\ <  Mh  <  b,

Ы х) — Уо\ =  I ] f  (т> y i ( x) ) dx I <  I } l/(T> i/i(T) ld
x0 Xо

^  M\x — x0| <  Mh  <  b,
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I Уп (x) ~  Уо\ =  I f  f(T. yn- [ ( T)) dxl <  | ' \Kx>y„-i(*)) d r\ <

< УИ |x — x0| <  Mh  < b.

Тасдицлаб утамизки, {yn (x)} кетма-кетликнинг ^адла- 
ри курилаётган \х—х0\ < у  интервалда узлуксиз, ^атто уз- 
луксиз дифференциалланувчидир.

Энди цурилган {уп(х)} кетма-кетлик \х — х 0| <  h  интер­
валда текис яцинлашувчи эканини исботлаймиз.

Ушбу
У о +  (Ух (х) — у 0] +  [У 2 ( х) — у 1 ( х ) ] + . . . +  [уп (х) —

(1-30)

функционал цаторни курамиз. Унинг п-  хусусий йиринди- 
си:5„(х) — у п (х). Бундан lim S  (х) =  lim у п (х). Шунингучун

п-+ ОО п П—►со
(1.30) цаторнинг текис яцинл£.шувчи эканини исбот ци- 
лиш етарли. (1.30) цаторнинг ^ар бир хадини ба^олаймиз 
((1.25) тенгсизликни хисобга оламиз):

*
\У1 (х) — ( у  о) 1 =  | \f (x,  У о) dx | <  М \х — х0\.

Х 0

X
\у2 (х) — у 1 (х)| =  \\[ (т, у ! (т)) — f  (т, г/0)] dx | <

Х О

<  111/(т . Ух (т) )~  /(т, г/о) | dx\ j l y t (x) — 1/0 1 dt| <
*0 ' Хо

< ш |  \\x — x0\dxj -  LM ■
X.

Индукция усули билан:

\уп ( х ) - у п_ ,(х)| <  L a~'M . (1 .31)«1

тенгсизлик уринли булса, шу цонун (тенгсизлик) /г дан 
п  -f- 1 га утганда ^ам уринли эканини исбот цилиш мум- 
кин:

\УП+Х(х) — у п(х)\ =  ||[/(т, y n(x)) — f (x , y n^{x))]dx\ <
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X
< 1 f i f  (т,.г/„(т)) -  f(T' Уп- 1 (T) Id Ti <  L Ц Ш г) - У п - 1  (r )ld r  <

x«

< il̂ L| f /,т — x0|n d t I =  L"M lv — v ln+ *.
(л+1)Xo

Шундай ь^илиб, (1.31)  тенгсизлик ихтиёрий натурал п  лар 
учун т\три. Бундан (1.30) 1̂аторнинг текис я^инлашувчи 
эканлиги келиб чикади. Х ак^ атан , ,(1-31) га кура

\yn ( x ) - y n_ l ( x ) \ < L ^ M ! L .

оо

в а  \Уо\ +  V  Ln~{ М  сонли 1̂атор я^инлашувчидир,
п =  I

чунки Даламбер аломатига кура:

L М 7—г-ггт- h
l im --------- 1 n - =  limL n+ \ =  0 <  1.

n—*oo jn—I h n—* oo
~nT

Шундай цилиб, математик анализ курсидан маълум бул­
ган Вейерштрасс теоремасига кура {S„(x)} =  у п (х)} кет- 
ма-кетлик узлуксиз <р(я) функцияга текис (^атто абсо­
лют) я^инлашади. ср (х) функциянинг узлуксизлиги ^ар 
бир у п (х) — г/п_ , (х) айирма юкори лимита узгарувчи бул­
ган интегралдан иборатлигидан куринади. М аълумки, бун* 
дай интеграл (интеграл остидаги функция ^ам узлуксиз) 
ю^ор и лимитининг узлуксиз функциясидан иборатдир.

Энди топилган шу у  =  у (х )  лимит функция (1 .2 ) —
(1.3) масаланинг ечими эканини исбот ^иламиз. Бунинг 
учун п-*-  оо да

Уп+ i(x) =  У0 +  [/(T,t/„(T))dT
Х 9

тенгликдан

ф )  =  у  о +  j  / (т. ф(х)) d r (1 .32)
*о

тенглик келиб чи^ишини исботлаш лозим. Да^икатан, 
равшан ки,

| \ f (*.  ф(т)) ^ г — j  f ( r , y n( r ) )dr  | <  | j  | f(T, Ф(ж)) —
Xt Хф x0
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—  f(T. yn (T))ldr | < 1 1 j  М т) —  ̂ ( T)Idx) •
*o

(г/л (х)} кетма-кетликнинг ф(х) функцияга текис я^инла- 
шувчи эканлигидан ихтиёрий е >  0 берилганда хам, шун- 
дай N номер топиладики, t i > N  булганда |ср(х) — у п{х)\ <

<  —-— тенгсизлик уринли булади. Шунинг учун 
Lh

L\ j  (ф(т)—у п (x)\dx\ <L- ~ - |  j * |  =  - j -  \х—.х0\ <  “ Л=е,
Х 0 Х 0X X

яъни | | /(т, ф(т)) dx — | f(x, у п (т)) dx\ <  е тенгсизлик урин-
Х 0 Хо

ли. Бундан
л.  л  л

lirn \ f(x, у п(т)) dx=  Г f(x, lim у п(т)) dx=  f f(x, Ф(т) dx.
п -ь о о  J  П—» с о  J

х0 Хо Хо

Шундай цилиб,
X

Нш у п , ,  =  Иш (уо +  f /(т, у п(х)) dx)
П—+00 П—>оо J

Х0
дан (1.32) нинг уринли экани келиб чи^ади.

Я г  он а лиги .  (1.2) тенгламанинг (1.3) шартни 1̂ аноат- 
лантирадиган яна битта г/ =  г|)(х) ечими бор булсин. 
Унинг аншутниш интервали \х — х0\ </г булиб, ф(х) ва 
ва -ф(лг) функциялар ани^ланиш интервалларининг умумий 
^исми \х — х0\ < /г0 дан иборат булсин. У  ^олда|х— х01^
< h0 да ф(х) = г|з(х) эканини исбот этамиз. Шартга кура

X X

Ф(ж) = Уо +  f [(т.ф(т)) dx, ф(х) э  у 0 +  j  f(x, ф(т)) dx
Xq Хо

айниятларга эгамиз. Бундан [х0, х0 +  h0] учун:

|ф(х) —  iK*)| =  | ]  / (* .(* ) )  d x  —  ( f ( x ,  гр(х)) d x ^ L  j  |ф(т) —
X o X q X q

—  ЧГ(т)|й1т ,
ЯЪНИ

х

[ф(х) — $(х)| <  L j  |ф(т) — -ф(т)| dx
Хо
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га эгамиз. Б у ердан Гронуолл леммасининг натижасига 
кура ф(х) зэ х£[х0, х0 +  /г01 келиб чицади. х£ [х0 —
— h, лг0] учун ^ам муло^азалар шунга ухшашдир. Яго- 
налик исбот этилди. Пикар теоремаси исбот булди.

Э с л а т м а .  Биз у  =  у( х) ечимни х0 — /г0 < х < xtl +  h0 кесма- 
дагина ани^ладик, лекин бошланрич ну^та сифатида (ха +  А, у  (x0-\-h0)) 
ни олиб, ю^оридагидек муло^азалар юритиб, ечимни каттароц кесмага 
давом эттириш мумкин эди, бунинг учун, албатта, янги бошлангач 
ну^танинг атрофида Пикар теоремасининг шартлари бажарилиши ке- 
рак .

М и с о л л а р .  1. Ушбу

Ц г г  = х +  у 1/(0) =  0, 0  =  { М : - 1 < х < 1 ,  
dx

— 1 <  у <  1}

масаланинг ечимига яцинлашувчи кетма-кетликнинг бирин­
чи учта y lt у 2, у ^адини топинг.

Е ч и ш.  Бу масала учун у  (0) = 0 ,

У =  j  {х2 +  y 2)dx\ h  =  m in ^ 1, - y - j  =  —■ 

эканини ^исобга олиб, топамиз:

2. Ушбу
dy
dx Р(х) У =  f(x)\ у (х0) =  у 0

масала Р(х) ва f (x)  функциялар цандай булганда ягона 
ечимга эга булади?

Е ч и ш .  Тенгламани

- 4L =  - P ( x ) y  +  f ( x)  =  f ( x, y )  
dx

шаклда ёзамиз. Шу тенгламада Р(х) ва f ( x)  функциялар 
бирор ёпиц / интервалда узлуксиз булиши тегишли маса­
ла ягона ечимга э га  булиши учун (Пикар теоремасига 
царанг) етарли. )^ацик;атан, / ёпиц интервал булгани учун 
унда узлуксиз Р( х)  функция узининг максимумига эри-
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шади, яъни |Р(х)] <  Р 0. Шунинг учун \— Р( х ) у 1 +  /(*) +  
+  Р(х) у 2 — f (x)| =  \Р (х)11у2 ~  у 11 <  р 0. Д ем ак, Липшиц 
шарти L — p 0 учун бажарилади.

8- § .  МАХСУС НУЦТАЛАР ВА МАХСУС ЕЧИМЛАР

f Агар 1- § да курилган (1.2) дифференциал тенгламада 
f ( x , y )  функция бирор (хэ, у 0)£ Г  ну^танинг атрофида 
чегараланмаган булса, икки ^ол юз бериши мумкин:
i. 1 • Агар (х, у)  -> (х0, у,,) булса, f ( x,  у ) ->-о о .  Бунда

lim  ----- -̂---- =  0. А гар ------------- =  0 деб ^абул ^ил-
( х .у ) - * ( х „ у 0) f ( x ,  у ) К ,х0 ’ Уо)
сак,

dx 1

dy f(x, у)
дифференциал тенгламани куриш мумкин. Агар бу тенг­
лама учун (х0, у 0) ну^та атрофида мавж удлик ва ягона- 
лик теоремасининг шартлари бажарилса, у  ^олда (х0, у 0) 
дан утадиган ягона интеграл эгри чизи^ х =  <р (у) булади.
Равшанки, =  d^{y) _ __ ------!-----  ва ----- }----- _  q> ЯЪНи

dy du М у), у) /(фЫ.Уо)
=  0. Бундан куринадики, интеграл эгри чизщ (х0, у 0) 

dx х~х„
У = У о

нуцтада вертикал уринмага эга.
2. }( х , у )  функция (х, у ) - * - (х0, Уо) Да ягона (оо га тенг)

лимитга эга эмас ва (х0, у 0) атрофида ё f  (х, у) ,  ё --------
1(х, у)

функция узлуксиз ((х, у )  ¥= (х„, уо)  ну^таларда). Ушбу 
ах-^Ьу фуНКЦИЯ ю^орида айтилган функциялардан-

cx-\-dy
дир. Агар (х, у ) —у  (0, 0) ва (х, # )€{(* , у )  '■ ах +  b y  =  0}
булса, lim - ах + Ьу ■ =  0 булади; агар (х, у )  нуцта 

(x,y)-*(0,0) сх -j- dy 
сх  +  dx  =  0 тугри чизщда ётса, берилган каср-чизикли 
функция (0, 0) да ани^ланмаган. Умуман, бу функция

типдаги ажралган махсус ну^тага эга дейилади.
ах +  Ьи , dy ах -\-Ьу каср-чизи^ли функция учун —— — ------------
сх +  dy dx сх +  dy

дифференциал тенгламанинг (0, 0) махсус ну^та атрофида 
интеграл эгри чизшушрини цуриш мумкин. Биз буни кон- 
крет мисолларда курамиз.
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М и с о л л а р  \ . j x =
2 у тенглама учун 
х

(О, 0) нуцта махсус бу" 
либ, унинг атрофида ин­
теграл эгри чизиклар 
у  =  Сх2 нараболаларнинг 
шохчаларидан иборат. 
Бундай махсус ну^та 
т у г у н  м ах су с  нуцта  
дейилади ( 7 - чизма).

2 . Л — = ----- У— тенг-
dx х

лама учун (0, 0) махсус 
нуцта атрофида интеграл 

Сэгри чизи^лар у —-  ги-

перболалардан иборат. 
Бундай махсус ну^та 
э г ар  махс у с  н у кт а  де­
йилади (9- чизма).

0 dy х-\-у3. —2-  =  — L-г тенг-
dx х—у 

лама учун (0, 0) мах­
сус ну^та атрофида ин­
теграл эгри чизи^лар

_ arc tg

7- чизма.

] х2 +  у 2= С е х ёки ба-
ри бир, г  =  Се* (г — ра- 8- чизма.
днус-вектор, (р — к,утб
бурчаги) логарифмик спираллардан нборат. Бунда биз фоку с  
мах су с  н уцтага  эгамиз (8- чизма).

. dy х /л . .
4. — --— тенглама учун (0, 0) махсус иу^та ат­

рофида интеграл эгри чизицлар х2 +  у 2 — С2 концентрик 
айланалардан иборат. Бунда биз марка з  махсу с  нуцтага  
эгамиз (10- чизма).

Куриш кийин эмаски, юкоридаги мисолларда курилган 
холлар каср- чизицли функция коэффициентлари а, Ь, с ,
d дан тузилган ^ матрицанинг хос сонлари 1) ^ацшуш

ва бир хил ишорали; 2) ^а^иций ва ^ар хил ишорали; 3) 
комплекс; 4) соф мав^ум булган ^олларга турри келади.
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fr .HUhM't *»«* * м,

Агар ( 1 . 2)  тенгламадаги f (x,  у)  функция учун Пикар 
теоремасининг шартлари бажарилса, у  ^олда, маълумки, 
(х0, г/0) нуцтадан (1. 2) тенгламанинг ягона интеграл эгри 
чизиш утади. Агар Пикар теоремасининг шартлари бажа- 
рилмаса-чи?— деган савол тугилади. Бунда турли доллар 
юз бериши мумкин. Улардан цизициш уйготадигани ^ар 
бир нуцтасида ягоналик уринли булмайдиган ечимларни 
излашдир.

М ахсу с  ечим д е б  ( 1. 2)  дифференциал тен гламанин г  
%ар б и р  н укт а си да  я г он алик  хос са си  Гринли б ул м ай ди ­
г ан  ечимига айтилади .

Бу таърифга мувофиц махсус ечим графиги Пикар тео- 
ремасига кура f(x, у )  функция бирор Г сохада узлуксиз 
булганда фацат Липшиц шарти бажарилмайдиган нуцта-

гг df(x, у)лардан утиши мумкин. Липшиц шарти ^ - - - хосила чек-

сиз катта буладиган нуцталардагина бажарилмайди.
Кайд киламизки, ^  (-х , уУ- =  оо (аниц ишорали чексиз) 

ду
тенглама, умуман айтганда, цандайдир эгри чизицни ифв- 
далайди. У эгри чизиц нуцталарида Коши масаласининг 
ечими ягона булмаслиги мумкин. Агар шу эгри чизицнинг 
^амма нуцталарида ягоналик бузилса, уни биз махсус эгри 
чизик; деймиз; агар бундан ташка ри у  интеграл эгри чизиц 
булса, уни махсус интеграл эгри чизик; деймиз.

М и с о л л а р .  1. — =  х2 +  у 2 тенглама махсус ечимга 
dx

эгами?

9- чизма. 10- чизма.
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Ечиш.  Пикар теоре- 
масининг шартлари бутун 

R2 текисликда бажарила- 
ди. Шунинг учун тенглама 
махсус ечимга эга эмас.

2. Y ( y ~ x f  +  5 
dx

тенглама махсус ечимга 
эгами?

Е ч и ш.  Тенгламанинг 
унг томони R2 да узлук- 

д!  2 _  J
сиз, лекин-^ == ~( у  — х) з
хусусий ^осила у-+х  да 
чегараланмаган. Демак, 
у  — х тугри чизик,да ечим- 
нинг ягоналиги бузилиши 
мумкин. Ленин у  =  х функция ечим эмас. Шунинг учун 
тенглама махсус ечимга эга эмас.

3. ^  =  У  {х — уУ+\
dx

тенглама махсус ечимга эгами?
Ечиш.  Ю^оридаги мисолдагидек муло^аза юритиб,

Ч х да — чегараланмаганига ишонч ^осил ^иламиз. 
ду

Лммо бу тенглама учун у  — х функция ечим экани 
равшан. Д ем ак , у —х — махсус эгри чизи^. Берил­
ган тенгламанинг умумий ечимини ^ам топиш ^ийин

(х_с̂ з >
эмас. У у  — х = -—^-^-эгри  чизи^лар оиласидан ибо­

рат (11-чизма). 11-чизмадан f у  — х чизи^нинг ^ар 
бир ну^тасидан чексиз куп интеграл тугри чизии; утиши 
куриниб турибди. Д емак, у  — х чизицнинг з а̂р бир 
ну^тасида ягоналик бузилади. Шунинг учун у  — х 
чизиц берилган дифференциал тенгламанинг махсус ечи- 
ми булади.

9- § .  Х.ОСИЛАГА НИСБАТАН ЕЧИЛМАГАН ТЕНГЛАМАЛАР

Досилага нисбатан ечилмаган биринчи тартибли диффе­
ренциал тенгламалар

F ( x , y , y ' )  =  0 (1.33)



куринишда ёзилиши мумкин. Бундай тенглама учун ечим 
тушунчаси 1-§ нинг 4-таърифида берилган эди. Агар бу 
тенгламани у '  га нисбатан ечиш мумкин булса, унинг ур- 
нига битта ёки бир неча тенгламага эга буламиз:

У' =  / ,(* , У). ( i =  1, 2, . . .).
Бу тенгламаларнинг ^ар бирини интеграллаб, ечимлар туп­
ламини хосил киламиз. Шу ечимлар туплами (хар бир ечим 
тегишли тенгламадан топилади) берилган (1.33) тенглама­
нинг ечими булади.

Мисол учун
( у ' ) 2 — (х +  У) У' + х у =  О

тенгламани интеграллайлик. Бунинг учун уни у '  га нис­
батан ечамиз:

у '  =  х,  у '  =  у.
Бу дифференциал тенгламаларни интеграллаб топамиз:

у  =  ^  +  c i.

У — С2 е х .
Бу — берилган тенгламанинг умумий ечими булади.

(1.33) тенгламани ^амма вацт ^ам у ’ га нисбатан ечиш 
мумкин булавермайди. Шунинг учун (1 .33) тенгламанинг 
квадратураларда интегралланадиган турлари мухимдир. 
1\уйида уларнинг баъзилари билан танишамиз.

а) (1.33) тенглама цуйидаги
F(y') =  0 (1.34)

куринишга эга булиб, F (к) =  0 тенглама ацалли битта 
^акикий к.  илдизга эга булсин.

(1.34) тенглама х ва у  га боглиц булмагани учун к.  
узгармас булади. Д емак, у'  =  к.  ни интеграллаб, г/=

+  С ёки к. =  у  ~  - ни з̂ осил циламиз. F (к) =  0 тенглама-
1 X

нинг ечими к.  булгани учун F ^ — - J  = 0  муносабат 

(1.34) тенгламанинг интеграли булади, масалан,

(у ')7- ( у ' ) 5 +  у ' +  3 =  0
тенгламанинг интеграли

+  *=£ . +  з =  о

булади.



б) (1.33) тенглама цуйидаги
F ( x , y ' )  =  0 (1.35)

куринишга эга булсин.
Бунда бир неча ^ол юз бериши мумкин. Аввало (1.35) 

ни у'  га нисбатан ечиш мумкин дейлик: у '  — a i (х). 
Бундан у  — J  а.  (х) dx +  С.

Агар тенгламани у'  га  нисбатан ечиш 1̂ийин булса, у 
^олда параметр киритиш усулидан фойдаланамиз. Бунда 
параметр

х =  ф (0 . у  =  Ф (0

каби киритилади. Бундан d y  =  у'  dx булгани учун 
d y  =  я]з (*) ф' (<) dt ,  у  =  J  ф' (t) $  ( t ) d t +  С.

Д емак, тенгламанинг интеграл эгри чизшуюри параметрик 
формада ^уйидагича ифодаланади:

х  =  ф (t)
y  =  ^ ( t )  ф' (0  <Й +  С.

Агар (1.35) тенгламани х га нисбатан ечиш осон бул­
са, у  — t, х =  ф (у' )  каби параметр киритилади. Бу ^олда 
х =  ф (t), d y  =  г/'сЬс =  £ ф' (0  dt ,  у  =  J  t ф' (f) dt  +  С келиб 
чицади.

М и с о л л а р .  1. х =  ( у ' ) я — у '  — 1 тенглама л: га  нис­
батан ечилган. Шунинг учун у  = t ,  х =  t3 — t — 1 десак,
d y  =  у ' dx  =  t (3t2 — 1) dt,  i / = |  (4-  *~2 ~\~С га  эга 

буламиз.
Демак, берилган тенгламанинг параметрик формадаги 

ечими
ix — t3 — t — 1,
J 3 и  г“|у = т т +

булади.

2. Ушбу х У 1 +  у ' 2 =  г/' тенглама учун у  — t g  t 
дейлик,-----1  <  / <  у  интервал учун муло^азалар юрита-

миз. Равшанки, л: =  sin  t, чунки
у' tg  / tg t



Энди ^уйидагига эгамиз: d y  =  у '  dx — tg t cos t dt  — sin tdt, 
бундан: у  =  — cos t +  С. у  ва x ларнинг ифодаларидан 
параметр t ни чи^арсак (йуцотсак), х2 +  ( у  — С)2 =  1 ай- 
ланалар оиласига эга буламиз.

в) (1 .33) тенглама
F (У, У )  =  0 (1.36)

куринишга эга  булсин. Бунда икки хол булиши мумкин. 
(1.36) ни у '  га  нисбатан ечиш осон булса, уни у '  =  f i - ( y ) ,
(г =  1, k) деб ёзилади. Бу эса узгарувчилари аж ра­
ладиган тенгламадир.

Агар бу тенгламани у '  га нисбатан ечиш ^ийин булса, 
ю^оридаги сингари параметр киритиш мацсадга мувофи^- 
дир. Параметрни у  ■— ф (t), у '  =  г|з (t), ij> (t) Ф  0 каби кирит-
сак, d y  =  у '  dx дан dx = — =  х =  ( — d t+ C

J  J  у' Ч>(0 J ♦
келиб чи^ади. Ш ундай ь^илиб, (1.36) тенглама ечими пара­
метрик формада

х = Г t M A i  + с, у  = ф (/)
J 'КО

каби ёзилади. Хусусий холда, агар (1.36) тенгламани г/ га 
нисбатан ечиш осон булса, у  ^олда г/= Ф ( у ) ,  у '  —I дей-
миз. Бу ^олда у  — ф (t), dx =  — = С|’ . Бундан

у> 1х _  j* ф (/) </( q ни ^осил ^иламиз. Шундай ^илиб, ечим-

С ф' (О  dt . ^  , ,чнинг параметрик куриниши jc = j у --- f-C, у = ф (t)
дан иборат.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

у =  (у')ь +  (у'Г +  у ' +  5 
тенглама у  га  нисбатан ечилган. Шунинг учун i j  —t деб, 
у  =  t6 +  f3 - f  £ - f  5 ни ^осил циламиз. Энди равшанки,
, di/ 5/4 - f  3 i2 +  1 ,, 5*4 3 ,2 . , , , | , пdx =  — = ------------ —  dt ,  х =  — +  — v  -f- In п  +  С.

у ' t 4 2
Д ем ак, тенглама ечимининг параметрик формаси 

( y  =  t* +  ta +  t +  5,
x=s±  <* + |  f»+ l n |fl + c

каби булади.



2. у  -.... - =  1 тенглама учун  и' =  sh t деб и =  ch t,
V 1 +у '  J

, du sh / dt , ,  , ,dx =  — = --------=  dt  ни ^осил циламиз. у  =  ch t ва x =
(/' sh t

=  t -\-C  лардан параметр t ни чицарсак, у  =  ch ( х — С) 
келиб чицади.

г) Энди (1) тенгламани у  га  нисбатан ечиш мумкин 
булсин дейлик. Бирор ечимни ( у  буйича)

У ~  ft (х > У ) П .37)
каби ёзайлик.

Бу ^олда у '  =  р каби параметр киритсак,

У =  f  (х, р), d y  = ^- dx +  д1  dp  
дх др

ёки
_  d-L I д1_

dx дх др dx'
0 = = V , d _ L  dp

дх др dx ( 1.38)

ни >;осил циламиз. Бундан уни интеграллаб (агар квадра- 
тураларда интеграллаш мумкин булса) Ф (х, р, С) =  0 га  
эга буламиз. Шундай цилиб, курилаётган ^олда ечимнинг 
параметрик куриниши

ГФ(х, р, С) =  О,
\y =  f (х , р)

каби ёзилади.
(1.33) тенгламани х га нисбатан ечиш мумкин булганда 

.\лм худди шу каби муло^азалар юритиш мумкин.
Энди мисол сифатида ушбу

У = х ф (У') +  Ч>(У’)
Л агранж  тенгламасини  курайлик. Бундан х буйича коси­
ла олиб, у '  =  р  десак,

Р = ф (Р) +  х Ф ' (р) у  +  Ц'(р) у  (1-39)dx dx
ёки

[р — Ф ( р ) ] ^  =  х ф ' ( р )  +  Ч>'(р) (1.40)
dp

ни ^осил циламиз. Охирги тенглама х ва — га нисбатан
dp
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чизи^ли, уни р — ср (р) ф  0 булган ^олда интеграллаб, 
Ф (х, р,  С) =  0 муносабатни топамиз. У ^олда Лагранж 
тенгламаси интегралининг параметрик формаси

Ф (х, р, С) =  0, у  = х ср (р) +  ф (р)
каби ёзилади.

(1 .39) тенгламадан (1.40) тенгламага утишда — га
dx

булдик. Бу вактда биз — =  0 булган ечимни (агар бундай
dx

ечим м авж уд булса) йу^отдик. р  ни узгармас десак, (1.39) 
тенглама цаноатланиши учун р  сон р  — ф (р) =  0 тенгла­
манинг илдизи булиши керак. Шундай цилиб, агар 
р  — ф (р) =  0 тенглама ^а^ик,ий р — р(. илдизга эга булса,
Лагранж тенгламасининг ечимини

у  =  х ф (р) +  ф (р),  р  =  р г  / = 1, 2, . . .
ёки
| / = Х Ф  (р(.) +  Ф (Pi), i =  1. 2, . . . (тугри чизиц) каби 
ёзиш мумкин. р  — ф (р) =  0 булган ^олни ало^ида тек­
ши рамиз.
— га булганимизда р  =  С ечимни йу^отамиз. Бу холда 
dx ' ,
*/' =  Ф ( у ' )  булиб Лагранж тенгламаси // =  Ф ( у  ) (Клеро  
тенгламаси )  куринишни олади. у  =  р деб, у  =  хр +  ф(р) 
ни ^осил ^иламиз. Ундан л: буйича ^осила оламиз.

р =  р +  д: J  4- ф' (Р) 7  dx dx
ёки

l*  +  V  (Р)] т  =  0 -dx
Бундан ё р '  =  0, р  — С ёки я  -f- ф' (р) =  0 келиб чш^ади. 
Биринчи ^олда р ни чицариб

у =  Сх +  ф (С) (1.41)
интеграл тугри чизи^лар оиласини ^осил циламиз. Иккинчи 
^олда Клеро тенгламасининг ечими

у  =  хр  -f- 'ф (р), Х +  Ф' ( р)  =  о (р — параметр) (1.42)
каби ёзилади. (1.42) тенгламалар билан ани^ланган интег­
рал эгри чизиц интеграл тугри чизицлар оиласи (1.41) 
нинг у р ама си д ан  иборатлигини куриш кийин эмас. Урама 
таърифини эслатиб утамиз.

40



Т а ъ р и ф .  Ушбу Ф (х, 
у .  С) =  0 тенглама бир па- 
раметрли силлик, чизиклар 
оиласидан иборат булсин.
Агар бирор у  =  ф (х) чизиц 
берилган чизиклар оиласи- 
нинг )^ар бир чизигига ур- 
иниб, шу уриниш нуцта- 
ларидан ташкил топган 
булса, у  ^олда у  =  ф (х) 
чизик; тегишли чизиклар 
онласининг урама си  дейи­
лади.
Ф (х, у ,  С) =  О (С — пара­
метр) бир параметрли эгри 
чизиклар оиласи урамага эга булса, у  ^олда урама ушбу

Ф (х, у ,  С) =  0, ? ?  =  0 (1.43)
оС

тенгламалар системаси билан тавсифланади. Аммо бу фа- 
цат зарурий шартдир. Биз кураётган холда у  =  Сх +  ф (С) 
оиланинг урамаси

у  = Сх +  ф (С), х  +  Ф (С) =  О 
тенгламалар билан аницланади.

М и с о л л а р .  1. у  — ху'  — у ' 2 — Клеро тенгламасини 
олайлик. Унинг умумий ечими бир параметрли интеграл 
турри чизицлар оиласи у —Сх — С2 дан иборат булади. 
Бундан ташцари, бу тугри чизицларнинг урамаси
У ^  ^ ’ ^ам Клеро тенгламасининг интеграли була- X U

дн. Охирги системадан С ни йуцотиб, у  =  — пара-
4

болами ^осил циламиз (1 2 -чизма).
2. Ушбу

у  — 2ху  — г/3 (Лагранж тенгламаси)
тенгламани олайлик. Унда

у  =  р, у  — 2 хр  — р3
деб, цуйидагига эга буламиз:

р =  2р +  2х ~  — Зр2 *?-.
ах ах

Бундан — Ф  О булганда
dx

р  у - =  — 2х +  Зр2 
dp
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тенгламага келамиз. Бу чизикли тенгламани интеграллаб,
С 3 ,

х =  — +  — Р р‘ ^  4

ни ^осил циламиз. Д ем ак , интеграл эгри чизиклар

у  =  2 хр — р3, 

х =  Ср - 2 +  ~  р 2

тенгламалар билан аницланади. Юцорида — Ф  0 деган-
dx

эдик. Агар р=  0 булса, — =  0 булади, чунки р—<р(р)=—р.
dx

Ш ундай цилиб, р =  0 дан г/ =  0 ва г/ =  const келиб чи- 
цади. Агар у  =  0 булса, бу Лагранж тенгламасининг ечими 
булади.

10 -§ .  \ОСИЛАГА НИСБАТАН ЕЧИЛМАГАН ДИФФЕРЕНЦИАЛ 
ТЕНГЛАМАЛАР УЧУН ЕЧИМНИНГ МАВЖУДЛИГИ ВА ЯГОНАЛИГИ 
ХАКИДА

Биз 7- § да — =  f  (х, у) ,  у  (х0) =  ц0 Коши масаласи 
dx

ечимининг мавжудлиги ва ягоналиги ^ацида Пикар теоре- 
масини исбот цилган эдик. Худди шунга ухшаш масалани 
F (х, у ,  у ' )  =  0 тенглгма учун хам цуйиш мумкин. Лекин 
берилган (х0, у 0) нуцтадан, умуман айтганда, F (х, у ,  у ' ) = 0 
тенгламанинг бир неча интеграл эгри чизиги утиши мум­
кин,  чунки F (х, у ,  у ' )  — 0 тенгламани у '  га нисбатан 
ечиб (агар у  га  нисбатан ечиш осон булса) у '  нинг бир 
неча цийматларини, яъни у '  =  f .  (х, у )  (i =  1, 2, . . .) ни 
топамиз. ХаР бир f .  учун у  микдор йуналишини аниц- 
лайди. Агар берилган (х0, у 0) нуцта атрофида f .  (х, у )  
функцияларнинг ^ар бири учун Пикар теоремасининг 
шартлари уринли булса, у  ^олда ^ар бир у ’ =  /. (х , у ) 
тенгламанинг (х0, у 0) нуктадан утувчи ягона интеграл 
эгри чизиги мавжуд булади. Шунинг учун F (х, у ,  у ' ) =  0; 
у  (х0) =  у 0 масалани цараганимизда, унинг ечимининг яго­
налиги берилган нуктадан берилган йуналишда дифферен­
циал тенгламанинг ягона интеграл эгри чизиги утишини 
англатади.

Масалан, у ' 2 — (х +  у )  у '  +  ху  =  0 тенглгма учун х ф у  
булганда ягоналик хоссаси бажарилади, чунки ^ар бир
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(х0, (/„) нуктадан иккита 
интеграл чизи^ утиб, улар- 
нинг йуналишлари ^ар хил- 
дир. Да^и^атан, берилган 
тенгламадан у  =  х, у '  =  у  
ларни топамиз. Бундан 
х Ф  у  булганда йуналишлар 
турли булиши куриниб ту- 
рибди. ( у ’ ) 2 — (х+ у ) у  +  
+  ху  =  0 тенглама учун 
ягоналик хоссаси у =  х 
тугри чизиц (биссектриса) 
нинг з^амма ну^таларида 
бузилади.

Равшанки, интеграл эг­
ри чизшупар у  — С, 13- чизма.

У Се* оилалардан иборат (13 -чизма).
1 . 3 - т е о р е м а .  F (х, у ,  у ’) ф ункция  (х0, у 0, у 0) н уцта-  

нин г  с пиц  атрофида  ц у йи д а г и  шартларни  каноатлан-  
т и р с и н ;

1) F (х, у ,  у ’ ) ф ункци я  %амма ар гументлари  б уйича
у з л у к с и з ;

2) — хрсила м авж уд  ва нолга т ен г  эмас;  
ду
д F3) — хрсила мавжуд ва модули б уйича  че гараланган ,  
ду
я ъни

У \олда
F (х, у ,  у ' )  =  О (1.1)

тенгламанинг  у  (х0) =  у 0, у'  (х0) =  у '0 (б у н д а  у '0 мицдор  
F (х0, у 0, у ' ) —0 тенгламанинг  хащщийи лди зларидан  би ри )  
шартларни  цаноатлантиради ган  \амда х0— /z0< x < jc 0-j-ft0 
( б у н д а  /г0 — етарлича кичик мицдор)  инт ервалда  аниц-  
ланган я г она  ечими мавжуд .

И с б о т .  (1.1) тенгламадан ошкормас функцияларнинг 
мавжудлиги ^а^идаги теоремага асосан мазкур теорема- 
нинг 1) ва 2) шартларига кура (х„, у 0) ну^та атрофида
(1.1) нинг у '  га нисбатан ягона узлуксиз ечими у '  =  f  (х , у) 
функция мавжудлиги келиб чи^ади ва бу функция учун 
!/0 : f  (*о. Уо) шарт уринли булади. Энди / (х, у )  функция 
Липшиц шартини цаноатлантиришини курсатсак ёки унга



Караганда ^уполрок; — Af шарт бажарилишини курсат- 
д у

сак, бу билан теорема исботланган булади. Да^и^атан, бу 
^олда у  =  / (л:, у )  тенглама учун Пикар теоремасининг 
шартлари бажарилади.

Ошкормас функциялар ^а^идаги теоремага асосан, 1),
2) ва 3) шартларнинг бажарилишидан — >;осиланинг мав-

ду
жудлиги ва бу ^осила ошкормас функцияни дифферен- 
циаллаш цоидаси буйича ^исобланиши мумкинлиги келиб 
чи^ади. F (х, у ,  у ' )  — 0 айниятни у  буйича дифференциал-
лаб ва у '  — f  (х, у )  эканини назарда тутиб — -f  —  — = 0

ду ду' ду
dF

dj_____ ду
ду '

ду'

ёки — —  ни ^осил ^иламиз. Бундан, 2) ва 3) шарт-

д1
ду

iCN ке-ларга асосан ( х0, у 0) нук>танинг е ц щ  атрофида

либ чи^адн. Теорема исбот булди.
Ушбу

F (х, у ,  у ' )  =  0
тенглама ечимининг ягоналиги бузиладиган ну^талар туп- 
лами махсу с  mi/плам дейилади.

М ахсус тупламнинг нук,таларида 1 .3 -теореманинг шарт- 
ларидан бири бажарилмайди. Татбиций масалаларда учрай- 
днган дифференциал тенгламаларда купинча 1) ва 3)
шартлар бажарилиб, 2) шарт ( — ф  (А бажарилмайди.

\ду' J
Агар 1) ва 3) шартлар бажарилса, махсус туплам ну^- 

таларида

F ( x , y , y ' )  =  0, * ± = 0  (1.44)
ду'

тенглама айниятга айланади. Бу тенгламалардан у  ни 
мумкин булганда йукотсак, махсус туплам нукталарн ка- 
ноатлантирадиган

Ф  (х, у ) =  0 (1.45)

тенглама келиб чи^ади. Лекин (1.45) тенгламани ^аноат- 
лантирадиган ^ар бир ну^тада з а̂м (1.1) тенглама ечимининг 
ягоналиги бузилавермайди, чунки 1 .3-теореманинг шарт­
лари етарли булиб, зарур эмасдир. (1-45) тенглама билан
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тавсифланадиган чизщ р- ди скриминант чизиц  дейилади. 
Шундай к,илиб, махсус туплам нуцталари фацат р-дискри­
минант чизиц нуцталари ичида булиши мумкин.

Агар ф (х, у )  =  0 эгри чизицнинг бир тармоги у  =  ф (х) 
махсус тупламга тегишли булса ва шу билан бирга интег­
рал эгри чизик, булса, уни биз махсу с  интеграл э гри чи­
зик, деб атаймиз, у = ф  (х) функцияни эса махсу с  ечим  
деймиз.

Шундай цилиб, (1.1) тенгламанинг махсус ечимини то- 
пиш учун цуйидагича иш юритишимиз лозим: 1) ушбу

F (х, у ,  р) =  О, J  =  О 
др

тенгламалар билан аникланган р-дискриминант эгри чи- 
зицни топиш; 2) р-дискриминант эгри чизицнинг тармоц- 
лари ичида интеграл эгри чизиклар бор ёки йуцлигини 
аницлаш; 3) шундай интеграл эгри чизик бор булса, шу 
эгри чизиц нуцталарида ягоналик шарти бажарилиши ёки 
бажарилмаслигини текшириб куриш. Агар р-дискриминант 
чизицнинг интеграл эгри чизицдаи иборат бирор тармоги 
нуцталарида ягоналик бузилса, удш тармоц махсус интег­
рал эгри чизик, булади.

М и с о л л а р .  1 . У ш б у  у  =  2ху'  — ( y ' f  —  Л а гр а н ж  те н г ­
ламаси  м а х с у с  ечимга эгами?

Е ч и ш.  1.3-теореманинг 1) ва 3) шартлари бажарилади. 
р-дискриминант эгри чизиц цуйидаги

г / = 2 х р — р2, 2 х — 2р =  О
тенгламалар билан ашщланади. Улардаи р ни чицарсак, 
у  ■ = х2 ни топамиз. г/ =  х 2 парабола тенгламани цаноат- 
лаитирмаганп учун у  махсус ечим була олмайди.

2. Ушбу x — y  =  j  — (У' ) 3 О-46)
Лагранж тенгламасининг махсус ечимини топинг. 
Еч и ш.  1.3-теореманинг 1 ) в а З)  шартлари бажарилади. 

р — дискриминант эгри чизик,

х — у  =  — р2'— — ря, — (р — р2) =  О 
9 ' 27 9

тенгламалар  билан аницланади . Иккинчи тен глам адан
р =  0 ёки р =  1 келиб чикади, буларни тенгламага цуйиб,

4и =  х еки у  =  х ------
J  27

ларни ^осил циламиз. Бу функциялардан фацат иккинчиси
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тенгламанинг ечими була-

махсус ёки махсус эмасли- 
гини текширамиз. Унинг 
учун (1.46) тенгламани ин- 
теграллаб

( y - C f  =  ( x - C f  (1.47)

ни ^осил ^иламиз.
(1.47) тенглама ва 14- 

чизмадан куринадики, у  =
4

=  х —  — турри чизи!^ (1.47)

ярим кубик параболалар 
оиласининг урамасидир ва

14- чизма. 4 одемак, у  — х ------ тугри чи-

зи^нинг х;ар бир нуктасида ечимнинг ягоналиги бузилади.

бир параметрли силлиц чизицлар оиласи (1.1) тенгламанинг 
интеграл эгри чизиклари булсин. Шу интеграл эгри чизик- 
ларнинг урамаси доим махсус интеграл эгри чизи^ эканини 
исботлаш ^ийин эмас. Агар (1.48) интеграл эгри чизшушр- 
нинг урамаси мавжуд булса, бу урама деб аталувчи эгри 
чизик с- дискриминант эгри чизи^лар деб юритиладиган ва 
ушбу

тенгламалар билан аншумнадиган чизи^лар ичида булади. 
с-дискриминант эгри чизщ нинг бирор тармоги урама бу ли­
ши учун, у тармо^да ^уйидаги шартларнинг бажарилиши 
етарлидир:

1) модули буйича чегараланган хусусий ^осилалар
(ЭФ

<  N x,
<м>;

дх ду 1
мавжуд;

Шундай ^илиб, у  =  х — — ечим махсус.

Ушбу
Ф (х, у, С) =  О (1.48)

Ф (х, у, С) =  0 ва

2) д— ф  0 ёки
дх
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Бу ш&ртлар факат етарли 
булиб/зарур эмас. Шунинг 
учун бирор с-дискриминант 
эгри чизиц ну^таларида бу 
шартлардан бирортаси ба- 
жарилмаса х;ам у эгри'чи- 
зи^ бари бир урама були- ^ . 
ши мумкин.

М и с о л л а р .  1. Аввал 
курилган (1.46) тенглама­
нинг интеграл эгри чизик;- 
лар оиласи (у  — С)2 =  ( х —
—С)3 берилган. (1.46) тенг­
ламанинг махсус ечимини 
топинг. 15. чизма.

Е ч и ш .  Махсус ечимни 
юкорида айтилган усул билан топамиз. 
с-дискриминант эгри чизди,

( у - С ) *  =  ( * - С 3), 2 (у — С) =  3 (x - C f
тенгламалар билан аншутанади. Булардан параметр С ни 
чи^арсак

и =  х  ва х  — ц ------ =  0
*  27

4
ни топамиз. у  =  х — — функция берилган эгри чизицлар

оиласининг урамасидир, чунки у ураманингшартларини к;а- 
ноатлантиради. у  х  функция эса тенгламани ^аноатлан- 
тирмайди, шунинг учун урама эмас.

2. Бирор биринчи тартибли дифференциал тенгламанинг 
интеграл эгри чизиклари оиласи

У =  (х —  С)5
берилган. Уша тенгламанинг махсус ечимини топинг.

Е ч и ш .  Урама ^ацидаги ^амма шартлар бажарилади. 
Урамани топиш учун аввало ушбу у  — (х  — С)6, 5 (х—С)4=  0 
тенгламаларга эггмиз. Булардан х  =  С ва шункнг учун 
у =  0 келиб чи^ади. у =  0 чизи^ берилган интеграл эгри 
чизицлар оиласининг урамасидан иборат (15-чизма).

3. Бирор биринчи тартибли дифференциал тенглама­
нинг интеграл эгри чизиклари оиласи

У2 =  (х  — Q 3
берилган. Уша тенгламанинг махсус ечимини топинг.
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У
Е ч и ш .  с-дискриминант 

эгри чизик;
г/2 — (х —  0 S= 0 ,
3 (Х_ С ) 2 =  О

тенгламалар билан ани^- 
ланади. Булардан С нийу- 
1̂ отсак у  — 0 ни топамиз. 
Равшанки,

А дФ п дФ „ у  =  0 да Тх =  0 ' , ^  = 0

га эгамиз. Демак, у  == О 
берилган эгри чизи^лар 
оиласининг к^айтиш нуц- 

16-чизма. талари  туплами экан. «Пе­
кин у  =  0 ну^талар туп­

лами бу ерда интеграл эгри чизиклар оиласининг урамаси 
^ам булади (16-чизма).

11-§. ИЗОГОНАЛ ВА ОРТОГОНАЛ ТРАЕКТОРИЯЛАР

Бир параметрли ясси силли^ чизиклар оиласи
F (х, у, С) =  О, С — параметр (1.49)

тенглама билан берилган булсин. Шу чизиклар оиласининг 
^ар бир чизигини узгармас а  бурчак билан кесиб утувчи 
чизиц берилган оиланинг изогонал траекторияси дейилади.
Хусусан, а =  y  булганда тегишли траектория ортогонал

траектория дейилади.
Берилган чизиклар оиласи узининг

dy\ф \ х ,  у,
dx

О (1.50)

дифференциал тенгламаси билан берилганда изогонал ва 
ортогонал траекторияларни, аницроги, шу траекториялар- 
нинг дифференциал тенгламаларини топиш билан шурул- 
ланамиз. Бунинг учун аввал tg а  =  k деб белгилаймиз. 
Изогонал траектория ва (1.49) оила чизикларидаги умумий 
ну^тадаги тегишли бурчак коэффициентлар

dy 1 -- k



формула билан богланган 
булади. (xv  у г) деб изо­
гонал траектория ну^талари 
белгиланган. (1.51) ни 
(1.50) га ^уйсак, ушбу

Ф х 1г Уг

dUi
и ~ к
d y x

k ----+  1
R d x ,

=  0

(1.52)
дифференциал тенгламага 
эга буламиз. Равшанки, бу 
(1.52) тенглама изланган и-чизма.
изогонал траекториянинг 
дифференциал тенглама-
сидир. Агар а  — — булса, — ва —  лар орасида

2 d x  d x x

— =  -------- борланиш мавжуд. Шунннг учун ортогонал
dx dy±

d x x
траекторияларнинг дифференциал тенгламаси

I 1 \
Ф x v  y l t— dy1 1 =  0

V  dx 1 )
(1.53)

тенгламаси

каби ёзилади.
(1.52) ва (1.53) тенгламалардан фойдаланишда х, у  

ларнипг иидексларини тушириб цолдириш мумкинлигини 
цайд цилиб утамиз.

М и с о л  л ар . 1. у  =  ах, а — параметр, тутри чизицлар 
оиласининг ортогонал траекторияларини топинг.

Е ч и ш .  Мазкур оила чизшушрининг дифференциал 
d y
d x

Шундай кнлиб, ортогонал траекторияларнинг дифферен­
циал тенгламаси— —= — булади. Ундан — = — — га эга_ 

dy  х  dx  у
d x

миз. Бу — узгарувчилари ажраладиган тенглама. Интег- 
раллаш натижасида х 2 +  у г =  С2 (С — ихтиёрий узгармас)— 
маркази координаталар бошида булган концентрик айла- 
наларни ^осил к,иламиз (1 7 -чизма).

— дан иборат, чунки а =  — ва а  =  - .  
х  d x  X
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2. у  =  ах, а —  параметр, 
турри чизи^лар оиласи­
нинг изогонал траектория- 
ларини топинг.

Е ч и ш .  Шарт буйича
а  Ф у  , t g a =  к. Берил­

ган чизи^лар оиласининг 
дифференциал тенгламаси
— =  — дан иборат (1-ми- 
dx  х
солга ^аранг). Изогонал 
траекторияларнинг диффе­
ренциал тенгламаси

dy
dx

У_
х

и du 
1 + — — 

х dx

еки dy у +  kx  
dx x — ky

каби ёзилади. Биз биринчи тартибли бир жинсли диффе­
ренциал тенгламага келдик. У ни интеграллаш учун у  — их
алмаштириш бажарамиз. Натижада: ^  =  и х  +  и ва и х  +

-{-и — 

ёзамиз:

и х

и +  к 
1 — ku

. Кейинги тенгламани соддаро^ куринишда

и — k 
1 —  ku

-и, и X = k  +  ku- 
1 — ku

duеки — 
dx

k (1 - f  иг) J_ 
1 — ku X

Б у _  узгарувчилари ажраладиган дифференциал тенглама. 
Уни интеграллаб, содда ^исоблашлар ёрдамида — In (л;2 +

. ________ 4* агс*е—
+  г/2) =  — arctg  — +  In С ёки ] /  х 2 +  у 2 =  Се 

k х
ларни .у>сил циламиз. Х,осил булган чизикларнинг 
тасвирини чизиш учун ^утб координаталарини киритиш 
мацсадга мувофшу ^аи,и^атан, x  — r cos ср, y =  r?incp

i_
десак, юцоридаги тенглама г =  С е к куринишда ёзи­
лади. Бу эса логарифмик спнралларнинг тенгламасидир 
(18- чизма).
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1-бобга дойр мисол ва масалалар

1. Ёрурлик манбаи О ну^тага жойлашган булсин. Куз- 
гуга тушаётган нурлар Ох у^ига параллел булиб к;айтиш 
учун кузгунинг формаси ^андай булиши керак.

2. Тандирдан олинган ноннинг температураси 20 ми- 
нутда 100° дан 60° гача пасаяди. )^авонинг температураси 
25°. Тандирдан олингач, ^анча вацтдаи кейин ноннинг 
температураси 30° булади?

К у р с а т м а .  Ноннинг совиш жараёни Ньютон конуни- 
га асосан

f  =  k (Т  — т)
a t

дифференциал тенглама билан ифодаланади, бу ерда:
Т  — ноннинг температураси ; 
т — хаво температураси (т =  const); 
k — пропорционаллик коэффициента;
dJL — ноннинг совиш тезлиги. 
d t

3. Моторли ^айи^ туррун сувда i'0 =  20 тезлик
соат

билан ^аракат ^илади. Юриб турган ва^тда мотор учирил- 
ди ва 40 секунддан кейин цайи^нинг тезлиги =  8 км/соат 
булиб к;олди. Сувнинг к.аршилиги ^айи^нинг ^аракат тез- 
лигига пропорционал деб, моторнинг тухтагандан кейин 
2 минут утгандаги тезлигини топинг.

4. х  1 1 + / / "  +  Ч V  1 +  х * — =  0 тенгламанинг
d x

у  (0) 1 шартни ^аноатлантирадиган ечимини топинг. 
К,уйидаги тенгламаларни интегралланг.

d y  2х{/5. — = --------.
d x  х ‘ + у -

6. — =  — (1 +  In у  —  In х).
d x  х

7. у 2 +  х 2 J  =  ху
dx  dx

8. Зу —  7 х + 7  =  (3х —  Ту —  3)
d x

9. (х +  2 у +  1) ^ = 2 л г  +  4г/ +  3.
d x

Ю. — =  2 < у +  2
d x  \ х  +  у  — 1
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11. (х + у)2

12. cos х  — =  у  s in  х  +  cos2 х.
dx

13. ^  =  2хг/ — х 3 +  х.
dx

14 dJ.  , ...■■■»— „ = ___ !___ .
'  d x  ' 1 +  х 2 '  х (1  - f  х 2)

15. ху '  +  у  =  *г/2 In л:.
16. Кетма-кет я^инлашиш усули билан

^  =  * - * / 2; у  (1) =  О
dx

масала учун 3-я^инлашишни топинг.
17. (2x s — х у 2) dx  +  (2у3 — х 2у) d y =  0.
1 8 . _  ( — У.---------l)  dx.

Х2+  I/2 V X2 +  у2 )
19. еу dx  +  (xey — 2y) dy =  0.
20. y x y~ l dx  +  х у In xdy =  0.
91  x d x  +  y 'd y  _  j d x  —  x d y _

V  x2+ l /a _  X2
2 2  у  +  sin x cos2 (xy) + -------£ ------  d  +  s i n  у  d y =  0 .

cos2 (xy)______  co s2 (x y)
23 . (1 +  JC V  x 2 +  i f )  dx  +  (— 1 +  1 A:2 +  i f )  yd y = 0 .

,1 v 11 и Л  . . 1 1  У
24. (— s i n ^ - Л  cos 1 d x  +

\ y  у  x -  x  J \ x  x

—  — sin — +  - M dy — 0.

— cos y

у- у у2
25. (x2 +  у) dx  —  xdy  =  0.
26. у  (1 +  xy) dx  —  xdy  =  0.
27. (x2 + y 2 +  2x) dx  +  2ydy =  0.
28. -У- d x  +  (y3 —  In x) dy  =  0.

X
29. (x  cos у  — у  s in  у) dy  +  (x  sin  у  +  у  cos у) dx  =  0. 
Куйидаги тенгламаларнинг умумий ва махсус ечимла-

рини топинг.
30. у  =  ху '  +  у '
31. у  =  х у  +  3 у
32. у  =  х у '

33. у =  ху '  +  1 +  У •
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34. у  — х у  +  sin  у  ,
35. ху '  — у  = \ п  у ' .
36. у  — у '  (х  +  1).
37. 2у у '  =  х  (у '2 +  4).
38. у  =  у  у '  +  2 ху.
39. у  — х  (1 + у ' )  +  у ' 2.
40. у  =  у ' х  4- а2 У  1 — у 3,

42. х у  =  С эгри чизиклар оиласининг ортогонал траек- 
ториясини топинг.

43. х2 +  у 2 — 2ах  эгри чизщ лар оиласининг ортогонал 
траекториясини топинг.

44. (2а — х)у2 =  д:3 эгри чизиклар оиласининг ортогонал 
траекториясини топинг.

45. у  =  а х2 параболалар оиласининг ортогонал траек­
ториясини топинг.

46. х 2 +  у 2 =  а2 айланалар оиласининг ортогонал ва 
изогонал траекторияларини топинг.



2- б о  б
п- ТАРТИБЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

1-§. УМУМИЙ ТУШУНЧАЛАР

Ушбу
F (х, у, у ' , . . .  , y w ) — 0 (2.1)

куринишдаги тенглама п- тартибли дифференциал тенг­
лама  дейилади, бунда F (х, у, у ' , , у (п)) функция 
(п-\-  2) улчовли фазонинг бирор соз^асида ашщланган ва 
узлуксиз. Агар (2.1) тенгламани у (п) га нисбатан ечиш мум- 
кин булса, (2.1) урнига битта ёки бир неча

y [n) =  f { x ,  у, у ' ,  , у (п~'и ) (2.2)

куринишдаги дифференциал тенгламага эга буламиз. (2.2) 
тенгламани ю^ори тартибли ^осилага нисбатан ечилган 
л-тартибли дифференциал тенглама дейилади. (2.2) да 
f  (х, у ,  у ' , . . .  , г/л-1>) функция (п +  1) улчовли фазо­
нинг бирор Qn+I со,%асида ашщланган ва узлуксиз. Агар 
/  интервалда ани^ланган у  =  ср (х) функция ^уйидаги

1. ф( х) 6  Сп (1),
2. (х, ф (л-), ф ' (х), . . . , ф (п ” (x))eQn+l,
3. ф(Л) (х) =  f  (х, ф (х), ф ' (х), . . . , ф1"_1) (л:)), х £ 1

шартларни ^аноатлантирса, бу функция /  интервалда (2.2) 
тенгламанинг ечими дейилади ((2.1) тенглама учун ечим 
тушунчаси ^ам шунга ухшаш киритилади).

Агар у 0, у'о, . . .  , у 0{п~ 1) лар ихтиёрий берилган уз­
гармас сонлар булиб, (х 0, у 0, у 0, ■ ■ ■ , У о ^ " )  £Q„+1 бул­
са, (2.2) тенгламанинг

У (х0) =  у 0, у '  (х0) =  уо, • • • , (х0) — у 0'п̂ ' ) (2.3)
.шартларни ^аноатлантирадиган ечимини топиш масаласи-
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(2.2) тенглама учун Коши масаласи дейилади. (2.3) муно- 
сабатлар бошлангич шартлар, х 0, у0, уо, . . .  , у 0''п~ 1> 
сонлар бошлангич мицдорлар деб юритилади.

(2.2) тенглама ечимининг хОу  текисликдаги графиги 
интеграл эгри чизиц дейилади. Коши масаласини ечиш шу 
тенгламанинг текисликнинг (х0, у0) ну^тасидан утадиган 
интеграл эгри чизигиии топишдан иборатдир.

Коши масаласи баъзи шартлар бажарилганда ягона 
ечимга эга булади. Бундай ечим хусусий ечим деб юри­
тилади.

Агар п  та ихтиёрий узгармасга богли^ булган
у  =  ф (х, С1У С2, , Сп) (2.4)

функция учун (унда (х, Cl t  С2............. c „)€Qn+i);
1°. (2.4) функция (2.2) тенгламанинг ечими булса,
2°. (2.2) тенгламанинг ихтиёрий хусусий ечими С1г 

С2, . . . , Сп ларнинг ани^ С,, С“, . . . , С° ^ийматларида 
(2.4) функциядан ^осил булса, бош^ача айтганда, берил­
ган бошлангич цийматлар учун куйидаги

Уо == Ф ( х о< ^ i>  • • • > С п\

Уо=  Ф' (*о> Clt . . .  , Сп), ^  5

^ >  =  Ф - >  \ х 0, С1} \ . '.  ', Сп)

система Сх, С2............. Сп ларга нисбатан ягона ечимга эга
булса, (2.4) функция (2.2) тенгламанинг умумий ечими 
дейилади.

(2.2) тенгламанинг барча ечимларини топиш уни ин- 
тсграллаш  деб юритилади.

Ми с о л .  Ушбу у'" =  2х  тенгламани интегралланг.
Е ч и ш .  Бу тенгламгни / =  2х  функцияни кетма-кет 

пнтеграллаш билан ннтеграллаймиз:

У" =  J -  (У ”)  =  2 * ,  у "  =  х 2 +
dx

У" =  у  (У) =  х 2 +  Си  у ’ =  х~  +  ClX +  С 2;
ах  3

у  — — - f  Cj —  +  С2х  - f  Cv

Э с л а т м а .  =  /  (х)  тенгламанинг умумий ечими функцияни. 
п марта кетма- кет интеграллаш  билан топилиши мумкин.
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2- §. ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАРНИНГ НОРМАЛ СИСТЕМАСИ 
Х,АЦИДА

Дифференциал тенгламаларнинг ушбу

У\ =  h  (х, У1 , у„  , у п),
У<2 =  fi  (х > У\1 У2i • • • > //п)> ^

у'п =  fn (х - Ух- г/2- • • • - Уп)

системаси тенгламаларнинг нормал системаси дейилади. 
Бу системада у г, . . . , уп лар х  нинг номаълум функ- 
циялари, f lt . . . , f  лар эса (п-\- 1) улчовли фазонинг 
бирор Qn+1 со^асида аншушнган ва узлуксиз функциялар.

Агар /  интервалда ани^ланган функцияларнинг 
Фх (х )> ф» (х ), • • • . Ф„ (х)) системаси учун

1 .  ( х ,  (х) ,  . . .  ,  ф „  ( х ) ) е  Qn+l ,

2. ф. (х)бС 1 (/), 1 =  1, п,
3. ф /  (х) =  f .  (х,  фх (*), . . . , ф„ (*)), х б  I

шартлар бажарилса, функцияларнинг берилган систе­
маси (2.6) системанинг /  интервалда ани^ланган ечими 
дейилади.

Агар у\, у°2, . . . , у°п лар ихтиёрий берилган уз­
гармас сонлар булиб, (t0, у\, у 2, . . ■ , y°)€Q„+I булса,
(2.6) системанинг

Фх (х о) =  Uv Фг (х о) =  У°г ............. Фя (х о) =  Уп (2 -7)

шартларни ^аноатлантирадиган ечимини топиш масаласи
(2.6) система учун /(оиш масаласи дейилади. t0, y 'v  . . .  , 
у°п миадорлар бошлангич цийматлар, (2.7) шартлар эса 
бошлангич шартлар  деб юритилади. Ечимнинг графиги 
( п + 1 )  улчовли фазода эгри чизицни ифодалайди ва у 
интеграл эгри ч и з щ  деб аталади. Коши масаласининг гео­
метрик маъноси (п +• 1) улчовли фазонинг , « ц аси га  
тегишли {t0, у\, . . .  , уп) ну^тасидан утадиган интеграл
эгри ЧИ31ЩНИ топишдан иборатдир. (2.6) системада f lt f 2, 
. . . , f n функциялар баъзи шартларни ^аноатлантирса, бе.
рилган ну^та учун Коши масаласи ягона ечимга эга бу­
лади. Бундай ечим хусусий ечим дейилади.
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Агар п  та ихтиёрий узгармасга боглщ  булган

Ух =  Фх (х, Clt , Сп), 
у 2 =  ф2 (х , Сх............. С„).

(2 .8)

Уп =  Ф„ (*. Ci ..............Сп)
функциялар системаси учун (бу ерда (х, Сх, . . . , Сп) 6

1) функцияларнинг (2.8) системаси (2.6) системанинг 
ечими булса;

2) (2.6) системанинг ихтиёрий хусусий ечими Сх, С2, 
. . . , Сп ларнинг аниц Ср С2, . . . , С“ ^ийматларида
(2.8) дан ^осил булса. бошцача айтганда, берилган бош- 
лангич кийматлар учун цуйидаги

У\ =  Ф1 (х0, Сх, . . . , С„),
У2 =  Фг (*о> ^ 1» • • • > С„),

система Сх, С2, . . . , Сп ларга нисбатан ягона ечимга эга 
булса, функцияларнинг (2.8) системаси (2.6) системанинг 
умумий ечими дейилади.

(2.6) системанинг барча ечимларини топиш уни интег- 
раллаш  дейилади.

М и с о л .  Ушбу

система учун ;/, = sin х, у 2 =  cos х  функциялар системаси 
ечим ва ул =  Сх cos х  4- С2 sin х, у г — — Сх sin х +  С2 cosx 
система эса умумий ечим эканига ишонч >^осил ^илиш 
цийин эмас. Умумий ечимда С\ =  0, С2 =  1 булганда кел- 
тирилган хусусий ечим ^осил булади.

Купинча (2.6), (2.7), [(2.8) ва (2.9) лар учун вектор

(2.9)

Уп =Ч>п (х0. Сг, . . .  , С„)

У, =  Уг 
Уг =  — У\

куринишдаги ёзув ^улай булади. Агар у  —

белгнлашлар киритсак



вектор-интеграл тенгламанинг ечими булади ;  аксинча, 
агар у  =  ф (х ) вектор-функция I интервалда узлуксиз  
бдлиб, (2.12) вектор тенгламанинг ечими булса, у холда 
у  — ф (х) вектор-функция  (2.6) — (2.7) Коши масаласи- 
нинг ечими булади.

Мазкур лемманинг исботи битта тенглама учун исбот- 
ланган тегишли лемманинг исботига ухшаш (1-бобнинг 7-§, 
1-п. га ^аранг).

2. С и с т е м а  у ч у н  П и к а р  т е о р е м а с и н и н г  и с ­
б о т и .  М а в ж у д л и г и .  Ю^орида келтирилган эквивалент- 
лик леммасига кура (2.6) — (2.7) масала (Коши масаласи) 
урнига ушбу

интеграл тенгламалар системасини ечиш масаласини ка- 
раймиз. \х — х0|< Л  интервалда цуйидаги вектор-функция­
лар кетма-кетлигини цурамиз:

X

Ui — У\ “I- .1 f  1 fa» У\' у2’ • • • > Упi)
X

X

Уп =  У°п +  \  fn (т> Уи У*' ■ ■ • > Уп) dx

(нолинчи я^инлашиш)

У\1) (х) =  У] +  J  h  (т> Уг % » • • • •  у°п) dx,
Хо
X

У ^  (X) =  у1 +  \  f 2 (т - y°v У°2 > • • • • Уп) d x’
Хо

(биринчи
я^инлашиш)

X
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y\ |m) (X) =  у] +  J fi (Т, £/(m7 !) (т), . . . , (т)) dr,
Хо

г/(2т )  (х) =  «/° +  ]' f2 (т, (г), . . . , г/"*-» (т)) dr, I

у< «> (х) =  г/» +  } fn (т, г/<шп_1) (т), . . . , (т)) dr.
Хо

(т- я^инлашиш)
Вектор белгилашлардан фойдалансак, ю^орида келти- 

рилган я^инлашиш формулаларини ^улайро^ ёзиш мумкин:
у°(х) =  у° (нолинчи якинлашиш),

X

у '1\ х )  •— у° +  [ /(т, y°)dr  (1 -якинлаш иш ),

л

t /m\ x )  =  у° +  \ f  (т, y (m~ ^ \r )d r  (m-я^инлашиш).
*0

Юк;орида ^урилган у°(х), у { \ х ) ,  . . .  , у{т\ х ) ,  . . . 
пектор-функциялар \ х  — jc0 | <  h интервалда узлуксизлиги 
равшан. Биринчи ва кейинги я^инлашишлар х  — х 0 \ <  h
булганда Ph =  {(х,у1.............. у п) : | х — х 01 <  h, у — у\  | <  Ь}
с о з д а н  чициб кетмаслигини курсатамиз. ^ ц и ^ а т а н , (х0, 
!)') С Р„ *капи ратман. Содда ^исоблашлар курсатадики, 
I "• 1,2, . . .  , п  булганда

| У\1) (х) — у,  | =  \ jft (г, у], . . .  , у°п) dr  | <  М  | х—х0 1 <
х ,

<М /г <  Ь.

| у\2)(х)— у] I =  | jV /^ i 'M * ) . ■ • • . y'nKtfdr] <  М \ х — д:0 | <
XО

<  M h  <  b.

о | <y{1t)(x)— y]\ =  \^ f i(r, y\m- " ( r ) ............y ^ - ' ) ( r ) d r \ ^ M \ x — x {
х„

<  Mh  «S Ь.
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Юкоридаги муносабатлардан (х, у 0)(х)) £ Рк, ,
(х ,уут\ х ) )  £ Р к, . . . экани келиб чш^ади. Шундай ^илиб,
ушбу {у{т)(х)} вектор-функциялар кетма-кетлигини ^осил 
килдик. Бу кетма-кетлик \ х  — х в | <  h интервалда текис 
я^инлашувчи эканини исбот этамиз. Бунинг учун к,уйида- 
ги п  та функционал ^аторни тузамиз:

y i + [ y \ v'(x) —  y i] +  [y2i(x) —  y \ l)( x ) ] +  . . . +
+  [ у ^ \ х ) - у \ ' п~ ])( х ) ] +  . . . (2.14)

(t =  1,2, . . .  , п)

Бу цаторнинг m-хусусий йигиндиси 5<.ш) (х ) =  у\т)(х).  Шу­
нинг учун 1 im S(m)(;t) =  lim ylm)(x) ва {г/(ш)(*)} вектор

т —ю о  т —>оо

кетма-кетликнинг текис я^инлашувчи эканини курсатиш 
учун (2.14) цаторнинг текис як^инлашувчи эканини исбот 
^илиш етарли.
(2.14) ^аторнинг ^ар бир ^адини ба^олаймиз (i =  1, и):

X

| г/<•>(л:) — | =  | J  f t( x , y ° ) d t \ < M \ x — x a\,
Х0

I у\2)(х) -  у \Ч х )  I =  I j l / . W V ) )  - f . ( x ,y ° ) ] d r \  <
*о

< |  J  ^ . « / “ ’(т)) — f ^ , y ° ) \ d x \  <
Хо

< L \  ( j ? |  t/j'H t)— ^ [ ) d t |  <
x,  1=1

<  LnM  ]  ̂| x — x 01 dx | = L n M  =   ̂* 2*°
*o

ш унга ухшаш \y[m~ i)(x) — y (1m- 2,(x)\ учун ба^о топилган 
деб цараб | у\т){х) — у\т~ Х){х) \ учун ба^о топиш мумкин:

| у Г ( х ) -  у Г ~ Ч х ) | <  ( Щ т~ 1 ■

Энди | л:—х 01 <  h эканини ^исобга олиб,
ит ----

| у\т)(х) — у \т~ ]) (х) I <  М (nL)m~ ] — , i =  1 ,п
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тенгсизликларга эга буламиз. Агар ушбу

V M  (nL)>m - \ h m

ml

мусбат хадли сонли каторни курсак, бу цатор Даламбер 
аломатига кура я^инлашувчи эканига ишонч х;осил ^ила- 
миз. ;\а^и^атан,

« т + !  _ 1Jm M(nL)m hm+lm\1 im
т—► сю

=  lim
т->оо

_ j im п^
( т + \ ) \  М  (nL)m~ l h'n _ т ^ о о  т + 1

=  0 < 1.

(2.14) цаторнинг ^адлари узлуксиз функциялардан 
иборат. Шунинг учун ю^оридаги муло^азаларга кура: 
1) lim у (т\ х )  мавжуд, 2) бу лимит узлуксиз вектор-функ-

т - > о о

циядан иборат. Уни Y(x)  деб белгилаймиз.
Топилган Y(x)  вектор-функция \ х  — х0 | < / г  интервал­

д а  (2.6) — (2.7) масаланинг ечими эканини исботлаймиз. 
Да^ицатан, аввало lim у^т\ х 0) =  Y (x 0) — у°, яъни Y  (х)

т —ю о

вектор-функция (2.7) бошлангич шартни ^аноатлантиради. 
Энди бу Y(x)  функция (2.6) системанинг ечими эканини 
курсатамиз. Равшанки,

у\'п’{х) =  у.  + J  l f i (т), у (т~'‘\х)) —  f.(x,Y(x))]dx +
*0

+  J  f ,( t ,7 (T ))d T , i = ~ T / i ,

I f [ f i  (т. y{m~ l)(r) —  f , ( T , y (T ) ) ]d t |  <

fl{t ,  yim- l\ r ) - f . ( x , Y ( x ) ) ] d - c \ ^

1 l i f - ' W - W l ) * ! -
X0 1=1

{ y (m~ !)(x)} кетма-кетлик Jx  — x 0 \ < .h  интервалда Y  (x) 
ф ункцияга текис я к и и л а ш у  вчили гида н келиб чи^адики, 
аввалдан  берилган е > 0  учун шундай N  номер топила- 
дики,  m — \ > N  булганда \ х  — х 0|■<h интервалдан оли н - 
г а н ихтиёрий х  учун

I у ш - !>(*) _  у  (x)j < J L _  (i =  Т У )
‘ nLh



тенгсизлик бажарилади. Шунинг учун охирги ба^оланаёт- 
ган ифода е дан кичик булади. Демак, о д а  лимитга
утиб

Y(x)  =  у0 +  jf(x,Y(x))dx  
*0

интеграл тенгламани хоеил киламиз. Бундан ю^оридаги 
тасдикнинг тугрилиги келиб чикади.

Я г о н а  л иг  и. (2.6) системанинг (2.7) шартни ^ано- 
атлантирадиган яна битта у  =  Z(x) (вектор-функция) ечи­
ми бор булсин. Унинг аншушниш интервали | х — х 01 <  й* 
булиб, Y(x)  ва Z(x) ларнинг аншуиниш интервалларининг 
умумий к^исми | х  — л:0 | < Л 0 булсин дейлик. У ^олда 
| х — х 0 1 <  /;0 да Y(x) =  Z(x) эканини курсатамиз. Шартга 
кура ушбу:

Y (x ) =  у0 +  Jf(r, Y(т)) dx, Z (x )  =  y° +  j  f(x,Z(x))dx
X g  * 0

айниятларга эгамиз. Кейинги муло^азаларни олиб бориш 
учун вектор-функциянинг модули тушунчасини кирита- 
миз. У ^уйидагича аншумнади:

I ф(лг)| =  +  V t f i x )  +  q>!(*) +  • • • +  4>2п(х) ■

Бундан таш^ари маълум

( 2 6,< ) i <•=i i= i
Коши тенгсизлигини эслатиб утамиз. Бу тенгсизликнинг 
тугрилигига ишонч ^осил ^илиш осой. Лагранж айнияти- 
га к$’ра топамиз:

( 2  М -  ( 2  “5 ) ( 2  ч ) - 4 2 2 <°.bI -  “У *  i=l i=l <=1 i=l/=i

< ( 2 “- ) ( 2 ^ ) -  (=1 1=1
Энди \f(x,Y(x)) —  f(x,Z(x))\ модулни ба^олаймиз: Юцори- 
даги тенгсизликдан ва Липшиц шартидан фойдаланиб то­
памиз:

| fJLx,Y(x)) -  f,(x, Z (х) | <  V i  | y ,  - Z ,  | <
/= i
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Охирги тенгсизликнинг икки томонини квадратга ошириб, 
i  буйича 1 дан п  гача йириндини курамиз:

V  | f(x,Y(x)) - № А х ) ) | 2 <  ( y ^ W - z . y y
1 1=1 ]=1

=  ^ ( V | r , - Z ; j2) .
/=1

Энди икки томондан квадрат илдиз олсак,

I f(x,Y(x)) -  f(x,Z(x)) I <  nL  | Y(x) -  Z(x) |

тенгсизлик хосил булади. Бу тенгсизликдан фойдэланиб, 
топамиз:

| Y (ж) — Z(x) | =  | jf(r, Y(r))dr jf(T,Z(T))chj <  | j  j f(t ,  Y  (t)) —
x0 x0 x0

— /  (t,Z (t)) I dr  I <  п Ц  I Y(x) — Z(x) I d r, x £  [x0,x0 +  h0\. 

Шундай цилиб, \x,„ x n +  /?п] [интервалда

|У(х) — Z(x)\ <  n L \\Y (x )  — Z(r) | dr
jf.

тенгсизликка эгамиз. Бундан Гронуолл леммаснга кура 
\ х 0, х0 +  /г0] да Y (x )* b Z (x )  экани келиб чи^ади. Бу ай 
ният |дс0—Л0, х0] интервалда ^ам ю^орндагига ухшаш ис-- 
ботланади. Бу билан ягоналик исботланди. Пикар теоре- 
маси ^ам тулнц нсбот этилди.

Эслатиб утамизки, битта тенглама учун ечимни давом 
эттириш тугрисида айтилган муло^азалар бу ерда ^ам 
^айтарилиши мумкин.

3. Ч и з и ц л и  д и ф ф е р е н ц и а л  т е н г л а м а л а р ­
н и н г  н о р м а л  с и с т е м а с и  у ч у н  е ч и м н и н г  м а в- 

ж у д л и г и  в а  я г о н а л и г и .
Биринчи тартибли чизикли дифференциал тенгламалар­
нинг нормал системаси деб
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у\ =  ап (х)у  1 +  аа (х)у, +  . . . +  а 1п{х)уп +  Ь^х),
У2 =  а.11(х)у1 +  а2г(х)у2 +  . . . +  а2п(х)уп +  Ья(х),

Уп =  ап\(х )У1 +  аЛ х )У2 +  • ■ • +  a j x ) y n +  Ьп(х) 

куринишда ёзилган системага айтилади. Бу ерда а^(х),
i — \ ,п ;  j  — 1, п  функциялар бирор /  интервалда ани^- 
ланган ва узлуксиз булган >̂ ол му^имдир. Вектор-матри­
ца куринишида (2.15) ни

у ' =  А(х)у +  Ь(х) (2.15)

куринишда ёзиш мумкин, бу ерда А(х) =  (а^х ))  квадрат 
матрицадан иборат, у ва Ь(х) лар устун-векторлар.

Агар bt(x) =  О, t =  1 ,п булса, (2.15) система чизшуш 
бир жинсли, акс ^олда чизи^ли бир жинсли булмаган 
система дейилади.

2. 2 - т е о р е м а .  Агар  (2.15) система берилган бС)либ, 
унда ан(х), Ь.(х) функциялар бирор I интервалда узлук­
сиз , х 0, у\, ■ ■ ■ ,  Уп сонлар ихтиёрий (аммо х 0 6 [) 
бошлангич цийматлар булса, (2.15) система

Фх(*о) =  < / ? . • • • »  Фп(*о) =  Уп
бошлангич шартларни цаноатлантирадиган ва I интер­
валда ан!Щланган ягона ечимга эга булади.

И с б о т .  Курилаётган система учун
fi(x,y) =  а п(х)у1 +  а12(х)у2 + ......................+  ain уп +  Ь.(х).

Бу функция Р =  {х 6 / ,  — оо < у . <  о о , i =  1 ,п) со^ада 
ани^ланган ва узлуксиз. Бундан таш^ари fL{x ,y )  функция 
■у y2t . . . , уп аргументлари буйича Липшиц шартини 
^аноатлантиради. Хацикатан,
К ,  (*)</',+ . . .  + a inyn) - ( a ll( x )y [ +  . . .  + a lny'n) | =

=  \ац(х )(у\ —  У\) +  • • • + ат(Уп~Уп) \ ^
< | o „ ( * ) l l y ' i - y i l +  • • •  + К ( * ) П и . - & 1 <

< L { ^ \ y ~ y ] \ \
/=| 

бу ерда
/ mav | s u p l a n W I .............s u p | a in( x ) l l

L =  m a x U a  х в  J
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Ш ундай цилиб. 2.1-теореманинг барча шартлари бажа- 
рнлади, демак, (2.15) система берилган бошлангич ций- 
матларга эга булган ва /  интервалда ашщланган ягона 
ечимга эга. Теорема исбот булди.

4 -§ . я-ТАРТИБЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАНИ и ТА БИРИНЧИ 
ТАРТИБЛИ ТЕНГЛАМАЛАР СИСТЕМАСИГА |КЕЛТИРИШ ВА МАВ- 
ЖУДЛИК ТЕОРЕМАСИ

1. Биз (2.2) куринишдаги дифференциал тенглама учун 
мулохазалар юритамиз. Аввал уни системага келтирамиз. 
Сунгра система учун ечимнинг мавжудлиги ва ягоналиги 
теоремасидан фойдаланиб, (2.2) тенглама учун ^ам ечим­
нинг мавжудлиги ва ягоналиги теоремгсини келтирамиз. 

Куйидаги белгилашларни киритамиз:

У =  Ук У' =  У\ =  f t .  У" =  У\ =  У'г =  Уз, • • • .

у (п~ 2) =  уп- 2 =  у (п~ 1) =  =  уп, */<я)=  у'п =
-  f(x, У! , уп).

Шундай ^илиб, у г, . . ., ун ларга нисбатан ушбу

У\ =  f t .
У 2 ~  Уз'

У п - 1 =  Уп-
U'n= f(X ,y i ,y „  • . . .

(2.16)

Н орм ал СИСТГМЛП1 к ел ам и з .
Д|-ч» (2.2) п'пгламапипг бирор ечими у =  q>(x) булса,

V умщи Пу ечимга (2.16) системанинг

•И * ) //i \  
ф(лс) //8 1

I ечими мос келади. Аксинча, агар
у ,,: "(х) Уп )

♦.(*) \
I вектор-функция (2.16) нинг бирор ечими

W  )
булси, у ^олда // =  \|51(x) функция (2.2) тенгламанинг 

Ч’|(ДГ) 4>><х), ^ ( * ) = 'М * ) .  • • •  , ipn_ , (х) =  я1>п (х),
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• • • . ty„(*)) муносабатларни цаноат- 
лантирадиган (айниятга айлантирадиган) ечими булади. 
Айтилган маънода (2.16) система билан (2.2) тенглама 
эквивалент дейилади.

(2.16) системада =  у2, / 2 =  у.л, . . . ,  fn_ , =  ул 
функциялар у г, у.г, . . .  , уп лар буйича Липшиц шарти- 
ни каноатлантириши равшан. Куринадики, f{x ,yl , . . . уп) 
функциядан ^ам y lt . . . , уп лар буйича Липшиц шарти 
бажарилишини талаб этиш лозим.

2 . 3 - т е о р е м а .  Агар (2.2) тенглама учун х 0, у0, у'0, 
и<п_|) бошлангич цийматлар берилган булиб, (х 0, 

г/о. У0< • - y o n~ " ) € Q n+, ва f(x ,y ' ,  . . . , у 'п~ " ) функ­
ция Qn+[ со^анинг (х0, у„, у0, . . .  , у (п~ ' ) ) ну^тасининг  
бирор атрофида барча аргумгнтлари буйича узлуксиз ва 
у, у ' ,  . . .  , I/ л-|> лар буйича Липшиц шартини к;а- 
ноатлантирса, у  холда (2.2) тенглама бирор I  интер­
валда аницланган  (2.3) шартни цаноатлантирадиган  
ягона ечимга эга.

Таъкидлаб утамизки, система учун олиб борилган те­
гишли мулохазалар ёрдамида Qn+X со^ада яна Р  туплам- 
ни куриш ва ечимнинг

\ х  —  х0 | < /i( f t= m in -a ,-^ - j ,  \ х  —  х0 | < а ,  | у (1)—  у 0и) |

i =  0, п — 1, М  =  max {max | / | ,  max | у  |, max \ у ' \ ,  . . . , 

max | y (rt_l)|})
интервалда мавжудлиги ва ягоналигини ^ам курсатиш 
мумкин.

2. Ушбу

у (п) +  fli (*) у {п~ и +  . . . +  ап_\(х)у' +  ап(х )у  =

=  g(x) (2.17)

куринишда ёзиладиган тенгламалар п- тартибли чизицли  
дифференциал тенгламалар  дейилади. Бу ерда ах(х), 
. . . , ап{х), f(x) функциялар I интервалда ани^ланган 
ва узлуксиз деб цараймиз. Агар g(x) =  0 булса, (2.17) 
тенглама п- тартибли чизик, л и бир жинсли, акс ^олда 
л-тартибли чизикли бир жинсли булмаган  дифференциал 
тенглама дейилади.
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(2.17) тенгламани ушбу

У(п) =  — а 1{х)у,п~ 1) — а2(х)у(п~ 2’ — . .  . — ап_ {(х)у' —
— ап(х)у  +  g(x)

куринишда ёзамнз. Бу тенгламанинг унг томони у, у ' ,  
. . . у {п~ [) ларга нисбатан чизикли. Шунинг учун f(x, 

У, у ’, у  (,,-1)) =  — а1( х ) у ^ ~ 1) —  . . .  — а„ (х ) у  +

+  g(x) функция у, у ' ,  . . . , г/<п~ 1> ларга нисбатан Л ип' 
шиц шартини цаноатлантиради. Шундай ^илиб, цуйидаги 
теорема уринли:

2 . 4 - т е о р е м а .  Агар(  2.17) тенгламада а ^ х ) ...........ап(х),
g(x) функциялар I интервалда ашщланган ва узлуксиз  
булса (2.17) тенглама ихтиёрий x 0 d l ,  у0, у 0, . . .  ,
г/(л-1) бошлангич кийматлар учун шу бошлангич киймтп- 
ларга эга булган ва I  интервалда аницланган ягона 
ечимга эга брлади.

Э с л а т м а .  Юцорида келтирилган ечимнинг мавжудли­
ги ва ягоналиги ^ацидаги теоремаларда тегишли функция- 
лардан маълум аргументлари буйича Липшиц шартини 
цаноатлантириши (система учун у1г . . .  , уп лар буйича,
«-тартибли тенглама учун у, у ' ,  . . .  , f/(n_I) лар буйича) 
талаб этилган эди. Агар маълум аргументлар буйича те- 
гншли функцияларнинг узлуксиз дифференциалланувчи 
булиши талаб этилса ^ам берилган бошлангич ^ийматлар- 
га эга булган ягона ечимнинг мавжудлиги исбот ^илини- 
ши мумкин.

Эслатилган шартлар цуйилиб айтиладиган теоремалар 
Коти /ш'чрсмши деб юритилади. Агар тегишли функция- 
лпршшг фа^ат узлуксизлиги талаб этилган булса, у ^ол- 
д.| берилган бошлангич цийматларга эга булган ечим мав­
жуд на камида бигта булади. Бундай шартлар билан 
нйгилган теоремалар Пеано теоремаси деб юритилади. 
Ьеносита текшириб куриш мумкинки, «-тартибли чизикли 
тенглама па чизицли система учун (коэффициентлари узлук- 
ein булганда) Коши теоремасининг шартлари (му^ими—уз- 
лукси 1 дифференциал,чанувчилиги) бажарилади.

Б-§. ТАРТИБИНИ ПАСАЙТИРИШ МУМКИН БУЛГАН ДИФФЕРЕН. 
ЦИЛЛ ТЕНГЛАМАЛАР

Баъзи хусусий ^олларда тенгламалар тартибини пасай- 
тириш мумкин булади.

69



1. Тенглама номаълум функция у  ва унинг у ' ,  у", 
. . . , у (к~ Х) ^осилаларини уз ичига олмасин, яъни ^уйи- 
даги куринишга эга булсин:

F ( x ,y w , . . .  , y w ) =  0.

Бу холда yW  =  z деб алмаштириб тенглама тартибини k 
бирликка пасайтирамиз, яъни тенглама

F (x ,z ,z ' ,  . . .  , [z(n- k)) =  0

куринишга келади. Охирги |тенгламани интеграллаб (агар 
квадратураларда интегралланса),

z =  z (x , Cj, С*2» ■ • • * - а)

ечимни топамиз. Бундан

y {k) =  z(x ,C1}C2, . . .  , Сп_ к))

тенгламани кетма-кет k марта интеграллаш билан берил­
ган тенгламанинг ечими топилади.

М и с о л .  г/(4)— у  г/<3> =  0 тенглама учун y (i) =  г де- 

сак, z ’ -----р г ==0 тенглама келиб чицади. |Уни интеграл­

лаб z =  Сх  ни топамиз. Энди t/(3> =  Сх  ни топамиз: 
у  — Схх* +  С2х 2 - f  Csx  +  С4.

2. Тенглама эркли узгарувчини уз ичига олмайди, яъни 

F ( y , y \  ■ ■ ■ , г/(п>) =  0 .

Бу х,олда у ’ — р(у) деб алмаштирсак, тенгламанинг тарти
би биттага камаяди. ^а^и^атан, =  р(у) булгани учун

dx
d 2y  _  dp  _  d p  d y  _  dp
1 --- •" ^  у
dx2 dx  d y  dx dy

^  =  ± ( р ± )  =  ± Ы р) &  =  & р> +  ( * Е У р
d x 3 d x \  d y  I d y  \ d y  )  [dx dy 2 \ d y )

ва говори тартибли ^осилалар хам шунга ухшаш топилади.
d  у

Бу тенгликлардан шу нарса куриниб турибдики, —-  хоси-
dx*

ла р дан у  буйича олинган тартиби к — 1 дан орти^ бул- 
маган хосилалар орцали ифодалаиади. Демак, тенглама­
нинг тартиби биттага пасаяди.

М и с о л. Массаси т булган жисм х 0 ну^тага жойлаш- 
ган булиб, Ох  тугри чизик буйлаб F(x) куч таъсирида у0



бошлангич тезлик билан харакат килади. Агар жисмнинг 
бошлангич тезлиги и0 булса, унинг харакат ^онунини топинг. 

Бу масала ^уйндаги математик масалага келтирилади:

Тенгламанинг ,%ар иккала томонини — dt га купайтириб, 
сунгра интегралласак:

^аракатланаётган жисмнинг кинетик энергиясини, иккнн- 
чикушилувчи эса потенциал энергиясини ифодалайди. Охир- 
гн тенгликдан куринадики, жисмнинг кинетик ва потен­
циал энергияларининг йш-индиси ^амма вак;т узгаРмас 
булади. Ю^оридаги тенглама узгарувчилари ажраладиган 
тепгламадир. Уни иптеграллаб топамиз:

тенгламанинг чап томони бирорта ( п — 1)-тартибли диф-
ференциал Ф(х,у ,у ' ,  . . . , г/(л_1)) ифоданинг ^осиласидан 
иборат.

Бу ^олда берилган тенгламанинг биринчи интеграли 
деб аталадиган ва битта ихтиёрий узгармасни уз ичига 
олган (п — 1)-тартибли

X

еки
X

Ф ( х , у , у ' ,  . . .  , у {п !)) =  С
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дифференциал тенгламани топамиз. Шундай цилиб, тенг­
ламанинг тартиби биттага пасаяди.

М и со  л. Ушбу у" —  х у '  —  у  =  0 тенгламанинг чап 
томони у '  — ху  функциянинг х  буйича тулиц ^осиласидан 
иборат. Шунинг учун тенгламанинг биринчи интеграли 
у '  —  х у  =  СХ булади. Охирги тенглама эса биринчи тартиб­
ли чизшуш дифференциал тенгламадир. У нинг умумий 
ечими:

X1 _х*

у  =  е [ с у \е  '  dx  4  С2.

4. F (х ,у ,у ' ,  . . . , у {п)) =  0 тенгламада F функция у, у ’,
. . . , г/(л) аргументларига нисбатан бир жинсли, яъни

F(x, ку, к у ' , . . .  , A«/<n)) =  kpF ( x , y , y ' ,  . . .  , y W ).

Бу ^олда у  =  e^zdx алмаштириш берилган тенгламанинг
тартибини биттага пасайтиради. ^гцицатен, у  — e^zdx нинг 
^осилаларини хисоблайлик:

у'  =  eUdx г,

у" =  eUdx(z2 4  г ') ,

у"' =  eUdx(z2 +  Ъгг' + z" ) ,

/ >  =  ^ ( 2 , 2 ' ,  . . . , 2(А- Ь:).

Топилган ифодаларни тенгламага цуйиб, ункнг бир жинс- 
лилигини эътиборга олсак,

e pUdxf (x ,z ,z ' , . . . , 2< - ,) ) =  0

ёки
f(x,z , z ' ..............г"1_,)) = 0

тенгламага эга буламиз.
М и с о л .  уу" — (у ') г =  Gxy* тенглама учун y — elZ х Деб 

оламиз ва у  ва у" ларнинг ифодаларинн берилган тенг­
ламага цуямиз, натижада

eUdxehdx(z2 +  г ')  — =  6хе2Ых
ёки
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z2 +  г ' — z2 =  6х  ёки г ' =  6л: биринчи тартибли тенглама­
ни ^осил киламиз. Ундан z =  Зл:2 .4- С1. Шунинг учун

y==eh3r>+c,)dx =  c ^ + c tx .

Амалий масалаларни ечишда F  (х , у") =  О, F (у, у") =  0  ва 
F(y ,  у ") =  0 куринишдаги тенгламалар тез-тез учраб тури- 
шини цайд ^илиб утамиз.

6- §. п- ТАРТИБЛИ ЧИЗИЦЛИ БИР ЖИНСЛИ ТЕНГЛАМАЛАР

Чизи^ли бир жинсли тенгламалар назариясини урга- 
нишда дифференциал оператор киритиш куп жи^атдан 
фойдали булади. (2.17) тенгламанинг чап томонини L [«/]= 
=  у(п) +  а х (х) у (п~ 1> +  . . . + а пу  деб белгилаймиз. Бунда 
L символи п-тартибли чизи^ли дифференциал оператор 
деб аталади. L оператор цуйидаги хоссаларга эга:

1. L [C y ]  =  C L  [у\, С — const.
^а^ицатан, оператор L  чизи^ли булганидан, бу хоссанинг 
исботи

(Cy)(v) =  Cy(v) (v — ^осиланинг тартиби) тенгликдан келиб 
чи^ади.

2- L [r/j +  у,] =  L [у11 +  L [у2].
Бу хоссанинг исботи эса

( й  +  й Г  - у , ю  +  у Г
тенгликдан келиб чи^ади.

Бу хоссалардан цуйидаги натижа келиб чи^ади:

1.
т
у
/-1 С 1 У(

т
v
1=!

Ct L [yt\, C t =  const.

Чизи^ли дифференциал операторнинг хоссаларидан фой- 
даланиб, чизицли бир жинсли тенгламаларнинг ечимлари 
^а^ида цатор теоремаларни исботлаш мумкин.

2 . 5 - т е о р е м а .  Агар у  — ср (jt), х£1 функция L  [у] =  0 
тенгламанинг ечими булса, у  холда С <р (х), С = const \ам  
uiy тенгламанинг ечими булади.

И с б о т .  £ [ ф (а')] =  0 айниятга эгамиз. Шунинг учун:
L [Сф (*)] =  С L [ф (*)] S3 0.

2 . 6 - т е о р е м а .  Агар фх (х) ва ф2 (х) функциялар  
I - 1//] =  0 тенгламанинг ечими булса, у  холда фг (л:) +  ф2 (jc) 
функция  ?^ам шу тенгламанинг ечими булади.



И с б 'о т . L [(pj (х )] =  О, L [ф2 (ж)] е= 0 айниятларга'кура:
L  [Фх (х) +  ф2 (дс)] =  L  [фх (*)] +  L  [ф2 (*)[ =  О.

Бу теоремалардан ^уйидаги натижа келиб чикади:
Агар Фх (х), . . . , фш (х) функциялар L [ y \  =  Q тенг-

т

ламанинг ечимлари булса, у .^олда ^  С, ф; (х), C(.= co n st
1=1

^ам шу тенгламанинг ечими булади.
2. 7 - т е о р  е м  а. Агар a i (х), i =  1, п коэффщиентлари  

^а ц щ и й  ф унщ иялардан иборат булган ч и зщ ли  бир 
жинсли L [у] — 0 тенглама комплекс у  =  и (х) +  iv (х) 
ечимга эга булса , у \олда шу ечимнинг ^ащщий щ ем и  
и (х) ва мавцум цисми v (х ) лар %ам шу тенгламанинг 
ечимлари булади.

И с б о т .  L [и (х) +  iv  (х )] =  0 айниятга кура

L [и (х ) +  iv (х)] =  L [и] +  iL [и] =  О

муносабатдан L [и] (х)] =  0 ва L [ v  (х)} =  0 келиб чикади.
К,уйида функцияларнинг чизи^ли боглшушги ва эрк- 

лилиги ^а^ида икки му^им таъриф келтирамиз:
Агар камида биттаси нолга тенг булмаган шундай 

а 2, . . . , а п узгармас сонлар мавжуд булсаки, улар учун 
а <  х  <  b интервалда ушбу

a i Hi (*) +  а 2 У2 (х) +  • • • +  а п уп (х) -  О

айният уринли булса, у ^олда у 1 (х), у 2 (х),  . . .  , у п (х) 
функциялар шу интервалда чизицли боглиц дейилади. Агар 
бу айният фа^ат а г =  а 2 =  . . . =  а п =  0 булгандагина 
бажарилса, у х{х), у 2(х). ■ ■ ■ , уп(х) функциялар а <  х  <  b 
интервалда чи зщ ли  эркли  дейилади.

М и с о л л а р .  1. 1, х, х 2, . . .  , х п функциялар ихтиё­
рий а < х < 6  интервалда чизшуш эркли, яъни ушбу

“ о +  а 1 * + • • • +  а п •*- S  О 
айният фа^ат а 0 =  а г — . . . =  а п — 0 булгандагина бажа- 
рилади.

Хаци^атан, берилган функциялар учун юкоридаги ай­
ният бажарилмайди, чунки у «-тартибли тенгламадир. 
Алгебранинг асосий теоремасига кура бу тенглама п тадан 
ортик илдизга эга була олмайди.
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2. ek'x, ек,х, . . .  , e nX, к. ф  k jt i ф  j функциялар 
тиёрий интервалда чизи^ли эркли, яъни

а / ‘* + а / * * +  . . . + « / ■ * - О

айният факат а х =  а 2 — . . . — а п =  О булгандагина бажа- 
рилади. Аввал «„ =  О лигини курсатайлик. Бунинг учун
айниятнинг нккала томонини ек'х га буламиз ва ^осила 
оламиз:

а 2 (k2 -  к,) e(k'~k'> * +  . . . . + a n (kn - k i) е (к" ~ к'> х ^ 0 .

Бу айниятнинг г;ар иккала томонини e(k‘~ kl>x га булиб, 
яна ^осила оламиз. Бу процессии п — 1 марта такрорлаб

« . ( * , - * 1 )  ( * „ - * * )  • • •  ^ - ‘ - * > ' - 0

айниятни хосил ^иламиз. Бундан а п =  0 келиб чикади. 
ап = 0  ни бошлангич айниятга 1\у т б ,  яна юцоридаги жа- 
раённи такрорласак, а л_ , =  0 ни топамиз. Шу усулни кет- 
ма-кет к,уллаб, ап_ 2 =  . . . =  а 2 =  =  0 ларни ^осил
^иламиз.

3. Ушбу

ек>х, xeklX............ х"'-1 ektX,

ek' \  xek‘x ................ а:'1* -1 ек'х,

их-

e kP * , хек» x , . . .  , xn P-' ek » x к( Ф kjt i Ф j

функциялар ихтиёрий интервалда чнзицли эркли.
Бу ерда п 1 +  п 2 +  . . . +  пр — п  деб белгилаймиз. Рав- 

шанки,
/>

^  (сси - f  а 21х  + .  . . +  a n -i х " 1 _ ') вк 1 х =  О

айният фа^ат а и =  а 21 =  . . .  =  а л., =  0 булгандагина бажа-
рилади. Буни курсатиш учун аввал 2-мисолда фойдала- 
нилган усулни цуллаб,

Pt (х) «= “ i, +  ®2/ *  +  • • • +  а Л(. х Яг- 1
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кугцаднинг айнан нолга тенг эканлигини, сунгра эса 1- 
мисолга асосан Р . (х ) =  0 айниятдан

«11 =  “ 2 1 = -  • ■==anll =  0 ' f =  1 ' Р
тенгликларни келтириб чицариш мумкин.

2 . 8 - т е о р е м а .  Агар у х, у г, ■ ■ ■ , у„ ф ункциялар  
а <  х  <  b интервалда ч и зщ ли  бог лиц булса, шу интер­
валда Вронский детерминанти

Ух У2 ■ ■ ■ Уп

W ( x )  =  W \У1, , у п] = У1 Уч ■ ■ ■ Уп

у ( П - 1) у(П-1) . . . yin-П

айнан нолга тенг булади.
И с б о т .  а ^ х ^ Ь  интервалда бир ва^тда нолга тенг 

булмаган ctj, а 2, . . . , ап лар учун

« 1 Ух  +  « 2  Уг  +  • • - + а п У п ^ °

айниятга эгамиз. Шу айниятни п — 1 марта дифферен- 
циаллаб, топамиз:

a i  Ух  “Ь а2 У2 • • • “Ь а п Уп “  

а 1у\ +  а 2у'2 +  ■ ■ ■ а п Уп — О,

« 1  У1<п1])' +  “2 у ^ - ]) +  • • •’ +  У(» ~ ] , s 0 '

Бу а.  ларга нисбатан чизи^ли бир жинсли системадир. Бу 
система нолдан [фарцли ечимга эга, чунки а ; лардан ка- 
мида биттаси нолдан фарк.ли. Демак, ю^оридаги система­
нинг детерминанти интервалда нолга тенг.

2 . 9 - т е о р е м  а. Агар чизицли эркли у г, у 2, . . • , у„ 
функциялар коэффициентлари а <  х  <  6 интервалда уз­
луксиз булган чи зщ ли  бир жинсли

Ц у ]  =  О
тенгламанинг ечими булса, у  \олда тегишли Вронский 
детерминанти а ^ х ^ Ь  интервалнинг бирорта хам нуц- 
тасида нолга айланмайди.

И с б о т .  Вронский детерминанти интервалнинг
бирор х 0 ну^тасида 0 га тенг булсин дейлик, яъни
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W (x0) — 0. Бир вактда нолга тенг булмаган а. ларни ш ун­
дай танлаймизки, бу а. лар ушбу

^  ^  t/)> (х0) =  О (v =  0, п — 1) 
i=i

системанинг ечими булсин. Бу системанинг детерминанти 
W (х 0) =  0. Шунга кура

П

У =  ^  y i м  
i= l

функция

f / v; (-«о) =  °> v =  О, П —  1 
бошлангич шартларни ^аноатлантирадн. Чизик,лн бир жинс­
ли тенгламанинг ю^оридаги бошлангич шартларни ^аноат- 
лантирувчи ечими мавжудлик ва ягоналик теоремасига 
асосан гйнгн ноль булади, демгк,

П

2  a i y t (х ) =  0.
;= i

яъни г/,, у 2, . . . , у п лар чизицли богли^. Бу эса теорема 
шартига зидднр. Шу билан теорема исботлгнди.

Э с л а т м а .  Чизицли эркли у х, . . . , уп функциялар 
L \ y ]  — 0 тенгламанинг ечими булмаса, 2 .9 -теорема, уму- 
ман айтганда, уринли эмас.

п - тартибли чизн^ли бир жинсли тенгламанинг ихтиё­
рий п та чизицли эркли ечимларини шу тенглама ечим- 
ларинннг фундаментал системаси дейилади.

2. 1 0 - т е о р е м  а. Коьффициентлари а ^ х ^ Ь  интер- 
саяди узлуксиз булган хар цандай чизицли бир жинсли 
тенглама ечимларнинг фундаментал системасига эга.

И с б о т .  Ечимларнинг фундаментал системасини тузиш 
учун ихтиёрий п 2 та у<*> (х0) (i =  1, п\ k =  Q , n — 1) сон 
оламиз, бу сонлар

У\ (х0) Уг ( * 0) ■ ■ ■ Уп (*о)
У\ (х„) у'2 (х0) ■■■ уп (х0) ф  0

У<пТ'} (х0) У(я2 ]) (Хо) ■ ■ ■ У,пп ]>
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шартни |\аноатлантирсин, бу ерда а < * 0< 6 . Бу >;олда 
y fp  (х0) (i =  1, п ; k==0, п — 1) бошлангич ^ийматларга 
эга булган ечнмлар, я ъ н н  y t (х ), i = 1  , п  ечимлар ечим­
ларнинг фундаментал системаси булади, чунки уларнинг 
Вронский детерминанти х  =  х 0 нуцтада нолга тенг эмас. 
Демак, у и  у 2, . . .  , у  ечимлар чизи^ли эркли.

2 . 11-т е о р е м а .  Агар у ъ  у 2, • • • , уп ф ункциялар  
L  [г/] =  0 тенглама ечимларининг фундаментал системаси 
б()лса, бу тенгламанинг умумий ечими

У =  С1У1 +  С2у2 +  . . . +  Сп уп

формула билан аницланади, бу ерда Ci лар ихтиёрий  
узгармас сон лар.

И с б о т .  Агар Ci ларни танлаш йули бнлан ихтиёрий

y(V> (х0) =  t/ У ,  a ^ x 0^ b ,  (v =  1, п — 1) 

бошлангич шартларни ^аноатлантирувчи хусусий ечимнн
П

тогшш мумкин булса, у  — ^  С(. y t ечим умумий ечим бу-
/=1

лади. у  — у (х) ечим охирги бошлангич шартларни ^аноат- 
лантирншини талаб килиб, Сг ларга нисбатан чизицли бул­
ган

П

2  c i y (V (*0) =  У[0 ] (V =  0, п —  1)
/=|

тенгламалар системасини хосил киламиз. Бу системанинг 
детерминанти L[y]  =  0 тенгламанинг чизшуш эркли у х, 
у 2, . . .  , уп ечимларидан тузилган Вронский детерминан- 
тиднр, шунинг учун ^ам у нолга тенг эмас. Демак, бу 
система унг томони ихтиёрий булганда ^ар к;андай х 0£ [а, 
ft) учун С(. ларга нисбатан ягона ечимга эга. Шу билан 
теорема исботланди.

Н а т и ж а :  Чизн^ги бир жинсли дифференциал тенг­
лама чизицли эркли ечимларининг максимал сони тенг­
ламанинг тартибига тенг.

М и с о л .  у" — у  — 0 тенгламанинг хусусий ечимлари 
у г =  ех, у 2 =  е~х. Улар чизикли эркли, чунки Вронский 
детерминанти
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2 ф  0 .

Д емак, тенгламанинг умумий ечими:

У —  С 1 е  +  С 2 £ х -

Ечимларнинг фундаментал системасига ягона диффе­
ренциал тенглама мос келади. Бунга ишонч ^осил ^и- 
лнш цийин эмас.

Ечимларининг фундаментал системаси у1У у 2, ■ ■ ■ , уп 
булган дифференциал тенглама тузайлик. Изланаётган 
тенгламанинг ихтиёрий ечими (уни у  деб белгилаймиз) 
Ун У^ • • • . Уп ларга чизи^ли богли^ булади, шунинг 
учун уларнинг Вронский детерминанти W  [уг, у 2, . . .  , 
Уп' У] =  ® булади. Охирги тенгламани очиб ёзсак:

^оснл булади. Бу тенглама чап томоиидаги детерминантни 
охирги устун элементлари буйича ёйсак, цуйидагига эга 
б^ламиз:

Уг У* ■■■ Уп 
У\ У2 ■ ■ • Уп

У
t

У
=  о

w(n— 1) „(п— 1) _ _ _ ц(п—\)

Ух У2 • • • Уп 

у\ У2 • ■ ■ Уп
w  \У\у У г ,  ••• - y j  У(п) —
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Бу эса изланаётган дифференциал тенгламадир. Хосил 
булган тенгламанинг иккала томонини W [у1г у , ,  . . . , 
у п] Ф  0 га булсак, унн одатдаги

у(п) 4- аг (х) у (п~ и +  . . . +  апу  =  О 

куринишда ёзиш мумкин. Равшанки, а х (х ) =  —
W '  [у !.............у п ]

------- В7 1У1............. у'п 1 • ^ aiW aTaH’ УщбУ

Г  [уи  . У г)

Уу Уг 

У\ Уг Уя
п(н 2) //(л—2)
У  1 у  2

у '? y (V in)
У

формула уринли. Буни курсатиш учун детерминантдан 
^осила олиш цоидасига асосан, IF' (х) хосила п  та п- тар­
тибли детерминантлар йигиндиси куринишида ёзнлади. 
Уларнинг I- си Вронский детерминантидан шу билан фар^ 
^иладики, унда Вронский детерминантининг i-каторидан 
^осила олиниб, долган лари узгаришсиз цолади. Бунда i — п 
булган охирги ^ушилувчи ^олиб, долган цушилувчилар 0 га 
тенг булади, чунки уларда i- ва t +  1- ^аторлар тенгдир. Б ун­
дан охирги формуланинг уринлилиги келиб чи^ади. Шун­
дай ь^илиб, биз

/ х W' (X)а , (х) = -------- —
1 w  W ( x )

формулани келтириб чи^ардик. Охирги муносабат W  (х) 
га нисбатан биринчи тартибли (узгарувчилари ажраладиган) 
дифференциал тенгламадир. У ни интеграллаб

— J а , (х) dx

W (х) =  Се *’
ни ^осил ^иламиз. х  — х 0 булганда С =  № (л;0). Шунинг 
учун

X
— j a, (jc) dx

W ( x ) = . W ( x 9) e  Х‘ (2.18)
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\
(2.18) формула Остроградский —  Лиувилль формуласи деб 
юритилади.

Агар ушбу

иккинчи тартибли дифференциал тенгламанинг битта ечими 
маълум булса, унинг умумий ечимини Остроградский — 
Лиувилль формуласи ёрдамида топиш мумкин. Остроградс­
кий — Лиувилль формуласига асосан берилган тенглама­
нинг ечими

тенгламанинг ечими булади. Бу тенгламани интеграллаш 

учун унинг ,%ар икки томонини га купайтириб,

d /_£_\ __ е~  J at (X) dx
dx U i) у2, 

тенгликни ^оснл ^иламиз, бундан

келиб чи^ади.
М и с о л л а р .  I. Ечимларининг фундаментал системаси 

х, х 2 булган тенглама тузинг.
Е ч и ш .  Изланаётган тенглама

у"  +  (х) у' < + а 2 (х) у  =  О

еки

ёки

1 2х у'
О 2 у "

ёки х гу'' — 2х у  -(- 2г/ =  0 булади.
2

2. у" -----у'  +  у  =  0 тенгламанинг битта ечими у 1 =
sin х------ булса, унинг умумии ечимини топинг.
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Е ч и ш .  Юкорида ч и ка рил га н формулага асосан топа­
миз:

х* е- \ 1 dx
d x \  =  —  (Са - С х ctg jc).

7- § .  я -Т А Р Т И Б Л И  ЧИЗИКЛИ ЕИР ЖИНСЛИ Б^ЛМ АГАН 
ТЕНГЛАМАЛАР

п- тартибли бир жинсли чизикли булмаган тенгламалар 
тушунчасини 4-§ да киритган эдик ((2.17) га царанг). б-§ 
да киритилган L  оператор ёрдамида (2.17) тенглама

L [у] =?g (х) (2.19)
куринишда ёзилиши мумкин. Унга мос бир жинсли тенг­
лама

L [у] =  0 (2.20)
куринишида ёзилиши аввалдан маълум.

Чизикли оператор L  нинг хоссаларидан фойдаланиб,
(2.19) тенглама учун куйидаги тасди^ларини исботлаш 
мумкин.

2 . 1 2 - т е о р е м а . Лг а р  у  функция  (2.19) тенгламанинг, уг 
функция эса (2.20) тенгламанинг ечими б$лса, у  -j- у г функ­
ция  (2.19) тенгламанинг ечими булади.

И с б о т .  L  операторнинг тегишли хоссаси (чизицлилиги) 
тасди^ни исботлайди, яъни L [ y - ^ - y ^  — L [г/] +  L \уг] =  
=  g  (•*)•

2.1 3 - т е о р е м  а. Агар у. функция L \y] =  g. (x), (t =  
=  1, т )  тенгламанинг ечими булса,

т т

у  — ^  a . y t функция L [у[ =  a .  g. (а .= const) тенгла- 
i= 1 «'= 1 

манинг ечими булади.
И с б о т .  L  операторнинг хоссасидан фойдаланиб ёза- 

миз:

L
т
v

“ / У '1 =  ^  L I®, г/,1 =  2  “ г L  I .'/<!•
<=i /= |

L \У] =  Si булгани учун

у
_ т =  1

Теорема исбот булди.

“ < у.
i=  1



2 . 1 4 - т е о р е м а .  Агар L [y] =  U (х) +  i V (х) тенгла­
манинг коэффициентлари а. (х) булса, уамда U (х) ва V (х) 
ф ункциялар хациций функциялар булиб, бу тенглама 
у  =  и (х) 4- iv (х) ечимга эга булса, шу ечимнинг х .ащ щ й  
цисми и (х )  ва маецум kjucmu v ( x ) мос равишда L [у\ =  
=  U {х), L [ г/] =  V (х ) тенгламаларнинг ечимлари булади.

И с б о т .  Шартга кура L [и (х) +  2у(х)] =  U (х) +  i V (х ). 
Бундан L [и] +  iL [у] =  U (х) V (х),  демак, Ц и ]  =  U (х)\ 
L[v] =  y  (х) келиб чи^ади.
Теорема исбот булди.

2 . 1 5 - т е о р е м а .  (2.19) тенгламанинг умумий ечими 
унга мос бир жинсли (2.20) тенгламанинг умумий ечими

^  =  2 1 У/ би.шп бир жинсли булмаган  (2.19) тенгла- 
1

манинг бирор хусусий ечими у  нинг йигиндиси куриниши- 
да ёзилиши мумкин.

И с б о т .  Теоремани исбот ь^илиш учун (2.19) нинг 
умумий ечими

п

у  =  2  У |+  У' С. — const (2-21) 
i=l

формула билан ёзилишини курсатишимиз лозим. Бунинг 
учун (2.19) нинг ихтиёрий

У™ (Хо) =  УоУ) (v =  0T7T^T) (2.22)
бошлангич шартларни ^аноатлантирадиган ечимга С(. лар- 
нинг ягона циймати мос келишини курсатиш кифоя. у  =  

у  (х) функция (2.19) нинг бирор ечими булиб, (2.22) 
шартларни ^аноатлантиради дейлик.

(2.21) формулада у  =  у  (х) деб кетма-кет ^осилалар 
олиш ва х  — х 0 дейиш билан цуйидаги тенгламалар систе- 
масига келамиз:
П

2  с ,  у 'v) (х0) +  у {"  (х0) =  У01у), (V =  о Г п ^ 1). (2.23) 
*=1

П

Агар у  (х) =  у  (х) деб олинган булса, 2  ^  {/tv> (*0) =
______ /=|

=  0, v =  0, п — 1 система ^осил булади. Бу системанинг 
детерминанти W  (х 0) ¥= 0. Шунинг учун фа^ат тривиал 
С , =  0, . . .  , Сп =  0 ечимга эга. Агар у { х ) ф у ( х )  деб



олинган булса, (2.23) система Сг ларга нисбатан чизикли 
бир жинсли булмаган системадир. Унинг детерминанти 
№ (*0) ^  0 булгани учун тегишли система ягона ечимга 
эга. Теорема исбот булди.

М и с о л .  Ушбу у " - \ - у  =  х  тенгламанинг хусусий ечи­
ми у  — х  эканига бевосита текшириш ор^али ишонч ^осил 
^илиш мумкин. Мос бир жинсли тенгламанинг умумий 
ечими у  =  Сг cos х  +  С 2 s i n x  каби ёзилади, чунки cos х  
ва sin  х  функциялар берилган тенгламанинг иккита чизшу 
ли эркли ечимларидир. Демак, берилган тенгламанинг уму­
мий ечими у — Ci cosx +  С2 s i n x  +  х  куринишда ёзилади.

Бир жинсли булмаган (2.19) тенгламанинг умумий 
ечими узгармасни вариациялаш методи (Лагранж методи) 
билан ^ам изланиши мумкин. Бу метод хусусий ечимни 
топиш цийин булганда ^ам кулланаверилади. Лагранж ме- 
тодинннг мо^ияти ^уйидагидан иборат. Бир жинсли (2.20)

П

тенгламанинг умумий ечими у — ^  С. у .  булсин. Бир
<=1

жинсли булмаган (2.19) тенглама умумий ечимини
П

У =  2  c i W  У1 ( 2 . 2 4 )
i=i

куринишда излаймиз. Бу ерда С. (х) лар нсмаълум функ­
циялар б)'либ, уларни шундай танлаймизки, натижада
(2.24) функция (2.19) тенгламанинг ечими булсин. Шу
(2.24) функцияни ечим деб фараз этишнннг узи С(. (х) 
ларни топиш учун битта тенгламани беради. Колган п — 1 
та тенгламаларни к.уйидагича топамиз: равшанки,

П П

у '  =  2  с < (*)  y'i (*) +  2  c 'i (*) У-l (*)• 
i=i /=1

Бу ерда С' (х) лар учун
П

У  с;, (х) У{ (х) =  о 
1=1

муносабат бажарилишини талаб ,‘этемиз. Унда у' =
П

=  ^  С, (*) y'i (х) булади. Худди шунга ухшаш 
(=1

П П

у" =  ^  С, (х) у. (х) +  2  С \ (х) y't (х) 
i= 1 i= 1
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формулада
Я

2  с \ w  y\  ( * ) =  0
1=1

муносабат бажарилишини тглаб этамиз. Худди шу усул 
билан (2.24) дан кетма-кет хосилалар олиб, ^уйидагиларни 
^осил циламиз:

Л

у(к) =  2  с , «  y w  (*). * - Т Г 7 Г Г 1 ,
1=1
л л

</л) =  2  с ,- «  у(л> « + 2  с / «  у'"-1 ' <*)•
/=1 /=1

л2 с ;  (JC) г/7> (JC) =  0, (V  =  0, « — 2). (2.25) 
i=i

(2.25) [тенгламалар сони « — 1 та. «-тенгламани топиш 
учун ю^орида у 1У у ' , , i/<п) лар учун тспилган ифо- 
даларни (2.19) га ^уямиз:

л л л

2 с; г/<т” + 2  с, у(т+°i (*) 2  с,- у <п_1) + ... + 
1=1 1= 1 /=1

п

+  °п (* )  2  Ct У/ =  ё  (х)
/—I

ёкн
и п

2  ci у«(,,_1)+2  с.- [y(?,+ ai • • • +
(=1 1=1

+  ап (х) у (] =  g (x ) .

Маълумки, L [у{ (я)] ■■ 0. Шунинг учун охирги муно- 
сабатдан

Л

2 c 'i ( * )  У(т 1) =  8  ( х )
1=1

келиб чицади. Шундай цилнб, Cf (*) ларни аниклг.ш учун 
С ' (х) ларга нисбатан цуйидаги
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j c ; ( * ) j ^ i  =  0 ,  (v =  0 ,  / г  —  2 )

i=l
п

2  с ; (х) ( / ' г 1' =  g (х)

(2.26)

г=1

чизикли бир жинсли булмаган алгебраик тенгламалар сис- 
темасига эга булдик. Бу системанинг детерминанти Вронс­
кий детерминантидан иборат булиб, у нолдан фар^ли. 
Шунинг учун (2.25) система ягона С\ (х ) =  срг (х) ечимга
эга, буни интеграллаб топамиз: С(. (х) =  J (р£ (х) dx  + С . 
Топилган ифодани (2.24) га ^уямиз:

П п

У =  —  У-l j1 V, (х ) d x  +  ^  с ,  у г
1 =  1 1=1

1М и с о л  л а р. 1. Ушбу у" +  г/ =  —2— тенгламани ин-
C O S  X

тегралланг.
Е ч и ш .  Энг олдин бир жинсли у" +  у  =  0 тенглама­

нинг умумий ечимини топамиз: у  =  cos х  С2 s i n x .  
Берилган тенгламанинг умумий ечимини

у  — Ct (х) cos х  - f  С2 (х) sin х

куринишда излаймиз. Бунда Сх (х) ва С2 (х) лар (2.26) 
системадан анш утнади:

С\ (х ) cos х  +  С2 (х) sin х  =  О,

—  С\ (х) sin х  +  С'2 (х) cos х  =
C O S  X

Б у системани ечиб топамиз:

С’, (х) -- 

С2 (х) — 1,
CO S *

Сх (х) =  In | cos х  | +  Сх, 

С2 (х) =  х +  С2.

Топилган ифодаларни уз урнига х^уйиб, берилган тенг- 
ламанинг умумий .ечимини ёзамиз:

у  =  Сх cos х +  (Г2 sin  х +  cos х In |cosx | +  x, s in  x.
2. Ушбу у" +  a2y  — g  (x) тенгламани интегралланг.
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Е ч и ш .  Бу ерда g  (х ) функция бирор I  интервалда 
узлуксиз. Мос бир жинсли тенгламанинг умумий ечими 
маълум:

у  =  Cj cos ах  +  С2 sin ах.

Берилган тенглама ечимини аввалги мисолдагига ухшаш 

у  — Сх (х) cos а х  +  С2 (х) sin ах  

куринишда излаймиз. Сх (х) ва С2 (х) ларни

|  С j (jc) cos ах  +  С' (я) sin ах — О,
[ — а С\ (х) sin  ах +  а С2 (х) cos ах =  g  (х)

системадан топамиз:

С' (х) =  — — g  (х) sin  ах ,
‘ а

С' (х) =  — g (х) cos ах, 
а

X

С\ (*) =  —  —  f § (0 sin atdt +  c itа ,!
О

л

С 8 (* )  =  ~  J  £  (О C0S at dt +  С 2-
О

Топилган ифодаларни ^исобга олиб, умумий ечимни ёза- 
миз:

X

у  (х) — С, cos ах  +  С2 sin ах  +
sin ах g(t )  cos at dt  —

g  (t) sin at dt — Cy cos a x  +  C2 sin  ax  +

4 - — I ё  (0 s in  a  (x — t) dt. 
a ,! 

о
Эслатиб утамизки, умумий ечим формуласидаги интеграл 
^ушилувчи берилган тенгламанинг у  (0) =  у'  (0) =  0 шарт- 
ни цаноатлантирувчи хусусий ечимидан иборат. ^а^и^атан ,

X
у = — g  (t) sin  а (х — t) dt деб у '  ва у" ларни топамиз:
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У  =r j g  (t) cos a (x —  t) dt, y" =  g  (x) —
0

x

— a j  g  ( Os i n  a (x —  t) dt. у '  ва ларнинг ифодасини
о

X

берилган тенгламага цуйиб, g  ( х ) — a j g  (t) s in  a (x —
o

X

— t ) d t - \ - a 2-— i g ( O s i n a ( x  — t ) d t ^ g ( x )  айниятни ^o-
a .

0
-сил ^иламиз.

« -§ .  ХУСУСИЙ ЕЧИМНИ ТОПИШ УЧУН КОШИ МЕТОДИ

Бу методда ^ам (2.20) тенгламанинг умумий ечими
П

у  =  С, у( маълум деб ^аралади. Методнинг мо^ияти
/1=1

шундан иборатки, бир жинсли (2.20) тенгламанинг битта 
 ̂ параметрга богли^ булган ва ^уйидаги

К (t, t) =  K '  ( t , t ) =  . . . =  К {п~ 2) (t, t) =  0, (2.27)

K {n~ l) (t, t) =  1 (2.28)
шартларни ^аноатлантирадиган К (x, t) ечими маълум деб 
фараз этилади. Бу ^олда ушбу

X

у  (х) — j  К  (х, t) g  (x) dt (2.29)
*0

функция бир жинсли булмаган (2.19) тенгламанинг ^уйи-
даги ________

у(ю (х0) =  0 , v  =  0 , п  — 1
бошлангич шартларни ^аноатлантирувчи хусусий ечими 
булади. Х,а^и^атан, (2.29) ни дифференциаллаб (2.27) ва 
{2.28) ларни эътиборга олсак,

X

y(v) (х) =  j  X(v) (х, t) g  (t) dt, V — 0, n — 1,
*0

X

y w  ( * ) =  \  K {n) ( x , t )  g ( t )  dt +  f ( x )
a:*

X
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ифодаларни топамиз. Бу ифодаларни (2.19) га ^уйиб ва 
L \ К  (х , 01 — 0 ни эътиборга олиб топамиз:

X
\ L  [K ( x , t ) ] g ( t )  dt  +  g ( x ) - g ( x ) .
Хь

п

Ю^орида ^айд к^илинган К (х,  t) ечим у = ^  С:у х уму-
П= 1

мий ечимдан Сх, . . . , Сп ларни (2.27) ва (2.28.) шартлар 
бажариладиган 1̂ илиб танлаш билан ^осил ^илиниши мум­
кин.

Мисол урнида 7-§ да курилган ушбу 

у" +  агу  = g  (х)

тенгламани оламиз ва унинг К  (х,  t) хусусий ечимини то­
памиз. Маълумки, у" +  а-у — 0 тенгламанинг умумий ечи­
ми цуйидагидан иборат:

у  =  Q cos ах  +  C2sin  ах.

(2.27) ва (2.28) шартлар
I Cjcos at  +  С2 sin  at  =  0 ,
\ — Cxsin  at +  а С2 cos at — 1

тенгламалар системасига олиб келади. Бу системадан 
„  sin  at п  cos at

ларни топамиз. Демак, изланган ечим

К  (х, t) — — s in  а(х  — t ) 
а

булади. (2.29) формулага кура (2.19) тенгламанинг тегиш­
ли хусусий ечими

1 ^
у  (х) — — j  sin а (х — t) g  (t) dt

куринишда ёзилади. Бу хусусий ечим х 0 =  0 булганда 
ю^орида 7-§ да узгармасни вариациялаш методи билан то­
пилган эди.



д-  §. ч и з и к л и  бир ж и н с л и  У з г а р м а с  к о э ф ф и ц и е н т л и
ТЕНГЛАМАЛАР ВА ЭЙЛЕР ТЕНГЛАМАСИ

1. Чизикли бир жинсли узгармас коэффициентли тенг­
ламалар. Чизикли бир жинсли узгармас коэффициентли 
(яъни коэффициентлари узгармас булган) тенглама

a0t / n) +  a i */"-0  -Ь • • • + а н у  =  0, а.  =  const (2.30)

куринишга эга. Биз 0 ^  a 0,T a j, . . . , ап коэффициентлар 
^а^иций булган ^олни курамиз. Бу тенгламанинг хусусий 
■ечимлари

у =  е , к =  const

куринишда изланиши мумкин. 'Агар кетма-кет ^осилалар 
олсак,

kx Г и kx (П) / п kxУ =  е , у  =z ke  , . . . , у' =  к е 
нфодаларга эга буламиз. Уларни (2.30) га куйиб, куйидаги 

а0 кп 4- аг кп~ 1 4- . . .  4- ал_ , к +  ап =  0 (2.31)

тенгламани ^осил киламиз. Уни (2.30) тенгламанинг ха ­
рактеристик тенгламаси дейилади.

Характеристик тенглама п та kv  k 2, . . .  , kn (^ацикий 
ва комплекс) илдизларга эга. Бу илдизларнинг ^ар бири 
(с к‘ * функция) (2.30) тенгламанинг ечими булади. Шу ил­
дизларга цараб (2.30) тенгламанинг умумий ^а^и^ий ечи­
мини ёзиш мумкин. Биз бир неча х;олни ало^ида курамиз.

а) (2.31) т е н г л а м а  ил  д и  з л а ри н и н г ^ а м м а с и  
X а к и к и й в а  у з а р о  т е н г  э м а с .  Бу ^олда ек'х, e lX 
. . .  , е к,‘ х лар (2.30) тенгламанинг чизикли эркли ечим- 
лари булади (2-бобнинг 6-§ идаги 2-мисолга ^аранг). У 
^олда (2.30) тенгламанинг умумий ечими

у  =  С1ек,х 4- Сг ек,х 4- . . .  4- С пе *п*

булади (бу ерда С. — ихтиёрий узгармас сонлар).
М и с о л л а р .  1.J Ушбу у" — 5 г / ' 4 - 6 г / = 0  тенгламани 

.интегралланг.
Е ч и ш .  Бу тенгламага мос характеристик тенглама 

к2 — 5^ -1-6 =  0 булиб, унинг илдизлари: kx =  2, кг =  3. 
Демак, тенгламанинг умумий ечими:

У =  С / х 4 - С / х.
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2. Ушбу i f "  — 4г/ =  0 тенгламани интегралланг.
Е ч и ш .  Мос характеристик тенглама к3 — 4 k  — О дав 

иборат булиб, унинг илдизлари: кг =  0, k2 =  2, k3 = — 2. 
Б^ш лган тенгламанинг умумий ечими:

у  =  Cj 4  С2е к +  С.ле
б) х а р а к т е р и с т и к  т е н г л а м а н и н г  и л д и з л а р и  

у з а р о  т е н г  э м а с ,  л е к и н  у л а р н и н г  и ч и д а  к о м ­
п л е к с  и л д и з л а р  бор.

Бу холда (2.31) тенгламанинг коэффициентлари ^а^и- 
1̂ ий булганидан характеристик тенглама учун а  +  Ф ва 
а  — /р лар илдиз булади. Ушбу к. =  а  4  ф , к. =  а  — ф  
^ушма комплекс илдизларга

е( а + ф ) х  е (а — if,) X

^ушма комплекс ечимлар мос келади. Бу ечимларнинг 
^а^и^ий ва мав^ум ^исмларини ажратамиз. Унинг учун 
Эйлер формуласидан фойдаланамиз:

£( а +  ф ) х  _  е<хх ^c o s  ±  ■ s j n  р х у

Бундан и (х ) =  еах cos р х  ва v (х )= е ад:5 т  рх узаро чизикли 
эркли ечимларга эга буламиз. Х,ар бир цу шма комплекс 
илдиз учун ^ам шунга ухшаш мулохаза юритилади.

М и с о л л а р .  1. у" +  2г/' 4- 2у =  0 тенгламани интег­
ралланг.

Е ч и ш .  Мос характеристик тенглама к2 +  26-1-2  =  О 
нинг илдизлари: kx =  — 14- /, k 2 =  — 1 — '• Демак, тенг­
ламанинг умумий ечими ^уйидагича булади:

у ~  е~* (Сх cos х  4  С2 sin х).

2. у ” 4- а~У — 0 тенгламани интегралланг.
Е ч и ш .  Мос характеристик тенглама к2 аг — 0 нинг 

илдизлари: ft,,2 =  ± t a .  Демак, умумий ечим цуйидагича 
булади:

у =  С j cos ах  4  С2 sin ах.
3. у ’" 4- 5у" 4  9у  -f- 5/у =  0 тенгламани интегралланг. 
Е ч и ш .  Мос характеристик тенглама к3 +  5к2 +  9k  +

4 5  =  0 нинг илдизлари: k x — — 1; k 2,<, =  — 2 ± i .  Демак» 
умумий ечим:

у  =  Схё~х 4  ё~2х (С2 cos х  4  С, sin х).
в) (2.31) т е н г л а м а н и н г  и л д и з л а р и  х а ^ и ^ и й  

в а  у л а р  и ч и д а  у з а р о  т е  и г л  ар и бор .  Бу холда екх
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куринишдаги чизикли эркли ечимлар сони п  тадан кам 
булади. Биз п  та чизикли эркли ечимларни топишимиз ло- 
зим.

Агар характеристик тенгламанинг к.- илдизи а (. (i == 1, 
. . .  , т) каррали (ах +  ос2 +  . . . +  а т—п) булса, берилган
тенглама учун eki х , х е ‘1 х , , х а‘ - I , eki х функция­
лар ечим булади. Буни исботлаш учун л;озирча kt =  О 
илдиз а . каррали булсин деймиз. У ^олда характеристик 
тенглама куйидаги куринишга эга булади:

а0 kn +  а х кп~ [ +  а„_а . =  О

Бунга мос келувчи бир жинсли дифференциал тенглама

a j n +  +  • • • + « „ _ „ ,  s ' " "  =  О

куринишда булиб, 1, х ,  х 2, . . .  , х а ‘~ { хусусий ечим- 
ларга эга булади, чунки охирги тенглама тартиби а. дан 
кам булган ^осилаларни уз ичига олмайди. Шундай 1̂ и- 
либ, а. каррали к. =  0 илдизга а (. та чизикли эркли 1, х,
X2, . . .  , x ai ~ ! ечимлар мос келади.

Агар а. каррали илдиз к. ф  0 булса, у ^олда у  =  ek'1 х z 
деб алмаштирамиз. Натижада z учун ^осил булган диф­
ференциал тенгламанинг характеристик тенгламаси нолга 
тенг ва а ; каррали илдизга эга булади. Бунга бевосита 
^исоблаш ёрдамида ишонч ^осил ^илиш мумкин. z буйича 
айтилган дифференциал тенгламанинг чизикли эркли ху­
сусий ечимлари I, х ,  . . .  , х а‘~ 1 булади. Демак, берил­
ган тенгламанинг а. каррали к. ф  0 илдизига ушбу

чизикли эркли ечимлар мос келади (t =  1, 2, . . .  , т). Бу 
ечимларнинг чизикли эркли эканини биз 2-бобнинг 6-§ 
идаги 3-мисолда курганмиз.

Шундай к;илиб, берилган (2.30) тенгламанинг умумий 
ечими

т

у  =  ^  (С0/ +  С и х  +  . . . +  С xai~ [) eklX
i

булади (бу ерда С&. лар — ихтиёрий узгармас сонлар).
М и со  л. Ушбу у'" — Зу" 2>у'— у  =  0 тенгламани ин­

тегралланг.
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Е ч и ш .  Мос характеристик тенглама k3 — 3k2 +  3 k —
—  1 =  0 уч каррали k = l  илдизга эга, бинобарин, уму­
мий ечим ^уйидагича булади:

у  =  (Сх +  С2 х +  С3 х 2) е •
г) а г а р  х а р а к т е р и с т и к  т е н г л а м а  а  к а р р а л и  

р  +  iq к о м п л е к с  и л д и з г а  э г а  б у л с а ,  у т е н г л а м а  
а л б а т т а  а. к а р р а л и  р — iq ^ у ш м а  к о м п л е к с  и л ­
д и з г а  х а м  э г а  б у л а д и .

Шунинг учун а  каррали р ±  iq цушма комплекс ил- 
дизларга

e (p ± i q ) x  Xe( p ± i q ) x  ̂  ̂ д.“ - 1  £(Р ± Н) х

комплекс ечимлар мос келади. Бу ечимларнинг ^а^иций ва 
мавхум х исмлаРи Хам берилган тенгламанинг ечимлари 
булади. Бу ечимларни ёзамиз:

епх cos q х ,  херх cos q х ,  . . .  , xa_I ерх cos qx,

epx s in</x,  xepx sin  q x ,  . . .  , x“_1 epx sin q x .
Шундай ^илиб, а  каррали p  ±  Ч  цушма комплекс илдиз- 
ларга 2а  та чизикли эркли ечимлар мос келади.

М и с о л. Ушбу z/IV +  2у" +  у  =  0 тенгламани интег­
ралланг.
Е ч и ш .  Мос характеристик тенглама k* +  2k2 +  1 =  0 
икки каррали d t i илдизларга эга, демак, тенгламанинг 
умумий ечими бундай ёзилади:

у  =  (Сх +  С2 х) cos х  +  (С8 +  С4х) s i n х.
2. Эйлер тенгламаси. Коэффициентлар деб аталувчи 

а0, . . .  , ап лар узгармас булганда ушбу

а0хп у (п> +  а х х " -1 у (п- ]) +  . . . +  а„_, ху ' +  апу  = 0  (2.32)

тенглама Эйлер тенгламаси дейилади.
Эйлер тенгламаси х  =  е‘ ( х > 0  булганда) ёки х  =  — е‘ 

( х < 0  булганда) алмаштириш ёрдамида коэффициентлари 
узгармас булган чизикли бир жинсли тенгламага келтири- 
лади.

Да^ицатан,
- dl . . dt ^  e - ‘,

d x d t dx d t

( d y e-*' d (dJ t e- * \
\ d t Г d t \ d t  ),

d^y___d_
dx* d x  \ d t  ) d t  \ d t  ] dx

d t
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=  - t  ( d±  е - ‘ _  е-<  dj )  =  е- «  (¥ М  _ dJL  
[dt2 dt [dt2 dt

l ±  =  e~kt +  ^  +  . . .  +  R * »
dx  \  1  dt  dt'1 k d tk

бунда pit . . . , Pft— узгармас сонлар.
Бу охирги формуланинг тугрилигини математик индук­

ция методи ёрдамида исботлаш мумкин. Бунинг учун фор­
мула бирор k  учун уринли деб, унинг k  -f- 1 учун ^ам' 
уринли эканини курсатамиз. Бунга содда ^исоблашлар 
ёрдамида ишонч ^осил ^илиш мумкин:

dk+ly _  d_ 
dxk н  ~  dt dx

dt

=  e -b e ~ "  (P . f t +  . . . +  f * ± )  +  « - * '  ( | > $  +  . . . +

d +]y  )  1 —  0— A t _ _ R  b\ dy  I / f t  _ _ _  /  f t  \  d'y
+  p* - У г )  H  « ■ 1 < -  p- ^  i  +  ^ - A P*> 7 F  +

+  - - -  +  P * ^ ] -
у

Юцорида — лар учун топилган ифодаларни (2.32) тенг­

ламага ^уйиб х к =  ekt ни эътиборга олсак, ушбу чизикли 
бир жинсли узгармас коэффициентли тенгламани з^осил 
циламиз:

К ^ + b i £ * y + - - - + ь— I +^ = °- (2-зз>
Эйлер тенгламасининг чизикли эркли хусусий ечимла- 

рнни топиш учун х  — е1 алмаштириш бажариб, уни уз­
гармас коэффициентли тенгламага келтириш шарт эмас, 
чунки ^осил буладиган хусусий ечимлари у = е ы =  х к ку­
ринишда булганидан, Эйлер тенгламасининг хусусий ечим- 
ларини у  =  х к куринишда излаш кифоя. Агар у  =  х к 
функциядан зарур хосилаларни олиб, (2.32) тенглама ^уй- 
сак, бу тенглама х к га ^исцартириш натижасида ушбу 
алгебраик тенгламага келади:
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a0 ft (ft — 1) . . .  (ft — n +  1) +
+  a1 k ( k  —  l) . . . (ft — л +  2) +  . • • +  a„ =  0. (2.34)

Бу тенглама Эйлер тенгламасининг характеристик тенгла­
маси дейилади. Бу (2.34) тенгламанинг а.  каррали ft£ ил- 
дизи учун (2.33) тенгламанинг к,уйидаги

х к‘ , х к‘ In X, . . .  , х к‘ (In х)а‘ ~ 1
•ечимлари мос келади, ёки барнбир, (2.32) тенгламанинг 
ушбу

x,k'L , x ki In X, . . .  , x ki (In x )a‘ ~ 1
чизикли эркли ечимлари мос келади. (2.34) тенгламанинг 
ос каррали р ±  iq к;ушма комплекс нлдизларига (2.33) тенг­
ламанинг ушбу

ept cos qt, tept cos q t ,  . . .  , ta‘ _ l ept cos qt, 

ept s in  qt, tepl sin  qt, . . .  , ta‘ ~ 1 ep( sin  qt
ечимлари мос келади, ёки барибир, (2.32) тенгламанинг 
ушбу
х ” cos(<7 \ п х ) , l n x - x p cos ( q \пх) ,  . . . , (ln x )a—1 х р cos (g in л;),
х р s in (q I n x), \ n x - x p sin (q \ nx) ,  . . . , ln x )“_! xp s in  (<?1плг). 

чизикли эркли ечимлари мос келади. Барча чизикли эркли 
ечимлар, яъни фундаментал система маълум булса, те­
гишли теэремага кура умумий ечимни ёзишни бяламиз.

М и с о л л а р .  1. х 2у" +  5 х у ' — 5у  — 0 тенгламани ин­
тегралланг.

Е ч  и ш. Тенглама ечимлмрини у  =  х к куринишда излаб, 
к (ft — 1) +  5ft — 5 =  0 характеристик тенгламани топамиз. 
Бу тенгламанинг ечимлари ft1== l ,  /еа =  5 дан иборат. 
Демак, берилган тенгламанинг умумий ечими ( х > 0  бул­
ганда) у  =  Схх  4  С2х  5 булади.

2. х 2у" — ху '  +  у  =  0 тенгламани интегралланг.
Е ч и ш .  Мос характеристик тенглама ft (ft— 1) — k  +

+  1 = 0  ёки (ft— 1 )2 =  О куринишда булади. У нинг ил­
дизлари: ft1)2= l .  Демак, тенгламанинг умумий ечими 
( х > 0  булганда) у  =  (Сх +  С? In х) х  булади.

3. х 2у " - \ - х у '  +  у  — 0 тенгламани интегралланг.
Е ч и ш .  Мос характеристик тенглама k  (ft— l ) + f t  +

+  1 = 0  куринишга эга булиб, унинг илдизлари ft1)2 =  +  i 
дан иборат. Демак, тенгламанинг умумий ечими (л: > 0  
булганда) у ~ С х cos 1пк +  Са sin \пх  булади.
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Э с л а т м а .  Ушбу

а0 ( а х  +  Ь)п у<л> + а г (ах  +  Ь)п~ '  у<п~ 1) +  . . .  +  ап (ах  +  Ь) у '  +  
о„ у  — 0 тенглама хам Эйлер тенгламаси дейилади. Унда эркли 

j/згарувчини а х  +  Ь =  т  деб алмаштирсак, (2.32) ку р ю  мшдаги тенг­
лама ^осил булади. Б у  х о л л а  хусусий ечим у  =  (их  +  Ь)к куриниш­
да  изланади.

1 0 -§ . ЧИЗИКЛИ БИР ЖИНСЛИ БУЛМАГАН УЗГАРМАС 
КОЭФФИЦИЕНТЛИ ТЕНГЛАМАЛАР ВА ЭЙЛЕР ТЕНГЛАМАСИ

1. Чизикли бир жинсли булмаган узгармас козффи- 
циентли тенгламалар. Чизикли бир жинсли булмаган тенг­
ламаларнинг хусусий ечимлари q (х) функция ихтиёрий 
узлуксиз булганда узгармасни вариациялаш усули билан 
топилади. q (х) функция баъзи махсус куринишга эга бул­
ганда, хусусий ечимни излаш осонро^ йул билан олиб 
борилиши мумкин. Биз куйида баъзи холларни куриб чи- 
^амиз.

a) q (х) =  A nx s +  A xx"~ ] +  . . . - f  А$ булсин. Бу ^олда 

ушбу

у (п) + f l i у(,‘ • •• + О л у  —  A 0x s +  А хх  1 +  . . .  +  А$ (2.35)

тенгламанинг хусусий ечимини излаш лсзим булади (бу 
ерда а. ва А. лар узгармас сонлар).

Агар ап Ф О булса, тенгламанинг хусусий ечими,

y _ = B 0x s +  . . . + В Ш (2.36)

куринишда изланади (бу ерда В.  лар номаълум узгармас 
сонлар). (2.36) ни (2.35) га ^уйиб, сунгра х  нинг бир хил 
даражалари олдидаги коэффициентларни тенглгштириб, B t 
ларни топиш учун ^амма вацт ечимга эга булган

а п В о  —  А)»

а п В 1 + s a „ - i  в 0 =  А и
ап B2 +  (s -  1) 0n_,  fix +  s (s -  1) ап_.2в 0 =  Л2,

а В  +  . . .  — Аа[ п S 1 а

тенгламалар* системасини хссил циламиз. Булардгн кетма- 
кет В0, В 1, '. . . , B s лар топилади.
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Энди ап =  0, =  ап_ 2 =  . . . =  а„_а+! =  О, ап_ а ФО 
булсин. У ^олда (2.35) тенглама

хосил буладиган тенглама z — у(а) =  В 0 X s +  . . . . - f  B s 
куринишдаги хусусий ечимга эга булади. Бундан (2.37) 
тенгламанинг хусусий ечимини

куринишда излаш лозимлиги келиб чи^ади.
М и с о л л а р. 1 .у" +  У =  х 2 - f  х  тенгламани интеграл­

ланг.
Е ч и ш .  Бу тенгламанинг хусусий ечимини

куринишда излаш мумкин. В0, В и  В 2 лар учун мос тенг- 
ламаларни ечиб, ZJ0 =  1, Bt =  1, В.2 =  2 ларни ва хусу­
сий ечим у  =  х 2 +  х  — 2 дан иборат эканини топамиз. 
Энди берилган тенгламанинг умумий ечимини ёзиш мум­
кин, у ^уйидагича булади:

у  =  Сх cosx +  С2 s in  х  +  х 2 +  х  — 2.
2. у" +  у '  — х  — 2 тенгламанинг хусусий ечимини то­

пинг.
Е ч и ш .  Хусусий ечимни у  — х  (В0х  +  В х) куринишда 

излаш лозим. Тегишли тенгламалардан В 0 ва В х ни топа­
миз: В 0 =  В х == — 3. Д емак, хусусий ечим у  =

j =  х  х — 3) булади.

Мос бир жинсли тенгламанинг умумий ечими: //* =  
=  Cj +  Сгс чунки характеристик тенгламанинг нлдиз- 
лари 0, / j I. Умумий ечим цуйидагича булади:

тенгламапит хусусий ечимини топиш билан шугуллана- 
миз. Бунинг учун у  — ерх z алмаштириш ^иламиз. Досил

у = х а (D0x s 4- • . . +  D s), D t =  const

у  =  B 0x 2 +  В хх  +  В 2

II С, | С,с ' ] X х — з|,
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буладиган (z га нисбатан) тенглама (2.35) куринишда бу­
лади.

Ш унинг учун агар р сон характеристик тенгламанинг 
илдизи булмаса, (2.38) тенгламанинг хусусий ечими

у  =  ер (В0х % +  В хх  +  В ь)

куринишда изланади.
Агар р сон мос характеристик тенглгманинг а  каррали 

илдизи булса, у холда (2.38) тенгламанинг хусусий ечими

7  =  ер* (В0 x s +  B lXs~ l +  . . . +  В )

куринишда изланади.
Ю^оридагилардан ^уйидаги ^оида келиб чи^ади:
1) агар р  сон мос характеристик тенгламанинг илдизи 

булмаса, (2.38) тенгламанинг хусусий ечими

у  =  ер (В0х 3 +  B Lx B s)

куринишда изланади;
2) агар р сон мос характеристик тенгламанинг а  кар­

рали илдизи булса, у з^олда (2.38) тенгламанинг хусусий 
ечими

у  =  х а ерх (B0x s -j- B t x s 1 +  . . . +  B J

куринишда изланади.
М и с о  л л ар . 1. у"  +  9у =  е5х тенгламанинг хусусий 

ечими у =  Ве5х куринишда изланади, чунки р == 5 сон 
№ +  9 =  0 тенгламанинг илдизи эмас.

2 . у " +  2у =  ех (х  +  1) тенгламанинг хусусий ечимини 
у  =  ех (В0х  +  Bj)  куринишда излаш лозим.

3 . у " — у  =  ех (х 2 +  1) тенгламанинг хусусий ечимини 
у  =  хех (В0х 2 +  В хх  +  В 2) куринишда излаш керак, чунки 
р =  1 сон мос характеристик тенгламанинг оддий илдизи.

4. у" +  2у '  +  у  — е~х (х  +  5) тенгламанинг хусусий 
ечимини у  =  х 1 е~х (В 0х  +  В х) куринишда излаш лозим, 
чунки р =  — 1 сон мос характеристик тенгламанинг икки 
каррали илдизи.

Э с л а т м а .  Юцоридаги муло^азалар р сон комплекс 
булганда >̂ ам уз кучини са^лайди. Агар берилган тенгла­
манинг унг томони

ерх [Ps (х) cos qx  + Q s (х) s in  qx]
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куринишга эга булса (бу ерда Ps  (х ), Qs (х) лар тартиби 
s дан катта булмаган куп^адлар), бу функцияни Эйлер 
формуласи ёрдамида

e(p+ql)x Rs (x) +  e(p- Qi)x Ts (х)

куринишга келтириш мумкин (бу ерда R s (х) ва Т  (х )
лар s - тартибли куп^адлар). Бу .^олда хусусий ечим ав- 
валги муло^азалар ёрдамида изланади.

Хусусий ечимни излашнинг якуний кридаси ^уйидаги- 
чадир:

а) агар р ±  iq характеристик тенгламанинг илдизи бул­
маса, хусусий ечим

у  =  е рх [Ps (х ) cos qx  +  Qs (x) sin  qx]

куринишда изланади (бу ерда F>s (х) ва Qs (х) лар коэф- 
фициентлари номаълум булган s- тартибли куп^адлар). 

Шуни эслатиб утиш керакки, Ps (х) ёки Qs (х) лардан
бирининг тартиби s дан кичик булса ^ам, P s (х) ва Qs (х) 
куп^адлар s-тартибли килиб изланади.

б) агар р +  iq характеристик тенгламанинг а  каррали 
илдизи булса, хусусий ечим

У =  Ха ерх [Ps (х) cos qx +  Qs (х) sin  qx]

куринишда изланади.
М и с о л л а p. 1. у" -f- 4 у'  +  4 у  =  cos 2х  тенглама учун 

р ±  iq =  ±  21 сон мос характеристик тенгламанинг илдизи 
бум агам и  учун хусусий ечим

у  =  A cos 2х  +  В  s in  2х  
куринишда изланади.

2. у ”  +  2у" +  у  — cos х  тенглама учун р ±  iq =  ±  j 
мос характеристик тенгламанинг икки каррали илдизи бул- 
гани учун хусусий ечим

у  =  х г (A cos х  +  В  s in  х)
куринишда изланади.

3; У" +  2у '  - f  у  =  е х (х cos х  +  3 sin  х) тенглама учун 
Р ±  iq — — 1 ±  i сон мос характеристик тенгламанинг од- 
дпй илдизи булгани учун хусусий ечим

У =  [ (А 0х  +  A,)  cos х +  (В 0х  +  В ±) sinx] 
куринишда изланиши лсзим.



ш

о
2

А
То

А
"5"
!о

2. Бир жинсли булмаган 
Эйлер тенгламаси, Агар at =
— const, ! =  О, II булиб, 
g (x )  Ф 0 функция бирор /  
интервалда узлуксиз булса, 
ушбу

т
х +  . . . + а пу  =  g  (х )

19 чизма.

тенгламани бир жинсли 
булмаган Эйлер тенгламаси 
дейилади. Бу тенгламанинг 
умумий ечимини топиш 
учун энг аввал мос бир

жинсли Эйлер тенгламасининг умумий ечимини топиб, 
сунгра узгармасни вариациялаш методини ^уллаш  мумкин. 
Бу умумий йул. Агар х  =  е‘ алмаштириш натижасида 
g  (е‘) — h (t) функция махсус куринишдаги функциядан 
иборат булса, хусусий ечимни хам махсус куринишда 
излаш максадга мувофик;.

11-§ .  ТЕБРАНИШЛАРНИ УРГАНИШДА ЧИЗИКЛИ 
ТЕНГЛАМАЛАРНИНГ А^АМИЯТИ

Куплаб тебраниш жараёнлари чизикли узгармас коэф­
фициентли дифференциал тенгламалар билан тавсифланади. 
Тенгламаларнинг татбицида эркли узгарувчи ва^тни анг- 
латгани учун уни t ор^али, унинг функциясини эса х  ор- 
^али белгиланади.

Массаси m  булган жисм А ну^тага ма^камланган 
пружинага осилган. Пружинанинг эластиклик кучи билан 
жисмнинг огирлик кучи узаро мувозанатда. Шу жисмнинг 
вертикал тебраниш ^онунини топиш талаб ^илинади.

х  ор^али жисмнинг мувозанат х;оли билан иккинчи 
^олати орасидаги масофани белгилайлик (19-чизма). Жисм 
^аракатланаётгап му^итнинг ^аршилиги х  (t) тезликка 
пропорционал булсин деб фараз цилайлик.

Ж исмга цуйидаги кучлар таъсир этади:
1) жисмни мувозанат ^олига келтириш учун ^аракат 

^илувчи пружинанинг ички кучи (уни х  (t) масофага 
пропорционал деб ^абул к,иламиз);

2) му^итнинг ^аршилик кучи (у жисмнинг ^аракатига 
тескари йуналган булиб, тезликка тугри пропорционал).



Ньютоннинг иккинчи ^онунига* асосан бу тебраниш- 
нинг тенгламаси

d2x  (/) , dx пт  — -г- =  — Ь — —  Сх 
dt-  dt

ёки
тх"  (0 +  bx' (t) +  Сх  (0 =  О

куринишда ёзилади (бу ерда т, b ва С лар узгармас сон­
лар).

Охирги тенгламани

+  2/i ^  +  ft2* =  О (2.39)
d t 1 dt

куринишда ёзса ^ам булади. Бу ерда h му^итнинг i^ap- 
шилик коэффициенти, k2 эса жисмни уз ^олатига 1̂ айтариш 
коэффициента ёки ^ис^ача тиклаш коэффициенти дейи­
лади.

Агар жисмга g  (t) таш^и куч таъсир этса, бундай теб- 
ранишнинг тенгламаси

d±  +  2h d-± +  k*x =  g  (0  (2.40)

куринишда ёзилади.
Энди (2.39) тенгламанинг умумий ечимини топишга 

утайлик. Унинг ечими эркин тебранишни ифодалайди, 
чунки жисмга ташци куч таъсир этмайди. Мос характе­
ристик тенглама

г* +  2hr +  fta =  0 (2.41)
булади, бу тенгламанинг илдизлари:

r i; a =  — /г±  У /i2 — ft2.
'Гурли хрлларни куриб чи^амиз.

I. /г2 — /г2< 0 , яъни му^нтнинг царшилик коэффициенти 
h тиклаииш коэффициенти к дан кичик булсин, бу ^одиса 
жуда куп .\олларда уринли булади.

к - — к- —Л2< 0  деб олайлик, дем а^  Гу 2 = — h ± p i .  
Шунинг учун (2.39) тенгламанинг умумий ечими

х  (t) =  e~ht (Сх cos pt -f- С2 sin pt)

* Ньютоннинг иккинчи цонунини эслатамиз: жисм массасининг 
унинг тезланиш ига купайтмаси у ж исм га таъ си р  этаётган барча куч- 
л а р  нигиндисига тенг.
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булади. Агар Сх =  A  sin  ср, С2 =  A cos ср десак, бу ечимни 
яна

х  =  Ае~'1‘ s in  (ср/ +  ф)

куринишда ^ам ёза оламиз. Агар р =  —  булса,

х (0 =  Ае~м sin  +  ф | (2.42)

келиб чи^ади. (Бу ерда т — эркин тебранишнннг даври, 
А  — бошлангич амплитудаси ва ф — бошлангич фазаси де­
йилади.)

Агар му^итнинг царшилигини эътиборга олмасак, h —О 
булади. У >^олда (2.39) тенглама

х"  +  k-x  =  О
куринишга келиб, унинг умумий ечими

х  (t) — A sin  (kt +  ф)
булади. Бундай конун буйича руй берадиган тебраниш 
гармоник тебраниш  дейилади. (2.42) формула сунувчи 
тебранишни  ифодалайди, ё~ы купайтувчи эса суниш тез- 
лигини  билдиради.

2. h2 — k2 =  q2> 0, <7> 0  булсин. У холда (2.39) тенг­
ламанинг умумий ечими

х (t) =  C1e(4~h)t+ C 2e44+H)t
булади. Равшанки, q < h .  Шунинг учун t катталашиб бор- 
ганда, х (0 функция кичиклашиб боради ва lim  х (t) =  О

оо
булади.

3. h2 — k 2 =  0 булсин. Б у  ^олда характеристик тенгла­
манинг илдизлари узаро тенг булади, яъни гу — г 2 =  — ft. 
Берилган тенгламанинг ечими

х (0  =  е~м (Сх +  C2t)

куринишга эга. Бундан lim  t - e ~ h‘= 0  ( /i> 0 ) келиб чицади.
>-f- оо

Энди мажбурий тебранишнннг (2.40) тенгламасини ку- 
райлик.

1. q (t) — X sin  cot ва ft =  0 булсин. У ^олда (2.40) 
тенглама

х"  +  k2x  =  Я, sin  соt
куринишга келади. Мос характеристик тенгламанинг ил­
дизлари ±  ki булиб, р  ±  ia =  ±  й® Да11 иборат. Бу ерда 
икки ^ол булиши мумкин.
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а) со ф  к. Бу ^олда хусусий ечим
х  (/) =  Вх cosco/ +  j52 sin  со/

куринишга эга. Буни тенгламага цуйиб, sin  соt ва cos 011 
лар олдидаги коэффициентларни мос равишда тенгласак,
B t =  О, В 2 =  —------- ^ийматларни топамиз. Натижада уму-К — СО'3
мий ечим куйидаги

х  (t) =  ^4sin(£/ -(- ф) -f* -----------  s in  соt
k2 — со2

формула билан ифодаланади.
б) со =  k. Бу ^олда хусусий ечимни

х  =  t (Вх cos соt - f  В 2 s in  соt)
куринишда излаймиз. х  (t) ва х"  (t ) ларни тенгламага ^у-
йиб топамиз: В л =  — —; jB, =  0.

2k 2
Умумий ечим

х  (t) =  A  s in  (kt +  ф ) — ^  t cos kt

формула билан аншумнади. Бу формуладан куринадики, 
вацт утиши билан тебранишнннг амплитудаси чексиз ортиб 
боради. Бу ^одиса резонанс ходисаси деб юритилади. Р е­
зонанс ^одисаси эркин тебраниш частотаси k таъсир эта- 
ётган куч частотаси со га тенг булган ^олдагина руй бе- 
ради.

2. q (t) =  A, sin  со/; li ф  0, h < k ,  h — етарли кичик. Бу 
^олда (2.40) тенглама

/ / • У  fly

Ц  +  2/i -  +  k2x  =  X s in  со/ (2.43)
d r  dt

куринишга келади. h<.k  булгани учун k - —  /i2> 0 .  Мос 
характеристик тенгламанинг илдизлари— h ± i  У  k* — h2 
лардан иборат.

Хусусий ечим ушбу

х  (/) =  B L cos со/ +  В 2 s in  со/
куринишда изланиши лозим. Бу ердан х  (/) ва х"  (/) Лар­
ин топиб, х  (/), х  (/), х '  (/) ларнинг ифодасини (2.43) га 
цунмиз. Сунгра мос коэффициентларни тенглаб топамиз:

^  __ —  2  /гсо X ^  __ (k 2 —  ы‘‘) Я

1 ~  (k2 — со2)2 +  4ft2co2 ’ 2 ~  (k* —  о 2)2 +  4/i2 ш2 ’
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Изланган хусусий ечим к,уйидагича булади:
—  2/t (оХ, cos со/ +  (k2 — (о2) X s in  со/ 

х  ~~ (k2 — со-)2 +  4/i2co2

(2 .43) нинг умумий ечимини ^ам ёзамиз:

х (0 =  Ae~ht sin  ( У № — т  +  ф) +
— 2/t со \  cos col +  (fe2 — со2) Я sin со/

(k*— со2) +  4/i2co2

Ва^т утиши билан биринчи ^ушилувчи кичиклашиб бора­
ди. Демак, ваь^т утиши билан тебранишни фак.атгина ик­
кинчи ^уш илувчи— мажбурий тебраниш ани^лайди. Унинг 
частотаси тебратувчи g  (х ) кучнинг частотасига тенг, 
амплитудаси эса тебратувчи кучнинг амплитудасига про­
порционал булиб, k =  со булганда резонанс ходисаси руй 
беради.

Иккинчи бобга  дойр мисол ва м а с а л а л а р
1. Турли дифференциал тенгламалар

К>уйидаги тенгламаларнинг умумий ечимини тспинг.



18. х У "  =  (У")2-
19. х у {5) =  /> •
20. у° у'" =  у'у".
21- */" [1 +  (*/')2] =  Зг/' (г/")2-
Берилган бошлангич шартларни цаноатлантирувчи ху­

сусий ечимларни топинг.
22. у"  (д:2 +  1) =  2ху'-, у  | _ 0 =  1. у '  U o  =  3.
23. i f x  +  x  (у'у- — г/' =  0; у  \х=3 =  2, у '  |,=2 =  1.
24. уу"  — (у ')2 — (г/')3; у | ^ ,  =  1, г/' |х=, =  — 1.
25. Эгрилик радиусининг Оу у^идаги проекцияси уз­

гармас а сонга тенг булган эгри чизицни топинг.
II. Чизикли дифференциал тенгламалар

26. х 3 ва х4 функциялар ^андайдир иккинчи тартибли 
бир жинсли тенгламанинг ечимлари. Уларнинг фундамен­
тал система ташкил килишига ишонч хосил дилинг ва 
тегишли дифференциал тенгламани тузинг.

27. Ечимларининг фундаментал системаси х, х 3, ех 
булган дифференциал тенглама тузинг.

2 8 . ( 1 — х 2) у " — 2ху '  +  2у  =  0 тенгламанинг битта 
хусусий ечими уг =  х. Унинг умумий ечимини топинг.

29. (2х — х2) у" +  (х2 — 2) у  + 2  (1 — х) г /=  О тенг­
лама у х — ех хусусий ечимга эга. Бу тенгламанинг у  |х=, =
— О, у '  |*=! =  1 бошлангич шартларни ^аноатлантирадиган 
ечимини топинг.

30. х 3у'" — 3х 2у" +  6х у  — 6 (/ =  0 тенглама учун у х =  
=  х ,  у 2 =  х 2 функциялар ечим. Унинг умумий ечимини 
топинг.
III. Чизнцлн узгармас коэффициентли дифференциал 
тенгламалар

^уйидаги тенгламаларнинг умумий ечимини топинг.
31. у" +  у '  — 2у  =  0. 32. у" —  9у  =  0.
33. у"  — 4у '  =  0. 34. у" — 2г/ — г/ =  0.
35. 3и" — 2и —  8у  =  0. 36. у" +  у  =  0.
37. у" +  6(/  +  1 Зг, =  0. 38. 4г/" — 8у' +  5 г/ =  0.
39. у" — 2у' +  у  =  0. 40. 4x"(i!)—2 0 х '(Л + 2 5 х (0  =  0
41. у'" +  9 /  =  0. 42. г/(4) -  1 3 /  +  36у  =  0.
43. г/(4,= 8 г / " - 1 6 г / .  44. г/(4) =  16г/.
45. г /Ш)— 13//' — 12г/=0. 46. г/"' =  Зц" +  Зг/' — у  =  0.
47. г/(4) +  2у'" +  у" =  0. 48. y w = y n~ 2)-
49. г /4> +  у  =  0.
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Куйидаги масалаларда тенгламаларнинг берилган 
бошлангич шартларни ^аиоатлантирадиган ечимини топинг.

50. у" 4у' +  Зг/ =  0; у \ х=0 =  6 , у '  1Х=0=  10.
5 1 .  у" +  4у '  +  29г/; у \х=0 =  0 , У \х=0 = 1 5 -
52. г/'" =  У \ У\х=0 — 2, у ' \ х = 0 = 0 ,  у " |JC=0 =  1.

К>уйидаги бир жинсли булмаган тенгламаларнинг уму­
мий ечимини топинг.

53. 2г/" +  у '  — у  =  2е*.
54. у" — Ту'  +  6г/ =  s in х. 55. г/" +  2г/ +

+  5// = —р; cos2x.
56. г/" — 6г/' + 9 г / =  2х2 — х + 3 .  57. у"— 2 '+ 2 у  =

— 2х
58. г/,/ +  4г/' — 5 г / =  1. 59. у"— З г /'+ 2 г /=

=  £(■*)•
бу ерда g (x ) : 1) 10е *; 2) Зе2* ; 3) 2sinx; 4 ) 2 х3 — 30; 

5) 2 e * c o S y ; 6 )  Х ~ е ~ 2 х +  1; 7 )  е*(3 -  4х);
8) 3x +  5 s in 2 x , 9) shx.
60. 2г/" +  5г / ' =  g(x), бу ерда g(x): 1) 5 х г —  2х — 1; 

2) е*-> 3) 29 cosx; 4) cos2x;
5) 2 9 х sinx;  6) 100x<r*cosx.

6 1. у'" —  4 i f  +  by' — 2y  =  2x 4 -  3.
62. i f  —  3у  4 - 2у  = e ~ x(4x2 +  4x — 10).
63. г/<4) 4- 8 г/" - f  16 г/ =  cos x.
64. г/<4) +  2а2г/" 4- а4у  =  cosax .
65. г/(,) — у  =  хех -\- cos х.
К>уйидаги Эйлер тенгламаларининг умумий ечимини 

топинг.
66. х 2у"  —- 9ху '  4- 21 у  =  0. 67. х 2у"  +  х у '  4- у  =  х.
68. г/ 7 — у-  +  4  =  — 6 9 .х у — 2 х г / '4 2 г /=

* * * ’ =  2х3— х.
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З - б о б

ЧИЗИКЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАРНИНГ 
НОРМАЛ СИСГЕМАСИ

2-бобда дифференциал тенгламаларнинг нормал систе­
маси ^а^ида дастлабки маълумотлар берилган эди. Маз- 
кур бобда чизикли дифференциал тенгламаларнинг нормал 
системасига бирмунча кенгроц тухталамиз. Бундай систе- 
малар учун ечимнинг мавжудлиги ва ягоналиги ^а^идаги 
теорема ^ам 2-бобда берилган эди (2-бобда курилган (2.15) 
системага ва 2 .2-теоремага ^аранг).

Маълумки, чизикли тенгламалар системаси ушбу
у'  =  А{х)у  +  Ь(х) (2.15)

вектор-матрицали куринишида ёзилади, бунда А(х) матри­
ца ва Ь(х) устун-вектор I  интервалда аншушнган ва уз­
луксиз. (2.15) тенглама чизикли бир жинсли булмаган,

у '  =  А(х)у  (3.1)
тенглама эса, чизикли бир жинсли тенглама (вектор 
матрицали) деб юритилади.

1-§ .  ЧИЗИКЛИ БИР ЖИНСЛИ ВЕКТОР-МАТРИЦАЛИ ТЕНГЛАМА

1. Ч и з и к л и  о п е р а т о р  ва  е ч и м н и н г  х о с с а л а -  
ри.  Биз (3.1) куринишдаги вектор-матрицали тенгламани 
урганамиз. Бунинг учун ушбу

L[y] =  d} - r - A ( x ) y
ах

операторнн киритамиз. Шу оператор ёрдамида (3.1) тенг­
лама

Цу] = 0, (3.1')
(2 .15 ') тенглама эса

Ц у \  =  Ь(х) (3.2)
куринишда ёзилиши мумкин.
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L  операторнинг баъзи хоссалари билан танишамиз.
1°. L[Cy] =  CL[y], С =  const ¥=0.
И с б о т .  Равшанки, L[Cy] =  —— — А(х) (Су) =  С— —

dx dx

— С 'А {х)у  = С { ^ -  А(х)у)) =  С Ц у].

2 °  L[yw  +  у (2)] =  L)yW ] ±
И с б о т .  L  операторнинг таърифига кура

L \ « m + y a \ =  j -  U t ' > +  B m ) - A ( x )  ( 9 ' » + Л »
dx

+  | dj£ ~ A ( x ) y &

Бу икки хоссадан цуйидаги натижа келиб чи^ади: 
k k

4 2 е / У{] =  1 CiLW ’ С/ =  const.1=1 /=1
^акн^атан,

k k k
4 2 с , ! / , ]  - 2 i [ C , » , ] - 2 c , Z . [ ! / , l .

/= 1 f=l /=1

Энди L  операторнинг бу хоссаларидан фойдаланиб, (3.1) 
тенгламанинг ечимлари ^а^ида баъзи тасди^ларни келтира- 
миз.

3 . 1 - т е о р е м а .  Агар у  =  <$(х), х £ 1  вектор-функция 
(3 .1 ') тенгламанинг ечими булса, у  \олда  у  =  Сц>(х), С =  
=  const функция %ам ш у  ( З. Г)  тенгламанинг ечими 6С/- 
лади.

И с б о т .  Шарт буйича /-[ф(х)] =  0, х £ 1 .  Шунинг учун 
1° хоссага кура L[Cy(x)\ =  СХ[ф(л')] =  0. Теорема исбот 
булди.

3 . 2 - т е  о р е м  а. Агар у  =  ц>{[\ х ) ,  х £ 1 х ва у  =  у <2)(х), 
х £12 ф ункциялар  ( З . Г)  тенгламанинг тегишли интер- 
валларда ани^ланган ечимлари б$лса, у  холда у  =
— Ф*1̂ *) +  Ф(2>(х) функция  ( З. Г)  тенгламанинг I =  / х П 
интервалда аницланган ечими булади.

И с б о т .  2° хоссага кура /  интервалда куйидагига 
эгамиз:

1[фги(х) +  Ф(2;.(*)] =  L [ ф{1; (х)] +  L[ ц><2\ х ) ] .
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Шарт буйича /  интервалда L [ ^ l)(x)\ =  0, Ц ф (2Ч х )]  = 0  
айниятлар уринли. Шунинг учун £ [ф <ь(х)] +  ср<2) (х)] =  О 
экани келиб чицади.

Н а т и ж а .  Агар у — ц>(1\ х ) ,  * 6 Л , • • • , у  =  ц>{к\х ) ,  
x £ lk  вектор-функциялар (З .Г )  тенгламанинг тегишли  

интервалларда аницланган ечимлари булса, у  %олда у  =

=  У с .ф (,)(х), С ,= const функция / =  П /j интервалда  
i=i i= I

атщланган ечим булади.
Й с б о т .  У^щщауап, Г ,  2° хоссаларга ва 3 .1 — 3.2-тео- 

ремаларга кура куйидагига эгамиз ( х £ 1  булганда): 
k k k

L [ 2 c /cp<I)w 1 = 2 L [c /(p(/)w ] = 2 c iz-Ecp(/)w i  -  °- 
/=1 /=] ;'=i

3 . 3 - т е о р е м а .  Агар A(x) матрицаси цащщий булган  
(3 .1' ) тенглама у  =  и(х) +  iv(x), х £ 1  комплекс ечимга 
эга булса, у хрлда и(х) ва v(x) функцияларнинг Хар бири
(3.1) тенгламанинг ечими булади.

И с б о т .  Шарт буйича L[u(x) +  iv(x)] =  0. 2° хоссага 
кура L [u (x )  +  iv [х)\ =  L[u(x)}  +  iL[v(x)]  =  0. Бундан 
L[u(x)] =  0, L[v(x)] =  0 келиб чикади.

2. В е к т о р  л а р н и н г  ч и з и к л и  б о г л и ^ л и г и  в а  
э р к л и л и г и .  В р о н с к и й д е т е р м и н а н т и .  Агар /  интер­
валда аницланган ф(1,(л:), ф<2,( \ ) , . . . , ф(,г>(х)

бунда ф(,)(л:) I (Р2/(Х) нектор-функциялар учун бир

4>JX) '
вацтда нолга тенг булмаган шундай a lt а 2, . . . , а п ^3_ 
гармас сонлар мавжуд булсаки, шу сонлар учун х £ 1  да

« 1Ф(1)М  +  “ 2Ф<2)(*) +  • • • + а пф'п>(х) =  0 (3.3)
айният уринли булса, у .уэлда берилган ф '1̂ ) ,  . . .  , 
Ф(,!)(х) вектор-функциялар I  интервалда чизикли богл1Щ 
дейилади. Агар (3.3). айният а х =  ос2 = .  . . =  а п — 0 бул­
гандагина уринли булса, берилган ф(1)(д:), . . . , Ц><п\ х )  
вектор-функциялар /  интервалда чизицли эркли  дейилади.

Равшанки, (3.3) вектор-айният а 1; а 2, . . . , а п ларга 
нисбатан п та номаълумли п  та чизикли тенгламалар
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системасидан иборат. Унинг детерминантини W (х) = Щ ф <!),
, ср<п) ] деб белгилаймиз. Шундай цилиб,

W(x) =

Ф п(х) . . . Ф(1„)(л:)
Ф21 (х ) ■ • • <Р(2П)(Х) (3.4)

Бу детерминант система учун Вронский детерминанти 
дейилади.

3. 4-т е о р е м  а. Агар  (З .Г ) вектор-матрицали тенгла­
манинг А(х) матрицаси I  интервалда узлуксиз булиб, 
ш у тенгламанинг ф(1)(х), ф(2) (х), . . . , ф <л)(лг) ечимларидан 
тузилган  (3.4) Вронский детерминанти /  интервалнинг 
камида битта х  х 0 нуцтасида нолга тенг булса, у  
%олда ф<!)(л:), ф(2,(л:), . . . , Ф(п)(х) вектор-функциялар  
( ечимлар)  I  интервалда чизикли бог лик булади, бошкача 
айтганда I  да W(x) =  0 булади.

И с б о т .  А(х) матрица узлуксиз булгани учун ечим­
нинг мавжудлиги ва ягоналиги ^ацидаги 2 .2-теореманинг 
шартлари бажарилади. Ж умладан, у(х0) =  0 бошлангич 
шарт ягона ечимни аницлайди. У ечим у(х) =  0 тривиал 
ечимдан иборат. Теорема шарти буйича W(xn) =  0. Шу- 
нинг учун бир вацтда нолга тенг булмаган Сх, С2, . . . , 
Сп сонлар учун

Схф ( \ х 0) +  С2ф( ^Хр) +  . . .  +  Сп ф<п> (х0) =  0
п

айният уринли. Энди ф(х) =  ^ С /ф (/>(л:) вектор-функцияни
\= 1

курайлик. Аввало, L  операторнинг хоссасига кура:
П  П

Ц ф(х)] = 4 У с , ч > а \ х ) и У с д у а)(х)] =  о, 
i= 1 1=1 

яъни у  =  ф(х) вектор-функция (З .Г ) тенгламанинг ечимидан
П

иборат. Сунгра, ф(х0) =  ]^C ^p(/,(x0) =  0 га эгамиз. Шу
/= 1

бошлангич шартга эга булган ечим тривиал ечим у(х) =  0 
дан иборат эди, демак, ф(х) =  у(х). Бундан

110



^ С /.ф(Л( х ) ^  о(2С у Ф  о) экани, яъни Ф<!)(*), • • •  , 
/=1/= 1

Ф (х) вектор-функциялар 1 интервалда чизикли боглиц 
экани, яъни \V(x) =  0 экани келиб чицади. Теорема исбот 
булди.

М и с о л л а р .  Ушбу

* '°< ХК  ( ё ) ,  чвК х) =
е2х

2е2х

векторлар — оо с  х  <  4- оо интервалда чизицли эркли. Х>а- 
цицатан, бу векторлар учун

а 1ф<|;(дс) -Ь 'а2 фм,(х) =  О(2 ) /

еки

а хех +  2а 2 е х =  О,
. 2а1ех +  а . / х =  О 

айниятлар сс1 =  а 2 = 0  булгандагина уринли.

Эслатиб утамизки, W  [ф(1>(х), Ф^'(х)] =„(2)/
2хе е 

2е 2е
— 2е Зх 2е '= 0 .  Хулоса шуки, курилаётган векторлар учун 
Вронский детерминанти айнан нолга тенг, аммо улар чи- 
зицли эркли. Юкоридаги 3.4-теоремага кура бу вектор­
лар бир в а цт да битта дифференциал тенгламанинг ечими 
була олмайдн.

2 . Ушбу ф 1 ’(х) =  ( c o s x J, ф ( \ х )
s i n x \ n COSX

-sinx вектор­

лар — оо <  х <  +  оо интервалда у\ — у2, у2 == — г/, сис­
теманинг чизицли эркли ечимларидан иборат.

^ацицатан, бу векторлар учун

П (0/ \ , (2)/ \ А " ( Сг s in х  +  C„cosх =  0,С ,Ф \ х )  +  СзФ( »(х) — 0 еки |  с Х1СОз х _  c -sin v _  о

айниятлар Сх =  С2 =  0 булгандагина уринли. Сунгра бе­
рилган Ф П )(х )  ва Ф <2,( х )  вектор-функциялар тегишли сис­
теманинг ечими эканига бевосита текшириш орцали 
ишэнч ^осил килиш мумкин. Энди Вронский детерминан­
ти ни хисоблайлик:
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t f W ) ,  ф<2,(*)]
sin X COS X

cos x  — sin x

— — sin2x — cos2 x  =  — 1 ф 0 .
3. Е ч и м л а р н и н г  ф у н д а м е н т а  ^ с и с т е м а с и  ва  

у м у м и й  е ч и м .  Берилган (З .Г ) тенг/^манинг п та чи- 
зшуш эркли ечимлари системаси мавжуд. Дакицатан,

'  1 \  / о
I о \  / 1

ф (1)(* о ) = Ф(2'(х) = 4>(п\ х 0) =

бошлагач шартларни цаноатлантирадиган ечимлар чизиц- 
ли эркли ечимлар системасини ташкил этади.

Бу тасдицни умумийроц ^олда исбот этамиз.
3 . 5 - т е о р е м а .  Агар  ср(1:(л:), . . . , ц х{х) ечимлар учун  

Щ х 0) ¥= 0 , х 0 6 /  булса, W(x) Ф 0 , х £ 1  булади.
И с б о т .  W{x) детерминантдан устун буйича хосила 

оламиз:

W '(x)

4>1,(х) ср12(х) . . . ф J x )  
Ф2|(*) (Р22(Х) ■ ■ ■ Ф2П(Х)

Ф «|(Х) Фп2( ^ )  Фпл(*)

+
Фц(*) Фв(*) 
<Рц(х) % 2(х )

Фnl(x) <РП2(Х)

<Pjx)
Ф2 „(X)
■ ■ ■) 

■ Ф пп(Х
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+ +

Фц(*) Фй(*) • • • Ф1„(*) 
Ф2,(*) Ф22* -  • • ФглМ

Ф щ М  ФП2(^ ) • • • ФЯ„( * )

=  W ^ + t y j x )  +  . . . + W n(x).

Бундан куринадики, W '(х) ^осила п та детерминант 
йигиндисидан иборат. Улардан биринчисини оламиз. Унда 
Фц(*). Ф2[(л')> • • • > фni(x) ^осилаларни тегишли ифодала- 
ри орцали ифодалаймиз:

Фп(*) Ф,2«  • • • Ф|я (*) 
%,(х) <Р22(х) . . . <р2а(х)

%,(*)  Фп2«  • • • ФJ x)

А ||Ф ц(*)+  а )2Ф !2(* )  +  • • • + а {п<ры(х) ф12(дс). . .  ф,я (х) 
а цФ 2|( * )  +  а !2Ф22(* )  + •  • • +  a lnq>2„(x)  Ф22(* )  ■ ■ • Ф 2п(Х)

a n% i(x ) +  а 12Фл2М  +  • • • +  a ln(pm ( x ) ( p j x ) . .  .фял (х)

=  а 11

Ф ц(*) Ф,2(* )  • • • ф,„(ф) 
Ф21(х) Ф22(* )  • • • Ф2л(* )

Ф»1<*) ФП2(^) ’ • • Фт (*)

+
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Ф|2(х) ф12(х) . . . 
% 2(х) ф22(х) . . . 

ф л2( * )  ф п2( * )  • • •

Ф1п(* )  Ф!2( * )  ■ ■ ■ 
Ф2л(*) Ф22(* )  • • •

Ф J x ) 4 >Jx) . . . ф J x )

— alx W(x) +  a 12-0 +  . . . + а ы -0 =  an W  (х).
Ш ундай цилиб, Wj(x) =  an W(x). Ш унга ухшаш ушбу 

W 2(x) =  a22W (х),  . . • , Wn(x) =  а ппЩ х)  формулаларни ^ам 
исботлаш мумкин. Демак, биз

W '(x)  — (au  4 - a 22 +  . . .  +  ann)W (x)
формулага эгамиз. Уни W(x) га нисбатан узгарувчилари 
ажраладиган дифференциал тенглама каби (х 0 дан х гача) 
интегралласак,

X
J (ли+ . . . +  ann)dx (3 .5)

Щ х)  =  W (x0)ex°
формулага келамиз. Бундан W (x0) ф  0 булганда W(x) Ф О, 
х £ 1  экани келиб чицади. Теорема исбот булди.

П

А гар^] а-,(х) =  SpA(x) (SpA(x)  берилган А{х) матрица- 
/=! '

нинг бош диагоналэлементларининг иигиндисини англатиб, 
матрицанинг изи деб аталади) деб белгиласак,

л:
J SpA(x)dx /о сч

W(x) =  W (x0)e °
формулага эга буламиз. Уни система учун Остроградский— 
Л иувилль  формуласи дейилади.

114



Равщанки, (З .Г ) тенгламанинг ихтиёрий п +  1 та ечи­
ми чизицли боглиц. Буни курсатиш учун ихтиёрий ечим 
берилган чизицли эркли ечимларининг чизицли комбина- 
цияси орцалй ёзилиши мумкинлигини курсатиш етарли. 
Бошцача айтганда, берилган ечимдан иборат вектор цолган 
чизицли эркли вектор-ечимлар буйича ёйилиши мумкинли­
гини курсатиш етарли. Бу цуйидаги теоремада исботланган.

3 . 6 - т е о р е м а .  Агар ц>{' \ х ) ,  cp<2>(x), . . .  , ц>кП\ х )  век­
тор-функциялар I  интервалда ашщланган чизикли эркли  
ечимлардан иборат булса, у  %олда царалаётган  (З .Г )  
тенгламанинг ихтиёрий  ф(х) ечими цуйшдаги

ф (X) =  Сх Ф<‘)(х) +  С2ф(2) (х) +  . . .  + С п Ф(п) (х) (3.7) 
формула билан (Cv  С2, . . .  , Сп узгармасларнинг ягона 
цийматлари учун) ёзилади.

И с б о т .  Агар ф(|) (х 0) =  ф('), . . . , ф(п) (хо) = 0 .  ФсТ’ ва 
ф (х0) =  ф0 бошлангич шартлар берилган булса, (3.7) фор' 
мулада х  =  х 0 деб С1} . . . , Сп ларга нисбатан чизшуш 
система ^осил циламиз. Агар ф(х) =  0, ф0 =  0 булса, бир 
жинсли

2 с, Ф%о) =  £ С/ =  о 
/= 1 /= 1 

системадан W  (х 0) ф  0 булгани учун Сх =  . . .  — Сп =  О 
келиб чицади. Агар ц ( х ) ф О  булса, ф0 Ф 0 булгани учун 
бир жинсли булмаган

V C ,  Ф^ =  ф0 
/=» 1

системадан (W (х0) ф  0 булгани учун) Сх , . . . , Сп лар- 
нинг ягона цийматларини топамиз. Демак, (3.7) ёйилма 
коэффициентлари ягона. Теорема исбот булди.

(3.7) ёйилма ихтиёрий ф(х) ечим учун ёзилиши мумкин. 
Шунинг учун (3.7) формула умумий ечим формуласи деб 
юритилади.

Шундай цилиб, ( З. Г)  тенглама чизицли эркли ечимла­
рининг сони аниц п  та экан. Шу чизшуш эркли ечимлар 
системасини ечимларнинг фундаментал системаси дейилади.

Юцорида исботланган (3.6) теоремага кура берилган 
фундаментал систехма буйича умумий ечимни ёзиш мумкин. 
Демак, (З .Г ) чизицли бир жинсли системанинг умумий 
ечимини топиш масаласи унинг фундаментал системасини 
топишдан иборат.
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/ s i nx

М и с о л л а р .  1. Ушбу

У\ =  У2’
У2 =  — Ух

системани интегралланг.
Е ч и ш .  Юкорида курилиши буйича cp<1) ( x ) =  s ^

ф(2>(х) =  (̂ __вектор-функциялар берилган система­
нинг ечими ва хатто улар чизицли эркли. Демак, улар 
фундаментал системани ташкил зтади. Умумий ечим

_ r  ( cosx \ r  / s in x \
У ~  1 \ —s i n x )  2 vc° s Х1

куринишда ёзилади.
2 . Ушбу

^  | С) 1
Ш  =У1 +  2Уг’ |
d y ,  !
Я  =  2У1 +  У, )

системани интегралланг.
( е 3х\

Е ч и ш .  Текшириб куриш мумкинки, ф(|) (х) =  I з* I,

Ф(2) ( х ) = | |  е~х) вектоР"ФУнкЧиялаР система учун ечим-

лардан иборат. Бу вектор-функциялар фундаментал систе­
мани ташкил этади. Хакикатан,

[ ф (1>, ф <2)] =
Зх —хе е
Зх — е2х — е2х =  -  2е2х ф  0 .

Шундай цилиб, умумий ечим

куринишда езилади.

Э с л а т м а. Ю корида курилган м исолларла ечимлар кандай то- 
пилганлиги айтилмаган. Биз бу м асалага чизикли (бир жинсли ва бир 
ж инсли булмаган) узгарм ас коэффициентли системаларни урганишда 
цайтамнз.

116



2- §. ЧИЗИКЛИ БИР ж и н с л и  БУЛМАГАН в е к т о р  МАТРИЦАЛИ 
ТЕНГЛАМА

1. У м у м и й  е ч и м  х а к, и д а . Энди аввалги параграф- 
да эслатиб утилган (3.2) тенгламани урганишга утамиз.

3 . 7 - т е о р е м а .  Агар у  — ср (х), х £ 1  вектор-функция 
берилган  (3.2) чизикли бир жинсли булмаган вектор-мат­
рицали тенгламанинг ечими, у  — ф<]) (х), х  в I  эса мос бир  
жинсли тенгламанинг ечими булса, у  хрлда у  =  ср(!) (х) +  
-j- ф (х) функция (3.2) тенгламанинг I  интервалда аниц- 
ланган ечими булади.

И с б о т .  Теорема шартига кура:

L  [cp(x)] ^  b(x), L  [ф(1) (х)] эе 0.

Бундан 1 [ф  (х) +  ф(1) (х)] =  Z-fф (х)1 +  £ [ф (1> (-V)J =  4 х )' 
Теорема исбот булди.

3 . 8- т е о р е м а  ( у м у м и й  е ч и м  х а  к; и да) .  Агар Ь (х )  
вектор ва А ( х )  матрица I интервалда узлуксиз булиб, у  =

П

=  Cj ф(/) (х) функция мос бир жинсли тенгламанинг 
/= 1

умумий ечими ва у  =  ф (х) функция эса тегишли бир  
жинсли булмаган тенгламанинг ечими булса, у  х1олда бир  
жинсли булм аган тенгламанинг умумий ечими

У =  2  С;ф(,) (х) +  ф (х) (3.8>
/= I

формула билан ёзилади.

И с б о т .  Шарт буйича L  [ф (х)] =  b(x),L
П

V

0. Шунинг учун L j c ,  ф; (х) + ф (х)

C j (  р и ) ( х )  

/= 1

: 0 , демак,.
/=1

(3.8) формула билан берилган функция (3.2) тенгламанинг 
ечимидир.(3.2) тенгламанинг ихтиёрий у  =  g(x), g(x)  ^ ф  (х ')  
ечимини олайлик. х =  х0 булганда ушбу

П

ё  (* о ) =  2  С1 ф ' (* о ) +  Ф ^ о )  ( 3 -9 >
/= 1
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системага эгамиз. Унда g  (х0) ф  ф (х0) булгани учун (3.9) 
система Clt С2 . . .  , Сп ларга нисбатан бир жинсли бул­
маган чизицли системадир. Унинг детерминанти W  (х0) 
Вронский детермннантидан иборат, у ^олда равшанки, 
W  (х„) ф  0. Ш унинг учун (3.9) системадан ягона С°, . . . , С®

П

ларни топамиз. Д емак, g ( x )  =  ]^C 9cp<J)(x ) +  ф(х). Бу эса
/= 1

(3.8) формула умумий ечим формуласи эканини исбот 
этади. Теорема исбот булди.

2 . У з г а р м а с н и  в а р и а ц и я л а ш  м е т о д и  ( Л а г ­
р а н ж  м е т о д и ) .  Агар (3.2) тенгламага мос бир жинсли 
тенгламанинг умумий ечими маълум булса, у цолда бир 
жинсли булмаган тенгламанинг умумий ечимини топиш 
мумкин. Б у — у з г а р м а с н и  в а р и а ц и я л а ш  м е т о д и  
билан амалга оширилади. К>уйида шу методнинг мо^ияти 
билан танишамиз.

П
Айтайлик, у  =  У, С/Ф(,,)(*) функция (З .Г ) тенгламанинг 

/=i
умумий ечими булсин. Бу формулада Сх , . . .  Сп лар их­
тиёрий узгармаслар экани маълум. Энди (3.2) тенглама­
нинг ечимини шунга ухшаш

П

^ =  g,- (*) ф<п (х), gj (*) е с 1 (/) (зло) 
/=1

куринишда излаймиз. (3.10) функция (3.2) тенгламанинг 
ечими булсин дейлик. У ^олда цуйидагига эга буламиз:

у' = S1 gj (х) Ф0) (х) + V gj(x)d— (ф «>(*)). 
i=i i=i

Топилган ифодани (3.2) га цуямиз:

П  П

У  g] (X) ф (/V) +  V  gj (X) dTx (ф№ (X )) =
jU l
i= i ;=i

=  Л (х) ^ g j ( x ) y U)(x)
7=1

+  b(x).
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Бундан — ( ф(/) (л:)) =  А(х)ц>(1\ х )  эканини ^исобга олиб 
цуйидагига эга буламиз:

П п

2  s'j (х) Ф(,) (X) +  2  Sj (х) [А (х) ф(/) ( * ) ] =
/= 1 /= 1 

П

=  2  £/ (х) [А (х) ф(Л (*)] +  Ь (х)
/= 1

ёки
п

2  g'j(x )<t(,) (х )  =  Ь(х). (3.11)
/=1

Топилган (3.11) система учун Ь (х )^к  0 булганидан у 
g'l (х) ларга нисбатан чизицли бир жинсли булмаган систе­
мадан иборат. Унинг детерминанти: №[ф(1\  . . . , ф(га)] ф  
Ф 0, х  £ / .  Демак, (3.11) дан g\ (х) ларнинг ягона ифода- 
ларини топамиз:

g'l (х) =  h. (х).

Бундан g . ( x ) =  j1 h . (x )d  х  +  С,-. Бу ифодани (3.10) га цуя- 
миз:

П П

У =  2  С/ Фи> (*) +  2  Ф(" (*) f  hi W  d (3-12)
/= I /=1

бу ерда С(. лар ихтиёрий узгармаслар.
Узгармасни вариациялаш методининг мо^ияти ана шун- 

дан иборат. Топилган (3.12) формулага диццат билан эъти- 
бор цилсак, бу формула мос бир жинсли тенгламанинг

П

умумий ечими ^  Cj ф(,) (х) билан бир Жинсли булмаган 
i=i

П

тенгламанинг ечими (хусусий ечими) У у У ^ х )  [ hj(x) dxJm*
иигиндисидан иборат. Бу функция ^акикатан х(ам хусусий 
ечим эканини курсатиш цййин эм ас .' Бунинг ' учун (3.2) 
тенглама айннятга айланишини курсатамиз:



+  ф(,) (X) hi (ж) t ^ ( x )
dx

g,  (x)d X +  b(x)  =

( d x (cp<,) ^ ) i [ g ^ + b ^ ~ S Ц х ) ( ч {,)(* ))[£ ,(* )]+
П

+  b ( x ) = A ( x )  У  g , (x) ф<п (x) + b ( x )  =  A ( x ) y  +  b(x).
/= i

Бу содда цисоблашлар юкоридаги тасдицни исботлайди. 
М и со  л. Ушбу

■ , 1 
У1 У 2 “Ь C0S д ; ’

У2 = Л
системани интегралланг.

Е ч и ш .  Мос бир жинсли системанинг умумий ечими 
^1-§ даги 3 -п ., 1-мисолга царанг)

cosx\ / s i nx  
I cosxУ — С 1  \ —sinx /

куринишда ёзилади. Системани узгармасни вариациялаш 
методи билан интеграллаймиз. Ечимни

sin  х
cos х</ =  g i W ( _ s ? n £ ) +  £*(*) I

куринишда излаймиз. gj (х) ва g'2(x) ларни топиш учун ушбу
1

g[(x)  cos x  +  g 2 (x) s i n x

— g[ (x) s in  x +  g'2 (x) cos x =  0

системага эгамиз. Ун дан IF =  1, g ',(x) =  l, g 2( x ) m  tg x
ва gj (x) =  x +  Сь  g 2 (x) =  — In |cos x| +  C2 келиб чицади. 
Шундай цилиб, умумий ечимни цуйидагича ёзамиз:

~  I COS Х \  =г
У - С 1  (—s i nx)  +  С 2

/s in  х\ 
\cos х/ 4- х

cosx 
-sin  х -ln|cosx|

s i nx \
cosx /

3 - § .  Ч И ЗИ К Л И  УЗГАРМАС КОЭФФИЦИЕНТЛИ ВЕКТОР-МАТРИЦАЛИ 
ТЕНГЛАМА

1. Ч и з и к л и  б и р  ж и н с л и  у з г а р м а с  к о э ф ф и ­
ц и е н т л и  т е н г л а м а .  Агар (З .Г ) да А(х) =  const бул­
са, бу

у ' = А у  (3.13)
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тенгламани чизикли бир жинсли узгармас коэффициентли 
тенглама дейилади. Агар (3.2) да Л (я) =  const булса, цо- 
сил булган

у ' = А у  +  Ь(х) (3.14)

тенгламани чизицли бир жинсли булмаган узгармас коэф­
фициентли тенглама деб аталади. Куйида (3.14) куриниш­
даги вектор-матрицали тенгламаларни интеграллаш билав 
шугулланамиз.

(3.13) вектор-матрицали тенглама ечимини

(3.15)

бирор ^ациций

ёки комплекс сон. (3.15) га кура г/, =  ekx, у 2 —
— а 2е кх. . . .  , уп =  ап екх. Бу функцнялардан ^осила олиб» 
уларни (3.13) га цуямиз:

a  kekx — екх А а.

ёки
a k  — А а .

Бундан
(Л — кЕ) а  =  О, Е  — бирлик матрица (*).

К*айд циламизки, биз (3.13) тенгламанинг тривиал булма­
ган ечимини излаймиз, яъни (3.15) да а  ф  0 (ёки барибир, 
а\  +  . . . -+- а?п ф  0) булсин. Бу бир жинсли тенгламанинг 
тривиал ечими бор экани равшан. Ш ундай цилиб, охирги 
муносабат а х, . . .  , ап ларга нисбатан чизицли бир жинс­
ли систеМадир. Бу система тривиал булмаган (яъни а  ф  0 
булган) ечимга хам эга булиши учун унинг детерминанти 
нолга тенг булиши зарур ва етарли. Демак, курилаётган 
^олда |Л — кЕ\ = 0  (|Л — kE\ — бу Л — кЕ  матрицанинг детер­
минанти) муносабат бажарилади. Бу к га нисбатан п-тар- 
тибли алгебраик тенгламадан иборат булиб, уни (3.13) тенг­
ламага мос характеристик тенглама  дейилади.

kxу  =  а е

«1
а.2

куринишда излаймиз, бунда а  =  1 :



Характеристик тенгламани яна

аи  k  я 12 . .

2/х
=  0 (3.16)

■‘«1 а„, . . . а  — &ЯЛ

куринишда ёзиш мумкин. Бу тенглама алгебранинг асосий 
теоремасига кура п  та илдизга эга. Биз а (.. элементлар ха- 
циций булган холни курамиз. Бунда илдизлар ичида ком- 
плекслари булса, уларга цушма булган комплекс сонлар 
Хам илдиз булади.

Х>ар бир илдизга мос (3.15) ечимни топиш лозим. (3.16) 
тенгламанинг узаро фарцли илдизлари п  та  булиши хам, 
п  тадан кам булиши хам мумкин. Шу холларни алохида 
курамиз.

1) Х а р а к т е р и с т и к  т е н г л а м а н и н г  и л д и з л а р и  
Х а ц и ц и й в а  х а ' р х и л .  Бу х«лда хар бир k  — k., j = Т л
ни (*) тенгламага цуйиб, мос а (,) вектории топамиз. Шу 
билан я  та

уи> =  а </> е 4  х , j =  Yjn

ечимни топамиз. Бу ечимлар чизицли эркли, чунки 
Сх(a (l) ek'x) -j- С2 (a*"* eklX) +  . . . +  Сп (а<п) ек п х ) =  0 айният 
фацат Cj =  С2 =  . . . =  Сп =  0 булгандагина уринли була­
ди. Демак, топилган векторлар ечимларнинг фундаментал 
системасини ташкил этади. Ш унинг учун умумий ечим­
ни ёзиш мумкин булади.

М и с о л .  Ушбу

( У\ —  У1 +  2 у г , 

1 У2 ~  2 У\  +  У а

системани интегралланг (1-§, 3 -п ., 2-мисолга царанг).
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Е ч и ш .  Бу ^олда Л =  Q  \ j  булиб, характеристик 
1—  k 2

тенглама

1—k

— О ёки (1 — к)г — 4 =  0 кури­

нишга эга. Тенгламани ечиб, k =  — 1, 62 =  3 [илдизларни 
топамиз. Илдизлар ва хар хил. Аввал кг — — 1
га мос ечимни цурамиз:

=  а (1) е х — а (115' 
а (1)-| е

Бунда а !"  ва ларни топиш учун

| [ 1 - ( - 1 ) ] а ,12, +  2 аУ ) =  0 , 
\ 2 а <1,) +  [ 1 - ( - 1) ] а <2,, =  0

системага эгамиз. Уни соддароц 

(га^-Ь 2а^) =  0, ёки а <1, +  ой,' =  0
2 а \ ' ) - \ - 2 а $ ) = 0

куринишда ёзиш мумкин. Бундан а (| !) =  Сх, = — Сг 
деб олса булади, бу ерда — Сх — ихтиёрий узгармас. Шун-

С Ъ - ' .дай цилиб, у (2) — 
гига эгамиз:

-с, Агар /?2 =  3 булса, цуйида-

/ >  =  Л 3*
а <2) Зх

ва
(1— 3 )a (,2) +  2a!>2) =  0, .. 2 a (,2> +  2 4 2) =  0,

еК" I 2aj2) — 2с42) =  0.12 а\2) +  (1 —3) а (22) =  О

Бу системадан а <2) =  а 22) =  С 2 келиб_чикади, бу ерда С2 —  

ихтиёрий узгармас. Шундай цилиб, у {2> =  е 3х- Уму-
мии ечимни



куринишда ёки координаталар буйича 

(г/i =  С £ ~ х +  Сге \
1.г/2 -------С^е -(- С2е

куринишда ёзиш мумкин.
2) х а р а к т е р и с т и к  т е н г л а м а н и н г и л д и з л а р и  

Х а ц и ц и й в а у л а р н и н г и ч и д а к а р р а л и и л д и з л а р  
Хам б о р .  Каррали булмаган оддий илдизларга мос ечим- 
ларни аввалги холдаги каби топилади. Энди к =  ks  илдиз
Ys каррали булсин дейлик. Бу холда мос ечим

y(S) =  (a(S) +  a<s) х  +  . . . + a (5)_i ^vs - i ) e*s^ (3.17)

куринишга изланади, бу ерда

* 1! ’\  / « ! ? '
(S) j aJlP i (S) _«0 I | j • • • i ОС/ —

“ no /  \ochj

rv'S)« 2/

(S)

/ =  o,yc — l .

М и с о л .  Ушбу

У\ =  % i — 4^ 2. 
У 2 =  У X ~  У 2

системани интегралланг.
Е ч и ш .  Аввал характеристик тенгламани тузамиз:

З — к —4
=  0 ёки — (3 — к) (1 - f  k) +  4 =  0.

1 — 1— k
Бундан:

к2— 26 +  1 = 0 .  Бу тенгламанинг илдизлари узаро тенг 
ва k \ t2 =  1. Демак, к =  1 илдиз хациций ва икки каррали. 
Мос ечимни

Ух =  («1 +  Ъхх ) г Х 1

У г =  ( а  2 +  Ь2 ХУ

куринишда излаймиз. Бундан: у\  =  (ах +  Ь1 +  Ь1 х)ех> 
у ’2 =  (а2 +  Ь2 +  Ь2х)ех. Энди бу ифодаларни берилган сис- 
темага цуйсак, цуйидагига эга буламиз:

((«! +  bx +  bxx)ex =  3(ax +  blX)ex — 4 (а2 +  b2x)ex, 
l(a , +  b2 +  b2x)ex =  (ax +  b1x)ex — (a2 +  b2x)ex.
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Бу ердан:
\их bx -f- bxx  — Зйх —- 4й2 ~Ь (ЗЬХ 4Ь2)х,
\ а 2 +  Ь2 +  Ь2х  — ах — а 2 +  (Ьх — Ь2)х.

Мос коэффициентларни таккослаб топамиз:
х ° : а х +  Ьх =  3ах — 4а2; а 2 +  Ь2 =  ах —  а 2. 
х :  Ь1 — 3Ьх — 4Ь2, Ь2 =  Ьг —  Ь2.

Охирги иккита тенгламадан Ьх =  2Ь2 келиб чицади. 
Шунинг учун Ь2 =  С2 ни ихтиёрий узгармас Деб олсак, 
Ьх — 2С2, Ь2 =  С2 булади. Биринчи икки тенгламадан 
ах — 2а2 +  Ь2 келиб чицади. Бунда а 2 ихтиёрий булиб 
цолади." Агар а 2 =  Сх десак, ах =  2СХ +  С2 га эга буламиз. 
Ш ундай цилиб, ечимни

у х =  [2Сх +  С2 +  2С2л;]е , г/2 =  (Сх -)- С2х)е

куринишда ёзиш мумкин.
3) х а р а к т е р и с т и к  т е н г л а м а н и н г  и л д и з л а р и  

и ч и д а  о д д и й  в а  к а р р а л и  к о м п л е к с  и л д и з л а р  
ц а м  б о р .  Масалан, k =  a ± i b  илдизлар оддий илдиз 
булсин. Бу холда мос ечимлар

y (l) =  а П) еах cos bx, у{2) =  а (2) е "  sin bx,

а (1) =  , а (2> = | • ) куринишда изланади.

Агар k — a ± i b  сон у  каррали комплекс илдиз булса, 
у холда ечим

y iп _  -j- а хх  +  . . .  +  ссу—1 xv_1] еах cos bx,
у т  =  [а <2> +  а ? х  +  . . . +  о4-1  X7" 1 ] еах s in  bx

куринишда изланади.
2. Чизицли бир жинсли булмаган узгармас коэффици­
ентли тенглама. Аввало эслатпмизкн, биз (3.14) куриниш­
даги вектор-матрицали тенгламага эгамиз ва унинг умумий 
ечимини мос бир жинсли тенглама умумий ечими буйича 
узгармасни вариациялаш методи билан топишимиз мумкин. 
Баъзи холларда Ь(х) вектор-функция махсус куринишга 
эга булади. Бу махсус куринишдаги функция квазикуп- 
Хаддан иборат булиб, бундай функция g(x)ekx куринишга 
эга ва g(x) — бирор тартибли вектор-купхад, k — 
ёки комплекс сон булади. Агар k — комплекс сон булса,
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kx : eiki+lk)x  =  ektX (cos k 2x  +  i s in  k 2x)2Л/ формулага кура 
вектор-матрицали тенгламанинг унг томони урнида
g(x)ek'xcos к2х  ва g(x)ek,xsin  k2x  вектор-функциялар олинади.

1) агар k сон характеристик тенгламанинг о д д и й  
илдизи булса, мос ечим h(x)ekx куринишда изланади, 
бунда h(x) — коэффициентлари номаълум булган, тартиби 
эса g(x) вектор-куп^аднинг тартиби билан бир хил булган 
вектор- ку и ца дд ир.

2) агар k сон характеристик тенгламанинг у к а р р а л и  
илдизи булса, мос ечим ал’~~1 h(x)ekx куринишда изланади.

М и с о л .  Ушбу

\ У ]  — У х  +  2 у 2 - f  е х > 
\ у 2 =  2 у х +  г/2 +  g3*

системани интегралланг.
Е ч и ш .  Аввал характеристик тенгламани тузамиз ва 

ечамиз. У тенглама
l —k

l —k

=  О ёки (1 — k f  — 4 =  0

куринишга эга. Бундан: к2 — 2/е +  1 — 4 =  0 ёки к2 — 2к__
— 3 =  0. Унинг илдизлари: kx =  3, к2 =  — 1. Берилган 
системада Ьх(х) =  ех, Ь2{х ) =  е3х булиб, бунда кх =  3 ха­
рактеристик тенгламанинг 1 каррали илдизидир. Буни 
цисобга олган холда хусусий ечимни

Ух =  Ьхе +  (Ь2 +  Ьлх)е3х 

Уг ахех +  (а2 +  а3х)е3х

куринишда излаймиз. Тегишли хосилалар олиб, уларни 
берилган системага цуямиз ва сунгра содда узгартиришлар 
бажарамиз:

ух =  bxe +  (b3 -f- 3b2 -f- ЗЬ3х)е3х>
У2 — а}е -f- (а3 -f- 3а2 -j- За3х)е3х<

Ьхе +  Фз +  3Ъ2 +  3Ь3х)е3х — Ьхех +  (Ь2 -(- b3x)e3x -f- 
+  2 (а2 +  а3х)е3х +  ех >
ахе -f- (а3 +  3а2 +  3а3х ) е х =  2b1cx -f- ‘2{b2 -f- b3x)e3x +
+  а хех +  ( а 2 +  а3х)е3х -)- е х-
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| 6Х =  &! +  2 —(— 1, b3 +  З&о -f- 3b3x  — b2 + 63, t + 2a 2+ 2a 3.£, 
\a1 =  2b1 + a 1,
12ax +  1 — 0 ,
\2 b x =  0 ,

=  2 " * := =  0 ,

a3 За2+ З а 3л: — 262 +  3b3x  +  0*2 +  a3x  + 1; 
b3 +  3b 2 =  b2 +  2aa, 3£>3 =  b3 +  2 a3;
a3 +  За 2 — 2fe2 ^2 “b 1 > 3a3 =  263 +  a 3;

&3 +  2b2 
2b3 =  2a 3,

2a 2 >

2b2 =  a3 +  2a 2 — 1;

Охирги теигламаларданa3= b 3= у ,  a2 =  - j ,  b2 =  0 келиб 
чицади. Ш ундай цилиб, берилган системанинг хусусий

кури-1 3* I „х , ( 1 , 1 \  3*
ечими у х =  Y  хе , Уг =  - - у  е +  \ Т  +  1  /  е 
нишга эга булади.

Мос бир жинсли системанинг умумий ечимини цам 
топиш цийин эмас. Уш бу

I Уг =  С / *  ' -
I Уг =  Сл е3х-

вектор-функция тегишли умумий ечим эканлигини бевоси- 
та текшириб куриш мумкин. Шундай цилиб, берилган 
бир жинсли булмаган системанинг умумий ечими

- С2е 
■С2е~

У1 С1е3' +  С2е *х +  т хе3х’

у ,  -  C / ' - C j T *  -  i v  +  ( I  +  f ) с -

ве ктор-ф у нк ци я да н иборат.
3 -§  г а  д о й р  м и с о л л а р
I. Куйидаги бир жинсли системаларни интегралланг:

У\ =  — Ьу — У г, з. {у\ =  — 5г/х—у  2, 
Уг =  2 у х — 3 у я\ \у2 =  у 1 —  3 у  2\

5 - {У\ =  */а +  Уж 
\У'2 =  У1  +  Уз>
\Уз =  У1 +  У2’

1.

4 .

УI =  У 2,
Уг =  У1’

УI =  Уг +  */2> 
Ц  =  — У г +  4г/3, 
Уз =  У1 —  4Уз‘.

6. У] — — i/ i  +  Уг  +  Узу 

Уз =  У\ —  У2 +  Уа> 
У з ^ У г  +  У г  —  Уз-
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II. К,уйидаги бир жинсли булмаган системалар учун 
хусусий ечим цандай куринишда изланади:

7. ( а,  — //. 8 . ( y i  =  к "  •• 1 ° лД:У1 Ун ' tyx  — у  г +  Зе — 7,

10 .

12.

i/г =  У\ +  ех\ [ г/г =  2 г/х — 3#2 — Зе*!
9 - /г/i =  —  y 2 +  cos х ,

\у 2 =  — У! +  s in x ;

У; =  — 5г/х — г/2 +  e'V’ 111 \У] = a y l— by2+ e axcos х,  
Уг — Ух — 3 у 2 +  е2х; =  Ьух + а у 2+ е ах s in  х;

\У }= аУх~
\У2 =  Ъу 1

— 6t/2 +  2cosx , 13. 
+  я*/г +  е*’

14. Гг/] ——#1+ # 2+ / / з + 2л:, 
*/2 = # i — г/г+ * /»+ ?.

[#3 =  ̂ + # . , — %— sin x ;

г/| — Уг +  Уз +  5,
г/г =  г/i +  Уз +  *,
У з ~  Ух Л- У2 ---

15" =  — Ух— г/2+ * 2.
% =  ~ У 2 — Уз+ 2 х .
Уз =  — +  *?

III. Куйидаги бир жчнсли булмаган системаларнинг 
умумий ечимини узгармасни вариациялаш методи билан 
топинг:

1.

3 .

5 .

У1■ — Уг +  1. 2 . У\= - ^ У х - У г + ~ ~ х , 
%Ух — Зг/2 — 3;’ IУ2 ~  “Ух — ”Уг

у'у=  —  5ух —  Уг +  Х, 4. |г /2 =  «/2 +  cos2^ .
У 2 =  Ух —  3#2 +  s in2x; \У'2 =  —  Ух —  Х\

У\ — У2 +  cos * . 6 
Уз =  —  Ух +  1’’

7 . [ у  у =  
у  г-

У 2-
—  ы2Ух

У, =  «/г.
г/2 =  — ®2i/j +  c o s g ^ x ,

8 - j г/j =  аг/г — £u/2+ x e ajcs in x , 
cos со х; \у 2 =  by, +  ау2-\-Ъеах cos х.

4- §. АВТОНОМ СИСТЕМАЛАР. УМУМИЙ ХОССАЛАР

Дифференциал тенгламаларнинг нормал системасини 
(2 -бобнинг 2-§ даги (2 .6) га царанг) ушбу

У\ =  fx(x,yx> • • • . Уп)>
У'2 =  f 2( x , y 1, . . . .  г/„),
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куринишда ёзган эдик. Агар (2.6) системада fx(x, y lt ■■■,уп), 
f2(x, у и  . . ., у„), . . ., f„ (x ,y lt . . ., ип) функциялар х  га 
ошкор борлик булмаса, у холда бу система

куринишда ёзилади. (3.18) куринишда ёзилган нормал 
системани биринчи тартибли дифференциал тенгламалар­
нинг нормал автоном (ёки динамик) системаси дейилади.

Ж уда куп татбиций масалаларни ечишда (3.18) кури­
нишдаги автоном системалар билан тавсифланадиган жара- 
ёнларии урганишга тугри келади. Шу жихатдаи автоном 
системалар мухим а^амият касб этади. Назарий жихатдан 
х̂ ам автоном системаларнинг бошца системалардан фарц 
циладшан характерли хоссалари мавжуд.

К,айд цилиб утамизки, ихтиёрий нормал системани 
тенгламалари сонини биттага ошириш хисобига автоном 
систсмага келтириш мумкин. ^ацицатан, (2 .6) системада 
х  =  уп | , деб, уп+х =  1 тенгламани хосил цилиш мумкин. 
Бунда (2 .6) система урнига

автоном систсмага эга буламиз.
Автоном системанинг баъзи мухим хоссаларнга тухта- 

ламиз.
1- л е м м  а. Агар у  =  (р(х), х£1 функция  (3.18) систе­

манинг ечими булса, у  холда шундай узгармас С лар  
топиш мумкинки, у- ц (х -] С )  функция \ам  бу система­
нинг ечими булади.

И с б о т .  ^ацнцатан, равшанкн,

бу орда <|(х) ва f(y) лар п улчовли устун-векторлар. Лемма 
ИСб<>1 буЛДН.

У\ =  Ш »  • • •> У г)' 
У2 ' f г(Уг I • • • > Уп) I

y n =  f n ( y i >  • ■ • • % )

(3.18)

У\ fi(^/n+ i ’ Уг> • • •> Уп 
У2 ~  f2(yn+\’ УгI • • •> Уп)>

(3.19)
Уп fn(yn+ v  У1' • • •> Уп)» 
Уп+ 1 =  1

I С)
dx

вектор-функция (3.18) 
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системанинг I  интервалда аникланган ечими булса, у хол­
да ушбу {у: у  =  ф(х), х£/} туплам п улчовли Rn фазода 
эгри чизицни тавсифлайди. у  — ф(х), х £ / эса бу чизицнинг 
параметрик тенгламасидан иборат. Шу эгри чизицни авто­
ном системанинг \олат  траекторияси, тегишли фазони 
эса автоном системанинг хрлатлар фазоси деб юритилади. 
^олатлар фазосининг характерли хусусиятларидан бири 
шуки, п  +  1 улчовли Rn+l фазода чизилган интеграл эгри 
чизикни абсцисса уки буйлаб R n фазога ортогонал проек- 
цняласак, х осил булган эгри чизик х°лат траекториясидан 
иборат булади.

Купинча холат траекториясини урганиш интеграл эгри 
чизицлар хацида тула тасаввурга эга булиш учун етарли 
булади.

2 - л е м м а .  Автоном системанинг иккита холат тра­
екторияси ё битта %ам умумий ну^тага эга эмас, ёки 
улар узаро устма-уст тушади.

И с б о т .  Автоном системанинг иккита холат траекто­
риясини у  =  ф(х) ва у  — Tj)(x) деб белгилайлик. х ^ ф х г 
булганда ф(х1) = о | ’>{х2) — Уо булсин дейлик. Агар хх= х 2 
булса, ф(хх) =  ^(Xj) =  у 0 дан x t нинг бирор атрофида 
ф(х)=i|)(x) экани келиб чицади (мулоцазаларимизда автоном 
система учун ечимнинг мавжудлиги ва ягоналиги хацидаги 
теореманинг шартлари бажарилади деб фараз циляпмиз). 
Шунинг учун х1=т̂ х2 х олни куриш лозим. Ушбу у  — 
= i|)(x  +  х 2 — x !)= ti(x ) вектор-функцияни курамиз. Бу 
функция t^Xj) =  ^(Xj +  х 2 — x j  =  ф(х2) =  у 0 булгани 
учун 1-леммага кура (3.18) системанинг ечимидан иборат. 
Аммо ф(хг) =  у0 булгани учун т](х) =  ф(х), яъни ф(х) =  
=  д|з(х - f  х 2 — хх). Лемма исбот булди.

Навбатдаги хоссаларни келтиришдан аввал цуйидаги 
мухим таърифни киритамиз:

Г а ъ р и ф .  Агар о =  (ах, а 2, . . ., а„) нуцта учун
к*)  =;о

вектор-тенглик уринли булса, у холда а нуцта (3.18) 
системанинг мувозанат %олати дейилади.

3- л е м м  а. Агар у = а  нуцта  (3.18) системанинг муво­
занат  хрлати булса, у ( х ) ^ а  вектор-функция шу систг- 
Iманинг — о о < х < + о о  интервалда аникланган ечими 
булади.

И с б о т .  ^ацицатан, у  =  а булса, =  0 ва

f(y(x)) =  f(a) =  °  Дан ~  =  f(a) келиб чи^ади.
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4 - л е м м а .  Агар у —а нуцта  (3.18) системанинг 'муво­
занат холати булса, у  холда у ( х ) —а шу системанинг 
Холат траекторияси булади.

Исботи равшан. Кайд циламизки, агар а нуцта (3.18) 
системанинг мувозанат холати булиб, бирор х — х 0 учун 
/?пфазода у(х) нукта у  =  а нуцтада булса, у цолда х  нинг 
цолган барча х£1 цийматлари учун хам у(х) нукта шу 
мувозанат холатида булади. Шу фикрнинг маъносидан 
эркли узгарувчи х  вакт ролини уйнаётгани куриниб турибди. 
Кейинги мулохазаларимизда х  ни вацт I га алмаштириб 
ёзамиз. Ш ундай цилиб, агар бирор моментда нуцта муво­
занат холатида булса, у цолган вакт давомида хам шу 
Холатда булади, яъни х а Ра кг |т  килмайди.

5 - л е м м  а. Нуцтадан фарк киладиган холат траекто­
рияси силлиц эгри чизикдан иборат.

И с б о т .  Хацикатан, агар у  =  <р(/) функция (3.18) 
системанинг ечими булиб, мувозанат холатидан фарц 
килса, у холда t =  /0 да у 0 — <[(/„) нуктада уринма вектор

‘̂ Г га тенг- Аммо ^  =  /(ф('о))=/(</0)- Энди ф(/0) =  г/° 
нуцта ихтиёрий эканидан лемманинг исботи келиб чицади.

Куйида холат траекторияларининг турларини ажратиб 
берадиган мухим теоремани келтирамиз.

3 .9 -т е  о р е м  а. (3.18) автоно'М системанинг холат  
траекторияси цуйидаги уч типдан бирортасига мансуб  
бдлади:

1) узини-узи кесмайдиган нуктадан фарцли силлиц  
эгри чизиц\

2) спиц силлиц чизиц (цикл)\
3) иуцта.
Агар у  «| (/) ечимга мос \олат  траекторияси си л лиц 

спиц эгри чизицдан иборат булса, б у  ечим Т >  0 даврли 
функция булади.

И с б о т .  Агар холат траекторияси мувозанат холатидан 
фарк, цилса, бу чизиц 5-леммага кура силлиц эгри чизиц 
булади ва у ё ёнпц булади, ёки ёпиц булмайди.

y —(f(t) ечимга мос ёпиц холат траекториясини Г  деб 
белгилайлик. Бу ечим даврий эканини исбот киламиз. 
Бирор а£Г  ни оламиз. 1-леммага кура а =  ср(0) деб олса 
булади. Шу траекториянинг элементар ёйи узунлиги цуйи- 
дагича топилади:

ds =  I dx  I dy
dt dt =  \ M i ) ) \ d t .  (3.20)
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/(ф(/)) функция Г да цуйидан ва юцоридан чегараланган, 
чунки Г  — нуцталарнинг чегараланган тупламн деб цара- 
лиши мумкин, яъни 0<Гт< |/(г/)|<У И <оо', у£Г.  Энди 
(3.20) ни 0 дан t гача интеграллаймиз ва тегишли ёй 
узунлигини Щ) деб белгиланмиз:

1

Щ) =  1 |/(ф (*)|*.

I

Бундан /(/) =   ̂ | /(ф(т)) \dr> m t,  яъни l ( t )> m t.  Демак,
о

I(t) функция t нинг монотон усувчи функциясидир. Шун­
дай цилиб, l(T) =  I буладиган ягона Т > 0 мавжуд. Шунинг 
учун равшанки, ф(Г) =  ф ( 0 ) .  Бу муносабат биринчи марта 
бажариладиган Т  нинг кийматини топиш учун ушбу

г

/ =   ̂ ! ^(ф(т)) I cfr (3.21)
о

тенгламанинг энг кичик мусбат ечимини (илдизини) топиш 
лозим булади. Теорема исбот булди.

М и с о л .  Ушбу

У\ =  Уъ>
У'2 =  — У1

системанинг мувозанат холати ва даврий ечимларини 
топинг. Сунгра (1,0) нуцтадан утадиган ёпик; ^олат траек­
торияси ёйи узунлигини цисобланг.

Е ч и ш .  Маълумки, юцоридаги системанинг умумий 
ечими

[ и Л  ( s in t \  / — cos A  — C 2c o s ^
У = \  Ь = С1 . + С\ cos 11 \  s in  t )  VCjtCOs^+C2s i n / /

дан иборат. Бу ечимни яна
у 1 =■= A cos (t +  а), 
у . ,=  A  sin (t +  ос),

( Л > 0, а  — ихтиёрий узгармас) куринишда х^м ёзиш 
мумкин. Равшанки, у\ +  у \  =  А2- Маркази координаталар 
бошида булган концентрик айланалар оиласи цосил булди.



Бу айланалар ичида (1,0) нуцтадан утадигани у \  +  г/| =  1 
айланадир, унинг радиуси: А =  1. Бир томондан, бу айлана 
ёйининг узунлиги 2л га тенг. Иккинчи томондан, А =  1 
булганда шу айлананинг параметрик тенгламаси

у г — cos (t -j- а ) (=< рг(0), 
у 2 =  sin  (t - f  а) (= Ф ,(0 )

каби ёзилади. Шунинг учун |/(ф(0) |=  | П (ф (0 )+ ^  (ф(0) =
т______________________

=  1 /  s in2(/ +  а ) +  cos2(t +  а ) =  1. Демак, 2л =  j 1. dx дан
о

Т  =  2я келиб чицади. Энг кичик давр Т  =  2л дан иборат. 
Шу билан бирга А'-2л, к =  ± 2 ,  + 3 ,  . . .  сонлар цам давр 
булади.

5- §.  ЧИЗИКЛИ БИР ЖИНСЛИ УЗГАРМАС КОЭФФИЦИЕНТЛИ СИСТЕ­
МАНИНГ ^О ЛА ТЛ А Р ТЕКИСЛИГИ

Чизицли бир жинсли узгармас коэффициентли иккинчи 
тартибли системани курайлик. Бундай система

йух 
dt ОцУх г #12У2*

dy 2
~  =  апУ1 « 2 2 ^ 2

(3.22)

куринишда ёзилади (aij — const). Бу системанинг мувоза­
нат цолати

«п У\ +  «is Иг =  0.
«21 У\ +  «га Уг =  0 (3.23)

системанинг тривиал ечими у х =  0, у.г >■ 0 дан иборат бу­
либ, ^олатлар текислигида координаталар бошидан иборат. 
Бизни шу мувозанат ^олат атрофида ^олат траекторияла- 
рининг куриниши (тасвири) цизицтиради. Бу эса | А \ — 

= d e t(a f.) детерминантга боглиц булади, чунки мсс харак­
теристик тенглама .

к'11 12 =  о (3.24)

куринишда ёзилиши маълум. (3.24) тенглама к га нисбатан 
квадрат тенглама булиб, унинг илдизлари ки  к2 хлкикий 
ёки комплекс булиши мумкин. Зслатиб утамизки, ац лар 
^ациций узгармаслардир.



*

20- чизма. 21- чизма.

I. /гх в a к2 ^ а ц и ц и й ,  ^ а р  х и л  в а  н о л д а н  ф а р ц -
ли.

1) ва к2 лар бир хил пшорага эга. Шу холга ва 
умуман, I цолга тегишли мулоцазаларни (3.22) системани 
соддароц куринишга келтириб олиб борилса к у лай булади. 
Эслатилган I холда узгарувчиларни шундай алмаштириш 
мумкинки, натижада ^осил булган система

куринишга келади. Бундан z t — С ^ ' 1, z2 =  C2ek‘f. Бу 
(2ц г 2) текисликда холат траекторияларининг параметрик 
тенгламасидир.

Агар к1 <  0, к 2<_ 0 булиб, >  к2 булса, траектория- 
лар 20- чизмадагидек булади; агар кх < 0 ,  к2 <С 0, k t <  k 2 
булса, траекториялар 21- чизмадагидек булади. Хар икки 
цолда цам хосил булган картина тургун тугун картина- 
си (цамма траекториялар буйича харакат / - >  + ос да му­
возанат холати томон йуналган) дейилади. Агар &1> 0 ,  
k 2 >  0 булса, биз яна юцоридаги картинанинг узига — 
фацат йуналиши тескари булган ^олда — эга буламиз. Бун- 
дай картина тургунмас тугун картинаси дейилади.

2) k x ва 1i2 лар турли ишораларга эга. А гар 6 2< 0 < / ’1 
тенгсизлик уринли булса, у цолда биз эгар картинасига 
эгамиз. Бу 2 2 - чизмада тасвирланган. Агар k1< i 0 < k 2 
булса, картина 23- чизмадагидек булади.

(3.25)
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22- чизма. 2 3 -чизм а.

II. кх ва k 2 к о м п л е к с  с о н л а р .  Бу цолда шундай 
алмаштириш топиладики, натижада янги номьълумларга 
нисбатан

azx — bz2,

bzx +  az2, Ь ф О (3.26)

система хссил булади. Юкорпда k± =  а +  ib, k 2— а — ib 
деб царалди. (3.26) системанинг умумий ечимини

zx =  R  eat cos (bt -\- a), 
z2 — R e al s \n (b t  +  a), / ? >  0

деб ёзиш мумкин. Бу эса ^олат траекторияларининг пара­
метрик тенгламаларидир. Траекторияларни чизиш учун 
г =  Real, ср =  bt +  а  цутб коордннаталарини кирнтамиз.

ф—a  _  а а_

Топамиз: t — 5 ^ ^ - в а  г = Re b — Re ь - е ь ^ - - = Р х  
ь

“ „ а а
- г -  <Р - г  Ч> --------------- - г - а

Х е  . Шундай цилиб, r =  P-e  , Р  =  Re тенгла­
мага эгамиз. Охирги тенглама цутб координаталар систе- 
масида берилган спиралдан иборат. Агар а =  0 булса, 
г Р — маркази координаталар бошида булган концентрик 
айланаларга эгамиз. Бу ^олда картина марказ картинаси 
дейилади (24- чизма). Агар а ф  0 булса, фокус картина- 
сига эгамиз. Бу картина a<Z 0, 0 булганда туряун

(3.27)

I rfZj 
dt 

dZi 
dt
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24- чизма. 25- чизма.

фокус, а >  О, 6 > 0  булганда эса тургунмас фокус дейи­
лади (25- чизма).

III .  Агар система
dz  
dt  

dz2 
dt

A _  у i —  H '

=  Z,

куринишга эга булса, kx — k 2 1 булган ^олга эгамиз.
Q

Бу ^олда z1 =  C1et, z 2 =  С2е‘ ва z2 =  — Zj муносабатлар ке-
Ci

либ чикади. Охирги тенглама координатглар бошидан ута- 
диган тугри чизицлар дастасидан иборат (26- чизма).

Агар =  ги  ^ - =  0 булса,г1= С 1е<, z2 =  C2 келиб чи-

цади. Агар Zj =  0 булса, ордината уци мувозанат ^олатлари 
тупламидан иборат булади (27- чизма). Юцоридагига ух-

dZf dZn dz-i i dZnшаш —1 =  0, —2 =  z2; —  =  zx +  a12 z2, —2 =  z2; . . .  ва 
dt dt dt dt 

бошца системаларни хам текшириб, холат траекториялари 
картинасини чизиш мумкин.

Э с л а т м а .  Хрлат траекторияларининг холат текисли- 
гидаги картинаси z lt z 2 узгарувчиларнинг декарт коорди­
ната текислигида чизилди. 5- § да чизилган чизмаларда 
zx ва г 2 координата уцлари узаро перпендикуляр. Улар 
хос сонларга мос келган хос векторлар йуналишига эга. 
Берилган А матрицага мос | А — кЕ  | =  0 тенгламанинг 
(характеристик тенгламанинг) илдизлари шу матрицанинг
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?6- чизма. 27- чизма.

хос сонлари дейилади. Берилган к хсс сонга мос h хос 
вектор деб Ah  =  kh тенгламанинг ечимига айтилади. К>у- 
йида берилган манщда холат траекторияларининг картина- 
сини чизиш учун аввал хос векторларни (уларнинг йуна- 
лишини хос йуналишлар дейилади) топиш лозим. Сунгра 
хос векторлар йуналиши буйича у г ва у 2 ларнинг декарт 
координата текислигида чизмани ясаш лозим. Бу цолда 
тугун, фокус, марказ ва бошка картиналар бир оз «эзил- 
ган» куринишни олади.

5 - § г а  д о й р  машк;

I. Куйидаги системаларнинг холат траекториялари кар- 
тинасини чизинг.

1. dy 1 
dt ,=  2«/i, 2. dt ~ 3. II

-g'N 2^i
dy_2 
dt == У 2’ —  — 2 и dt

dy2
dt У  2'

4. dy i 
dt. =  У и 5. { d j X -  u 

dt — 6. II

*1* 2 У г
dy^
dt =  - 2  у i'

J dU Q r)
l w  =  - 3^

II •
У  i-

7. dy\.
dt =  2 f / i - ~ У г ' 8. {dy± _  о  

dt ~ +  У 2'
dy-г
dt =  y L + 2 Уг'' =  -  *Уг + У  2'
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9. ' dyi 
dt

=  У х  +  Уг'<

10. 7 Г  =  —  Ух  +  3i/2,
dy. I
i f  = - У х  + У г -

l l .  Параметр а  нинг кандай цийматларида куйидаги 
системаларнинг холат траекториялари картинаси тугун, 
фокус ёки марказ булади:

1 • f ^ 7  =  — 3Л  +  а У» 2 - f Чт =  3У* +  а ^>

3.

?&=*2ух +  у г\

' di f  =  a y 1 +  ( 1 -  

%  =  Й  +  i /2;

а) г/2.

dt

fg f =  — 2г/1 +  г/2;

- % f  =  а Ух +  г/2.

^ 2 =  — У1+(1—<%,



ОДДИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР УЧУН 
ЧЕГАРАВИЙ МАСАЛАЛАР

1- §. ЧЕГАРАВИЙ МАСАЛАЛАР Х,А1\ИДА УМУМИЙ ТУШУНЧА

4 -  б о б

Аввал курилган дифференциал тенгламалар ёки улар- 
нинг системалари учун Коши масаласи билан танишган- 
миз. Содда цилиб айтганда, Коши масаласи берилган нук­
та дан утадиган интеграл эгри чизик ни излашдан иборат 
эди. Агар интеграл эгри чизи^нннг берилган икки ну^та- 
дан утиши талаб этилса, бу масала Коши масаласидан 
фар^ килиб, берилган икки нуцтанинг хар бири учун ало- 
^ида олинган Коши масаласи ечимга эга булса хам, бу 
^уйилган масала ечимга эга булмаслиги мумкин.

Биринчи тартибли дифференциал тенглама учун масала 
^ис^ача

y  =  f ( x , y ) ,  У (Х0) =  у а, у ( х г) =  у х (4.1) 
ах

каби ёзилиши мумкин. Агар у ( х 0) =  Уо шартни ^аноатлан- 
тираднган ечим мавжуд булса, у ечим у ( х 1) =  у 1 шартни 
хам каноатлантирадими ёки йуцми? деган саволга жавоб 
бериш лозим булади. Бу холда тегишли саволга бевосита
текшириш билан жавоб бериш мумкин. Масалан, у'  =  - i ,
х > 0 ,  у { е ) =  1, г / ( 1 ) =  1 масала ечимга эга эмас. Да^и- 
ь^атан, у =  In х  +  С берилган тенгламанинг умумий ечими, 
у(е) =  1 шартга кура 1 =  In е +  С ва С =  0. Демак, у  =  
=  \ п х  ечим у ( е ) =  1 шартни цаноатлантиради. Аммо бу 
функция г/(1) =  1 шартни ^аноатлантирмайди, чунки у (  1) =
=  In 1 =  0 Ф  1. Шунга ухшаш, ушбу у  — х > 0 ,  у(е)  =
=  1, i / (l ) =  0 масала ечимга эга. Бу ю^оридаги мулола­
зала р дан куриниб турибди (28- чизма).

Иккинчи тартибли дифференциал тенгламалар учун 
У" — f (х, У, у' ) ,  у(Хо) =  у 0< У{хх) =  Ух масала к;уйилиши 
мумкин. Бу масалада интеграл эгри чизи^ (х0, у 0) ну^та-
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28- чизма. 29 - чизма.

дан цандай у 0' — бурчак коэффициент билан утиши аввал- 
дан берилган эмас. Мисол сифатида ушбу

У" +  У =  0, у  (0) =  0, у  (хх) =  ух

масалани текширайлик. Берилган тенглама характерис­
тик тенгламасининг илдизлари ±  i ва умумий ечим у  —
— Сх cosx  +  С2 s in  х дан иборат. Бундан у  (0) =  0 шартни 
к,аноатлантирадиган ечим у  =  С2 s in  х, Сх =  0 экани ке­
либ чи^ади. Агар x x =  k n  (k — берилган ихтиёрий бутун 
сон) булса, y ( kn)  =  C2 s in  /гя =  0 (С2 — ихтиёрий булган­
да хам)- Агар хх Ф k  л  булса, у х°лда у х =  С2 s i n x x дан
С2 == ———, sin  хх Ф 0. Тегишли ечим у  — —— -sin  х дан 

s in x j  sin  лгх
иборат. Курилаётган масала ечимга эга. Аммо у(0) =  0, 
у  £1j  =  о шартларни цаноатлантирадиган тривиал булма­

ган ечим эса мавжуд эмас. Бунинг исботи С2 Ф 0 булган­
да С2 sin-^- =  С2 ф  0 дан куринадн. Агар берилган чи-

зицли тенгламанинг тривиал у  — 0 ечимини олсак, бу ечим 
учун г/(0) =  0, у ( х i) =  0 (хх— берилган ихтиёрий сон) 
шартлар ханоатлантирилади (29- чизма).

Юкррнда куйилгаи ва Коши масаласидан фарк ^илади- 
ган масала икки нуцтали чегаравий ёки барибир, четки 
масала деб юритилади. Масала бундан умумийроц кури­
нишда хам ^уйилиши мумкин.
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2- §. ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ ЧИЗИКЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ 
ТЕНГЛАМАЛАР УЧУН ЧЕГАРАВИЙ МАСАЛАЛАР

1. Икки нуктали чегаравий масала. Ушбу

У" +  Pi (*) У' +  Ра (*) у  =  ф (х) (4.2)
тенгламанинг

y ( x 0) B= y 0, y ( x J  =  y 1 (4.3)
шартларни каноатлантирадиган ечимини топиш масаласи
(4.2) тенглама учун икки нуцтали чегаравий масала деб 
юритилади. (4.2) — (4.3) масалани узгарувчини алмашти- 
рнш билан соддалаштириш мумкин. Чунончи,

z = y —  SlU h .  (X — X0) —  y 0t * =**
Xi — x0

деб алмаштириш бажарсак z (х0) =  0, z (xt ) =  0 га эга бу­
ламиз. Бу алмаштириш натижасида (4.2) тенглама яна 
иккинчи тартибли чизикли дифференциал тенгламага утади. 
Бунга бевосита хисоблаш билан ишонч уносил цилиш мум­
кин.

Купинча (4.2) тенгламани текширишга кулай булган 
бош^а куринишда ёзилади. Агар (4.2) нинг икки томонини
eJ p i (A' х ф у Нкцияга купайтирсак,

7 - ( P(x ) y ' )  +  q ( x ) y  =  f ( x )  (4.4)
ах

куринишдаги тенгламага эга буламиз. Ю^оридаги муло^а- 
зани эътиборга олиб, (4.4) тенглама учун

y ( x 0) =  0, y ( x i ) = 0  (4.5)
шартни каноатлантирадиган ечимни тспиш масаласини ^у- 
йишимиз мумкин.

Агар /(х )= £  0 булса, (4.4) — (4.5) масала бир жинсли 
булмаган, f (х) =  0 булганда эса бир жинсли масала деб 
юритилади.

2. (4 .4) — (4.5) ivacajia учун Грин функцияси. Икки 
аргументли G(x,  .') функция куйидаги туртта шартни ца- 
ноатлантирсин:

1°. G ( x , s )  функция х буйича х 0 <  х <  х х интервалда 
узлуксиз булиб, s ■— тайинлаган ва x 0 < s < ; x 1;

2°. G (х, s) функция х0 <  х <  хх интервалда х =  s дан 
бошка бгрча нукталарда ушбу

(ру'У +  ЧУ =  о
бир жинсли тенгламанинг ечимидан иборат;
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3°. G(x , s )  функция
G ( x 0, s) =  G (xlt s) = 0

чегаравий шартларни ^аноатлантиради;
4°. x  =  s ну^тада Gt (x, s) ^осила биринчи тур узилиш-

га эга булиб, унинг сакраши —!— га тенг, яъни
P (s)

g; ( s +  o,s) - g; ( s - o, s) =  - i —
p{s)

ёки
G' (s ,s  +  0 ) - C ; ( s s - 0 )  =  — l— .

p(s)
Бу холДа G(x , s )  функция ^уйилган (4.4) — (4.5) чега- 

равий масаланинг Грин функцияси  деб аталади.
4 . 1 - т е о р е м а .  (Гильберт теоремаси). Агар ( 4 . 4 )  —

— (4.5) масаланинг Грин функцияси маълум булса, бу  
масаланинг ечими

Х\
у =  i G ( x , s ) f ( s ) d x  (4.6)

формула билан ёзилади, аксинча агар у = у ( х )  функция  
цуйилган масаланинг ечими булса, уни  (4.6) куринишда 
ифодалаш мумкин (бу ерда f (х) — узлуксиз функция).

И с б о т .  ^а^и^атан, (4.6) формула билан аншуганган 
у ( х )  функция у  (х0) =  у  (хх) =  0 чегаравий шартларни ^а- 
ноатлантиради, чунки Грин функциясининг таърифига

*1
кура G (х0, 5) =  G (х1У s) =  0 ва у  (х0) =  \ G (х0, s) f  (s) ds =

X i

— 0, y ( x 1) =  | G( x l t s) f ( s )ds  =  0.  Энди (4.6) формула би-
io

лан ани^ланган у( х)  функция (4.4) тенгламанинг ечими 
эканини курсатамиз. Бунинг учун аввал (4.6) ни ^уйида- 
гича ёзамиз:

X  X t

i/ =   ̂ G ( x , s ) f ( s ) d s +  | G(x,  s ) f ( s )ds .
Х 0 X

Бундан у  ( jc) ,  у"(х )  ^осилаларни ^исэблаймиз:
X  X i

у' (х) =  ] G' (х, s) [ (s) ds +  j  Gx (x, s) f (s) ds +  G (x, x  —
x Q i
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- 0 ) f ( x )  —  G(x,  x  +  0 ) / (x) =  [ G'x (x, s) f  (s) ds +
*oXi Xi

+  j  Gx (x, s) f  (s) ds =  j  G'x (x, s) f  (s) ds; y" (x) =

- ' I

X  X 0

X t  X t

=  j  G ^  (*, s) / (s) ds +  j  G ^ (x, s) f (s) ds +
X 0 X

+  [G ;(x , x  — 0) —  G'x (x ,x  +  0)]/(* ) =
X

=  j  G ^ ( x ,s ) f (x )d s  +  ^  f(x).
*o

г/(дг), у '  (x), у" (x) ларнинг ^ийматини (4) га ^уксак,
X t

j  \р (х) G"xx {х, s) -f- р ' (х) G' (х, s) +  q G ( x , s ) ] f  (s) ds +

+ f ( x ) ^ f ( x ) -
Энди ^уйнлган (4.4) — (4.5) масаланинг ечими мавжуд 

булса, уни (4.6) формула билан ёзилишини исботлайлик. 
у ( х )  цуйилган (4.4) — (4.5) масаланинг ечими булсин, бу 
масаланинг Грин функциясини (мавжудлигини кейинроц 
курсатамиз) G (х, s) билан белгилайлик. (4.4) тенгламани 
G (х, s) га,

(p(x)G'x)' + q ( x ) G  =  О

тенгламани у(х)  га купайтириб, биринчисидан иккинчисн- 
ни айирамиз:

[ (р (х) у ' ) '  G —  (р (х) GXY y) =  G (х, s) f (x)
ёки

£  \ p ( x ) y '  G —  p(x)G'x y\ =- G (*. s) f (x ) .

Бу тенгликнинг j^p  иккала томонини х 0 дан гача ин- 
теграллаймиз (бунда Gx (x , s )  функция x  =  s булганда би­
ринчи тур узилишга эга ва у(х) ,  G( x , s )  функциялар (4.5) 
чегаравий шартларни каноатлантиради):

s —О

[Р (х ) У G у  (х) р(х)  Gx (х,  s)] | +
*0

X t  X t

+  [ р ( х ) у ' G — y( x )p(x )G' x ( x , s ) ] \  = — j G ( x , s ) f ( x ) d x .
s 4 0 x„
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Бундан чегаравий шартлар ва Грин функциясининг хссса- 
сини эътиборга олиб

— y(s)p(s)G'x (s —  0, s) +  y(s)  p( s )Gx (s +  О, s) =

=  j  G(x,  s ) f ( x ) d x  
*0

..еки
Xi

y(s)  =  j  G(x,  s ) f ( x )  ds
X0

ни ^осил ь^иламиз.
s ни x билан алмаштирсак:

Xi
у ( х )  =  j  G(s,  x )f(s) ds 

*0
Хосил булади.

Куйилган масаланинг Грин функцияси G уз аргумент- 
ларига нисбатан симметрикдир, яъни

G(x,  s) — G(s, х).

Буни эътиборга олсак, охирги муносабатдан (4.6) келиб 
чи^ади. Энди G( x , s )  нинг симметриклигини курсатиш 
к,олди. Бунинг учун

-  s("£)+ « - ш  = U PI)+*2 <*»
белгилашларни киритамиз. Ихтиёрий у £ С 2, г £ С 2 функ­
циялар учун цуйидаги

2 L (у] =  у L [2] =  £  [р (Z у'  — yz ' ) ] =f  (х) 2 — g  (х) у  (4.7)

Грин формуласи уринли булади. Бу формулада 2 =
— G(x ,  I), y  =  G( x , s )  десак L[y]  =  L[z] =  0 булади. 
Интеграллаш сохаси х 0 <  х  <  х } ни 3 булакка, яъни 
х 0 <  х  <  s, s <  х  <  ?, £ <  х  <  га булиб, (4.7) ни инте- 
гралласак:

s —О

p[G(x , l )Gx, (х s) —  G(x ,  s)Gx (x,  | ) ] |  +  p[G (хЛ)  G'x (x,s)—
х а1-0

- G ( x , s ) G x (x,  g )] | + p [ G ( x , l ) G ' x ( x , s ) ~
s 4 0
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Xt
— g (x ,s )g ;( jc ,e )- i  I = o  

1+0
тенгликни х°сил ^иламиз. Бу ердан Грин функциясининг 
хоссаларини эътиборга олсак, ^унидагига эга буламиз:

s -0

р [G (х,  I) G' (х,  s) — G (х, s) Gx (х, 1)] | +  Р [G (х,  1) G’ (x,s)—
14 0

1-0
— G( x , s ) G '  (x,  g)J I = 0

s+ 0

ёки
p (s) G (x, I) [Gx (s — 0,s) — G'x (s +  0,s)] —

- p ( s ) G  (s, s) [G'x (s, I) -  G; (s, I)] 4- p (l) G( l ,  I) [G'x (I,  s) -
- G ; ( i , s ) ] - / 7 ( i ) G ( i , s ) [ G ; ( i - o , i ) - G ; ( i 4 - o j ) ]  =o

ёки

P ( s ) G ( s , o f 4 r - P ® G ( ^ s ) f - r J  =  0 -' P (S) \ p  (s) /

Бундан
G (s, I) =  G (;, s).

Шу билан 4.1- теорема тула исбот булди.
Энди ^уйилган масаланинг Грин функциясини тузиш 

билан шугулланамиз. Бундан Грин функциясининг мав- 
жудлигини таъминлайдиган етарли шартлар келиб чик;ади. 

Ушбу

(Ру'У + Ч У =  0 (4.8)

бир жинсли тенгламанинг у  (хп) =  у  (лгх) =  0 чегаравий 
шартларни каноатлантирадиган ечими у  аа 0 булсин.

(4.8) тенгламанинг у ( х 0) =  0, у' (л:0) =  у 0 Ф 0 бошлан­
гич шартларни каноатлантирадиган ечимини у г (х) деб бел- 
гилайлик, бундай ечим мавжуд, чунки р, р'  ва q лар х0 
нук,та атрофида узлуксиз. Бу ечим, умуман олганда, ик­
кинчи у ( х г) =  0 чегаравий шартни цаноатлантирмайди.

Маълумки, у  =  у х (х) (бу ерда Сх — ихтиёрий узгар­
мас сон) функция у ( х 0) =  0 чегаравий шартни цаноатлан- 
тиради. Худди шунга ухшаш тенгламанинг у  (л:х) =  0 чега­
равий шартни каноатлантирадиган тривиал булмаган ечими 
у 2(х) ни топамиз. С2у 2(х) хам */2(^1) =  0 чегаравий шарт-
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ни цаноатлантиради (бу ерда С2 — ихтиёрий узгармас сон). 
Грин функциясини ^уйидаги куринишда излаймиз:

G ( x , s )  = f * o < x < s >
I 2 Уг (x)< ^  -̂ i •

Бу ердаги Cx ва C2 ларни шундай топамизки, натижада 
Грин функцияси 1° ва 4° шартларни каноатлантирсин, 
яъни 1) G (x ,s)  функция тайинланган s учун х  буйича 
узлуксиз булсин, хусусий холда х =  s да узлуксиз:

С х Уу (s) — С 2 У2 («) =  0 (4 -9 )
ва 2) G^.(x, s) функция х  — s ну^тада узилишга эга булиб,

унинг сакраши — га тенг булсин:

c 2y'2- c i y \(s)=  - L .  (4.10)
Р I5/

Равшанки, г/2 (х) функция билан чизикли боглиц булган 
функциялар Сх ух (х) куринишга эга булади. у1 (х1)ф О  
булганидан Сх у ( х х) Ф 0, (Сх ф 0) булади. Шу билан бирга 
у 2 (хх)==0. Булардан у х(х) ва у2(х) ларнинг чизикли эрк- 
лилигн келиб чикади. Д ем ак, мсс Вронский детерминанти

W(x) = Ух У2 
У\ У2

текширилаётган х  =  s ну^тада нолдан фар^ли булади. 
Шунинг учун (4 .9), (4.10) системадан Сг ва С2 ларни 
топамиз:

Q _  Уг (S) Q _  У2 (s)
1 W  (s) р (s) ’ 2 ”  U7(s) p(s>-

Бу ларни эътиборга олсак, Грин функцияси

У г (s) Уг (*)

G (x , s) —
Г  (s) р fs)

Ух (s) У2 (£)
W7 (s) р (s) ’

куринишга эга булади. (4 .7) формуладан W (s) р (s) =  const 
эканлиги келиб чикади. у х(х) ва у 2(х) хусусий ечимларнн 
шундай танлаш мумкинки, натижада U 7 (s )p (s )= l бу­
лади. Бу холда'хуйилган масаланинг Грин функцияси

п ( у  .4 =  1 У * (* )У х (х ) ,  Х0
i Ух (s) Уг W .  s <  *  <  * i  
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формула билан берилади. Бу формуладан ^уйилган масала 
учун Грин функциясининг симметриклиги куриниб ту- 
рибди.

М и с о л. Куйидаги

y" +  y= f(x ) ,  у (0) = 0, = о

чегаравий масаланинг Грин функциясини топинг.
Е ч и ш. Энг аввал у" +  у =  0 тенгламанинг у  (0) =  0 

шартни ^аноатлантирувчи y 1 =  C1s in x  ечимини топамиз.
Сунгра шу бир жинсли тенгламанинг у  =  0 шартни

^аноатлантирувчи у 2 =  Сг cos х  ечимини топамиз. Грин 
функциясини куйидаги куринишда излаймиз:

. , С, s in x ,  0 <  х <  s,0 ( x , s )  =  \ 1
С2 COSX, S г£ X <  •

Грин функцияси x =  s ну^тада узлуксиз булгани учун

С2 s in  s — С2 cos s =  0

муносабатга, хосиласи эса х  =  s ну^тада узилиш гаЗэга 
булгани учун р(х) =  1 ни хисх>бга олсак,

— С2 sin  s — Сх cos s =  1

муносабатга эгамиз. Бу икки тенглама системасидан Сх =  
=  — coss, С2 = — s in s  ларни ^осил ^иламиз. Д ем ак, ^у- 
йилган масаланинг Грин функцияси

. ( — cos s s in x ,  0 < x < s  
G ( * , s ) =  .

— s in s  co sx , s <  x  <  у

формула билан ифодаланади.
Э с л а т м а .  Биз (ру')' +  qy =  0 тенгламанинг г/(х0) =  

=  У (* i) =  0 шартларни ^аноатлантирувчи тривиал булма­
ган ечими мавж уд эмас деб фараз ^илдик. Бу шарт цу- 
йилган (4.4) — (4.5) масала ечимининг мавжудлигини ва 
ягоналигини таъминлаш билан бирга, ^уйилган масала 
Грин функциясининг ягоналигини хам таъминлайди.

} ^ и ц атан , ^уйилган (4.4) — (4.5) масаланинг иккита 
G i(x , s), G2 (х , s) Грин функциялари мавж уд деб фараз

10* 147



^илсак, мос равишда иккита х;ар хил ечимни ёзиш мум­
кин:

х

Ух (х) =  .1 G1 (x,s)f(s)ds,
х0
Xi

У А х )  =  J  Gi (x,s)f(s)ds.
Х о

Буларнинг айирмасидан иборат ушбу
Х \

j  [Gx{x, s) — G2(x , s)]f(s)ds
Xo

функция бир жинсли тенгламани ва (4.5) чегаравий шарт­
ларни каноатлантиради, бу эса фаразимизга к^рема-^арши- 
дир. Д ем ак, Gj =  G2. Энди юкорида цуйилган чегаравий 
масаланинг Грин функцияси G (x ,s ) га ва масаланинг 
ушбу

Xi
У (х) =  j  G (x,s)f(s)ds  

*0

ечимига физик маъно берамиз. Бунинг учун эркли узга- 
рувчи х ни t билан белгилаймиз.

Физиканинг куп масалаларида
(P(t)y' (t)Y+q(t) У  (t) =  f(t) (4 .4 ')

тенгламанинг у (t) ечими бирор механик системанинг [хп, хг] 
интервалда узлуксиз та^симланган f ( )̂ куч таъсири остида 
силжишини ифодалайди (бу ерда t — ва^т).

Фараз килайлик, t < is  булганда система тинч турган 
булсин, уни fE(t) куч  таъсирида силжитайлик, бу ерда 
/Е (t) куч фа^ат s <  t <  s +  е оралигида нолдан фарцли 

булиб, долган ну^таларда нолга тенг, шу билан бирга куч 
импульси 1 га тенг:

х+е,

I  /е ( 0 ^ = 1 .
X

Энди yE(i) орцали

(p ( t )y '( t) ) '  + q ( t )  у  (t) =  f£(t),
У (х0) = У (Хх) = О
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чегаравий масаланинг ечимини белгилаймиз. Демак,
xf

ye(t) =  j G (t,s)  fe(s)ds
X l

формула уринли. Урта циймат ха^идаги теоремани ^уллан- 
сак:

S + E

yE(t) =  G ( t ,s  +  e*) j f j r ) d r  =  G(t, s +  e*), 0 < e * < e .
S

Д емак,
lim  у (t) =  G(t, s).
£—>0

3. Умумлашган Грин функцияси. Биз юкррида L[y] =  0, 
у (х 0) =  г/ (ati) =  0 масала тривиал булмаган ечимга эга эмас 
деб ^абул к,илдик. Куп ^олларда бу масаланинг тривиал 
булмаган ечими мавж уд булади, яъни шундай уй( х ) ф О 
функция топиладнки, Ц у 0 (х)] =  0, у0 (х0) =  у0 ( x j  — О 
булади. Бу холДа ОДДИЙ Грин функциясини тузиш мум­
кин булмай, умумлашган Грин функцияси деб аталадиган 
функцияни тузишга тугри келади. Кейинги мулохазаларда 
у0 (х) деб ю^орида эслатилган масаланинг тривналмас ечи­
мини белгилаймиз, G (х, s) функция куйидаги шартларни 
^аноатлантирсин:

1°. G (x ,s )  функция х  аргументи буйича х0 <  х xt 
интервалда узлуксиз, s — тайинланган ва x0 < s < i  х г\

2°. G (x ,s)  функция х б$'йича [х0, s) ва (s, лгг ] интер- 
валларнинг ^зр бирида

L[y] =  Уо (х ) Уо (s) 
тенгламани каноатлантиради;

3°. G (х0, s) =  G (х1У s )  =  0;
4°. G (s -)- 0, s) — G (s 0, s) =

p(s)
ёки

G’J s ,  s +  0) — G' (s, s — 0) = -------l— .
p ( s )

X i

5°. | G (x, s) y0 (x)dx =  0.
*0

(G(x,s) ва y0 (x) функцияларнинг ортогоналлик шарти).
Юкорида келтирилган 1и — 5° шартларни каноатланти- 

рувчи функция берилган (4.4) — (4.5) масаланинг умум­
лашган Грин функцияси деб аталади.
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Умумлашган Грин функциясини тузиш оддий Грин 
функциясини тузиш каби бажарилади.

г/0 (х) функция L [у] =  0 тенгламани ва у (*„) =  у  (хх) =  О 
чегаравий шартларни каноатлантирадиган нормаллашган

*0
тенгламанинг бирор хусусий ечими булсин. У ^олда охир­
ги тенгламанинг умумий ечимини

куринишда ёзиш мумкин, бу ерда z(x) функция L [ y ]  =  0 
тенгламанинг у0 (х) билан чизшуш эркли ечими. z(x) ни 
шундай танлаш мумкинки,

тенглик уринли булади.
Грин функциясини хуйидаги куринишда излаймиз:

Бу ерда ва |32 номаълум узгармаслар чегаравий шарт- 
лардан фойдаланиб аншуганади. G (х , s) нинг х =  s ну^- 
тада узлуксизлигидан а 2 миь^дор а х ми^дор ор^али ифо- 
даланади. Шундай к;илиб, Грин функциясида фа^ат а х 
номаълум ^ о л а д и .  у нн топиш учун эса 5° шартдан фой- 
даланнш лозим.

Умумлашган Грин функцияси симметрикдир, яъни

G(x, s) — G(s, х).
Ха^и^атаи, ушбу

L[G (x, s)] =  y0 (x)y0 (s) 
тенгликни — G ( x , t ) га,

L [G (x , t)] =  y0 (x)y0(t)

тенгликни эса G(x, s) га купайтириб р;ушамиз. Сунгра Грин 
формуласидан ва Грин функциясининг хамма хоссалари- 
дан фойдаланиб, хосил булган тенгликни х д дан s гача, 
s  дан t гача ва t дан хх гача интеграллаймиз. Натижада

ечим булсин. У1(х) эса L[y] =  у0 (х) y0 (s)

У (*) =  Ух (х) +  а  Уо (х) +  Р 2 (х)

Р(х)[у0 (х)г' (x) — z (x )y 0(x ) ]=  1

G (х, s) =  | г/i (х) +  а гу0 (х) +  Pj z (д:), x < t ,  

Ух (х) +  а 2 Уо (х) +  Р2 2  (х), х > ( .

s—О

p(x)[G (x, s)Gx (x, t) — G (x, t) G'x (x, t) ]! +
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1-0
+  p(x)[G (x ,s)G 'x (x ,t )  — G (x,t)G 'x (x,s)]\ +

s-f-0
X

+  p (x) [G (x, s) G'x (x, t) — G (x, t) Gx(x,s)] | =
H-o

X i  X i

=  г/0 (t) ( G (x, s) y0 (x) dx — y0 (s) j G (x, t) y0 (x) dx =  0
*0 *0

тенгликни ёки
s - 0

p(x)[G (x, s)Gx (x, t) — G(x, t)G'x (x, s))| +
s+0

i- 0

+  p (x) [G (x, s) Gx (x, t) — G (x, t) G'x (x, s)] | = 0
HO

тенгликни хосил циламиз. Бундан изланган снмметрик- 
ликнинг уринли эканига ишонч хосил килиш ь^ийин эмас. 

Куйидаги лемма уринли.
Л е м м а .  (4.4) — (4 .5 ) чегаравий масала ечимга зга бу­

лиши учун f(x) функция билан мос бир жинсли те н гла ­
манинг (3 .5) шартларни каноатлантирадиган тривиал- 
мас ечими узаро ортогонал брлиши зарур.

Лемманинг и с б о т и  (4.7) формуладан бевосита келиб 
чикади.

Э с л а т м а .  Агар (4.5) шартлар урнига ушбу

а гУ ixo) ~*r bty (х0) — Су, (4 11)
а 2у (Ху) +  b2y' (xs) =  С2

шартлар курилса, у  холда а~ +  Щ ф 0, а\ Ь\ Ф 0 булиб, 
Су =  С2 =  0 булса, (4 .4) — (4.11) масала бир жинсли чега­
равий шартли масала дейилади. С\ +  С\ ф 0 булганда эса 
тегишли масала бир жинсли булмаган чегаравий шартли 
масала деб юритилади. Х,ар икки холда (4.4) — (4.5) маса­
ла учун юритилган мулохазаларни олиб бориш, мос Грин 
функциясини киритиш мумкин.

3- § .  Ш ТУРМ — ЛИУВИЛЛЬ МАСАЛАСИ

1. Масаланинг куйилиши. Штурм — Лиувилль масаласи 
^уйидагича цуйилади.



Параметр X нинг шундай ^ийматлари топилсинки, у  
^ийматларда ушбу

L\y] =  — Xy, у (х в) =  у(х1) =  0 (4.12)'
чегаравий масала айнан нолга тенг булмаган ечимга эга 
булсин.

Параметр X нинг тегишли цийматлари м авж уд булса, 
уни (4.12) масаланинг хос сонлари, унга мос ечимни эса 
хос функциялари деб аталади.

Штурм — Лиувилль масаласига битта мисол келтира­
миз. Ушбу

у" +  Ху =  0, у(0)  =  1/(1) =  0 (4.13)
масала цуйилган булсин.

а) Я > 0  булсин. Маълумки у"-\- Ху =  0 тенгламанинг 
умумий ечими

у  =  A cos У Х  х  - f  В sin  У Х  х 
булади. 1/(0) =  0 чегаравий шартдан А — 0 келиб чи^ади. 
г/ (1) =  0 чегаравий шартдан s in ^ A , = 0 ,  Хп =  п2п2 (п =  
=  0, 1 ,2 ,  . . .) келиб чи^ади. Бу холда масаланинг ечими 
(п Ф 0 булганда ечим тривиалмас)

Уп =  Вп s in  п л х ,  л = 1 , 2 , . . .

булади.
б) Я, =  0 булсин. (4.13) тенгламанинг умумий ечими 

у  = А х  +  В  булади. у (0) =  у(\) =  0 чегаравий шартлардан 
А =  В  =  0 келиб чик,ади. Д емак, тегишли ечим у =  О 
булади. Шундай ^илиб, (4.13) тенгламанинг тегишли шарт­
ларни каноатлантирадиган тривиалмас ечими м авж уд эмас.

в) X <  0 булсин. (2) тенгламанинг умумий ечими

у  =  А е У^ + В е ~ У^ х 
булади. Чегаравий шартлардан 

j A -f- В =  О,
1 А е у - х +  В е - у ~к =  О

келиб чи^ади. Бу системадан А =  В — 0 ни топамиз. Д е­
мак, ечим: г/ з= 0. Юь^орида курилган учта ^олга кура цу- 
йидаги хулосага келамиз: агар Хп — п2л 2 (п =  1, 2, . . .) 
булса, (4.13) масала чексиз куп уп — Вп s in /глх ечимлар- 
га эга. Агар Хп ф п 2л 2 булса, (4.13) масала фа^ат тривиал 
ечимга эга. Хп( п =  1 ,2 , . . .) лар (4.12) масаланинг хос
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^ийматлари, уларга мос келувчи уп(п =  1 ,2 , . . . )  функ­
циялар эса (4.13) масаланинг хос функциялари булади.

Лекин хамма вацт хам цуйилган Штурм — Лиувилль 
масаласини осонгина ечиб булавермайди.

Штурм — Лиувилль масаласини умумий холда ечиш 
билан шугулланамиз.

L[y] дифференциал операторнинг оддий Грин функ­
цияси G ( x ,s ) м авж уд дейлик. У холДа Гильбертнинг 
фундаментал теоремасига асосан (4.6) формулада f(x) =
— — Ху(х)  деб (4.12) Штурм -Л и уви лль масаласига экви­
валент булган бир жинсли интеграл тенглама деб юрити- 
ладиган

у (х) =  — X I G (x ,s)y (s )d s  (4 .14)
*0

тенгламани хосил циламиз.
Эслатиб утамизки номаълум функция интеграл белгиси 

остида албатта ^атнашадиган тенгламалар интеграл тенг­
лама дейилади.

Интеграл тенгламаларга оид баъзи тушунчаларни (4 .14) 
тенгламага нисбатан айтиб утамиз.

(4.14) интеграл тенгламанинг у  =  ср(дс) ечими деб 
х0 <  х <  х х интервалда ани^ланган, узлуксиз ва тенгла­
мани

*1
ср(х) =  — X | G (х, s) ср (s) ds

Х о

айниятга айлантирадиган функцияга айтилади. (4.14) тенг­
ламани чизицли бир жинсли интеграл тенглама деб ата- 
лади.

(4.14) чизикли бир жинсли тенглама хаР Д оим ечимга 
эга. Ха^и^атан, (4.14) учун тривиал ср(/) =  0 ечим мав­
ж уд . Аммо бу тенглама тривиалмас ечимларга хам эга 
булиши мумкин. Агар срх (х), . . .  , фА(х) функциялар­
нинг хаР бири (4.14) учун ечим булса, у холДа ? ( * )  =

k
=  2^ С л^ (х)  функция хам ечим булади. Х^ацицатан, шарт

(=1 *1
буйича ф(. (х) =  — X | G (х, s) ф, (s ) ds. Бундан С. Ф. (х) =

Х о
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=  — X \ G (x, s) (C(. <p(. (s ) ) ds келиб чи^ади. Энди i буйича
Хо

йигинди оламиз:
k k Xi

ф (х) =  i  С. Ф; (х) =  — 2  [ *- .1 G (* . s) (с ,- Фг(s)) ds] =  
/=1 i=l 

*i k JC_i
=  — X \ G(x, s)

*o t=I
2  С. ф/ (s) ds — — I  | G (x , s) ф (s) ds.

Xo

Б у эеа тасди^ни исботлайди.
Берилган (4.14) интеграл тенглама учун X нинг шу 

тенглама тривиалмас ечимга эга буладиган ^ийматлари 
G (х, s) ядронинг характеристик  ^ийматлари (сонлар) де­
йилади. Агар X =  Х0 характеристик циймат булиб, у  =  
=  ф0 (х) функция унга мос тривиалмас ечим булса, у хол­
да шу у — ф0 (х ) функция G (х, s) ядронинг А,0 га мос хос 
функцияси дейилади.

1\уйида мухим теоремани келтирамиз.
4 . 2 - т е о р е м а .  Агар L[y] =  (р(х) у ' ) ' +  q(x) у  диффе­

ренциал ифодада 0 < р ( х )  6 С1 [х0, x j ,  q (х) £ С[х0, .v j бу­
либ, параметрнинг Х =  0 циймати (3.11) масаланинг хос 
сони булмаса %амда G (x ,s)  функция (4.4) — (4.5) маса­
ланинг Грин функцияси б()лса, у холда Ш т у р м — Л и у­
вилль масаласи (яъни (4 .1 1 )  масала) (4 .14 )  интеграл 
тенгламани ечиш масаласига эквивалент булади, яъни
1) агар X сон (4 .12)  масаланинг мос хос функцияси у  =  
=  ф (х) б(/лган хос сонидан иборат булса, у хрлда шу X
(4 .14 )  интеграл тенгламанинг мос хос функцияси у =
— Ф (х) булган характеристик сони б(/лади; 2) агар X сон 
(4 .12) интеграл тенгламанинг мос хос функцияси у — ф(х) 
дан иборат характеристик сони булса, у хрлда ф ( х )  £  
€ С 2[х0, x j  ва X, ф ( х )  лар (4 .12)  масаланинг бир-бирига 
мос хос сони уамда хос функцияси булади.

И с б о т . 1) хак.И1̂ атан, агар X ва ф(х) лар шундай 
булсаки, улар учун

Р(х) ф' (* )) ' +  <?(*) Ф (х) =  — Хц>(х), ф (х0) =  ф(хх) =  О 

булса, 4.1 - теоремага кура цуйидагига эгамиз:
Х1 X;

Ф (х) =  | G (x ,s ) (— X ф (s)) ds — X I G (x, s) ф (s)ds.
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Бундан X характеристик сон экани, ф(х) эса мос хос 
функция экани келиб чи^ади.

2) энди
Xl

ф(х) = — X j G (х , s) ц> (s) ds
Х о

айният уринли булсин. Бу айниятнинг унг томонидаги 
функция икки марта узлуксиз дифференциалланувчи (Гиль­
берт теоремасига кура) булиб, L \у] =  / айниятни f (х) =  
=  — Хц>(х) булганда ^аноатлантиради. G (x,s)  функция 
(4.4) — (4.5) масаланинг Грин функцияси булгани учун

Xl
Ф (*о) =  — Х ]  G (х0, s) ф (s) ds — 0, ф ( x j  =  —

ХоXl
— X | G (х1У s) ф (s)ds — 0. Д ем ак, X ва ф (х) лар (4.12)

Х о

масаланинг мос равпшда хос сони ва хос функциясидан 
иборат. Теорема исбот булди.
2. Штурм — Лиувилль масаласи хос сонлари ва хос функ­
цияларнинг хоссалари. Агар L\y\ ^  [р (х ) у']' +  q (х) у 
дифференциал ифодада 0 <  р(х) 6 С' |дг0, дгх], q (x )£ C [x 0, x J  
булиб, параметрнинг Х =  0 ^иймати (4.12) масаланинг хос 
сони булмаса хам G(x, s) тегишли масаланинг Грин функ­
цияси булса, у  холда Штурм — Лиувилль масаласи хос 
сонлари ва функциялари ^уйидаги хоссаларга эга булади.

1°. Штурм — Лиувилль масаласининг хос функциялари 
[х0, X] ] интервалда икки марта узлуксиз дифференциалла­
нувчи.

2°. Штурм — Лиувилль масаласининг хос ^ийматлари 
симметрик G (x ,s)  ядрога эга булган (4.14) интеграл тенг­
ламанинг характеристик ^ийматлари билан устма-уст ту ­
ша ди.

3°. Штурм — Лиувилль масаласининг хос кийматлари 
Ха^и^ий сонлардан иборат.

4°. Ш турм— Лиувилль масаласининг хос ^ийматлари 
оддий хос ^ийматлардир (эслатиб утамизки, характеристик 
^ийматга мос келган чизикли эркли хос функцияларнинг 
максимал сони s тегишли характеристик соннинг карраси 
дейилади. (Шундай таъриф хос ^ийматлар учун хам ки- 
ритилади.)

И с б о т . L оператор учун X хос циймат булиб, у  од­
дий булмасин, бош^ача айтганда X сонига иккита чизикли



эркли и(х), v(x) хос функциялар мсс келсин дейлик. Бу 
Холда шу функциялардан тузилган Вронский детерминанти

х нинг [хд, х 1] интервалдан олинган ихтиёрий ^ийматида 
нолдан фар^ли. Ж умладан W (x0)¥=0, W (хг) ф 0 булиши 
керак. A mmo и(х), v(x) функциялар (4.11) масаланинг 
ечимлари булгани учун и (х0) =  u(x i) — О, v(x 0) =  v (x 1) =  
=  0. Бундан Ц7(х0) =  0, №(дг1) =  0 келиб чицади. Бу эса 

■и(х), v(x) ларнинг [х0, хх]д а  чизикли эркли булсин дейил- 
ган фараз га зид.

5°. Штурм — Лиувилль масаласининг модуллари ка- 
маймайдиган ^илиб жойлаштирилган, яъни

хос цийматлари +  оо га узэ^лашувчи кетма-кетликни таш- 
кил этади.

4 - § . ГРИН ФУНКЦИЯСИНИ ТУЗИШГА ДОИР МИСОЛЛАР

К,уйида оддий ва умумлашган Грин функциясини ту- 
зишга дойр мисоллар курамиз.

М и с о л л а р . 1. Ушбу L[y] =  y" дифференциал ифо- 
данинг у (0 ) =  г/(1) =  0 чегаравий шартларни ^аноатлан- 
тирадиган Грин функциясини тузинг.

Е ч и ш . Грин функциясини

■куринишда излаймиз.
х — s нуцтада G(x,s) функция узлуксиз, лекин унинг 

биринчи тартибли хосиласи Gx(x,s) узилишга эга булгани 
учун

системани хосил к;иламиз. Бу системани ечиб Сх= 1 —5, 
С2 — s ларни топамиз. Д емак, изланаётган Грин функция- 
си хуйидагича ёзилади:

W [и (х), v(x)] =
и (х) v(x) 

и' (х) v' (х)

| Я-х |< | Яа | <  . . . . . .

C1(s)s =  C2(s) (1— s), 

Ci(s) +  C2(s) =  - L  = 1

( 1 — S)x, x < t ,



2. Ушбу L[y\ =  у " дифференциал ифоданинг у(0)= 0 ,  
у'( 1) =  0 чегаравий шартларни каноатлантирадиган Грин 
функциясини тузинг.

Е чи ш . Грин функциясини цуйидаги

G(x,s) - * < 5'
)C2(x), s < x

куринишда излаймиз. Грин функциясининг таърифи буйи­
ча

Ci(s)s =  C2(s),
Q s )  =  1

системага ва С1 = 1 , С3 =  s га эгамиз.
Д емак, изланаётган Грин функцияси ^уйидагича ёзи­

лади:

G(x,s) = х, x c s ,  
s, s < x .

3. Ушбу L[y] у" дифференциал ифоданинг у(—1) =  
=  г/(1) =  0 чегаравий шартларни каноатлантирадиган Грин 
функциясини ^уйидаги

0(x,s) =  j + x < s '
\С2( l — x), х > s

куринишда излаймиз. Сх ва С2 ларни топиш учун ушбу

j Q l  +  s) =  С2(1 — s),
(Сх +  С3 =  1

системага эгамиз. Бу системадан Сх =  1^—5 ва С2 =  

ни топамиз. Д ем ак, Грин функцияси ^уйидагича ёзилади:

( 1— s)( l +  X)
G(x, s) 2

( l + s ) ( l  — x)

, * < S  

x > s .

4. Ушбу L[y1 =  у" дифференциал ифоданинг y(0) =  
=  — y( 1), у (0) = — y'(l)  чегаравий шартларни ^аноатлан- 
тирадиган Грин функциясини тузинг.
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Е ч и ш.  у" =  О тенгламанинг умумий ечими у — а х +  
4-Р куринишга эга булгани учун мос Грин функциясини

г/ х _ / “ !*  + Pi* x < s ‘
(X,s‘ ~ j a 2x  +  р2> х >  s

куринишда излаймиз.
Чегаравий шартлардан рх =  — (а 2 +  Р2), =  — а 2 к е ­

либ чицади. Грин функциясининг узлуксизлиги ва ^осн- 
ласининг 1-т у р  узилиш га эгалиги шгрти буйича ушбу

| — а 2(1 - f  s) — Р2 =  a 2s +  Р2,
{—а 2 — =  1

системага эгамиз. Бу системани ечиб а 2 = — —; Р2 =
1 4- 2s ~=  —-— ларни ^осил Хиламиз. Топилганларни 5'Рнига

Хуйиб, сунгра ихчамлаштирсак, Грин функцияси учун

|4 -(л:—s )+  -7 -, x < s ,
I 2 4
1 1 / \ | 1 _— (s—х )+  — , s<Z x
I 2 4

ёки
G(x,s) =  — \x — s| 4~ —

ифодани топамиз.
5. Ушбу L[y\=(xy')' дифференциал ифоданинг |г/(0)|<оо, 

у(\) =  0 чегаравий шартларни цаноатлантирадиген Грин 
функциясини тузинг.

Е ч и ш.  L[y] =  0 дифференциал тенгламанинг умумий 
ечими

у — a  In х  4- Р. я  >  О 
булганидан, Грин функциясини ^уйидагича излаймиз:

|ах In х - f  Pi х <  s.
\а2 1пх 4- Р2* x > s .

Энди |г/(0)| <  оо дан а х =  0, у(\) =  0 дан Р2 — 0 келиб 
чи^ади. G(x,s) нинг узлуксизлигидан ва Gx(x, s) нинг х =  
=  s ну^тада узилишга эга эканидан

[Pi =  а 2 Ins

G(x,s) =



система келиб чи^ади. Бундан а 2 — —1, Pj =  ln s  ларни 
топамиз. Шундай ^илиб, Грин функцияси ^уйидагича 
ёзилади:

дифференциал ифоданинг |г/(0)| <  оо, r/( 1) =  0 чегаравий 
шартларни каноатлантирадиган Грин функциясини топинг.

Е чи ш . L[y] =  0 тенгламанинг ^иккита чизикли эркли 
ечими х п ва х~п булишини бевосита текшириб билиш мум­
кин. Шунинг учун L[y] =  0 тенгламанинг умумий ечими

булади (бу ерда а  ва р ихтиёрий узгармаслар).
Грин функциясини хуйвдаги куринишда излаймиз:

]г/(0)| <  оо чегаравий шартдан (^ =  О топилади. г/(1) =  О 
шартга кура а ,  =  — (32 келиб чи^ади. Шундай ^илиб, Грин 
функцияси

куринишда изланиши лозим.
G(x,s) нинг x —s ну^тада узлуксизлигидан, Gx(x,s) хо- 

силанинг узилишга эгалигидаи фойдаланиб,

системани хосил ^иламиз. Бу системани ечиб, а х =

6. Ушбу

Цу] =  (ху')' — — ух

*У =  * х п + $ х ~ п

x < s ,
x > s .

a 1sn — а 2(чп — ь~п) =  О,

nscj s'1-1—a 2rc(sn-1 +  s~n~ l) =  —

2 n
Ba a a = -------- ларни топамиз. Демак, изланаётган



Грин функцияси ушбу

G(x, s) =
■ Х п > X<L. S,

2 п

*> .<2n

формула билан аницланади.

7. Ушбу L[ij] =  ( ( I —х2) у 'У — h2
1 —X2

у дифференциал

ифоданинг |t/(-— 1)| <  оо, | ?/(1) | <  оо чеггргвий шартларни 
каноатлантирадиган Грин функциясини тузинг.

Е ч и ш.  L[y) =  0 тенгламанинг х =  — 1 да чекли бу-
/14-х \h/2ладиган ечим Сх К - " -* J дан иборат; худди ш унга

\/хшаш, х =  +  1 Да чекли буладиган ечим С2 (-— — )
\ 1 +•*/

булади. Бу холда Грин функциясини

G(x,s) =
Г , 1 + х Ы2
c i 7 3 7 1 x < s' 

/ 1 - х  Л/2 _с, —— I x> s
1 +7 )

куринишда излаймиз. Энди x = s  да G(x,s) нинг узлуксиз- 
лигидан ва G'x(x,s) хосиланинг узилишга эгалигидан фой­
даланиб, хуйидаги

. l + s h l 2 _  t x - в ' ф  
C ll l  -  J  “ M l + s j  ’

Iе-К
hi  1 +  s\— -1  2_I ___ o • ___

(1 - s y
li 1 — s ------1 1

2 2 1 + s' ( l +s)* 1 _ S2

системани хосил ^иламиз. Бу системани ечиб



ларни топамиз. Д ем ак, изланаётган Грин функцияси

куринишга эга.
Бу метод h — О булганда ярамайди, чунки h — 0 бул­

ганда L[y] =  0 тенглама у  =  - нормаллашган ечимга

эга булиб, бу ечим чегаравий шартларни хам ^аноатлан- 
тиради.

Бу ерда оддий Грин функцияси мавж уд эмас, шунинг 
учун умумлашган Грин функциясини тузишимиз керак. 
Бунинг учун

тенгламанинг умумий ечимини топамиз (3- § нинг 3- п .га) 
Харанг):

(бу ерда а  ва р лар ихтиёрий узгармас сонлар). Энди 
Грин функциясини ^уйидагича излаймиз:

л

((1 - х”-)у'У =  -

— ” 1ч(1 — — In --------- Ь Pi, x<Zs,
4 2 1 — х
I * / *  I* v | . \ \- X  , о ______— — ln (l — x1) I —* In —1----- h p2, * > s .
4 2 1 — x

| y{— 1)|<  оо шартдаи a ,  |//(l)|-.oo шартдан эса

a., — — — келиб чи^ади. a l ва a 2 ларнинг цийматпни 

эътиборга олсак,

— у  1п(1 — х )+  Р,, x <  s,
G(x,s) =  .

— — In (1 +  х) -| ра, х >  s

Хосил булади.
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Грин функциясининг узлуксизлигидан ^уйидаги

— _ L ln (l—S)P1== -  i l n ( l + s ) + p 2
z z

муносабатга эгамиз. Бундан

Pl =  _ ± l n ( l + s ) + C ,  Р2 =  — 2"In (l— S)+ C

ларни топиб, Грин функциясини цуйидаги куринишда 
ёзамиз:

G(x,s) =

_ l l n [ ( l — *)(1 + s)] +  G, х  <  s,

(*)
— — ln [ ( l  —J— jc)(1 — sJ—J— С , x > s.

Бу ердаги ихтиёрий узгармас С ни

-I
шартдан ашщлаймиз:

1 s

J G(x,s) dx — 0

О

+

- — ln ( l—лг)(1 +  s) +  С dx-\-=  f  G (x, s) =  J  
— 1 i

— — l n ( l —s)(l 4 . x) +  c ] d x =  — ln2 + ^ ± i _

— 2 ln (l — s)4- 2 ln( l —s)— 2 ^  4 - s ) ln0  4- s)4- C (s4 -1)4-

4- 7(1 4- s ) ln ( l  4-s)4- ~-(l— s)— y l n ( l  — s)(l — s) — ln24- 

4- C(1 —s).
Бундан —2 1 n 2 4 - l+ 2 C  =  0 тенгламага эгамиз. Уни 
ечиб C = l n 2 ----- 1-  ни топамиз. Д ем ак , цуйилган маса­

ланинг умумлаш ган Грин функцияси (*) формула билан 
берилиб, унда С =  In 2 — у  булади.

8. Ушбу L[y] =  y" дифференциал ифоданинг у(— 1) =  
=  у (+  1); у'(— 1) =  у '(4*1) шартларни каноатлантирадиган 
Грин функциясини тузинг.
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Е ч и ш.  у  — у — функция L[y] — 0 тенгламани ва че­
гаравий шартларни цаноатлантирувчи ечим булгани учун 
умумлаш ган Грин функциясини тузишга тугри келади. 
Бунинг учун

тенгламанинг умумий ечимини топамиз. Бундай ечим 
осонгина топилади: у =  ~  хг +  а х  +  р. Демак, умумлаш­
ган Грин функциясини

куринишда излаймиз.
Чегаравий шартлардан ва Грин функциясининг узлук- 

сизлигидан фойдаланиб

системани ^осил ^иламиз. Бу системани ечиб топамиз:

G(x,s)=
— х 2 +  а хх +  ^ ,  х  <  s, 

~ х * + а 2 х +  р2, х >  s

а
2

Бу ердаги ни j  G(x,s)dx=0 шартдан топамиз:



Биз Р2 га нисбатан биринчи тартибли тенгламага эга­
миз. Уни ечиб Р2 ни топамиз:

Буни эътиборга олсак, тегишли Грин функцияси учун 
узил-кесил цуйидагини ^осил ^иламиз:

9. Ушбу L[tj] =  у" дифференциал ифоданинг у'(0) =  
у'(\) — 0 шартларни каноатлантирадиган Грин функция­
сини тузинг.

Е чиш . Бу ерда оддий Грин функцияси мавжуд эмас. 
Чунки у — 1 функция у" =  0 тенгламани ва чегаравий 
шартларни цаноатлантиради. Д ем ак, биз, у" =1 тенгла­
манинг умумий ечимини топамиз:

Б у з^олда Грин функцияси цуйидаги куринишда изла­
нади:

Равшанки, чегаравий шартлардан =  0 , ос2 — — 1 келиб 
чи^ади. Грин функциясининг узлуксизлигидан

1 S — X 1
(% s)2 +  2 6 ’

G(x, s) =

у  =  J  х2 +  а х  +  р.

G(x,s) =
— х2 + а ух +  Plt x < s ,  

\ х 2 +  а 2х +  Р2. *>s-

Pi Рг — s
ни топамиз. Бу ^олда Грин функцияси

s +  p2, x < s ,
G(x, s )=  ‘

J X 2 — X +  p 2 . * > s

i
куринишга эга булади. Бу ерда Р2 ни jG(x,s)dx— 0 шарт-

о
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дан топилади: 0 =fG (x,s)dx=*  f(— х2 — s-fp2W - f
о о ' 2 ^

1

+  | ("2 А'2—x-j-fi.^jdx0 — Р2 ~ 2 ~ Т '  БУнДан Р2 = - г  +

+  . Д ем ак , Грин функцияси цуйидаги куринишга ке-
О

лади:

G(x, s) =

1 n 1 1j x 2 +  j s * —s +  j ,  x < s ,

1 1v-2 I — c2 1
■X +  — , x > s .

5 - § .  ЮКОРИ ТАРТИБЛИ ОДДИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕН ГЛА М АЛ А Р 
У Ч У Н  ЧЕГАРАВИЙ М А САЛАЛАР

Юкори тартибли оддий дифференциал тенгламалар 
учун ^уйилган чегаравий масалани ечишда янги цийинчи- 
ликлар деярли келиб чи^майди. Шунинг учун битта ти­
пик мисолни текшириш билан чегараланамиз. Куйидаги

г/<4) =  Ху, X — параметр

дифференциал тенглама берилган булсин. L[y] =  yw  диф­
ференциал ифоданинг Грин функцияси тушунчасини ки- 
ритамиз. Икки аргументли G(x,s) функция цуйидаги шарт- 
ларни цаноатлантирсин.

1°. G(x,s) функция G'x(x,s), G['x(x,s) функциялар s нинг 
^амма цийматларида узлуксиз;

2°. G(x,s) функция бир жинсли чегаравий шарт деб 
аталадиган

У(хо) =  0, y(Xl) 0, у'(х0) =  0; i j\ Xl) =  0 (4.15) 
шартларни цаноатлантиради:

3 ’. х нинг s дан бошка хамма ^ийматларида Gx,(x,s), 
G'Jj (x,s) ^осилалар узлуксиз, лекин x —s ну^тада учинчи 
тартибли ^осила биринчи тур узилишга эга булиб, унинг 
сакраши— 1 га тенг, яъни

[ G ;(s +  0,s) - G ' " ( s -  0,s)1 =  +  1
еки

G ; ( s ,s +  0 ) - G ; ( s s - 0 )  =  - 1 ;
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4°. G(x,s) функция x  нинг s дан бошка х;амма циймат- 
ларида г/(4) =  0 тенгламани ^аноатлантиради.

Бу ^олда G(x,s) функция L[y] =  y w  дифференциал 
операторнинг (4.15) чегаравий шартларни ^аноатлантира- 
диган Грин функцияси дейилади.

Грин функциясининг энг характерли хусусиятларидан 
бири унинг учун Гильбертнинг фундаментал теоремаси- 
нинг уринлигидир, яъни агар у(х) функция L[y] =  у {4) =  
=  f(x) тенгламани ва (4.15) чегаравий шартларни (4.16) 
цаноатлантирса, уни

у(х) =  — G(x,s)f(s)ds (4.17)
х°

куринишда ифодалаш мухмкин, ва аксинча, (4 .17) формула 
билан берилган у(х) функция (4.16) тенглама ва (4.15) 
чегаравий шартни каноатлантиради (бу ерда /(х)[х0 ] да 
узлуксиз функция). Берилган Цу] =  г/(4) дифференци­
ал оператор учун х.ам тегишли Штурм—Лиувилль масала­
сини ^уйиш мумкин. Хос сонлар ва хос функциялар 
тушунчасини хам мос равишда киритиб, уларнинг хоссала- 
рини урганиш мумкин. Аммо тегишли туш унча ва хуло- 
салар иккинчи тартибли дифференциал оператор учун т у ­
шунча ва хулосалардан фарц килмагани учун, биз улар­
нинг тула баёнига тухталиб утнрмаймиз.

Эслатиб утамизки, (4.15) чегаравий шартлар урнига 
умумий чегаравий шартлар ^ам курилиши мумкин. Маса- 
лан, куйидаги

gi(y(x0)' У ( хо). У"(хо). У""(хо)) =  0.
ёг{у(хо)> У (хо)> У (-*о) » У (*о)) 0 , .. jg-j

K{y{Xi), у'(х i ) ,  у " ^ ) ,  у'"(хi ) ) = ° ,
К(У(хi ) ,  У (х J ,  y"{xt), у"\хj)) =  0

чегаравий шартлар берилган булса, ундан gx =  у(х0), g 2 =  
^ - y ' M i h ^ g i x J ^ . ^ y ' i g J  булганда (4.15) шартлар хосил 
булади. Умуман айтганда, чегаравий шартлар (4.18) дан 
умумийрок; куринишда берилганда х̂ ам тегишли натижа 
ва хулосалар келтириб чикарилади.

6- § .  4- ТАРТИБЛИ ОДДИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕ Н ГЛА М АЛ А Р УЧ У Н  
ГРИН ФУНКЦИЯСИНИ ТУЗИШ ГА ДОИР МИСОЛЛАР

И . Ушбу L[y] = * У (4)(х) дифференциал оператор­
нинг у(0) =  у"(0), у( 1) =  у'\ 1) =  0 чегаравий шартларни ^а- 
ноатлантирувчи Грин функциясини тузинг.
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Е чи ш . Энг аввал L[y] =  0 тенгламанинг умумий ечи­
мини топамиз.

Равшанки,
у = С 1х3 -(- С2х 2 -f- C.jX -j- Сх.

Агар L[y] =  0 бир жинсли тенгламанинг бир жинсли 
чегаравий шартларни ^аноатлантирувчи ечими у = 0  булса, 
оддий Грин функцияси тузилади. L[y] =  0 тенгламанинг 
умумий ечими ва чегаравий шартлардан С1 = С г =  C3= C t = О 
келиб чи^ади. Д ем ак, биз оддий Грин функциясини т у ­
зи шимиз лозим.

. Грин функциясини цуйидаги куринишда излаймиз:

п  \ _  +  a iX +  а 4> * < S.
- | М 3 +  №  +  р ,*  +  р4, х > у .

Чегаравий шартлардан ушбу 
а 4 =  О, 
а 2 =  О,
Pi +  Рг +  Рг>!+ Р4 — 0.
ер г +  2 р2 =  о

система келиб чицади. Бу системадан Р2 = —Зрх ва Р4=  
=  2рх — рл. Энди Грин функцияси ^уйидаги куринишга ке ­
лади:

п  \ +  “ **• x < s -
L(X’S) “ |Pi(*3 — з** +  2) +  Ра(л:— 1), * > s .

I рии функциясининг биринчи ва учинчи шартларига 
кура ^уйидаги системани .укил циламиз:

х — s да |a,s;i +  a.,s =  px(s3 ^  3s2 +  2) +  P3(s*— 1),
3 a  ]S2 - f  a 3 =  Pt(3s2 — 6s) - f  p.j(
6cci =  Pi(6s — 6),
6px — 6 ax =  — 1.

Системани ечиб топамиз:



Топилганларни урнига куйсак, ^уйидаги

G (x,s)=

1 —  S х 3 +  — \Хг x < S ,

— - ( х 3—Зх2+ 2 ) _  (X — 1), х  >  s 
6 6

функция хосил булади, бу берилган масаланинг Грин 
функциясидан иборат.

2. Ушбу L\y] =  у (*\х) дифференциал операторнинг 
у'ф) =  y w(0 )= 0 , у'{\)= у'"( 1) =  0 чегаравий шартларни i^a- 
ноатлантирувчи Грин функциясини тузинг. Маълумки, 
у {4) =  0 тенгламанинг умумий ечими

у  =  Q x 3 -f С2х 2 +  С3х -ЬС4

куринишда ёзилади. Бундан: у' — ЗСхх2 +  2С2х +  С3,у" =  
=  6 Ctx +  2С2, г/"7 .= 6С Х.

Чегаравий шартлардан фойдаланиб
I С3 =  О,
I Сх =  О,
I ЗСХ -f- 2С2+  С3 =О

системани з^осил киламиз. Бундан С 2 =  0. Ш ундай килиб, 
yw  =  0 тенгламанинг бир жинсли чегаравий шартларни 

каноатлантирувчи ечими: у =  С4. Агар С4 =  О булса, три­
виал ечимга, С4 ^ 0  булса, тривиал булмаган ечимга эга­
миз. Шунинг учун умумлашган Грин функциясини тузиш 
лозим булади. у — ф О ечимни нормаллаштирсак, 
у =  1 келиб чи^ади. Энди L[y] =  1 тенгламанинг умумий 
ечимини топамиз:

у  =  — +  С±х3 +  С2х2 + C 3x-f-C4.

Умумлашган Грин функциясини ^уйидаги куринишд3 
излаймиз:

G(x,s) =
— +  QjX3 +  а 2х 2 - f  алх  +  а 4, x < s ,  

+  ^ х 3 - f  Ь.2х* +  bsx  +  й4, x > s .
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Чегаравий шартлардан фойдалансак,

аг =  О 
а г =  О,

—— Ь 3bx -j- 2 Ьг +  Ь3—О,

1 +  6 Ьх =  О

система келиб чицади. Бундан bx = ----- bs =  - ------------ 2b2.
6 3

Шунга кура умумлашган Грин функцияси куйидаги к у ­
ринишга келади:

~ + а 2х2 + а х x < s ,
41

^  —  у  +  ( * 2 —  2x)b2 +  - j  +  bt, x>s.

Умумлашган Грин функцияси таърифининг биринчи шар- 
тидан

(
a 2s 2 +  а 4 =  £  +  j  +  (s2 —  2 s)b2 Ф blt

2a2s =  —  у  -f- (2s — 2) - f  у ,

2а» • s -{- 2b.г

системани ^осил ^иламиз. Бу системани ечиб, цуйидаги- 
ларни топамиз:

а 2 4
s , 1 . s* , 1 , S3

■ J + 6 ’ b2 =  T  +  J > a* - b* ~ Q '

У ^олда умумлашган Грин функцияси

G(x,s) =
4Т +  Т  + ? - T - 6  + 1,‘ ' x < s '
х 4 л:2 , x V  х 2 s2x  . ,
4 Т - 6 +  —  + e - T + i , ‘ ^ > s

куринишга келади. bi ни топиш учун умумлаш ган Грин 
функциясининг нормаллашган ечим билан ортогонал бу-
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лиши шартидан фойдаланамиз, яъни
1
j* G(x, s)dx — О
о

тенгликдан фойдаланамиз. Бундан
^ =  f l __J .  , f l

4 24 4 s +  6

ни топамиз. b4 нинг цийматини урнига ^уйсак, берилган 
масаланинг умумлаш ган Грин функцияси ^осил булади:

x *  +  s* , x 2s2 S3 , * 2 +  S2 X 2S 1
24 1 4 6 1 6 2 45

S4 +  X 4 s! x 2 X 3 s2 +  x 2 s2x 1

24 1 4 6 6 2 ~  45 ’



5-боб

ЧЕГАРАДА [БУЗИЛАДИГАН ОДДИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛ 
ТЕНГЛАМАЛАР УЧУН ЧЕГАРАВИЙ МАСАЛАЛАР

1 - § .  ЧЕ ГАРАДА  БУЗИЛАДИГАН ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ Т Е Н ГЛ А М А ­
Л А Р  У Ч У Н  ЧЕГАРАВИЙ М А САЛ А ЛА Р

Кейинги муло^азаларни назарда тутиб, L [у] деб (р(х)у')' 
дифференциал ифодаии белгилаймиз. Агар р (х) функ­
ция [0,1] интервалда узлуксиз булиб, р (0) == 0 булса, уш-

— (Р (*) У У = f  (х ) (5 .1)
тенглама чегарада бузиладиган иккинчи тартибли диффе­
ренциал тенглама дейилади (бунда f  (х) функция >;ам 
[0 ,1] интервалда узлуксиз). Купинча р (х) функция учун 
р (х) >  р0ха, р0 =  const > 0 ,  а  >  0 тенгсизлик бажарила- 
ди деб каралади.

(5.1) тенглама учун ^уйидаги чегаравий шартларни ку- 
йиш мумкин: Агар 0 <  а  <  1 булса, у  (0) =  у  (1) =  0; (5 .2 ) 
Агар 1 < а < 2  булса, |у (0 )|< оо , у  (1) =  0. (5 .3)
1. Масаланинг Грин функцияси ва  унинг хоссалари.

Энг авпал (5.2) масаланинг ечимини топамиз. Агар (5 .2 ) 
масаланинг ечими

X
у  (х) =  ( G (х, s)f (s) ds 

'о
формула билан ифэдаланса, G (х, s) функцияни (5 .2 ) 
масаланинг Грин функцияси деб атаймиз. G (х, s) функ­
цияни тузишга киришамиз. Бунинг учун (5 .1) тенглама­
нинг умумий ечимини топамиз:

X s х

~  У (*) = j pJT) j f W at + C1 1 + C2
0 0  0

ёки Дирихле формуласидан фойдалансак,
X X  X

— У (х) =  j  f (0  at  J  —  +  Ci - f  C2 (5 .4)
о t a

171



келиб чицади. у  (0) =  О чегаравий шартдан С2 = 0 , у(\) =  
=  0, чегаравий шартдан эса

6 (ч с> —  И f «  *  S
о t

топилади, бу ерда

b ( x )  = I 
w  . i p  (s)о

Топилганларни (4.4) га цуямиз:

- у  М - J /  (О d t  1 j  f (О «Й j  -
* 1 1  

_ ( >  ( о л г е д - а д - щ
о x \

J

=  -  j  G (x , 0  f (t) dt,

бу ерда

— G (x ,0  =
ь (X)

6 ( X ) ~ b ( t ) ~  ^  ( 6 ( 1 ) - 6 ( 0 ) ,  x> t

функция цуйилган (5 .1) — (5.2) масаланинг Грин функ- 
циясидир. Бу функциянинг x~>t булгандаги ифодасини 

цуйидагича узгартирамиз: b (х) — Ь ( * ) — ^ - ^ ( 6 ( 1 ) — 6(0) =

=  ПГ) 1ь w  ь w  b

6 (/) Г ds
=  — Щ  J МГ)’
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Шундай килнб, Грин функциясини ^уйидаги симметрии 
^олга келтирдик:

( х 1
1 ds ds

Ь (1) J  p(s) J  р (s) 
о t 

t 1

, x < t ,

1 ds ds
' b (1) 1 p (s) J  p (s)’ * >

Энди Грин функциясининг хоссаларига тухталамиз:
1) Грин функцияси 0 < х ,  / <  1 сохада узлуксиз;
2) х  ¥= t булганда (pGx)' — 0 булади;
3) Грин функцияси (5.2) чегаравий шартларни к;аноат- 

лантиради;
1

4) Gx (t +  0 ,t)  —  G'x ( t - O t )
p (O ’

Бу хоссаларнинг исботи (5.5) формуладан келиб чи^ади. 
Энди (5.1), (5 .3) масаланинг ечимини топамиз.
(5.1) тенгламанинг умумий ечими (5.4) формула билан 

аницланади. |у  (0)| <  оо чегаравий шартдан Сх =  0 Х 
келиб чи^ади. у  (1) =  о чегаравий шартдан эса С 2 — 

1 1
=  —j  f{ t)d t\  ^ -то п и л а д и .

о '<
Топилгаиларни (5.4) га куйсак,

— У(х) =  \ f  (0  dt
ds 

Р («) I / (t) dt
dx 

P (s)

- \ f  m
'o

бу ерда

G (x,t)

ds

P (s) , X <  t

* ds 
Jp ls j

функция (5 .1) — (5.3) масаланинг Грин функциясидир.



Хозир шу функциянинг хоссаларига тухталамиз:
1) Грин функцияси ( 0 <  8 <  л: <  1, 0 <  f <  1(й=const)}

1 1
тугри туртбурчакда_ узлуксиз ва j  J  G2 (x,t) dx dt <  оо,

о
агар 0 <  а  <С 1, 1 <С a  <С 2 б ул са ) .

Функциянинг узлуксизлиги равшан. Охирги тенгсизлик- 
ни исботлаймиз. Содда узгартиришлар ёрдамида ^исоблай- 
миз:

11 I х 1 x 1
d s

Р ( « ) .
j [ G2dx d t = 2 \  dx G2 dt =  2 j* d x ' \ [  j
о ‘о 'о о * о 10 x

= 2.' *  (.1 xiim)‘dx<2ix[^Jdx=0 
I

2

.[ X (I X)l * d X ~ p l ( l - a ) * \ 2 

< ° o ;

Г 1 2 1
1 2 3 —a  1

1
+ 2 (2 — a)

2) x Ф t булганда (p Gx)' =  0;
3) Грин функцияси (5.3) чегаравий шартларни цаноат- 

лантиради:
4)Gx (t +  0 , f ) -G * x (t — 0,t) =

Кейинги 2), 3) ва 4)хоссаларнинг исботи тегишли Грин 
функциясининг куринишидан бевосита келиб чицади. Фа- 
цат цайд циламизки, яна баъзи цушимча шартлар цуйил- 
ганда (1) хосса а  нинг 0 <  2 тенгсизликни цаноат- 
лантирадиган цийматлари учун ^ам уринли булади. Жум-

х dx
ладан, агар j -у^г-интеграл яцинлашувчн булса, 0 <  a  < 2

1 I
тенгсизликдан олинган а  лар учун Г G2 (x,s) d x d t< o о

'о о
булади.
2 . Штурм — Лиувилль масаласи. 
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Энди куйидаги
— (Р (х) у')' — Ху, у  (0) =  у  (1) = 0 ; 0 > а < 1  \

\у (0)|< оо , у  (1) = 0; 1 < а < 2 )  ( '
Штурм — Лиувилль масаласини урганамаз 

Бу* масала цуйидаги

у  (х) =  Х G (х, t,y(t)dt (5.8)
'о

интеграл тенгламага тенг кучли.
Штурм — Лиувилль масаласининг ечими, хос сонлари 

ва хос функциялари ^акида, унинг Грин функцияси хаси­
да тула тухталмаймиз.

2- ЧЕГАРАНИНГ Х.АММА ЕРИДА БУЗИЛАДИГАН ИККИНЧИ ТА Р­
ТИБЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕН ГЛАМ АЛАР УЧ УН  ЧЕГАРАВИЙ М А­
САЛА

I . Масаланинг Грин (функцияси ва унинг хоссалари 
Бизга

L [*/] =  — (Р У )' = f  (х) (5 .1)
тенглама берилган булсин. Агар р (ж) ва f (х) функция­
лар [ — 1,1] интервалда узлуксиз булиб, р (— 1) =  р ( + 1)= 0 
булса, у  холда (5.1) тенглама чегаранинг хамма ерида бу­
зиладиган 2 - тартибли дифференциал тенглама дейилади. 
Купинча р ( х ) > 0 ,  р (х) >  р0 (х— 1)“ (x-f- 1)Р, p = co n st> 0 ,
1 <  а  <  2, 1 < Р < 2  доллар курилади. Шу тенглама учун 
^ам (5 .2) ёки (5.3) чегаравий шартлар цуйилиши мумкин. 
Хозир (4.1) тенгламанинг

\у (±  l) j | <  00 (5.9)
шартни каноатлантирадиган ечимини топамиз.

^ [*/] =  0 тенгламанинг |у ( ±  1) |<Гоо шартни каноат­
лантирадиган тривиалмас ечими у  =  С ф  0 булгани учун 
бу ерда оддий Грин функциясини тузиб булмайди. Лекин 
умумлашган Грин функциясини тузиш мумкин. Бунинг учун

у  =  С ечимни нормаллаштнрамиз. У  холда у  =  ~у~  була­
ди. Энди куйидаги

I  [у] =  у
тенгламанинг умумий ечимини топамиз:

1 r s + C i



Куйилган масаланинг Грин функциясини цуйидаги кури­
нишда излаймиз:

G (x,t)

1 r1 s +  С ,

T J  P is)

1 r + c \
¥_ J  P (s)

ds +  С'2, х >  t, 

ds +  C", x C t .

IG (x, t) | < 0 0  булганидан C\ =  — 1, C, =  +  1 булади. 
Грин функциясининг x  =  t да узлуксизлигидан 

t t
1 I* S—1 1 с s+1

T. j  p is )  ds +  C 2 == "2 ! Д 5 )  ds +  C 2 
I -1

тенгликни топамиз. Бундан:

1 Г s— IГ'  1 Г S+1 1 С 
2 Т  J ̂  dS +  Т’ С2 =  Т  J  Pis)

бу ерда у  — ихтиёрий узгармас.
Топилганларни Грин функциясига цуйсак

t
1 (• S +  1

ds +  у,

G (х, t)

!
Т

р s+ 1 1 Г s— 1

■J i ? w ds +  t J  т d s + y ' x < t '

(5 .10)

г
Номаълум узгармас у  ни G (x,t) dx =  0 шартдан топамиз:

-Г
t

—I —I
t

S — 1

Ms) ds +  7 ] dx +
1 г  S— 1

/Ms)
ds +

+
1 f  s+1

w- f -J p I-1

t

 ̂ f  i г>-г’ 1 1 i й— 1 
ds +  Y] d x = y ]  rfx J ,M i jdS +  “ J  m  ds +

s— 1

X

fs+  1
t

-1 -1
t I

1— t (• s+1 1
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+  (t +  1) Y +  ~ T  J Jn s )ds +  T  J  dx J  p(s)

-1  < 1
у (1—0= 0 .

с/s -j-



Бундан
t X t

1 г f  s+1 н -l Г S—1 
- 2 Y  =  т  J dx j  ^  d s+  —  j  ш  ds +

1 X  t
1 С fs—1 1—t fs+1

+ T  ! dx ] p w  ds +  “  Jp w
X  1 I

Икки каррали интегралларга Дирихле формуласини 
татбиц этиб, цуйидагини топамиз:

1 fV+1) (t—s) , , <+lfs—1 j  l f ( s - l )  (<-s)j  , 
2 y ~ T )  p fs) d s +  2 j p ( s )  ds 2.) p (s) ds +

- I  I

1— * ( * s + l  , 1 { '(s+ 1)  ( 1 — S), 1 ( (s— 1) (1+s)1 - t  (* S+ 1 1 '(S+ 1) (1 — e) , . 1 [
+ T-J rV)ds = -2) TV) dS + V-1 -1 p(s)

ds =

1 t*1 (l + s) (1 — S)
■ds.2 £ p (s) + ,

1 "f‘ (1 +S) (1 —s)
Демак, y  =  — — J ------ ^ -------ds. (5 .11)

Шундай цилиб, цуйилган масаланинг умумлаш ган Грин 
функцияси (5 .10) куринишда берилиб, унда у  мицдор
(5.11) формула билан аницланади.

Э н д и Г р и н ф у н к ц и я с и н и н г х о с с а л а р и г а т у х -
т а л а м и з .

1) Грин функциясининг квадрати G2 (х , t) уш бу— 1 <  
<  х, t 1 со^ада интегралланувчидир.

Дацицатан,

I I  \ X
j j* G2 (x,t) dx dt =  2 [ dx j  G2 (x, t) dt — 

—i—i - i  - i
l X X t

= 2 j  dx J [ t I + ЛГ) *  +  v l !  л « :
-I -1  1

1 2 -2 5 3 7  1 77



а  ва р лар 2 дан кичик булганда р (х ) >  р0 (х — ра (х + 1 )р
тенгсизликка кура бу тенгсизликнинг унг томонн чегара­
ланган. Хосса исбот этилди.

2) G'x (t +  0 ,0  — G'x (t — 0 ,0  = — Бу тенгликнинг

исботи Грин функциясининг куринишидан келиб чицади.
3) Грин функцияси (4 .9) чегаравий шартларни каноат- 

лантиради.
2 . Штурм — Лиувилль масаласи

Параметр у нинг цуйидаги
—  (ру'У =  УУ, \У ( ±  1) | < ° °  (5 .12)

масала тривиалмас ечимга эга буладиган кийматларпни то­
пинг.

(5 .12) масала цуйидаги

интеграл тенгламага тенг кучлидир.
Яна аввалги параграфлардагидек (5 .13) интеграл тенг­

ламанинг характеристик сонлари ва хос функциялари ^а- 
цида гапириш хамда бунга мос равишда (5 .12) масала учун 
хос сонлар ва хос функциялар хасида гапириш мумкин. 
Биз бунга тухталмаймиз.
3 - § .  Ч Е Г А Р А Д А  БУЗИЛАДИГАН ЮКОРИ ТАРТИБЛИ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛ Т Е Н ГЛА М АЛ А Р У Ч У Н  ЧЕГАРАВИЙ МАСАЛА

1. М асаланинг ц}йилиши

(5.13)
—!

Бизга
( — 1)" (Р № У(п)) {п) — f (х) (5 .14 )



тенглама берилган булсин. Бу ерда р (х) ва f (х ) функ­
циялар ,'[0 ,1] интервалда узлуксиз функциялар. Шу билан

бирга р (0) =  О ва О <  х 1 да р (х) >  р0 ха,

р0 =  const > 0 ,  п <  а  <  2п.

^5.14) тенгламанинг ушбу

\ум (0) | <  оо, ц = 0,2п — [а ]—Т; ум  (1)=0, 1, п — 1
(5 .15)

чегаравий шартларни каноатлантирадиган ечимини j  топиш 
масаласини цуямиз.

£Агар (5.14) — (5.15) масаланингЗ ечими
j 1

у  (X) =  \[G (х, о ;/  (0  dt 
о

формула билан аницланса, у  ^олда G (я , t) функция (5 .14)—
— (5.15) масаланинг Грин функцияси дейилади.

Юцоридаги масалани 0<Са < п  интервал учун з а̂м к;у- 
йиш мумкин. Биз цуйида юцоридаги масалага батафсил тух- 
таб утирмаймиз. Аммо бир неча мисолларда 4 -тартибли 
дифференциал тенгламалар учун Грин функциясини тузиш 
билан шурулланамиз.
2. Чегарада бузиладиган ' 4 - тартибли дифференциал тенг­
лам алар  учун Грин функциясини тузишга дойр мисоллар
ич Мисо|л’л а р .|  1. Уш 6у11\[у]  =  (хау")" 0 ^ а < 1  диф­
ференциал операторнинг

( у  (0) =  у' (0) =  0,
\У" (0) =  У’" (1) =  0

чегаравий шартларни цаноатлантирувчи Грин функциясини 
тузинг.

Е чиш . Энг аввал L [у] =  0 тенгламанинг умумий ечи­
мини топамиз:

г  х3~а I г  *2 -а  г  о
У =  С 1 (2 —а) (3 —а) (1 — а) (2 — а) +  3Х +  4-

Агар L [г/] =  0 бир жинсли дифференциал тенгламанинг 
бир жинсли чегаравий шартларни цаноатлантирувчи ечими
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у =  О булса, у  холда оддий Грин функцияси тузилади. Бу- 
ни текширайлик. Чегаравий шартлардан куйидаги

| С4 -  О,
! с, = о,

СХ +  С2 =  О,
С4 (1 — а ) — С2а  =  О

алгебраик тенгламалар системаси ^осил булади. Бу систе­
мани ечсак, Cj =  Са =  Ся =  С4 =  0 келиб чицади. Демак, 
чегаравий шартларни факат тривиал ечим, яъни у =  0 ка- 
ноатлантиради. Шунинг учун оддий Грин функциясини 
тузамиз. Грин функциясини куйидаги куринишда излай­
миз:

G (X, S) :

,,3—а —а
(2-а) (3—а) 

л3—а
(2—а) (3—а)

+  а 2 (1__а) (2—а) ^  A'< s>
х2-а

(1—а) (2—а) +  &3X + 6 4, * > S .

Чегаравий шартлардан топамиз: д4 =  0, о3 =  О, Ьх = 0 , й2= 0 . 
Бу холда Г рин функцияси

G (х, s) =
v3—сс . 2—а

% (2-а) (3-а) +  ° 2 (1—сс) (2-а) ’ X < S ’ 
Ь3х  +  64, х >  s

куринишга келади. Грин функциясининг биринчи ва учин- 
чи шартларидан х =  s булганда

а,
s3-<*

+  а
с2—а

(2-а) (3—а) 1 “2 (1—а) (2-а) 63s 4- 6 ,,
с2—а

а +  а 2
cl—а
1 • а =  К1 2 - а

о!—г

(1 — а) s_a +  a 2as_a =  •

a , s !~“ +  a 2s~“ — 0,

система келиб чивдди. Системани ечиб цуйидагиларни то­
памиз:

Clj 1, 0*2 2̂
сЗ-а

г- ь 3 =
s2-®

/2 “  (2-а) (3—а)’ (1—а) (2-а)'

Топилганларни G ( х , s) га цуйсак, ^осил булган 
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G (x , s) =

x3-01 
(2—a) (3—a) 

s3—a
(2—a) (3—a) (1— a ) (2—a)

(1—a) (2—a )’ 
X-s^-a

x < s ,

, X > s

функция цуйилган масаланинг Грин функцияси булади.
2 . Ушбу L [у] — (хау")" дифференциал операторнинг 

у  (0) =  0, |у (0)| <  оо, у  (1) =  у" (1) =  0 чегаравий шарт­
ларни каноатлантирувчи Грин функгиясини тузинг.

Е ч и ш .  Энг аввал L [у] =  0 тенгламанинг умумий ечи­
мини топамиз:

v3—a v2—a
У (2—а) .(3—а) 1 (1—а) (2—а) ; С,Х -j- С л.

Чегаравий шартлардан С2 =  С2 =  С3 — С4 =  0 келиб чика- 
ди. Д емак, оддий Грин функциясини тузиш лозим. Грин 
функциясини куйидаги куринишда излаймиз:

О (х , s) =

хЪ-а *2-<х
1 (2—ос) ( 3 - а )  + ° 2 (1— а) ( 2 - а )  ^  а*Х + а *> X < S > 

хЗ—сь ^2—сс

i (2—а) ( 3 - а )  ~г  2 (1—a  j ( 2 - а ) '

Чегаравий шартларга асосан куйидаги

b8x-l-b4,x > s .

a 4 =  0, 
a 2 =  0, 

bi\
1

(2—а) (3—а) “1" ° 2  (1—а) ( 2 - а )
+  Ь2 — о

системага эга буламиз. Бу системани ечиб топамиз:

ь1 =  — ь2,
2

— bi  (1—ос) (2—а) ( 3 - а )

У ^олда Грин функциясининг куриниши цуйидагича 
булади:
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( ĵ 3—tx

° l  ( 2—a )  (3— a )  4 "  а *Х’ x < - s >

x3- v2—a
G (x, S) | b i  (2—« )  (3—a )  fc‘ ( l - o t n M  '

\ b s x  (1_ a )  (2—a )  (3—a )  • * > s - 

Грин функциясининг биринчи ва учинчи шартларидан
s =  я  булганда

s 3 - a s3—a

f l l ( 2 - a )  ( 3 - a ;  +  a »S ~  ( 2 - a )  ( 3 - a )  ( 1 - a )  ( 2 - a )A;
s2—a

+
26,

s2—a
Ol

+  b3x +  b3 +  (1_ a) (2_ a) (3_ a ) ,
s2—a sl—a

°3 =  j__a +  b3,2 - a  1 “ 3 — j —a  
=  fejS1-06 — bls~at

bt ( 1 — a) s~“ 61as-<“+|) — a xs_ “ (1—a) =  —
s“

система келиб чикади. Уни ечамиз:
a t =  1 — s,

2-s2-«
a ,  =

2s

s (1 — a )  (2—a )  (1—a )  (2—a )  (3 —a )  (2—a ) (3 —a )  ’ 
2s s 3 - a

(1 —a )  (2—a )  ( 3 - a ) (2—a )  (3—a ) ’ 
s3—a

h
* ~  (2—a )  ( 3 - a ) ’

Топилганларни урнига цуйсак, куйидаги

( (1— s) (лсЗ~a) s2—«  x _________2sx
(2—a )  (3—a )  (1—a ) (2 —a )  (1—a )  (2—a )  (3 —a )  

xs3—a
; x < s  да;

n  . . ( 2 - a )  ( 3 - a )
U  \ X ,  S)  —   ̂ ( j —Д.) SJ —И SX2—a 2sx

1(2—a )  (3 —<z) (1—a )  (2—a )  4 1 — a )  (2—a )  (3—a )  
sx3-a

(2—a )  (3 —a ) ; x > s  д а ,

функция ^осил булади. Б у цуйилган масаланинг Грин 
функциясидан иборат.

3. Ушбу Ь [у] =  (х?у") " дифференциал операторнинг
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У (0 ) =  0; | '̂ (0)| < о о , 
у" (1) =  0; у"' (1) =  0

чегаравий шартларни цаноатлантирувчи Грин функцияси­
ни тузинг.

0 тенгламанинг умумий ечи. 

С3х  -f- С4.
х 2 - а

Е ч и ш .  Энг аввал L [у] 
мини топамиз:

-  Г  Г*3~а
У  1 (2—а) (3—а) ' 2 ( 1—  а) (2—а)

Чегаравий шарт ларга асосан Сх =  0, С2 =  0, С3 Ф О, С4=  О 
эканлиги келиб чицади. Д емак, Ь[г/]== 0 тенгламанинг бир 
жинсли чегаравий шартларни цаноатлантирувчи тривиалмас 
ечими у  =  C:jx  мавж уд. Шунинг учун умумлаш ган Грин 
функциясини тузамиз. Бунинг учун аввал у  =  С3х функ­
цияни нормаллаштирсак, у =  у  $х  функция келиб чица- 
ди. Энди L [ г/] =  у  Зх • j/ 3s =  3xs тенгламанинг умумий 
ечимини топамиз:

*3—аsx5~a
У ~  2 (4—а) (5—а) ^  (2—а) (3—а ; +  с 2

х2 -а
+' 2 (1—а) (2—а)

+  C-jX -f- С4.
Умумлашган Грин функциясини куйидаги куринишда из­
лаймиз:

G (х, s) =

£х5— а Х3-а
2 (4—а )  (5—а )  

х 2 - а

+  а 2

«Л +  a i  ( 2 - а )  ( 3 - а )

а.лх +  а 4; x < s ,
Х3-а

(1—а) ( 2 - а )  
SX 5-и

— а! (5— а) "~г  ^  (2— а! (3—а)2 (4—а) (5—а) 
*2—а

+  Ь2

+

(1 -о )  ( 2 - а )

Чегаравий шартлардан куйидаги
а 4 =  О, 
а 2 =  О,

&1 =  Т -

+  63А- +  Ь.\ X > S .

натижалар келиб чицади. Буларни урнига цуйсак, ум ум ­
лашган Грин функцияси куйидаги куринишга келади:
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SX&—® *3—<х

2 (4—а ) (5- а )  +  Ql (2—а ) (3—а) +  а зх < X<S,  
sx 5—<* SJC3—а  s«2—а

2 (4—а) (5—а) +  2 (2—а ) ( 3 - а )  ~~ ( 1 - а )  ( 2 - а )  +  Ьзх +  bv
X > S .

Умумлашган Грин функциясининг шартидан x =  s булган­
да

$4—а s3—а

2 (2—а ) ( 3 - а )  ( 1 - а )  ( г - а ) ^ ^  

s2—а  s3—а  52—а

6.S+

2—а  "И аз  2 ( 2 - а )
s2—а

По‘- а  =

1—а +  63,

----я1—«

система келиб чицади. Системани ечиб куйидагиларга эга 
буламиз:

s 2 - a

(1—a) (2—а)
s3-a

(2—a )  (3 —a ) '

Энди топилган ифодаларни Грин функцияси ифодасига 
ц у т б ,  узил-кесил

G (х, s)

SJC5—a
+  ,

SJc3—a хЗ—а.
2 (4—a )  (5—a) 1 2 (2 —a )  (3 —a )  (2—a '  (3—a )  

„2—axs
(1—a) ( 2 - a )  1 3 

sx5~* sx2—<*

+  63X, X >  s,
s*3—t

2 (4—a )  (5—a )  1 2 (2—a )  (3 —a )  (1—a )  (2—a )

+ (m  ( L ) + ^  * > s

фэрмулани ^осил циламиз. Б у формулада b3 ни умумлаш ­
ган Грин функциясининг ортогоналлик шартидан, яъни

1
j  G (х , s) xdx =  О

муносабатдан топамиз. Содда ^исоблашлар ёрдамида 
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Ь'л 2 (4—а) (5—а) (7—а)

s5 - a

(1— а) (2—а) (4—а) 1 (4—а) (5—а) 2 
эканига ишонч ^осил цилиш цийин эмас. Энди Ья нинг 
цийматини урнига цуйсак, цуйилган масаланинг умумлаш­
ган Грин функциясини хосил киламиз:

( sx5~a +  xs5—a  

2 (4—a )  (5—a )  
xs2-a

(1—a) (2—a) 
sx5—a  -[- Xs5—a

+
S.v3-« x3-a

+  ;

2 (2—a) (3 — cc) (2—a )  (3—a) 
sx ( a 2 +  2 7 a +  68)

2 (4—a) (5—a) (7— a) ( 1—a) (2—a ) ’ 
xs3—<* s3—a

2 (4—a ) (5— a) 2 (2—a) (3— a) 
sx2—a  sx ( a 2 -

(2— a) (3—a) 
2 7 a  +  68)

(1— a) (2— a) 2 (4—a) (5—a) (7—a) (1—a j (2—a )'
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