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So‘zboshi

Respublikamizda turli texnikaviy jarayonlarning rivojlanib
borishi mexanik harakatning yangi-yangi muammolarini
yechish va hal gilishga chorlamoqda.

Nazariy mexanika mexanika fanining asosiy qismi
bo‘lib, uning qonunlari va usullari hozirgi zarnon fan
hamda texnikasining amaliy va nazariy masalalarini hal
gilishning asosiy tekshirish vositasi bo‘lib gqoldi. Shunday
ekan, nazariy mexanikaning yakunlovchi gismi bo'lgan
analitik mexanikaning asosiy tushunchalari va qonunlari
bayon gqilingan mavzularni chuqur hamda mazmunli
o‘rganish tabiat va texnika fanlarining ayniqsa, nazariy
fizikaning navbatdagi bo‘limlarini muvaffagiyatli o'zlash-
tirish uchun zarurdir.

Analitik mexanikaning bunday mavzulariga: mexani-
kaning differensial va integral prinsiplari, Lagranjning 1
va 11 tur tenglamalari, siklik integrallar hamda saqlanish
gonunlari, Gamiltonning kanonik tenglamalari va bosh-
galar kiradi. Analitik mexanika qgonunlari va usullari
universal xususiyatga ega. Uning usullari bilan fagatgina
mexanik masalalar tekshirilib golmasdan, balki elektr,
elektromagnit, yorug‘lik, atom va atom yadrosi masalalari
ham tekshiriladi. Shuning uchun ham analitik mexanika-
ning g‘oya va usullarini chuqur o‘zlashtirish muhirn aha-
miyatga ega.

Nazariy mexanika va uning qo‘llanilishiga doir muarn-
molarni hal gilishda bu fanga tegishli bo'lgan masalalarni
turli usullar bilan yechish muhim ahamiyatga ega.

Mazkur o‘quv qo‘llanmani yozishdan magsad — analitik
mexanikaning asosiy qonunlari va usullarini bayon gilish, bu
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gonun hamda usullarni aniq masalalar yechishda qo‘llashdan
iborat.

Qo'llanmada ba’zi bir nazariy (dalillar) tushuncha
(teorema)lar isbotsiz keltirilgan. Bu tushunchalar asoslan-
gan manbalar adabiyotlar ro‘yxatida ko-‘rsatilgan.

Ushbu kitobning har bir mavzusida oldin nazariy mate-
riallar bayon gilingan, so‘ngra o‘rganilgan materialga oid
masalalar yechilgan, keyin esa mavzuga oid savollar va ma-
salalar berilgan.

Kitob ilk marta chop etilayotganligi sababli ayrim xato
va kamchiliklardan holi deb bo'Imaydi.

Qo‘llanmaning sifatini yaxshilash uchun bildirilgan fikr
va mulohazalaringizni mamnuniyat bilan gabul gilamiz va
oldindan minnatdorchilik bildiramiz.

Mualliflar



1- §. Mumkin bo‘lgan ko‘chish!ar prinsipi

I. Nazariy gism

Bu mavzuda analitik mexanikaning predmeti, bog‘lanishlar
va ularning klassifikatsiyasi, mexanik sistemaning mumkin
boigan (virtual) ko'chishi, sistemaning erkinlik darajasi,
ideal bog'lanishlar va mumkin boigan ko‘chishlar prinsipi
hagida ma’lumot beriladi va masalalar yechiladi.

1. Shu vaqtga gadar Nyuton mexanikasining asoslarini
o'rgandik. Endi Lagranj mexanikasining asoslarini o‘rga-
nishga o'tamiz. Lagranj mexanikasi ko‘pincha analitik
mexanika nomi bilan yuritiladi.

Analitik mexanika mexanik sistemalar bilan ish ko‘radi.
Bir-biri bilan ma’lum munosabatda bog'langan hamda liar
bir nuqgtasining harakati boshqa nuqtalarining holati va
harakatiga bog'liqg bo‘lgan moddiy nuqtalar to‘plamiga me-
xanik sistema deyiladi. Istalgan mashina yoki mexanizm
mexanik sistemaga misol bo‘la oladi, chunki mashina va
mexanizmlarning qismlari bir-birlari bilan sharnirlar,
sterjenlar, tasmalar, tishli g‘ildirakli vositasida bog‘langan
bo'ladi. Bu holda sistema nuqtalariga bog‘lanishlar orqali
beriladigan taranglik yoki o ‘zaro bosim kuchlari ta’sir giladi.

Mexanik sistema o°‘zgarmas va o ‘zgaruvchan sistemaga
bo'linadi.

Agar mexanik sistemani tashkil etuvchi nuqtalar orasi-
dagi masofalar uning harakati davomida o‘zgarmasdan
golsa, bunday mexanik sistemaga o‘zgarmas mexanik siste-
ma deyiladi

Masalan, aboslut gattiq jismni o‘zgarmas mexanik siste-
ma deb garash mumkin.

Endi erkin va erkin bo‘lmagan mexanik sistemalar
tushuncha kiritiladi.



Agar mexanik sistemaning istalgan ikkita nuqtasi orasi-
dagi masofasi uning harakati davomida o'zgarib tursa, bun-
day mexanik sistemaga o‘zgaruvchan mexanik sistema deyila-
di. Masalan, deformatsiyalanuvchi jism o‘zgaruvchan mexa-
nik sistemaga misol bo‘la oladi.

Analitik mexanikada barcha mexanik sistemalarga qoilab
bo‘ladigan harakat va muvozanatni o'rganishning umumiy
va yagona metodlari o‘rnatiladi. Mexanik sistemaning
mumkin bo‘lgan barcha harakatlarini o‘rganish va tekshi-
rishda matematik analiz metodlari asosiy vosita bo‘lib
xizmat qiladi.

Analitik mexanikada chiqariladigan harakat tenglamalari
mexanik sistemaning ko‘rinishiga, sistema harakatiga
go‘yiladigan shartlarning xususiyatlariga bog'liq bo ‘Imaydi.

Analitik mexanikaning umumiy tenglamalari sistema
harakatining xossalarini umumiy tekshirish uchun, shuning-
dek, mexanikada aniq nazariy va amaliy masalalar yechish
uchun juda qulay.

Analitik mexanika metodlari fagatgina nazariy tekshirish-
lar uchun fundamental ahamiyatga ega bo‘lmasdan balki,
muhandislik amaliy hisoblash ishlarida ham muhim ahamiyatga
ega.

Analitik mexanikaning barcha teoremalari va tenglamalari
ba’zi bir asosiy tushunchalar va prinsiplarga asoslanib shakl-
lantiriladi hamda chigariladi.

2. Erkin va erkin bo'Imagan nuqta hagida nuqta din:
mikasida to‘lig tasavvurga ega bo'lgan edik.

Endi erkin va erkin bo'Imagan mexanik sistemalar tushun-
chasi kiritiladi.

Agar mexanik sistemaning har bir nuqtasi fazoda istal-
gan holatni egallab, istalgan tezlikka erishsa, u holda bunday j
mexanik sistema erkin sistema deb ataladi. Erkin mexanik
sistemaga Quyosh-sayyoralar sistemasi misol bo‘ladi. Barcha
sayyoralar va Quyosh orasida tortishish kuchi mavjud bo ‘lib.
sayyora va Quyoshning holatini va tezliklarini hech nima
chegaralamaydi. Ular orbita bo‘ylab erkin harakat giladi. Agar
mexanik sistemani tashkil giluvchi nuqtalar vajismlar fazoda
istalgan holatni egallab, istalgan tezlikka erisha olmasa, ya’ni



uning holatiga va tezligiga to'sqinlik giluvchi cheklashlar
~N0isa, u holda bunday mexanik sistema erkinmas sistema
~gyiladi. Mexanik sistema nuqtalarining koordinatalariga va
lilar tezliklariga go‘yilgan barcha cheklashlar bog'lanishlar
<jeyiladi- Tevarak-atrofdagi istalgan mexanizm, gattiq jism,
istalgan qurilma erkinmas jismga misol bo‘la oladi. Bog*-
lanishning sistemaga ko'rsatgan ta’siri bog'lanish reaksiya kuchi
deb ataladi.

Shunday qilib, bog‘lanishlar sistema nuqtalarining koor-
dinatalariga va tezliklarining o'zgarishiga cheklanishlar gqo ‘yadi.

Analitik ravishda cheklanishlar tenglamalar yoki tengsiz-
liklar ko‘rinishida ifodalanib yoziladi.

Reaksiya kuchi sistema ko‘chishga intilayotgan yo'nalishga
garama-garshi tomonga yo‘nalgan bo‘ladi. Reaksiya kuchining
ta’sir gilayotgan kuchdan farqi shundaki, reaksiya kuchi
jismni harakatga keltira olmaydi. Uning kattaligi va yo'nalishi
jismga ta’sir gilayotgan kuchlarga bog'lig. Shuning uchun
reaksiya kuchi oldindan ma’lum bo'lmaydi.

3. Sistemaga qo'yilgan bogManishlarning xususiyatlari
fagatgina sistenianing harakatiga bog'lig bo'Imasdan balki
sistema harakatini o'rganish uchun qo‘llaniladigan usullarga
ham bog'liqg bo‘ladi.

Shunday ekan bog'lanishlarni bir-biridan farglash va
ularni turlarga ajratish muhim ahamiyatga ega. Bog‘lanishlar-
ning muhim belgi va xususiyatlariga qarab turlarga bo ‘linadi.
Bog'lanishlar birinchi navbatda ikkita sinfga bo‘linadi:
golonomli va golonomsiz bog'lanishlar. Agar bog‘lanishlar
koordinatalarga nisbatan chekli sondagi tenglamalar yoki
tengsizliklar bilan ifodalanadigan bo'lsa, bunday bog‘lanishga
golonomli bog'lanish deyiladi. Golonomli bogManishlar
koordinatalarga nisbatan integrallanuvchi differensial
tenglamalar bilan ifodalanib yoziladi. Boshgacha aytganda,
golonomli bog‘lanishning ifodalari koordinatalarning vaqt
bo'yicha hosilalarini o‘z tarkibiga olmaydi. Bunday bog*‘-
lanishlarning ifodalari umumiy holda quyidagi ko‘rinishga
ega:

f(Xi,yj,Zj,0)10, i =\,n. (1)
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Golonomli bog‘lanishlarni ko'pincha geometrik bog‘la-
nishlar ham deyiladi. Golonom bog‘lanishli nuqgta Oism)
ma’lum bir sirt yoki egri chiziq bo'ylab harakatlanadi.

Sigilmaydigan va cho‘zilmaydigan AB sterjenning nuq-
talari uchun sterjen golonomli bog'lanishdir.

Chunki sterjenning uchlaridagi nugqtalarining harakati
bir-biriga bog‘lig bo‘lishi bilan birga, ular koordinatalari-
ning barchasi ixtiyoriy bo‘lmasdan, quyidagi gqonunga
bo‘ysinadi:

\AB\ = yj(xiB - xiA)2 + (yiB - yiA)2 + (ziB - ziA)2 , i =1,n.

Agar bog'lanish sistema nuqtalarining holatigagina emas,
balki ularning tezliklariga ham chek go'ysa, bunday
bog‘lanishga golonomsiz bog'lanish deyiladi. Golonomsiz
bog'lanishlar koordinatalarga nisbatan integrallanmaydigan
differensial tenglamalar bilan ifodalanadi. Golonomsiz
bog‘lanishning tenglamalari nugtalarning koordinatalari va
ularning vaqt bo‘yicha hosilalarini bog‘laydi. Shunday qilib.
golonomsiz bog‘lanishlar integrallanmaydigan, umumiy
holda

A(xi,yhzi,xi,yi,zi,t) =0 (/ = 1,«) 2)

ko‘rinishdagi differensial tenglamalar bilan tavsiflanadi.
Integrallanmaslik shu ma’noda tushuniladiki, bog‘lanishni
ifodalovchi tenglamaning chap tomonini koordinatalarga
nisbatan birorta funksiyaning to‘lig differensialiga keltirish.
ya’ni df{xhyh zi,t) =0 ko‘rinishda ifodalash mumKkin
emasligi tushuniladi.

Ko‘pincha golonomsiz bog‘lanishlarni kinematik bog‘la-
nishlar ham deyiladi. Kinematik bog'lanishlarda sistema nuq-
talarining koordinatalarigagina emas, balki ularning tezlik va
tezlanishlariga ham chek go‘yiladi. Agar (2) kinematik
bog‘lanish tenglamasini integrallash yo'li bilan (1) ko‘rinishga
keltirish mumkin bo‘lsa, bunday bog‘lanish golonomli
boiadi.

Agar mexanik sistemaga k ta bog‘lanish qo‘yilgan bo ‘lsa,
u holda bog‘lanish tenglamalari soni k ta bo‘ladi:

©)
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i=\,n, j=Lkm
Agar bog‘lanish golonomli bo'lsa, lining bog‘lanish
tenglamalari quyidagi ko‘rinishga ega bo‘ladi:
fj(xi,yh Zi,t) =0 4

/=1n, j=LKmnm

Bog‘lanishlar vagtga oshkor bog‘langan va bog‘lanmagan
bo'lishi mumkin.

Agar bog'lanish vaqt o‘tishi bilan o‘zgarmasa, ya’ni t
vaqt bog'lanish tenglamasi (tengsizligi)da oshkor
gatnashmasa, bunday bog‘lanishni statsionar bog'lanish
deyiladi.

X2 z?
Agar nugta —-+”"y +-y -1 =0 tenglama bilan ifodala-
a b c
nuvchi ellipsoid sirtida yotsa, bu tenglama bog'lanishning
ko'rinishi vaqt bilan o‘zgarmasligini ko ‘rsatadi.

Nuqta esa doim bitta ellipsoidda yotib, fazoda ko‘chmaydi
va deformatsiyalanmaydi.

Agar bog‘lanish vaqt o‘tishi bilan o'zgarib tursa, ya’ni
bog'lanish tenglamasida t vaqt oshkor gatnashsa, bunday
bog‘lanish statsionar bo‘lmagan bogfianish deyiladi. Masalan,
agar sterjenning i uzunligi berilgan gonun bo'yicha xususiy
holda £= +flsinco/, (Ig>a) qonun bo‘yicha o'zgarsa,

bunday holda bog‘lanish tenglamasi

X2+y2+z1l-("0o+assn®02=0

ko‘rinishga ega bo‘lib, t vaqt bu bog'lanish tenglamasida
oshkor gatnashadi. Agar bog‘lanishlar tenglamalar bilan
ifodalanadigan bo‘lsa, bunday bog‘lanishlarni boshatuvchi,
agar bog‘lanishlar tengsizliklar bilan ifodalanadigan bo'lsa,
bunday bog‘lanishlarni boshatmovchi bogianishlar deyiladi.

4. Analitik mexanikada keng qo'llaniladigan mumkin
o lgan (virtual) ko‘chish tushunchasini shakllantiramiz.
.Wlta yoki sistemaning mumkin bo‘lgan ko‘chishi deb,
flstema nuqtalarining bog‘lanishlar tomonidan qo‘yiladigan
archa chekJashlarini ganoatlantiradigan (buzmaydigan) yoki



bog'lanishlar bilan birgalikda bajaradigan cheksiz kichik
ko'chishiga aytiladi. Ko‘pincha cheksiz kichik mumkin bo‘lgan
ko'chishni virtual ko'chish deb ham ataladi.

Sistema nugqtalarining mumkin bo‘lgan ko‘chishlari quy-
idagi ikkita shartni qanoatlantirishi kerak: 1) mumkin bo‘lgan
ko'chish cheksiz kichik migdorbo'lishi kerak. Chunki chekli
ko'chishda sistema boshqga holatga o ‘tib, muvozanat shartlari
boshgacha bo'lib qolishi ham mumkin;

2) sistemaga qo'yilgan barcha bog'lanishlar saqglanishi
kerak, bordi-yu bog'lanishlar buzilsa, sistemaning ko'ri-
nishini o'zgartirgan bo'lamiz (sistema boshgacha sistema
bo'lib qoladi).

Nugta uchun mumkin bo'lgan ko'chish tushunchasini
golonom bog'lanishli hoi uchun garab chiqgiladi.

Biror M (x0,y0,z0) nuqta
f{x,y,z,t) =0

tenglama bilan aniglanuvchi sirtda joylashgan bo'lib, uning
holati t vaqtning tayinlangan tO giymatiga mos keluvchi

r0- xqm +Yomw +Zowm radius-vektor bilan aniglansin. M§
nuqtaning cheksiz kichik atrofidagi holatlarini tekshi-

I- rasm.



ami2) ya’ni uning atrofiga tegishli bo‘lgan M (xQ+5x,y0 +
+8 Zo +Sz) nuqtani garasak uning holati (1- rasm).

f(t) =bl 0 +5F = (x0 +8x)-7 +(y0 +8y)-J +(z0+5z )k
radius-vektor bilan aniglanadi. Bunda 8x,8y,&z miqdorlar
vektorning koordinata o'glardagi proyeksiyalar bo‘lib,
=5x - + by m] + 5" & vektori ~,(/) radius-vektor bilan
anjgianuvchi nuqtaning r(t) radius-vektor bilan aniglanuv-
chi holatga o'tishdagi ko‘chishini, ya’ni rO(t) radius-
vektorning cheksiz kichik orttirmasini ifodalaydi. Ana shu 5r
vektor mumkin bo‘gan ko'chish vektori deb ataladi.
Ko'pincha Sr vektorni /jj(/) vektorning variatsiyasi,
uning 8x,5y,&z proyeksiyalarini esa koordinatalarning
variatsiyasi deb ataladi.
r(t) vektorning
x0 +Sx,y0 +5y, 0 +5r

koordinatalari bog‘lanish tenglamasini, ya’ni sirt tenglama-
sini ganoatlantirishi kerak:

/(xq +5%x, JN)+5y, zq+5zt)=0. (5)
Bu tenglikning chap tomonini 5.x,5.y,5z ning darajalari

bo‘yicha gatorga yoyib, 5x2,Sy2,&z2,dx5y,8x8z,8ydz,—
migdorlar gatnashgan hadlarni e’tiborga olmasdan,
f(x0>0’2Q,t) =0 ekanligi e’tiborga olinsa, koordinata-
larning variatsiyalariga qo‘yiladigan cheklashlar sharti hosil
bo'ladi:

FrEf g+ 07 gy4 OP

13,0 0 o
(6) tenglikning geometrik ma’nosini tushuntiramiz.Sirt-
ning qaralayotgan MOnugqtasining normali bo‘yicha yo'nalgan
birlik vektorni « desak, bu vektorning koordinata o'qlarida-
proyeksiyasi normalning yo‘naltiruvchi kosinuslariga teng

n



bo‘lib, yo'naltiruvchi kosinuslar esa xususiy

hosilalarga proporsional bo‘ladi. Bunday holda (6) tenglikni
quyidagicha yozish mumkin:
ne5SF =0 (7)

Bu tenglikning chap tomoni n va 5r vektorlarning skalar
ko ‘paytmasini ifodalaydi. Bu skalar ko‘paytmaning nolga ten-
gligiesa n va 5r vektorlarning o‘zaro pegendikular bo'lish-
ligini bildiradi. Demak, (7) tenglikdan 8F vektorning n
normalga perpendikular bo‘lishligi kelib chigadi. Bu esa 8r
mumkin bo‘lgan ko‘chish vektorining MOnuqta orgali o‘tgan
urinma tekislikda yotishligini bildiradi.

5. Analitik mexanikada harakatni va mexanik sistemanin
muvozanatini tekshirish uchun qo‘llaniladigan yana bir
tushuncha mumkin bo‘lgan ko‘chishda moddiy nugtaga
go‘yilgan kuchning bajargan elementar ishi tushunchasidan
foydalaniladi.

Kuchning elementar ko‘chishdagi bajargan ishi skalar
migdor bo‘lib, f vektor kuchning mumkin bo‘lgan 8r
vektor ko‘chishga bo‘lgan skalar ko‘paytmasiga teng bo ‘ladi.
Elementar ishni 5" orqali belgilansa, lining ifodasi

&4 = F-SF (8)
koordinata shaklida esa
8A = Fx8x + Fyby + FzSz (9)
ko‘rinishda bo ‘ladi.

Agar mexanik sistema nuqtalariga F{,F2,...,Fn, kuchlar
go‘yilgan bo‘lib, ular bu kuchlar ta’sirida 5%,8/%,...,
mumkin bo‘lgan ko‘chishlar olsa, n holda bu kuchlarning
virtual bajargan ishi sistemaning virtual ko‘chishdagi ishi
bo‘ladi.

Bu ish 51 =YjbAk =~ Fk8k koordinata shaklida

K K
quyidagi formula yordamida topiladi:



5 Moddiy nuqtalar sistemasining bogManish reaksiya
chlarining istalgan mumkin bo'lgan ko‘chishda bajargan
, larining yig'indisi nolga teng bo‘lsa, bunday bog'lanishga
\jeai bog lanish deyiladi. Ideal bog‘lanishlar uchun quyidagi
lengliko ‘rinli:
5N =£ Rk"k =0. (12)
K

Ideal bog'lanishlarga absolut sillig tekislik, sirti absolut
gattiq sterjen va hokazolar misol bo'ladi.

7. Mumkin bo‘lgan ko‘chishlar prinsipi. Agar moddiy
nuqtalar sistemasi muvozanatda bo‘lsa, u holda sistemaning
liar ganday mumkin bo'lgan ko'chishida faol kuchlarning
bajargan ishi nolga teng bo‘ladi, ya’ni

= = = (12)
K K

Koordinata shaklida

bAa = £ ( Fxk**k + ryk&Yk +Fzkbzk) =0 » (13)
K

Il. Masalalar yechish

1- masala. AB richagning yelkasiga FA va FB kuchlar
normal ravishda ta’sir giladi. 0 tayanch nuqtasiga nisbatan
richag A \'sl B nuqgtalarining mumkin bo‘lgan ko‘chishlarini
hisoblang va richagning muvozanatlik shartini o ‘rnating.

Yechish. 1) AB richagda mumkin bo'lgan ko'chish uning
tayanch 0 nuqtasi atrofidagi 5p cheksiz kichik burilish
burchagidir.

Richag 0 tayanch nugta atrofida burilganda /1 va B nuq-
talar AAXva BBXaylana yoylari bo‘ylab siljiydi. Taqriban bu
siljishlarni to‘g‘ri chiziq kesmalariga almashtirib, A va B
nuqtalarning mumkin bo'lgan ko‘chishlarini hisoblash
Mumkin (2- rasm):

574 = OA mSp=abcp; 5 =OB mp=h8(p



5, B' 2). Richagning muvozaru
lik shartini o ‘rnatamiz. 5%"

bSB migdorlar mos ravishi

Fa va FB kuchlar go‘yilgi
. srF,,A va B nuqtalarning murnk
bo'lgan ko‘chishlarini ifod

2- rasm.

laydi. Richagga ide
bogManishli sterjen deb qgar
sak, mumkin bo‘lgan ko‘chish prinsipiga ko‘ra quyida
tenglik hosil bo'ladi:

FA8SA + FB5SB =0.
Bunda &SA = c6(; 8SB =-b8u» FAa8wp - FBWEf>=0 =tb
=> (Fa m- FB )5 =Q=$FA a-FB b=0

=> \/8¢ ® 0 >FAa = FBb

Shunday qilib, richagning muvozanatlik shartini
aylanish markaziga nisbatan qo‘yilgan kuchlar momentlar
ning tengligi ifodalaydi.

2- masala. Muvozanat holat vaqtida krivoship-s
mexanizmining krivoshipiga ta’sir etuvchi juftning
momenti bilan porshenga ta’sir etuvchi p bosim kuci
orasidagi bog'lanishni toping. Krivoshipning uzunligi OA =
ga, shatunning uzunligi AB =1 ga teng (3- rasm).

Yechish. 5¢ — krivoshipning M momentli juft ta’sir

dagi mumkin bo'lgan burilish burchagi, 5SB esa p bosi;
kuchi ta’sirida porsher
ning olgan mumKki
bo'lgan ko‘chishi bo'lsii
Shatun-krivoship mex;
nizmiga mumkin bo‘lga
#P ko‘chish prinsipii
go'llanilsa
P5SB - N1/5¢ =0
3- rasm. tenglik hosil bo'lad
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urida 5¢ = oA "t, 8Sft=?>Bdt ekanligi e’tiborga olinsa
~ vidagi tenglik topiladi.
'm P-&B =M w A. (1)
Endi ftB va wioa orasidagi bog'lanish o‘rnatiladi. A

LLigta =blAT tezlikka ega. Bu tezlik OA ga perpendikular
n‘nalgan. B nuqtaning tezligi esa BO to‘g‘ri chiziq bo‘ylab
o'nalgandir. Tezliklarning proyeksiyalari haqgidagi
teoremaga ko ‘ra
cosa = ftg cos(3.

ZOAD-AOAB uchun tashqgi burchak bo'ladi:
ZOAD - p+ @. Bundan a =90°-(¢h +(d bo'lishligini topa-
miz va

» Cosa sin(9 +P) . n
ft B= = e = WOA T oo — = Uqa T(si COS ¢ +&(3
B cos(g cosfi qaT(sin @+ P - &G)

fi burchak topiTadi. 0AB ucfburchakdan §—'—?—P: Sing

tenglylik hosil bo'ladi. EgB —jzsip formula e’tiborga
V1- sin P
olinsa, quyidagi natija kelib chigadi:
. I cos <
C?B: C11)>j/I(!+-7=::::(*J::-)sinq). 2)

" 2T 26in 2y
(2) ni (1) ga qo'yib, quyidagi izlanayotgan bog'lanish
topiladi:

M =Pr )
Je2 r" Sin qu
3- masala. Qismlardan tuzilib, uchta tayanchda turgan
to'sin C nuqtada sharnirli biriktirilgan ikkita to'sindan
1 prat. To'singa 2 t, 6 t va 3 t vertikal yo'nalgan kuchlar
ta sir giladi (4- rasm). 0 ‘Ichovlar ko'rsatilgan. A, B va D
nuqtalardagi tayanch reaksiyalarini aniglang.
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4- rasm.

Yechish. AD to'sinni muvozanatdagi AC va CD to‘sin
lardan iborat bo'lgan ikki qattiq jismdan tashkil topgan
sistema deb garaymiz.

Mumkin bo‘lgan ko‘chish prinsipini qo‘llab, A, B va D
tayanchlardagi reaksiya kuchlarini aniglanadi.

1. Ra tayanch reaksiyani aniglash uchun A tayanch bog1l
lanishdan ozod qilinadi, ya’ni bu tayanchni uning RA
reaksiya kuchi bilan almashtiriladi. A nuqta vertikal yugoriga
yo‘nalgan 8rA mumkin bo'lgan ko‘chish beriladi. Buning

natijasida kuch qgo‘yilgan E nuqta ham 5rE mumkin

bo‘lgan ko'chish oladi. 5rA va 5rE mumkin bo‘lgan ko‘chish
lar orasidagi bog'lanishni CEE' va CAA' uchburchaklarning
o ‘xshashligidan foydalanib o'rnatiladi. 0 ‘xshash uchbur-
chaklarning mos tomonlari proporsional bo ‘ladi:

EC EFE’ a SrE 1
e = e = =D e = —— =01 = —0lA

AC AA 2a  8rA b 2 A-
AC to'singa mumkin bo'lgan ko'chish prinsipini
go‘llanilsa, quyidagi tengliklar hosil bo‘ladi:
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-RAbrA +P\brE = O

-ra *bra + 2 p\8rE =

~rA+ 2P\ =°,

2. B tayanchning reaksiya kuchini aniglash uchun, bu
tayanchni fikran olib tashlab, uning ta’siri RB kuch bilan

aimashtiriladi. C sharnirga vertikal yugoriga yo‘nalgan 5rc

mumkin bo'lgan ko‘chish beramiz. P\,P2,RB va P3 kuchlar
go‘yilgan E, N, B va K nuqtalarning mumkin bo'lgan
ko‘chishlarini mos ravishda 8rE,8r",8rBva 57" orqgali
belgilanadi. Bu mumkin bo'lgan ko‘chishlarni uchbur-
chaklarning o ‘xshashligidan foydalanib, 8rc mumkin bo‘lgan
ko'chish orgali ifodalanadi:

5rB = - 8rc; 5rK =~Src.

Mumkin bo‘lgan ko'chish prinsipiga ko‘ra
PxorE + P2brN + RB6rB + P$5rK = 0,

2-" +675rc-RB |sFc+3 ~b5rc =0,

1+5-|1g+1=0,

18-2RB+3- OptT\1AvOiV DAVIAT



3. Endi D nuqgtaning tayanch reaksiyasini aniglaymiz.
Buning uchun D tayanch bog‘lanishdan ozod gilinadi, ya’ni
uning reaksiyasini RD kuch bilan almashtiriladi. D nuqgtaga

brD mumkin bo'lgan ko‘chish beriladi. Natijada N, B va R

nuqgtalar ham mos ravishda 5r*f, 5rB va 5rK mumkin boigan
ko'chishlar oladi. Bu mumkin bolgan ko'chishlarni uch-
burchaklarning o ‘xshashligidan foydalanib, 8D mumKkin
bo‘lgan ko‘chish orgali ifodalanadi:

5N = A d; brB=>SrD:; 5rK =|s rD.
Endi CD to'singa mumkin bo'lgan ko‘chish prinsipini
goMlaymiz: P8rN - Rg8rD + Prbk - RD s6rD =0 .
6~brD- 10,5 +3+15MD- Rd mrD =0,
1-3,5+2=Rp RD =-0,57".

Eslatma. RDtayanchning reaksiyasini parallel kuchlarning
muvozanatlik shartidan ham foydalanib topish mumkin (5-
rasm):

Ra Rii Rd

5- rasm.

+Ra +P +P +Rfi +P} + Rq =0
-1+2+6+3-10,5-11/, =0,
11-11,5= Rd=>Rd =-0,5t.
4- masala. Mexanizm gorizontal tekislikda kuchlar ta’si
rida muvozanatda turibdi. Muvozanat holat esa a =40°
p =120° y =90° ¢ =090° 0=60° burchaklar bilan anigla-

nadi. Mexanizm sterjenlarining uzunliklar =0,4 m, (b
18



sterjenlarning uzunliklari ixtiyoricha); E nuqta ster-
N
" ma o'rtasidajoylashgan. B sirpang‘ichga F elastik kuchi
>jr giladi- Uning son giymati F =CX formula bo'yicha
inHi bunda ¢ — prujinaning elastik koeffitsiyenti, X —
lining uzunligi (c =180 n/sm).
gundan tashgari D sigang‘ichga Q =400H kuch, 04

I"rivoshipga esa M = 100HM momentli juft kuch ta’sir giladi.
jVlexanizm muvozanat holatda turganda prujinaning \ defor-
matsiyalanishini toping (6- rasm).

Yechish. Berilganlarni e’tiborga olib, mexanizm chiziladi
va chizmada mumkin bo‘lgan ko‘chishlar ham tasvirlaydi (7-
rasm).

Mexanizmni berilgan burchaklar bo'yicha yasaymiz. Pru-
iinani cho'ziladi deb hisoblasak, uning F = CA elastiklik
uchi yugoriga yo'nalgan bo‘ladi.

Mexanizm gorizontal tekislikda yotgani uchun, og‘irlik
Uchlarining bajargan ishi nolga teng bo‘ladi. Masalani
yechish uchun mumkin bo‘lgan ko‘chishlar prinsipidan
Oydalanamiz:
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Z5 =o. ()
K

bunda 5Ak — faol kuchlar va momentlarning bajargan

elementar ishlari.
Mexanizniga ta’sir giluvchi faol kuchlarni tasvirlaymiz:

Q — sirpang'ichga tasir etuvchi kuch, F — prujinaning
elastiklik kuchi va A/momentli juft, Fnoma’lum kuch (1)

tenglamadan foydalanib topiladi, F ni bilgan holda F =ch

munosabatdan X ni aniglaymiz.
(1) tenglamani tuzish uchun mexanizmga mumt}

bo'lgan ko'chish beriladi. 5p, — 1- sterjenning 0, 0'q atrofida
burilish burchagi 5Sg va &D esa B va D sirpang‘ichlarning
mumkin bo°‘lgan ko'chishlari bo“Isin.
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1", 85" va &Sd o°‘zaro bog'lanmagan mumkin bo'lgan

hisblardir- Mexanizm bir erkinlik darajaga ega bo'lgan-
ke tufayli, erkli o'zgaruvchi sifatida u uchala miqdorlardan
yalllan bhtasini 4at>ul gilishi mumkin. Erkli o‘zgaruvchi

ISfatida 8¢p1> burilish burchagi gabul gilinsa, 8SA,85B,85D
mumkin bo'lgan ko'chishlar 5(p, orgali ifodalanadi.
nyyal 85~ topiladi va uning yo'nalishi aniglanadi (5Aa
ning yo'nalishini 5, ning yo'nalishi aniglaydi):
5SA =™)5¢|, 8SA L0)A.

Endi 8SE ni topiladi. Bu ko'chish AB kesma bo'ylab
vo‘nalgan va 5SA ko'chishning AB to‘g‘ri chizigdagi
proyeksiyasiga teng:

A R
5SE =5SAc0s30° =" - 8SA =— *iSA.

Endi 8 va 5SB ko'chishlar orasidagi bog'lanish
o'rnatiladi:

8" c0s30° =5SB cos60° =>8SB =%38SA =n/3"60).

Shuningdek, 8SD va 55" ko‘chishlar orasidagi bog*-
lanish ham o'rnatiladi:

8D =8SEcosW =~ -~3¢, =|"5d=|s". (1)

Bulardan (1) tenglama tuziladi:

A gfg =N1/8¢] + Q8Sj) - F8SB =0, 8h| DO
K

M 8p[ + Q « ] 8h1- F m/38d[ = O,
M +7elQ-j3elF =0,

F=M+4e& =100+4 0274001 = 220 H
Vach! 7z >/5-0,4 ~0,41/3
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220
sm
72-1,732

X=\,76sm -

I1l1. Savol va masalalar

1 Analitik mexanikaning predmeti, asosiy tushunchalari va vaxi.
falarini izohlang.

2. Bog‘lanishlar deb nimaga aytiladi? Bog'lanishlarni klassifikatsiya
qgiling: golonomli va golonomsiz (geometrik va kinematik yoki integral,
lanuvchi va integrallanmaydigan, bo‘shatadigan va bo'shatmaydigan)
bog'lanishlar ganday bo'ladi? Misollar keltiring.

3. Mexanik sistemaning umumlashgan koordinatalari deb nimaga
aytiladi?

4. Mexanik sistemaning erkinlik darajasi deb nimaga aytiladi?

5. Qanday holda sistema nuqtalarining dekart koordinatalari umum-
lashgan koordinatalarga bog'liq bo‘lishi bilan bir gatorda vaqtga ham
bog‘liq bo‘ladi?

6. Mexanik sistemaning mumkin bo'lgan ko'chishi deb nimaga
aytiladi?

7. Mumkin bo'lgan ko'chish sistemaga ta’sir etuvchi kuchlarga
bog'lig bo'ladimi?

8. Mumkin bo'lgan ko'chish prinsipini ganday shakllantirish
mumkin?

9. Ish tenglamasi ganday ko'rinishga ega bo'ladi?

10. Nima uchun mumkin bo'lgan ko'chish prinsipi bir gancha jism-
lardan tashkil topgan erkin bo'lmagan sistemaga qo'yilgan kuchlar
sistemasining muvozanatlik shartlarini o'rnatishga va muvozanat tengla-
malarini olishga juda qulay?

11. Bir gancha erkinlik darajaga ega bo'lgan mexanik sistemaga ta'sir
giluvchi kuchlar uchun ish tenglamalari ganday tuziladi?

12. Sodda mashinalarda harakatlantiruvchi kuch va garshilik kuchi
orasidagi bog'lanish ganday bo'ladi?

13. Mexanikaning «Oltin goidasi» ni shakllantiring.

14. Mumkin bo'lgan ko'chish prinsipi yordamida bog'lanishlarning
reaksiyasi ganday aniqlanadi?

15. Mumkin bo'lgan ko'chish vektorining yo'nalishi ganday
aniglanadi?

16. Ideal bog'lanish deb ganday bog'lanishlarga aytiladi?

17. Egri chizigli ko'chishlar migdor va yo'nalish jihatidan gandal
aniglanadi?
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18 Sodda mashinalarda (polispastlar), =% JGi 1 \Q2
. press, vintli press, sterjenli press) D

partdkin bo'lgan ko‘chish prinsipining a 2 4
m” nishl.arini tushuntiring. 2 5
g° jp Mumkin bo‘lgan ko'chishlar ! E S F
.ﬂé'\r}idan foydalanib, 8- rasmda tas- a 61s’ 8
Or:lan an vertikal ferma 4, 5, 7 sterjen- P% _oan 6 ,
['rin'ing zo‘rigishlarini aniglang. K L
fla +Q2b a .o =
Javob: U ~ b 4 ) \
b
(sterjen qisiladi) 7776}77
75 =5 - P2 < b-
(sterjen gisiladi) 8- rasm.
yla2 +b2
T7 = (>, +P2)

(sterjen cho‘ziladi).

20. Richagning muvozanatlik shartini o‘mating.

21. AB bir jinsli to‘sin A nuqtada qo‘zg‘almas sharnir bilan mah-
kamlangan. B nuqgtada esa katokka (aravachaga) qo'yilgan. To‘sinning
og'irligi 300 kg. B nugtadagi tayanch reaksiyasini aniglang.

Javob: 150 kg.

22. Uchta tayanchda yotgan AD to'sin, B nuqgtada sharnir mahkam-
langan ikkita to ‘sindan iborat. To‘singa vertikal yo‘nalishda —2t, 6tva 3
t kuchlar ta’sir giladi. 0 ‘Ichamlar 9- rasmda ko‘rsatilgan. A, B, va D
nugtalardagi tayanch reaksiyalarini aniglang.

Javob: Ra =IT'RB =10,5T\RD = 0,5T .

Wal a a | a 2a 2a

2T
n3T N
6t

9- rasm.

Jw - Uzunligi H va og‘irligi PboHgan to‘sin A nuqtada qo‘z-
mas sharnirga, A nuqtadan b masofada turgan C nuqtada ka-

wr»3  Yilgan. To‘singa A nugtadan mos ravishda a va 2(. masofada
an nu4talarga F va Q vertikal kuchlar qo'yilgan. RAva Rc ta-
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yanch reaksiyalarni aniglang 10-
rasm).

Fa + P( +2QF.
Javob: Rc a (+20f

R F(b-a) +P(b-1)-Q(2t-b,

24. A va Ctayanchlarga go'yilga:
AE to‘sin BvaD nuqtalarda sharnir-
li biriktirilgan AB, BD va DE uchta

to‘sindan iborat. DE to‘sin E nugtada devorga mahkamlangan.
E nuqtadagi reaksiyaning vertikal tashkil etuvchisini aniglang.
To'singa to'rtta teng P vertikal kuchlar ta’sir giladi. 0 ‘lchamlar 11-

rasmda ko'rsatilgan.

~ar ar

Javob: R=0,5P. 11- rasm.
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2- 8. Dalamber prinsipi. Dinamikaning
umumiy tengiamasi

/. Nazariy gism

1. Shu vaqgtga gadar moddiy nuqta va sistema dinamikasi
masalalarini Nyuton gqonunlariga asoslangan tenglamalardan
yoki Nyuton qonunlarining natijalari bo'lib hisoblanadigan
umumiy teoremalarga asoslangan usullardan foydalanib hal
gilindi. Lekin bu usul yagona yo'l emas. Mexanik sistemaning
harakat gonunlarini va muvozanatlik shartlarini Nyuton
gonunlaridan emas, balki mexanik prinsiplarga asoslanib
ham olish mumkin. Erkin bo'lmagan sistemaning harakatini
o'rganish uchun Dalamber o'zining nomi bilan ataluvchi
maxsus prinsipni tavsiya qildi.

Inersial sanoqning sistemasiga nisbatan faol va bog'la-
nish reaksiyasi kuchlari ta’siridagi m massali moddiy nuqta-
ning harakat tengiamasi quyidagi ko'rinishga ega bo'ladi:

Ta=F+Re (1)

Bunda F — nuqtaga ta’sir giluvchi faol kuchJarning teng
ta’sir etuvchisi, R esa nuqtaga qo'yilgan bog'lanishlar reaksiya
kuchlarining teng ta’sir etuvchisi, a esa inersial sanoq
sistemasiga nisbatan nuqtaning tezlanishi. Miqdor jihatidan
nugtaning massasi bilan uning tezlanishi ko'paytmasiga teng,
>° nalishi esa tezlanish vektoriga gqarama-garshi yo'nalgan
wvektor kuch inersiya kuchi deyiladi, ya’ni J =-ma .

( Endi (1) tenglamada Ta hadni o'ng tomonga olib
° adi, natijada quyidagi tenglamalar hosil bo'ladi:

yoki F+R-(ma) =0

B , b N+NMET =0, (2)
nH« » ten8lik erkin bo'Imagan nuqta uchun Dalamber
p Insipini ifodalaydi.
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Vaqtning har bir dagiqga-
sida moddiy nuqtaga ta’sir gila
yotgan faol, reaksiya va inersiya
kuchlari birgalikda muvoza-
natlashuvchi kuchlar sis~
temasini tashkil qiladi (12-
rasm).

2. Endi jVta nugtadan ib
rat bo‘lgan mexanik sistemani

12- rasm. garaymiz.
K — nuqtaga ta’sir

gilayotgan faol kuchlarning teng ta’sir etuvchisini Fk,
bogManish reaksiya kuchlarining teng ta’sir etuvchisini Rk

orqgali, shu nuqtaning inersiya kuchini Jk =-mkak desak,
bu nugta uchun Dalamber prinsipi quyidagi tenglama bilan
ifodalanadi:
Fk +Rk +Jk =0k =1,2,..., . 3)
(3) ko'rinishdagi tenglamani sistemaning har bir nugta

uchun tuzib, ularni hadlab go'shsak quyidagi tenglama hosil
bo ‘ladi:

'Z{k +'Z"k+'Zfk =0 (4)
. K K K
yoki
Rf +Rn +RJ =0 (40
Bunda R ='ZFk faol kuchlarning bosh vektori;
K
dN . . -
R = — bogManish reaksiya kuchlarining bosh
K
vektori; rj — sistema nuqtalari inersiya kuchlarining bosh
vektori.

(4') tenglik mexanik sistema uchun Dalamber prinsipini
ifodalaydi. BogManishdagi mexanik sistema harakatining har
bir daqigasida sistemaning har bir nugtasi uchun faol, reaksiya
va inersiya kuchlari bosh vektorlarining yig'inidisi nolga teng
bo'ladi.
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I Shunday qilib, Dalamber prinsipining mohiyati shundan
ratki, dinamika masalalarini yechishni formal ravishda
«ivo niasalalarini yechishga keltiradi. Shuning uchun ham

pajamber prinsipiga asoslangan usulni kinetostatika usuli

deyiladi-

3. Mumkin bo'lgan ko‘chish prinsipi statik masalalarni
echishning umumiy usulini beradi. Dalamber prinsipi esa
dinamik masalalarni yechishda statik usullardan foydalanish
inikoniyatini beradi. Shunday ekan bu ikkita prinsipni bir
vagtda qo‘llab, dinamika masalalarini yechishning umumiy
usulini hosil qgilish mumkin.

Ideal bog'lanishli moddiy nuqtalar sistemasi qarab
chigiladi. Ideal bog'lanishli mexanik sistemaning Mk nuqtasiga
ta’sir gilayotgan faol va reaksiya kuchlarning teng ta’sir

etuvchisini mos ravishda Fk va Rk desak, bu nuqtaga Fk va

Rk kuchlar ta’sirida erkin harakatlanayotgan nuqta deb

garasak, unga Nyutonning ikkinchi gonuni qo'llanilsa,
quyidagi tenglama hosil bo'ladi:

Uak = h + h
Fk -m kak \ Rk =0, (k =\,ri). (5)

Fikran t vaqtga tayinlangan giymatni berib, sistemaga
5k (k =\,n) mumkin bo'lgan ko'chishni beriladi. (5)ning

yoki

har bir tenglamasini 5rk ga skalar ko'paytirib, ularni hadlab
go‘shiladi:

E (h -Tkakll + E RK>k =0.
k=1 k=1

Ideal bog'lanishli sistemani garayotganimiz uchun oxirgi
y*gindi nolga teng bo'ladi. Natijada quyidagi tenglama kelib
ehigadi;

E Ch ~mk kWk =0 e (6)
k=\
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(6) tenglama dinamikaning umumiy tenglamasi bo‘lil
bu tenglama Lagranj—Dalamberning differensial-variatsion
prinsipini ifodalaydi: ldeal bog'lanishli sistema harakatining
har bir dagigasida va sistemaning istalgan mumkin bo‘lgan
ko‘chishida faol va inersiya' kuchlari bajargan elemental
ishlarning yig‘indisi nolga teng bo‘ladi.

Agar 5rk =6xki +8ykj +5zkk,

Hk=rk =xkT +yk] +zkk,

= Ho™ + Fkyd +
ekanligini e’tiborga olsak, (6) tenglama quyidagi ko‘rinishni
oladi:

d2xk d2yk
Fkx - &k + oKy ~ oxk +
W dt2 by~ dt2
Fkt - mk d2z 4ka =0 (7)
dtl
(7 dinamikaning umumiy tenglamasi ko‘pgina dinami

masalalarni yechish uchun juda qulay, chunki bu tenglama
noma’lum reaksiya kuchini o‘zida saglamaydi. Dalamber
prinsipidan foydalanib masalalar yechayotganda, agar jism
ilgarilanma harakat gilayotgan bo'lsa, inersiya kuchining
yo‘nalishi jismning tezlanishi yo‘nalishiga garama-qarshi
tomonga yo‘nalgan bo‘lib, jismning og‘irlik markaziga
go‘yilgan bo'ladi.

Qo‘zg‘almas o‘q atrofida aylanayotgan jismning inersiya
kuchi esa jism nuqtalari inersiya kuchlarining geometrik yi-
g‘indisiga teng. Har bir qo‘shiluvchi kuch miqdori, zarra
massasining uning urinma tezlanishiga bo‘lgan ko‘paytmasiga
teng bo‘lib, yo'nalishi esa urinma tezlanish yo‘nalishiga
garama-qgarshi yo‘nalgan urinma inersiya kuchi bilan
yo‘nalishi normal tezlanish yo‘nalishiga garama-garshi
bo‘lgan Tkw2rk normal inersiya kuchlarining geometrik
yig‘indisidan iborat bo‘ladi. Dinamikaning umumiy
tenglamasiga oid masalalarni yechishda quyidagi ish tarti-
biga rioya qilish tavsiya etiladi.
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1 Berilgan mexanik sistemaning erkinlik darajasi aniglanadi.

2 Sistemaga qo'yilgan barcha tashqi va bog'lanish reaksiya

‘n1arini Chizmada tasvirlash.

3. Sistema nuqtalariga go'yilgan inersiya kuchlarining bosh
ektorlan va bosh momentlarini aniglash.

4. Koordinata boshi va o'qlarining yo'nalishlarini tanlash.

5. Sistemaga ta’sir gilayotgan kuchlar va inersiya kuchlari
q0‘yilgan nuqtalarining mumkin bo'lgan ko'chishlarini
hisoblash.

6. Dinamikaning umumiy tenglamasini tuzish.

7 Tuzilgan tenglamalar sistemasidan izlanayotgan
noma’lum miqgdorlarni aniglash.

Bu xil masalalarni ikki tipga aj'ratish mumkin.

a) Dalamber—Lagranj tenglamalari (prinsipi)ga asosla-
nib yechiladigan, erkinlik darajasi bitta bo'lgan masalalar;

b) Dalamber—Lagranj tenglamalariga asoslanib yechila-
digan, erkinlik darajasi bir nechta bo'lgan masalalar.

Il. Masalalar yechish

5- masala. Blok orqgali o'tgan cho'zilmaydigan ipga og'ir-
ligi P\ bo'lgan M] yuk va og'irligi P2 bo'lgan M2 yuk
mahkamlangan, P2> Pr

Yukning a tezlanishi miqdorini va ipning Ttaranglik ku-
chini toping. Ip va blokning massalarini e’tiborga olmang.

Yechish. Masalani yechish /////,
uchun Dalamber prinsipi qo'l-
laniladi. M xva M 2jismlarga qo'yil- a
gan va Q2 inersiya kuchlarini
hisobga olamiz. Sistemaning
muvozanat tenglamasini 0 nug-
taga nisbatan momentlar teng- ,

lamasi ko'rinishida tuziladi (13- Mx
I'asm):
Br-pbr+ P ar+Pig =6
g 8

13- rasm.
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Bu tenglikdan a ni quyidagicha topiladi:

a(Pl +P2) =Q(P2-P 1), a="TrTIrQm
n+'2

Ipning Ttaranglik kuchini topish uchun o‘ng tomondagi
M2jismni bog'lanishdan ozod qilib, uni bog'lanish reaksiyasi
ta’sir kuchiga almashtiriladi. M2 jismga Pv Q2va T kuchlar
ta’sir giladi. M2 jismning muvozanat tengiamasi quyidagi
ko'rinishga ega bo'ladi:

Q2 +T —P2 =0.

Bundan T topiladi: T =P2-Q 2.
Q2inersiya kuchining miqdori topiladi:
. P2 P2 -P Pi -
Q= :—a:—gP; ...... {:PIB\ Ptl.
g g ~ P\+P2 +P2 m
Natijada ifoda ipning taranglik kuchi uchun quyidagicha
yoziladi:

T=p) Pi-Pi 1. PI=P\ W\PI
P] + P2 Pl + P2 Pl+PI
6- masala. Og'irligi e’tiborga olinmaydigan blokdan o'tka

zilgan, cho'zilmaydigan ip bilan bog'langan og'irliklari P
va Q bo'lgan ikkitajism to'g'ri burchakli prizmaning yoglan
bo'ylab sirpana oladi. Jismlar bilan prizma yoqlari orasidagi
ishgalanish koeffitsiyenti / ga teng. Prizmaning o'tkir
burchaklari a va (3 ga teng. Bu jismlar ganday tezlanish
bilan siljishi vajismlarning prizma yon yoglariga beradigan TV,
va N2bosim kuchlarini toping (14-
rasm).

Yechish. A va Z?jism (yuk)lar
prizma yogqlari bo'ylab ilgarilan-
ma harakat qiladi. A jism L
tezlanish bilan pastga tushayapti
deb garaylik (P > Q). Jismlaf
cho'zilmaydigan ip bilan bog'-j
langanligi uchun B jism li;u
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jgdor jihatidan w ga teng bo'lgan a2 tezlanish bilan
nOriga ko'tarilib harakatlanadi, ya’ni ax=a2 =a. Jismlarga
2‘irlik kuchlaridan tashqari inersiya va reaksiya kuchlari ta’-

p
sir giladi. A jismga moduli /, =—a ga teng bo'lgan, d,
S
tezlanishga garama-garshi tomonga yo*nalgan inersiya kuchi
qo'yiladi. Shuningdek, B jismga ham moduli 12 = —agateng

bo'lgan, a2 tezlanishga garama-qgarshi yo'nalgan inersiya
kuchini gqo'yamiz. Ajismga ta’sir giladigan bog'lanish reaksiya
kuchini N\, ipning taranglik kuchini 7j va ishgalanish kuchini
esa R\ orgali, B jismga ta’sir giladigan bog'lanish reaksiya
kuchini N2, ipning taranglik kuchini f2 va ishgalanish
kuchini F2 deylik. Endi barcha berilgan va izlanayotgan
kattaliklarni chizmada tasvirlanadi (15- rasm.).

15- rasm.

, Pa"amber prinsipiga ko'ra sistema unga qo'yilgan kuchlar
& sirida muvozanatda bo'ladi. Prizmaning og'irligi e’tiborga
inniagani uchun sistema ikkita erkinlik darajasiga ega. Siste-
ikkita gismga bo'lib garab chigiladi. Jismning joylashgan

tuzil  * uctun alohida-alohida muvozanat tenglamalari
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Koordinata o‘glarining yo‘nalishlarini 15- rasmda ko'rsa-

tilgandek belgilanadi. fj va f2 kuchlar, ya’ni ipning taranglik
kuchlari migdor jihatdan teng:
71 =T2=T.
A jismga ta’sir etuvchi kuchlarni Ox\y\ koordinatalai
sistemasi o'glariga, B jismga ta’sir giluvchi kuchlarni Ox2y?2

koordinata sistemasi o‘gqlariga proyeksiyalab, har bir jisni
uchun ikkitadan muvozanat tenglamalari tuziladi:

Ajism uchun Y, Xk =Psina-R-/[-T-0. )
i
'Zy il =N\-P cosa =0, (2)
/

muvozanat tenglamalari, B jism uchun quyidagi muvozanat
tenglamalari hosil bo'ladi:
AX2=0sin(3+/i +/[-T =0 3
/
XY[2 =N2-Qsinp =0. (4)
i
(2) va (4) tenglamalardan jismlarning prizma yon
yoglariga beradigan bosim kuchlarining migdorini
aniglanadi:
™ = Pcosa, N2 =Qcosp.
Ishgalanish kuchlarning migdorini ishgalanish gonun-
laridan foydalanib topiladi:
R =fNi =fP cosa, F2=fN2=/Qcosp,
Ishgalanish va inersiya kuchlarining topilgan ifodalarini
(1) va (3) ga qo'ysak, quyidagi tenglama hosil bo'ladi:
P
—a+T =Psina - fP cosa = /’(sina - / cosa)
g

T-—a=QsinP+fQ cosP=Q(sinp+/ cosp)

8 . . . , .
Tenglamalar sistemasidan a ni topish uchun birinci
tenglamadan ikkinchi tenglamani hadlab ayirib, T nonu
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lum kuch chiqgarib tashlanadi va a jismlarning tezlanishini
topiladi:
/Ysina -/ cosa) - Q(sinP+/ cosP) ~
o P+0Q g’

7- masala. Og'irligi P\ ga teng bo‘lgan bir jinsli uchbur-
chakli prizma bir yon yog‘i bilan gorizontal tekislikda turibdi.
Boshga ikkita yog ‘i gorizontal tekislik bilan a va p burchak
tashkil giladi, shuningdek, a +p =90°. Bu yoqglarga og‘irliklari
p{ va P2 bo‘lgan ikkita jism qo‘yilgan bo'lib, ular bu yoqglar
bo‘ylab ishgalanishsiz siljishi mumkin. Prizma va yuklarning
og‘irlik markazlari prizma qirralariga perpendikular bo‘lgan
bir vertikal tekislikda bo‘ladi. Prizmaning tezlanishini va
jismlarning prizmaga nisbatan tezlanishlarini aniglang.

Yechish. 16- rasmdagi vertikal tekislikda prizmaning ABC
to'g'ri burchakli uchburchakdan iborat bo‘lgan kesimi
tasvirlangan.

Sistemaga Dalamber—Lagranj prinsipini, ya’ni dinami-
kaning umumiy tenglamasini go‘llaniladi. Jismlar sistemasi
ta erkinlik darajaga ega. Umumlashgan koordinata sifatida

deb olinadi, 0 — gqo‘zg‘almas nuqgta; CV\ =S| va

2 =n2. Sistema uch gismga boMinadi. Izlanayotgan
te "°1 = va a2 =S2 tezlanishlarni topish uchun uchta

tuziladi. Jismlar murakkab harakat giladi. Ularning

biian h' pr’zmaga nisbatan giladigan harakati bilan prizma
Irgalikda qiladigan harakatlari yig‘indisidan iborat
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bo‘ladi. Rasmda inersiya kuchlarining teng ta’sir etuvchilari
tasvirlangan.

Prizma uchun ®3=*.53= mRB
8 8

Jismlarning tezlanishlari umumlashgan koordinatalarning
o'sish tomoniga yo‘nalgan deb qarab, ularning nishiy va
ko‘chirma harakatdagi inersiya kuchlarining teng ta’sir
etuvchilari topiladi:

R (0} =— a3,

g
Pi
8

Izlanayotgan miqgdorlarni topish uchun sistemaga shun-
day mumkin bo'lgan ko‘chish beriladiki, umumlashgan ko-
ordinatalardan faqat bittasi o'zgarsin. » koordinata o'zgar-
tirilganda berilgan va inersiya kuchlarining bajargan elementar
ishlarining yig‘indisi nolga teng:

«3.

®2r) = n a2, 200

/>,55, -sina -t ('')551

Bundan  HAsina of & P a3cosa =0

yoki 8 8

gsina - a\ +03cosa =0 . (9
Endi fagat umumlashgan koordinata S2 ni o°‘zgartirilsa,
quyidagi tenglama topiladi:
gcosa-a2-a3sina =0. 2)
Uchinchi muvozanat tenglamasini olish uchun sistemaga j
shunday mumkin bo‘lgan ko‘chish beriladi, fagat S} kool®
dinata o‘zgarsin. Bajarilgan ishlar tenglamasi quyidagij
ko‘rinishga ega bo‘ladi:

- /E\S fI35"3- 4 a3b53 “ “8 3553 +
P A
— #|553 cosa — -a2SS3sina =0 .
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Bu tenglamadan
-(Pi + P2 +P3)a3 + P)fli cosa - P2a2sina =0 3)
tenglania hosil bo'ladi.
(1) va (2) tenglamalardan a\ va a2 ni a3 orqali
ifodalanadi:

= gsina +a3cosa,
a2 = geosa - a3sina

(4) ni (3) ga qo'yib, a3 topiladi:

(P\ - P2)gsinacosa

Plsin a+Pcos a+/3"'
So'ngra, (4) dan 0| va a2 topiladi:

P +P3

P2 + P}
P\sin a+P.cos a+P3

8- masala. Mexanik sistema arqon bilan o'ralgan pog'onali
bir jinsli 1va 2 shkivlar, bu argonga biriktirilgan 3—6 vazn-
sizbloklardan iborat. Sistema PA =10H , P2 =0, P3 = 20H ,
fit=30H , P5 =40H ,/*6=0 og'irlik kuchlari va shkivlardan
biriga ta’sir etuvchi momenti M = 10H.m bo'lgan juft kuch
la’sirida vertikal tekislikda harakatlanadi (17- rasm).

1- shkiv pog'onalarining radiuslari R\ =0,2m, i\ =0,1m ;

shkivniki esa R2 =0,3m, » =0,15wga teng; ularning
Danish o'qlariga nisbatan inersiya radiuslari mos ravishda
pi ~0»Im va p2 =0,2mga teng.

Ishgalanishni nazarga olmay, eng og'ir yukning tezla-
chi I+ (og'irliklari nolga teng bo'lgan yuklarni

Izniada tasvirlamang).

A“htsh. Berilgan: P, =104 ; PR =0; P3=20H"
1*01 * Ps=40H ; P6=0; M =WH.m; R =0,2m;
’ -"2=0,3/72; =0,15m; pj =0,\m; p2=0,2m .
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Ishgalanish hisobga olinmasdan eng og‘ir yukning, ya’ni
og‘irligi P5 =40H bo'lgan yukning as tezlanishini toping.

1. Avval masalada berilgan va izlangan miqdorlarni chiz-
mada tasvirlanadi (17- rasm).

Sv.
77777770

v ps

17- rasm.

1, 2, 3, 4, 5 jismlardan tashkil topgan sistemani garab
chigamiz. Bujismlar arqonlar bilan biriktirilgan. Sistema bitta
erkinlik darajaga ega. Sistemaga qo ‘yilgan bog‘lanishlar ideal.

a5 ni topish uchun dinamikaning umumiy tenglamasidan
foydalanamiz:

(O

bunda X"k )

K K
inersiya kuchlarining bajargan ishi. .
2. Chizmada Pv Pv Pv P4, Ps, faol kuchlar va Ms

momentli juft tasvirlanadi. 5- jismning tezlanishi va 05 ningjj
yo‘nalishini belgilab, F*“,F£,F“ inersiya kuchlarini \aM\

hamda M£ momentli inersiya juftlari ham tasvirlanadi.



Ularning miqgdorlari quyidagi formulalar yordamida
topiladi:

F“=nra3 F“= f“=H a
3 8 8 g
M, =—pfe,"m“=— plr2m )
8 E - g
Bunda M “ =0 bo'ladi, chunki P2 =0.
3. Sistemaga mumkin bo‘lgan ko‘chishni berib, (1)

tenglama tuziladi:
(>3sin 45° - /3*)553 - M “5¢p2 - /~854 - N/5¢, - N/"5¢, -
("5 sin 30° - M/ )555 =0. 3)
Barcha ko'chishlar 62 orqali ifodalanadi:
563 = [228(p2; 854 = /"5(h2; 5] = — 5d2;
Ri

55$ = 511801 = -AR-_A-eqoz = /"5h2; @

i
2) va (4)ni (3) tenglamaga qo‘yilsa, quyidagi ko'rinishdagi
tenglama hosil bo'ladi:

sin 45° 5 L g2 4 ~
2 g'oI R\ BPFEIE

sin 30°- 8 =0 (5)

(5) tenglikdagi a,,a4 va e miqgdorlar a5 orqgali
Quyidagicha ifodalanadi:
ab n
| El-X -E,)7 T 4="",=7rl"'1=~ *“5'

e 3=e2M121 a3 a4 R R
a3:-")04 =-")--"-a5' (6)
tf2 /5 /5 nNoN2
(6) ni (5)ga go‘yib, 8h2* 0 bolishligini e’tiborga olinsa,
>ni lopishga imkon beradigan tenglik kelib chigadi:
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«l 4
Bu tenglamani a}ga nisbatan yechilsa, tubandagi ifoda
vujudga keladi:

P3/12 sin 45° - M a - /512 sin 30°

R2 1Pa Ne , P\p2 Tl P5
P28 g R1 g 1R? g

Bu ifodaga berilgan son giymatlarni qo‘yib, ab5ning
giymati topiladi:

20¢0,3+0,71- 1 0 4 0 0,15 0,5

5= 009 01 30 01-015 10 pj %74__‘7;%_8115X

0,2-0,15-10 10 02 1 0,04

m 4,26-7,5-3 m -6,24 m

7" ~0,03+0,225 +0,0375- 0,6 ~ -0,3075 '~
20-n

I1l1. Savol va masalalar

1 Dalamber prinsipining mohiyati nimadan iborat:

a) moddiy nugta uchun; b) mexanik sistema uchun; d) erkin
bo'lmagan mexanik sistema uchun?

2. Mexanik sistema inersiya kuchlari bosh vektorining moduli va
yo'nalishi ganday aniglanadi?

3. Qattig jism nuqtalarining inersiya kuchlarini ganday qilib soddal
ko'rinishga keltirish mumkin:



a) jismning ilgarilanma harakatida; b) simmetrik tekislikka ega bo‘lib,
hu tekislikka perpendikular bo'imagan go‘zg‘almas o‘q atrofida ayla-
nayotgan jism nuqtalarida; d) simmetrik tekislikka ega bo'lib, yassi
parallel harakat gilayotgan jism nugtalarida.

4. Qanday shartlarda aylanuvchi jismning tayanchga beradigan di-
namik bosimi nolga teng bo‘ladi?

5. Dalamber—Lagranjning differensial-variatsion prinsipining mo-
hiyatini izohlab bering.

6. Dinamikaning umumiy tenglamasini keltirib chigaring.

7. Umumlashgan koordinatalar va umumJashgan tezliklardeb nima-
ga aytiladi? Misollar Keltiring.

8. Umumlashgan kuchlar nima va ular ganday hisoblanadi?

9. Sistemaning muvozanatlik shartlarini umumlashgan koordina-
talarda o ‘mating.

10. Dinamikaning umumiy tenglamasini umumlashgan koordina-
talarda chigaring. Har bir mexanik sistema uchun bunday tenglamalar-
ning soni nechta bo'ladi?

11. Umumlashgan kuchlar bo'yicha dinamikaning umumiy tengla-
masidan olinadigan, mexanik sistemaga qo'yiladigan kuchlar niuvo-
zanat shartlarining ko‘rinishlari qanday bo‘ladi? ///////111111111]

12. Potensialli kuchlar uchun dinamikaning
umumiy tenglamasini keltirib chiqgaring.

13. Blok orgali o'tgan cho'zilmaydigan ip-
ning bir uchiga P{ og‘irlikdagi yuk, ikkinchi
uchiga P2og'irlikdagi yuk mahkamlangan va P2>
P{(18- rasm). Yuklar tezlanishlarining a miqg-
dori va ipning taranglik kuchini toping. Ip va
blokning massasi hisobga olinmasin.

T = LP\h
P + Pi P\+P2

14. Qo‘zg‘almas o‘gli A va B bloklar orgali
o'tgan arqon Q og‘irlikdagi yuk osilgan qo‘z-
g'aluvehan S blokni tutib turadi (19- rasm). Ar-
gonning uchlariga P{va P2yuklar osilgan. Blok va
argonning massasini, shuningdek, o‘qlardagi
Ishgalanishni ham hisobga olmasdan, agar (1,
p\+P2 >Q bo‘lsa, barcha yuklarning tezlan-
mshlarini aniglang.

18- rasm.

. = 19- rasm.
Javob: 2l AP{P2 +Q{Px +P2)

APP2+Q(P\+h) ' 4PR2+Q(P\+P2)’
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15. Og'irligi Q ga teng boigan yuk gorizontal tekislikda yotibdi.
Bu yukka bir uchiga P og‘irlikdagi tosh osilgan ip blok orgali
bog‘langan. Agar jism bilan tekislik orasidagi ishqgalanish koeffitsi-
yenti / ga teng bo‘lsa, yukning tezlanishini va ipning taranglik ku-
chini toping.

Javob: a=g P-fQ T = PQ(\ +f)

P+Q * " P+Q

16. Uchta Pr Pv P3 og‘irlikdagi jismlar absolut silliq gorizontal
tekslikda og'irliksiz va cho'zilmaydigan arqonlar bilan biriktirilgan hold;i
yotibdi. Argonga Q og‘irlikdagi yuk osilgan. Sistemaning a tezlanishini
hamda /* va P2yuklar orasidagi arqonning taranglik kuchini toping.

PQ
Javob: = tH2+>3+(2° T pip o+ psmQ

17. Ikkita AB va BD gorizontal to‘sin B nuqtada silindrik sharnir
bilan biriktirilgan. D uchi katokda yotibdi, A uchi esa devorga mahkam
langan. BD to‘singa K nuqgtada gorizont bilan a burchak tashkil giluv-
chi F kuch go'yilgan. 0 ‘Ichamlar 20- rasmda ko'rsatilgan. A mahkam

langan kesimda reaksiyaning tashkil etuvchilarini va juftning mP reak-
tiv. momentini aniglang. To'sinning massasini hisobga olmang.

F/

2a JLZ Y

20- rasm.

Javob: RAx=Fcosa,RAy =" Fsin a, trip = Fasin a

18. Argonning bir uchi A nugtada mahka-

mlangan bo'lib, P yuk osilgan 0
go‘zg‘aluvchan blok va 0, go‘zg‘almas blok

P
orqgali o'tadi. Argonning boshga uchiga Q >"

yuk osilgan. Bloklar massasini e’tiborga olmas-
dan Q yukning a tezlanishini aniglang (21-
rasm).

2Q -P

Javob: a =2g
4Q +P
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3- 8. Lagranjning birinchi tur tenglamalari

I. Nazariy gism

Nugtaning erkin bo'Imagan harakati uchun dinamika ma-
salalarini ilgari ham gqaragan edik. Agar nuqtaga ta’sir
gilayotgan barcha faol va bog'lanish reaksiya kuchlarining

teng ta’sir etuvchilarini mos ravishda F va R orqgali belgi-
lasak, u holda moddiy nuqgta uchun dinamikaning asosiy
tengiamasi

Ta=F +R 1)
ko'rinishga ega bo'ladi.

Agar (1) vektor tenglamaning ikkala gismini Oxyz koor-
dinatalar sistemasining o'qlariga proyeksiyalasak, nugtaning
harakati uchun quyidagi skalar tenglamalar hosil bo'ladi:

mx =Fx +Rx, my=Fy +Ry mz=Fz+Rz. 2)

(2) tenglamalardan foydalanib, erkin bo'Imagan nuqta
uchun dinamika masalalarini hal gilaylik:

1) nuqtaning harakat gonuni va unga ta’sir gilayotgan
faol kuchlarni bilgan holda bog'lanishning reaksiya kuchini
aniglaylik;

2) nuqtaga ta’sir gilayotgan faol kuchlarni bilgan holda:

a) nugtaning harakat gonunini;

b) nuqtaga qo'yilgan bog'lanishning reaksiya kuchini
aniglaylik.

(Agar moddiy nuqta biror qo'zg'almas sirt yoki egri chiziq
o yicha harakat gilayotganda (2) tenglamalar bir vaqgtning
0 zida nuqtaning faol kuchlar ta’siridagi harakat qonunini
la bog'lanish reaksiya kuchini aniglash imkonini bermaydi.

unki bu uchta tenglama 6 ta noma’lumni o'zida saglaydi:
,waning x, y, z koordinatalarini va reaksiya kuchining
°qlardagj Rx,Ry,Rz proyeksiyalarini.
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Nugqta biror sirt bo‘yicha harakatlanar ekan, uning koor-
dinatalari sirt tenglamasini ganoatlantirishi kerak.
Natijada

f(x,y,z) =o @)
tenglamaga ega bo'lamiz. Lekin bu uchta tenglama ham 6 ta
noma’lumni aniqglash uchun yetarli emas. Yetishmayotgan
uchta tenglama ideal boglanish shartidan foydalanib, keltirib
chiqgariladi.

Nugta harakatlanayotgan sirt ideal sillig bo'lganligi uchun
bunday holda reaksiya kuchi sirtning normali bo'yicha
yo'nalgan bo‘ladi.

v A \Y ~\r

f(x,y, z) skalar funksiyaning grad/ = 1+ j +~ K

ox dz

vektor gradiyenti ham sirtning normali bo‘yicha yo'nalgan
bo‘ladi.

R va grad/ wvektorlarning kollinearlik shartidan
yetishmayotgan ikkita tenglama hosil bo‘ladi:

Vood_ ar 4)
AX py dz
Shunday qilib, (2)—(4) tenglamalar nuqtaning qo'zg'al-
mas sirt bo‘yicha harakati haqgidagi masalalarni yechishga
imkon beradi.
(2) va (4) tenglamalardan bog'lanishlarning reaksiyasini
chigarib tashlash mumkin. Buning uchun (4) teng nisbat-
larni A orqali belgilasak, ya’ni

d v V

ax dy dz
desak, bog‘lanish reaksiya kuchining Oxyz koordinatalarl
sistemasining o‘qlaridagi proyeksiyalari uchun ifodalar|

topiladi:
n i9 Q _yY p _ndf A



Bunday holda (2) tenglamalar quyidagi ko'rinishni oladi:
mx =Fx + x¥.t my=Fy +X"-t mz =Fz +X"-. (6)

Bu tenglamalarga (3) bog'lanish tenglamasini qo'shib,
to'rtta x,y,z va X noma’lumlarga nisbatan to'rtta tenglama
sistemasi kelib chigadi.

Bu noma’lumlar topilgandan keyin (5) formulalar
bo‘yicha bog'lanish reaksiya kuchining proyeksiyalari
aniglaniladi. Reaksiyaning moduli

2, 2
r =J r2xt r 2x+ r 2x= |AL + df + 0
\AYy 1o,
formula bo'yicha topiladi. Reaksiya esa
R=x 2 T+35 3 —xgrads
[X oy dz

ifodabo'yicha aniglanadi.

(6) tenglamalarga Lagranjning birinchi tur tenglamalari,
X ga esa Lagranj ko paytuvchisi deyiladi.

Bu izohlangan usul Lagranjning noaniq ko'paytuvchilar
usuli nomi bilan ataladi.

Bordi-yu moddiy nuqgta qo'zg'almas chiziq bo'yicha hara-
katlanayotgan bo'lsa, bunday holda bog'lanish tenglamalari

f\{x,y,z) =0,f2(x,y,z) =0 (8)

ko'rinishga ega bo'ladi. Bunda f\(x,y,z) =0 va f2(x,y,z) =0
sirt tenglamalari bo'lib, bu
sirtlarning kesishish chizig'i,
nuqta trayektoriyasini aniglaydi
(22- rasm).

Bunday holda (1) tengla-
tfiadagi R reaksiya qo'yilgan
jkkita bog'lanishlarning ta’sir-
ar*gaalmashinuvchi R\ va R2
~fcsiyalaming geometrik yi-
~disidan tashkil topadi:

R =R\ +R2. 9)
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Nugta harakatining tenglamalari esa

mx —Fx + R\x + R2X,
my = Fy +Rly + R2y, (10)

mz =Fz +Rlz +R2z

ko‘rinishni oladi. Bu tenglamalar 9 ta noma’lumni oz tarki-
biga oladi: nuqtaning uchta koordinatasi va reaksiyalarning 6
ta proyeksiyalarini, (10) tenglamalarga (8) bogManish teng-
lamalarini va bog‘lanishlarning

(11)

dx dy dz
ideallik shartlarini ifodalovchi tenglamalarni qo‘shib olib, 9
ta noma’lumli 9 ta tenglamalar sistemasiga ega bo'lamiz. Bu
tenglamalardan reaksiya kuchlarining proyeksiyalarini keltirib
chigarish mumkin. Buning uchun (11) va (12) teng nisbatlarni
mos ravishda va X2 orqali belgilansa, quyidagi ifodalar
hosil bo'ladi:

Natijada (10) tenglamalar quyidagi ko‘rinishni oladi:

mx = Fx+Xtji- +X2" |
dx dx

= N3l 32

(15)
mz = Fj+A., " - + 12
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(15) sistema (8) bog‘lanish tenglamalari bilan birgalikda
5ta x,y,z,Xi va noma’lumli 5 ta tenglamalar sistemasini

tashkil giladi. R\ va R2 reaksiyalar

9/, r al, - 3l

=X] ax 7 +id§/ J +7k

= A grad f\

Rj —s2 ~"Lj+"L U "k =x2grad/2
J dx dy J dz g

formulalar bilan aniglanadi.
Bu reaksiyalarning modullari esa

a VA
w2 fapt (AR A

A 06

RSN dx ) “rdyj  [da) )

R2 =|72| f2re Kdz (17)
V Ay

formulalardan aniqlanadi.
Erkin bo‘lmagan moddiy nuqtalar sistemasi uchun Lag-
ranjning birinchi tur tenglamalari sistemasi

o8 df
miai = Fi +'ZXi-x ) (/=1.2...1)
=1 on/

bog'lanishlarning tenglamalari esa
fji{x 1M, Zi,...,xn,yn,zn,t) —0, (j =1,2,
ko‘rinishga ega bo ‘ladi.

Bu tenglamalar sistemalari yordamida mexanik sistema
IUgialarining koordinatalari vaqtning funksiyasi sifatida
va barcha bog‘lanishlarning reaksiyalari aniglanadi. Lag-
ranjning birinchi tur tenglamalaridan foydalanib masalalar
yechishda quyidagi ish tartibini tavsiya qgilish mumkin:
ta ir-k.agranJn®g birinchi tur tenglamalarini tuzish va ular

rkibiga kiruvchi ikkinchi tartibli hosilalar uchun ifodalar
aniglash.

Sm1' ®°8llanish tenglamalarini vaqt bo'yicha ikki marta
Iterensiallash.
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3. Lagranj tenglamalaridan aniglangan ikkinchi tartiblj
hosilalarning ifodalarini bog‘lanishlarning differensiallangan
tenglamalariga qo'yish.

4. Olingan munosabatlardan Lagranjning noaniq ko°‘pay-
tuvchilarining giymatlarini va bog‘lanish reaksiyasini topish.

5. A- ko'paytuvchilarning giymatlarini Lagranjning bi
rinchi tur tenglamalariga qo‘yib, ularni integrallab, siste-
maning harakatini aniglash.

Lagranjning birinchi tur tenglamalarini integrallash ma
salasi murakkab bo‘lib, Lagranjning noaniq ko‘paytuvchilari
usulidan asosan sistema nuqtalarining harakat gonunini
aniglash uchun emas, balki bosh masala bog-‘lanishlarning
reaksiyalarini aniglashda foydalaniladi.

Il. Masalalar yechish

9- masala. m massali Jimoddiy nuqta og'irlik kuchi may
donida Ax+ By +Cz +D =0 tenglama bilan berilgan silliq
tekislikda harakatlanmoqgda. Nugta boshlang‘ich paytda
M (x0,y0,z0) nuqtada tinch turibdi deb hisoblab, M nuqta
harakatining tenglamalarini va bog‘lanish reaksiyasini
aniglang.

Yechish. Nuqta erkin bo‘lmagan harakat giladi. Uning
harakati berilgan tekislikda sodir bo'ladi. Bu tekislik nugta
uchun geometrik, statsionar, golonomli bog'lanish
hisoblanadi. Bog'lanish tenglamasi fagatgina nuqtaning
koordinatalariga nisbatan chek go'yadi. Bog‘lanish tenglamasi
koordinatalarning vaqt bo‘yicha hosilalarini o‘z tarkibiga
olmaydi. Shuning wuchun bog‘lanish tenglamasi
f(x,y,z) =Ax +By +Cz +D =0 tenglik bilan ifodalanib, 0‘z
tarkibiga vaqtni oshkor va koordinatalarning vaqt bo'yicha
hosilalarini olmaydi.

Nuqtaga ta’sir gilayotgan yagona faol kuch — mg og‘iiiik
kuchidir, shuning uchun faol kuchning o'glardagi pro-
yeksiyalarini (Oz o‘gni vertikal yo'naltirilsa) aniglash
mumkin:

Fx =0, Fy =0, Fz =-mg . (@)
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Endi Lagranjning birinchi tur tenglamalari to‘lig
sistemasi tuziladi:

mX=X"3~/ my':Xi/ mz =-mg +x§f~, 0)
. ay' dz

f(x,y,z) =Ax +By+ Cz+D =0.
f(x,y,z) funksiyaning koordinatalar bo'yicha xususiy

hosilalari topiladi:

n $;-x(* +*Y+a -0).1,

|f =~-{Ax +By +Cz+D) =C. 3)

(3)ni (2)ga go'yib, quyidagi x, zva X noma’lumlarga

nisbatan 4ta tenglama sistemasi hosil bo'ladi:
mx =XA, my =XB, mz =-mg +XC,
Ax +By+ cz+D =0. 4

Bu tenglamalar sistemasi gqo'yilgan masalani oxirigacha
yechish imkoniyatini beradi. X Lagranjning noaniq ko'pay-
tuvchisi go'yilgan masala uchun topiladi. Buning uchun
bog'lanish tengiamasi ikki marta vaqt bo'yicha differen-
siallanadi va hosil bo'lgan tenglikning ikkala tomoni m ga
ko'paytiriladi:

Ax+By +Cz- O=>Amx + Bmy +Cmz =0.

Hosil bo'lgan tenglikka (4) sistema dastlabki uchtasidagi
MXymy~mz ning ifodalari qo'yiladi va quyidagi ifoda kelib
chigadi:

A2X+B2X+C2X- Cmg =0

Cfflg

X’__+ B~ +C
P%m ifodasini Lagranj tenglamalariga qo'yiladi. Natijada nugta

rakatining differensial tenglamalari quyidagicha hosil
00 ladi:

. Bu tenglikdan Xni topamiz » = . Xning to-



ACmg _ BCmg

mx = my =
a2+b2+c2’ A2 +B2+C2"’
C2mg
mz =-mg +
A2 +B2+C2

Bu sistema tenglamalarining har biri bir-biriga bog-‘ligsi/
ravishda integrallanadi. Ularni alohida-alohida integrallab,
nuqta harakatining umumiy gonuni topiladi:

x(t) = - AT Yt2+c{t+c2,
2 A +B +C
0w caeca, )
2 A2+B2+C*
-C 2
() =-r—+ 2 t +C5/ +C8,

2 J-+B +C
Nuqgta erkin bo‘lmagan harakat gilgani uchun (5)
umumiy harakat tenglamalariga kirganini integrallash doimiy-
lari o‘zaro bog'langan bo'ladi. Ular orasidagi bog‘lanishlarni
hosil gilish magsadida (5) bog‘lanish tenglamasiga qo ‘yiladi:

1 A2Cmg 1 B2Cg + 1 Cg

2 A2+B2+C2 2 A2+B2+C2 2 A2+B2+C2 2

r+

+{ACX+ BCb+ CC5)/ + (AC2+BC2+CC2- D) =0.
Olingan tenglikning chap tomoni faqgatgina
ACi +5C3+CmC5=0 va AC2+BC4+CmC6- D =0
tengliklar bajarilgandagina nolga aylanadi.
Agar t =0 desak, (5) harakat tenglamalaridan C2 = vo>
Q =1), Q =zq bo‘lishligi kelib chigadi.

Berilgan JV, nuqta berilgan tekislikda yotgani uchun unmg |
koordinatalari tekislik tenglamasini ganoatlantirishi kerak:

Axq + By» +Cz0 +D =0, ACj +BC3+C+C5 O
tenglik esa fagatgina C\ =C3 = C5 = 0 bo‘lgandagina bajariki®
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Natijada nuqta harakatining tenglamalari hosil bo‘ladi:

X =\ ..y --]— 212+ *0>
() 2 A¥+B +C2
YO =5 posqaiEs 2
c2
(0 =7 -1 +r0-
A2 +B2+C2

Reaksiya kuchining proyeksiyalari esa

n _id _ . D _13/_ £Cmg
AX~N2+52+c¢c2” A"~V + N~ + C 27

_ ., df _ C2mg
z~ dz' N2+B2+C2
formulalar bo‘yicha topiladi. Bu munosabatlardan foydala-
nib, reaksiya kuchining moduli va yo‘nalishini topish mumkin.
10- masala. (I.V.Mesherskiy masalalar to'plamidagi 31.10-
masala, 1986- yil).
Sferik mayatnik uzunligi £ bo‘lgan MO ipdan va og‘irligi
P bo'lgan og‘ir M nuqtadan iborat, MO ipning bir uchi
go‘zg‘almas 0 nuqtaga, ikkinchi uchi esa M nuqtaga
biriktirilgan. M nuqta muvozanat holatidan shunday
og‘dirilganki, uning koordinatalari t =0 bo‘lganda x =x0,
y=0 bo‘lib goladi, bundan tashgari nugtaga x0 =0,
Y= boshlang‘ich tezlik berilgan. Boshlang‘ich
shartlar orasida ganday munosabat bo'lganda M nuqta
gorizontal tekislikda aylana chizadi va shu aylanani u nuqta
gancha vaqtda bir marta aylanib chigadi?
Yechish. Mnuqtaning sfera bo‘ylab giladigan harakatining
differensial tenglamalarini tuziladi:

mx =\¥-, my=X mz = my + X
dx dy dz @
bunda \ =JL

Al'
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(Dnugta harakatining differensial tenglamalariga bog'-
lanish, ya’ni sirtning
f(x,y,z) =e2-x2-y2-22 2
tengiamasi qo'shib olinsa, natijada to‘rt noma’lumli 4ta
tenglamalar sistemasi hosil bo'ladi:

Af uchun ifoda topamiz:

2X — =-2y — =-2z
dx 'by gf dz
'3I'IL i
=9A 4 i 20/X2 +y2+22 =2,
Al JXj bxy A Y {
bunda =\Ix2 +y2+122
3l o 3/

I’ Jy va 3zn'ng tOP"San ifodalarini (l)ga qo'yib,
nugta harakatining differensial tenglamalariga quyidagicha
ko'rinish oladi:

mx =-2Xx, my =-l1ky , mz=mg - 2Xz. (3)

Nugtaning harakat gonunini topish uchun (3) tengla-
malarni gqo'yilgan boshlang'ich shartlarga ko'ra integrallash
kerak. (3) tenglamalarda noma’lum Aning hosilalari
gatnashmaydi. Shu sababli X ni (3) tenglamalardan chiqarish

mumKkin.
(3) tenglamalarni chekli ko'rinishda integrallash juda

X
giyin, ular tagriban integrallanadi. z ning ifodasida g

miqdorlarning birinchi darajasini saglab, yuqori darajalari
e’tiborga olinmaydi:



(3)ning uchinchi tenglamasi t=0 paytida Zg= @ va
t va ro=0 deb, X topiladi:

mg - 2kt =0 =>X= m9
2i "
Bogianish reaksiya kuchining miqdori topiladi:

N = XAf=— 2(=mg.
2(( g

Xning topilgan ifodalarini (3)ning dastlabki ikkita
tenglamasiga qo'yilsa, quyidagilar hosil bo'ladi:

X+I—X =0, y +I—y = 0.
Bu tenglamalarning umumiy yechimlari quyidagicha
bo‘ladi:
x(t)=gsin —1+Q

4)
y(t) = c3sin

Bu funksiyalar 1 vaqt bo'yicha differensiallanadi:

—+Q
(5)
Y =c3n/lycos —t+c4

Boshlang‘ich shartlardan, (4) va (5) munosabatlardan
%dalanib, Cb C2,C3 va Q doimiy sonlar aniglanadi:



(6)ning 2- va 3- tenglamalaridan C4 =0 va C2 =~

bo'lishligi topiladi. Topilgan giymatlarni (6)ning 1- va 4-ten-
glamalariga qo‘yib, Q va C3 topiladi:

Natijada M nuqtaning harakat gqonunlari quyidagicha
bo‘ladi:

x{t) =x0sin t, y = .z =t.

Endi masala talablariga javoblar topiladi. Agar topilgan
harakat tenglamalaridan / vaqtni chigarib tashlansa, trayek-
toriya tenglamasini koordinata shakli hosil bo'ladi:

9
Demak, M nugtaning trayektoriyasi markazi Oz o'gida
bo'lgan va z =t tekislikda yotgan ellipsdan iboratdir.
Trayektoriya aylana bo'lishligi uchun boshlang'ich
giymatlar orasidagi munosabat

ko'rinishda bo'lishi kerak. Nuqgtaning aylanish davri esa

11- masala. m massali M nuqta og'irlik kuchi ta’sirida r
radiusli bo'sh silindrning ichki silliq sirtida harakat giladi-

Boshlang'ich paytda nuqtaning og'ish burchagi d¢o =90°ga,
burchak tezligi esa nolga teng. ¢ = 30° bo'lganda M nugtaning
tezligini va silindr sirtining reaksiyasini aniglang.
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Yechish. M nuqtaga ikkita kuch ta’sir giladi; nuqgtaning
p - mg og'irligi va ipning R reaksiya kuchi. M nuqta haraka-

tining Eyler shakldagi tenglamalari
d2s

m_
dt2

= Px=-mgsin ®,

=Pn+R=-mgcosh+R

ko'rinishga ega. S egri chiziqli koordinataning boshlang'ich

nugtasi uchun M nuqtaning O, eng pastki holati gabul

gilinadi (23- rasm).

. d2s _ d2d
JNp=rep bo‘lib, =r
dt2 dt2
bo'ladi.
Natijada nuqta ipining
og‘ish burchagi va reaksiya
uchun quyidagi munosa-
batlar hosil bo‘ladi: V%
A3 +fsin9 =0, (1) Xn
dt r
P =mg
R=222+mgcos. (2)
r
23- rasm.

R reaksiyaning miqgdorini

topish uchun M nuqtaning e tezligini bilish kerak.

aniglash uchun (1) tenglamaning shaklini

d2y da>_dw do_ d{D
~dT dt dt dt dy

ftni

bog'lanish yordamida o ‘zgartiriladi. Bunday holda (1) tenglama

a
cWeo = - —sin (pdq
r

£°‘rinishni oladi. Bu tenglamani integrallab, quyidagi ifodani

hosil gilamiz:

(3)



Masala shartiga ko‘ra t0 = 0 boshlang‘ich paytda mayat-

nikning burchak tezligi nolga teng, mayatnik ipining og'ish
i

burchagi ®o = "éa tenS- Bu boshlang'ich giymatlarni (3)ga

go‘yib, C doimiy topiladi:

2
C= coscpo-
r

Shunday qilib, w burchak tezlik uchun ifoda quyidagicha
bo'ladi:

o2 = 2gr(cos - cos o) *
Bu tenglikning ikkala tomoni r2ga ko'paytirilib, o tezlik
uchun quyidagi ifoda topiladi:

2 -2 —(cosd - COoS §O).
n i . . .
® = 5 va @o = >§ bo'lganda b ning migdori uchun formula
hosil bo‘ladi:
fl =~2g/-cos® =~ 2gr~ =Jgrj3 ="3yjgr.
R reaksiyaning moduli (2) tenglamadan aniqglanadi:

b2 m”3 73
= MRy mg cos ¢ = ------- Iy +mg— =
r r

pom}

12- masala. 11- masalaning umumlashgan holini garaymiz.

O'qi gorizontal joylashgan r radiusli silindrning ichki

sirti bo'ylab m massali M og'ir nuqta harakat gilmogda. Ko-

ordinatalar boshini silindr o'qining gandaydir nuqtasiga joy-

lashtirib, Ox o'qni vertikal pastga, Oy o'gni silindrning

radiusi bo'ylab gorizontal va Oz o'gni esa silindrning 0'Q1
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I bo‘ylab yo‘naltirib, M og‘ir nuqtaning harakat gonunini va
silindr sirtining reaksiyasini toping.

(Nugtaning boshlang‘ich tezligi silindr o'qi bilan parallel
yo‘nalgan deb garaladi.)

Yechish. Masala shartiga ko‘ra, boshlang'ich paytda
nugtaning holati x =0,y =r,z =0 koordinatalar bilan
aniglanadi (24- rasm).

Nuqgtaning bosh-
lang‘ich tezligi silindr
o‘giga parallel yo'nalgan
bo'lib, u OO0 tenS
bo'lsin. Demak, bosh-
lang'ich paytda x =0,

y =0,r =Bo bo'ladi.

M moddiy nuqtaga
mg og°‘irlik kuchi va
radius bo'ylab yo'nal-
gan R reaksiya kuchi 24- rasm.
ta’sir giladi. To‘g°‘ri
silindrning kanonik tenglamasi —bog‘lanish tenglamasini
ifodalaydi.

f(x,y,z) =x2+y2-r2=0

| F.-w , Fx=Fz=0, g =2, | , 2y ,val.O0

ifodalarni Lagranjning birjinsli tenglamalariga qo ‘yilsa, nuqta
harakatining tenglamalari quyidagicha bo'ladi:
mx = mg + 2Xx, my =2\y, mz=0. ()]

Bu tenglamalar sistemasining oxirgi tenglamasini integ-
rallab, boshlang'ich shartlarini e’tiborga olib, quyidagi ifoda
topiladi:

Z =b0t.

Oxy boshlang'ich tekislikdan boshlangan masofa t vagtga

Preporsional o'sib boradi.
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(1) sistemaning 1- tenglamasini y ga, 2- tenglamasini
esa X ga ko‘paytirib, 1- tenglamadan 2- tenglamani hadlab
ayirib, quyidagiga ega bo ‘lamiz:

m{yx - Xy) = mgy . (2)

Endi (1) sistemaning 1- tenglamasini xga, 2- tenglama-
sini esa y ga ko'paytirib, ularni hadlab go‘shib, quyidagi
ifoda topiladi:

m(xx +yy) = mgx + 2X{™»2 +y 2j . (3)

Agar X, y, z to‘g‘ri burchakli koordinatalardan

X=rcCcoSdp, y =rsin9, z-z
bog'lanishlardan foydalanib, silindrik koordinatalarga o ‘tilsa,
X vay, x vay hosilalar uchun

X ——F'sin, y = rdp5W
X =-Td Sin¢ - rq37cosqa, yA‘r'qicoBcp-rqa'zs?n ¢

ifodalar topiladi. Natijada (2) va (3)tenglamalar mos ravishda
quyidagi ko'rinishni oladi:

0
¢+ —8lid =0, (4)
r
-Tr2u2 =mgrcosg+2Xr2m (5)

(4) tenglamaning birinchi integrali topiladi. Buning uchun
(4) tenglamaning tartibi

cl2p _ d dw du>_ den dy _ da) _ . dip
dt2 ~ dt dt dt  dq dt d(p dip
bogManishdan foydalanib pasaytiriladi.
Bunday holda (4) tenglama

<pd(p = sin dtp

g
ko'rinishni oladi. Bu tenglamani integrallab, quyidagi ifoda j
topiladi:



n
®=- bo'lganligi tufayli, ¢ = 0 bo'lib, t =0 bo'lganda

C = 0O bo'lishligi topiladi. Natijada birinchi tartibli chizigsiz
tenglama kelib chigadi:

592 - 29 cos®. (6)

Bu tenglamadan ravshanki, tanlangan boshlang'ich
shartlarda nuqtaning harakati cosd > 0O shartda, ya’ni

n n
--c® c- sohada sodir bo'ladi. (6) ni (5)ga qo'yib,

Lagranjning X noaniq ko'paytuvchisi topiladi:

Natijada bog'lanish reaksiyasining proyeksiyalari uchun

Rx =X =-3mgcos2®
X dx ’

Ry = Xg/- = -3mgsin coBPi r?=o0

ifodalar hosil bo'ladi. Bu ifodalar yordamida R reaksiyaning

moduli va yo'nalishini aniglash mumkin R =3mgcosy .

il
Agar ®=+2 bo'lsa, R reaksiya nolga teng bo'ladi.
Maksimal giymatga esa ¢ = 0 bo'lganda erishadi va R = 3mg
bo'ladi.
Endi ®burchakning o'zgarish gonunini aniglash uchun
(4) tenglamani integrallash kerak.

(4) tenglamada r_= k2 deb, uni
n
d+A sinp=0
ke rinishga keltiriladi. Matematik tahlil kursidan ma’lumki,

Hrino .
=0 O limitik o'tishni isbotlab, 6wd = ¢ taqribiy
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formula o‘rnatilgan edi. Bu hoi uchun harakatning differen-
sial tenglamasi

¢+ K2P=0
ko‘rinishni oladi.

Shunday qilib, og‘ir nugtaning harakat tenglamasi erkin
chizigli tebranishlarning differensial tenglamasining shakli
bilan bir xil bo'lar ekan.

Bu tenglamani nuqtaning chiziqli tebranma hara-
katlariga bag‘ishlangan mashg'ulotda batafsil tekshirilgan
edi.

® burchak () = g0 cos kt + — sin kt garmonik gonun
K

bo‘yicha o‘zgaradi.

2n
Nuqta kichik tebranishlarining davri esa T - — - 2n

formula bo'yicha topiladi, ya’ni kichik og'ishlarda tebranish

davri @0 boshlang‘ich og'ishga bog'lig bo‘Imas ekan.

I1l. Savol va masalalar

1 Erkin bo‘Imagan jism uchun dinamika masalalarining go'yilishi
va yechilishini izohlang hamda tushuntiring.

2. Moddiy nuqgtaning sirt bo‘yicha harakatini tasvirlovchi differen-
sial tcnglamalarni keltirib chigaring.

3. Lagranjning birinchi tur tenglamalarini nuqta sirt bo‘yicha ha-
rakatlanganda keltirib chigaring.

4. Nima uchun Lagranjning noaniq ko'paytuvchisi kiritiladi? Bu
ko'paytuvchi ganday aniqlanadi?

5. Modiiy nuqta sillig chiziq bo‘ylab gilgan harakati uchun Lagranj-
ning birinchi tur tenglamalarini keltirib chigaring.

6. Tabiiy koordinatalar sistemasida silliq chiziq bo'yicha harakat-
lanayotgan nuqtaning differensial tenglamalari ganday bo'ladi? Bl
day harakatda nuqtaning harakat qonuni va bog‘lanish reaksiya kuciu-
ning migdori hamda yo'nalishi ganday aniglanadi?

7. Lagranjning birinchi tur tenglamalaridan foydalanib masalalaf
yechishning tartibini izohlang.

8. 25- rasmda tasvirlangan matematik mayatnik harakatining 1)11
ferensial tenglamasini va ipning taranglik kuchini aniglalll
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(d[r=0 = 0,d|/=0 = ®o) « Mayatnik harakati

xOy vertikal tekislikda sodir bo'ladi deb

garaladi.
Javob:

d)+q—BTd) =0,R =m( ¢o - a—(2 -3coscp)

9. Modiiy nugta m massaga ega bo'lib,
og'irlik kuchi maydonida 3y + 5z -5 =0 sil-
lig tekslikda ko‘chadi. Agar boshlang'ich paytda nuqta (1; 0; 1) holatda

bo'lib, uning tezligi nolga teng bo Isa, nuqta harakat tenglamasini va
bog'lanish reaksiya kuchini toping.
15

7
Javob: x =x0=1 y=— gtA; z=1
TY -

Rx = 0; Ry ="mg)\ Rz ="mg.

10. m massali moddiy nuqgta e radiusli sferik sirt bo'ylab ha-
rakatlanmoqda. Lagranj ko'paytuvchisini va bog'lanish reaksiya ku-
chini aniglang.

Javob:

X=-—~2+C\x1+y2+2z2=(2;f(x,y,z2) =x2+y2+22-e2=o0

J N,,~ ,N r.xfy 6Nt.Xg.

11. m massali M moddiy nuqta og‘irlik kuchi maydonida
Ax +By + Cz + D = 0 tenglama bilan berilgan sillig tekislikda harakat-

lanmoqgda. Nugta boshlang'ich paytda MO(x0,.Yo,zq) nuqtada tinch tura-

di deb hisoblab, M nuqgta harakatining tenglamasini va bog'lanish reak-
siyasini aniglang.

Javob: x(t) = ACg I2’+x0, IBXT AC—H]Q 2
avob: Al +BA+C A* +B1 +C
BC BCm
Y (0 g r+yo', = g
A2+ B2+C2 A2+B2+C2”°
c2 2, R _ C2mg
A2+B2+C2 z A +B +C
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12. Tekislik berilgan gonun bo'yicha vertikal yo‘nalishda gorizont
bilan o‘zgarmas a burchak tashkil qilib harakatlanadi. Tekislikda ishqa-
lishsiz m massali moddiy nuqta siljimogda. Harakatni tekshiring va tekis-
likning reaksiyasini toping.

Ko'rsatma. Qaralayotgan holda tekislik tengiamasi z =kx +b(t)

ko‘rinishga ega. Bunda K = tga .

t N |
Javob: x =x0 - sin 2a gz_ z=2720- COS%a 22— 9
-mgsin2a, Nz =mg(cos2a + 1)
13. Yuk uzunligi (=70sm bo‘lgan ipga osil-

gan. Yukning eng pastki holatida unga
i30=4,9m/sek gorizontal tezlik berilgan. Quyi-
dagilarni aniqlang (26- rasm):

a) ip ganday holatda bo'lganda yukni tutib tura
olmaydi va yuk erkin nuqtadek harakatlanadi?

b) ganday gorizontal eng kichik ~0™1 bosh-
lang'ich tezlikda yuk to'liq aylana chizadi?
Javob: ®=120°8™n =fig |

14. X =R(e +sin0), y =/?(l-cos0) tenglamalar bilan aniglanuv-

chi sikloida bo'ylab harakatlanuvchi og'ir nuqta (sikloidal mayatnik)ning
tebranish davrini aniglang (27- rasm).

Javob:
7 =— =4npT

bunda

15. Uzunligi £ gateng bo'lgan konik mayatnik gorizontal tekislikda
harakatlanib a radiusli aylana chizadi. Konik mayatnikning aylanisn
davrini aniglang.

5
Javob: T = 26



4- §. Lagranjning ikkinchi tur tenglamalari

I. Nazariy gism

Mexanik sistemaning umumiy tenglamasining umum-
lashgan koordinatalardagi ifodasini olish uchun oldin
chigarilgan dinamikaning umumiy

K K \(/I)'
tenglamasidan foydalanamiz. Umumiylik uchun sistemaga
go‘yilgan barcha boglanishlarni ideal desak, (I)ning dastlabki
yig'indisiga faol kuchlarning shuningdek, ishgalanish kuchi-
ning bajargan virtual ishlari kiradi.

Faraz gilaylik, sistema S ta erkinlik darajaga ega bo'lsin,
ya’'ni sistemaning holati S ta umumlashgan koordinatalar
bilan aniglansin.

Ma’lumki, (I)ning har bir go‘shiluvchisini umumlashgan
kuchlar va umumlashgan koordinatalarning variatsiyalari orqgali
quyidagicha ifodalash mumkin:

1 =Q*8qgi +Q'6g2+.... +Q'8qs,
K

S = Q[s?i + Q522 + weee+ QI . (2)
K
bunda
17", QF =2 FkA-,--
QL K N Q [ (]
@)
0
Ol-¥*m*e K >
Jnda n =*// +y j +zjk = ,q2,....,0s) -sistemanuqtala-

(ng holatini aniglovchi radius-vektordir. (2) ni (l)ga
0 Vilsa, quyidagi ifoda hosil bo‘ladi:
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F _
(a{ + Q( )5<?2 + we+ (gs Qg )s<? =0

Bunda 59, 8¢2,...,&9s o‘zaro bog'lanmagan ixtiyoriy
miqgdorlar. Shuning uchun olingan tenglik fagat va fagat

Q(+Q{ =0 Q{+Q{ =0,...,0f +2i =0 (4)
bo‘lgandagina bajariladi. Hosil bo'lgan tenglamalardan
to‘g‘ridan-to‘g‘ri dinamika masalalarini yechishda foydalanish
mumkin.

Bir nechta amaliy masalalarni yechishda (4) ko'rinishdagi
tenglamalarni tuzish ularga kirgan umumlashgan inersiya
kuchlarini va umumlashgan impulsni-kinetik energiya orqali
ifodalash bilan yanada soddalashadi.

Sistema kinetik energiyasidan umumlashgan tezlik bo'yicha

olingan hosilaga umumlashgan impuls deyiladi. Q( miqgdor
ning ko'rinishini o'zgaitiramiz. Ma’lumki sistema istalgan nuqg-

k
tasining inersiya kuchi Ik:~mkak:~mkd§t formula

bo'yicha topiladi. Bunday holda (3)ning 2- satrining 1- formu-
lasi quyidagicha ifodalanadi:

- dbk drk

K dt dq\

Q\ miqgdorni kinetik energiya orgali ifodalash magsadida

Q)

(5)tenglikning o'ng qismi shakli quyidagicha bo'ladi:

dbk 3k _ d\ drk Ak
dt da\ dt  dgi "¥dt bg (6)
Lagranj tengligidan foydalanib o'zgartiramiz. Bundan
) dq\ . I . -
tashqari b ="k> = 9i ekanligi e’tiborga olinadi.

Bunda & - rk radius-vektorga mos keluvchi sistema nuqtasijj
ning tezligi, g\ esa g\ umumlashgan koordinataga mos tu-j
shuvchi umumlashgan tezlik.
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(6) tenglikka kiruvchi rkning hosilasi uchun quyidagi
ikkita natija o'rinli:

1) t bo‘yicha to'la differensiallash va g\ bo'yicha xususiy
differensiallash operaesiyalari o‘rin almashtirish xossasiga ega

(aralash hosilaning tengligi)

i B 7
dryday, dai dg, (7)
2) rkdan < bo‘yicha olingan hosila (Ark)j xususiy ort-
tirmaning Agx orttirmaga bo‘lgan nisbatining limitiga teng.
d(Ark) dj\i
il _ iim - e _ lim Ark =k
<7 I, da\ da\ Ag{  da\
dt dt
bk drk
da\ do{ (8)
(7) va (8) munosabatlardan foydalanib, (6) tenglik quyi-
dagicha o ‘zgartiriladi:
il d db, 1 Ul
dsk  dj ok oK L,
dt dgx dt dg\  dt 2 bgx da\
Bunday holda (5) ifoda (massasining o'zgarmasligini va
hosilalar yig‘indisi yig‘indidan olingan hosilaga tengligini e’ti-
borga olinsa) quyidagi ko‘rinishga keladi:
( I\ ( 1\
'_d aly mk*k _ 3 ym* k
T Tdtoa k2 da{ x 2
" J- N
d dT dT
dt dq\  da\’

— TKL, . . _ —
| oundagi T =£ —z— — sistemaning kinetik energiyasi.
K N

golgan umumlashgan inersiya kuchlari uchun ham



yuqoridagiga o‘xshash ifodalar topib, natijada (4) teng-
lamalar quyidagi ko‘rinishga keltiriladi:

d(dT) aT _
dridgxj 2o
dr[dg2) dg2 9

d(dT\

ar
Cﬂ[ﬁqu %qs ™

(9) tenglamalar umumlashgan koordinatalarda sistema
harakatining differensial tenglamalarini ifodalaydi. Bu teng-
lamalar Lagranjning 2- tur tenglamalari nomi bilan yuritiladi
Ravshanki,bu tenglamalarning soni sistema erkinlik darajasi-
ning soniga teng. Lagranj tenglamalari dinamik masalalarni
yechishning yagona va yetariicha sodda usulini beradi. Teng-
lamalarning eng muhim afzalligi shundaki, ularning ko'rinishi
va soni garalayotgan sistemaga kiruvchijismlarning soniga va
shu jismlarning ganday harakat qgilishiga bog'liq bo'Imasdan,
fagat sistemaning erkinlik darajasi soniga bog‘ligdir.

(9) Lagranj tenglamalarining vujudga kelishi fagatgina
nazariy mexanika va uning tarmogqlarini rivojlantirib golmas-
dan, balki boshga nazariy fizika va uning tarkibiga kiruvchi
fanlarning rivojlanishiga ham yo‘l ochib berdi. Endi poten-
sialli kuchlar uchun Lagranj tenglamalari va funksiyasini garab
chigamiz.

Agar sistemaga ta’sir giluvchi barcha kuchlar potensialli
bo'lsa, u holda sistema uchun shunday fagat koordinatalarga

bog‘ligli U(xk,yk,Zk) (k =1,2,....,«) kuch funksiyasi mavjud
bo‘lib, umumlashgan kuchlar uchun Q, = dai (/=12,...5)|
]

ifodani olsak, Lagranjning tenglamalari esa

d(dT\ 3T _ du
dt\bqt) dg, dqt
64
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ko‘rinishni oladi. Ma’lumki, n kuch funksiyasi ¢ umum-
lashgan tezliklarga bog'iig emas. Shuning uchun
aT (T +u)
V__ =-Yy - -
Mi L,
ayniyat o‘rinli bo'lib, Lagranjning har bir tengiamasi

d d(T+u) d(T +u)
dt *g n ~r =0 <n)
ko'rinishni oladi.

L =T +wn belgilash Kiritiladi. L Lagranj funksiyasi nomi
bilan yuritilib, bu funksiya umumlashgan koordinatalar va

tezliklarning funksiyalaridir. L = L(ghght). Bunday holda
Lagranj tenglamalari quyidagi ko'rinishni oladi:

d dL
dt dg, g,

Bu tenglamalar potensialli maydonda sistema hara-
katining differensial tenglamalarini ifodalaydi. Teng-
lamalardagi L Lagranj funksiyasi sistemasining E to'liq
energiyasi bo'la olmaydi.

E=T-U =T+,
L=T+U=T-n

bunda I — sistemasining potensial energiyasi bo'lib, U —

(/= 1,20 (12)

kuch funksiyasi bo'yicha topiladi: U =-I .

Il. Masalalar yechish

Nugta va nuqtalar sistemasining harakat tenglamalarini
fagatgina Nyuton qonunlari va bu gonunlarning natijalari
bo'lgan dinamikaning umumiy teoremalaridan foydalanib
phigarish yagona yo'l emas. Balki bu tenglamalarni mexa-
nikaning umumiy prinsiplaridan foydalanib ham tuzish
niumkin. Yuqgonda nugta va sistemaning dinamikasida matematik
hamda fizik mayatniklarning kichik tebranishlari ko'rib chi-
4ilgan edi. Mayatniklar holatini tavsiflovchi differensial teng-
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lamalarni mexanika prinsiplari, ya’ni Lagranjning Il tur
tenglamalaridan foydalanib chigarish mumkin.

13- masala. Ipining uzunligi £ va sharchasining massas
m bo'lgan matematik mayatnikning harakatini tavsiflovchi
differensial tenglamani keltirib chigaring.

Yechish. Umumlashgan koordinata sifatida mayatnik ipi-

ning muvozanat holatdan og'ish burchagi ®ni gabul gilamiz.
m massali nuqta (sharcha)ning
koordinatalarini topiladi (28-
rasm):
X =”7sin9, vy ="cos9.
Sharchaning kinetik va
potensial energiyalarini
hisoblaymiz.
M nuqta (sharcha)ning Kki-
netik energiyasi hisoblanfdi:

6 = &p;
T=}m(Xx2+>2)=1/nE2¢2.

Mayatnikning potensial energiyasi esa u muvozanat va-
ziyatdan siljiganda /wgog'irlik kuchining bajargan ishiga teng
(Oy 0'q bo'ylab):

OANOM dan (O)I\'\/II =cos® ON =£cosq

M=0OMO-ON =£- 1co$dp = 1(\ -coB0).
Mayatnik M = mgh = mg£(1l-coB()) potensial energiyaga

ega. Qaralayotgan masala uchun Lagranj tengiamasi

d dT_ dTJJL n JJL
dt a0 3 3¢’ 1 (

ko'rinishga ega bo'ladi. Bunda



Q =+ = +— (mgd(1- cos¢)) = mgf. sin ¢
P 3

Natijada mayatnik harakatining differensial tenglamasini

¢+28Tq3 =0 ko‘rinishga keltiriladi.

[0}

.90 ® -
Agar 1- cosd = Osin —~2 tagribiy formula-
2 y2y

dan foydalanilsa, n:~r£1g(q>2 va o - mgip bo'lib,
. 3

mayatnik kichik tebranishlarining differensial tenglamasi
quyidagicha bo'ladi:

P+ —d=0.
e

14- masala. Lagranj tenglamalaridan foydalanib, fizik
mayatnik tebranishlarining tenglamasini tuzing.

Yechish. Fizik mayatnikni lining massa (og'irlik) markazi
orgali o‘tadigan vertikal tekislik bilan kesganda hosil bo'la-
digan kesirni bilan tasvirlaymiz C — fizik mayatnikning massa
markazi, P — uning og‘irligi, OC =a — massa markazidan
uning go ‘yilish nuqtasigacha bo‘lgan
masofa (29- rasm).

/g — qgo‘yilish nuqta orqgali
o'tuvchi gorizontal o‘gga nisbatan
fizik mayatnikning inersiya momenti,
mayatnikning holati OC to‘g‘ri chi-
zigning vertikaldan og‘ish burchagi
® bilan to‘liq va bir giymatli
aniglanadi:

/0=Ta2, ¢=uw, = wo
b°‘Hshini e’tiborga olib, fizik
Mayatnikning kinetik energiyasi
toPiladi:
29- rasm.
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T=immp=i w(wa)2=1ma2002 =i /0o =i /0p2.

Q, umumlashgan kuch topiladi. @ ga 5¢ variatsiyanj
beramiz. Bu ko'chishda fagatgina P og‘irlik kuchi ish bajaradi.

51] = ¢6d = (—+=asin g)scp, Q\ = —2sin ¢ .

dT_=  ar . aT - Ao
a a3 AP
Bu ifodalar
d dT_ AT
- =01
a p 3

tenglamaga qo'yilsa, fizik mayatnikning differensial tenglamasi
(14)

ko'rinishda hosil bo‘ladi.

Og‘irlik kuchi potensialli bo‘lganligi tufayli mayatnik-
ning tenglamasini Lagranj funksiyasini tuzib (12) tengla-j
malar yordamida ham olish mumkin. C”o'gni vertikal pastga
yo'naltirib, mayatnik potensial energiyasi uchun

M =-Pz =-Pacos® ifoda topiladi. Natijada L Lagranj funk-
siyasi uchun

1 >
L=T-1N =—/odp + Pacosq

ifoda hosil bo‘ladi. Bundan

L _ T .. dde4:/'IE)d.); dL P sind
S dt ap 3p
Bu ifodalarni potensialli kuch maydoni uchun
d 31 2f
dt a3
Lagranj tenglamasiga qo‘yilsa, (14) tenglama hosil boMIaAtI
/o + Pasing=0.

0
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15- masala. Sferik (konik) mayatnik harakatining diffe-
rensial tenglamalarini tuzing.

Yechish. O nuqtada OM ipga biriktirilgan m massali M
nioddiy nuqtani garaymiz. Ipning uzunligi i bo'lsin.

M nuqtaning holati 30- rasmda ko'rsatilgan y va e bur-
chaklar bilan aniglanadi. Oz o‘q vertikal, Nx o0°‘g esa
go‘zg‘almas Ox o°‘gqa parallel joylashtirilgan, MN to‘g‘ri
chizig esa Oz o‘qqa perpendikulardir (30-
rasm).

Sferik mayatnikning kinetik va
potensial energiyalarini topamiz:

T= i2=fl2+6j, bunda

R=tsine, d| =M, $2 = 4*R = TfsinO.
T-~mi2”N02+4%2sin20j,
M =-mgh =-mgl cosO. 30- rasm.

£i =0>S2 =~ deb, Lagranjning Il tur

Noar_sT7; =_234 N _37;_937; =_234
dt 90 30 20 7 dt a\/ 0\j/

tenglamalaridan foydalanib, sferik mayatnikning differen-
sial tenglamalari tuziladi:

ar d dT T 7
i -rr-=mi 0; --—---- =wro; Al /V|£0\jr sin 0 ecos O;
30 dt dQ 30
an a4 dT

. ®» 9 T
=mg~sin0; — m=80; — =mt dpsin 0; — =0;
D alli £ )

d

dT 2.7 aT S
eer—=mi Psin 0 2= =-2m iQjsin0cos0O
dt”" 56 v 3\j/ :

jijj--~P'lgan ifodalarni (15)ga qo'yilsa, sferik mayatnikning
erensial tenglamalari

69



& = ——sin9 + vj2sin0cos0

(16)

ilir="-20ij/c/g0

ko‘rinishda hosil bo'ladi.

16- masala. /-radiusli qo‘zg‘almas silindrga o'ralgan ipga
osilgan m massali moddiy nuqtadan iborat mayatnik hara-
katining tenglamasini tuzing.
Muvozanat vaziyatida ipining
osilib turgan gismining uzun-
ligi L Ip massasini hisobga
olmang.

Yechish. Lagranj tengla-
malaridan foydalanib, mayat-
nik tebranishlarining tengla-
masini tuzamiz. M nuqtaning
koordinatalarini aniglaymiz

31- rasm. (31- rasm).

X = Ok + kM = rcosg> + (C+ np)sin(p;
y =00\ = (I +np)sing- rsind.
Sistemaning kinetik va potensial energiyasi topiladi:

X = ((. + np) cos & =h,
y =-("+rd)8Ingp-th, b2=x2+y2, B2 ={( +/up)2 h~:
= ks npf? of

M =-7(7[(* + /*d)co5d-/'51nd].

Lagranj funksiyasi tuziladi:

L=y {( +np)2d2 + mg[(i + rp) cos h —msin @P].

a*) =m(t+/-p)rp2 + mg[rcos - (i + P cosd- rsin dhl

=m(i + rg>)r(p2 - mg((- + /Pesin .
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C| dtl 3p

Bu hosilalar uchun topilgan ifodalarni

dfdL 4
dt, 3h; oo

tenglamaga qo‘yib, mayatnik harakatining difTerensial tengla-
masi olinadi:

2m(£ + /up)/up2 + m{E + /up)2dp - /w(£ + np)/up2 +
+mg(£ + /4p)sinp =0,
n
E+rp)p+rdp +gsind=0.
17- masala. Massasi m bo'lgan va ipining uzunligi ixtiyoriy
va £=£q+ £\sinvt, £(?) = £g+ct qonunlar bo‘yicha o°‘zga-

radigan mayatnikning harakat tenglamasini tuzing.
Yechish. Mayatnik harakatining tenglamasi

d dL dL  _
dt 2 3 _ <17)

Lagranj tenglamasidan foydalanib yoziladi. Buning uchun
Lagranj funksiyasini tuziladi (32- rasm):

X =lIsin(p, x = £sin @+ (cos e,
y —£cos®, Yy - £co3d- £sin e,
02 =x2+y2 =12+ (2¢2.

T~ f(F
L=T-N =—(f2
3l
2¢
dL
dt = 2mEE<v + TE2

4y 3Py J2- rawj.



Hosilalar uchun topilgan ifodani Lagranj tenglamasiga
keltirib go‘yilsa, mayatnik harakatining differensial tengiamasi
hosil bo'ladi:

TED + 2mEE(p + mgEsin ¢ = 0,

P+2-p + —6wd = 0.
t e
Agar mayatnik ipining uzunligi £(1) = to +t\ sinyt gonun
bo'yicha o'zgarsa, mayatnik harakatining differensial
tengiamasi

2uni cosyt 6+ g st{p= o
A0 +MsinV No +AsinY?
ko'rinishga ega bo'ladi.

Agar mayatnik ipining uzunligi t =£g+ct, c =constt
gonun bo'yicha o'zgarsa, (a) tenglamalardan foydalanib va
£(t) ni erkli o'zgaruvchi sifatida garab, mayatnik harakatining
differensial tenglamasini hosil gilish mumkin. Buning uchun
®(?) og'ish burchagidan vaqt bo'yicha olingan hosilalarni
®(0 funksiyadan £(t) bo'yicha olingan hosilalar bo'yicha
ifodalash kerak:

b+

df _ dip _dE _ dip
dt dt  dt  df’

d20 dfdp d/ do
dt2 dt{dtj dt{ dtjdt dtl'’
Natijada izlanayotgan tenglama

d_2g>+2id(\> q singp=0
dt | dE c2f£

ko'rinishga keltiriladi. Bu tenglama kichik og'ish burchaklar uchun,

a’ni sind=d¢ shartdaesa —? +7-77 +-f-d - 0 ko'rinishnj
y P=0 df2 t dl cZEd) J

oladi. Bu tenglama yechimlari, ya’ni mayatnikning haraka
gonuni Bessel va Neyman funksiyalari orqali ifodalanadi-
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18- masala. Uzunligi I bo‘lgan cho‘zilmaydigan ipga
osilgan m massali moddiy nuqtadan iborat mayatnikning
osilgan nuqtasi gorizontal bilan a burchak tashkil gilgan

og'ma to‘g‘ri chiziqg bo‘ylab, berilgan £=£0(0 gonunga
muvofiq harakat giladi. Mayatnik harakatining tenglamasini
tuzing.
Yechish. 33- rasmda hosil bolgan AOKC dan:
CK =£cosa, OK =4sina .
t"ABC dan esa:
AB ="sin ¢, AC =-"co0s9 ,
x = KC + AB = £sin ¢+ £cosa ,
y =0OK + (+AC) =~sina - £cos(p.
Mayatnikning kinetik va poten-
sial energiyasini topamiz:

=2 av3,
M = mg(~sina - £cos (p

X = £co5¢-¢ +4coba, y =lIsin(p-<p +4sina;

X2 +y Cos2 ¢ + COS2 & cos2a +c0s20)-

2"2p£(co5tecosa +sind-sina) = £§d322 +£2+2"4co5(h-a).

Lagranj funksiyasi tuziladi:
L T-N =— 2h2+£2+2”hco3(d-a)

+mg£ cos ¢ - mg\sin a.

=y [272d+ 2t2i co3(th - a)j;

d dL

0 " 7. oy
a3 " Tr +mEqeos((p - a) - TE £sin((p - a)



Hosilalar uchun topilgan ifodalarni (17) tenglamaga
go'yilsa, mayatnik harakatining difTerensial tenglamasi hosil
bo‘ladi:

/ni2p+ mENcos(9 - a) - /nl40sin(<p - a) + mftpdsin™ - a) +

+mgEsing = 0 ,

P P
P+ sinth+ cos(9-a) =0.

19- masala. Qo‘yilish nuqtasi vertikal yo'nalishda
ijit) =acosy/ gonun bo‘yicha tebranuvchi, ipining uzunligi
£ bo‘lgan m massali yassi mayatnik kichik tebranishlarining
tenglamasini toping.

Yechish. Yassi mayatnikning qo ‘yilish

* 0 nuqtasi £(f) = acosy/ qonun bo'yicha
X
vertikal tekislikda to‘g‘ri chizigli tebranma
harakat giladi (34- rasm).

Mayatnik harakatining differensial
tenglamasini tuzish uchun Lagranj funk-
siyasi tuziladi. M nuqtaning koordinatalari
hisoblanadi.

X = £sindg, y =acosyt+£cosd
(agar mayatnikning qo‘yilish nuqtasi
34- rasm. acosy/ qonun bo'yicha Ox o‘q bo'ylab
tebranma harakat gilsa, u holda M nuqtaning koordinatalari
X = acosyt + £s'mg>, y = £cos ¢, formulalar bilan hisobla-
nadi). Qaralayotgan sistema uchun L Lagranj funksiyasi

m
(x2+y2)+M(x,y) ko'rinishga ega boMadi. U hoi
uchun esa

n 2 2
L=—< +mEay cosytcosgp+mg(cosd.
Potensialli kuch maydonida Lagranj tenglamasi olinadi:

d dbL dL
dt dg dqg
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Mayatnik harakatining differensial tengiamasi quyidagicha
tuziladi:

M2 + [mgt + m(ay2cosy/jsing = 0.

Agar sin ¢ « ¢ taqribiy formuladan foydalanilsa, ma-
yatnik kichik tebranishlarining differensial tengiamasi hosil
bo'ladi:

ftp+ (g + ay2 cosyf|dp = 0.

20- masala. Qo'yilish nugtasi gorizontal to'g'ri chizig bo'ylab
£=£(/) ma’lum gonunga muvofiq harakatlanuvchi, ipining
uzunligi t bo'lgan m massali mayatnik harakatining qonunini
toping.

Yechish. Qo'yilish nuqta
harakatining yo'nalishi Ox 0'q
musbat yo'nalishi bilan bir xil
bo'lsin. Qo'yilish nuqgtaning
mi inersiya kuchi i tez-
lanishga garama-qarshi
yo'nalgan bo'ladi. mg og'irlik
kuchining urinma tashkil
etuvchisi topiladi (35- rasm):

Pz = -mg sin ¢

m\ inersiya kuchining ham

urinma o'qdagi proyeksiyasi topiladi:
Jx = -m~cosip -

Mayatnik harakatining differensial tenglamasini
tuzamiz

='ZB&
K
bunda
S = Ith, ax d2s
dt2 dt2
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Natijada mayatnik harakatining differensial tengiamasi
quyidagi ko‘rinishda yoziladi:

mic+ mgsin g+ mecosh=0.

sin

Og'ish burchagi yetarlicha kichik, ya’ni 1

bo'lganda sint=d, cosp=1 taqribiy munosabatlar o'rinli
bo'lib, mayatnik harakatining differensial tengiamasi quyidagi
ko'rinishga keltiriladi:

h+&p=-— k2=1L (1)
g t
(1) tenglamaning umumiy yechimi, ya’ni mayatnik
harakatining umumiy qonuni Lagranjning ixtiyoriy o'zgar-
maslarni variatsiyalash usulidan foydalanib topiladi.

Buning uchun @&+ k2(p=0 bir jinsli tenglamaning

@(r) = Q sin kt + C2cos kt

. R . .
umumiy yechimi kelib chigadi. Bundagi C, va C2sonlarni
o'zgarmas emas, balki ularni o'zgarishiga qarab (variatsiya-
lab), ularni shunday tanlaymizki, (2) bir jinsli teng-
lamaning umumiy yechimi, (1) tenglamaning umumiy
yechimiga aylansin:

d(*) = Q (t)sinkt + C2(0 coskt. 3)

(3)ning hosilasi topiladi:

- C,(t)sin kt +C2(t) cos kt + C\(t)k cos kt-C 2(t)k sin kt m
Tanlanmoqchi bo'lgan C\(t) va C2(t) uchun

C,(/)sinkt +C2(t)coskt =0 4
bo'lsin deb garaladi. Natijada
®(0 = C\(t)kcos kt -C 2(t)ksin k t. (5)

(5) tenglikning har ikkala tomoni differensiallanadi.

®(0 =C, (t)k cos kt - C2(t)k sin kt - C, (t)2(t)k2sin kt - n
- C2{t)k2 cos kt.
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I11. Savol va masalalar

1. Mexanik sistemaning kinetik va potensial energiyalari umum-
lashgan koordinatalar hamda umumlashgan tezliklar orqali ganday
ifo-dalanadi? Kinetik va potensial energiyalar uchun ularning kanonik
ifo-dalari qanday bo'ladi?

2. Lagranjning Il tur tenglamalarini keltirib chigaring. Har bir
mc-xanik sistema uchun bunday tenglamalarning soni gancha bo'ladi?

3. Agar mexanik sistemaga bir vaqtda konservativ va konservativ
bo'Imagan kuchlar ta’sir gilsa, Lagranjning Il tur tenglamalari gan-
day ko'rinishda biladi?

4. Elastiklik kuchi ta’siridagi mexanik sistemaning potensial cncr-
giyasi ganday aniglanadi?

5. Lagranj funksiyasi va uning xossalarini izohlang.

6. Lagranjning Il tur tenglamalaridan foydalanib, matematik va fi-
zik mayatniklar tebranishlarining differensial tenglamasini tuzing.

7. Matematik va fizik mayatniklar uchun Lagranj funksiyalarini
tuzing.

8. Lagranj tenglamasi ganday ko‘rinishga ega? Bu tenglamaning
go‘llanilishini izohlang.

9. lkkita tayanchga ega bo‘lgan to‘sinda yotgan G og'irlikdagi yuk
kichkina erkin tebranishlarining siklik chastotasi va davrini aniglang.
Yuk tayanchlardan a va b masofada joylashgan. To‘sin materialining
elastiklik moduli E, ko'ndalang kesimining inersiya momenti esa / ga
teng. To‘sin og'irligini hisobga olmang (36- rasm).

np

36- rasm.

10. N1/ massali bir jinsli r radiusli diskka A nuqtada £ uzunlikdaI‘
sterjen gattiq mahkamlangan. Sterjenning boshga uchi mayatnikni
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go'yilish nugtasini ifodalaydi. Sterjenning mas-
[sasini e’tiborga olmasdan fizik mayatnik har-
akatining tenglamasini tuzing (37- rasm). 0
2g9(t+r
Javob: ¢+ 9 ) singp=0.
r2+2((+r)2

11. m massali moddiy nuqta S =4asin ¢

tenglama bilan ifodalangan sikloidal yo‘nalish
bo'ylab og‘irlik kuchi ta’sirida harakat giladi.
Bundagi 5 — 0 nuqtadan hisoblanadigan

yoy, ® — sikloidaga o'tkazilgan urinma bi-

31- rasm.

lan gorizontal o‘q orasidagi burchak. Nuqta
harakatining tenglamasini toping (38- rasm).

Javob: S =As
bunda A va 0 integrallash
doimiylari.

12. m massali nuqta va uzunligi
I =i(t) gonun bo'yicha o'zgara- 38- rasm.
digan ipdan tashkil topgan matem-
atik mayatnikning tenglamasini tuzing.

Javob: h+2-p +y 51 =0, bunda & — ipning vertikaldan
og‘ish burchagi.

13. Massasi m bo‘lgan moddiy nuqta va chizilmaydigan i ipdan

tashkil topgan matematik mayatnikning qo'yilish nuqtasi gorizont
bilan a burchak tashkil giluvchi og‘ma to‘g‘ri chiziq bo'ylab £ = £(/)

gonun bo'yicha harakat gilmogda. Mayatnik harakatining tenglamasi-
ni tuzing.

a p
Javob: @+ —5WWd +-co3(¢h- a) =0.

14. Massasi m bo'lgan moddiy nuqta gorizontal tekislik bo'ylab
harakat qilmogda. Nuqtaning harakat tenglamalarini qutb koordina-
talarida tuzing.

Javob: mr~mr(P =Fr> dt dt
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15. m massali nugta harakatining tenglamalarini sferik koordina:
talarda tuzing.

Javob: y-TB2-rsin20ep2 +gcos0 =0,

mr2sin® 0 =0,
ot @)
a (r20 -sinO mo0sO «r2¢g2 -grsin 0) = 0.

16. r radiusli go‘zg‘almas silindrge
o‘ralgan ipga osilgan m massali moddiy
nuqtadan iborat mayatnik harakatining
tenglamasini tuzing (39- rasm).

Muvozanat holatda ipning osilib turgan
gismining uzunligi |. Ipning massasini
hisobga olmang.

Javob: (I +r6)ij+rb2+gsin6 =0,

bunda ® — ipning vertikaldan og‘ish burchagi.
17. m massali A prizma m]mas-
sali B prizmaning gorizont bilan a
burchak tashkil gilgan sillig yog'i
bo‘ylab siljimoqda. B prizmaning
tezlanishini toping. B prizma bilan
gorizontal tekislik orasidagi ish-
galanishni hisobga olmang (40 -
rasm).
40- rasm.



5- 8. Siklik koordinatalar va integrallar.
Energiya integrali

I. Nazariy gisnt

Potensialli kuchlar uchun Lagranjning ikkinchi tur
tengiamasi berilgan bo‘lsin:
d dbL dL n
T,'u AT " ((=u '3 <)
Bunda L=T+U=T-IN — Lagranjfunksiyasi yoki kinetik
potensial deb ataladi; T va N — mos ravishda sistemaning

kinetik va potensial energiyasi, U =-T kuch funksiyasi.
Lagranj funksiyasi umumlashgan koordinatalar, umum-

lashgan tezlik va vaqtning funksiyasidir, ya’ni L = L(qj,qiyt).
L=T+U Lagranj funksiyasi tarkibiga kirmagan $k
umumlashgan koordinatalarga mexanik sistemaning siklik

koordinatalari deyiladi.
Faraz qilaylik, sistemaning S ta umumlashgan koor-

dinatalaridan K tasi (K < S) siklik koordinatalari bo'lsin. gk

umumlashgan koordinatalar U kuch funksiyasiga, shuning-
dek, T Kkinetik energiya ifodasiga ham kirmaydi. T kinetik

energiyaning ifodalariga fagat gk umumlashgan koordina-

talarning gk umumlashgan tezliklari kiradi. gk umumlashgan
koordinatalar L Lagranj funksiyasi ifodasiga kirmaganligi
H

tufayli --—- =0 bo'ladi. Bunday holda siklik koordinatalar

Uchun Lagranj tengiamasi

4 ~ =0,A=1,23,..,//<5)
dt agj



kirinishga ega bo'ladi. Oxirgi tenglamadan quyidagi ifoda kelib
chigadi:

f~=ck, (k=1,23,..,//<s). 3)

Agar L=T+U bo‘lishligi va kuch funksiyasining gk
umumlashgan tezlikka bog'liq bo'Imasligi e’tiborga olinsa,
(3) tenglik

ko'rinishni oladi. Bu tenglikning chap tomoni gk bo‘yicha
differensiallanib, sistemaning T kinetik energiyasi uchun

jnn
T=r £ £ aijQidi ko‘rinishdagi ifoda topiladi.
z/=1 741
Bunday holda (3) tenglik
M
Yj aifii +h -Ck
ji=1

ko'rinishni oladi.

Shunday qilib, Lagranj tenglamasining qgm siklik koor-
dinataga mos keluvchi birinchi integrali uchun ifoda topiladi.
Topilgan birinchi integralga siklik integral deyiladi. Siklik
integral umumlashgan tezliklarga nisbatan chizigli funksiya
bo‘ladi.

Lagranj tenglamalari sistemasini to‘lig integrallash uchun
bu sistemaning 2n ta birinchi integrallarini topish zarur va

yetarli, ya’ni Lagranj tenglamalarini ganoatlantiruvchi 2nta

fs(m,t) =Cs, G=1,2,...,2n) 4
ko‘rinishdagi munosabatlar topish kerak.
4) tenglamadan barcha miqdorlarni t vaqtning

funksiyasi ko‘rinishida yetarli sondagi ixtiyoriy sonlarga bog'lab
topiladi. Ixtiyoriy doimiylar boshlang‘ich shartlardan foy-

dalanib aniglanadi.
Mexanik sistemalarda chizigli koordinatalarga mos keluvchi
siklik integrallar sistema harakat miqgdorining saglanish qonuni
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bilan, burchak koordinatalarga mos keluvchi siklik integrallar
bilan esa harakat miqdori momentining saqglanish gonuni
bogiangandir.

Asosiy mexanik sistemalarda xususiy holda konservativ
sistemalar uchun energiya integrali mavjud bo'lib, harakat
davomida sistemaning to‘lig mexanik energiyasining o'zgarmas
miqdori bo'lishini ifodalaydi:

T+M =h.

Bu integralni ideal bog'lanishli sistemalar uchun Lag-
ranj tenglamalaridan faol kuchlar t vaqtga bog'liq bo‘l-
maganda, shuningdek, kuch funksiyasi vaqtga bog-‘liq
bo'Imagan hollarga olish mumkin. Shunday qilib, t vaqtga
siklik koordinata sifatida garasaq, konservativ sistema harakati
tenglamalarining birinchi integrali integral energiyani ifoda-
lar ekan.

Lagranj funksiyasidan umumlashgan tezliklar bo‘yicha
olingan xususiy hosilalar umumlashgan impuls deyiladi.
Umumlashgan impulsni p orqali belgilasak, quyidagi ifoda
hosil bo'ladi:

Agar sistemaning n ta umumlashgan koordinatasidan S
tasi siklik koordinatalar bo‘lsa, (S < n) u holda L Lagranj
funksiyasi 2n- S + 1ta o‘zgaruvchiga bog‘ligbo‘lib (umumiy
holda t vaqt o‘zgaruvchi bo‘lib kiradi), bu sistemaning S ta
umumlashgan impulsi uning harakati davomida o‘zgarmas
giymatni saqlaydi.

Il. Masalalar yechish

21- masala. Fazoda m massali nuqtaning holati uchta
X,Y,z to‘g‘ri burchakli koordinatalar bilan to‘liq aniglanadi.
Erkin nuqtaning x,y,z to‘g‘ri burchakli koordinatalarini
umumlashgan koordinatalar deb qabul qilib, gorizontal
tekislikda nuqta proyeksiyasi harakatining sodir bo‘lish
gonuniyatlarini o‘rnating.



Yechish. Og‘irlik kuchi maydonida harakatlanayotgan
nuqtaning kinetik va potensial energiyalari uchun quyidagi
ifodalar topiladi:

T="m@Q@2=i m[x2+y2+z2 I =gz =mgz
Lagranj funksiyasi tuziladi:
L=T-MN="m~"x2+y2+i3-mgZ..

L Lagranj funksiyasi x va y koordinatalarga bog'liqg
emas, ya’ni ularni siklik koordinatalar deyish mumkin. Bu
siklik koordinatalarga mos keluvchi siklik integrallar:

2. mx = const yoki 'x =c\,
dx
— =my =const yoki y =c?.
Ay

Bu ifodalar gorizontal o‘glardagi nuqta tezligining
proyeksiyalari o'zgarmas miqdor bo‘lishligini ko‘rsatadi,
ya’ni nuqta proyeksiyasi harakati gorizontal tekislikda tekis va
to‘g‘ri chizigli gonun bo‘yicha sodir bo'ladi. x =0 vay =0
bo‘lganda nuqtaning proyeksiyasi gorizontal tekislikda o ‘zgar-
masdan qoladi, ya’ni nuqta vertikal bo'ylab harakatlanadi.

22- masala. 21- masalani markaziy kuch maydonida
garaymiz. Faraz gilaylik, m massali moddiy nuqta markaziy
kuch ta’sirida harakatlanayotgan bo'lsin. Markazga nisbatan
moddiy nuqta harakat migdori momentining saqlanish qonu-
nini o ‘rnating.

Yechish. Faraz gilaylik, markaziy kuch gandaydir mar-
kazga garab yo‘nalgan bo‘lsin. Markaziy kuch moduli nuqta-
dan markazgacha bo'lgan masofaning funksiyasi bo'ladi.

Qutb koordinatalari sistemasidan foydalanamiz. Nug-
taning qutb koordinatalari bo'lgan r qutb radiusini va @
qutb burchagini umumlashgan koordinatalar deb garaymiz

Nugtaning kinetik energiyasi topiladi. Buning uchun nuqta
$ tezligi modulini uning qutb koordinatalari o'glaridagi

K va proyeksiyalar orgali ifodalanadi (41- rasm):
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41- rasm.

fl2 = ft;:+$d, Br =, =ra, w=da.

I =f(rr+,vV).

Moddiy nuqtaning poten-sial energiyasi uchun ifoda
topiladi. Markaziy kuch ta’siridagi nuqgtaning potensial
energiyasi ham Nyuton tortishish kuchi maydonida joylashgan
nuqtaning potensial energiyasi singari hisoblanadi, ya’ni
nugtaning potensial energiyasi nugtadan markazgacha bo'lgan
masofaning funksiyasi bo'ladi:

n=f(r).
Nugta uchun Lagranj funksiyasi quyidagicha tuziladi:

| L=T-n =|(r2+r2p2)-/(r).
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Bu ifodadan ravshanki, L Lagranj funksiyasida < burchak
koordinata uning ifodasiga kirmaydi, ya’ni bu siklik
koordinatani ifodalaydi. Bu siklik koordinataga mos keluvchi
siklik integral

dL > .

— =mr ¢ =const yoki mr(r(p) = = const

3P v

ko‘rinishga ega. Bu oxirgi tenglik oldin o‘rnatilgan markazga
nisbatan moddiy nuqta harakat
migdori momentining sag-
lanish gonunini ifodalaydi.

23- masala. Holati 0 va 4/
burchaklar bilan aniglanuv-
chi, uzunligi £ga teng bo'lgan
sferik mayatnik harakatining
birinchi integrallarini toping.
Yechish. m massali M

nuqtani garab chigamiz. Bu
nuqta og'irligi e’tiborga
olinmaydigan 1=0M ipga
osilgan. M nuqtaning holati
6 va V burchaklar bilan
to‘lig aniglanadi. Sferik harakat
gilayotgan nuqtaning kinetik va
potensial energiyalari
quyidagicha hisoblanadi (42-

rasm):

T = B, =1 =\iR = sin0,

Tl--mg\ON\, |OyM =£c0s0.
Shunday qilib, nuqtaning kinetik va potensial energiyalari
uchun quyidagi ifodalar topiladi:

T :Am(z(@2+\j17s'ir? 3

M = -mgtcosO0.
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Sferik mayatnik uchun Lagranj funksiyasi tuziladi:
L=T-MN ="m£2702 +\y2sin2Q@j+mgicosG.

Ravshanki, L ning ifodasi y koordinataga oshkor
boglig emas, ya’ni v burchak siklik koordinatadir. y siklik
koor-dinataga mos keluvchi siklik integral

— =\j/sin20=C
A/

ko‘rinishga ega bo'lib, mayatnikning Oz o°‘gga nisbatan
. harakat migdori momentining saqlanish qonunini ifodalaydi.
Energiya integrali esa

T+MN =h=>"mi2”02+Vy/2sin20j- mgicos0=C

yoki 02+v2sin20- 2y cosO=h

I; - 2C
ko'rinishga ega. Bunda h=—- .
mi

I1l1. Savol va masalalar

1. Konservativ sistemalar uchun Lagranjning Il tur tenglamalari
ganday ko'rinishga ega?

2. Elastiklik kuchi ta’siridagi mexanik sistemaning potensial ener-
giyasi ganday aniqglanadi?

3. Qanday umumlashgan koordinatalarga siklik koordinatalar
deyiladi?

4. Siklik koordinatalar uchun Lagranj tenglamasi ganday ko‘rinishga
ega? Uning birinchi integrallarini toping.

5. Qanday integralga siklik integral deyiladi?

6. Siklik integrating ifodasi umumlashgan tezliklarga nisbatan qan-
day funksiya bo'ladi?

' 7. Mexanik sistemalarda chizigli koordinatalarga mos keluvchi siklik
integrallar bilan sistema harakat miqgdorining saglanish qonuni qan-
day bogianganligini izohlang.

JL. 8. Burchak koordinatalarga mos keluvchi siklik integrallar sistema
harakat migdori momentining saqglashni gonuni bilan ganday
°8‘langan bo'ladi?
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9. Konservativ sistemalar uchun energiya integrallari mavjud
bo‘lishini va harakat davomida sistemaning to'lig mexanik energiyasi-
ning saqlanishini tushuntiring.

10. Lagranj funksiyasi va boshlang'ich shartlar bo'yicha nuqta hara-
katining tenglamalarini integrallang:

1. L="12x2, x|,=1=0; x|,=0=1. Javob: x - 1- v
X ?? t
2. L=~ +I'x", x|,=0=0; x|/=0=1.Javob: x =t~ —

t2 +x2, Jo|<=3=0; x|,=3=I. Javob: X =5

X +y . .
4. L= , *<=/,,= 0; >'jt=t0=y$i *L /0=0>J5/=r0=°-

Javob:
X = —T-008
11. Matematik mayatnikning qo'yilish nuqtasi o'zgarmas tez-

lik bilan r radiusli vertikal joylashgan aylana bo'ylab harakatlanadi. Agar
mayatnik massasi m, ipining uzunligi f bo'lsa, mayatnik uchun Gamil-
ton funksiyasini tuzing.

P ————@Qcos vV-% —©g —mg(cosd.
mi?
12. Agar Lagranj funksiyasi berilgan bo'lsa, Gamilton funksiyasi
ni toping.
1.1 =-mczJl--y - Javob: H =blCc2P2+m2c2 m
2L= +y2 +12) +a(xy - yx).

JachiH - 5 (Px+ayf +{Py -ax) +PZ

13. Massasi m =1 bo'lgan matematik mayatnikning harakat
tenglamalari



dg _dH dP _ _dH P2 ¢
dt dP’ dt ~ dg’ H ="T~~eC0Sq

(g =d¢ mayatnikning vertikaldan og'ish burchagi, t mayatnik
ipi-ning uzunligi) ko'rinishda boiishligini ko'rsating.

14. Harakatlanuvchi nuqta uchun silindrik koordinatalarda Lagranj
funksiyasini tuzing.

Javob: L =y +r202+712)- A(r,,r)

15. Og‘irlik kuchi maydonida R radiusli sferik sirtda harakatlanuv-
chi m massali nugta uchun Lagranj funksiyasini tuzing.

Javob: L =y R2(62+sin20e+q2j+ mgRcos 0.



6- 8. Gamilton funksiyasi. Mexanikaning
kanonik tenglamalari

I. Nazariy qgism

1. Kanonik o‘zgaruvchilar. Agar mexanik sistemaning
harakati L = L{qj,qj,t) Lagranj funksiyasi yordamida tasvir-

lansa, u holda harakat tenglamalari Lagranjning ikkinchi
tur tenglamalari ko‘rinishida bo ‘ladi:

d . | —=0, 0'=1,2,..5 (1)
dt dqgj dqj v >
\ Yy

(1) Lagranj tenglamalarining har biri umumlashgan
koordinatalarga nisbatan ikkinchi tartibli oddiy differensial
tenglamalardan iborat bo‘lgan S ta tenglamalar sistemasidan
iborat. Gamilton tomonidan shunday usul tavsiya etilganki,
(1) Lagranjning S ta tenglamalar sistemasini bu sistemaga
teng kuchli bo‘lgan Gamiltonning kanonik tenglamalari deb
ataluvchi 2S ta birinchi tartibli oddiy differensial tenglamalarga
keltirish mumkin. (1) sistemani kanonik ko‘rinishga keltirish
uchun gj umumlashgan koordinatalar va Qj umumlashgan
tezliklar o‘rniga gj (umumlashgan koordinatalar) va

dL
Pj ~ fig. (umumlashgan impulslar) yangi o‘zgaruvchilar

kiritiladi. qj va Pj o‘zgaruvchilarni kanonik o zgaruvchilar

deb ataladi. Ular IS o‘lchovli fazo tashkil giladi.
(1) Lagranj tenglamalari P. umumlashgan impulslar
yordamida

~dT=d~"’ 0 =1,2,..,5) 2
ko'rinishni oladi. p\, pj,----, Ps umumlashgan impulslar
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formulalar bilan aniglanadi.

2. Gamilton funksiyasi. (1) Lagranj tenglamalarining har
birini qj ga ko‘paytirib, ularni hadlab qo‘shilsa, quyidagi
ifoda hosil bo'ladi:

)S(dedL'I_ dL . ]
aj- 4
X [at 4)

d "dL ' d'dL . ' dL .
ij =E
dtW dtva ij S
dalanilsa, u holda (4)
d * dL . *il‘q'j+iLq'j 0
disvdai 7 =1 daj ¢ dgj ©
ko'rinish oladi.
Agar L Lagranj funksiyasi / vaqtga oshkor bog‘liq
bo‘lmasa, ya’ni L =L(gbh g2,... gs, q\, fa,...., gs) ko‘ri-
nishda bo‘lsa, uning vaqt bo'yicha hosilasi

dL= * dL . dL .
o kg P gy (©)

ko'rinishda bo ‘ladi.
(6)ni (5)ga go‘yilsa, quyidagi tenglama kelib chiqadi:

d 3l .

dt g 4
dL .

S !
=1 3HQ

30'lishligi kelib chigadi. H ga Gamilton funksiyasi deyiladi.

Gamilton funksiyasini kanonik o'zgaruvchilar orqali
‘fodalash mumkin. H funksiyaning (7) ifodasiga umumlashgan

Bundan
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koordinatalar va tezlik o'rniga gqj va Pj kanonik o'zgaruv-

chilar olinsa, H funksiyaning kanonik o‘zgaruvchilar orgali
ifodalangan formulasi hosil bo'ladi:

S
tf = £ Pjqj-L. (8)
Ne
3. Konservativ sistemalar uchun mexanikaning kanonil

tenglamalari. Gamilton funksiyasining kanonik o'zgaruvchilar
orqgali ifodasi (8) ko'rinishga ega. (3) tenglamalar sistemasini

$ga nisbatan yechib, quyidagi ifodalar topiladi:

sk = f{Q\,Ql,-,Qs,P\,P2,...Ps>f) » U =12,
Bunday holda H Gamilton funksiyasi IS ta gqj va Pj
kanonik o'zgaruvchilarning va t vaqtning funksiyasi bo'ladi:

H =H(ghg2,....,0s,P\,P2,:~,Ps,t). 9)

H Gamilton funksiyasining Pj umumlashgan impulslar
bo'yicha xususiy hosilalari hisoblaniladi:

dH _ = j, dg™_ L 4k dL _p
dPj 4j fydPj §[dqj dPj ' dqj 1
ekanligini e’tiborga olinsa,

ML-A.. PML-., Pgb~gb x

dPj 4 h kdPj 5, 7 dPj Qi
bo'ladi.
Shunday qilib,
dgj dH
gr -d f =d ~ n

(8)dan L Lagranj funksiyasini H Gamilton funksiyasi orqali
ifodalanadi:

L= S PjQj ~H.
7=1

Lagranj funksiyasining qj umumlashgan koordinatalar
bo'yicha xususiy hosilalari topiladi:
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(2) va (10) taqqoslansa, tubandagi tenglama kelib chigadi:

a ¢

dt daj ' (11)

(9D va (Il) ni birlashtirilsa, quyidagi tenglamalar siste-
masi hosil bo'ladi:

dgj _ dH
dt ~ dPj

! 0 =1,2,...* 12
dA dn ) (12)
dt dqj

(12) tenglama sistemasi mexanikaning kanonik teng-
lamalari yoki Gamilton tenglamalari deb ataladi. Gamilton
tenglamalari birinchi tartibli oddiy differensial tenglamalar
sistemasidan iborat. Bu tenglamalarni integrallab, 2S ta

9i. & P\, Ps miqdorlarini t vaqgtning va 2S
ta ixtiyoriy o‘zgarmas sonlarning funksiyasi sifatida aniglaniladi.
Bu tenglamalarni konservativ sistemalar uchun Lagranjning
ikkinchi tur tenglamalaridan keltirib chigardik. Shuning uchun
ularni konservativ sistemalarning harakatini o°‘rganishga
go'llanish mumkin.

Endi Gamilton funksiyasining ba’zi bir xossalarini
o'rganamiz. Gamilton funksiyasining vaqt bo'yicha hosilasi
topiladi:

aH_ gH.  "34. " oH p
dt dt +R=dg, 4j + R=\ dPj

(12) kanonik tenglamalar e’tiborga olinsa, bu hosila
quyidagi ko'rinishni oladi:



dH__dH_ * gH pgH | * gH aH aH
dt ~ dt +£ xdqj'dPj +t\ dPj i/

Shunday qilib, Gamilton funksiyasining t vaqt bo‘yicha
to‘lig hosilasi bu funksiyaning vaqt bo'yicha xususiy hosilasiga
teng. Agar sistemaga qo‘yilgan bog'lanishlar t vaqtga oshkor
bog'liq bo'Imasa, bunday holda Gamilton funksiyasi ham t

3H
vaqtga oshkor bog'lig bo'Imaydi. Bunday holda =0

H
bo'lib, (13) tenglikka ko'ra A =0 bo'ladi. Bundan

H = const (14)
bo'lishligi kelib chigadi.

Statsionar bog'lanishlarda sistemaning kinetik energiyasi
umumlashgan tezliklarning kvadratik funksiyasi bo'ladi.
Bunday hoi uchun Eylerning bir jinsli funksiyalar hagidagi
teoremasiga ko'ra:

S s al s nr

Jm1l j=1Wj 7=1o0q]j
bo'ladi. Bunday hoi uchun H Gamilton funksiyasi

H=1i PjCij-L=2T-(T-n) =T+n (15)
7=1
mexanik sistemaning to'liq energiyasini ifodalaydi.

Il. Masalalar yechish

24- masala. Inersiyasi bo'yicha harakatlanayotgan erkin
mexanik sistema nuqtalarining harakat tenglamalarini aniglang.
Yechish. Erkin sistema nuqtalarining to'g'ri burchakli

koordinatalari xhyh zj (i=\,n) bo'lsin. Inersiyasi bo'yicha

harakatlanayotgan erkin mexanik sistema uchun Lagranj
funksiyasi sistemaning kinetik energiyasidan iborat bo'ladi:

£,
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Ravshanki, sistema nuqtalarining to‘g‘ri burchak
xi>Y1>7/ (i = 1,n) koordinatalari Lagranj funksiyasining ifo-
dalariga oshkor kirmaydi. Shuning uchun ular sikl koor-
dinatalar bo'ladi.

Qaralayotgan masalada barcha umumlashgan impulslar
o'zgarmas bo'ladi:

dL -
= =nijXj = a,-,
Pr. i JA)
di (i=1,2,....9).
Py T, Y1 = P/
p 31
P4 =T~ =mizZi =,
dzj
H Gamilton funksiyasi tuziladi:
ff=L =i~ (aJd+pJd+yj)

i=12mi
sistema nuqtalari harakatining differensial tenglamalari
tuziladi:

dxj _ dH dxj _ ai
dt  dai dt  ms’
dyi _ dH dyi= P_
dt @3- dt  ni°
n~ =34 & Y/
dt  djj dt  dyj’

Oxirgi tenglamalar sistemasini integrallab, sistema nuq-
talari harakatining tenglamalari to'g'ri burchakli koor-
dinatalarda olinadi:

- B ., /
=3 ianyb==r+  r=L g, ((=1.2,...0).
- m

Bu olingan natija sistemaga ta’sir qgiluvchi tashqi
j~chlarning bosh vektori nolga teng bo'lganda, sistemaning
harakat migqdori modul va yo'nalish bo'yicha o'zgarmas
°°‘lgandagi olingan natija bilan ustma-ust tushadi.
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Sistema harakat miqdorining o ‘zgarishi hagidagi teorema
bir xususiy holda, sistema harakatining differensial
tenglamalarini chekli ko'rinishda integrallashga imkoniyat
yaratgan edi.

25- masala.(M.49.7) Massasi m ga, ipining uzunligi £ge
teng bo'lgan, holati esa vertikaldan og‘ish burchagi ¢ bilan
aniglanuvchi matematik mayatnik uchun Gamilton
funksiyasini va mayatnik harakatining kanonik tenglamalarini
tuzing. Olingan tenglamalar odatdagi matematik mayatnik
harakatining differensial tenglamasi bilan teng kuchli
bo'lishligini tekshiring (43- rasm).

Yechish. Matematik mayatnikning kinetik va potensial
energiyalari hisoblaniladi:
2
T - M =mgh, \OM\ =£ ZMqOM = ¢, ft = ftp.

To‘g‘ri burchakli uchburchak NOM dan
=cos=>10™ =icos ¢
h =\OM\-\ON\ =t- icosy = £(1-co5®).

‘F:m—f2<'p2, ﬁy-:-mgiCOS(h.
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Mayatnik harakati uchun Lagranj funksiyasi tuziladi:

T _ mE2q

L=1-n +mEpcos ¢ .

Umumlashgan P impuls uchun quyidagi ifoda topiladi:
/&:__: 25:>qj:_P__ (D
el mt2 y

H Gamilton funksiyasi tuziladi:

ﬁ':ﬁq)-l’_:?)—aim-l’_:mlztﬁo(ﬁ -------- ®-

-T/ipcoBh = ZLnlz(h - mlg>cos ¢ = —;——P—— -— T&pcoBdp.

Mayatnik harakatining boshga bir kanonik tenglamasi
topiladi:
dpP dH dpP
— =
dt dt
Shunday qilib, matematik mayatnik uchun Gamilton

S 1P -
funksiyasi H =—— ~-/a/lpcoBd ko'rinishga ega.
2 ml

Uning harakatining kanonik tenglamalari esa

dy P dP
gt mé Wi eAne )

ko'rinishda bo'ladi.
Agar (1) tenglikni t vaqt bo'yicha differensiallansa,

¢ -—-- j topiladi. P =mi ibni (2) ga qo‘yilsa, mayatnikning

® og‘ish burchagiga nisbatan quyidagi klassik tenglamasi
hosil bo'ladi:

melif- medsind=>d+§ sind = O

26- masala. Markaziy kuchlar maydonida harakatlana-
yotgan m massali nuqta uchun Gamilton funksiyasini toping
va nuqta harakatining kanonik tenglamalarini tuzing.
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Yechish. Markaziy kuch ta’siridagi nuqta markazi orqali
o'tgan tekislikda harakatlanadi. Bunday nuqtaning harakatini
qutb koordinatalarida o'rganish juda qulay. Umumlashgan
koordinatalarsifatida nuqtaning r qutb koordinatalarini gabul
gilsa bo'ladi.

Bog'lanish statsionar bo'lgani tufayli H Gamilton funk-
siyasi sistemaning to'lig mexanik energiyasiga teng bo'ladi:

H=T+TM()=" - +0(r), (L=T-1).

Qutb koordinatalarida 2 =y? +np2 bo'lishligi e’tiborga
olinsa, nuqtaning kinetik energiyasi uchun ifoda

i 2 22
T :f/t'(/: + /" @) ko'rinishni oladi. rva ¢ koordinatalarga

mos keluvchi umumlashgan impulslar quyidagicha topiladi:

dL H . dL dH 2e

dr =7 =M. pe=Tj = gy =mr o
Bundan r.=P—.<D:—j.
m mr

A Gamilton funksiyasi kanonik o'zgaruvchilarga nisbatan

1 2 f\I;)I’_c r
= +
H = pr + ()

ko'rinishni oladi.
Nuqgta harakatining kanonik tenglamalari tuziladi (tek-
shirilayotgan masalalar uchun ular to'rtta bo'ladi):

dr _ 398 _ Pr dPr  2H Pg o4
dt dPr m dt dr " r3 o
®)
dp dH pr dPv dH -0
dt dPy mr*  (2) -df=- 3p- 0- <)
Endi masalalarni bir xil xususiy holda yechamiz.
A

Agar markaziy tortishish kuchining miqdori p Sk

bo'lsa, u holda:
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1) H Gamilton funksiyasi Il -Pr :-K—r

B=T+M=m(F+r’)—kn=—1 p2+JL KT
r 2T g2 r

ko'rinishga ega bo'ladi.
Nuqta harakatining kanonik tenglamalari esa quyidagicha
bo'ladi:
dr dH _FRA mk
dt dPr m* dt  dr (39
<Sp_dH Py di% o dH
dat dPv mr2 dt c| '

Bu tenglamalardan r, &, Pr va koordinatalarni fvaqt-

ning funksiyasi sifatida aniglash mumkin (44- rasm).

(4) tenglamadan =a bo'lishligi kelib chigadi. Bun-

dan a = const- PMning bu giymatini (2) ga qo'yilsa, quyidagi

tenglama hosil bo'ladi:

44- rasm.
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2dip _ «
d m’

Bu tenglama esa markaziy kuch ta’siridagi nugtaning
radius-vektori chizgan yuza t vaqtga proporsional ravish-
da o'zgarishini ifodalovchi yuzalar tenglamasining
o'zginasidir.

dr
(1) tenglamadan Pr =ma topiladi. (3) tenglama esa

= + ko‘rinishni oladi.
dt r r
Bu topilgan tenglamadan nuqtaning radius bo‘ylab
gilayotgan harakatini anigqlash mumkin.

I1l. Savol va masalalar

1. Ixtiyoriy golonom bog‘lanishli sistema uchun kinetik energiya-
ning ifodasi qanday bo'ladi?

2. Statsionar bog‘lanishli mexanik sistema uchun kinetik energiya-
ning ifodasi ganday bo'ladi?

3. Statsionar va statsionar bo'Imagan mexanik sistema uchun ki-
netik potensial (Lagranj funksiyasi) ifodasi ganday bo'ladi?

4. H Gamilton funksiyasining mazmunini tushuntiring va u gan-
day argumentlarning funksiyasi bo'ladi?

5. Konservativ sistemalar uchun mexanikaning kinetik tenglama-
lari ganday va ularning soni nechta bo'ladi?

6. Gamilton funksiyasining vaqt bo'yicha to'liq hosilasi nimaga teng?

7. Statsionar bog'lanishlar uchun Gamilton funksiyasi gqanday
bo'ladi?

8. Kanonik tenglamalarni tuzishning usullari ganday bo'ladi?

9. Gamilton kanonik tenglamalarining integrali ganday shartlarni
ganoatlantiradi?

10. Kanonik tenglamalarni siklik koordinatalarda integrallashning
0'ziga x0s xususiyatini izohlang.

11. m massali erkin moddiy nuqta potensialli kuch maydonida ha-
rakatlanmogda. Agar maydonning kuch funksiyasi u(X,y,z) ga teng
bo'lsa, bu nugta uchun Gamilton funksiyasini tuzing va bu nuqta ha-
rakatining kanonik tenglamalarini toping.
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12. (Nyuton masalasi) m massali moddiy nuqta Nyuton kuchlari
markaziy maydonida M massali qo'zg'almas jism ta’sirida harakat
gilayotgan bo‘lsin. Qo‘zg‘almas (tortuvchi) jismni bir jinsli shar
deb qarab, ya’ni maydonning barcha kuchlari tortuvchi jismning
markaziga yo‘nalgan deb hisoblab, nuqta harakatining kanonik tengla-
malarini tuzing. Qutb koordinatalarida nuqtaning trayektoriyasini
r =/(¢) ko‘rinishda toping.

, L. fl m h D P Mm a1,
Javob: r=— , ® - jo= 1 +Y— >72=0
m mr r r

13. Gamilton tenglamalarini toping, agar:

1 n P2
1. H=— (P2+m ¢ +siny)-
risin2¢
Javold: r&= P2; p=- R . . b Px , ﬁf:p}’—q}s(—b-comp.
r sin @ rsin? rsin ¢
2. H=9y1+P2 +r. Javob: r=—H= =, P- -1
yA+P1
| 2
3.H=-3{I-P2). Javob: r=P-r2,P =2r(P - r2).

14. Gamilton funksiyasini /",®,z siklik koordinatalarda ifodalang.
Javob: H = -~(Pr +\ P2+P2)+n(r,y,z).
15. Gamilton funksiyasini r,0,d sferik koordinatalarda toping.

Javob: H ="-(P2+ \pJ+-tL - P2)+TI{r,Q,z).
2m ri r sin0
16. Gorizontal reyka vertikal o‘q atrofida aylanadi, reyka bo'ylab esa
to massali yuk harakatlanadi. Yukka ta’sir giluvchi kuch M (r) poten-
sialga ega, bunda r — yukdan aylanish o‘gigacha bo'lgan masofa. Siste-



maning kinetik energiyasi
T=j[r2+(r2+d2)if2]

ga teng. Sistema uchun Gamilton funksiyasini toping va sistema ha-raka-
tining kanonik tenglamalarini tuzing.

Javob:
dr_ = Pr. dip Pv dPr _ rP2
dt m' dt m(r2+d2)’ dt m(r2 +d2)2
17. Gorizontal disk o‘zining markazi orgali o‘tuvchi vertikal o‘q

atrofida aylanadi. m massali sharcha gardish diametri bilan mos tu-
shuvchi yarim slindrsimon ariqchada harakatlanadi. Sharchaga silin-
drik arigcha bo'ylab yo'nalgan va sharchadan aylanish o'gigacha bo'lgan
r masofaga bog'lig bo'lgan kuch ta’sir giladi. Sharchaga moddiy
nug-ta deb garab, uning uchun Gamilton funksiyasini tuzing va har-
akati-ning kanonik tenglamalarini toping.



7- 8. Klassik mexanikaning variatsion-
integral prinsiplari

I. Nazariy qism

Klassik mexanikaning variatsion prinsiplari deb, mexanik
sistemaning kinematik mumkin bo‘lgan barcha harakatlari
to‘plamidan berilgan kuch maydonida sodir bo‘ladigan
haqgiqiy harakatni ajratib olishga imkon beradigan va bunday
harakatning xossalari hagidagi umumiy qonunlarga aytiladi.

Mexanikaning variatsion prinsiplari differensial va integral
prinsiplarga bo‘linadi.

Differensial prinsiplar haqiqiy harakat kriteriysini oniy
vaqtda, ya’ni garalayotgan vaqt atrofida, integral prinsiplar
esa chekli oraligda o ‘rnatadi.

Klassik mexanikaning eng muhim va eng umumiy
differensial prinsiplaridan biri biz o‘rgangan mumkin bo‘lgan
ko‘chishlar prinsipi hisoblanadi.

Klassik mexanikaning eng muhim integral prinsiplari biz
o'rganmogqchi bo‘layotgan, Gamilton—Ostrogradskiy prinsipi
(eng kichik ta’sir prinsipi) va Mapertyun—Lagranjning
statsionar ta’sir prinsipi hisoblanadi.

Mexanik sistemaning haqiqiy harakatini uning mumkin
bo'lgan barcha harakatlari to‘plamidan integral variatsion
prinsip asosida tahlil gilib tanlab olish mumkin.

Konservativ sistema uchun Lagranj tenglamalarini garab
chigamiz:

bunda L =T- M Lagranj funksiyasi.
Harakatlanuvchi sistemaning ikkita holatini garaymiz:

sistema L, paytda (A) holatda, t2(t2 >t\) paytda esa (B)

103



holatda bo‘lsin. Sistemaning t2~t\ vaqt oralig'ida (A)
holatdan (B) holatga o'tishdagi haqigiy ko‘chishi (1)
tenglamaning yechimi bo'lgan

k =QkiO (k =1,2,....,5) (2)
funksiya bilan aniglanadi.

Sistemaning (A) holatdan (B) holatga o‘tishdagi haqiqgiy
ko‘chishi bilan bir gatorda (2) ko'chishdan cheksiz kichik
migdorga farq giluvchi o ‘sha t2 - 1 vaqt oralig'ida sistemaning
(A) holatdan (B) holatga o'tishida sodir bo'ladigan

K = Ak(0 +MkO), (k=1 , 2 , ( 3 )
tenglama bilan aniglanadigan
ko'chishi ham qaraladi (45-
rasm).

Bundagi 5gk cheksiz kichik
miqgdorlar bo'lib, 9i,92.->&
koordinatalarning
variatsiyalaridir. (2)va (3)
tenglamalar bilan anigla-nuvchi
ko'chishlar bir vaqgtda jismning
(A) holatida bosh-lanadi va bir
vaqtda jismning (B) holatida

tugaydi. Bunday holatlar uchun
8Ak0\) = &k(h) (4)
bo'ladi.

Bog'lanishlar bilan birgalikda topilgan bunday ko'chishlar
uchun

2
S=JLdt(L=T-1N) (4)
integral garaladi.

S miqdor sistemaning harakati davomida T kinetik va Il
potensial energiyalar orasidagi munosabatni xarakterlaydi.
Bu integralning son giymati sistema ko'chishini aniglovchi
gk(t) funksiyalarga bog'liq bo'ladi. Bu integral gk(t) va
gk (t) funksiyalarga bog'liq bo'lgan funksionaldir.
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5 migdor ishning vaqgtga bo'lgan ko'paytmasidan iborat.
Fizikada bunday miqgdorni «ta3ir» deyiladi.

5funksional shunday maxsus ta’sirni ifodalaydiki, bunday
ta’sirni Gamilton—Ostrogradskiy ta’siri ham deb ataladi.
Hagqiqiy ko‘chishda 5 miqgdorning ta’sir giymatini (3)
ko'chishlarning giymatlari bilan tagqoslash maqgsadida
5(9,+62i, L+ 2...,9j+8¢s, fl+Sft,.... ,qs +8qs,t)~
-S(q\,...,gs, qu....,gs,t)
ayirma garaladi. Bu ayirmani bgk va 5gk ning darajalari

bo'yicha gatorga yoyilsa, bu yoyilmada birinchi tartibli hadlar
to'plami 5 migdorning birinchi variatsiyasidan iborat bo'ladi:

3% . 35 s hodL .. dL
55= - £ bgk + ---—-- dt
o1 B 5% * B = &l dak T ok
Birinchi go'shiluvchini bo'laklab integrallansa, quyidagi
ifoda hosil bo'ladi:

}— qudt—— d 5qkat.
» dgk k ‘I(ﬂqu

(4) shartlarga ko'ra o'ng tomondagi birinchi go'shiluvchi

nolga teng, natijada 55 variatsiya uchun

s 12 dL  d dL
55= £ \ 5qkdt
k=\ dt dgk
ifoda kelib chigadi.
Inegrallash yo'lida (1) tenglik bajariladi. Demak, bu yo'lda
5 ta’sirning variatsiyasi nolga teng:
55 =0 (5)
Funksional birinchi variatsiyasining nolga aylanishi uning
statsionar miqdor bo'lishining zaruriy shartini ifodalaydi.
Shunday qilib, 5 ta’sir (haqgiqiy ko'chishni boshga ko*-
chishlardagi giymatlari bilan tagqoslaganda statsionar giymatga
ega bo'ladigan) sistemani t2 -t\ vaqt oralig'ida boshlang'ich
(t =tx) va oxiri, (/ =t2) holatlari bir xil bo'lgan bir holatdan
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boshqga bir holatga o'tkazsa, bunday holda Sta’sirning migdori
haqgiqiy ko'chishda boshga ko'chishlardagi qgiymatlari bilan
taggoslaganda statsionar giymatga ega bo ‘ladi.

Bu xulosa Gamilton—Ostrogradskiy prinsipining maz-
munini tashkil giladi.

Bu prinsipni quydagicha ham izohlash mumkin: Lagranj
tenglamalarini ganoatlantiruvchi, ya’ni berilgan kuchlar
ta’siridagi sistemaning haqiqiy ko‘chishini ifodalovchi gk
va gk funksiyalarning shunday giymatlari mavjudki, shu
paytda sistemani boshlang'ich holatdan (t=1t\) oxirgi
holatga (t =t2) o'tkazuvchi Gamilton ta’sirida uning
shunday harakati topiladiki, bu harakatdagi gk va gk
funksiyalarning giymatlarini boshga barcha mumkin bo'lgan
unga yagin harakatlardagi qiymatlari bilan taggoslaganda
(40 egri chizigli integral ekstremal giymat (maksimum yoki
minimum) qgabul qilishning zaruriy sharoitlarini ham
ganoatlantiradi.

Gamilton—Ostrogradskiy prinsipini ma’lum vaqt oralig'ida
mexanik sistema harakatini o'rganishga qo'llanish egri chizigli
integralning ekstrimum qgiymatlarini aniglash masalalari bilan
bog'liqdir.

Gamilton—Ostrogradskiy prinsipidan foydalanib, Lagranj-
ning ikkinchi tur va Gamiltonning kanonik tenglamalarini
keltirib chigarish mumKkin.

Lagranjning ikkinchi tur tenglamalarini Gamilton—
Ostrogradskiy prinsipidan foydalanib chigaraylik. Bu prinsip
bilan bir xil vaqt oralig'ida sodir bo'ladigan harakatlar
taqgoslanadi, ya’ni

h
J (571+5A)dt =0 (6)
h
egri chiziqgli integralning ekstremal giymatga erishish sharti

o'rnatiladi. (6)da 8/4 = Q\bg\ + Q2M2 + esee+ QsMs bo'lgani
uchun u quyidagi ko'rinishni oladi:
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J(8T +Q[8iji + Q&2+ +Q"Qi)dt=0. (7
Bunda T kinetik energiyaning 8T variatsiyasi

8 = X 97\8?y + §7—¥<?y

y=1 9<?y o<y

formula bo'yicha topiladi. 5T ning bu ifodasini (7) ga gqo'yilsa,
quyidagi tenglama hosil bo'ladi:

2s 4T . dT .. .
11 _ bgj +y ~—~dqgj +Qjbgj dt =0.
h7=1 dai daj

dg: _ ado

Sgj gatnashgan hadni 8" = 8- bo'lishligini

e’tiborga olib, bo'laklab integrallanadi:

2 ar L2
L -SHjdt dT (ﬂ 8<? /1.
i\ J ddj I BN

Integrallash oralig'ining chegaralarida 5gj = 0 bo'lish-

=2
ligi e’tiborga olinsa, ?a—_ 8qj =0 bo'ladi.
aJ

8?y gatnashgan barcha hadlarda yuqoridagi singari almash-
tirishlami bajarib, quyidagini olamiz:
2s 9T d

; i bg,dt=0-
. S+ '

/IY 7S=1 dgj dt dqj Ql

Bu tenglik bajarilishi uchun, ya’ni integral ostidagi funksiya

nolga teng bo'lishligi uchun 87"y variatsiyaning barcha

giymatlarida bu variatsiyalar oldidagi koeffitsiyentlar nolga
teng bo'lishi zarur, ya’ni
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dT 'dfdT)
3]3. dt\ qu’ 3
Olingan tenglamalar Lagranjning ikkinchi tur teng-
lamalari bo'lib, (6) integralning ekstremal giymatga ega
bo'lishi shartini ifodalaydi. Gamilton—Ostrogradskiyning
statsionar ta’sir prinsipi integralning statsionar qiymat gabul
gilish shartiga asoslanib o'rnatiladi:

J(T-n)dt
X
Bunda Tva I sistemaning kinetik va potensial energiyasi.
Bu prinsipdan foydalanib, to'g'ri chiziqli sterjen tebra-
nishlarining tengiamasi chiqgariladi. Ox o'qi sterjen bo'ylab
yo'naltiriladi. Sterjen muvozanat holatda turibdi deb
hisoblanadi. Sterjenning muvozanat holatdan og'ishi x va
/vaqtga bog'lig bo'lsin: n =u(x\t). I uzunlikdagi sterjenning
kinetik energiyasi

(p — sterjen materialining zichligi) formula bo'yicha
topiladi. Sterjen cho'zilmaydi deb qaraladi. Egriligi
o'zgarmas bo'lgan elastik sterjenning potensial energiyasi
egriligining kvadratiga proporsional bo'ladi. Sterjen
potensial energiyasining dll differensiali quyidagicha
ko'rinishga ega:

dn =-k
2
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Sterjenning barcha potensial energiyasi quyidagi ifodadan
hisoblaniladi:

2
1t
dx2 dx =- JK dzu dx.
20 X2
dn Vd
1+
Ko XY

Bu ifodada sterjenning muvozanat holatidan og'ishini

du
sezilarsiz deb hisoblanib, maxrajdagi miqgdor e’tiborga
k 6x j

olinmadi.
Gamilton—Ostrogradskiy integralining

JJ 7Pu 3 -\ ku'ix dxdt.

10 0\-2z 1

statsionar giymat qabul giiish shartidan elastik sterjenning

3
erkin tebranishlarini tavsiflovchi —f(pb|,)+d—j(kuxx):0
0 X

tenglama hosil bo'ladi. Agar k doimiy, ya’ni sterjen bir jinsli
bo'lsa, sterjen tebranishlarining harakat tengiamasi
quiydagicha ko'rinish oladi:

20y i = g
i1 2x

Agar sterjenga F(t,x) tashqgi kuch ta’sir gilsa, uning
harakat tengiamasi

d2u kK d4u .. .
iy PR | =f(t,x) f{t,x) =-F(t,x)
dt2 P 3x4 p

ko'rinish oladi.
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I1. Savol va masalalar

1. Funksiyaning ganday o ‘zgarishi uning differensiali va variatsi-
yasini ifodalaydi?

2. Differensiallash va variatsiyalash operatsiyalari o‘rin almashti-
rish gonuniga bo‘ysinadimi?

3. Aniqg integralning to'lig variatsiyasi nimaga teng?

4. S ta erkinlik darajaga ega bo'lgan mexanik sistema kinetik ener-
giyasining variatsiyasi ganday formula bilan hisoblanadi?

6. Gamilton va Lagranj bo'yicha ta’sirlar orasidagi bog'lanishni
izohlab bering. Ularning ta’sir ifodalari ganday bo'ladi?

7. Gamilton—Ostrogradskiy prinsipining mazmunini izohlab
boring.

8. Lagranjning statsionar ta’sir prinsipining mohiyati nimadan
iborat?

9. Lagranj va Gamilton—Ostrogradskiy prinsiplari bir-biridan gan-
day farg qiladi?

10. Gamilton—Ostrogradskiy prinsiplaridan foydalanib:

1) torning erkin tcbranish tenglamasini keltirib chigaring.

f&vaﬁ: p‘-?g'/f'-l%cd—2El =0.
dt dx
2) torning majburiy tebranish tenglamasini keltirib chigaring.

dt P dx
11. Quyidagi funksionallarning ckstremal giymatlarini toping:

ity
Lo(y(x) =j » dx,
y vy

Javob: (x - a)2 +y2 =R2.

2. d(y(x)) =/ (y'2+2yy'- 16y2)dx.

Javob: y = osin(4x - 6).

12. Quyidagi funksionallar uchun Gamilton—Ostrogradskiy tengle
malarini yozing:
2,
1) &(z(y,x)) =2 dxdy,
p (AX)\dyy
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2) <Pu(yxz) = SMBIBUT I, =

o dxJ  1dzy 3y +2m(x,y,r) dxdydz.

Javoh, — Y+ AVNLAV ¢ xiytz).
dx  3yz

<#U <M i
+2 il dxdy.
Vix2y |\ dy24 dxdy



8- 8. Mexanik sistemaning kichik chizigli
tcbranishlari

I. Nazariy gism

Agar mexanik sistemaning fazodagi holatini to'liq va bir
giymatli aniglaydigan parametrlar soni bitta bo'lsa, u holda
bunday sistemaning erkinlik darajasi bitta bo'lgan sistema deb
ataladi. Boshgacha aytganda, bunday sistemaning holati bitta
yagona ¢q umumlashgan koordinata bilan to'lig hamda bir
giymatli aniglanadi hamda uning harakati bitta

d aT 4T
dt 'dg dq | Q)

Lagranj tengiamasi bilan tavsiflanadi.

Aniq masalalarni yechayotganda (1) tenglamani integral-
lash masalasi ko'p jihatdan Q umumlashgan kuchning
tabiatiga, (1) tenglamani tuzish esa kinetik va potensial
(potensialli kuch maydonida) energiyalarning ganday
ifodalanishiga bog'liq bo'ladi.

Q umumlashgan kuchning strukturasi quyidagicha bo'lgan
hollarni garaymiz:

g=q" +q+QT" (2)

Bunda Qn— potensialli kuchlarning umumlashgan kuchi
(ko'pincha muvozanat holatga qaytaruvchi kuch yoki
konservativ kuch nomi bilan yuritiladi). Bu kuch potensialli
kuch maydonida potensial energiya orqgali ifodalanadi:

Bunda Qk — garshilik kuchlarining umumlashgan kuclu
(biz chizigli garshilik kuchini, ya’ni sistem a~nuqtalarining
garshilik kuchi nuqtalar tezliklarining birinchi darajasiga
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proporsional bo'lib, yo*‘nalishlari tezliklarning yo‘nalishlariga
garama-qarshi bo‘lgan holni garaymiz).

QT — sistemaning majburiy tebranishlarini vujudga
keltiruvchi, t vaqtga bog'ligli (biz vaqtda sinusoidal gonun
bo‘yicha o‘zgaruvchi kuchni garaymiz) tashqi kuchlarning
umumlashgan kuchlari. (1) Lagranj tenglamasidan sistema
tebranishlarining chizigli tenglamalarini olish uchun
sistemaning kinetik va potensial energiyalarining ifodalari
muvozanat holat atrofida, ya’ni g = 0 (q —0) nuqta atrofida
darajali gatorlarga yoyilib, kanonik ifodalar topiladi.

Mexanik sistema n ta nuqtadan iborat bo'lib, bog'lanish
tenglamalari

M= Mo) = Xj(q)i +y>i(q)j + Zk(g)k ko'rinishgaegabo'lsin.
Sistemaning kinetik energiyasi hisoblaniladi:

T=Enl- m:-lllillm,(xf oyt "‘rf)

L/=1 1=
bunda ¥ = - mh %, = ey = W w2t = P m
dg dq dg dq

Bunday holda sistemaning kinetik energiyasi uchun
quyidagi ifoda topiladi:

T:';Llnmidr 29 s daXj dy+
zi=1 dq 7 i=\ dq dg
dzt ) s A ) (3)
aqq 927 (a)q2-

+
Bunda A(q) = £ L, :‘ umumlashgan koordinatalar-
/=1 q

ning musbat funksiyasi.
A(q) funksiyani g =0 nuqta atrofida darajali gatorga
quyidagicha yoyiladi:
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A(q) = A(o) +Al(0)g + -2A U(0)g2 +... @.

(4)ni (3)ga go'yilsa, tubandagi ifoda hosil bo‘ladi:
n,v An(o) 2
T=taw 2+\ A(0)g+ &'q . (5)

(5) dagi <va qni kichik migdorlar deb garab, uchinc
va undan yugqori tartibli darajalari gatnashgan hadlarni
gm2, qm2 va hokazo migdorlar gatnashgan hadlarni tash-
lab yuborib, T kinetik energiya uchun A($) = a belgilashni
kiritilsa,

T=\A(°)g2=\aqg2 (6)

kanonik ifoda hosil bo ‘ladi.

Statsionar bog*lanishlarda sistemaning potensial energiyasi
g umumlashgan koordinataning funksiyasi bo'ladi: TT =n(q).
Bu funksiyani ham muvozanat holat atrofida, ya’ni <=0
nuqta atrofida darajali gatorga yoyamiz:

A(q)=M (@) +M MNe +i M1Lo)g2+... @)
g = 0 muvozanat holatda potensial energiyani Il =(0) =0

deb hisoblansa, n\o) miqdor esa sistemaning muvozanat

holatida Q umumlashgan kuchning giymatiga teng bo'ladi.

Lagranj—Dirixle teoremasiga ko‘ra 9 1(oc) = o bo‘ladi
(ekstremumningzaruriyshartigako‘ra). M 11(o) = ¢ belgilashni

kiritib, g3,94... miqgdorlari gatnashgan hadlarni tashlab
yuborib, potensial energiya uchun

n(q) =\cq2 ®)
kanonik ifoda kelib chigadi. (6) va (8) formulalarga ko‘ra



L (12)

Bundagi ® ga dissipativ yoki /te/ey funksiyasi deyiladi.
Bu funksiyaning strukturasi sistemaning Kkinetik energiyasi
ifodasiga o‘xshash, uning ifodasida massa o‘rnida qarshilik

koeffitsiyenti keladi. Qk umumlashgan garshilik kuchi @

funksiyadan g umumlashgan tezlik bo'yicha olingan hosi-

laning «—» ishora bilan olingan giymlatiga teng QW = - :Zq)
q
® ni qva q orqgali ifodalaymiz:
k - 1k(a)> "
n i A2 n2 n ar, Vv 1 ,
=2B - i2’
k=l 1 1k dg (a)q (i27)
2
Bunda B(q) = £ 1 belgilash kiritildi.
k=1 dd
B funksiya fagat q ga bog‘lig bo‘lib, q ga bog'liq emas,

drk
chunki -w, miqgdor q ga bog'lig emas, @& funksiya uchun

kanonik ifoda topish magsadida B(q) funksiyani g = 0 nuqgta
atrofida q ning darajalari bo'yicha gatorga yoyiladi:
2
B(q) =B(0) +B'(0) +B " (0)" +....

Bu yoyilmaning 1- hadi bilan chegaralanib va u = 5(0)
belgilash kiritilsa, @ funksiya uchun kanonik ifoda quyidagi
ko'rinishni oladi:

®=17(0)«72 = 1?2 . (13)
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nk _ 0Ob _
y ~~~fy ~ bo'lishligi e’tiborga olinsa, garalayotgan

holda, ya’ni garshilik ko'rsatuvchi muhitda sistema harakatining
(10) tengiamasi

g+2ng+k2g=0 (14)
ko‘rinishni oladi. Bunda K2 = C 2n = 1 K=
a a

K doimiy son bo'lib, sistema tebranishlarining qarshilik
e’tiborga olinmagandagi doiraviy chastotasi.

« =—U' — miqdor esa so'nish koeffitsiyenti deb ataladi.

(14) tenglama ham oldin o'rganilgan moddiy nuqta so'nuvchi

tebranishlarini tavsiflovchi x +2d: +c2x =0 tenglamaga
o'xshash. Shunday ekan (14) tenglamani integrallash va tahlil
giiish masalasi yechilgan ekan.

Endi bitta erkinlik darajali sistemaga potensialli kuch va

Q1 = Hsin(Pt +8) garmonik qo'zg'atuvchi kuch ta’sir gila-

yotgan bo'lib, muhitning garshilik kuchini e’tiborga
olmaganda, kinetik va potensial energiya uchun (6) va (8)
formulalar kuchida sistemaning harakati

g + k2g = hs\n{Pt + 8). (15)

ko'rinishdagi tenglama bilan, qarshilik kuchini e’tiborga
olganda esa
q + 2hg + k2q = hs\n(Pt + 8) (16)
tenglama bilan tavsiflanadi.
(15) va (16) ko'rinishdagi tenglamalar ham oldin o'rga-
nilgan va tahlil gilingan.



Il. Masalalar yechish

27- masala. AB prujinaning bir uchi A nuqtaga shunday
mahkamlanganki, uning ikkinchi B uchiga 20 g statik kuch
go‘yilganda u 1smga cho'zilsin. Prujina deformatsiyalanmagan
paytda uning pastdagi B uchiga og'irligi 100 g bo‘lgan C
toshni osib, u boshlang‘ich tezliksiz qo‘yib yuborilgan.
Prujinaning keyingi harakati tenglamasini toping va ampli-
tuda hamda tebranish davrini ko‘rsating. Toshning harakatini
uning statik muvozanat holatidan vertikal pastga yo'nalgan

0'qga nisbatan oling.
Yechish. Tosh harakatining differensial tenglamasini

tuzamiz (46- rasm).
[,

C(x+xo0)

XQ

46- rasm.

mx +c(x + Xg)- mg =0.
Muvozanat holatda cxqg=mg bo‘ladi. Bunday holda

toshning harakat tenglamasi

= O, W =
X +0rx vm (:D
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Yechish. Masala mazmunidan
tn

x|,=0 =0, 0|,=o=flo=5-
bo‘lishligi kelib chigadi. Q =2 m,

m
c=4-
sm

Yuk harakatining differensial
tenglamasi quyidagicha tuziladi
(47-rasm):

d 2x
m_

[ =Q-C(xcm+x).

Muvozanat vaqtida Q = cxcm
bo'ladi.

harakat tenglamasi kelib chigadi.
Bu tenglamaning yechimi

x = asin((o/ + &)
ko‘rinishda bo'ladi. x|[,=0=0

CQ L
47- rasm. shartda va co= Hr bo‘lishim
e’tiborga olinsa, quyidagi tenglama hosil bo‘ladi:
in

h= arctg—U—J—)—(—O= arctg0= 07

Yukning harakat tenglamasi x =e0J — sinJ—t ko'ri-
\ eg \ eg

nishni oladi. Agar sinj—1=\ bo‘lsa, x =xINx =e0J —
\ eg VG

bo'ladi. Sim arqonning eng katta zo'rigishi
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formula bo'yicha topiladi.

Arnax =2m +5m/s

- 2m+59,02m =2m +45,1m = 47, Im.

29- masala. Bir uchiga 100 g og'irlikdagi yuk osilgan
prujina suyuqlikda harakatlanmoqda. Prujinaning qattiglik
koeffitsiyenti ¢ =20g/sm ga teng. Suyuqlikning yukka
ko'rsatadigan qarshilik kuchi tezlikning birinchi darajasiga
proporsional: R =aQ, bunda a =3,59.s/ sm.

Agar boshlang'ich paytda yuk statik muvozanat holatdan
xo = Iswga siljigan va unga siljish yo'nalishiga qarshi
yo'nalishda 50 sm/s boshlang'ich tezlik berilgan bo'lsa, yuk
harakatining tenglamasini toping va ko'chishning vaqtga
bog'lanishli grafigini chizing.

Yechish. Sanoq boshi qilib yuk statik muvozanat holati
gabul qgilinadi. Ax o'gi prujina bo'ylab vertikal pastga
yo'naltiriladi. Yuk harakatining boshlang'ich shartlari
quyidagicha yoziladi.

Aoning ishorasi manfiy, chunki uning yo'nalishi yuk
ko'chish yo'nalishiga gqarama-garshi yo'nalgan.

Yuk uning absissasi musbat bo'lgan holda tasvirlanadi.
Prujina go'yilgan kuchlar ta’sirida A= Asm+ x ga ko'chadi.

Prujinaning elastik kuchi Ax o'qi bo'ylab vertikal ravishda
yuqoriga yo'nalgan bo'ladi. Uning Ax o'qdagi proyeksiyasini
topamiz.

FX — c(Asm +x). ()

Yuk x abssissasining o'sishi tomoniga harakat qilsin de-
sak, R qgarshilik kuchi tezlikka garama-garshi tomonga,
ya’ni vertikal yuqoriga yo'nalgan bo'ladi. Fva R kuch-
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lardan boshga yukka uning .Pog'irlik kuchi ham ta’sir qi-
ladi. Yuk harakatining differensial tenglamasi tuziladi (48-
rasm):

48- rasm.

mx = P+ FX + Rx.
Bu formulaga Rx =-a-Qx = -ax ni va Fxning (1) ifodasi
go'yiladi:
p
—X =P -cAsm-cx- adx. 2
g
Muvozanat holatda

P ~cAsm- =" (3)
tenglik bajariladi.

Hagiqatan statik muvozanat holatda yukka uning P og‘irlik
kuchi, bu kuch vertikal pastga yo'nalgan, prujinaning
Fx = cAsm statik elastik kuchi, bu kuch vertikal yugoriga
yo‘nalgan kuchlar ta’sir giladi. Yuk muvozanat holatda
bo‘lganda P - Fsm =0 bo'ladi, ya’ni (3) formula o‘rinli. (2)
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differensial tenglama o°‘ng qismidagi birinchi ikkita qo'shi-
luvchining yig'indisi (3) ga ko‘ra nolga teng. » ni x ga
almashtirib, yuk harakatining differensial tenglamasi kelib
chigadi:

Px +cgx + agx =0,

X +2nx +k2x =0, N

bunda k = n=— .
VP 2P
Ifodadagi kattaliklar o‘rniga sonli giymatlarini go‘yib, K
va n hisoblab topiladi:

20—980"
— A_ =VI9% = 14n-
100g
Z357 9802 07.080 | 17 1675j-
2-100g 40

Bundan ravshanki, k < n (katta garshilik bo'lgan hoi).
(4) tenglamaning yechimini x =eX ko‘rinishda izlab, A
noma’lum songa nisbatan, unga mos keluvchi xarakteristik
tenglama hosil bo'ladi:

X2 +2nX+ k2 =0.
Bu tenglamani yechib, quyidagilar topiladi:
Al =-n-'jri2- k2, X2=-n+ - k2. (5)
n > K bo'lgani uchun A, va X2 ildizlar haqgiqgiy bo‘ladi.
Yukning harakat tenglamalari quyidagicha bo'ladi:

x(t) = qeA/ + c2eXl*, (6)

x{t) = gA.J I + c2X2e"2 o @)
Agar (6) tenglamada /=0, x=x0, (7) tenglamada
/=0, x =xqg bo'lishligi e’tiborga olinsa, q va c2 doimiy
sonlarni topishga imkon beradigan tenglamalar sistemasi kelib
chigadi:
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¢, +c2=x0, Aqg +A2c2 =x0.
Bu sistemadan g va c2 topiladi:
c _-A2X0+x0 ¢ _ A - X
A A2 A —A2
(6)dagi ¢\ va c2ni ularning topilgan ifodalariga almash-

tirib, quyidagi ifoda olinadi:

x(t) = — Ll? F(XjXqg -x 0)el2" -(A2x0-x0)eJ1™|. (8)

(8)ga (5)ni go‘yilsa, quyidagi tenglik hosil bo'ladi:
1 - 2.
X(t) = " (Mo -x0)e 7K
1N
-(A2x0 -*0)e Unk2 (9).
n=17,15s , K=14s , xg =\sm, xq =-50sm/ s
bo'lgandagi hisoblashlar bajariladi:
V«2-k2 =VI7,152 - 142 =7294,12 - 196 =

D~ 798512 = 9,05

2) X2=-m +\In2- k2 =-17,15+ 9,95 =-7,2;

3) A =-n-yln2-k2=-17,15-9,95 =-27,1;
4) AjXx - xq =-27,1 ml+50 =22,9;

5) AX- x0=-7,2 +1+50 =42,8;

6) A -A2=-27,1+7,2 =-19,9;

1 4229
7) —~-(AJX - Xa) = =_
8) — — (A2x-x0)=— =-2,15.
A[-A2V2 u; 19,9



Topilgan son giymatlarni (9) ga qo‘yilsa, yukning izla-
nayotgan harakat tenglamasi hosil bo‘ladi:

X(t) = Q715 (-1,15€9,95' + 2,\5e~9'%B1j sm. (O]

Endi yukning statik muvozanat holatdan o ‘tish yoki
o'tmasligini aniglaymiz. Buning uchun xning (10) ifodasini
nolga tenglashtirib, olingan tenglamani t vaqtga nisbatan
yechiladi:

e-\IMt J_i;]15e9,95/ +2;15.e-9,95/j = 0
Bunda e“17,15/ ¢ 0. Yukning statik muvozanat holatdan

o ‘tish payti

-1,15e9'95" +2,15e“995/ =0
tenglamadan aniqglanadi. Bu vaqt quyidagicha topiladi:

2,15e-9,95' = Ue995 =*g =¢€199 =>¢l199' =187 =

N~ 199t =InI87”~ t In1,87 =1In187¢In10=0,2718-2,3 =
i 19,9 19,9 19,9

Demak, yuk t\ =0,003s paytda statik muvozanat holatdan

o‘tadi. t=>owmda e~1715 =>0. t vaqtning t="°° qgiymati
harakatning so‘nishiga mos keladi. Ox o‘qi funksiya grafigi
uchun gorizontal asimptota bo'ladi.

(10) funksiyaning ekstremum nugqtasini topamiz. Buning
uchun (10) funksiyaning hosilasini topib, uni nolga
tenglashtirib, olingan tenglamani t ga nisbatan yechiladi:

| x(0 = -17,156>17°15(-1,15<29°%5/ + 2,15<?“9'95/) +
+(-1,15-9,95e9'05 -2,15 +9,95e-9'95') =0.
i (17,15-1,15-1,15-9,95)e9 5a-(15,15-2,15+9,95- 2,15)e“9% = 0,
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099 =7)04 =>19,9t = In7,04 =>

{  1,94948
19,9

(10) funksiya (0;0,l)oraligda kamayadi, (0,l;00) oraliq¢

=0,098 =0,15.

o‘sadi. Bu funksiya /=01 nuqtada minimumga ega

*min =-0,42 (49- rasm).

-0,42,

49- rasm.

30- masala. Bir uchiga 100 g og‘irlikdagi yuk osilgz
prujina suyuglikda harakatlanmoqda. Prujinaning gattiglik
koeffitsiyenti ¢ = 20 g/smga teng. Suyuqlikning yukka ko ‘rsa-
tadigan garshilik kuchi tezlikning birinchi darajasiga propor-

sional: R = aft, bunda a =35— .
sm

Agar boshlang'ich paytda yuk statik muvozanat holatdan
x0 =5smga siljigan va unga siljish yo‘nalishida H5/W/5
boshlang'ich tezlik berilgan bo'lsa, yuk harakatining teng-
lamasini toping va ko'chishning vaqtga bog‘lanishli grafigini
chizing.
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Yechish. Bu masalaning mazmuni oldingi masalaning
mazmuni singari, lekin yukka berilgan boshlang'ich tezlik
oldingi masalada ko'chish yo'nalishiga garama-qgarshi
yo'nalgan bo'lsa, bu masalada esa yukka berilgan bosh-
lang'ich tezlik ko'chish yo'nalishi bilan mos tushadi. Bu
masala uchun boshlang'ich shartlar quyidagicha bo'ladi:

*|/I=0 =*0 =5sm, x|,=0 =x0 = 10—S .

Yuk harakatining tenglamasini topish uchun oldingi
masalada chiqgarilgan (9) Koshi shaklidagi yuk harakatining
umumiy tenglamasidan foydalaniladi:

Xu) =-x —e-m (Axo-x"e”™" -(A2g-X ent
u) X2 ( ( q Q) (D

bunda n=17,15%8 \ k =\4s 1,x0 =5sm, xq = 10sm/s

1) yjn2-k2 =798,12 =9,95;

2) X, =-27,1; 3) X2- -1,2",

4) Xjx—x0=-27,1-1-10 =-135,5-10 = 1455 ;
5) X2x-x0=-7,2-5-10 =-36-10 =46;

6) Xj-X2=-27,1+7,2=-19,9;

i\ — I (AiX-xo0) = ~--45’5 =7,30-
> Xx-X2 -19,9
8 X ~(m ~ o )~ =230

Topilgan son giymatlarni (lI)ga qo'yilsa, yukning harakat
tenglamasi quyidagicha bo'ladi:

x(t) = -e~1715 (7,30<?9'95' -2,30e~9'95)$m. (2

Yukning statik muvozanat holatdan o'tish vaqtini aniqg-
laymiz. Buning uchun 7,30-e9,95/-2,30e-9,95/=0 tengla-
mani t ga nisbatan yechiladi:
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1919, = 23 1919, = =

72 19,9 19,9
=1,5251-23 =415 = 0@
19.9 19,9
Yuk statik muvozanat holatdan o'tmaydi. Chunki
t=-0,05<0.

Endi (2) funksiyaning ekstremum nugqtasi topiladi. Buning
uchun (2) funksiyaning t vaqt bo'yicha hosilasini topib, uni
nolga tenglashtirib, olingan tenglamani / ga nisbatan yechiladi:

(L780+-7,2-e9'%5/ +2,30 -27,1 -e_995/) =0
Bunda e-17,15" ¢ 0. Demak,
-7,30 7,2 9'BL + 2,30 27,1 «e~9'9%5t = 0,
-7,30-7,2e995 + 2,30 -27,1 -e“995" =0,
-7,30-7,2e199 =-2,30-27,1.

gl9i9, = 23-271 ~ e,919/ = 6233 ~ e,919/ = 1jI85 ~ 19 9/ =

72-73 5256
- In1,185 In1,185 In 10
='In"1,185 =>/ = — == = IUCT =

19,9 19,9
=0,0737+2,30,16951 = g
19.9 19,9

(2) funksiya (0;0,008) oraligda o ‘sadi, (0,008;<x>) oraliqd
kamayib Ot o'gga asiniptotik yaqginlashib boradi. Ot o‘q (2)
funksiya grafigining gorizontal asimptotasi bo'ladi. (2) funksiya
t = 0,008 nugtada maksimum giymatga erishadi. xmax = 13sm .
Tekshirish natijalarini e’tiborga olib, (2) funksiyaning grafigi

chiziladi (50- rasm).
31- masala. Og'irligi 200 g bo'lgan yuk qattiqlik koef-

fitsiyenti ¢ = 14 sm bo'lgan prujinaga osilgan va S = Hsin pi

kuch ta’sirida turibdi.
128



50- rasm.

Bunda H =2kg, P =70s Boshlang'ich paytda

x0 =2sm, x0 =10 sm/s. Koordinata boshi sifatida yukning

statik muvozanat holatini tanlab, yuk harakatining teng-
lamasini toping.

Yechish. Ox o ‘gini vertikal
pastga yo'naltirib, koordinata ZZ/ZZZZZZ
boshi sifatida yukning 0
muvozanat holatini tanlaymiz.

S qo‘zg‘atuvchi kuch Ox

o'gning musbat yo'nalishi 1 K
bo'yicha yo'nalgan bo'lsin. \”rxo 0
Yukka P og'irlik kuchi, F K
. . - . X
prujinaning elastiklik kuchi va \r
S qo'zg'atuvchi kuch ta’sir
giladi (51- rasm). p
Yuk harakatining differen- S
sial tengiamasi tuziladi:
mx = Y/Fkx',
K
YjFhc\- P - F +S.
K 81- rasm.
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P-F=P-c(x0+x)=(p- cxp) - cx
Statik muvozanat holatda P =c¢cx0 bo'ladi. P- F =-cx .

Natijada yuk harakatining differensial tengiamasi quyidagicha
bo'ladi:

X+k2x =hs'mpt. (1)
1000-G--980~"
bunda k2 = — = e — e — = 4960s-2;
P 200G
»  980eLL m200(7
h=£2- = - R =980m/
P 200G s

Bu giymatlarni (l)ga qo'yilsa, quyidagi tenglama kelib
chigadi:
X +4900x =9800sinpt. 2
Qo'zg'atuvchi kuchning P = 70s-1chastotasi yuk teb-

ranishlarining k = 70s-1 chastotasi bilan ustma-ust tushadi.
Demak, sistemada rezonans hoi yuz beradi.
Yuk tebranishlari

X) =g cos 701+ Q@sin Itit
tenglama bilan aniqlanadi. Yukning majburiy tebranishlarini
X2=/l/cos70f 3)
ko'rinishda izlaymiz. x2ning /vaqt bo'yicha hosilalari topiladi:
X2 = tAcos 70/ - 1QAtsin 70/,
X 2=-70J1 sin 70/ - 70/1sin 70/ - 4900/ cos70/.  (4)
(3) va (4 )ni (2) ga go'yib, A aniqglaniladi:
-1400 sin 70/ - 4900/70/ + 4900/70/ = 9800 sin 70/,
-140/1 sin 70/ = 9800 sin 70/,
-140/4 =9800,
A =-70.

Natijada go'zg'atuvchi kuch ta’sirida hosil bo'ladigan
tebranishlarni
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X2 =-70/008 70/
ko‘rinishda topamiz.
Yukning umumiy harakat tenglamasi tuziladi:

x =x\ +*2 =cicos70/ + @sin 70/ - 70/ cos70/. (5)
Yukning tezligi topiladi:
d =x =-70q cos 70/ + 70c2 sin 70/ - 70 cos 70/ +
+4900/ sin 70/ « (6)

x|,=0=x0 =2sm boshlang'ich shart va (5) tenglamadan

C, aniglaniladi: C\ =2sm\ x\i=g- xq =\0m/ sm boshlan-

g
g'ich shart va (6) tenglamadan C2topiladi: C2 =- ~ 1,14sm.
C, va C2 ning topilgan giymatlari (5)ga qo‘yilib, yuk
harakatining izlanayotgan tenglamasi olinadi:
x(t) = (2cos 70/ + 1,14sin 70/ - 70/ cost)sm.
32- masala. Og‘irligi P = 2k G bo‘lgan yuk gattiglik

koeffitsiyenti C = 0,4— bo'lgan prujinaga osilgan. Yukka

=0,1sin 30/ go‘zg‘atuvchi kuch va tezlikning birinchi

darajasiga proporsional bo‘lgan R =0,\Jcmxkg qarshilik
kuchi ta’sir giladi. Agar boshlang'ich paytda yukning holati

H
va tezligi x =2sm, *0=3— bo'lsa, yuk harakatining

tenglamasini toping. Koordinata boshi sifatida yukning statik
muvozanat holatini oling.

Yechish. Avval masala shartini aks ettiruvchi shakl
chiziladi. Yukni x abssissasi musbat bo'lgan holatda

tasvirlanadi. Prujina bunday holatda k =\sm+x =x0+x

uzayadi. Ox o'gida F elastiklik kuchi vertikal yuqoriga

yo'nalgan, uning Ox o'gdagi proyeksiyasi topiladi (52-
rasm):



[k 1rrirr

52- rasm.

R qgarshilik kuchi ham
vertikal yuqoriga, ya’ni yuk
harakatiga garama-qarshi
yo‘nalgan bo'ladi. F va R
kuchlardan tashqgari yukka P
og'irlik va S go‘zg‘atuvchi kuch
ta’sir giladi. Bu kuchlar Ox o0°q
bo‘yicha, ya’ni yukning harakati
bo'yicha yo'nalgan bo'ladi. Yuk
harakatining differensial
tenglamasi tuziladi:

mx =P+S +F+Rx.

Bu tenglamaga S, Fx va RXx
kuchlarning berilgan va topilgan
ifodalarini go'yilsa, quyidagi
tenglik hosil bo'ladi:

mx = P + 0, 1sin 302 - 0, 1-Jemx. - cfxq + X).

Statik muvozanat holatda P - cXem = P - ¢xq =0 bo'lish-

ligini e’tiborga olinsa, yukning harakat tenglamasi quyi-

dagicha bo'ladi:

mx + 0, 1-Jcmx - ¢x = 0,1sin 30/ >

[7

jc+ 0,1JV- X+ - 9’1 sin 30/.
m m m

C eg
m P

bunda

0,4— 980"
sm

=196s-2;
2kg

0,7 =0,1.7196" =14s"

Vm

001 0,lg
m

0,1-980
=49.
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Natijada yuk harakatining tengiamasi quyidagi ko'rinishda
bo'ladi:

X +1,4x + 196x = 49sin 30/ 1)
(1) tenglamaning umumiy yechimi
2+ 1,4£+196r =0 2)

bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi bilan o'zining
gandaydir xususiy yechimi yig'indisiga teng bo'ladi.
(2) tenglamaning umumiy yechimi topiladi. Buning uchun

uning yechimini z = I* ko'rinishda izlab, uning xarakteristik
tengiamasi tuzilib, yechiladi:

r2+1,4r + 196 = 0.
n2=-0,7+"0,49-196 =-0,7+/7196-0,49 =-0,7 +

+/7195,51 =-0,7 +/13,98
(2) tenglamaning umumiy yechimi quyidagicha bo'ladi:
z(t) = e~0,7"(C] cos 13,98/ + C25sin 13,98/). (3)

(1 tenglamaning xususiy yechimini esa noaniq koef-
fitsiyentlar usulidan foydalanib topiladi. Uning xususiy
yechimini

Xj(/) =/1cos 30/ + 5 cos 30/ @)

ko'rinishda izlanadi. (4) ning xi va x2 hosilalari topiladi:
X (/) =-30/1 cos 30/ + 302cos 30/,
x2(/) = -900(A cos 30/ - Bsin 30/ J
(4) va (5) ni (1) ga go'yilsa quyidagilar hosil bo'ladi:
-900A cos 30/ - 900.fisin 30/ - A2Asin 30/ + 422°cos 30/ +
+196A cos 30/ + 196.6sin 30/ = 49 sin 30/.
(-704/1 + 42B) cos 30/ + (-42/1 - 704 B) sin 30/ = 49sin 30/.

Bu tenglikning ikkala gismidagi cos 30 / va sin 30 /
garmonikalar oldidagi koeffitsiyentlarni tenglashtirilsa, A va
B koeffitsiyentlarni bir giymatli aniglashga imkon beradigan
chizigli algebraik tenglamalar sistemasi kelib chigadi:
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| -704/1 +42# =0 J-352/4 +215 =0
[-42N1 - 7045 =49~ [-42/4 - 7045 = 49,
Bu sistemani yechib, A va 5 ni topiladi:

-352 21

= = 352704 +42m21 = 247808 + 882 = 248690;
-42 -704

AA"O 2 _ 49 21= -1029:
49 -704 '

-352 0
4s = =-35249 =-17248.
-42 49

A=rc= AR =-0004; 5 =0 = Tl =00
L 248590 248690

Izlanayotgan xususiy yechim.
Xj =-0,004cost- 0,07sin30/.
Yuk harakatining umumiy tenglamasi

x(t) = e-0,7' (q cos 13,98/ + c25sin 13,98/)-

- (0,004 cos 30/ + 0,07 sin 30/) (6)
ko'rinishda bo ‘ladi.
C, va C2integrallash doimiylarini topish maqgsadida x(t)

ning x(/) hosilasi topiladi:

x(t) =-0,7e_0,7,(ci cos 13,98/ + c2sin 13,98/) +
+13,98e“0,7'(-ci sin 13,98/ + c2 cos 13,98/) -
-(-0,12sin 30/+ 2,1 cos 30/). )
/=0, xg=x=2 bo'lganda (6) tenglamadan; /=0
x0 = x =3 bo‘lganda (7) tenglamadan C, va C2ni aniglashga
imkon beradigan tenglamalar kelib chigadi:

f2=C, -0,004, Q =2,004,
[3=-0,1C\ +13,98C2=-21 -0,7Q +13,98C2
q =2,004 C2=-0,265.
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Natijada izlanayotgan yuk harakatining tenglamasi

quyidagicha topiladi:

x(?) = e"“0,7' (2,004 cos 13,98? -0,265 sin 13,987?) -
-(0,004 cos 30?7 + 0,07 sin 30?).

I11. Savol va masalalar

1. Sistemaning kinetik energiyasi ganday formula va aniglikda hiso-
blanadi?

2. Sistemaning inersiya koeffitsiyenti ganday parametrlarga bog‘liq
bo'ladi va ganday hisoblanadi?

3. Bitta erkinlik darajaga ega bo'lgan sistema erkin tebranishlari-ning
amplitudasi va boshlang'ich fazosi gqanday aniglanadi?

4. Sistema erkin tebranishlarining chastotasi va davri ganday
parametrlarga bog‘lig bo‘ladi?

5. Bitta erkinlik darajaga ega bo'lgan sistema erkin tebranishlarining
asosiy xossalarini izohlang va tahlil qiling.

6. Qanday garshilikda amplituda ko'rsatkichli gonun (geometrik
progressiya) bo'yicha kamayadi? Qanday qarshilikda amplituda arifmetik
progressiya qonuni bo'yicha kamayadi?

7. Erkinlik darajasi bitta bo'lgan sistema majburiy tebranishlarining
differensial tenglamasi ganday ko'rinishga ega? Uning umumiy yechi-
mi ganday ko'riladi?

8. Majburiy tebranishlar differensial tenglamasi umumiy yechi-
mi-ning har bir qo'shiluvchisini izohlang.

9. Kichik garshilikni e’tiborga olganda davriy gqo'zg'atuvchi kuch
ta’siridagi bitta erkinlik darajaga ega bo'lgan sistema majburiy tebra-
nishlarining differensial tenglamasi va uning umumiy yechimi ganday
ko'rinishga ega?

10. Tezlikka bog'liq bo'lgan garshilik sistema erkin tebranishlari-
ning davriga ganday ta’sir giladi?

11. Tezlikka proporsional bo'lgan garshilik sistema majburiy tebran-
ishlarining amplitudasiga, fazosiga, chastotasi va davriga ganday ta’sir
giladi?
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12. Qanday shartlarda j- tartibli rezonans vujudga keladi? Qanday
chastotalar kritik chastotalar deb ataladi?

13. Qarshilik kuchini e’tiborga olganda rezonans hollar uchun sistema
majburiy tebranishlarining ko'rinishi ganday bo'ladi?

14. Majburiy tebranishlar amplitudasining maksimal giymati gan-
day aniglanadi?

15. So'nish koeffitsiyentining qanday giymatida majburiy tebra-
nishlar amplitudasining maksimumi mavjud bo'Imaydi?

16. Rezonans holda garshilik e’tiborga olinmaganda sistema majburiy
tebranishlarining amplitudasi ganday qonun bo'yicha o'zgaradi?

17. Qanday shartda «Tepkili tebranish» hodisasi yuz beradi va bu
hodisaning grafigi ganday bo'ladi?

18. Tezlikka proporsional bo'lgan garshilik «Tepkili tebranish» ho-
disasiga ganday ta’sir giladi? Bunday tebranishlarning grafigi ganday
bo'ladi?

19. Dinamiklik koeffitsiyenti deb nimaga aytiladi va u ganday
aniglanadi?

20. Oniy impulsli kuch ta’sirida bitta erkinlik darajaga ega bo'lgan
sistemaning majburiy tebranishlari ganday tenglama bilan aniglanadi?

21. To'satdan sistemaga go'yilgan o'zgarmas kuchning dinamik ta’siri
ganday bo'ladi?

22. Qattiglik koeffitsiyentlari C, va C2bo'lgan prujinalarga P
og'irlikdagi yuk osilgan.

a) yuk prujinalardan bir tomonda (pastda);

b) yuk prujinalar oralig'ida yotganda uning tebranish davrini

toping.

P

Javob: T - 2n
g(c\ +c2)

23. Og'irligi 20H bo'lgan yuk prujinaga osilgan. Prujinaning og'irlik
kuchi ta’siridagi uzayishi Xsm =5 sm. Agar boshlang'ich paytda pruji-

naning uzayishi =S sm, yukning boshlang'ich tezligi $0 = 10y

bo'lsa, yukning harakatini aniglang.

Javob: g = 3,08sin(14/ +1,34)™ .

24. Og'irligi 20H bo'lgan yuk prujinaga osilgan. Prujinaning yuk
ta’siridagi statik uzayishi Xsm =5 sm ga teng. Yukka S =20sin 14tH
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go'zg'atuvchi garmonik kuch ta’sir giladi. Boshlang'ich paytda prujina
A( =6 sm ga cho'zilgan va yukka fy) = 10— tezlik berilgan. Yukning
harakatini aniglang.

Javob: g = 3,35sin(14r + 0,305) + 35/sin 14 /--

fog
25. 0,4 kg massali jism gattiqligi C = 4— bo'lgan prujinaga mah
kamlangan. Bu jismga S =40sin5/# qo'zg'atuvchi kuch va
He . o . . o
R =-ad a =25— , —jism tezligi qarshilik kuchi ta’sir giladi.
m

Boshlang'ich paytda jism statik muvozanat holda turibdi. Jismning ha-
rakat gonunini toping.
Javob:

-31,25/

q=0,647e sin(95/ - 46°550 + 1,23sin(50/ - 22°36")sm.



9- §. Erkinlik darajasi chekli bo‘lgan
sistemaning tebranishlari

I. Nazariy qism

1 Chekli erkinlik darajaga ega bo‘lgan konservativ sistem
erkin tebranishlarining differensial tenglamalarini quyidagi
Lagranj tenglamalaridan olish mumkin:

d dT 9T _ 24
dt dg; dqj dqj

bundagi s — qgaralayotgan sistema erkinlik darajasining soni.
Sistemaning kinetik va potensial energiyalari mos ravishda
T=\£ £ aijWj;n =\ £ £ cijMj
z i=lj=I 1/=17=1
formulalar yordamida topiladi.

3 r a4 . .
Agar — =0; — =cylg, +cj292 +.... +cjsgs

dt i
Vvoal

bo‘lishligi e’tiborga olinsa, Lagranj tenglamalaridan quyidagi
chizigli bir jinsli ikkinchi tartibli o'zgarmas koeffitsiyentli
differensial tenglamalar sistemasi hosil bo ‘ladi:

aj\Q\ + +ee+2jS4S 0 =1,2,...,9)

a\\4\ +an h +-. +aistis +cn<7i +cn<l2 +—. +CsQs - 0
a2\ij\ +a22g2 + ... + a2sqs + c2xqx+ c2292 +.... +c2sqs =0

(1)
as\4\ +as24i +... + a,,qs + cHxgx + €s2g2 +.... + ¢ssqs = 0
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(1) tenglamalar sistemasi erkinlik darajasi S ga teng
bo'lgan sistemaning erkin tebranishlarini tavsiflaydi. Bundagi

ay =cijj migdorlar inersiya koeffitsiyentlari, cy =cp esa

gattiglik koeffitsiyentlari deb ataladi.
Bu tenglamalarning xususiy yechimlari

qj = Aj sin(&? + (3 = HjAj sin(kt + (3
ko'rinishga ega bo'ladi.

Z ning ifodalarini (1) tenglamalarga qo'yilsa,
Hj(j =1,J) noma’lum sonlarga nisbatan quyidagi chi-
zigli va bir jinsli algebraik tenglamalar sistemasi hosil
bo'ladi:

(cn -ank2y\ +(c,2-4|2£2)y2 + .....+(q, =0;
(c2j ~a2\k2y {+(c22-a2k2y 2 +....+(c2j =0;
@
....................................... e
(<\s +(cj2 -as2™ y 2+..... +(cm -a”k2)N =0

Bunday sistema nol bo'Imagan yechimlarga ega bo'lishligi
uchun nj(j =1,s) noma’lumlar oldida turgan koef-

fitsiyentlardan tuzilgan determinantning nolga teng bo'lishi
zarur va yetarli.

c\\ ~al\k2 dC2-al2k2...... Cls-ahk2

c2\ - aXk2 22 - a22k?2....... c2s - a2sk*
A (k2) =0 (3)

| cs2  as2k ... css assk

3) sistemaning xarakteristik yoki chastotalar tengiamas

deb ataladi. Bu tenglama k2ga nisbatan s- darajali tenglamadir.
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Bu tenglamani yechib, erkin tebranishlarning barcha
kj(j =1,s) chastotalari topiladi.

k]1(j =4I —tenglama ildizlari haqigiy va musbat. kj -
ning barcha topilgan giymatlarini (2) tenglamalarga qo ‘yilsa,
..... (j =1,2,...s) koeffitsiyentlarni aniqlashga

imkon beradigan algebraik tenglamalar sistemasi kelib
chigadi:

(al <2+ (c2- + .. +(<b- =0
(C21 -« 2172)AiT7) + (€22 * «227 [) m27) + ... + (2.9 =0;
4)
( < b + bl -as2k)iNj) +....+(c" =0
(4) sistemani vtf"* ga nisbatan yechilsa, quyidagi tenglik
hosil bo‘ladi:

AJ‘(;é ) - kg JM')‘AV'Eé
AED) Nu(c (£

Natijada (1) sistema erkin tebranishlarini tavsiflovchi
differensial tenglamalarning xususiy yechimlari quyidagicha
bo‘ladi:

gP =~ D/Ih)sin(/:ir +p,),
9{2 = %(2QA{2) sm(k2t + R),....,.qt ] = sin™f +p,)
o =10)-

2. Agar sistema nuqtalariga 'l =n(q\,qi,...qs) potensialga

ega bo'lgan gaytaruvchi kuchdan tashqgari t vaqtga bog‘ligli

Fj(t) go‘zg‘atuvchi kuchlar ta’sir gilsa, u holda sistema
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murakkab harakat giladi. Bu murakkab harakat esa sistemaning
erkin va majburiy tebranishlaridan iborat bo‘ladi. Qaralayotgan
hoi uchun Lagranj tenglamasi

d dT aT ar
dt daqj dqy  dgi +Qj(t) > (¥

bundagi Qj{t) umumlashgan kuch

0 =12,..9%)
/=1 dq,

formula bo'yicha topiladi. S sistema erkinlik darajasining soni,
K esa Fj(t) qo'zg'atuvchi kuchlarning soni.

Lagranj tenglamalariga kinetik va potensial
energiyalarning

T=~2 2 aijQiQji n =\ 2 2 Cijqgigj
1/Aj=\ 1/=lj=l
ifodalarini go'yib, sistema majburiy tebranishlarini tasvir-

lovchi differensial tenglamalar sistemasini garshilik kuchini
hisobga olinmasa, quyidagicha bo'ladi:

a\\Q\ +a\2 2 +ee m+ a\sQs + clI (A + 1272 +me m+ OsQ =Q\(t)\
a2\Q\ + 922 + - =+ °25Qs + AQ + 2@ + +- + C5ags =Qi(f)\

®)
as\<i\ +aS2R + @+ assds + cs\Q + 5242 +» ¢ 5B ~ Qs(0-

(5) sistemaning umumiy yechimi (1) sistemaning
umumiy yechimi bilan o'zining gandaydir xususiy yechimi
yig'indisiga teng

I Qj =N 1) +2{2) +eeee + ?55), (6)

Bundagi qf qo'shiluvchi (yechim) sistemaning erkin

tebranishlarini ifodalaydi. Ma’lumki, sistemaning erkin
tebranishlari qarshilik tufayli tez so'nuvchi tebranishlardir.
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Ko'pchilik holatlarda sistemaning majburiy tebranishlarini
ifodalovchi q) xususiy yechimlarni topish katta amaliy
ahamiyatga ega bo'ladi.

(5) sistemaning xususiy yechimlarini qo'zg'atuvch
umumlashgan kuchlar garmonik gqonun bo'yicha o'zgargan
hoi uchun topiladi, ya’ni Qj(t) = Qjs\n(pt +8) (j =1,j) s
bundagi P — tashqgi kuch chastotasi, 5 — ularning
boshlang'ich fazasi.

Qaralayotgan holda xususiy yechim quyidagi ko'rinishda
topiladi:

gq{2) = Ajsin(/?/ +8), (j =1,2,...,s8). @)

(7)ni (5)ga gqo'yilsa, majburiy tebranishlarning Aj
(j =\,2,...,s) noma’lum amplitudalariga nisbatan quyidagi
bir jinsli bo'Imagan chizigli algebraik sistema hosil bo'ladi:

(qi - fliiP2)mA + (c|2 - a\2P2) Ai + ...+ (s ~“uP2)A =Q,

(«Si - «2IP2) A +(€22 - a2rP2)A2 + ...+ (c2i - a2sp2)n =Ql

®)
(cu - a\sP2)A +[cs2-as2P1)Al + ... + (ctf - assP2) A = Qs
Agar bu sistema uchun
cll-«1lp2 c2-anpz.. a\sP2
QL ~a2\P2 c2-a22p2.. -a2sP
A(pZ) = 0 (9

~as\P2 cs2 ~8S2P2... wss  assP2

142



boisa, u holda As majburiy tebranishlarning amplitudasi
quyidagicha bo‘ladi:

(10)

bundagi Ajj(p2) (i,j =1,2,...,s) determinant A(p2) deter-

minantningy- ustun va /- campu elementlarining (-1)'+yishora
bilan olingan minorlaridir.
A(p2) determinant A (k2) determinantdan k2 ni p2ga

almashtirib olingan desa ham bo'ladi.
Agar P majburiy tebranishlar chastotasi bosh

tebranishlarning birorta kt chastotasi bilan ustma-ust tushib

golsa, ya'ni p =kj bo‘lsa, u holda sistemada j tartibli
rezonans vujudga keladi. Bu holda
A(p2) = A(k]) =0

bo'ladi.

Rezonans vaqtida qarshilik e’tiborga olinmaganda majburiy
tebranishlarning amplitudasi vaqt o'tishi bilan chegarasiz
o‘sadi. Qarshilikni e’tiborga olganda esa bu amplitudalar chekli
bo‘lib, kichkina garshiliklar uchun juda katta giymatlarga ega
bo'lishi mumkin.

Olingan natijalarni ixtiyoriy davrli gqo‘zg‘atuvchi kuchlar

uchun go‘llash mumkin. Agar qo‘zg‘atuvchi kuch Tm = —
P

davrli bo‘lsa, u holda Qj(t) umumlashgan qo‘zg*atuvchi
kuch Fure gatoriga yoyiladi:

Qi(t) = Qjo + £ Qjrsin (prt +5r) (1)

bunda pr =rp(r = 1,2
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(11) yoyilmadagi Qjo doimiy had tebranishlarga t:

gilmaydi. Qo‘zg‘atuvchi kuchlarning r garmonikasiga mos
keluvchi majburiy tebranishlarning amplitudasi

2 Qir~j(pl)
(12)
AdpY)

0 =12,....,$, r=12,..<»
formulasi bo'yicha aniglanadi.

Agar qo'zg'atuvchi kuchlar garmonikalaridan biror-
tasining chastotasi sistema bosh tebranishlarining birorta
chastotasi bilan ustma-ust tushib qolsa, ya’ni pr = kj bo'lsa,
u holda sistemada rezonans hodisasi yuz beradi.
pr - kj (r=12,...) chastotalar kritik chastotalar deb
ataladi.

Il. Masalalar yechish

33- masala. (M-554, 1986). Uzunliklari g va massa
m bo'lgan ikkita bir xil mayatnik qattiqligi s bo'lgan, uchlari
mayatniklarning sterjenlariga mahkamlangan prujina bilan
h balandlikda bir-biriga bog'langan. Mayatniklardan biri
muvozanat holatdan a burchakka og'dirilgandan keyin
sistemaning mayatniklar muvozanati tekisligida giladigan
kichik tebranishlarini aniglang; mayatniklarning
boshlang'ich tezliklari nolga teng. Qarshilik, mayatniklar
sterjenlarining massalari va prujinaning massasini hisobga
olmang (53- rasm).

Yechish. Umumlashgan koordinatalar sifatida mayat-

niklarning vertikaldan og'ish burchaklari (g va g2 qabul
gilinadi. Sistemaning kinetik energiyasi quyidagiga teng:
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54- rasm.

mulalardan foydalanilsa, {1, potensial energiya uchun quyidagi
ifoda topiladi:

m =-21mg<(q2+(p2).

Deformatsiyalangan pmjinaning A2potensial energiyasini
hisoblash uchun prujinaning cho‘zilishi hisoblanadi:

OCL=NSindx, Mi = Aslidr => M\ = NPLA"2 = N2 -

) =\]bN\ -bl]] = \cfj2 (@2 - ¢o1f -
Sistemaning potensial energiyasi uchun quyidagi ifodalar
topiladi:

M= M\ + M2 = mg(@el + 42) + AcN2((h2 - BL)2 =
21 (mgl + ch2)($2 + 02) - 20/r2p[2

T kinetik va ¢ potensial energiyalar uchun topilgan
ifodalarni ularning ikkita erkinlik darajaga ega bo‘lgan hoi
uchun topilgan

T = M«l19i2 + 2a12?itf2 +a22qa1),



N =2 (CUNA2 + 2¢127M172 + Q2N )
ifodalari bilan taqqoslansa,
oy =a2 =m(2, al2 =0;
c\l=c2 =mgt +ch2, cl2 =-2ch2.
Bu topilgan koeffitsiyentlarni
(c,, ~ay”2)(c22 -fl2272)-(ci2-0i272)2 =0 (13)
chastotalar tenglamasiga qo'yilsa,
+ch2- mE2k2j - c2d4 =0

tenglama kelib chiqadi. Bu tenglamani k2ga nisbatan yechilsa,

1 * ~ ’ titf2

U/ =~ =~" koeffitsiyentlarni topish uchun (2) siste-

madan foydalaniladi. Ikkita erkinlik darajaga ega bo'lgan
sistema uchun (2) sistema

Ucn - a{\k2) +\i(cn - auk?2)=0
\(en -ank2)+\i(c22-a22k2) =Q

ko'rinishni oladi. Bundan uy uchun ifoda topiladi. K 2va K2

mos keluvchi w va u2 hisoblanadi:



w =1Jjo2 =-1 bo'lganligi tufayli mayatniklar u =1
bo‘lganda vertikaldan bir tomonga og‘adi; 4 = -1 bo‘lganda
esa ular vertikaldan garama-qgarshi tomonga og‘ishadi, ya’ni

mayatniklar harakati davomida ¢] va ®2 og'ish burchaklari

uchun o17r= A= | ~ tengliklar o‘rinli bo‘ladi.

Birinchi bosh tebranishda hamma vaqt ¢f} = tenglik

saglanadi. Mayatniklarni bog'lovchi prujina deformatsiya-
lanmasdan qoladi, ya’ni prujina mayatniklarning harakatiga
ta’sir qilmaydi. Bu holda mayatniklar tebranishlarining k]
chastotasi bog'lanishlar bo‘Imaganidek bo‘lib, mayatniklardan
birining tebranish chastotasiga teng bo'ladi.

Mayatniklar harakatini tavsiflovchi differensial tengla-
malarning umumiy yechimi xususiy yechimlarining yig'in-

disi singari topiladi:
dL= | + p|20 = A sin(Ajj/+pj) + A2sin™/ + P2);
@ =P + 2= W N1 sin(™]/ + Pj) + 4212 sin(/cti + P2).
® va 2 ning vaqt bo'yicha hosilalari ham topiladi:
q = K\A\ sin(£i/ + Pi) + k2A2 cos(k2t + p2);
$2 =M | s,in{k\t + Pi) +1x2A2 sin(k2t + p2).

Ni,~2,Pi va p2 o'zgarmas sonlarni boshlang'ich shart-
lardan foydalanib topiladi:

/=0 bo'lganda ®]0 =a,(p20 = 0,10 = 0,20 = 0.

Shuningdek Hi = +1, u2 = -1 bo'lishligini e’tiborga olinsa,
A\,A2,Pj va p2ni aniqlash uchun quyidagi tenglamalar
sistemasi topiladi:

AysinP] + A2sinP2 =a; A\sinPi - A2sinp2 =0;
K\A\ sin Pi + k2A2sinp2 = 0; Kk\A\ sin P] - k\A2sin P2 = 0.
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Bu sistemadan
K\A\ sin Pi = k2A2sinp2 =0

=>cosp, =cosP2=0=>Pi =p2 =y.

2A\sin Pi = 2A2sinp2=a => A =A2=

Natijada mayatniklarning harakat qonunlari quyidagicha

hosil bo'ladi:
a . . a
1= o sin xjr 4 g +sin = —(cos/:)/ + cos k2t) =
b1 = IV

" +k

2} (kx-k24
=acos ——2———-t cos ———t

o O osin Kit+m -sin kat+ 0 =&
y v 2

+ k2 sin ki -k.

(cos k,t - cos k2t) =

=asm

Javob: ®1=a cos 5\I+ k% t-cos kA _"ki ko= }?

o) asM ﬁS—t—l—(g./>.sinl(I2——'——l—< t kj'=JJ5J
2 2 2 b
34- masala. (M-55.30, 1986). Ikki tayanchda erkin yotuvcl
I uzunlikdagi to'sin bosh ko'ndalang tebranishlarining

1 2
shakllari va chastotalarini toping. To'singa x = —£ va x = -(.

nuqgtalarda Q og'irlikdagi ikkita teng yuk go'yilgan. To'sin
ko'ndalang kesimning inersiya momenti /, elastiklik moduli
E. To‘sin massasini hisobga olmang.

Yechish. Avval gqo'yilgan masalani umumiy holda yechamiz.
Umumiy yechimni olish uchun G\ va G2 yuklar to'sinning
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tayanch nuqtalaridan turli masofada qo'yilgan bo‘lsin (55-
rasm).

Qaralayotgan sistema ikkita erkinlik darajaga ega.
Sistemaning umumlashgan koordinatalari sifatida yuklarning

muvozanat holatdan y\ va y2 vertikal og‘ishlari gabul
gilinadi. Bunday holda sistemaning kinetik energiyasi

T=\{TW +712Y\)

formula bo'yicha topiladi.
Sistemaning P potensial energiyasi esa elastik defor-

matsiyalanadigan to'sinning [  potensial energiyasi bilan

G\ va G2 yuklarning og'irlik kuchi maydonidagi /7) poten-
sial energiyalarining yig'indisiga teng.
LI — elastik deformatsiyalangan to'sinning potensial

energiyasini to'sinning garalayotgan holatdagi potensial
energiyasi bilan muvozanat holatdagi potensial energiyasi
ayirmasi sifatida topiladi:

A, =j/I(/1 + 0 )-~1°1+\p2(/2+Y2)~\~/2,
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bunda H=cn(/, +y{)- cl2(/2 +y2).
= C12(/2 +22)* 22 (/1 + 31)e
Muvozanat holat vaqtidagi to‘sinning yuklar go‘yilgan

nuqtalaridagi egilishini mos ravishda f\ va f2 desak, elastiklik
kuchlari muvozanat holatda

Afe = CLI/L “ oNIfl = G\; 2 = c2Ifl - c2\f\ = G2
formulalardan aniqlanadi.
C] va G2 yuklarning potensial energiyasi og‘irlik kuch
maydonida
n2= - G2y2
formula bo'yicha topiladi.
Sistema Il potensial energiyasi uchun

A =4d] +N2=~[F2{/\ +y\)+ R2(/2 +y2)]-
=N (M +12202) _B\WYN ~ &2Y2
ifoda topiladi.

FI va F2 ning ifodalarini bu topilgan ifodaga gqo‘yib va
muvozanat holat atrofida

a4

=N (cl2~c21)/2 = o;
vaﬂ} 0 z
(dn) =1(c2i-Ccj2)/i =0.
12 Jo 2

shartlarning bajarilishini e’tiborga olinsa, potensial energiya
uchun

n =\ (qu f-2-Cl27 '2LA 2 +Q2Y2)

ifoda topiladi.
7lva A uchun topilgan ifodalardan sistemaning inersiya
Va qattiglik koeffitsiyentlarini aniglash mumkin:
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=W =5 an=0a2=712=82
8 8
) Q2 + c2]

cn =cn;ci2 =— 2mmm;c22 = c22.

Inersiya va qattiqlik koeffitsiyentlarining topilgan
ifodalarini (13) chastotalar tenglamasiga qo‘yilsa, quyidagi
tenglama kelib chigadi:

Cji —-—- K c2 G2.2 0.

8 8
Ba’zi bir almashtirishlardan keyin bu tenglama

8 n

{A\G2+c22G\)k1+ s 4enc22(cl2 +c2i) =0
g\G2 4GGj ( )
ko'rinishga keladi.

Bu tenglama yechilsa, quyidagi ifoda hosil bo'ladi:

k\2 ~Tcr lell +°22"1+
~G\G2 4cnc2 ~(cl2 +c2\)2
Biz garayotgan holda:

=h = =<M2 =Nsel = €22xi2 = c2ili =/2

bo'lishligini e’tiborga olinsa,

~2 _g(en -112) A= 9(ai-ar)

va &ni bilgan holda w va u2 koeffitsiyentlar
hisoblaniladi:
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4. Erkinlik darajasi ikkita bo‘lgan sistema erkin tebranishlarining
chastotalari ganday aniqglanadi?

5. Sistema bosh tebranishlarini aniglovchi tenglamalami keltiring.

6. Erkinlik darajasi ikkita bo'lgan sistema bosh tebranishlarining shakl-
lari ganday aniglanadi?

7. Erkinlik darajasi ikkita bo‘lgan sistemaning natijalovchi harakat-
lari garmonik tebranishlar bo'ladimi?

8. Qanday shartlarda «TEPKILI TEBRANISH» hodisasi sodir
bo'ladi va bu hodisaning fizik mazmunini izohlang.

9. Sistemaning ganday koordinatalariga bosh koordinatalar de-
yiladi va ular ixtiyoricha tanlangan umumlashgan koordinatalar bilan
ganday bog‘langan bo'ladi?

10. Bosh koordinatalarda sistema erkin tebranishlarining differen-
sial tenglamalarining o'ziga xos xususiyati ganday bo'ladi?

11. Sistema erkin tebranishlarining chastotasi umumlashgan koor-
dinatalarning tanlanishiga bogiiq bo'ladimi?

12. Sistema bosh koordinatalarining har biri ganday gonun bo'yicha
0‘zgaradi?

13. Erkinlik darajasi ikkita bo'lgan sistemaning erkin tebranishlariga
garshilik ganday ta’sir qiladi?

14. Erkinlik darajasi ikkita bo'lgan sistema majburiy tebranishlari-
ning amplitudasi qanday aniglanadi?

15. Erkinlik darajasi ikkita bo'lgan sistema majburiy tebranishlari-
ning chastota va fazasi ganday aniqlanadi?

16. Rezonans vaqtida erkinlik darajasi ikkita bo'lgan sistema ma-
jburiy tebranishlarining shakllari ganday bo'ladi?

17. Sistema rezonans tebranishlarini so'ndirib bo'ladimi? Bunday
tebranishlarni so'ndirishning fizik mazmunini tushuntiring.

18. Chekli erkinlik darajaga ega bo'lgan sistema erkin tebranishlari-
ning differensial tenglamalarini chigaring va ularning umumiy yechimi-
ni toping.

19. Chekli erkinlik darajaga ega bo'lgan sistema erkin tebranishlarini
tekshirishda 2S ta noma’lum doimiy sonlar ganday aniglanadi?

20. Sistema bosh tebranishlarining chastotasi uning holatini aniqlov-
chi umumlashgan koordinatalarga bog'lig bo'ladimi?

21. Ikki gatlam mayatnik uzunliklari bir xil bo'lgan, og'irliklari

ham bir xil G\ =G2 =G bo'lgan OA va AB bir jinsli sterjenlardan

iborat. OA sterjen O o'q atrofida, AB sterjen esa A sharnir atrofida
aylanadi. Bu mayatnikning bosh tebranishlarining chastotalarini va
shakllarini aniglang.

Hi =1,43; LR = 2,09.
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22. 21- masalada qgaralgan ikkita mayatnik sistemaning bosh koorc
natalarini aniglang.

W = 292 =c'sin(ri?+ai);
Javob:

Z) = ®) A2 = c2sin("2?+a2).

23. M massali g'ildirak to‘g‘ri chizigli rels bo'ylab sidhanmasda
aylanmoqda. G'ildirak markaziga | uzunlikdagi sterjen sharnir mah-

kamlangan. Sterjenning bir uchiga m massali yuk ham mahkamlangan.
Sterjenning massasini hisobga olmasdan mayatnik kichik tebranishlari-
ning davrini toping.

\3Af+2m g

24. Har xil C,va C2qattiqlikka ega bo‘lgan ikkita parallel prujinag
osilgan sterjen bosh tebranishlarini tekshiring.
25 Gorizontal konsol to‘sin uchlariga uning tayanchlaridan bir xil

I masofada biriktirilgan ikkita bir xil Q yuk bosh tebranishlarining
shakllari va chastotasini toping. Uzunligi 31 bo‘lgan to'sin bir-biridan

I masofada turgan ikki tayanchda erkin yotadi; to'sin ko'ndalang ke-
simining inersiya momenti 7; to'sin materialining Yung moduli E
To'sin massasini hisobga olmang.
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