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ПРЕДИСЛОВИЕ

Третье издание первого тома «Курса общей физики» почти не 
отличается от второго издания. Внесены лишь небольшие исправ­
ления и уточнения. В основном текст остался прежним.

При написании курса мы стремились представить физику не 
как «зубрильную» науку, не как некоторый объем информгцни, ко­
торый нужно усвоить, а как очень умную, логичную и красивую 
науку. В какой степени нам это удалось — судить читателю.

Хорошо сознавая, что пухлое руководство самим своим видом 
действует на студента удручающе, мы стремились по возможности 
ограничить объем курса. Это достигалось путем тщательного от­
бора материала, который, по нашему мнению, следовало включить 
в трехтомник. Кроме того, мы старались быть краткими (но не 
в ущерб ясности изложения).

Несмотря на стремление к сокращению объема, мы сочли необ­
ходимым включить в курс ряд математических параграфов: о век­
торах, линейных дифференциальных уравнениях, основных поня­
тиях теории вероятностей и т. д. Это сделано для того, чтобы при­
дать соответствующим понятиям и соотношениям «физическую» 
окраску. Кроме того, математические «включения» позволяют при 
изложении физики двигаться дальше даже в том случае, если (как 
это часто бывает) в курсе математики соответствующий материа л 
еще не был рассмотрен.

В овладении физикой огромную роль играет самостоятельное 
решение нетривиальных задач. Мы не считаем целесообразным 
помещать задачи в основной курс. Лучше дополнять учебник от­
дельно изданным задачником. Таким дополнением к данному «Кур­
су общей физики» служит «Сборник вопросов и задач по общей фи­
зике» И. В. Савельева, выпущенный издательством «Наука» в 1982 г.

Физика требует от учащегося обдумывания, размышлений. 
В усвоении материала основную роль должна играть память логи­
ческая, а не формальная. Запоминание должно достигаться через 
глубокое понимание. Прежде чем приступить к разбору вывода 
какого-либо соотношения, полезно поразмыслить над тем, каким 
может быть это соотношение, представить себе, от каких факторов 
и как может зависеть рассматриваемая величина.
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При работе над книгой следует обращать внимание на простоту 
(если она имеет место), симметрию и красоту полученных результа­
тов, пытаться ощутить, что испытывал тот или иной ученый, сделав 
открытие или получив важный результат.

Учебник физики нельзя читать «лежа на диване», над ним нужно 
работать «с карандашом в руках». Только при осмысленном, вдум­
чивом труде процесс изучения физики превращается из тягостной, 
безрадостной обязанности в увлекательное, захватывающее за­
нятие.

Данный курс предназначен в первую очередь для втузов с рас­
ширенной программой по физике. Однако изложение построено 
так, что, опустив отдельные места, эту книгу можно использовать 
в качестве учебного пособия для втузов с обычной программой. 
В предпосланных основному тексту методических рекомендациях, 
наряду с другим материалом, приведен ориентировочный перечень 
купюр (т. е. изъятий, сокращений в тексте), которые можно сделать 
в случае недостатка времени для изучения книги в полном объеме.
М о с к в а ,  а в г у с т  1985 г .

/ / .  В. Савельев
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т о г о ,  п р и в о д и т с я  о р и е н т и р о в о ч н ы й  п е р е ч е н ь  п а р а г р а ф о в  л и б о  о т д е л ь н ы х  а б з а ц е в , 
р а с с м о т р е н и е  к о т о р ы х  н е  о б я з а т е л ь н о  в с л у ч а е  н е х в а т к и  в р е м е н и  н а  и з у ч е н и е  
к у р с а  в  п о л н о м  о б ъ е м е . Э то т  п ер е ч е н ь  о т р а ж а е т  л и ч н у ю  т о ч к у  з р е н и я  ап то р л  
и н о с и т  л и ш ь  р е к о м е н д а т е л ь н ы й  х а р а к т е р .

1. М н о ги е  ф и з и ч е с к и е  в е л и ч и н ы  я в л я ю т с я  в е к т о р н ы м и . П о э то м у  х о р о ш е е  
у с в о е н и е  с в е д е н и й  о  в е к т о р а х ,  с о д е р ж а щ и х с я  в  § 2 , я в л я е т с я  н ео б х о д и м о й  п р е д ­
п о с ы л к о й  у с п е ш н о й  р а б о т ы  н а д  к н и г о й .

С л е д у е т  о б р а т и т ь  в н и м а н и е  н а  н е т о ж д е с т в е н н о с т ь  в ы р а ж е н и й  |Д а | (и л и  |(/а |) 
и Д а = Д |а |  (и л и  d a = d | a | ) .  И н о г д а  в с т р е ч а е т с я  см е ш ен и е  э т и х  д в у х  в ы р а ж е н и й .

2 . П о н я т и е  с р е д н е г о  и г р а е т  в  ф и з и к е  в а ж н у ю  р о л ь .  П о э т о м у  н у ж н о  д о б и т ь с я  
х о р о ш е г о  у с в о е н и я  ф о р м у л  (3 .2 0 ) —  (3 .2 2 ) . С л е д у е т  п о м н и т ь , ч то  с р е д н и е  б ы в а ю т  
р а зн ы е : м о ж н о  г о в о р и т ь  о  с р ед н ем  п о  в р е м е н и , с р е д н е м  п о  о т р е з к у  л и н и и  (н а п р и ­
м е р , п о  у ч а с т к у  т р а е к т о р и и ) ,  п о  п о в е р х н о с т и , п о  о б ъ е м у , с р ед н е м  п о  ч а с т и ц а м  
и т .  п .

П о л е з н о  п о м н и т ь , ч то  с р е д н е е  п о  п ер и о д у  о т  к в а д р а т а  с и н у с а  и л и  к о с и н у с а  
р а в н о  1 /2. Э т о  и з б а в и т  в  р я д е  с л у ч а е в  о т  н ео б х о д и м о с т и  в ы ч и с л я т ь  с о о т в е т с т в у ю ­
щ и е  и н т е г р а л ы .

3 . В м е сто  н е о д н о з н а ч н о г о  т е р м и н а  « и зм ен ен и е»  н у ж н о  п о л ь з о в а т ь с я  т о ч н ы м и  
т е р м и н а м и  « п р и р а щ е н и е»  и « убы ль»  (см . п о д ст р о ч н о е  п р и м е ч а н и е  н а  с т р . 7 7 ) . Ч а с т о  
в с т р е ч а ю щ е е с я  п р е д у б е ж д е н и е  п р о ти в  э т и х  т е р м и н о в  о б у с л о в л е н о  тем  о б с т о я т е л ь ­
с тв о м , ч т о  т е р м и н  « п р и р а щ е н и е»  а с с о ц и и р у е т с я  с  у в е л и ч е н и е м , в о з р а с т а н и е м  
в е л и ч и н ы , а  т е р м и н  « у б ы л ь »  а с с о ц и и р у е т с я  с  у м е н ь ш е н и е м , у б ы в а н и е м  в е л и ч и н ы . 
Э ти  а с с о ц и а ц и и  н е п р а в о м е р н ы , и х  н ад о  о т б р о с и т ь  и  и с х о д и т ь  и з  о п р е д е л е н и й :

п р и р а щ е н и е  =  Як онечн ^началЫ 1 = Д ^  (и л и  с/я),
у б ы л ь  =  оначальн 0конечн=  (и л и  da).

И з  о п р е д е л е н и й  в ы т е к а е т , ч то  и п р и р а щ е н и е , и у б ы л ь  я в л я ю т с я  а л г е б р а и ч е с к и м и  
в е л и ч и н а м и , т .  е . м о г у т  б ы т ь  н е  т о л ь к о  п о л о ж и т е л ь н ы м и , н о  и о т р и ц а т е л ь н ы м и . 
В с л у ч а е  о т р и ц а т е л ь н о г о  п р и р а щ е н и я  д а н н а я  в е л и ч и н а  н е  в о з р а с т а е т ,  а  у м е н ь ш а ­
е т с я ; в  с л у ч а е  о т р и ц а т е л ь н о й  у б ы л и  д а н н а я  в е л и ч и н а  н е  у м е н ь ш а е т с я , а  в о з р а с т а е т .

Ч т о б ы  п о к а з а т ь  н е д о с т а то ч н о с т ь  т е р м и н а  « и зм е н е н и е » , с о п о с т а в и м  д в е  
ф о р м у л ы :

А 1г =  Т 2 —  Т 1 =  А Т  (см . (1 9 .1 1 )) ,
A 12= U 1- U * = - A U  ( см . (2 2 .1 ) ) .

В п е р в у ю  ф о р м у л у  в х о д и т  п р и р а щ е н и е  к и н е т и ч е с к о й  э н е р г и и ,  в о  в т о р у ю  — 
у б ы л ь  п о т е н ц и а л ь н о й  э н е р г и и .  Е с л и  п о л ь з о в а т ь с я  в о б о и х  с л у ч а я х  т е р м и н о м  
« и зм ен ен и е» , т о  х а р а к т е р  и зм е н е н и я  о с т а е т с я  н е о п р е д е л е н н ы м .

4 . В § 14 « У п р у г и е  си л ы »  м о ж н о  о г р а н и ч и т ь с я  и з у ч е н и е м  т о л ь к о  п е р в ы х  
а б з а ц е в , в  к о т о р ы х  и д е т  р е ч ь  о  з а к о н е  Г у к а  д л я  п р у ж и н ы . О с т а л ь н у ю  ч а с т ь  п а р а ­
г р а ф а , н а ч и н а я  с  а б ц а з а ,  в к о т о р о м  п р и в о д и т с я  ф о р м у л а  (1 4 .3 ) ,  м о ж н о  о п у с т и т ь .



10 . М Е Т О Д И Ч Е С К И Е  Р Е К О М Е Н Д А Ц И И

С о о тв е тс тв е н н о  в  § 2 0  « Р а б о т а »  м о ж н о  н е  р а с с м а т р и в а т ь  ф о р м у л у  (2 0 .3 ) , а  в  § 25  
« Э н ер ги я  у п р у г о й  д е ф о р м а ц и и »  м о ж н о  н е  р а с с м а т р и в а т ь  ф о р м у л ы  (2 5 .2 ) —  (2 5 .5 ) .

5 . П а р а г р а ф ы  3 0  « Д в и ж е н и е  в  ц е н т р а л ь н о м  п о л е  сил»  и 31 « З а д а ч а  д в у х  тел»  
м о ж н о  о п у с т и т ь .

6 . В  § 3 4  « С и л а  К о р и о л и с а »  м о ж н о  о г р а н и ч и т ь с я  вы в о д о м  ф о р м у л ы  (3 4 .3 ) д л я  
с л у ч а я  д в и ж е н и я  т е л а  п о  о к р у ж н о с т и  и в ы с к а з а т ь  б е з  д о к а з а т е л ь с т в а  у т в е р ж д е н и е  
о том , что  э т а  ф о р м у л а  с п р а в е д л и в а  и в  л ю б о м  д р у г о м  с л у ч а е .  Ч а с т ь  п а р а г р а ф а ,  
н а ч и н а ю щ у ю с я  с  а б з а ц а ,  в  к о т о р о м  с о д е р ж и т с я  ф о р м у л а  (3 4 .4 ) , и з а к а н ч и в а ю щ у ю ­
ся  а б за ц е м , в  к о т о р о м  д а н а  ф о р м у л а  (3 4 .1 6 ) , м о ж н о  и с к л ю ч и т ь .

7 . П а р а г р а ф  3 5  « З а к о н ы  с о х р а н е н и я  в  н е и н е р ц и а л ь н ы х  с и с т е м а х  отсчета»  
м о ж н о  о п у с т и т ь .

8 . П а р а г р а ф  4 0  « П о н я т и е  о  т е н з о р е  и н е р ц и и »  м о ж н о  и с к л ю ч и т ь , р а в н о  к а к  и 
в т о р у ю  ч а с т ь  § 4 1 , в  к о т о р о й  в ы в о д и т с я  в ы р а ж е н и е  к и н е т и ч е с к о й  э н е р г и и  ч е р е з  
т е н зо р  и н е р ц и и . О д н а к о  с л е д у е т  о б р а т и т ь  в н и м а н и е  у ч а щ и х с я  н а  т о , ч то  ф о р м у л а  
(4 1 .1 ) с п р а в е д л и в а  л и ш ь  в  н е к о т о р ы х  о со б ы х  с л у ч а я х  (см . п о с л е д н и й  а б з а ц  § 4 1 ) .

9 . П а р а г р а ф  44  « Г и р о ск о п ы »  м о ж н о  и с к л ю ч и т ь .
10. В § 46  « Г р а в и т а ц и о н н о е  п оле»  м о ж н о  о п у с т и т ь  в т о р у ю  ч а с т ь , н а ч и н а ю ­

щ у ю с я  с  а б з а ц а ,  с л е д у ю щ е г о  з а  ф о р м у л о й  (4 6 .7 ) .
11. В § 4 7  м о ж н о  о п у с т и т ь  о п и с а н и е  о п ы та  Э т в е ш а .
12. В § 6 0  « В ы н у ж д е н н ы е  к о л е б а н и я »  д о с т а т о ч н о  р а с с м о т р е т ь  т о л ь к о  о д и н  и з 

д в у х  п р и в е д е н н ы х  с п о с о б о в  н а х о ж д е н и я  ч а с т н о г о  р е ш е н и я : л и б о  с п о с о б , и с п о л ь ­
зу ю щ и й  к о м п л е к с н у ю  ф у н к ц и ю , л и б о  сп о с о б , и с п о л ь з у ю щ и й  в е к т о р н у ю  д и а ­
гр а м м у .

13. В  § 63  п р е о б р а з о в а н и я  Л о р е н ц а  м о ж н о  д а т ь  б е з  в ы в о д а . Ц е л е с о о б р а з н о  
з а п о м н и т ь  э т и  п р е о б р а з о в а н и я  в  ф о р м е  (6 3 .1 7 ).

14. В § 68  в ы в о д  ф о р м у л ы  (6 8 .4 ) м о ж н о  о п у с т и т ь .
15. Г л а в у - I X  « Г и д р о д и н а м и к а »  в  м и н и м а л ь н ы й  в а р и а н т  п р о г р а м м ы  м о ж н о  

н е  в к л ю ч а т ь .
16. В § 9 5  « Ч и с л о  у д а р о в  м о л е к у л  о  с т ен к у »  м о ж н о  о г р а н и ч и т ь с я  у п р о щ е н ­

н ы м  в ы в о д о м  ф о р м у л ы  (9 5 .7 ) ,  О тм ети в, ч т о  б о л е е  с т р о г и й  в ы в о д  п р и в о д и т  л и ш ь  к  
б о л е е  т о ч н о м у  з н а ч е н и ю  ч и с л о в о г о  к о э ф ф и ц и е н т а : 1/4  в м ес то  1 /6 . Т е к с т  ж е ,  с о ­
д е р ж а щ и й  ф о р м у л ы  (9 5 .1 )  —  (9 5 .6 ) , м о ж н о  и с к л ю ч и т ь .

17. В  § 9 6  « Д а в л е н и е  г а з а  н а  с т е н к р  т а к ж е  м о ж н о  о г р а н и ч и т ь с я  в ы во д о м  
ф о р м у л ы  (9 6 .4 ) ,  о п у с т и в  в ы к л а д к и ,  п р и в о д я щ и е  к  ф о р м у л а м  (9 6 .1 ) и  (9 6 .2 ) . С л е ­
д у е т  п о д ч е р к н у т ь ,  ч т о , н е с м о т р я  н а  у п р о щ е н н ы й  в ы в о д , р е з у л ь т а т  д л я  д а в л е н и я  
п о л у ч а е т с я  т о ч н ы м  в п л о т ь  д о  з н а ч е н и я  ч и с л о в о г о  к о э ф ф и ц и е н т а .

18. В  § 9 8  « Р а с п р е д е л е н и е  М а к с в е л л а »  м о ж н о  н е  р а с с м а т р и в а т ь  в ы в о д  ф у н к ­
ц и й  (9 8 .1 3 ) и (9 8 .1 4 ) ,  а  т а к ж е  в ы ч и с л е н и е  з н а ч е н и я  н о р м и р о в о ч н о г о  м н о ж и т е л я  А 
и  н а х о ж д е н и е  в ы р а ж е н и я  (9 8 .2 6 ) д л я  с р ед н е й  с к о р о с т и  м о л е к у л .

19. В § 103 « Э н тр о п и я»  м о ж н о  о п у с т и т ь  т е к с т , н а ч и н а ю щ и й с я  с  а б з а ц а ,  
с л е д у ю щ е г о  з а  ф о р м у л о й  (1 0 3 .4 ) , и  з а к а н ч и в а ю щ и й с я  п е р е д  ф о р м у л о й  (1 0 3 .2 0 ), 
о г р а н и ч и в ш и с ь  у т в е р ж д е н и е м : « М о ж н о  п о к а з а т ь ,  ч т о  в  х о д е  о б р а т и м о г о  п р о ц е с с а , 
с о п р о в о ж д а ю щ е г о с я  с о о б щ е н и ем  с и с тем е  и з в н е  к о л и ч е с т в а  т е п л а  d ' Q ,  э н т р о п и я  
си стем ы  п о л у ч а е т  п р и р а щ е н и е ,  о п р е д е л я е м о е  ф о р м у л о й  (1 0 3 .2 0 ) ( п о л у ч а ю щ а я  и з ­
в н е  т е п л о  с и с т е м а  я в л я е т с я  н е и з о л и р о в а н н о й ,  п о эт о м у  е е  э н т р о п и я  н е  о б я з а н а  
с о х р а н я т ь с я  в  х о д е  п р о ц ес са )» .

2 0 . П а р а г р а ф ы  106 и  108 м о ж н о  о п у с т и т ь .
2 1 . В  § 109 « Т е р м о д и н а м и ч е с к и е  п о те н ц и ал ы »  м о ж н о  о г р а н и ч и т ь с я  р а с с м о т ­

р е н и е м  л и ш ь  т е к с т а ,  о т н о с я щ е г о с я  к  с в о б о д н о й  э н е р г и и ,  д о  ф о р м у л ы  (1 0 9 .1 2 ) 
в к л ю ч и т е л ь н о .

2 2 . В § 111 « К л а с с и ф и к а ц и я  к р и с т а л л о в »  н е  с л е д у е т  с т а р а т ь с я  з а п о м н и т ь  
н а з в а н и я  и  о п р е д е л е н и я  к р и с т а л л о г р а ф и ч е с к и х  с и стем .

2 3 . П а р а г р а ф  113 « Д еф ек т ы  в  к р и с т а л л а х »  м о ж н о  и с к л ю ч и т ь .
П о д ч е р к н е м  е щ е  р а з ,  ч то  п р и в е д е н н ы й  п е р е ч е н ь  с о к р а щ е н и й  я в л я е т с я  с у г у б о

о р и е н т и р о в о ч н ы м . В  за в и с и м о с т и  о т  о б с т о я т е л ь с т в  о н  м о ж е т  б ы т ь  и зм е н е н  и л и  
р а с ш и р е н  п о  у с м о т р е н и ю  п р е п о д а в а т е л я .



ВВЕДЕНИЕ

Физика есть наука о наиболее общих свойствах и 
формах движения материи.

Классическое определение материи дано В. И. Лени­
ным в его книге «Материализм и эмпириокритицизм»: 
«Материя есть философская категория для обозначения 
объективной реальности, которая дана человеку в ощуще­
ниях его, которая копируется, фотографируется, отобра­
жается нашими ощущениями, существуя независимо от 
них» г). В этом определении существенны два положения: 
1) материя — это то, что существует объективно, т. е. 
независимо от чьего бы то ни было сознания или ощуще­
ний, и 2 ) материя копируется, отображается нашими 
ощущениями и, следовательно, познаваема.

Из определения физики следует, что в ней сосредо­
точивается учение о наиболее общих свойствах и явле­
ниях внешнего мира. Как отметил в одной из своих ста­
тей академик С. И. Вавилов, «предельная общность зна­
чительной части содержания физики, ее фактов и зако­
нов искони сближала физику с философией... Иногда 
физические утверждения по своему характеру таковы, 
что их трудно отличить и отделить от философских 
утверждении, и физик обязан быть философом».

В настоящее время известны два вида материи: ве­
щество и поле. К первому виду материи — веществу — 
относятся, например, атомы, молекулы и все построен­
ные из них тела. Второй вид материи образуют электро­
магнитные, гравитационные и другие поля. Различные 
виды материи могут превращаться друг в друга. Так, 
например, электрон и позитрон (представляющие собой 
вещество) могут превращаться в фотоны (т. е. в электро­
магнитное поле). Возможен и обратный процесс.

*) В .  И .  Л е н и н .  П о л н о е  с о б р а н и е  с о ч и н е н и й , т .  18 , с т р . 1 3 1 .



В В Е Д Е Н И Е

Материя находится в непрерывном движении, под 
которым в диалектическом материализме :) понимается 
всякое изменение вообще. Движение представляет собой 
неотъемлемое свойство материи, которое несотворимо 
и неуничтожимо, как и сама материя. Материя сущест­
вует и движется в пространстве и во времени, которые 
являются формами бытия материн.

Физические законы устанавливаются на основе обоб­
щения опытных фактов и выражают объективные за­
кономерности, существующие в природе. Эти законы 
обычно формулируются в виде количественных соотно­
шений между различными величинами.

Основным методом исследования в физике является 
опыт, т. е. наблюдение исследуемого явления в точно 
контролируемых условиях, позволяющих следить за 
ходом явления и воссоздавать его каждый раз при по­
вторении этих условий. Экспериментально могут быть 
вызваны явления, которые естественно в природе не 
наблюдаются. Например, из числа известных в настоя­
щее время химических элементов более десяти в природе 
пока не обнаружены и были получены искусственным 
путем с помощью ядерных реакций.

Д ля объяснения экспериментальных данных привле­
каются гипотезы. Гипотеза — это научное предположе­
ние, выдвигаемое для объяснения какого-либо факта 
или явления и требующее проверки и доказательства 
для того, чтобы стать научной теорией или законом. 
Правильность высказанной гипотезы проверяется по­
средством постановки соответствующих опытов, путем 
выяснения согласия следствий, вытекающих из гипотезы, 
с результатами опытов и наблюдений. Успешно прошед­
шая такую проверку и доказанная гипотеза превраща­
ется в научный закон или теорию.

Физическая теория представляет собой систему ос­
новных идей, обобщающих опытные данные и отража­
ющих объективные закономерности природы. Физиче­
ская теория дает объяснение целой области явлений 
природы с единой точки зрения.

х) Д и а л е к т и ч е с к и й  м а т е р и а л и з м  — ф и л о с о ф и я  м а р к с и з м а - л е н и ­
н и з м а ,  н а у ч н о е  м и р о в о з з р е н и е ,  вс е о б щ и й  м е т о д  п о з н а н н я  м и р а ,  
н а у к а  о  н а и б о л е е  о б щ и х  з а к о н а х  д в и ж е н и я  и р а з в и т и я  п р и р о д ы , 
о б щ е с т в а  и  м ы ш л е н и я . Д и а л е к т и ч е с к и й  м а т е р и а л и з м  о с н о в ы в а е т с я  
н а  д о с т и ж е н и я х  н а у к и  и п е р е д о в о й  о б щ е с тв е н н о й  п р а к т и к и ,  п о ­
с т о я н н о  р а з в и в а е т с я  и о б о г а щ а е т с я  в м есте  с  и х  п р о г р е с с о м . 
Д и а л е к т и ч е с к и й  м а т е р и а л и з м  — в ы с ш а я  ф о р м а  м а т е р и а л и з м а ,  п р е д ­
с т а в л я ю щ а я  со б о й  и т о г  в с е й  п р ед ш е с т в у ю щ е й  и с т о р и и  р а з в и т и я  
ф и л о с о ф с к о й  м ы сл и .
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Физику подразделяют на так называемую классичес­
кую физику и физику квантовую. Классической назы­
вается та физика, создание которой было завершено 
в начале XX столетия. Начало классической физики 
было положено Ньютоном, сформулировавшим основные 
законы классической механики. Ньютоновская механика 
оказалась настолько плодотворной, настолько могуще­
ственной, что у физиков сложилось представление
о том, что любое физическое явление можно объяснить 
с помощью ньютоновских законов.

Созданное к концу прошлого столетия здание, клас­
сической физики было очень стройным. Большинство 
физиков было убеждено в том, что они уже знают о при­
роде все, что можно было узнать. Однако наиболее про­
ницательные физики понимали, что в здании классиче­
ской физики есть слабые места. Так, например, англий­
ский физик У. Томсон (он же лорд Кельвин) говорил, 
что на горизонте безоблачного неба классической физики 
имеются два темных облачка: неудача попыток созда­
ния теории излучения абсолютно черного тела и противо­
речивое поведение эфира — гипотетической среды, в 
которой предполагалось распространение световых волн. 
Настойчивые попытки преодолеть эти затруднения при­
вели к неожиданным результатам. Д ля того чтобы ре­
шить проблемы, оказавшиеся непосильными для класси­
ческой физики, пришлось коренным образом пересмот­
реть сложившиеся, привычные представления и ввести 
понятия, чуждые духу классической физики. Введя 
представление об испускании света отдельными порци­
ями — квантами, Макс Планк (1858— 1947) в 1900 г. 
решил задачу об излучении абсолютно черного тела. 
Таким образом, на пороге XX столетия появилось поня­
тие кванта, играющее в современной физике исключи­
тельно важную роль и приведшее к созданию квантовой 
механики.

Противоречивость опытных фактов, касающихся эфи­
ра, побудила Альберта Эйнштейна (1879— 1955) пересмот­
реть считавшиеся со времен Ньютона очевидными пред­
ставления о пространстве и времени. Это привело к 
созданию теории относительности, которая дает для тел, 
движущихся со скоростями, заметными по сравнению 
со скоростью света, уравнения движения, существенно 
отличающиеся от уравнений ньютоновской меха­
ники.

В 1897 г. был открыт электрон, причем выяснилось, 
что электроны входят в состав атомов всех химических
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элементов. Таким образом, было установлено сложное 
строение атомов, считавшихся прежде неделимыми.

Итак, начало XX века ознаменовалось в физике 
коренной ломкой целого ряда привычных понятий н 
представлений. Новые физические открытия и теории 
разрушали сложившиеся у физиков представления о 
строении вещества, что было воспринято некоторыми 
физиками как исчезновение материи. Многие физики 
впали в идеализм и начался кризис физики.

Ленин в книге «Материализм и эмпириокритицизм», 
написанной в 1908 г., дал уничтожающую критику 
«физического» идеализма. Он показал, что новые откры­
тия свидетельствуют не об исчезновении материи, а об 
исчезновении того предела, до которого знали материю 
до тех пор. «„Материя исчезает” ,— писал В. И. Л енин,— 
это значит исчезает тот предел, до которого мы знали 
материю до сих пор, наше знание идет глубже; исчезают 
такие свойства материи, которые казались раньше 
абсолютными, неизменными, первоначальными (непрони­
цаемость, инерция, масса и т. д.) и которые теперь обна­
руживаются, как относительные, присущие только не­
которым состояниям материи. Ибо единственное „свой­
ство” материи, с признанием которого связан философ­
ский материализм, есть свойство быть объективной 
реальностью, существовать вне нашего сознания»1).

Процесс познания мира бесконечен. Наши знания 
на каждой данной ступени развития науки обусловлены 
исторически достигнутым уровнем познания и не могут 
считаться окончательными, полными. Они по необходи­
мости являются относительными знаниями, т. е. нуж ­
даются в дальнейшем развитии, в дальнейшей проверке 
и уточнении. Вместе с тем, всякая подлинно научная 
теория, несмотря на свою относительность и неполноту, 
содержит элементы абсолютного, т. е. полного знания, 
означает ступень в познании объективного мира. Н апри­
мер, механика, основанная на законах Ньютона, строго 
говоря, неверна. Но для некоторого круга явлений эта 
механика вполне удовлетворительна. Таким образом, 
развитие науки не перечеркнуло ньютоновскую меха­
нику, оно только установило пределы, в которых она 
справедлива. Ньютоновская механика вошла как сос­
тавная часть в общее здание физической науки.

Начало XX века характеризуется настойчивыми 
попытками проникнуть во внутреннее строение атомов.

J ) В . И .  Л е п и  н . П о л н о е  с о б р а н и е  с о ч и н е н и й , т .  18, с т р . 2 7 5 .
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Ключом к выяснению строения атомов послужило изу­
чение атомных спектров. Первый разительный .успех 
в объяснении наблюдаемых спектров принесла теория 
атома, развитая Нильсом Бором в 1913 г. Однако эта 
теория носила явные черты непоследовательности: на­
ряду с подчинением движения электрона в атоме законам 
классической механики, она налагала на это движение 
специальные квантовые ограничения. З а  эту непоследо­
вательность теории вскоре пришлось расплатиться. 
После первых успехов в объяснении спектра простей­
шего атома — водорода — обнаружилась неспособность 
теории Бора объяснить поведение атомов с двумя и 
большим числом электронов.

Н азрела необходимость создания новой целостной 
теории атомов. Начало созданию такой теории было 
положено в 1924 г. смелой гипотезой Л уи де Бройля. 
К тому времени было известно, что свет, будучи волно­
вым процессом, вместе с тем в ряде случаев обнаружи­
вает корпускулярную природу, т. е. ведет себя как 
поток частиц. Де Бройль высказал мысль, что и частицы 
вещества, в свою очередь, должны обнаруживать при 
определенных условиях волновые свойства. Гипотеза 
де Бройля вскоре получила блестящее эксперименталь­
ное подтверждение: было доказано, что с частицами ве­
щества связан некий волновой процесс, который должен 
быть учтен при рассмотрении механики атома. Результа­
том этого открытия было создание Эрвином Шредингером 
и Вернером Гейзенбергом новой физической теории — 
волновой или квантовой механики. Квантовая механика 
достигла поразительных успехов в объяснении атомных 
процессов и строения вещества. В тех случаях, когда 
удалось преодолеть математические трудности, были по­
лучены результаты, превосходно согласующиеся с опы­
том.

Последние Десятилетия ознаменовались замечатель­
ными достижениями в области изучения атомного ядра. 
Ученые и инженеры в такой степени овладели ядерными 
процессами, что стало возможным практическое исполь­
зование ядерной энергии. Советской физике принадлежит 
в этой области одно из ведущих мест. В частности, в СССР 
была создана первая в мире атомная электростанция.

Наконец, в последние годы стены лабораторий, соз­
данных руками человека, были раздвинуты за пределы 
земного шара. 4 октября 1957 г. в Советском Союзе 
впервые в истории был запущен искусственный спутник 
Земли, который представлял собой небольшую лаборато­



В В Е Д Е Н И Е

рию, оснащенную научно-исследовательской аппарату­
рой. 12 апреля 1961 г. совершился первый в мире полет 
человека в космическое пространство. Первый советский 
космонавт Юрий Алексеевич Гагарин облетел вокруг 
Земли и благополучно приземлился. В Советском же 
Союзе были созданы первые космические ракеты, кото­
рые покинули сферу земного притяжения и передали 
на Землю с помощью радиосигналов ценные результаты 
исследований космического пространства и, в частности, 
фотографии обратной стороны Луны. В 1969 г. амери­
канские астронавты побывали на Луне. В 1975 г. две 
советские автоматические станции совершили мягкую 
посадку на Венере и передали ценную информацию о 
физических условиях на этой планете, а также фото­
графии ее поверхности.

Последние годы ознаменовались большими достиже­
ниями в области физики элементарных частиц, управ­
ляемого термоядерного синтеза, квантовой электроники, 
физики твердого тела и т. д.

XXVII съезд Коммунистической партии Советского 
Союза утвердил в качестве основной задачи ускорение 
социально-экономического развития нашей страны, уп­
рочение мира на Земле. Д ля решения этой задачи не­
обходимо ускорение научно-технического прогресса, в 
котором важная роль принадлежит науке. В о б л ает  
естественных и технических наук съезд постановил 
развивать теоретическую и прикладную математику, 
информатику и кибернетику, физику элементарных 
частиц, атомного ядра и твердого тела, микро- и кван­
товую электронику и оптику, радиофизику, а также 
исследования d  области атомной и термоядерной энер­
гетики, преобразования и передачи электроэнергии, 
освоения нетрадиционных источников энергии. Решение 
этих проблем создаст необходимые предпосылки для 
кардинального ускорения научно-технического прогрес­
са и тем самым для решения основной задачи — уско­
рения социально-экономического развития СССР.
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Ф И З И Ч Е С К И Е  О С Н О ВЫ  М Е Х А Н И К И

Г Л А В А  I

КИНЕМАТИКА 

§ 1. Механическое движение

Простейшей формой движения материи является механическое 
движение, которое состоит в перемещении тел или их частей друг 
относительно друга. Перемещения тел мы наблюдаем повседневно 
в обыденной жизни. Отсюда следует наглядность механических 
представлений. Этим же объясняется то, что из всех естественных 
наук механика прежде других получила широкое развитие.

Совокупность тел, выделенная для рассмотрения, называется 
м е х а н и ч е с к о й  с и с т е м о й .  Какие тела следует включить 
в систему, зависит от характера решаемой задачи. В частном случае 
система может состоять из одного-единственного тела.

Выше было указано, что движением в механике называется 
изменение взаимного расположения тел. Если вообразить себе 
отдельное изолированное тело, находящееся в пространстве, где 
нет никаких других тел, то мы не сможем говорить о движении 
такого тела, потому что нет ничего, по отношению к чему это тело 
могло бы изменять свое положение. Отсюда следует, что если мы 
собираемся изучать движение какого-либо тела, то обязательно 
нужно указать, по отношению к каким другим телам происходит 
данное движение.

Движение происходит как в пространстве, так и во времени 
(пространство и время — неотъемлемые формы существования ма­
терии). Поэтому для описания движения необходимо такж е опреде­
лять время. Это делается с помощью часов.

Совокупность неподвижных друг относительно друга тел, по 
отношению к которым рассматривается движение, и отсчитывающих 
время часов образует с и с т е м у  о т с ч е т а .

Движение одного и того же тела относительно различных систем 
отсчета может иметь разный характер. Д ля примера представим 
себе набирающий скорость поезд. Пусть по коридору одного из 
вагонов этого поезда идет с постоянной скоростью пассажир.
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Тогда движение пассажира относительно вагона будет равномер­
ным, а относительно поверхности Земли ускоренным.

Описать движение тела означает указать для каждого момента 
времени положение в пространстве и скорость тела. Д ля того чтобы 
задать состояние механической системы, нужно указать положения 
и скорости всех тел, образующих систему. Типичная задача меха­
ники заключается в том, чтобы, зная состояние системы в некото­
рый начальный момент времени t0, а также законы, управляющие 
движением, определить состояния системы во все последующие 
моменты времени t.

Отметим, что ни одна физическая задача не может быть решена 
абсолютно точно. Всегда получают приближенное решение. Степень 
приближения определяется характером задачи, целью, которой 
хотят достичь. Решая задачу приближенно, пренебрегают некото­
рыми факторами, которые в данном случае не существенны. Н апри­
мер, часто можно бывает пренебречь размерами тела, движение 
которого изучается. Скажем, при рассмотрении движения Земли 
вокруг Солнца вполне можно пренебречь размерами Земли. При 
этом описание движения значительно упрощается — положение 
Земли в пространстве можно определить одной точкой.

Тело, размерами которого в условиях данной задачи можно 
пренебречь, называется м а т е р и а л ь н о й  т о ч к о й .  Вопрос
о том, можно ли данное конкретное тело рассматривать как мате­
риальную точку или нет, зависит не от размеров этого тела, а от 
условий задачи. Одно и то же тело в одних случаях может быть 
сочтено за материальную точку, в других же должно рассматри­
ваться как протяженное тело.

Говоря о каком-то теле как о материальной точке, мы абстраги­
руемся от его размеров. Вторая абстракция, с которой приходится 
иметь дело в механике,— это абсолютно твердое тело. В природе 
нет совершенно недеформируемых тел. Всякое тело под действием 
приложенных к нему сил в большей или меньшей степени дефор­
мируется, т. е. изменяет свою форму и размеры. Однако во многих 
случаях деформациями тел при рассмотрении их движений можно 
пренебречь. Если это имеет место, то тело называют абсолютно 
твердым. Таким образом, а б с о л ю т н о  т в е р д ы м  т е л о м  
называется тело, деформациями которого можно в условиях дан­
ной задачи пренебречь.

Всякое движение твердого тела можно разложить на два основ­
ных вида движения — п о с т у п а т е л ь н о е  и в р а щ а т е л ь ­
н о е .

Поступательное движение — это такое движение, при котором 
любая прямая, связанная с движущимся телом, остается параллель­
ной самой себе (рис. 1 . 1).

При вращательном движении все точки тела движутся по ок­
ружностям, центры которых лежат на одной и той же прямой, назы­



S I .  М Е Х А Н И Ч Е С К О Е  Д В И Ж Е Н И Е 19

ваемой о с ь ю  в р а щ е н и я  (рис. 1.2). Ось вращения может 
находиться вне тела (см. рис. 1 .2 , б).

Поскольку, говоря о каком-либо теле как о материальной 
точке, мы отвлекаемся от его протяженности, понятие вращатель­
ного движения вокруг проходящей через него оси к такому телу 
неприменимо.

Д ля того чтобы получить возможность описывать движение 
количественно, приходится связывать с телами, образующими си­
стему отсчета, какую-либо с и с т е м у  к о о р д и н а т ,  например 
декартову. Тогда положение материальной точки можно определить, 
задав три числа х, у, z — декар­
товы координаты этой точки. Си­
стему координат можно реализо­
вать, набрав из одинаковых мас­
штабных стержней или линеек пря­
моугольную решетку (рис. 1.3).
В узлах этой решетки нужно раз­
местить одинаковые синхронизи­
рованные друг с другом часы. По­
ложение материальной точки и 
соответствующий ему момент вре­
мени регистрируются по ближай­
шим к материальной точке масшта­
бам и часам.

Иметь дело с материальной точ­
кой проще, чем с протяженным 
телом. Поэтому мы сначала будем изучать механику материальной 
точки, а потом перейдем к механике твердого тела. Изложение мы
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начнем с кинематики, а затем займемся динамикой. Напомним, 
что к и н е м а т и к а  изучает движение тел, не интересуясь при­
чинами, обусловливающими это движение. Д и н а м и к а  изу­
чает движение тел в связи с теми причинами (взаимодействиями 
между телами), которые обусловливают тот или иной характер 
движения.

§ 2 . Некоторые сведения о векторах
Определение вектора. Векторами называются величины, харак­

теризующиеся численным значением и направлением и, кроме того, 
складывающиеся по правилу параллелограмма *). Последнее тре­
бование является весьма существенным. Можно указать такие вели­
чины, которые характеризуются численным значением и направле­
нием, однако складываются иначе, чем векторы. В качестве примера 
приведем поворот тела вокруг некоторой оси на конечный угол ср. 
Такой поворот можно изобразить в виде отрезка длины ср, направ­
ленного по оси, вокруг которой осуществляется поворот, в сторону, 
связанную с направлением вращения правилом правого винта. 
На рис. 2.1 в верхнем ряду показаны два последовательных пово­
рота шара на углы л/2, изображаемые отрезками cpi и ср2. Первый

поворот, совершаемый вокруг оси 1—1, переводит точку А шара 
в положение А',  второй, совершаемый вокруг оси 2—2 ,— в поло­
жение А" Такого же результата (т. е. перевода точки А в псложе^- 
ние А") можно достичь, повернув шар вокруг оси 3—3 (см. нижний 
ряд на рис. 2.1) на угол п. Следовательно, такой поворот следует 
рассматривать как сумму поворотов cpi и ср2. Однако его нельзя

*) С о г л а с н о  б о л е е  с т р о го м у  о п р е д е л е н и ю  в е к т о р о м  н а з ы в а е т с я  с о в о к у п н о с т ь  
т р е х  в е л и ч и н , п р е о б р а з у ю щ и х с я  п р и  п о в о р о т а х  к о о р д и н а т н ы х  о сей  п о  о п р е д е л е н ­
н о м у  з а к о н у  (с м . П р и л о ж е н и е  I I I ) .

/

Р и с . 2 .1 .
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получить из отрезков ср* и ф2, сложив их по правилу параллело­
грамма. Такое сложение дает отрезок длины я /К 2  вместо требуемой 
длины я . Поворот на угол л /У  2 переводит точку А в точку А '"  
Отсюда вытекает, что изображаемые направленными отрезками 
повороты на конечные углы не обладают свойствами векторов.

Численное значение вектора называется его м о д у л е м .  Об­
разно говоря, модуль дает длину вектора. Модуль вектора — ска­
ляр, причем всегда положительный.

На чертежах векторы изображаются в виде прямолинейных 
отрезков со стрелкой на конце. Длина отрезка определяет в уста­
новленном масштабе модуль вектора, а стрелка указывает направ­
ление вектора.

Векторы принято обозначать буквами жирного шрифта, напри­
мер, a, b, V , F и т. д. Такая же буква обычного шрифта используется 
для обозначения модуля вектора, например а есть модуль вектора 
a J). Иногда для обозначения модуля приходится пользоваться 
символом вектора, заключенным между двумя вертикальными 
черточками: |а |=  модулю вектора а. Таким способом обозначается, 
например, модуль суммы векторов а! и а 2:

I a j +  а 2 1 =  модуль вектора (ai +  a2). (2 . 1)
В этом случае символ ai+a2 означает сумму модулей складывае­
мых векторов, которая, вообще говоря, не равна модулю суммы 
векторов (равенство имеет место лишь в том случае, когда склады­
ваемые векторы имеют одинаковое направление).

Векторы, направленные вдоль параллельных прямых (в одну 
и ту же или в противоположные стороны), называются к о л л и -  
н е а р н ы м и. Векторы, которые лежат в параллельных плоско­
стях, называются к о м п л а н а р н ы м и .  Посредством параллель­
ного переноса коллинеарные векторы могут быть расположены 
вдоль одной и той же прямой, а компланарные векторы могут быть 
сведены в одну плоскость.

Совпадающие по модулю коллинеарные векторы, имеющие 
одинаковое направление, считаются равными друг другу 2).

Сложение и вычитание векторов. Практически сложение векторов 
удобнее производить без построения параллелограмма. К ак видно

J) П р и  п и с ь м е  в е к т о р ы  о б о з н а ч а ю т с я  б у к в а м и  со  с т р е л к о й  н а д  н и м и  (н а п р и -

м е р , а ) .  В  это м  с л у ч а е  т а  ж е  б у к в а  б е з  с т р е л к и  о з н а ч а е т  м о д у л ь  в е к т о р а .
2) И м е ю т с я  в  в и д у  т а к  н а з ы в а е м ы е  с в о б о д н ы е  в  е к т  о р  ы , т . е . в е к ­

т о р ы , к о т о р ы е  м о г у т  б ы т ь  о т л о ж е н ы  и з  л ю б о й  т о ч к и  п р о с т р а н с т в а .  Р а с с м а т р и в а ­
ю тс я  т а к ж е  с к о л ь з я щ и е  в е к т о р ы ,  н а ч а л о  к о т о р ы х  м о ж е т  б ы т ь  п о м ещ ен о  
в л ю б у ю  т о ч к у  п р я м о й , в д о л ь  к о т о р о й  н а п р а в л е н  в е к т о р ,  и с в я з а н н ы е  в е к ­
т о р ы , т .  е . в е к т о р ы , п р и л о ж е н н ы е  к  о п р е д е л е н н о й  т о ч к е .  П о с л е д н и е  д в а  в и д а  в е к ­
т о р о в  м о г у т  б ы ть  в ы р а ж е н ы  ч е р е з  с в о б о д н ы е  в е к т о р ы ; п о  э т о й  п р и ч и н е  в  о с н о в у  
в е к т о р н о г о  и с ч и с л е н и я  п о л о ж е н о  п о н я т и е  с в о б о д н о г о  в е к т о р а ,  н а з ы в а е м о г о  
о б ы ч н о  п р о с т о  в е к т о р о м .
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из рис. 2 .2 , такой ж е результат достигается, если начало второго 
вектора совместить с концом первого, а затем провести из начала 
первого в конец второго результирующий вектор. Особенно целе­
сообразен такой прием в том случае, когда приходится складывать 
большее чем два количество векторов (рис. 2.3).

Разностью двух векторов а  и Ь называется такой вектор с, кото­
рый в сумме с вектором b дает вектор а (рис. 2.4; об изображенном 
пунктиром векторе —Ь речь идет ниже). Модуль разности двух 
векторов, как и модуль суммы (см. (2 . 1)), можно записать только с 
помощью вертикальных черточек;

Ia f — а 2 1 =  модуль вектора ( а ! — а,), (2 .2 )

поскольку символ <Zi—а 2 означает разность модулей векторов 
а* и а 2, которая, вообще говоря, не равна модулю разности.

Р и с . 2 .4 .

ел о
-э*-

Рис. 2.5.

Умножение вектора на скаляр. В результате умножения век­
тора а  на скаляр а  получается новый вектор Ь = а а ,  модуль кото­
рого в |а | раз больше, чем модуль вектора а ( Ь = |а |а ) .  Н аправ­
ление же вектора Ь либо совпадает с направлением вектора а (если 
оОО), либо противоположно направлению вектора а (если а < 0 ).
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Из сказанного вытекает, что умножение на — 1 изменяет направ­
ление вектора на обратное. Следовательно, векторы а и —а имеют 
одинаковые модули, но противоположны по направлению. С по­
мощью рис. 2.4 легко убедиться в том, что вычитание из вектора а 
вектора b равнозначно прибавлению к вектору а вектора —Ь.

И з определения операции умножения вектора на скаляр сле­
дует, что всякий вектор а можно представить в виде

а =  аеа, (2.3)
где а — модуль вектора а, ед — вектор с модулем, равным единице, 
имеющий такое же направление, как и а (рис. 2.5). Вектор е0 на­
зывается е д и н и ч н ы м  в е к т о р о м  или о р т о м  вектора а. 
Орт можно представить в виде

=  (2-4)

откуда следует, что орт является безразмерной величиной.
Орты можно сопоставлять не только векторам, но и любым 

направлениям в пространстве. Например, е* есть орт координатной 
оси х, е„ — орт нормали к кривой или поверхности, ет— орт 
касательной к кривой и т. д.

Линейная зависимость между векторами. Рассмотрим три некол- 
линеарных вектора а, Ь и с, которые леж ат в одной плоскости.

а

#z = aC0Sf? 

Р и с .  2 .7 .

Из рис. 2.6 видно, что любой из них (например, с) можно выразить 
через два других с помощью соотношения

с=аа+рь, (2.5)
где а и р  — некоторые числа (для изображенного на рисунке 
случая сС>1, — 1 < Р < 0 ) . Отсюда заключаем, что любой вектор с, 
лежащий в одной плоскости с неколлинеарными векторами а и Ь, 
может быть выражен через эти векторы с помощью линейного 
соотношения (2.5). При фиксированных векторах а и b всякий тре­
тий вектор однозначно определяется двумя величинами а и р .

Пусть даны три вектора а, Ь, с, каждый из которых некомпла­
нарен с остальными двумя J). По аналогии с (2,5) легко сообразить,

2) Д в а  в е к т о р а  в с е г д а  к о м п л а н а р н ы . Э то  с л е д у е т  и з  т о г о ,  ч т о  п а р а л л е л ь н ы м  
п ер е н о с о м  м о ж н о  с о в м е с т и т ь  и х  н а ч а л а .  Т о г д а  о н и  о к а ж у т с я  р а с п о л о ж е н н ы м и  в  
од н о й  п л о с к о с т и ,



2 4 Г Л .  I .  К И Н Е М А Т И К А

что любой вектор d можно представить как линейную комбинацию 
заданных векторов:

d = aa+ 1 3 b -fy c . (2.6)

При фиксированных векторах а, b и с любой вектор d однозначно 
определяется тремя величинами а , (3 и у, каждая из которых может 
быть как положительной, так и отрицательной.

Проекция вектора. Рассмотрим некоторое направление в про­
странстве, которое мы зададим осью I (рис. 2.7). Пусть вектор а 
образует с осью I угол ср г). Величина

a 2=acos< p  (2.7)

(a — модуль вектора) называется проекцией вектора а  на ось /. 
Проекция обозначается той же буквой, что и вектор, с добавлением 
индекса, указывающего направление, на которое спроектирован 
вектор.

Проекция вектора есть величина алгебраическая. Если вектор 
образует с данным направлением острый угол, то cos <р>0 , так что 
проекция положительна. Если угол ср тупой, то cos ф < 0  и, сле­
довательно, проекция отрицательна. Когда вектор перпендикуля­
рен к данной оси, проекция равна нулю.

Проекция вектора имеет простой геометрический смысл. Она 
равна расстоянию между проекциями на ось начала и конца от­
резка, изображающего данный вектор. В случае цхС.п/2 это рас­
стояние берется со знаком плюс, в случае ф > я /2 — со знаком минус.

Пусть a = a i + a 2+ a 3+ a 4 (рис. 2.8). Из рисунка легко заклю­
чить, что проекция результирующего вектора а на некоторое на­
правление равна сумме проекций складываемых векторов:

O z= « 'i!+ fi2 (-ra ,,+ a4r. (2.8)

Напомним, что при суммировании проекций изображенных на 
рис. 2 . 8  векторов расстояния 0—1, 1—2 и 2—3 нужно взять со 
знаком плюс, а расстояние 3—4 — со знаком минус. Формула (2.8) 
справедлива при любом числе слагаемых.

Выражение вектора через его проекции на координатные оси. 
Возьмем декартовы оси координат и рассмотрим вектор а, лежащий 
в плоскости, перпендикулярной к оси z (рис. 2.9). Введем орты 
координатных осей, т. е. единичные векторы е х, еу и ег (е2 на ри­
сунке не показан, он перпендикулярен к плоскости рисунка и 
направлен на нас). Заметим, что эта тройка ортов полностью опре­

*) Е с л и  п р я м а я ,  в д о л ь  к о т о р о й  н а п р а в л е н  в е к т о р  а ,  и о сь  I н е  п е р е с е к а ю т с я , 
д л я  о п р е д е л е н и я  у г л а  ф  н у ж н о  в з я т ь  п е р е с е к а ю щ у ю с я  с  о с ь ю  I п р я м у ю , п а р а л ­
л е л ь н у ю  в е к т о р у  а .  У г о л  м е ж д у  э т о й  п р я м о й  и  о с ь ю  I и б у д е т  и н т е р е с у ю щ и м  н а с  
у гл о м  ф .



деляет систему координат и поэтому называется б а з и с о м  
к о о р д и н а т н о й  с и с т е м ы .

Из рис. 2.9 видно, что вектор а можно представить в виде линей­
ной комбинации ортов е* и еу (см. (2.5)):

а &х&х~ г •

Роль коэффициентов а и р  играют проекции вектора на оси коорди­
нат. В рассматриваемом примере проекция ах отрицательна, по­
этому вектор ахех имеет направление, противоположное направ­
лению орта ех.

§ 2. Н Е К О Т О Р Ы Е  С В Е Д Е Н И Я  О В Е К Т О Р А Х  2 5

Мы взяли вектор а, перпендикулярный к оси г, вследствие 
чего аг= 0. В общем случае, когда все три проекции вектора от­
личны от нуля,

a = a xftx-\-av t u+ a z t z . (2.9)
Таким образом, любой вектор можно выразить через его проекции 
на координатные оси и орты этих осей. В связи с этим проекции 
на координатные оси называются к о м п о н е н т а м и  вектора.

Величины ах, ау, аг равны (с точностью до знака) сторонам 
прямоугольного параллелепипеда, большой диагональю которого 
служит вектор а (рис. 2.10). Поэтому имеет место соотношение

а2 — а~х йу +  а\, (2 . 1 0 )

Пусть с = а + Ь . Представив каждый из векторов в соответствии 
с формулой (2.9), получим:

с*е* +  с„ев +  сгег= {ах +  Ьх) е* +  (ау + Ьу) су +  (а , +  Ьг) ег

(мы вынесли за скобки общие множители ех, е„ и ег). Равные век­
торы имеют одинаковые проекции на координатные оси. Н а этом 
основании можно написать, что

с, =  c ^ d y  +  by, с2 = аг +  Ьг (2 . 1 1 )

(ср. с (2.8)). Формулы (2.11) являются аналитическим выражением 
правила сложения векторов. Они справедливы при любом числе 
слагаемых.
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Радиус-вектор. Радиусом-вектором г некоторой точки назы­
вается вектор, проведенный из начала координат в данную точку 
(рис. 2.11). Его проекции на координатные оси равны декартовым 
координатам данной точки:

Г»: =  гу =  у, r ,  =  Z. (2.12)

Следовательно, в соответствии с (2.9) радиус-вектор можно пред­
ставить в виде

г =  хех -Ьуеи +  гег. (2.13)

Согласно (2.10)
r* = x * + y * -\-z2. (2.14)

Скалярное произведение векторов. Два вектора а н b можно 
умножить друг на друга двумя способами; один способ приводит 
к скалярной величине, другой дает в результате некоторый новый

вектор. В соответствии с этим существует два произведения век­
торов — скалярное и векторное. Отметим, что операции деления 
вектора на вектор не существует.

Скалярным произведением векторов а и b называется скаляр, 
равный произведению модулей этих векторов на косинус угла а  
между ними:

аЪ=аЬ cos а  (2.15)

(рис. 2.12). При записи скалярного произведения символы перемно­
жаемых векторов пишутся рядом без какого-либо знака между 
ними. Выражение (2.15) есть алгебраическая величина: при а  ост­
ром a b > 0 , при а  тупом a b < 0 . Скалярное произведение взаимно 
перпендикулярных векторов ( а = я / 2 ) равно нулю.
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Заметим, что под квадратом вектора всегда подразумевают ска­
лярное произведение вектора на самого себя:

а2= а а = а а  cos а = а 2. (2.16)

Таким образом, квадрат вектора равен квадрату его модуля. В част­
ности, квадрат любого орта равен единице:

е; =  е ’ =  е |= 1 .  (2.17)

Попутно отметим, что вследствие взаимной перпендикулярности 
ортов скалярные произведения вида егей равны нулю, если i=^k.

Очень уДобен с и м в о л  К р о н е к е р а  б к о т о р ы й  опре­
деляется следующим образом:

[ 1 , если i =  &,
О, если i=£k. (2.18)

С использованием этого символа установленные выше свойства 
скалярных произведений ортов ко­
ординатных осей можно выразить 
одной формулой:

e /eft =  6 ift (»'. k =  x < У< z) (219)
(индексы i и k могут принимать не­
зависимо друг от друга значения 
х, у  и г).

Из определения (2.15) следу­
ет, что скалярное произведение 
коммутативно, т. е. не зависит от 
порядка сомножителей:

ab = b a . (2 .2 0 )

Выражение (2.15) можно записать несколькими способами: 
ab=ab cos а — (а cos а ) b=a(b  cos а ).

Из рис. 2.12 видно, что а cos а  равно аь — проекции вектора а 
на направление вектора Ь. Аналогично b c o sa = b a — проекции 
вектора b на направление вектора а. Поэтому можно сказать, что 
скалярным произведением двух векторов называется скаляр, рав­
ный произведению модуля одного из перемножаемых векторов на 
проекцию второго вектора на направление первого:

Рис. 2.12.

ab  =  аьЬ =  ab„ (2 .2 1 )

Приняв во внимание, что проекция суммы векторов равна сумме 
проекций складываемых векторов, можно написать:

а (Ь + с + • • •) ==а (Ь + с -j- ... )пр. а = а (Ьд + са + • • •) —
= aba+ aca+ . . . =  ab  +  a c + . . .  (2 .2 2 )
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Отсюда следует, что скалярное произведение векторов дистрибу­
тивно — произведение вектора а на сумму нескольких векторов 
равно сумме произведений вектора а  на каждый из складываемых 
векторов, взятый в отдельности.

Представив перемножаемые векторы в виде (2.9) и воспользо­
вавшись дистрибутивностью скалярного произведения, получим:

Теперь учтем (2.19). В итоге получим выражение скалярного про­
изведения через проекции перемножаемых векторов:

Заметим, что при поворотах координатных осей проекции векторов 
на эти оси меняются. Однако величина ab cos а от выбора осей не 
зависит. Отсюда заключаем, что изменения проекций векторов а и b

Векторное произведение. Векторным произведением векторов а 
и Ь называется вектор с, определяемый формулой

где а и b — модули перемножаемых векторов, а  — угол между 
векторами, п — единичный вектор нормали *) к плоскости, в ко­
торой лежат векторы а и b (рис. 2.13). Направление п выбирается 
так, чтобы последовательность векторов a, b, п образовывала 
правовинтовую систему. Это означает, что, если смотреть вслед 
вектору п, то совершаемый по кратчайшему пути поворот от пер­
вого сомножителя ко второму осуществляется по часовой стрелке. 
На рис. 2.13 вектор п направлен за чертеж и поэтому изображен

аЬ =  а А  +  аА  +  а А - (2.23)

^  при поворотах осей носят такой характер, 
У что их комбинация вида (2.23) остается 

инвариантной (неизменной):

Р и с . 2 .1 3 .

Ь
Легко сообразить, что проекцию векто­

ра а на направление I (см. (2.7)) можно 
представить в виде

ai—а е (, (2.25)

где е г — орт направления I. Аналогично

(2.26)

с =ab sin а - п, (2.27)

J) О б о з н а ч е н и е  п  п р о щ е  и н а г л я д н е е , чем  е „ .
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кружком с крестиком *). Направление вектора с совпадает с на­
правлением п.

Символически векторное произведение можно записать двумя 
способами:

[аЫ или aXb.
Мы будем пользоваться первым из них, причем иногда во избежание 
путаницы будем ставить запятую между сомножителями. Итак, 
согласно (2.27) v

[аЬ]=йЬ sin а -п. (2.28)

И з рис. 2.13 видно, что модуль векторного произведения имеет 
простой геометрический смысл — выражение ab sin а  численно 
равно площади параллелограмма, построенного на перемножаемых 
векторах.

Направление вектора [ab] мы определили, связав его с направ­
лением вращения от первого сомножителя ко второму. При рассмот­
рении таких векторов, как радиус-вектор г, скорость v, сила F 
и т. п., вопрос о выборе их направления не возникает — оно выте­
кает естественным образом из природы самих величин. Подобные 
векторы называются истинными (или полярными). Векторы типа 
1а, Ь], направление которых связывается с направлением вращения, 
называются п с е в д о в е к т о р а м и  (или аксиальными векто­
рами). При изменении условия, например при переходе от правой 
системы координат к левой, направления псевдовекторов изме­
няются на обратные, истинные же векторы при этом остаются без 
изменений.

Следует иметь в виду, что векторное произведение будет псев­
довектором только в том случае, когда оба перемножаемых вектора 
являются истинными (или оба — псевдовекторами). Векторное же 
произведение истинного вектора на псевдовектор будет истинным 
вектором. Изменение условия, определяющего направление псев­
довекторов, на обратное приведет в этом случае к изменению знака 
перед векторным произведением и одновременно к изменению знака 
перед одним из сомножителей. В итоге величина, выражаемая век­
торным произведением, останется без изменений.

Поскольку направление векторного произведения определяется 
направлением вращения от первого сомножителя ко второму, 
результат векторного перемножения зависит от порядка сомножи­
телей. Перестановка сомножителей вызывает изменение направле-

J) В е к т о р ы , п е р п е н д и к у л я р н ы е  к  п л о с к о с т и  р и с у н к а ,  м ы  б у д е м  и з о б р а ж а т ь  
к р у ж к о м  с  к р е с т и к о м , е сл и  в е к т о р  н а п р а в л е н  о т  н ас , и к р у ж к о м  с  т о ч к о й  в  е го  
ц е н т р е , е с л и  в е к т о р  н а п р а в л е н  н а  н а с . Д л я  н а г л я д н о с т и  м о ж н о  п р е д с т а в л я т ь  себ е  
в е к т о р  в  в и д е  с т р е л ы  с  к о н у с о о б р а з н ы м  н а к о н е ч н и к о м  и к р е с т о о б р а з н ы м  о п е р е н и е м  
п а  х в о с т е . Т о г д а , е сл и  в е к т о р  н а п р а в л е н  п а  н а с  (с т р е л а  л е т и т  к  н а м ), м ы  у в и д и м  
к р у ж о к  с  т о ч к о й ,  е сл и  ж е  в е к т о р  н а п р а в л е н  о т  н а с  (с т р е л а  л е т и т  о т  н а с ) ,  мы 
у и и д и м  к р у ж о к  с к р е с т и к о м .
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ния результирующего вектора на противоположное. Таким образом, 
векторное произведение не обладает свойством коммутативности:

[b a ]= —[аЬ]. (2.29)

Можно доказать, что векторное произведение дистрибутивно, 
т. е. что

[a, (b i+ b 2+ .  . .)]=ГаЬа]+ [аЬ 2] + .  . . (2.30)

Рассмотрим векторные произведения ортов координатных осел 
(рис. 2.14). В соответствии с определением (2.28)

== =  0 *
[е,е„] =  [е /̂едг].==г ег*
[еуег] =  [егеу] =  ея»
[е2ех] =  [ехег] =  еу.

Представив перемножаемые векторы в виде (2.9) и воспользовав­
шись дистрибутивностью векторного произведения, получим:
[ab] =  [{axt x +  ауеу +  a2ez) , (bxex У  Ьдеу - f  &,еж)] =

=  ~~Ь [влву] -f- axbz [exez] -f- Qybx [e ê ]̂ ~г Qyby t

-г  ауьг1*у*г] -  a A  [tzex] +  агЬу [e2e j  +  azbz [e,eJ .

Учтя соотношения (2.31), придем к следующему выражению: 
[ab] =  е* (aybz — azby) - f  ey {агЬх -  axbz) +  ег (axby — aybx) . (2.32) 

Полученное выражение можно представить в виде определителя:

(2.31)

1>Ь] =
&х by Ьг

(2.33)

Смешанное произведение. Смешанным (или скалярно-вектор­
ным) произведением трех векторов называется выражение а [Ьс],

/

/ /
, / /  

(ь;с) ь
Р и с .  2 .1 5 .

т. е. скалярное произведение вектора а на векторное произведение 
векторов b и с. Согласно определениям (2.15) и (2.28)

a [b c] =  a { fc s in (b , с)} cos (а, п).
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Здесь (Ь, с) — угол между b и с, (а, п) — угол между вектором а 
и ортом п, определяющим направление вектора [Ьс]. Из рис. 2.15 
видно, что выражение be sin (Ь, с) численно равно площади осно­
вания параллелепипеда, построенного на перемножаемых векторах, 
а выражение a cos (а, п) численно равно высоте этого параллеле­
пипеда, взятой со знаком плюс, если угол (а, п) острый, и со знаком 
минус, если этот угол тупой. Следовательно, выражение а[Ьс] 
имеет простой геометрический смысл — оно численно равно объему 
параллелепипеда, построенного на перемножаемых векторах (взя­
тому со знаком плюс или минус в зависимости от величины угла 
(а, п)). При вычислении объема параллелепипеда результат не 
может зависеть от того, какая из его граней взята в качестве ос­
нования. Отсюда следует, что

a[bc]= b[ca]= c[ab l. (2.34)

Таким образом, смешанное произведение допускает циклическую 
перестановку сомножителей, т. е. замену каждого из сомножителей 
следующим за ним в цикле:

а 
^  \  

с-< Ь
Двойное векторное произведение. Рассмотрим двойное вектор­

ное произведение трех векторов а, b и с
d = [a , [be]].

Всякое векторное произведение перпендикулярно к обоим сомно­
жителям. Поэтому вектор d перпендикулярен к орту п, определяю­
щему направление вектора [Ьс]. Отсюда вытекает, что вектор d 
лежит в плоскости, образованной векторами b и с, и следовательно, 
может быть представлен как линейная комбинация этих векторов:

d=ob+Pc
(см. (2.5)). Соответствующий расчет дает, что а = а с , (5=—ab. Та­
ким образом,

[a, [bc]] =  b(ac)— c(ab ). (2 .3 5 )

Запоминание этой формулы облегчается тем, что ее можно прочесть 
как «бац минус цаб».

Производная вектора. Рассмотрим вектор, который изменяется 
со временем по известному закону а(£). Проекции этого вектора 
на координатные оси представляют собой заданные функции вре­
мени. Следовательно,

а  ( 0  =  ехах (t) +  еуау (t) +  t 2a2 (t) (2.36)

(мы предполагаем, что координатные оси не поворачиваются в про­
странстве, так что орты осей со временем не изменяются).
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Пусть за промежуток времени At проекции вектора получают 
приращения Дах, Асу, Да2. Тогда вектор получит приращение 
Д а = е жДаж+ е !УДаг;+ е гДаг. Скорость изменения вектора а со 
временем можно охарактеризовать отношением Да к At:

Д а __е  Д ах
+  е. д Г  +  е^ ‘ (2.37)A t  х  A t  ' У A t  1 г  A t

Это отношение дает среднюю скорость изменения а в течение про­
межутка времени At. Допустим, что а изменяется со временем 
непрерывно, без скачков. Тогда чем меньше промежуток At, тем 
точнее величина (2.37) характеризует скорость изменения а в момент 
времени t, предшествующий интервалу At. Следовательно, скорость 
изменения вектора а в момент времени t равна пределу отношения
(2.37), получающемуся при неограниченном уменьшении Дt:
скорость изменения а =  Н ш ^  =

дг-оД*

=  е* !im ^  +  е lim ^  +  е2 lim (2.38)
Ы-+0 Д(->-0 Д(-<-0

Если есть некоторая функция /( /)  аргумента t, то предел отно­
шения приращения функции Дf  к приращению аргумента At, полу­
чающийся при стремлении At к  нулю, называется производной 
функции f  по t и обозначается символом df/dt. Поэтому выражение
(2.38) можно записать следующим образом:

dm = * * w  +  *ydw + * * %  (2 -30)

Полученный результат означает, что проекции вектора daldt на 
координатные оси равны производным по времени проекций век­
тора а:

/ r f a \  _ d a x  ( d & \  _ d_ay_ /  d&\  = da£  , 9 4 m
\ d t  J п р. x  dt  ’ \  d t ) n p . y  d t  ’ \ d t  / п р .  z  d t

В физике принято производные по времени обозначать символом 
соответствующей величины с точкой над ним, например,

Лр • аЛ - ' я (2 411
d t ~ 4 '  d t 2 ~ ф ’ d t ~  ’ d t 2 ~  '  >

Воспользовавшись таким обозначением, формуле (2.39) можно 
придать вид

а =  ехах +  еуау +  е2а2. (2.42)

Если в качестве a (t) взять радиус-вектор г(^) движущейся точки, 
то согласно (2.42)

r =  exx + e vy +  ezz, (2.43)
где х, у, г суть функции от t: x=x(t), y=y(t), z=z(t).



Дифференциалом («приращением») функции f(t) называется 
выражение

df=f'dt,  (2.44)

где / '  — производная /  по t. Согласно (2.39) дифференциал («прира­
щение») вектора а определяется формулой

da =  ex dax +  ey day +  t 2da,. (2.45)
В частности,

dr = ex dx +  ey dy +  e2dz. (2-46)

Заметим, что приращение функции за очень малый, но конечный 
промежуток времени At приближенно равно

Д / « / ' Д /  =  ^ Д / .  (2.47)

В пределе при А /-» -0 приближенное равенство (2.47) переходит 
в точное равенство (2.44).

Формулу, аналогичную (2.47), можно написать и для векторной 
функции:

Л а « ^ Д  t. (2.48)

Производная произведения функций. Рассмотрим функцию 
Ь(0, которая равна произведению скалярной функции ф(/) на 
векторную функцию а(/): Ь (0= ф (0‘а (0» или сокращенно: Ь=фа. 
Найдем приращение функции Ь:

АЬ =  А(фа) =  (ф+Аф) (а+Аа) — фа =  ф Аа +  а Аф+Аф Аа. 
Представив приращения функций в виде (2.47) и (2.48), получим:

Д Ь « Ф| ! д ( + а § А ( + $ £ ( А / ) \

откуда
Л Ь  d a  , dm , dm da  .  .

В пределе при Д^ ->  0 это приближенное равенство превращается 
в точное. Таким образом,

db  , .  Д Ь  , .  {  da  . dq> , dw da. 4 . \
-77=  urn -г— =  lim Ф л 7 +  a-^- +  ^7w7 Д ч -
d t  Д /-*0  4 / - o V  d t  d t  d t  J

Первые два слагаемых не зависят от At и поэтому при переходе 
к пределу не изменяются. Предел третьего слагаемого равен нулю. 
Следовательно, заменив b на фа, получим:
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1 ( фа) =  ф ^ +  а ^  =  фа +  сра. (2.49)

2  И .  В. С а в е л ь е в ,  т .  1



Теперь рассмотрим скалярное произведение двух векторных 
функций а(<) и Ь(0- Приращение этого произведения равно:
A (ab) =  (а +  Да) (b + ДЬ) — ab  =  a  ДЬ +  b Да +  Да ДЬ «

«  ab  Д£ +  b a  Д t +  ab  {At)2.
Отсюда

-£ (ab ) =  lim А 1а,Ь). — Иш (ab +  b a  +  ab ДО,
at Д<-*0 at

или окончательно

^ ( a b )  =  a b - f a b .  (2.50)

Умножив (2.50) на dt, получим дифференциал:
d(ab)=adb+bda.  (2.51)

Вычислим производную и дифференциал квадрата векторной 
функции. Согласно (2.50) и (2.51)

а 2 =  2аа, (2.52)

d ( a 2) =  2 ad a . (2.53)

Учтя, что а2=а2. (см. (2.16)), можно написать:

2 a d a = d ( a 2) или а da.=d (а212). (2.54)

Наконец, рассмотрим производную век­
торного произведения функций а (t) и Ь(/). 
Приращение рассматриваемой функции равно

А [аЬ] =  [(а +  Да), (b + АЬ)] — [аЬ] =
=  [а, ДЬ] +  [Да, Ь] +  [Аа, Д Ь ] « [ а ,  bA ^]-f-[aA f, b] +  [aAf,  bAf] .  

Соответственно

d | a o | =
Д^О

Осуществив предельный переход, придем к  формуле

5 7  [ab] =  [ab] +  [аЬ]. (2.55)

Производная единичного вектора. Рассмотрим орт еа вектора а. 
Очевидно, что вектор еа может изменяться только по направлению.. 
Пусть за очень малый промежуток времени At вектор а  и вместе 
с ним орт е„ поворачивается на угол Д<р (рис. 2.16). При малом 
Дф модуль вектора Деа приближенно равен углу Дф: | Дев|« Д ф  
(отрезок, изображающий Дед, является основанием равнобедрен­
ного треугольника со сторонами, равными единице). Заметим, что 
чем меньше Дф, тем точнее соблюдается написанное нами прибли­
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2 j [ a b ] =  lim {[ab] +  [ab] +  [ab] Af}.
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женное равенство. Сам вектор Дев можно представить в виде
Дев =  I Дед ] • еДе «  Дф • еде,

где едв — орт вектора Деа. При стремлении Дф к нулю орт еде 
будет поворачиваться и в пределе совпадет с перпендикулярным 
к еа единичным вектором е^  (см. рис. 2.16).

Производная еа по t по определению равна

^  — Иш ^  =  Иш еДе =  ^  ej_. 
dt д;->о At u -> o At dt

Таким образом,
ёа =  фе±. (2.56)

Величина cp'=d(p/d/ есть угловая скорость вращения вектора а 
(см. § 5). Орт ej_ лежит в той плоскости, в которой поворачивается 
в данный момент вектор а, причем направлен в ту сторону, в кото­
рую происходит вращение.

§ 3. Скорость

М атериальная точка при своем движении описывает некоторую 
линию. Эта линия называется т р а е к т о р и е й 1) . В  зависимости 
от формы траектории различают прямолинейное движение, движе­
ние по окружности, криволинейное движение и т. п.

J) О т м е ти м , ч то  п о н я т и е  т р а е к т о р и и  п р и м е н и м о  т о л ь к о  к  « к л а с с и ч е с к о й !  
ч а с т и ц е , к о т о р о й  м о ж н о  п р и п и с а т ь  в  к а ж д ы й  м о м е н т  в р е м е н и  т о ч н ы е  з н а ч е н и я  
к о о р д и н а т ы  и  и м п у л ь с а  (т . е .  с к о р о с т и ) .  С о г л а с н о  к в а н т о в о й  м е х а н и к е  р е а л ь н ы е  
ч а с т и ц ы  м о г у т  б ы т ь  о х а р а к т е р и з о в а н ы  с  п о м о щ ь ю  к о о р д и н а т ы  и  и м п у л ь с а  л и ш ь  
с н е к о т о р о й  т о ч н о с т ь ю . П р е д е л  э т о й  т о ч н о с т и  о п р е д е л я е т с я  с о о т н о ш е н и е м  
н е о п р е д е л е н н о с т и  Г е й з е н б е р г а

А х - А р  %,

З д е с ь  А х  —  н е о п р е д е л е н н о с т ь  к о о р д и н а т ы , А р  —  н е о п р е д е л е н н о с т ь  и м п у л ь с а  
ч а с т и ц ы , п  —  п о с т о я н н а я ]  П л а н к а ,  з н а ч е н и е  к о т о р о й  р а в н о  1 ,0 5 X  
Х 1 0 - 3 4  Д ж - с .  З н а к  ^  о з н а ч а е т  « б о л ь ш е  в е л и ч и н ы  п о р я д к а » .

З а м е н и в  и м п у л ь с  п р о и з в е д е н и е м  м а с с ы  на с к о р о с т ь ,  м о ж н о  н а п и с а т ь

Ax-Av^ %jm.
И з  э т о г о  с о о т н о ш е н и я  в и д н о , ч т о  чем  м е н ь ш е  м а с с а  ч а с т и ц ы , т е м  м е н ее  о п р е д е л е н ­
н ы м и  д е л а ю т с я  ее  к о о р д и н а т а  и с к о р о с т ь  и ,  с л е д о в а т е л ь н о ,  м е н е е  п р и м е н и м ы м  
о к а з ы в а е т с я  п о н я т и е  т р а е к т о р и и .  Д л я  м а к р о с к о п и ч е с к и х  т е л  (т . е .  т е л ,  о б р а з о ­
в а н н ы х  о ч е н ь  б о л ь ш и м  к о л и ч е с т в о м  м о л е к у л )  н е о п р е д е л е н н о с т и  к о о р д и н а т ы  и 
с к о р о с т и  н е  п р е в о с х о д я т  п р а к т и ч е с к и  д о с т и ж и м о й  т о ч н о с т и  и з м е р е н и я  э т и х  в е л и ­
ч и н , в с л е д с т в и е  ч е го  к  т а к и м  т е л а м  п о н я т и е  т р а е к т о р и и  п р и м е н и м о  б е з  в с я к и х  о г о ­
в о р о к .  Д л я  м и к р о ч а с т и ц  ( э л е к т р о н о в ,  п р о т о н о в , н е й т р о н о в , о т д е л ь н ы х  а т о м о в  и 
м о л е к у л )  п о н я т и е  т р а е к т о р и и  о к а з ы в а е т с я  в  з а в и с и м о с т и  о т  у с л о в и й ,  в  к о т о р ы х  
п р о и с х о д и т  д в и ж е н и е , л и б о  н е п р и м е н и м ы м  с о в с е м , л и б о  п р и м е н и м ы м  с  о г р а н и ­
ч е н н о й  т о ч н о ст ь ю . Н а п р и м е р ,  д в и ж е н и е  э л е к т р о н о в  в  э л е к т р о н н о - л у ч е в о й  т р у б к е  
м о ж н о  п р и б л и ж е н н о  р а с с м а т р и в а т ь  к а к  п р о и с х о д я щ е е  п о  н е к о т о р ы м  т р а е к т о р и я м .

2*
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Пусть материальная точка (в дальнейшем для краткости мы 
будем называть ее частицей) переместилась вдоль некоторой траек­
тории из точки 1 в точку 2 (рис. 3.1). Расстояние между точками 1 
и 2, отсчитанное вдоль траектории, называется п у т е м, пройден­
ным частицей. Мы будем обозначать его буквой s.

Прямолинейный отрезок, проведенный из точки 1 в точку 2, 
называется п е р е м е щ е н и е м  частицы. Обозначим его симво­
лом г12. Предположим, что частица совершает последовательно два 
перемещения: гг, п г .23 (рис. 3.2). Суммой этих перемещений естест­
венно назвать такое перемещение г13, которое приводит к тому же 
результату, что и первые два перемещения вместе. Таким образом,

Z

перемещения характеризуются численным значением и направле­
нием и, кроме того, складываются по правилу параллелограмма. 
Отсюда следует, что перемещение есть вектор.

В обыденной жизни под скоростью понимают путь, проходимый 
частицей за единицу времени. Если за равные, сколь угодно малые 
промежутки времени частица проходит одинаковые пути, движение 
частицы называют р а в н о м е р н ы м .  В этом случае скорость, 
которой обладает частица в каждый момент времени, можно вычис­
лить, разделив путь s на время t.

В физике под скоростью понимают векторную величину, харак­
теризующую не только быстроту перемещения частицы по траекто­
рии, но и направление, в котором движется частица в каждый мо­
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мент времени. Разобьем траекторию на бесконечно малые участки 
длины ds (рис. 3.3). Каждому из участков сопоставим бесконечно 
малое перемещение dr. Разделив это перемещение на соответствую­
щий промежуток времени dt, получим мгновенную скорость в 
данной точке траектории:

* =  £ _ г  (3.1)

Таким образом, скорость есть производная радиуса-вектора ча­
стицы по времени. Перемещение dr совпадает с бесконечно малым 
элементом траектории. Следовательно, вектор v  направлен по 
касательной к траектории (см. рис. 3.3).

Рассуждая более строго, для получения формулы (3.1) нужно 
поступить следующим образом. Зафиксировав некоторый момент 
времени t, рассмотрим приращение радиуса-вектора Дг за малый 
промежуток времени Дt х), следующий за t (рис. 3.4). Отношение 
Ат/At дает среднее значение скорости за время At. Если брать все 
меньшие промежутки Дt, отношение Дг/Д/ в пределе даст значение 
скорости V в момент времени /:

v =  lim т7  =  7т* (3.2)
Л(- о Д* dt

Мы пришли к формуле (3.1).
Найдем модуль выражения (3.2), т. е. модуль скорости v:

=  lim -L ^ i .  (3.3)
д/->о Л*

В этой формуле нельзя написать Дг вместо |Д г|. Вектор Дг есть 
по существу разность двух векторов (г в момент Н -At минус г 
в момент t). Поэтому его модуль можно записать только с помощью 
вертикальных черточек (см. (2.2)). Символ |Дг] обозначает модуль 
приращения вектора г, в то время как Дг представляет собой при­
ращение модуля вектора г: Д |г|.
Обе эти величины, вообще говоря, 
не равны друг другу: / -

I Дг IФ  А I г I =  Дг.

v =  V = ,• Д г lim т-
Д<-»-0

В этом можно убедиться на еле- рис 3  5
дующем примере. Пусть вектор г
получает такое приращение Дг, что модуль его не изменяется:

3) С и м в о л о м  Д  (д е л ь т а )  п о л ь з у ю т с я  в  д в у х  с л у ч а я х :
а )  д л я  о б о з н а ч е н и я  п р и р а щ е н и я  к а к о й - л и б о  в е л и ч и н ы . В  р а с с м а т р и в а е м о м  

с л у ч а е  Д г  е с т ь  п р и р а щ е н и е  р а д и у с а -в е к т о р а  г  з а  в р е м я  At;
б ) д л я  о б о з н а ч е н и я  д о л и  к а к о й - л и б о  в е л и ч и н ы . Н а п р и м е р  Д< е с т ь  ч а с т ь  в с е г о  

в р е м е н и  t, в  т е ч е н и е  к о т о р о г о  п р о и с х о д и т  д в и ж е н и е ,  A s  — ч а с т ь  в с е г о  п у ти  s, 
ю р о х о д и м о го  ч а с т и ц е й .



|г+ Д г | =  |г| (рис. 3.5). Тогда приращение модуля вектора равно 
нулю (Д|г1 =  Д г= 0). В то же время модуль приращения вектора г, 
т. е. |Дг|, отличен от нуля (он равен длине отрезка 2—3). Сказан­
ное справедливо для любого вектора а: в общем случае |Аа[^=Аа. 
Из рис. 3.4 [видно, что путь As, вообще говоря, отличен по вели­
чине от модуля перемещения |Д г|. Однако, если брать отрезки 
пути As и перемещения Дг, соответствующие все меньшим проме­
жуткам времени At, то различие между As и |Дг| будет убывать и их 
отношение в пределе станет равным единице:

lim дЯу =  1 . 
д«-о 1Д г 1

На этом основании можно заменить в формуле (3.3) |Дг| через As, 
в результате чего получится выражение

y = l i m ^  =  ^ .  (3.4)
д * - о dt к

Таким образом, модуль скорости равен производной пути по вре­
мени.

Очевидно, что величина, называемая в обыденной жизни скоро­
стью, на самом деле представляет собой модуль скорости v. При рав­
номерном движении модуль скорости остается неизменным (v= 
= const), в то время как направление вектора v изменяется про­
извольным образом (в частности, может быть постоянным).

В соответствии с формулой (3.1) элементарное перемещение 
частицы равно

dr=vdt.  (3.5)

Иногда для наглядности мы будем обозначать элементарное пере­
мещение символом ds, т. е. писать (3.5) в виде

ds=vdt. (3.G)

Вектор скорости, как и всякий другой вектор, можно предста­
вить в виде

v = P A + V »  +  l'ie«' (3 J )
где vx, vy, vz — проекции вектора v на координатные оси. Вместе 
с тем равный v вектор г согласно формуле (2.43) выглядит следую­
щим образом:

г =  £е, +  ўе„ +  ге,. (3.8)

Из сравнения выражений (3.7) и (3.8) вытекает, что

vx = x ,  vy =  y, v2 =  z. (3.9)

Следовательно, проекция вектора скорости на координатную ось 
равна производной по времени соответствующей координаты дви­
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жущейся частицы. Приняв во внимание (2.10), получим формулу:

v = ~\/~x2-r y 2 + z2. (3.10)
Вектор скорости можно представить в виде \= v e v, где v — 

модуль скорости, а е„ — орт вектора v . Введем орт касательной 
к траектории т, условившись направлять его в ту же сторону, 
что и V. Тогда, очевидно, орты ev и т совпадут, так что можно напи­
сать следующее выражение:

\  =  v tv = vT. (3.11)
Получим еще одно выражение для v . С этой целью подставим 

в формулу (3.1) радиус-вектор в виде г=гег. Согласно (2.49)

v =  г =  лег +  гёг. (3.12)
Для простоты ограничимся случаем, когда траектория является 
плоской кривой, т. е. такой кривой, все точки которой лежат в од­
ной плоскости. Примем эту пло­
скость за плоскость х, у. В форму­
ле (3.12) вектор V оказался пред­
ставленным в виде суммы двух со­
ставляющих (рис. 3.6). Первая со­
ставляющая, которую мы обозна­
чим v„  равна

v , =  rer. (3.13)
Она направлена вдоль радиуса-век­
тора г и характеризует быстроту 
изменения модуля г. Вторая соста­
вляющая, которую мы обозначим 
у ф, равна

уф =  гег. (3.14)

Она характеризует быстроту изменения радиуса-вектора по на­
правлению.

Воспользовавшись формулой (2.56), можно написать, что
Л р

ег =  ̂ еФ =  ФеФ.

где ф — угол между радиусом-вектором и осью х, еф — перпенди­
кулярный к радиусу-вектору орт, направленный в сторону возра­
стания угла ф (в формуле (2.56) этот орт был обозначен ej_). Под­
ставив это значение в (3.14), получим

Уф=Гфеф. (3.15)
Мы ввели обозначения у ф и еф, чтобы подчеркнуть, что состав­
ляющая уф и соответствующий орт связаны с изменением угла ф.



Очевидно, что векторы \ г и уф взаимно перпендикулярны. Сле­
довательно,

v =  V l t  +  v i =  V  Г*-г Г* Ф2. (3.16)
Рассмотрим вопрос о том, как, зная величину скорости в каж ­

дый момент времени, вычислить путь, проходимый частицей с 
момента времени ti до момента t2. Разобьем промежуток времени 
t г—h  на N  малых, не обязательно одинаковых промежутков: Atlr 
Дt2, . ., AtN. Весь путь s, пройденный частицей, можно предста­
вить как cyivfMy путей Asb Дs2, . . As^, пройденных за соответст­
вующие промежутки времени At:

N

s  =  A s j  +  A s 2 +  • . .  +  A s h  =  A s £.
i=i

В соответствии с формулой (3.4) каждое из слагаемых может быть 
приближенно представлено в виде

ASi^ViAti,
где Дti —  промежуток времени, за который был пройден путь As,-, 
a vt — одно из значений скорости за время Дti. Следовательно,

N

s «  2  Vi At]. (3.17)i= I
Написанное равенство выполняется тем точнее, чем меньше проме­
жутки времени Дtt . В пределе при стремлении всех Att к нулю 
(количество промежутков Att будет при этом неограниченно воз­
растать) приближенное равенство станет точным:

N

s =  lim Vi At..
i = 1

Полученное выражение представляет собой определенный ин­
теграл от функции v(t), взятый в пределах от U до t2. Таким обра­
зом, путь, проходимый частицей за промежуток времени от ti до t2, 
равен

5 = 5  V{t)dt. (3.18) 
t.

Подчеркнем, что здесь идет речь о модуле скорости. Если взять 
интеграл от самой скорости v (/), то получится вектор перемещения 
частицы из точки, в которой она была в момент ti, в точку, в которой 
она оказалась в момент t2:

$ v ( 9 < # = $ d r « r a  (3.19)
<»
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(см. (3.5)).
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Если изобразить график зависимости v от t (рис. 3.7), то прой­
денный путь можно представить как площадь фигуры, ограничен­
ной кривой v(t) и прямыми t= ti  и t —ti. Действительно, произ­
ведение Vi&ti численно равно пло- 
щади t'-й полоски. Сумма (3.17) 
равна площади, ограниченной свер­
ху ломаной линией, образован­
ной верхними краями всех подоб­
ных полосок. При стремлении всех 
Ati к нулю ширина полосок убы­
вает (одновременно число их рас­
тет), и ломаная линия в пределе 
сольется с кривой v=v(t). Таким 
образом, путь, пройденный за вре­
мя с момента ti до момента t2l чис­
ленно равен площади, ограниченной графиком функции v=v(t), 
осью времени t и прямыми t= ti  и t= t2.

Заметим, что среднее значение модуля скорости за время от ^  
до t2 по определению равно г)

s
<v>^ T ^ T i

Подставив сюда выражение (3.18) для s, получим:
1̂

<»> =  77=Tl S v (t) dt’ <320)

Аналогично вычисляются средние значения любых скалярных или 
векторных функций. Например, среднее значение скорости равно

11

(см. (3.19)). Среднее значение функции у{х) на промежутке от xt 
до х 3 определяется выражением

<У> -  J  У (*) dx. (3.22)

§ 4. Ускорение

Скорость частицы v может изменяться со временем как по вели­
чине, так и по направлению. Быстрота изменения вектора v, как 
и быстрота изменения любой функции времени, определяется 
производной вектора v  по t. Обозначив эту производную буквой w,

1) Для обозначения среднего значения какой-либо величины мы будем заклю­
чать символ этой величины в угловые скобки { }.
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получим:

w= lim = S = ̂  (4л)А1-+0 a l 01

Величина, определяемая формулой (4.1), называется у с к о р е ­
н и е м  частицы.

Заметим, что ускорение w играет по отношению к v такую же 
роль, какую вектор v играет по отношению к радиусу-вектору г.

Равные векторы имеют одинаковые проекции на координатные 
оси. Следовательно, например,

( d v \  dvx
W x —  \ M j n p . x ~ ~ d t — V*

(см. (2.40)). Вместе с тем согласно (3.9) vx=x=dx/dt. Поэтому
dvx __ d  / d x \ __d 2x ___

~dt dt  \ d i )  ~ W ~ X '

Мы получили, что проекция вектора ускорения на ось х  равна вто­
рой производной координаты х по времени: wx=x.  Аналогичные 
выражения получаются для проекций ускорения на оси у  и г. 
Таким образом,

wx =  x, Wy =  у, w2 = z. (4.2)

Подставим в формулу (4.1) выражение (3.11) для v:

w = ^ ( ^ ) -  (4-3) 

Напомним, что т есть орт касательной к траектории, направленный 
в ту же сторону, что и v . Согласно (2.49)

w =  ot +  trr. (4.4)

Следовательно, вектор w можно представить в виде суммы двух 
составляющих. Одна из них коллинеарна с т, т. е. направлена 
по касательной к траектории, и поэтому обозначается w t и называ­
ется т а н г е н ц и а л ь н ы м  у с к о р е н и е м .  Она равна

wx =  ит. (4.5)

Вторая составляющая, равная ит, направлена, как мы покажем 
ниже, по нормали к траектории и поэтому обозначается w„ и назы­
вается н о р м а л ь н ы м  у с к о р е н и е м .  Таким образом,

v/n=?VT. (4.6)

Исследуем свойства обеих составляющих, ограничившись для 
простоты случаем, когда траектория является плоской кривой. -
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К | = М -  (4.7)
Если и > 0  (скорость растет по величине), вектор wT направлен 
в ту же сторону, что и t  (т. е. в ту же сторону, что и v). Если v <  О 
(скорость со временем уменьшается), векторы v и wt направлены 
в противоположные стороны. При равномерном движении и= О, 
и следовательно, тангенциального ускорения нет.

Чтобы выяснить свойства нормального ускорения (4.6), нужно 
установить, чем определяется т, т. е. быстрота изменения со вре­
менем направления касательной к траектории. Легко сообразить, 
что эта быстрота будет тем больше, чем сильнее искривлена траек­
тория и чем быстрее перемещается частица по траектории.

Степень искривленности плоской кривой характеризуется к р и- 
в и з н о й С, которая определяется выражением

М о д у л ь  т а н г е н ц и а л ь н о г о  у с к о р е н и я  ( 4 .5 )  р а в е н

С =  Нщ
As ds ’Д5-+0

(4.8)

где Дф — угол между касательными к кривой в точках, отстоящих 
друг от друга на As (рис. 4.1). Таким образом, кривизна определяет 
скорость поворота касательной при перемещении вдоль кривой.

Величина, обратная кривизне С, называется р а д и у с о м  
к р и в и з н ы  в данной точке кривой и 
обозначается буквой R:

Я = 1 =  Нш Р  =  (4.9)
с  д<р-»о Дф '

Радиус кривизны представляет собой ради­
ус окружности, которая сливается в дан­
ном месте с кривой на бесконечно малом ее 
участке. Центр такой окружности называ­
ется ц е н т р о м  к р и в и з н ы  для дан­
ной точки кривой.

Радиус *и' центр кривизны в точке /
(см. рис. 4.1) можно определить следую­
щим образом. Возьмем неподалеку от точ­
ки /  точку 1' Построим в этих точках 
касательные т и т \  Перпендикуляры к
касательным пересекутся в некоторой точке 0 '. Заметим, что для 
кривой, не являющейся окружностью, расстояния R' и R" будут 
немного отличаться друг от друга. Если точку Г  приближать к точ­
ке / ,  пересечение перпендикуляров 0' будет перемещаться вдоль 
прямой /?'■ и в пределе окажется в некоторой точке О. Эта точка и 
будет центром кривизны для точки 1. Расстояния R'- и R " будут 
стремиться к общему пределу R, равному радиусу кривизны. Дей-
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ствительно, если точки 1 и 1' расположены близко друг к другу, 
можно написать, что Д ф « Д s/R'  или Я'даДя/Дф. В пределе при 
Дф 0 это приближенное равенство перейдет в строгое равенство 
R=ds/d( f ,  совпадающее с определением радиуса кривизны (см.
(4.9)).

Обратимся к вычислению w„ (см. (4.6)). Согласно (2.56)

i  =  (4.10)

где п — орт нормали к траектории, направленный в ту сторону, 
в которую поворачивается вектор т при движении частицы по траек­
тории (в формуле (2.56) аналогичный орт был обозначен е х ). Вели­
чину dq>!dt можно связать с раднуеом кривизны траектории и ско­
ростью частицы V. Из рис. 4.1 следует, что

.  A s  v' Д tД ф « ғ  =  ^ ,

где Дф — угол поворота вектора т за время At  (совпадающий с 
углом между перпендикулярами R'  и R"), v' — средняя скорость 
на пути As. Отсюда

Д ф  ^  v'
A t X R"

В пределе при At  -*■ 0 приближенное равенство станет строгим, 
средняя скорость v' превратится в мгновенную скорость v  в точке 1, 
R'  — в радиус кривизны R .  В результате получится равенство

(С — кривизна). Следовательно, быстрота поворота вектора ско- 
росш, Kid к  мы и предполагали, п р о п о р ц и о н ал ьн а  кривизне i раек ю - 
рин it скорости перемещения частицы по траектории.

Подставив (4.11) в формулу (4.10), получим, что t = ( v / R ) п. 
Наконец, подставив это выражение в (4.6), придем к окончательной 
формуле для нормального ускорения:

W„ =  £ n .  (4.12)

Итак, вектор ускорения при движении частицы по плоской кри­
вой определяется следующим выражением:

w =  w* +  wn =  z)T +  ̂ -n . (4.13)

Модуль вектора w равен

w =* Y \  wt  I2 + 1 w „ I* =  ] / ў 2 +  (v*/R)a. (4 .14)
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При прямолинейном движении нормальное ускорение отсутст­
вует. Заметим, что wn обращается в нуль в точке перегиба криволи­
нейной траектории (в точке 777 на рис. 4.2). По обе стороны от этой 
точки векторы w„ направлены в раз­
ные стороны. Вектор w„ не может из­
меняться скачком; изменение направле­
ния на противоположное происходит 
плавно с обращением w„ в нуль в точке 
перегиба. “'п

П \ сть частица движется равномер- рис 4 2.
но с постоянным по величине уско­
рением. Поскольку при равномерном движении скорость не 
изменяется по величине, то wt = 0 , так что w =w „. Постоянство по 
величине w„, означает, что и2/ ^ = const. Отсюда заключаем, что 
/?=const (y=const вследствие равномерности движения). Значит, 
частица движется по кривой постоянной кривизны, т. е. по окруж­
ности. Таким образом, в случае, когда ускорение частицы постоянно 
по величине и направлено в каждый момент времени перпендику­
лярно к вектору скорости, траекторией частицы будет окружность.

§ 5. Кинематика вращательного движения

Поворот тела на некоторый угол <р можно задать в виде отрезка, 
длина которого равна ср, а направление совпадает с осью, вокруг 
которой производится поворот. Для того чтобы указать, в какую 
сторону совершается поворот вокруг 
данной оси, связывают направ-

Рис. 5.2.

лени я поворота и изображающего его отрезка п р а в и л о м  
п р а в о г о  в и н т а :  направление отрезка должно быть таким, 
чтобы, глядя вдоль него (рис. 5.1), мы видели поворот совершаю­
щимся по часовой стрелке (вращая головку правого винта по ча­
совой стрелке, мы вызовем его перемещение от себя). В § 2 было



46 ГЛ. I. КИНЕМАТИКА

показано (см. рис. 2 . 1), что повороты на конечные углы складыва­
ются не по правилу параллелограмма и поэтому не являются век­
торами. Иначе обстоит дело для поворотов на очень малые углы Дер. 
Путь, проходимый любой точкой тела при очень малом повороте, 
можно считать прямолинейным (рис. 5.2). Поэтому два совершаемых

01 
I 
II

О
Рис. 5.3.

—  Т-----  ds

0
Рис. 5.4. Рис. 5.5.

последовательно малых поворота Дфх и Д<р2 обусловливают, как 
видно из рисунка, такое же перемещение Дгэ= Д г 1+ Д г а любой 
точки тела, как и поворот Дфэ, получаемый из Дф! и Дф2 
сложением по правилу параллелограмма. Отсюда следует, что очень 
малые повороты можно рассматривать как векторы (мы будем эти 
векторы обозначать символами Дф или dq>). Направление вектора 
поворота связывается с направлением вращения тела. Следова­
тельно, dip является не истинным вектором, а псевдовектором.

Векторная величина

(5.1)
At-* О Д< dt

(где At  — время, за которое совершается поворот Дф) называется 
у г л о в о й  с к о р о с т ь ю  тела *). Угловая скорость ю направ­
лена вдоль оси, вокруг которой вращается тело, в сторону, опреде­
ляемую правилом правого винта (рис. 5.3), и представляет собой 
псевдовектор. Модуль угловой скорости равен dy/dt .  Вращение с 
постоянной угловой скоростью называется р а в н о м е р н ы м .  
Если вращение является равномерным, то со=фIt, где ф — конеч­
ный угол поворота за время t  (ср. с v —slt). Таким образом, при 
равномерном вращении <о показывает, на какой угол поворачи­
вается тело за единицу времени.

Равномерное вращение можно характеризовать периодом обра­
щения Т,  под которым понимают время, за которое тело делает

*) Рассмотренную в § 3 скорость v иногда называют л и н е й н о й .
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один оборот, т. е. поворачивается на угол 2л. Поскольку промежут­
ку времени Дt = T  соответствует угол поворота Д ф =2я, то

ш =2 я /7 , (5.2)
откуда

Г=2л/о). (5.3)

Число оборотов в единицу времени v, очевидно, равно
\ = М Т =  со/2л. (5.4)

Из (5.4) следует, что угловая скорость равна 2л, умноженным на 
число оборотов в единицу времени:

co=2nv. (5.5)
Понятия периода обращения и числа оборотов в единицу вре­

мени можно сохранить и для неравномерного вращения, понимая 
под мгновенным значением Т  то время, за которое тело совершило 
бы один оборот, если бы оно вращалось равномерно с данным 
мгновенным значением угловой скорости, а под v понимая то число 
оборотов, которое совершало бы тело за единицу времени при ана­
логичных условиях.

Вектор о  может изменяться как за счет изменения скорости 
вращения тела вокруг оси (в этом случае он изменяется по вели­
чине), так и за счет поворота оси вращения в пространстве (в этом- 
случае о  изменяется по направлению). Пусть за время At  вектор си 
получает приращение Д©. Изменение вектора угловой скорости со 
временем характеризуется величиной

<5-6>
которую называют у г л о в ы м  у с к о р е н и е м .  Угловое уско­
рение, как и угловая скорость, является псевдовектором.

Отдельные точки вращающегося тела имеют различные линей­
ные скорости V.  Скорость каждой из точек непрерывно изменяет 
свое направление. Величина скорости v определяется скоростью 
вращения тела со и расстоянием R  рассматриваемой точки от оси 
вращения. Пусть за малый промежуток времени тело повернулось 
на угол Дф (рис. 5.4). Точка, находящаяся на расстоянии R  от 
оси, проходит при этом путь A s = R A ( f .  Линейная скорость точки 
равна

lim lim R ^ -  =  R  lim
д (-о  Д* д<-*о Д< д ; - о д<

Таким образом,
v = a R .  (5.7)

Формула (5.7) связывает модули линейной и угловой скоростей. 
Найдем выражение, связывающее векторы v и о . Положение рас-
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сматриваемой точки тела будем определять радиусом-вектором 
г, проведенным из лежащего на оси вращения начала координат О 
(рис. 5.5). Из рисунка видно, что векторное произведение [<ог] 
совпадает по направлению с вектором v и имеет модуль, равный 
(or sin a=a>R. Следовательно,

v=[o)r]. (5.8)
Модуль нормального ускорения точек вращающегося тела равен 

lwn|= y2//?. Подставив сюда значение v из (5.7), получим:
[w j =  u 2tf. (5.9)

Если ввести перпендикулярный к оси вращения вектор R, про­
веденный в данную точку тела (см. рис. 5.5), соотношению (5.9) 
можно придать векторный вид:

wn =  — m2R. (5.10)
Минус в этой формуле стоит потому, что векторы w„ и R имеют 
противоположные направления.

Предположим, что ось вращения тела не поворачивается в 
пространстве. Согласно (4.7) модуль тангенциального ускорения 
равен \dv/dl\. Воспользовавшись соотношением (5.7) и учтя, что 
расстояние рассматриваемой точки тела от оси вращения /?=const, 
можно написать:

Иш
Д < -> 0

|wT| = lira
о А*A t

lim R AtA t
=  R

д t- Д  i = /?P,

где p — модуль углового ускорения. Следовательно, модуль тан­
генциального ускорения связан с модулем углового ускорения 
соотношением

|wx| =  ptf. (5.11)
Таким образом, нормальное и тангенциальное ускорения растут 

линейно с увеличением расстояния точки от оси вращения.
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§ 6. Классическая механика. Границы ее применимости

Кинематика дает описание движения тел, не затрагивая вопроса
о том, почему тело движется именно так (например, равномерно 
по окружности, или равномерно-ускоренно по прямой), а не иначе.

Динамика изучает движение тел в связи с теми причинами 
(взаимодействиями между телами), которые обусловливают тот 
или иной характер движения.

В основе так называемой классической или ньютоновской ме­
ханики лежат три закона динамики, сформулированные Ньютоном 
в 1687 г.

Законы Ньютона (как и все остальные физические законы) во­
зникли в результате обобщения большого количества опытных 
фактов. Правильность их (хотя и для очень обширного, но все же 
ограниченного круга явлений) подтверждается согласием с опытом 
тех следствий, которые из них вытекают.

Ньютоновская механика достигла в течение двух столетий таких 
огромных успехов, что многие физики XIX столетия были убеждены 
в ее всемогуществе. Считалось, что объяснить любое физическое 
явление означает свести его к механическому процессу, подчиняю­
щемуся законам Ньютона. Однако с развитием науки обнаружились 
новые факты, которые не укладывались в рамки классической меха­
ники. Эти факты получили свое объяснение в новых теориях — 
специальной теории относительности и квантовой механике.

В специальной теории относительности, созданной Эйнштейном 
в 1905 г., подверглись радикальному пересмотру ньютоновские 
представления о пространстве и времени. Этот пересмотр привел 
к созданию «механики больших скоростей» или, как ее называют, 
релятивистской механики. Новая механика не привела, однако, 
к полному отрицанию старой ньютоновской механики. Уравнения 
релятивистской механики в пределе (для скоростей, малых по срав­
нению со скоростью света) переходят в уравнения классической 
механики. Таким образом, классическая механика вошла в реляти­

Д И Н А М И К А  М А Т Е Р И А Л Ь Н О Й  Т О Ч К И
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вистскую механику как ее частный случай и сохранила свое преж­
нее значение для описания движений, происходящих со скоростями, 
значительно меньшими скорости света.

Аналогично обстоит дело и с соотношением между классической 
и квантовой механикой, возникшей в 2 0 -х годах нашего века в ре­
зультате развития физики атома. Уравнения квантовой механики 
также дают в пределе (для масс, больших по сравнению с массами 
атомов) уравнения классической механики. Следовательно, класси­
ческая механика вошла и в квантовую механику в качестве ее пре­
дельного случая.

Таким образом, развитие науки не перечеркнуло классическую 
механику, а лишь показало ее ограниченную применимость. Клас­
сическая механика, основывающаяся на законах Ньютона, явля­
ется механикой тел больших (по сравнению с массой атомов) масс, 
движущихся с малыми (по сравнению со скоростью света) скоро­
стями.

§ 7. Первый закон Ньютона.
Инерциальные системы отсчета

Первый закон Ньютона формулируется следующим образом: 
всякое тело находится в состоянии покоя или равномерного и прямо­
линейного движения, пока воздействие со стороны других тел не 
заставит его изменить это состояние. Оба названных состояния 
отличаются тем, что ускорение тела равно нулю. Поэтому формули­
ровке первого закона можно придать следующий вид: скорость 
любого тела остается постоянной (в частности, равной нулю), пока 
воздействие на это тело со стороны других тел не вызовет ее изме­
нения.

Первый закон Ньютона выполняется не во всякой системе 
отсчета. Мы уже отмечали, что характер движения зависит от 
выбора системы отсчета. Рассмотрим две системы отсчета, движущие­
ся друг относительно друга с некоторым ускорением. Если отно­
сительно одной из них тело покоится, то относительно другой оно, 
очевидно, будет двигаться с ускорением. Следовательно, первый 
закон Ньютона не может выполняться одновременно в обеих си­
стемах.

Система отсчета, в которой выполняется первый закон Ньютона, 
называется и н е р ц и а л ь н о й .  Сам закон называют иногда 
з а к о н о м  и н е р ц и и .  Система отсчета, в которой первый закон 
Ньютона не выполняется, называется неинерциальной системой 
отсчета. Инерциальных систем существует бесконечное множество. 
Любая система отсчета, движущаяся относительно некоторой инер­
циальной системы прямолинейно и равномерно (т. е. с постоянной 
скоростью), будет также инерциальной. Подробнее об этом будет 
сказано в § 1 2 .
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Опытным путем установлено, что система отсчета, центр которой 
совмещен с Солнцем, а оси направлены на соответствующим обра­
зом выбранные звезды, является с очень высокой степенью точ­
ности инерциальной. Она называется г е л и о ц е н т р и ч е с ­
к о й  с и с т е м о й  о т с ч е т а  (гелиос — по-гречески солнце). 
Любая система отсчета, движущаяся равномерно и прямолинейно 
относительно гелиоцентрической системы, будет инерциальной.

Земля движется относительно Солнца и звезд по криволинейной 
траектории, имеющей форму эллипса. Криволинейное движение 
всегда происходит с некоторым ускорением. Кроме того, Земля 
совершает вращение вокруг своей оси. По этим причинам система 
отсчета, связанная с земной поверхностью, движется с ускорением 
относительно гелиоцентрической системы отсчета и не является 
инерциальной. Однако ускорение такой системы настолько мало, 
что в большом числе случаев ее можно считать практически инер­
циальной. Но иногда неинерциальность системы отсчета, связанной 
с Землей, оказывает существенное влияние на характер рассмат­
риваемых относительно нее механических явлений. Некоторые из 
таких случаев мы рассмотрим впоследствии.

§ 8. Масса и импульс тела

Воздействие на данное тело со стороны других тел вызывает 
изменение его скорости, т. е. сообщает данному телу ускорение. 
Опыт показывает, что одинаковое воздействие сообщает разным 
телам разные по величине ускорения. Всякое тело «противится»- 
попыткам изменить его состояние движения. Это свойство тел назы­
вается и н е р т н о с т ь ю .  В качестве количественной характе­
ристики инертности используется величина, называемая м а с с о й  
тела.

Чтобы определить массу некоторого тела, нужно сравнить ее 
с массой тела, принятого за эталон массы. Можно также сравнить 
массу данного тела с массой некоторого тела с уже известной мас­
сой (определенной путем сравнения с эталоном). Операцию срав­
нения масс rrii и тг двух материальных точек (частиц) можно осу­
ществить следующим образом. Поставим эти частицы в такие ус­
ловия, чтобы их взаимодействием с другими телами можно было 
пренебречь. Система тел, взаимодействующих только между собой 
и не взаимодействующих с другими телами, называется з а м к н у ­
т ой.  Следовательно, мы рассматриваем замкнутую систему двух 
частиц. Если заставить эти частицы взаимодействовать (например, 
посредством столкновения друг с другом), их скорости получат 
приращения Avt и Av2. Опыт дает, что эти приращения всегда проти­
воположны по направлению, т. е. отличаются знаком. Отношение 
же модулей приращений скоростей не зависит от способа и интен-
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сивности взаимодействия данных двух тел '). Это отношение при­
нимается равным обратному отношению масс рассматриваемых тел:

[ Ау 1 I _^ 2

I Av 2  I mi
(более инертное тело, т. е. тело с большей массой, претерпевает 
меньшее изменение скорости). Приняв во внимание относительное 
направление векторов Avi и Д у2, соотношение (8 .1) можно написать 
в виде

m iA vi=—m2 Av2. (8.2)

В ньютоновской механике (т. е. механике, в основу которой 
положены законы Ньютона) масса тела предполагается постоянной 
величиной, не зависящей от скорости тела. При скоростях, малых 
по сравнению со скоростью света с (при и<^с), это предположение 
практически выполняется. Воспользовавшись постоянством массы, 
представим равенство (8 .2 ) следующим образом:

A(m1v1) = — A(mav2). (8.3)
Произведение массы тела на его скорость называется и м- 

п у л ь с о м  тела 2). Обозначив импульс буквой р, получим:
p--=mv. (8.4)

Определение (8.4) справедливо для материальных точек (частиц) 
и протяженных тел, движущихся поступательно. В случае протя­
женного тела, движущегося непоступательно, нужно представить 
тело как совокупность материальных точек с массами Ami, опре­
делить импульсы ArtijVi этих точек и затем сложить эти импульсы 
векторно. В результате получится полный импульс тела:

p  =  2 ^ v . .  ( 8 . 5)

При поступательном движении тела все v, одинаковы и формула
(8.5) переходит в (8.4).

Заменив в (8.3) произведения т\ импульсами р, придем к соот­
ношению Api=—Др2, откуда А (р 1Ч-р2) = 0 .  Равенство нулю при­
ращения величины означает, что сама величина остается неизмен­
ной. Таким образом, мы пришли к выводу, что полный импульс 
замкнутой системы двух взаимодействующих частиц остается 
постоянным:

p= p i+ p 2 = c 0 nst. (8 .6 )

Приведенное выше утверждение составляет содержание з а к о н а
1) Это справедливо в случае, когда начальные и конечные скорое та частиц 

малы по сравнению со скоростью света с.
2) Устаревшее название этой величины— количество движения тела.
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с о х р а н е н и я  и м п у л ь с а .  В § 27 мы рассмотрим этот закон 
более подробно.

Отметим, что в релятивистской механике (см. гл. VIII) выра­
жение для импульса имеет по сравнению с (8.4) более сложный вид:

р =  _ . mv___- . (8.7)у  \ —v*lc2
Здесь тп — так называемая м а с с а  п о к о я  тела (масса тела при 
j= 0 ) ,  с — скорость света в вакууме. Выражение (8.7) можно ис­
толковать так, что масса тела не остается постоянной (как предпо­
лагается в ньютоновской механике), а изменяется со скоростью по 
закону

И » ) = т = .  (8 -8 )у 1 —  и 2 / с 2

Тогда выражение (8.7) можно представить в виде
р =/п  (у) V, (8.9)

аналогичном выражению (8.4).
Определяемая формулой (8.8) масса m(v)  называется р е л я ­

т и в и с т с к о й  м а с с о й  или м а с с о й  д в и ж е н и я .  
В дальнейшем мы будем обозначать ее символом mr.

§ 9. Второй закон Ньютона

Второй закон Ньютона гласит, что скорость изменения импульса 
тела равна действующей на тело силе F:

Уравнение (9.1) называется у р а в н е н и е м  д в и ж е н и я  
т е л а .

Заменив согласно (8.4) р произведением тх  и учтя, что в ньюто­
новской механике масса предполагается постоянной, можно пред­
ставить соотношение (9.1) в виде

/nw =F, (9.2)

где w = v . Таким образом, мы пришли к другой формулировке 
второго закона Ньютона: произведение массы тела на его ускорение 
равно действующей на тело силе.

Соотношение (9.2) вызывало и продолжает вызывать среди физи­
ков много споров. До сих пор нет общепринятого истолкования 
этого соотношения. Сложность состоит в том, что не существует 
независимых способов определения величин т  и F, входящих 
в уравнение (9.2). Для определения одной из них (т или F) прихо-
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дится использовать соотношение (9.2), связывающее эту величину 
с другой и с ускорением w. Так, например, в книге С. Э. Хайкина 
«Физические основы механики» (Физматгиз, 1963 г.) на стр. 104 
читаем: «Так как для установления способа измерения массы тела 
используется тот же второй закон Ньютона (величина массы тела 
определяется одновременным измерением силы и ускорения), то 
второй закон Ньютона содержит, с одной стороны, утверждение, что 
ускорение пропорционально силе, а с другой — определение массы 
тела как отношения силы, действующей на тело, к сообщаемому 
этой силой ускорению».

Р. Фейнман по поводу смысла второго закона Ньютона говорит 
следующее: «Спросим же: в чем смысл формулы F=mw? Мы 
интуитивно понимаем, что такое масса; мы можем также опреде­
лить ускорение, если нам понятно, что такое место и что такое время. 
Смысл этих понятий мы поэтому не будем обсуждать, а сосредото­
чимся на новом понятии силы. И здесь ответ тоже весьма прост: 
если тело ускоряется, значит, на него действует сила. Так говорят 
законы Ньютона, и самое точное и красивое из мыслимых определе­
ний силы состояло бы в том, что сила есть масса тела, умноженная 
на его ускорение...». Однако «...обнаружив основной закон, утверж­
дающий, что сила есть масса на ускорение, а потом определив силу 
как произведение массы на ускорение, мы ничего нового не откры­
ваем ... такие высказывания не могут составить содержание физики: 
зачем же ей гонять определения по кругу... из одного определения 
никогда ничего никто не выводил... Истинное же содержание зако­
нов Ньютона таково: предполагается, что сила обладает независи­
мыми свойствами в дополнение к закону F = /7iw; но характерные 
независимые свойства сил не описал полностью ни Ньютон, ни кто- 
нибудь еще...» (Фейнмановские лекции по физике, вып. 1, стр. 209— 
210, «Мир», 1965).

Подчеркнем, что второй закон Ньютона (так же как и два дру­
гих закона) является экспериментальным законом. Он возник в ре­
зультате обобщения данных опытов и наблюдений.

В частном случае, когда F = 0  (т. е. при отсутствии воздействия 
на те'ло со стороны других тел), ускорение, как следует из (9.2), 
также равно нулю. Этот вывод совпадает с утверждением первого 
закона Ньютона. Поэтому первый закон входит во второй как его 
частный случай. Несмотря на это, первый закон формулируется 
независимо от второго, так как в нем по сути заключен постулат 
(утверждение) о существовании инерциальных систем отсчета.

В заключение отметим, что при независимом выборе единиц 
массы, силы и ускорения выражение второго закона нужно писать 
в виде

где k  — коэффициент пропорциональности.

mw=kF, (9 .3 )
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§ 10. Единицы и размерности физических величин

Законы физики, как уже отмечалось, устанавливают количест­
венные соотношения между физическими величинами. Для уста­
новления таких соотношении необходимо иметь возможность изме­
рять различные физические величины.

Измерить какую-либо физическую величину (например, ско­
рость) означает сравнить ее с величиной того же вида (во взятом 
примере — со скоростью), принятой за единицу.

Вообще говоря, для каждой физической величины можно было 
бы установить ее единицу произвольно, независимо от других. 
Однако оказывается, что можно ограничиться произвольным вы­
бором единиц для нескольких (минимум трех) в принципе любых 
величин, принятых за основные. Единицы же всех прочих величин 
можно установить с помощью основных, воспользовавшись для 
этой цели физическими законами, связывающими соответствующую 
величину с основными величинами или с величинами, для которых 
единицы уже установлены подобным образом.

Поясним сказанное следующим примером. Предположим, что 
мы уже установили единицы для массы и ускорения. Соотношение
(9.3) связывает закономерным образом эти величины с третьей 
физической величиной — силой. Выберем единицу силы так, 
чтобы коэффициент пропорциональности в этом уравнении был 
равен единице. Тогда формула (9.3) принимает более простой вид:

m w = F .  (10.1)

Из (10.1) следует, что установленная единица силы представляет 
собой такую силу, под действием которой тело с массой, равной 
единице, получает ускорение, равное также единице (подстановка 
в (10.1) F =  1 и т =  1 дает w - 1).

При указанном способе выбора единиц физические соотношения 
принимают более простой вид. Сама же совокупность единиц об­
разует определенную систему.

Существует несколько систем, отличающихся выбором основных 
единиц. Системы, в основу которых положены единицы длины, 
массы и времени, называются а б с о л ю т н ы м и .

Принятый в 1981 г. государственный стандарт ГОСТ 8.417—81 
(СТ СЭВ 1052—78) вводит как обязательную Международную си­
стему единиц, обозначаемую символом СИ. Основными единицами 
СИ являются: единица длины — метр (сокращенное обозначение —  
м), единица массы — килограмм (кг) и единица времени —  секунда 
(с). Таким образом, СИ принадлежит к числу абсолютных систем. 
Кроме указанных трех единиц, СИ принимает в качестве основных 
единицу силы тока — ампер (А), единицу термодинамической тем­
пературы — кельвин (К), единицу силы света — канделу (кд)
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и единицу количества вещества — моль (моль). Об этих единицах 
будет идти речь в соответствующих разделах курса.

В 1983 г. принято новое определение метра, основанное на 
константе скорости света. Это позволило существенно поднять 
точность линейных измерений. По новому определению метр пред­
ставляет собой расстояние, проходимое в вакууме плоской элект­
ромагнитной волной за 1/299 792 458 долю секунды. Новое опре­
деление метра дано с учетом современных достижений лазерной 
техники и квантовой электроники. Метр приближенно равен 
1/40 ООО ООО доле длины земного меридиана. Применяются также 
кратные и дольные единицы: километр (1 км =  103 м), сантиметр 
(1 см =  10-г м), миллиметр (1 мм =  10~? м) и т. д.

Килограмм представляет собой массу платино-иридиевого1) 
тела, хранящегося в Международном бюро мер и весов в Севре (близ 
Парижа). Это тело называется международным прототипом кило­
грамма. Масса прототипа близка к массе 1000 см? чистой воды при 
4 °С. Грамм равен 1/1000 килограмма.

Секунда определяется как промежуток времени, равный сумме 
9 192 631 770 периодов излучения, соответствующего переходу 
между двумя сверхтонкими уровнями основного состояния атома 
цезия-133. Секунда приблизительно равна 1/86 400 средних сол­
нечных суток.

В физике применяется также абсолютная система единиц, на­
зываемая СГС-системой. Основными единицами в этой системе яв­
ляются сантиметр, грамм и секунда.

Единицы введенных нами в кинематике величин (скорости и 
ускорения) являются производными от основных единиц. Так, 
за единицу скорости принимается скорость равномерно движуще­
гося тела, проходящего в единицу времени (секунду) путь, равный 
единице длины (метру или сантиметру). Обозначается эта единица 
м/с в СИ и см/с в СГС-системе. За единицу ускорения принимается 
ускорение равномерно-переменного движения, при котором ско­
рость тела за единицу времени (секунду) изменяется на единицу (на 
м/с или см/с). Обозначается эта единица м/с? в СИ и см/с? в СГС- 
системе.

Единица силы в СИ называется ньютоном (Н). Согласно (10.1) 
ньютон равен силе, под действием которой тело с массой 1 кг полу­
чает ускорение 1 м/с?. Единица силы в СГС-системе называется 
диной (дин). Одна дина равна силе, под действием которой тело с 
массой 1 кг получает ускорение 1 см/с?. Между ньютоном и диной 
имеется следующее соотношение:

1 Н =  1 кг-1 м/с? =  10? Г"102 см/с? =  106 дин.

*) Сплав платины с иридием обладает большой твердостью и коррозионной 
устойчивостью (т. е. мало подвержен химическому воздействию окружающей 
среды).
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В технике широко применялась система МКГСС (называемая 
обычно технической системой единиц). Основными единицами 
этой системы являются метр, единица силы — килограмм-сила (кгс) 
и секунда. Килограмм-сила определяется как сила, сообщающая 
массе в 1 кг ускорение, равное 9,80655 м/с2. Из этого определения 
следует, что 1 к гс= 9 ,80655 Н (приближенно 9,81 Н).

За единицу массы в МКГСС согласно (10.1) должна быть при­
нята масса такого тела, которое под действием силы в 1 кгс полу­
чает ускорение 1 м/с2. Эта еднница обозначается кгс-с2/м, специ­
ального названия она не имеет. Очевидно, что 1 кгс-с2/м = 9 ,80655 кг 
(приблизительно 9,81 кг).

Из способа построения систем единиц следует, что изменение 
основных единиц влечет за собой изменение производных единиц. 
Если, например, за единицу времени принять вместо секунды 
минуту, т. е. увеличить единицу времени в 60 раз, то единица 
скорости уменьшится в 60 раз, а единица ускорения уменьшится 
в 3600 раз.

Соотношение, показывающее, как изменяется единица какой- 
либо величины при изменении основных единиц, называется р а з ­
м е р н о с т ь ю  этой величины. Для обозначения размерности 
произвольной физической величины используется ее буквенное 
обозначение, взятое в квадратные скобки. Так, например, символ 
[у] означает размерность скорости. Для размерностей основных 
величин используются специальные обозначения: для длины L, 
для массы М и для времени Т. Таким образом, обозначив длину 
буквой I, массу буквой т  и время буквой t, можно написать:

[/]= L ; Ы = М ; Ш =Т .

В указанных обозначениях размерность произвольной физиче­
ской величины имеет вид LaMpTv (а, р и у  могут быть как положи­
тельными, так и отрицательными, в частности, они могут равняться 
нулю). Эта запись означает, что при увеличении единицы длины 
в rii раз единица данной величины увеличивается в п? раз (соответ­
ственно число, которым выражается значение величины в этих еди­
ницах, уменьшается в п? раз); при увеличении единицы массы в п г 
раз единица данной величины увеличивается в п% раз и, наконец, 
при увеличении единицы времени в п3 раз единица данной величины 
увеличивается в я? раз.

Поскольку физические законы не могут зависеть от выбора 
единиц фигурирующих в них величин, размерности обеих частей 
уравнений, выражающих эти законы, должны быть одинаковыми. 
Это условие может быть использовано, во-первых, для проверки 
правильности полученных физических соотношений и, во-вторых, 
для установления размерностей физических величин. Так, напри­
мер, скорость определяется как v = A s / A t .  Размерность As равна 
L, размерность At  равна Т. Размерность правой части написанного
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соотношения равна [A s]/[A i]= L /T = L T _1. Размерность левой части 
должна быть такой же. Следовательно,

M = L T -1 . (10.2)

Написанное соотношение называется формулой размерности, а его 
правая часть — размерностью соответствующей величины (в дан­
ном случае скорости).

На основании соотношения w = A v / A t  можно установить раз­
мерность ускорения:

г [At>] LT-1  т т _„
И  =  -[д7Г =  — =  LT а-

Размерность силы
[F ]= [m M = M L T -2.

Аналогично устанавливаются размерности всех прочих величин.

§ 11. Третий закон Ньютона

Всякое действие тел друг на друга носит характер взаимодей­
ствия: если тело 1 действует на тело 2  с силой F21, то и тело 2  в свою 
очередь действует на тело 1 с силой F12.

Третий закон Ньютона утверждает, что силы, с которыми дей­
ствуют друг  на друга взаимодействующие тела, равны по величине 
и противоположны по направлению. Используя приведенные выше 
обозначения сил, содержание третьего закона можно представить 
в виде равенства:

Fi2 = —F2i. (1 1 .1)
Из третьего закона Ньютона вытекает, что силы возникают по­

парно: всякой силе, приложенной к какому-то телу, можно сопо­
ставить равную ей по величине и противоположно направленную 
силу, приложенную к другому телу, взаимодействующему с данным.

Третий закон Ньютона бывает справедлив не всегда. Он выпол­
няется вполне строго в случае контактных взаимодействий (т. е. 
взаимодействий, наблюдающихся при непосредственном соприкос­
новении тел), а также при взаимодействии находящихся на некото­
ром расстоянии друг от друга покоящихся тел.

В качестве примера нарушения третьего закона Ньютона может 
служить система из двух заряженных частиц е1 и е2, движущихся 
в рассматриваемый момент так, как показано на рис. 11.1. В элек­
тродинамике доказывается, что, кроме подчиняющейся третьему 
закону силы электростатического взаимодействия F12, на первую 
частицу будет действовать магнитная сила Ғ*. На вторую же час­
тицу действует лишь сила Ғ21-, равная — Fi2. Величина магнитной 
силы, действующей на вторую частицу, для изображенного на ри­
сунке случая равна нулю. Отметим, что при скоростях частиц,
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много меньших скорости света в пустоте (при и a2<^c), сила F* 
пренебрежимо мала по сравнению с силой Fi2, так что третий закон 
Ньютона оказывается практически справедливым и в этом случае.

Теперь рассмотрим систему из двух электрически нейтральных 
частиц mi и т г, удаленных друг от друга на расстояние г. Вслед­
ствие всемирного тяготения эти частицы притягивают друг друга 
с силон

1

В данном случае взаимодействие частиц осуществляется через гра­
витационное поле. Скажем, первая частица создает в окружающем 

ее пространстве поле, которое проявляет себя в 
том, что на помещенную в какую-либо точку этого 
поля частицу т 2 действует сила притяжения к 
первой частице. Аналогично вторая частица созда­
ет поле, которое проявляет себя в действии на 
первую частицу. Опыт дает, что изменения поля, 
обусловленные, например, изменением положения 
создающей поле частицы, распространяются в про­
странстве не мгновенно, а с хотя и очень большой, 
но конечной скоростью, равной скорости света в 
пустоте с.

ег\ у г I
Рис. 11.1.

/'
т.

т,

г'

Рис. 11.2.

Предположим, что первоначально частицы т* и т 2 покоятся в 
положениях 1 и 2 (рис. 11.2). Силы взаимодействия Ғ1г и F2i равны 
по величине и противоположны по направлению. Теперь пусть 
частица т* очень быстро (со скоростью, почти равной с) сместится 
в положение Г  В этой точке на частицу mt будет действовать сила 
F12, меньшая по величине (т’> г ) и иначе направленная, чем Fi2 
(напомним, что поле частицы т г остается неизменным). На вторую 
же частицу, пока возмущение поля, вызванное смещением т и 
не достигнет точки 2, будет продолжать действовать сила F2i. 
Следовательно, пока двигалась частица mi и в течение некоторого 
времени после того, как она остановилась в точке Г ,  третий закон 
Ньютона был нарушен.

Если бы частица пц перемещалась из точки 1 в точку 1' со ско­
ростью V, много меньшей с(гк<сс), или скорость распространения 
возмущений поля была бесконечно большой, то мгновенные зна-
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чения поля в точке 2 отвечали бы положениям частицы /л* в тот же 
момент времени, и следовательно, нарушений третьего закона не 
наблюдалось бы.

Ньютоновская механика вообще справедлива лишь для скоро­
стей движения, много меньших скорости света (при и<^с). Поэтому 
в рамках этой механики скорость распространения возмущений 
поля считается бесконечной, а третий закон Ньютона выполняю­
щимся всегда.

о’

/
X

§ 12. Принцип относительности Галилея

Рассмотрим две системы отсчета, движущиеся друг относительно 
друга с постоянной скоростью v 0. Одну из этих систем, обозначен­

ную на рис. 12.1 буквой К,  
К У')^' будем условно считать непод­

вижной. Тогда вторая систе­
ма К'  будет двигаться пря­
молинейно и равномерно. 

^ ^  Выберем координатные оси 
<3»«' х, у,  г  системы К  и оси х ’, 

у ' ,  z' системы K'  так, чтобы 
■я' оси х и х' совпадали, а оси ў
Р,1С. 12.1. и «/', а также z и г' были па­

раллельны друг другу.
Найдем связь между координатами х, у,  z  некоторой точки Р  

в системе К  и координатами х , у ' ,  z  той же точки в системе K'  
Если начать отсчет времени с того момента, когда начала коорди­
нат обеих систем совпадали, то, как следует из рис. 12 . 1 , х =х' ~\ -v„t. 
Кроме того, очевидно, что у —у' и 2—z Добавив к этим соотноше­
ниям принятое в классической механике предположение, что 
время в обеих системах течет одинаковым образом, т. е. что t = t ' , 
получим совокупность четырех уравнений:

x =  x' -\-vat ' , у  =  у \  г =  z \  t =  t ' ,  ( 12 .1)

называемых п р е о б р а з о в а н и я м и  Г а л и л е я .
Первое и последнее из соотношений (12.1) оказываются справед­

ливыми лишь при значениях v0, малых по сравнению со скоростью 
света в вакууме, которую мы будем обозначать буквой с (и0С с)- 
При Vo, сравнимых с с, преобразования Галилея должны быть за­
менены более общими преобразованиями Лоренца (см. § 63). В рам­
ках ньютоновской механики формулы ( 12 . 1) оказываются справед­
ливыми с большой степенью точности.

Продифференцировав соотношения (12.1) по времени, найдем1 
связь между скоростями точки Р  по отношению к системам
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отсчета К  и К':
x  =  x' +  v0 или vx =  v ’x +  va,
ў  =  у  или Vu - V y ,  ( 12 .2)
z = z '  или v2 =  v'z.

Три скалярных соотношения (12.2) эквивалентны следующему 
соотношению между вектором скорости v по отношению к системе 
К  и вектором скорости v' по отношению к системе К':

v =  v' +  v0. (12.3)

Чтобы убедиться в этом, достаточно спроектировать векторное 
равенство (12.3) на оси х, у,  г.

Формулы (12.2) и (12.3) дают правило сложения скоростей в 
классической механике. Следует иметь в виду, что соотношение
(12.3), как и любое другое векторное соотношение, остается спра­
ведливым при произвольном выборе взаимных направлений коор­
динатных осей систем К и К'  Соотношения же (12.2) выполняются 
только при выборе осей, показанном на рис. 12 . 1 .

В § 7 отмечалось, что любая система отсчета, движущаяся отно­
сительно некоторой инерциальной системы с постоянной скоро­
стью, будет также инерциальной. Теперь мы имеем возможность 
доказать это утверждение. Для этого продифференцируем по вре­
мени соотношение (12.3). Учтя, что v0 постоянна, получим:

v =  v' или w =  w'. (12.4)

Отсюда следует, что ускорение какого-либо тела во всех системах 
отсчета, движущихся друг относительно друга прямолинейно и 
равномерно, оказывается одним и тем же. Поэтому если одна из 
этих систем инерциальна (это значит, что при отсутствии сил w = 0 ) ,  
то и остальные будут инерциальными (лу'также равно нулю).

Сила F, действующая на частицу в системе К ,  совпадает с си­
лой F', действующей на частицу в системе К':  F = F '. Эго следует 
из того, что сила зависит от расстояний между данной частицей 
и действующими на нее частицами (и, возможно, от относительных 
скоростей частиц), а эти расстояния (и скорости) полагаются в нью­
тоновской механике одинаковыми во всех инерциальных систе­
мах. Масса также одинакова во всех системах.

Из всего сказанного следует вывод, что уравнения динамики не 
изменяются при переходе от одной инерциальной системы отсчета 
к другой,  т. е ., как говорят, инвариантны по отношению к преоб­
разованию координат, соответствующему переходу от одной инер­
циальной системы отсчета к другой. С механической точки зрения 
все инерциальные системы отсчета совершенно эквивалентны: 
ни одной из них нельзя отдать предпочтение перед другими. Прак­
тически это проявляется в том, что никакими механическими опы­
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тами, проведенными в пределах данной системы отсчета, нельзя 
установить, находится ли она в состоянии покоя или в состоянии 
равномерного и прямолинейного движения. Находясь, например, 
в вагоне поезда, движущегося без толчков прямолинейно и равно­
мерно, мы, не выглянув в окно, не сможем определить, движется 
вагон или покоится. Свободное падение тел, движение брошенных 
нами тел и все другие механические процессы будут в этом случае 
происходить так же, как и в случае, если бы вагон был неподвижен.

Указанные обстоятельства были выяснены еще Галилеем. По­
ложение о том, что все механические явления в различных инер- 
циальных системах отсчета протекают одинаковым образом, вслед­
ствие чего никакими механическими опытами невозможно устано­
вить, покоится данная система отсчета или движется прямолинейно 
и равномерно, носит название п р и н ц и п а  о т н о с и т е л ь ­
н о с т и  Г а л и л е я .

§ 13. Силы

В современной физике различают четыре вида взаимодействий:
1) гравитационное (или взаимодействие, обусловленное всемирным 
тяготением), 2) электромагнитное (осуществляемое через электри­
ческие и магнитные поля), 3) сильное или ядерное (обеспечивающее 
связь частиц в атомном ядре) и 4) слабое (ответственное за многие 
процессы распада элементарных частиц).

В рамках классической механики имеют дело с гравитацион­
ными и электромагнитными силами, а также с упругими силами 
и силами трения. Два последних вида сил определяются характером 
взаимодействия между молекулами вещества. Силы взаимодействия 
между молекулами имеют электромагнитное происхождение. Следо­
вательно, упругие силы и силы трения являются по своей природе 
электромагнитным и.

Гравитационные и электромагнитные силы являются фунда­
ментальными — их нельзя свести к другим, более простым, силам. 
Упругие же силы и силы трения не являются фундаментальными.

Законы фундаментальных сил чрезвычайно просты. Величина 
гравитационной силы определяется формулой (11.2). Величина 
силы, с которой взаимодействуют два покоящихся точечных заряда

и Qz, дается законом Кулона:

F = k - ^ ~  (13.1)

(k — коэффициент пропорциональности, зависящий от выбора еди­
ниц входящих в формулу величин).

Если заряды движутся, то, кроме силы (13.1), на них действуют 
магнитные силы. Магнитная сила, действующая на точечный заряд 
<7, движущийся со скоростью V в магнитном поле с индукцией В,
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(k ' — коэффициент пропорциональности).
Формулы (11.2), (13.1) и (13.2) являются точными. Для упругих 

сил и сил трения можно получить лишь приближенные эмпириче­
ские формулы, которые рассматриваются в следующих параграфах.

определяется формулой
F =  ft'<7[ v B ]  ( 1 3 .2 )

§ 14, Упругие силы

Под действием приложенных к нему сил всякое реальное тело 
деформируется, т. е. изменяет свои размеры и форму. Если после 
прекращения действия сил тело принимает первоначальные размеры
и форму, деформация называет­
ся у п р у г о й .  Упругие де­
формации наблюдаются в том 
случае, если сила, обусловив­
шая деформацию, не превосхо­
дит некоторый, определенный 
для каждого конкретного тела 
предел (предел упругости).

ft <===^ТПЯПППГ'*—

Р и с . 14.1 . Р и с . 14 .2 .

Возьмем пружину, имеющую в недеформированном состоянии 
длину и приложим к ее концам равные по величине, противопо­
ложно направленные силы Fi и F2 (рис. 14.1). Под действием этих 
сил пружина растянется на некоторую величину Д/, после чего 
наступит равновесие. В состоянии равновесия внешние силы Fi и 
F2 будут уравновешены упругими силами, возникшими в пружине 
в результате деформации. Опыт дает, что при небольших дефор­
мациях удлинение пружины Д/ оказывается пропорциональным 
растягивающей силе: A l c n F ( F = F 1= F 2). Соответственно упругая 
сила оказывается пропорциональной удлинению пружины:

Ғ = Ш .  (14.1)

Коэффициент пропорциональности k  называется к о э ф ф и ц и ­
е н т о м  ж е с т к о с т и  пружины.

Утверждение о пропорциональности между упругой силой и 
деформацией носит название з а к о н а  Г у к а .

Упругие натяжения возникают во всей пружине. Любая часть 
пружины действует на другую часть с силой, определяемой форму­
лой (14.1). Поэтому, если разрезать пружину пополам, та же по
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величине упругая сила будет возникать в каждой из половин при 
в два раза меньшем удлинении. Отсюда заключаем, что при заданных 
материале пружины и размерах витка величина упругой силы оп­
ределяется не абсолютным удлинением пружины Д/, а относитель­
ным удлинением Д ///0.

При сжатии пружины также возникают упругие натяжения, 
но другого знака. Обобщим формулу (14.1) следующим образом. 
Закрепим один конец пружины неподвижно (рис. 14.2), а удлине­
ние пружины будем рассматривать как координату х другого 
конца, отсчитываемую от его положения, отвечающего недеформи- 
рованной пруж ине1). Кроме того, обозначим проекцию упругой 
силы Fynp на ось х через Fx. Тогда можно написать, что

Fx= —kx (14.2)

(из рис. 14.2 видно, что проекция упругой силы на ось х и коорди­
ната х всегда имеют разные знаки).

Однородные стержни ведут себя при растяжении или односто­
роннем сжатии подобно пружине. Если к концам стержня прило­
жить направленные вдоль его оси силы Fx и Ғ2 (Fi=F2=F), дей­
ствие которых равномерно распределено по всему сечению, то 
длина стержня 10 получит положительное (при растяжении) либо 
отрицательное (при сжатии) приращение ?) Д/ (рис. 14.3). В каче­
стве величины, характеризующей деформацию стержня, естественно 
взять относительное изменение его длины:

е =  ~ij~ • (Н.З)
*0

Опыт дает, что для стержней из данного материала относитель­
ное удлинение при упругой деформации пропорционально силе, 
приходящейся на единицу площади поперечного сечения стержня:

е =  а-^- (14.4)

(а — коэффициент пропорциональности).
Величина, равная отношению силы к величине поверхности, 

на которую действует сила, называется н а п р я ж е н и е м .  Бла­
годаря взаимодействию частей тела друг с другом напряжение пере­
дается во все точки тела — весь объем стержня оказывается в на­
пряженном состоянии. Если сила направлена по нормали к поверх­
ности, напряжение называется н о р м а л ь н ы м .  Если сила

J) Н а  р и с . 14 .2 , б д л и н а  о т р е з к а , на  к о т о р ы й  с м е с ти л с я  к о н е ц  п р у ж и н ы ,  
о б о зн а ч е н а  —  х; э т о  в ы з в а н о  тем , ч то  д л и н а  о т р е з к а  —  п о л о ж и т е л ь н а я  в е л и ч и н а , 
к о о р д и н а т а  ж е  х в  это м  с л у ч а е  о т р и ц а т е л ь н а .
^  2) И з м е н е н и е  д л и н ы  с т е р ж н я  с о п р о в о ж д а е т с я  с о о т в е т с т в у ю щ и м  и зм е н е н и е м  
п о п е р е ч н ы х  р а зм е р о в  с т е р ж н я .
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направлена по касательной к поверхности, на которую она дейст­
вует, напряжение называется т а н г е н ц и а л ь н ы м .  Нормаль­
ное напряжение принято обозначать буквой ст, тангенциальное — 
буквой т.

Отношение F/S  в формуле (14.4) представляет собой нормальное 
напряжение ст. Следовательно, этой формуле можно придать вид:

е = а  ст. (14.5)

Для характеристики упругих свойств материала пользуются 
величиной Е =  l /а,  которая называется м о д у л е м  Ю н г а .  
Измеряется эта величина в паскалях (1 П а=1 Н/1 м2).

Заменив в (14.5) а  на Е,  получим соотношение:
г = а / Е ,  (14.6)

из которого следует, что модуль Юнга равен такому нормальному 
напряжению, при котором относительное удлинение было бы равно

единице (т. е. приращение длины Д/ 
было бы равно первоначальной

г

1 1

'ГТ
а г/'

//
~s/
*7

а /
(

—J/

Р ис. 14.3. Р ис. 14.4.

длине /0), если бы столь большие упругие деформации были воз­
можны (в действительности при значительно меньших напряжениях 
происходит разрушение стержня, еще раньше достигается предел 
упругости).

Решив уравненне (14.4) относительно F и заменив е через Д///„, 
а а  через l /Е, получим формулу

F = ^ M  =  k M ,  (14.7)И)
где k — постоянный для данного стержня коэффициент. Соотно­
шение (14.7) выражает закон Гука для стержня (ср. с (14.2)). На­
помним, что этот закон выполняется только до тех пор, пока не 
достигается предел упругости.

В заключение рассмотрим кратко деформацию сдвига. Возьмем 
однородное тело, имеющее форму прямоугольного параллелепи­
педа, и приложим к его противолежащим граням силы F! и F2 
(Fi=F2=F), направленные параллельно этим граням (рис. 14.4).

3 И. В. Савельев, т. 1
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Если действие сил будет равномерно распределено по всей поверх­
ности соответствующей грани, то в любом сечении, параллельном 
этим граням, возникнет тангенциальное напряжение

т=F/S  (14.8)
(S — площадь грани). Под действием напряжений тело деформи­
руется так, что одна грань сместится относительно другой на неко­
торое расстояние а. Если тело мысленно разбить на элементарные 
параллельные рассматриваемым граням слои, то каждый слой 
окажется сдвинутым относительно соседних с ним слоев. По этой 
причине деформация такого вида получила название сдвига.

При деформации сдвига любая прямая, первоначально пер­
пендикулярная к слоям, повернется на некоторый угол ф. В каче­
стве характеристики деформации сдвига берется величина

Y = y  =  tg<P, (14.9)
называемая о т н о с и т е л ь н ы м  с д в и г о м  (смысл величин 
а и b ясен из рис. 14.4). При упругих деформациях угол ф бывает 
очень мал. Поэтому можно положить tg ф «ф . Следовательно, от­
носительный сдвиг у  оказывается равным углу сдвига ф.

Опыт показывает, что относительный сдвиг пропорционален 
тангенциальному напряжению:

Т = - 1 т .  (14.10)

Коэффициент G зависит только от свойств материала и называется 
м о д у л е м  с д в и г а .  Он равен такому тангенциальному напря­
жению, при котором угол сдвига оказался бы равным 45° (tg ф = 1 ) ,  
если бы при столь больших деформациях не был превзойден предел 
упругости. Измеряется <3, как и Е,  в паскалях (Па).

§ 15. Силы трення

Силы трения появляются при перемещении соприкасающихся 
тел или их частей друг относительно друга. Трение, возникающее 
при относительном перемещении двух соприкасающихся тел, назы­
вается в н е ш н и м ;  трение между частями одного и того же сплош­
ного тела (например, жидкости или газа) носит название в н у т ­
р е н н е г о  трения.

Силу трения, возникающую при движении твердого тела отно­
сительно жидкой или газообразной среды, следует отнести к кате­
гории сил внутреннего трения, поскольку в этом случае слои среды, 
непосредственно соприкасающиеся с телом, вовлекаются им в дви­
жение с той же скоростью, какую имеет тело, и на движение тела 
оказывает влияние трение между этими и внешними по отношению 
к ннм слоями среды.
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Трение между поверхностями двух твердых тел при отсутствии 
какой-либо прослойки, например смазки между ними, называется 
сухим. Трение между твердым телом и жидкой или газообразной 
средой, а также между слоями такой среды называется в я з к и м  
(или жидким).

Применительно к сухому трению различают трение, с к о л ь ­
ж е н и я  и трение к а ч е н и я .

Силы трения направлены по касательной к трущимся поверх­
ностям (или слоям), причем так, что они противодействуют отно­
сительному смещению этих поверхностей (слоев). Если, например, 
два слоя жидкости скользят друг по другу, двигаясь с различной 
скоростью, то сила, приложенная к бо- п
лее быстро движущемуся слою, направ- 4 F"
лена в сторону, противоположную дви- ғ
жению, а сила, действующая на слой, __ т2*
движущийся медленнее, направлена в 
сторону движения слоя.

Т о
Ғ

ғ тр

Сухое трение. В случае сухого тре- Рис. 15.1.
ния сила трения возникает не только
при скольжении одной поверхности по другой, но также 
и при попытках вызвать такое, скольжение. В последнем случае 
она называется с и л о й  т р е н и я  п о к о я .  Рассмотрим два 
соприкасающихся тела 1 и 2, из которых последнее закреплено не­
подвижно (рис. 15.1). Тело 1 прижимается к телу 2  с силой Ғп, 
направленной по нормали к поверхности соприкосновения тел. 
Она называется с и л о й  н о р м а л ь н о г о  д а в л е н и я  и 
может быть обусловлена весом тела или другими причинами. По­
пытаемся переместить тело 1, подействовав на него внешней силон Ғ. 
При этом обнаружится, что для каждой конкретной пары тел и 
каждого значення силы нормального давления имеется определен­
ное минимальное значение Ғ 0 силы Ғ, при котором тело /  удается 
сдвинуть с места. При значениях внешней силы, заключенных в 
пределах О< Ғ < Ғ В, тело остается в покое. По второму закону Нью­
тона это возможно в том случае, если, сила Ғ уравновешивается 
равной ей по величине и противоположно направленной силой, 
которая и есть сила трения покоя Ғтр (см. рис. 15.1). Она автома­
тически *) принимает значение, равное величине внешней си­
лы Ғ  (при условии, что последняя не превосходит Ғ 0). Величи­
на Ғо представляет собой наибольшее значение силы трения 
покоя.

Отметим, что в соответствии с третьим законом Ньютона на тело
2 также действует сила трения покоя Ғ̂ р (на рис. 15.1 она показана

J)  Э т о  п р о и с х о д и т  п о д о б н о  т о м у , к а к  п р у ж и н а  п о д  д е й с тв и е м  р а с т я ги в а ю щ е й  
с и л ы  а в т о м а т и ч е с ки  п р и о б р е т а е т  т а к о е  у д л и н е н и е , п р и  к о т о р о м  у п р у г а я  сила 
у р а в н о в е ш и в а е т  в н е ш н ю ю  с и л у .

3*
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пунктиром), равная по величине силе Ғтр, но имеющая противопо­
ложное ей направление.

Если внешняя сила Ғ превзойдет по модулю Ғ 0, тело начинает 
скользить, причем его ускорение определяется результирующей 
двух сил: внешней Ғ и силы трения скольжения Ғтр, величина 
которой в той или иной мере зависит от скорости скольжения. 
Характер этой зависимости определяется природой и состоянием 
трущихся поверхностей. Чаще всего встречающийся вид зависимо­
сти силы трения от скорости показан на рис. 15.2. График охваты­
вает как случай покоя, так и случай скольжения. Сила трения 
покоя, как уже отмечалось, может иметь значения от нуля до Ғ 0, 
что отражено на графике вертикальным отрезком. В соответствии 
с рис. 15.2 сила трения скольжения с увеличением скорости вначале 
несколько убывает, а затем начинает возрастать.

При специальной обработке соприкасающихся поверхностей 
сила трения скольжения может оказаться практически не зависящей 
от скорости. В этом случае криволинейный участок графика на 
рис. 15.2 превращается в отрезок горизонтальной прямой, начи­
нающейся в точке Ғ 0.

Законы сухого трения сводятся к следующему: максимальная 
сила трения покоя, а также сила трения скольжения не зависят 
от площади соприкосновения трущихся тел и оказываются прибли­
зительно пропорциональными величине силы нормального давле­
ния, прижимающей трущиеся поверхности друг к другу:

Ғп  =  кҒя. (15.1)

Безразмерный коэффициент пропорциональности k называется
к о э ф ф и ц и е н т о м  т р е н и я  (со­
ответственно покоя или скольжения). 
Он зависит от природы и состояния тру-

__________ щихся поверхностей, в частности от их
шероховатости. В случае скольжения 
коэффициент трения является функцией 
скорости.

____________ , Силы трения играют очень большую
V у роль в природе. В нашей повседневной

Р и с . 1 5 . 2 .  жизни трение нередко оказывается по­
лезным. Вспомним огромные затрудне­
ния, которые испытывают пешеходы и 

транспорт во время гололедицы, когда трение между покрытием 
дороги и подошвами пешеходов или колесами транспорта значи­
тельно уменьшается. Не будь сил трения, мебель пришлось бы 
прикреплять к -полу, как на судне во время качки, ибо она 
при малейшей негоризонтальности пола сползала бы в направ­
лении покатости. Читатель может сам привести аналогичные 
примеры.

•'гр

Га
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Во многих случаях роль трения крайне отрицательна, и при­
ходится принимать меры к тому, чтобы по возможности его осла­
бить. Так обстоит, например, дело с трением в подшипниках или 
с трением между втулкой колеса и осью.

Наиболее радикальным способом уменьшения сил трення яв­
ляется замена трения скольжения трением качения, которое возни­
кает, например, между цилиндрическим или шарообразным телом 
и поверхностью, по которой оно катится. Трение качения под­
чиняется формально тем же законам, что и трение скольжения, 
но коэффициент трения в этом случае оказывается значительно 
меньшим.

Вязкое трение и сопротивление среды. В отличие от сухого 
вязкое трение характерно тем, что сила вязкого трения обращается 
в нуль одновременно со скоростью. ғ  
Поэтому, как бы ни была мала внеш- тр 
няя сила, она может сообщить отно­
сительную скорость слоям вязкой сре­
ды. Законы, которым подчиняются 
силы трения между слоями среды, 
будут рассмотрены в главе, посвя­
щенной механике жидкостей.

В этом параграфе мы ограничим­
ся рассмотрением сил трения между 
твердым телом и вязкой (жидкой или рис 15 3
газообразной) средой. Следует иметь 
в виду, что, помимо собственно сил тре­
ния, при движении тел в жидкой или газообразной среде возникают 
так называемые с и л ы  с о п р о т и в л е н и я  с р е д ы ,  которые 
могут быть гораздо значительнее, чем силы трения. Не имея воз­
можности рассматривать подробно причины возникновения этих 
сил, мы ограничимся изложением закономерностей, которым под­
чиняются силы трения и сопротивления среды совместно, причем 
условно будем называть суммарную силу силой трения. Зависи­
мость этой силы от скорости показана на рис. 15.3.

При небольших скоростях сила растет линейно со скоростью:
FTP =  - * tv (15.2)

(знак минус означает, что эта сила направлена противоположно ско­
рости). Величина коэффициента зависит от формы и размеров 
тела, состояния его поверхности и от свойства среды, называемого 
вязкостью. Например, для глицерина этот коэффициент оказы­
вается гораздо большим, чем для воды.

При больших скоростях линейный закон переходит в квадра­
тичный, т. е. сила начинает расти пропорционально квадрату ско­
рости:

Ғтр =  - М Ч  (15.3)
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(е„— орт скорости). Величина коэффициента к г зависит от разме­
ров и формы тела.

Значение скорости, при котором закон (15.2) переходит в (15.3), 
зависит от формы и размеров тела, а также от вязких свойств и 
плотности среды.

§ 16. Сила тяжести и вес

Под действием силы притяжения к Земле все тела падают с оди­
наковым относительно поверхности Земли ускорением, которое

&л=т{г[-ш)
сх=т (.'7+»)

принято обозначать буквой g. Это означает, что в системе отсчета, 
связанной с Землей, на всякое тело массы т  действует сила

P=m g, (16.1)

называемая с и л о й  т я ж е с т и 1). Когда тело покоится относи­
тельно поверхности Земли, сила Р уравновешивается реакцией -) 
Ғг подвеса или опоры, удерживающих тело от падения (Fr= —Р). 
По третьему закону Ньютона тело в этом случае действует на под­
вес или опору с силой G, равной —Fr, т. е. с силой

G = P = m g .

Сила G, с которой тело действует на подвес или опору, назы­
вается в е с о м  т е л а .  Эта сила равна mg лишь в том случае, 
если тело и опора (или подвес) неподвижны относительно Земли.

) В с л е д с тв и е  н е и н е р ц н а л ь н о с т и  си с те м ы  о тсче та , с в я з а н н о й  с  З е м л е й , с и л а  
т я ж е с т и  н е с к о л ь к о  о т л и ч а е т с я  о т  с и л ы , с к о т о р о й  те л о  п р и т я ги в а е т с я  З е м л е й . 
П о д р о б н е е  об этом  б у д е т  с к а з а н о  в  § 33.

2) Р е а кц и я м и  н а з ы в а ю т с я  с и л ы , с  к о т о р ы м и  н а  д а н н о е  те л о  д е й с т в у ю т  те л а , 
о гр а н и ч и в а ю щ и е  е го  д в и ж е н и е .
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В случае их движения с некоторым ускорением w вес G не будет 
равен mg. Это можно уяснить на следующем примере. Пусть подвес 
в виде укрепленной на рамке пружины движется вместе с телом 
с ускорением w (рис. 16.1). Тогда уравнение движения тела будет 
иметь вид

P +  Fr =  mw, (16.2)

где F ,— реакция подвеса, т. е. сила, с которой пружина действует 
на тело. По третьему закону Ньютона тело действует на пружину 
с силой, равной — Ғг, которая по определению представляет собой 
Еес тела G в этих условиях. Заменив в (16.2) реакцию Fr силой 
—G, а силу тяжести Р — произведением mg,  получим:

G = m (g—w). (16.3)

Формула (16.3) определяет вес тела в общем случае. Она справед­
лива для подвеса или опоры любого вида.

Предположим, что тело и подвес движутся в вертикальном на­
правлении (в этом предположении выполнен рис. 16.1).

Спроектируем (16.3) на направление отвеса:
G =  m ( g ± w ) .  (16.4)

В этом выражении G, g  и w суть модули соответствующих векторов. 
Знак «+» соответствует w, направленному вверх, знак «—» соответ­
ствует направлению w вниз.

Из формулы (16.4) вытекает, что по модулю вес G может быть 
как больше, так н меньше, чем сила тяжести Р. При свободном 
падении рамки с подвесом w = g  и сила G, с которой тело дейст­
вует на подвес, равна нулю. Наступает состояние невесомости. 
Космический корабль, летящий вокруг Земли с выключенными 
двигателями, движется, как и свободно падающая рамка, с уско­
рением g, вследствие чего тела внутри корабля находятся в состоя­
нии невесомости — они не оказывают давления на соприкасаю­
щиеся с ними тела.

Отметим, что часто путают силу тяжести Р и вес тела G. Это 
обусловлено тем, что в случае неподвижной опоры силы Р и G 
соЕпадают по величине и по направлению (обе они равны mg). 
Однако следует помнить, что эти силы приложены к разным телам: 
Р приложена к самому телу, G приложена к подвесу или опоре, 
ограничивающим свободное движение тела в поле сил земного 
тяготения. Кроме того, сила Р всегда равна mg, независимо от того, 
движется тело или покоится, сила же веса G зависит от ускорения, 
с которым движутся опора и тело, причем она может быть как 
больше, так и меньше mg, в частности, в состоянии невесомости 
она обращается в нуль.

Соотношение (16.3) между массой и весом тела дает способ 
сравнения масс тел путем взвешивания — отношение весов тел,
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определенных в одинаковых условиях (обычно при w = 0 ) в однон 
и той же точке земной поверхности, равно отношению масс этих 
тел:

Gj-.GjiGj:. . .  —т1-.т2:т3: . . .
Как будет показано в § 33, ускорение свободного падения g  

и сила тяжести Р  зависят от широты местности. Кроме того, Р  и g  
зависят также от высоты над уровнем моря — с удалением от 
центра Земли они уменьшаются.

§ 17. Практическое применение законов Ньютона

Для того чтобы составить уравнение движения, нужно прежде 
всего установить, какие силы действуют на рассматриваемое тело.

При этом .необходимо выяснить, действие 
каких других тел на данное тело следует 
принять во внимание. Так, например, для 
тела, сползающего по наклонной плоскости 
(рис. 17.1), существенно воздействие со сто­
роны Земли (оно характеризуется силой 
mg) и воздействие со стороны плоскости 
(оно характеризуется силой реакции F,).

Ни в коем случае не следует вводить в 
рассмотрение «движущие», «скатывающие», 
«центростремительные», «центробежные» *) 
и тому подобные силы. Чтобы не впасть 
в ошибку, нужно характеризовать силы 

не по вызываемому ими действию, а по «источнику», вызвав­
шему появление силы. Это означает, что за каждой силой нужно 
видеть тело, воздействием которого обусловлена сила. Тогда ста­
нет невозможной типичная ошибка, заключающаяся в том, что 
одна и та же сила учитывается под различными названиями дважды.

В рассматриваемом примере (см. рис. 17.1) целесообразно силу 
реакции Ғг разложить на две составляющие — силу нормального 
давления Ғ„ и силу трения Ғ1р. Это, в частности, полезно в связи 
с тем, что сила трения пропорциональна модулю силы Ғп (см. (15.1)).

Определив силы, действующие на тело, составляют уравнение 
второго закона Ньютона. В нашем примере оно имеет вид:

ffiw =  mg +  FJ. =  mg +  F„ +  FTt. (17.1)
Чтобы осуществить вычисления, нужно перейти от векторов к их 
проекциям на соответствующим образом выбранные направления. 
При этом пользуются следующими свойствами проекций:

1) равные векторы имеют одинаковые проекции;
2) проекция вектора, получающегося умножением какого-то

* ) Э то  н е  о т н о с и т с я  к  т е р м и н у  « ц е н т р о б е ж н а я  с и л а  и н е р ц и и »  (см . § 3 3 ).
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другого вектора на скаляр, равна произведению проекции этого 
второго вектора на скаляр;

3) проекция суммы векторов равна сумме проекций складыва­
емых векторов (см. (2 .8)).

Спроектируем векторы, входящие в уравнение (17.1), на на­
правление х, указанное на рис. 17.1. Проекции векторов равны: 
w x= w  (w -  модуль вектора w), g * = g s in  a, FnX= 0, FTpx= —kFn=  
= —km g  cos а . Следовательно, мы приходим к уравнению

m w = m g  sin а —kmg  cos а ,

из которого легко найти w.
В более сложных случаях приходится проектировать векторы 

на несколько направлений и решать получившуюся систему ал­
гебраических или дифференциальных уравнений.
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§ 18. Сохраняющиеся величины

Тела, образующие механическую систему, могут взаимодейство­
вать как между собой, так и с телами, не принадлежащими данной 
системе. В соответствии с этим силы, действующие на тела системы, 
можно подразделить на в н у т р е н н и е  и в н е ш н и е .  Внут­
ренними мы будем называть силы, с которыми на данное тело воз­
действуют остальные тела системы, внешними — силы, обуслов­
ленные воздействием тел, не принадлежащих системе. В случае, 
если внешние силы отсутствуют, система называется з а м к н у ­
т о й .

Для замкнутых систем существуют такие функции координат 
и скоростей образующих систему частиц*), которые сохраняют 
при движении постоянные значения. Эти функции носят название 
и н т е г р а л о в  д в и ж е н и я .

Для системы из N  частиц, между которыми нет жестких связей, 
можно образовать 6N  — 1 интегралов движения. Однако инте­
рес представляют только те из них, которые обладают свойством 
аддитивности. Это свойство заключается в том, что значение инте­
грала движения для системы, состоящей из частей, взаимодействием 
которых можно пренебречь, равно сумме значений для каждой 
из частей в отдельности. Аддитивных интегралов движения имеется 
три. Один из них называется э н е р г и е й, второй — и м п у л ь ­
с о м ,  третий — м о м е н т о м  и м п у л ь с а .

Итак, для замкнутых систем оказываются неизменными (сохра­
няются) три физические величины: энергия, импульс и момент им­
пульса. В соответствии с этим имеют место три з а к о н а  с о х р а ­
н е н и я  — закон сохранения энергии, закон сохранения импульса 
и закон сохранения момента импульса. Эти законы тесно связаны 
с основными свойствами пространства и времени.

В основе сохранения энергии лежит о д н о р о д н о с т ь  в р е ­
м е н и ,  т. е. равнозначность всех моментов времени. Равнознач-

З А К О Н Ы  С О Х Р А Н Е Н И Я

J) Н а п о м н и м , ч т о  ч а с ти ц е й  д л я  к р а т к о с т и  м ы  н а зы ва е м  м а т е р и а л ь н у ю  т о ч к у .
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ность следует понимать в том смысле, что замена момента времени 
ti моментом t-2 без изменения значений координат и скоростей частиц 
не изменяет механические свойства системы. Это означает, что после 
указанной замены координаты и скорости частиц имеют в любой 
момент времени t 2-\-t такие же значения, какие они имели бы до за­
мены в момент t^+t .

В основе сохранения импульса лежит о д н о р о д н о с т ь  
п р о с т р а н с т в а ,  т. е. одинаковость свойств пространства во 
всех точках. Одинаковость следует поннмать в том смысле, что 
параллельный перенос замкнутой системы из одного места прост­
ранства в другое без изменения взаимного расположения и скоростей 
частиц не изменяет механические свойства системы (предполагается, 
что на новом месте замкнутость системы не нарушается).

Наконец, в основе сохранения момента импульса лежит и з о ­
т р о п и я  п р о с т р а н с т в а ,  т. е. одинаковость свойств прост­
ранства по всем направлениям. Одинаковость следует понимать 
в том смысле, что поворот замкнутой системы как целого не отра­
жается на ее механических свойствах.

Законы сохранения представляют собой мощное орудие иссле­
дования. Часто бывает, что точное решение уравнений движения 
оказывается крайне сложным. В этих случаях с помощью законов 
сохранения можно и без решения уравнений движения получить 
ряд важных данных о протекании механических явлений. Законы 
сохранения не зависят от характера действующих сил. Поэтому 
с их помощью можно получить ряд важных сведений о поведении 
механических систем даже в тех случаях, когда силы оказываются 
неизвестными.

В последующих параграфах мы получим законы сохранения, ис­
ходя из уравнений Ньютона. Однако следует иметь в виду, что за­
коны сохранения обладают гораздо большей общностью, чем законы 
Ньютона. Законы сохранения остаются строго справедливыми даже 
тогда, когда законы Ньютона (в частности, третий закон) претерпе­
вают нарушения. Подчеркнем, что законы сохранения энергии, им­
пульса и момента импульса являются точными законами, строго 
выполняющимися также и в релятивистской области.

§ 19. Кинетическая энергия

Приступим к нахождению’аддитивных интегралов движения. Для  
начала рассмотрим простейшую систему, состоящую из одной час­
тицы (материальной точки).

Напишем уравнение движения частицы:

mv =  F. (19.1)

Здесь F — результирующая сил, действующих на частицу. Умно­
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жив уравнение (19.1) на перемещение частицы d s = \ d t ,  получим:

mvv d t = F  ds. (19.2)

Произведение v d t  представляет собой приращение скорости частицы 
dv  за время dt.  Соответственно

mvv dt =  mv dx  =  md  (-т г ) == d  (19.3)

(см. (2.54)). Произведя такую замену в (19.2), придем к соотношению

d ( ~ p j = * F d s .  (19.4)

Если система замкнута, т. е. F = 0 , то d ( m v 2l2 )= 0 , а сама вели­
чина

2
(19.5)

остается постоянной. Эта величина называется к и н е т и ч е с к о й  
э н е р г и е й  частицы. В случае изолированной частицы кинети­
ческая энергия является интегралом движения *).

Умножив на т числитель и знаменатель выражения (19.5) и 
приняв во внимание, что произведение mv  равно импульсу тела р,  
выражению для кинетической энергии можно придать вид:

Г = = Й -  (19.6)

Если на частицу действует сила F, кинетическая энергия не 
остается постоянной. В этом случае согласно (19.4) приращение 
кинетической энергии частицы за время dt  равно скалярному про­
изведению F ds (ds — перемещение частицы за время dt). Величина

dA =  Fds  (19.7)

называется р а б о т о й ,  совершаемой силой F на пути ds (ds есть 
модуль перемещения ds). Скалярное произведение (19.7) можно 
представить в виде произведения проекции силы на направление 
перемещения F3 и элементарного пути ds. Следовательно, можно 
написать, что

d A = F s ds. (19.8)

Из сказанного ясно, что работа характеризует изменение энергии, 
обусловленное действием силы на движущуюся частицу.

] ) В  с л у ч а е  о д н о й  и з о л и р о в а н н о й  ч а с т и ц ы  л ю б а я  сте п ен ь  с к о р о с т и  о стае тся  
п о с т о я н н о й . О д н а к о  в  с л у ч а е  си сте м ы  н е с к о л ь к и х  в з а и м о д е й с т в у ю щ и х  ч а с т и ц  
и м е н н о  в е л и ч и н ы  в и д а  (1 9 .5 ) в х о д я т  с л а га е м ы м и  в  а д д и т и в н ы й  и н т е гр а л  д в и ж е н и я .



Проинтегрируем соотношение (19.4) вдоль некоторой траектории 
от точки /  до точки 2:

Левая часть представляет собой разность значений кинетической 
энергии в точках 2 и / ,  т. е. приращение х) кинетической энергии 
на пути 1—2.  Учтя это, получим:

2

T 2- T 1 =  - ^ - — ^ - = ^ F d s .  (19.9)
1

Величина
2 2

А =  J F d s =  J F s ds  (19.10)
1 1

есть работа силы F на пути 1—2. Иногда мы будем обозначать эту 
работу символом А 12 вместо А.

Итак, работа результирующей всех сил, действующих на частицу,  
идет на приращение кинетической энергии частицы:

А 12= Т г- Т г .  (19.11)

Из (19.11) следует, что энергия имеет такую же размерность, 
как и работа. В соответствии с этим энергия измеряется в тех же 
единицах, что и работа (см. следующий параграф).

§ 20. Работа

Рассмотрим величину, называемую работой, более подробно. 
Выражение (19.7) можно представить в виде:

dA  =  F d s = F c o s  a -ds ,  (20.1)
где а  — угол между направлением силы и направлением перемеще­
ния точки приложения силы.

Если сила и направление перемещения образуют острый угол 
(cos а > 0 ) ,  работа положительна. Если угол а  — тупой (cos а < 0 ) ,

*) И зм е н е н и е  к а к о й -л и б о  в е л и ч и н ы  а м о ж н о  х а р а к т е р и з о в а т ь  л и б о  ее п р и р а ­
щ е н и е м , л и б о  у б ы л ь ю . П р и р а щ е н и е м  в е л и ч и н ы  а, к о т о р о е  м ы  б уд е м  о б о зн а ч а ть  
Аа, н а з ы в а ю т  р а зн о с ть  к о н е ч н о г о  (о 2) и н а ч а л ь н о го  (O j) з н а ч е н и й  э то й  в е л и ч и н ы :

п р и р а щ е н и е  =  Аа =  а2— O j.

У б ы л ь ю  в е л и ч и н ы  а н а з ы в а ю т  р а зн о с ть  ее н а ч а л ь н о го  ( a j)  и  к о н е ч н о го  (а 2) 
з н а ч е н и й

у б ы л ь  =  at —  а 2 =  —  Аа.
У б ы л ь  в е л и ч и н ы  р а в н а  ее п р и р а щ е н и ю , в з я т о м у  с о б р а т н ы м  з н а к о м . П р и р а щ е н и е  и 
у б ы л ь  —  а л ге б р а и ч е с ки е  в е л и ч и н ы .

§ 20. РАБОТА 77
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работа отрицательна. При а = л /2  работа равна нулю. Последнее 
обстоятельство особенно отчетливо показывает, что понятие работы 
в механике существенно отличается от обыденного представления
о работе. В обыденном понимании всякое усилие, в частности мус­
кульное напряжение, всегда сопровождается совершением работы. 
Например, для того чтобы держать тяжелый груз, стоя неподвиж­
но, а тем более для того, чтобы перенести этот груз по горизонталь­
ному пути, носильщик затрачивает много усилий, т. е. «совершает 
работу». Однако работа как механическая величина в этих случаях 
равна нулю.

На рис. 20.1 показан график проекции силы на направление пе­
ремещения Fs как функции положения частицы на траектории (ось

абсцисс можно назвать осью s; длина 
отрезка этой оси между точками 1 и 2  
равна полной длине пути). Из рисунка 
видно, что элементарная работа d A = F s ds 
численно равна площади заштрихован­
ной полоски, а работа А на пути 1—
2 численно равна площади фигуры, ог­
раниченной кривой F s, вертикальными 
прямыми 1 и 2 II осью s (ср. с рис.
3.7).

Применим этот результат для нахож­
дения работы, совершаемой при дефор­

мации пружины, подчиняющейся закону Гука (см. рис. 14.2 
и формулу (14.2)). Начнем с растяжения пружины. Растяже-

Р н с . 2 0 .1 .

Р
■Щ Ш Н! ғ6(

I I

'Л

X
1x1

ЯППЛЛЛГМ
Iznr\л л п л л -/

Р и с . 2 0 .2 .

■Внеши—

ние будем производить очень медленно, чтобы силу ҒВ11еши, с ко­
торой мы действуем на пружину, можно было считать все время 
равной по величине упругой силе Fynp. Тогда Ғ ГВ|1ешн= —F Xynv=  
= k x ,  где х  — удлинение пружины (рис. 20.2). Из рисунка видно, 
что работа, которую нужно совершить, чтобы вызвать удлинение



$20. РАБОТА 79

При сжатии пружины на величину х  совершается такая же по 
величине и знаку работа, как и при растяжении на величину х.  
Проекция силы ҒВнешн в этом случае отрицательна (Ғвнешн направ­
лена влево, х  растет вправо, см. рис. 20.2), все dx  тоже отрицатель­
ны, вследствие чего произведение Ғ х внеШн dx  положительно.

Аналогично можно найти выражение для работы, совершаемой 
при упругом растяжении или сжатии стержня. В соответствии с 
формулой (14.7) эта работа равна

А =  j  ~  (А/)2 -  ў  E S l 0 =  ~ E V s 2, (20.3)

где V = S l 0 — объем стержня, а е = А ///0 — относительное удлине­
ние (см. (14.3)).

Пусть на тело действуют одновременно несколько сил, резуль­
тирующая которых равна ғ=2ғ, Из дистрибутивности скалярного

I
произведения векторов (см. (2.22)) вытекает, что работа d A ,  совер­
шаемая результирующей силой на пути ds, может быть представлена 
в виде

d A  =  ( 2 F i} d s  =  ' 2 F i ds =  Z d A l . (20.4)

Это означает, что работа результирующей нескольких сил равна 
алгебраической сумме работ, совершаемых каждой из сил в отдель­
ности.

Элементарное перемещение ds может быть представлено как
V dt.  Поэтому выражению для элементарной работы можно придать 
вид

dA =  Fvdt .  (20.5)

Тогда работа, совершаемая за промежуток времени от ti  до t 2, может 
быть вычислена по формуле

'»
Л =  $Ғ уЛ . (2 0 .6 )

ti
В соответствии с (2.21) F d s = F d s P, где dsF — проекция элемен­

тарного перемещения ds на направление силы F. Поэтому формулу 
для работы можно написать следующим образом:

d A  =  F dsF. (20.7)

Если сила имеет постоянные величину и направление (рис. 20.3), 
вектор F в выражении для работы можно вынести за знак интеграла,

пружины х, равна

А = ^ ~ .  (20.2)



в результате чего получится формула
2

i4 =  F $ d s = F s  =  Fsft (20.8)
1

где s — вектор перемещения из точки 1 в точку 2, a sF — его проек­
ция на направление силы.

Работа, совершаемая в единицу времени, называется м о щ ­
н о с т ь ю .  Если за время dt  совершается работа dA,  то мощность 
равна

(20-9>
Взяв dA в виде (20.5), получим для мощности выражение

P = F v , (20.10)

согласно которому мощность равна скалярному произведению век­
тора силы на вектор скорости, с которой движется точка приложе­
ния силы.

Единицы работы и мощности. В качестве единицы работы служит 
работа, совершаемая силой, равной единице и действующей в на­
правлении перемещения, на пути, равном единице. Соответственно

1) в СИ единицей работы является джоуль (Дж), который равен 
работе, совершаемой силон в 1 Н на пути в 1 м;

2) в СГС-системе — эрг, равный работе, совершаемой силой в 
1 дин на пути в 1 см;

3) в МКГСС-системе — килограмм-сила-метр (кгс-м), равный 
работе, совершаемой силой в 1 кгс на пути в 1 м.

Между единицами работы имеются соотношения:

1 Дж = 1  Н-1 м =  105 дин ■ 10* см =  107 эрг;
1 к г с -м = 1  кгс-1 м =  9,81 Н-1 м =  9,81 Дж.

За еднницу мощности принимается такая мощность, при которой 
в единицу временн совершается работа, равная единице. В СИ еди­
ницей мощности является ватт (Вт), равный джоулю в секунду 
(Дж/с). Единица мощности в СГС-системе (эрг/с) специального на­
звания не имеет. Соотношение между ваттом и эрг/с:

1 В т =  10’ эрг/с.

В МКГСС-системе единицей мощности служит лошадиная сила 
(л. с.), равная 75 килограмм-сила-метрам в секунду, 1 л. с .=  
=736 Вт.

Кроме указанных единиц измерения, применяются кратные и 
дольные единицы. Их наименования и обозначения образуются из 
наименования и обозначения основной единицы и приставок, ука-

80 гл. III. ЗАКОНЫ СОХРАНЕНИЯ
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запных в табл. 20.1. В таблице указаны также множители, с по­
мощью которых соответствующие кратные и дольные единицы обра­
зуются из основных.

Т а б л и ц а  20.1. Н а и м е н о в а н и я  и о б о з н а ч е н и я  приставок, у п о т р е б л я е м ы х  
дл я  о б р а зо в а н и я  кратных и д о л ь н ы х  е д и н и ц

Наименова­
ние Обозначение Множитель

Наименова­
ние Обозначение

М нож и­
тель

тер  а Т 1 0 4 с а и т и С ю - 2
г и г а г 10» МИЛЛИ м ю - 3
м ега м 10е м и к р о мк ю - 6
к и л о к Ю 3 н а н о н ю - “
г е к т о г 102 п и к о п ю - 12
д е ка да 101 ф емто ф 1 0 - ls
д е ци д ю - 1 а тто а 10-18

Например, единица работы, именуемая мегаджоулем, эквива­
лентна 10е джоулям (1 МДж=10" Дж), а единица мощности, име­
нуемая микроваттом, эквивалентна 10~в ватта (1 мкВт=10“в Вт). 
Аналогично: 1мкм=10- в м, 1 п Н = 10- 1?Н .

§ 21. Консервативные силы

Если частица в каждой точке пространства подвержена воздей­
ствию других тел, то говорят, что эта частица находится в поле сил. 
Так, например, частица вблизи поверхности Земли находится в поле 
сил тяжести — в каждой точке пространства на нее действует сила 
P = m g .

В качестве второго примера рассмотрим заряженную частицу е, 
находящуюся в электрическом поле, возбуждаемом неподвижным

точечным зарядом q (рис. 21.1). Это поле характерно тем, что на­
правление силы, действующей на частицу в любой точке простран­
ства, проходит через неподвижный центр (заряд <7), а величина силы
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зависит только от расстояния до этого центра: F = F ( r )  (см. формулу
(13.1)). Поле сил, обладающее такими свойствами, называется 
ц е н т р а л ь н ы м .

Если во всех точках поля силы, действующие на частицу, одина­
ковы по величине и направлению (F=const), поле называется о д- 
н о р о д н ы м.

Поле, изменяющееся со временем, называется н е с т а ц и о ­
н а р н ы м .  Поле, остающееся постоянным во времени, называют 
с т а ц и о н а р н ы м .

Для стационарного поля может оказаться, что работа, совершае­
мая над частицей силами поля, зависит лишь от начального и конеч­
ного положений частицы и не зависит от пути, по которому двига­
лась частица. Силы, обладающие таким свойством, называются 
к о н с е р в а т и в н ы м и .

Из независимости работы консервативных сил от пути вытекает, 
что работа таких сил на замкнутом пути равна нулю. Чтобы дока­
зать это, разобьем произвольный замкнутый путь на две части: 
путь / ,  по которому частица переходит из точки 1 в точку 2, и путь 
II ,  по которому тело переходит из точки 2 в точку 1, причем точки
1 и 2 выберем произвольно (рис. 21.2). Работа на всем замкнутом 
пути равна сумме работ, совершаемых на каждом из участков:

А =  (А 1г\  +  ( А 2 i)ir. (21.1)

Легко сообразить, что работы (Л2i)n и (Л^),, отличаются только 
знаком. Действительно, изменение направления движения на об­
ратное приводит к замене ds на —ds, вследствие чего значение ин­

теграла J F ds изменяет знак на обратный. Таким образом, равен­
ство (2 1 . 1) можно записать в виде

А =  (Л12)| ( Л12)л,

и, поскольку работа не зависит от пути, т. е. (Л12)1= (Л 12)11, мы при­
ходим к выводу, что А = 0 .

Из равенства нулю работы на замкнутом пути легко получить, 
что работа Л12 не зависит от пути. Это можно сделать, обратив ход 
проведенных выше рассуждений.

Таким образом, консервативные силы можно определить двумя 
способами:

1) как силы, работа которых не зависит от пути, по которому 
частица переходит из одного положения в другое;

2) как силы, работа которых на любом замкнутом пути равна 
нулю.

Докажем, что сила тяжести является консервативной. Эта сила 
в любой точке имеет одинаковую величину и одинаковое направле­
н и е— вниз по вертикали (рис. 21.3). Поэтому, независимо от 
того, по какому из путей (например, I  или / / ;  см. рисунок) движет-



ся частица, работа А 12 согласно (20.8) определяется выражением 
А 12 =  mgsi2 =  m g  (Si2)np. g.

Из рис. 21.3 вндно, что проекция вектора Si2 на направление g 
равна разности высот —h 2. Следовательно, выражение для работы 
можно написать в виде

Ai2=mg{hi—h2). (2 1 .2 )
Последнее выражение, очевидно, не зависит от пути; отсюда следует, 
что сила тяжести консервативна.

Легко сообразить, что такой же результат получается для вся­
кого стационарного однородного поля.
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Силы, действующие на частицу в центральном поле, также кон­
сервативны. Согласно формуле (20.7) элементарная работа на пути 
ds (рис. 21.4) равна

dA =  F ( r ) d s F.

Но проекция ds на направление силы в данном месте, т. е. на направ­
ление радиуса-вектора г, равна dr  — приращенню расстояния час­
тицы от силового центра О: dsF= d r .  Поэтому d A = F ( r ) d r ,  а работа 
на всем пути

г I
A 12= \ F ( r ) d r .  (21.3)

гI
Последнее выражение зависит только от вида функции F(r)  и от 
значений г х и г 2. От вида траектории оно никак не зависит, откуда 
следует, что силы консервативны.

Чтобы у читателя не возникло ошибочное представление, будто 
любая сила, зависящая только от координат точки, является кон­
сервативной, рассмотрим следующий пример. Пусть компоненты 
силы определяются формулами

Рх =  ау, Fy =  — ах, F2 =  0 . (2 1 .4 )
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Эта сила имеет модуль, равный F = a r ,  и направлена по касательной 
к окружности радиуса г  (рис. 21.5). Действительно, как следует из 
рисунка, для силы такой величины и направления

Fx =  ar  cos ^ — a  j  =  ar  sin а  =  аг у  =  ау,

Ғ у =  ar  cos (я — а) ^  — ar cos а  =  — аг у  — — а х <

что совпадает со значениями (21.4). Возьмем замкнутый путь в виде 
окружности радиуса г  с центром в начале координат. Работа силы 
на этом пути, очевидно, равна F - 2 л г = а г - 2 п г = 2 п а г 2, т. е. отлична 
от нуля. Следовательно, сила неконсервативна.

Типичными неконсервативными силами являются силы треиия.
Так как сила трения F и скорость частицы v 
имеют противоположные направления *), ра­
бота силы трения на каждом участке пути 
отрицательна:

dA =  F d s = F v  d t = — Fv d t = —F ds< .0. 
Поэтому будет отрицательной (т. е. отличной 
от нуля) и работа на любом замкнутом пути. 
Отсюда вытекает, что силы трения не кон­
сервативны.

Отметим, что поле консервативных сил яв­
ляется частным случаем потенциального си­
лового поля. Поле сил называется п о т е н ­
ц и а л ь н ы м ,  если его можно описать 
с помощью функции П (х, у,  z, t), градиент 
которой (см. следующий параграф, формулу

(22.6)) определяет силу в каждой точке поля: Ғ = ^ П  (ср. с. (22.7)). 
Функция П  называется п о т е н ц и а л ь н о й  ф у н к ц и е й  
или п о т е н ц и а л о м .  В случае, когда потенциал не зависит 
явно от времени, т. е. П —П(х ,  у,  г), потенциальное поле оказывает­
ся стационарным, а его силы — консервативными. В этом случае

П( х,  у,  z) = — U (х, у,  г),

где U (х, у,  г) — потенциальная энергия частицы (см. следующий 
параграф).

Для нестационарного силового поля, описываемого потенциа­
лом Л  (х, у,  z, t), отождествлять потенциальные и консервативные 
силы нельзя.

х) З д есь  и м еется  в в и д у  с л у ч а й  т р е н и я  м е ж д у  д в и ж у щ и м с я  те л о м  и  н е п о д в и ж ­
н ы м и  (о т н о с и т е л ь н о  си сте м ы  отсче та ) те л а м и . В  н е к о т о р ы х  с л у ч а я х  р а б о та  с и л ы  
т р е н и я  м о ж е т  о к а з а т ь с я  п о л о ж и т е л ь н о й . Э то  б ы в ае т , н а п р и м е р , к о г д а  с и л а  т р е н и я  
о б у с л о в л е н а  в за и м о д е й с тви е м  д а н н о го  те л а  с  д р у г и м , д в и ж у щ и м с я  в то м  ж е  н а ­
п р а в л е н и и , н о  с  б о л ь ш е й  с к о р о с т ь ю .
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§ 22. Потенциальная энергия во внешнем поле сил

В случае, когда работа сил поля не зависит от пути, а зависит 
лишь от начального и конечного положений частицы, каждой точке 
поля можно сопоставить значение некоторой функции U (х , у, г) 
такой, что разность значений этой функции в точках 1 и 2  будет 
определять работу сил при переходе частицы из первой точки во 
вторую:

А ^ = У х- и г. (2 2 . 1 )
Это сопоставление можно осуществить следующим образом. Н е­

которой исходной точке О припишем произвольное значение функ­
ции, равное £/0. Любой другой точке Р  припишем значение

U ( P )  =  U 0 +  A po, (22.2)

где А Р0 —  работа, совершаемая над частицей консервативными си­
лами при перемещении частицы из точки Р  в точку О. Поскольку 
работа не зависит от пути, определенное таким способом значение 
U (Р) будет однозначным. Отметим, что функция U (Р ) имеет раз­
мерность работы (или энергии).

В соответствии с (22.2) значения функции в точках 1 и 2 равны

Ui =  Ua “Ь ^ Ю '  ^ 2  =  £/о + С о ­

образуем разность этих значений и примем во внимание, что Л 20=  
=  —А ог (см- предыдущий параграф). В результате получим

U1 А\о  ^го =  А 10-\- А 02.

Сумма А 10+ А 0г дает работу, совершаемую силами поля при пере­
мещении частицы из точки 1 в точку 2 по траектории, проходящей 
через точку О. Однако работа, совершаемая над частицей при ее 
перемещении из точки 1 в точку 2 по любой другой траектории (в 
том числе и не проходящей через точку 0 ), будет такой же самой. 
Поэтому сумму А]0+ А 0 2 м о ж н о  написать просто в виде А 12. В итоге 
получится соотношение (22 . 1).

Таким образом, с помощью функции U  можно определять рабо­
ту, совершаемую над частицей консервативными силами на любом 
пути, начинающемся в произвольной точке 1 и заканчивающемся в 
произвольной точке 2.

Пусть на частицу действуют только консервативные силы. Тогда 
работа, совершаемая над частицей на пути 1—2 , может быть пред­
ставлена в виде (22.1). Согласно формуле (19.11) эта работа идет на 
приращение кинетической энергии частицы. Таким образом, мы 
приходим к равенству

Т г - Т ^ и . - и . , ,

т ,+ и я= п + и ь
и з  к о т о р о г о  с л е д у е т ,  что
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Полученный результат означает, что величина

E = T + U  (22.3)

для частицы, находящейся в поле консервативных сил, остается 
постоянной, т. е. является ннтегралом движения.

Из (22.3) следует, что U  входит слагаемым в интеграл движения, 
имеющий размерность энергии. В связи с этим функцию U  (х , у,  г) 
называют п о т е н ц и а л ь н о й  э н е р г и е й  частицы во внеш­
нем поле сил. Величину Е,  равную сумме кинетической и потенци­
альной энергий, называют п о л н о й  м е х а н и ч е с к о й
э н е р г и е й частицы.

В соответствии с (22.1) работа, совершаемая над частицей кон­
сервативными силами, равна убыли потенциальной энергии части­
цы. Иначе можно сказать, что работа совершается за счет запаса 
потенциальной энергии.

Из (22.2) вытекает, что потенциальная энергия оказывается оп­
ределенной с точностью до некоторой неизвестной аддитивной 
постоянной U 0. Однако это обстоятельство не имеет никакого зна­
чения, так как во все физические соотношения входит либо разность 
значений U  в двух положениях тела, либо производная функции U  
по координатам. Практически условливаются считать потенциаль­
ную энергию тела в каком-то положении равной нулю, а энергию 
в других положениях брать по отношению к этой энергии.

Зная вид функции U (х, у,  г), можно найти силу, действующую на 
частицу в каждой точке поля. Рассмотрим перемещение частицы 
параллельно оси х  на dx. Такое перемещение сопровождается со­
вершением над частицей работы, равной dA =  F d s = F x dx  (компо­
ненты перемещения d y  и dz  равны нулю). Согласно (22.1) та же ра­
бота может быть представлена как убыль потенциальной энергии: 
d A = —dU .  Приравняв оба выражения для работы, получим, что

F x d x = —dU.

Отсюда

Fx =  — (у — const, z  — const).

Выражение, стоящее справа, представляет собой производную функ­
ции U (х, у ,  г), вычисленную в предположении, что переменные у  и г  
остаются неизменными, а изменяется лишь переменная х. Подобные 
производные называются частными и обозначаются, в отличие от
производных функций одной переменной, символом Следова­
тельно, компонента силы по оси х  равна взятой с обратным знаком 
частной производной потенциальной энергии по переменной
X' Fx =  — Для компонент силы по осям у  и z получаются ана-
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логичные выражения. Таким образом,

п,! F — — —  F —  — —
' У~ ду ' г~  дг '

Зная компоненты, можно найти вектор силы:

(22.4)

Вектор с компонентами ду!дх, дц>!ду, дфIdz, где ф — скалярная 
функция координат х, у,  z, называется г р а д и е н т о м  функции 
Ф и обозначается символом

(V называется о п е р а т о р о м  н а б л  а, Тф читается: «градиент 
фи»). Из определения градиента следует, что

Сравнение (22.5) с (22.6) показывает, что консервативная сила 
равна градиенту потенциальной энергии, взятому с обратным зна­
ком:

Пусть частица, на которую действует сила (22.7), перемещается 
на отрезок ds, имеющий компоненты dx, dy,  dz.  При этом сила совер­
шает работу

Приняв во внимание, что d A = —dU,  получил! для приращения функ­
ции U следующее выражение:

Выражение вида (22.8) называется полным дифференциалом соот­
ветствующей функции.

Понятие полного дифференциала играет в физике большую роль. 
Поэтому уделим ему несколько строк. П о л н ы м  д и ф ф е р е н ­
ц и а л о м  однозначной функции f (x ,  у,  г) называется приращение, 
которое получает эта функция при переходе от точки с координатами 
х, у,  z  в соседнюю точку с координатами x-\-dx, y + d y ,  z + d z .  По оп­
ределению это приращение равно

df(x,  у ,  z ) = f ( x + d x ,  y + d y ,  z + d z ) —f(x ,  у ,  z)

н, следовательно, определяется лишь значениями функции в на­
чальной и конечной точках. Поэтому оно не может зависеть от пути, 
по которому происходит переход. Возьмем в качестве такого пути

grad ф либо Уф

(2 2 .6 )

F= —\U . (22.7)

dA  =  F ds =  -  ? U d s  =  -  ( ^ d x  +  d y  +  ^ d z 4) .

(2 2 .8 )
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ломаную линию, состоящую из отрезков dx, dy  тл dz  (рис. 22.1). На 
отрезке dx  функция f (x ,  у,  г) ведет себя как функция одной лишь 
переменной х  и получает приращение (df/dx)dx. Аналогично на от­
резках dy  и dz  функция получает приращения (df/dy)dy и (df/dz)dz.

Таким образом, полное приращение функции при переходе из на­
чальной точки в конечную равно

d f { x , y , z )  =  ^ d x + ^ d y  +  ̂ d z .  (22.9)

Мы пришли к выражению для полного дифференциала (ср. с (22.8)). 
Не всякое выражение вида

Р ( х ,  у ,  z ) d x + Q ( x ,  у ,  z ) d y + R ( x ,  у ,  z )d z

представляет собой полный дифференциал некоторой функции 
Цх, у,  г). В частности, выражение для работы, совершаемой силой
(21.4),

dA = а у  dx—ах dy  (22.10)

не является полным дифференциалом — не существует такой функ­
ции U, для которой —dU/dx=ay, а —д1Лду=—ах (см. (21.4)). Со­
ответственно не существует функции U,  убыль которой определяла 
бы работу (2 2 .10).

Из сказанного вытекает, что консервативными могут быть толь­
ко силы, удовлетворяющие условию (22.7), т. е. такие силы, компо­
ненты которых по координатным осям равны взятым с обратным 
знаком частным производным некоторой функции U(x,  у ,  г) по соот­
ветствующим координатам. Эта функция представляет собой по­
тенциальную энергию частицы.

Конкретный вид функции U (х, у,  г) зависит от характера сило­
вого поля. Найдем в качестве примера потенциальную энергию 
частицы в поле сил тяжести. Согласно (2 1 .2) работа, совершаемая 
над частицей силами этого поля, равна

A\i= mg(hi—hz).
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С другой стороны, согласно (22.1)
A \i= U\—U 2 .

Сравнив оба выражения для работы, придем к заключению, что по­
тенциальная энергия частицы в поле сил тяжести определяется вы­
ражением

U = m g h ,  (2 2 .1 1 )
где h отсчитывается от произвольного уровня.

Начало отсчета потенциальной энергии можно выбирать произ­
вольно. Поэтому U  может иметь отрицательные значения. Если, 
например, принять за нуль потенциальную энергию частицы, нахо­
дящейся на поверхности Земли, то потенциальная энергия частицы, 
лежащей на дне ямы глубины будет равна U = —mgh'  (рис. 22.2). 
Отметим, что кинетическая энергия не может быть отрицательной.

Пусть на частицу, кроме консервативных сил, действует также 
неконсервативная сила F*. Тогда при переходе частицы из точки 1 
в точку 2 над ней будет совершаться работа

2 2

Л12 =  J F ds J F* ds =  А КОнСерВ +  A{it 
1 1

где А *г— работа неконсервативной силы. Работу консервативных 
сил Л копсерв можно представить как U i— U 2■ В результате получим, 
что

А12 — Ui — U 2 +  Л12.
Суммарная работа всех приложенных к частице сил идет на прира­
щение кинетической энергии частицы (см. (19.11)). Следовательно,

T ^ - T ^ U . - U z  +  AU,
откуда, приняв во внимание, что T + U = E ,  получаем

Е 2 - Е ^ А \ 2. (2 2 . 1 2 )
Полученный результат означает, что работа неконсервативных сил 
затрачивается на приращение полной механической энергии час­
тицы.

В случае, если в конечном и начальном положениях кинетическая 
энергия частицы одинакова (в частности, равна нулю), работа не­
консервативных сил идет на приращение потенциальной энергии 
частицы:

A U = U t - U i  ( T t =  T t). (22.13)

Это соотношение бывает полезно при нахождении разности значений 
потенциальной энергии.

Рассмотрим систему, состоящую из N  невзаимодействующих ме­
жду собой частиц, находящихся в поле консервативных сил. Каж­
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дая из частиц обладает кинетической энергией T i = 4 2miV\ (i — но­
мер частицы) и потенциальной энергией £ ),=  £/,(*,■, y t , z t). Рассмат­
ривая i-ю частицу независимо от других частиц, можно получить, 
что

E i = T i + U i = const,-.

Просуммировав это равенство по всем частицам, придем к соотно­
шению

N N N
Е =  2 £ , . =  2 г , . +  2  t / ,  =  const. (22.14)i=l i = 1 i'=l

Из этого соотношения следует аддитивность полной механической 
энергии для рассматриваемой системы.

Согласно (22.14) полная механическая энергия системы невзаимо­
действующих частиц, на которые действуют только консерватив­
ные силы, остается постоянной. Это утверждение выражает закон 
сохранения энергии для указанной механической системы.

Если, кроме консервативных сил, на частицы действуют некон­
сервативные силы Fi ,  полная энергня системы не остается посто­
янной, причем

2  M «)i. (22.15)i= 1

где ( А *2)г — работа, совершаемая неконсервативной силой, прило­
женной к i-n частице, при перемещении этой частицы из ее началь­
ного положения в конечное.

В конце предыдущего параграфа мы установили, что работа сил 
трения всегда отрицательна. Поэтому при наличии в системе сил 
трения полная механическая энергия системы уменьшается (рас­
сеивается), переходя в немеханическне формы энергии (например, 
во внутреннюю энергию тел, или, как нринято говорить, в тепло), 
Такой процесс называется д и с с и п а ц и е й  энергии (латинское 
слово «диссипация» означает рассеяние). Силы, приводящие к дис­
сипации энергии, называются д и с с и п а т и в н ы м и .  Таким 
образом, силы трения являются диссипативными. В общем случае 
диссипативными называются силы, всегда направленные противо­
положно скоростям частиц и, следовательно, вызывающие их тор­
можение.

Отметим, что неконсервативные силы не обязательно являются 
диссипативными.

§ 23. Потенциальная энергия взаимодействия

Д о сих пор мы рассматривали системы невзаимодействующих 
частиц. Теперь перейдем к рассмотрению системы из двух взаимо­
действующих друг с другом частиц. Обозначим силу, с которой вто­
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рая частица действует на первую, символом F12, а силу, с которой 
первая частица действует на вторую,— символом F2i. В соответст­
вии с третьим законом Ньютона F12= — Ғ21.

Введем вектор Ri2= r 2—г,, где ^  и г2 — радиусы-векторьг 
частиц (рис. 23.1). Расстояние между частицами равно модулю 
этого вектора. Допустим, что силы Fi2 и F21 имеют величину, зави­
сящую только от расстояния Ru  между частицами, и направлены

d$i2
т, FI2

P l l C .

вдоль соединяющей частицы прямой. Это, как мы знаем, справед­
ливо для сил гравитационного и кулоновского взаимодействий (см. 
формулы (11.2) и (13.1)).

При сделанных допущениях силы F12 и F2J можно представить 
в виде

F f o  =  /  (R12) e i 2> Ғ г ! ”  / ( ^ ? i a ) e i 2> ( 2 o . l )

где e i2 — орт вектора Rt2 (рис. 23.2), a f ( R i2) — некоторая функция 
Ri«, положительная в случае взаимного притяжения частиц и отри­
цательная в случае их отталкивания друг от друга.

Считая систему замкнутой (внешних сил нет), напишем уравне­
ния движения обеих частиц:

tfZiVi= F,-„ m2v 2= F 2i.

Умножим первое уравнение на dt,  второе — на dr2= v 2 dt
и сложим их вместе *). В результате получится соотношение

dt  +  m2v2v2 d/ =  F 12 dr* + F 2i dr2. (23.2)

Левая часть этого соотношения представляет собой приращение 
кинетической энергии системы за время dt  (см. (19.3)), правая 
часть — работу внутренних сил за то ж е время.

С учетом выражений (23.1) правую часть формулы (23.2) можно 
преобразовать следующим образом:
^^внутр =  Fi2 dri -J- F21 dr2 =  f  {Rii) Cj2 dr  1 f  ( R i2) ej2 dr2 —

=  f  (R 1 2 ) e 12 d  (r2 Tj) =  f  { R n )  e12 dR12. (23.3)

Из рис. 23.2 видно, что скалярное произведение e i2dR i2 равно

J) В  д а н н о м  с л у ч а е  ц е л е с о о б р а зн о  о б о з н а ч и т ь  пе р е м е щ е н и е  ч а с т и ц ы  че р е з  
dr вм есто  ds.

Fzi

r2- r tl

23.1.

c /2

Р и с . 2 3 .2 .
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d R 12 — приращению расстояния между частицами. Таким образом, 
d A B„ ^ - f ( R l2) d R 12. (23.4)

Выражение f ( R i 2) d R 12 можно рассматривать как приращение неко­
торой функции от R i2. Обозначив эту функцию через U ( R 12), при­
дем к равенству

f { R 12) d R 12 =  d U ( R 12). (23.5)

Следовательно,
d A bVrn =  - d U .  (23.6)

С учетом всего сказанного выражение (23.2) можно представить 
в виде d T = —d U  или

d E = d ( T + U ) = 0 ,  (23.7)

откуда следует, что величина E = T + U  для рассматриваемой зам­
кнутой системы сохраняется. Функция U ( R i 2) представляет собой 
п о т е н ц и а л ь н у ю  э н е р г и ю  в з а и м о д е й с т в и я .  
Она зависит от расстояния между частицами.

Пусть частицы переместились из положений, в которых расстоя­
ние между ними было равно R[%\ в новые положения, в которых 
расстояние между ними стало равным R ^ .  В соответствии с (23.6) 
внутренние силы совершают при этом над частицами работу

ь
внутр =  — \ d U  =  U ( R W ) - U ( R % ) .  (23.8)

а
Из (23.8) вытекает, что работа сил (23.1) не зависит от путей, по 
которым перемещались частицы, и определяется лишь начальным
II конечным расстояниями между частицами (начальной и конечной 
конфигурациями системы). Таким образом, силы взаимодействия 
вида (23.1) являются консервативными.

Если движутся обе частицы, полная энергия системы равна

E = ^ f  +  ^ + U B A R » ) -  (23.9)

Предположим, что частица 1 закреплена в некоторой точке, которую 
мы примем за начало координат (^ = 0 ). В результате эта частица ут­
ратит возможность двигаться, так что кинетическая энергия будет 
состоять лишь из одного слагаемого 1/ 2/п2у|. Потенциальная энер­
гия в этом случае будет функцией только г 2. Поэтому выражение
(23.9) примет вид

Е  =  т ф + и вз( г2). (23.10)

Если рассматривать систему, состоящую из одной только частицы 
2, то функция U B3(r.2) будет играть роль потенциальной энергии



частицы 2 в поле сил, создаваемых частицей 1. Хотя по существу 
эта функция является потенциальной энергией взаимодействия час­
тиц /  и 2. Вообще потенциальная энергия во внешнем поле сил по 
существу является энергией взаимодействия между телами системы 
и телами, создающими внешнее по отношению к системе силовое 
поле.

Обратимся снова к системе из двух взаимодействующих свобод­
ных («незакрепленных») частиц. Если на первую частицу, кроме 
внутренней силы, действует внешняя сила FJ, а на вторую части­
цу — сила F2, то в правой части соотношения (23.2) появятся сла­
гаемые Fj d t i  и Fa dr 2 , которые в сумме дадут работу внешних сил 
d A внеши- Соответственно формула (23.7) примет вид

d { T + U „ ) ~ d A Bmiue. (23.11)
В случае, когда суммарная кинетическая энергия частиц остает­

ся постоянной (например, равной нулю), соотношение (23.11) 
выглядит следующим образом:

d U „  =  d A Mtata ( d T =  0). (23.12)

Проинтегрировав это соотношение от конфигурации а до конфигу­
рации Ь, получим, что

£ / в з ( ^ ) - ^ в з д а )  =  /1а6в„ешя (Г6= Г а) (23.13)

(ср. с формулой (22.13)).
Распространим полученные результаты на систему из трех вза­

имодействующих частиц. В этом случае работа внутренних сил 
равна

^внутр— (F12+  Fia) ^ - ( - ( F 21+ F 23) dr2 +  (F 31 4* ғэг) £?ГЭ. (23.14) 

Учтя, что Ғ,-А= — Ffti-, придадим выражению (23.14) вид
^^внутр=  Fj2d (г, Г;) Ғ1Э d  (г, гг) F23d(r3 г2) =

=  F12 dRi2 Fis d R 13 — F23 dR23, (23.15)
где R,.*=r*—г;.

Предположим, что внутренние силы могут быть представлены 
в виде F,*=/,*(/? ,*)е,* (ср. с (23.1)). Тогда

^•^внутр =  / и  ( ^ 12) е12 ^ ^ 12  / l3  (^?1з) е13 d R  13 Д>3 (^?2з) е 23 ^ R j3 '

Каждое из произведений eikd Rlft равно приращению расстояния 
между соответствующими частицами d R ik. Поэтому

^^внутр=  /1 2  (Rn) dRiz / 1 3  (/?!,) dRu f23 {R23) dRi3 —
=  - d [ U  12 (R lt) +  U l3 ( R 13) +  U23 ( R M) 1 =  - d U B3.

(23.16)
Здесь
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U B3 =  и  12 ( t f : , )  +  U u  (R i 3) +  U i3 (R*э) ( 2 3 .1 7 )
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— п о т е н ц и а л ь н а я  э н е р г и я  в з а и м о д е й с т в и я  
с и с т е м ы .  Она слагается из энергий взаимодействия частиц, взя­
тых попарно.

Приравняв dT сумме работ d /lBnyTp= — dUB3 и йЛ„нешн, при­
дем к соотношению (23.11), в котором под UB3 следует понимать вы­
ражение (23.17).

Полученный результат легко обобщается на систему с любым 
числом частиц. Для системы из N взаимодействующих частиц 
потенциальная энергия взаимодействия слагается из энергий вза­
имодействия частиц, взятых попарно:
и  за =  u i2 (Rit) +  U i3 ( R i3) +  . . . + u w  (R1N) +

+  ^ 2з (^ 2з) +  • ■ • +  ^ 2Дг(Я2лг)+ • • •
(23.18)

Эту сумму можно написать следующим образом:

^ в э =  2  U ik( R ik) (23.19)
(I <*)

(обратите внимание на то, что в выражении (23.18) у каждого сла­
гаемого первый индекс имеет значение меньшее, чем второй). В свя­
зи с тем, что U;it(Rik) — Uki(Riti)< энергию взаимодействия можно 
представить также в виде

£У-з =  т £  U M k ) -  (23.20)
(• ф *>

В суммах (23.19) и (23.20) индексы i и k пробегают значения от 1 
до N,  согласующиеся с условием (i < k ) или (i=£k).

Пусть система состоит из четырех частиц, причем взаимодейст­
вуют лишь первая частица со второй и третья с четвертой. Тогда 
полная энергия системы будет равна
Е =iT'i-\-T2-\-T3-\-T 4 +  t/1 2 +  3i =

=  (Ti +  Тг +  U lt) +  (T3 +  Tt +  Uat) =  E' +  E \  (23.21)

Здесь E'  — полная энергия подсистемы, образованной частицами
1 я 2, Е" — полная энергия подсистемы, образованной частицами
3 и 4. По предположению взаимодействие между подсистемами от­
сутствует. Соотношение (23.21) доказывает аддитивность энергии 
(см. третий абзац § 18).

В заключение найдем вид функции UB3 в том случае, когда сила 
взаимодействия обратно пропорциональна квадрату расстояния 
между частицами:

№  .) =  £  (23-22)А12

(а — константа). Напомним, что в случае притяжения между час­
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тицами а > 0, а в случае отталкивания частиц друг от друга а < 0  
(см. текст, следующий за формулой (23.1)).

В соответствии с (23.5)

dU вз =  /  (/?t2) dRi 2 =  —y  dRu-
Al2

Интегрирование дает

^вз =  - - # -  +  const. (23.23)Al2

Как и потенциальная энергия во внешнем поле сил, потенциаль­
ная энергия взаимодействия определяется с точностью до произ­
вольной аддитивной постоянной. Обычно полагают, что при R 12= оо 
потенциальная энергия обращается в нуль (при таком расстоянии 
сила (23.22) обращается в нуль — взаимодействие между частицами 
исчезает). Тогда аддитивная константа в (23.23) становится равной 
нулю и выражение для потенциальной энергии взаимодействия при­
обретает вид

В соответствии с (23.13) для того, чтобы удалить частицы друг 
от друга от расстояния R 12 до бесконечно большого расстояния, 
не изменяя при этом их скоростей, требуется совершить работу

в̂нешн ^вэ с» ^вэ (Rlz) •
Подстановка соответствующих значений функции (23.24) приводит 
к выражению

в̂п=шн =  ° — (  R ^ ) = ~ R ^ '  (23.25)

В случае притяжения между частицами оС>0; соответственно 
для удаления частиц друг от друга требуется совершить положи­
тельную работу.

В случае отталкивания частиц друг от друга а < 0  и работа (23.25) 
оказывается отрицательной. Эту работу приходится совершать, что­
бы воспрепятствовать отталкивающимся частицам увеличить ско­
рость своего движения.

§ 24. Закон сохранения энергии

Сведем вместе результаты, полученные в предыдущих парагра­
фах. Рассмотрим систему, состоящую из N частиц с массами mlt 
m2, m N. Пусть частицы взаимодействуют друг с другом с силами 
Fik, модули которых зависят только от расстояния R ik между 
частицами. В предыдущем параграфе мы установили, что такие 
силы являются консервативными. Это означает, что работа, совер­



шаемая этими силами над частицами, определяется начальной и 
конечной конфигурациями системы. Предположим, что, кроме вну­
тренних сил, на i-ю частицу действует внешняя консервативная сила 
FI и внешняя неконсервативная сила FJ). Тогда уравнение движения 
i-й частицы будет иметь вид

2  Frt +  F, +  F*, ( i =  1, 2, . . . .  N).  (24.1) 
k  = 1
(кф1)

Умножив t-e уравнение на dsi = d r i = v idt и сложив вместе все N  
уравнений, получим:
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N N / N
2 m,v,dv£= :2  J 2  Fik

i =  1 t = 1 U = i

N N
dr, +  2  F ,d s ,+  2 F W S /. (24.2)£= 1 i= 1

Левая часть представляет собой приращение кинетической энергии 
системы:

N N
' £ m ix l d v l =  d ' £ 4 ~ i  =  dT  (24.3)
(=i 1 = 1  

(см. (19.3)). Из формул (23.14)—(23.19) следует, что первый член 
правой части равен убыли потенциальной энергии взаимодействия 
частиц:

2 ( 2  F it} d r , = - 2  F,fcdRrt =  - d 2  U ih( R ik) =  - d U B3.
i = l U = l  j (I <fr) («<*)

Чкфп )
(24.4)

Согласно (22.1) второй член в (24.2) равен убыли потенциальной 
энергии системы во внешнем поле консервативных сил:

2  F,ds t =  - d  2  =  (24.5)I = I 1 = 1

Наконец, последний член в (24.2) представляет собой работу некон­
сервативных внешних сил:

2  F\  ds, =  2  d A \  =  d/l *|1ешп. (24.6)
I = 1 £ = 1

Приняв во внимание формулы (24.3)—(24.6), представим соотноше­
ние (24.2) следующим образом:

d (Т - \ -U B3- \ -Uвнеш„) =  d 4̂впсшн" (24.7)
Величина

E =  T  +  U B3+ U m  (24.8)
есть полная механическая энергия системы. Если внешние некон-
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сервативные силы отсутствуют, правая часть формулы (24.7) будет 
равна нулю и, следовательно, полная энергия системы остается 
постоянной:

Е =  Т U V3 +  ц̂пешн =  const. (24.9)

Таким образом, мы пришли к выводу, что полная механическая энер­
гия системы тел, на которые действуют лишь консервативные силы, 
остается постоянной. В этом утверждении заключено существо од­
ного из основных законов механики — з а к о н а  с о х р а н е н и я  
м е х а н и ч е с к о й  э н е р г и и .

Для замкнутой системы, т. е. системы, на тела которой не дей­
ствуют никакие внешние силы, соотношение (24.9) имеет вид

Е == Т  +  U b3 =  const. (24.10)

В этом случае закон сохранения энергии формулируется следую­
щим образом: полная механическая энергия замкнутой системы 
тел, между которыми действуют только консервативные силы, 
остается постоянной.

Если в замкнутой системе, кроме консервативных, действуют 
также неконсервативные силы, например силы трения, то полная 
механическая энергия системы не сохраняется. Рассматривая не­
консервативные силы как внешние, можно в соответствии с (24.7) 
написать:

dE =  d ( T  +  U вз) =  o„cePB. (24.1 1)
Проинтегрировав это соотношение, получим:

Е% Ei  =  ^ 12неконсерв* (24.12)
Закон сохранения энергии для системы невзаимодействующих 

частиц был сформулирован в § 22 (см. текст, следующий за форму­
лой (22.14)).

§ 25. Энергия упругой деформации

Потенциальной энергией может обладать не только система взаи­
модействующих тел, но и отдельно взятое упруго деформированное 
тело (например, сжатая пружина, растянутый стержень и т. п.). 
В этом случае потенциальная энергия зависит от взаимного распо­
ложения отдельных частей тела (например, от расстояния между 
соседними витками пружины).

Согласно формуле (20.2) как для растяжения, так и для сжатия 
пружины на величину х необходимо затратить работу A = 4 2kx-. 
Эта работа идет на увеличение потенциальной энергии пружины. 
Следовательно, зависимость потенциальной энергии пружины от 
удлинения х  имеет вид

U =  (2 5  1)

4 И. В. Сялельов, т. 1
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где А: — коэффициент жесткости пружины (см. § 14). Формула (25.1) 
написана в предположении, что потенциальная энергия недеформи- 
рованной пружины равна нулю. На рис. 25.1 показан график за­
висимости U  от х.

При упругой продольной деформации стержня совершается рабо­
та, определяемая формулой (20.3). В соответствии с этим потен­

циальная энергия упруго деформированного 
стержня равна

и = Ц - V . (25.2)

Сх<0) (х>0)

Р и с . 2 5 .1 .

Здесь Е  — модуль Юнга, е — относительное 
удлинение, V — объем стержня.

Введем в рассмотрение плотность энергии 
упругой деформации и, которую определим 
как отношение энергии d U  к тому объему dV,  
в котором она заключена:

и =  § - .  (25.3)

Поскольку стержень предполагается однородным и деформация 
является равномерной, т. е. одинаковой в разных точках стержня, 
энергия (25.2) распределена в стержне также равномерно. Поэтому 
можно считать, что

U Ее® 

и ~~ V ~  2
(25.4)

Это выражение дает плотность энергии упругой деформации при 
растяжении (или сжатии) и в том случае, когда деформация неравно­
мерна. В последнем случае для нахождения плотности энергии в не­
которой точке стержня нужно подставлять в (25.4) значение е 
в данной точке.

Исходя из формул (14.8)—(14.10), нетрудно получить, что плот­
ность энергии упругой деформации при сдвиге равна

G v 2

где G — модуль сдвига, а у  — относительный сдвиг.

(25.5)

§ 26. Условия равновесия механической системы

Рассмотрим материальную точку, движение которой ограничено 
таким образом, что она имеет лишь одну степень свободы J). Это

* )  Ч и с л о м  с те п е н е й  св о б о д ы  м е х а н и ч е с ко й  с и с те м ы  н а з ы в а е тс я  к о л и ч е с т в о  
н е з а в и с и м ы х  в е л и ч и н , с  п о м о щ ь ю  к о т о р ы х  м о ж е т  б ы т ь  за д а н о  п о л о ж е н и е  с и с те м ы . 
П о д р о б н е е  о б  э т о м  б у д е т  с к а з а н о  в  § 9 7 .
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означает, что ее положение может быть определено с помощью 
одной величины, например координаты х. В качестве примера мож­
но привести шарик, скользящий без трения по укрепленной непод­
вижно, изогнутой в вертикальной плоскости проволоке (рис. 26.1, а).

(рис. 26.2, а). На шарик действует консервативная сила: в первом 
случае это сила тяжести, во втором — упругая сила деформирован­
ной пружины. Графики потенциальной энергии U(x)  показаны 
на рис. 26.1, б  и 26.2, б.

Поскольку шарики движутся по проволоке без трения, сила, 
с которой проволока действует на шарик, в обоих случаях перпен­
дикулярна к скорости шарика и, следовательно, работы над шари­
ком не совершает. Поэтому имеет место сохранение энергии:

Из (26.1) следует, что кинетическая энергия может возрастать 
только за счет уменьшения потенциальной энергии. Поэтому, если 
шарик находится в таком состоянии, что его скорость равна нулю, 
а потенциальная энергия имеет минимальное значение, то без воз­
действия извне он не сможет прийти в движение, т. е. будет нахо­
диться в равновесии.

Минимумам U соответствуют на графиках значения х,  равные 
х 0 (на рис. 26.2 х0 есть длина недефорыированной пружины). Усло­
вие минимума потенциальной энергии имеет вид

Другим примером может служить 
прикрепленный к концу пружины 
шарик, скользящий без трения 
по горизонтальной направляющей

ТТГОШ'ШШЙЯРО
а)

£ о  — X r

и и

7 и  2  О 3
з:

Р и с . 2 6 .1 . Рис. 26.2.

Е — Т  +  V  — const. (26.1)

(2 6 .2 )

4*
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F x= 0 (26.3)

(в случае, когда U является функцией только одной переменной, 
d U / d x = d U / d x ) .  Таким образом, положение, соответствующее ми­
нимуму потенциальной энергии, обладает тем свойством, что сила, 
действующая на тело, равна нулю.

В случае, изображенном на рис. 26.1, условия (26.2) и (26.3) 
выполняются также для х, равного х'0 (т. е. для максимума U). 
Определяемое этим значением х  положение шарика также будет 
равновесным. Однако это равновесие в отличие от равновесия при 
х = х 0 будет неустойчивым: достаточно слегка вывести шарик из 
этого положения, как возникает сила, которая будет удалять 
шарик от положения х'0. Силы, возникающие при смещении шарика 
из положения устойчивого равновесия (для которого х = х 0), на­
правлены так, что стремятся вернуть шарик в положение равно­
весия.

Зная вид функции, которой выражается потенциальная энер­
гия, можно сделать ряд заключений о характере движения частицы. 
Поясним это, воспользовавшись графиком, изображенным на 
рис. 26.1, б.  Если полная энергия имеет значение, указанное на 
рисунке, то частица может совершать движение либо в пределах 
от хх до х 2, либо в пределах от х 3 до бесконечности. В области x<Cxi 
и x 2< Z x < x 3 частица проникнуть не может, так как потенциальная 
энергия не может стать больше полной энергии (если бы это случи­
лось, то кинетическая энергия стала бы отрицательной). Таким 
образом, область х 2<.х<1х3 представляет собой п о т е н ц и а л ь ­
н ы й  б а р ь е р ,  через который частица не может проникнуть, 
имея данный запас полной энергии. Область Xi<Cx<Cx2 называется 
п о т е н ц и а л ь н о й  я м о й .

Если частица при своем движении не может удалиться на бес­
конечность, движение называется ф и н и т н ы м .  Если же ча­
стица может уходить сколь угодно далеко, движение называют 
н н ф и н и т н ы  м. Частица в потенциальной яме совершает финит­
ное движение. Финитным будет также движение частицы с отри­
цательной полной энергией в центральном поле сил притяжения 
(предполагается, что потенциальная энергия обращается в нуль на 
бесконечности).

§ 27. Закон сохранения импульса

В предыдущих параграфах был рассмотрен аддитивный интеграл 
движения, называемый энергией. Найдем еще одну аддитивную 
сохраняющуюся для замкнутой системы величину. С этой целью 
рассмотрим систему N  взаимодействующих частиц. Пусть, кроме

В с о о т в е т с т в и и  с  (22 .4)  у с л о в и е  (26 .2)  р а в н о з н а ч н о  т о м у ,  что
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внутренних сил Fik, на i-ю частицу действуют внешние силы, ре­
зультирующая которых равна F,-. Напишем уравнение (9.1) для 
всех N  частиц:

N
Pi =  Ғ 12 +  Ғ 1Э +  . . .  -f- Ғ 1А +  . . .  +  Ғ i jy +  F j =  2  F , * + F ifк = 2 

N
Р2 = Ғ21 +  Ғ2з + - - - + Ғ 2£ + . . .  +  Ғ2Лг + Ғ 2 =  2  Ғ2й +  Ғг,

k  =  1 
(* ф 2 )

N
Pj =  Ғ/1 +  F|2 +  • • • +  Ғ ; А +  . . . +  Ғ /JV+  Ғ i =  2  +  Ғ | »k = 1 

(fr Ф о

N-\
Pn  — FjVi “Ь Ғдгг ~Ь • • • ”Ь Fjvii +  • • • Ч" Ғ ^ , дг- i  +  Ғдг =  2  Fjvt +  Fjv-k — 1

Сложим вместе эти N  уравнений. Вследствие того, что Fl 2+ F 2i= 0  
и т. д., справа останутся только внешние силы. Таким образом, 
мы приходим к соотношению

4т (Pi +  Р2 +  • ■ • +  Рл') =  F i +  F 2 +  • • • +  Ғдг) =  2  Ғ / • (27 .1) ш i=i
Сумма импульсов частиц, образующих механическую систему, 

называется и м п у л ь с о м  с и с т е м ы .  Обозначив этот импульс 
символом р, получим, что

N N
Р =  2  Р, =  2  tn ,y t . (27.2)i=i t=i

Из (27.2) следует, что импульс является аддитивной величиной. 
Запишем соотношение (27.1) в виде

N
^ - Р  =  £ Ғ , - .  (27.3)

i = 1

Отсюда вытекает, что при отсутствии внешних сил d p / d t = 0 .  Следо­
вательно, для замкнутой системы р постоянен. Это утверждение 
составляет содержание з а к о н а  с о х р а н е н и я  и м п у л ь -  
с а, который формулируется следующим образом: импульс замкну­
той системы материальных точек остается постоянным.

Отметим, что импульс остается постоянным и для незамкнутой 
системы при условии, что внешние силы в сумме дают нуль (см.
(27.3)). В случае, когда сумма внешних сил не равна нулю, но про­
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екция этой суммы на некоторое направление есть нуль, сохраняется 
составляющая импульса в этом направлении. Действительно, спро­
ектировав все величины уравнения (27.3) на некоторое направление 
л-, получим, что

N
=  (27-4>

a l  i = l

откуда и вытекает высказанное нами утверждение. (Напомним, что 
(dp/dt)nvx= d p x/dt,  см. формулу (2.40).)

Ц е н т р о м  м а с с  (или ц е н т р о м  и н е р ц и и )  системы 
называется точка С, положение которой задается радиусом-векто­
ром гс , определяемым следующим образом:

пцт 1 +  т 2г2 +  . . .  +  тц ты  2  m'r ' 2  m,T/ /07ТС-------------------------------------------------------------- (fc  /  - v )
mi +  ma+..,+m iv 2dmi m

Здесь m,- — масса i-й частицы, гг — радиус-вектор, определяющий 
положение этой частицы, m  — масса системы.

Декартовы координаты центра масс равны проекциям гс на 
координатные оси:

2  т'х< 2  тм  2  m‘Zi / 0 7
Х с = гп ’ =  2с= /л ’ (27-6)

Отметим, что в однородном поле сил тяжести центр масс сов­
падает с центром тяжести системы.

Импульс системы частиц может быть представлен в виде произ­
ведения суммарной массы частиц на скорость центра масс системы:

р =  mvc. (27.7)

Скорость центра масс получается путем дифференцирования 
радиуса-вектора (27.5) по времени:

2  “ Л 2  m'v' Р\ г =  гг =  ^  - =  *=—— =  —

(см. (27.2)). Отсюда вытекает формула (27.7).
Для замкнутой системы p = m v c =const. Следовательно, центр 

масс замкнутой системы либо движется прямолинейно и равно­
мерно, либо остается неподвижным.

Система отсчета, в которой центр масс покоится, называется 
с и с т е м о й  ц е н т р а  м а с с  или ц-с и с т  е м о й. Эта сис­
тема, очевидно, инерциальна.

Система отсчета, связанная с измерительными приборами, на­
зывается л а б о р а т о р н о й  или л-системой.
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При соударении тел друг с другом они претерпевают деформа­
ции. При этом кинетическая энергия, которой обладали тела перед 
ударом, частично или полностью переходит в потенциальную 
энергию упругой деформации и в так называемую внутреннюю 
энергию тел. Увеличение внутренней энергии тел сопровождается 
повышением их температуры.

Существуют два предельных вида удара: абсолютно упругий и 
абсолютно неупругий. Абсолютно упругим называется такой удар, 
при котором механическая энергия тел не переходит в другие, не­
механические, виды энергии. При таком ударе кинетическая энер­
гия переходит полностью или частично в потенциальную энергию 
упругой деформации. Затем тела возвращаются к первоначальной 
форме, отталкивая друг друга. В итоге потенциальная энергия 
упругой деформации снова переходит в кинетическую энергию, 
и тела разлетаются со скоростями, величина и направление которых 
определяются двумя условиями — сохранением полной энергин 
и сохранением полного импульса системы тел.

Абсолютно неупругий удар характеризуется тем, что потен­
циальной энергии деформации не возникает; кинетическая энергия 
тел полностью или частично превращается во внутреннюю энергию; 
после удара столкнувшиеся тела либо движутся с одинаковой 
скоростью, либо покоятся. При абсолютно неупругом ударе выпол­
няется лишь закон сохранения импульса, закон же сохранения 
механической энергии не соблюдается: имеет место закон сохране­
ния суммарной энергии различных видов — механической и вну­
тренней.

Рассмотрим вначале абсолютно неупругий удар двух частиц 
(материальных точек), образующих замкнутую систему. Пусть 
массы частиц равны mi и т 2, а скорости до удара v10 и v 20. В силу 
закона сохранения суммарный импульс частиц после удара должен 
быть таким же, как и до удара:

^iVio +  m 2v M =  т{у  +  m2v =  (m± +  т г) v (28.1)

(v — одинаковая для обеих частиц скорость после удара). Из
(28.1) следует, что

V= miv1 0+ w*vIB . (28.2)т1 ~\~ т2
Для практических расчетов нужно спроектировать соотношение
(28.2) на соответствующим образом выбранные направления.

Теперь рассмотрим абсолютно упругий удар, причем ограни­
чимся случаем центрального удара двух однородных шаров. Удар 
называется центральным, если шары до удара движутся вдоль 
прямой, проходящей через их центры. При центральном ударе со­

§ 28. Соударение двух тел
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ударение может произойти, если: 1) шары движутся навстречу друг 
другу (рис. 28.1, а) и 2) один из шаров догоняет другой (рис. 28.1,6).

Будем предполагать, что шары образуют замкнутую систему 
или что внешние силы, приложенные к шарам, уравновешивают 
друг друга. Кроме того, будем считать, что вращение шаров отсут­
ствует.

Обозначим массы шаров m.i и т 2, скорости шаров до удара 
v10 и v 20 и, наконец, скорости после удара Vi и v 2. Напишем уравне­
ния сохранения энергии и импульса:

mjV?o , m2v|o _  trijyl m2v! /9 «
2 "г* 2  2  2 * ’

m1v10 +  m2v 20 =  m1v 1 +  m2v 2. (28.4) 
Учтя, что (а2—b2) =  (a— b)(a+b), приведем (28.3) к виду

ml (vl 0  — V!) (v10 +  vx) =  тг (v2 — v20) (v2 +  v20). (28.5) 

Соотношение (28.4) преобразуем следующим образом:
^ (v io —v i)= m 2(v2—v 20). (28.6)

Из соображений симметрии можно утверждать, что скорости
шаров после удара будут направ- 

т, тг лены вдоль той же прямой, вдоль
f ~ \  v ’o ~огчГ N которой двигались центры шаров

о] *- \ ~ ~ у  перед ударом. Следовательно, все
тг векторы в (28.5) и (28.6) коллине-

m' ? s —ч Угв арны. Для коллинеарных векторов
--------f— 4 * — £  а, Ь, с из ab = ac следует, что Ь=

= с .  Поэтому, сопоставив (28.5) и
(28.6), можно заключить, что

Р и с . 2 8 .1 .

v w + v ^ v i+ v s o .  (28.7)
Умножив (28.7) на т г и вычтя результат из (28.6), а затем умно­
жив (28.7) на /Их и сложив результат с (28.6), получим скорости 
шаров после удара:

у _ 2 m2v20 +  (mi—m2) vi0  2 w1v10+  (от2 —mx) v20 (28 8 )
* m1 +  ;n2 ’ 2 mx-\-nu • \ /

Для численных расчетов нужно спроектировать соотношения (28.8) 
на ось х, вдоль которой движутся шары (см. рис. 28.1).

Отметим, что скорости шаров после абсолютно упругого удара 
не могут быть одинаковыми. В самом деле, приравняв друг другу 
выражения (28.8) для vx и v 2 и произведя преобразования, получим:

Vio=V2o-
Следовательно, для того чтобы скорости шаров после удара ока­
зались одинаковыми, необходимо, чтобы онн были одинаковыми



§ 29. ЗАКОН СОХРАНЕНИЯ МОМЕНТА ИМПУЛЬСА 105

и до удара, но в этом случае соударение не может произойти. От­
сюда следует, что условие равенства скоростей шаров после удара 
несовместимо с законом сохранения энергии. Итак, при неупругом 
ударе механическая энергия не сохраняется — она частично пере­
ходит во внутреннюю энергию соударяющихся тел, что приводит 
к их нагреву.

Рассмотрим случай, когда массы соударяющихся шаров равны: 
т ^ Ш г .  Из (28.8) следует, что при это^ условии

Vi=V20, v 2= v 10,

т. е. шары при соударении обмениваются скоростями. В частности, 
если один из шаров одинаковой массы, например второй, до соуда­
рения покоится, то после удара он движется с такой же скоростью, 
какую имел первоначально первый шар, первый же шар после удара 
оказывается неподвижным.

С помощью формул (28.8) можно определить скорость шара после 
упругого удара о неподвижную или движущуюся стенку (которую 
можно рассматривать как шар бесконечно большой массы т 2 и 
бесконечно большого радиуса). Деля числитель и знаменатель 
выражений (28.8) на т 2 и пренебрегая членами, содержащими 
множитель mjrrio, получаем:

Vi = 2 v20—v10, v 2= v 20.

Как следует из полученного результата, скорость стенки остает­
ся неизменной. Скорость же шара, если стенка неподвижна (v2O= 0 ),  
меняет направление на противоположное; в случае движущейся 
стенки изменяется также величина скорости шара (возрастает на 
2у2о, если стенка движется навстречу шару, и убывает на 2у20, если 
стенка «уходит» от догоняющего ее шара).

§ 29. Закон сохранения момента импульса

Мы знаем уже две аддитивные сохраняющиеся величины: энер­
гию и импульс. Теперь найдем третью такую величину. Для этого 
рассмотрим систему, состоящую из двух взаимодействующих ча­
стиц, на которые действуют также внешние силы (рис. 29.1). Урав­
нения движения частиц имеют вид

^iV i =  F i2+ F „  m2va =  F 2i +  F 2.

уравнение векторно слева на р 
а второе — на радиус-вектор в

V1] =  [r1, ғ 12] +  [г1( F J,

t?l2 [l*2» ^2] == [ 2̂> F2l] +  [r2, FJ.

Умножим первое уравнение векторно слева на радиус-вектор пер­
вой частицы гь а второе — на радиус-вектор второй частицы г2:



Векторное произведение вида [rv] эквивалентно выражению 
-Jy-[rv]. Действительно, согласно формуле (2.55)

4 t  [rvl =  Н  +  М  =  [rv]. (29.2)

так как [r v ]= [w ]= 0 . Произведя такую замену в формулах (29.1) 
и учтя, что Ғ2i = —Fx2> придем к уравнениям:

Vi] =  [ri, Fi2] +  [ri, F J, 
d (29.3)

/я2-^ -[г2, v2] =  [г2, Fj2] —J— [га, FJ.

Масса есть постоянная скалярная величина. Поэтому ее можно 
внести под знак производной по времени и в векторное произве­
дение:

m w t TVl = i r t r’ mv]= ^ - [r> Р]-
Приняв это во внимание, сложим вместе уравнения (29.3). В резуль­
тате получим:

■Зг{[г» P i ] [г2* р2]}  = [(Г 1 — Г,), Ғ12] +  [Гх, F j - f [ r 2, FJ.

Векторы Гх—г2 и Fi2 коллинеарны; поэтому их векторное произ­
ведение равно нулю. Таким образом, мы приходим к соотношению

Pi] +  [r2, p j }  =  [rt, F J  +  [r2, F J. (29.4)

Если система замкнута, правая часть этого соотношения равна нулю
и, следовательно,

[гь P i]+ [r2, p2]=const.
Мы пришли к аддитивной сохраняющейся 
величине, которую называют м о м е н ­
т о м  и м п у л ь с а 1) относительно точки
О (см. рис. 29.1).

Для отдельно взятой частицы м о- 
м е н т о м  и м п у л ь с а  о т н о с и ­
т е л ь н о  т о ч к и  О называется псев­
довектор

М =[г, р ]=[г, т\ ]. (29.5)

Моментом импульса системы относительно 
точки О называется векторная сумма мо­

ментов импульсов частиц, входящих в систему:

Р,]- (29.6)

1 0 6  г л .  I I I .  З А К О Н Ы  С О Х Р А Н Е Н И Я

i
J) Устаревшее название этой величины— момент количества движения.
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Проекция вектора (29.5) на некоторую ось г  называется м о- 
м е н т о м  и м п у л ь с а  ч а с т и ц ы  о т н о с и т е л ь н о  этой 
о си .

м * =  [ гр]пРг- (29.7)
Аналогично м о м е н т о м  и м п у л ь с а  с и с т е м ы  о т н о ­
с и т е л ь н о  о с и  г  называется величина

—2  [Г/. Р/]прг- (29.8)

Из рис. 29.2 видно, что модуль вектора момента импульса ча­
стицы равен

М  =  rps'm a =  lp ,  (29.9)

где / = r s i n a  — длина перпендикуляра, опущенного из точки О 
на прямую, вдоль которой направлен импульс частицы. Эта длина

I

Рис. 29.2.

называется п л е ч о м  и м п у л ь с а  о т н о с и т е л ь н о  т о ­
ч к и  О. Рис. 29.2 выполнен в предположении, что точка О, относи­
тельно которой берется момент, и вектор р лежат в плоскости ри­
сунка. Вектор М перпендикулярен к плоскости рисунка и направ­
лен от нас.

Рассмотрим два характерных примера.
1. Пусть частица движется вдоль прямой, изображенной на 

рис. 29.2 пунктиром. В этом случае момент импульса частицы мо­
жет изменяться только по величине. Модуль момента равен

М =  то1, (29.10)

причем плечо I остается неизменным.
2. Частица массы т  движется по окружности радиуса R  

(рис. 29.3). Момент импульса частицы относительно центра окруж­
ности О равен по модулю

М  =  mvR. (29.11)

Вектор М перпендикулярен к плоскости окружности, причем на­
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правление движения частицы и вектор М образуют правовинтовую 
систему. Поскольку плечо, равное R, остается постоянным, момент 
импульса может изменяться только за счет изменения модуля 
скорости. При равномерном движении частицы по окружности 
момент импульса остается постоянным и по величине, и по направ­
лению.

Псевдовектор
N=[rF] (29.12)

называется м о м е н т о м  с и л ы  F о т н о с и т е л ь н о  т о ч ­
к и  О, из которой проводится радиус-вектор г точки приложения 
силы (рис. 29.4). Из рисунка видно, что модуль момента силы мож­
но представить в виде

N = r F  sin а = 1 Ғ ,  (29.13)

где l = r  sin а  — п л е ч о  с и л ы  о т н о с и т е л ь н о  т о ч ­
к и  О (т. е. длина перпендикуляра, опущенного из точки О на 
прямую, вдоль которой действует сила).

Проекция вектора N на некоторую ось г, проходящую через 
точку О, относительно которой определен N, называется м о м е н ­
т о м  с и л ы  о т н о с и т е л ь н о  этой оси:

ЛГг =  [гҒ]прг. (29.14)

Разложим вектор силы Ғ (рис. 29.5) на три взаимно перпендикуляр­
ные составляющие: Ғц — параллельную оси г, Ғд — перпендику­
лярную к оси г  и действующую вдоль прямой, проходящей через 
ось, и, наконец, Ft — перпендикулярную к плоскости, проходящей 
через ось и точку приложения силы (эта составляющая обозначена 
на рисунке кружком с крестиком). Если представить себе окруж­
ность радиуса R с центром на оси г, то составляющая Ғт будет 
направлена по касательной к этой окружности. Момент силы Ғ 
относительно точки О равен сумме моментов составляющих: N =
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=  N|, +  N fl+ N t . Векторы Nu и >1л перпендикулярны к оси г, по­
этому их проекции на ось z равны нулю. Момент NT имеет модуль, 
равный rFx, и образует с осью z угол а,  косинус которого равен 
R/r. Следовательно, момент составляющей Ғт относительно оси г  
имеет величину N xc o s a = R F x. Таким образом, момент силы F 
относительно оси г равен

N 2 =  RFx. (29.15)

Рис. 29.6.

До сих пор под Fx мы понимали модуль составляющей Ғт. Однако 
Ғх можно рассматривать как проекцию век­
тора Ғ на орт т, касательный к окружности 
радиуса R и направленный так, что движе­
ние по окружности в направлении т образует 
с направлением оси z правовинтовую систему.
При таком истолковании Fx формула (29.15) 
будет определять и знак N г.

Момент силы N характеризует способ­
ность силы вращать тело вокруг точки, от­
носительно которой он берется. Заметим, что 
в том случае, когда тело может вращаться от­
носительно точки О произвольным образом, 
под действием силы тело повернется вокруг
оси, перпендикулярной к плоскости, в которой лежат сила и точ­
ка О, т. е. вокруг оси, совпадающей с направлением момента силы 
относительно данной точки.

Момент силы относительно оси z характеризует способность 
силы вращать тело вокруг этой оси. Составляющие Ғ и и Ғд не 
могут вызвать вращения вокруг оси z. Такой поворот может быть 
вызван только составляющей Ғт, причем эта составляющая тем 
успешнее осуществит поворот, чем больше ее плечо R.

Две равные по величине противоположно направленные силы, 
не действующие вдоль одной прямой, называются п а р о й  с и л  
(рис. 29.6). Расстояние I между прямыми, вдоль которых действуют 
силы, называется п л е ч о м  п а р ы .  Суммарный момент обра­
зующих пару сил Ft и F2 равен

N = [rlt F J -Н г,, F J.

Учтя, что F j= — F2, можно написать:

N------[гж, F2]+ [r 2, F2] =  [(r2- r 1), F2] =  [r12, F2], (29.16)

где rJ2= r 2— — вектор, проведенный из точки приложения силы 
F1 в точку приложения силы F2. Выражение (29.16) не зависит от 
выбора точки О. Следовательно, момент пары сил относительно 
любой точки будет один и тот же. Вектор момента пары сил пер­
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пендикулярен к плоскости, в которой лежат силы (см. рис. 29.6), 
и численно равен произведению модуля любой из сил на плечо.

Силы взаимодействия между частицами действуют в противопо­
ложные стороны вдоль одной и той же прямой (рис. 29.7). Их мо­
менты относительно произвольной точки О равны по величине и 
противоположны по направлению. Поэтому моменты внутренних 
сил попарно уравновешивают друг друга, и сумма моментов всех 
внутренних сил для любой системы частиц, в частности для твер­
дого тела, всегда равна нулю:

2 NBHyTP =  0. (29.17)

В соответствии с определениями (29.6) и (29.12) уравнение (29.4) 
можно записать следующим образом:

4 M =  2NB„emH. (29.18)

I

О

Эта формула сходна с формулой (27.3). Из сравнения этих формул 
вытекает, что подобно тому, как производная 
по времени от импульса системы равна сумме 
внешних сил, производная по времени от мо­
мента импульса равна сумме моментов внеш­
них сил.

Из (29.18) вытекает, что при отсутствии 
внешних сил dtA/dt=0. Следовательно, для за­
мкнутой системы М постоянен. Это утверждение 
составляет содержание з а к о н а  с о х р а ­
н е н и я  м о м е н т а  и м п у л ь с а ,  кото­
рый формулируется следующим образом: мо­
мент импульса замкнутой системы матери­

альных точек остается постоянным.
Мы доказали соотношение (29.18) для системы из двух частиц. 

Однако его легко обобщить на случай любого числа частиц. Напи­
шем уравнения движения частиц:

Рис. 29.7.

т i v i — 5  F 1A +  F t,

т

mNvN — 2  Ғдгй -f- FN. 
k

Умножив каждое из уравнений на соответствующий радиус-вектор,



Pl] =  X [ r i> F t J +  [«■!. F i ] .
k

4 r i ri’ p/]=X[ri> F,-*]+[ri-> ғл»
k

~df\-TN< P*] =  Z [ r*. +  [Г№ Fд,].
k

Сложим вместе все N  уравнений:

7г2>,. = £ ь F«]+S[r,-. ғл-
i  i ,  k  i

( (  Ф  k )

Первая сумма в правой части представляет собой сумму моментов 
всех внутренних сил, которая, как мы показали, равна нулю (см. 
(29.17)). Вторая сумма справа есть сумма моментов внешних сил. 
Следовательно, мы пришли к формуле (29.18).

Отметим, что момент импульса остается постоянным и для не­
замкнутой системы при условии, что суммарный момент внешних 
сил равен нулю (см. (29.18)).

Спроектировав все величины, входящие в уравнение (29.18), 
на некоторое направление г, получим соотношение:

веешя, (29.19)

согласно которому производная по времени от момента импульса 
системы относительно оси z равна сумме моментов внешних сил 
относительно этой оси.

Из (29.19) следует, что в том случае, когда сумма моментов 
внешних сил относительно некоторой оси равна нулю, момент 
импульса системы относительно этой оси остается постоянным.

§ 30. Движение в центральном поле сил

Рассмотрим частицу, находящуюся в центральном поле сил. 
Напомним, что направление силы, действующей на частицу в лю­
бой точке такого поля, проходит через точку О — центр поля, 
а величина силы зависит только от расстояния до этого центра. 
Легко сообразить, что зависимость силы F от г имеет вид:

F =  / ( r ) e „  (30.1)

§ 30.  Д В И Ж Е Н И Е  В Ц Е Н Т Р А Л Ь Н О М  П О Л Е  С И Л  Щ

получим (см. (29.2)):

где ег — орт радиуса-вектора (рис. 30.1), a f ( r )  — проекция век-
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тора силы на направление радиуса-вектора, т. е. Fr. Для силы 
отталкивания функция f(r) положительна, для силы притяжения — 
отрицательна. Рис. 30.1 выполнен для случая отталкивания частицы 
от силового центра. Формула (30.1), разумеется, справедлива только 
в том случае, если начало координат (т. е. точка, из которой про­
водятся радиусы-векторы) помещено в центр поля.

Момент силы (30.1) относительно точки О, очевидно, равен 
нулю. Это следует из того, что плечо силы равно нулю. Отсюда 
в соответствии с (29.18) вытекает, что момент импульса частицы, 
движущейся в центральном поле, сил, остается постоянным. Век­
тор М=(гр] в каждый момент времени перпендикулярен к плоскос­
ти, образованной векторами г и р (рис. 30.2). Если М = const, эта 
плоскость будет фиксированной. Таким образом, при движении 
частицы в центральном поле сил ее радиус-вектор остается все время 
в одной плоскости. В этой же плоскости лежит все время вектор р. 
Следовательно, траектория частицы представляет собой плоскую 
кривую. Плоскость, в которой лежит траектория, проходит через 
центр поля (см. рис. 30.2).

На рис. 30.3 изображен участок траектории частицы (вектор М 
направлен на чертеж). За время dt радиус-вектор частицы описы­
вает заштрихованную площадь dS. Эта площадь равна половине 
площади параллелограмма, построенного на векторах г и v dt. 
Последняя в свою очередь равна модулю векторного произведения 
[г, V dt] (см. текст, следующий за формулой (2.28)). Таким образом, 
площадь заштрихованного треугольника равна

Рис. 30.1 Рис. 30.2.

dS =  ±  I [rv] \ d t ^ \  [гр] I dt =  М dt

(мы вынесли скалярный множитель dt за знак векторного произве­
дения). Разделив обе части полученного соотношения на dt, полу-
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Величина dS/dt, т. е. площадь, описываемая радиусом-векто­
ром частицы в единицу времени, называется с е к т о р и а л ь -  
н о й  с к о р о с т ь ю .  В центральном поле сил Af=const, следо­
вательно, и секториальная скорость частицы остается постоянной.

Найдем выражение момента импульса частицы в полярных ко­
ординатах г и ф (рис. 30.4). Согласно формулам (3.12)—(3.15) вектор 
скорости частицы можно представить в виде

V =  vr +  уф =  гег +  Гфеф. (30.3)

Подставив это выражение в формулу для М, получим:

М =  т [rv] =  т [rvf] +  т [гуф].

Векторы г и vr коллинеарны, поэтому первое слагаемое равно нулю. 
Следовательно,

М =  т [ г у ф] =  т [ г ,  гфеф] =  тгф [г, еф].

Векторное произведение [г, еф] равно гег, где ег — орт оси z (на 
рис. 30.4 этот орт направлен на нас). Таким образом,

М =  т г 2фег. (30.4)
Отсюда заключаем, что

М г =  тг2 ф, (30.5)

где M z — проекция момента импульса на ось г. Модуль момента 
импульса равен модулю выражения (30.5).

Теперь обратимся к энергии частицы. Центральные силы яв­
ляются консервативными (см. § 21). Согласно (22.1) работа консер­
вативной силы равна убыли потенциальной энергии частицы U. 
Поэтому для силы (30.1) имеет место соотношение d A = —dU, т. е.

dU =  — dA =  — f (r) t r dr =  — f  (r) dr.



Проинтегрировав это соотношение, получим, что

U =  — J /  (г) dr. (30.6)

Из (30.6) следует, что потенциальная энергия частицы, находящей­
ся в поле центральных сил, зависит только от расстояния до центра 
г .  U =  U ( г ) .

Особый интерес представляют силы, обратно пропорциональные 
квадрату расстояния от силового центра. Для них функция f(r) 
в формуле (30.1) имеет вид

/ ( ' )  =  £ ,  (30.7)

где а  — постоянная величина (сС>0 соответствует случаю отталки­
вания от центра, а < 0  — случаю притяжения к центру). К числу 
таких сил принадлежат гравитационные и кулоновские силы. 

Подстановка функции (30.7) в выражение (30.6) дает:

V — 2 - + С ,

где С — постоянная интегрирования. Обычно условливаются счи­
тать потенциальную энергию на бесконечности (т. е. при г= о о )  
равной нулю. При этом условии С = 0 , так что

(30.8)

Итак, полная механическая энергия частицы, движущейся 
в поле центральных сил, обратно пропорциональных квадрату рас­
стояния, рпределяется выражением

Е =  (30.9)

Заменив в соответствии с (30.3) квадрат скорости v суммой квадра­
тов скоростей \ г и уф, т. е. подставив вместо v2 выражение г?+г2ф2, 
получим, что

Е _  т'г2 1 т г ў  1 а  ̂ (30.10)

В центральном поле энергия и момент импульса частицы сохра­
няются. Следовательно, левые части формул (30.5) и (30.10) пред­
ставляют собой константы. Таким образом, мы приходим к системе 
двух дифференциальных уравнений:
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тг2 ф =  M Z — const,



§ 30. Д В И Ж Е Н И Е  В Ц Е Н Т Р А Л Ь Н О М  П О Л Е  С И Л 115

Проинтегрировав эти уравнения, можно найти г  и <р как функции 
от t, т. е. траекторию и характер движения частицы. Отметим, что 
в уравнения (30.11) входят первые производные по времени от г 
и ф. Поэтому их гораздо легче решить, чем уравнения, вытекающие 
из законов Ньютона, которые содержат вторые производные от ко­
ординат.

Решение системы (30.11) выходит за рамки данной книги. Мы 
ограничимся тем, что приведем конечный результат. Траектория 
частицы представляет собой коническое сечение, т. е. эллипс, либо 
параболу, либо гиперболу. Какая из этих кривых наблюдается 
в данном конкретном случае, зависит от знака константы а  и вели­
чины полной энергии частицы.

Рис. 30.5. Рис. 30.6.

В случае отталкивания (т. е. при а > 0 )  траекторией частицы 
может быть только гипербола (рис. 30.5). Если М г = 0, гипербола 
вырождается в прямую, продолжение которой проходит через 
силовой центр. Заметим, что при а > 0  полная энергия-(30.9) не 
может быть отрицательной.

В случае притяжения (т. е. при а < 0 )  полная энергия может 
быть как положительной, так и отрицательной; в частности, она мо­
жет оказаться равной нулю. При £>>0 траектория оказывается 
гиперболой (рис. 30.6). При Е = 0 траектория будет параболой. 
Этот случай осуществляется, если частица начинает свое движе­
ние из состояния покоя на бесконечности (см. (30.9)). Наконец, 
при E<z0 траекторией будет эллипс. При значениях энергии и мо­
мента импульса, удовлетворяющих условию Е = —т а212М2, эллипс 
вырождается в окружность.

Движение по эллипсу является финитным, движение по пара­
боле и гиперболе — инфинитным (см. § 26).
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Задачей двух тел называется задача о движении двух взаимо­
действующих частиц. Система, образованная частицами, предпо­
лагается замкнутой. В § 27 было выяснено, что центр масс замкну­

той системы либо покоится, ли- 
„ ,г бо движется прямолинейно и 

'щ * *%я равномерно. Будем решать за­
дачу в системе центра масс (в 
ц-системе), поместив начало ко- 

В) Jj--------- - > •-------------ординат в точку С. В этом слу­
чае гс=(т1г1+ т 2г2)/(т1 + т 2) = 
= 0, т. е.

n i iT ^ —т г г 2 (31.1) 

(рис. 31.1, а). Введем вектор

г=гг—rlt (31.2)

§ 31. Задача двух тел

В)

С
т , щ

С Т
тг

С
/77/

Рис. 31.1.

определяющий положение второй частицы относительно первой 
(рис. 3 1 .1 ,6 ). Решая совместно (31.1) и (31.2), легко найти, что

'  -  m’ г, г,- - 5 - г. (31.3)1 т !  +  т а г т 1- \ - т г

Подобно (23.1), можно написать, что F12= —Ғ21= /(л )е (., где 
f(r) — функция расстояния между частицами, положительная для 
сил притяжения (рис. 31.1, в) и отрицательная для сил отталкнва- 
ния. Напишем уравнения движения частиц:

т л  =  /  (г) е„  ЩТ2 =  — f ( r ) e r.

Разделим первое уравнение на т ь а второе — на т г и вычтем 
затем из второго уравнения первое. В результате получим:

Согласно (31.2) левая часть есть г Таким образом,

Ы г + i b V  ('>«,- <з1-4>
Уравнение (31.4) можно формально рассматривать как уравне­

ние движения воображаемой частицы в центральном поле сил. 
Положение частицы относительно центра сил определяется радиу­
сом-вектором г. Согласно (31.4) воображаемой частице нужно при­
писать массу р, определяемую условием

i 1 , 1 /Q1 ГЧ
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Отсюда

ц -- щт2 . (31.6)r  т 1+ т 2 v '

Величина (31.6) называется п р и в е д е н н о й  м а с с о й  ча­
стиц.

Таким образом, задача двух тел сводится к задаче о движении 
одной частицы в центральном поле сил. Найдя из (31.4) г как функ­
цию t, можно определить по формулам (31.3) г At) н г2(̂ ). Векторы 
г, и г2 откладываются из центра масс системы С. Поэтому, чтобы 
можно было воспользоваться формулами (31.3), радиус-вектор г 
воображаемой частицы нужно откладывать также из точки С (для 
реальных частиц вектор (31.2) проводится от первой частицы ко 
второй).

Из формул (31.3) и рис. 31.1 видно, что обе частицы движутся 
относительно центра масс по геометрически подобным траектори­
ям ’), причем прямая, соединяющая частицы, все время проходит 
через центр масс.

*) В случае, когда сила взаимодействия обратно пропорциональна квадрату 
расстояния между частицами, эти траектории представляют собой эллипсы, или 
параболы, или гиперболы (см. § 30).
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§ 32. Силы инерции

Законы Ньютона выполняются только в инерциальных систе­
мах отсчета. Относительно всех инерциальных систем данное тело 
движется с одинаковым ускорением w. Любая неинерциальная 
система отсчета движется относительно инерциальных систем с не­
которым ускорением, поэтому ускорение тела в неинерциальной 
системе отсчета w' будет отлично от w. Обозначим разность ускоре­
ний тела в инерциальной и неинерциальной системах символом а:

W—w '= a . (32.1)
Для поступательно движущейся неинерциальной системы а оди­
наково для всех точек пространства (а = const) и представляет собой 
ускорение неинерциальной системы отсчета. Для вращающейся 
неинерциальной системы а в разных точках пространства будет 
различным (а= а(г'), где г' — радиус-вектор, определяющий по­
ложение точки относительно неинерциальной системы отсчета).

Пусть результирующая всех сил, обусловленных действием на 
данное тело со стороны других тел, равна F. Тогда согласно вто­
рому закону Ньютона ускорение тела относительно любой инерци­
альной системы отсчета равно

НЕИНЕРЦИАЛЬНЫ Е СИСТЕМЫ ОТСЧЕТА

Ускорение же тела относительно некоторой неинерциальной систе­
мы можно в соответствии с (32.1) представить в виде

w' =  w — а =  — F — а.
т

Отсюда следует, что даже при F = 0  тело будет двигаться по отно­
шению к неинерциальной системе отсчета с ускорением —а, т. е. 
так, как если бы на него действовала сила, равная —т а .

Сказанное означает, что при описании движения в неинерциаль- 
ных системах отсчета можно пользоваться уравнениями Ньютона, 
если наряду с силами, обусловленными воздействием тел друг
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на друга, учитывать так называемые с и л ы  и н е р ц и и  Ғ,-п, 
которые следует полагать равными произведению массы тела на 
взятую с обратным знаком разность его ускорений по отношению 
к инерциальной и неинерциальной системам отсчета:

Fin =  — m (w — w') =  — т а . (32.2)

Соответственно уравнение второго закона Ньютона в неинерциаль­
ной системе отсчета будет иметь вид

mw' =  F +  F,.B. (32.3)

Поясним наше утверждение следующим примером. Рассмотрим 
тележку с укрепленным на ней кронштейном, к которому подве­
шен на нити шарик (рис. 32.1). Пока тележка покоится или движет­
ся без ускорения, нить расположена вертикально и сила тяжести Р 
уравновешивается реакцией нити Ғг. Теперь приведем тележку в 
поступательное движение с ускорением а. Нить отклонится от вер­
тикали на такой угол, чтобы результирующая сил Р и  Ғ, сообщала 
шарику ускорение, равное а. Относительно системы отсчета, свя­
занной с тележкой, шарик покоится, несмотря на то, что результи­
рующая сил Р и Ғ, отлична от нуля. Отсутствие ускорения шарика 
по отношению к этой системе отсчета можно формально объяснить 
тем, что, кроме сил Р и Fr, равных в сумме т а , на шарик действует 
еще и сила инерции Fin= —т а .

Введение сил инерции дает возможность описывать движение 
тел в любых (как инерциальных, так и неинерциальных) системах 
отсчета с помощью одних и тех же уравнений движения.

Следует отчетливо понимать, что силы инерции нельзя ставить 
в один ряд с такими силами, 
как упругие, гравитационные 
силы и силы трения, т. е. сила­
ми, обусловленными воздействи­
ем на тело со стороны других 
тел. Силы инерции обусловлены 
свойствами той системы отсчета, 
в которой рассматриваются ме­
ханические явления. В этом 
смысле их можно назвать фик­
тивными силами.

Введение в рассмотрение сил 
инерции не является принципи­
ально необходимым. В принципе 
любое движение можно всегда 
рассмотреть по отношению к инерциальной системе отсчета. Однако 
практически часто представляет интерес как раз движение тел 
по отношению к неинерциальным системам отсчета, например по 
отношению к земной поверхности. Использование сил инерции дает

Рис. 32.1.



1 2 0 ГЛ .  IV .  Н Е И Н Е Р Ц И А Л Ь Н Ы Е  С И С Т Е М Ы  О Т С Ч Е Т А

возможность решить соответствующую задачу непосредственно по 
отношению к такой системе отсчета, что часто оказывается значи­
тельно проще, чем рассмотрение движения в инерциальной системе.

Характерным свойством сил инерции является их пропорцио­
нальность массе тела. Благодаря этому свойству силы инерции ока­
зываются аналогичными силам тяготения. Представим себе, что мы 
находимся в удаленной от всех внешних тел закрытой кабине, ко­
торая движется с ускорением g в направлении, которое мы назовем 
«верхом» (рис. 32.2). Тогда все тела, находящиеся внутри кабины, 
будут вести себя так, как если бы на них действовала сила инер­
ции —mg. В частности, пружина, к концу которой подвешено тело 
массы т, растянется так, чтобы упругая сила уравновесила силу 
инерции —mg. Однако такие же явления наблюдались бы и в том 
случае, если бы кабина была неподвижной и находилась вблизи 
поверхности Земли. Не имея возможности «выглянуть» за пределы 
кабины, никакими опытами, проводимыми внутри кабины, мы не 
смогли бы установить, чем обусловлена сила —mg — ускоренным 
движением кабины или действием гравитационного поля Земли. На 
этом основании говорят об эквивалентности сил инерции и тяготе­
ния (в однородном гравитационном поле). Эта эквивалентность 
лежит в основе общей теории относительности Эйнштейна.

§ 33. Центробежная сила инерции

Рассмотрим диск, вращающийся вокруг перпендикулярной 
к нему вертикальной оси z' с угловой скоростью со (рис. 33.1). 
Вместе с диском вращается надетый на спицу шарик, соединенный 

с центром диска пружиной. Шарик занимает на 
спице такое положение, при котором сила натя­
жения пружины Fnp оказывается равной произ­
ведению массы шарика т на его ускорение w „=  
= —co2R (см. (5.10); R — радиус-вектор, прове­
денный к шарику из центра диска, его модуль
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R дает расстояние шарика от центра диска):
Fnp =  — mco2R. (33.1)

Относительно системы отсчета, связанной с диском, шарик по­
коится, Это можно формально объяснить тем, что, кроме силы (33.1), 
на шарик действует сила инерции

Fu6 =  mco2R, (33.2)

направленная вдоль радиуса от центра диска.
Силу инерции (33.2), возникающую во вращающейся (по отно­

шению к инерциальным системам) системе отсчета, называют ц е н ­
т р о б е ж н о й  с и л о й  и н е р ц и и .  Эта сила действует на

Рис. 33.2. Рис. 33.3.

тело во вращающейся системе отсчета, независимо от того, покоится 
тело в этой системе (как мы предполагали до сих пор) или движется 
относительно нее со скоростью v'

Если положение тела во вращающейся системе отсчета характе­
ризовать радиусом-вектором г', центробежную силу инерции мож­
но представить в виде двойного векторного произведения:

Гдб =  [г', to]]. (33.3)

Действительно, вектор Ь=[г', ю] направлен перпендикулярно 
к векторам а  и Ғцб «на нас» (рис. 33.2) и равен по модулю сor' sin а =  
=  о)R. Векторное произведение взаимно перпендикулярных векто­
ров пт  и b совпадает по направлению с Ғц6 и имеет модуль, равный 
ma>b=m(ii‘iR = F n5.

При точном решении задач о движении тел относительно зем­
ной поверхности нужно учитывать центробежную силу инерции, 
равную ma>*R, где т — масса тела, со — угловая скорость враще­
ния Земли вокруг ее оси, R  — расстояние тела от земной оси 
(рис. 33.3). В случаях, когда высота тел над поверхностью Земли 
невелика, можно положить R  равным R 3 cos <p (R3 — радиус Земли, 
Ф — широта местности). Тогда выражение для центробежной силы
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инерции примет вид
Ғц6 =  /то2Я зсозф . (33.4)

Наблюдаемое относительно Земли ускорение свободного падения 
тел g обусловлено действием силы Ғг, с которой тело притягивается 
Землей, и силы Ғцб- Результирующая этих сил

Р =  Ғ<г +  Ғцб (33.5)

есть сила тяжести, равная mg (см. (16.1)).
Отличие силы тяжести Р от силы притяжения к Земле Ғ  ̂ неве­

лико, так как центробежная сила инерции значительно меньше, 
чем Ғ .̂ Так, для массы в 1 кг наибольшее значение Ғи6, наблюдае­
мое на экваторе, равно

тсо2Я з =  1-(2я/86400)2- 6 ,4 -106 =  0,035 Н,

в то время как Ғг равна приблизительно 9,8 Н, т. е. почти в 300 раз 
больше.

Угол а  между направлениями Ғг и Р (см. рис. 33.3) можно опре­
делить, воспользовавшись теоремой синусов:

sin a  Fu6 mo)2# 3 cos(p 0,035 n лпое- —  =  -£2- = -------2 ^  - cos ф »  0 ,0 0 3 5  соэф,sin ф Р  m g  9,8 ^  ^

откуда
sin ал?0,0035 sin ф cos ф «0,0018 sin 2ф.

Синус малого угла можно приближенно заменить значением самого 
угла. В результате получим, что

а « 0 ,0 0 1 8  sin 2ф. (33.6)

Таким образом, угол а  изменяется в пределах от нуля (на экваторе, 
где ф = 0 ,  и на полюсах, где ф = 9 0 ° )  до 0 ,0018  рад или 6' (на ши­
роте 45°).

Направление силы Р совпадает с направлением нити, натянутой 
грузом, которое называется направлением отвеса или вертикаль­
ным направлением. Сила Ғ̂ . направлена к центру Земли. Следова­
тельно, вертикаль направлена к центру Земли только на полюсах 
и на экваторе, отклоняясь на промежуточных широтах на угол а, 
определяемый выражением (33.6).

Разность Fg—Р  равна нулю на полюсах и достигает максимума, 
равного 0,3% силы Fg, на экваторе. Из-за сплюснутости Земли 
у полюсов сила Fg сама по себе несколько варьирует с широтой, 
будучи на экваторе примерно на 0,2 % меньше, чем у полюсов. 
В итоге ускорение свободного падения изменяется с широтой в пре­
делах от 9,780 м/с2 на экваторе до 9,832 м/с2 на полюсах. Значение 
g= 9 ,80665  м/с5? принято в качестве нормального (стандартного) 
значения.
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Заметим, что относительно инерциальной, например, гелиоцен­
трической системы отсчета свободно падающее тело движется с ус­
корением w = F glm (а не g). Из рис. 33.3 видно, что из равенства 
для разных тел ускорения g  вытекает и равенство ускорений w. 
Действительно, треугольники, построенные на векторах и Р 
для разных тел, подобны (углы а  и ср для всех тел в данной точке 
земной поверхности одинаковы). Следовательно, отношение Fg!P, 
которое совпадает с отношением wig, для всех тел одно и то же, от­
куда вытекает, что при одинаковых g  получаются одинаковыми 
и w.

§ 34. Сила Кориолиса

При движении тела относительно вращающейся системы отсчета, 
кроме центробежной силы инерции, появляется еще одна сила, на­
зываемая с и л о й  К о р и о л и с а  или к о р и о л и с о в о й  
с и л о й  и н е р ц и и .

Появление кориолисовой силы можно обнаружить на следую­
щем примере. Возьмем горизонтально расположенный диск, кото­
рый может вращаться вокруг вертикальной оси. Прочертим на ди­
ске радиальную прямую ОА (рис.
34.1, а). Запустим в направлении от
О к А шарик со скоростью v' Если 
диск не вращается, шарик будет ка­
титься вдоль прочерченной нами пря­
мой. Если же. диск привести во вра­
щение в направлении, указанном 
стрелкой, то шарик будет катиться 
по изображенной пунктиром кривой 
ОБ, причем его скорость относительно 
диска v' будет изменять свое направ­
ление. Следовательно, по отношению 
к вращающейся системе отсчета ша­
рик ведет себя так, как если бы на 
него действовала сила Ғқ, перпендикулярная к скорости v'

Чтобы заставить шарик катиться по вращающемуся диску вдоль 
радиальной прямой, нужно сделать направляющую, например, 
в виде ребра О А (рис. 34.1, б). При качении шарика направляющее 
ребро действует на него с некоторой силой Ғг. Относительно вра­
щающейся системы (диска) шарик движется с постоянной по на­
правлению скоростью. Это. можно формально объяснить тем, что 
сила Ғг уравновешивается приложенной к шарику силой инерции 
Ғқ, перпендикулярной к скорости v \  Сила Ғқ и есть кориолисова 
сила инерции.

Найдем сначала выражение силы Кориолиса для частного слу­
чая, когда частица m движется относительно вращающейся системы
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отсчета равномерно по окружности, лежащей в плоскости, пер­
пендикулярной к оси вращения, с центром, находящимся на этой оси 
(рис. 34.2). Скорость частицы относительно вращающейся системы 
обозначим v' Скорость частицы относительно неподвижной (инер­
циальной) системы отсчета v  равна по величине у'-ЬсоТ? в случае (а) 
и \v'—Ы?| в случае (б), где со — угловая скорость вращающейся 
системы, R — радиус окружности (см. (5.7)).

Для того чтобы частица двигалась относительно неподвижной 
системы по окружности со скоростью г>=г/+со#, на нее должна 
действовать направленная к центру окружности сила F, например, 
сила натяжения нити, которой частица привязана к центру окруж­
ности (см. рис. 34.2, а). Величина этой силы равна

г. mv2 m (и' +  со#)2 /то'2 , 0 , . „п /ол 1ЧF — mwn - - - д - - v ^ — ,-  =  —g -  +  2mv co-f trm2R.  (34.1)

Относительно вращающейся системы частица в этом случае движется 
с ускорением w'n= v '- iR ,  т. е. так, как если бы на нее действовала 
сила

ит'п — г̂ -  — Г — 2/ни'ш— inw-R (34.2)

(см. (34.1)). Таким образом, во вращающейся системе частица ведет 
себя так, как если бы на нее, кроме направленной к центру окруж­
ности силы F, действовали еще две направленные от центра силы: 
Fu6=mco2R и сила Ғқ, модуль которой равен 2/пи'со (рис. 34.2, а). 
Легко сообразить, что силу Ғк можно представить в виде

Ғк =  2т[у'со]. (34.3)

Сила (34.3) и есть кориолисова сила инерции. При v '= 0  эта сила 
отсутствует. Сила Ғц6 не зависит от v' — она, как мы уже отмечали, 
действует как на покоящиеся, так и на движущиеся тела.

В случае, изображенном на рис. 34.2, б,
~ mv2 m(v'—со/?)2 mv'2 „ , ,F =  —щ- =  — ---- 2mv a  +  m a2R.
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Соответственно

—5-  =  F +  2mv'a> — m a 2R .
К

Следовательно, во вращающейся системе частица ведет себя так, как 
если бы на нее действовали две направленные к центру окружности 
силы: F и Ғқ, а также направленная от центра сила F46=mco2R 
(см. рис. 34.2, б). Сила Ғқ и в этом случае может быть представлена 
в виде (34.3).

Теперь перейдем к нахождению выражения силы Кориолиса для 
случая, когда частица движется относительно вращающейся систе­
мы отсчета произвольным образом. Свяжем с вращающейся систе­
мой координатные оси х ' , у ' , z ' , причем ось z совместим с осью вра­
щения (рис. 34.3). Тогда радиус- 
вектор частицы можно представить 
в виде

г' =■ х'е'х -\-у'еу +  z ’t'z, (34.4)
где е*, е'у и t z — орты координат­
ных осей. Орты ех и t y вращаются 
вместе с системой отсчета с угловой 
скоростью со, орт t'z остается не­
подвижным.

Положение частицы относитель­
но неподвижной системы следует 
определять с помощью радиуса-вектора г. Однако символы г' и г 
обозначают один и тот же вектор, проведенный из начала координат 
к частице. Символом г' обозначил этот вектор наблюдатель, «живу­
щий» во вращающейся системе отсчета; по его наблюдениям орты 
е*. ъ’у, t z неподвижны, поэтому при дифференцировании выражения
(34.4) он обращается с этими ортами как с константами. Символом г 
пользуется неподвижный наблюдатель; для него орты е* и е'у вра­
щаются со скоростью со (орт t'z неподвижен). Поэтому при диффе­
ренцировании равного г выражения (34.4) неподвижный наблюда­
тель должен обращаться с t x и t'y как с функциями t, производные 
которых равны:

е* =  сое̂ , ty — — сое* (34.5)

(см. рис. 34.3 и формулу (2.56); орт е±х,, перпендикулярный к е*, 
равен ty, орт е±у,, перпендикулярный к еу , равен — t x). Для вто­
рых производных ортов по времени получаются выражения:

е* =  со ty — — со2е*, t y — —сое* = — со2е .̂ (34.6)
Найдем скорость частицы относительно вращающейся системы 

отсчета. Для этого продифференцируем радиус-вектор (34.4) по вре­
мени, считая орты константами:

v ' =  г ' =  x ’t'x +  y 'ty  +  z 't'z. (34.7)
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Повторное дифференцирование этого выражения даст ускорение ча­
стицы относительно вращающейся системы отсчета:

w' =  v' =  х ’е'х +  y 'ty  +  г'е*. (34.8)

Теперь найдем скорость частицы относительно неподвижной 
системы отсчета. Для этого продифференцируем радиус-вектор
(34.4) «с позиций» неподвижного наблюдателя. Воспользовавшись 
обозначением г вместо г' (напомним, что г=г'), получим:

у =  г =  х ’ех +  х'е'х +  у'е'у +  у 'еу +  z'e*. (34.9)

Продифференцировав это выражение еще раз по t, найдем ускорение 
частицы относительно неподвижной системы:

w =  V =  х'е'х -+- 2х'е'х +  х'е.'х -f- y 'ty  +  2у' еу +  у'еу +  z е:'V'Z*
Приняв во внимание формулы (34.5), (34.6) и (34.8), полученное со­
отношение можно преобразовать к виду:

w =  w' - f  2ш (x 'ty— у'ех) — и2 ix't'x-{-y 't’y). (34.10)

Рассмотрим векторное произведение [со, v']. Представим его в 
виде определителя (см. (2.33)):

[©, v '] =
е*

<£>х
е7

( й у

е2
а>2

vx V y  VZ

(34.11)

Согласно (34.7) v'x= x ’, vy= y ' ,  v'z= z ' , кроме того, при выбранном 
нами направлении координатных осей сох=соу= 0 , соа=со. Подста­
новка этих значений в (34.11) дает

1 4  v '] = 0 0 =  —  +  е / о х ' . (34.12)

Полученный результат показывает, что второй член формулы 
(34.10) можно записать в виде 2 [to, v']. Выражение, стоящее в скоб­
ках в последнем члене формулы (34.10), равно перпендикулярной 
к оси вращения (к оси z ) составляющей радиуса-вектора г' (см.
(34.4)). Обозначим эту составляющую символом R (ср. с рис. 5.5). 
С учетом всего сказанного соотношение (34.10) можно записать сле­
дующим образом:

w =  w' +  2[©, v ' ] — cd2R. (34.13)

Из (34.13) вытекает, что ускорение частицы относительно непод­
вижной системы отсчета можно представить в виде суммы трех 
ускорений: ускорения относительно вращающейся системы w',
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ускорения, равного —o ^ R 1), и ускорения1
wK =  2 [o>, v'], (34.14)

которое называется к о р и о л и с о в ы м  у с к о р е н и е м .
Для того чтобы частица двигалась с ускорением (34.13), на нее 

должны действовать какие-то тела с результирующей силой F=m w . 
Согласно (34.13)

mw' =  mw — 2m[©, v ' ] - f  /nco2R =  F +  2m [ v \  G>] +  mco2R (34.15)

(перестановка сомножителей изменяет знак векторного произведе­
ния). Полученный результат означает, что при составлении уравне­
ния второго закона Ньютона во вращающейся системе отсчета, кро­

ме сил взаимодействия, нужно учитывать центробежную силу инер­
ции, определяемую формулой (33.2), а также кориолисову силу, ко­
торая и в самом общем случае определяется формулой (34.3). Отме­
тим, что сила Кориолиса всегда лежит в плоскости, перпендикуляр­
ной к оси вращения.

Из сопоставления формул (34.9), (34.7) и (34.5) вытекает, что

С помощью выкладок, аналогичных тем, которые привели нас к со­
отношению (34.13), можно убедиться в том, что последний член 
полученного выражения равен [©, г']. Следовательно,

Рис. 34.4. Рис. 34.5.

V =  у '  +  х ' ё х  +  у ' е ' у  =  у '  +  со ( х ' е ' у  —  у ’ е х ) .

v =  v' +  K  г'].

При у' =  0 эта формула переходит в (5.8).

(34.16)

*) Ускорение wn= —co2R называется п е р е н о с н ы м .  Оно представляет 
собой то ускорение, которым обладала бы частица, покоящаяся в движущейся 
(в нашем случае во вращающейся) системе отсчета.
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Примеры движений, в которых проявляется кориолисова сила 
инерции. При истолковании явлений, связанных с движением тел 
относительно земной поверхности, в ряде случаев необходимо учи­
тывать влияние кориолисовых сил. Например, при свободном

рии и влево в южном полушарии. Это приводит к тому, что у рек под­
мывается всегда правый берег в северном полушарии и левый берег 
в южном полушарии. Эти же причины объясняют неодинаковый из­
нос рельсов при двухколейном движении.

Силы Кориолиса проявляются и при качаниях маятника. На 
рис. 34.6 показана траектория груза маятника (для простоты пред­
положено, что маятник находится на полюсе). На северном полюсе 
сила Кориолиса будет все время направлена вправо по ходу маят­
ника, на южном полюсе — влево. В итоге траектория имеет вид ро­
зетки.

Как следует из рисунка, плоскость качаний маятника поворачи­
вается относительно Земли в направлении часовой стрелки, причем 
за сутки она совершает один оборот. Относительно гелиоцентриче­
ской системы отсчета дело обстоит так, что плоскость качаний оста­
ется неизменной, а Земля поворачивается относительно нее, делая за 
сутки один оборот. Можно показать, что на широте ср плоскость ка­
чаний маятника поворачивается за сутки на угол 2л sin <р.

Таким образом, наблюдения за вращением плоскости качаний 
маятника (маятники, предназначенные для этой цели, называются 
маятниками Фуко) дают непосредственное доказательство враще­
ния Земли вокруг своей оси.

падении тел на них действует кориолисова сила, 
обусловливающая отклонение к востоку от ли­
нии отвеса (рис. 34.4). Эта сила максимальна на 
экваторе и обращается в нуль на полюсах.

Рис. 34.6.

Летящий снаряд также испытывает отклоне­
ния, обусловленные кориолисовыми силами 
инерции (рис. 34.5). При выстреле из орудия, 
направленного на север, снаряд будет откло­
няться к востоку в северном полушарии и к за­
паду — в южном. При стрельбе вдоль мериди­
ана на юг направления отклонения будут про­
тивоположными. При стрельбе вдоль экватора 
силы Кориолиса будут прижимать снаряд к Зем­
ле, если выстрел произведен в направлении на 
запад, и поднимать его кверху, если выстрел 
произведен в восточном направлении. Предостав­
ляем читателю самому убедиться в том, что сила 
Кориолиса, действующая на тело, движущееся 
вдоль меридиана в любом направлении (на се­
вер или на юг), направлена по отношению к на­
правлению движения вправо в северном полуша-



§ 35. Законы сохранения в неинерциальных системах отсчета

С учетом сил инерции уравнения движения в неинерциальной 
системе ничем не отличаются от уравнений движения в инерцналь- 
ной системе отсчета. Поэтому все следствия, вытекающие из уравне­
ний движения, в частности соотношения (24.12), (27.3) и (29.18), 
остаются справедливыми и в неинерциальных системах отсчета.

В неинерциальной системе формула (24.12) имеет вид:

§ 3 5 .  З А К О Н Ы  С О Х Р А Н Е Н И Я  В Н Е И Н Е Р Ц И А Л Ь Н Ы Х  С И С Т Е М А Х  ] 2 9

E 2 —  E i  —  A u пеконсерв +  А-12  ииерц» (35.1)

где Л12иперц — работа сил инерции.
Формулы (27.3) и (29.18) выглядят в неинерциальной системе 

следующим образом:

dt р 2  Fm

4 m = 2 n ,

I + 2 ғ  ннерц* 

и 2  ^инерц-

Здесь Ғвнсшн — сила, обусловленная взаимодействием, 
сила инерции; NBHeniH и NHHepu — моменты ука­
занных сил.

Центробежная сила инерции Fu6=/n<B2R яв­
ляется консервативной. Действительно, работа 
этой силы равна

2 2

цб =  $ Ғцб dr — mco2 5 R d r .
l l

Из рис. 35.1 видно, что проекция вектора dr на 
направление вектора R равна dR — прираще­
нию модуля R. Следовательно, R d r = R  dR =
= d ( R 2/2). Таким образом,

(35.2)

(35.3)

F —1 инерц

г

Ai2 ц6 =  тш 2  ̂ d =  тс°а R i Rl

Полученное выражение, очевидно, не зависит от пути, по которому 
происходило перемещение из точки 1 в точку 2.

Консервативность силы Ғцб позволяет ввести потенциальную 
энергию частицы (центробежную энергию), убыль которой
определяет работу центробежной силы инерции:

^ 1 2  цб =  ^цб 1 —  У ц б  2 (35 .5 )

(см. формулу (22.1)). Из сопоставления формул (35.4) и (35.5)

5  И .  В. С а в е л ь е в ,  т.  1
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заключаем, что

=  — jm co2#?+ const.

Константу можно положить равной нулю. Тогда для центробеж­
ной энергии получится следующее выражение:

(35.6)

Если выражение (35.6) добавить к потенциальной энергии ча­
стицы, то в величину Л12 т , е р ц  в формуле (35.1) не следует включать 
работу центробежной силы инерции.



Г Л А В А  V

§ 36. Движение твердого тела

В § 1 мы познакомились с двумя основными видами движения 
твердого тела — поступательным и вращательным.

При поступательном движении все точки тела получают за один 
и тот же промежуток времени равные по величине и направлению 
перемещения, вследствие чего скорости и ускорения всех точек в ка­
ждый момент времени оказываются одинаковыми. Поэтому достаточ­
но определить движение одной из точек тела (например, его центра

МЕХАНИКА ТВЕРДОГО ТЕЛА

масс) для того, чтобы охарактеризовать полностью движение всего 
тела.

При вращательном движении все точки твердого тела движутся 
по окружностям, центры которых лежат на одной и той же прямой, 
называемой осью вращения. Для описания вращательного движения 
нужно задать положение в пространстве оси вращения и угловую 
скорость тела в каждый момент времени.

Оказывается, что любое движение твердого тела может быть 
представлено как наложение двух указанных выше основных видов 
движения. Покажем это для случая п л о с к о г о  движения, т. е. 
такого, при котором все точки тела перемещаются в параллельных 
плоскостях. Примером плоского движения может служить качение 
цшшндра по плоскости (рис. 36.1).

1 1 ' 1" 2

5*
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Произвольное перемещение твердого тела из положения 1 в по­
ложение 2 (рис. 36.2) можно представить как сумму двух перемеще­
ний — поступательного перемещения из положения 1 в положение 
Г  или 1" и поворота вокруг оси 0' или оси О". Очевидно, что такое 
разбиение перемещения на поступательное и вращательное может 
быть осуществлено бесчисленным множеством способов, однако в 
любом случае производится поворот на один и тот же угол ср.

В соответствии со сказанным выше элементарное перемещение 
какой-либо точки тела ds можно разложить на два перемещения — 
«поступательное» dsa и «вращательное» dsB:

ds =  dsn +  dsB,

причем dsn для всех точек тела одно и то же. Такое разложение 
перемещения ds можно, как мы видели, осуществить различными 
способами, причем в каждом случае вращательное перемещение 
dsB осуществляется поворотом тела на один и тот же угол dtp (но от­
носительно различных осей), в то время как dsn и dsB оказываются 
различными.

Разделив ds на соответствующий промежуток времени dt, полу­
чим скорость точки

ds dsn  I d sn I /;V0 +  V ,■ dt  d t  ' d t

где v 0 — одинаковая для всех точек тела скорость поступательного 
движения и v' — различная для разных точек тела скорость, обус­
ловленная вращением.

Таким образом, плоское движение твердого тела можно предста­
вить как сумму двух движений — поступательного со скоростью 
v0 и вращательного с угловой скоростью © (вектор © на рис. 36.1 
направлен перпендикулярно к плоскости чертежа, за чертеж). По­
добное представление сложного движения можно осуществить мно­
жеством способов, отличающихся значениями v0 и v', но соответст­
вующих одной и той же угловой скорости ©. Например, движение 
цилиндра, катящегося без скольжения по плоскости (рис. 36.1), 
можно представить как поступательное движение со скоростью v0 
и одновременное вращение с угловой скоростью © вокруг оси О, 
либо как поступательное движение со скоростью v'o=2v0 и вращение 
с той же угловой скоростью © вокруг оси О", либо, наконец, как 
одно только вращение опять-таки с той же угловой скоростью © 
вокруг оси О'.

Назвав систему отсчета, относительно которой мы рассматрива­
ем сложное движение твердого тела, неподвижной, движение тела 
можно представить как вращение с угловой скоростью © в системе 
отсчета, которая движется относительно неподвижной системы по­
ступательно со скоростью v0.
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Линейная скорость v' точки с радиусом-вектором г, обусловлен­
ная вращением твердого тела, равна v' =  [tar] (см. (5.8)). Следова­
тельно, скорость этой точки при сложном движении может быть 
представлена в виде

Элементарное перемещение твердого тела при плоском движении 
всегда можно представить как поворот вокруг некоторой оси, назы­
ваемой м г н о в е н н о й  о с ь ю  в р а щ е н и я .  Эта ось может 
лежать в пределах тела, либо вне его. Положение мгновенной оси 
вращения относительно неподвижной системы отсчета и относитель­
но самого тела, вообще говоря, меняется со временем. В случае ка­
тящегося цилиндра (рис. 36.1) мгновенная ось 0'  совпадает с линией 
касания цилиндра с плоскостью. При качении цилиндра мгновенная 
ось перемещается как по плоскости (т. е. относительно неподвиж­
ной системы отсчета), так и по поверхности цилиндра.

Скорости всех точек тела для каждого момента времени можно 
считать обусловленными вращением вокруг соответствующей мгно­
венной оси. Следовательно, плоское движение твердого тела можно 
рассматривать как ряд последовательных элементарных вращений 
вокруг мгновенных осей.

При неплоском движении элементарное перемещение тела мож­
но представить как поворот вокруг мгновенной оси лишь в том слу­
чае, если векторы v0 и со взаимно перпендикулярны. Если угол меж­
ду этими векторами отличен от я /2 , движение тела в каждый момент 
времени будет наложением двух движений — вращения вокруг 
некоторой оси и поступательного движения вдоль этой оси.

§ 37. Движение центра масс твердого тела

Разбив тело на элементарные массы mit можно представить его 
как систему материальных точек, взаимное расположение которых 
остается неизменным. Любая из этих элементарных масс может на­
ходиться под воздействием как внутренних сил, обусловленных ее 
взаимодействием с другими элементарными массами рассматривае­
мого тела, так и внешних сил. Например, если тело находится в поле 
сил земного тяготения, на каждую элементарную массу тела т г 
будет действовать внешняя сила, равная mig.

Напишем для каждой элементарной массы уравнение второго 
закона Ньютона:

где fj — результирующая всех внутренних сил, а Ғг —  результи­
рующая всех внешних сил, приложенных к данной элементарной 
массе. Сложив уравнения (37.1) для всех элементарных масс,

v =  v0 +  [fi>r]. (36.1)

m ;W< =  ^  +  F i* (37.1)
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получим:
5> /W ,- =  2 f/ +  2 F . -  (37.2)

Однако сумма всех внутренних сил, действующих в системе, равна 
нулю. Поэтому уравнение (37.2) упрощается следующим образом:

2 m,w, =  2 F,. <37-3)
Здесь справа стоит результирующая всех внешних сил, действую­
щих на тело.

Сумму, стоящую в левой части формулы (37.3), можно заменить 
произведением массы тела т на ускорение его центра масс wc . 
Действительно, согласно (27.6)

Продифференцировав это соотношение дважды по времени и приняв 
во внимание, что г,=\у,-, a rc=wc, можно написать:

2 m,-w i =  mwc . (37.4)

Сопоставив формулы (37.3) и (37.4), придем к уравнению

^W(C =  2 FBHem„. (37.5)
которое означает, что центр масс твердого тела движется так, как 
двигалась бы материальная точка с массой, равной массе тела, под 
действием всех приложенных к телу сил.

Уравнение (37.5) дает возможность установить движение центра 
масс твердого тела, если известна масса тела и действующие на 
него силы. В случае поступательного движения это уравнение будет 
определять ускорение не только центра масс, но и любой другой 
точки тела.

§ 38. Вращение тела вокруг неподвижной оси

Рассмотрим твердое тело, которое может вращаться вокруг не­
подвижной вертикальной оси (рис. 38.1). Чтобы удержать ось от 
перемещений в пространстве, заключим ее в подшипники. Опираю­
щийся ка нижний подшипник фланец Фл предотвращает перемеще­
ние оси в вертикальном направлении.

Абсолютно твердое тело можно рассматривать как систему ча­
стиц (материальных точек) с неизменными расстояниями между 
ними. Для всякой системы частиц справедливо полученное в § 29 
уравнение

• |-M  =  2N B „eiUH (38.1)

(см. (29.18)). Это уравнение справедливо и для твердого тела. В по­
следнем случае М есть момент импульса тела; справа в (38.1) стоит 
сумма моментов внешних сил, действующих на тело.



Возьмем на осп вращения точку О и будем характеризовать по­
ложение образующих тело частиц с помощью радиусов-векторов г, 
проведенных из этой точки (на рис. 38.1 показана i -я частица с мас­
сой т,] кружком с крестиком показана скорость 
V; частицы, направленная за чертеж). Согласно
(29.5) момент импульса i -й частицы относитель­
но точки О равен

М,-=[гг, т гу г]= т Д г ь v j .  (38.2)

Векторы гг и V; для всех частиц тела взаимно 
перпендикулярны. Поэтому модуль вектора
(38.2) равен

M i= m ir ivi = m iri<aRi, (38.3)

где Ri — расстояние частицы от оси вращения 
(см. формулу (5.7)).

Отметим, что согласно (38.3) модуль вектора 
Мг пропорционален скорости вращения тела со; 
направление же вектора Мг от со не зависит — этот вектор лежит 
в плоскости, проходящей через ось вращения и частицу m it и пер­
пендикулярен к г,-.

Легко убедиться в том, что для всех образующих тело частиц 
угол между векторами Мг и со является острым. Поэтому проекции 
этих векторов на совпадающую с осью вращения ось г  имеют оди­
наковые знаки. С учетом этого можно написать, что

M zi =  М [cos ocf - - т..r p R t co sос; =  ml (r {c o s a f) Rp> =  (38.4)

Здесь a t — угол между вектором М ( и осью г. При изменении на­
правления оси г на обратное обе проекции — M z[ и сог — изменяют 
знак, однако равенство (38.4) остается справедливым.

Просуммировав выражение (38.4) по всем частицам, получим мо­
мент импульса тела относительно совпадающей с осью вращения 
оси г:

M z  =  2  M z i  =  2  m i R f o z  =  2  m i R i-  (3 8 -5 )
Величина I, равная сумме произведений элементарных масс на 

квадраты их расстояний от некоторой оси, называется м о м е н ­
т о м  и н е р ц и и  тела относительно данной оси:

/  =  2 m ;tf i-  (3 8 -6 )

Суммирование производится по всем элементарным массам т,-, на 
которые можно разбить тело.

Приняв во внимание формулу (38.6), выражение (38.5) можно 
представить в виде
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Мг =  1а>2. (38.7)
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Полученная формула аналогична формуле pz=mvz. Роль массы иг­
рает момент инерции, роль линейной скорости — угловая скорость.

Из вида выражения (38.7) следует, что величина М г не зависит 
от того, относительно какой точки О (лежащей на оси вращения) 
берется момент М.

Согласно (29.19)
1 м  - У  W
dt  z  внешн*

Подставив сюда выражение (38.7) для М г> придем к уравнению

=  внешн. (38 .8 )

где Рг=сог есть проекция углового ускорения на ось z. Уравнение
(38.8) аналогично уравнению mw2 =  2  Fz- Роль массы играет момент 
инерции, роль линейного ускорения — угловое ускорение и, нако­
нец, роль результирующей силы — суммарный момент внешних 
сил.

Сумма выражений (38.2) дает момент импульса тела относитель­
но точки О (см. рис. 38.1):

М = 2 М г= 2 т г[гг, V,]. (38.9)
В общем случае вектор М не совпадает по направлению с осью 
вращения тела г  и поворачивается вместе с телом вокруг этой 
оси, описывая конус (рис. 38.2).

Из соображений симметрии ясно, что для однородного *) тела, 
симметричного относительно оси вращения (для однородного тела 
вращения), момент импульса относительно точки О, лежащей на оси 
вращения, совпадает по направлению с вектором «а. В этом случае 
модуль момента импульса М  равен \Мг\ — модулю проекции М на 
ось г. Приняв во внимание выражение (38.7), получим, что

М =  1 1 coz I =! /со.
Наконец, учтя, что векторы М и (о имеют одинаковое направление, 
придем к соотношению

М  =  / й . (38 .10)

Напомним, что, в отличие от соотношения (38.7), справедливого 
для любого тела, соотношение (38.10) имеет место лишь в случае 
тела, вращающегося вокруг оси симметрии, а также, как мы увидим 
ниже, для несимметричного тела, вращающегося вокруг одной из 
своих главных осей инерции.

В случае, когда ось вращения проходит через центр масс тела С, 
значение момента М не зависит от положения на оси вращения точ­
ки О, относительно которой он берется. Действительно, возьмем на 
оси вращения точки О и О', смещенные друг относительно друга на

1) В механике однородным называется тело с одинаковой во всем объеме плот­
ностью (см. § 39).
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отрезок а (рис. 38.3). Из рисунка видно, что г|-=а-г-гг. Момент им­
пульса относительно точки 0'  равен

Второе слагаемое в правой части представляет собой момент импуль­
са М относительно точки О. Первое слагаемое можно преобразовать 
следующим образом:

Поскольку центр масс лежит на оси вращения, vc = 0  и, следователь­
но, М '=М . Для однородного тела, вращающегося вокруг оси сим­
метрии, независимость М от положения точки О вытекает из вида 
формулы (38.10).

В случае вращения вокруг вертикальной оси однородного сим­
метричного тела силы бокового давления подшипников на ось (см. 
рис. 38.1) не возникают. В отсутствие силы тяжести подшипники 
можно было бы убрать — ось и без них сохраняла бы свое положение 
в пространстве. Ось, положение которой в пространстве остается 
неизменным при вращении вокруг нее тела в отсутствие внешних 
сил, называется с в о б о д н о й  о с ь ю  тела.

Можно доказать, что для тела любой формы и с произвольным 
распределением массы существуют три взаимно перпендикулярные, 
проходящие через центр масс тела оси, которые могут служить 
свободными осями; они называются г л а в н ы м и  о с я м и  
и н е р ц и и  тела.

У однородного параллелепипеда (рис. 38.4) главными осями 
инерции будут, очевидно, оси OiOi, 0 20 2 и 0 30 3, проходящие через 
центры противолежащих граней.

2 > / [ а- v ;] =  [a. 2 m<v i] =  [a - mvcl-

Рис. 38.2. Рис. 38.3.
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У тела, обладающего осевой симметрией (например, у однород­
ного *) цилиндра), одной из главных осей инерции является ось сим­
метрии, в качестве двух других осей могут служить две любые вза­
имно перпендикулярные оси, лежащие в плоскости, перпендикуляр­
ной к оси симметрии и проходящие через центр масс тела 
(рис. 38.5). Таким образом, у тела с осевой симметрией фиксирована 
только одна из главных осей инерции.

У тела с центральной симметрией, т. е. у шара, плотность кото­
рого зависит только от расстояния от центра, главными осями инер­
ции являются три любые взаимно перпендикулярные оси, проходя­
щие через центр масс. Следовательно, ни одна из главных осей 
инерции не фиксирована.

Моменты инерции относительно главных осей называются 
г л а в н ы м и  м о м е н т а м и  и н е р ц и и  тела. Б общем случае 
эти моменты различны: I\=t=Ir¥=l3. Для тела с осевой симметрией 
два главных момента инерции имеют одинаковую величину, третий 
же, вообще говоря, отличен от них: И, наконец, в случае 
тела с центральной симметрией все три главных момента инерции 
одинаковы: / i = / 2= / s • q 

Равными значениями главных моментов |г
инерции обладает не только однородный ;
шар, но г ----------  ---------------” •—* " ------

случае такое равенство может наблюдаться при надлежащем распре­
делении массы для тела совершенно произвольной формы. Все по­
добные тела называют ш а р о в ы м и  в о л ч к а м и .  Характер­
ным для них является то, что любая ось, проходящая через центр 
масс, обладает свойствами свободной оси и, следовательно, ни 
одна из главных осей инерции не фиксирована, как и для шара. Все 
шаровые волчки ведут себя при вращении в идентичных условиях 
одинаковым образом.

^  о,

Рис. 38.4.
О,

Рис. 38.5.

J) Достаточно, чтобы плотность тела была в каждом сечении функцией только 
расстояния от оси симметрии.
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Тела, для которых 1у =  1гф 1 3, ведут себя как однородные тела 
вращения. Их называют с и м м е т р и ч н ы м и  в о л ч к а м и .  
Наконец, тела с 1хф 1 2ф 1 3 называют а с и м м е т р и ч н ы м и  
в о л ч к а м и .

Если тело вращается в условиях, когда какое-либо воздействие 
извне отсутствует, то устойчивым оказывается только вращение во­
круг главных осей, соответствующих максимальному и минималь­
ному значениям момента инерции. Вращение же вокруг оси, соот­
ветствующей промежуточному по величине моменту, будет неустой­
чивым. Это означает, что силы, возникающие при малейшем откло­
нении оси вращения от этой главной оси, действуют в таком на­
правлении, что величина этого отклонения возрастает. При от­
клонении вращения от устойчивой оси под действием возникающих 
при этом сил тело возвращается к вращению вокруг соответствую­
щей главной оси.

В сказанном можно убедиться, попытавшись подбросить какое- 
либо тело, имеющее форму параллелепипеда (например, коробок 
спичек), приведя его одновремен- . .
но во вращение*). При этом об- I I

При наличии внешнего воз­
действия, например, со стороны
нити, за которую подвешено вращающееся тело, устойчивым ока­
зывается только вращение вокруг главной оси, соответствующей наи­
большему значению момента инерции. По этой причине тонкий стер­
жень, подвешенный на нити, прикрепленной к его концу, при быст­
ром вращении будет в конечном итоге вращаться вокруг перпенди­
кулярной к нему оси, проходящей через центр (рис. 38.6, а). Ана­
логичным образом ведет себя диск, подвешенный на прикрепленной 
к его краю нити (рис. 38.6, б).

До сих пор речь шла о телах с неизменным распределением массы. 
Теперь предположим, что твердое тело может на какое-то время 
утрачивать свойство неизменности взаимного расположения его 
частей, причем в течение этого времени происходит перераспределе­
ние массы тела, в результате которого момент инерции изменяется

наружится, что тело, падая, 
может вращаться устойчиво во­
круг осей, проходящих через 
наибольшие или наименьшие 
грани. Попытки ж е подбросить 
тело так, чтобы оно вращалось 
вокруг оси, проходящей через 
средние грани, будут безуспеш­
ными.

6)
Рис. 38.6.

х) Воздействие силы тяжести в этом случае не является существенным. 
Оно лишь обусловливает происходящее наряду с вращением падение тела.
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от значения 1\ до значения / 2. Если такое перераспределение осу­
ществляется в условиях, когда 2 ^внешн= 0> то согласно закону 
сохранения момента импульса должно выполняться равенство

/ 1(о1= / 2со2, (38.11)

где ©1— исходное, а со2— конечное значение угловой скорости 
тела. Таким образом, изменение момента инерции влечет за собой 
соответствующее изменение угловой скорости. Этим объясняется 
обычно демонстрируемое явление, заключающееся в том, что чело­
век, стоящий на вертящейся скамье, разводя руки в стороны, на­
чинает вращаться медленнее, а прижимая руки к туловищу, на­
чинает вращаться быстрее.

§ 39. Момент инерции

Из определения (см. (38.6))
/  =  2 А / и , .£ Г )

видно, что момент инерции есть величина аддитивная. Это означает, 
что момент инерции тела равен сумме моментов инерции его частей.

Понятие момента инерции было введено нами при рассмотрении 
вращения твердого тела. Однако следует иметь в виду, что эта вели­
чина существует безотносительно к вращению. Каждое тело, неза­
висимо от того, вращается оно или покоится, обладает определенным 
моментом инерции относительно любой оси, подобно тому как тело 
обладает массой независимо от того, движется оно или находится 
в покое.

Распределение массы в пределах тела можно охарактеризовать 
с помощью величины, называемой п л о т н о с т ь ю .  Если тело 
однородно, т. е. свойства его во всех точках одинаковы, то плот­
ностью называется величина, равная

p = m /V ,  (39.1)

где т — масса тела, а V — его объем. Таким образом, в случае од­
нородного тела плотность представляет собой массу единицы объема 
тела.

Для тела с неравномерно распределенной массой выражение
(39.1) дает среднюю плотность. Плотность в данной точке опреде­
ляется в этом случае следующим образом:

(3 9 -2)

В этом выражении А т  — масса, заключенная в объеме АУ, кото­

2) В этом параграфе целесообразно обозначить элементарную массу тела 
символом Д гп, вместо /п,-.
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рый при предельном переходе стягивается к той точке, в которой 
определяется плотность.

Предельный переход в (39.2) нельзя понимать так, что АУ стя­
гивается буквально в точку. При таком понимании для двух прак­
тически совпадающих точек, одна из которых приходится на ядро 
атома, а другая — на промежуток между ядрами, получался бы 
сильно отличающийся результат (для первой точки огромная ве­
личина, а для второй — нуль). Поэтому уменьшение ДУ следует 
производить до тех пор, пока не будет получен ф и з и ч е с к и  
бесконечно малый объем, под которым понимают такой объем, кото­
рый, с одной стороны, достаточно мал для того, чтобы макроскопи­
ческие (т. е. присущие большой совокупности атомов) свойства 
в пределах его можно было считать одинаковыми, а с другой стороны, 
достаточно велик для того, чтобы не могла проявиться дискрет­
ность (прерывность) вещества.

Согласно (39.2) элементарная масса А т г равна произведению 
плотности тела рг в данной точке на соответствующий элементар­
ный объем ДУг:

Д т г= р г A Vi.

Следовательно, момент инерции можно представить в виде

/ - 2 р ,.Я!ДУ(,  (39.3)

Если плотность тела постоянна, ее можно вынести за знак суммы:

/  =  Р 2 Я ? Д У ,. (39.4)

Соотношения (39.3) й (39.4) являются приближенными, причем 
тем более точными, чем меньше элементарные объемы ДУг и соот­
ветствующие им элементарные массы Д т ;. Следовательно, задача 
нахождения моментов инерции сводится к интегрированию:

1 =  \  Я2 dm =  $ ptf2 dV. (39.5)

Интегралы в (39.5) берутся по всему объему тела. Величины р и 
R в этих интегралах являются функциями точки, т. е., например, 
декартовых координат х, у  и г.

В качестве примера найдем момент инерции однородного диска 
относительно оси, перпендикулярной к плоскости диска и проходя­
щей через его центр (рис. 39.1). Разобьем диск на кольцевые слои 
толщиной dR.  Все точки одного слоя будут находиться на одина­
ковом расстоянии от оси, равном R.  Объем такого слоя равен

d V = b 2 n R d R ,

где b — толщина диска. Поскольку диск однороден, плотность его 
во всех точках одинакова и р в (39.5) можно вынести за знак
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Яо
/  =  р J R 2 dV =  р J R 2b2nR dR,

о
где R 0— радиус диска. Вынесем за знак интеграла постоянный 
множитель 2л Ь:

I  =  2nbp j  R 3d R = 2 n b p  .
о

Наконец, введя массу диска т, равную произведению плотности р 
на объем диска bnRl,  получим:

/  =  ^ .  (39.6)

Нахождение момента инерции в рассмотренном примере значи­
тельно упрощалось вследствие того, что тело было однородным 
и симметричным, а момент инерции мы искали относительно оси

интеграла:

симметрии. Если бы мы захотели найти момент инерции диска от­
носительно, например, оси О'О', перпендикулярной к диску и про­
ходящей через его край (см. рис. 39.1), вычисления, очевидно, ока­
зались бы гораздо более сложными. В подобных случаях нахождение 
момента инерции значительно облегчается, если воспользоваться 
т е о р е м о й  Ш т е й н е р а ,  которая формулируется следующим 
образом: момент инерции I  относительно произвольной оси равен 
сумме момента инерции 1С относительно оси, параллельной данной 
и проходящей через центр масс тела, и произведения массы тела т 
на квадрат расстояния а между осями:

1 =  1с -\-та2. (39.7)

В соответствии с теоремой Штейнера момент инерции диска от­
носительно оси О’О' равен найденному нами моменту инерции
(39.6) относительно оси, проходящей через центр диска, плюс
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mRl (расстояние между осями О'О' и 0 0  равно радиусу диска R 0):
т m R o  , 3 n<t/  =  —  +  mRi =  -  ̂ mRo.

Таким образом, теорема Штейнера, по существу, сводит вычис­
ление момента инерции относительно произвольной оси к вычисле­
нию момента инерции относительно оси, проходящей через центр 
масс тела.

Для доказательства теоремы Штейнера рассмотрим ось С, про­
ходящую через центр масс тела, и параллельную ей ось О, отстоя­
щую от оси С на расстояние а (рис. 39.2; обе оси перпендикулярны 
к плоскости чертежа). Обозначим через R; перпендикулярный к оси 
С вектор, проведенный от оси к элементарной массе Am it а через 
R|- — аналогичный вектор, проведенный от оси О. Введем также пер­
пендикулярный к осям вектор а, соединяющий соответствующие точ­
ки осей О и С. Для любой пары противолежащих точек этот вектор 
имеет одинаковую величину (равную расстоянию а между осями) 
и одинаковое направление. Между перечисленными векторами 
имеется соотношение

R; =  a +  R,-.

Квадрат расстояния элементарной массы Ат,- от оси С равен 
R i =  R?, а от оси О —

R ? =  ( a +  R i)2 =  aa +  2aR ,• +  # (.

С учетом последнего соотношения момент инерции тела относительно 
оси О можно представить в виде

/  =  2  k m iR f  =  а? 2  Ami +  2а 2  Д т 1^ / +  2  (39.8)
(постоянные множители мы вынесли за знак суммы). Последний 
член в этом выражении есть момент инерции тела относительно 
оси С. Обозначим его / с . Сумма элементарных масс дает массу тела 
т. Сумма равна произведению массы тела на вектор R,
проведенный от оси С к центру масс тела. Поскольку центр инер­
ции лежит на оси С, этот вектор R, а следовательно, и второй член 
в (39.8) равны нулю. Таким образом, мы приходим к выводу, что

/  =  та2 +  / с ,

а это и требовалось доказать (см. (39.7)).
В заключение приведем значения моментов инерции для неко­

торых тел (тела предполагаются однородными, т — масса тела).
1. Тело представляет собой тонкий длинный стержень с сече­

нием любой формы. Максимальный поперечный размер стержня b 
во много раз меньше длины стержня /(Ь<^/). Момент инерции 
относительно оси, перпендикулярной к стержню и проходящей



144 Г Л .  V .  М Е Х А Н И К А  Т В Е Р Д О Г О  Т Е Л А

0
1

Рис. 39.3.

через его середину (рис. 39.3), ра­
вен

1 =  ± т 1 \

2. Для диска или цилиндра при 
любом отношении R  к I (рис. 
39.4) момент инерции относительно 

оси, совпадающей с геометрической осью цилиндра, равен

/  =  i m R = .

3. Тело —  тонкий диск. Толщина диска b во много раз меньше

Рис. 39.5.

радиуса диска R (b<^R). Момент инерции относительно оси, совпа­
дающей с диаметром диска (рис. 39.5), равен

/  =  1 /п Я * .

4. Момент инерции шара радиуса R относительно оси, про­
ходящей через его центр, равен

I - ^ ^ m R * .О

§ 40. Понятие о тензоре инерции

В § 38 мы установили, что для однородного тела, вращающегося 
относительно оси симметрии, связь между векторами М и со имеет 
очень простой вид:

М =  /со (40.1)
(см. (38.10)) или

M x =  I a x, M v ==I<ay, M z =  Iaz . (40.2)

Это объясняется тем, что для такого тела векторы М и со коллине- 
арны. Однако в общем случае векторы М и со образуют угол, отлич­
ный от нуля (см. рис. 38.2), так что связь между ними не может 
быть выражена формулой (40.1).
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Попытаемся выяснить, как можно связать аналитически векторы 
М и о  в самом общем случае. Будем исходить из того, что модули М 
и (о пропорциональны друг другу. Действительно, согласно (38.3) 
модули элементарных векторов Мг пропорциональны модулю ю, 
следовательно, и модуль суммы этих векторов также пропорциона­
лен о . Легко сообразить, что такая пропорциональность получится 
в том случае, если каждая компонента вектора М будет зависеть 
линейно от компонент вектора о:

М х  =  IХХ®Х I х у ® у  "t" ĴC2®Z>
М у = 1 у х<йх +  1у!)<й„ +  1уг<йг, (40.3)
M z = } z x a x  +  ^ z V%  +  f z z a z-

Здесь величины 1ХХ, 1ху и т. д. суть коэффициенты пропорциональ­
ности, имеющие размерность момента инерции (ср. с (40.2)). При 
увеличении ш в некоторое число раз в такое ж е количество раз 
увеличится каждая из компонент ю*, а у, <в2 и соответственно каж­
дая из компонент М х, М у , М 2, а значит и сам вектор М.

Взаимная ориентация векторов М и ©  определяется значениями 
коэффициентов пропорциональности. Пусть, например, 1хх= 1 уу=  
=  IZ2—I, а остальные коэффициенты равны нулю. Тогда формулы
(40.3) переходят в соотношения (40.2), т. е. векторы М и ш  оказы­
ваются коллинеарными. Теперь допустим, что вектор ю направлен 
вдоль оси z и коэффициенты I Xz, 1уг, I zz отличны от нуля. В этом 
случае (ог=со, сок=сйу= 0 . Подстановка этих значений в (40.3) 
дает, что

М х =  1хга ф 0 ,  М у = 1 уг(й ф 0 ,  М 2= 1 гга>ф 0.

Все три компоненты вектора М оказались отличными от нуля, зна­
чит, вектор М образует с направленным по оси г  вектором о> не­
который угол.

Из сказанного вытекает, что в самом общем случае связь между 
моментом импульса и угловой скоростью тела может быть выражена 
с помощью формул (40.3). Аналогичные формулы могут быть напи­
саны для любых векторов а и Ь, модули которых пропорциональны 
друг другу:

Ьх — Тххах +  Т хуау +  Т X2az,
b,j =  T ухах +  Т ууау +  Т угаг , (40.4)
b2 =  Т 2хах +  Т гуау +  Т 2гаг .

Эти три формулы можно записать компактно в виде одного выраже­
ния:

b i =  2  T ikak (i =  x , у, г).  (40.5)
k= x ,  у,  г

Положив i = x  и осуществив суммирование, при котором индекс



k пробегает значения х, у, г, получим первую из формул (40.4), по­
ложив i = y  — вторую из формул и т. д.

Совокупность девяти величин Тхх, Тху, . ., Тгг именуют т е н ­
з о р о м  в т о р о г о  р а н г а 1), а операцию, выражаемую фор­
мулами (40.4), называют умножением вектора а на тензор Т. В ре­
зультате такого умножения получается новый вектор Ь.

Тензор принято записывать в виде квадратной таблицы:

( Т  х х  Т х у  Т х г \
Т = !  Тух Туу Туг J (40.6)

^ т  г х  Т г д  Т  ZZJ

(вместо индексов х, у, г можно писать индексы 1, 2, 3). Величины 
Тхх, Тху, называются к о м п о н е н т а м и  тензора. Распо­
ложенные по диагонали таблицы (40.6) компоненты Тхх, Туу,

Tzz называются д и а г о н а л ь н ы м и .  
Значения компонент зависят от выбора ко­
ординатных осей, на которые проектиру­
ются векторы а и b (от выбора осей зависят 
и компоненты этих векторов).

Из сопоставления формул (40.3) и (40.4) 
вытекает, что коэффициенты в формулах
(40.3) суть компоненты тензора второго 
ранга:

/ I x x  I х у  I х г \

I h v  ! yz j -  (40-7)
I z y  I z z '

Его называют т е н з о р о м  и н е р ц и и  тела. Этот тензор харак­
теризует инертные свойства тела при вращении.

Чтобы найти значения компонент тензора инерции, будем ис­
ходить из определения момента импульса тела:

М =  2 m t[rit V,.] (40.8)

(см. (38.9)). Векторы г,- будем откладывать от центра масс тела 
(рис. 40.1). Заменим в выражении (40.8) скорость v* векторным 
произведением [со, гг] (см. формулу (5.8)). В результате получим:

м = 2 т .-[г<-* К  г.]]-
Теперь воспользуемся формулой «бац минус цаб» (формулой (2.35)):

м  =  2 m i {“  (г<г«) - г; (Г/®)Ь (40-9)

*) Тензором второго ранга называется совокупность девяти величин Т х х , 
Т х у , ..., Т г г , преобразующихся при поворотах координатных осей по определен­
ным правилам (см. Приложение III).
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Напомним, что суммирование осуществляется по всем элементар­
ным массам, на которые мысленно разбито тело.

Свяжем с телом декартову систему координат х) (см. рис. 40.1) 
и распишем скалярные произведения, фигурирующие в выражении
(40.9), через компоненты векторов ю н г; по осям этой системы 
(см. (2.23)). Начало координат поместим в центр масс тела С (на­
помним, что из этой точки мы откладывали векторы гг). Учтя, что 
rXi=X i, ry i= D i , rz i= z t , получим:

M =  2 % { ffl( 4  +  !/i +  z?) — гI ( х р х +  у  fit в +  г,-иг) }. (40.10)
Найдем проекцию этого вектора на ось х\

М х =  2  Щ {со* (х\ +  у1 +  z?) —х, (*,-<оя +  у р у +  г,ш,)} =*
=  ^ 2 « ! ;  {у\ +  2i) -Ш у 2 2 ( 4 0 . 1 1 )  

Аналогично находятся проекции вектора М на оси у  и г:

М у -  —  со* 2  « д а  +  ©„ 2  m i (*< +  гЬ — и , 2  ЩУРи (40-12)

м 2 = — со* 2  m i z i x i — 2  m i z i lJ i + “ z 2  m i  ( * * + у Ь  • (40  •13)

Сравнение полученных нами выражений с формулами (40.3) 
позволяет найти значения компонент тензора инерции. Выпишем 
эти значения сразу в виде таблицы:

/ 2  т ; ( ^ + г?) —2  mixiyt —2 m<*<zi \
/  =  [ —2 ЩУЫ 2  * / W + 4 )  —2 т^1г/ ) .  (40.14)

\ — 2 miz ix i  — 2 т 1г1'У« 2 щ ( А + уЪ  J

Диагональные компоненты тензора представляют собой рассмотрен­
ные в предыдущем параграфе моменты инерции относительно соот­
ветствующих координатных осей. Эти компоненты называются осе- 
в ы м и  м о м е н т а м и  и н е р ц и и .  Недиагональные компоненты 
называются ц е н т р о б е ж н ы м и  м о м е н т а м и  и н е р ­
ц и и .  Заметим, что недиагональные компоненты тензора (40.14) 
удовлетворяют условию: I xy= I yx, 1хг= 1 гх, Iyz= I zy. Тензор, 
удовлетворяющий такому условию, называется с и м м е т р и ч- 
н ы м.

Практически компоненты тензора инерции вычисляются с по­
мощью интегрирования. Например, компонента 1ХХ опредяется 
по формуле

/ „ = S p ( * .  У ' г ) ( у 2 + г 2 ) ^ >

где р (х, у ,  г) — плотность, dV  — элементарный объем. Интегриро­
вание производится по всему объему тела.

J) Подчеркнем, что оси этой системы жестко связаны с телом и вращаются 
вместе с ним.
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Найдем компоненты тензора инерции для однородного прямо­
угольного параллелепипеда, выбрав оси координат так, как показано 
на рис. 40.2. Начало координат совпадает с центром масс тела С.

Чтобы вычислить осевой момент 
инерции Izz, разобьем тело на 
столбики с площадью основания,

Рис. 40.2.

кого столбика имеют одинако­
вые значения координат х н у .  
Объем столбика равен 2с dx dy, 
а его масса dm =p2c dx dy. По­
этому вклад столбика в / 22 оп­
ределяется выражением

d l  z z  столбика =  ^рС ( X 2 -(- у 2) dx dy.
Проинтегрировав это выражение по х, найдем вклад в Izz, который 
дает показанный на рис. 40.2 слой длины 2а, ширины 2с и тол­
щины dy.

+ а  +а +а

d l zz ело» =  5 2РС (*г +  У2) dx dy  =  2рс dy  J х2 d x +  2рсу2 dy  J dx =

=  (  у  pea3 - f  4pcay2 J dy  (40.15)

(так как тело однородно, р не зависит от координат х, у ,  г).
Наконец, проинтегрировав выражение (40.15) по у ,  получим 

Izz всего тела:
+ ь + ь + ь

I22=  С ("у pca3 +  4рсаугW  =  4  pea3 J dy  +  4pca j  у г d y ~
-b -b -b

8 1 1=  -g pca*b +  3- Pcab3 =  -3 P (2a) (2b) (2c) (a2 +&!) =  y / n  (a2 +  b2)

(tn — масса тела). Аналогичные вычисления дают, что

i xx =  j  ы  Ф' +  с2) , I yy =  j m  (а2 +  с2) .

Теперь вычислим один из центробежных моментов, например 
1ху. Вклад в этот момент столбика с основанием dx dy равен

d l х у  СТО.'дбика Р%У dx dy^
а вклад слоя —

d l х у  слоя == — 2рcyd y  J x d x ~  0.

Соответственно и момент всего тела равен нулю. Аналогичный ре-
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зультат получается и для остальных центробежных моментов. Та­
ким образом, при указанном на рис. 40.2 выборе координатных 
осей тензор момента инерции однородного прямоугольного паралле­
лепипеда имеет вид

(мы сохранили при диагональных компонентах по одному индексу).
Такой результат получился благодаря тому, что в качестве коор­

динатных осей были выбраны главные оси инерции тела (см. § 38).

При ином выборе координатных осей центробежные моменты инер­
ции оказываются отличными от нуля. В этом можно убедиться с по­
мощью следующего рассуждения. При выборе осей, показанном 
на рис. 40.3, а, площади прямоугольников 1, 2, 3 и 4  одинаковы. 
На двух из них произведение ху положительно, на двух — отрица­
тельно. Это приводит к тому, что интеграл от ху, взятый по всей 
площади, оказывается равным нулю. При выборе осей, показанном 
на рис. 40,3, б, площади заштрихованных фигур 1 и 3 меньше пло­
щадей незаштрихованных фигур 2 и 4 (а > Ь ). Поэтому интеграл 
от ху, взятый по суммарной площади, будет отличен от нуля. Соот­
ветственно отличен от нуля и центробежный момент 1ху.

Полученный результат является общим для всех тел, независимо 
от их формы и распределения массы. Если в качетсве координатнных 
осей взять главные оси инерции тела, тензор инерции имеет вид
(40.16). Величины I x, I у , I z (но не Ixx, Iyy, 1гг в (40.7); при повороте 
координатных осей изменяются все компоненты тензора, в том числе 
и диагональные) называются г л а в н ы м и  м о м е н т а м и  
и н е р ц и и  тела. Подчеркнем, что главными моментами инерции 
называются осевые моменты, вычисленные не в произвольных, а 
в главных осях.

Главные оси инерции взаимно перпендикулярны и пересекаются 
в центре масс тела. В общем случае (когда 1хф 1 уф 1 г) эти оси можно 
выбрать единственным способом. Для шарового волчка (т. е. тела,

(40.16)

Рис. 40.3.
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у которого Ix= I y = I z\ см. §38) положение главных осей оказыва­
ется совершенно неопределенным. У симметричного волчка ( / х=  
=  1уф 1 г) фиксирована лишь ось z, остальные две оси оказываются 
неопределенными.

Пусть тело вращается вокруг одной из своих главных осей инер­
ции, скажем вокруг оси г. Выбрав главные оси в качестве коорди­
натных осей, получим, что сог=со, сож=соу= 0 .  Поскольку при та­
ком выборе координатных осей тензор инерции имеет вид (40.16), 
формулы (40.3) приводят к следующим значениям компонент мо­
мента импульса тела:

М х= М у =  0, M z =  I za>.
Следовательно, вектор М имеет такое же направление, как и о . 
Такой же результат получается при вращении тела вокруг других 
главных осей. Во всех этих случаях

М =  /© , (40.17)

где I — соответствующий главный момент инерции тела. В §38  
мы получили такую формулу для однородного тела, вращающегося 
вокруг своей оси симметрии (см. (38.10)). Теперь мы установили, что 
формула (40.17) справедлива в тех случаях, когда произвольное 
тело вращается вокруг одной из своих главных осей инерции.

В заключение выясним, в каких случаях всегда справедливую 
формулу M = N  (см. (38.1)) можно писать в виде

/р== N. (40.18)

Прежде всего это, очевидно, можно делать, когда тело враща­
ется вокруг главной оси и момент сил N направлен вдоль этой оси. 
Действительно, в этом случае момент сил N вызывает приращение 
dМ, коллинеарное с М (d M = N d t) .  Поэтому вращение все время 
происходит вокруг главной оси, так что соотношение М—/to не 
нарушается. Однако в этом случае векторная формула (40.18) не 
дает ничего нового по сравнению с формулой

IPZ =  N Z (40.19)
(z —  ось вращения).

При N, неколлинеарном с М (например, при N, перпендикуляр­
ном к М), ось вращения со временем перемещается относительно 
тела; поэтому даже при условии, что соотношение М =/<о выпол­
няется в начальный момент, со временем это соотношение перестает 
выполняться, и уравнение (40.18) утрачивает смысл. Только в том 
случае, когда тело является шаровым волчком, перемещение оси 
вращения относительно тела не имеет значения. Для шарового 
волчка любая ось является главной и обладает одинаковым значе­
нием момента инерции /;  поэтому уравнение (40.18) оказывается 
справедливым при любом взаимном направлении векторов N и со.



§ 41. Кинетическая энергия вращающегося твердого тела

Начнем с рассмотрения вращения тела вокруг неподвижной 
оси, которую мы назовем осью г (рис. 41.1). Линейная скорость эле­
ментарной массы nii равна г>г =  со#г, где R t— расстояние массы 
от оси г. Следовательно, для кинети­
ческой энергии i-й элементарной мас­
сы получается выражение

Кинетическая энергия тела слагается 
из кинетических энергий его частей:

T = Z t T i  =  T « 2 Z l ' n i R l

Сумма в правой части этого соотно­
шения представляет собой момент 
инерции тела /  относительно оси вра­
щения. Таким образом, кинетическая 
энергия тела, вращающегося вокруг неподвижной оси, равна

r  =  i /  со*. (41.1)

Пусть на массу т г действуют 2) внутренняя сила f£ и внешняя 
сила Ғг (см. рис. 41.1). Согласно (20.5) эти силы совершат за время 
dt работу

d ^ (. =  f (.vJ-d/ +  F ,v(.d / =  fI-[o), г ^  +  ҒДю, r;]d*.

Осуществив в смешанных произведениях векторов циклическую 
перестановку сомножителей (см. (2.34)), получим:

dA; =  ш [г,-, f ,] dt +  ш [г,-, F ,] dt =  a)N(iBHyTp) dt -f- wN; dt, (41.2)

где NfBHyTp) — момент внутренней силы относительно точки О, 
Nj — аналогичный момент внешней силы.

Просуммировав выражение (41.2) по всем элементарным массам, 
получим элементарную работу, совершаемую над телом за время dt:

dA =  2  dAs =  © { 2  N((BHyTp>} dt  +  о  { 2  N ,} dt.

Сумма моментов внутренних сил равна нулю (см. (29.17)). Следова­
тельно, обозначив суммарный момент внешних сил через N, придем 
к выражению

d A = * a N d t  =  <oNu dt  (41.3)

J) Результирующая сила f,-+F,- лежит в плоскости, перпендикулярной к оси 
вращения.
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(мы воспользовались формулой (2.21)). Наконец, приняв во внима­
ние, что со dt есть угол dy ,  на который поворачивается тело за время 
dt, получим:

dA =  N a d<p. (41.4)

Знак работы зависит от знака N a, т. е. от знака проекции вектора N 
на направление вектора со.

Итак, при вращении тела внутренние силы работы не совершают, 
работа же внешних сил определяется формулой (41.4).

К формуле (41.4) можно прийти, воспользовавшись тем, что ра­
бота, совершаемая всеми приложенными к телу силами, идет на 
приращение его кинетической энергии (см. (19.11)). Взяв дифферен­
циал от обеих частей равенства (41.1), придем к соотношению

dT =  d (/со2/2) - d (/со2/2) =  /со da  =  /сор dt =  /со|5ш dt =  /рш dcp.

Согласно уравнению (38.8) /p tlJ= A re), так что, заменив dT  через dA, 
придем к формуле (41.4).

Т а б л и ц а  41.1

Поступательное движение Вращательное движение

V — линейная скорость ш — угловая скорость
w =  V— линейное ускорение Р =  о>— угловое ускорение
т  — масса / — момент инерции
р =  т \ — импульс M z =  la)2 — момент импульса*)
F — сила N или N z  — момент силы
р =  F M =  N
m w  =  F l $ z  =  N z  *)
Т  =  rmj1/2 Т  =  /со2/2 *)
d A  =  F S ds =  F v  ds d A  =  N J < f

*) Для неподвижной оси вращения.

В табл. 41.1 сопоставлены формулы механики вращательного 
движения с аналогичными формулами механики поступательного 
движения (механики точки). Из этого сопоставления легко заклю­
чить, что во всех случаях роль массы играет момент инерции, роль 
силы — момент силы, роль импульса — момент импульса и т. д.

Формулу (41.1) мы получили для случая, когда тело вращается 
вокруг неподвижной фиксированной в теле оси. Теперь допустим, 
что тело вращается произвольным образом относительно неподвиж­
ной точки, совпадающей с его центром масс. Свяжем жестко с телом



декартову систему координат, начало которой поместим в центр 
масс тела. Скорость i-й элементарный массы равна v ; =  [cor,]. 
Следовательно, для кинетической энергии тела можно напасать 
выражение

Т =  \  X ,  т р \  =  j  2  mi =  4  И  sin2 a i'

где а,-— угол между векторами со и гг. Заменив sin? а г через 
1—cos2aj и учтя, что согг со5 а г =  согг, получим:

Распишем скалярные произведения через проекции векторов со 
и гг на оси связанной с телом координатной системы:

Г = y £ m (.{(co5 +  а>; +  «4 ) {х\ +  у\ +  г$) —

-  К *1 +  %У1 +  И А ) К * ,- +  °>уУ{ +  “ г2!-) } “

=  Т  X  m ‘ l  +  “ * +  w  +  у*  +  г*) — ^ l x )  —  (ах (0у Х;У1 —

—  v j a j c p i — оу В яУ Л  — ©Jy? — (о„<а,у,.г,— — ф } } .

Наконец, объединив слагаемые с одинаковыми произведениями 
компонент угловой скорости и вынеся эти произведения за знаки 
сумм, получим:

т m i (у2с+ г<)+ 2  m«- (xt + zi) +

+ <bJ 2  W + уЪ — 2  m ix iy i -  2  m ix iz i —
—  2  m i y i x i -  a y a z  2  ^ y ^ t — ^ x  2  m i z ix i — (az a)y 2  m i z i y i \ -

Суммы, на которые умножаются произведения компонент угло­
вой скорости, суть компоненты тензора инерции (см. (40.14)). Сле­
довательно, мы пришли к формуле

Т  =  у  { ^ х У х  +  t x y V J b y  +  +  1  ух®у<*х +

+ 1 уу^у +  Iyz<* y<*z +  IzX<*z<i>x +  1гу(й2%  +  - (41.5) 
Эту формулу можно написать в виде

Т =  т  Е  (41.6)
i, k=xt у, г

При суммировании индексы i и k пробегают, независимо друг от 
друга, значения х, у, г.

Если оси связанной с телом системы координат выбрать так, 
чтобы они совпали с главными осями инерции тела, центробежные 
моменты инерции обратятся в нуль и выражение (41.5) упростится
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T = ± - { I x<ol+Iy<ol +  Iz<*l}. (41.7)

Здесь 1Х, 1у , 1г — главные моменты инерции тела. Для шарового 
волчка эти моменты имеют одинаковую величину / ,  так что формула
(41.7) принимает вид 7’= 1/ 2/<в2 (ср. с (41.1)). При вращении произ­
вольного тела вокруг одной из главных осей инерции, скажем оси 
г, <ог=(о, a»x=coJ,= 0  и формула (41.7) переходит в (41.1).

Таким образом, кинетическая энергия вращающегося тела равна 
половине произведения момента инерции на квадрат угловой ско­
рости в трех случаях: 1) для тела, вращающегося вокруг неподвиж­
ной оси, 2) для тела, вращающегося вокруг одной из главных осей 
инерции, 3) для шарового волчка. В остальных случаях кинетиче­
ская энергия определяется более сложными формулами (41.5) или
(41.7).

следующим образом:

§ 42. Кинетическая энергия тела при плоском движении

Плоское движение тела может быть представлено как наложе­
ние двух движений — поступательного с некоторой скоростью v 0 и 
вращения вокруг соответствующей оси с угловой скоростью со 
(см. § 36). Согласно формуле (36.1) скорость i-й элементарной массы 
тела равна

V/ =  v 0 +  [«o, г,-],

где v0 — скорость некоторой точки О тела, г( — радиус-вектор, опре­
деляющий положение элементарной массы по отношению к точке О. 

Кинетическая энергия i-й элементарной массы равна

Ti  =  \  m p l  =  \  т {v0 +  [со, г,]}2.

Осуществив возведение в квадрат, получим:

Т,- =  1 - т г{и§ +  2у 0 [со, г(-] +  [со, г,]2}.

Векторное произведение со на Г; имеет модуль, равный соR it где 
Ri— расстояние массы т г от оси вращения (см. рис. 5.5 и текст, 
предшествующий формуле (5.8)). Следовательно, третье слагаемое 
в фигурных скобках равно со2R]. Во втором слагаемом осуществим 
циклическую перестановку сомножителей (см. (2.34)). В результате 
придем к выражению

^  =  +  a V i  +  rfR*}- (42.1)

Чтобы получить кинетическую энергию тела, просуммируем вы­
ражение (42.1) по всем элементарным массам, причем вынесем
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постоянные множители за знаки сумм:

Т =  Т  X  m ■' X 171‘Ti +  т  “ 2 X  m iR'•
Сумма элементарных масс 2 m; есть масса тела m - Выражение 
2 m iri равно произведению массы тела на радиус-вектор гс центра 
масс тела. Наконец, 2  m ;R2i есть момент инерции тела / 0 относитель­
но оси, проходящей через точку О. Поэтому можно написать, что

Т  = ^ тьо +  тгс [ у о, “ З +  у 7»®2- (4:2.2)

Если в качестве точки О взять центр масс тела С, радиус-вектор 
гс будет равен нулю, так что второе слагаемое исчезает. Следова­
тельно, обозначив через v c скорость центра масс, а через / с — момент 
инерции тела относительно оси вращения, проходящей через точку 
С, получим для кинетической энергии тела формулу

г = « и Ь + /с ш ^  (42 3)

Таким образом, кинетическая энергия тела при плоском движе­
нии слагается из энергии поступательного движения со скоростью, 
равной скорости центра масс, и энергии вращения вокруг оси, 
проходящей через центр масс тела.

§ 43. Применение законов динамики твердого тела

Движение твердого тела описывается двумя уравнениями:

mwc =  2 F BHeinn, (43.1)

M =  2 NB„em„ (43.2)
(см. формулы (37.5) и (38.1)). Следовательно, движение тела опреде­
ляется действующими на него внешними 
силами и моментами этих сил.

Моменты сил можно брать относи­
тельно любой неподвижной или движу­
щейся без ускорения точки. Взяв мо­
мент внешних сил относительно точки, 
движущейся с ускорением, мы, по су­
ществу, написали бы уравнение (43.2) 
в неинерциальной системе отсчета. В 
этом случае, кроме внешних сил, обуслов­
ленных взаимодействием данного тела с 
другими телами, нужно учитывать силы Рис- 43.1.
инерции и их моменты.

Точки приложения сил, действующих на тело, можно переносить 
вдоль линий действия сил, поскольку при этом ни сумма сил, ни их
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моменты не изменяются (при перенесении силы вдоль линии ее дей­
ствия плечо относительно любой точки остается неизменным). Это 
позволяет заменять несколько сил одной силой, эквивалентной им 
в отношении воздействия, оказываемого на тело. Так, например, две 
силы Fi и F2, лежащие в одной плоскости (рис. 43.1), можно заме­
нить эквивалентной им силой Ғ, точку приложения которой можно 
также выбрать произвольно на направлении, вдоль которого она 
действует.

Совокупность действующих на тело параллельных сил можно 
заменить их равнодействующей, равной сумме всех сил и приложен­
ной к такой точке тела, чтобы ее момент был равен сумме моментов 
отдельных сил.

Найдем равнодействующую сил тяжести. Эти силы приложены 
ко всем элементам тела, причем на элементарную массу т г действует 
сила m;g. Сумма сил равна P = m g, где т = 2 ^ г  — масса тела. Сум­
марный момент сил тяжести относительно некоторой точки О равен

N =  2 t r /> К ё ) ] >
где гг— радиус-вектор, определяющий положение массы т { по 
отношению к точке О. Перенеся скалярный множитель m i из вто­
рого сомножителя в первый и вынеся затем общий множитель g 
за знак суммы, получим:

N =  [(I> ;r;). g]-
Сумма, стоящая в круглых скобках, равна произведению массы тела 
на радиус-вектор гс центра масс С. Поэтому

N =  [(mrc), g] =  [rc , (mg)] — [гс , Р]. (43.3)

Таким образом, суммарный момент сил тяжести относительно про­
извольной точки О совпадает с моментом силы mg, приложенной к 
точке С. Итак, равнодействующая сил тяжести равна P =m g и 
приложена к центру масс тела. Отметим, что это справедливо лишь 
в том случае, если в пределах тела поле сил тяжести однородно (при 
выводе формулы (43.3) мы считали, что g=const),

Из (43.3) вытекает, что момент сил тяжести относительно центра 
масс равен нулю (в этом случае гс = 0 ) . Точка, относительно которой 
момент сил тяжести равен нулю, называется ц е н т р о м  т я ж е ­
с т и  тела. Таким образом, в случае, когда поле тяготения в пре­
делах тела однородно, центр тяжести совпадает с центром масс.

В случае однородного поля тяготения силы тяжести, приложен­
ные к различным элементарным массам, имеют одинаковое направ­
ление и пропорциональны т г. Таким же свойством обладают силы 
инерции, возникающие в неинерциальной системе отсчета, движу­
щейся поступательно относительно инерциальных систем. Дейст­
вительно, в этом случае силы инерции, приложенные к элементар­
ным массам т г, равны — т га, где а — ускорение неинерциальной
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системы (см. (32.2)). Повторив рассуждения, приведшие нас к фор­
муле (43.3) (при этом m,g нужно заменить на —пца), можно показать, 
что результирующая сил инерции равна —та и приложена к центру 
масс тела. Подчеркнем, что это справедливо лишь для систем от­
счета, движущихся поступательно.

Относительно центра масс момент сил инерции (в поступательно 
движущейся системе) равен нулю. Поэтому при составлении урав­
нения (43.2) для моментов, 
взятых относительно центра 
масс, силы инерции учиты­
вать не нужно.

Рис. 43.2.

Выясним условия равновесия твердого тела. Тело может оста­
ваться в состоянии покоя в том случае, если нет причин, приводя­
щих к возникновению поступательного движения или вращения. 
Согласно уравнениям (43.1) и (43.2) для этого необходимо и доста­
точно выполнения двух условий:

1) сумма всех внешних сил, приложенных к телу, должна быть 
равна нулю:

2Ғв„еш„ =  0; (43.4)

2) результирующий момент внешних сил относительно любой 
точки должен быть равен нулю:

2 ^ „ е Ш11 =  0. (43.5)
При выполнении условия (43.4) из равенства нулю суммы момен­

тов для одной какой-либо точки О вытекает равенство нулю суммы 
моментов относительно любой другой точки О'. Действительно, 
пусть для некоторой точки О

2 N ; =  2 [ r „  F J = 0 .  (43.6)

Возьмем другую точку О', положение которой относительно О 
определяется вектором Ь. Из рис. 43.2 видно, что =  г,-—Ь. Сле­
довательно, сумма моментов относительно точки 0'  равна

2Nt=2W, ғл=2[(г,—ь), ғ/]=2[г/, ғ,.]-2[ь, f j .
Согласно (43.6) первая сумма равна нулю. Вынеся во второй сумме 
постоянный множитель1 b за скобки, получим выражение —[Ь, 2  F J ,
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которое в силу (43.4) также равно нулю. Таким образом, из (43.4) 
и условия (43.6) для точки О вытекает условие (43.6) для точки О'.

Отметим, что векторное условие (43.5) эквивалентно трем ска­
лярным:

2^ *в п еш я = 0 , 2  N v внешн =* 0, 2  N z внешн =  0- (43.7)
Итак, условия равновесия твердого тела определяются уравне­

ниями (43.4) и (43.5) или уравнениями (43.4) и (43.7).
В заключение рассмотрим пример на применение законов дина­

мики твердого тела. Пусть однородный цилиндр радиуса R  и массы 
т скатывается без скольжения с наклонной плоскости (рис. 43.3). 
Угол наклона плоскости равен а , а высота h(h^>R). Начальная 
скорость цилиндра равна нулю. Требуется найти скорость центра 
масс и угловую скорость вращения цнлиндра в момент выхода 
цилиндра на горизонтальный участок. Дадим два варианта решения.

П е р в ы й  с п о с о б  р е ш е н и я .  Цилиндр будет двигаться 
под действием трех сил: силы P=m g, силы трения Ғтр и силы нор­
мального давления Ғп (см. § 17). Ускорение цилиндра в направле­
нии нормали к плоскости равно нулю. Следовательно, сила нор­
мального давления равна по модулю нормальной составляющей 
силы Р, имеющей величину mg cos а .

Трение между цилиндром и плоскостью возникает в точках их 
соприкосновения. При отсутствии скольжения эти точки цилиндра 
неподвижны (они образуют мгновенную ось вращения), следова­
тельно, сила трения, о которой идет речь, является силой трения 
покоя. Из § 15 известно, что сила трения покоя может иметь вели­
чину в пределах от нуля до максимального значения Fa, которое 
определяется произведением коэффициента трения на силу нор­
мального давления, прижимающую друг к другу соприкасающиеся 
тела (F0= k m g  cos а). В рассматриваемом случае сила трения при­
нимает такое значение, чтобы отсутствовало скольжение. Скольже­
ние при качении цилиндра по плоскости будет отсутствовать при 
условии, что линейная скорость точек соприкосновения будет равна 
нулю, что в свою очередь выполняется, если скорость центра инер­
ции vc равна в каждый момент времени угловой скорости вращения 
цилиндра со, умноженной на радиус цилиндра R:

vc =  a>R. (43.8)

Соответственно ускорение центра масс wc будет равно угловому 
ускорению р, умноженному на R :

wc =  $R. (43.9)

Если необходимая для выполнения условий (43.8) и (43.9) сила 
трения не превышает максимального значения F0, цилиндр будет 
скатываться без скольжения. В противном случае скатывание без 
скольжения невозможно.
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Уравнение (43.1) в данном случае имеет вид
mwc =  mg +  Ғтр +  Ғ„.

Спроектировав его на направление движения, получим
mwc =  m g s in a  —Ғтр. (43.10)

Для однородного цилиндра, вращающегося вокруг оси симмет­
рии, М=1(и. Поэтому уравнение (43.2) можно писать в виде

=  (43.11)

где г — ось цилиндра (см. (38.8)). В уравнении (43.11), написанном 
относительно оси цилиндра, отличным от нуля будет только момент 
силы трения. Остальные силы, в том числе и результирующая сил 
инерции, имеют направления, проходящие через ось цилиндра, 
вследствие чего их моменты относительно этой оси равны нулю. 
Таким образом, уравнение (43.11) запишется следующим образом:

I$ =  RFrv. (43.12)

Здесь /  — момент инерции цилиндра относительно его оси, равный 
*/2mtf2.

В уравнениях (43.10) и (43.12) содержатся три неизвестные вели­
чины: FTV, шс л р. Последние две величины связаны условием
(43.9), вытекающим из отсутствия скольжения. Решив совместно 
уравнения (43.9), (43.10) и (43.12), найдем (с учетом того, что / =  
= V 2m,/?2) значения искомых величин:

Ғтр =  l /3mg sin а, (43.13)
wc — Vs&sina, (43.14)

P =  2/э (g/R) s in a . (43.15)
Теперь, когда мы знаем величину силы трения покоя, необхо­

димую для скатывания цилиндра без скольжения, можно найти 
условие, при котором такое скатывание возможно. Для скатывания 
без скольжения сила (43.13) не должна превышать максимального 
значения силы трения покоя Ғ0, равного kmg  cos a:

l l 3mg  sin a  ^  kmg  cos a .
Отсюда

tg a  ^  3k.

Следовательно, если тангенс угла наклона плоскости превышает 
утроенное значение коэффициента трения покоя между цилиндром 
и плоскостью, скатывание не может происходить без скольжения.

Из постоянства wc (см. (43.14)) следует, что центр масс цилинд­
ра движется равноускоренно. За время скатывания £св цилиндр 
проходит путь /г/sin а .  При равноускоренном движении путь, 
ускорение и время связаны соотношением s=1 / 2w&. Подставив
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значение s, получим, что
A/sin а  =  1/2wci2CK, 

откуда с учетом значения (43.14) для wc приходим к формуле

Это время, как и wc, не зависит от массы и радиуса цилиндра J); 
оно определяется только углом наклона плоскости а  и разностью 
уровней ее краев А.

Скорость центра масс при выходе цилиндра на горизонтальный 
участок будет равна

Отметим, что сила трения покоя работы над цилиндром не совер­
шает, так как точки цилиндра, к которым приложена эта сила, в 
каждый момент времени неподвижны (см. (20.5)).

Для горизонтальной плоскости (а = 0 ) по формулам (43.14) н 
(43.15) получается, что цилиндр, если ему сообщить предваритель­
но некоторую поступательную и соответствующую (такую, чтобы 
не было скольжения) угловую скорость, будет двигаться без ускоре­
ния. На самом деле движение будет замедленным. Это замедление 
обусловливается силой трения качения, которая направлена так, 
что ее момент уменьшает угловую скорость со, а сама сила вызывает 
соответствующее (опять-таки такое, чтобы не возникало скольже­
ния) замедление центра масс. Сила трения качения совершает над 
катящимся телом отрицательную работу.

При решении задачи о скатывании цилиндра с наклонной плос­
кости трением качения мы пренебрегали.

В т о р о й  с п о с о б  р е ш е н и я .  Поскольку сила трения 
работы не совершает (трением качения пренебрегаем), полная энер­
гия цилиндра остается постоянной. В начальный момент кинети­
ческая энергия равна нулю, потенциальная энергия равна trigh. 
В конце скатывания потенциальная энергия становится равной ну­
лю, зато появляется кинетическая энергия, равная (см. (42.3))

а угловая скорость цилиндра

m v c  , / СЦ>2
2 2 *

1) Это справедливо только для однородного сплошного цилиндра.
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Так как скольжение отсутствует, vc и со связаны соотношением 
vc = a R .  Подставив в выражение для кинетической энергии (о =  
= v c!R и / c = V 2m/??, получим:

Полная энергия в начале и в конце скатывания должна быть 
одинакова:

Обратите внимание, насколько второй способ решения проще 
первого.

§ 44. Гироскопы

Гироскопом (или волчком) называется массивное симметричное 
тело, вращающееся с большой скоростью вокруг оси симметрии. 
Эту ось мы будем называть осью гироскопа. Ось гироскопа является 
одной из главных осей инерции. Поэтому, если она не поворачи­
вается в пространстве, момент импульса равен М =  /со, где /  — 
момент инерции относительно оси гироскопа. Допустим теперь, что 
ось гироскопа поворачивается с некоторой скоростью а ' В этом 
случае результирующее вращение гироскопа происходит вокруг оси, 
не совпадающей с осью симметрии, и направление вектора М не сов­
падает с направлением оси гироскопа. Однако если скорость вра­
щения оси со' пренебрежимо мала по сравнению со скоростью соб­
ственного вращения гироскопа со (со'<^со), то можно приближенно 
считать вектор М равным /со и направленным вдоль оси гироскопа. 
При этом условии поворот вектора М и поворот оси гироскопа будут 
эквивалентными. В дальнейшем мы будем предполагать, что усло­
вие со'<^со соблюдается.

При попытке вызвать поворот оси гироскопа наблюдается свое­
образное явление, получившее название г и р о с к о п и ч е с к о ­
г о  э ф ф е к т а :  под действием сил, которые, казалось бы, должны 
были вызвать поворот оси гироскопа 0 0  вокруг прямой О'О' 
(рис. 44.1), ось гироскопа поворачивается вокруг прямой 0"0" 
(ось 0 0  и прямая О'О' предполагаются лежащими в плоскости ри­
сунка , а прямая 0"0" и силы Fi и F2— перпендикулярными к этой

з
- j  mvc — mgh

откуда

а угловая скорость

6  И .  В .  С а в е л ь е в ,  т.  1
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плоскости). Противоестественное на первый взгляд поведение ги­
роскопа оказывается полностью соответствующим законам динами­
ки вращательного движения. В самом деле, момент сил Fi и Fa 
направлен вдоль прямой О'О' За время dt момент) импульса гиро­
скопа М получит приращение dM = N dt, которое имеет такое же 
направление, как и N. Спустя время dt момент импульса гироскопа 
будет равен результирующей M '=M +dM , лежащей в плотности 
рисунка. Направление вектора М' совпадает с новым направле­
нием оси гироскопа. Таким образом, ось гироскопа повернется 
вокруг прямой 0"0" на некоторый угол dtp. Из рис. 44.1 видно, 
что dq>=\dIA\/M =  Ndt/M. Отсюда следует, что поворот оси гиро­
скопа в новое положение произошел с угловой скоростью со' =  
=dq>/dt=N /M .  Перепишем это соотношение в виде: N = (a 'M .  Век­
торы N, М. и to' взаимно перпендикулярны (вектор ©' направлен 
вдоль прямой 0"0" на нас). Поэтому связь между ними можно за­
писать в виде

N =  [ш'М]. (44.1)

Мы получили эту формулу для случая, когда векторы ш' и М 
взаимно перпендикулярны. Однако она справедлива и в самом об­
щем случае. Как видно из рис. 44.2, при повороте оси гироскопа 
вокруг вектора «в' на угол dq> вектор М получает приращение, мо­
дуль которого равен |dM |=M  sin adcp. Вместе с тем \dM \=Ndt. 
Таким образом, М  sin a d<$=N dt, откуда A/=co'A4sin a . С по­
мощью рис. 44.2 легко сообразить, что и в этом случае справедлива 
формула (44.1) (векторы ©' и М лежат в плоскости рисунка, вектор 
dM направлен за чертеж и поэтому изображен кружком с крести­

ком). Напомним, что формула (44.1) 
справедлива лишь в том случае, если
С0'<^£0.

При попытках вызвать поворот оси 
гироскопа заданным образом вследствие 
гироскопического эффекта возникают так

Рис. 44.2.

называемые г и р о с к о п и ч е с к и е  с и, л ы, действующие на 
подшипники, в которых вращается ось гироскопа. Например, при



s 44. ГИРОСКОПЫ 163

принудительном повороте оси гироскопа 0 0  вокруг прямой О'О' 
(рис. 44.3) ось гироскопа стремится повернуться вокруг прямой 
0"0". Чтобы предотвратить это вращение, к оси гироскопа должны 
быть приложены действующие со стороны подшипников силы F( и 
Ғ'2. По третьему закону Ньютона ось гироскопа будет действовать 
на подшипники с силами Fi и F2, которые и являются гироскопиче­
скими силами. При принудительном повороте оси гироскопа с угло­
вой скоростью ш' момент сил, с которыми подшипники действуют 
на ось, определяется формулой (44.1). Момент гироскопических сил, 
с которыми ось действует на подшипники, равен

Предположим, что ось гироскопа закреплена в кольце К ,  кото­
рое может свободно поворачиваться в обойме Об (рис. 44.4). При­
ведем обойму во вращение вокруг оси, лежащей в ее плоскости,

с угловой скоростью ©'. В этом случае, как мы выяснили, возникает 
действующий на кольцо момент гироскопических сил, определяе­
мый формулой (44.2). Под действием этого момента кольцо будет 
поворачиваться в обойме в направлении, указанном стрелкой, до 
тех пор, пока ось гироскопа не установится в направлении оси вра­
щения обоймы и момент (44.2) не станет равным нулю. При этом на­
правление собственного вращения гироскопа и направление, в ко­
тором вращается обойма, совпадут. При М и направленных в 
противоположные стороны, момент (44.2) также равен'нулю. Од­
нако соответствующее положение оси гироскопа будет неустойчи­
вым — при малейшем отклонении угла между М и б>! от 180° по­
явится момент N', который будет поворачивать ось до тех пор, пока 
этот угол не станет равным нулю.

N' =  [Мш']. (44.2)

о

Рис. 44.3.

О

Рис. 44.4*

4*
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Теперь допустим, что обойма поворачивается с угловой ско­
ростью ы' вокруг оси, не лежащей в ее плоскости (рис. 44.5). В по­
ложении кольца, при котором момент импульса гироскопа М перпен­
дикулярен к ш' (рис. 44.5, а), вектор N' имеет направление, пока­
занное на рисунке. Составляющая Nj_ этого вектора вызывает пово­
рот кольца в обойме, в результате которого угол между векторами 
М н ю ’ будет уменьшаться. Составляющая N „ стремится перекосить 
кольцо относительно обоймы. Когда кольцо займет такое положе­
ние, при котором угол между векторами М и со' примет наименьшее 
возможное значение (рис. 44.5, б), составляющая Nj_ станет равной 
нулю, так как в этом случае момент гироскопических сил N' лежит

в плоскости кольца; этот 
момент не может вызвать 
вращения кольца в обойме. 
Таким образом, под дейст­
вием гироскопических сил 
кольцо занимает в обойме 
такое положение, при кото­
ром угол между осью ги­
роскопа и осью вращения 
обоймы минимален.

Описанное поведение 
гироскопа положено в ос­
нову прибора, называемого 
г и р о с к о п и ч е с к и м  
к о м п а с о м  (гироком­

пасом). Этот прибор представляет собой гироскоп, ось которого 
может свободно поворачиваться в горизонтальной плоскости. Под 
влиянием суточного вращения Земли ось гирокомпаса устанавли­
вается в такое положение, при котором угол между этой осью и 
осью вращения Земли будет минимальным (рис. 44.6). В этом поло­
жении ось гирокомпаса оказывается в меридиональной плоскости
и, следовательно, указывает точно на север. Гироскопический ком­
пас выгодно отличается от компаса с магнитной стрелкой тем, что в 
его показания нет необходимости вносить поправки на так называе­
мое магнитное склонение х), а также не приходится принимать мер 
для компенсации воздействия на стрелку расположенных вблизи 
нее ферромагнитных предметов (например, стального корпуса ко­
рабля и т. п.).

Допустим, что ось гироскопа может свободно поворачиваться 
вокруг некоторой точки О (рис. 44.7). Рассмотрим поведение та­
кого гироскопа в поле сил тяжести. Момент сил, приложенных

л ]  4 )

Рис. 44.5.

:) Магнитным склонением называется угол между магнитным и географичес­
ким меридианами.
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к гироскопу, равен по величине

N = m g l  sin а, (44.3)

где т — масса гироскопа, I — расстояние от точки О до центра масс 
гироскопа, а  — угол, образованный осью гироскопа с вертикалью. 
Направлен вектор N перпендикулярно к вертикальной плоскости, 
проходящей через ось гироскопа (на рис. 44.7 эта плоскость за­
штрихована).

Под действием момента сил N момент импульса М получит за 
время dt приращение d M =  N dt, перпендикулярное к вектору М. 
Изменение, которое претерпевает вектор М, получив приращенпе 
dM, соответствует такому повороту оси гироскопа, при котором угол 
а  не изменяется. Вертикальная плоскость, проходящая через ось 
гироскопа, повернется при этом на угол dcp. На такой же угол повер­
нется в горизонтальной плоскости вектор N. В результате спустя 
время dt  будет иметь место такое же взаимное расположение векто­
ров М и N, как и в начальный момент.

За последующий элемент времени dt вектор М получит снова при­
ращение dM, которое будет перпендикулярно к новому (возникше­
му после предшествующего элементарного поворота) направлению 
вектора М, и т. д. В итоге ось гироскопа будет поворачиваться во­
круг вертикальной оси, проходящей через точку О, с угловой 
скоростью со', описывая конус с углом раствора* равным 2а  (ср. 
с рис. 44.2). (При а = я /2  конус вырождается в плоскость.) Вектор 
М при этом будет изменяться только по направлению, по величине

Рис. 44.6. Рис. 44.7.
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он будет постоянным, так как элементарные приращения dM все 
время будут перпендикулярны к вектору М х).

Итак, в поле сил тяжести ось гироскопа с неподвижной точкой 
поворачивается вокруг вертикали, описывая конус. Такое движе­
ние гироскопа называется п р е ц е с с и е й .  Угловую скорость 
прецессии со' можно найти, приняв во внимание, что согласно (44.1) 
N = to 'M  sin а .  Приравняв это значение выражению (44.3), полу­
чим, что со'М  sin a = m g l  sin а , откуда

со' =  — m g l
М  1ы '

(44.4)

Из (44.4) следует, что скорость прецессии не зависит от угла наклона 
оси гироскопа по отношению к вертикали (от угла а).

Рис. 44.8.

Формулу (44.4) можно получить также следующим образом. 
Согласно рис. 44.7 угол dtp, на который повернется плоскость, про­
ходящая через ось конуса и ось гироскопа, может быть представ­
лен как отношение |dM| к М  sin а  (начало вектора М предполагается 
помещенным в точку О):

Исп — l d Ml — N d i  — m S l sin cL-dt ш  rs
^  M s i n a  A l s i n a  M s i n a  \  • /

Очевидно, что o), =dф/dгl. Разделив выражение (44.5) на dt, придем 
к формуле (44.4).

Мы рассмотрели приближенную теорию гироскопа. Согласно 
строгой теории наряду с вращением оси вокруг вертикали происхо­
дят колебания оси в вертикальной плоскости, сопровождающиеся 
изменениями угла а  в пределах от aj до а 2. Эти колебания оси 
называются н у т а ц и е й .  В зависимости от начальных условий 
конец оси гироскопа вычерчивает на воображаемой сферической

1) Аналогично ведет себя вектор скорости при равномерном движении точки 
по окружности. Вектор v получает за время d t  приращения d v = w nd t  (ш„= const). 
В результате изменяется направление вектора v, величина же его остается неиз­
менной.
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поверхности одну из изображенных на рис. 44.8 кривых. Если, на­
пример, закрепив ось под углом ос*, привести гироскоп во вращение 
и затем освободить ось без толчка, ось сначала будет, поворачиваясь 
вокруг вертикали, опускаться. Достигнув угла а 2, ось станет подни­
маться, и т. д. (этот случай изображен на рис. 44.8, б).

Сообщив волчку начальный толчок вполне определенной вели­
чины и направления, можно добиться того, что ось гироскопа будет 
прецессировать без нутации. Такая прецессия 
называется р е г у л я р н о й .  Чем быстрее 
вращается волчок, тем меньше амплитуда ну­
тации. Кроме того, нутация погашается тре­
нием в опоре. Поэтому практически нутация 
часто бывает незаметной. Прецессия, которая 
является регулярной лишь приближенно, 
называется п с е в д о р е г у л я р н о й .

Если точку О поместить в центр масс ги­
роскопа (см. рис. 44.7), момент силы тяжести 
станет равным нулю, и мы получим так 
называемый с в о б о д н ы й  с и м м е т ­
р и ч н ы й  в о л ч о к .  В силу закона 
сохранения момент импульса такого волчка не будет изме­
няться ни по величине, ни по направлению. Если привести волчок 
во вращение вокруг оси симметрии, векторы М и ©  будут иметь оди­
наковое направление, сохраняющееся неограниченно долго. Однако, 
если волчок будет приведен во вращение вокруг оси, не совпадаю­
щей ни с одной из его главных осей инерции, векторы М и ю не будут 
совпадать (рис. 44.9). Соответствующий расчет приводит к следую­
щим результатам. Вектор ©, оставаясь постоянным по величине, 
прецессирует вокруг направления вектора М, описывая конус. 
Одновременно прецессирует ось симметрии волчка г, причем век­
торы М, и  и ось г все время находятся в одной плоскости. Волчок 
вращается вокруг оси г с угловой скоростью <s>z= M zI I z, где М 2 — 
проекция вектора М на ось г, 1г— момент инерции волчка относи­
тельно этой оси. Угловая скорость прецессии равна ©пр= Л 1//, где
I — одинаковое значение моментов инерции 1Х и 1у .
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§ 45. Закон всемирного тяготения

Все тела в природе взаимно притягивают друг друга. Закон, 
которому подчиняется это притяжение, был установлен Ньютоном 
и носит название з а к о н а  в с е м и р н о г о  т я г о т е н и я .  
Согласно этому закону сила, с которой две материальные точки при­
тягивают друг друга, пропорциональна массам этих точек и обратно 
пропорциональна квадрату расстояния между ними:

F =  y ^ .  (45.1)

Здесь у — коэффициент пропорциональности, называемый г р а ­
в и т а ц и о н н о й  п о с т о я н н о й .  Направлена сила вдоль

171 t  Ъг Щг ^гг тго >-----г > -------< о

-----------------  г  --------------- >

Рис. 45.1.

прямой, проходящей через взаимодействующие материальные точ­
ки (рис. 45.1).

В векторном виде силу, с которой вторая материальная точка 
притягивает к себе первую, можно записать следующим образом:

F i , - Y ® e fl. (45.2)

Симолом e i2 обозначен единичный вектор, имеющий направление 
от первой материальной точки ко второй (см. рис. 45.1). Заменив 
в формуле (45.2) вектор e i2 вектором e2i, получим силу F2i, действую­
щую на вторую материальную точку.

Рис. 45.2.
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Для определения силы взаимодействия протяженных тел их 
нужно разбить на элементарные массы Ат, каждую из которых мож­
но было бы принять за материальную точку (рис. 45.2). Согласно
(45.2) i-я элементарная масса тела 1 притягивается к k-й элементар­
ной массе тела 2 с силой

где rik— расстояние между элементарными массами.
Просуммировав (45.3) по всем значениям индекса к, получим 

силу, действующую со стороны тела 2 на принадлежащую телу 1 
элементарную массу Д т г:

Наконец, просуммировав (45.4) по всем значениям индекса i, т. е. 
сложив силы, приложенные ко всем элементарным массам первого 
тела, получим силу, с которой тело 2  действует на тело 1:

Суммирование производится по всем значениям индексов i и к. 
Следовательно, если тело 1 разбить на N u а тело 2 — на jV2 элемен­
тарных масс, то сумма (45.5) будет содержать ЫгЫ2 слагаемых.

Практически суммирование (45.5) сводится к интегрированию 
и является, вообще говоря, очень сложной математической задачей. 
Если взаимодействующие тела однородны и имеют правильную фор­
му, вычисления сильно упрощаются. В частности, в случае, когда 
взаимодействующие тела представляют собой однородные х) шары, 
вычисление согласно (45.5) приводит к формуле (45.2), в которой под 
mi и т 2 следует понимать массы шаров, под г  — расстояние между 
их центрами и под ех2— единичный вектор, имеющий направление 
от центра первого шара к центру второго. Таким образом, шары вза­
имодействуют как материальные точки, имеющие массы, равные 
массам шаров, и помещенные в их центрах.

Если одно из тел представляет собой однородный шар очень 
большого радиуса (например земной шар), а второе тело можно рас­
сматривать как материальную точку, то их взаимодействие описы­
вается формулой (45.2), в которой под г нужно понимать расстояние 
от центра шара до материальной точки (это утверждение будет до­
казано в следующем параграфе).

(45.3)

(45.4)

(45.5)

1) Достаточно, чтобы распределение массы в пределах каждого шара обладало 
центральной симметрией, т. е. чтобы плотность была функцией только расстояния 
от центра шара.
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Размерность гравитационной постоянной в соответствии с
(45.1) равна

Численное значение 7 было определено путем измерения силы,
с которой притягиваются друг к другу те­
ла известной массы. При таких измерениях 
возникают большие трудности, так как для 
тел, массы которых могут быть непосредст­
венно измерены, сила притяжения оказы­
вается крайне малой. Так, например, два 
тела с массой 100 кг каждое, находящиеся 
на расстоянии 1 м друг от друга, взаимо­
действуют с силой порядка 10-в Н, т. е. 
порядка 10-4  гс.

Первой успешной попыткой определения 
7 были измерения, осуществленные Кавен­
дишем (1798 г.). Он применил для измерения 

сил весьма чувствительный метод крутильных весов (рис. 45.3). Два 
свинцовых шара т (с массой 0,729 кг каждый), прикрепленных 
к концам легкого коромысла, помещались вблизи симметрично рас­
положенных шаров М  (смассой по 158 кг). Коромысло подвешива­
лось на упругой нити, по закручиванию которой можно было из­
мерять силу притяжения шаров друг к другу. Верхний конец нити 
был закреплен в установочной головке, поворотом которой можно 
было менять расстояние между шарами т. и М .  Наиболее точным 
из определенных разными способами считается значение

7 = 6 ,6 7 0 -10-11 Н-м2/кг?.
Если в (45.1) подставить ти т 2 и г, равные единице, то сила ока­

зывается численно равной 7 . Таким образом, два шара с массой 1 кг 
каждый, центры которых отстоят друг от друга на 1 м, притягива­
ются взаимно с силой, равной 5,670> 10- l i  Н.

§ 46. Гравитационное поле
Гравитационное взаимодействие осуществляется через гравита­

ционное поле. Всякое тело изменяет свойства окружающего его 
пространства — создает в нем гравитационное поле. Это поле 
проявляет себя в том, что помещенное в него другое тело оказывается 
под действием силы. Об «интенсивности» гравитационного поля, 
очевидно, можно судить по величине силы, действующей в данной 
точке на тело с массой, равной единице. В соответствии с этим ве­
личину

С - 4  (46.1)

Устаноеочная ш о в ы
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называют н а п р я ж е н н о с т ь ю  г р а в и т а ц и о н н о г о  
п о л я .  В этой формуле F есть гравитационная сила, действующая 
на материальную точку массы т в данной точке поля.

Размерность G совпадает с размерностью ускорения. Напряжен­
ность поля тяготения вблизи поверхности Земли равна ускорению 
свободного падения g (с точностью до поправки, обусловленной вра­
щением Земли, см. §33).

Из формулы (45.2) легко заключить, что напряженность поля, 
создаваемого материальной точкой массы т, равна

0  —  V ^ e r, (46.2)

где ег — орт радиуса-вектора, проведенного из материальной точки 
в данную точку поля, г  — модуль этого радиуса-вектора.

Пусть гравитационное поле создается закрепленной в начале 
координат материальной точкой массы т. Тогда на материальную 
точку массы т', находящуюся в точке с радиусом-вектором г, будет 
действовать сила

F =  Gm' =  - v ^ e r (46.3)

(ср. с (30.1)). В § 30 было показано, что потенциальная энергия 
точки т! определяется в этом случае выражением

1 Т t f t f l l  / А Си  =  — (46.4)

(потенциальная энергия при г= оо принята равной нулю). Выра­
жение (46.4) можно трактовать также как взаимную потенциальную 
энергию материальных точек m и m'.

Из (46.4) видно, что каждой точке поля, создаваемого материаль­
ной точкой т, соответствует определенное значение потенциальной 
энергии, которой обладает в этом поле материальная точка т' 
Поэтому поле можно характеризовать потенциальной энергией, 
которой обладает в данном месте материальная точка с т ' = 1 . 
Величину

Ф = 4  (46.5)

называют п о т е н ц и а л о м  г р а в и т а ц и о н н о г о  п о л я .  
В этой формуле U есть потенциальная энергия, которой обладает 
материальная точка массы т' в данной точке поля.

Зная потенциал поля, можно вычислить работу, совершаемую 
над частицей т' силами поля при перемещении ее из положения 1 
в положение 2. Согласно формуле (22.1) эта работа равна

A i i = U 1— U2=m'(q>i—ф2). (46.6)

Согласно (46.1) и (46.5) сила, действующая на частицу т’, равна 
F=m 'G , а потенциальная энергия этой частицы равна U = m 'ф.
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В соответствии с формулой (22.7) F= —Vt/, т. е. m ' G = — V(m'cp). 
Вынеся из-под знака градиента константу т’ и сократив затем на 
эту константу, придем к соотношению между напряженностью и 
потенциалом гравитационного поля:

G = — V<p. (46.7)

Найдем выражение для взаимной потенциальной энергии одно­
родного шарового слоя и материальной точки массы т, причем 
рассмотрим два случая, отвечающие нахождению точки вне и внутри 
слоя. Начнем со случая, когда т находится вне слоя (рис. 46.1, а).

Рис. 46.1*

Выделим из слоя кольцо, края которого отвечают значениям угла ft 
и ft+dft. Радиус этого кольца равен a sin 0, а ширина a dft (а — 
радиус слоя). Следовательно, площадь кольца определяется выра­
жением 2па2 sin ft dft. Если толщина слоя da, а плотность р, то масса 
кольца равна 2я рa2 da sin ft dft. Все точки кольца находятся от т 
на одинаковом расстоянии г' Поэтому согласно (46.4) взаимная 
потенциальная энергия кольца и массы т определяется выражением

2яраг йа sin
?  1dUK =  - y - (46.8)

Чтобы получить потенциальную энергию всего шарового слоя 
и массы т, нужно проинтегрировать выражение (46.8) по углу ft 
в пределах от 0 до я. При этом переменная г' изменяется в пределах 
от г — а до г  +  а (г — расстояние от центра слоя О до т). Выраже­
ние (46.8) содержит две связанные друг с другом переменные: ft 
и / .  Прежде чем приступить к интегрированию, нужно исключить 
одну из этих переменных. Интегрирование упрощается, если исклю­
чить переменную ft. Связь между ft и г' можно получить, восполь­
зовавшись теоремой косинусов. Из рис. 46.1 видно, что

г ’? = а 2-\-г2-—2ar cos ft.

Продифференцировав это соотношение, получим, что
2г' d r '= 2 a r  sin ft dft.
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Отсюда sin -Э dQ=(r'/ar)dr'  Произведя в (46.8) такую замену, 
получим:

,т, 2npada-m-dr'
d U K =* —  Y — — ----------.

Интегрирование по r' в пределах от г [ = г —а до г2= г + а  дает

dU Qn =  -  у 2лра/ д'т  Г J V  =  -  у Р4я al da-m . (46.9)
г- а

Выражение 4лa? da дает объем слоя, а р 4яа2 da — его массу dM. 
Таким образом, взаимная потенциальная энергия шарового слоя 
и массы m равна

j  п  dM-т , . Р 1Г..
d U a  =  — V ——  » (46.10)

где г — расстояние от центра слоя до т .
Для случая, когда масса т  помещается внутри слоя (см. 

рис. 46.1, б), все выкладки остаются теми же. Иными будут лишь 
пределы интегрирования в (46.9), так как г' меняется в этом случае 
от значения г'^=а—г  до г \=а-\-г .  Следовательно,

dU'CJi =  — у Qpoda-m  — yp b n a d a  m
a - r

p 4natda-m _

Таким образом, в этом случае потенциальная энергия одинакова 
для всех г  и равна значению (46.10), получающемуся для г = а .

Выражение (46.10) можно трактовать как потенциальную энер­
гию частицы m в поле, создаваемом шаровым слоем массы dM.  
Взятая с обратным знаком производная от этой энергии по г равна 
проекции на направление г силы, действующей на частицу:

in  d U  d M - m  / а с  1 о\
d F r =  - - f r = —  У - р г - -  (4 6 -12 )

Знак минус указывает на то, что сила направлена в сторону убыва­
ния г, т. е. к центру слоя.

Из формулы (46.12) следует, что шаровой слой действует на час­
тицу с такой силой, с какой действовала бы помещенная в центр 
слоя материальная точка с массой, равной массе слоя.

Выражение (46.11) не зависит от координат частицы. Поэтому 
градиент этого выражения равен нулю для всех г < а .  Таким обра­
зом, частица, находящаяся внутри слоя, не подвержена действию 
никакой силы. Каждый элемент слоя действует, конечно, на частицу

d M - m  
' ~ а ~  ' (46.11)
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с некоторой силой, но сумма сил, действующих со стороны всех эле­
ментов слоя, равна нулю.

Теперь рассмотрим систему, состоящую из однородного шара 
массы М  и материальной точки (частицы) массы т. Разобьем шар 
на слои массы dM .  Каждый слой действует на частицу с силой, 
определяемой формулой (46.12). Просуммировав это выражение 
по всем слоям, получим силу, с которой шар действует на частицу:

Действие шара на частицу эквивалентно действию помещенной 
в центр шара материальной точки с массой, равной массе шара 
(см. предыдущий параграф).

Если взять шар со сферической полостью внутрн, то на частицу, 
находящуюся в этой полости, не будет действовать никакая сила.

Просуммировав по всем слоям сплошного или полого шара выра­
жение (46.10), получим взаимную потенциальную энергию частицы 
и шара:

Здесь М  — масса шара, т — масса частицы, г — расстояние от 
частицы до центра шара.

Из (46.13) и (46.14) вытекает, что гравитационное поле, создавае­
мое однородным шаром, эквивалентно (вне шара) полю, создавае­
мому материальной точкой с той же массой, находящейся в центре 
шара.

Рассмотрим два однородных шара с массами M i  и М 2. Второй 
шар испытывает со стороны первого такое же действие, какое ока­
зывала бы материальная точка массы Mi,  находящаяся в центре пер­
вого шара. По третьему закону Ньютона соответствующая сила 
равна по величине силе, с которой второй шар действовал бы на ма­
териальную точку M i.  Согласно (46.13) модуль этой силы равен 
y M i M 2/r2. Таким образом, мы доказали, что однородные шары 
взаимодействуют как материальные точки, помещающиеся в их 
центрах.

§ 47« Принцип эквивалентности

Масса фигурирует в двух различных законах: во втором законе 
Ньютона и в законе всемирного тяготения. В первом случае она 
характеризует инертные свойства тела, во втором — гравитацион­
ные свойства, т. е. способность тел притягивать друг друга. В связи 
с этим возникает вопрос, не следует ли различать инертную массу 
min и массу гравитационную mg.

(46.13)
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Ответ на этот вопрос может дать только опыт. Рассмотрим в ге­
лиоцентрической системе отсчета свободное падение тел. Всякое 
тело вблизи поверхности Земли испытывает силу притяжения к 
Земле, которая согласно (46.13) равна

F =  у
m g M 3

~ w

(mg— гравитационная масса данного тела, М 3 — гравитационная 
масса Земли, R 3 — радиус земного шара). Под действием этой силы 
тело приобретает ускорение w (но не g; см. § 33), которое должно 
быть равно силе F, деленной на инертную массу тела m in:

f  М 3 m g
(47.1)

В(шэ.и

Перпендикуляр̂
х  оси вращения 
Земли

Опыт показывает, что ускорение w  для всех тел одинаково 
(в § 33 показано, что из одинаковости g  
вытекает одинаковость w). Множитель 
y ( M 3/ R 3) также одинаков для всех тел.
Следовательно, и отношение m gl m in ока­
зывается для всех тел одним и тем же.
К такому же результату приводят и все 
другие опыты, в которых могло бы про­
явиться различие между инертной и гра­
витационной массами.

Из числа упомянутых опытов расска­
жем об опыте Этвеша, начатом в 1887 г. 
и продолжавшемся более 25 лет. В его 
основе лежит то обстоятельство, что на 
тело, покоящееся вблизи поверхности 
Земли, действуют, кроме реакции опо- /  К  центра  

I  Зепли
ры, гравитационная сила F ,̂ направ-

Рис. 47.1,ленная к центру Земли, а также центро­
бежная сила инерции Ғц6, направленная 
перпендикулярно к оси вращения Земли
(рис. 47.1; на этом рисунке не соблюден масштаб — модуль центро­
бежной силы на два порядка меньше модуля гравитационной силы, 
см. §33). Гравитационная сила пропорциональна гравитационной
массе тела тV

F* =  ^ G

(G — напряженность гравитационного поля). Центробежная сила 
инерции пропорциональна инертной массе min. Согласно формуле
(33.4) ее модуль определяется выражением

f u 6  =  ^ ,„“ 2̂ 3C osv
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(ф — широта местности). Из рис. 47.1 следует, что модуль верти­
кальной составляющей центробежной силы инерции равен

Мы ввели обозначение Л =  ш2/?3 cos2 ф. ОпытЭтвеша производился 
на широте ф=45°. В этом случае коэффициент А примерно в 100 раз 
меньше G.

Модуль горизонтальной составляющей силы Fц6 равен

(для ф=45° значения коэффициентов А и В совпадают).
Этвеш подвесил на упругой нити стержень с укрепленными на его 

концах телами по возможности равной массы (рис. 47.2). Тела бра­
лись из разных материалов. К нижней части нити прикреплялось 
зеркальце. Луч, вышедший из осветителя и отраженный от зеркаль­
ца, попадал на перекрестье зрительной трубы. Плечи I' и Г  подби­
рались так, чтобы стержень находился в равновесии в вертикальной 
плоскости. Условие равновесия выглядит следующим образом:

Прибор располагался так, чтобы стержень был перпендикулярен 
к плоскости меридиана (см. рис. 47.2). В этом случае горизонталь-

для первого и второго тела неодинаково, закручивающий момент 
отличен от нуля. В этом случае при повороте всего прибора на 180° 
закручивающий момент изменил бы знак на обратный и световой 
зайчик сместился бы из перекрестья зрительной трубы (рис. 47.3). 
При сравнении восьми различных тел (в том числе и деревянного) 
с платиновым телом, принятым за эталон, Этвеш не обнаружил 
закручивания нити. Это дало ему основание утверждать, что отно­
шение mglmin для этих тел одинаково с точностью в Ю-0 .

F верт =  ғ  цбcos Ф — m ina 2R 3 cos2 ф =  Аты.

Ғгоряз =  Ғцб Sin ф «  m ina 2R 3 cos ф sin ф =  Bminгоряэ

(m'gG — m'inA) V - (m"G — m"inA) I". (47.2)

ные составляющие центробежной силы 
инерции создают закручивающий мо­
мент, равный

СеЕер N =  т'1пВ Г -т '1пВГ-. (47.3)✓/ Исключив из уравнений (47.2) и (47.3) 
плечо /", можно после несложных преоб-

гг разований прийти к формуле

Рис. 47.2.

Из этой формулы видно, что в том случае, 
когда отношение гравитационной и инер­
тной масс для обоих тел одинаково, мо­
мент, закручивающий нить, должен быть 
равен нулю. Если же отношение mglmin
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В 1961—64 гг. Дикке усовершенствовал метод Этвеша, исполь­
зовав для создания закручивающего момента гравитационное поле 
Солнца и центробежную силу инерции, обусловленную орбитальным 
движением Земли. В результате своих измерений Дикке пришел

к выводу, что отношение mglmin одинаково для исследованных тел 
с точностью 10-11. Наконец, в 1971 г. В. Б. Брагинский и В. И. Па­
нов получили постоянство указанного отношения с точностью до 
10-*а.

Итак, вся совокупность опытных фактов указывает на то, что 
инертная и гравитационная массы всех тел строго пропорциональны 
друг другу. Это означает, что при надлежащем выборе единиц гра­
витационная и инертная массы становятся тождественными, по­
этому в физике говорят просто о массе. Тождественность гравита­
ционной и инертной масс положена Эйнштейном в основу общей 
теории относительности.

В § 32 мы уже отмечали, что силы инерции аналогичны силам 
тяготения — и те, и другие пропорциональны массе тела, на которое 
они действуют. Там же было указано, что, находясь внутри закрытой 
кабины, никакими опытами нельзя установить, чем вызвано дейст­
вие на тело силы mg: тем ли, что кабина движется с ускорением —g, 
либо тем, что неподвижная кабина находится вблизи поверхности 
Земли. Это утверждение составляет содержание так называемого 
п р и н ц и п а  э к в и в а л е н т н о с т и .

Тождественность инертной и гравитационной масс является след­
ствием эквивалентности сил инерции и сил тяготения.

Отметим, что с самого начала массу в (45.1) мы полагали совпа­
дающей с инертной массой тел, вследствие чего численное значение у 
нами было определено в предположении, что mg= m in. Поэтому
(47.1) можно записать в виде

ф <|

Осветитель

Рис. 47.3.

(47.4)

Последнее соотношение позволяет определить массу Земли М 3.
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Подстановка в него измеренных значений w, R 3 и у дает для массы 
Земли значение 5,98- Ю24 кг.

Далее, зная радиус земной орбиты R ov и время полного обра­
щения Земли вокруг Солнца Т, можно найти массу Солнца М с- 
Ускорение Земли, равное со2/?ор (со=2я/Т), обусловливается силой 
притяжения Земли к Солнцу. Следовательно,

м „ м г  
M 3a 2R op — у —- 5— ,

Кор

откуда может быть вычислена масса Солнца.
Подобным же образом были определены массы других небес­

ных тел.

§ 48. Космические скорости

Для того чтобы двигаться вокруг Земли по круговой орбите 
с радиусом, мало отличающимся от радиуса Земли тело должно 
обладать вполне определенной скоростью и*, величину которой мож­
но определить из условия равенства произведения массы тела на 
ускорение силе тяжести, действующей на тело:

Vl
m  щ  =  т М-

Отсюда
»1 =  V gR^.  (48.1)

Следовательно, для того чтобы какое-либо тело стало спутником 
Земли, ему необходимо сообщить скорость и,, которая называется 
п е р в о й  к о с м и ч е с к о й  с к о р о с т ь ю .  Подстановка зна­
чений g  и R 3 дает для первой космической скорости следующее 
значение:

Vi — V g R s  =  V  9,8 -6,4- 10е «  8• 1 03 м/с =  8 км/с.

Обладая скоростью vlt тело не упадет на Землю. Однако этой 
скорости недостаточно для того, чтобы тело могло выйти из сферы 
земного притяжения, т. е. удалиться от Земли на такое расстояние, 
что притяжение к Земле перестает играть существенную роль. 
Необходимая для этого скорость v2 называется в т о р о й  к о с ­
м и ч е с к о й  с к о р о с т ь ю ,

Для того чтобы найти вторую космическую скорость, нужно 
вычислить работу, которую необходимо совершить против сил зем­
ного притяжения для удаления тела с поверхности Земли на беско­
нечность. При удалении тела силы земного притяжения совершают 
над ним работу

А н̂ач ^кон *



Согласно (46.14) начальное значение
Af,m

^нач=  У '~Ъ »
* з

конечное значение есть нуль. Таким образом,

л, м зт
7 * з  '

Работа А,  которую нужно совершить против сил земного притяже­
ния, равна работе А',  взятой с обратным знаком, т. е.

М ~ т
А =  У - ^ -  (4S-2)

Пренебрегая различием между силой тяжести mg и силой грави­
тационного притяжения тела к Земле, можно написать, что
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mg =  у ^
М 3 т

Отсюда
М г М

у - Ь = т е * з .

Следовательно, работу (48.2) можно представить в виде
A = m g R 3. (48.3)

Эту работу удаляющееся тело совершает за счет запаса своей 
кинетической энергии. Чтобы запас энергии оказался достаточным 
для совершения работы (48.3), тело должно быть запущено со ско­
ростью V, не меньшей, чем скорость v2, определяемая условием

—  =  nigR3.

Отсюда
v2==yr 2gR3. (48.4)

Скорость v2 и есть вторая космическая скорость. Из сравнения с
(48.1) видно, что вторая космическая скорость в ]^2 раз больше 
первой. Умножив 8 км/с на У 2, получим для v2 значение, прибли­
зительно равное 11 км/с.

Отметим, что необходимая величина скорости не зависит от 
направления, в котором осуществляется запуск тела с Земли. От 
этого направления зависит лишь вид траектории, по которой тело 
удаляется от Земли.

Для того чтобы покинуть пределы Солнечной системы, тело 
должно преодолеть, кроме сил притяжения к Земле, также и силы 
притяжения к Солнцу. Необходимая для этого скорость запуска
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тела с поверхности Земли называется т р е т ь е й  к о с м и ч е с ­
к о й  с к о р о с т ь ю  Ул. Скорость va зависит от направления за­
пуска. При запуске в направлении орбитального движения Земли 
эта скорость минимальна и составляет около 17 км/с (в этом случае 
скорость тела относительно Солнца складывается из скорости тела 
относительно Земли и скорости, с которой Земля движется вокруг 
Солнца). При запуске в направлении, противоположном направ­
лению движения Земли, и3» 7 3  км/с.

Впервые космические скорости были достигнуты в СССР. 4 ок­
тября 1957 г. в Советском Союзе был осуществлен первый в истории 
человечества успешный запуск искусственного спутника Земли.
2 января 1959 г. был взят и второй рубеж. В этот день с советской 
земли отправилась в полет космическая ракета, которая вышла 
из сферы земного притяжения и стала первой искусственной плане­
той нашей Солнечной системы. 12 апреля 1961 г. в Советском Союзе 
был осуществлен первый полет человека в космическое пространство. 
Первый советский космонавт Юрий Алексеевич Гагарин совершил 
полет вокруг Земли и благополучно приземлился.
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§ 49. Общие сведения о колебаниях

Колебаниями называются процессы, отличающиеся той или иной 
степенью повторяемости. Таким свойством повторяемости обладают, 
например, качания маятника часов, колебания струны или ножек 
камертона, напряжение между обкладками конденсатора в контуре 
радиоприемника и т. п.

В зависимости от физической природы повторяющегося процесса 
различают колебания: механические, электромагнитные, электро­
механические и т. д. В данной главе рассматриваются механические 
колебания.

Колебания широко распространены в природе и технике. Во мно­
гих случаях они играют отрицательную роль. Колебания моста, 
возникающие из-за толчков, сообщаемых ему колесами поезда при 
прохождении через стыки рельсов, колебания (вибрации) корпуса 
корабля, вызванные вращением гребного винта, вибрации крыльез 
самолета — все эти процессы могут привести к катастрофическим 
последствиям. В подобных случаях задача заключается в том, чтобы 
предотвратить возникновение колебаний или во всяком случае вос­
препятствовать тому, чтобы колебания достигли опасных размеров.

Вместе с тем колебательные процессы лежат в самой основе раз­
личных отраслей техники. Так, например, на колебательных про­
цессах основана вся радиотехника.

В зависимости от характера воздействия на колеблющуюся сис­
тему различают свободные (или собственные) колебания, вынуж­
денные колебания, автоколебания и параметрические колебания.

Свободными или собственными называются такие колебания, 
которые происходят в системе, предоставленной самой себе после 
того, как ей был сообщен толчок либо она была выведена из положе­
ния равновесия. Примером могут служить колебания шарика, под­
вешенного на нити (маятник). Для того чтобы вызвать колебания, 
можно либо толкнуть шарик, либо, отведя в сторону, отпустить его.

Вынужденными называются такие колебания, в процессе которых 
колеблющаяся система подвергается воздействию внешней периоди­

КОЛЕБАТЕЛЬНОЕ ДВИЖЕНИЕ
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чески изменяющейся силы. Примером служат колебания моста, воз­
никающие при прохождении по нему людей, шагающих в ногу.

Автоколебания, как и вынужденные колебания, сопровождаются 
воздействием на колеблющуюся систему внешних сил, однако мо­
менты времени, когда осуществляются эти воздействия, задаются 
самой колеблющейся системой — система сама управляет внешним 
воздействием. Примером автоколебательной системы являются ча­
сы, в которых маятник получает толчки за счет энергии поднятой 
гири или закрученной пружины, причем эти толчки происходят в 
моменты прохождения маятника через среднее положение. При па­
раметрических колебаниях за счет внешнего воздействия происходит 
периодическое изменение какого-либо параметра системы, например 
длины нити, к которой подвешен шарик, совершающий колебания.

Простейшими являются гармонические колебания, т. е. такие 
колебания, при которых колеблющаяся величина (например, откло­
нение маятника) изменяется со временем по закону синуса или коси­
нуса. Этот вид колебаний особенно важен по следующим причинам: 
во-первых, колебания в природе и в технике часто имеют характер, 
очень близкий к гармоническим, и, во-вторых, периодические про­
цессы иной формы (с другой зависимостью от времени) могут быть 
представлены как наложение нескольких гармонических колебаний.

§ 50. Малые колебания

Рассмотрим механическую систему, положение которой может 
быть задано с помощью одной величины, которую мы обозначим 
через х. В таких случаях говорят, что система имеет одну степень 
свободы. Величиной х, определяющей положение системы, может 
быть угол, отсчитываемый от некоторой плоскости, или расстояние, 
отсчитываемое вдоль заданной кривой (в частности прямой) линии, 
и т. п. Потенциальная энергия системы будет функцией одной пере­
менной х: (J—U (х). Допустим, что система обладает положением 
устойчивого равновесия. В этом положении функция U(x) имеет 
минимум (см. §26). Условимся координату х  и потенциальную энер­
гию U отсчитывать от положения равновесия. Тогда U (0 )= 0 .

Разложим функцию U (х) в ряд по степеням х, причем ограни­
чимся рассмотрением малых колебаний, так что высшими степенями 
х  можно будет пренебречь. По формуле Маклорена

U {х) =  U (0) +  U'(0) х +  l /2i7" (0)

(ввиду малости х  остальными членами пренебрегаем). Поскольку 
U (x )  при х = 0  имеет минимум, U' (0) равна нулю, а £/"(0) положи­
тельна. Кроме того, по условию U (0 )= 0 . Введем обозначение: 
U"(0)=k(k>0). Тогда

U  (х) = 1!ik x 2. (50.1)
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Выражение (50.1) идентично с выражением (25.1) для потен­
циальной энергии деформированной пружины. Воспользовавшись 
соотношением (22.4), найдем силу, действующую на систему:

F ____ ™ — k xх ~  дх ~  RX' (50.2)

Эта формула дает проекцию силы на направление х. В дальнейшем
индекс х  при обозначении силы мы бу­
дем опускать, т. е. писать соотноше­
ние (50.2) в виде: F = —kx.

Выражение (50.2) тождественно 
выражению (14.2) для упругой силы 
деформированной пружины. Поэтому 
силы вида (50.2), независимо от их

Рис. 50.1.

природы, называют к в а з и у п р у г н м и .  Легко сообразить, что 
сила, описываемая формулой (50.2), всегда направлена к положению 
равновесия. Модуль силы пропорционален величине отклонения 
системы от равновесного положения. Силу, обладающую такими 
свойствами, иногда называют в о с с т а н а в л и в а ю щ е й  
с и л о й .

В качестве примера рассмотрим систему, состоящую из шарика 
массы т, подвешенного на пружине, массой которой можно пренеб­
речь по сравнению с т (рис. 50.1). В положении равновесия сила 
mg уравновешивается упругой силой kAl0:

m g = k  А/0 (50.3)

(Д/0— удлинение пружины). Будем характеризовать смещение ша­
рика из положения равновесия координатой х, причем ось х  на­
правим по вертикали вниз, а нуль оси совместим с положением рав­
новесия шарика. Если сместить шарик в положение, характеризуе­
мое координатой х, то удлинение пружины станет равным А/0+  
+ х  и проекция результирующей силы на ось х  примет значение 
F = m g —k (A/0+jc). Учтя условие (50.3), получим, что

F = - k x .  (50.4)
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Таким образом, в рассмотренном примере результирующая силы 
тяжести и упругой силы имеет характер квазиупругой силы.

Сообщим шарику смещение х = а ,  после чего предоставим сис­
тему самой себе. Под действием квазиупругой силы шарик будет 
двигаться к положению равновесия со все возрастающей скоростью 
и =к .  При этом потенциальная энергия системы будет убывать 
(рис. 50.2), но зато появится все возрастающая кинетическая энер­
гия L) Ek= l/ 2 тх2- (массой пружины пренебрегаем). Придя в по­
ложение равновесия, шарик продолжает двигаться по инерции. 
Это движение будет замедленным и прекратится тогда, когда кине­
тическая энергия полностью превратится в потенциальную, т. е. 
когда смещение шарика станет равным —а. Затем такой же про­
цесс будет протекать при движении шарика в обратном направле­
нии. Если трение в системе отсутствует, энергия системы должна 
сохраняться и шарик будет двигаться в пределах от х = а  до х =  
= —а неограниченно долго.

Уравнение второго закона Ньютона для шарика имеет вид

тх = — kx. (50.5)
Введя обозначение

GJo =  k'm , (50.6)
преобразуем уравнение (50.5) следующим образом:

дс -)- С05Л: =  0. (50.7)

Поскольку klm >  0, м0— вещественная величина.
Итак, в отсутствие сил трения движение под действием квази­

упругой силы описывается дифференциальным уравнением (50.7).
Во всякой реальной колебательной системе имеются силы сопро­

тивления, действие которых приводит к уменьшению энергии сис­
темы. Если убыль энергии не восполняется за счет работы внешних 
сил, колебания будут затухать. В простейшем, и вместе с тем на­
иболее часто встречающемся, случае сила сопротивления F* про­
порциональна величине скорости:

Ғ*х =з — гх. (50.8)

Здесь г — постоянная, называемая к о э ф ф и ц и е н т о м  с о ­
п р о т и в л е н и я .  Знак минус обусловлен тем, что сила Ғ* 
и скорость V имеют противоположные направления; следовательно, 
их проекции на ось х  имеют разные знаки.

Уравнение второго закона Ньютона при наличии сил сопротив­
ления имеет вид

________________ тх =  — kx — гх. (50.9)
*) В учении о колебаниях буквой Т  принято обозначать период колебаний, 

Поэтому кинетическую энергию мы обозначили символом Е к .
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2(3 =  г /т, (£>l=kim. (50.10)

(ср. с (50.6)), перепишем уравнение (50.9) следующим образом:

i  +  2pi +  <Djjc=0. (50.11)

Это дифференциальное уравнение описывает затухающие колебания 
системы.

Колебания, описываемые уравнениями (50.7) и (50.11), являются 
свободными (или собственными): выведенная из положения равно­
весия или получившая толчок система совершает колебания, будучи 
предоставленной самой себе. Теперь пусть колебательная система 
подвергается действию внешней силы, изменяющейся со временем 
по гармоническому закону:

FX= F 0 cos a t .  (50.12)

В этом случае уравнение второго закона Ньютона имеет вид

тх =г — kx— rx-\-F0 cos Ы .

Введя обозначения (50.10), запишем это уравнение следующим обра­
зом:

л: +  2рл: +  cogx =  / 0 cos со̂ , (50.13)
где

f0= F J m .  (50.14)
Уравнение (50.13) описывает вынужденные колебания.

Мы выяснили, что при изучении 
колебаний различного вида мы стал­
киваемся с необходимостью решать 
дифференциальные уравнения вида 

x +  ax +  bx =  f  (/), (50.15)
где а и b — константы, f (t) — неко­
торая функция от t. Уравнение типа
(50.15) называется л и н е й н ы м  
д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы м  у р а в ­
н е н и е м  с п о с т о я н н ы м и  
к о э ф ф и ц и е н т а м и .  В случае 
уравнения (50.7) а = 0 , Ь=а>\, в случае 
уравнения (50.11) а = 2^ , Ь=и>\. В обо­
их случаях функция f(t)  тождественно равна н у л ю :/( /)= 0 . В слу­
чае вынужденных колебаний f ( t ) = f 0cos соt.

Решение уравнения (50.15) сильно облегчается, если перейти 
к комплексным величинам. Поэтому прежде чем перейти к деталь­
ному рассмотрению колебаний различного вида, мы познакомимся 
кратко с комплексными числами и методами решения линейных 
дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами.

Применив обозначения
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§ 51. Комплексные числа

Комплексным числом г  называется число вида
z = x + i y ,  (51.1)

где х тл у  — вещественные числа, i — мнимая единица (i2= — 1). 
Число х  называется в е щ е с т в е н н о й  ч а с т ь ю  комплексного 
числа z. Символически это записывается в виде х = Я е  г. Число у  
называется м н и м о й  ч а с т ь ю  г (записывается: y = I m z ) .  
Число

z * = x —iy (51.2)

называется к о м п л е к с н о  с о п р я ж е н н ы м  числу x + i y .
Вещественному числу х можно сопоставить точку на оси х. Комп­

лексному числу z можно сопоставить точку на плоскости, имею­
щую координаты х, у  (рис. 51.1). Каждая точка плоскости опреде­
ляет некоторое комплексное число г. Следовательно, комплексное 
число можно задать в виде (51.1) с помощью декартовых координат 
х тл у  соответствующей точки. Однако то же самое число можно 
задать с помощью полярных координат р и <р. Между обеими пара­
ми координат имеются соотношения

x =  pcos(p, =  р sin ф; p =  V x 2 +  y2, cp =  arc ig(y/x).  (51.3)

Расстояние от начала координат до точки, изображающей число 
z, называется м о д у л е м  комплексного числа (обозначается |z|). 
Очевидно, что

М  =  р =  1Лс2-т-у2. (51.4)

Число ф называют а р г у м е н т о м  комплексного числа г.
Приняв во внимание соотношения (51.3), можно представить 

комплексное число в тригонометрической форме:
2= р (cos ф+i' sin ф). (51.5)

Два комплексных числа г ^ л ^ + й /i и z2= x 2+ i y 2 считаются 
равными друг другу, если в отдельности равны их вещественные 
и мнимые части:

zx= z 2, если xj.=x2 и y i = y 2. (51.6)

Модули двух равных между собой комплексных чисел одинаковы, 
а аргументы могут отличаться лишь слагаемым, кратным 2л:

Pi =  P2. ф* =  ф2 ± 2 £ я .  (51.7)

Из выражений (51.1) и (51.2) видно;, что в случае, когда z* = z ,  
мнимая часть z есть нуль, т. е. число z оказывается чисто вещест­
венным. Таким образом, условие вещественности числа z можно 
записать в виде

z* = 2. (51.8)
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В математике доказывается соотношение
=  cos ф +  i sin ф, (51.9)

которое называется ф о р м у л о й  Э й л е р а .  Заменив в этой 
формуле ф на —ф и учтя, что cos (—ф) = соб ф, a sin (—ф )= —sin ф, 
получим соотношение

е-'ф — соэф — i э т ф . (51.10)
Сложим выражения (51.9) и (51.10) и решим получившееся соот­

ношение относительно cos ф. В результате имеем
созф =  1/2 (е'ф+ е _1'ф). (51.11)

Вычтя (51.10) из (51.9), получим, что sin ф =(1/2/) (е'ф—е~‘ф).
С помощью формулы (51.9) комплексное число можно записать 

в показательной форме:
z — pe,ф (51.12)

(см. (51.5)). Комплексно сопряженное число в показательной форме 
имеет вид

г* =  ре_1'ф. (51.13)
При сложении комплексных чисел складываются отдельно их 

вещественные и мнимые части:
z1+ z 2= ( x 1+ x 2) + i ( y 1+ y 2). (51.14)

Перемножение комплексных чисел удобно осуществлять, беря 
эти числа в показательной форме:

z =  z1-z2 =  Pie,<p* • р2е'ф* =  PiP2e‘ (ф«+ф*>. (51.15)
Модули комплексных чисел перемножаются, а аргументы склады­
ваются:

Р =  Р1-Р2, ф =  ф1 +  ф 2- (51.16)
Аналогично осуществляется деление комплексных чисел:

г =  £1 =  Р1С1 =  £ 1 е<(Ф,-Фг). (51.17)
Z2 Р2е ‘Ч‘ Р'2

Приняв во внимание формулы (51.12) и (51.13), легко получить,
что

z z * = p 2 (51.18)
(квадрат модуля комплексного числа равен произведению этого 
числа на его комплексно сопряженное).

§ 52. Линейные дифференциальные уравнения
Уравнение вида

x +  ax +  bx =  f  (t), (52. 1)

где а и Ь — константы, /  (t) — заданная функция от I, называется
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л и н е й н ы м  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы м  у р а в н е н и е м  
в т о р о г о  п о р я д к а  с п о с т о я н н ы м и  к о э ф ф и ц и ­
е н т а м и .  Константы а и b могут быть и нулями.

Если функция f(t) тождественно равна нулю ( f ( t ) = 0), уравне­
ние называется о д н о р о д н ы м ,  в противном случае — н е о д ­
н о р о д н ы м .  Однородное уравнение имеет вид

х +  ах +  Ьх =  0. (52.2)

Решение всякого дифференциального уравнения второго порядка 
(т. е. со старшей второй производной) содержит две произвольные 
константы Ci и С2. Это можно понять, приняв во внимание, что опре­
деление функции по ее второй производной осуществляется двукрат­
ным интегрированием. При каждом интегрировании появляется 
постоянная интегрирования. Рассмотрим в качестве примера урав­
нение

х =  0. (52.3)

Интегрирование этого уравнения дает, что х = С х. Повторное интег­
рирование приводит к функции

х = С 4 + С г. (52.4)

Легко убедиться в том, что при любых значениях постоянных 
Ci и С2 функция (52.4) удовлетворяет уравнению (52.3).

Придав постоянным Ci и С2 определенные значения, получим так 
называемое ч а с т н о е  р е ш е н и е  дифференциального уравне­
ния. Например, функция 5^+3 является одним из частных решений 
уравнения (52.3).

Множество всех без исключения частных решений называется 
о б щ и м  р е ш е н и е м  дифференциального уравнения. Общее 
решение уравнения (52.3) имеет вид (52.4).

В теории линейных дифференциальных уравнений доказывается, 
что если х1 н х 2 суть линейно независимые *) решения однородного 
уравнения (52.2), то общее решение этого уравнения можно пред­
ставить в виде

x ^ C tf i+ C iX z ,  (52.5)

где Ci и С2— произвольные постоянные.
Пусть x„(t, Ci, С2) есть общее решение неоднородного уравнения

(52.1) (произвольные постоянные Сх и С2 входят в это решение в 
качестве параметров), a x„(i) — одно из частных решений того же 
уравнения (оно не содержит произвольных постоянных). Введем обо­
значение:

х (̂ > Си С2) =  х„ (t , Cj, С2) хн (t).
J) Функции х ± и х 2 называются линейно независимыми, если соотношение 

а 1х \~\~а г х 2=  0 выполняется только в том случае, когда и а 2 равны нулю.



Тогда общее решение неоднородного уравнения можно представить 
в виде

*н (/, Си С )  =  (0  +  х (f, Cit С*). (52.6)
Функция (52.6) при любых значениях постоянных Ci и С2 удовлетво­
ряет уравнению (52.1). Следовательно, можно написать соотно­
шение:

хн (О "Ь х (̂ » Ci, С2) +  ахн (t) +  ах (/, Ci, С2) +
+  bxn (t)-\-bx  (t , С^ С.) =  f  (О-

Сгруппировав слагаемые, получим:

х  (̂ i С1( Сг) -{-ах (t, Ci, Ct) +  bx ((, Clt C2) +
+  [xn(t) +  a x „ ( t )+ b x a (t)] =  f ( t ) .  (52.7)

Частное решение x„(t) также удовлетворяет уравнению (52.1). 
Поэтому выражение, стоящее в квадратных скобках в левой части 
соотношения (52.7), равно правой части этого соотношения. Отсюда 
вытекает, что функция x(t, Ci, С2) должна удовлетворять условию

х ft, Ci, Ct) -\-ах (t, Ci, Сш) -)rbx (t, Ci, Ct) =  0,

т. e. представляет собой общее решение однородного уравнения 
(52.2). Таким образом, мы пришли к очень полезной теореме: общее 
решение неоднородного уравнения равно сумме общего решения соот­
ветствующего однородного уравнения и какого-либо частного реше­
ния неоднородного уравнения-.

•̂обш, неодпор ~  ^общ, однор “Ь ^частн, неоднор. (52 .8)

Линейные однородные дифференциальные уравнения с постоян­
ными коэффициентами решают с помощью подстановки

* ( 0  =  ew . (52.9)

где % — постоянная величина. Дифференцирование функции (52.9) 
дает, что

* ( 0  =  Xe*', x{t)  =  X*eM. (52.10)

Подстановка выражений (52.9) и (52.10) в уравнение (52.2)приводит 
после сокращения на отличный от нуля множитель еи  к алгебраи­
ческому уравнению

№ + аХ + Ь = 0. (52.11)

Это уравнение называется х а р а к т е р и с т и ч е с к и м .  Корни 
этого уравнения представляют собой те значения К, при которых 
функция (52.9) удовлетворяет уравнению (52.2).

Если корни уравнения (52.11) не совпадают (Aa^Xg), функции 
eKt и ех‘‘ будут линейно независимыми. Следовательно, согласно
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(52.5) общее решение уравнения (52.2) можно написать в виде
х =  С1е ^ + С 2ек‘*. (52.12)

Можно показать, что в случае, когда X1= X 2=X , общее решение 
уравнения (52.2) выглядит следующим образом:

x =  C1eu +  C2teu . (52.13)
Допустим, что коэффициенты а и b — вещественные, а функция, 

стоящая в правой части уравнения (52.1), комплексная. Предста­
вив эту функцию в виде f(t)-\-i<p(t), придем к уравнению:

z +  a z + & 2  =  /  +  fcp (52.14)

(мы обозначили искомую функцию буквой г ) . Решение этого уравне­
ния будет, очевидно, комплексным. Записав решение в виде z(t) =  
= x ( t ) + i y ( t ) ,  подставим его в уравнение (52.14). В результате по­
лучим:

x +  iy  +  ax +  a iy  +  bx-\-biy =  f  +  i(p. (52.15)

У равных друг другу комплексных чисел равны порознь веществен­
ные и мнимые части (см. (51.6)). Следовательно, уравнение (52.15) 
распадается на два независимых уравнения:

x +  ax +  bx =  f ( t ) ,  y  +  ay +  by =  (p(t),

первое из которых совпадает с уравнением (52.1). Это свойство урав­
нения (52.15) позволяет применить следующий прием, иногда зна­
чительно облегчающий вычисления. Пусть в решаемом нами уравне­
нии (52.1) правая часть вещественная. Прибавив к ней произволь­
ную мнимую функцию, приведем уравнение к виду (52.14). Найдя 
затем комплексное решение уравнения, возьмем его вещественную 
часть. Она будет представлять собой решение исходного уравнения 
(уравнения (52.1)).

§ 53. Гармонические колебания

Рассмотрим колебания, описываемые уравнением

х +  (£>1х =  0 (53.1)
(см. (50.7)). Такие колебания совершает тело массы т, на которое 
действует только квазиупругая сила F = —kx. Коэффициент при х 
в уравнении (53.1) имеет значение

а>1 =  klm  (53.2)
(см. (50.6)).

Подставив в (53.1) выражение х = е и  (см. (52.9)), придем к харак­
теристическому уравнению

^  +  ©•> =  0.



Это уравнение имеет мнимые корни

Т^2== WO-

Согласно (52.12) общее решение уравнения (53.1) имеет вид
х =  C1eia°t +  C2e ~ (53.3)

где Ci и С2— комплексные постоянные.
Описывающая колебание функция x(t)  должна быть веществен­

ной. Для этого коэффициенты Сх и С2 в (53.3) нужно выбрать так, 
чтобы выполнялось условие (см. (51.8))

+  С*2е1'“»' =  Сге ^  +  C2e - to«' (53.4)
(мы приравняли выражение (53.3) его комплексно сопряженному). 
Соотношение (53.4) будет выполнено, если C i= C 3* (в этом случае 
С2=С *). Представим удовлетворяющие такому условию коэффи­
циенты Ci и Сг в показательной форме (см. (51.12)), обозначив их мо­
дуль через а/2 , а аргумент буквой а:

Ci =  (а/2) е1а, С2 =  (а/2) е~1а. (53.5)
Подстановка этих выражений в (53.3) дает

х  =  (а/2) (е‘ +  е- ‘ (“«<+“)) =  a cos (co0i +  а) (53.6)

(см. формулу (51.11)). Таким образом, общее решение уравнения
(53.1) имеет вид

х = а  cos(co0£+ a), (53.7)
где а и a  — произвольные постоянные 2) .

Итак, смещение х  изменяется со временем по закону косинуса. 
Следовательно, движение системы, находящейся под действием силы 
вида F = —kx, представляет собой гармоническое колебание.

График гармонического колебания, т. е. график функции (53.7), 
показан на рис. 53.1. По горизонтальной оси отложено время t, 
по вертикальной оси — смещение х. Поскольку косинус изменяется 
в пределах от —1 до + 1 , значения х  лежат в пределах от —а до + а .
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*) Решение уравнения (53.1) можно записать еще двумя способами. Преобра­
зуем выражение (53.7) по формуле для косинуса суммы:

х =  a  (cos о cos (о0< — sin a  sin ш0<)
и введем обозначения

C i = a  cos о, с2 =  — a  sin а .
Тогда функцию x ( t )  можно представить в виде:

x = C i  cos (n0t - \ - c 2 sin to0f,
где Ci и c2 — произвольные постоянные.

Наконец, воспользовавшись формулой (51.9), можно написать выражение 
(53.7) следующим образом:

* =  Re { а е ‘ <«•<+«>}.
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Величина наибольшего отклонения системы от положения равно­
весия называется а м п л и т у д о й  колебания. Амплитуда а —

будет изменяться и а.  Следовательно, значение начальной фазы 
определяется выбором начала отсчета времени. Так как значение 
х не изменяется при добавлении или вычитании из фазы целого 
числа 2л, всегда можно добиться того, чтобы начальная фаза была 
по модулю меньше л. Поэтому обычно рассматриваются только 
значения а , лежащие в пределах от —я до + л.

Поскольку косинус — периодическая функция с периодом 2я, 
различные состояния J) системы, совершающей гармонические ко­
лебания, повторяются через такой промежуток времени Т, за кото­
рый фаза колебания получает приращение, равное 2я (рис. 53.1). 
Этот промежуток времени Т  называется п е р и о д о м  колебания. 
Он может быть определен из следующего условия: [со0(^+7’) + а ] =  
=[(о0И - а ] + 2л, откуда

Число колебаний в единицу времени называется ч а с т о т о й  
колебания v. Очевидно, что частота v связана с продолжительностью 
одного колебания Т  следующим соотношением:

За единицу частоты принимается частота такого колебания, период 
которого равен 1 с. Эту единицу называют герцем (Гц). Частота 
в 103 Гц называется килогерцем (кГц), в 10е Гц — мегагерцем (МГц). 

Из (53.8) следует, что

Таким образом, со0 дает число колебаний за 2я секунд. Величину со0 
называют к р у г о в о й  или ц и к л и ч е с к о й  частотой. Она

х постоянная положительная величина. 
Ее значение определяется величиной 
первоначального отклонения или тол­
чка, которым система была выведена 
из положения равновесия.

-а

Рис. 53.1.

Величина (ciV +a), стоящая под 
знаком косинуса, называется ф а-
з о й колебания. Постоянная а  пред­
ставляет собой значение фазы в мо­
мент времени /= 0  и называется н а- 
ч а л ь н о й  ф а з о й  колебания. С 
изменением начала отсчета времени

Т=2я/со0- (53.8)

v = l /T . (53.9)

соо=2я/7\ (53.10)

*) Напомним, что состояние механической системы характеризуется эначе- 
ииями координат и скоростей тел, образующих систему.
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связана с обычной частотой v соотношением
co0= 2n v . (53.11)

Продифференцировав (53.7) по времени, получим выражение 
для скорости

V =  х =  — дсо„ sin (со„£ - f a )  =  aco0cos â>0t +  a  +  y )  • (53.12)

Как видно из (53.12), скорость также изменяется по гармониче­
скому закону, причем амплитуда скорости равна асо0. Из сравне­
ния (53.7) и (53.12) следует, что скорость опережает смещение 
по фазе на л /2 .

Продифференцировав (53.12) еще 
раз по времени, найдем выражение 
для ускорения:

w =  х  =  — aco;j cos (ы0( +  а) =
=acoo cos (со,/ + а  +  л). (53.13)

Как следует из (53.13), ускорение и 
смещение находятся в противофазе.
Это означает, что в тот момент, когда 
смещение достигает наибольшего по­
ложительного значення, ускорение 
достигает наибольшего по величине 
отрицательного значения, и наобо­
рот.

На рис. 53.2 сопоставлены гра­
фики для смещения, скорости и ус­
корения.

Каждое конкретное колебание 
характеризуется определенными зна­
чениями амплитуды а и начальной фазы а . Значения этих вели­
чин для данного колебания могут быть определены из так назы­
ваемых начальных условий, т. е. по значениям отклонения х0 и 
скорости Vo в начальный момент времени. Действительно, поло­
жив в (53.7) и (53.12) /= 0 ,  получим два уравнения: 

х0= а  cos a , i>0= —aco0 sin a , 
из которых находим, что

а =  1/*о +  (Уо/<»'о)> (53.14)
tg а  =в — у,/х0(о0. (53.15)

Уравнение (53.15) удовлетворяется двумя значениями а , лежащими 
в интервале от —л до +  л. Из этих значений нужно взять то, при 
котором получаются правильные знаки у косинуса и синуса.

Квазиупругая сила является консервативной. Поэтому полная 
энергия гармонического колебания должна оставаться постоянной.

И .  В. Савельев»  т .  1
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В процессе колебаний происходит превращение кинетической энер­
гии в потенциальную и обратно, причем в моменты наибольшего 
отклонения от положения равновесия полная энергия Е  состоит 
только из потенциальной энергии, которая достигает своего на­
ибольшего значения Um*x:

(53.16)

при прохождении же системы через положение равновесия полная 
энергия состоит лишь из кинетической энергии, которая в эти мо­
менты достигает своего наибольшего значения Е к шах:

Е =  Е
2tfWmax ma2cnl

k шах ' (53.17)

(выше было показано, что амплитуда скорости равна асо0). Выра­
жения (53.16) и (53.17) равны друг другу, так как согласно (53.2)
ma>l=k .

Выясним, как изменяется со временем кинетическая и потен­
циальная энергия гармонического ко­
лебания. Кинетическая энергия равна 
(см. выражение (53.12) для х)

£* =  f ^  =  - ^ s i n 2 (co0f +  a ). (53.18)

Потенциальная энергия выражается 
формулой

=  =  cos*(©0f +  a ). (53.19)

Сложив (53.18) с (53.19) и приняв во 
внимание, что n m \= k ,  получим форму­
лу для полной энергии:

ka* т а 2а>оE =  E k+ U  =  — (53. 20)

(ср. с (53.16) и (53.17)). Таким образом, 
полная энергия гармонического колеба- 

Рис. 53.3. ния действительно оказывается посто­
янной.

Используя известные формулы тригонометрии, выражениям 
для Ek и И можно придать вид

Е к= Е sin2 (ш0< +  а) =  Е 

11 =  Е  cos2 (co0jf - f  а) =  Е

j c o s 2  (со^ +  а )

4- +  4" cos 2 ( a 0t  +  а )

(53.21)

(53.22)

где Е  — полная энергия системы. Из этих формул видно, что
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Е к и U изменяются с частотой 2со0, т. е. с частотой, в два раза пре­
вышающей частоту гармонического колебания. На рис. 53.3 сопо­
ставлены графики для х, Е к и U.

Среднее значение квадрата синуса и квадрата косинуса равно, 
как известно, половине. Следовательно, среднее значение Е к совпа­
дает со средним значением U и равно Е/2.

§ 54. Маятник

В физике под маятником понимают твердое тело, совершаю­
щее под действием силы тяжести колебания вокруг неподвижной 
точки или оси. Принято различать математический 
и физический маятники.

Математическим маятником называют идеали­
зированную систему, состоящую из невесомой и 
нерастяжимой нити, на которой подвешена масса, 
сосредоточенная в одной точке. Достаточно хоро­
шим приближением к математическому маятни­
ку служит небольшой тяжелый шарик, подвешен­
ный на длинной тонкой нити.

Отклонение маятника от положения равнове­
сия будем характеризовать углом <р, образованным 
нитью с вертикалью (рис. 54.1). При отклонении 
маятника от положения равновесия возникает вра­
щательный момент N, равный по величине mgl sin <p (т — масса, 
а / — длина маятника). Он имеет такое направление, что стремится 
вернуть маятник в положение равновесия, и аналогичен в этом 
отношении квазиупругой силе. Поэтому так же, как смещению 
и квазиупругой силе, моменту N  и угловому смещению ф нужно 
приписывать противоположные знаки 1). Следовательно, выражение 
для вращательного момента имеет вид

N = —mgl sin ф. (54.1)

Напишем для маятника уравнение дииамики вращательного 
движения. Обозначив угловое ускорение через ф и учитывая, что 
момент инерции маятника равен ml2, получаем:

ml2ф =  — mgl sin ф .

Последнее уравнение можно привести к виду

ф +  у  5Ш ф =  0 . (54.2)

*) Рассматривая <р как вектор, связанный с направлением поворота правилом 
правого винта (это допустимо при малых ф), противоположность знаков при ,V и <р 
можно объяснить тем, что векторы N и ср направлены в противоположные стороны 
(рис. 54.1),

7*
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Ограничимся рассмотрением малых колебаний. В этом случае 
можно положить sin ф « ф . Введя, кроме того, обозначение

f  =  со*, (54.3)

придем к уравнению
Ф +  сОоФ =  0, (54.4)

которое идентично с уравнением (53.1). Его решение имеет вид
Ф =а cos (co0H -a). (54.5)

Следовательно, при малых колебаниях угловое отклонение мате­
матического маятника изменяется со временем по гармоническому 
закону.

Как следует из (54.3), частота колебаний математического маят­
ника зависит только от длины маятника и от ускорения силы тя­
жести и не зависит от массы маятника. По формуле (53.8) с уче­
том (54.3) получается известное из школьного курса выражение 
для периода колебаний математического маятника:

T  =  2 n W g .  (54.6)

Отметим, что, решив уравнение (54.2), можно найти для периода 
колебаний следующую формулу:

Т =  2л  ] / y { l  +  ( т У 5'т 2$ + { т ' т У ъ[п* % + - -  } ’

где а — амплитуда колебаний, т. е. наибольший угол, на который 
отклоняется маятник из положения равновесия.

Если колеблющееся тело нельзя представить как материаль­
ную точку, маятник называется физическим. При отклонении 
маятника от положения равновесия на угол ф возникает враща­
тельный момент, стремящийся вернуть маятник в положение равно­
весия. Этот момент равен

N = —mgl sin ф, (54.7)

где т  — масса маятника, а I — расстояние между точкой подвеса
О и центром масс С маятника (рис. 54.2). Знак «—» имеет то же 
значение, что и в случае формулы (54.1).

Обозначив момент инерции маятника относительно оси, про­
ходящей через точку подвеса, буквой / ,  можно написать:

/ф =  — mgl sin ф. (54.8)

В случае малых колебаний (54.8) переходит в уже известное нам 
уравнение:

Ф +  ©оФ =  0. (54.9)
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Через со„ обозначена в данном случае следующая величина:
со; =  mgl/I. (54.10)

Из уравнений (54.9) и (54.10) следует, что при малых отклоне­
ниях от положения равновесия физический маятник совершает 
гармонические колебания, частота которых зависит от массы маят­
ника, момента инерции маятника относительно оси вращения и 
расстояния между осью вращения и центром масс маятника. В со­
ответствии с (54.10) период колебаний физического маятника опре­
деляется выражением

Т =  2л Y^TJmgi. (54.11)
Из сопоставления формул (54.6) и (54.11) получается, что матема­
тический маятник с длиной

/пр =  I/tnl (54.12)
будет иметь такой период колебаний, как и данный физический ма­
ятник. Величину (54.12) называют п р и в е ­
д е н н о й  д л и н о й  физического маятни­
ка. Таким образом, приведенная длина фи­
зического маятника — это длина такого ма­
тематического маятника, период колебаний 
которого совпадает с периодом данного физи­
ческого маятника.

Точка на прямой, соединяющей точку под- 
Ееса с центром масс, лежащая на расстоянии 
приведенной длины от оси вращения, на­
зывается ц е н т р о м  к а ч а н и я  физиче­
ского маятника (см.точку О' на рис. 54.2).
Можно показать (рекомендуем это сделать в 
порядке упражнения), что при подвешивании 
маятника в центре качания О' приведенная 
длина, а значит, и период колебаний будут теми же, что и 
вначале. Следовательно, точка подвеса и центр качания обла­
дают свойством взаимности: при переносе точки подвеса в центр 
качания прежняя точка подвеса становится новым центром качания.

На этом свойстве основано определение ускорения свободного 
падения с помощью так называемого оборотного маятника. Оборот­
ным называется такой маятник, у которого имеются две параллель­
ные друг другу, закрепленные вблизи его концов опорные призмы, 
за которые он может поочередно подвешиваться. Вдоль маятника 
могут перемещаться и закрепляться на нем тяжелые грузы. Пере­
мещением грузов добиваются того, чтобы при подвешивании маят­
ника за любую из призм период колебаний был одинаков. Тогда рас­
стояние между опорными ребрами призм будет равно /пр. Измерив 
период колебаний маятника и зная /пр, можно по формуле

Т =  2 п У  lnp/g 
найти ускорение свободного падения g.
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§ 55. Векторная диаграмма

Решение ряда вопросов, в частности сложение нескольких 
колебаний одинакового направления (или, что то же самое, сложе­
ние нескольких гармонических функций), значительно облегчается 
и становится наглядным, если изображать колебания графически 
в виде векторов на плоскости. Полученная таким способом схема 
называется векторной диаграммой.

Возьмем ось, которую обозначим бук­
вой х  (рис. 55.1). Из точки О, взятой на 
оси, отложим вектор длины а, образую-

Рис. 55.1.

щий с осью угол а . Если привести этот вектор во вращение с угловой 
скоростью со о, то проекция конца вектора будет перемещаться по 
оси х  в пределах от —а до + а ,  причем координата этой проекции 
будет изменяться со временем по закону

х = а  cos (co0tf+a).

Следовательно, проекция конца вектора на ось будет совершать 
гармоническое колебание с амплитудой, равной длине вектора, 
с круговой частотой, равной угловой скорости вращения вектора, и 
с начальной фазой, равной углу, образуемому вектором с осью 
в начальный момент времени.

Из сказанного следует, что гармоническое колебание может 
быть задано с помощью вектора, длина которого равна амплитуде 
колебания, а направление вектора образует с осью х  угол, рав­
ный начальной фазе колебания.

Рассмотрим сложение двух гармонических колебаний одинако­
вого направления и одинаковой частоты. Смещение х  колеблюще­
гося тела будет суммой смещений xi и х 2, которые запишутся сле­
дующим образом:

X i= ai  cos(co0̂ +a!), х 2= а 2 cos(co0̂ + a 2). (55.1)

Представим оба колебания с помощью векторов ai и а2 (рис. 55.2). 
Построим по правилам сложения векторов результирующий вектор 
а. Легко видеть, что проекция этого вектора на ось х равна сумме
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X =X i+X 2.

Следовательно, вектор а представляет собой результирующее 
колебание. Этот вектор вращается с той же угловой скоростью 
(о0, как и векторы ai и а2, так что результирующее движение будет 
гармоническим колебанием с частотой ши, амплитудой а  и началь­
ной фазой а .  Из построения видно, что
а2 =  af +  а\ — 2аха2 cos [я  — (а2—а г) ] =  а\ +  а] +  2а^аг cos (а2 — о ,),

(55.2)
t g g =  Qj sin aj-\-a2 sin ota _ (55

ь a1cosa1+ a 2cosa2 4 '
Итак, представление гармонических колебаний посредством 

векторов дает возможность свести сложение нескольких колеба­
ний к операции сложения векторов. Этот прием бывает особенно 
полезен, например, в оптике, где световые колебания в некоторой 
точке определяются как результат наложения многих колебаний, 
приходящих в данную точку от различных участков волнового 
фронта.

Формулы (55.2) и (55.3) можно, конечно, получить, сложив вы­
ражения (55.1) и произведя соответствующие тригонометрические 
преобразования. Но примененный нами способ получения этих 
формул отличается большей простотой и наглядностью.

Проанализируем выражение (55.2) для амплитуды. Если раз­
ность фаз обоих колебаний a 2—a i равна нулю, амплитуда резуль­
тирующего колебания равна сумме и аг. Если разность фаз 
а 2—а* равна + я  или —я , т. е. оба колебания находятся в противо- 
фазе, то амплитуда результирующего колебания равна | —а 21.

Если частоты колебаний Х\ и х г неодинаковы, векторы at и а а 
будут вращаться с различной скоростью. В этом случае резуль­
тирующий вектор а пульсирует по величине и вращается с непо­
стоянной скоростью. Следовательно, результирующим движением 
будет в этом случае не гармоническое колебание, а некоторый слож­
ный колебательный процесс.

проекций слагаемых векторов:

§ 56. Биения

Особый интерес представляет случай, когда два складываемых 
гармонических колебания одинакового направления мало отли­
чаются по частоте. Как мы сейчас покажем, результирующее дви­
жение при этих условиях можно рассматривать как гармоническое 
колебание с пульсирующей амплитудой. Такое колебание называ­
ется б и е н и я м и .

Обозначим частоту одного из колебаний буквой со, частоту 
второго колебания через оо+Дсо. По условию Док^со. Амплитуды
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обоих колебаний будем полагать одинаковыми и равными а. Чтобы 
не усложнять без надобности формул, допустим, что начальные 
фазы обоих колебаний равны нулю. Тогда уравнения колебаний 
будут иметь следующий вид:

X i= a  cos соt, х г= а  cos(co+A(o)/.
Складывая эти выражения и применяя тригонометрическую фор­
мулу для суммы косинусов, получаем:

x =  xi +  x t =  ^2acos-4^-^  cosco^ (56.1)

(во втором множителе пренебрегаем членом Дсо/2 по сравнению с со).

Рис. 56.1.

График функции (56.1) изображен на рис. 56.1, а. График построен 
для со/Асо =  10.

Заключенный в скобки множитель в формуле (56.1) изменяется
гораздо медленнее, чем второй 
множитель. Ввиду условия Дсо<<ссо 
за то время, за которое множи­
тель cos a t  совершает несколько 
полных колебаний, множитель, 
стоящий в скобках, почти не изме­
нится. Это дает нам основание 
рассматривать колебание (56.1) 
как гармоническое колебание час­
тоты со, амплитуда которого изме­
няется по некоторому периодиче­
скому закону. Выражением этого 
закона не может быть множитель, 
стоящий в скобках, так как он 
изменяется в пределах от — 2а до 
+ 2а, в то время как амплитуда 

по определению — положительная величина. График амплитуды 
показан на рис. 56.1, б. Аналитическое выражение амплитуды,

Рис. 56.2.
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очевидно, имеет вид
амплитуда =  I 2a cos t . (56.2)

Функция (56.2) — периодическая функция с частотой, в 2 раза 
превышающей частоту выражения, стоящего под знаком модуля 
(см. рис. 56.2, на котором сопоставлены графики косинуса и его 
модуля), т. е. с частотой Дсо. Таким образом, частота пульсаций ам­
плитуды — ее называют частотой биений — равна разности частот 
складываемых колебаний.

Отметим, что множитель 2a cos^— t не только определяет ампли­
туду, но и влияет на фазу колебания. Это проявляется, например, 
в том, что отклонения, соответствующие соседним максимумам 
амплитуды, имеют противоположные знаки (см. точки М г и М 2 
на рис. 56.1, а).

§ 57. Сложение взаимно перпендикулярных колебаний

Допустим, что материальная точка может совершать колеба­
ния как вдоль оси х, так и вдоль перпендикулярной к ней оси у. 
Если возбудить оба колебания, материальная точка будет дви­
гаться по некоторой, вообще говоря, криволинейной траектории, 
форма которой зависит от разности фаз обоих колебаний.

Выберем начало отсчета времени так, чтобы начальная фаза 
первого колебания была равна нулю. Тогда уравнения колебании 
запишутся следующим образом:

где а  — разность фаз обоих колебаний.
Выражения (57.1) представляют собой заданное в параметри­

ческой форме уравнение траектории, по которой движется тело, 
участвующее в обоих колебаниях. Чтобы получить уравнение тра­
ектории в обычном виде, нужно исключить из уравнений (57.1) 
параметр t. Из первого уравнения следует, что

x =  acoso)t, y =  bcos ( a t -j-a), (57.1)

CO SO )/  = —  . (57.2)а

Следовательно,

(57.3)

Теперь развернем косинус во втором из уравнений (57.1) по формуле 
для косинуса суммы, подставляя при этом вместо cos cot и sin a t  
их значения (57.2) и (57.3). В результате получим
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Последнее уравнение после несложных преобразований можно при­
вести к виду

г 2ху
ь 2 аЬ cos ct — sin2 ос (57.4)

Последнее уравнение есть, вообще говоря, уравнение эллипса, 
оси которого повернуты относительно координатных осей х н у .  
Ориентация эллипса и величина его полуосей зависят довольно 
сложным образом от амплитуд а и b и разности фаз а .

Определим форму траектории для некоторых частных случаев.
1. Разность фаз а  равна нулю. В этом случае уравнение (57.4) 

принимает вид

откуда получается уравнение прямой
ьу  =  — X.  v а (57.5)

Результирующее движение является гармоническим колебанием 
вдоль этой прямой с частотой со и амплитудой, равной У  а2+ Ь 2 
(рис. 57.1).

2. Разность фаз а  равна ± л .  Уравнение (57.4) имеет вид

(57.6)

откуда получается, что результирующее движение представляет 
собой гармоническое колебание вдоль прямой (рис. 57.2)

У— ------ х.а а

3. При а = ± п / 2  уравнение (57.4) переходит в
у 2 1,2

- 4 - —  =  1 ~  h2 --  1 > (57.7)

т. е. в уравнение эллипса, приведенного к координатным осям, 
причем полуоси эллипса равны соответствующим амплитудам



колебаний. При равенстве амплитуд а и Ь эллипс вырождается в 
окружность.

Случаи а = + я / 2  и а = —я/2 отличаются направлением движения 
по эллипсу или по окружности. Если а = + я / 2 ,  уравнения (57.1) 
можно записать следующим образом:

х = а  cos соt, у = —b sin соi. (57.8)

В момент / = 0  тело находится в точке 1 (рис. 57.3). В последующие 
моменты времени координата х уменьшается, а координата у  ста­
новится отрицательной. Следовательно, движение совершается 
по часовой стрелке.
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При а = —я/2 уравнения колебаний имеют вид
х = а  cos сot, y = b  sin сot. (57.9)

Отсюда можно заключить, что движение происходит против часо­
вой стрелки.

Из сказанного следует, что равномерное движение по окруж* 
ности радиуса R с угловой скоростью со может быть представлено 
как сумма двух взаимно перпендикулярных колебаний:

x = R  cos со̂ , y = ± R  sin сot (57.10)

(знак «+» в выражении для у  соответствует движению против 
часовой стрелки, знак «—» — движению по часовой стрелке).

В случае, когда частоты взаимно перпендикулярных колебас 
ний отличаются на очень малую величину Дсо, их можно рассма­
тривать как колебания одинаковой частоты, но с медленно изме- 
няющейся разностью фаз. В самом деле, уравнения колебаний можно 
представить следующим образом:

х = а  cos со/, у= Ъ  cos [со/+(Дсо/+а)]

и выражение Д со/+а рассматривать как разность фаз, медленно 
изменяющуюся со временем по линейному закону.

Результирующее движение в этом случае происходит по мед­
ленно видоизменяющейся кривой, которая будет последовательно
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принимать форму, отвечающую всем значениям разности фаз от
—я до + я .

Если частоты взаимно перпендикулярных колебаний не одина­
ковы, то траектория результирующего движения имеет вид довольно 
сложных кривых, называемых ф и г у р а м и  Л и с с а ж у .  На 
рис. 57.4 показана одна из простейших траекторий, получающаяся 
при отношении частот 1 2 и разности фаз я/2. Уравнения колебаний 
имеют вид

За то время, пока вдоль оси х точка успевает переместиться из 
одного крайнего положения в другое, вдоль оси у,  выйдя из нуле­
вого положения, она успевает достигнуть одного крайнего положе­
ния, затем другого и вернуться в 
нулевое положение. У

При отношении частот 1 : 2 и 
разно 
тория 
криву 
точка

Чем ближе к единице рациональная дробь, выражающая отно­
шение частот колебаний, тем сложнее оказывается фигура Лис­
сажу. На рис. 57.6 для примера показана кривая для отношения 
частот 3 : 4 и разности фаз я/2.

§ 58. Затухающие колебания
Затухающие колебания описываются уравнением (см. (50.11)):

(г — коэффициент сопротивления, т. е. коэффициент пропорцио­

Рис. 57.5. Рис. 57.6.

x  +  2 f i x j r 0 ) l x  =  0, (58.1)
где

2(5= г Im, iol =  k!m (58.2)
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нальности между скоростью х и силой сопротивления; k — коэф­
фициент квазиупругой силы).

Отметим, что со0 представляет собой ту частоту, с которой совер­
шались бы свободные колебания системы в отсутствие сопротивле­
ния среды (при г= 0). Эту частоту называют с о б с т в е н н о й  
ч а с т о т о й  системы.

Подстановка в (58.1) функции х = ^ 1 приводит к характеристи­
ческому уравненню

1* +  2$Х +  0)5 =  0. (58.3)
Корни этого уравнения равны

Я1 =  - р  +  / Ғ ^ ,  К  =  ~  (58.4)
При не слишком большом затухании (при Р<со0) подкорен­

ное выражение будет отрицательным. Представим его в виде (ш )а, 
где со — вещественная величина, равная

(58.5)
Тогда корни характеристического уравнения запишутся следующим 
образом:

Л>1= — р + ш , ^а= — Р— I®. (58.6)

Согласно (52.5) общим решением уравнения (58.1) будет функция 
х =  С ^ ~ Р+ ' +  С2е < - Э - ' =  е ~ (С1е‘<в< +  Сге~ш ).

Выражение в скобках аналогично выражению (53.3). Поэтому его 
можно представить в виде, аналогичном (53.7). Таким образом, 
при не слишком сильном затуха­
нии общее решение уравнения (58.1) 
имеет вид

х =  а0е-Р‘ cos (со/ +  ос). (58.7)
Здесь а0 и а  — произвольные по­
стоянные, о  — величина, опреде­
ляемая формулой (58.5). На рис.
58.1 дан график функции (58.7).
Пунктирными линиями показаны 
пределы, в которых находится 
смещение колеблющейся точки х.

В соответствии с видом функ­
ции (58.7) движение системы можно
рассматривать как гармоническое колебание частоты со с ампли­
тудой, изменяющейся по закону a ( t ) = a ^ ~ ^ . Верхняя из пунк­
тирных кривых на рис. 58.1 дает график функции a ( t ), причем 
величина а„ представляет собой амплитуду в начальный момент 
времени. Начальное смещение х0 зависит, кроме а0, также от на­
чальной фазы a: x0= a 0-cos ос.

Рис. 58.1.
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Скорость затухания колебаний определяется величиной р =  
= r /2m, которую называют к о э ф ф и ц и е н т о м  з а т у х  а- 
н и я. Найдем время т, за которое амплитуда уменьшается в е раз. 
По определению е~$х= е ~ 1, откуда р т=1 . Следовательно, коэффи­
циент затухания обратен по величине тому промежутку времени, 
за который амплитуда уменьшается в е раз.

Согласно формуле (53.8) период затухающих колебаний равен

Т =  - г 2л (58.8)
/ с о ’о - Р ’

При незначительном сопротивлении среды (P*<̂ ci)j|) период коле­
баний практически раЕен Т 0=2л/а>0. С ростом коэффициента зату­
хания период колебаний увеличивается.

Последующие наибольшие отклонения в какую-либо сторону 
(например, а , а", а!" и т .д .  на рис. 58.1) образуют геометриче­
скую прогрессию. Действительно, если а ! = а (р~Ъ‘, то а"=аое-Р((+г>=  
= а 'е -рг, а"' = а 0е~ра+27">=а"е-рг и т. д. Вообще, отношение 
значений амплитуд, соответствующих моментам времени, отлича­
ющимся на период, равно

а  ( 0  — оЬТ
a ( t + T ) ~ e  '

Это отношение называют д е к р е м е н т о м  з а т у х а н и я ,  
а его логарифм — л о г а р и ф м и ч е с к и м  д е к р е м е н т о м  
з а т у х а н и я :

‘58S>
(не путать с % в формулах (58.3 ) и (58.6)!).

Для характеристики колебательной системы обычно исполь­
зуется логарифмический декремент затухания к. Выразив в соот­
ветствии с (58.9) р через к и Т, можно закон убывания амплитуды 
со временем записать в виде

- т '  а =  а0е ‘
За время т, за которое амплитуда уменьшается в е раз, система

- к —
успевает совершить N e= x lT  колебаний. Из условия е г = е -1  

получается, что K y  =  XNe =  1. Следовательно, логарифмический

декремент затухания обратен по величине числу колебаний, совер­
шаемых за то время, за которое амплитуда уменьшается в е раз.

Для характеристики колебательной системы часто употребляется 
также величина

Q = ̂  = nNe, (58.10)
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называемая д о б р о т н о с т ь ю  колебательной системы. Как 
видно из ее определения, добротность пропорциональна числу 
колебаний N e, совершаемых системой за то время т, за которое 
амплитуда колебаний уменьшается в е раз.

Подстановка функции (58.7) и ее производной в выражение для 
полной энергии колеблющейся системы .Е = 1/ 2&л:2+ 1/ 2 тх2 приводит 
после преобразований к формуле

E =  y k a f e - W  j  1 +  ^-sin(2co/+  2а +  я|>) j  , (58.11)

где '4>=arctg ф/со). График этой функции изображен на рис. 58.2.
Убывание энергии обусловлено работой силы сопротивления 

среды /гсопр= —гх. Мощность, развиваемая этой силой, равна 
(—гх) ( х )= —гхг. Таким образом,

Отсюда вытекает, что в тех точках кривой Е (t ), гдедс=0, касательная 
к кривой параллельна оси t. В остальных точках d E ld t< 0.

При малом затухании (р<^со„) слагаемым, содержащим синус, 
в формуле (58.11) можно пренебречь и считать, что энергия изменя­
ется по закону

E =  E ae~W ,  (58.12)

где £ 0= 1 / 2 ka% — значение энергии в начальный момент. К тому же 
результату можно прийти, если заменить определяемое формулой 
(58.11) мгновенное значение E(t)  его средним значением за время

Рис. 58.2.

от t— 772 до /+ 7 7 2  (Т  — период колебаний), вычисленным в пред­
положении, что множитель ехр (— 2(}/) в течение промежутка Т  
остается постоянным.



208 Г Л .  V I I .  К О Л Е Б А Т Е Л Ь Н О Е  Д В И Ж Е Н И Е

Продифференцировав выражение (58.12) по t, получим скорость 
возрастания энергии системы:

^  2 р £ 0е-аР' =  — 2 р £ .

Изменив знак на обратный, найдем скорость убывания энергии:

- g  =  2 Р£. (58.13)

Если энергия мало изменяется за время, равное периоду колеба­
ний, убыль энергии за период можно найти, умножив выражение
(58.13) на Т:

—Д £ =  2 рГ £
(напомним, что ДЕ  обозначает приращение, а — АЕ  — убыль 
энергии). Наконец, приняв во внимание формулы (58.9) и (58.10), 
придем к соотношению

Е  Q 
( - А Е )  2л ’

из которого следует, что при слабом затухании колебаний доброт­
ность с точностью до множителя 2л равна отношению энергии, 
запасенной в системе в данный момент, к убыли этой энергии за 
один период колебаний.

Из формулы (58.8) следует, что с ростом коэффициента затуха­
ния период колебаний увеличивается. При р=со0 период колеба­
ний обращается в бесконечность, т. е. движение перестает быть 
периодическим.

При р>со0 корни характеристического уравнения становятся
вещественными (см. (58.4)) и решение 
дифференциального уравнения (58.1) ока­
зывается равным сумме двух экспо­
нент:

х =  Сje- *1' +  Сге-Ха'.

Здесь Ci и С2 — вещественные посто­
янные, значения которых зависят от на- 

7  чальных условий (от хе и и0 =  (дс)0). 
Рис. 58.3. Следовательно, движение носит аперио­

дический (непериодический) характер— 
выведенная из положения равновесия система возвращается в по­
ложение равновесия, не совершая колебаний. На рис. 58.3 пока­
зано два возможных способа возвращения системы к положению 
равновесия при апериодическом движении. Каким из этих способов 
приходит система в положение равновесия, зависит от начальных 
условий. Движение, изображаемое кривой 2, получается в том 
случае, когда система начинает двигаться из положения, харак­
теризуемого смещением х0, к положению равновесия с начальной
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| Uo| > | * 0| ( P + V F ^ ) .  (58.14)
Это условие будет выполнено в том случае, если выведенной из 
положения равновесия системе сообщить достаточно сильный 
толчок к положению равновесия. Если, отведя систему из положе­
ния равновесия, отпустить ее без толчка (т. е. с а0= 0) или сооб­
щить ей толчок недостаточной силы (такой, что v0 окажется меньше 
определяемой условием (58.14)), движение будет происходить 
в соответствии с кривой 1 на рис. 58.3.

§ 59. Автоколебания
При затухающих колебаниях энергия системы расходуется на 

преодоление сопротивления среды. Если восполнять эту убыль 
энергии, колебания станут незатухающими. Пополнение энергин 
системы может осуществляться за счет толчков извне, однако 
эти толчки должны сообщаться системе в такт с ее колебаниями, 
в противном случае они могут осла­
бить колебания и даже прекратить 
их совсем. Можно сделать так, что­
бы колеблющаяся система сама уп­
равляла внешним воздействием, 
обеспечивая согласованность сооб­
щаемых ей толчков со своим движе- 
нием. Такая система называется а в- 
т о к о л е б а т е л ь н о й ,  а совер­
шаемые ею незатухающие колеба­
ния— а в т о к о л е б а н и я м и .

В качестве примера автоко­
лебательной системы рассмотрим 
часовой механизм. Маятник часов насажен на одну ось с изогну­
тым рычагом — анкером (рис. 59.1). На концах анкера имеются 
выступы специальной формы, называемые палеттами. Зубчатое 
ходовое колесо находится под воздействием цепочки с гирей или 
закрученной пружины, которые стремятся повернуть его по часо­
вой стрелке. Однако большую часть времени колесо упирается 
одним из зубьев в боковую поверхность той либо иной палетты, 
скользящей при качании маятника по поверхности зуба. Только 
в моменты, когда маятник находится вблизи среднего положения, 
палетты перестают преграждать путь зубьям и ходовое колесо 
проворачивается, толкая анкер зубом, скользящим своей вершиной 
по скошенному торцу палетты. За полный цикл качаний маятника 
(за период) ходовое колесо проворачивается на два зуба, причем 
каждая из палетт получает по толчку. Посредством этих толчков 
за счет энергии поднятой гири или закрученной пружины и воспол­
няется убыль энергии маятника, возникающая вследствие трения.

скоростью v0, определяемой условием
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§ 60. Вынужденные колебания

В случае, когда вынуждающая сила изменяется по гармони­
ческому закону, колебания описываются дифференциальным урав­
нением

x +  2fix +  (olx =  f 0 cos со/ (60.1)

(см. (50.13)). Здесь р — коэффициент затухания, со0 — собственная 
частота системы (см. формулы (58.2)), f0=F„/m (F0 — амплитуда 
вынуждающей силы), (о — частота силы.

Уравнение (60.1) является неоднородным. Согласно теореме 
(52.8) общее решение неоднородного уравнения равно сумме общего 
решения соответствующего однородного уравнения и частного ре­
шения неоднородного уравнения. Общее решение однородного 
уравнения мы уже знаем (см. функцию (58.7), являющуюся общим 
решением уравнения (58.1)). Оно имеет вид

х =  а0е-&‘ cos(co7 +  a), (60.2)

где со' =  ]/со§ —pz, а а0 и а  — произвольные постоянные1).
Остается найти частное (не содержащее произвольных постоян­

ных) решение уравнения (60.1). Воспользуемся для этого приемом, 
описанным в конце § 52. Прибавим к функции, стоящей в правой 
части уравнения (60.1), мнимую функцию if0 sin со/, после чего 
представим правую часть в виде (см. формулу (51.9)). Таким 
образом, мы приходим к уравнению:

х +  2$х +  а>Ъх=: [ аеш . (60.3)

Это уравнение легче решить, чем уравнение (60.1), так как экспо­
ненту проще дифференцировать и интегрировать, чем тригономет­
рические функции.

Попробуем искать частное решение уравнения (60.3) в виде

х — аеш , (60.4)

где а — некоторое комплексное число. Функция (60.4) также 
комплексная, что отмечено шляпкой над х. Продифференцировав 
эту функцию по /, получим:

х — таеш , х  =  —и>2аеш . (60.5)

Подстановка выражений (60.4) и (60.5) в уравнение (60.3) приводит 
после сокращения на общий множитель еш  к алгебраическому 
уравнению:

— со2а +  2фсо а +  со 1а =  / 0.

*) Буквой ш без штриха мы обозначили частоту вынуждающей силы.



Отсюда

а =  —3----- ti-----  (60.6)
(шо— со») +2/(5(й

Мы нашли значение а, при котором функция (60.4) удовлетворяет 
уравнению (60.3). Представим комплексное число, стоящее в зна­
менателе, в показательной форме:

(coj — со2) +  2г'Р«> =  ре‘<>’. . (60.7)
Согласно формулам (51.3)

$ 60. В Ы Н У Ж Д Е Н Н Ы Е  К О Л Е Б А Н И Я  2 1 1

р =  |/" (coq — со2)2 -j- 4|32со2, ф — arctg а' . (60.8)

Замена в (60.6) знаменателя в соответствии с (60.7) дает 
а =  / 0/ре1ф= ( / 0/р)

Подставив это значение а в (60.4), получим частное решение урав­
нения (60.3):

х =  (/„/р) =  (/0/р) е‘ (“'-ч».

Наконец, взяв вещественную часть этой функции, получим част­
ное решение уравнения (60.1):

*=(/о/р) cos (соt— ф).

Подстановка значения f0, а также значений (60.8) для р и ф приво­
дит к окончательному выраженщо:

F°lm -cos ( a t  — arctg Л . (60.9) 
К(ш 'о—0)2)2 +  4P% 2 \  ш0—О)2/

Отметим, что функция (60.9) не содержит произвольных постоян­
ных.

Получим частное решение уравнения (60.1) еще одним спосо­
бом — с помощью векторной диаграммы. Предположим, что част­
ное решение уравнения (60.1) имеет вид

x = a c o s ( w t— ф). (60,10)
Тогда

х =  —  coasin (at — ф ) =  coacos (со/ — ф +  я /2), (60.11)
х =  — co2acos (со/ — ф) =со2а cos (at — ф - f  л). (60.12)

Подстановка выражений (60.10) — (60.12) в уравнение (60.1) при­
водит к соотношению
toга cos ( a t — ф -f- я) +  2Р(оа cos (со/ — ф +  я /2) +

+  о ф cos (со/— ф) =  / 0созсо/, (60.13)
Из (60.13) следует, что постоянные а и ф должны иметь такие 

значения, чтобы гармоническая функция f0 cos a t  была равна

х =
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сумме трех гармонических функций, стоящих в левой части урав­
нения. Если изобразить функцию a>oacos(co/—ф) вектором длины 
cojja, направленным вправо, то функция 2 pacos(co/—ф + л /2) 
изобразится вектором длины 2$ыа (рис. 60.1), повернутым относи­
тельно вектора a против часовой стрелки на угол л/2 (см. § 55),

Рис. 60.1.

а функция 'jfa cos (со/—ф + л ) — вектором длины ш2а, повернутым 
относительно вектора со̂ а на угол л. Чтобы уравнение (60.13) было 
удовлетворено, сумма трех перечисленных векторов должна совпа­
дать с вектором, изображающим функцию f0 cos со/. Из рис. 60.1, а 
видно, что такое совпадение возможно лишь при значении ампли­
туды а, которое определяется условием:

К - с о 2) a2+ 4 P 2co2a2 =  / 2,
откуда

а =  , F°/m (60.14)
V  (ыо—а>2)2 +  4р2ш2

(мы заменили f0 отношением F jm ).  Рис. 60.1, а отвечает случаю 
ш<со0. Из рис. 60.1, б, отвечающего случаю со>со0, получается 
такое же значение а.

Рис. 60.1 позволяет получить также и значение ф, которое 
представляет собой величину отставания по фазе вынужденного 
колебания (60.10) от обусловившей его вынуждающей силы. Из 
рнсунка следует, что

t g ? = # L i . (60.15)
0)о — ш2

Подставив в (60.10) значения а и ф, определяемые формулами
(60.14) и (60.15), получим функцию (60.9).

Функция (60.9) в сумме с (60.2) дает общее решение уравнения 
(60.1), описывающее поведение системы при вынужденных колеба­
ниях. Слагаемое (60.2) играет заметную роль только в начальной
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стадии процесса, при так называемом установлении колебаний 
(рис. 60.2). С течением времени из-за экспоненциального множителя 
е~р‘ роль слагаемого (60.2) все больше уменьшается, и по прошест­
вии достаточного времени им можно пренебречь, сохраняя в ре­
шении лишь слагаемое (60.9).

Таким образом, функция (60.9) описывает установившиеся вы­
нужденные колебания. Они представляют собой гармонические 
колебания с частотой, равной частоте вынуждающей-силы. Ампли­
туда (60.14) вынужденных 
колебаний пропорциональ­
на амплитуде вынуждаю­
щей силы. Для данной ко­
лебательной системы (опре­
деленных со0 и Р) амплиту­
да зависит от частоты вы­
нуждающей силы. Вынуж­
денные колебания отстают 
по фазе от вынуждающей 
силы, причем величина от­
ставания ф также зависит 
от частоты вынуждающей 
силы (см. (60.15)).

Зависимость амплитуды вынужденных колебаний от частоты 
вынуждающей силы приводит к тому, что при некоторой опреде­
ленной для данной системы частоте амплитуда колебаний дости­
гает максимального значения. Колебательная система оказывается 
особенно отзывчивой на действие вынуждающей силы при этой час­
тоте. Это явление называется р е з о н а н с о м ,  а соответствую­
щая частота — р е з о н а н с н о й  ч а с т о т о й .

Чтобы определить резонансную частоту сорез, нужно найти 
максимум функции (60.14) или, что то же самое, минимум выраже­
ния, стоящего под корнем в знаменателе. Продифференцировав это 
выражение по ш и приравняв нулю, мы получим условие, опреде­
ляющее сорез:

—4(0)*—со2)о) +  8р2со =  0. (60.16)

Уравнение (60.16) имеет три решения: со=0 и со =  ±  ] / щ  — 2Р2. 
Решение, равное нулю, соответствует максимуму знаменателя. Из 
остальных двух решений отрицательное должно быть отброшено, 
как не имеющее физического смысла (частота не может быть отрица­
тельной). Таким образом, для резонансной частоты получается 
одно значение:

о)рсз =  К ^ ^ 1 2 р . (60.17)

Подставив это значение частоты в (60.14), получим выражение для

Рис. 60.2.
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амплитуды при резонансе:
F J m

■ * р е з '
2Р V u l - P

(60.18)

Из (60.18) следует, что при отсутствии сопротивления среды 
амплитуда при резонансе обращалась бы в бесконечность. Согласно
(60.17) резонансная частота при тех же условиях (при Р = 0) совпа­
дает с собственной частотой колебаний системы со0.

Зависимость амплитуды вынужденных колебаний от частоты 
вынуждающей силы (или, что то же самое, от частоты колебаний) 
показана графически на рис. 60.3. Отдельные кривые на графике 
соответствуют различным значениям параметра р. В соответствии 
с (60.17) и (60.18), чем меньше р, тем выше и правее лежит макси­
мум данной кривой. При очень большом затухании (таком, что 
2р2>со£) выражение для резонансной частоты становится мнимым. 
Это означает, что при этих условиях резонанс не наблюдается —

с увеличением частоты амп­
литуда вынужденных колеба­
ний монотонно убывает (см. 
нижнюю кривую на рис. 
60.3). Изображенная на рис. 
60.3 совокупность графиков 
функции (60.14), соответству­
ющих различным значениям 
параметра р,называется р е- 
з о н а н с н ы м и  к р и в ы м и .

По поводу резонансных 
кривых можно сделать еще 
следующие замечания. При 
стремлении со к нулю все кри­
вые приходят к одному и то­

му же, отличному от нуля, предельному значению, равному 
Ғ0/тсо§, т. е. F0/k. Эго значение представляет собой смещение 
из положения равновесия, которое получает система под действием 
постоянной силы величины F0. При стремлении © к бесконечности 
все кривые асимптотически стремятся к нулю, так как при большой 
частоте сила так быстро изменяет свое направление, что система 
не успевает заметно сместиться из положения равновесия. Нако­
нец, отметим, что чем меньше р, тем сильнее изменяется с частотой 
амплитуда вблизи резонанса, тем «острее» получается максимум.

Из формулы (60.18) вытекает, что при малом затухании (т. е. 
при Р<^со0) амплитуда при резонансе приближенно равна

* р е э

. F J m  
2ро)0 •

Разделим это выражение на смещение х 0 от положения равновесия



§ 6 1 .  П А Р Л М Е Т Р И Ч Е С К И И  Р Е З О  Н А Н О 215

под действием постоянной силы F„, равное /Утсо®. В результате 
получим:

=  Q (60 -19)

(см. формулу (58.10)). Таким образом, добротность Q показывает, 
во сколько раз амплитуда в момент резонанса превышает смещение 
системы из положения равновесия под действием постоянной силы 
той же величины, что и амплитуда вынуждающей силы (это спра­
ведливо лишь при небольшом затухании).

Из рис. 60.1 видно, что вынужденные колебания отстают по 
фазе от вынуждающей силы, причем величина отставания ср лежит 
в пределах от 0 до я. Зависимость ф от ш при разных значениях р 
показана графически на рис. п  
60.4. Частоте ш0 соответствует 
Ф =я/2. Резонансная частота 1 
меньше собственной (см. *
(60.17)). Следовательно, в мо- ^  
мент резонанса ф < л/2 . При 
слабом затухании а)реэ« с о 0, tt  
и значение ф при резонансе г  
можно считать равным л /2 .

С явлением резонанса 
приходится считаться при 
конструировании машин и 
различного рода сооружений.
Собственная частота колеба- О 1 (о/ша— *- Z
ний этих устройств ни в коем Рис 60^
случае не должна быть близка
к частоте возможных внешних воздействий. Так, например, собст­
венная частота вибраций корпуса корабля или крыльев самолета 
должна сильно отличаться от частоты колебаний, которые могут 
быть возбуждены вращением гребного винта или пропеллера. В про­
тивном случае возникают вибрации, которые могут вызвать ката­
строфу. Известны случаи, когда обрушивались мосты при про­
хождении по ним марширующих колонн солдат. Это происходило 
потому, что собственная частота колебаний моста оказывалась 
близкой к частоте, с которой шагала колонна.

Вместе с тем явление резонанса часто оказывается весьма по­
лезным, особенно в акустике, радиотехнике и т. д.

§ 61. Параметрический резонанс

В рассмотренном в предыдущем параграфе случае приложенная 
извне вынуждающая сила обусловливала непосредственно смеще­
ние системы из положения равновесия. Оказывается, существует
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инои вид воздействия извне, с помощью которого можно сильно 
раскачать систему. Этот вид воздействия заключается в совершае­
мом в такт с колебаниями периодическом изменении какого-ли­

бо параметра системы, вследствие чего само 
явление называется п а р а м е т р и ч е с к и м  
р е з о н а н с о м .

Возьмем для примера простейший маятник— 
шарик на нитке. Если периодически изменять 
длину маятника I, увеличивая ее в моменты, 
когда маятник находится в крайних положе­
ниях, и уменьшая, в моменты, когда маятник 
находится в среднем положении (рис. 61.1), 
то маятник сильно раскачается. Увеличение 
энергии маятника при этом происходит за счет 
работы, которую совершает сила, действующая 
на нить. Сила натяжения нити при колебаниях 

маятника не постоянна: она меньше в крайних положениях, 
когда скорость обращается в нуль, и больше в среднем положе­
нии, когда скорость маятника максимальна. Поэтому отрицатель­
ная работа внешней силы при удлинении маятника оказывается 
меньше по величине, чем положительная работа, совершаемая при 
укорочении маятника. В итоге работа внешней силы за период 
оказывается больше нуля.

/
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/
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Рис. 61.1.
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§ 62. Специальная теория относительности

В § 6 было отмечено, что ньютоновская механика справедлива 
только для тел, движущихся со скоростями, много меньшими ско­
рости света в вакууме (эту скорость принято обозначать буквой с). 
Для описания движений, совершающихся со скоростями, сравни­
мыми с с, Эйнштейн создал релятивистскую механику, т. е. меха­
нику, учитывающую требования специальной теории относитель­
ности.

Созданная Эйнштейном в 1905 г. специальная теория относи­
тельности представляет собой физическую теорию пространства 
и времени для случая пренебрежимо слабых гравитационных по­
лей *). Основу этой теории образуют два постулата, которые носят 
названия п р и н ц и п а  о т н о с и т е л ь н о с т и  Э й н ш ­
т е й н а  и п р и н ц и п а  п о с т о я н с т в а  с к о р о с т и  
с в е т а .

Принцип относительности Эйнштейна является распростране­
нием механического принципа Галилея (см. § 12) на все без исклю­
чения физические явления. Согласно этому принципу все законы 
природы одинаковы во всех инерциальных сис/пемах отсчета. Неиз­
менность вида уравнения при замене в нем координат и времени 
одной системы отсчета координатами и временем другой системы 
называется и н в а р и а н т н о с т ь ю  уравнения. Поэтому прин­
цип относительности можно сформулировать следующим образом: 
уравнения, выражающие законы природы, инвариантны по отно­
шению к преобразованиям координат и времени от одной инерци­
альной системы отсчета к другой.

Принцип постоянства скорости света утверждает, что скорость 
света в вакууме одинакова во всех инерциальных системах отсчета и 
не зависит от движения источников и приемников света 2).

*) В 1915 г. Эйнштейн создал основы обцей теории относительности, ко­
торая представляет собой теорию тяготения.

*) Опыт Майкельсона и Морли, подтвердивший справедливость этого прин­
ципа, будет описан во втором томе курса.

РЕЛЯТИВИСТСКАЯ МЕХАНИКА
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Из сформулированных выше постулатов вытекает ряд важных 
выводов, касающихся свойств пространства и времени. В ньюто­
новской механике пространство и время рассматривались незави­
симо друг от друга. Ньютон считал, что существуют абсолютное 
пространство и абсолютное время. Абсолютное пространство опре­
делялось им как безотносительное к чему-либо внешнему вмести­
лище вещей, остающееся всегда одинаковым и неподвижным. О вре­
мени Ньютон писал: «Абсолютное, истинное или математическое

Рис. 62.1.

время само по себе и в силу своей внутренней природы течет равно­
мерно, безотносительно к чему-либо внешнему». В соответствии 
с этим считалось совершенно очевидным, что два события, одновре­
менные в какой-либо системе отсчета, будут одновременными и 
во всех остальных системах отсчета. Однако легко убедиться в том, 
что последнее утверждение находится в противоречии с принципом 
постоянства скорости света.

Возьмем два тела К  и К ' , образующих вместе с соответствую­
щими часами инерциальные системы отсчета. Пусть тело К' дви­
жется относительно тела К  со скоростью v0, направленной вдоль 
прямой, проходящей через центры тел (рис. 62.1). Поместим на 
этой прямой два тела М и N, равноудаленных от тела /С'и соеди­
ненных с ним жестко. Относительно тела К  эти тела движутся со 
скоростью v„, относительно тела К' они покоятся. Рассмотрим в 
обеих системах один и тот же процесс, заключающийся в испускании 
из центра тела К' сбстового сигнала и достижении этим сигналом 
тел М и N. Скорость света во всех направлениях одинакова и равна 
с. Поэтому в системе отсчета Қ' сигнал будет достигать тел М  и N  
в один и тот же момент времени t'

В системе отсчета К  свет также распространяется по всем на­
правлениям со скоростью с. В этой системе тело М  движется на­
встречу световому сигналу. Тело N  движется в ту же сторону, что 
и сигнал. Поэтому тела М  сигнал достигнет раньше, чем тела N ,
и, следовательно, tM< .tN. Таким образом, события, которые в си­
стеме К' были одновременными, в системе К  оказываются неодно­
временными. Отсюда вытекает, что время в разных системах от­
счета течет неодинаково.

Чтобы описать событие в некоторой системе отсчета, нужно ука­
зать, в каком месте и в какой момент времени оно происходит. Эта 
задача окажется осуществимой, если создать в пространстве равно­
отстоящие координатные метки и совместить с каждой такой мет­
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кой часы, по которым можно было бы определить момент времени, 
в который происходит событие в данном месте. Координатные метки 
можно нанести путем перекладывания единичного масштаба. В ка­
честве часов можно взять любую систему, совершающую периоди­
чески повторяющийся процесс. Чтобы сравнивать моменты вре­
мени, в которые происходят два события в разных точках прост­
ранства, нужно убедиться в том, что часы, находящиеся в этих 
точках, идут синхронно.

Синхронизацию можно, казалось бы, выполнить, поместив часы 
сначала рядом, а затем, после сверки их показаний, перенести 
часы в соответствующие точки пространства. Однако такой способ 
нужно отвергнуть, так как мы не знаем, как повлияет на ход часов 
их перенос из одного места в другое. Поэтому нужно сначала рас­
ставить часы по местам и лишь затем произвести сверку их пока­
заний. Это можно сделать, посылая от одних часов к другим свето­
вой сигнал J). Пусть из точки А посылается в момент h  (отсчитан­
ный по часам в А) световой сигнал, который отражается от зеркала, 
помещенного в точке В, и возвращается в Л в момент t 2. Часы в В 
нужно считать синхронными с часами в А,  если в момент дохожде- 
ния до них сигнала часы в В показывали время t, равное (^ + ^ г)/2. 
Такую сверку необходимо проделать для всех часов, расположен­
ных в разных точках системы К. События в Л и В будут считаться 
одновременными в системе К, если соответствующие им отсчеты 
времени по часам в Л и В совпадут.

Аналогично производится синхронизация всех часов в системе 
К' и любой другой инерциальной системе отсчета. Скорость свето­
вого сигнала, с помощью которого осуществляется синхронизация, 
во всех инерциальных системах отсчета одна и та же. Этим и обус­
ловлен выбор в качестве сигнала для синхронизации хода часов 
именно светового сигнала. Оказывается, что скорость света являет­
ся предельной. Никакой сигнал, никакое воздействие одного 
тела на другое не могут распространяться со скоростью, превы­
шающей скорость света в пустоте. Этим и объясняется одинаковость 
скорости света в пустоте во всех системах отсчета. Согласно прин­
ципу относительности законы природы во всех инерциальных си­
стемах должны быть одинаковы. Тот факт, что скорость сигнала 
не может превышать предельного значения, есть также закон при­
роды. Поэтому значение предельной скорости должно быть одина­
ково во всех системах отсчета.

Постоянство скорости света приводит к тому, что пространство 
и время оказываются взаимосвязанными, образуя единое прост­
ранство-время. Эта взаимосвязь может быть представлена особенно 
отчетливо с помощью воображаемого четырехмерного пространства,

*) Проверка часов по радиосигналам представляет собой по существу такую 
синхронизацию.
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по трем осям которого откладываются пространственные коорди­
наты х, у  и z, а по четвертой оси — время, t, точнее — пропорцио­
нальная t временная координата ct, имеющая ту же размерность, 
что и пространственные координаты.

Какое-либо событие (например, распад некоторой частицы) ха­
рактеризуется местом, где оно произошло (координатами х, у, г), 
и временем t, когда оно произошло. Таким образом, событию отве­
чает в воображаемом четырехмерном пространстве точка с коорди­
натами х, у, z и ct. Эту точку принято называть м и р о в о й  т о ч ­
к о й .  Всякой частице (даже неподвижной) соответствует в четырех­
мерном пространстве некоторая линия, называемая м и р о в о й  
л и н и е й  (для покоящейся частицы она имеет вид прямой линии, 
параллельной оси ct).

Итак, пространство и время являются частями единого целого. 
Однако время качественно отличается от пространства. Это прояв­
ляется в том, что воображаемое четырехмерное пространство отли­
чается по своим свойствам от обычного трехмерного пространства. 
Обычное пространство обладает так называемой евклидовой 
метрикой. Это означает, что квадрат расстояния А/ между двумя 
точками равен сумме квадратов разностей координат:

A/2=A jt2+ A i/2+ A z2.

Квадрат «расстояния» между двумя мировыми точками (это 
«расстояние» называют и н т е р в а л о м  и обозначают симво­
лом As) определяется формулой

As2= c 2 Д /а— А*2— Дг/2— Дг2 (62.1)

(свойства интервала рассматриваются в § 65).
Пространства, для которых квадрат расстояния определяется 

формулой вида (62.1), называются п с е в д о е в к л  и д о в ы м и .  
Качественное различие между временем и пространством прояв­
ляется в том, что квадрат временной координаты и квадраты прост­
ранственных координат входят в выражение (62.1) с разными зна­
ками.

В специальной теории относительности особую роль играют ве­
личины, являющиеся и н в а р и а н т н ы м и  по отношению к пре­
образованиям координат и времени от одной инерциальной системы 
отсчета к другой (иными словами, величины, имеющие одинаковое 
числовое значенне во всех инерциальных системах отсчета). Одну 
из таких величин мы уже знаем — это скорость света в пустоте. 
В § 65 мы покажем, что определяемый формулой (62.1) интервал 
также является инвариантом.

Особую роль играют также формулы и соотношения, инвари­
антные по отношению к указанным выше преобразованиям (т. е. 
имеющие одинаковый вид во всех инерциальных системах отсчета). 
Например, релятивистские выражения для импульса и энергии



§ 6 3 .  П Р Е О Б Р А З О В А Н И Я  Л О Р Е Н Ц А 221

определяются таким образом, чтобы законы сохранения этих вели­
чин не нарушались при переходе к другой инерциальной системе 
отсчета. В ходе дальнейшего изложения мы познакомимся с рядом 
инвариантных величин и соотношений.

§ 63. Преобразования Лоренца
Рассмотрим две инерциальные системы отсчета, которые мы 

обозначим К vi К' (рис. 63.1). Пусть система К' движется относи­
тельно системы Қ  со скоростью v0 *). Направим оси х  и х ’ вдоль 
вектора v0, оси у  и у ’ , а также г и г '  предположим параллельными 
друг другу.

В силу принципа относительности системы Қ  и К' совершенно 
равноправны. Единственное формальное отличие их заключается 
в том, что отсчитанная в системе Қ  иксовая координата начала О' 
системы К' изменяется по закону

x O' = v 0t, (63.1)
в то время как отсчитанная в системе K' иксовая координата на­
чала О системы Қ  изменяется по закону

х ' о =  — v0t ' (63.2)

Это различие вызвано тем, что направления осей х и х’ мы выбрали 
одинаковыми, а системы К  и К' 
движутся друг относительно друга 
в противоположных направлениях.
Поэтому проекция относительной 
скорости на ось х  системы Қ  равна 
v0, а на ось х' системы Қ'  рав­
на —v0.

В нерелятивистской механике 
переход от координат и времени Рис е, j
одной инерциальной системы от­
счета к координатам и времени дру­
гой инерциальной системы осуществляется с помощью преобразо­
ваний Галилея (12.1). Из этих преобразований вытекает закон

1) Напомним, что инерциальной называется система отсчета, относительно 
которой свободная частица движется без ускорения (см. § 7). В § 12, опираясь на 
преобразования Галилея, мы показали, что система K ’ , движущаяся относительно 
инерциальной системы К  с постоянной скоростью v0, в свою очередь является 
инерциальной. В релятивистской механике преобразования Галилея должны быть 
заменены другими преобразованиями, согласующимися с принципом постоянства 
скорости света. Однако ясно, что, каким бы ни был закон преобразования при 
переходе от системы К  к движущейся относительно нее с постоянной скоростью va 
системе K ' , в случае, если скорость частицы v в системе К  постоянна, постоянной, 
будет и скорость v' в системе K '  Следовательно, и в релятивистской механике 
система К ' ,  движущаяся относительно инерциальной системы К  с постоянной 
скоростью v0, также будет инерциальной.

г г

к к ’

А  О’ Va В

/
Z '

X  X
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сложения скоростей: v = v ' + v 0 (см. формулу (12.3)). Этот закон 
находится в противоречии с принципом постоянства скорости 
света. Действительно, если в системе Қ' световой сигнал распрост­
раняется в направлении вектора v 0 со скоростью с, то согласно (12.3) 
в системе К  скорость сигнала окажется равной с+ и 0, т. е. превзой­
дет с. Отсюда следует, что преобразования Галилея должны быть 
заменены другими формулами. Эти формулы нетрудно найти.

В самом общем виде преобразования координат и времени от 
системы К' к системе Қ  выглядят следующим образом:

^ =  y =  f s (x , у  , z , t ) ,
z = f 3 { x ' , y ' , z ' , t ' ) ,  t =  f t ( x ' , y ' , z ' , t ' ) .  1 ;

Из однородности времени и пространства следует, что формулы
(63.3) должны быть линейными, т. е. иметь вид

х =  а 1х ' + а 2у ' + a 3z ' +  a At ' + а й (63.4)

и т. д ., где a i, a 2, . . — константы. Соответственно
dx =  <x1dx' +  a 2dy' +  a 3dz' + а 4сй? (63.5)

и т. д. Действительно, согласно (63.3)

<63-6)
И т. д.

Если взять некоторые произвольно выбранные dx', dy’, dz' и 
dt' в точке х[, у\, z'x, t[, то, подставив в (63.6) значения производных 
в данной точке,мы получим для dx некоторое зн а ч ен и е ^ . Однако 
в силу однородности пространства и времени в любой другой точ­
ке х'г, у ’,, z2, i'2 при тех же значениях dx', dy', dz', и di' должно полу­
чаться для dx такое же значение, как и в первой точке, т. е. должно 
быть dx2=dx,_. То же самое должно иметь место для dy, dz и dt. 
Поскольку dx', dy’, dz' и dt' были выбраны совершенно произволь­
но, указанное требование может выполняться лишь в том случае, 
если производные dfjdx'  и т. д. не зависят от координат, т. е. яв­
ляются константами. Отсюда вытекает (63.5), а затем и (63.4).

При указанном на рис. 63.1 выборе координатных осей плоскость 
у = 0 совпадает с плоскостью у ' = 0, а плоскость z= 0  — с плоскостью 
г '= 0. Отсюда следует, что, например, координаты у  и у' должны 
обращаться в нуль одновременно, независимо от значений других 
координат и времени. Поэтому у  w. у' могут быть связаны только 
соотношением вида

у = ъ у ' ,

где е — константа. В силу равноправности систем К  и К.' обратное 
соотношение должно иметь вид

у ' = г у
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с тем же значением константы е, что и в первом случае. Перемножив 
оба соотношения, получим, что е?=1, откуда е = ± 1 .  Знак плюс 
соответствует одинаково направленным осям у  и у ' , знак минус —■ 
противоположно направленным. Направив оси одинаковым обра­
зом, получим

у = у \  (63.7)

Аналогичные рассуждения приводят к формуле
z= z '. (63.8)

Обратимся к нахождению преобразований для х  и t. Из (63.7) 
и (63.8) следует, что значения у  и гне зависят от х' и t' . Отсюда вы­
текает, что значения х' и I' не могут зависеть от у  и z; соответственно 
значения х и / не могут зависеть от у' и г ' .  Таким образом, х  и / 
могут быть линейными функциями только х' и t'

Начало координат О системы К  имеет координату х = 0  в системе 
К  и х' =  —v0t' в системе Л’' (см. (63.2)). Следовательно, выражение 
(x'+Vot') должно обращаться в нуль одновременно с координатой х. 
Для этого линейное преобразование должно иметь вид

x = y ( x ' + v 0t'), (63.9)

где у — некоторая константа.
Аналогично, начало координат О' системы К' имеет координату 

х’= 0  в системе Қ' и x = v 0t в системе К  (см. (63.1)). Отсюда следует-, 
что

х’—у (х—v0t). (63.10)

Из равноправия систем К  и Қ' вытекает, что коэффициент пропор­
циональности в обоих случаях должен быть один и тот же.

Для нахождения коэффициента 7 используем принцип посто­
янства скорости света. Начнем отсчет времени в обеих системах 
от того момента, когда их начала координат совпадают. Пусть 
в момент t = t ' = 0 в направлении осей х  и х' посылается световой 
сигнал, который производит вспышку света на экране, располо­
женном в точке с координатой х в системе К  и с координатой х' 
в системе /С' Это событие (вспышка) описывается координатой х 
и моментом t в системе Қ  и координатой х' и моментом t' в системе 
К', причем

x = d ,  x' = c t ' .

Подставив эти значения х  и х' в формулы (63.9) и (63.10), получим 
с/ =  7 (rf' +  v0t')  =  7 (с +  и0) t \  

ct' =  7 (ct — v0t) =  7  \c — v 0) t .

Перемножив оба соотношения, придем к уравнению
с2 =  72 (с2 —  г»о).
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Отсюда

у  =  - 1 (63.11)
K l - t '6 / c 2

Подстановка этого значения в (63.9) приводит к формуле
-------- x ' + v 0t '  (63.12)

V 1 — vl/с2

Формула (63.12) позволяет по известным значениям х' и I' найти 
значение х. Чтобы получить формулу, позволяющую по известным 
значениям х' и t' найти значение t, исключим из (63.9) и (63.10) 
координату х  и разрешим получившееся соотношение относительно 
t. В результате получим

Подстановка значения (63.11) для у  приводит к следующей формуле:
/ =  Г +  (и0/с2К  (63.13)

V I  — Vole1

Совокупность формул (63.7), (63.8) (63.12), и (63.13) носит 
название п р е о б р а з о в а н и й  Л о р е н ц а .  Если применить 
общепринятое обозначение

Р =  v jc ,  (63.14)
преобразования Лоренца примут вид

у =  у > г =  г > +  (63.15)
у  1 — pa v и ’ ’ у  1— pa v

По формулам (63.15) осуществляется переход от координат и 
времени, отсчитанных в системе К ’, к координатам и времени, от­
считанным в системе Қ  (короче, переход от системы K' к системе Л')- 
Если разрешить уравнения (63.15) относительно штрихованных 
величин, получатся формулы преобразования для перехода от 
системы Қ  к системе Қ':

г X — РCt /  /  , /  t  —  (Р/с) JC / С О  1X =  - Г- =Г ,  у  =  у  z  =  Z ,  t - ,  — .  (63.16)у  J _ p 2  V . уГ J _ p 2  V /

Как и следовало ожидать, учитывая равноправность систем К 
и К', формулы (63.16) от.тачаются от формул (63.15) только знаком 
при р, т. е. при v0.

Легко понять, что в случае и0<^с(т. е. Р<^1) преобразования Ло­
ренца переходят в преобразования Галилея (см. (12.1)). Таким об­
разом, преобразования Галилея сохраняют значение для скоростей, 
малых по сравнению со скоростью света в пустоте.

При v„> c  выражения (63.15) и (63.16) для х, t, х' и ?  становятся 
мнимыми. Это согласуется с тем, что движение со скоростью, пре­
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вышающей скорость света в пустоте, невозможно. Нельзя даже 
пользоваться системой отсчета, движущейся со скоростью с, так 
как при v 0= c  в знаменателях формул для х  и t получается нуль.

Преобразования Лоренца имеют особенно простой и симметрич­
ный вид, если писать их не для х и /, а для х и (ct), т. е. для величин 
одинаковой размерности. В этом случае формулы (63.15) выглядят 
следующим образом:

»-*'■ * = *'■ W - д а .  (63.17)
Формулы (63.17) легко запомнить, приняв во внимание, что пер­

вая из них отличается от «очевидной» формулы x = x ,JrVat' нали­
чием в знаменателе характерного для релятивистских формул 
выражения V 1— Р2. Последняя формула получается из первой, 
если поменять местами х' и ct'

§ 64. Следствия из преобразований Лоренца

Из преобразований Лоренца вытекает ряд необычных с точки 
зрения ньютоновской механики следствий.

Одновременность событий в разных системах отсчета. Пусть 
в системе К  в точках с координатами хх и л:2 происходят одновре­
менно два события в момент вре­
мени t i = t 2= b .  Согласно последней 
из формул (63.16) в системе К' 
этим событиям будут соответство­
вать моменты времени

b— ($/c)xi 4, 6—(p/с) дг2
t[ =

г/ г/'
к К'

л О'
1 1

ъ0 W  l‘x;
/  /  

Z 2?
•Z/ &2 Я &

Рис. 64.1.

/ i —р2 ’ р2

Из этих формул видно, что в слу­
чае, если события в системе К  про­
странственно разобщены (* i# * a). то в системе Қ' они не будут одно­
временными (t'i=^Q. Знак разности t'2—1[ определяется знаком вы­
ражения (р/с)(*!—А'г); следовательно, в разных системах K' (при 
разных Р) разность — 1\ будет различна по величине и может от­
личаться по знаку. Это означает, что в одних системах событие / 
будет предшествовать событию 2, в других системах, наоборот, 
событие 2 будет предшествовать событию 1. Заметим, что сказанное 
относится лишь к событиям, между которыми отсутствует причин­
ная связь. Причинно связанные события (например, бросание кам­
ня и падение его на Землю) ни в одной из систем отсчета не будут 
одновременными, и во всех системах событие, являющееся причи­
ной, будет предшествовать следствию. Подробнее об этом будет 
речь в следующем параграфе.

8 И .  В .  С а в е л ь е в ,  т .  1
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Длина тел в разных системах. Рассмотрим стержень, располо­
женный вдоль оси х'  и покоящийся относительно системы отсчета 
К' (рис. 64.1). Длина его в этой системе равна 10=х',—х[, где х[ и 
xj — не изменяющиеся со временем t' координаты концов стержня. 
Относительно системы К  стержень движется со скоростью v = v 0. 
Для определения его длины в этой системе нужно отметить коорди­
наты концов стержня xt и х 2 в один и тот же момент времени t i— 
= t i = b .  Их разность 1 = х г—Xt даст длину стержня, измеренную 
в системе К. Чтобы найти соотношение между /0 и I, следует взять 
ту из формул преобразований Лоренца, которая содержит х', х 
и t, т. е. первую из формул (63.16). Заменив в этой формуле {3 через 
v jc ,  получим

Воспользовавшись обозначениями I и /0, а также заменив относи­
тельную скорость систем отсчета v0 равной ей скоростью v стержня 
относительно системы К , придем к соотношению

Таким образом, длина стержня I, измеренная в системе, относи­
тельно которой он движется, оказывается меньше длины /0, изме­
ренной в системе, относительно которой стержень покоится1).

Если стержень длины 1а= х г—Xi покоится относительно системы 
/{, то для определения его длины в системе К' нужно отметить коор­
динаты концов х\ и х ’г в один и тот же момент времени t[=t'2= b .  
Разность 1 = х 2—х'\ даст длину стержня в системе К', относительно 
которой он движется со скоростью v. Использовав первое из урав­
нений (63.15), снова придем к соотношению (64.1).

Заметим, что в направлении осей у  и г  размеры стержня одина­
ковы во всех системах отсчета.

Итак, у движущихся тел размеры их в направлении движения 
сокращаются тем больше, чем больше скорость движения. Это яв­
ление называется л о р е н ц е в  ым  (или фитцджеральдовым) 
с о к р а щ е н и е м .  Любопытно, что визуально (илина фотогра­
фии) изменение формы тел, даже при сравнимых с с скоростях, не 
может быть обнаружено. Причина этого весьма проста. Наблюдая 
визуально или фотографируя какое-либо тело, мы регистрируем 
импульсы света от разных участков тела, достигшие одновременно

X i — 1 ' o b  . , r  _  x 2 — v n b  

. ■ •  *2— ------ = =

откуда

l  =  l a V \  — ь 21сг . (64.1)

*) Иногда длину 10, измеренную в системе, относительно которой стержень 
покоится, называют с о б с т в е н н о й  д л и н о й  стержня,
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сетчатки глаза или фотопластинки. Испускаются же эти импульсы 
неодновременно. Импульсы от более удаленных участков были 
испущены раньше, чем от более близких участков. Таким образом, 
если тело движется, на сетчатке глаза или на фотоснимке полу­
чается искаженное изображение тела. Соответствующий расчет 
показывает, что следствием указанного искажения будет компен­
сация лоренцева сокращения *), так что тела кажутся не искажен­
ными, а лишь повернутыми. Следовательно, тело сферической формы 
даже при больших скоростях движения будет восприниматься ви­
зуально как тело сферического очертания.

Промежуток времени между событиями. Пусть в одной и той же 
точке системы К' происходят два события. Первому событию соот­
ветствует в этой системе координата х [ = а  и момент времени t[, вто­
рому событию — координата x i = a  и момент времени t'2. Согласно 
последней из формул (63.15) этим событиям соответствуют в системе 
К  моменты времени

f  t[ +  (t>0/с2) a i  _  t ’l +  b j c ' 1) а

i  V 'T ^ T c *  ’ 2 

(мы заменили P через v jc ) .  Отсюда

t1 = / 2 - / 1

Введя обозначения i 2—t i = A t  и t'2— t [ = A f ,  получим формулу

u = v € w  ( M ' 2 )

которая связывает промежутки времени между двумя событиями, 
измеренные в системах Қ  и К . Напомним, что в системе К' оба 
события происходят в одной и той же точке: х [= х 2.

Допустим, что оба события происходят с одной и той же части­
цей, которая покоится в системе К' и движется относительно си­
стемы К  со скоростью v = v 0. Тогда At' можно трактовать как про­
межуток времени, измеренный по часам, неподвижным относи­
тельно частицы, или, иными словами, измеренный по часам, дви­
жущимся вместе с частицей (имеется в виду движение по отноше­
нию к системе К). Время, отсчитанное по часам, движущимся вместе 
с телом, называется с о б с т в е н н ы м  в р е м е н е м  этого тела 
и обозначается обычно буквой т. Таким образом, Д<'=Дт. С учетом 
этого формуле (64.2) можно придать вид

Дт =  A t V  1 — v 2(d* (64.3)

J) Если бы лоренцева сокращения не было, быстро движущиеся тела должны 
были бы представляться вытянутыми в направлении движения.

8*
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(мы заменили относительную скорость систем отсчета v„ равной ей 
скоростью V частицы).

Формула (64.3) связывает собственное время тела т с временем /, 
отсчитанным по часам системы отсчета, относительно которой тело 
движется со скоростью v (сами эти часы движутся относительно 
тела со скоростью —v). Из (64.3) видно, что собственное время 
всегда меньше, чем время, отсчитанное по часам .движущимся отно­
сительно тела. В следующем параграфе мы покажем, что собствен­
ное время есть инвариант (т. е. одинаково во всех системах отсчета).

Рассматривая происходящие с частицей события в системе К. 
можно определить Дt как промежуток времени, измеренный пэ 
неподвижным часам, а Дт — как промежуток времени, измеренный 
по часам, движущимся со скоростью v. Согласно (64.3) Д т < Д /;  
поэтому можно сказать, что движущиеся часы идут медленнее, чем 
покоящиеся часы (имеется в виду, что во всем, кроме скорости дви­
жения, часы совершенно идентичны).

Соотношение (64.3) получило непосредственное эксперименталь­
ное подтверждение. В составе космических лучей имеются частицы, 
именуемые ц-мезонами или мюонами. Эти частицы нестабильны — 
они распадаются самопроизвольно на электрон (или позитрон) п 
два нейтрино. Среднее время жизни, измеренное в условиях, когда 
они неподвижны (или движутся с малой скоростью), составляет 
около 2* 10—6 с. Казалось бы, что, даже двигаясь со скоростью 
света, мюоны могут пройти лишь путь порядка 600 м. Однако, как 
показывают наблюдения, мюоны образуются в космических лучах 
на высоте 20—30 км и успевают в значительном количестве достиг­
нуть земной поверхности. Это объясняется тем, что 2-Ю -6 с — 
собственное время жизни мюона, т. е. время, измеренное по часам, 
движущимся вместе с ним. Время, отсчитанное по часам экспери­
ментатора, связанного с Землей, оказывается гораздо большим 
(см. формулу (64.3); v мюона близка к с). Поэтому нет ничего уди­
вительного в том, что этот экспериментатор наблюдает пробег мю­
она, значительно больший 600 м. Отметим, что с позиции наблю­
дателя, движущегося вместе с мюоном, расстояние, пролетаемое им 
до поверхности Земли, сокращается до 600 м (см. формулу (64.1)), 
так что мюон успевает пролететь это расстояние за 2 - 10-6  с.

§ 65. Интервал

В § 62 было указано, что каждому событию можно сопоставить 
в воображаемом четырехмерном пространстве мировую точку с ко­
ординатами ct, х, у, z. Пусть одно событие имеет координаты ctit 
*'i. У\, Zi, другое — координаты ct2, х г, у 2, г2. Введем обозначения: 
ti—ti =  At, X2—Хг =  Ах и т. д.

Напомним, что вследствие качественного различия между вре­
менем и пространством квадрат разности временных координат
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(с At)2 и квадраты разностей пространственных координат Дл'-, 
Ay2, Aг2 входят в выражение для квадрата «расстояния» между 
событиями (точнее, между отвечающими событиям мировыми точ­
ками) с разными знаками:

As2= c 2At2— Ах2—Дг/2—Дг2. (65.1)

Определяемая этой формулой величина As называется и н т е р- 
в а л о м  между событиями.______________

Введя расстояние А 1=У  Ax2+ A y 2 +  Az2 между точками обыч­
ного трехмерного пространства, в которых произошли рассматри­
ваемые события, выражение для интервала можно представпгь 
в виде

As =  V  с2At2 — AI2. (65.2)

Легко убедиться в том, что интервал между двумя данными со­
бытиями одинаков во всех инерциальных системах отсчета. Именно 
это обстоятельство послужило основанием для того, чтобы считать 
его аналогом расстояния А1 между двумя точками в обычном трех­
мерном пространстве (ДI не изменяет своего значения при переходе 
от одной трехмерной системы отсчета к другой).

Пусть в системе отсчета К  квадрат интервала определяется фор­
мулой (65.1). Квадрат интервала между теми же событиями в си­
стеме К  равен

As' 2= c 2At' 2— Ax'2— Дг/'2— Az'2. (65.3)

Согласно формулам (63.16)

А х ' = ^ М М ,  Ау' =  Ау, Az' =  Дг, At' =
у  J _ p 2 y i  —  р г

Подставив эти значения в формулу (65.3), после несложных преоб­
разований получим, что As'2= c -A t2— Ах2— Ау2— Дг2, т. е. что

As'2= As2.

Таким образом, интервал является инвариантом по отношению 
к переходу от одной инерциальной системы отсчета к другой. В пре­
дыдущем параграфе мы видели, что промежутки времени At и дли­
ны А1 по отношению к такому переходу не являются инвариантами. 
Следовательно, каждое из слагаемых, образующих величину As2=  
= с 2Д/2— ДI2, изменяется при переходе от одной системы к другой; 
сама же величина As2 остается неизменной.

Интервал между двумя событиями, происшедшими с некоторой 
частицей, находится в простом соотношении с промежутком собст­
венного времени между этими событиями. Согласно (64.3) промежу­
ток собственного времени Дт связан с промежутком времени At, 
отсчитанным по часам системы, относительно которой частица двп-
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жется со скоростью v, формулой

Ат =  Д t V  1 — а2/са.

Преобразуем эту формулу следующим образом:

Дт =  у  V c 2 At2 — (и ДО2 - y  V c 2 At '1 — А/2.

Здесь Al = v  At  есть путь, проходимый частицей за время At. Срав­
нение с (65.2) дает, что

=  (65.4)

где As — интервал между событиями, разделенными промежутком 
времени Дт.

Из формулы (65.4) вытекает, что промежуток собственного вре­
мени пропорционален интервалу между событиями. Интервал яс- 
ляется инвариантом. Следовательно, собственное время также яв­
ляется инвариантом, т. е. не зависит от того, в какой системе от­
счета наблюдается движение данного тела.

В соответствии с формулой (65.2) интервал может быть вещест­
венным (если с Д £>Д /) либо мнимым (если с Ai<.Al), в частном 
случае интервал может оказаться равным нулю (если с At=Al).  
Последний случай имеет место для событий, заключающихся в ис­
пускании светового сигнала из точки лсь y lt Zi в момент ti и приходе 
этого сигнала в точку х2, у 2, z 2 в момент t2. Поскольку в этом слу­
чае A l = c  At, интервал между событиями равен нулю.

В силу инвариантности интервал, вещественный (мннмый) 
в одной какой-либо системе отсчета К, будет вещественным (мни­
мым) в любой другой инерциальной системе К'.

В случае вещественного интервала

с2 АГ— Аl2= c 2 At'2— ДГ2> 0 .

Из этого соотношения следует, что можно найти такую систему К', 
в которой Д /'= 0 , т. е. оба события оказываются пространственно 
совмещенными. Однако не существует такой системы отсчета, в ко­
торой было бы A f = 0  (при таком значении At' интервал стал бы 
мнимым). Таким образом, события, разделенные вещественным ин­
тервалом, ни в одной из систем отсчета не могут стать одновремен­
ными. По этой причине вещественные интервалы называются 
в р е м е н  и п о д о б н ы  ми.

Заметим, что события, происходящие с одной и той же частицей 
(имеется в виду частица с отличной от нуля массой покоя), могут 
быть разделены только времениподобным интервалом. Действи­
тельно, скорость такой частицы v всегда меньше с; следователь­
но, путь Д/, пройденный частицей, меньше с At, откуда вытекает,
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что As2> 0 .  Согласно последней из формул (63.16)
А(, ы -  (P/с) Ах

V
(65.5)

Если промежутки Дt и Ах разделяют события, происшедшие стой же 
самой частицей, то Ах/At дает компоненту скорости частицы vx. 
Поэтому формулу (65.5) можно при этом условии записать в виде

_  л /— А' ГА' '

Поскольку и р= v j c ,  и vx/c меньше единицы, скобка в правой части 
равенства для всех систем К' положительна. Отсюда следует, что 
знак АС одинаков со знаком At. Это означает, что два события, про­
исходящие с некоторой частицей, во всех системах совершаются 
в одинаковой последовательности. Например, рождение частицы 
во всех системах отсчета предшествует ее распаду.

В случае мнимого интервала

Отсюда вытекает, что можно найти такую систему К',  в которой 
Д Г = 0 , т. е. оба события происходят в один и тот же момент вре­
мени t' . Однако не существует такой системы отсчета, в которой 
было бы ДГ = 0  (при таком значении ДГ интервал стал бы вещест­
венным). Таким образом, события, разделенные мнимым интерва­
лом, ни в одной из систем отсчета не могут оказаться пространст­
венно совмещенными. По этой причине мнимые интервалы назы­
ваются п р о с т р а н с т в е н н о п о д о б н ы м и .

Расстояние Д/ между точками, в которых происходят события, 
разделенные пространственноподобным интервалом, превышает 
с At. Поэтому рассматриваемые события никак не могут оказать 
влияние друг на друга, т. е. не могут быть причинно связан­
ными друг с другом (напомним, что не существует воздействий, 
распространяющихся со скоростью, большей чем с).

Причинно связанные события могут быть разделены лишь вре- 
мениподобным либо нулевым интервалом.

§ 66. Преобразование и сложение скоростей

Рассмотрим движение материальной точки. В системе К  положе­
ние точки определяется в каждый момент времени t координатами 
х, у, г. Выражения

сгД/а—Д/2= с 2Д t' г—А V2 <  0.

представляют собой проекции на оси х, у, г  вектора скорости точки



232 Г Л .  V I I I .  Р Е Л Я Т И В И С Т С К А Я  М Е Х А Н И К А

относительно системы К. В системе К' положение точки характери­
зуется каждый момент времени t' координатами х’, у', z' Проек­
ции на оси x' , y ' , z' вектора скорости точки относительно системы 1C 
определяются выражениями

d x '  , d u '  , d z ’
V x ~ W ’ V y ~~ Ч Ғ  ' ~ d F  ■

Из формул (63.15) вытекает, что

d x =  , dy =  d y \  dz =  d z \  dt =

(мы заменили p через v j c ) . Разделив первые три равенства на чет- 
нертое, получим формулы преобразования скоростей при переходе 
ог одной системы отсчета к другой:

ъ - г г Ц h '  Vv = v^ ~ ’ * ! t > . ( б е л )1 -р VqVx/ С 1 J-V'a'' C J -j- Vvl'xm c~

В случае, когда v0<<z.c, соотношения (66.1) переходят в формулы 
сложения скоростей (12.2) классической механики.

Из формул (63.16) легко получить выражения для скоростсГ! 
в системе К ' через скорости в системе К:

v'x=  , Vx щ ? , v'y =  Vy.V 1 , v'2 =  v' 1 X~ ^ !f  . (66.2)1 — v uvj , , c2 y  1 - t w c 2 2 1— ivt'jc."?-

Эти формулы отличаются от формул (66.1) лишь знаком перед 
Такой результат, конечно, можно было предвидеть заранее.

Если тело движется параллельно оси х, его скорость v относи­
тельно системы К  совпадает с vx, а скорость v’ относительно си­
стемы К '—с v'x. В этом случае закон сложения скоростей имеет вид

i + w  ■ f • (6G-3)i + i v  / .

Пусть скорость v' равна с. Тогда для v получается по формуле (66.-3) 
значение

С +  1'пV =  , , 2-  =  с.1 - j - i  \  с/ с 2

Этот результат не является удивительным, так как в основе преоб­
разований Лоренца (а следовательно, и формул сложения ско­
ростей) лежит утверждение, что скорость света одинакова во всех 
системах отсчета. Положив в формуле (66.3) v' = v 0=c,  получим 
для V также значение, равное с. Таким образом, если складываемые 
скорости v' и v0 не превышают с, то и результирующая скорость v 
не может превысить с.
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§ 67. Релятивистское выражение для импульса

Уравнения Ньютона инвариантны по отношению к преобразо­
ваниям Галилея (см. § 12). Однако по отношению к преобразова­
ниям Лоренца они оказываются не инвариантными. В частности, 
не инвариантен по отношению к преобразованиям Лоренца выте­
кающий из законов Ньютона закон сохранения импульса (см. § 27). 
Чтобы убедиться в этом, рассмотрим, как выглядит в системах К 
и К' абсолютно неупругий удар двух одинаковых шаров массы т 
(рис. 67.1).

Пусть в системе К  шары движутся навстречу друг другу вдоль 
оси х с одинаковыми по величине скоростями, проекции которых 
на ось х равны: vxl= v 0 и vx2= —v0 (v0 — относительная скорость си­
стем К  и К'). При этих условиях после столкновения шары будут

К

т
- О - * -о Л

н '

-2х>0 / ( / + У д / с г )

Рис. 67.1.

покоиться: и.т1=Уд.-2= 0- Таким образом, полный импульс системы 
и до, и после столкновения равен нулю — в системе К  импульс 
сохраняется.

Теперь рассмотрим тот же процесс в системе К' Воспользовав­
шись первой из формул (66.2), найдем для скоростей шаров до столк­
новения значения ^ = 0  и vxi= —2vJ(\-\-vyc2), а для скоростей 
шаров после столкновения совпадающее значение v'xl=v'x2= —и0. 
Следовательно, суммарный импульс до столкновения равен
—2mv0l ( \+vl /c i), а после столкновения составляет —2mvB. Если 
Со< с̂, импульс системы до и после столкновения практически 
одинаков. Однако при движении шаров с большой скоростью vu 
различие начального и конечного импульсов делается весьма ощу­
тимым. Таким образом, воспользовавшись ньютоновским выраже­
нием для импульса, мы пришли к выводу, будто в системе Қ'  импульс 
не сохраняется. Один из основных законов механики —закон 
сохранения импульса — в ньютоновской формулировке оказывается 
неинвариантным по отношению к преобразованиям Лоренца.

Попытаемся найти такое выражение для импульса, чтобы закон 
сохранения импульса был инвариантен по отношению к преобразо­
ваниям Лоренца. При этом будем иметь в виду, что при малых ско­
ростях (ixjjc) релятивистское выражение для импульса должно
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переходить в ньютоновское выражение
drp =  mv =  m-5r (67.1)

Предположим, что выражение для импульса частицвгтиассы тп 

имеет вид

где v — скорость, v  — модуль скорости частицы, f ( v )  — некоторая 
безразмерная функция v .  Для того чтобы при v < ^ c  выражение (67.2) 
переходило в (67.1), функция f ( v )  должна для таких скоростей 
практически равняться единице.

Рассмотрим абсолютно упругое соударение двух одинаковых 
частиц массы m в системе К с их центра инерции. В этой системе 
суммарный импульс частиц равен нулю. Следовательно, скорости 
частиц одинаковы по модулю и противоположны по направлению 
(рис. 67.2, а). В силу законов сохранения энергии и импульса ско­
рости частиц после удара должны иметь тот же модуль, что и до 
удара, а направления скоростей должны быть противоположными.

Выберем оси координат так, чтобы скорости частиц лежали 
в плоскости х ,  у  и располагались относительно оси х  симметрично. 
Тогда соударение частиц в системе К с  будет выглядеть так, как по­
казано на рис. i67.2, б.

Перейдем от системы отсчета К с к системе К,  относительно ко­
торой частица 1 движется параллельно оси у .  В этой системе со­
ударение выглядит так, как показано на рис. 67.3, а .  Рядом со 
стрелками, изображающими скорости или их составляющие по 
координатным осям, указаны модули соответствующих скоростей 
или составляющих.

Мы исходили из того, что суммарный импульс частиц сохра­
няется при соударении в системе К с -  Потребуем, чтобы закон со­
хранения импульса выполнялся и в системе К -  Из рис. 67,3, а  
видно, что иксовая компонента суммарного импульса частиц в си­
стеме К  в результате соударения не изменяется. Должна оставаться 
неизменной также игрековая компонента суммарного импульса

р =  ш/ (v ) v , (67.2)

©■
г

Рис. 67.2.
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частиц. С учетом (67.2) это запишется аналитически следующим 
образом:

m/ (w) (— w) +  т /  ( К V1 + и г) и =  tnf (до) w +  т /  (1Л>? +  ы2) (— и). 

Отсюда вытекает, что

f (w)w =  f (У V1 +  и2) и. (67.3)

Найдем связь между и и w. Для этого рассмотрим соударение 
в системе отсчета К ' ,  относительно которой частица 2  движется 
параллельно оси у' (рис. 67.3, б). Значения v, и и w на рис. 67.3, а 
и б одни и те же, так как вследствие симметрии задачи при переходе 
от системы К  к системе К '  частицы обмениваются скоростями.

Воспользуемся формулой преобразования игрековой компо­
ненты скорости. В системе К' игрековая компонента v'y начальной 
скорости частицы 2  равна w, а иксовая компонента v'x равна нулю. 
В системе К  игрековая компонента vy начальной скорости частицы 2 
равна и. Относительная скорость v0 систем К '  и К  равна v. Итак, 
vy= u ,  v'y=w, v'x= 0  и v0=v .  Подставив эти значения во вторую из 
формул (66.1), получим искомую связь между и И  W1

и =  W У 1 — и2/с2.

Подстановка этого значения и в равенство (67.3) дает, что



Пусть w (а значит, и и) много меньше с, в то время как v порядка 
с (частицы летят почти параллельно оси х). Тогда f(w) можно поло­
жить равной единице, а V v2+ u 2 считать равным v. Саму же v можно 
рассматривать не как составляющую скорости по оси х, а как мо­
дуль скорости частицы. В этом случае соотношение (67.4) принимает 
вид

l = f ( v ) V l  — v-ic\
откуда
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/(У ):
V  1— У2/Са '

Подстановка этой функции в (67.2) приводит к релятивистскому 
выражению для импульса:

V V l — v*lc2 '

Выражение (67.5) можно представить в виде

(67.5)

-  — =  т ^ - , (67.6)
с2 dt

где dx — промежуток собственного времени частицы, за который 
она получает смещение dr (см. (64.3)). Отметим, что dr в формуле
(67.6) есть перемещение частицы в той системе отсчета, в которой 
определяется импульс р; промежуток времени dx определяется по 
часам, движущимся вместе с частицей. Масса т представляет собой 
инвариантную и, следовательно, не зависящую от скорости тела 
величину.

Из (67.5) следует, что зависимость импульса от скорости оказы­
вается более сложной, чем это предполагается в ньютоновской ме­
ханике. При v̂ Cfi выражение (67.5) переходит в ньютоновское вы­
ражение р= т \ .

Заметим, что выражение (67.5) допускает следующую, все реже 
используемую трактовку. Импульс, как и в ньютоновской механи­
ке, равен произведению массы тела на его скорость:

p =  mrv. (67.7)

Однако масса тела не является постоянной инвариантной величи­
ной, а зависит от скорости по закону

тг =  .  т . (67.8)
г V  \ — v*/c2

При такой трактовке инвариантную массу т называют м а с с о й  
п о к о я  (ее часто обозначают символом т0). Зависящая от скорости 
неинвариантная масса тг носит название р е л я т и в и с т с к о й  
м а с с ы  или м а с с ы  д в и ж е н и я .



§ 68  Р Е Л Я Т И В И С Т С К О Е  В Ы Р А Ж Е Н И Е  Д Л Я  Э Н Е Р Г И И 237

§ 68. Релятивистское выражение для энергии

Второй закон Ньютона гласит, что производная импульса час­
тицы (материальной точки) ио времени равна результирующей 
силе, действующей на частицу (см. формулу (9.1)). Уравнение вто­
рого закона оказывается инвариантным относительно преобразо­
ваний Лоренца, если под импульсом подразумевать величину (67.5). 
Следовательно, релятивистское выражение второго закона Ньютона 
имеет вид

Следует иметь в виду, что соотношение m w = F  в релятивистском 
случае неприменимо, причем ускорение w и сила F, вообще говоря, 
оказываются неколлинеарными.

Заметим, что ни импульс, ни сила не являются инвариантными 
величинами. Формулы преобразования компонент импульса при 
переходе от одной инерциальной системы отсчета к другой будут 
получены в следующем параграфе. Формулы преобразования ком­
понент силы мы дадим без вывода:

(Р=и0/с, v' — скорость частицы в системе К'). Если в системе К' 
действующая на частицу сила Ғ' перпендикулярна к скорости час­
тицы v', скалярное произведение F'v' равно нулю и первая из фор­
мул (68.2) упрощается следующим образом:

Чтобы найти релятивистское выражение для энергии, поступим 
так же, как мы поступили в § 19. Умножим уравнение (68.1) на 
перемещение частицы d s= v  dt. В результате получим

Правая часть этого соотношения дает работу dA,  совершаемую над 
частицей за время dt. В § 19 было показано, что работа результи­
рующей всех сил идет на приращение кинетической энергии 
частицы (см. формулу (19.11)). Следовательно, левая часть со­
отношения должна быть истолкована как приращение кинетической 
энергии Т  частицы за время dt. Таким образом,

(68 .1 )

с  _ ғ ' х + ф ! с )  f 'v '  р  F y V i - р 2 с  , COOl
г * 1+  Р М  * г » ~ \ + р ( * ; / е) • 1 + р  { v ' / c )

d T  =  ^ ( — ^ = - ) V d t  =  w d ( - y ^ = ) .  
dt \  1 — v‘/c- /  \  V 1 — f /c® /



Преобразуем полученное выражение, приняв во внимание, что
V  d\=d(v2!2) (см. (2.54)):
. j ,  ( m d v  . m v  (v dv/c2) \ m  d  (u2/2)

~  V \  +  (1 - У=/сУ -  ( 1 - ^ / c ^ / 2 ~
_  me2 d  (i|2/c2) , /  /nc2 \
■= 2 (1 -  /2 -  d J  '

Интегрирование полученного соотношения дает

Т =  —  mc' ^  + const. (68.4)

По смыслу кинетической энергии она должна обращаться в нуль 
при w=0. Отсюда для константы получается значение, равное 
—тс%. Следовательно, релятивистское выражение для кинетиче­
ской энергии частицы имеет вид

Т  — тс2 —  - тсг =  т с * (■■ _!_. . .  — 1  ̂ . (68.5)
V l — v - j c l  — i-"/c2 J  v

В случае малых скоростей (и<<5е) формулу (68.5) можно преобра­
зовать следующим образом:

Мы пришли к ньютоновскому выражению для кинетической энер­
гии частицы. Этого и следовало ожидать, поскольку ири скоростях, 
много меньших скорости света, все формулы релятивистской меха­
ники должны переходить в соответствующие формулы ньютонов­
ской механики.

Рассмотрим свободную частицу (т. е. частицу, не подвержен­
ную действию внешних сил), движущуюся со скоростью v .  Мы вы­
яснили, что эта частица обладает кинетической энергией, опрсде- 
.ляемой формулой (68.5). Однако имеются основания (см. ниже) 
приписать свободной частице, кроме кинетической энергии (68.5), 
дополнительную энергию, равную

Е0=т с г. (68.6)

Таким образом, полная энергия свободной частицы определяется 
выражением Е = Т + Е „ = Т + т с я. Приняв во внимание (68.5), по­
лучим, что
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Е = т г = т -  { № 1 )

При о = 0  выражение (68.7) переходит в (68.6). Поэтому Е0=  
—тс2 называют э н е р г и е й  п о к о я .  Эта энергия представляет 
собой внутреннюю энергию частицы, не связанную сдвижением час­
тицы как целого. Формулы (68.6) и (68.7) справедливы не только для

,2
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элементарной частицы, но и для сложного тела, состоящего из мно­
гих частиц. Энергия £„ такого тела содержит в себе, помимо энер­
гий покоя входящих в его состав частиц, также кинетическую энер­
гию частиц (обусловленную их движением относительно центра 
масс тела) и ' энергию их взаимодействия друг с другом. В энер­
гию покоя, как и в полную х) энергию (68.7), не входит потенциаль­
ная энергия тела во внешнем силовом поле.

Исключив из уравнений (67.5) и (68.7) скорость v (уравнение
(67.5) нужно взять в скалярном виде), получим выражение полной 
энергии частицы через импульс р:

В случае, когда р<^.тс, эту формулу можно представить в виде

Полученное выражение отличается от ньютоновского выражения 
для кинетической энергии Т = р 212т слагаемым тсг.

Заметим, что из сопоставления выражений (67.5) и (68.7) выте­
кает формула

Поясним, почему свободной частице следует приписывать энер­
гию (68.7), а не только кинетическую энергию (68.5). Энергия по 
своему смыслу должна быть сохраняющейся величиной. Соответ­
ствующее рассмотрение показывает, что при столкновениях частиц 
сохраняется сумма (по частицам) выражений вида (68.7), в то время 
как сумма выражений (68.5) оказывается несохраняющейся. Не­
возможно удовлетворить требованию сохранения энергии во всех 
инерциальных системах отсчета, если не учитывать энергию по­
коя (68.6) в составе полной энергии.

Кроме того, из выражения (68.7) для энергии и выражения (67.5) 
для импульса удается образовать инвариант, т. е. величину, не 
изменяющуюся при преобразованиях Лоренца. Действительно, из 
формулы (68.8) вытекает, что

(напомним, что масса т и скорость с являются инвариантными ве­
личинами). Эксперименты над быстрыми частицами подтверждают

*) Отметим, что термин «полная энергия» имеет в релятивистской механике 
иной смысл, чем в ньютоновской механике. В ньютоновской механике полной 
энергией называется сумма кинетической и потенциальной энергий частицы. В ре­
лятивистской механике под полной энергией понимается сумма кинетической энер­
гии и энергии покоя частицы.

Е =  c V p 2 т-с*. (68 .8)

(68 .10 )

—— р 2 =  т2с- =  inv 
с 1 г (68 .11)
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инвариантность величины (68.11) Если под Е  в (68.11) понимать 
кинетическую энергию (68.5), выражение (68.11) оказывается не 
инвариантным.

Получим еще одно выражение для релятивистской энергии. Из 
формулы (64.3) следует, что

(68 .12 )
/ 1  — ~j-jc d f  f v ’

где d t  — промежуток времени между двумя происходящими с час­
тицей событиями, отсчитанный по часам той системы отсчета, от­
носительно которой частица движется со скоростью v ,  d x  — тот же 
промежуток времени, отсчитанный по часам, движущимся вместе 
с частицей (промежуток собственного времени). Подставив (68.12) 
в формулу (68.7), получим выражение

E = m c * 4 L .  (68.13)

Этой формулой мы воспользуемся в следующем параграфе.

§ 69. Преобразования импульса и энергии

Полная энергия Е и импульс р не являются инвариантами. 
Действительно, обе величины зависят от v ,  скорость же в различ­
ных системах отсчета имеет неодинаковое значение. Выясним, как 
преобразуются энергия и импульс при переходе от одной системы 
отсчета к другой.

Рассмотрим элементарное перемещение некоторой частицы. 
Пусть в системе отсчета К  это перемещение осуществляется за 
время d t ,  а компоненты перемещения равны d x ,  d y ,  d z .  В системе K ’ 
то же самое перемещение происходит за время d t ' , а его компоненты 
равны d x ' , d y ' , d z '  В соответствии с формулами (63.17) между про­
межутками времени и компонентами перемещения имеюiси coui- 
ношения

, dx'+ВсеИ' , , , . , , cdt'-rfidx'
d x  =  — у  н , d y  =  d y  , d z  =  d z  , с  d t  =  — ■

] Л — р2 *  *  у Г \ —  Р2

Умножим эти формулы на массу частицы т и разделим на соот­
ветствующее промежуткам d t  и d t '  собственное время частицы d x  
(напомним, что масса и собственное время являются инвариантными 
величинами, т. е. имеют одинаковое значение в обеих системах). 
В результате получим

dx _ т  (dx’/dt)-\-$mc (dt’/dr)
m T t ~  ’

dy dy' dz dz1 /rrim-r =  m —7— , m-r  =  m - r -  , (69.1)dt dt  * dt dt ’ ' '
d t_me (dt'/dt) +  ftm idx' jdt)

dt у  i _  pz *
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Согласно (67.6) m ( d x / d x ) = p x , m ( d x ' / d x ) = p ' x , m { d y l d x ) = p u и 
т. д. В соответствии с (68.13) m c ( d t / d x ) = E / c ,  m c ( d t ’/ d x ) = E ' / c .  
С учетом этого формулы (69.1) можно представить в виде

Рх= р'х+ № * ] , Ру =  Ру, рг =  р ’„ (Е/С)^ С> ± Р * . (69.2)

Мы получили формулы, по которым преобразуются импульс и 
энергия частицы при переходе от одной инерциальной системы от­
счета к другой. Эти формулы совпадают с формулами (63.17), по 
которым преобразуются координаты и время. Чтобы легче было 
производить сопоставление, напишем формулы (63.17) и (69.2) 
рядом:

у _*'+ Р (cQ Рх +  Р (£'/с)
’ Рх ’ 

у =  у ,  г =  г ,  Ру =  Ри, Pz =  Pz, (69.3)

(rf)  =  (сп + р *; f ( я /С) -  ( £ '/ с) + р р ;
V i - Р 2 ’ V i - р 2

Из сопоставления следует, что компоненты импульса ведут себя 
при преобразованиях как координаты, а энергия — как время.

Вскрываемая формулами (69.3) аналогия позволяет представить 
математический аппарат релятивистской механики в виде соотно­
шений между векторами в воображаемом четырехмерном прост­
ранстве (четырехвекторами). В § 62 мы уже отмечали, что этому 
пространству приходится приписывать необычные свойства, отлич­
ные от свойств привычного нам евклидова пространства. В трех­
мерном евклидовом пространстве величина

ДI2 =  Ах2+ Д г/2+ Дг2

является инвариантом, т. е. не изменяется при поворотах коорди­
натных осей. В противоположность этому величина

с2 Д/2+Дл;а+Дг/2+ Д 22 (69.4)

оказывается не инвариантной — она не сохраняется при переходе 
от одной инерциальной системы отсчета к другой (такой переход 
можно представить как поворот осей в четырехмерном простран­
стве). Следовательно, величина (69.4) не обладает свойствами 
квадрата расстояния между двумя мировыми точками. Инвариант­
ным, как мы выяснили в § 65, является выражение

As2= c 2At2—Ax2—Ay2—Az2, (69.5)

которое и следует рассматривать как квадрат расстояния между
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двумя точками в интересующем нас четырехмерном простран­
стве *).

Наделив четырехмерное пространство такими свойствами, мы 
можем рассматривать величины ct, х, у, z как компоненты четырех- 
вектора, проведенного из начала координат в данную мировую 
точку. Соответственно с At, Ах, Ау и Az можно рассматривать как 
компоненты четырехвектора — перемещения из одной мировой 
точки в другую. В трехмерном евклидовом пространстве, кроме 
радиуса-вектора и вектора перемещения, рассматриваются и дру­
гие векторы (скорости, ускорения, силы и т. д.), причем для лю­
бого вектора а величина

a.* =  a l  +  a l  +  a l

является инвариантом. Компоненты любого такого вектора преоб­
разуются при поворотах координатных осей по таким же форму­
лам, как и координаты.

По аналогии с трехмерными векторами в евклидовом прост­
ранстве можно определить четырехмерные векторы. Под четырех­
мерным вектором понимают совокупность четырех величин at, ах, 
ау, аг, преобразующихся по тем же формулам, что и ct, х, у, z (см. 
левый столбец формул (69.3)). «Квадрат» такого вектора следует 
определить как

я?— — (69.6)
Вследствие того, что компоненты преобразуются так же, как коор­
динаты, выражение (69.6) оказывается инвариантным по отноше­
нию к преобразованиям Лоренца.

Из формул (69.3) следует, что совокупность величин
Е/с, Рх, Ру, р г (69.7)

образует четырехвектор. Его называют в е к т о р о м  э н е р г и и -  
и м п у л ь с а .  Образованное из компонент (69.7) выражение вида
(69.6) является, как мы установили (см. (68.11)), инвариантом:

( £ /с ) 2 — p l  —  p l  —  p l  =  m 2c \

§ 70. Взаимосвязь массы и энергии

Воспользовавшись релятивистской массой (см. (67.8)), формулу
(68.7) можно написать в виде

Е =  тгс2. (70.1)

Из этого соотношения вытекает, что энергия тела и его релятивист­
ская масса всегда пропорциональны друг другу. Всякое 2) изме-

1) Разумеется, можно рассматривать и евклидово четырехмерное простран­
ство. Однако такое пространство для нужд релятивистской механики оказывается 
непригодным.

*) За исключением изменения потенциальной энергии во внешнем поле сил.
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ненпе энергии тела АЕ сопровождается изменением релятивист­
ской массы тела Атг=АЕ/с 2 и, наоборот, всякое изменение ре­
лятивистской массы Атг сопровождается изменением энергии тела

АЕ =  с2 Атг. (70.2)

Зто утверждение носит название з а к о н а  в з а и м о с в я з и  
р е л я т и в и с т с к о й  м а с с ы  и э н е р г и и 1).

Пропорциональность между релятивистской массой и энергией 
приводит к тому, что утверждение о сохранении суммарной ре­
лятивистской массы частиц представляет собой сказанное иными 
словами утверждение о сохранении суммарной полной энергии. 
В связи с этим не принято говорить о законе сохранения реляти­
вистской массы как об отдельном законе.

В противоположность релятивистской массе суммарная масса 
покоя системы взаимодействующих частиц не сохраняется. Напри­
мер, при неупругом соударении двух частиц, наблюдаемом в 
системе их центра масс, масса покоя образовавшейся частицы 
равна

« S  =  mi +  т2 4- (7 \ +  Т г)/с2,
где гпз и Ti  — масса покоя и кинетическая энергия первой исходной 
частицы, тг и Т 2 — масса покоя и кинетическая энергия второй 
частицы. Таким образом,

>  т х +  т 2.

В рассмотренном случае кинетическая энергия исходных частиц 
превратилась во внутреннюю энергию образовавшейся частицы, 
в результате чего масса покоя этой частицы превысила сумму масс 
покоя исходных частиц.

Работа атомных электростанций основывается на цепной реак­
ции деления ядер урана 2Jj;U (или плутония) при захвате медлен­
ных нейтронов я 2). Деление осуществляется разными путями. 
Один из них выглядит следующим образом:

«ву +  п - +  *j|u —  ^ C s +  3?Rb +  2rt. (70.3)

Захватив нейтрон, ядро урана распадается на ядро цезия с массо­
вым числом 140 и ядро рубидия с массовым числом 94. Кроме того, 
выделяется два нейтрона. Суммарная масса покоя урана-235 и 
нейтрона превосходит суммарную массу покоя частиц в правой 
части формулы (70.3) примерно на 4 - 10-28 кг. Отвечающая этому

’) Иногда говорят об эквивалентности массы и энергии, подразумевая их вза­
имосвязь и пропорциональность друг другу.

2) Символ 2д|и обозначает изотоп урана с массовым числом, равным 235. Ядро 
атома этого; изотопа состоит из 92 протонов и 235—92=143 нейтронов. Символом п  
обозначается нейтрон.
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избытку массы внутренняя энергия, равная

Е =  с2Д/п =  (3-108)2• 4■ 10-28 да 4 -1 0 -11 Дж,

превращается в кинетическую энергию образующихся частиц 
(осколков деления) и в энергию электромагнитного излучения, 
возникающего при делении.

§ 71. Частицы с нулевой массой1)

Положив в формуле (68.8) т равной нулю, получим соотно­
шение

Е =  ср, (71.1)

которое согласуется с (68.10) только при условии, что у — с. 
Отсюда следует, что частица с нулевой массой всегда движется 
со скоростью света в вакууме. К числу таких частиц принадле­
жит световая частица, называемая ф о т о н о м .  До недавнего вре­
мени полагали, что нулевую массу имеет также элементарная 
частица, называемая н е й т р и н о .  Однако в 1980г. В. А. Люби­
мов с сотрудниками получил экспериментально для массы нейтри­
но значение 6 -1 0 -3? кг (1/15 000 массы электрона). Эти данные 
не были пока подтверждены в других экспериментах, в связи с 
чем не могут считаться окончательными.

Энергия фотона определяется формулой

£  =  /iv, (71.2)

где h— постоянная Планка, v — частота света. В соответствии с
(71.1) фотон обладает импульсом

p =  hv/c. (71.3)

Свет представляет собой поток фотонов. При поглощении света 
или отражении его от поверхности какого-либо тела этому телу 
сообщается импульс, что проявляется в виде давления, оказывае­
мого светом на тело. Световое давление измерил П. Н . Лебедев 
в 1900 г. Результаты измерений оказались в полном согласии с 
формулой (71.3).

Общая теория относительности (ОТО) представляет собой ре­
лятивистскую теорию гравитации. В случае слабых гравитацион­
ных полей и малых скоростей (и с) эта теория переходит в нью­
тоновскую теорию (в закон всемирного тяготения). Фотон движется 
со скоростью с; поэтому формулы ньютоновской теории к нему не­
применимы.

х) Имеется в виду инвариантная масса, называемая в научно-популярной 
литературе и некоторых учебниках массой покоя.
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Согласно ОТО воздействие гравитационного поля на частицу 
определяется ее энергией и импульсом, а не массой 1). Поэтому, 
хотя фотон и безмассовая частица, он подвержен действию гра­
витационных полей.

Для случая, когда фотон движется «вдоль» гравитационного 
поля (т. е. вдоль линий поля), результаты расчета, даваемые ОТО, 
совпадают с результатами, получающимися в ньютоновской тео­
рии для частицы с массой m =  h\/c2. Однако в случае, когда фотон 
движется «поперек» поля, результаты ОТО и ньютоновской теории 
резко расходятся, причем с экспериментом согласуются данные, 
получаемые ОТО. Поэтому нельзя считать, что фотон обладает 
массой hv/c2, — фотон безмассовая частица.

Фотоны, приходящие на Землю от Солнца, движутся вдоль 
линий гравитационных полей. В поле Солнца силы тяготения со­
вершают над фотоном отрицательную работу, в поле Земли рабо­
та сил поля положительна. Однако поле Солнца намного сильнее 
поля Земли. Поэтому в сумме совершаемая над фотоном работа 
отрицательна, что приводит к уменьшению энергии фотона. 
Согласно (71.2) уменьшение энергии сопровождается уменьшением 
частоты света. Это уменьшение носит название г р а в и т а ц и о н ­
н о г о  к р а с н о г о  с м е щ е н и я  (частота красного света меньше, 
чем фиолетового).

В непосредственной близости к поверхности Земли над летя­
щим по вертикали фотоном совершается работа ±  (hv/c2) gl, где
I — пройденный по вертикали путь; плюс соответствует движению 
фотона вниз, минус— движению вверх. Приравняв эту работу 
приращению энергии фотона, получим AE =  hAv =  ±(hx/c-)gl .  
Отсюда получается формула для относительного изменения ча­
стоты фотона:

Av/v =  ± g l / c 2. (71.4)

В 1960 г. американские ученые Паунд и Ребка измерили из­
менение частоты фотона, возникающее при прохождении им по 
вертикали вблизи поверхности Земли пути / =  21 м. Подстановка 
в (71.4) значений g, I и с дает, что Av/v =  2 - 10~Ч. Полученный 
результат совпал с расчетным с точностью 15%.

]) Гравитационное притяжение частицы пропорционально величине, назы­
ваемой тензором энергии-импульса.
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ГИДРОДИНАМИКА

§ 72. Линии и трубки тока. Неразрывность струи

Кроме механики материальной точки и механики твердого тела, 
которые рассматривались в предыдущих главах, существует еще 
механика сплошных сред. Эта наука охватывает гидродинамику, 
газовую динамику, теорию упругости г) и ряд других дисциплин, 
рассматривающих вещество как непрерывную среду. Гидродина­
мика представляет собой раздел механики сплошных сред, в кото­
ром изучается движение несжимаемых жидкостей и взаимодействие 
несжимаемых жидкостей с твердыми телами.

Чтобы описать движение жидкости, можно задать положение 
каждой частицы жидкости как функцию времени. Такой способ опи­

сания разрабатывался Лагранжем. 
Но можно следить не за частицами 
жидкости, аза отдельными точками 
пространства, и отмечать скорость, 
с которой проходят через каждую 
данную точку отдельные частицы 
жидкости. Второй способ называет­
ся методом Эйлера.

Состояние движения жидкости 
можно определить, указав для ка­

ждой точки пространства вектор скорости как !функцию времени. 
Совокупность векторов v, заданных для всех точек пространства, 
образует так называемое п о л е  в е к т о р а  с к о р о с т и ,  ко­
торое можно изобразить следующим образом. Проведем в движу­
щейся жидкости линии так, чтобы касательная к ним в каждой 
точке совпадала по направлению с вектором v (рис. 72.1). Эти ли­
нии называются л и н и я м и  т о к а .  Условимся проводить линии 
тока так, чтобы густота их (которая характеризуется отношением 
числа линий AN к величине перпендикулярной к ним площадки

1) Некоторые вопросы теории упругости затрагивались в §§ 14 и 25.
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AS, через которую они проходят) была пропорциональна величине 
скорости в данном месте. Тогда по картине линий тока можно будет 
судить не только о направлении, но и о величине вектора v в раз­
ных точках пространства: там, где скорость больше, линии тока бу­
дут гуще и, наоборот, где скорость меньше, линии тока будут 
реже.

Поскольку величина и направление вектора v в каждой точке 
могут меняться со временем, то и картина линий тока может непре­
рывно меняться. Если вектор скорости в каждой точке простран­
ства остается постоянным, то течение называется установившимся, 
или с т а ц и о н а р н ы м .  При стационарном течении любая 
частица жидкости проходит данную точку пространства с одним 
и тем же значением v. Картина линий тока при стационарном те­
чении остается неизменной, и линии тока в этом случае совпадают 
с траекториями частиц.

Часть жидкости, ограниченная линиями тока, называется 
т р у б к о й  т о к а .  Вектору, будучи в каждой точке касательным 
к линии тока, будет касательным и к поверхности трубки тока, 
следовательно, частицы жидкости при своем движении не пересе­
кают стенок трубки тока.

Рис. 72.2. Рис. 72.3.

Возьмем перпендикулярное к направлению скорости сечение 
трубки тока S (рис. 72.2). Предположим, что скорость движения 
частиц жидкости одинакова во всех точках этого сечения. За время 
At через сечение S пройдут все частицы, расстояние которых от S  
в начальный момент не превышает значения v At. Следовательно, 
за время At через сечение 5  пройдет объем жидкости, равный Sv  At, 
а за единицу времени через сечение S пройдет объем жидкости, рав­
ный Sv. Возьмем трубку тока, настолько тонкую, что в каждом ее 
сечении скорость можно считать постоянной. Если жидкость не­
сжимаема (т. е. плотность ее всюду одинакова и изменяться не 
может), то количество жидкости между сечениями Si  и 5 а (рис. 72.3) 
будет оставаться неизменным. Отсюда следует, что объемы жид­
кости, протекающие за единицу времени через сечения Si  и S 2, 
должны быть одинаковы:
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(напомним, что через боковую поверхность трубки тока частицы 
жидкости не проходят).

Приведенное выше рассуждение применимо к любой паре се­
чений S i и S 2. Следовательно, для несжимаемой жидкости величина 
Sv в любом сечении одной и той же трубки тока должна быть 
одинакова:

S y= con st. (72.1)

Полученный нами результат представляет собой содержание тео­
ремы о н е р а з р ы в н о с т и  с т р у и .

Из (72.1) следует, что при переменном сечении трубки тока 
частицы несжимаемой жидкости движутся с ускорением. В гори­
зонтальной трубке тока (рис. 72.4) это ускорение может быть обус­

ловлено только непостоянством давле­
ния вдоль оси трубки — в местах, где 
скорость меньше, давление должно 
быть больше, и наоборот. Количест­
венная связь между скоростью тече­
ния и давлением будет установлена 

Рис. 72.4. в следующем параграфе.
Теорема о неразрывности струи 

применима к реальным жидкостям 
и даже к газам в том случае, когда сжимаемостью их можно 
пренебречь. Соответствующий расчет показывает, что при движе­
нии жидкостей и газов со скоростями, меньшими скорости звука, 
их с достаточной степенью точности можно считать несжимаемыми.

§ 73. Уравнение Бернулли

Рассматривая движение жидкостей, во многих случаях можно 
считать, что перемещение одних частей жидкости относительно 
других не связано с возникновением сил трения. Жидкость, в кото­
рой внутреннее трение (вязкость) полностью отсутствует, назы­
вается и д е а л ь н о й .

Выделим в стационарно текущей идеальной жидкости трубку 
тока малого сечения (рис. 73.1). Рассмотрим объем жидкости, огра­
ниченный стенками трубки тока и перпендикулярными к линиям 
тока сечениями S i и S 2. За время At этот объем переместится вдоль 
трубки тока, причем сечение S i переместится в положение S[, 
пройдя путь All, сечение S 2 переместится в положение S 2, пройдя 
путь Д /2. В силу неразрывности струи заштрихованные объемы 
будут иметь одинаковую величину: A V \ = A У2=Д У.

Энергия каждой частицы жидкости слагается из ее кинетиче­
ской энергии и потенциальной энергии в поле сил земного тяготе­
ния. Вследствие стационарности течения частица, находящаяся 
спустя время At в любой из точек незаштрихованной части рас­
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сматриваемого объема (см., например, точку О на рис. 73.1), имеет 
такую же скорость (а следовательно, и кинетическую энергию), 
какую имела частица, находившаяся в той ж е точке в начальный 
момент времени. Поэтому приращение энергии ДЕ всего рассмат­
риваемого объема можно вычислить как разность энергий заштри­
хованных объемчиков ДК2 и ДУх.

Возьмем сечение трубки тока 
и отрезки Д/ настолько малыми, 
чтобы всем точкам каждого из за­
штрихованных объемчиков можно 
было приписать одно и то же зна­
чение скорости и, давления р  и 
высоты h. Тогда приращение энер­
гии запишется следующим обра­
зом:

д  E =  ( ^ p  +  pAVgh2) -

+ р  д ^ , )  (7 3 Л )

(р — плотность жидкости).
В идеальной жидкости силы тре- Рис. 73.1.

ния отсутствуют. Поэтому прира­
щение энергии (73.1) должно равняться работе, совершаемой над 
выделенным объемом силами давления. Силы давления на боковую 
поверхность перпендикулярны в каждой точке к направлению 
перемещения частиц, к которым они приложены, вследствие чего 
работы не совершают. Отлична от нуля лишь работа сил, прило­
женных к сечениям S: и S 2. Эта работа равна

А =  pLSt A!t — p 2S2 Д/2 =  (р± — р2) AV (73.2)
Приравняв выражения (73.1) и (73.2), сократив на ДУ и пере­

неся члены с одинаковыми индексами в одну часть равенства, по­
лучим:

^  +  P ^ i - r P i  =  ^ -  +  P£*2-r/>2- (73.3)

Сечения S i и S 2 были взяты совершенно произвольно. Поэтому 
можно утверждать, что в любом сеченин трубки тока выражение
-̂g- +  Pgh +  P имеет одинаковое значение. В соответствии со сделан­

ными нами при его выводе предположениями уравнение (73.3) ста­
новится вполне точным лишь при стремлении поперечного сечения S  
к нулю, т. е. при стягивании трубки тока в линию. Таким образом, 
величины р, и и h, фигурирующие в левой и правой частях уравне­
ния (73.3), следует рассматривать как относящиеся к двум произ­
вольным точкам одной и той же линии тока.
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Полученный нами результат можно сформулировать следующим 
образом: в  с т а ц и о н а р н о  т е к у щ е й  и д е а л ь н о й  ж и д к о с т и  в д о л ь  л ю б о й  
л и н и и  т о к а  в ы п о л н я е т с я  у с л о в и е

^Y +  Pgh +  P =  const. (73.4)

Уравнение (73.4) или равнозначное ему уравнение (73.3) называется
у р а в н е н и е м  Б е р н у л л и .  Несмо­
тря на то, что это уравнение было полу­
чено нами для идеальной жидкости, оно 
достаточно хорошо выполняется для ре­
альных жидкостей, внутреннее трение в 
которых не очень велико.

Для горизонтальной линии тока усло­
вие (73.3) принимает вид

рг* p i’l
—  - Т  P i  —  —  - т Р г ,

т. е. давление оказывается меньшим в 
тех точках, где скорость больше (качест­
венно это уже было показано в предыду­
щем параграфе).

Уменьшение давления в точках, где 
скорость потока больше, положено в ос­
нову устройства водоструйного насоса (рис. 
73.2). Струя воды подается в трубку, от­
крывающуюся в атмосферу, так что на 

выходе нз трубки давление равно атмосферному. В трубке 
имеется сужение, по которому вода идет с большей скоростью, 
Еследствие чего давление в этом месте оказывается меньше атмосфер­
ного. Такое же давление устанавливается и в охватывающей трубку 
камере насоса, которая сообщается с трубкой через разрыв, имею­
щийся в узкой части трубки. Подсоединив к камере насоса отка­
чиваемый объем, нз него можно откачать воздух (или какой-либо 
другой газ) до давления порядка 100 мм рт. ст. Откачиваемый воз­
дух захватывается струей воды и уносится в атмосферу.

§ 74. Истечение жидкости из отверстия

Применим уравнение Бернулли к случаю истечения жидкости 
из небольшого отверстия в широком открытом- сосуде. Выделим 
в жидкости трубку тока, имеющую своим сечением с одной стороны 
открытую поверхность жидкости в сосуде, а с другой стороны — 
отверстие, через которое жидкость вытекает1) (рис. 74.1). В каждом

Вода

Рис. 73.2.

J) Точнее, сечение струи при выходе из отверстия, Если не принять специаль­
ных мер, то сечение струн будет меньше отверстия.
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из этих сечении скорость и высоту над некоторым исходным уров­
нем можно считать одинаковыми, вследствие чего к ним можно 
применить уравнение (73.3), полученное при этом предположении. 
Далее, давления в обоих сечениях равны атмосферному и поэтому 
одинаковы. Кроме того, скорость перемещения открытой поверх­
ности в широком сосуде можно положить равной нулю. С учетом 
всего сказанного, уравнение (73.3) применительно к данному слу­
чаю можно написать в виде

P g h ^ ^  +  P g K

где V — скорость истечения из отверстия. Сократив на р и введя 
h = h l—/ij — высоту открытой поверхности [жидкости над отвер­
стием, получим: v 2/ 2 = g h ,  откуда

v = V 2 g h .  (74.1)
Эта формула называется ф о р м у л о й  
Т о р р и ч е л л и .

Итак, скорость истечения жидкос­
ти из отверстия, расположенного на

(

Гг' -дк

Рис. 74.2.

глубине h под открытой поверхностью, совпадает со скорос­
тью, которую приобретает любое тело, падая с высоты /г. Следует 
помнить, что этот результат получен в предположении, что жид­
кость идеальна. Для реальных жидкостей скорость истечения будет 
меньше, причем тем сильнее отличается от значения (74.1), чем 
больше вязкость жидкости.

Струя жидкости, вытекающая из отверстия в сосуде (рис. 74.2), 
уносит с собой за время At  импульс А К =p5ovA ^ (р — плотность 
жидкости, 5  — площадь отверстия, v — скорость истечения струи). 
Этот импульс сообщается вытекающей жидкости сосудом. По тре­
тьему закону Ньютона сосуд получает от вытекающей жидкости 
за время At импульс, равный — ДК,  т. е. испытывает действие силы

F, =  - ^ = - p  S w .  (74.2)

Эта сила называется р е а к ц и е й  в ы т е к а ю щ е й  с т р у и .  
Если сосуд поставить на тележку, то под действием силы ҒГ он
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придет в движение в направлении, противоположном направлению 
струи.

Найдем значение силы Fr, воспользовавшись выражением (74.1) 
для скорости истечения жидкости из отверстия:

Fr =  pSv* =  2ghpS.  (74.3)

Если бы, как это может показаться на первый взгляд, сила Ғг 
совпадала по величине с силой гидростатического давления, кото­
рое жидкость оказывала бы на пробку, закрывающую отверстие, 
то Ғт была бы равна gh pS. На самом деле сила Fr оказывается в
2 раза большей. Это объясняется тем, что возникающее при выте­
кании струи движение жидкости в сосуде приводит к перераспреде­
лению давления, причем давление вблизи стенки, лежащей против 
отверстия, оказывается несколько большим, чем вблизи стенки, 
в которой сделано отверстие.

На реакции вытекающей струи газа основано действие реактив­
ных двигателей и ракет. Реактивное движение, не нуждаясь для 
своего осуществления в наличии атмосферы, используется для поле­
тов в космическом пространстве.

Основоположником теории межпланетных сообщений является 
выдающийся русский ученый и изобретатель К. Э. Циолковский 
(1857— 1935). Он дал теорию полета ракеты и обосновал возмож­
ность применения реактивных аппаратов для межпланетных сооб­
щений. В частности, Циолковским была разработана теория дви­
жения составных ракет, в которых каждая последующая ступень 
вступает в действие после того, как предыдущая ступень, израсхо­
довав полностью топливо, отделится от ракеты. Идеи Циолков­
ского получили дальнейшее развитие и были осуществлены совет­
скими учеными и инженерами, обеспечившими ведущую роль Со­
ветского Союза в освоении и изучении космического пространства.

§ 75. Силы внутреннего трения

Идеальная жидкость, т. е. жидкость без трения, яляется аб­
стракцией. Всем реальным жидкостям и газам в большей или мень­
шей степени присуща вязкость или внутреннее трение. Вязкость 
проявляется в том, что возникшее в жидкости или газе движение 
после прекращения действия причин, его вызвавших, постепенно 
прекращается.

Для выяснения закономерностей, которым подчиняются силы 
внутреннего трения, рассмотрим следующий опыт. В жидкость 
погружены две параллельные друг другу пластины (рис. 75.1), 
линейные размеры которых значительно превосходят расстояние 
между ними d. Нижняя пластина удерживается на месте, верхняя 
приводится в движение относительно нижней с некоторой скоро­
стью 1>0- Опыт дает, что для перемещения верхней пластины с по-
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frp

ғ «п

стоя иной скоростью ц0 необходимо действовать на нее с вполне 
определенной постоянной по величине силой Ғ. Раз пластина не 
получает ускорения, значит, действие этой силы уравновешивается 
равной ей по величине противоположно направленной силой, кото­
рая, очевидно, есть сила трения, действующая на пластину при ее 
движении в жидкости. Обозначим ее Ғтр.

Варьируя скорость пластины v0, площадь пластин 5  и расстоя­
ние между ними d, можно получить, что

/ \ p= ti^ S ,  (75.1)

где г) — коэффициент пропорциональности, зависяший от природы 
и состояния (например, температуры) жидкости и называемый 
к о э ф ф и ц и е н т о м  в н у т р е н н е г о  т р е н и я  или к о- 
э ф ф и ц и е н т о м  в я з к о с т и ,  или просто вязкостью жид­
кости (газа).

Нижняя пластина при движении верхней также оказывается 
подверженной действию силы
F;p, равной по величине Ғтр. _____‘
Для того чтобы нижняя плас­
тина оставалась неподвижной, 
силу Ғтр необходимо урав- ~~~d
новесить с помощью силы F' ц

Таким образом, при движе- 4 
ннн двух погруженных в жид- I  
кость пластин друг относи- „
тельно друга между ними ис- ’ '
возникает взаимодействие,
характеризуемое силой (75.1). Воздействие пластин друг на 
друга осуществляется, очевидно, через жидкость, заключенную 
между пластинами, передаваясь от одного слоя жидкости к дру­
гому. Если в любом месте зазора провести мысленно плоскость, 
параллельную пластинам (см. пунктирную линию на рис. 75.1),  
то можно утверждать, что часть жидкости, лежащая над этой плос­
костью, действует на часть жидкости, лежащую под плоскостью, 
с силой Ғ;р, а часть жидкости, лежащая под плоскостью, в свою 
очередь действует на часть жидкости, лежащую над плоскостью, 
с силой Ғтр, причем значения Ғтр и Ғ'р определяются формулой
(75.1). Таким образом, формула (75.1) определяет не только силу 
трения, действующую на пластины, но и силу трения между сопри­
касающимися частями жидкости.

Если исследовать скорость частиц жидкости в разных слоях, 
то оказывается, что она изменяется в направлении г, перпендику­
лярном к пластинам (рис. 75.1), по линейному закону

v(z) = Vfz .  (75.2)

ғтр
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Частицы жидкости, непосредственно соприкасающиеся с пласти­
нами, как бы прилипают к ним и имеют такую же скорость, как и 
сами пластины. Согласно формуле (75.2)

\dtJ — V«
\ T z  = d '  (7 5 -3>

Знак модуля мы поставили по следующей причине. Если бы мы 
закрепили верхнюю пластину, а двигали нижнюю (см. рис. 75.1), 
или изменили направление оси z на обратное, производная dv/dz 
стала бы отрицательной. Величина же vQ/d всегда положительна. 
Поэтому для того, чтобы формула (75.3) была справедлива в любом 
случае, нужно взять модуль dv/dz.

Использовав равенство (75.3), формуле (75.1) можно придать 
вид

^тр =  Т) (75.4)

Эта формула определяет модуль силы трения. Величина \dv/dz\ 
показывает, как быстро изменяется скорость в направлении оси г, 
и представляет собой модуль градиента модуля скорости (если v 
зависит только от г, dvldx=dv/dy=0, dvldz=dv/dz).

Формула (75.4) получена нами для случая, когда скорость изме­
няется по линейному закону. Оказывается, что эта формула ос­
тается справедливой и для любого другого закона изменения ско­
рости от слоя к слою. В этом случае для определения силы трения 
между двумя граничащими друг с другом слоями нужно брать зна­
чение \dv/dz\ в том месте, где проходит воображаемая поверхность 
раздела слоев.

Все сказанное в этом параграфе относится не только к жидкостям, 
но и к газам.

Единицей вязкости в СИ служит такая вязкость,'при которой 
градиент скорости с модулем, равным 1 м/с на 1 м, приводит к воз­
никновению силы внутреннего трения в 1 Н на 1 м? поверхности 
касания слоев. Эта единица называется п а с к а л ь - с е к у н д о й  
(обозначается П а - с ) 1).

В СГС-системе единицей вязкости является пуаз (П), равный такой вязко­
сти, при которой градиент скорости с модулем, равным 1 см/с на 1 см, приводит к 
возникновению силы внутреннего трения в 1 дин на 1 см2 поверхности касания 
слоев. Единица, равная 10—® П, называется микропуазом (мкП). Между пуазом 
и паскаль-секундой имеется соотношение

1 П а-с= 1 0  П,

Коэффициент вязкости зависит от температуры, причем харак­
тер этой зависимости существенно различен для жидкостей и га­
зов. У жидкостей коэффициент вязкости сильно уменьшается с по­

*) Паскалем называется единица давления в СИ (1 П а=1 Н/м2),
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вышением температуры. У газов, напротив, коэффициент вязкости 
с температурой растет. Отличие в характере поведения т] при изме­
нениях температуры указывает на различие механизма внутреннего 
трения в жидкостях и газах.

§ 76. Ламинарное и турбулентное течения

Наблюдается два вида течения жидкости (или газа). В одних 
случаях жидкость как бы разделяется на слои, которые скользят 
друг относительно друга, не перемешиваясь. Такое течение назы­
вается л а м и н а р н ы м 1) (слоистым). Если в ламинарный поток 
ввести подкрашенную струйку, то она сохраняется, не размываясь, 
на всей длине потока, так как частицы жидкости в ламинарном 
потоке не переходят нз одного слоя в другой. Ламинарное течение 
стационарно.

При увеличении скорости или поперечных размеров потока 
характер течения существенным образом изменяется. Возникает 
энергичное перемешивание жидкости. Такое течение называется 
т у р б у л е н т н ы м .  При турбулентном течении скорость частиц 
в каждом данном месте все время изменяется беспорядочным обра­
зом — течение нестационарно. Если в турбулентный поток ввести 
окрашенную струйку, то уже на небольшом расстоянии от места ее 
введения окрашенная жидкость равномерно распределяется по 
всему сечению потока.

Английский ученый Рейнольдс установил, что характер течения 
зависит от значения безразмерной величины:

R e = ^ ,  (76.1)

где р — плотность жидкости (или газа), v — средняя (по сечению 
трубы) скорость потока, т] — коэффициент вязкости жидкости, 
I — характерный для поперечного сечения размер, например, сто­
рона квадрата при квадратном сечении, радиус или диаметр при 
круглом сечении и т. д.

Величина (76.1) называется ч и с л о м  Р е й н о л ь д с а .  При 
малых значениях числа Рейнольдса наблюдается ламинарное те­
чение. Начиная с некоторого определенного значения Re, назы­
ваемого критическим, течение приобретает турбулентный характер. 
Если в качестве характерного размера для круглой трубы взять 
ее радиус г, то критическое значение числа Рейнольдса (которое 
в этом случае имеет вид Re=pw/ti) оказывается равным 2) примерно 
1000. В число Рейнольдса входят в виде отношения две величины, 
зависящие от свойств жидкости: плотность р и коэффициент

}) Латинское «Iamina» означает пластинку, полоску.
г) Очевидно, что, взяп в качестве / не радиус, а диаметр трубы, мы должны 

увеличить критическое значение Re в 2 раза,
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называется к и н е м а т и ч е с к о й  в я з к о с т ь ю .  В отличие 
от V величина ^ называется д и н а м и ч е с к о й  в я з к о с т ь ю .  
Используя кинематическую вязкость, числу Рейнольдса можно 
придать следующий вид:

Re =  o//v. (76.3)

Число Рейнольдса может служить критерием подобия для те­
чения жидкостей в трубах, каналах и т. д. Характер течения раз­
личных жидкостей (или газов) в трубах разных сечений будет со­
вершенно одинаков, если каждому течению соответствует одно и 
то же значение Re.

§ 77. Течение жидкости в круглой трубе

При движении жидкости в круглой трубе скорость равна нулю 
у стенок трубы и максимальна на оси трубы. Полагая течение ла­

минарным, найдем закон изменения 
скорости с расстоянием г от оси 
трубы.

Выделим воображаемый цилинд­
рический объем жидкости радиуса г 
и длины / (рис. 77.1). При стацио­
нарном течении в трубе постоянного 
сечения скорости всех частиц жидкос­

ти остаются неизменными. Следовательно, сумма внешних сил, 
приложенных к любому объему жидкости, равна нулю. На осно­
вания рассматриваемого цилиндрического объема действуют си­
лы давления, сумма которых равна —р 2)лг2. Эта сила дей­
ствует в направлении движения жидкости. Кроме того, на боковую 
поверхность цилиндра действует сила трения, равная y \ \ d v / d r \ 2 n r l  
(имеется в виду значение d v / d r  на расстоянии г  от оси трубы). Ус­
ловие стационарности имеет вид

(Pi— Ра) л/"а =  Л \ dv/dr 12nrt. (77.1)
Скорость убывает с расстоянием от оси трубы. Следовательно, 

d u / d r  отрицательна и \ d v ! d r \  = — d v / d r .  Учтя это, преобразуем соот­
ношение (77.1) следующим образом:

dv _ (Pi— Рг)г 
dr 2x\l

Разделив переменные, получим уравнение:

вязкости г]. Отношение
v=r]/p (76.2)

Рис. 77.1.
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v =
Интегрирование дает, что

Pi — Pi r2
4v|/ r* +  C. (77.2)

Постоянную интегрирования нужно выбрать так, чтобы скорость

Рис. 77.3.

обращалась в нуль на стенках трубы, т. 
трубы). Из этого условия

4г\1

е. при r = R  (R — радиус

Подстановка значения С в (77.2) приводит к формуле

H r )  =  p- ^ { R ' - r ’) = ‘^ R ' (  1 — Й ) -

Значение скорости на оси трубы равно

v 0 =  v ( Q ) = ^ R * .

С учетом этого формуле (77.3) можно придать вид

w( r ) = u 0 ( l — J ) .

(77.3)

(77.4)

(77.5)

Таким образом, при ламинарном течении скорость изменяется с рас­
стоянием от оси трубы по параболическому закону (рис. 77.2).

При турбулентном течении скорость в каждой точке меняется 
беспорядочным образом. При неизменных внешних условиях по­
стоянной оказывается средняя (по времени) скорость в каждой 
точке сечения трубы. Профиль средних скоростей при турбулент­
ном течении изображен на рис. 77.3. Вблизи стенок трубы скорость 
изменяется гораздо сильнее, чем при ламинарном течении, в ос­
тальной же части сечения скорость изменяется меньше.

Полагая течение ламинарным, вычислим поток жидкости Q, 
т. е. объем жидкости, протекающий через поперечное сечение трубы 
за единицу времени. Разобьем поперечное сечение трубы на кольца 
ширины dr (рис. 77.4). Через кольцо радиуса г пройдет за секунду 
объем жидкости, равный произведению площади кольца 2лг dr на 
скорость течения в точках, находящихся на расстоянии г от оси

9 И .  В .  С ав ел ь ев ,  т .  1
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dQ =  v0 (1 — j£ )  2я г  dr. (77.6)

Чтобы получить поток Q, нужно проинтегрировать выражение
(77.6) по г в пределах от нуля до R:

R

Q =  j  t»o (1 -  ^ n r d r  =  1  л Ч  =  I  Sy0 (77.7)
о

(S — площадь сечения трубы). Из формулы (77.7) следует, что 
при ламинарном течении среднее (по сечению) значение скорости

равно половине значения скорости на оси 
трубы.

Подставив в (77.7) значение (77.4) для 
1>о. получим для потока формулу

П  ( P i — P i ) n R *

трубы. Приняв во внимание формулу (77.5), получим:

8ri/ (77.8)

Эта формула называется ф о р м у л о й  
П у а з е й л я .  Согласно (77.8) поток жид­
кости пропорционален перепаду давления на 
единице длины трубы, пропорционален 
четвертой степени радиуса трубы и обрат­

но пропорционален коэффициенту вязкости жидкости. Напомним, 
что формула Пуазейля применима только при ламинарном течении.

Соотношение (77.8) используется для определения вязкости 
жидкостей. Пропуская жидкость через капилляр известного радиуса 
и измеряя перепад давления и поток Q, можно найти т].

§ 78. Движение тел в жидкостях и газах

При движении тела в жидкости или газе *) на него действуют 
силы, равнодействующую которых мы обозначим буквой R (рис.
78.1). Силу R можно разложить на две составляющие, одна из ко­
торых, Q, направлена в сторону, противоположную движению тела 
(или в сторону движения потока, набегающего на тело), а вторая, 
Р, перпендикулярна к этому направлению. Составляющие Q и Р на­
зываются соответственно л о б о в ы м  с о п р о т и в л е н и е м  
и п о д ъ е м н о й  с и л о й .  Очевидно, что на тело, симметричное 
относительно направления движения, может действовать только

*) Заметим, что при постоянной скорости движения тела относительно жид­
кости сила, действующая на тело, будет в соответствии с принципом относитель­
ности Галилея такой же, как и в случае движения жидкости с той же скоростью 
относительно неподвижного тела. Рис. 78,1, соответствует последнему случаю.
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лобовое сопротивление, подъемная же сила в этом случае будет 
равна нулю.

Как показывают расчеты, в идеальной жидкости равномерное 
движение тел должно было бы происходить без лобового сопротив­
ления. Не обладая вязкостью,

свободно скользить по поверхности тела, полностью обтекая его. На 
рис. 78.2 показаны линии тока при обтекании очень длинного («бес­
конечного») цилиндра идеальной жидкостью. Вследствие полного 
обтекания картина линий тока оказывается совершенно симметрич­
ной как относительно прямой, проходящей через точки А и В, так и 
относительно прямой, проходящей через точки С и D.  Поэтому 
давление вблизи точек А и В будет одинаково (и больше, чем в не­
возмущенном потоке, так как скорость вблизи этих точек меньше); 
точно так же давление вблизи точек С и D тоже будет одинаково 
(и меньше, чем в невозмущенном потоке, так как скорость вблизи 
этих точек больше). Следовательно, результирующая сил давления 
на поверхность цилиндра (которая при отсутствии вязкости могла 
бы обусловить лобовое сопротивление), очевидно, будет равна 
нулю. Такой же результат получается и для тел другой формы. 
Иначе протекают явления при движении тела в жидкости, об­
ладающей вязкостью. В этом случае очень тонкий слой жидкости 
прилипает к поверхности тела и движется с ним как одно целое, 
увлекая за собой из-за трения последующие слои. По мере удале­
ния от поверхности тела скорость слоев становится все меньше, и, 
наконец, на некотором расстоянии от поверхности жидкость ока­
зывается практически не возмущенной движением тела. Таким об­
разом, тело оказывается окруженным слоем жидкости, в котором 
имеется градиент скорости. Этот слой называется п о г р а н и ч ­
н ы м .  В нем действуют силы трения, которые в конечном итоге 
оказываются приложенными к телу и приводят к возникновению 
лобового сопротивления.

Но дело не исчерпывается только этим. Наличие пограничного 
слоя в корне изменяет характер обтекания тела жидкостью. Полное 
обтекание становится невозможным. Действие сил трения в поверх­

9*
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ностном слое приводит к тому, что поток отрывается от поверх­
ности тела, в результате чего позади тела возникают вихри (см. 
рис. 78.3, на котором показано обтекание цилиндра вязкой жид­
костью). Вихри уносятся потоком и постепенно затухают вследствие 
трения; при этом энергия вихрей расходуется на нагревание жид­
кости. Давление в образующейся за телом вихревой области ока­
зывается пониженным, поэтому результирующая сил давления будет 
отлична от нуля, в свою очередь обусловливая лобовое сопротив­
ление.

Таким образом, лобовое сопротивление складывается из сопро­
тивления трения и сопротивления давления. При данных попереч­

ных размерах тела сопротивление 
давления сильно зависит от формы

тела. По этой причине его называют также сопротивлением 
формы. Наименьшим сопротивлением давления обладают тела хо­
рошо обтекаемой каплевидной формы (рис. 78.4). Такую форму 
стремятся придать фюзеляжу и крыльям самолетов, кузову автомо­
билей и т. п.

Соотношение между сопротивлением трения и сопротивлением 
давления определяется значением числа Рейнольдса (76.1). В дан­
ном случае I — некоторый характерный размер тела (например, 
радиус для тела шаровой формы), v — скорость тела относительно 
жидкости.

При малых Re основную роль играет сопротивление трения, 
так что сопротивление давления можно не принимать во внимание. 
При увеличении Re роль сопротивления давления все больше рас­
тет. При больших значениях Re в лобовом сопротивлении преобла­
дают силы давления.

Определяя характер сил, действующих на тело в потоке, число 
Рейнольдса может служить критерием подобия явлений и в этом 
случае. Это обстоятельство используется при моделировании. Н а­
пример, модель самолета будет вести себя в потоке газа таким же 
образом, как и ее прообраз, если, кроме геометрического подобия 
модели и самолета, будет соблюдено также равенство для них 
чисел Рейнольдса.

Формула Стокса. При малых Re, т. е. при небольших скоростях 
движения (и небольших I; см. (76.1)), сопротивление среды обус­
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ловлено практически только силами трения. Стокс установил, что 
сила сопротивления в этом случае пропорциональна коэффициенту 
динамической вязкости г], скорости v движения тела относительно 
жидкости и характерному размеру тела I: F~r\lv  (предполагается, 
что расстояние от тела до границ жидкости, например до стенок со­
суда, значительно больше размеров тела). Коэффициент пропор­
циональности зависит от формы тела. Для шара, если в качестве I 
взять радиус шараг, коэффициент пропорциональности оказывается 
равным 6л. Следовательно, сила сопротивления движению шарика 
в жидкостях при небольших скоростях в соответствии с формулой 
Стокса равна

Подъемная сила. Для возникновения подъемной силы вязкость 
жидкости не имеет существенного значения. На рис. 78.5 показаны 
линии тока при обтекании идеальной жидкостью полуцилиндра. 
Вследствие полного обтекания линии тока будут симметричны от­
носительно прямой CD. Однако относительно прямой АВ картина 
будет несимметричной. Линии тока сгущаются вблизи точки С, 
поэтому давление здесь будет меньше, чем вблизи точки D,  и воз­
никает подъемная сила Р. Аналогичным образом возникает подъем­
ная сила и в вязкой жидкости.

Силой, поддерживающей самолет в воздухе, служит подъемная
п и п а  T T P M r T n v m m a a  и г »  o r n  i / n u .

при полете самолета вредную роль. Поэтому крыльям самолета и 
его фюзеляжу придают хорошо обтекаемую форму. Профиль крыла 
должен вместе с тем обеспечивать достаточную по величине подъем­
ную силу. Оптимальным для крыла является показанный на рис.  
78.6 профиль, найденный великим русским ученым Н. Е. Жуков­
ским (1847— 1921). Трудами Жуковского и его ученика С. А. Чап­
лыгина было положено начало современной аэродинамике. В. И. Ле­
нин назвал Жуковского отцом русской авиации. Жуковский, в част­
ности, вывел формулу для определения подъемной силы, являю­
щуюся основой всех аэродинамических расчетов самолетов.

Ғ = 6 л т ]г у . (78.1)

Рис. 78.5. Рис. 78.6-



Ч А С Т Ь  2

М О Л Е К У Л Я Р Н А Я  Ф И З И К А М  Т Е Р М О Д И Н А М И К А

Г Л А В А Х

ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

§ 79, Статистическая физика и термодинамика

Молекулярная физика представляет собой раздел физики, изу­
чающий строение и свойства вещества, исходя из так называемых 
молекулярно-кинетических представлений. Согласно этим пред­
ставлениям, любое тело — твердое, жидкое или газообразное — 
состоит из большого количества весьма малых обособленных час­
тиц — молекул J). Молекулы всякого вещества находятся в беспо­
рядочном, хаотическом, не имеющем какого-либо преимуществен­
ного направления движении. Его интенсивность зависит от темпе­
ратуры вещества.

Непосредственным доказательством существования хаотиче­
ского движения молекул служит броуновское движение. Это явле­
ние заключается в том, что весьма малые (видимые только в микро­
скоп) взвешенные в жидкости частицы всегда находятся в состоянии 
непрерывного беспорядочного движения, которое не зависит от 
внешних причин и оказывается проявлением внутреннего движе­
ния вещества. Броуновские частицы совершают движение под влия­
нием беспорядочных ударов молекул.

Молекулярно-кинетическая теория ставит себе целью истолко­
вать те свойства тел, которые непосредственно наблюдаются на 
опыте (давление, температуру и т. п.), как суммарный результат 
действия молекул. При этом она пользуется статистическим методом, 
интересуясь не движением отдельных молекул, а лишь такими сред­
ними величинами, которые характеризуют движение огромной сово­
купности частиц. Отсюда другое ее название — статистическая фи­
зика.

Изучением различных свойств тел и изменений состояния ве­
щества занимается также термодинамика. Однако в отличие от 
молекулярно-кинетической теории термодинамики изучает макро-

г) Атомы можно рассматривать как одноатомные молекулы.
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скопические свойства тел н явлений природы, не интересуясь их 
микроскопической картиной. Не вводя в рассмотрение молекулы и 
атомы, не входя в микроскопическое рассмотрение процессов, тер­
модинамика позволяет делать целый ряд выводов относительно их 
протекания.

В основе термодинамики лежит несколько фундаментальных 
законов (называемых н а ч а л а м и  т е р м о д и н а м и к и ) ,  ус­
тановленных на основании обобщения большой совокупности опыт­
ных фактов. В силу этого выводы термодинамики имеют весьма 
общий характер.

Подходя к рассмотрению изменений состояния вещества с раз­
личных точек зрения, термодинамика и молекулярно-кинетическая 
теория взаимно дополняют друг друга, образуя по существу одно 
целое.

Обращаясь к истории развития молекулярно-кинетических пред­
ставлений, следует прежде всего отметить, что представления об 
атомистическом строении вещества были высказаны еще древними 
греками. Однако у древних греков эти идеи были не более чем ге­
ниальной догадкой. В XVII в. атомистика возрождается вновь, но 
уже не как догадка, а как научная гипотеза. Особенное развитие 
эта гипотеза получила в трудах гениального русского ученого и 
мыслителя М. В. Ломоносова (1711— 1765), который предпринял 
попытку дать единую картину всех известных в его время физиче­
ских и химических явлений. При этом он исходил из корпускуляр­
ного (по современной терминологии — молекулярного) представ­
ления о строении материи. Восставая против господствовавшей в его 
время теории теплорода (гипотетической тепловой жидкости, со­
держание которой в теле определяет степень егонагретости), Ломо­
носов «причину тепла» видит во вращательном движении частиц 
тела. Таким образом, Ломоносовым были по существу сформули­
рованы молекулярно-кинетические представления.

Во второй половине XIX в. и в начале XX в. благодаря трудам 
ряда ученых атомистика превратилась в научную теорию.

§ 80. Масса и размеры молекул

Для характеристики масс атомов и молекул применяются вели­
чины, получившие название о т н о с и т е л ь н о й  а т о м н о й  
м а с с ы  э л е м е н т а  (сокращенно — атомной массы) и о т н о ­
с и т е л ь н о й  м о л е к у л я р н о й  м а с с ы  в е щ е с т в а  
(сокращенно — молекулярной массы)*).

Атомной массой (Ат) химического элемента называется отно­
шение массы атома этого элемента к 1/12 массы атома **С (так обо­
значается изотоп углерода с массовым числом 12). Молекулярной

Ранее эти величины назывались атомным и молекулярным весом.
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массой (Мг) вещества называется отношение массы молекулы этого 
вещества к 1/12 массы атома пС. Как следует из их определения, 
атомная и молекулярная массы являются безразмерными величи­
нами.

Единица массы, равная 1/12 массы атома 12С, называется а т о м ­
н о й  е д и н и ц е й  м а с с ы  (а. е. м.). Обозначим эту единицу, 
выраженную в килограммах, через т ед. Тогда масса атома, выра­
женная в килограммах, будет равна Агтеа, а масса молекулы Мгтел.

Количество вещества, в котором содержится число частиц (ато­
мов, молекул, ионов, электронов и т. д.), равное числу атомов 
в 0,012 кг изотопа углерода 12С, называется м о л е м .  Употребля­
ются также кратные и дольные единицы: киломоль (кмоль), мил­
лимоль (ммоль), микромоль (мкмоль) и т. д.

Число частиц, содержащихся в моле вещества, называется 
ч и с л о м  А в о г а д р о .  Опытным путем найдено, что число 
Авогадро равно

Л/А=  6,022■ 1023 моль-1 . (80.1)

Таким образом, например, в моле меди содержится NA атомов 
меди, в моле воды содержится NA молекул воды, в моле электронов 
содержится NA электронов и т. д.

Массу моля называют м о л я р н о й  м а с с о й  М.  Очевидно, 
что М равна произведению NA на массу молекулы Мгтел:

М =  N AMrmea. (80.2)

В случае углерода 12С М =0 ,012  кг/моль, а масса атома равна 
12 т ед. Подстановка этих значений в соотношение (80.2) дает

0,012 (кг/моль) =  МА(моль-х) -1 2 т ед (кг).
Отсюда

, .. 0,001 (кг-моль-1 ) 0,001 кг , / о п  0.
т «  (КГ> =  *А (моль-*) =  Щ О Т *  =  1 >6 6 • 10 27 кг. (80.3)

Следовательно, масса любого атома равна 1,66- 10~г7-Аг кг, масса 
любой молекулы равна 1,66- 10-27-Afr кг.

Из (80.3) вытекает, что произведение Л̂ Ат сд равно 0,001 кг/моль. 
Подстановка этого значения в формулу (80.2) дает, что

М =  0,001 ■ Мг кг/моль (80.4)
или

М. =  Мг г/моль. (80.5)

Таким образом, масса моля, выраженная в граммах, численно 
равна относительной молекулярной массе. Однако следует иметь 
в виду, что, в то время как Мг — величина безразмерная, М имеет 
размерность кг/моль (или г/моль).

Теперь произведем оценку размеров молекул. Естественно 
предположить, что в жидкостях молекулы располагаются доволь­
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но близко друг к другу. Поэтому приближенную оценку объема 
одной молекулы можно получить, разделив объем моля какой-либо 
жидкости, например воды, на число молекул в моле N A. Моль 
(т. е. 18 г) воды занимает объем 18 см3= 1 8 - 1 0 _“ м \ Следова­
тельно, на долю одной молекулы приходится объем, равный

(18- 10“ e) / (6 -1023) =  3 0 - 10-30 м \

Отсюда следует, что линейные размеры молекул воды прибли­
зительно равны

£/зо-ю-з°« з -ю -10 м =  ЗА.
Молекулы других веществ также имеют размеры порядка не­

скольких ангстрем 1).

§ 81. Состояние системы. Процесс

Системой тел или просто системой мы будем называть сово­
купность рассматриваемых тел. Примером системы может служить 
жидкость и находящийся в равновесии с ней пар. В частности, си­
стема может состоять из одного тела.

Всякая система может находиться в различных состояниях, 
отличающихся температурой, давлением, объемом и т. д. Подоб­
ные величины, характеризующие состояние системы, называются 
п а р а м е т р а м и  с о с т о я н и я .

Не всегда какой-либо параметр имеет определенное значение. 
Если, например, температура в разных точках тела неодинакова, 
то телу нельзя приписать определенное значение параметра Т. 
В этом случае состояние называется н е р а в н о в е с н ы м .  Если 
такое тело изолировать от других тел и предоставить самому себе, 
то температура выравняется и примет одинаковое для всех точек 
значение Т — тело перейдет в равновесное состояние. Это значение Т 
не изменяется до тех пор, пока тело не будет выведено из равновес­
ного состояния воздействием извне.

То же самое может иметь место и для других параметров, напри­
мер для давления р. Если взять газ, заключенный в цилиндриче­
ском сосуде, закрытом плотно пригнанным поршнем, и начать 
быстро вдвигать поршень, то под ним образуется газовая подушка, 
давление в которой будет больше, чем в остальном объеме газа. 
Следовательно, газ в этом случае не может быть охарактеризован 
определенным значением давления р, и состояние его будет неравно­
весным. Однако если прекратить перемещение поршня, то давление 
в разных точках объема выравняется и газ перейдет в равновесное 
состояние.

J) Ангстремом (обозначается А) называется внесистемная единица длины, 
равная 10- 1° м, Эта единица очень удобна в атомной физике.
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Процесс перехода системы из неравновесного состояния в рав­
новесное называется п р о ц е с с о м  р е л а к с а ц и и  или про­
сто р е л а к с а ц и е й .  Время, затрачиваемое на такой переход, 
называют в р е м е н е м  р е л а к с а ц и и .  В качестве времени 
релаксации принимается время, за которое первоначальное откло­
нение какой-либо величины от равновесного значения уменьшается 
в е раз. Для каждого параметра системы имеется свое время релак­
сации. Наибольшее из этих времен играет роль времени релакса­
ции системы.

Итак, р а в н о в е с н ы м  с о с т о я н и е м  системы назы­
вается такое состояние, при котором все параметры системы имеют 
определенные значения, остающиеся при неизменных внешних 
условиях постоянными сколь угодно долго.

Если по координатным осям откладывать значения каких-либо 
двух параметров, то любое равновесное состояние системы может

быть изображено точкой на координатной 
плоскости (см., например, точку 1  на рис.
81.1). Неравновесное состояние не может 
быть изображено таким способом, потому 
что хотя бы один из параметров не будет 
иметь в неравновесном состоянии опреде­
ленного значения.

Всякий процесс, т. е. переход системы из 
одного состояния в другое, связан с 
нарушением равновесия системы. Следо- 
вательно, при протекании в системе ка- 

8 1 кого-либо процесса она проходит через 
последовательность неравновесных состоя­

ний. Обращаясь к уже рассмотренному процессу сжатия газа в 
сосуде, закрытом поршнем, можно заключить, что нарушение рав­
новесия при вдвигании поршня тем значительнее, чем быстрее 
производится сжатие газа. Если вдвигать поршень очень медлен­
но, то равновесие нарушается незначительно и давление в раз­
ных точках мало отличается от некоторого среднего значения р. 
В пределе, если сжатие газа происходит бесконечно медленно, газ 
в каждый момент времени будет характеризоваться опреде­
ленным значением давления. Следовательно, в этом случае со­
стояние газа в каждый момент времени является равновесным, 
н бесконечно медленный процесс будет состоять из последова­
тельности равновесных состояний.

Процесс, состоящий из непрерывной последовательности равно­
весных состояний, называется р а в н о в е с н ы м  или к в а- 
з и с т а т и ч е с к и м .  Из сказанного следует, что равновесным 
может быть только бесконечно медленный процесс. При достаточно 
медленном протекании реальные процессы могут приближаться 
к равновесному сколь угодно близко.
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Равновесный процесс может быть проведен в обратном направ­
лении, причем система будет проходить через те же состояния, 
что и при прямом ходе, но в обратной последовательности. Поэтому 
равновесные процессы называют также о б р а т и м ы м и .

Обратимый (т. е. равновесный) процесс может быть изображен 
на координатной плоскости соответствующей кривой (см. рис. 81.1). 
Необратимые (т. е. неравновесные) процессы мы будем условно 
изображать пунктирными кривыми.

Процесс, при котором система после ряда изменений возвра­
щается в исходное состояние, называется к р у г о в ы м  п р о ­
ц е с с о м  или ц и к л о м .  Графически цикл изображается замк­
нутой кривой.

Понятия равновесного состояния и обратимого процесса играют 
большую роль в термодинамике. В се количественные выводы тер­
модинамики строго применимы только к равновесным состояниям 
и обратимым процессам *).

§ 82. Внутренняя энергия системы

Внутренней энергией какого-либо тела называется энергия этого 
тела за вычетом кинетической энергии тела как целого и потен­
циальной энергии тела во внешнем поле сил. Так, например, при 
определении внутренней энергии некоторой массы газа не должны 
учитываться энергия движения газа вместе с сосудом и энергия, 
обусловленная нахождением газа в поле сил земного тяготения.

Следовательно, в понятие внутренней энергии включаются ки­
нетическая энергия хаотического движения молекул, потенциальная 
энергия взаимодействия между молекулами и внутримолекулярная 
энергия 2).

Внутренняя энергия системы тел равна сумме внутренних энер­
гий каждого из тел в отдельности и энергии взаимодействия между 
телами, представляющей собой энергию межмолекулярного взаи­
модействия в тонком слое на границе между телами. Последняя 
энергия столь мала по сравнению с энергией макроскопических 
тел, что ею можно пренебречь и считать внутреннюю энергию си­
стемы макроскопических тел равной сумме внутренних энергий 
образующих систему тел. Таким образом, внутренняя энергия 
является аддитивной величиной.

Внутренняя энергия является функцией состояния системы. 
Эго означает, что всякий раз, когда система оказывается в данном

J) Существует также термодинамика неравновесных процессов, однако мы 
ее касаться не будем.

2) Это определение следует рассматривать как предварительное. В ста­
тистической физике понятие внутренней энергии подвергается уточнению. Об­
суждение этого уточнения выходит за рамки общего курса физики,
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состоянии, ее внутренняя энергия принимает присущее этому со­
стоянию значение, независимо от предыстории системы. Следова­
тельно, изменение внутренней энергии при переходе системы из 
одного состояния в другое будет всегда равно разности значений 
внутренней энергии в этих состояниях, независимо от пути, по 
которому совершался переход, т. е. независимо от процесса или 
совокупности процессов, приведших к переходу системы из одного 
состояния в другое.

§ 83. Первое начало термодинамики

Внутренняя энергия может изменяться за счет в основном двух 
различных процессов: совершения над телом работы А'  и сообще­
ния ему количества тепла Q. Совершение работы сопровождается 
перемещением внешних тел, воздействующих на систему. Так, 
например, при вдвигании поршня, закрывающего сосуд с газом, 
поршень, перемещаясь, совершает над газом работу Л'. По третьему 
закону Ньютона газ при этом совершает над поршнем работу 
А=—А'.

Сообщение газу тепла не связано с перемещением внешних тел 
и, следовательно, не связано с совершением над газом макроскопи­
ческой (т. е. относящейся ко всей совокупности молекул, из кото­
рых состоит тело) работы. В этом случае изменение внутренней 
энергии обусловлено тем, что отдельные молекулы более нагретого 
тела совершают работу над отдельными молекулами тела, нагре­
того меньше. Передача энергии происходит при этом также через 
излучение. Совокупность микроскопических (т. е. захватывающих 
не все тело, а отдельные его молекулы) процессов, приводящих 
к передаче энергии от тела к телу, носит название т е п л о п е ­
р е д а ч и .

Подобно тому как количество энергии, переданное одним телом 
другому, определяется работой А, совершаемой друг над другом 
телами, количество энергии, переданное от тела к телу путем теп­
лопередачи, определяется к о л и ч е с т в о м  т е п л а  Q, отдан­
ного одним телом другому. Таким образом, приращение внутрен­
ней энергии системы должно быть равно сумме совершенной над 
системой работы А' и количества сообщенного системе тепла Q:

U 2- U ^ Q + A '  (83.1)

Здесь Ui и U$ — начальное и конечное значения внутренней энер­
гии системы. Обычно вместо работы А',  совершаемой внешними 
телами над системой, рассматривают работу А (равную —А'), 
совершаемую системой над внешними телами. Подставив —А 
вместо А' и разрешив уравнение (83.1) относительно Q, получим:

Q=U2—U1+A. (83.2)
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Уравнение (83.2) выражает закон сохранения энергии и пред­
ставляет собой содержание п е р в о г о  з а к о н а  ( н а ч а л а )  
т е р м о д и н а м и к и .  Словами его можно выразить следующим 
образом: количество тепла, сообщенное системе, идет на прираще­
ние внутренней энергии системы и на совершение системой работы 
над внешними телами.

Сказанное отнюдь не означает, что всегда при сообщении тепла 
внутренняя энергия системы возрастает. Может случиться, что, 
несмотря на сообщение системе тепла, ее энергия не растет, а убы­
вает (U2<.Ui).  В этом случае согласно (83.2) A > Q ,  т. е. система 
совершает работу как за счет получаемого тепла Q, так и за счет 
запаса внутренней энергии, убыль которой равна Ui— U .̂ Нужно 
также иметь в виду, что величины Q и А в (83.2) являются алгеб­
раическими (Q <0 означает, что система в действительности не 
получает тепло, а отдает).

Из (83.2) следует, что количество тепла Q можно измерять в тех 
же единицах, что и работу или энергию. В СИ единицей количества 
тепла служит джоуль.

Для измерения количества тепла применяется также особая единица, назы­
ваемая к а л о р и е й .  Одна калория равна количеству тепла, необходимому 
для нагревания 1 г воды от 19,5 до 20,5°С. Тысяча калорий называется большой 
калорией или килокалорией.

Опытным путем установлено, что одна калория эквивалентна 4,18 Дж. Сле­
довательно, один джоуль эквивалентен 0,24 кал. Величина /= 4 ,18  Дж/кал назы­
вается м е х а н и ч е с к и м  э к в и в а л е н т о м  т е п л а .

Если величины, входящие в (83.2), выражены в разных единицах, то некото­
рые из этих величин нужно умножить на соответствующий эквивалент. Так, 
например, выражая Q в калориях, a U  и А  в джоулях, соотношение (83.2) нужно 
записать в виде

IQ =  U 2 —  U i  +  A .
В дальнейшем мы будем всегда предполагать, что Q, А  и U  выражены в 

одинаковых единицах, и писать уравнение первого начала термодинамики в 
виде (83.2).

При вычислении совершенной системой работы или получен­
ного системой тепла обычно приходится разбивать рассматриваемый 
процесс на ряд элементарных процессов, каждый из которых соот­
ветствует весьма малому (в пределе — бесконечно малому) изме­
нению параметров системы. Уравнение (83.2) для элементарного 
процесса имеет вид

Д '(2= Д £;+ Д 'Л , (83.3)

где Д'<2 — элементарное количество тепла, Д 'А — элементарная 
работа и Д t/ — приращение внутренней энергии системы в ходе 
данного элементарного процесса.

Весьма важно иметь в виду, что A'Q и Д 'А нельзя рассматри­
вать как приращения величин Q и А.  Соответствующее элементар­
ному процессу Д какой-либо величины /  можно рассматривать
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«ак приращение этой величины только в том случае, если '2 А/, 
соответствующая переходу из одного состояния в другое, не за­
висит от пути, по которому совершается переход, т. -е. если вели­
чина /  'является функцией состояния. В отношении -функции со­
стояния можно говорить о ее «запасе» в -каждом -из состояний. 
Например, можно говорить о запасе внутренней энергии, -которым 
обладает система в различны-х состояниях.

Как мы увидим в дальнейшем, величина совершенной системой 
работы и количество полученного системой тепла зависят от пути 
перехода системы из одного состояния 'в другое. Следовательно, 
ни Q, :-ни А не являются функциями состояния, в силу чего-нельзя 
говорить о запасе тепла или работы, которым обладает система 
в различных состояниях.

Таким'образом, з  символ А, стоящий при А и Q, вкладывается 
иной смысл, чем в символ А, стоящий при U. Чтобы подчеркнуть 
это обстоятельство, в  первом случае А снабжено штрихом. Сим­
вол AU  означает приращение внутренней энергии, символы АЩ 
и А'А означают не приращение, а элементарное количество теплоты 
и работы.

Чтобы произвести вычисления, в (83.3) переходят к дифферен­
циалам. Тогда уравнение первого начала принимает следующий 
в и д »):

d ' Q = d U + d ’A.  (83.4)

Интеприрование (83.4) по всему процессу приводит к выражению
Q = ( U 2- U 1) + A ,

тождественному с уравнением (83.2).
Еще раз подчеркнем, что, например, результат интегрирова­

ния d ’A нельзя записать в виде
2

1

Такая запись означала бы, что совершенная системой работа равна 
разности значений (т. е. запасов) работы во втором и первом со­
стояниях.

§ 84. Работа, совершаемая телом при изменениях объема

Взаимодействие данного тела с соприкасающимися с ним телами 
можно охарактеризовать давлением, которое оно на них оказывает. 
С помощью давления можно описать взаимодействие газа со стен-

1) В уравнении (83.4) d U  представляет собой полный дифференциал, d '  Q и 
d ' A  не .являются полными.дифференциалами (см. ■§ 22),
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ками сосуда, а также твердого или жидкого тела со средой (напри­
мер, газом), которая его окружает. Перемещение точек приложе­
ния сил взаимодействия сопровождается изменением объема тела. 
Следовательно, работа, совершаемая данным телом над внешними 
телами, может быть, выражена через давление и изменения объема 
тела. Чтобы найти это выражение, рассмотрим следующий пример.

I |  I

Р

1 1
"Я

т

Рис. 84.1..

Пусть газ заключен в цилиндрический сосуд, закрытый плотно 
пригнанным легко скользящим поршнем (рис. 84.1). Если по ка­
ким-либо причинам газ станет расширяться, он будет перемещать 
поршень и совершать над ним работу. Элементарная работа, со­
вершаемая газом при перемещении поршня на отрезок Ah,. равна

A ' A = F b h ,
где F — сила, с которой газ действует на поршень. Заменив эту 
силу произведением давления газа р на площадь поршня S, полу­
чим:

A'.<4=pS Ah.
Но S  Ah представляет собой приращение объема газа Д V. Поэтому 
выражение для элементарной работы можно записать следующим 
образом:

A ’A = p A V .  (84.1)

Величина А'А в (84.1), очевидно, является алгебраической. 
Действительно, при сжатии газа направления перемещения Ah 
и силы F, с которой газ действует на поршень, противоположны, 
вследствие чего элементарная работа Д 'А будет отрицательна. При­
ращение объема ДУ в этом случае также будет отрицательным. 
Таким образом, формула (84.1) дает правильное выражение для 
работы при любых изменениях объема газа.

Если давление газа, остается постоянным’ (для этого должна 
одновременно изменяться: соответствующим образом температура),
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работа, совершаемая при изменении объема от значения Vi до зна­
чения V2, будет равна

А и =р(У <-У г ) .  (84.2)

Если же при изменении объема давление меняется, формула (84.1) 
справедлива только для достаточно малых ДК. В этом случае 
работа, совершаемая при конечных изменениях объема, должна 
вычисляться как сумма элементарных работ вида (84.1), т. е. путем 
интегрирования:

У»
Ai2= \ p d V .  (84.3)

Vi
Найденные выражения для работы справедливы при любых 

изменениях объема твердых, жидких и газообразных тел. Чтобы 
в этом убедиться, рассмотрим еще один пример. Возьмем твердое 
тело произвольной формы, погруженное в жидкую или газообразную 
среду, которая оказывает на тело одинаковое во всех точках дав­
ление р (рис. 84.2). Предположим, что тело расширяется так, что 
отдельные элементарные участки его поверхности Д 5 г получают 
различные перемещения Дht. Тогда t'-й участок совершит работу 
Д ' A it равную p A S i A h i .  Работа, совершаемая телом, может быть 
найдена как сумма работ отдельных участков:

Д 'Л = 2 Д М ; = 2 р  Д 5 * A h i-

Вынося за знак суммы одинаковое для всех участков р и замечая, 
что Ahi Дает приращение объема тела ДУ, можно написать:
А ' А = р  AV, т. е. и в общем случае мы приходим к формуле (84.1).

Изобразим процесс изменения объема тела на диаграмме (р, V) 
(рис. 84.3). Элементарной работе 
A 'Ai=PiAVi  соответствует пло- р,

.........1,'/>'ЛУЛХХХЛХЛ^-ххХХЛЛЛ.Ч

О V] Vz

Рис. 84.4.

щадь узкой заштрихованной полоски на графике. Очевидно, что 
площадь, ограниченная осью V, кривой p = f (V )  и прямыми Vi 
и Vi, численно равна работе, совершаемой при изменении объема
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от значения Vi до V2. Работа, совершаемая при круговом процессе, 
численно равна площади, охватываемой кривой (рис. 84.4). Дейст­
вительно, работа на участке 1—2  положительна и численно равна 
площади, отмеченной наклоненной вправо штриховкой (рассматри­
вается цикл, совершаемый по часовой стрелке). Работа на участке 
2— 1 отрицательна и численно равна площади, отмеченной накло­
ненной влево штриховкой. Следовательно, работа за цикл численно 
равна площади, охватываемой кривой, и будет положительна при 
прямом цикле (т. е. таком, который совершается в направлении 
по часовой стрелке) и отрицательна при обратном.

Из сказанного в § 81 ясно, что полученные нами формулы могут 
быть применены только к обратимым процессам.

Заметим, что, использовав выражение (84.1) (с переходом к диф­
ференциалам), уравнение (83.4) первого начала термодинамики 
можно написать следующим образом:

d ' Q = d U + p d V . (84.4)

§ 85. Температура

К определению понятия температуры можно прийти на осно­
вании следующих соображений. Если соприкасающиеся тела 
находятся в состоянии теплового равновесия, т. е. не обмениваются 
энергией путем теплопередачи, то этим телам приписывается одина­
ковая температура. Если при установлении теплового контакта 
между телами одно из них передает энергию другому посредством 
теплопередачи, то первому телу приписывается большая темпе­
ратура, чем второму. Ряд свойств тел — объем, электрическое 
сопротивление и т. п.— зависит от температуры. Любое из этих 
свойств может быть использовано для количественного определе­
ния температуры.

Приведем тело, выбранное нами для измерения температуры 
(термометрическое тело), в тепловое равновесие с тающим льдом, 
припишем телу в этом случае температуру 0° и охарактеризуем 
количественно то свойство тела (температурный признак), которое 
мы намереваемся использовать для измерения температуры. Пусть 
в качестве такого признака выбран объем тела, и значение его при 0Э 
равно V0. Затем приведем то же тело в тепловое равновесие с кипя­
щей под атмосферным давлением водой, припишем ему в этом со­
стоянии значение температуры, равное 100°, и определим соответ­
ствующий объем Vioo. Принимая, что выбранный нами температур­
ный признак (в рассматриваемом примере — объем) изменяется 
с температурой линейно, состоянию, в котором термометрическое 
тело имеет объем V, следует приписать температуру

/ _  V - V 0
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Установленная таким образом температурная шкала называется, 
как известно, шкалой Цельсия. Соотношение, аналогичное (85.1), 
можно написать и для случая, когда для измерения температуры 
берется не объем, а какой-либо иной температурный признак.

Проградуировав описанным способом термометр, его можно 
использовать для измерения температуры, приводя в тепловое 
равновесие с тем телом, температура которого нас интересует, и 
производя отсчет- величины объема.

При сравнении термометров, использующих различные по при­
роде термометрические тела- (например, ртуть и спирт) или различ­
ные температурные признаки (например, объем и электрическое 
сопротивление), обнаруживается, что показания этих термомет­
ров* совпадая из-за способа градуировки при 0° и 100р, не совпа­
дают при других температурах. Отсюда следует, что для однознач­
ного определения температурной шкалы необходимо условиться, 
кроме способа градуировки, также о выборе термометрического 
тела и температурного признака. О том, как делается этот выбор 
при установлении так называемой эмпирической шкалы темпера­
тур, будет сказано в следующем параграфе. Забегая вперед, ука­
жем, что на основе второго начала термодинамики может быть 
установлена температурная шкала, не зависящая от свойств тер­
мометрического тела (см. § 106). Эта шкала называется т е р м о ­
д и н а м и ч е с к о й  ш к а л о й  т е м п е р а т у р .

В технике и в быту применяется м е ж д у н а р о д н а я  
п р а к т и ч е с к а я  т е м п е р а т у р н а я  ш к а л а  1968 г. 
(МПТШ-1968), ранее именовавшаяся шкалой Цельсия. В физике 
более удобна а б с о л ю т н а я  ш к а л а .  Температура Т, отсчи­
танная по этой шкале, связана с температурой t по международной 
практической шкале соотношением

T = t + 273,15.
Единицу абсолютной температуры называют к е л ь в и н о м  (обо­
значается К). Раньше ее именовали градусом Кельвина (и обозна­
чали РК). Международную практическую температуру измеряют 
в г р а д у с а х  Ц е л ь с и я  (°С). Значения кельвина и градуса 
Цельсия одинаковы. Температура, равная 0 К, называется а б с о ­
л ю т н ы м  н у л е м ,  ему соответствует t = —273,15°С.

В дальнейшем (см. § 97) мы покажем, что абсолютная темпера­
тура пропорциональна средней кинетической энергии поступатель­
ного движения молекул вещества. В этом заключается, физический 
смысл абсолютной температуры.

§ 86. Уравнение состояния идеального газа
Состояние заданной массы газа определяется значениями трех 

параметров: давления р, объема V п температуры Т. Эти пара­
метры закономерно связаны друг с  другом, так что изменение од-
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ного из них влечет за собой изменение других. Указанная связь 
может быть задана аналитически в виде функции

Соотношение, определяющее связь между параметрами какого- 
либо тела, называется у р а в н е н и е м  с о с т о я н и я  этого 
тела. Следовательно, (86.1) представляет собой уравнение состоя­
ния данной массы газа.

Простейшими свойствами обладает газ, взаимодействие между 
молекулами которого пренебрежимо мало. Такой газ называется 
и д е а л ь н ы м .  Взаимодействие между молекулами всякого газа 
становится пренебрежимо слабым при большом разрежении, т. е. 
при малых плотностях газа. Всякий реальный газ при достаточном 
разрежении близок по своим свойствам к идеальному. Некоторые 
газы, такие, как воздух, азот, кислород, даже при обычных усло­
виях, т. е. при комнатной температуре и атмосферном давлении, 
мало отличаются от идеального газа. Особенно близки по своим 
свойствам к идеальному газу гелий и водород.

При небольших плотностях газы с хорошей точностью подчи­
няются уравнению

Следовательно, это уравнение есть у р а в н е н и е  с о с т о я н и я  
и д е а л ь н о г о  г а з а .

В соответствии с законом, установленным Авогадро, моли всех 
газов занимают при одинаковых условиях (т. е. при одинаковых 
температуре и давлении) одинаковый объем. В частности, при так 
называемых н о р м а л ь н ы х  у с л о в и я х ,  т. е. при О°С и 
давлении в .1 атм (1,01 •■10® Па), объем моля любого газа равен 
22,4 л/м оль=22,4-10_? м3/моль. Отсюда следует, что в случае, 
когда количество газа равно одному молю, величина константы в
(86.2) будет одинакова для всех газов. Обозначив соответствующую 
молю величину константы буквой R,  напишем уравнение (86.2) 
следующим образом:

Мы поставили при V индекс «м», чтобы показать, что речь идет об 
объеме, занимаемом при данных р и Т молем газа. Уравнение 
(86.3) есть уравнение состояния идеального газа, написанное для 
одного моля.

Величина R называется г а з о в о й  п о с т о я н н о й .  Со­
гласно соотношению (86.3) и закону Авогадро

F(p, V, Т ) = 0. (86.1)

■—  =  const. (86 .2 )

PVK= R T . (86.3)

R = ̂  = ^01' 10̂ 2’4'10 3 Па'мц/м°ль =  8,31 Дж/(моль-К)
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(произносится: джоуль на моль-кельвин) *).
От уравнения (86.3) для одного моля легко перейти к уравнет 

нию для любой массы т, приняв во внимание, что при одинаковых 
давлении и температуре v молей газа будут занимать в v раз боль­
ший объем, чем один моль: Vr= v V H. Умножив (86.3) на v= m /M  
(т — масса газа, М — молярная масса) и заменив vF„ на V, по­
лучим уравнение

p V = ^ R T .  (86.4)

Это уравнение представляет собой уравнение состояния идеального 
газа, написанное для массы газа т.

Уравнению (86.4) можно придать другой вид. Для этого введем 
величину

k =  £ -  (86.5)
** А

(R — газовая постоянная, NA — число Авогадро). Эта величина 
называется п о с т о я н н о й  Б о л ь ц м а н а .  Она имеет более 
глубокий физический смысл, чем постоянная R.  В § 97 будет по­
казано, что k представляет собой коэффициент пропорциональ­
ности между средней энергией теплового движения молекулы и 
абсолютной температурой. Подстановка в (86.5) числовых значений 
R a NA дает

и __ 8,31 Дж/(мОЛЬ-К) _ , -о  1 Л — 23 TTlWtf
k  6,022-1023 М О Л Ь -1 l . 3 8 ,1 0  Д ж /К -

Умножим и разделим правую часть уравнения (86.4) на NA. 
Тогда уравнение можно написать в виде

pV =  v N AkT.

Произведение \ N A равно числу молекул N, содержащихся в массе 
газа т. С учетом этого получаем, что

pV =N kT .  (86.6)

Теперь разделим обе части уравнения (86.6) на V. Приняв во 
внимание, что N/V  есть число молекул в единице объема п, прихо­
дим к формуле

p=nkT.  (86.7)

Уравнения (86.4), (86.6) и (86.7) представляют собой различ­
ные формы записи уравнения состояния идеального газа.

:) Для практических расчетов иногда бывает удобно пользоваться значением 
R  в литр-атмосферах на моль-кельвин:

„  1 атм-22,4 л/моль п попп ,,
R = i --------- 273~К--------- 5=0,0820 л-атм/(моль-К).
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Отношение массы газа к занимаемому им объему дает плотность 
газа: р=mlV.  Согласно (86.4) плотность идеального газа

Р =  5р£. (86 .8 )

Таким образом, плотность идеального газа пропорциональна дав­
лению и обратно пропорциональна температуре.

Простая связь между температурой и остальными параметрами 
идеального газа делает заманчивым использование его в качестве 
термометрического вещества. Обеспечив постоянство объема и 
использовав в качестве температурного признака давление газа, 
можно получить термометр с идеально линейной температурной 
шкалой. В дальнейшем эту шкалу мы будем называть и д е а л ь ­
н о й  г а з о в о й  ш к а л о й  т е м п е р а т у р .

Практически, по международному соглашению, в качестве тер­
мометрического тела берется водород. Установленная по водороду 
с использованием уравнения (86.4) шкала называется э м п и р и ­
ч е с к о й  ш к а л о й  т е м п е р а т у р .

§ 87. Внутренняя энергия и теплоемкость идеального газа

Опыт показывает, что внутренняя энергия идеального газа за­
висит только от температуры:

U = B T .  (87.1)
Здесь В — коэффициент пропорциональности, который остается 
постоянным в весьма широком интервале температур.

Отсутствие зависимости внутренней энергии от занимаемого 
газом объема указывает на то, что молекулы идеального газа по­
давляющую часть времени не взаимодействуют друг с другом. 
Действительно, если бы молекулы взаимодействовали между собой, 
во внутреннюю энергию входила бы слагаемым потенциальная 
энергия взаимодействия, которая зависела бы от среднего расстоя­
ния между молекулами, т. е. от V113.

Отметим, что взаимодействие должно иметь место при столк­
новениях, т. е. при сближении молекул на очень малое расстояние. 
Однако такие столкновения в разреженном газе происходят редко. 
Подавляющую часть времени каждая молекула проводит в свобод­
ном полете.

Теплоемкостью какого-либо тела называется величина, равная 
количеству тепла, которое нужно сообщить телу, чтобы повысить 
его температуру на один кельвин. Если сообщение телу количества 
тепла d'Q повышает его температуру на dT,  то теплоемкость по 
определению равна

Сте, а =  ^ .  (87.2)

Эта величина измеряется в джоулях на' кельвин (Дж /К).
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Теплоемкость моля вещества, называемую м о л я р н о й  т е п ­
л о е м к о с т ь ю ,  мы будем обозначать прописной буквой С. 
Измеряется она в джоулях на моль-кельвин (Дж/(моль* К)).

Теплоемкость единицы массы вещества называется у д е л ь н о й  
т е п л о е м к о с т ь ю .  Ее мы будем обозначать строчной буквой с. 
Измеряется с в джоулях на килограмм-кельвин (Д ж /(кг-К )).

Между молярной и удельной теплоемкостями одного и того же 
вещества имеется соотношение

с=С/М  (87.3)
(М — молярная масса).

Величина теплоемкости зависит от условий, при которых про­
исходит нагревание тела. Наибольший интерес представляет теп­
лоемкость для случаев, когда нагревание происходит при посто­
янном объеме или при постоянном давлении. В первом случае теп­
лоемкость называется теплоемкостью при постоянном объеме 
(обозначается Cv), во втором — теплоемкостью при постоянном 
давлении (Ср).

Если нагревание происходит при постоянном объеме, тело не 
совершает работы над внешними телами и, следовательно, согласно 
первому началу термодинамики (см. (83.4)), все тепло идет на при­
ращение внутренней энергии тела:

d'Qv =  dU.  (87.4)

Из (87.4) вытекает, что теплоемкость любого тела при постоянном 
объеме равна

c v =  ( a 4 ) /  <87-5>

Такая запись подчеркивает то обстоятельство, что при дифферен­
цировании выражения для U по Т  объем следует считать постоян­
ным. В случае идеального газа U зависит только от Т, так что выра­
жение (87.5) можно представить в виде

(чтобы получить молярную теплоемкость, нужно взять внутрен­
нюю энергию моля газа).

Выражение (87.1) для одного моля газа имеет вид U„=B„T.  
Продифференцировав его по Т, получим, что CV=B„.  Таким об­
разом, выражение для внутренней энергии одного моля идеального 
газа можно представить в виде

UM =  CVT,  (87.6)

где Cv — молярная теплоемкость газа при постоянном объеме.
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Внутренняя энергия произвольной массы газа т будет равна 
внутренней энергии одного моля, умноженной на число молей газа, 
содержащихся в массе т:

U  =  % C VT .  (87.7)

Если нагревание газа происходит при постоянном давлении, 
то газ будет расширяться, совершая над внешними телами положи­
тельную работу. Следовательно, для повышения температуры газа 
на один кельвин в этом случае понадобится больше тепла, чем при 
нагревании при постоянном объеме,— часть тепла будет затрачи­
ваться на совершение газом работы. Поэтому теплоемкость при 
постоянном давлении должна быть больше, чем теплоемкость при 
постоянном объеме.

Напишем уравнение (84.4) первого начала термодинамики для 
моля газа:

d ' Q p  =  d U u +  p d V u . (87.8)

В этом выражении индекс р при d ' Q  указывает на то, что тепло 
сообщается газу в условиях, когда р постоянно. Разделив (87.8) 
на d T ,  получим выражение для молярной теплоемкости газа при 
постоянном давлении:

с , = Ч г + р  { ж ) г - <87-9>

Слагаемое d U J d T  равно, как мы видели, молярной теплоемкости 
при постоянном объеме. Поэтому формула (87.9) может быть на­
писана следующим образом:

Cp =  Cv +  p ( ^ f ) p. (87.10)

Величина { d V J d T ) p  представляет собой приращение объема 
моля газа при повышении температуры на один кельвин, получаю­
щееся в случае, когда р постоянно. В соответствии с уравнением 
состояния (86.3) V u =  R T I p .  Дифференцируя это выражение по Т,  
полагая р =  const, находим

( д У „  \  _ R _
\ д Т  ) р -  р  •

Наконец, подставив этот результат в (87.10), получаем

C p =  C v  +  R .  (87.11)

Таким образом, работа, которую совершает моль идеального 
газа при повышении его температуры на один кельвин при по­
стоянном давлении, оказывается равной газовой постоянной R.  
Отметим, что соотношение (87.11) получено с использованием урав­
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нения состояния идеального газа и, следовательно, справедливо 
только для идеального газа.

Величина
у =  Ср1 С y (87.12)

представляет собой характерную для каждого газа величину. Для 
одноатомных газов это отношение близко к 5/3, для двухатомных — 
к 7/5, для трехатомных — к 4/3 и т. д. В дальнейшем (см. § 97) 
мы увидим, что значение у определяется числом и характером сте­
пеней свободы молекулы.

В соответствии с (87.11)

откуда

(87.13)

Подставив это значение Cv в формулу (87.7), получим следующее 
выражение:

у = л ^ г -  <8714>
Сопоставление с (86.4) дает еще одно выражение для внутренней 
энергии идеального газа:

U ^ ^ p V .  (87.15)

§ 88. Уравнение адиабаты идеального газа

В ходе какого-либо процесса газ, кроме уравнения состояния, 
подчиняется дополнительному условию, определяемому характе­
ром процесса. Так, например, в ходе процесса, называемого и з о ­
б а р и ч е с к и м ,  выполняется условие p=con st. При и з о х о- 
р и ч е с к о м  процессе выполняется условие V =  const. Нако­
нец, при и з о т е р м и ч е с к о м  п р о ц е с с е  выполняется 
условие 7'=const. Для идеального газа условие 7 = c o n st рав­
нозначно условию

pV =const. (88.1)

Уравнение (88.1) называется уравнением изотермы идеального 
газа, а кривая, определяемая этим уравнением, именуется и з о ­
т е р м о й .

А д и а б а т и ч е с к и м  называется процесс, протекающий без 
теплообмена с внешней средой. Найдем уравнение, связывающее 
параметры идеального газа при адиабатическом процессе. Подста­
вим в уравнение (84.4) первого начала термодинамики выражение



d U  для идеального газа:

d ’ Q ^ C y d T + p d V .

Так как для адиабатического процесса d ' Q = 0, должно выпол­
няться условие

% C v d T  +  p d V  =  0. (88.2)

Теперь выразим р через V и Т  в соответствии с уравнением 
состояния идеального газа:

_ m  ЯГ 
Р ~  М V ’

и подставим это выражение в (88.2). В результате, сокращая на 
отличный от нуля множитель m/М,  получим

C v d T  +  R T y  =  0.

Преобразуем полученное выражение следующим образом:
d T < R _ d V _ C)
Т  С у  V

Последнее соотношение можно записать в виде 

d. ( l n T  +  ^ l n V )  = 0 ,  

откуда следует, что при адиабатическом процессе

ln T  +  ^ l n V  =  const. (88.3)

В соответствии с (87.13) отношение R / C v  можно заменить через 
у— 1, где у = С р/Су. Произведя в (88.3) такую замену и пропо­
тенцировав полученное выражение, придем к уравнению

7YV-1 =  const. (88.4)

Полученное соотношение представляет собой уравнение адиа­
баты идеального газа в переменных Т и V. От этого уравнения 
можно перейти к уравнению в переменных р и V, заменив в нем Т 
через р и V в соответствии с уравнением состояния идеального 
газа:

r _ M p V  
1 ~ m  R  •

Подставив это выражение в (88.4) и учтя, что m,, М и R  — постоян-

§ 88. У Р А В Н Е Н И Е  А Д И А Б А Т Ы  И Д Е А Л Ь Н О Г О  Г А З А  281



282 Г Л .  X .  П Р Е Д В А Р И Т Е Л Ь Н Ы Е  С В Е Д Е Н И Я

ные, получим
pVy =  con st1). (88.5)

Соотношение (88.5) есть уравнение адиабаты идеального газа 
в переменных р тл. V. Его называют также у р а в н е н и е м  П у ­
а с с о н а .

Из сопоставления уравнения адиабаты (88.5) с уравнением 
изотермы (88.1) следует, что адиабата идет круче, чем изотерма. 
Вычислим dp/dV для изотермы и адиабаты в одной и той же точке 
(P. V) (рис. 88.1). Дифференцирование уравнения (88.1) дает

ниями параметров р и Т, т. е., иными словами, что рассматривае­
мый адиабатический процесс является обратимым. Как мы знаем, 
обратимым может быть только процесс, протекающий очень мед­
ленно. Вместе с тем, поскольку совершенно не проводящих тепло 
веществ в природе не существует, количество тепла, которым 
обменивается система с ее окружением, будет тем меньше, чем мень­
шее время длится процесс. Таким образом, близкими к адиабати­
ческому могут быть только быстро протекающие процессы. При­
мером такого процесса могут служить сжатие и расширение, про­
исходящие в каждой точке газа, в котором распространяется 
звуковая волна. Несмотря на то, что в пределах большого объема 
состоян и е газа при этом отню дь не я в л я е тс я  равн овесн ы м  ( р  И Т 
в разных точках различны), поведение газа в пределах каждого 
достаточно малого объема вполне удовлетворительно описывается 
уравнением адиабаты (88.5).

Р
p d V + V d p = О,

Продифференцировав (88.5), по­
лучим pyV', ~1d V + V 4d p = 0, от­
куда

Таким образом, тангенс угла на­
клона адиабаты в у  раз больше, 
чем у изотермы.

откуда для изотермы получаем

о
Во всех рассуждениях мы

Рис. 88.1.
v предполагали, что состояние газа 

в каждый момент времени харак­
теризуется определенными значе-

*) Значения const в формулах (88.3) — (88.5), очевидно, различны.



$ 89 . П О Л И Т Р О П И Ч Е С К И Е  П Р О Ц Е С С Ы 283

§ 89, Политропические процессы

П о л и т р о п и ч е с к и м и  называются процессы, при кото­
рых теплоемкость тела остается постоянной. Таким образом, 
условие, которое выполняется в ходе политропического процесса, 
заключается в том, что

С = const. (89.1)

Найдем у р а в н е н и е  п о л и т р о п ы  для идеального газа. 
Напишем уравнение первого начала (84.4) для одного моля газа, 
представив d'Q в виде CdT,  a dU — в виде Cv dT :

CdT =  CydT +  pdV.  (89.2)

В полученное уравнение входят все три параметра: р, V и Т. Один 
из них можно исключить с помощью уравнения состояния. Чтобы 
получить уравнение политропы сразу в переменных р и V, исклю­
чим Т. Для этого продифференцируем соотношение p V = R T :

p d V + V d p = R d T .  (89.3)

Исключив из уравнений (89.2) и (89.3) dT  и произведя приведение 
подобных членов, получим

( C - C v — R )p d V  +  ( C - C y ) V d p ^  0.] (89.4)

Заменив Cv+ #  через Ср (см. (87.11)) и разделив (89.4) на pV,  
придем к дифференциальному уравнению

( С - С р) % + { С - С у ) ! е  =  0. (89.5)

Величины С, Ср и Су являются константами. Поэтому интегри­
рование уравнения (89.5) приводит к соотношению

(С — Ср) In V +  (С— Су) ln p  =  const. (89.6)

Разделив это соотношение на L — С /(ч т о  возможно, если L^=UV) 
и произведя потенцирование, получим

pVn — const, (89.7)
где

(89.8)

Уравнение (89.7) и есть искомое уравнение политропы идеаль­
ного газа для случая, когда СфСу.  Величина (89.8) называется 
п о к а з а т е л е м  п о л и т р о п ы .

Чтобы установить характер политропического процесса при 
C = C V, обратимся к уравнению (89.6). При C = C V это уравнение 
принимает вид (С — Ся)1п У =  const, откуда следует, что У в ходе 
процесса остается постоянным. Таким образом, политропический
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процесс с C = C V является изохорическим процессом. Это можно 
было предвидеть заранее, поскольку Cv=const и представляет 
собой теплоемкость при постоянном объеме, т. е. при изохориче- 
Т а б л и ц а  89.1 ском процессе. Согласно (89.8) показатель

политропы при изохорическом процессе ра­
вен бесконечности.

Остальные рассмотренные в предыдущем 
параграфе процессы также относятся к ка­
тегории политропических процессов. Изо­
барическому процессу соответствует л = 0  
(см. (89.7)), изотермическому — п =  1 и, 
наконец, адиабатическому — п = у .  Значе­
ния показателя политропы п~ для пере­
численных процессов даны в табл. 89.1.

Решив уравнение (89.8) относительно С, получим формулу для 
теплоемкости идеального газа при политропическом процессе:

п С у — С п
С =  - ^ .  (89.9)

Подстановка п = у  обращает выражение (89.9) в нуль (при про­
верке этого утверждения нужно принять во внимание формулу
(87.13)). Следовательно, теплоемкость идеального газа при адиа­
батическом процессе равна нулю. При адиабатическом процессе 
теплоемкость равна нулю для всех тел. Это вытекает из того, что 
при адиабатическом процессе d 'Q = 0, в то время как dT  отличен 
от нуля.

Подстановка п =  1 обращает выражение (89.9) в бесконечность. 
Таким образом, при изотермическом процессе теплоемкость бес­
конечно велика. Это объясняется тем, что при изотермическом про­
цессе d T = 0, в то время как d'Q отличен от нуля.

§ 90. Работа, совершаемая идеальным газом
при различных процессах

Работа, которая совершается при переходе из состояния 1 
в состояние 2  каким-либо телом над внешними телами, равна

V,

Л12= $  pdV  (90.1)
V'i

(см. (84.3)). Чтобы произвести интегрирование, нужно выразить р 
через V. Для этого воспользуемся связью между р и V при различ­
ных процессах.

Уравнение политропы идеального газа (89.7) можно написать 
следующим образом:

р У п =  р Ж = р № ,

Процесс п

Изобарический 0
Изотермический 1
Адиабатический Y
Изохорический 00
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где pi, Vi и р 2, Vi — значения давления и объема газа соответст­
венно в первом (начальном) и втором (конечном) состояниях, р и
V — давление и объем в любом промежуточном состоянии. Выра­
зим в соответствии с этим соотношением давление газа через его 
объем и значения параметров в начальном состоянии 1):

Р =  Pi^r/K".

Подстановка этого выражения в (90.1) дает

Ait =  PlV* 1 % .  (90.2)
V ,

Рассмотрим сначала случай п ф  1; тогда интеграл в (90.2) равен
V,
Г dV 1 (  1 1 \
j  V "  ~ п — 1 V y ?-1 - v T V '

Подставив это значение интеграла в (90.2) и произведя несложные 
преобразования, получим:

4 . - й [ 1- ( г : Г ‘ ]-  (90'3)
Полученное выражение можно преобразовать, воспользовавшись 

тем, что, какой бы процесс ни происходил с идеальным газом, его 
параметры связаны уравнением состояния. В частности, это спра­
ведливо и для начального состояния:

P i V i ^ R T i .  (90.4)

Приняв во внимание (90.4), напишем выражение (90.3) в виде

Выражения (90.3) и (90.5) дают работу, совершаемую идеальным 
газом при любом политропическом процессе, кроме изотермиче­
ского (соответствующего п =  1) 2). В частности, при адиабатическом 
процессе

^ - $ Й М Й П
или

<90-7>
Чтобы вычислить работу идеального газа при изотермическом 

процессе, заменим давление в формуле (90.1) его выражением
J) С таким же успехом можно выразить давление через параметры конечного 

состояния.
2) При п= 1 выражения (90,3) и (90,5) становятся неопределенными.
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через другие величины в соответствии с уравнением состояния. 
В результате получим (Т  можно вынести за знак интеграла, по­
скольку она постоянна):

V,

Итак, работа, совершаемая идеальным газом при изотермическом 
процессе, равна

=  (90.8)

При изобарическом процессе работа, совершаемая любым те­
лом, в том числе и идеальным газом, равна, как следует из (90.1),

A i t = p ( y t- V ^ .  (90.9)

Тот же результат получается, если положить в (90.3) п равным 
нулю. В заключение отметим, что при изохорическом процессе 
работа равна нулю, что справедливо для любых тел.

§ 91. Ван-дер-ваальсовский газ

В § 86 отмечалось, что поведение реальных газов хорошо опи­
сывается уравнением

pVu =  RT  (91.1)

только при малых плотностях, т. е. при не слишком больших дав­
лениях и достаточно высоких температурах (см. (86.8)). С повыше­

нием давления и уменьше­
нием температуры наблю­
даются значительные отсту­
пления от уравнения. Во 
втором столбце табл. 91.1 
приведены значения произ­
ведения pV  для массы азо­
та, занимающей при нор­
мальных условиях объем, 
равный одному литру. Ука­
занные значения даны для 
различных давлений и од­
ной и той же температу­
ры 0°С.

В соответствии с уравнением (91.1) произведение pV  при неиз­
менной температуре должно оставаться постоянным. В действи­
тельности, как видно из таблицы, при давлениях порядка 200 атм 
наблюдаются заметные отклонения, которые, непрерывно возра­
стая с увеличением давления, достигают ври 1000 атм более 100%.

Т а б л и ц а  91.1

р, атм pV, атм-л ( Р + Т г )  атм л

1 1,000 1,000100 0,994 1,000200 1,048 1,009
500 1,390 1,0141000 2,069 0,893
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Эти отклонения не представляются удивительными, поскольку при 
увеличении плотности начинают играть все большую роль объем 
молекул и взаимодействие между ними.

Для описания поведения газов в широком интервале плотностей 
было предложено много различных уравнений. Самым простым из 
них и вместе с тем дающим достаточно хорошие результаты оказа­
лось уравнение Ван-дер-Ваальса. Это уравнение получено путем 
внесения поправок в уравнение (91.1) и имеет следующий вид:

где р — давление, оказываемое на газ извне (равное давлению 
газа на стенки сосуда), а и b — константы Ван-дер-Ваальса, имею­
щие для разных газов различные значения, определяемые опытным 
путем. Если давление выражено в паскалях, а объем — в куби­
ческих метрах на моль, то константа а измеряется в Па-м“/моль2, 
а константа b — в м3/моль. Иногда константу а выражают в 
атм-л2/моль2, а константу b — в л/моль.

Из-за взаимного притяжения между молекулами газ как бы 
сжимается большим давлением, чем давление р, оказываемое на 
газ стенками сосуда, в котором он заключен. Поправка а/У„ харак­
теризует ту добавку к внешнему давлению, которая обусловлена 
взаимным притяжением молекул друг к другу. Заметное воздей­
ствие молекул друг на друга осуществляется в пределах небольших 
расстояний, называемых р а д и у с о м  м о л е к у л я р н о г о  
д е й с т в и я .  Сила взаимного притяжения двух элементарных 
объемов, имеющих размеры порядка этого радиуса, пропорцио­
нальна как числу молекул, заключенных в одном из объемов, так 
и числу молекул, заключенных в другом объеме. Каждое из этих 
чисел в свою очередь пропорционально числу молекул в единице 
объема, т. е. обратно пропорционально объему газа. Этими сооб­
ражениями можно пояснить то обстоятельство, что поправка к 
давлению в (91.2) имеет вид a!V\.

Вследствие того, что молекулы обладают конечным объемом, 
пространство, доступное для движения молекул, оказывается мень­
шим, чем объем сосуда Ум. Поправка b в (91.2) характеризует ту 
часть объема, которая недоступна для движения молекул. Она 
равна нескольким суммарным объемам молекул, содержащихся 
в моле газа.

Уравнение (91.2) написано для одного моля газа. Чтобы перейти 
к уравнению для произвольной массы т, нужно учесть, что v молей 
газа при тех же условиях занимают в v раз больший объем: V = \ V U. 
Заменив в (91.2) Ум через V/v, получим

(91.2)



28а Г Л .  X .  П Р Е Д В А Р И Т Е Л Ь Н Ы Е  С В Е Д Е Н И Я

Умножив это уравнение на v и введя обозначения
а' = \ 2а, b'=vb,  

приходим к уравнению Ван-дер-Ваальса для v молей:

(91.3)

( p + £ ) ( V - b ' )  =  vRT. (91.4)

Буквами а' и Ь' обозначены константы Ван-дер-Ваальса для v 
молей. Их связь с а и б  дается соотношениями (91.3). Константа 
а' измеряется в Па-м9, константа b' имеет размерность объема.

Насколько уравнение Ван-дер-Ваальса лучше передает пове­
дение газов, чем уравнение (91.1), можно судить по данным, при­
веденным в табл. 91.1. В третьем столбце таблицы даны значения
величины ( p +ргг)  (У- Ь’)1) для той же массы азота, для которой
даны во втором столбце значения pV.  Как видно из таблицы, урав­
нение Ван-дер-Ваальса гораздо лучше согласуется с экспериментом, 
чем уравнение (91.1).

В соответствии с тем фактом, что все реальные газы с умень­
шением плотности приближаются по своим свойствам к идеаль­
ному газу, уравнение Ван-дер-Ваальса в пределе, при стремлении 
объема к бесконечности, переходит в уравнение (91.1). В этом 
можно убедиться, вынеся в уравнении (91.4) р и V за скобки:

и приняв во внимание, что произведение pV  остается примерно 
постоянным.

Реальные газы следуют уравнению Ван-дер-Ваальса лишь 
приближенно. Воображаемый газ, точно подчиняющийся уравне­
нию (91.2), называется ван-дер-ваальсовским.

Внутренняя энергия ьан-дер-ваальсовского газа должна вклю­
чать в себя, кроме кинетической энергии молекул, энергию взаимо­
действия между молекулами. Для нахождения внутренней энергии 
ван-дер-ваальсовского газа воспользуемся тем обстоятельством, 
что работа, совершаемая при расширении газа против сил взаимного 
притяжения молекул друг к другу, равна приращению энергии 
взаимодействия: d 'A = d E p. Силы взаимного притяжения между 
молекулами учтены в уравнении (91.2) с помощью добавки к дав­
лению, равной а/К'м- Соответственно работа против сил взаимодеп- 
cibHH между молекулами может быть представлена в виде (alVi)dV4 
(подобно этому работа, совершаемая газом против внешних сил, 
определяется выражением р dV). Таким образом,

J) В соответствии с (91.4) эта величина должна быть постоянной.
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Интегрирование этого выражения дает, что

Ер =  — тг- +  const. (91.5)
г  '  м

Внутренняя энергия ван-дер-ваальсовского газа зависит как 
от объема, так и от температуры. Следовательно, выражение для 
(Ум имеет вид

U* =  f V ) - y -у И

(мы включили const выражения (91.5) в f(T)). Это выражение в 
пределе при стремлении объема к бесконечности должно перехо­
дить в выражение (87.6) для внутренней энергии идеального газа. 
Следовательно, f ( T ) = C vT

Итак, внутренняя энергия моля ван-дер-ваальсовского газа 
определяется формулой

UM =  CVT - J ~ .  (91.6)v И

Внутренняя энергия v молей будет в v раз больше:

U =  xCvT — у -  (91.7)

(мы учли, что v 2a=a '  и v F H=  V). По формулам (91.6) и (91.7) можно 
находить приближенные значения внутренней энергии реальных 
газов.

§ 92, Барометрическая формула

Атмосферное давление на какой-либо высоте А обусловлено ве­
сом вышележащих слоев газа. Обозначим буквой р давление на 
высоте А. Тогда давление на высоте h+dh  будет p+dp ,  причем если 
dh больше нуля, то dp будет меньше нуля, так как вес вышележа­
щих слоев атмосферы, а следовательно, и давление с высотой убы­
вают. Разность давлений р и p + d p  равна весу газа, заключенного 
в объеме цилиндра с площадью основания, равной единице, и 
высотой dh (рис. 92.1):

р —  ( p + d p )= p g  dh,
где р — плотность газа на высоте А. Отсюда

d p = —pg dh. (92.1)

В § 86 отмечалось, что при условиях, близких к нормальным, 
воздух мало отличается по своему поведению от идеального газа. 
Поэтому плотность воздуха можно вычислять по формуле (86.8).

1 0  И .  В .  С а в е л ь е в ,  т ,  1
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Подстановка этого выражения в (92.1) дает

dp —— (92.2)

Входящая в эту формулу величина М численно равна средней 
молекулярной массе воздуха, определенной с учетом процентного 
содержания в воздухе азота, кислорода и других газов.

Из (92.2) следует, что

Температура Т  является некоторой функцией от h. Если вид этой 
функции известен, уравнение (92.3) можно проинтегрировать и

найти зависимость р от h. Для случая, когда температура постоянна, 
т. е. для изотермической атмосферы, интегрирование уравнения
(92.3) приводит к соотношению

где С — константа (здесь удобно обозначить постоянную инте­
грирования через In С), Потенцируя полученное выражение, на­
ходим, что

Подставив сюда h-О ,  получим, что С = р 0, где р0 — давление на 
высоте ft=0 .

Таким образом, при сделанном нами допущении о постоянстве 
температуры зависимость давления от высоты выражается формулой

Эта формула называется б а р о м е т р и ч е с к о й .  Из нее сле­
дует, что давление убывает с высотой тем быстрее, чем тяжелее газ 
(чем больше М)  и чем ниже температура. На рис. 92.2 изображены 
две кривые вида (92.4), которые можно трактовать либо как соот­
ветствующие разным М  (при одинаковой Т), либо как отвечающие 
разным Т  (при одинаковой М).

(92.3)

Р

h

Рис. 92.1. Рис. 92.2.

ln p  =  — ^ + l n C ,

(  M g h \  p = p 0e x p ( . - - ^ r j . (92.4)
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СТАТИСТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА

§ 93. Некоторые сведения из теории вероятностей

Пусть имеется некоторая макроскопическая система 1), находя­
щаяся в заданном состоянии. Предположим, что какая-то характер­
ная для системы величина х может иметь дискретные значения:

Осуществим над системой очень большое число N измерений 
величины х, приводя систему перед каждым измерением в одно 
и то же исходное состояние. Вместо того, чтобы производить повтор­
ные измерения над одной и той же системой, можно взять N  оди­
наковых систем, находящихся в одном и том же состоянии, и осу­
ществить однократное измерение величин^ х у всех этих систем. 
Такой набор одинаковых систем, находящихся в одинаковом со­
стоянии, называется с т а т и с т и ч е с к и м  а н с а м б л е м .

Допустим, что Ni  измерений дали результат Xu N$ измерений — 
результат х2, ... , Nt измерений — результат и т. д. { =  N —  
числу систем в ансамбле). Величина Ni/N  именуется о т н о с и ­
т е л ь н о й  ч а с т о т о й  появления результата x it а предел 
этой величины, получающийся при стремлении N  к бесконечности, 
т. е.

называется в е р о я т н о с т ь ю  п о я в л е н и я  р е з у л ь т а ­
т а х ; .  В дальнейшем для упрощения формул мы будем выражение 
для вероятности писать в виде NJN,  подразумевая, что произво­
дится предельный переход при оо.

Поскольку i =  N,  то

J) Макроскопической называется система, образованная огромным числом 
микрочастиц (молекул, атомов, ионов, электронов).

(93.1)

(93.2)

ю *



т. е. сумма вероятностей всех возможных результатов измерения 
равна единице.

Вероятность получить результат хг либо х к равна
г> + N,-  . N f r  р . р

•Г»  или к — Л

Таким образом, мы пришли к т е о р е м е  о с л о ж е н и и  ве­
р о я т н о с т е й ,  которая утверждает, что

Pi или к = Р i 4* Рk' (93.3)
Пусть система характеризуется значениями двух величин х н у ,  

причем обе величины могут принимать дискретные значения, 
вероятности появления которых равны

=  и Р ( у к ) = ^ .

Найдем вероятность P ( x i ,  у к )  того, что при некотором измерении 
для х  будет получен результат x i t  а для у  — результат у к . Резуль­
тат X i  получится в числе измерений, равном N  ( x t ) = P  ( X i ) N .  Если 
значение величины у  не зависит от значения величины х ,  то резуль­
тат у к будет получаться одновременно с x t в числе случаев, равном

N  (*/, у к )  =  N  ( X ; )  ■ Р  ( у к ) =  ( P  ( X f )  N )  Р  ( у к )

( N  ( X i )  играет для у  роль N ) .  Искомая вероятность равна

P ( x i ,  У к ) = ^ Ц ^  =  Р { ^ Р ( У к ) -

Мы пришли к т е о р е м е  об у м н о ж е н и и  в е р о я т н о ­
стей,  согласно которой в е р о я т н о с т ь  о д н о в р е м е н н о г о  п о я в л е н и я  

с т а т и с т и ч е с к и  н е з а в и с и м ы х  с о б ы т и й  р а в н а  п р о и з в е д е н и ю  в е р о я т н о ­

с т е й  э т и х  с о б ы т и й :

р (Х[, ук) =  Р (х,) р  (ук). (93.4)
Зная вероятности появления различных результатов измере­

ния, можно найти среднее значение всех результатов. По опреде­
лению среднего

< Х >  =  Щ * 1  =  2 Р . Х .. (93.5)

Распространим полученные результаты на случай, когда ха­
рактеризующая систему величина х  может принимать непрерывный 
ряд значений от 0 до оо. В этом случае говорят, что величина х  

имеет сплошной (или непрерывный) спектр значений (в предыду­
щем случае спектр значений был дискретным).

Возьмем очень малую величину а  (скажем, а=Ю-в) и найдем 
число измерений AN 0, при которых 0<л:<а, ДЛ̂ , при которых 
а < . х < 2 а ,  . . .  , ДN x , при которых результат измерений находится 
в интервале от х  до х \ а ,  и т. д. Вероятность того, что результат
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измерений окажется в интервале от нуля до а ,  равна A P 0= A N 0/ N ,  

в интервале от а  до 2a  A P ^ A N J N ,  , в интервале от х  до (х+а) 
A P X = A N X/ N .  Начертим ось х  и отложим вверх от нее полоски 
ширины а  и высоты ДP j a  (рис. 93.1, а). Полученная столбчатая 
диаграмма называется г и с т о г р а м м о й .  Площадь полоски, 
левый край которой имеет координату х ,  равна ДР х , а площадь 
всей гистограммы — единице (см. (93.2)).

Площадь = А Р* Пч/

х  х - т

а )

Рис. 93.1.

Гистограмма наглядно характеризует вероятность получения 
результатов измерений, заключающихся в различных интервалах 
ширины а .  Чем меньше ширина интервала а ,  тем детальнее будет 
охарактеризовано распределение вероятностей значений вели­
чины х .  В пределе при а - * -  0 ступенчатая линия, ограничивающая 
гистограмму, превратится в гладкую кривую (рис. 93.1, б). Функ­
ция /(*), определяющая аналитически эту кривую, называется 
ф у н к ц и е й  р а с п р е д е л е н и я  в е р о я т н о с т е й .

В соответствии со способом построения кривой распределения 
площадь столбика ширины d x  (см. рис. 93.1, б )  равна вероятности 
того, что результат измерения окажется в пределах от х  до x + d x .  

Обозначив эту вероятность через d P x , можно написать, что
d P x = f ( x ) d x .  (93.6)

Индекс ш> при d P  указывает на то, что имеется в виду вероятность 
для интервала, левый край которого лежит в точке с координатой х .  

Площадь, ограниченная кривой распределения, так же как и 
площадь гистограммы, равна единице. Это означает, что

l f ( x ) d x = \ d P x = \ .  (93.7)
Интегрирование производится по всему интервалу возможных зна­
чений величины х .  Формула (93.7) является аналогом формулы (93.2).

Зная функцию распределения f ( x ) ,  можно найти среднее значе­
ние результатов измерения величины х .  В d N x = N  d P x  случаях 
получается результат, равный х .  Сумма таких результатов опре­
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деляется выражением x d N x = x N  d P x . Сумма всех возможных 
результатов равна  ̂x d N x  = \ x N  d P x . Разделив эту сумму на число 
измерений N ,  получим среднее значение величины х :

< X > = $ x d P x . (93.8)
Эта формула является аналогом формулы (93.5).

Подставив в (93.8) выражение (93.6) для d P x , придем к формуле
<*> =  J x f  (х) d x .  (93.9)

Аналогичные рассуждения дают, что среднее значение некоторой 
функции <р(я) можно вычислить по формуле

(93.10)

(93.11)

Например,
<Ф (*)> =  $ Ф (*) / ( * ) d x - 

<х2> =  J х *  f  (л-) d x .

§ 94, Характер теплового движения молекул

z
LI

Если газ находится в равновесии, молекулы движутся совер­
шенно беспорядочно, хаотически. Все направления движения рав­

новероятны, ни одному из них не может 
быть отдано предпочтение перед другими. 
Скорости молекул могут быть самыми раз­
личными по величине. При каждом соуда­
рении с другими молекулами величина ско­
рости данной молекулы должна, вообще го­
воря, изменяться, причем с равной вероят­
ностью она может как возрасти, так и 
уменьшиться.

Изменение скоростей молекул при стол­
кновениях происходит случайным образом. 
Может случиться, что какая-то молекула в 
целом ряде последовательных соударений 
будет получать энергию от своих партнеров 
по столкновениям, в результате чего ее энер- 

(г). Однако, даже если 
представить себе такой совершенно фантастический случай, при 
котором все молекулы газа остановятся, передав свою энергию 
одной-единственной молекуле, то и тогда энергия этой молекулы, 
а следовательно, и ее скорость, будет конечна. Таким образом, 
скорость молекул газа вообще не может иметь значений, начиная 
с некоторого v mAX до оо. Учитывая, что процессы, которые привели

Рис. 94.1,
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бы к сосредоточению на одной молекуле заметной доли суммар­
ной энергии всех молекул, маловероятны, можно утверждать, что 
слишком большие по сравнению со средним значением скорости 
могут реализоваться крайне редко. Точно так же практически 
исключено, что в результате соударений скорость молекулы станет 
равной точно нулю. Следовательно, очень малые и очень большие 
по сравнению со средним значением скорости маловероятны, при­
чем вероятность данного значения v  стремится к нулю как при v  О, 
так и при и оо. Из сказанного следует, что скорости молекул 
группируются в основном вблизи некоторого наиболее вероятного 
значения.

Хаотичность движения молекул можно сделать наглядной с по­
мощью следующего приема. Окружим точку О  сферой произволь­
ного радиуса г  (рис. 94.1). Любая точка А  на этой сфере определяет 
направление от О к Л. Следовательно, направления, в которых 
движутся в некоторый момент времени молекулы газа, могут быть 
заданы точками на сфере. Равновероятность всех направлений 
приводит к тому, что точки, изображающие направления движения 
молекул, распределяются по сфере с постоянной плотностью, рав­
ной числу рассматриваемых молекул N , деленному на поверхность 
сферы 4лг2. Соударения приводят к изменению направлений дви­
жения молекул, в результате чего положения N  точек на сфере 
непрерывно меняются. Однако вследствие хаотичности движения 
плотность точек в любом месте сферы остается все время постоянной.

Число возможных направлений в пространстве бесконечно 
велико. Реализуется же в каждый момент времени конечное число 
направлений, равное рассматриваемому количеству молекул. По­
этому постановка вопроса о числе молекул, имеющих заданное (изоб­
ражаемое точкой на сфере) направление движения, лишена смысла. 
Действительно, поскольку число возможных направлений беско­
нечно велико, а число молекул конечно, вероятность того, что в 
строго определенном направлении летит хотя бы одна молекула, 
равна нулю. Правомерна постановка вопроса о том, какое коли­
чество молекул движется в направлениях, близких к данному 
(определяемому точкой А  на сфере). Таким направлениям соот­
ветствуют все точки элемента поверхности сферы A S ,  взятого в 
окрестности точки А  (см. рис. 94.1). Поскольку точки, изобража­
ющие направления движения молекул, распределены по сфере 
равномерно, в пределах A S  окажется количество точек, равное

A N ^ N l § s -  (94Л>

Индекс А  при A N  указывает на то, что имеются в виду молекулы, 
направления движения которых близки к направлению, опреде­
ляемому точкой А .
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Отношение A S f r 2 есть телесный угол AQ, опирающийся на 
площадку A S .  Поэтому формулу (94.1) можно записать следующим 
образом:

Д N a  =  N ^ .  (94.2)

Здесь ДЙ — телесный угол, в пределах которого заключены направ­
ления движения рассматриваемых молекул. Напомним, что 4 п  

есть полный телесный угол (отвечающий всей поверхности сферы).

Направление отрезка О А  можно задать с помощью полярного 
угла Ф и азимутального угла <р (рис. 94.2). Следовательно, направ­
ления движения молекул газа можно охарактеризовать, задав 
для каждой молекулы значения углов 9 и ip, отсчитываемых от 
некоторого фиксированного направления О г  (в качестве такого 
направления можно взять, например, направление нормали к по­
верхности сосуда, в котором заключен газ) и проведенной через 
него плоскости Р 0.

Окружим начало координат О  сферой радиуса г и найдем эле­
мент d S  сферы, соответствующий приращениям d b  и dcp углов 
и ф (рис. 94.3). Рассматриваемый элемент представляет собой пря­
моугольник со сторонами г  d §  и rsin$d(p. Таким образом,

d S = r 2s i n b  d d  dq>. (94.3)
Полученное выражение дает элемент поверхности r=const в сфе­
рической системе координат.

Разделив выражение (94.3) на г 2, найдем элемент телесного 
угла, отвечающий интервалам углов от -Э до и от фдоср+ с̂р:

d & v ,  ф =  sin b d §  d y .  (94.4)
Две сферы с радиусами г  и r + d r ,  два конуса с углами раствора 

■& и и две плоскости, образующие с Р 0 углы ф и ф+^ф, выде­
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ляют в пространстве прямоугольный параллелепипед со сторонами 
r d d ,  г  sinOd(pH d r  (см. рис. 94.3). Объем этого параллелепипеда

d V = r 2s ' m b  d r d f t d q »  (94.5)
представляет собой элемент объема в сферической системе коорди­
нат (объем, отвечающий приращению координат г ,  &, ф на d r ,  d b

И ^ ф ) .
Перейдя в (94.2) от дельт к дифференциалам и подставив выра­

жение (94.4) для d Q ,  придем к формуле:

d N « ,  ф =  N  =  N  sin . (94.6)

Индексы $ и ф при d N  указывают на то, что имеются в виду моле­
кулы, направления движения которых отвечают интервалам углов 
от д до и от ф до ф+^ф.

§ 95. Число ударов молекул о стенку

Рассмотрим находящийся в равновесии газ, заключенный в н е г  

котором сосуде. Возьмем элемент поверхности сосуда A S  и подсчи­
таем число ударов молекул об этот элемент 
за время A t .

Выделим из N  молекул, заключенных в со­
суде, те d N v  молекул, величина скорости ко­
торых заключена в пределах от у до v + d v .

Из числа этих молекул направления дви­
жения, заключенные внутри телесного угла 
dQ, будет иметь количество молекул, равное

d N o . b . ^ d N , - ^ * .  (95.1)

(см. (94.6)). Из выделенных таким образом мо­
лекул долетят за время A t  до площадки A S  

и ударятся о нее 1) молекулы, заключенные 
в косом цилиндре с основанием A S  и высотой v  cosft A t  (рис. 95.1).

*) Можно, казалось бы, возразить, что часть этих молекул на своем пути к 
стенке претерпит столкновения с другими молекулами, вследствие чего изменит 
направление своего движения и не достигнет площадки AS.  Однако соударения не 
нарушают хаотического характера движения молекул: переход некоторого коли­
чества молекул из группы, движущейся по направлению к стенке, в группы, дви­
жущиеся в других направлениях, сопровождается одновременным переходом та­
кого же числа молекул из других групп в группу, движущуюся по направлению 
к стенке. Поэтому при вычислении количества молекул, долетающих до стенки, 
соударения молекул друг с другом можно не принимать во внимание,
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Количество этих молекул равно
dQл _ ASv  cos Ф Дt

d v v , e, q> =  d N v  ў  (95.2)
(У — объем сосуда). Чтобы получить полное число ударов молекул 
о площадку A S ,  нужно просуммировать выражение (95.2) по телес­
ному углу 2л (отвечающему изменениям й от 0 до я/2 и изменениям 
Ф от 0 до 2л) и по скоростям в пределах от 0 Д01%ах, гдеитах— наи­
большая скорость, которой могут обладать молекулы в данных 
условиях (см. предыдущий параграф).

Начнем с суммирования по направлениям. Для этого предста­
вим d Q  в виде sin ft dftdф (см. (94.4)) и произведем интегрирование 
выражения (95.2) по ft в пределах от 0 до п / 2  и по ф в пределах 
от 0 до 2л:

Я / 2  2 я

d v v  =  d N v ' ^ S' А~ J cos ̂  s’n ̂  d b  j  ̂ ф.
о О

Интегрирование по d y  дает 2л, интеграл по dft равен 1/2. Следова­
тельно,

d v v  =  d N * v4 f A t . (95.3)

Это выражение дает число ударов о площадку A S  за время A t  

молекул, летящих в направлениях, заключенных в пределах телес­
ного угла 2л, и имеющих величину скорости от v  до v - \ - d v .

Суммирование по скоростям дает полное число ударов молекул 
о площадку A S  за время A t :

° ш а х

=  v d N v . (95.4)
о

Выражение
^тп ах

Ж  I  о " .

представляет собой среднее значение величины скорости V. Заменив 
в (95.4) интеграл произведением N < . v > ,  получим, что

VA5, д< =  N < v >  =  ±  A S  A t  n  < v > .  (95.5)
Здесь n = N / V  есть число молекул газа в единице объема.

Наконец, разделив выражение (95.5) на A S  и A t ,  найдем число 
ударов молекул газа об единицу поверхности стенки в единицу 
времени:

v =  - |-n<u> . (95.6)
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Полученный результат означает, что число ударов пропорционально 
количеству молекул в единице объема («концентрации» молекул) 
и среднему значению величины скорости молекул J). Заметим, что 
величина (95.6) представляет собой плотность потока молекул, 
падающего на стенку.

Представим себе в газе воображаемую единичную площадку. 
Если газ находится в равновесии, через эту площадку будет 
пролетать в обоих направлениях в среднем одинаковое коли­
чество молекул, причем количество моле­
кул, пролетающих в единицу времени в 
каждом из направлений, также определя­
ется формулой (95.6).

С точностью до числового коэффициента 
выражение (95.6) может быть получено с по­
мощью следующих упрощенных рассужде­
ний. Допустим, что молекулы газа движут­
ся только вдоль трех взаимно перпендику­
лярных направлений. Если в сосуде содер­
жится N  молекул, то в любой момент 
времени вдоль каждого из направлений 
будет двигаться N 1 3 молекул, причем половина из них (т. е. Л76 
молекул) движется вдоль данного направления в одну сторону, 
половина в другую. Следовательно, в интересующем нас направ­
лении (например, по нормали к данному элементу Д5 стенки сосуда) 
движется 1/6 часть молекул.

Предположим, кроме того, что все молекулы движутся с одина­
ковой скоростью, равной <и>. Тогда за время A t  до элемента стенки 
A S  долетят все движущиеся по направлению к нему молекулы, 
заключенные в объеме цилиндра с основанием A S  и высотой 
<и> A t  (рис. 95.2). Число этих молекул равно Av= ( n / 6 ) A S < . v > A t .  

Соответственно число ударов об единичную площадку в единицу 
времени оказывается равным

V = - g r t < U > . (95.7)

Полученное выражение отличается от (95.6) лишь значением чис­
лового множителя (1/6 вместо 1/4).

Сохранив предположение о движении молекул в трех взаимно 
перпендикулярных направлениях, но отказавшись от допущения 
об одинаковости скоростей молекул, следует выделить из числа 
молекул в единице объема те d n v  молекул, скорости которых лежат 
в интервале от v  до v + d v .  Количество молекул, имеющих такие

J) Имеется в виду модуль скорости. Среднее значение вектора скорости моле­
кул в случае равновесия газа равно нулю.
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скорости и долетающих до площадки A S  за время A t ,  равно
d v v  =  -i- d n v  A S  v  A t . (9 5 .8 )

Полное число ударов получим, проинтегрировав выражение (95.8) 
по скоростям:

m̂ax
A v  =  j j  d v v  = A S  A t  J v d n v  =  ^  A S  A t  t i < . v > .

о
Наконец, разделив Av на AS и A t ,  получим формулу (95.7). Таким 
образом, предположение об одинаковости скоростей молекул не 
влияет на результат, получаемый для числа ударов молекул о 
стенку. Однако, как мы увидим в следующем параграфе, это пред­
положение изменяет результат вычислений давления.

§ 96. Давление газа на стенку
Стенки сосуда, в котором заключен газ, подвергаются непре­

рывной бомбардировке молекулами. В результате элементу стенки
A S  сообщается за секунду некоторый им­
пульс, который равен силе, действующей 
на AS. Отношение этой силы к величине 
AS дает давление, оказываемое газом на 
стенки сосуда. Вследствие хаотичности дви­
жения молекул давление газа на различные 
участки стенок сосуда одинаково (разуме­
ется, при условии, что газ находится в 
равновесном состоянии).

Если предположить, что молекулы от­
скакивают от стенки по закону зеркаль­
ного отражения (й0тР=йпад)и величина ско­
рости молекулы не изменяется *), то им­
пульс, сообщаемый при ударе стенке мо­

лекулой, будет равен 2mucosft (рис. 96.1; т  — масса молекулы). 
Этот импульс направлен по нормали к площадке. Каждая и з ^ , #1 ф 
молекул (см. (95.2)) сообщает стенке импульс 2m v  cos ft, а все 
эти молекулы — импульс

^ 0, ф 2mv2 cos2 f t  AS At
4л

Просуммируем полученное выражение по направлениям в пре­
делах телесного угла 2я (отвечающего изменениям ft от 0 до л/2 и

J) В действительности взаимодействие молекул со стенкой сосуда носит более 
сложный характер (см. стр. 417), и сделанные нами предположения справедливы 
лишь в среднем для большого числа ударов.



изменениям ср от 0 до 2л). В результате получим импульс, сообщае­
мый молекулами, скорости которых имеют величину от v  до v + d v :

л / 2  2 Я

d K v  =  d N v 2m^ - -  j  cos2 ft sin ft dft j  dcp 
о 0

(мы подставили выражение (94.4) для dQ). Интегрирование по dcp  

дает 2л, интеграл по dft равен 1/3. Следовательно,
■ тг j  i t  m v 2 AS Д< 

d K v  —  d N v — зр—  .

Проинтегрировав это выражение по скоростям от 0 до итах, полу­
чим полный импульс, сообщаемый площадке A S  за время Дt :

D m a x

А К  =  - J & d N v . (96.1)
о

Выражение
0 m a x

о
представляет собой среднее значение квадрата скорости молекул. 
Заменив в (96.1) интеграл произведением Af<u2>, получим, что

ДК =  N  < v 2>  =  j n m  < v 2>  A S  A t

( n = N / V  есть число молекул в единице объема). Наконец, разделив 
это выражение на A S  и A t ,  получим давление газа на стенки сосуда:

1 . 2 т<у2> ,г,~
p  =  j  «т <и2> =  — /г —̂ :-. (96.2)

Масса всех молекул по предположению одинакова. Поэтому ее 
можно внести под знак среднего. В результате выражение (96.2) 
примет вид

2 m v 2 1 2 „ . . / п г
Р  — п \ 2  / — "з" пост ’ (96.3)

где <епост> — среднее значение кинетической энергии поступа­
тельного движения молекул.

Получим выражение для давления, исходя из упрощенных 
представлений, которые привели нас к формуле (95.7). Согласно 
этим представлениям каждая молекула сообщает стенке при ударе 
импульс 2т<у>. Умножив этот импульс на число ударов (см. (95.7)), 
получим импульс, сообщаемый единичной площадке в единицу
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времени, т. е. давление. Таким образом, получается формула

р =  -|гп<у>-2т<у> =  -̂шп<и>2. (96.4)

Эта формула отличается от (96.2) тем, что вместо среднего квадрата 
скорости <и2> стоит квадрат средней скорости <и>2. Впоследствии 
(см. § 97) мы убедимся в том, что эти две величины отличаются 
друг от друга, т. е. <и2>=?Ки>2.

При более аккуратном подсчете нужно число молекул, опреде­
ляемое формулой (95.8), умножить на 2m v  и затем произвести сум­
мирование по всем р .  В результате получится импульс, сообщаемый 
площадке A S  за время Дt :

V V
m a x  m a x

Д/С =  J ^ d t i v  A S  A t  - 2 m v  =  A S  A t  m  J v 2 d n v  =  ~  A S  A t n m < . v 2> .  

о о
Разделив это выражение на A S  и A t ,  получим для давления формулу 
(96v2). Таким образом, исходя из упрощенного представления
о движении молекул вдоль трех взаимно перпендикулярных на­
правлений, мы получили точное выражение для давления. Это 
объясняется тем, что указанное упрощение приводит, с одной 
стороны, к занижению числа ударов молекул о стенку (1/6и<и> 
вместо l/4n<w>, см. (95.6) и (95.7)), а с другой — к завышению им­
пульса, передаваемого стенке при каждом ударе. При упрощенном 
выводе мы принимали, что при каждом ударе стенке сообщается 
импульс, равный 2m v .  В действительности же величина сообщаемого 
стенке импульса зависит от угла ■&, вследствие чего средний им­
пульс, сообщаемый при одном ударе, равен l / 3m v .  В итоге обе не­
точности взаимно компенсируют друг друга и, несмотря на упрощен­
ность рассмотрения, получается точное выражение для давления.

§ 97. Средняя энергия молекул
Напишем рядом полученное в предыдущем параграфе выражение 

(96.3) для давления и уравнение состояния идеального газа (86.7):

Р  —  "g- П  “чвпост̂ > Р  nkT•

Из сравнения этих выражений следует, что

<епост> =  1 ^ -  (97- 0

Итак, мы пришли к важному выводу: а б с о л ю т н а я  т е м п е р а т у р а  

е с т ь  в е л и ч и н а ,  п р о п о р ц и о н а л ь н а я  с р е д н е й  э н е р г и и  п о с т у п а т е л ь н о г о  

д в и ж е н и я  м о л е к у л .  Поступательно движутся только молекулы 
газа. Для жидких и твердых тел средняя энергия молекул пропор­
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циональна абсолютной температуре лишь в том случае, когда дви­
жение молекул имеет классический характер. В квантовой области 
пропорциональность между средней энергией молекул и абсолютной 
температурой перестает соблюдаться.

Выражение (97.1) замечательно в том отношении, что средняя 
энергия оказывается зависящей только от температуры и не зависит 
от массы молекулы.

Поскольку <епост>=<ти2/2>= (т/2)<1>2>, из (97.1) вытекает, что
<d2> =  3 k T / m .  (97.2)

Представив и2 в виде суммы квадратов компонент скорости, можно 
написать:

< v 2>  =  < м 1 >  +  < v 2y  + < v j y .

Вследствие равноправности всех направлений движения выпол­
няется равенство

<и|> =  <и2> =
С учетом этого находим, что

=* V3 <̂ 2> =  k T  / т .  (97.3)
Формула (97.1) определяет энергию только поступательного 

движения молекулы. Однако наряду с поступательным движением 
возможны также вращение молекулы и колебания атомов, входящих 
в состав молекулы. Оба эти вида движения связаны с некоторым 
запасом энергии, определить который позволяет устанавливаемое 
статистической физикой положение о равнораспределении энергии 
по степеням свободы молекулы.

Ч и с л о м  с т е п е н е й  с в о б о д ы  м е х а н и ч е с к о й  с и с т е м ы  н а з ы в а е т с я  

к о л и ч е с т в о  н е з а в и с и м ы х  в е л и ч и н ,  с  п о м о щ ь ю  к о т о р ы х  м о ж е т  б ы т ь  

з а д а н о  п о л о ж е н и е  с и с т е м ы .  Так, положение в пространстве матери­
альной точки полностью определяется заданием значений трех ее

координат (например, декартовых 
координат х ,  у ,  г  или сферических 
координат г, •&, ф и т. д.). В соот­
ветствии с этим материальная точка 
имеет три степени свободы.

Положение абсолютно твердо­
го тела можно определить, задав

х 2>У212&

Рис. 97.2.

три координаты его центра масс ( х ,  у ,  z ) ,  два угла {f и ф, указы­
вающих направление какой-либо оси, связанной о телом и прохо­
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дящей через его центр масс (рис. 97.1), и, наконец, угол г|\ опре­
деляющий направление второй связанной с телом оси, перпенди­
кулярной к первой. Таким образом, абсолютно твердое тело имеет 
шесть степеней свободы. Изменение координат центра масс при 
неизменных углах 4, ф и if обусловливается поступательным дви­
жением твердого тела. Поэтому соответствующие степени свободы 
называются п о с т у п а т е л ь н ы м и .  Изменение любого нз 
углов ft, ф, ■ф при неизменном положении центра масс обусловли­
вается вращением тела, в связи с чем соответствующие степени 
свободы называются в р а щ а т е л ь н ы м и .  Следовательно, из 
шести степеней свободы абсолютно твердого тела три являются 
поступательными и три — вращательными.

Система из N  материальных точек, между которыми нет жестких 
связей, имеет 3N  степеней свободы (положение каждой из N  точек

Рис. 97.3.

О '

о — о-

/
О "

/

У /
-тГ------- -о— о

о '

Рис. 97.4.

должно быть задано тремя координатами). Любая жесткая связь, 
устанавливающая неизменное взаимное расположение двух точек, 
уменьшает число степеней свободы на единицу. Так, например, 
если система состоит из двух материальных точек, расстояние I  

между которыми остается постоянным (рис. 97.2), то число степеней 
свободы системы равно пяти. В самом деле, в этом случае между 
координатами точек имеется соотношение

{ Х г— Х г ) 2+  ( у  2—yi)2+  ( 2 3— 2i)2= /2, (97.4)
вследствие чего координаты не будут независимыми: достаточно 
задать любые пять координат, шестая определится условием (97.4). 
Чтобы классифицировать эти пять степеней свободы, заметим, что 
положение системы, состоящей из двух жестко связанных матери­
альных точек, можно определить следующим образом: задать три 
координаты центра масс системы (рис. 97.3) и два угла ft и ф, кото­
рыми определяется направление в пространстве оси системы (т. е. 
прямой, проходящей через обе точки). Отсюда следует, что три 
степени свободы будут поступательными и две — вращательными. 
Вращательные степени свободы соответствуют вращениям вокруг
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двух взаимно перпендикулярных осей О ' О '  и 0 " 0 " ,  перпендику­
лярных к оси системы 0 0  (рис. 97.4). Вращение вокруг оси 0 0  

для материальных точек лишено смысла.
Если две материальные точки связаны не жесткой связью, 

а упругой (т. е. так, что всякое изменение равновесного расстоя­
ния г 0 между точками влечет за собой возникновение сил, стремя­
щихся установить между точками первоначальное расстояние), 
то число степеней свободы будет равно шести. Положение системы 
в этом случае можно определить, 
задав три координаты центра масс 
(рис. 97.5), два угла Э,ф и рассто­
яние между точками г . Изменения 
г  соответствуют колебаниям в си­
стеме, вследствие чего эту степень 
свободы называют к о л е б а ­
т е л ь н о й .  Итак, рассмотренная 
система имеет три поступательные, _____
две вращательные и одну колеба- ^  ~~
тельную степень свободы.

Р и г  Q7 ^Рассмотрим систему, состоя- 
щую из N  упруго связанных друг
с другом материальных точек. Такая система имеет 3N  степеней 
свободы. Существует равновесная конфигурация точек, отвечаю­
щая минимуму потенциальной энергии системы. Равновесная 
конфигурация характеризуется вполне определенными взаимными 
расстояниями между точками. Если точки вывести из положений, 
соответствующих равновесной конфигурации, в системе возникнут 
колебания. Положение системы можно определить, задав положе­
ние равновесной конфигурации и величины, характеризующие 
смещения точек из равновесных положений. Последние величины 
соответствуют колебательным степеням свободы.

Положение равновесной конфигурации, как и положение абсо­
лютно твердого тела, определяется шестью величинами, которым 
соответствуют три поступательные и три вращательные степени 
свободы. Таким образом, количество колебательных степеней сво­
боды равно 3N —6 *).

Из опытов по измерению теплоемкости газов вытекает, что при 
определении числа степеней свободы молекулы следует рассматри­
вать атомы как материальные точки. Следовательно, одноатомной 
молекуле нужно приписывать три поступательные степени свободы, 
двухатомной молекуле, в зависимости от характера связи между 
атомами, следует приписывать либо три поступательные и две вра-

J) Предполагается, что равновесные положения точек не лежат на одной пря­
мой. В противном случае вращательных степеней свободы будет только две, а коле­
бательных 3N—5. С таким случаем мы имели дело при рассмотрении системы, со­
стоящей из двух точек.
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щательные степени свободы (при жесткой связи), либо, кроме этих 
пяти, еще одну, колебательную степень свободы (при упругой 
связи), трехатомной молекуле с жесткой связью — три поступатель­
ные и три вращательные степени свободы, и т. д.

Заметим, что, сколько бы степеней свободы ни имела молекула, 
три из них — поступательные. Поскольку ни одна из поступатель­
ных степеней свободы молекулы не имеет преимущества перед 
остальными, на каждую из них должна приходиться в среднем 
одинаковая энергия, равная одной трети значения (97.1), т. е. 
l U k T .

В классической статистической физике выводится J) з а к о н  
р а в н о р а с п р е д е л е н и я ,  согласно которому н а  к а ж д у ю  

с т е п е н ь  с в о б о д ы  м о л е к у л ы  п р и х о д и т с я  в  с р е д н е м  о д и н а к о в а я  к и н е т и ­

ч е с к а я  э н е р г и я ,  р а в н а я  l / 2k T .

Согласно закону равнораспределения среднее значение энергии 
одной молекулы <е> будет (при той же температуре) тем больше, 
чем сложнее молекула, чем больше у нее степеней свободы. При 
определении <е> нужно учесть, что колебательная степень свободы 
должна обладать вдвое большей энергетической емкостью по срав­
нению с поступательной или вращательной. Это объясняется тем, 
что поступательное и вращательное движение молекулы связано 
с наличием только кинетической энергии, в то время как колеба­
тельное движение связано с наличием и кинетической, и потенци­
альной энергии, причем для гармонического осциллятора среднее 
значение кинетической и потенциальной энергии оказывается оди­
наковым. Поэтому на каждую колебательную степень свободы 
должны приходиться в среднем две половинки k T  — одна в виде 
кинетической энергии и одна в виде потенциальной.

Таким образом, средняя энергия молекулы должна равняться
<е> =  у  /гГ, (97.5)

где £ — сумма числа поступательных, числа вращательных и удво­
енного числа колебательных степеней свободы молекулы:

I  п̂ост в̂ращ+  2 я колеб. (97.6)

Для молекул с жесткой связью между атомами i  совпадает с числом 
степеней свободы молекулы.

Молекулы идеального газа не взаимодействуют между собой. 
Поэтому внутреннюю энергию одного моля идеального газа можно 
найти, умножив число Авогадро на среднюю энергию одной моле­
кулы:

U a  =  N A < s > = , ^ M A k T  =  j R  Т  (97.7)
*) Этот вывод выходит за рамки курса общей физики.
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Сравнение этого выражения с (87.6) дает, что

C V =  ^ R .  (97.8)

Приняв во внимание формулу (87.11), найдем, что

C p  =  1- ± Z r . (97.9)Р 2 
Следовательно,

С Р 1' +  2 (97.10)
• С у  i  '

Таким образом, величина у  определяется числом и характером 
степеней свободы молекулы.
Т а б л и ц а  97.1

Число степе­
ней свободы

Молекула
Характер 

связи между 
атомами

по
ст

уп
ат

.

вр
ащ

ат
.

ко
ле

ба
т.

2 6 у с р V

Одноатомная 3 _ _ 3 3 R 4* 1,67

Двухатомная Жесткая 3 2 — 5 4* 4* 1,40

I Упругая 3 2 1 7 4* т * 1,29

С числом ато­
мов три и 
более

Жесткая 3 3

"
6 4* 4« 1,33

В табл. 97.1 приведены значения C v , С „  и у ,  полученные для 
различных молекул по формулам (97.8), (97.9) и (97.10). В табл. 97.2 
сопоставлены результаты теории с экспериментальными данными. 
Теоретические значения получены (за исключением одного случая, 
указанного в примечании к таблице) в предположении, что молекулы 
являются жесткими; экспериментальные значения получены для 
температур, близких к комнатной.

Из табл. 97.2, казалось бы, следует, что согласие между теорией 
'и экспериментом, во всяком случае для одно- и двухатомных мо­
лекул, оказывается вполне удовлетворительным. Однако в дей-
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Таблица 97.2

Газ
Число 
атомов 
в моле­

куле

Су.
Д ж /(м оль-К )

Ср.
Д ж /(к о л ь -К ) V

теор. эксп. теор. эксп. т е о р . эксп.

Гелий (Не) 1 12,5 12,5 20 ,8 20,9 1,67 1,67
Кислород (0 2) 2 20 ,8 20,9 29,1 28,9 1,40 1,40
Окись углерода (СО) 2 20 ,8 2 1 , 0 29,1 29,3 1,40 1,40
Пары воды (Н20) 3 25,0 27,8 33,2 36,2 1,33 1,31

33,2*) 41,5*) 1,25*)

*) Для i  =  8 , т. е. в предположении , что имеется дополнительно одна
колебательная степень свободы.

ствительности это не так. Согласно рассмотренной нами теории 
теплоемкости газов должны быть целыми, кратными R / 2, ибо число

степеней свободы может 
^  быть только целым. Поэто­

му даже малые отклонения 
j '  С у  и С_ от значений, крат­

ных R I 2 ,  играют принци- 
_ пиальную роль. Как вид-
2 '  но из таблицы, такие от­

клонения, причем заведомо
,----- , превышающие возможные

/   ̂  ̂ погрешности измерений,
/  имеют место.//

2 К

З - В
2 Н

-т Я

Особенно разительными
--------------------- - ■ ■ -  Т  становятся расхождения

р ис д7 6 между теорией и экспери­
ментом, если обратиться 
к температурной зависи­

мости теплоемкости. На рис. 97.6 изображена кривая зависи­
мости теплоемкости киломоля С у  от температуры, полученная 
опытным путем для водорода. Согласно теории теплоемкость не 
должна зависеть от температуры. Из рисунка видно, что это ока­
зывается справедливым только в пределах отдельных температур­
ных интервалов, причем в различных интервалах теплоемкость 
имеет значения, соответствующие различному числу степеней 
свободы молекулы. Так, на участке 1 —V  С у  равна 3/ 2R .  Это оз­
начает, что молекула ведет себя, как система, обладающая только
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поступательными степенями свободы. На участке 2 —2 '  С у  равна 
bU R .  Следовательно, при температурах, соответствующих этому 
участку, у молекулы, в дополнение к проявляющимся при более 
низких температурах трем поступательным степеням свободы, 
добавляются еще две вращательные. Наконец, при достаточно 
больших температурах С у  делается рав­
ной 1U R ,  что свидетельствует о наличии 
при этих температурах, кроме поступа­
тельного и вращательного движений, 
еще и колебаний молекулы. В промежут­
ках между указанными интервалами 
теплоемкость монотонно растет с темпе­
ратурой, т. е. соответствует как бы не­
целому переменному числу степеней 
свободы.

Таким образом, число степеней сво­
боды молекулы, проявляющееся в теп­
лоемкости, зависит от температуры. При 
низких температурах наблюдается толь­
ко поступательное движение молекул.
При более высоких температурах наряду 
с поступательным движением наблюда­
ется также вращение молекул. И, нако­
нец, при еще более высоких температу­
рах к первым двум видам движения до­
бавляются также колебания молекул.
При этом, как следует из монотонного 
хода кривой теплоемкости, во вращатель­
ное, а затем в колебательное движение 
вовлекаются не сразу все молекулы.
Сначала вращение, например, начинает наблюдаться только у не­
большой доли молекул. С повышением температуры эта доля рас­
тет, и в конечном итоге при достижении определенной температуры 
во вращательное движение будут вовлечены практически все моле­
кулы. Аналогичный процесс имеет место и для колебательного дви­
жения молекул.

Объяснение такого поведения теплоемкости дается квантовой 
механикой. Как устанавливает квантовая теория, энергия враща­
тельного и колебательного движений молекул оказывается кван­
тованной. Это означает, что энергия вращения и энергия колебания 
молекулы могут иметь не любые значения, а только дискретные 
(т. е. отдельные, отличающиеся друг от друга на конечную вели­
чину) значения. Следовательно, энергия, связанная с этими видами 
движения, может меняться только скачками.

Интервалы между отдельными допускаемыми значениями энер­
гии (или, как принято говорить, между уровнями энергии) для

СНрац £кэлв5

- < £ >
(Высокие
темп)

■- < £ >
(средние т е м п )

- — < £ > ( низкие  
~ 0  темп.)

Рис. 97.7.
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колебания примерно на порядок больше, чем для вращения. Упро­
щенная схемаг) вращательных и колебательных уровней двух­
атомной молекулы дана на рис. 97.7.

В § 94 было отмечено, что скорости молекул группируются в 
основном вблизи некоторого наиболее вероятного значения. Соот­
ветственно подавляющая часть молекул обладает энергиями, близ­
кими к среднему значению <е>, и лишь малая доля молекул имеет 
энергии, значительно превышающие <е>. Поэтому, для того чтобы 
заметная доля молекул оказалась вовлеченной во вращательное 
или колебательное движение, их средняя энергия должна быть 
достаточно велика по сравнению с расстоянием между дозволен­
ными уровнями соответствующей энергии.

Возьмем столь низкую температуру, что средняя энергия моле­
кулы <е> значительно меньше первого дозволенного значения 
энергии вращательного движения (см. нижнюю пунктирную пря­
мую на рис. 97.7). Тогда лишь незначительная часть всех молекул 
вовлекается во вращательное движение, так что практически моле­
кулы газа будут двигаться только поступательно. Небольшие 
изменения температуры будут приводить к изменениям только 
энергии поступательного движения, в соответствии с чем тепло­
емкость газа оказывается равной 3/2/? (см. участок I —1 '  на кривой, 
изображенной на рис. 97.6).

Повышение температуры сопровождается возрастанием <е>, 
вследствие чего все большая часть молекул вовлекается во враща­
тельное движение. Этому процессу соответствует участок кривой 
Г — 2  на рис. 97.6.

После того как все молекулы будут вовлечены во вращательное 
движение, начнется горизонтальный участок 2 —2 '  При темпера­
турах, соответствующих этому участку, <е> еще значительно меньше, 
чем расстояние между дозволенными уровнями колебательной 
энергии, вследствие чего колебания молекул практически будут 
отсутствовать. При дальнейшем повышении температуры молекулы 
начнут во все большем количестве вовлекаться в колебательное 
движение, чему соответствует переходный участок 2 ' —3  на кривой 
теплоемкости. Наконец, при достаточно высокой температуре все 
молекулы окажутся вовлеченными в колебательное движение, 
в связи с чем теплоемкость станет равной

Таким образом, классическая теория теплоемкости прибли­
зительно верна лишь для отдельных температурных интервалов 
причем каждому интервалу соответствует свое число степеней 
свободы молекулы.

*) В  действительности  р асстояния  м еж д у  вращ ательны м и  у р о в н ям и  неоди­
наковы , О д нако  это  несущ ественно  д л я  рассматриваемого  вопроса ,
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§ 98. Распределение Максвелла
Для выяснения способа, которым можно количественно опи­

сать распределение молекул по значениям скорости, воспользу. 
емся следующим приемом. Возьмем в воображаемом пространстве, 
которое мы будем называть w-пространством (пространством ско­
ростей), прямоугольные координат­
ные оси, по которым станем от­
кладывать значения v x , v y и v z  от­
дельных молекул (имеются в виду 
компоненты скорости по осям х ,  у  

и z , взятым в обычном пространст­
ве). Тогда скорости каждой молеку­
лы будет соответствовать точка в 
этом пространстве. Из-за столкно­
вений положения точек будут не­
прерывно меняться, но их плот­
ность в каждом месте будет оста­
ваться неизменной (напомним, что 
рассматривается равновесное со­
стояние газа).

Вследствие равноправности 
всех направлений движения рас­
положение точек относительно начала координат будет сферически 
симметричным. Следовательно, плотность точек в и-пространстве 
может зависеть только от модуля скорости v  (или от v2). Обозначим 
эту плотность через N f ( v )  ( N  — полное число молекул в данной 
массе газа). Тогда количество молекул, компоненты скоростей 
которых лежат в пределах от v x  до v x + d v x , от v y до v y + d v y  и от v ,  

до v z + d v z , можно представить в виде
(98.1)

d N v x ' V  vz = = N f  d V x  d V V d v *

(произведение d v x  d v y  d v z дает элемент объема в о-пространстве).
Точки, изображающие скорости, величина которых заключена 

в пределах от v  до v + d v ,  попадают в область, лежащую между 
сферами радиусов v  и v + d v  (рис. 98.1). Объем области равен 4 n v 2 d v .  

Следовательно, число точек, находящихся в этой области, опреде­
ляется выражением

d N v  =  N f  ( v )  4ли2 d v .  (98.2)
Это выражение дает число молекул, величина скоростей которых 
лежит в интервале от v  д о  v + d v .  Разделив его на N ,  получим ве­
роятность d P v того, что скорость молекулы окажется в пределах 
от v  до v + d v :

dPv =  f  {v)4nv2 dv. (98.3)
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Из сравнения этого выражения с (93.6) заключаем, что
F  ( v ) = f  ( V) 4лV2. (98.4)

играет роль функции распределения молекул газа по скоростям.
Вид функции (98.4) был установлен теоретически Максвеллом 

в 1860 г. В изложенном ниже выводе закона распределения молекул 
газа по скоростям мы примерно следуем Максвеллу.

Согласно формуле (93.6) вероятность того, что компонента ско­
рости v x  некоторой молекулы имеет значение в пределах от v x  

до v x - b d v x , может быть представлена в виде
d P V x= y ( v x ) d v s , (98.5)

где ф ( v x )  — функция распределения. Аналогичные вероятности 
для двух других компонент определяются выражениями

d P v y  =  < p ( v y ) d v y , (98.6)
d P V2 =  q > ( v z) d v z . (98.7)

В силу равноправности всех направлений движения аналитический 
вид функций ф(у*), ф( v y ) и ф( v z )  должен быть одинаков, эти функ­
ции отличаются лишь обозначением аргумента.

Максвелл предположил, что вероятность различных значений 
одной из компонент, например v x , не зависит от того, какова вели­
чина остальных двух компонент (в данном случае v y  и v z ) *). Это 
означает, что события, заключающиеся в том, что v x  некоторой 
молекулы находится в пределах от v x  до v x + d v x , v y  той же моле­
кулы — в пределах от v y до v y + d v y и, наконец, v z той же моле­
кулы — в пределах от v z до v z - \ - d v z , являются статистически 
независимыми. Поэтому вероятность того, что компоненты скорости 
некоторой молекулы имеют значения, лежащие в пределах от 
v x , v y , v z до v x - \ - d v x , v y - \ d v y , v z I d v z , равна произведению вероят­
ностей (98.5), (98.6) и (98.7):

d P v x - V  =  ф ^  ф ф d v *  d v v  d v *  (98 ■8)
(см. формулу (93.4)). Вместе с тем, согласно (98.1), эта вероятность 
может быть представлена в виде

d P v X' V  =  f  ^  d V x  d v « d V z ’ (98-9)
Сравнение выражений (98.8) и (98.9) дает, что

/  (и) = а  ф  ( У л )  ф  ( v y )  ф  ( v z ) . (98.1 0 )  

Взяв логарифм от обеих частей этого равенства, получим: 
____________ [п f  ( о )  =  In ф  (и*) +  In ф  ( v y ) +  In ф (о,).

1) Это предположение может быть строго доказано, однако доказательство вы­
ходит з а  рамки нашего курса.
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Продифференцируем полученное соотношение по v x :

/ '  (у) dv ф' (vx) (98.11)f  ( у )  dvx ф  (и *)

Поскольку v  =  Y v lx  +  V y частная производная от v  по 
v x  равна

dv vx t1.
dVy i f  2  I 2  I 1 V 

x  V  Vx +  V y + V 2

Подставив это значение производной в (98.11) и перенеся затем 
v x  из числителя левой части в знаменатель правой, придем к ра­
венству

=  (98Л2)
f ( v)  V q>(vx) vx v '

Правая часть этого равенства, а значит и левая часть, не зависит 
от переменных о у и v z . Следовательно, она не может зависеть и 
от v x  (v x, Vy  и v z входят в f ( v )  симметрично; см. (98.10)). Таким обра­
зом, каждое из выражений, стоящих слева и справа в (98.12), равно 
некоторой константе, которую мы обозначим, через — а  (впослед­
ствии выяснится, что эта константа меньше нуля, т. е. а > 0). 

Итак,
ф’ (vx) 1 ф' (vx)* — =  — а или ,  '  =  — <xvx .
Ф Ы  vx  ф(Ул) *

1пф(уж) =  — - ^  +  ln А ,

Интегрирование дает, что

где А  — константа. Отсюда
Ф ( v x )  —  А  ехр(— . (98.13)

Аналогично
ф(и„) =  Лехр( — Ф(иг) =  Лехр( — .

Перемножив найденные функции, найдем, что

/  (у) =  А 3 ехр ^__а (^ + ^ + с’г)  ̂=  дз exp ^ . (98.14)

Из вида функций (98.13) и (98.14) следует, что постоянная а  

должна быть больше нуля. Если бы она была отрицательной, эти 
функции неограниченно возрастали бы при увеличении v .

Постоянная А  определяется из условия нормировки (93.7). 
Согласно этому условию



В § 94 отмечалось, что значения v  (а значит и v x )  не могут превысить 
некоторое, хотя и очень большое, но конечное значение итах. Вме­
сте с тем, в качестве пределов интегрирования мы взяли —оо и 
+  оо. Такое расширение пределов интегрирования не вносит ощу­
тимой ошибки. Подынтегральная функция убывает с ростом v x  

столь быстро, что при достаточно больших v x  она практически 
не отличается от нуля. Поэтому вклад участков интегрирования 
от ишах Д° оо и от —утах до —оо является пренебрежимо малым.

Интеграл в (98.15) представляет собой интеграл Пуассона g 
Р=а/2 (см. Приложение I, формулу (1.1)). Согласно (1.3)

]  =  / X -  / Ж . (98.16)
— ОО

Подставив это значение в (98.15), получим, что Л1/2л/а=1. 
Отсюда

А = У а Щ п .  (98.17)
Подстановка найденного значения А  в (98.13) и (98.14) приводит 

к формулам

* Y  i exp (-¥ -)' (98Л8) 

f ( ° ) = ( - £ ) 3/2exp ( - ■ ? ) •  <98л9> 

Чтобы найти постоянную а, вычислим с помощью функции 
(98.18) значение <о*> и приравняем полученное выражение найден­
ному из вычисления давления значению А 77/и (см. (97.3)). В соот­
ветствии с (93.11)

<и|>- I v % p { v x ) d v x = *  J exp (98.20)
— 00 — 00

Согласно формуле (1.4)

f  ( - ¥ )  »з * . = - ?  /  (98'2I)
— оо

Яямрнип r /9Я 901 интрглял ргп янячрнирм <98.211. найлем. что—-------------  — \- ------ / ------ -- - I------ - - - --- . . . . . .  _ \ - - / /  •• •

< V x >  =  V а/2л • У  2л/а3 =  1/а.
Сопоставление с (97.3) дает

a = m / k T .  (98.22)
Подстановка этого значения в формулы (98.18) и (98.19) приводит
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« ! > ( - # ) •  <98-23> 
/ М - ( г а г Г “  p ( - w ) -  <*•*>

Напомним, что функция (98.24), будучи умноженной на N ,  

определяет плотность точек, изображающих скорости молекул 
в -̂пространстве. Умножив эту функцию на d v x  d v y  d v z , мы найдем 
вероятность d P Vx, Vy, v z того, что компоненты скорости лежат в пре­
делах от v x , v y , v z до v x + d v x , v y + d v y , v z + d v z . При этом не только 
величина скорости, но и ее направление варьируются лишь в не­
больших пределах, определяемых d v x , d v y  и d v z . Если нас интере­
сует вероятность только величины скорости, независимо от на­
правления движения молекулы, т. е. d P v , то нужно взять функцию

к окончательным выражениям для функций распределения:

распределения в виде (98.4). Умножение этой функции на d v  дает 
вероятность того, что модуль скорости некоторой молекулы ока­
жется (при произвольном направлении движения) в пределах от v  

до v + d v .

Согласно (98.4) и (98.24)

= ( е т ) ?/2ехР ( - ш ) 4яЛ (98-25>
Характерным для этой функции является то обстоятельство, что 
в показателе экспоненты стоит взятое со знаком минус отношение 
кинетической энергии молекулы, отвечающей рассматриваемой 
скорости V ,  к k T ,  т. е. величине, характеризующей среднюю энер­
гию молекул газа.

График функции (98.23) изображен на рис. 98.2. Он совпадает 
с гауссовой кривой распределения случайной величины.

График функции (98.25) дан на рис. 98.3. Поскольку при возрас­
тании V множитель вида e ~ a v '  убывает быстрее, чем растет множи­
тель функция, начинаясь в нуле (из-за о?), достигает максимума
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и затем асимптотически стремится к нулю. Площадь, охватываемая 
кривой, равна единице (ср. с (93.7)).

Найдем среднюю скорость молекул <у> (имеется в виду средняя 
арифметическая скорость). По аналогии с (93.9) имеем:

<»> =  J VF(о)dv =  )'■ ' 4я v -  -2trjexp (. v 3 d v .

о о
Переход к переменной и интегрирование по частям приводят 
к следующему результату:

<и> = У  8 / г Т / я т .  (98.26)
Согласно (93.11)

<у*> =  J  V2f  (и) dv =  ) 3/2 4 л  J  е х Р ( —  - щ )  v4 (9 8 -27)
о о

В соответствии с формулой (1.6)

i exp ( - w ) ui^=4
Я 3  / 2 я  W \ 5 / 2

(т/2кТ)ъ. ~ 8  п 2 [  m )  '

Подставив это значение интеграла в (98.27), получим для <&2> 
уже известное нам значение 3 k T / m ( m .  (97.2)). В этом нет ничего 
удивительного, так как при нахождении значения а в (98.18) мы 
исходили из соотношения (97.3), т. е. по существу из соотно­
шения (97.2).

Рис. 98.5.

Корень квадратный из <и2> называется с р е д н е й  к в а д ­
р а т и ч н о й  с к о р о с т ь ю :

• ' с р .  К В =  V  < V 2>  =  У  З к Т  / т . (98.28)
Скорость, отвечающая максимуму F ( v ) ,  будет наиболее вероят­

ной. Взяв производную от выражения (98.25) по v , опустив посто-
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янные множители и приравняв получившееся выражение нулю, 
придем к уравнению

(  mv2 \  ( п mv2 \  „ 
е хр  \ ~ 2 k T  )  (  W )  V ~

Удовлетворяющие этому уравнению значения v = 0  и v = o o  соот­
ветствуют минимумам F(и). Значение v ,  обращающее в нуль выра­
жение, стоящее в скобках, представляет собой искомую наиболее 
вероятную скорость овер:

увер =  1/Г2й77т. (98.29)
Сопоставление выражений (98.29), (98.26) и (98.28) дает, что

кв =  У%:У 8/л:У~3 =  1:1,13:1,22.
Рис. 98.4 иллюстрирует это соотношение.

Подставив выражение (98.29) в формулу (98.25), найдем макси­
мальное значение функции F ( v ) :

Ғ  («вер) =  (4/е) У т / 2 п  k T  ~  VmTf. (98.30)
Из формул (98.29) и (98.30) следует, что при увеличении темпе­
ратуры (или уменьшении массы молекулы) максимум кривой сме­
щается вправо и становится ниже, причем, как мы знаем, площадь, 
охватываемая кривой, остается неизменной. На рис. 98.5 сопостав­
лены две кривые распределения, которые можно трактовать либо 
как относящиеся к различным температурам T i  и Т 2 (при одина­
ковой т ) ,  либо как относящиеся к различным массам молекул п ц  

и т 2 (при одинаковой Т ) .

Относительное количество молекул, скорость которых превы­
шает некоторое значение v 0 , определяется выражением

CD

J F  (у) d v .

»0
На графике этому интегралу соответствует лежащая справа от v a 

часть площади, ограниченной кривой. Из рис. 98.5 видно, что 
относительное количество 
молекул, имеющих скоро­
сти, превышающие у0, силь­
но растет с повышением 
температуры.

В табл. 98.1 приведены 
вычисленные с помощью 
функции (98.25) относи­
тельные количества моле­
кул ДN / N  для различных 
интервалов скоростей. Из таблицы следует, что у 70% всех молекул 
скорость отличается от наиболее вероятной не больше чем на 50%.

Т а б л и ц а  98.1

°/°вер Д N / N ,  % вер Д N / N ,  %

0 — 0 , 5  
0 , 5 — 1 ,5  
1 ,5 — 2

8 ,1
7 0 ,7
1 6 ,6

2 — 3
> 3
> 5

4 , 6
0 ,0 4

8 - 1 0 - »
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Скоростью, более чем в 3 раза превышающей ивер, обладает в 
среднем только 0,04% молекул. Скорости же, превышающие 5 ивер, 
наблюдаются в среднем лишь у одной из 12 миллиардов молекул.

Произведем оценку средней скорости молекул кислорода. Вы­
числения удобнее производить, заменив в (98.26) отношение k l m  

равным ему отношением R / М .  Тогда выражение для средней ско­
рости примет вид

< v >  =  V  8 R T / n M .  (98.31)

Молекулярная масса кислорода равна 32. Следовательно, масса 
моля Л1=32• 10—3 кг/моль. Комнатная температура равна примерно 
300 К. Подставив в формулу (98.31) числовые значения входящих 
в нее величин, получим

. . / ~  8-8,31-300 г™  .<У>— У  314.32. ю-з 500 м/с.

Таким образом, каждая молекула кислорода проходит за секунду 
путь, равный в среднем 0,5 км. Поскольку молекула претерпевает 
очень частые соударения с другими молекулами, этот путь состоит 
из большого числа коротких прямолинейных отрезков, образующих 
ломаную линию.

Молекулы водорода имеют массу, в 16 раз меньшую, чем моле­
кулы кислорода, вследствие чего их скорость при той же температуре 
будет в 4 раза больше и составит при комнатной температуре в 
среднем почти 2 км/с.

Если имеется смесь газов, находящаяся в равновесии, то в пре­
делах молекул каждого сорта имеет место распределение (98.25) 
со своим значением т .  Более тяжелые молекулы будут двигаться 
в среднем с меньшей скоростью, чем более легкие.

Исходя нз распределения молекул по скоростям

d N * = N  ( е т ) ’/!ехР ( — я г ) 4™ '* ’ <98-32>

можно найти распределение молекул по значениям кинетической 
энергии поступательного движения (обозначим ее буквой е). Для 
этого нужно перейти от переменной v  к переменной е, равной m v 2/ 2 . 
Произведя в (98.32) подстановку v =  (2e/m)‘/« и d v =  ( 2 m e ) ~ , / ‘ d e ,  

пшп/чим ' • •»

d N e = * N  (6Т)-э/2exp 1f i d s ,  (98.33)

где d N e означает число молекул, кинетическая энергия поступатель­
ного движения которых имеет значения, заключенные в пределах 
от е до e+de.
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Таким образом, распределение молекул по значениям е харак­
теризуется функцией

/(е) =  Лехр V I ,  (98.34)

где А — нормировочный множитель, равный (2/|/л) ( k T ) ~ s / 3 .

§ 99. Экспериментальная проверка
закона распределения Максвелла
Первое экспериментальное определение скоростей молекул было 

осуществлено Штерном в 1920 г. Прибор, использованный для этой 
цели, состоял из двух коаксиальных цилин­
дров (рис. 99.1). По оси прибора была натя­
нута платиновая нить, покрытая серебром.
При нагревании нити электрическим током с 
ее поверхности испарялись атомы серебра. Ско­
рости испарившихся атомов соответствовали 
температуре нити. Покинув нить, атомы дви­
гались по радиальным направлениям. Внут­
ренний цилиндр имел узкую продольную 
щель, через которую проходил наружу уз­
кий пучок атомов (молекулярный пучок).
Чтобы атомы серебра не отклонялись за счет 
соударений с молекулами воздуха, весь при­
бор был эвакуирован. Достигнув поверхности 
внешнего цилиндра, атомы серебра оседали 
на ней, образуя слой в виде узкой верти­
кальной полоски.

Если привести весь прибор во вращение, 
след, оставляемый молекулярным пучком, Рис. 99.1.
сместится по поверхности внешнего цилин­
дра на некоторую величину As (см. рис. 99.1). Это произойдет 
потому, что за время, пока атомы серебра пролетают зазор между 
цилиндрами, прибор успевает повернуться на некоторый угол Дф, 
в результате против пучка окажется другой участок наружного 
цилиндра, смещенный относительно первоначального следа s Q 

на величину A s ,  равную ^Дф ( R — радиус внешнего цилиндра). 
Рассматривая движение атомов серебра в связанной с цилиндрами 
вращающейся системе отсчета, смещение следа можно объяснить 
действием на атомы кориолисовой силы, равной 2m[vio].

Расстояние A s  между первоначальной и смещенной полосками 
серебра можно связать с угловой скоростью вращения цилиндров со, 
геометрией прибора и скоростью атомов v .  Обозначив время про­
лета через A t ,  можно написать, что

A s^ a iR A t.  (99.1)
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Поскольку радиус внутреннего цилиндра мал по сравнению с ра­
диусом внешнего цилиндра R ,  время пролета A t  можно положить 
равным

A t = R I v .

Подставив это выражение в (99.1) и разрешив получившееся урав­
нение относительно и , получим

v = u > R 2/ A s .

Измерив смещение следа As и скорость вращения прибора, можно 
определить скорость атомов v .  Положение, правда, осложняется 
тем, что вследствие распределения по скоростям атомы имеют раз­
личные скорости, и в результате смещенный слой будет размы­
тым х). Исследуя профиль следа (см. рис. 99.1), можно было соста­
вить примерное представление о распределении атомов серебра по 
скоростям.

Результаты опыта Штерна подтвердили правильность оценки 
средней скорости атомов, которая вытекает из распределения

Максвелла. О характере самогол  N  Ловуш/га____ /1Г\ распределения этот опыт мог
/ U\ дать лишь весьма приближенные

---- [— сведения.
\ I  Болееточно закон распределе-
V / ния был проверен в опыте Лам-

' г Н мерта (1929 г.), в котором молеку-
Рис. 99.2. лярный пучок пропускался через

два вращающихся диска с ради­
альными щелями, смещенными 

друг относительно друга на некоторый угол <р (рис. 99.2). Из числа 
молекул, пролетевших через щель в первом диске, пролетят через 
второй диск только те, которые подлетят к нему в тот момент, когда на 
пути пучка встанет прорезь во втором диске. Более быстрые моле­
кулы достигнут второго диска слишком рано, а более медленные — 
слишком поздно для того, чтобы пройти через щель. Таким образом, 
это устройство позволяет выделить из пучка молекулы, обладающие 
определенным значением скорости (из-за конечной ширины щелей 
прибор выделяет молекулы, скорости которых лежат в пределах 
некоторого интервала Ди). Средняя скорость выделяемых прибором 
молекул может быть найдена из условия, что время t i ,  за которое

TTOl/ Л /  ГТ1.Т П П Л  T T O T O l/V F  П О Л Л Т Л О и и й  /  H O V / n u  п н о т / о г ш  i i  —  П Л  ГТ-М7ТТ/-Чи «'iwik/AJ ^UVUU.UIl д и и / и и и
совпадать со временем t 2, за которое д и с к и  повернутся на угол 
( f  ( t 2= ф/ш). Приравняв оба времени, получим

У =  (0//ф .

*) Ширина слоя, получающегося при неподвижном приборе, определяется 
только геометрией прибора, в частности шириной щели, через которую выходит 
молекулярный пучок.
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Меняя скорость вращения прибора со (или угол между дисками ф), 
можно выделять из пучка молекулы, обладающие различными зна­
чениями скорости. Улавливая затем эти молекулы в течение опре­
деленного времени, можно определить их относительное количество 
в пучке.

Результаты опыта Ламмерта и других опытов, предпринимав­
шихся с той же целью, находятся в полном согласии с законом 
распределения, установленным теоретически Максвеллом.

Следует отметить, что распределение молекул по скоростям 
в пучке, вышедшем через отверстие в сосуде, несколько отличается 
от распределения, имеющегося в замкнутом сосуде. Так как более 
быстрые молекулы будут проходить через отверстие в относительно 
большем количестве, чем более медленные, пучок будет обогащен 
более быстрыми молекулами. Поскольку количество молекул, 
пролетающих через отверстие в единицу времени, пропорциональ­
но V ,  распределение в пучке будет характеризоваться не функцией 
(98.25), а функцией

F i  (у) =  Л* exp v \

где A i  — нормировочный множитель. Наиболее вероятная ско­
рость в этом случае равна v'sep =  У  3 k T / m ,  а средняя скорость 
<z/> —  У  9л k T / 8 m .

§ 100. Распределение Больцмана
Полученная в § 92 барометрическая формула

Р  =  Р о  ехр ^— ~ Т у г )  (Ю0.1)

(см. (92.4)) дает зависимость давления от высоты над поверхностью 
Земли для воображаемой изотермической атмосферы. Заменим 
в показателе экспоненты отношение М / R  равным ему отношением 
m l k  (m — масса молекулы, k  — постоянная Больцмана). Кроме 
того, подставим в соответствии с (86.7) вместо р  выражение n k T , 
а вместо р 0 — выражение n Qk T .  Сократив затем обе части равенства 
на k T ,  придем к формуле

п  =  п 0 е х  р( — (100.2)

Здесь п  — концентрация молекул (т. е. число их в единице объема) 
на высоте h ,  п 0 — концентрация молекул на высоте Л0= 0 .

Из формулы (100.2) следует, что с понижением температуры 
число частиц на высотах, отличных от нуля, убывает, обращаясь 
в нуль при Т = 0 (рис. 100.1). При абсолютном нуле все молекулы
11 И. В. Савельев, т. I
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расположились бы на земной поверхности. При высоких темпера­
турах, напротив, п  слабо убывает с. высотой, так что молекулы 
оказываются распределенными по высоте почти равномерно.

Этот факт имеет простое физическое объяснение. Каждое кон­
кретное распределение молекул по высоте устанавливается в резуль­

тате действия двух тенденций: 
1) притяжение молекул к Земле 
(характеризуемое силой m g )  стре­
мится расположить их на поверх­
ности Земли; 2) тепловое движение 
(характеризуемое величиной к Т )  

стремится разбросать молекулы 
равномерно по всем высотам. Чем 
больше m  и меньше Т ,  тем силь­
нее преобладает первая тенденция, 
и молекулы сгущаются у поверх­
ности Земли. В пределе при Т = О 

Рис. 101.1. тепловое движение совсем пре­
кращается, и под влиянием притя­

жения молекулы располагаются на земной поверхности. При 
высоких температурах превалирует тепловое движение, и плотность 
молекул медленно убывает с высотой.

На разной высоте молекула обладает различным запасом по­
тенциальной энергии:

e p = m g h .  (100.3)
Следовательно, распределение молекул по высоте является вместе 
с тем и распределением их по значениям потенциальной энергии. 
С учетом (100.3) формулу (100.2) можно записать следующим об­
разом:

п =  п„ехр ^— £f")» (100.4)

где п  — плотность молекул в том месте пространства, где потен­
циальная энергия молекулы имеет значение г р , п 0 — плотность 
молекул в том месте, где потенциальная энергия молекулы равна 
нулю.

Из (100.4) следует, что молекулы располагаются, с большей 
плотностью там. где меньше их потенциальная энергия, и, наоборот, 
с меньшей плотностью — в местах, где их потенциальная энергия 
больше.

В соответствии с (100.4) отношение /г* к п 2 в точках, где потен­
циальная энергия молекулы имеет значения ер* и г р 2 , ’ равно

- £ = е х р ( - ^ ^ - 2) .  (100 .5 )



Больцман доказал, что распределение (100.4) справедливо не 
только в случае потенциального поля сил земного тяготения, но и 
в любом потенциальном поле сил для совокупности любых одина­
ковых частиц, находящихся в состоянии хаотического теплового 
движения. В соответствии с этим распределение (100.4) называют 
р а с п р е д е л е н и е м  Б о л ь ц м а н а .

В то время как закон Максвелла дает распределение частиц 
по значениям кинетической энергии, закон Больцмана дает рас­
пределение частиц по значениям потенциальной энергии. Для 
обоих распределений характерно наличие экспоненциального мно­
жителя, в показателе которого стоит отношение кинетической 
или соответственно потенциальной энергии одной молекулы к ве­
личине, определяющей среднюю энергию теплового движения 
молекулы.

Согласно формуле (100.4) количество молекул, попадающих 
в пределы объема d V = d x d y d z ,  расположенного в точке с коорди­
натами х ,  у ,  г, равно

d N X i y < z  =  n 0 e x  р ^ — t p   ̂ j d x d y d z .  (100.6)

Мы получили еще одно выражение закона распределения Больц­
мана.

Распределения Максвелла и Больцмана можно объединить 
в один з а к о н  М а к с в е л л а  — Б о л ь ц м а н а ,  согласно 
которому число молекул, компоненты скорости которых лежат 
в пределах от v x , v y , v z до v x + d v x , v y + d v y , v z + d v z , а координаты 
в пределах от х ,  у ,  г  до x + d x ,  y + d y , z + d z ,  равно

/  e„-j- mv2/ 2 \
d N v x - ° y ’ ” г . х . у . г  =  А е х Р \ ------- k f — ) d v x d v y d v z d x d y d z  (100.7)

(см. (98.1), (98.24) и (100.6)). Здесь Л — нормировочный множитель, 
равный п 0 ( т / 2 л к т у / ‘ . Напомним, что е = г р ( х ,  у ,  г ) и v 2- = v \ +

+й+»5.
В распределении (100.7) потенциальная энергия е р  и кинети­

ческая энергия m v 2! 2, а следовательно, и полная энергия Е ,  могут 
принимать непрерывный ряд значений. Если полная энергия 
частицы может принимать лишь дискретный ряд значений: Е г ,  

Е и  . как это имеет место, например, для внутренней энергии 
атома, то распределение Больцмана имеет вид

N , = * A e - E i / k T , (100.8)
где N [  — число частиц, находящихся в состоянии с энергией 
А  — коэффициент пропорциональности, который должен удов­
летворять условию

X N t  =  A ' Z e ~ E ‘ / k T ^ N
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( N  — полное число частиц в рассматриваемой системе). Подставив 
найденное из последнего соотношения значение А  в формулу (100.8), 
получим окончательное выражение распределения Больцмана для 
случая дискретных значений энергии:

N  N e Z f № _  (100 9)
* % e - E i I k T

§ 101. Определение Перреном числа Авогадро
Распределение (100.2) было положено Перреном (1909 г.) в 

основу опытов по определению числа Авогадро. Взвешенные в 
. жидкости очень мелкие твердые частицы находят-
I ся в состоянии непрестанного беспорядочного дви- 

j!i жения, называемого броуновским движением (см.
I § 79). Причина его заключается в том, что при до- 

статочно малых размерах частиц импульсы, со­
общаемые частице ударяющимися о нее с разных

I----сз=1----1 сторон молекулами, оказываются нескомпенсиро-
ванными. О частицу заметных размеров ударяется

Р и с .  1 0 1 . 1 .  одновременно большое число молекул, так что сум­
марный результат ударов молекул достаточно хоро­

шо усредняется. При малых размерах частицы начинают проявлять­
ся отклонения скоростей отдельных молекул и числа ударяющихся 
молекул от средних значений. Если скорость или число молекул, уда­
ряющихся о частицу с одной стороны, окажутся иными, чем для моле­
кул, ударяющихся с другой стороны, то результирующий импульс, 
сообщаемый частице, будет отличен от нуля, и частица начнет дви­
гаться в соответствующем направлении. В следующий момент 
результирующий импульс имеет иное направление. Следовательно, 
частица будет все время перемещаться беспорядочным образом.

Броуновское движение указывает на то, что достаточно малые 
частицы вовлекаются в совершаемое молекулами тепловое движение. 
Принимая участие в тепловом движении, такие частицы должны 
вести себя подобно гигантским молекулам, и на них должны рас­
пространяться закономерности кинетической теории, в частности 
закон распределения Больцмана (см. (100.2)).

Основную трудность в опытах Перрена составляло приготов­
ление одинаковых частиц и определение их массы. Применив мно­
гократно метод центрифугирования, Перрену удалось приготовить 
весьма однородную эмульсию из практически одинаковых шариков 
гуммигута2) с радиусами порядка нескольких десятых долей 
микрометра. Эмульсия помещалась в плоскую стеклянную кювету 
глубиной 0,1 мм и рассматривалась с помощью микроскопа (рис.

*) Гуммигут— сгущенный млечный сок, получаемый из надрезов в коре не­
которых видов деревьев, растущих в Ост-Индии и на Цейлоне.



101.1). Микроскоп имел столь малую глубину поля зрения, что 
в него были видны только частицы, находящиеся в горизонтальном 
слое толщиной примерно 1 мкм. Перемещая микроскоп в верти­
кальном направлении, можно было исследовать распределение 
броуновских частиц по высоте.

Обозначим высоту слоя, видимого в микроскоп, над дном кюветы 
буквой h .  Число частиц, попадающих в поле зрения микроскопа, 
определяется формулой

A N = n ( h ) S A h ,

где п  (А) — число броуновских частиц в единице объема на вы­
соте h ,  S  — площадь, a A h  — глубина поля зрения микроскопа.

Применив к броуновским частицам формулу (100.2), можно 
написать:

п  { h )  =  п д ехр (—-£г).

где п 0 — число частиц в единице объема при h = 0 , р '  — вес броу­
новской частицы в эмульсии, т. е. вес, взятый с учетом поправки 
на закон Архимеда.

Написав выражение числа частиц A N  для двух разных высот 
/ii и h 2, получаем:

A N i  =  n 0 e x p  S A h ,  ДМ2 =  л0ехр ( — S  A h .

Наконец, логарифмируя отношение A N i / A N 2, приходим к сле­
дующему выражению:

1П & N i  — P '  ( h i — h i )
Д Л/2 k T

С помощью этой формулы по измеренным р ' ,  Т ,  (h 3—Лх), A N i  и 
A N 2 можно определить постоянную Больцмана к .  Далее, разделив 
газовую постоянную R  на к ,  можно было найти число Авогад­
ро N a .

Полученное Перреном на различных эмульсиях значение N A  

лежало в пределах от 6,5-1023 до 7,2- 1023моль-1. Определенное дру­
гими, более точными методами значение jVa равно 6 ,02-10?® моль-1. 
Таким образом, значение, полученное Перреном, находится в 
хорошем согласии со значениями, полученными другими методами, 
что доказывает применимость к броуновским частицам распреде­
ления Больцмана.

§ 102. Макро- и микросостояния. Статистический вес
Состояние макроскопического тела (т. е. тела, образованного 

огромным количеством молекул) может быть задано с помощью 
объема, давления, температуры, внутренней энергии и других
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макроскопических (т. е. характеризующих все тело в делом) вели­
чии. Охарактеризованное таким способом состояние называется 
м а к р о с о с т о я н и е м.

Состояние макроскопического тела, охарактеризованное на­
столько подробно, что оказываются заданными состояния всех 
образующих тело молекул, называется м и к р о с о с т о я н и е м .

Всякое макросостояние может быть осуществлено различными 
способами, каждому из которых соответствует некоторое микро­
состояние тела. Ч и с л о  р а з л и ч н ы х  м и к р о с о с т о я н и й ,  . с о о т в е т с т в у ю щ и х  

д а н н о м у  м а к р о с о с т о я н и ю ,  называется с т а т и с т и ч е с к и м  ве­
с ом или т е р м о д и н а м и ч е ­
с к о й  в е р о я т н о с т ь ю  макросо­
стояния. Таким образом, статистический 
вес представляет собой «шсло микроско­
пических способов, которыми может 
быть осуществлено данное макрососто­
яние.

Чтобы пояснить понятие статистиче­
ского веса, рассмотрим способы, ко­

торыми молекулы газа могут распределяться между двумя 
половинами сосуда, в котором заключен газ. Пусть общее число 
молекул равно N .  В качестве характеристики состояния газа 
примем число молекул, находящихся в левой половнне сосуда, 
которое мы обозначим буквой п  (соответственно число молекул в 
правой половине сосуда будет равно N  — п ) .  Состояние отдельной 
молекулы будем характеризовать указанием на то, в какой из 
половин сосуда она находится. Такое описание состояния газа и 
состояний отдельных молекул является, конечно, далеко не пол­
ным. Однако оно достаточно для того, чтобы выяснить на этом 
примере характерные особенности статистического поведения любых 
макросистем.

Начнем со случая, когда полное число молекул равно четырем 
(рис. 102.1). Каждая молекула с равной вероятностью может нахо­
диться как в левой, так и в правой половине сосуда. Поэтому веро­
ятность того, что, скажем, молекула 1 окажется в левой половине 
сосуда, равна 1/2. Пребывание в левой половине сосуда молекулы 1 

и пребывание в той же половине сосуда молекулы 2  являются ста­
тистически независимыми событиями. Поэтому вероятность одно­
временного нахождения в левой части сосуда молекул 1 и 2  равна 
произведению вероятностей, т. е. (1/2)2. Продолжая эти рассужде­
ния, получим, что вероятность одновременного нахождения в левой 
половине сосуда всех четырех молекул равна (1/2)4.

Аналогичные рассуждения дают, что вероятность любого раз­
мещения молекул в сосуде (скажем такого, при котором 1-я и 
4-я молекулы будут находиться в левой половине сосуда, а 2-я и 
3-я — в правой), также равна (1/2)4. Каждое из размещений пред­



ставляет собой некоторое микросостояние газа. Из сказанного выше 
следует, что вероятность всех микросостояний одинакова и рав­
на (1/2)4.

В табл. 102.1 приведены все мыслимые способы распределения 
молекул между половинами сосуда (все микросостояния газа). 
Состояние, характеризуемое тем, что, скажем, в левой части сосуда
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Т а б л и ц а 102.1

Состояние Способы реализации  состояния Число
способоя

реали заци и
данного

состояния
(П)

число
молекул

слева

число
молекул
справа

.V: молекул, 
находящ ихся слева

№ молекул, 
н аходящ ихся справа

0 4 1, 2 , 3, 4 1

1 ■3 1 2, 3, 4
2 1, 3, 4
3 1, 2, 4
4 1 , 2 , 3

2 2 1 , 2 3, 4
1 , 3 2, 4
1. 4 . 2 , 3
2 , 3 1, 4
2, 4 1 . з
3, 4 1 , 2

3 1 1 . 2 , 3 4
1, 2, 4 3 4
1. 3, 4 2
2, 3, 4 1

4 0 1, 2, 4 — 1

Всего способов 2J =  16

находится одна молекула (безразлично какая), а в правой части — 
три молекулы, представляет собой макросостояние. Из таблицы 
видно, что такому макросостоянию соответствует 4 микросостояния. 
Следовательно, статистический вес данного макросостояния равен 4, 
а вероятность (обычная, а не термодинамическая) равна 4/16. 
Макросостояние, при котором в обеих частях сосуда находится 
одинаковое число молекул, реализуется с помощью шести микро­
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состояний. Соответственно его статистический вес равен 6, а ве­
роятность (обычная) равна 6/16.

Из рассмотренного примера вытекает, что все микросостояния 
данной системы равновероятны, вследствие чего статистический 
вес оказывается пропорциональным вероятности (обычной) макро- 
состояния. Утверждение о равновероятности всех микросостояний 
лежит в основе статистической физики и носит название э р г о- 
д и ч е с к о й  г и п о т е з ы.

Согласно табл. 102.1 в случае четырех молекул имеется большая 
вероятность (равная 1/8) того, что все молекулы соберутся в одной 
из половин сосуда (левой или правой). Однако с увеличением числа 
молекул положение существенно меняется.

Найдем число способов (число микросостояний), посредством 
которых может быть осуществлено макросостояние, характеризу­
емое тем, что в левой половине сосуда окажется п  молекул из общего 
числа их N , а в правой половине — ( N  — п )  молекул. Для этого 
пронумеруем молекулы, приписав им номера от 1 до N. Затем 
станем отбирать по одной молекуле и помещать их в левую поло­
вину сосуда. Первую молекулу можно выбрать N способами, вто­
рую — ( N —1) способом, третью — ( N —2) способами, наконец, 
п-ю молекулу можно выбрать (N — /г+1) способом. Оставшиеся 
(N — п )  молекул поместим в правую половину сосуда.

Из сказанного выше следует, что число z способов, с помощью 
которых можно отобрать случайным образом из общего числа N  

молекул п  молекул для левой половины сосуда, равно
z=N(N—\){N—2). .(N—n+l).

Домножнв и разделив это число на ( N —/г)!, получим выражение
Л'!

(Л'—л)!' (102.1)

Однако пе все z  способов приводят к отличающимся друг от 
друга микросостояниям. Отдельные микросостояния отличаются 
только совокупностью номеров молекул, отобранных для каждой 
нз половин сосуда, но не последовательностью, в которой эти 
молекулы отбирались. Например, при N = 3  и п = 2 получаются 
выборки

1—2 2 — 1 3 — 1 
1 _ 3  2 —3 3 — 2

Из них выборки 1—2 и 2—1 отвечают одному и тому же микросо­
стоянию (в левой половине 1-я и 2-я молекулы, в правой — 3-я). 
То же самое относится к выборкам 1—3 и 3—1, а также 2—3 и 
3—2. Таким образом, выборки, отличающиеся только перестанов­
кой п  номеров молекул, отобранных для левой половины сосуда 
(таких выборок п \ ) ,  соответствуют одному и тому же микросо­
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стоянию. Следовательно, чтобы получить число мпкросостояний, 
с помощью которых может быть осуществлено макросостояние 
( п ,  N  — п ) ,  нужно разделить число (102.1) на п \ .  В результате для 
статистического веса получается 
выражение

Q("- N ~ n )  =  n i  ( / - П)Г (Ю2 .2) N/Z

Рис. 102.2.

Легко убедиться в том, что 
Я (2, 4—2)=6, a Q (1, 4—1)=4 (см. 
табл. 102.1).

В табл. 102.2 приведены зна­
чения Q, вычисленные по формуле
(102.2) для случая N = 2 4 .  Полное число способов распределения 
24 молекул между двумя половинами сосуда равно 224=  16 777 216, 
и только в двух случаях все молекулы оказываются сосредоточен­
ными в одной из половин сосуда. Вероятность такого события 
равна примерно 10“7. В четырех кубических сантиметрах воздуха 
содержится около 1020 молекул. Вероятность того, что все эти моле­
кулы соберутся в одной из половин сосуда, равна двум, деленным 
на два в степени 10го, что составляет приблизительно Ю“ 31°19 
Эта вероятность настолько мала, что практически ее можно считать 
равной нулю.
Таблица 102.2

Число моле­
кул

Q Вероятность

Число моле­
кул

Q Вероятность

слева справа слева справа

0 24 I 6 - 1 0 - 7 9 15 1 307 504 7,8-Ю - 2
1 23 24 1,4-10-» 10 14 1 961 256 0,117
2 22 276 1,6-Ю - 5 11 13 2 496 144 0,149
3 21 2 024 1 ,2 . 10 - “ 12 12 2 704 156 0,161
4 20 10 626 6,3-10-« 13 11 2 496 144 0,149
5 19 42 504 2,5-10-3 .

6 18 134 596 8 - 1 0 - 3 23 1 24 1,4-10-«
7 17 346 104 2 - 1 0 - 2 24 0 1 6 - 10 -?
8 16 735 471 4,4-10-2

Всего 221 =  16 777 215 способов

На рис. 102.2 изображен график, показывающий, как меняется 
число молекул п  в одной из половин сосуда с течением времени. 
Это число колеблется около среднего значения, равного N 1 2 .



Случайные отклонения значений какой-либо физической ве­
личины х  от ее среднего значения <я> называются ф л у к т у а ­
ц и я ми  этой величины. Обозначив флуктуацию через А х ,  полу­
чим, что

А х  —  х  —  < х > .  (102.3)
Среднее арифметическое величины (102.3) равно нулю. Действи­
тельно,

<Дх> -- < ( х  -  <*»> =  <*> -  <.*> =  0.
Поэтому в качестве характеристики флуктуаций берут с р е д н ю ю  
к в а д р а т и ч н у ю  ф л у к т у а ц и ю ,  равную

V  <(Д*)2>. (102.4)
Более показательна относительная флуктуация величины х ,  

которая определяется отношением v
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^ <(Ддс)*> (102.5)<*>
В статистической физике доказывается, что относительная флук­
туация аддитивной величины (т. е. такой величины, значение кото­
рой для тела равно сумме значений для отдельных его частей) 
обратно пропорциональна корню квадратному из числа N  обра­
зующих тело молекул:

У<(Д*)2> 1 (102.6)
<х> V  N '

Вычислим на основании данных табл. 102.1 относительную 
флуктуацию числа молекул в левой половине сосуда. Вычисления 
будем производить по формуле (93.5). В табл. 102.3 приведены 
значения флуктуаций и их вероятности Р .  В соответствии с этими 
данными
< ( n - N /  2)2> =
= (—2)2 -1/16+ (—I)2 - 4/1 б-h (О)2 - 6/16+ (4-1 )а • 4/16-1- (+2)* -1/16=1.

Следовательно, средняя квадратичная флуктуация равна V \  =  1, 
а относительная флуктуация равна 1/2 (среднее значение п  равно 2). 
Аналогичные вычисления, произведенные с помощью данных 
табл. 102.2 , дают для средней квадратичной флуктуации значение
О Л С V* A  Л Дч «TV » * » m « « Л  ■ .  *1 f  Г А | . Л * « Л Т * Т |Л  Л ОА А I I А  *4 V» Л

а  д л л  u i  п и с и  i c j m n u j r i  i v i  у  й ц г ш  —  о п а ч с п п с  i / i c i  п и

убедиться в том, что
0,5:0,204 =  1/2474. (102.7)

Это соотношение согласуется с формулой (102.6).
Из табл. 102.2 следует, что отклонения от среднего числа мо­

лекул (равного 12) не более чем на 2 молекулы осуществляются с
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вероятностью, равной 0,7, а отклонения не более чем на 3 моле­
кулы — с вероятностью, равной 0,85. Если бы число молекул могло 
быть дробным, мы могли бы сказать, что большую часть времени 
газ находится в таких состояниях, в которых отклонения числа 
молекул от среднего не превышают среднюю квадратичную флук­
туацию, т. е. 2,45.

Составив пропорцию, аналогичную (102.7), для N=4 и Лг=  
=  10го, получим относительную флуктуацию (о. ф.) числа молекул 
в левой половине сосуда для случая, когда N  =  1020. Эта пропор­
ция имеет вид

0,5:о. ф. =  J/IO5̂ ,
откуда о. ф. =  10~10. Полученный результат означает, что число 
молекул в одной из половин сосуда претерпевает изменения, в 
основном не превышающие единицу де- Таб 1Q2 3
сятой значащей цифры. а л и ц а

Мы рассмотрели флуктуации числа мо­
лекул, в одной из половин сосуда. Другие 
макроскопические характеристики, такие, 
как давление, плотность газа в разных 
точках пространства и т. д., также испы­
тывают флуктуации, т. е. отклонения от 
средних значений.

Равновесным является такое макросо­
стояние системы, которое не имеет тенденции 
к изменению стечением времени. Ясно, что 
отсутствие такой тенденции будет сильнее всего выражено у наи­
более вероятного из всех макросостояний, мыслимых для данной 
системы. Вероятность состояния пропорциональна его статистиче­
скому весу. Поэтому равновесное состояние изолированной системы 
можно определить как состояние, статистический вес которого 
максимален.

Система, находящаяся в равновесном состоянии, время от вре­
мени самопроизвольно отклоняется от равновесия. Однако эти от­
клонения являются незначительными и кратковременными. Подав­
ляющую часть времени система проводит в равновесном состоянии, 
характеризуемом максимальным статистическим весом.

Статистическая физика вскрывает природу необратимых про­
цессов. Предположим, что вначале газ находился в левой половине 
сосуда, которая отделялась перегородкой от правой пустой поло­
вины. Если убрать перегородку, газ самопроизвольно распростра­
нится на весь сосуд. Этот процесс будет необратимым, так как веро­
ятность того, что в результате теплового движения все молекулы 
соберутся в одной из половин сосуда, практически равна нулю. 
Следовательно, сам по себе, без воздействия извне, газ не сможет 
снова сосредоточиться в левой половине сосуда.

n—N/2 р

— 2 1/16
— I 4/16

0 6/16
+  1 4/16
+  2 1/16
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Таким образом, процесс распространения газа на весь сосуд 
оказывается необратимым вследствие того, что обратный ему про­
цесс маловероятен. Этот вывод может быть распространен и на дру­
гие процессы. Всякий необратимый процесс — это такой процесс, 
обратный которому крайне маловероятен.

§ 103. Энтропия
В предыдущем параграфе мы установили, что вероятность 

макросостояния (в дальнейшем мы будем говорить просто — со­
стояния) пропорциональна его статистическому весу Q, т. е. числу 
микроскопических способов, которым может быть осуществлено 
данное макросостояние. Поэтому в качестве характеристики веро­
ятности состояния можно было бы взять само это число, т. е. Q. 
Однако такая характеристика не обладала бы свойством аддитив­
ности. Чтобы убедиться в этом, разобьем данную систему на две 
практически не взаимодействующие подсистемы. Пусть эти под­
системы находятся в состояниях со статистическими весами Q* и 
Q2- Число способов, которым может осуществляться соответствую­
щее состояние системы, равно произведению чисел способов, кото­
рыми могут быть осуществлены состояния каждой из подсистем в 
отдельности:

Q^QiQj. (103.1)
Отсюда следует, что £2 действительно не является аддитивной 
величиной.

Взяв логарифм от соотношения (103.1), получим
lnQ =  lnQi+lnQ2. (103.2)

Из (103.2) видно, что In Q — аддитивная величина. Иметь дело 
с аддитивными величинами много проще и удобнее. Поэтому в ка­
честве характеристики вероятности состояния принимается вели­
чина 5, пропорциональная логарифму статистического веса. По 
причине, которая выяснится ниже, коэффициент пропорциональ­
ности выбирают равным постоянной Больцмана k .  Определенную 
таким способом величину

S=fclnQ (103.3)
называют э н т р о п и е й  системы.

Из сказанного в предыдущем параграфе вытекают следующие 
свойства энтропии:

1. Энтропия изолированной системы при протекании необра­
тимого процесса возрастает. Действительно, изолированная (т. е. 
предоставленная самой себе) система переходит из менее вероятных 
в более вероятные состояния, что сопровождается ростом вели­
чины (103.3).
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2. Энтропия системы, находящейся в равновесном состоянии, 
максимальна.

Подчеркнем еще раз не абсолютно строгий характер высказан­
ных утверждений. Например, энтропия системы, находящейся 
в равновесном состоянии, претерпевает незначительные кратко­
временные отрицательные флуктуации. Однако эти флуктуации 
столь малы, что практически энтропию можно считать постоянной 
н равной максимальному значению.

Утверждение о том, что э н т р о п и я  и з о л и р о в а н н о й  с и с т е м ы  м о ж е т  

т о л ь к о  в о з р а с т а т ь  (либо по достижении максимального значения 
оставаться неизменной), носит название з а к о н а  в о з р а с т а ­
ния э н т р о п и и  или в т о р о г о  н а ч а л а  т е р м о д и ­
на мики.  Иначе можно сказать, что энтропия изолированной 
системы не может убывать.

Итак, при протекании в изолированной системе необратимого 
процесса энтропия возрастает, т. е. выполняется соотношение

d S >  0. (103.4)
Чтобы выяснить, как ведет себя энтропия неизолированной 

системы, установим связь между приращением энтропии d S  и 
количеством сообщенного системе тепла d ' Q .  Будучи функцией 
состояния, энтропия должна определяться параметрами состояния 
тела (или системы тел). Самыми простыми свойствами обладает 
идеальный газ. Его равновесное состояние полностью определяется 
заданием двух параметров, например объема V  и температуры Т .  

Попытаемся найти вид функции S = S ( V , T )  для одноатомного 
идеального газа *).

Рассмотрим находящийся в равновесии одноатомный идеальный 
газ, заключенный в сосуде объема V .  Внешние силовые поля будем 
считать отсутствующими. Число молекул газа равно N ,  темпера­
тура газа равна Т .

Макросостояние газа характеризуется значениями параметров V  

и Т ,  микросостояние определяется заданием координат и скоро­
стей всех N  молекул. Распределение молекул по координатам и 
распределение по скоростям являются независимыми. Поэтому 
статистический вес Q макросостояния можно представить в виде 
произведения множителя Япр, определяющего количество различ­
ных размещений молекул в пространстве, и множителя йсн, оп­
ределяющего число различных распределений молекул по скоро­
стям:

Q =  Qnp.QCK. (103.5)
Действительно, каждое из £2пр распределений в пространстве 
может реализоваться совместно с любым из QCK распределений 
по скоростям. Отсюда вытекает формула (103.5).

*) Излагаемый ниже вывод принадлежит Н, Б , Нарожноыу.
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Таким образом, в рассматриваемом случае выражение для энт­
ропии имеет вид

S =  &lnQ =  £lnQnp-|-ftlnQCK. (103.6)
Из этой формулы следует, что нахождение энтропии идеального 
газа сводится к нахождению чисел Qnp и QCK. Выяснив, как эти 
числа зависят от параметров газа V  и Т ,  мы найдем энтропию как 
функцию данных параметров.

Чтобы определить число йпр, разобьем объем V ,  занимаемый 
газом, на одинаковые кубические ячейки. Объем ячейки ДУ вы­
берем так, чтобы число ячеек

r = V I A V  (103.7)
было много меньше числа молекул N  Тогда в каждую ячейку
будет попадать в среднем много молекул. Ниже мы увидим, что 
размер ячеек (кроме условия r < ^ N )  не оказывает существенного 
влияния на выражение для энтропии.

j 1 -я  м .  j 2 - я я ч .  j____________ j - г - я  яч. j
1 2  г ,  1 2  пг  • • ■ 1 2  ц .

Рис. 103.1.

Рассмотрим макросостояние, характеризуемое тем, что в 1-й 
ячейке находится /г* молекул, во 2-й ячейке — я2 молекул, . . ., 
в г -й ячейке — п г молекул =  N ) .  Найдем число способов
(т. е. число микросостояний), которыми может быть реализовано 
такое макросостояние. Для этого зафиксируем внутри ячеек «ме­
ста», в которые мы будем «помещать» молекулы, осуществляя их 
распределение по ячейкам (на рис. 103.1 эти места обозначены 
точками).

Молекулы могут быть размещены по обозначенным на рис. 103.1 
местам N 1  способами ( N 1  — число перестановок N  молекул по N  

местам). Однако перестановки, при которых изменяется только 
порядок размещения молекул по л* местам 1-й ячейки (таких пере­
становок Mi!), либо размещение молекул по п 2 местам 2-й ячейки 
(таких перестановок и2!) и т. д., не приводят к новому микросо­
стоянию. Напомним, что отдельные микросостояния отличаются 
только номерами молекул, попадающих в различные ячейки. За­
фиксируем номера t i i  молекул, которые находятся в 1-й ячейке. 
Каждому из возможных распределений остальных молекул по 
другим ячейкам соответствует п/. различных размещений молекул 
в i -й ячейке. Поэтому, разделив полное число перестановок N \  на 
«i!, мы исключим из рассмотрения те перестановки, которые отли­
чаются лишь способом размещения молекул в 1-й ячейке. Разделив



затем N h ' t i i l  на п Л ,  мы исключим из рассмотрения те перестановки, 
которые отличаются лишь способом размещения молекул во 2-й 
ячейке. Продолжая этот процесс, придем к выражению

Й„р =  - 1— 1г ---- г» (103.8)пр пг\ . . . п гг  4 ’

которое дает число распределений молекул по ячейкам, отличаю­
щихся лишь номерами молекул, находящихся в разных ячейках 
(ср. g  (102.2)). Это число представляет собой «пространственную» 
часть статистического веса.

Поскольку по предположению внешнее силовое поле отсутствует, 
в равновесном состоянии молекулы распределяются по объему с 
постоянной плотностью. Следовательно, числа г ц ,  п 2 , . . ,  п г 

оказываются в среднем одинаковыми и равными n = N / r  (напомним, 
что г — число ячеек). Таким образом, для равновесного состояния 
«пространственная» часть статистического веса равна

Q - - *L"Р ~  («!)'• '
Логарифмирование дает

1пйпр =  In N \  — г  In п \ .  (103.9)
Согласно формуле Стирлинга (см. Приложение II)

\ n N \  & N l r \ N  —  N .  (103.10)
Воспользовавшись этой формулой, преобразуем (103.9) следующим 
образом:
1п£2пр f a  N  I n  N  —  N  —  г  ( п \ п п  —  п )  =  N  \ r \ N  —  N  \ n n  =  N  \ п  (N / n )

(мы учли, что rn=iV). Отношение N / n  равно WAV. Следовательно,
In Qnp =  .V In ( V / A V )  = >  N  In V — N  In A V .  (103.11)

Перейдем к нахождению QCK. Введем пространство, по осям 
которого откладываются компоненты скоростей молекул (прост­
ранство скоростей). Разобьем это пространство на одинаковые 
кубические ячейки объемом ДА. Ниже выяснится, что значение 
ДА, как и значение A V ,  не существенно; важно лишь, чтобы объем 
ДА был достаточно велик для того, чтобы в него «попадало» много 
молекул.

В равновесном состоянии плотность р точек, изображающих 
скорости молекул, определяется функцией распределения Макс­
велла (см. (98.1), (98.14) и (98.24)):
P ~ N f ( v x , v y , v z )  =

( ^ ) * ЛехР ( - - = ! )  . 
Обозначив скорость, отвечающую t-й ячейке, через v i t  получим для
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гТ (  т \  э/2 (  mv\ \  
Р ‘ — \ 2 n F r )  Р \  2кТ ) '

Наконец, умножив плотность рг на объем ячейки ДЛ, получим число 
молекул «г, попадающих в i - ю  ячейку:

' * . - Л ,( е т ) ' , ,е х р ' ( - # ) ДЛ- <10312>
По аналогии с (103.8) заключаем, что число способов, с помощью 

которых можно распределить молекулы по ячейкам при заданных 
числах rtit равно

^ = Wl!„-i ^ , -  (103.13)
В отличие от (103.8) число ячеек теперь бесконечно велико. Од­
нако для ячеек, достаточно удаленных от начала координат, числа 
Л; практически равны нулю. Логарифмирование выражения (103.13) 
дает

In QCK =  ln N \  — 2  In t i j \
i

Применив формулу (103.10), получим
lnQCK ж  N  \ n N  —  N  —  2  (л^п л, —л,) =  N  \ n N  —  2  «,-ln л,- (103.14)

( 2  « /= *)•
Согласно (103.12)

In п , - in N  +  In Д Л + 4 In ( - £ ) - 4  In T - ■ = .

Подстановка этого выражения в (103.14) приводит к формуле 
In Йск =  N h \ N -  (In N  +  In ДА +

+ 4 ' “ - & - т 1п Т )2 > < + г т 1 > 1 -т г -  (103-15>' i С

Выражение У \ n , H E L  эквивалентно =  сумма
2  п. ; равна N .  Учтя это, перепишем (103.15) следующим образом: 
1пЙск =  ЛПпЛ/-ЛПпУУ-ЛПпДЛ-

- Y N l n - ^ k + Y N l n T + W N i k T  =  J N l n T - N ] n A A  +

-fyW  [ l - ln- з У  =  у  АПп Г — ./V ln ДЛ +  у  N a .  (103.16)

Здесь через а обозначено стоящее в квадратных скобках выраже­
ние, не содержащее параметров состояния газа.
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Положив в (103.11) и (103.16) N  равным числу Авогадро N A 

и подставив затем эти выражения в (103.6), придем к формуле для 
энтропии одного моля одноатомного идеального газа:

SM =  k N AIn V — k N  АIn ДУ +  у  k N A In Г — k N A In АЛ+  у  /2JV A a.

Произведение k N A равно газовой постоянной R .  Следовательно, 

S„ =  R  In V +  у  R  I n T  —  R  In ( A V - ДЛ) +  y R a .

Введя обозначение
S0 =  — #1п(ДУ-ДЛ) +  у  tfa (103.17)

и учтя, что 3I 2R  есть молярная теплоемкость одноатомного газа при 
постоянном объеме C v , придем к окончательной формуле:

S M =  R  lnV +  CvlnT +  S,,. (103.18)
Эта формула определяет молярную энтропию одноатомного г) иде­
ального газа как функцию параметров состояния V  и Т  Восполь­
зовавшись уравнением состояния, можно перейти к выражению 
для энтропии через другие параметры, например через V  и  р .

Из (103.17) видно, что выбор размеров ячеек ДУ и ДЛ влияет 
лишь на значение аддитивной константы 50, с точностью до которой 
определяется энтропия формулой (103.18).

При сообщении газу тепла d ' Q  изменяется либо Т  (при постоян­
ном V ) ,  либо V  (при постоянной Т ) ,  либо оба параметра Т  и V .  

Соответственно изменяется также и энтропия. Чтобы связать это 
изменение с d ' Q ,  возьмем дифференциал выражения (103.18) и 
умножим его на Т .  В результате получим

T d S »  =  - ^ d V *  +  C v d T
v м

(чтобы подчеркнуть, что имеется в виду моль газа, мы поставили 
при V  индекс «м»).

Слагаемое C v d T  дает приращение внутренней энергии газа 
d U „ .  Полагая процесс сообщения тепла d ' Q  обратимым, можно 
представить слагаемое ( R T / V u ) d V „  в виде р  d V M= d ' A .  Таким об­
разом, мы приходим к соотношению

T d S K =  p d V M +  d U u .

В силу аддитивности S, V и U аналогичное соотношение имеет 
место для произвольной массы газа:

T d S = p d V + d U = d ' A + d U .

*) В § 107 будет показано, что формула (103.18) справедлива и для идеального 
газа с многоатомными молекулами.
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Согласно первому началу термодинамики правая часть этого ра­
венства есть d ' Q .  Следовательно,

Т  d S = d ' Q .

Отсюда
d ' Q

d S o m r  —  ~ Y ~  (обратимый процесс) (103.19)
(индекс «оиг» означает «одноатомный идеальный газ»).

Мы получили формулу (103.19), рассматривая одноатомный 
идеальный газ. Однако ее легко распространить на любую термо­
динамическую систему. Допустим, что имеется находящаяся в 
равновесном состоянии изолированная система, в состав которой, 
наряду с одноатомным идеальным газом, входят другие тела, сово­
купность которых мы назовем подсистемой. Все части системы 
имеют одинаковую температуру (иначе состояние системы не будет 
равновесным). Вследствие аддитивности энтропию системы 5С11СТ 
можно представить в виде

‘- 'си ст  =  ^ п о д с в с т  " Ь  ^оиг>

где Snoaci!CT — энтропия подсистемы, а 50иГ — энтропия одно­
атомного идеального газа. Пусть температура газа претерпела 
бесконечно малую флуктуацию d T .  Вследствие этого газ получит 
от подсистемы количество тепла d ' Q 0BT. Подсистема получит 
при этом тепло d ' Q n0дСИст= —d ' Q 0UT. В силу малости d T  этот 
процесс можно считать обратимым. Следовательно, энтропия газа 
получит приращение d S 0aT= d ' Q 0„ J T .

При протекании в изолированной системе обратимого процесса 
энтропия системы остается постоянной. Отсюда вытекает, что

“̂̂CllCT —  ̂ n̂OftCIICT “Ь d S oar =  0 .
Учтя значение d S 0IS[., получим для приращения энтропии под­
системы выражение

JP JP d  Фоиг d. QnOflCHCT 
и °ПОДСИСТ и °ОИГ Т  --- Т  *

Таким образом, и для совокупности произвольных тел оказывается 
справедливой формула

d S = ^ ~  (обратимый процесс). (103.20)
Здесь d ' Q  — количество полученного системой при обратимом 
процессе тепла, Т  — температура системы.

Отметим, что, в то время как d ' Q  не является полным диффе­
ренциалом, выражение (103.20) есть полный дифференциал (энт­
ропия — функция состояния).

Теперь можно объяснить, почему в формуле (103.3) была взята 
в качестве коэффициента пропорциональности постоянная Больц­
мана k .  Благодаря этому коэффициент пропорциональности между 
d S  и d ' Q / T  получился равным единице (см. (103.20)).
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Состояние, осуществляемое относительно малым числом спосо­
бов, называется у п о р я д о ч е н н ы м  или н е с л у ч а й н ы м .  
Состояние, осуществляемое многими различными способами, назы­
вается б е с п о р я д о ч н ы м  или с л у ч а й н ым.  Таким об­
разом, энтропия является количественной мерой степени молеку­
лярного беспорядка в системе. Это обстоятельство позволяет понять 
смысл соотношения (103.20). Сообщение системе тепла приводит 
к усилению теплового движения молекул и, следовательно, к уве­
личению степени беспорядка в системе. Чем выше температура, 
т. е. чем больше внутренняя энергия системы, тем относительно 
меньшей оказывается доля беспорядка, обусловленного сообщением 
данного количества тепла d ' Q .

Для справедливости равенства (103.20) весьма существенна 
обратимость процесса, в ходе которого системе сообщается тепло 
d ' Q .  Если количество тепла d ' Q  сообщается системе в ходе необра­
тимого процесса, энтропия возрастает как вследствие сообщения 
тепла, так и вследствие необратимости процесса. Поэтому имеет 
место неравенство

d S y - ^ y -  (необратимый процесс). (103.21)
При d ’ Q = 0 это неравенство переходит в соотношение (103.4). 
Под Т  в формуле (103.21) подразумевается температура резервуара, 
от которого данная система получает тепло d ' Q .  Температура си­
стемы при необратимом процессе может не иметь определенного 
значения, поскольку состояние системы не является равновесным.

Формулы (103.20) и (103.21) можно объединить вместе, написав,
что

d S (103.22)
Знак равенства относится к обратимым, знак неравенства — к 
необратимым процессам.

Соотношение (103.22) служит основой для термодинамических 
применений понятия энтропии. Об этих применениях идет речь в 
следующей главе.

При абсолютном нуле всякое тело, как правило J), находится 
в основном состоянии, статистический вес которого равен единице 
(Q=l). Формула (103.3) дает в этом случае для энтропии значение, 
равное нулю. Отсюда вытекает, что э н т р о п и я  в с я к о г о  т е л а  с т р е ­

м и т с я  к  н у л ю  п р и  с т р е м л е н и и  к  н у л ю  т е м п е р а т у р ы :
lim 5 =  0. (103.23)
Т - + 0

Это утверждение представляет собой содержание так называемой 
т е о р е м ы  Не р н с т а .  Иногда утверждение (103.23) называют 
т р е т ь и м  н а ч а л о м  т е р м о д и н а м и к и .

J) Из этого правила бывают исключения, которых мы касаться не будем.
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§ 104. Основные законы термодинамики
Термодинамика первоначально возникла как наука о превра­

щениях теплоты в работу. Однако законы, лежащие в основе термо­
динамики, имеют настолько общий характер, что в настоящее время 
термодинамические методы с большим успехом применяются для 
исследования многочисленных физических и химических процессов 
и для изучения свойств вещества и излучения. Как уже отмечалось 
в § 79, при изучении свойств и процессов превращения вещества 
термодинамика не вдается в рассмотрение микроскопической кар­
тины явлений. Она рассматривает явления, опираясь на извлечен­
ные из опыта основные законы (начала). По этой причине выводы, 
к которым приходит термодинамика, имеют такую же степень 
достоверности, как и лежащие в ее основе законы. Последние же 
являются обобщением огромного количества опытных данных.

Основу термодинамики образуют ее два начала. Первое начало 
устанавливает количественные соотношения, имеющие место при 
превращениях энергии из одних видов в другие. Второе начало 
определяет условия, при которых возможны эти превращения, 
т. е. определяет возможные направления процессов.

Первое начало термодинамики утверждает, что к о л и ч е с т в о  

т е п л а ,  с о о б щ а е м о е  с и с т е м е ,  з а т р а ч и в а е т с я  н а  п р и р а щ е н и е  в н у т р е н ­

н е й  э н е р г и и  с и с т е м ы  и  с о в е р ш е н и е  с и с т е м о й  р а б о т ы  н а д  в н е ш н и м и  

т е л а м и :

Q = U 2— U 1+ A  (104.1)
или в дифференциальной форме:

d ' Q = d U + d ' A  (104.2)
(см. (83.2) и (83.4)).

Первое начало иногда формулируется следующим образом: н е ­

в о з м о ж е н  п е р п е т у у м  м о б и л е  ( в е ч н ы й  д в и г а т е л ь )  п е р в о г о  р о д а ,  т .  е .  

т а к о й  п е р и о д и ч е с к и  д е й с т в у ю щ и й  д в и г а т е л ь ,  к о т о р ы й  с о в е р ш а л  б ы  

р а б о т у  в  б о л ь ш е м  к о л и ч е с т в е ,  ч е м  п о л у ч а е м а я  и м  и з в н е  э н е р г и я .
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Всякий двигатель представляет собой систему, совершающую 
многократно некий круговой процесс (цикл). Пусть в ходе цикла 
рабочее вещество (например, газ) сначала расширяется до объема 
V 2 , а затем снова сжимается до первоначального объема V i  (рис.
104.1). Чтобы работа за цикл была больше нуля, давление (а сле­
довательно, и температура) в процессе расширения должно быть 
больше, чем при сжатии. Для этого рабочему веществу нужно в 
ходе расширения сообщать тепло, а в ходе сжатия отнимать от 
него тепло.

Совершив цикл, рабочее вещество возвращается в исходное со­
стояние. Поэтому изменение внутренней энергии за цикл равно 
нулю. Количество тепла, сообщаемого рабочему телу за цикл, 
равно Q i  — Q где Qi — тепло, 
получаемое рабочим телом при 
расширении, а ® — тепло, отда­
ваемое при сжатии. Работа А ,  со­
вершаемая за цикл, равна пло­
щади цикла (см. § 84). Таким обра­
зом, выражение (104.1), написан­
ное для цикла, имеет вид

A  =  Q i  —  Q i  (Ю4.3)
Периодически действующий 

двигатель, совершающий работу за
счет получаемого извне тепла, называется т е п л о в о й  ма ши­
ной.  Как следует из (104.3), не все получаемое извне тепло Qi 
используется для получения полезной работы. Для того чтобы дви­
гатель работал циклами, часть тепла, равная Qj, должна быть воз­
вращена во внешнюю среду и, следовательно, не используется по 
назначению (т. е. для совершения полезной работы). Очевидно, что 
чем полнее превращает тепловая машина получаемое извне тепло 
Qi в полезную работу А ,  тем эта машина выгоднее. Поэтому тепло­
вую машину принято характеризовать к о э ф ф и ц и е н т о м  
п о л е з н о г о  д е й с т в и я  г) (сокращенно к. п. д.), который 
определяется как отношение совершаемой за цикл работы А  к по­
лучаемому за цикл теплу Qt:

А (104.4)

Приняв во внимание соотношение (104.3), выражение для к. п. д. 
можно записать в виде

Т): (104.5)

Из определения к. п. д. следует, что он не может быть больше 
единицы.
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Если обратить цикл, изображенный на рис. 104.1, получится 
цикл холодильной машины. Такая машина отбирает за цикл от тела 
с температурой Т г количество тепла Q2 и отдает телу с более высо­
кой температурой 7* количество тепла Q i .  Над машиной за цикл 
должна быть совершена работа А '  Эффективность холодильной 
машины характеризуют ее холодильным коэффициентом, который 
определяют как отношение отнятого от охлаждаемого тела тепла 
Qa к работе А ' ,  которая затрачивается на приведение машины в 
действие:

холоди ль ный коэффицие нт =  — .
л  Q i — Q2

Второе начало термодинамики, как и первое, может быть сфор­
мулировано несколькими способами. С одной из формулировок мы 
познакомились в § 103. Она заключается в утверждении о том, что 
э н т р о п и я  и з о л и р о в а н н о й  с и с т е м ы  н е  м о ж е т  у б ы в а т ь :

d S ^  0. (104.6)

Клаузиус сформулировал второе начало следующим образом: 
н е в о з м о ж н ы  т а к и е  п р о ц е с с ы ,  е д и н с т в е н н ы м  к о н е ч н ы м  р е з у л ь т а т о м  

к о т о р ы х  б ы л  б ы  п е р е х о д  т е п л а  о т  т е л а  ж н е е  н а г р е т о г о  к  т е л у  

б о л е е  н а г р е т о м у .  Не следует представлять дело так, что второе 
начало вообще запрещает переход тепла от тела менее нагретого 
к телу более нагретому. В холодильной машине как раз совершается 
такой переход. Однако этот переход не является единственным 
результатом процесса. Он сопровождается изменениями в окру­
жающих телах, связанными с совершением над системой работы А '

Покажем, что совершаемый в изолированной системе вообража­
емый процесс, противоречащий второму началу в формулировке 
Клаузиуса, сопровождается уменьшением энтропии. Тем самым 
мы докажем эквивалентность формулировки Клаузиуса и статисти­
ческой формулировки второго начала, согласно которой энтропия 
изолированной системы не может убывать.

Предварительно сделаем следующее замечание. Допустим, что 
некоторое тело обменивается теплом с другим телом, которое мы 
будем называть т е п л о в ы м  р е з е р в у а р о м .  Пусть тепло­
емкость резервуара бесконечно велика. Это означает, что получение 
или отдача резервуаром конечного количества тепла не изменяет 
его температуры. Протекающий в теле процесс, сопровождающийся 
обменом теплом с резервуаром, может быть обратимым только в том 
случае, если в ходе этого процесса температура тела будет равна 
температуре соответствующего резервуара. В самом деле, если, 
например, тело получает тепло от резервуара с температурой Т и  

имея температуру, меньшую чем T i ,  то при протекании того же про­
цесса в обратном направлении тело сможет вернуть резервуару
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полученное от него тепло в том случае, если его температура во 
всяком случае не ниже чем 7Y Следовательно, при прямом и обрат­
ном ходе процесса температура тела будет различна, тело проходит 
в обоих случаях через различные последовательности состояний 
(характеризующиеся неодинаковыми температурами), и рассмат­
риваемый процесс будет необратимым.

Таким образом, процесс, сопровождающийся теплообменом, 
может быть обратимым только в том случае, если, получая тепло и 
возвращая его при обратном ходе резервуару, тело имеет одну и 
ту же температуру, равную температуре резервуара. Строго говоря, 
при получении тепла температура тела должна быть на бесконечно 
малую величину меньше температуры резервуара (иначе тепло не 
потечет от резервуара к телу), а при отдаче тепла температура 
тела должна быть на бесконечно малую величину выше температуры 
резервуара.

Следовательно, единственным обратимым процессом, сопровож­
дающимся теплообменом с резервуаром, температура которого ос­
тается неизменной, является изотермический процесс, протекающий 
при температуре резервуара.

Рассмотрим изолированную систему, состоящую из двух тел 
с одинаковой теплоемкостью С. Пусть тело В  передает телу А  коли­
чество тепла Q, в результате чего температура тела А  повышается 
от значения Т м  до Т А , а температура тела В  уменьшается от зна­
чения Т Во До Т в  { Т в < Т в о < . Т Ао< . Т А ) . Такой процесс противоречит 
второму началу в формулировке Клаузиуса. Найдем изменение 
энтропии в данном случае.

В ходе указанного процесса происходит теплообмен между те­
лами с неодинаковыми температурами. Согласно сказанному выше 
такой процесс необратим. Формула же (103.20) применима только 
к обратимым процессам. Для того чтобы найти изменение энтропии 
при необратимом процессе, поступают следующим образом. Рас­
сматривают какой-либо обратимый процесс, приводящий систему 
в то же конечное состояние, что и данный необратимый процесс, 
и вычисляют для этого процесса приращение энтропии по формуле

2
S t - S i  =  f f i  (Ю4.7)

1

(см. (103.20)).
В соответствии со сказанным выше рассмотрим обратимый про­

цесс, в ходе которого тело В  отдает тепло Q  порциями d ' Q  после­
довательно ряду резервуаров с температурами, имеющими все зна­
чения от Т Во До Т в , а тело А  получает тепло Q  порциями d ' Q  от 
ряда резервуаров с температурами от Т Ай до Т А . В результате си­
стема перейдет обратимо из состояния, в котором тела имеют тем­
пературы Т Ао и Т в 0, в состояние, в котором температуры тел равны
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Т А и Т в . Приращение энтропии в ходе этого процесса равно 
AS =  -f A S a  =

ГА
=  Г f £ ^ l  =  c i n ^ -  +  Cln-^- =  C ln -^ 7̂

J 1 O ‘ 1 AO 1 BOT TA„ B0
T  в о  T AoT Bo

Приняв во внимание, что T A =  T A 0 + a ,  T B = T B o—a (a=Q/C>0), 
представим A S  в виде

AS =  C In ~ g> = cin (l - а ( - тм ~ Т в п )  —  1 Л г -
1 Ai1 BO \ 1 A»1 Bo 1 AO1 BO

Поскольку T Atp > T B o , выражение в скобках меньше единицы и, 
следовательно, AS<0. Таким образом, мы показали, что в ходе 
воображаемого процесса, противоречащего второму началу в фор­
мулировке Клаузиуса, энтропия убывает, что противоречит закону 
неубывания энтропии.

Кельвину принадлежит еще одна формулировка второго начала 
термодинамики. Она звучит следующим образом: н е в о з м о ж н ы  т а к и е  

п р о ц е с с ы ,  е д и н с т в е н н ы м  к о н е ч н ы м  р е з у л ь т а т о м  к о т о р ы х  я в и л о с ь  б ы  

о т н я т и е  о т  н е к о т о р о г о  т е л а  о п р е д е л е н н о г о  к о л и ч е с т в а  т е п л а  и  

п р е в р а щ е н и е  э т о г о  т е п л а  п о л н о с т ь ю  в  р а б о т у .

На первый взгляд может показаться, что такой формулировке 
противоречит, например, процесс изотермического расширения 
идеального газа. Действительно, все полученное идеальным газом 
от какого-то тела тепло превращается полностью в работу. Однако 
получение тепла и превращение его в работу — не единственный ко­
нечный результат процесса; кроме того, в результате процесса 
происходит изменение объема газа.

В тепловой машине превращение тепла в работу обязательно 
сопровождается дополнительным процессом — передачей некото­
рого количества тепла Q'2 более холодному телу, вследствие чего 
получаемое от более нагретого тела количество тепла Q L не может 
быть превращено полностью в работу.

Легко убедиться в том, что утверждение, содержащееся в форму­
лировке Кельвина, логически вытекает из утверждения, заключа­
ющегося в формулировке Клаузиуса. В самом деле, работа может 
быть полностью превращена в тепло, например, при посредстве 
трения. Поэтому, превратив с помощью процесса, запрещенного 
формулировкой Кельвина, тепло, отнятое от какого-нибудь тела, 
полностью в работу, а затем превратив эту работу при посредстве 
трения в тепло, сообщаемое другому телу с более высокой темпе­
ратурой, мы осуществили бы процесс, невозможный согласно 
формулировке Клаузиуса.

Используя процессы, запрещаемые вторым началом термодина­
мики, можно было бы создать двигатель, совершающий работу за
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счет тепла, получаемого от такого, например, практически неис­
черпаемого источника энергии, как океан. Практически такой дви­
гатель был бы равнозначен вечному двигателю. Поэтому второе 
начало термодинамики иногда формулируется следующим образом: 
н е в о з м о ж е н  п е р п е т у у м  м о б и л е  в т о р о г о  р о д а ,  т .  е .  т а к о й  п е р и о д и ­

ч е с к и  д е й с т в у ю щ и й  д в и г а т е л ь ,  к о т о р ы й  п о л у ч а л  б ы  т е п л о  о т  о д н о г о  

р е з е р в у а р а  и  п р е в р а щ а л  э т о  т е п л о  п о л н о с т ь ю  в  р а б о т у .

§ 105. Цикл Карно
Из сказанного в предыдущем параграфе следует, что для работы 

теплового двигателя необходимо наличие двух тепловых резервуа­
ров. От одного из них, имеющего более высокую температуру 7\ 
и называемого н а г р е в а т е л е м ,  двигатель получает в ходе 
цикла количество тепла Q u  второму, имеющему более низкую тем­
пературу Г2 и называемому х о л о д и л ь н и к о м ,  двигатель 
отдает тепло Q'2 .

Допустим, что теплоемкость резервуаров бесконечно велика. 
Это означает, что получение или отдача резервуарами конечного 
количества тепла не изменяет их температуры. Выясним, какой

обратимый цикл может совершать рабочее вещество двигателя в 
этих условиях. Для краткости рабочее вещество двигателя мы 
будем называть просто телом.

Рассматриваемый цикл, очевидно, может состоять как из про­
цессов, в ходе которых тело обменивается теплом с резервуарами, 
так и из процессов, не сопровождающихся теплообменом с внешней 
средой, т. е. адиабатических процессов. В предыдущем параграфе 
мы установили, что единственным обратимым процессом, сопровож­
дающимся теплообменом с резервуаром, температура которого 
остается неизменной, является изотермический процесс, протекаю­
щий при температуре резервуара.

Таким образом, мы приходим к выводу, что обратимый цикл, 
совершаемый телом, вступающим в теплообмен с двумя тепловыми
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резервуарами бесконечно большой емкости, может состоять только 
из двух изотерм (при температурах резервуаров) и двух адиабат. 
Такой цикл был впервые введен в рассмотрение французским ин­
женером Сади Карно и носит название ц и к л а  Ка рно .  Отме­
тим, что цикл Карно по определению обратимый.

При адиабатическом процессе d ' Q = 0. Поэтому согласно фор­
муле (103.20) при обратимом адиабатическом процессе d S = 0 и, 
следовательно, энтропия остается постоянной. На этом основании 
обратимый адиабатический процесс называется и з э н т р о п и -  
ч е с к и м. Воспользовавшись этим термином, можно сказать, что 
цикл Карно состоит из двух изотерм и двух изэнтроп. На диаграмме 
Т ,  5 этот цикл выглядит так, как показано на рис. 105.1. Заметим, 
что вид цикла Карно на диаграмме Т ,  S  не зависит от свойств тела 
(пли системы тел), для которых он изображен.

На рис. 105.2 изображен некоторый процесс, переводящий си­
стему из состояния 1 в состояние 2 .  Согласно (103.20) элементарное 
количество тепла d ' Q ,  полученное системой, может быть представ­
лено в виде Т  d S .  Следовательно, площадь заштрихованной полоски 
на рис. 105.2 равна d ' Q ,  а площадь фигуры, ограниченной кривой 
1 —2 ,  дает количество тепла, получаемого системой в ходе процесса. 
Аналогично площадь фигуры, ограниченной кривой, изображающей 
процесс на диаграмме р ,  V ,  дает работу, совершаемую системой 
в ходе процесса (см. рис. 84.3).

В соответствии со сказанным площадь цикла на рис. 105.1 
дает количество тепла, получаемого системой в ходе цикла (оно 
равно Qi—Q ’2) .  Аналогично площадь цикла на диаграмме р ,  V  дает 
работу, совершаемую системой за цикл (см. рис. 84.4).

Количество тепла, получаемого системой в ходе произвольного 
обратимого процесса, можно вычислить по формуле

Найдем к. п. д. цикла Карно. Совершив цикл, система возвра­
щается в исходное состояние. Следовательно, полное изменение 
энтропии за цикл равно нулю. На участке 1 — 2  (см. рис. 105.1) 
система получает от резервуара с температурой T i  количество тепла 
Q i .  Приращение энтропии на этом участке равно

(105.1)

(ср. с (84.3)).

2 2

На участке 3 — 4  система отдает резервуару с температурой Т 2 ко­
личество тепла Qa. Отнятие у тела тепла Q 2 эквивалентно сообще­
нию телу тепла —Q'2. Поэтому приращение энтропии на участке
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3— 4 равно

т 23 3
На участках 2 — 3  и 4 — 1 энтропия постоянна. Таким образом, 
полное приращение энтропии за цикл равно

ASIg + ASM =  -2i— - ^  =  0. (Ю5.2)

Из (105.2) следует, что
(105.3)Q i _Т  2

Q t ~  Г Г

Выражение (104.5) для к. п. д. тепловой машины можно пред­
ставить в виде

ч =  (Ю5.4)

Заменив в этом выражении отношение Q ' J Q i  в соответствии с (105.3), 
получим, что

т т _т
П =  1— 2 . (105.5)

При выводе формулы (105.5) мы не делали никаких предположе­
ний о свойствах рабочего вещества и устройстве тепловой машины. 
Следовательно, мы приходим к утверждению, что к о э ф ф и ц и е н т  

п о л е з н о г о  д е й с т в и я  в с е х  о б р а т и м ы х  м а ш и н , р а б о т а ю щ и х  в  и д е н т и ч ­

н ы х  у с л о в и я х  (т. е .  п р и  о д н о й  и  т о й  ж е  т е м п е р а т у р е  н а г р е в а т е л я  

и  х о л о д и л ь н и к а ) ,  о д и н а к о в  и  о п р е д е л я е т с я  т о л ь к о  т е м п е р а т у р а м и  

н а г р е в а т е л я  и  х о л о д и л ь н и к а .  Это утверждение носит название 
т е о р е м ы  Ка рно .

Рассмотрим необратимую машину, работающую с теми же 
нагревателем и холодильником, что и обратимая машина, работа­
ющая по циклу Карно.. Пусть по завершении цикла машина воз­
вращается в исходное состояние, которое мы будем считать равно­
весным. Так как энтропия является функцией состояния, ее при­
ращение за цикл должно равняться нулю:

§ d S  =  0.
Поскольку процессы, из которых состоит цикл, необратимы, для

d ’ Qкаждого элементарного процесса имеет место неравенство d S  >
(см. (103.21)). Следовательно, из условия равенства нулю полного 
приращения энтропии за цикл вытекает, что

o - § d s > § * ± .
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§ ^ - < 0 .

Разобьем последний интеграл на четыре слагаемых:

Г , Ад 1 Т г Ад 2

Первое слагаемое отвечает процессу получения от резервуара с
температурой Т г количества теп­
ла Qi (это количество тепла не 
обязательно совпадает с количест­
вом тепла Q l t  которое получает 
за цикл обратимая машина). Вто­
рое слагаемое отвечает первому 
адиабатическому участку цикла. 
Третье слагаемое отвечает про­
цессу передачи резервуару с тем­
пературой Т 2 количества тепла 
(это количество тепла не обяза­
тельно совпадает с количеством 
тепла Q'2 , которое отдает за цикл 
обратимая машина). Наконец, чет­
вертое слагаемое отвечает вто­
рому адиабатическому участку ци­
кла. На адиабатических участках 
d ’ Q = 0, поэтому соответствующие 

интегралы равны нулю. Интеграл, отвечающий участку Ti,  ра­
вен Q i / T i  (напомним, что в случае необратимого процесса в зна­
менателе отношения d ' Q / T  стоит температура резервуара, от кото­
рого данное тело получает тепло d ' Q ) .  Интеграл, отвечающий участ­
ку Т 2, равен —Q ’J T 2 . Таким образом, мы приходим к неравенству

^ -< 0 . (105.6)i 1 / а
Из (105.6) получаем, что

Qi ^  Ti
и, следовательно,

Л f  н* m m

т] =  1 — 5 7 < 1 —f r  =  -LT T i * (105-7)
Полученный результат означает, что к. п. д. необратимой машины 
всегда меньше, чем обратимой, работающей в тех же условиях.

Вид цикла Карно на диаграмме р ,  V  зависит от свойств совер­
шающего цикл вещества. Для идеального газа цикл выглядит

откуда
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так, как показано на рис. 105.3. Коэффициент полезного действия 
цикла Карно для идеального газа можно вычислить, не прибегая к 
нахождению приращения энтропии.

При изотермическом процессе внутренняя энергия идеального 
газа остается постоянной. Поэтому количество полученного газом 
тепла Q i  равно работе А 1 г , совершаемой газом при переходе из 
состояния 1 в состояние 2  (рис. 105.3). Эта работа согласно (90.8) 
равна

=  =  (Ю5.8)

где т  — масса идеального газа в машине. Количество отдаваемого 
холодильнику тепла Qj равно работе A '3 i , затрачиваемой на сжатие 
газа при переводе его из состояния 3  в состояние 4 .  Эта работа 
равна

( &  =  A U = J£ r R T t \ n $ - .  (Ю5.9)

Для того чтобы цикл был замкнутым, состояния 1 и 4  должны 
лежать на одной и той же адиабате. Отсюда вытекает условие

T 1V [ - 1 =  T t V l - 1 (105.10)
(см. уравнение адиабаты (88.4)). Аналогично, поскольку состоя­
ния 2  и 3  лежат на одной и той же адиабате, выполняется условие

Т гУ 1 - 1 =  Т У 1 ~ 1- (105.11)
Деля (105.11) на (105.10), приходим к условию замкнутости цикла:

V± _ V 1  
V i  V t

(105.12)

Теперь подставим (105.8) и (105.9) в выражение (104.5) для 
к. п. д.:

1 П  п т  | п  ^ 2  m  р т  | п  У з

_  М   ̂ 1 V 1 М  2 V i

11 ~  m  R T  In

Наконец, учтя условие (105.12), получим выражение
Гх — Г 2

ч =  - т г - .  
которое совпадает с (105.5).

§ 106, Термодинамическая шкала температур

Доказанная в предыдущем параграфе теорема о независимости 
к. п. д. обратимых машин от свойств рабочего вещества позволяет 
установить температурную шкалу, не зависящую от выбора термо-
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„ _ Qi—Q 2 _, Q2

ц  Q i  Q r

а следовательно, и отношение Q ' J Q i  для цикла Карно, зависят 
только от температур нагревателя и холодильника. Обозначив 
величины этих температур по некоторой, пока не известной нам 
шкале через и $2, можно написать, что

(Ю6 .1)

где f ( $ i ,  -&2) — универсальная (т. е. одинаковая для всех циклов 
Карно) функция температур нагревателя и холодильника. Соотно­
шение (106.1) дает возможность определять температуру тел через 
количества тепла, получаемые и отдаваемые при циклах Карно. 

Докажем, что функция (106.1) обладает следующим свойством:

/(» 1. (Ю6 .2)

где 0 (d) есть опять-таки универсальная функция температуры. 
Рассмотрим две обратимые машины M i  и М 2 (рис. 106.1), холодиль­
ник одной из которых служит одновременно нагревателем для 
другой. Предположим, что вторая машина отбирает от резервуара 
с температурой -&i такое же количество тепла, какое отдает ему 
первая машина.

Для машины M i  Q i = Q j ,  Q 2 = Q u ■ Следовательно, соотношение
(106.1) для этой машины имеет вид

*i). (106.3)

Для машины М г Qi=QIlt Q i = Q l u . Поэтому согласно (106.1)

^ = /(^ i, а,). (Ю6.4)

Рассматривая машины M i  и М2, а также резервуар с температурой 
как единую обратимую машину, получающую тепло от на­

гревателя с температурой й3 и отдающую тепло Qni холодильнику 
с температурой Ф2. можно написать:

Разделив (106.5) на (106.3), получим, что 
Qm _  f  №з. Фг)

метрического тела. В соответствии с указанной теоремой величина

- ^ -  =  / ( 0 а. (Ю6.5)

Qn ~  fifiэ, *
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Сравнение этого выражения с (106.4) приводит к соотношению
f  (й 3, (106.6)

\*r
№

М
~ 1

Г ъ \

к

f  (O j. <>i) ’

Это соотношение связывает температуры -&i и гЬ двух тел, причем 
в нем фигурирует температура -&э третьего тела. Условившись раз 
и навсегда о выборе этого тела, т. е. сделав -&3 неизменной, мы све­
дем функцию f { § з, $), стоящую в числителе и знаменателе формулы
(106.6), к функции одной переменной д. Обозначив эту функцию 
через 0 (й), мы придем к формуле (106.2).

Функция 0 (й) зависит только от температуры. Поэтому ее зна­
чения можно использовать для характеристики температуры соот­
ветствующего тела, т. е. полагать температуру 
тела равной 0, где 0 = 0 (д). Тогда выражение
(106.1) примет следующий вид:

=  (106.7)
Q1 01

Соотношение (106.7) положено в основу так 
называемой т е р м о д и н а м и ч е с к о й  
шк а л ы т е м п е р а т у р .  Преимущество 
этой шкалы заключается в том, что она не зави­
сит от выбора тела (рабочего вещества в цикле 
Карно), используемого для измерения темпера­
туры.

В соответствии с (106.7) для сопоставле­
ния температур двух тел нужно осуществить 
цикл Карно, используя эти тела в качестве на­
гревателя и холодильника. Отношение количе­
ства тепла, отданного телу — «холодильнику», 
к количеству тепла, отобранного от тела — «нагревателя», даст от­
ношение температур рассматриваемых тел. Для однозначного оп­
ределения численного значения 0 необходимо условиться о выбо­
ре единицы температуры, т. е. градуса. За абсолютный градус при­
нимается одна сотая разности температур кипящей при атмосфер­
ном давлении воды и тающего льда. Таким образом, градус абсо­
лютной термодинамической шкалы равен градусу идеальной газо­
вой шкалы.

Легко установить, что термодинамическая шкала температур 
совпадает с идеальной газовой шкалой. Действительно, в соответ­
ствии с (105.3)

=  (106.8) 
Qi T i  •

Сопоставляя (106.7) с (106.8), получим, что
0а 7*2 
Si T t  •

Рис. 106.1.
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Следовательно, 0 пропорциональна Т  и, поскольку градус обеих 
шкал одинаков, д  =  Т .

§ 107. Примеры на вычисление энтропии
Энтропия является функцией состояния. Поэтому она должна 

зависеть от параметров, определяющих состояние системы. На­
пример, она может быть представлена как функция р  и Т ,  либо 
как функция V  и Т  и т. д. Допустим, что какое-то тело нагревается 
при постоянном давлении р от абсолютного нуля до температуры 
Т ,  причем процесс нагрева происходит обратимо. Тогда согласно
(103.20) и (87.2) энтропия тела при давлении р  и температуре Т  

определяется выражением
т
г Св (Г) dT

S ( p , T )  =  \  Р г - - ,  (Ю7.1)
о

где С р ( Т )  — теплоемкость тела при постоянном давлении, кото­
рая является функцией температуры. Аналогично энтропия как 
функция объема V  и температуры Т  может быть представлена в виде

5(1/, Т ) = >  , (107.2)
о

где C v  — теплоемкость тела при постоянном объеме.
Из формул (107.1) и (107.2) следует, что теплоемкости С р  и 

С у  (а также и теплоемкость при любом другом процессе) обраща­
ются в нуль при абсолютном нуле. Действительно, если бы тепло­
емкость не стремилась к нулю, то подынтегральная функция при 
Т  - * ■  0 неограниченно возрастала бы, вследствие чего интеграл был 
бы расходящимся (т. е. обращался бы в бесконечность).

1. Э н т р о п и я  и д е а л ь н о г о  газ а .  В § 103 было 
найдено выражение для энтропии одноатомного идеального газа 
(т. е. газа, у которого C V = 3/ 2R ) .  Теперь, используя соотношение
(103.20), получим выражение для энтропии идеального газа с 
любыми молекулами. Поскольку энтропия аддитивна, достаточно 
найти ее значение для моля газа S „ .  Энтропия произвольного 
количества газа будет равна S =  ( m / M ) S M.

Будем характеризовать состояние вещества параметрами V  

и Т ,  однако рассматриваемый процесс не будем считать изохори- 
ческим. Согласно теореме Нернста и формуле (103.20)

(V. Т)

SM(V, Т ) =  j  4 ^ -, (107.3)
о

где символом (У, Т )  обозначено состояние газа (имеется в виду V  

моля). Интегрирование производится по произвольному обрати­
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мому процессу, переводящему вещество из состояния при абсолют­
ном нуле в состояние, характеризуемое объемом V  и температурой Т .

Возьмем объем У0 и температуру Т 0, при которых вещество за­
ведомо является идеальным газом, и разобьем интеграл в формуле
(107.3) на два:

Первый интеграл есть некоторое число, которое мы обозначим через 
*S(Ko, Т „ ) .  Второй интеграл является функцией V  и Т. Чтобы найти 
вид этой функции, представим d ' Q  в виде d ' Q = C v d T - \ - p d V  (в 
промежутке интегрирования вещество ведет себя как идеальный 
газ). Разделив d ' Q  на Т  и заменив в соответствии с уравнением 
состояния р / Т  через R I V ,  получим:

(Vo, r0) r„ v0
Таким образом, формула (107.4) принимает вид

где Sо — константа, равная 5 (К0, Т „ )  — 1пГ0 — lnV0.
Отметим, что в соотношения, с которыми приходится иметь дело 

на практике, обычно входят либо производные энтропии по пара­
метрам состояния, либо изменение энтропии. В этих случаях нахож­
дение значения аддитивной постоянной в выражении для энтропии 
оказывается излишним.

Формула (107.6) дает выражение энтропии моля идеального 
газа в переменных V  и Т  С помощью уравнения состояния можно 
перейти к выражениям энтропии в других переменных. Подставив 
в (107.6) V = R T / p ,  получим формулу

Учтя, что для идеального газа C v + R  равно С р , можно написать:

J) Не следует смущаться тем, что под знаком логарифма стоит размерная ве­
личина. В выражениях, содержащих In /, всегда имеется слагаемое, включающее
I11'/® i f t  — константа) с таким знаком, что In /  и In / 0 могут быть объединены в одно 
слагаемое вида 1п ( ///0).

(Уо» 7*о) {V, Л
(107.4)

о (Vo, Г„)

S » ( V ,  T )  =  S ( V 0, T B)  +  C v ] n ^  +  R \ n ^ r ~ .
‘ а 'о (107.5)

Преобразуем эту формулу следующим образом *): 
5M =  CVr In Т  +  R  lnV +  S0> (107.6)

SM =  С у  In Т  +  R  In R  R  1 n T  — R  In p  +  S0.

S m =  C p  In T  — R  In p -f S'ot (107.7)
где So=S0+/? In R .

12 И. В. Савельев, т. 1
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Наконец, заменив в (107.6) Т  через p V /R ,  придем к формуле 
S„ =  Cv ln p  +  C ,,lnV  +  S;, (Ю7.8)

где S l = S 0 — Cv \n R .
2. Э н т р о п и я  в о д ы .  Изменения теплоемкости воды в ин­

тервале от 0 до 100°С не превышают 1%. Поэтому в указанном тем­
пературном интервале удельную теплоемкость воды можно считать 
постоянной и равной с = 4,2 кДж/(кг-К). Соответственно, обозначив 
через s (273) удельную энтропию жидкой воды при 0°С, а через 
S(T) — удельную энтропию воды при температуре Т  (273< Г < 373), 
можно написать, что

5 (Г )- s ( 2 7 3 ) =  J £ ^  =  с 1 п ^ з  ,
2 7 3

откуда
s (Т) =  с In Т  +  {S (273) - с  In 273} =  с In Т  +  const. (107.9)

3. И з м е н е н и е  э н т р о п и и  п р и  п л а в л е н и и .  Если 
давление не изменяется, то плавление происходит при постоянной 
температуре. Соответственно приращение удельной энтропии равно

ЖИДК жидк
Д5 =  С =  f  d'Q =  - (107.10)

J  1  п л  1  п л  J  * ПЛТВ ТВ
где <7ПЛ— удельная теплота плавления. При затвердевании вещества 
удельная энтропия уменьшается на такую же величину.

Формула для приращения удельной энтропии при испарении 
отличается от (107.10) лишь тем, что вместо теплоты и температуры 
плавления в нее входят теплота испарения и температура кипения.

§ 108. Некоторые применения энтропии

Возьмем в качестве независимых параметров, характеризу­
ющих состояние некоторого вещества, объем V и температуру Т.  
Тогда внутренняя энергия вещества будет функцией этих парамет­
ров: U = U ( V ,  Т). В этом случае выражение первого начала термо­
динамики имеет вид 1)

“'в= (#),<"■+(ж )г  d V + ’’ dV- <108Л>
г) Полный дифференциал функции f  (х> у )  переменных х  и у  определяется 

выражением

df = ^ dx+% dy-
Это выраж ение дает приращ ение функции f  (х, у)  в том случае, когда переменные 
х  и у  получаю т приращ ения dx  я dy  (см, формулу (2 2 .8 )),
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В термодинамике принято частные производные функций по пара­
метрам состояний снабжать индексом, указывающим, какой пара­
метр предполагается при дифференцировании постоянным. Это 
необходимо в связи с тем, что, например, можно рассматривать 
частную производную U по Т  при условии, что p = con st. Эта про­
изводная обозначается символом (dU ldT )p и, вообще говоря, имеет 
иное значение, чем (dU/dT)v .

Разделив выражение (108.1) на Т,  получим приращение энт­
ропии:

^  =  { т ( ж \ } ‘п ' +  { т [ { ж ) т + 1 ’ ] } ‘1 У - <1 0 8 -2 >

Рассматривая энтропию как функцию параметров V и Т,  можно 
представить прнращение энтропии в виде

Сравнение с (108.2) дает, что

Смешанные частные производные некоторой функции f ( x , у)  
удовлетворяют условию

а 2/  д2{
д х  д у  д у  д х  *

В соответствии с этим
____ д f d S  \

dv \  дт ) v ~  дт )т’

Подстановка в это равенство выражений (108.3) приводит к соот­
ношению

Я т(£ ),}-З Д (# -)г + р]}.
Осуществив дифференцирование, получим

1 d2(/ _ 1_  г ( d U \  J  1 г д ги  . ( д р \  I 
Т  0V д Т  Г 2 |Д  dV ) т  +  +  Т  [ d T d V  +  ^ д Г  ) v \  ‘

тг d 2U д 2и
Приняв во внимание, что =  ~дт dv  ’ ПРИХ°ДИМ к формуле

( “5 т ) г =  Т  { w ) v ~ p - (Ю8.4)

Формула (108.4) характеризует зависимость внутренней энергии 
от объема. Применим ее для нахождения внутренней энергии иде­
ального и ван-дер-ваальсовского газов.

12*
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Для идеального газа p=RT/V.  Следовательно, (dp/dT)v=  
=R!V.  Подстановка этого значения в (108.4) дает, что

Полученный результат означает, что внутренняя энергия идеаль­
ного газа не зависит от объема. В § 87 мы пришли к такому же 
выводу, основываясь на предположении об отсутствии взаимодей­
ствия между молекулами.

Из уравнения состояния ван-дер-ваальсовского газа (см. (91.2)) 
следует, что

P =  (Ю8.5)

Отсюда

Подставив это выражение в формулу (108.4), получим
( d U \  R T  а
\ d V  ) т ~  V —  b Р —  V*

(см. (108.5)). Произведя интегрирование по V, найдем, что

+ / ( Л -
Вид функции f (T )  можно установить, воспользовавшись тем, что 
при V -*■ оо выражение для внутренней энергии ван-дер-ваальсов­
ского газа должно переходить в выражение для внутренней энергшг 
идеального газа U = C VT.  В итоге мы приходим к выражению 11=  
= C VT—a/V, которое было получено в § 91, исходя из других 
соображений (см. формулу (91.6)).

§ 109. Термодинамические потенциалы

Все расчеты в термодинамике основываются на использовании 
функций состояния, называемых т е р м о д и н а м и ч е с к и м и  
п о т е н ц и а л а м и .  Каждому набору независимых параметров 
соответствует свой термодинамический потенциал. Изменения по­
тенциалов, происходящие в ходе каких-либо процессов, определяют 
либо совершаемую системой работу, либо получаемое системой 
тепло.

При рассмотрении термодинамических потенциалов мы будем 
пользоваться соотношением (103.22), представив его в виде

T d S ^ d ' Q .  (109.1)
Знак равенства относится к обратимым, знак неравенства — к не­
обратимым процессам.
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Термодинамические потенциалы являются функциями состояния. 
Поэтому приращение любого из потенциалов равно полному диффе­
ренциалу функции, которой он выражается. Полный дифференциал 
функции f(x, у) переменных х и у определяется выражением

Поэтому, если в ходе преобразований мы получим для приращения 
некоторой величины f выражение вида

d f = X ( l ,  г] ) d l + Y ( l ,  ti)dn, (Ю9.2)
можно утверждать, что эта величина является функцией параметров 
I и т|, причем функции X (£, г|) и Y (£, т]) представляют собой част­
ные производные функции /(£, г|):

ч). ( ! г ) 1- у «-ч>- <109-3>

Внутренняя энергия. С одним из термодинамических потенциа­
лов мы уже хорошо знакомы. Это — внутренняя энергия системы. 
Выражение первого начала для обратимого процесса можно пред­
ставить в виде

d U = T  dS—pdV.  (109.4)

Сравнение с (109.2) показывает, что в качестве так называемых 
естественных переменных для потенциала U выступают переменные 
S и V. Из (109.3) следует, что

( ж ) , " 7-. ( - ж ) *  =  - е -  <109-5>

Из соотношения d'Q=dU+d'А следует, что в случае, когда 
тело не обменивается теплом с внешней средой, совершаемая им 
работа равна

d 'A = —dU
или в интегральной форме:

A =  Ui— U2 (нет теплообмена). (109.6)
Таким образом, при отсутствии теплообмена с внешней средой ра­
бота равна убыли внутренней энергии тела.

При постоянном объеме
d'Q=dU.  (109.7)

Следовательно, теплоемкость при постоянном объеме равна

с '  =  { т г ) , -  ( 109;8>



358 ГЛ. XII. ТЕРМОДИНАМИКА

Свободная энергия. Согласно (109.4) работа, производимая те­
лом при обратимом изотермическом процессе, может быть пред­
ставлена в виде

d 'A=—dU+TdS=— d{U—TS). (109.9)
Функцию состояния

F=U—TS  (109.10)
называют с в о б о д н о й  э н е р г и е й  тела.

В соответствии с формулами (109.9) и (109.10) при обратимом 
изотермическом процессе работа равна убыли свободной энергии 
тела:

d 'A=—dF (109.11)
или

А = Ғу —Ғ2 (T=const, обр.). (109.12)
Сравнение с формулой (109.6) показывает, что при изотермических 
процессах свободная энергия играет такую же роль, как внутренняя 
энергия при адиабатических процессах.

Заметим, что формула (109.6) справедлива как при обратимых, 
так и при необратимых процессах. Формула же (109.12) справедлива 
только для обратимых процессов. При необратимых Процессах 
d'Q<T dS (см. (109.1)). Подставив это неравенство в соотношение 
d'A=d'Q—dU, легко получить, что при необратимых изотерми­
ческих процессах

A < F i—F2 ( Т = const, необр.). (109.13)
Следовательно, убыль свободной энергии определяет верхний пре­
дел количества работы, которую может совершить система при 
изотермическом процессе.

Возьмем дифференциал от функции (109.10). Приняв во внима­
ние (109.4), получим

dF=T dS—p dV—T dS—S dT=—S dT—p dV. (109.14)

Из сравнения с (109.2) заключаем, что естественными переменными 
для свободной энергии являются Т и V. В соответствии с (109.3)

( w ) r ~ s - ( w ) , — »- <109л5>
Заменим в (109.1) d'Q через dU+pdV  и разделим получив­

шееся соотношение на dt (t — время). В результате получим, что

Т Ж > 1 Г  +  Р1П-- <lwU6>
Если температура и объем остаются постоянными, то соотношение 
(109.16) может быть преобразовано к виду

dJ U - T S ) = dF_ (7 = c o n s t j  у  — const). (109.17)



Из этой формулы следует, что необратимый процесс, протекающий 
при постоянных температуре и объеме, сопровождается уменьше­
нием свободной энергии тела. По достижении равновесия F перестает 
меняться со временем. Таким образом, при нензменных Т  и V 
равновесным является состояние, для которого свободная энергия 
минимальна.

Энтальпия. Если процесс происходит при постоянном давле­
нии, то количество получаемого телом тепла можно представить 
следующим образом:

d ' Q = d U + p d V = d ( U + p V ) .  (109.18)

Функцию состояния
H = U + p V  (109.19)

называют э н т а л ь п и е й  или т е п л о в о й  ф у н к ц и е й .
Из (109.18) и (109.19) вытекает, что количество тепла, получае­

мого телом в ходе изобарического процесса, равно
d ' Q = d H  (109.20)

или в интегральной форме
Q = H 2—Hi. (109.21)

Следовательно, в случае, когда давление остается постоянным, 
количество получаемого телом тепла равно приращению энтальпии. 

Дифференцирование выражения (109.19) с учетом (109.4) дает
d H = T d S —p d V + p d V + V d p = T d S + V d p .  (109.22)

Отсюда заключаем, что энтальпия есть термодинамический потен­
циал в переменных S u p .  Его частные производные равны

{ ж ) , = т- i w ) s ~ v ■ <109 23>
В соответствии с (109.20) теплоемкость при постоянном давлении 

равна

<:, =  ( § ■ ) , .  (109.24)

Сравнив формулы (109.20) и (109.24) с формулами (109.7) и (109.8), 
приходим к выводу, что при постоянном давлении энтальпия обла­
дает свойствами, аналогичными тем, какие имеет внутренняя энер­
гия при постоянном объеме.

Термодинамический потенциал Гиббса. Так называется функция 
состояния, определяемая следующим образом:

G = H — T S = U + p V — T S .  (109.25)
Ее полный дифференциал равен (см. (109.22))
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dG =  Т  d S + V  dp— T  d S — S d T = V  dp— S  dT .  ( 109 .26 )
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Следовательно, естественными переменными для функции G яв­
ляются р  и Т.  Частные производные этой функции равны

( f ) r = V’ ( # • ) „ — S- <10S>-27>

Если температура и давление остаются постоянными, соотно­
шение (109.16) можно записать в виде:

d(U +  pV—T S )  _  (Ю_ ^ о  (7  —const, p =  const). (109.28)

Из этой формулы следует, что необратимый процесс, протекающий 
при постоянных температуре и давлении, сопровождается уменьше­
нием термодинамического потенциала Гиббса. По достижении рав­
новесия G перестает изменяться со временем. Таким образом, при 
неизменных Т и р  равновесным является состояние, для которого 
термодинамический потенциал Гиббса минимален (ср. с (109.17)).

В табл. 109.1 приведены основные свойства термодинамических 
потенциалов.

Т а б л и ц а  109.1

Название я обозначение 
тер м од >1 и а м н чес кого 

потенциала
Свой стпа

В нутрен няя эн ергия 
U =  U  (S, V )

и г — U 2 =  A  при адиабатическом процессе, 
U 2— U 1 =  Q при y  =  const

Свободная энергия 

F =  F ( T ,  V)

F j — F 2 =  A  при обратимом изотермическом 
процессе

F  =  m in для  равновесного состоянии 
при r  =  const и K =  const

Э нтальпия
H  =  H ( S ,  р)

Н 2— H 1 =  Q при p  =  const

Термодинамический по­
тенциал Гиббса 

G =  G ( T ,  р)

G =  m in д л я  равновесного состояния 
при Т  =  const и р =  const
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§ НО. Отличительные черты кристаллического состояния

Подавляющее большинство твердых тел в природе имеет крис­
таллическое строение. Так, например, почти все минералы и все 
металлы в твердом состоянии являются кристаллами.

Характерная черта кристаллического состояния, отличающая 
его от жидкого и газообразного состояний, заключается в наличии 
а н и з о т р о п и и ,  т. е. зависимости ряда физических свойств 
(механических, тепловых, электрических, оптических) от направ­
ления.

Тела, свойства которых одинаковы по всем направлениям, на­
зываются и з о т р о п н ы м и .  Изотропны, кроме газов и, за от­
дельными исключениями, всех жидкостей, также аморфные твердые 
тела. Последние представляют собой переохлажденные жидкости 
(см. § 125).

Причиной анизотропии кристаллов служит упорядоченное рас­
положение частиц (атомов или молекул), из которых они построены. 
Упорядоченное расположение частиц проявляется в правильной 
внешней огранке кристаллов. Кристаллы ограничены плоскими 
гранями, пересекающимися под некоторыми, определенными для 
каждого данного рода кристаллов, углами. Раскалывание кристал­
лов легче происходит по определенным плоскостям, называемым 
плоскостями спайности.

Правильность геометрической формы и анизотропия кристаллов 
обычно не проявляются по той причине, что кристаллические тела 
встречаются, как правило, в виде п о л и к р и с т а л л о в ,  т. е. 
конгломератов множества сросшихся между собой, беспорядочно 
ориентированных мелких кристалликов. В поликристаллах анизо­
тропия наблюдается только в пределах каждого отдельно взятого 
кристаллика, тело же в целом вследствие беспорядочной ориента­
ции кристалликов анизотропии не обнаруживает. Создав специаль­
ные условия кристаллизации из расплава или раствора, можно по­
лучить большие одиночные кристаллы — м о н о к р и с т а л л ы

К Р И С Т А Л Л И Ч Е С К О Е  С О С Т О Я Н И Е
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любого вещества. Монокристаллы некоторых минералов встре­
чаются в природе в естественном состоянии.

Упорядоченность расположения атомов кристалла заключается 
в том, что атомы (или молекулы) размещаются в узлах геометри­
чески правильной пространственной решетки. Весь кристалл может

Рис. 110,1.

быть получен путем многократного повторения в трех различных 
направлениях одного и того же структурного элемента, называе­
мого э л е м е н т а р н о й  к р и с т а л л и ч е с к о й  я ч е й ­
к о й  (рис. 110.1, а). Длины ребер а, b и с кристаллической ячейки

называются п е р и о д а м и  и д е н ­
т и ч н о с т и  кристалла.

Кристаллическая ячейка пред­
ставляет собой параллелепипед, 
построенный на трех векторах а ,  
Ь, с , модули которых равны пери­
одам идентичности. Этот параллеле­
пипед, кроме ребер а, Ь, с, харак­
теризуется также углами а , р и у  
между ребрами (рис. 110.1, б). Вели­
чины а, Ь, с и а , р, у  однозначно 
определяют элементарную ячейку 
и называются ее параметрами.

Элементарную ячейку можно 
выбрать различными способами. 

Это показано на рис. 110.2 на примере плоской структуры. Об­
лицовку стены чередующимися светлыми и темными треугольными 
плитками можно получить многократным повторением в двух 
направлениях различных ячеек (см., например, ячейки 1, 2  и 3\ 
стрелками указаны направления, в которых повторяются ячейки). 
Ячейки 1 и 2  отличаются тем, что включают минимальное коли­
чество структурных элементов (по одной светлой и по одной темной 
плитке). Кристаллическая ячейка, включающая наименьшее число 
атомов, характеризующих химический состав кристаллического

Рис. 110.2.
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вещества (например, один атом кислорода и два атома водорода для 
кристалла льда), называется п р и м и т и в н о й  я ч е й к о й .  
Однако обычно вместо примитивной выбирают элементарную ячей­
ку с большим числом атомов, но обладающую той же симметрией, 
как и весь кристалл в целом. Так, изображенная на рис. 110.2 
плоская структура совпадает сама с собой при повороте на 120° 
вокруг любой перпендикулярной к ней оси, проходящей через 
вершины плиток. Таким же свойством обладает элементарная ячей­
ка 3. Ячейки 1 и 2  имеют меньшую степень симметрии: они совпа­
дают сами с собой только при повороте на 360°.

§ 111. Классификация кристаллов

Кристаллическая решетка может обладать различными видами 
симметрии. Под симметрией кристаллической решетки понимается 
свойство решетки совпадать с самой собой при некоторых прост­
ранственных перемещениях.

Всякая решетка прежде всего обладает трансляционной симмет­
рией, т. е. совпадает сама с собой при перемещении, (трансляции) 
на величину периода идентичности *). Из других видов симметрии 
отметим симметрию по отношению к поворотам вокруг некоторых 
осей, а также к зеркальному отражению относительно определен­
ных плоскостей.

Если решетка совпадает сама с собой при повороте вокруг не­
которой оси на угол 2лIn (следовательно, за один полный поворот 
вокруг оси решетка совпадает сама с собой п раз), то эта ось назы­
вается о с ь ю  с и м м е т р и и  n-го порядка. Можно показать,

Рис. 111.1.

что, кроме тривиальной оси 1-го порядка, возможны только оси 
симметрии 2-го, 3-го, 4-го и 6-го порядков. Примеры структур, 
обладающих такими осями симметрии, показаны схематически на 
рис. 111.1 (белыми кружками, черными кружками и крестиками 
обозначены атомы разных сортов).

*) При рассмотрении симметрии решетки отвлекаю тся от  конечных разм еров 
кристалла и считают реш етку бесконечной.
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Плоскости, при зеркальном отражении от которых решетка 
совпадает сама с собой, называются п л о с к о с т я м и  с и м ­
м е т р и и .  Пример плоскости симметрии также дан на рис. 111.1.

Различные виды симметрии называются э л е м е н т а м и  
с и м м е т р и и  кристаллической решетки. Кроме осей и плос­
костей, возможны другие элементы симметрии, в рассмотрение ко­
торых мы, однако, входить не станем.

Кристаллическая решетка, как правило, обладает одновре­
менно несколькими видами симметрии. Однако не всякое сочетание 
элементов симметрии оказывается возможным. Как показал вы­

дающийся русский ученый Е. С. Федоров, воз­
можны 230 комбинаций элементов симметрии, 
получившие название п р о с т р а н с т в е н ­
н ы х  г р у п п .  Эти 230 пространственных 
групп разбиваются по признакам симметрии 
на 32 к л а с с а. Наконец, по форме элемен­
тарной ячейки все кристаллы делятся на семь 
к р и с т а л л о г р а ф и ч е с к и х  с и с т е м  
(или с и н г о н и й ) ,  каждая из которых 
включает в себя несколько классов симметрии.

В порядке возрастающей симметрии крис­
таллографические системы располагаются 
следующим образом.

1. Т р и к л и н н а я  с и с т е м а .  Для 
нее характерно, что а ф Ь ф с ;  а Ф $ Ф у .  Элементарная ячейка^имеет 
форму косоугольного параллелепипеда.

2. М о н о к л и н н а я  с и с т е м а .  Два угла — прямые, тре­
тий (в качестве которого принято выбирать угол Р) отличен от пря­
мого. Следовательно, аф Ь ф с ;  oc=y=90°; р=т̂ 90° Элементарная 
ячейка имеет форму прямой призмы, в основанни которой лежит 
параллелограмм (т. е. форму прямого параллелепипеда).

3. Р о м б и ч е с к а я  с и с т е м а .  Все углы — прямые, все 
ребра — разные: а ф Ь ф с \  а = р = у = 9 0 о. Элементарная ячейка имеет 
форму прямоугольного параллелепипеда.

4. Т е т р а г о н а л ь н а я  с и с т е м а .  Все углы — прямые, 
два ребра — одинаковые: а = Ь Ф с \  а = р = у = 9 0 °  Элементарная 
ячейка имеет форму прямой призмы с квадратным основанием.

5. Р о м б о э д р и ч е с к а я  (или т р и г о н а л ь н а я )  с и ­
с т е м а .  Все ребра — одинаковые, все углы также одинаковые и
г » т п и и и к ! А  п т ' п п о м п г п '  п h—-£• л* —  ft  -—  л т ^ - 9 0 0 Э л в М £ К Т З р Н З Я  Я Ч 6 Й К З

имеет форму куба, деформированного сжатием или растяжением 
вдоль диагонали.

6. Г е к с а г о н а л ь н а я  с и с т е м а .  Ребра и углы между 
ними удовлетворяют условиям: а = Ь ф с \  а = р = 9 0 ° , у= 120° Если 
составить вместе три элементарные ячейки так, как показано 
на рис. 111.2, то получается правильная шестигранная призма.
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7. К у б и ч е с к а я  с и с т е м а .  Все ребра — одинаковые, 
все углы — прямые: а = Ь = с \  а = |3 = 'у = 9 0 о Элементарная ячейка 
имеет форму куба.

§ 112. Физические типы кристаллических решеток

В зависимости от природы частиц, помещающихся в узлах кри­
сталлической решетки, и от характера сил взаимодействия между 
частицами различают четыре типа кристаллических решеток и со­
ответственно четыре типа кристаллов: ионные, атомные, металли­
ческие и молекулярные.

1. И о н н ы е  к р и с т а л л ы .  В узлах кристаллической ре­
шетки помещаются ионы разных знаков. Силы взаимодействия 
между ними являются в основном элект­
ростатическими (кулоновскими). Связь, 
обусловленная электростатическими си­
лами притяжения между разноименно 
заряженными ионами, называется г е- 
т е р о п о л я р н о й  (или и о н н о й).

Типичным примером ионной решетки 
может служить изображенная на рис.
112.1 решетка каменной соли (NaCl).
Эта решетка принадлежит к кубической 
системе. Белыми кружками изображе­
ны несущие положительный заряд ио­
ны натрия, черными кружками — от­
рицательные ионы хлора. Как видно из рисунка, ближайшими 
соседями иона данного знака будут ионы противоположного знака. 
В газообразном состоянии NaCl состоит из молекул, в которых 
объединяются попарно ионы натрия с ионами хлора. Образующая 
молекулу группировка из иона Na и иона С1 утрачивает в кристалле 
обособленное существование. Ионный кристалл состоит не из моле­
кул, а из ионов. Весь кристалл в целом можно рассматривать 
как одну гигантскую молекулу.

2. А т о м н ы е  к р и с т а л л ы .  В узлах кристаллической ре­
шетки помещаются нейтральные атомы. Связь, объединяющая в 
кристалле (а также и в молекуле) нейтральные атомы, называется 
г о м е о п о л я р н о й  (или к о в а л е н т н о й ) .  Силы взаимо­
действия при гомеополярной связи имеют также электрический (но 
не кулоновский) характер. Объяснение этих си-л может быть дано 
только на основе квантовой механики.

Гомеополярная связь осуществляется электронными парами. 
Это означает, что в обеспечении связи между двумя атомами участ­
вует по одному электрону от каждого атома. По этой причине гомео­
полярная связь имеет направленный характер. При гетерополярной 
связи каждый ион воздействует на все достаточно близкие к нему

s f ' j l f - T f I
г

У - Т
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ионы. При гомеополярной связи воздействие направлено на тот 
атом, с которым у данного атома имеется совместная электронная 
пара. Гомеополярная связь может осуществляться только валент­
ными, т. е. наименее связанными с атомом, электронами. Поскольку 
каждый электрон может обеспечить связь только с одним атомом, 
число связей, в которых может участвовать данный атом (число 
соседей, с которыми он может быть связан), равно его валент­
ности.

Типичными примерами атомных кристаллов могут служить 
алмаз и графит. Оба эти вещества тождественны по химической 
природе (они построены из атомов углерода), но отличаются кри­
сталлическим строением. На рис. 112.2, а  показана решетка алмаза, 
на рис. 112.2 ,6  — решетка графита. На этом примере отчетливо 
видно влияние кристаллической структуры на свойства вещества.

Такую же решетку, как у ал-

■ О—У О

о
Рис. 112.2.

тронную пару, связывающую 
3. М е т а л л и ч е с к и е

маза (решетку типа алмаза), име­
ют типичные полупроводники — 
германий (Ge) и кремний (Si). 
Для этой решетки характерно то, 
что каждый атом окружен че­
тырьмя равноотстоящими от него 
соседями, расположенными в 
вершинах правильного тетраэд­
ра. Каждый из четырех валент­
ных электронов входит в элек- 

данный атом с одним из соседей, 
к р и с т а л л ы .  Во всех узлах 

кристаллической решетки расположены положительные ионы ме­
талла. Между ними беспорядочно, подобно молекулам газа, дви­
жутся электроны, отщепившиеся от атомов при образовании ионов. 
Эти электроны играют роль «цемента», удерживая вместе положи­
тельные ионы; в противном случае решетка распалась бы под дей­
ствием сил отталкивания между ионами. Вместе с тем и электроны 
удерживаются ионами 
в пределах кристал­
лической решетки и 
не могут ее покинуть.

Большинство ме­
таллов имеет решетки 
одного из трех типов: 
кубическую объемно- 
центрированную (рис.
112.3, а), кубическую 
гранецентрированную (рис. 112.3, б) и так называемую плотную 
гексагональную (рис. 112.3, в). Последняя представляет собой гек­
сагональную решетку с отношением с/а, равным К 8/3 . Кубическая
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гранецентрированная и плотная гексагональная решетки соответ­
ствуют наиболее плотной упаковке одинаковых шаров.

4. М о л е к у л я р н ы е  к р и с т а л л ы .  В узлах кристалли­
ческой решетки помещаются определенным образом ориентирован­
ные молекулы. Силы связи между молекулами в кристалле имеют 
ту же природу, что и силы притяжения между молекулами, приво­
дящие к отклонению газов от идеальности. По этой причине их 
называют в а н - д е р - в а а л ь с о в с к и м и  с и л а м и .  Моле­
кулярные решетки образуют, например, следующие вещества: 
Н „ N „ 0 „  С 0 2, Н 20 .  Таким образом, обычный лед, а также так 
называемый сухой лед (твердая углекислота) представляют собой 
молекулярные кристаллы.

§ 113. Дефекты в кристаллах

Дефектами кристаллов называют нарушения идеальной кристал­
лической структуры. Такое нарушение может заключаться в от­
сутствии атома в узле решетки (вакансия), в замене атома данного 
вещества (своего атома) чужим атомом (атомом примеси), во внед­
рении лишнего атома (своего или чужого) в межузельное прост­
ранство. Подобные дефекты называются т о ч е ч н ы м и .  Они вы­
зывают нарушения правильности решетки, распространяющиеся 
на расстояния порядка нескольких периодов.

Кроме точечных, существуют дефекты, сосредоточенные вблизи 
некоторых линий. Их называют л и н е й н ы м и  д е ф е к т а м и

или д и с л о к а ц и я м и .  Дефекты такого вида нарушают правиль­
ное чередование кристаллических плоскостей. Простейшими ви­
дами дислокаций являются к р а е в а я  и в и н т о в а я  дисло­
кации.

Краевая дислокация обусловливается лишней кристаллической 
полуплоскостью, вдвинутой между двумя соседними слоями ато­
мов (рис. 113.1). Край этой полуплоскости образует дислокацию 
данного вида. Линией дислокации является перпендикулярная 
к плоскости рисунка прямая, отмеченная знаком _L.

Винтовую дислокацию можно представить как результат разре­
за кристалла по полуплоскости и последующего сдвига лежащих 
по разные стороны разреза частей решетки навстречу друг другу
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на величину одного периода (рис. 113.2). Внутренний край разре­
за образует винтовую дислокацию (см. пунктирную прямую на- 
рисунке). Кристалл с винтовой дислокацией фактически состоит из 
одной кристаллической плоскости, которая изогнута по винтовой 
поверхности (такую поверхность называют геликоидом). Линия 
дислокации совпадает с осью винта. При каждом обходе вокруг этой 
линии кристаллическая плоскость смещается на один период.

Рис. 113.3.

Мы рассмотрели два простейших (предельных) вида дислока­
ций. В обоих случаях линии дислокации являются прямыми. В об­
щем случае линии дислокации могут быть кривыми.

Дефекты оказывают сильное влияние на физические свойства 
кристаллов, в том числе и на их прочность. В частности, дисло­
кации служат причиной того, что пластическая деформация *) 
реальных кристаллов происходит под воздействием напряженнй на 
несколько порядков меньших, чем вычисленное для идеальных 
кристаллов.

У монокристаллов металлов легко происходит сдвиг вдоль 
атомных слоев. Не следует представлять себе этот процесс так, 
что все атомы слоя смещаются одновременно как одно целое. В дей­
ствительности атомы перескакивают в новые положения неболь­
шими группами поочсрсдпо. Такое поочередное перемещение ато­
мов может быть представлено как движение дислокации. Для пере­
мещения дислокации достаточно напряжений, много меньших, чем 
для перемещения всего атомного слоя сразу. На рис. 113.3 пока­
заны последовательные стадии процесса, происходящего в кристал­
ле под действием сил, обусловливающих сдвиг. Первоначально 
имевшаяся дислокация под воздействием созданных в кристалле 
напряжений перемещается вдоль кристалла. Это перемещение со­
провождается поочередным сдвигом атомов слоя, лежащего над дис­
локацией, относительно атомиь слоя, лежащего под дислокацией.

Перемещению дислокаций препятствует наличие других дефектов 
в кристалле, например, присутствие атомов примеси. Дислокации 
тормозятся также при пересечении друг с другом. Если коли-

*) Пластической называется деформация, сохраняю щ аяся после того, как  
снимается напряж ение, вызвавш ее деформацию.
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чество дислокаций и других дефектов в кристалле мало, дислокации 
перемещаются практически свободно. В результате сопротивление 
сдвигу будет невелико. Увеличение плотности дислокаций и вс. 
растание концентрации примесей приводит к сильному торможение 
дислокаций и прекращению их движения. В результате проч­
ность материала растет. Так, например, повышение прочности же­
леза достигается растворением в нем атомов углерода (такой раст­
вор представляет собой сталь).

Пластическая деформация сопровождается разрушением крис­
таллической решетки и образованием большого количества дефек­
тов, препятствующих перемещению дислокаций. Этим объясняется 
упрочение материалов при их холодной обработке.

Винтовая дислокация часто возникает в процессе роста кристал­
лов из раствора или расплава. Захват атома гладкой плоской кри­
сталлической поверхностью энергетически менее выгоден и по­
этому менее вероятен, чем присоединение атома к ступеньке, су­
ществующей на поверхности кристалла с винтовой дислокацией. 
Поэтому кристаллы предпочитают расти со встроенной внутрь 
винтовой дислокацией. Новые атомы присоединяются к краю сту­
пеньки, вследствие чего рост кристалла происходит по спирали.

§ 114. Теплоемкость кристаллов

Расположение частиц в узлах кристаллической решетки отве­
чает минимуму их взаимной потенциальной энергии. При смещении 
частиц из положения равновесия в любом направлении появляется 
сила, стремящаяся вернуть частицу в первоначальное положение, 
вследствие чего возникают колебания частицы. Колебание вдоль 
произвольного направления можно представить как наложение 
колебаний вдоль трех взаимно перпендикулярных направлений. 
Поэтому каждой частице в кристалле следует приписывать три 
колебательные степени свободы.

В § 97 было выяснено, что на каждую колебательную степень 
свободы в среднем приходится энергия, равная двум половинкам 
k T  — одна в виде кинетической и одна в виде потенциальной энер­
гии. Следовательно, на каждую частицу — атом в атомной ре­
шетке, ион в ионной или металлической решетке *) — приходится 
в среднем энергия, равная 3kT.  Энергию моля вещества в кристал­
лическом состоянии можно найти, умножив среднюю энергию одной 
частицы на число частиц, помещающихся в узлах кристаллической 
решетки. Последнее число совпадает с числом Авогадро N A только, 
в случае химически простых веществ. В случае такого, например,(

1) В случае м олекулярны х кристаллов дело обстоит слож нее. М олекулы на. 
ряду с поступательными колебаниями совершают такж е крутильны е колебания. 
Кроме того, происходят колебания атомов внутри м олекул.

13 и. В. Савельев, т. 1



вещества, как NaCl, число частиц будет равно 2Л/д, ибо в моле 
NaCl содержится N А атомов Na и NA атомов С1.

Ограничившись рассмотрением химически простых веществ, 
образующих атомные или металлические кристаллы, для внутрен­
ней энергии моля вещества в кристаллическом состоянии можно 
написать выражение

UK =  NA3kT =  3RT.
Приращение внутренней энергии, соответствующее повышению 

температуры на один кельвин, равно согласно (109.8) теплоемкости 
при постоянном объеме. Следовательно,

CV= 3 R .  (114.1)
Поскольку объем твердых тел при нагревании меняется мало, их 
теплоемкость при постоянном давлении незначительно отличается 
от теплоемкости при постоянном объеме, так что можно положить 
Ср~ С v и говорить просто о теплоемкости твердого тела.

Итак, согласно (114.1) теплоемкость моля химически простых 
тел в кристаллическом состоянии одинакова и равна 3R. Это утвер­

ждение составляет содержание 
з а к о н а  Д ю л о н г а  и Пти,  
установленного опытным путем. 
Закон выполняется с довольно 
хорошим приближением для мно­
гих веществ при комнатной тем­
пературе. Однако, например, ал­
маз имеет при комнатной темпе­
ратуре теплоемкость, равную 
всего примерно 0,7R. 

q Y  Более того, вопреки (114.1)
ри . . .  теплоемкость кристаллов зависит

ис' ' ' от температуры, причем зависи­
мость имеет характер, показан­

ный на рис. 114.1. Вблизи абсолютного нуля теплоемкость всех тел 
пропорциональна Г?, и только при достаточно высокой, характерной 
для каждого вещества температуре начинает выполняться равен­
ство (114.1). У большинства тел это достигается уже при комнатной 
температуре, у алмаза же теплоемкость достигает значения 3R 
лишь при температуре порядка 1000°С.

Строгая теория, теплоемкости твердых тел, созданная Эйнштей­
ном и Дебаем, учитывает, во-первых, квантование энергии колеба­
тельного движения (см. § 97). Во-вторых, теория учитывает, что 
колебания частиц в кристаллической решетке не являются незави­
симыми. Эта теория J) находится в хорошем согласии с опытными 
данными. В частности, для высоких температур она приводит к вы­
ражению (114.1).
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} ) Она будет излож ена в третьем томе.
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§ 115. Строение жидкостей

Жидкое состояние, занимая промежуточное положение между 
газами и кристаллами, сочетает в себе некоторые черты обоих этих 
состояний. В частности, для жидкостей, как и для кристаллических 
тел, характерно наличие определенного объема, и вместе с тем жид­
кость, подобно газу, принимает форму того сосуда, в котором она 
находится. Далее, для кристаллического состояния характерно 
упорядоченное расположение частиц (атомов или молекул), в га­
зах в этом смысле царит полный хаос. Согласно рентгенографиче­
ским исследованиям, в отношении характера расположения частиц 
жидкости также занимают промежуточное положение. В располо­
жении частиц жидкости наблюдается так называемый б л и ж ­
н и й  п о р я д о к .  Это означает, что по отношению к любой частице 
расположение ближайших к ней соседей является упорядоченным. 
Однако по мере удаления от данной частицы расположение по от­
ношению к ней других частиц становится все менее упорядочен­
ным, и довольно быстро порядок в расположении частиц полностью 
исчезает. В кристаллах имеет место д а л ь н и й  п о р я д о к :  
упорядоченное расположение частиц по отношению к любой час­
тице наблюдается в пределах значительного объема.

Наличие в жидкостях ближнего порядка служит причиной того, 
что структуру жидкостей называют к в а з и к р и с т а л л и ч е -  
с к о й (кристаллоподобной).

Из-за отсутствия дальнего порядка жидкости, за немногими 
исключениями, не обнаруживают анизотропии, характерной для 
кристаллов с их правильным расположением частиц. В жидкостях 
с удлиненными молекулами наблюдается одинаковая ориентация 
молекул в пределах значительного объема, чем обусловливается 
анизотропия оптических и некоторых других свойств. Такие жид­
кости получили название ж и д к и х  к р и с т а л л о в .  У них 
упорядочена только ориентация молекул, взаимное же расположе­
ние молекул, как и в обычных жидкостях, дальнего порядка не 
обнаруживает.
13*
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Промежуточным положением жидкостей обусловлено то обстоя­
тельство, что жидкое состояние оказывается особенно сложным по 
своим свойствам. Поэтому его теория гораздо менее развита, чем 
теория кристаллического и газообразного состояний. До сих пор 
нет вполне законченной и общепризнанной теории жидкостей. Зна­
чительные заслуги в разработке ряда проблем теории жидкого со­
стояния принадлежат советскому ученому Я- И. Френкелю.

Согласно Френкелю, тепловое движение в жидкостях имеет сле­
дующий характер. Каждая молекула в течение некоторого времени 
колеблется около определенного положения равновесия. Время от 
времени молекула меняет место равновесия, скачком перемещаясь 
в новое положение, отстоящее от предыдущего на расстояние по­
рядка размеров самих молекул. Таким образом, молекулы лишь 
медленно перемещаются внутри жидкости, пребывая часть времени 
около определенных мест. По образному выражению Я. И. Френ­
келя, молекулы странствуют по всему объему жидкости, ведя ко­
чевой образ жизни, при котором кратковременные переезды 
сменяются относительно длинными периодами оседлой жизни. Дли­
тельности этих стоянок весьма различны и беспорядочно череду­
ются друг с другом, но средняя длительность колебаний около 
одного и того же положения равновесия оказывается у каждой 
жидкости определенной величиной, резко убывающей при повыше­
нии температуры. В связи с этим при повышении температуры 
сильно возрастает подвижность молекул, что в свою очередь влечет 
за собой уменьшение вязкости жидкостей.

Существуют твердые тела, которые во многих отношениях ока­
зываются ближе к жидкостям, чем к кристаллам. Такие тела, на­
зываемые а м о р ф н ы м и, не обнаруживают анизотропии. В рас­
положении их частиц имеется, как и у жидкостей, только ближний 
порядок. Переход от аморфного твердого тела к жидкости при на­
гревании осуществляется непрерывно, в то время как переход от 
кристалла к жидкости совершается скачком (подробнее об этом бу­
дет сказано в § 125). Все это дает основание рассматривать аморф­
ные твердые тела как переохлажденные жидкости, частицы которых 
вследствие сильно возросшей вязкости имеют ограниченную под­
вижность.

Типичным примером аморфного твердого тела служит стекло. 
К числу аморфных тел относятся также смолы, битумы и т. п.

К НА . . ПТ ПМ>Л.П.»

Молекулы жидкости располагаются настолько близко друг 
к другу, что силы притяжения между ними имеют значительную 
величину. Поскольку взаимодействие быстро убывает с расстоянием, 
начиная с некоторого расстояния силами притяжения между моле-
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пулами можно пренебречь. Это расстояние г, как мы уже знаем 
(см. § 91), называется р а д и у с о м  м о л е к у л я р н о г о  
д е й с т в и я ,  а сфера радиуса г  называется с ф е р о й  м о л е ­
к у л я р н о г о  д е й с т в и я .  Радиус молекулярного действия 
имеет величину порядка нескольких эффективных диаметров 
молекулы.

Каждая молекула испытывает притяжение со стороны всех со­
седних с ней молекул, находящихся в пределах сферы молекуляр­
ного действия, центр которой совпадает с данной молекулой. Рав­
нодействующая всех этих сил для молекулы, находящейся от по­
верхности жидкости на расстоянии, превышающем г, очевидно, 
в среднем равна нулю (рис. 116.1). Иначе обстоит дело, если моле­
кула находится на расстоянии от поверхности, меньшем чем г. 
Так как плотность пара (или газа, с которым граничит жидкость) 
во много раз меньше плотности жидкости, выступающая за пределы
жидкости часть сферы молекуляр- _̂_ ^
ного действия будет менее заполне- __________ \
на молекулами, чем остальная часть / *х*©хх*)
сферы. В результате на каждую Г \ х *
молекулу, находящуюся в поверх- ~ ------ v *
ностном слое толщины г, будет 
действовать сила, направленная / ^ х * *\
внутрь жидкости. Величина этой \ х х’ * j
силы растет в направлении от вну- 
тренней к наружной границе слоя. —

Переход молекулы из глуби- PlIC’
ны жидкости в поверхностный слой
сопровождается совершением над молекулой действующими на нее 
в поверхностном слое силами отрицательной работы. В результате 
этого кинетическая энергия молекулы уменьшается, превращаясь 
в потенциальную энергию. Подобно этому сила земного тяготения 
совершает над летящим вверх телом отрицательную работу, что 
приводит к превращению кинетической энергии тела в потенциаль­
ную. При обратном переходе молекулы в глубь жидкости потен­
циальная энергия, которой обладала молекула в поверхностном 
слое, переходит в кинетическую энергию.

Итак, молекулы в поверхностном слое обладают дополнитель­
ной потенциальной энергией. Поверхностный слой в целом обла­
дает дополнительной энергией, которая входит составной частью 
во внутреннюю энергию жидкости.

Поскольку положение равновесия соответствует минимуму по­
тенциальной энергии, жидкость, предоставленная самой себе, 
будет принимать форму с минимальной поверхностью, т. е. форму 
шара. Обычно мы наблюдаем не жидкости, «предоставленные самим 
себе», а жидкости, подверженные действию сил земного тяготения. 
В этом случае жидкость принимает форму, соответствующую
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минимуму суммарной энергии — энергии в поле сил тяготения 
и поверхностной энергии.

При увеличении размеров тела объем растет как куб линейных 
размеров, а поверхность — только как квадрат. Поэтому пропор­
циональная объему тела энергия в поле тяготения изменяется с раз­
мерами тела быстрее, чем поверхностная энергия. У малых капель 
жидкости преобладающую роль играет поверхностная энергия, 
вследствие чего такие капли имеют форму, близкую к сферической. 
Большие капли жидкости сплющиваются под действием сил тяго­
тения, несмотря на то, что поверхностная энергия при этом воз­
растает. Большие массы жидкости принимают форму сосуда, в ко­
торый они налиты, с горизонтальной свободной поверхностью.

Из-за наличия поверхностной энергии жидкость обнаруживает 
стремление к сокращению своей поверхности. Жидкость ведет себя 
так, как если бы она была заключена в упругую растянутую плен­
ку, стремящуюся сжаться. Следует иметь в виду, что никакой 
пленки, ограничивающей жидкость снаружи, на самом деле нет. 
Поверхностный слой состоит из тех же молекул, что и вся жидкость, 
и взаимодействие между молекулами имеет в поверхностном слое 
тот же характер, что и внутри жидкости. Дело заключается лишь 
в том, что молекулы в поверхностном слое обладают дополнитель­
ной энергией по сравнению с молекулами внутри жидкости.

Выделим мысленно часть поверхности жидкости, ограниченную 
замкнутым контуром. Тенденция этого участка к сокращению

приводит к тому, что он действует на гра­
ничащие с ним участки с силами, распре­
деленными по всему контуру (по третьему 
закону Ньютона внешние участки поверх­
ностного слоя действуют на рассматривае­
мую часть поверхности с силами такой 
же величины, но противоположного 
направления). Эти силы называются си ­
лами п о в е р х н о с т н о г о  н а т я ж е ­
ния.  Направлена сила поверхностного на­
тяжения по касательной к поверхности жид­
кости, перпендикулярно к участку конту­
ра, на который она действует.

Обозначим силу поверхностного натяже­
ния, приходящуюся на единицу длины кон­
тура, через а. Эту величину называют к о- 
э ф ф и ц и е н т о м п о в е р х  н о с т н о г о  
н а т я ж е н и я .  Измеряют ее в ньютонах 

на метр (в СИ) или в динах на сантиметр (в СГС-системе).
Предположим, что имеется прямоугольная рамка с подвижной 

перекладиной, затянутая пленкой жидкости (рис. 116.2). Пленка 
представляет собой тонкий плоский объем жидкости, ограниченный

ЛаЗ. слой

а) 6)

Рис- 116-2,
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с двух сторон поверхностным слоем (см. рис. 116.2, б, на котором 
рамка показана в разрезе). Вследствие стремления поверхностного 
слоя к сокращению со стороны пленки будет действовать на пере­
кладину сила, равная 2а/. Чтобы перекладина находилась в равно­
весии, к ней нужно приложить внешнюю силу F, равную силе на­
тяжения пленки, т. е. 2а/. Предположим, что перекладина пере­
местилась крайне медленно в направлении действия силы F на очень 
малую величину dx. Этот процесс сопровождается совершением 
жидкостью над перекладиной работы d 'A = —2аl d x = —a d S ,  где 
dS — приращение площади поверхностного слоя. При таком уве­
личении поверхности дополнительное количество молекул пере­
ходит из глубины жидкости в поверхностный слой, теряя при этом 
свою скорость. Поэтому, если бы процесс протекал адиабатически, 
жидкость слегка охладилась бы. Однако мы предполагали, что про­
цесс протекает очень медленно (обратимо), вследствие чего темпе­
ратура пленки остается неизменной за счет притока тепла извне. 
Таким образом, процесс будет происходить изотермически.

В § 109 мы установили, что работа, совершаемая при обратимом 
изотермическом процессе, равна убыли свободной энергии (см. 
(109.11)). Следовательно, можно написать, что

d'A = —a d S = —dF.
Полученный результат означает, что при изотермическом увеличе­
нии площади поверхностного слоя на dS свободная энергия жид­
кости возрастает на dF=a dS. Отсюда вытекает, что коэффициент 
поверхностного натяжения а  представляет собой дополнительную 
свободную энергию, которой обладает единица площади поверх­
ностного слоя. В соответствии с этим а  можно выражать не только 
в ньютонах на метр (или динах на сантиметр), но и в джоулях на 
квадратный метр (или в эргах на квадратный сантиметр).

Примеси сильно сказываются на величине поверхностного на­
тяжения. Так, например, растворение в воде мыла уменьшает ее 
коэффициент поверхностного натяжения почти в полтора раза. 
Растворение в воде NaCl, напротив, приводит к увеличению а.

С повышением температуры различие в плотностях жидкости и 
ее насыщенного пара уменьшается (см. § 123). В связи с этим умень­
шается и коэффициент поверхностного натяжения. При критиче­
ской температуре *) а  обращается в нуль.

§ 117. Давление под изогнутой поверхностью жидкости

Рассмотрим поверхность жидкости, опирающуюся на некото­
рый плоский контур (рис. 117.1, а). Если поверхность жидкости 
не плоская, то стремление ее к сокращению приведет к возникнове-

1) Определение критической температуры дано в § 123.
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нию давления, дополнительного к тому, которое испытывает жид­
кость с плоской поверхностью. В случае выпуклой поверхности это 
дополнительное давление положительно (рис. 117.1, б), в случае 
вогнутой поверхности — отрицательно (рис. 117.1, в). В последнем 
случае поверхностный слой, стремясь сократиться, растягивает 
жидкость.

Величина добавочного давления, очевидно, должна возрастать 
с увеличением коэффициента поверхностного натяжения а и кри­
визны поверхности. Вычислим добавочное давление для сфериче­
ской поверхности жидкости. Для этого рассечем мысленно сфери­
ческую каплю жидкости диаметральной плоскостью на два полу­
шария (рис. 117.2). Из-за поверхностного натяжения оба полуша­
рия притягиваются друг к другу с силой, равной

Эта сила прижимает друг к другу оба полушария по поверхности 
S = n R 2 и, следовательно, обусловливает дополнительное давление

Кривизна сферической поверхности всюду одинакова и опреде­
ляется радиусом сферы R. Очевидно, что чем меньше R, тем больше 
кривизна сферической поверхности. Кривизну произвольной по­
верхности принято характеризовать так называемой средней кри­
визной, которая может оказаться 
различной для разных точек по­
верхности.

Средняя кривизна определя-

сечений. Нормальным сечением поверхности в некоторой точке на­
зывается линия пересечения этой поверхности с плоскостью, про­
ходящей через нормаль к поверхности в рассматриваемой точке. 
Для сферы любое нормальное сечение представляет собой окруж­
ность радиуса R (R — радиус сферы). Величина H = \IR  дает кри- 
визну сферы. D общем случае различные нормальные сечения, 
проведенные через одну и ту же точку, имеют различную кривизну. 
В геометрии доказывается, что полусумма обратных радиусов кри­
визны

F=la=2nRa.

(117.1)

ется через кривизну нормальных

Рв
с)'

ра + Др 
б)

Рис. 117.1.

Ро~ДР
В)

Рис. 117.2.

1 (  1 , 1
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для любой пары взаимно перпендикулярных нормальных сече­
ний имеет одно и то же значение. Эта величина и есть средняя 
кривизна поверхности в данной точке.

Радиусы Ri и R 2 в формуле (117.2) — алгебраические величины. 
Если центр кривизны нормального сечения находится под данной 
поверхностью, соответствующий радиус кривизны положителен; 
если центр кривизны лежит над поверхнос­
тью, радиус кривизны отрицателен (рис. 117.3).
Таким образом, неплоская поверхность может 
иметь среднюю кривизну, равную нулю. Для 
этого нужно, чтобы радиусы кривизны Ri и 
R г были одинаковы по величине и противо­
положны по знаку.

Для сферы Ri= R 2= R,  так что. в соответ­
ствии с (117.2) Н =  MR. Заменив в (117.1) 1 /R 
через Я, получим, что Рис. 117.3.

Др=2Яа. (117.3)
Лаплас доказал, что формула (117.3) справедлива для поверх­

ности любой формы, если под Н понимать среднюю кривизну по­
верхности в той точке, под которой определяется дополнительное 
давление. Подставив в (117.3) выражение (117.2) для средней кри­
визны, получим формулу для добавочного давления под произволь­
ной поверхностью:

Она называется ф о р м у л о й  Л а п л а с а .
Добавочное давление (117.4) обусловливает изменение уровня 

жидкости в узких трубках (капиллярах), вследствие чего назы­
вается иногда к а п и л л я р н ы м  д а в л е н и е м .

§ 118. Явления на границе жидкости и твердого тела

Все сказанное в § 116 об особых условиях, в которых находятся 
молекулы поверхностного слоя, целиком относится также и к твер­
дым телам. Следовательно, твердые тела, как и жидкости, обладают 
поверхностным натяжением.

При рассмотрении явлений на границе раздела различных сред 
следует иметь в виду, что поверхностная энергия жидкости или 
твердого тела зависит не только от свойств данной жидкости или 
твердого тела, но и от свойств того вещества, с которым они грани­
чат. Строго говоря, нужно рассматривать суммарную поверхностную 
энергию а1а двух граничащих друг с другом веществ (рис. 118.1). 
Только если одно вещество газообразно, химически не реагирует 
с другим веществом и мало в нем растворяется, можно говорить
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просто о поверхностной энергии (или коэффициенте поверхност­
ного натяжения) второго жидкого или твердого тела.

Если граничат друг с другом сразу три вещества: твердое, жид­
кое и газообразное (рис. 118.2), то вся система принимает конфигу­
рацию, соответствующую минимуму суммарной энергии (поверх­
ностной, в поле сил тяжести и т. п.). В частности, контур, по кото­
рому граничат все три вещества, располагается на поверхности

твердого тела таким образом, чтобы сумма проекций всех прило­
женных к каждому элементу контура сил поверхностного натяже­
ния на направление, в котором элемент контура может переме­
щаться (т. е. на направление касательной к поверхности твердого 
тела), была равна нулю. Из рис. 118.2 следует, что условие равно­
весия элемента контура длиной ДI запишется следующим образом:

где a Tf r a Ti ж и а Ж1 г — коэффициенты поверхностного натяжения 
на границах: твердое тело — газ, твердое тело — жидкость и жид­
кость — газ.

Отсчитываемый внутри жидкости угол •& между касательными 
к поверхности твердого тела и к поверхности жидкости называется 
к р а е в ы м  у г л о м. В соответствии с (118.1)

Краевой угол определяется выражением (118.2) только при 
условии, что

при каком значении Ане может установиться равновесие. Это имеет 
место в двух случаях.

1) а Т1Г> а Т1Ж+ а Ж1Г. Как бы ни был мал угол ■&, сила a Ti г пере­
вешивает две другие (рис. 118.3, а). В этом случае жидкость неог­
раниченно растекается по поверхности твердого тела — имеет

аж,г
Газ /

Рис. 118.1.

Элемент контура 
длиною йЪ

Рис. 118.2.

Д /ат, г =  Д /ат, ж +  Д /аж< г cos ft, (118.1)

(118.2)

I ®т, г ат, ж I ^  j
аж, Г

Если это условие не выполняется, т. е. jaTir—a T>)Ki > а :

(118.3)
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место п о л н о е  с м а ч и в а н и е .  Замена поверхности твердое 
тело — газ двумя поверхностями, твердое тело — жидкость и 
жидкость — газ, оказывается энергетически выгодной. При пол­
ном смачивании краевой угол равен нулю.

* т ,г

• “ т,ж а  к т,ж
о-) б)

Р ис. 118.3.

2) a Ti ж> а т, г + а ж, г- Как бы ни был угол ■& близок к я, сила 
а т, ж перевешивает две другие (рис. 118.3, б). В этом случае поверх­
ность, по которой жидкость граничит с твердым телом, стягивается 
в точку, жидкость отделяется от твердой поверхности — имеет 
место п о л н о е  н е с м а ч и в а н и е .  Замена поверхности твер­
дое тело — жидкость двумя поверхностями, твердое тело — газ и 
жидкость — газ, оказывается энергетически выгодной. При пол­
ном несмачивании краевой угол равен я.

При соблюдении условия (118.3) краевой угол может оказаться 
острым или тупым в зависимости от соотношения между a r_ г и a r> ж. 
Если a Ti г больше, чем a Ti ж, то 
cos й > 0  и угол Ф — острый (рис.
118.4, а). В этом случае имеет 
место частичное смачивание. Ес­
ли a Ti г меньше, чем а т>ж, то _____ _
co sft< 0  и угол й — тупой (рис. «т,г =“«'т)ж <утг-=<утж
118.4 ,6). В этом случае имеет а) б) '
место частичное несмачивание. Рис ц 8 4

Несмачивание может приво­
дить к любопытным явлениям.
Известно, что смазанная жиром иголка или бритвенное лезвие могут 
держаться на поверхности воды. Объяснение этого, на первый 
взгляд удивительного, явления проще всего дать, исходя из энер­
гетических соображений. Смазанная жиром поверхность стали не 
смачивается водой; поверхность соприкосновения сталь — вода 
обладает гораздо большей энергией, чем поверхность сталь — воз­
дух или воздух — вода. Полное погружение иглы в воду сопро­
вождается увеличением поверхностной энергии от значения S a Ti г 
(сталь — воздух) до значения 5 а т>ж (сталь— вода), где S — по­
верхность иглы. Изменение поверхностной энергии при погруже­
нии описывается изображенной на рис. 118.5 кривой £ пов. Бук­
вой h обозначена высота иглы над дном сосуда; h0 — высота поверх­
ности жидкости над уровнем дна. Зависимость от h потенциальной
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энергии иглы в поле земного тяготения Е 1Яг имеет вид прямой, 
проходящей через начало координат. Полная энергия Епом, 
равная сумме £ пов и Е ТЙГ, имеет .минимум при h = h 0, что и дает 
возможность игле плавать на поверхности воды. Если, нажав на 
иглу, погрузить ее на такую глубину, чтобы полная энергия про­

шла через максимум и стала уменьшать­
ся, то игла дальше будет погружаться 
сама и утонет.

Аналогично объясняется возможность 
«носить воду в решете». Если вода не сма­
чивает решето (этого можно добиться, по-

С М > - С М > - '0
Рис. 118.6.

крыв нити, из которых сплетено решето, парафином) и слой во­
ды не очень велик, то небольшое перемещение уровня жидкости 
вниз (рис. 118.6) будет сопровождаться увеличением поверхностной 
энергии, превосходящим по величине уменьшение энергии в поле 
сил тяготения. Поэтому вода будет удерживаться в решете, не 
проливаясь.

Рис. 118.5.

§ 119. Капиллярные явления

Существование краевого угла приводит к тому, что вблизи сте­
нок сосуда наблюдается искривление поверхности жидкости. В уз­

кой трубке (капилляре *) )или в 
узком зазоре между двумя стен- 
камн искривленной оказывается 
е с я  поверхность. Если жидкость 
смачивает стенки, поверхность 
имеет вогнутую форму, если не 
смачивает — выпуклую (рис.
119.1). Такого рода изогнутые 
поверхности жидкости называ­
ются м е н и с к а м и .

Если капилляр погрузить од­
ним концом в жидкость, налитую 
в широкий сосуд, то под искрив­
ленной поверхностью в капилля­

ре давление будет отличаться от давления под плоской поверхнос­
тью в широком сосуде на величину Ар,  определяемую формулой

д) Лат. capillus означает волос. Капилляр — «трубка, тонкая, как волос».

;Л<0

Рис. 119.1.
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(117.4). В результате при смачивании капилляра уровень жидкости 
в нем будет выше, чем в сосуде, при несмачивании — ниже.

Изменение высоты уровня жидкости в узких трубках или зазо­
рах получило название к а п и л л я р н о с т и . В  широком смысле 
под капиллярными явлениями понимают все явления, обусловлен­
ные существованием поверхностного натяжения. В частности, 
обусловленное поверхностным натяжением давление (117.4) назы­
вают, как уже отмечалось, капиллярным давлением.

Между жидкостью в капилляре и широком сосуде устанавли­
вается такая разность уровней h, чтобы гидростатическое давление 
рgh  уравновешивало капиллярное давление Ар:

p g h = 2 a / R .  (119.1)

В этой формуле а  — поверхностное натяжение на границе жид­
кость — газ, R  — радиус кривизны мениска. Радиус кривизны 
мениска R  можно выразить через краевой угол й и радиус капилля­
ра г. В самом деле, из рис. 119.1 видно, что R = r /cos ft. Подставив 
это значение в (119.1) и разрешив получившееся уравнение отно­
сительно h, приходим к формуле

h = 2а  cos 0/pgr. (119.2)

В соответствии с тем, что смачивающая жидкость поднимается 
по капилляру, а несмачивающая — опускается, формула (119.2) 
дает в случае {Ь<л/2 (cos й > 0 ) положительные h и в  случае \ »  
> л /2  (cos ft< 0) отрицательные h.

При выводе выражения (119.2) мы предполагали, что форма ме­
ниска является сферической. Формулу для h можно получить также 
на основании энергетических соображений, 
причем не возникает необходимости делать 
какие-либо специальные предположения о 
форме мениска. Равновесное положение ме­
ниска будет соответствовать минимуму энер­
гии Е  системы жидкость — капилляр. Эта 
энергия слагается из поверхностной энергии 
на границах жидкость — стенка, жидкость — 
газ и стенка — газ, а также из потенциальной 
энергии жидкости в поле земного тяготения.

Найдем приращение энергии dE,  соот­
ветствующее приращению высоты поднятия Рис. Н9.2. 
жидкости в капилляре dh. При возрастании 
высоты на dh поверхность соприкосновения жидкости со стенкой 
капилляра увеличивается на 2лг  dh, вследствие чего энергия полу­
чает приращение, равное 2ягат> ж dh. Одновременно уменьшается 
поверхность соприкосновения стенки с газом, что сопровождается 
приращением энергии, равным —2nraTt г dh. Потенциальная энер­
гия в поле земного тяготения получает приращение, равное сил-i

dh
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тяжести, действующей на заштрихованный объем жидкости 
(рис. 11912), умноженной на h, т. е. равное gpnr2h dh. Изменением 
уровня жидкости в широком сосуде можно пренебречь. Таким об­
разом,

dE  =  2n r  (aTi * — «т, г) d h  +  gp nr 2h dh.

Отсюда следует, что

Ц  =  2лг (ат, ж — aTt г) + gpnr2h.

Приравняв эту производную нулю, получим условие равновесия, 
из которого вытекает, что

^ 2(ат,г- « т,ж) ,
с\аг '  '

В соответствии с формулой (118.2) aTi г—aTi ж= а Ж) г cos ft. Произ­
ведя в (119.3) такую замену и обозначив аЖ1Г просто а, получим 
формулу (119.2).
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§ 120. Введение

В термодинамике фазой называется совокупность однородных, 
одинаковых по своим свойствам частей системы. Поясним понятие 
фазы на следующих примерах. В закрытом сосуде находится вода 
и над ней смесь воздуха и паров воды. В этом случае мы имеем дело 
с системой, состоящей из двух фаз: одну фазу образует вода, вто­
рую смесь воздуха и паров воды. Если в воду добавить несколько 
кусочков льда, то все эти кусочки образуют третью фазу. Различ­
ные кристаллические модификации какого-либо вещества также 
представляют собой разные фазы. Так, например, алмаз и графит 
являются различными твердыми фазами углерода.

При определенных условиях разные фазы одного и того же ве­
щества могут находиться в равновесии друг с другом, соприкасаясь 
между собой. Равновесие двух фаз может иметь место лишь в опре­
деленном интервале температур, причем каждому значению тем­
пературы Т соответствует вполне определенное давление р, при ко­
тором возможно равновесие. Таким образом, состояния равновесия 
двух фаз изобразятся на диаграмме (р, Т) линией

p=f(T) .  (120.1)
Три фазы одного и того же вещества (твердая, жидкая и газо­

образная, или жидкая и две твердые) могут находиться в равнове­
сии только при единственных значениях температуры и давления, 
которым на диаграмме (р, Т) соответствует точка, называемая 
т р о й н о й .  Эта точка лежит на пересечении кривых равновесия 
фаз, взятых попарно.

В термодинамике доказывается в согласии с опытом, что равнове­
сие более чем трех фаз одного и того же вещества невозможно.

Переход из одной фазы в другую обычно сопровождается погло­
щением или выделением некоторого количества тепла, которое на­
зывается скрытой теплотой перехода, или просто теплотой пере­
хода. Такие переходы называются фазовыми переходами первого

Ф А З О В Ы Е  Р А В Н О В Е С И Я  И  П Р Е В Р А Щ Е Н И Я
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рода. Существуют переходы из одной кристаллической модифи­
кации в другую, которые не связаны с поглощением или выделе­
нием тепла. Такие переходы называются фазовыми переходами 
второго рода J). Мы ограничимся рассмотрением только переходов 
первого рода.

§ 121. Испарение и конденсация

В жидких и твердых телах при любой температуре имеется не­
которое количество молекул, энергия которых оказывается доста­
точной для того, чтобы преодолеть притяжение к другим молеку­
лам, покинуть поверхность жидкости или твердого тела и перейти 
в газообразную фазу. Переход жидкости в газообразное состояние 
называется и с п а р е н и е м ,  переход в газообразное состояние 
твердого тела носит название с у б л и м а ц и и .

Все твердые тела без исключения в той или иной степени суб­
лимируют. У одних веществ, таких, например, как углекислота, 
процесс сублимации протекает с заметной скоростью; у других 
веществ этот процесс при обычных температурах столь незначите­
лен, что практически не обнаруживается.

При испарении и сублимации тело покидают наиболее быстрые 
молекулы, вследствие чего средняя энергия оставшихся молекул 
уменьшается и тело охлаждается. Чтобы поддерживать температуру 
испаряющегося (или сублимирующегося) тела неизменной, к нему 
нужно непрерывно подводить тепло. Тепло q, которое необходимо 
сообщить единице массы вещества для того, чтобы превратить ее 
в пар, находящийся при той же температуре, какую имело ве­

щество до испарения, называется у д е л ь н о й  
т е п л о т о й  и с п а р е н и я  (или сублима­
ции).

При конденсации тепло, затраченное при ис­
парении, отдается обратно: образующаяся при 
конденсации жидкость (или твердое тело) нагре­
вается .

Рассмотрим процесс установления равновесия 
между жидкостью и ее паром. Возьмем герметич­
ный сосуд, частично заполненный жидкостью 
(рис. 121.1), и допустим, что первоначально из 

пространства над жидкостью вещество было полностью удалено. 
Вследствие процесса испарения пространство над жидкостью ста­
нет наполняться молекулами. Молекулы, перешедшие в газообраз­
ную фазу, двигаясь хаотически, ударяются о поверхность жид-

■*) Фазовые переходы второго рода не исчерпываются переходами между раз­
личными кристаллическими модификациями. К их числу принадлежит переход 
в сверхпроводящее состояние, совершаемый в отсутствие магнитного поля, а также 
переход между двумя жидкими фазами гелия, называемыми гелием-1 и гелием-11.
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кости, причем часть таких ударов будет сопровождаться переходом 
молекул в жидкую фазу. Количество молекул, переходящих в еди­
ницу времени в жидкую фазу, очевидно, пропорционально коли­
честву ударяющихся о поверхность молекул, которое в свою оче­
редь пропорционально /г<и> (см. (95.6)), т. е. растет с давлением р.  
Следовательно, наряду с испарением протекает обратный процесс 
перехода молекул из газообразной в жидкую фазу, причем интен­
сивность его растет по мере увеличения плотности молекул в прост­
ранстве над жидкостью. При достижении некоторого, вполне оп­
ределенного (для данной температуры) давления количества моле­
кул, покидающих жидкость и возвращающихся в нее, станут равны. 
Начиная с этого момента, плотность пара перестает изменяться. 
Между жидкостью и паром установится подвижное равновесие, 
которое будет существовать до тех пор, пока не изменится объем 
или температура системы. Пар, находящийся в равновесии со своей 
жидкостью, называется н а с ы щ е н н ы м .  Давление, при кото­
ром наблюдается равновесие, называется д а в л е н и е м  (или 
у п р у г о с т ь ю )  н а с ы щ е н н о г о  п а р а .

Количество молекул, покидающих жидкость в единицу вре­
мени, сильно растет с температурой. Количество молекул, ударяю­
щихся о поверхность жидкости, зависит от температуры в меньшей 
степени (через <и> как V T ) .  Поэтому при повышении температуры 
равновесие между фазами нарушается, и в 
течение некоторого времени поток молекул 
в направлении жидкость ->  пар будет пре­
вышать поток в направлении пар ->  жид­
кость. Это продолжается до тех пор, пока 
возрастание давления не приведет снова к 
установлению подвижного равновесия. Та­
ким образом, давление, при котором уста­
навливается подвижное равновесие между 
жидкостью и паром, т. е. давление насы­
щенных паров, оказывается зависящим от 
температуры. Вид этой зависимости пока­
зан на рис. 121.2. Смысл обозначений Т кр и • 1212- 
р к- выяснится в§ 123; Т р .— тройная точ­
ка (§ 127).

Если увеличить объем сосуда, давление пара упадет и равнове­
сие будет нарушено. В результате превратится в пар дополнитель­
ное количество жидкости, такое, чтобы давление снова стало рав­
ным р н п. Аналогично уменьшение объема приведет к превращению 
некоторого количества пара в жидкость.

Все сказанное о равновесии между жидкостью и газом справед­
ливо и для системы твердое тело — газ. Каждой температуре соот­
ветствует определенное значение давления, при котором устанав­
ливается подвижное равновесие между твердым телом и газом.
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Для многих тел, таких, например, как твердые металлы, это дав­
ление при обычных температурах настолько мало, что не может 
быть обнаружено самыми чувствительными приборами.

§ 122. Равновесие жидкости и насыщенного пара

Рассмотрим процесс сжатия вещества при постоянной темпера­
туре. Первоначально вещество предполагается газообразным. Вна­
чале по мере уменьшения объема давление газа будет расти (рис.
122.1). По достижении объема Vr давление перестает изменяться, 
а вещество перестает быть однородным — часть газа конденсируется 
в жидкость. Происходит расслоение вещества на две фазы: жидкую

и газообразную. По мере дальнейшего

( уменьшения объема все большая часть 
вещества переходит в жидкую фазу, при­
чем переход осуществляется при посто- 
|. - f . д у  янном давлении р„ „. (давлении насы- 

I & ! у  ! щенного пара). После того как процесс
I ! ! конденсации вещества заканчивается (это
l i l y  происходит при достижении объема Ўж),

о v* v vr V дальнейшее уменьшение объема начина- 
Рис. 122.1. ет сопровождаться быстрым ростом да­

вления.
На рис. 122.1 1/г есть объем, занимаемый веществом в газооб­

разном состоянии при давлении рн п, Уж— объем вещества в жид­
ком состоянии при том же давлении. При любом промежуточном 
значении объема V часть вещества с массой тж будет находиться 
в жидком, а часть с массой тп — в парообразном состоянии. Най­
дем отношение mjm„.

Назовем удельным объемом V' объем единицы массы вещества. 
Тогда, если масса вещества равна т, то удельные объемы насы­
щенного пара и жидкости при давлении рн п будут равны

V i - i ,  V i - £ .  (122.1)

В состоянии, при котором масса жидкой фазы равна т ж, а масса 
пара равна та, на долю жидкости будет приходиться объем Ужтж, 
а на долю насыщенного пара — объем Kjj'ma. В сумме оба эти объема 
должны быть равны объему V

V ̂ V^mM +  V’ntnn.
Подставив сюда выражения (122.1) для удельных объемов и заменив 
массу т суммой тш+ т а, получим:

V =  VM- ^ -  +  Vrж% + % т  г тж+т„‘
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Отсюда

^T =  f e £ = T  (122.2)

(см. рис. 122.1). Таким образом, отношение масс жидкости и насы­
щенного пара в двухфазном состоянии равно отношению отрезков, 
на которые делит горизонтальный участок изотермы точка, изобра­
жающая состояние.

Отметим, что при температурах, далеких от критической (о кри­
тической температуре речь идет в следующем параграфе), различие 
между объемами жидкости и пара бывает намного больше, чем 
показанное на рис. 122.1. Например, удельный объем насыщенного 
водяного пара при 100°С в 1600 раз превышает удельный объем 
жидкой воды при той же температуре.

Итак, на диаграмме (р, V) состояниям равновесия между жид­
костью и ее насыщенным паром соответствует горизонтальный 
участок изотермы. Этот результат является общим для всех двух­
фазных состояний — на изотерме, изображенной в переменных р 
и V, двухфазной системе соответствует горизонтальный участок. 
Концы этого участка отвечают объемам Vx и У2, занимаемым ве­
ществом в первой и второй фазах. Этими фазами могут быть жид­
кость и насыщенный пар, либо жидкость и кристаллы (см. рис. 
125.2), либо, наконец, две кристаллические модификации одного 
и того же вещества. Во всех случаях справедливо соотношение, 
аналогичное (122.2):

п ц  _  V 2—  V  
т2 — V — Vi

(пц и т2 — массы вещества в первой и второй фазах).

§ 123. Критическое состояние

На рис. 123.1 приведены изотермы для нескольких значений 
температуры. Из рисунка видно, что с повышением температуры 
горизонтальный участок изотермы сокращается, стягиваясь в точку 
при температуре Ткр, называемой к р и т и ч е с к о й .  Соответст­
венно уменьшается различие в удельных объемах, а следовательно, 
и в плотностях жидкости и насыщенного пара. При критической 
температуре это различие полностью исчезает. Одновременно исче­
зает всякое различие между жидкостью и паром. Температурный 
ход плотности жидкости и насыщенного пара показан на рис. 123.2.

Точка К, являющаяся пределом, к которому приближаются 
горизонтальные отрезки изотерм при стремлении температуры к кри­
тическому значению TKf, именуется к р и т и ч е с к о й  т о ч к о й .  
Состояние, изображаемое точкой К, называется к р и т и ч е с к и м  
с о с т о я н и е м  вещества. Объем Уир, давление pKV и темпера­
тура Тир, отвечающие критическому состоянию, называются к р и-
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т и ч е с к и м и  в е л и ч и н а м и .  Для критической изотермы 
точка Қ  служит точкой перегиба. Касательная к изотерме в точке Қ  
расположена параллельно оси V.

Из рис. 123.1 следует, что давление насыщенного пара растет 
с температурой, достигая при критической температуре значения 
р кр. При температурах выше критической понятие насыщенного

пара теряет смысл. Поэтому кривая зависимости давления насыщен­
ного пара от температуры заканчивается в критической точке (см. 
рис. 121.2).

Если провести линию через крайние точки горизонтальных участ­
ков изотерм (рис. 123.1), получается колоколообразная кривая, 
ограничивающая область двухфазных состояний вещества. При 
температурах выше критической вещество при любом давлении ока­
зывается однородным. При таких температурах никаким сжатием 
не может быть осуществлено ожижение вещества.

Понятие критической температуры впервые было введено 
Д. И. Менделеевым в 1860 г. Менделеев назвал ее температурой аб­
солютного кипения жидкости и рассматривал как ту температуру, 
при которой исчезают силы сцепления между молекулами и жид­
кость превращается в пар, независимо от давления и занимаемого 
ею объема.

Колоколообразная кривая и участок критической изотермы, 
лежащий слева от точки /С, делят диаграмму (р, V) на три области 
(рис. 123.3). Наклонной штриховкой помечена область однородных 
жидких состоянии вещества. Под колоколообразпои кривой рас­
полагается область двухфазных состояний и, наконец, область, ле­
жащая справа от колоколообразной кривой и верхней ветви крити­
ческой изотермы, представляет собой область однородных газооб­
разных состояний вещества. В последней можно особо выделить 
часть, лежащую под правой ветвью критической изотермы, назвав 
ее областью пара. Любое состояние в этой области отличается от

Рис. 123.1. Рис. 123.2.
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остальных газообразных состояний в том отношении, что прп изо­
термическом сжатии вещество, первоначально находившееся в та­
ком состоянии, претерпевает процесс ожижения. Вещество, нахо­
дящееся в одном из состояний прп температуре выше критической, 
не может быть ожижено никакнм сжатием. Подразделение газо­
образных состояний на газ и пар не является общепринятым.

Выбрав процесс перехода так, чтобы он не пересекал двухфаз­
ную область (рис. 123.4), можно осуществить переход из жидкого 
состояния в газообразное (или обратно) без расслаивания вещества 
на две фазы. В этом случае в процессе перехода вещество будет все 
время оставаться однородным.

§ 124. Пересыщенный пар и перегретая жидкость

В §91 приведено уравнение (91.2), предложенное Ван-дер-Ва- 
альсом для описания состояния газов при больших плотностях. 
На рис. 124.1 изображены изотермы Ван-дер-Ваальса, т. е. кривые, 
описываемые уравнением (91.2), для нескольких температур.
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Характерным для этих изотерм является то, что при температурах, 
не превышающих значение Ткр, у кривых имеется S-образный за­
виток, в области которого заданному значению давления соответ­
ствуют три различных значения объема. У реальных изотерм (см. 
рис. 123.1) такого завитка нет, вместо него у них имеется прямоли­
нейный горизонтальный участок. На рис. 124.2 наложены одна на 
другую реальная изотерма и изотерма Ван-дер-Ваальса. Оказы­
вается, что уравнение Ван-дер-Ваальса довольно хорошо описывает 
ход изотермы при объемах, ббльших Vr. При объемах, меньших Уж, 
ход реальной изотермы также примерно следует уравнению Ван- 
дер-Ваальса. Таким образом, это уравнение охватывает не только 
газообразное, но и жидкое состояние вещества.

Из сопоставления изотермы Ван-дер-Ваальса с реальной изо­
термой вытекает, что эти изотермы примерно совпадают на участ­
ках, отвечающих однофазным состояниям вещества, но ведут себя 
совершенно различным образом в области расслоения на две фазы. 
Вместо S-образного завитка на изотерме Ван-дер-Ваальса реальная 
изотерма имеет в этой области прямолинейный горизонтальный 
участок, который располагается так, что охватываемые завитком 
площади F i  и F 2 (рис. 124.2) одинаковы.

Расслоение на две фазы объясняется неустойчивостью однород­
ных состояний, отвечающих завитку 1—2—3—4 (рис. 124.3). Неус­

тойчивость состояний на участке 2—3 
становится очевидной, если учесть, что 
на этом участке производная dp/dV по­
ложительна. Следовательно, вещество, 
способное пройти последовательность 
состояний 2—3, обладало бы совершен­
но противоестественными свойствами: 
увеличение объема газа сопровождалось 
бы не уменьшением, а ростом давления.

На участках 1—2 и 3—4 dp/dV отри­
цательно, так что, казалось бы, эти участ­
ки могли бы реализоваться. Действитель­
но, при известных условиях состояния, 
соответствующие этим участкам, могут 

осуществляться. Правда, они не вполне устойчивы: достаточно, 
например в состоянии А попадания в пар пылинки, чтобы все 
вещество распалось на две фазы и перешло в состояние В (см. ука- 
ззнный стрелкой переход А. ■—>- £  нэ рис 124 3) Подобные не 
вполне устойчивые состояния называются м е т а с т а б и л ь -  
н ыми ,  Вещество в состояниях 1—2 называется п е р е г р е т о й  
ж и д к о с т ь ю ,  вещество в состояниях 3—4 называется п е р е ­
с ы щ е н н ы м  п а р о м .

При достаточно низких температурах нижняя часть завитка 
изотермы Ван-дер-Ваальса пересекает ось V и переходит в область
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отрицательных давлений (см. нижнюю изотерму на рис. 124,3). 
Вещество под отрицательным давлением, очевидно, находится в со­
стоянии не сжатия, а растяжения. Такие состояния также могут 
быть при известных условиях реализованы. Таким образом, участок
5—6 на нижней изотерме соответствует перегретой, а участок
6—7 — р а с т я н у т о й  ж и д к о с т и .

Рассмотрим условия, при которых могут быть осуществлены 
метастабильные состояния. Начнем с пересыщенного пара. Если пар 
совершенно не содержит посторонних включений, конденсация его 
в жидкость начаться не может. Для образования капельки необ­
ходимо, чтобы большое количество молекул одновременно сблизи­
лось на расстояния того же порядка, что и расстояния между моле­
кулами в жидкости, а это совершенно невероятно. Для возникнове­

ния конденсации необходимо наличие так называемых ц е н т р о в  
к о н д е н с а ц и и ,  которые улавливают подлетающие к ним мо­
лекулы и переводят их в конденсированную фазу. Центрами кон­
денсации могут служить пылинки, капельки жидкости и, в особен­
ности, заряженные частицы (ионы).

Таким образом, если пар тщательно очистить от посторонних 
включений и ионов, то он может находиться при давлении, превы­
шающем давление насыщенных паров р„ п при данной температуре. 
Такое состояние будет метастабильным: достаточно возникнуть 
хотя бы одному центру конденсации, как состояние пересыщенного 
пара будет нарушено и вещество перейдет в двухфазное состояние.

Практически пересыщенный пар можно получить, подвергнув 
непересыщенный пар резкому расширению. Быстрое расширение 
происходит без теплообмена с внешней средой и сопровождается 
охлаждением пара. Точка, изображающая состояние пара, переме­
щается при этом по адиабате. Дциабата, как было показано в § 88, 
идет круче, чем изотерма, вследствие чего пар из стабильного со­
стояния 1, соответствующего температуре 7 \ (рис. 124.4), может
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перейти в метастабильное состояние 2, соответствующее более низ­
кой температуре 7Y Такой процесс используется в к а м е р е  
В и л ь с о н а  — приборе, предназначенном для наблюдения сле­
дов заряженных частиц (например, а-частиц). Содержащийся в ка­
мере Вильсона воздух, насыщенный парами воды или спирта, под­
вергается резкому расширению. В результате воздух охлаждается 
и пары оказываются в состоянии пересыщения. Влетевшая в ка­
меру частица вызывает ионизацию молекул на своем пути. Пере­
сыщенный пар конденсируется на возникших ионах в мелкие ка­
пельки, образуя хорошо видимый след.

Рассмотрим условия получения перегретой жидкости. Процесс 
бурного парообразования (т. е. кипения) может, как, и процесс 
конденсации, происходить на инородных включениях, например 
на песчинках или пузырьках газа, растворенного в жидкости. Если 
жидкость тщательно очистить от твердых включений и растворен­
ных в ней газов, то путем нагревания ее можно перевести в состоя­
ние с давлением, меньшим р„ п при данной температуре, без того, 
чтобы жидкость вскипала. Это и будет состояние перегретой жид­
кости .

Переход жидкости из обычного состояния в перегретое показан 
на рис. 124.5 (см. показанный стрелкой переход 1—2). Состояние 
перегретой жидкости является метастабильным. Достаточно бро­
сить в перегретую жидкость песчинку для того, чтобы жидкость 
вскипела и вещество перешло в стабильное двухфазное состояние 
(см. переход С—D на рис. 124.3).

Растянутую жидкость, например ртуть, можно получить сле­
дующим образом. Если погрузить в ртуть запаянную с одного конца 
длинную стеклянную трубку и, повернув ее запаянным концом 
вверх, осторожно вытаскивать наружу, то в такой трубке можно 
получить столб ртути, значительно превышающий 760 мм. Следова­
тельно, ртуть в трубке будет удерживаться не силой атмосферного 
давления, а имеющимся между молекулами сцеплением. Ртуть 
в трубке будет находиться в состоянии растяжения, т. е. под отри­
цательным давлением.

§ 125. Плавление и кристаллизация

Переход кристаллического тела в жидкое состояние происходит 
при определенной для каждого вещества температуре и требует 
затраты некоторого количества тепла, называемого т е п л о т о й  
п л а в л е н и я .

Если веществу, первоначально находившемуся в кристалличе­
ском состоянии, сообщать каждую секунду одно и то же количество 
тепла, то изменение температуры тела со временем будет таким, 
как показано на рис. 125.1. Вначале температура тела все время 
растет. По достижении температуры плавления Тпа (точка I на
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рис. 125.1), несмотря на то, что к телу по-прежнему продолжает 
подводиться тепло, температура его перестает изменяться. Одно­
временно начинается процесс плавления твердого тела, в ходе ко­
торого все новые и новые порции вещества превращаются в жид­
кость. После того как процесс плавления будет закончен и все ве­
щество полностью перейдет в жидкое состояние (точка 2 на рис.
125.1), температура снова начнет повышаться.

Кривая нагревания аморфного тела выглядит иначе (см. пунк­
тирную кривую на рис. 125.1). При равномерном подводе тепла 
температура аморфного тела непрерывно растет. Для аморфных тел 
нет определенной температуры перехода в жидкое состояние. Этот

переход совершается непрерывно, а не скачком. Можно лишь ука­
зать интервал температур, в пределах которого происходит размяг­
чение тела. Эго объясняется тем, что жидкости и аморфные тела 
отличаются лишь степенью подвижности молекул,— аморфные 
тела, как уже отмечалось, представляют собой сильно переохлаж­
денные жидкости.

Температура плавления зависит от давления. Таким образом, 
переход из кристаллического в жидкое состояние происходит при 
вполне определенных условиях, характеризуемых значениями дав­
ления и температуры. Совокупности этих значений соответствует 
кривая на диаграмме (р, Т),  которую принято называть к р и в о й  
п л а в л е н и я .  Кривая плавления идет очень круто. Для того, 
например, чтобы изменить на 1 К температуру таяния льда, необ­
ходимо изменить давление на 132 ат.

Точки кривой плавления определяют условия, при которых 
кристаллическая и жидкая фазы могут находиться в равновесии 
друг с другом. Такое равновесие возможно при любом соотношении 
между массами жидкости и кристаллов, т. е. при значениях объема 
системы, заключенных в пределах от mV'r до шУ'ж, где m — масса 
системы, a V'T и У'ж— удельные объемы твердой и жидкой фаз. 
Поэтому каждой точке кривой плавления соответствует на диаг­
рамме (р, V) отрезок горизонтальной прямой (рис. 125.2). По­
скольку вещество в состояниях, изображаемых точками этого от­
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резка, имеет одну и ту же температуру, прямая 1—2  на рис. 125.2 
представляет собой участок изотермы, соответствующий двухфаз­
ным состояниям вещества (ср. с горизонтальными участками изо­
терм на рис. 123.1).

Обратный плавлению процесс кристаллизации протекает сле­
дующим образом. При охлаждении жидкости до температуры, при 
которой твердая и жидкая фазы могут находиться в равновесии при 
данном давлении (т. е. до той же температуры, при которой проис­
ходило плавление), начинается одновременный рост кристалликов 
вокруг так называемых з а р о д ы ш е й  или ц е н т р о в  к р и ­
с т а л л и з а ц и и .  Разрастаясь все более, отдельные кристал­
лики в конце концов смыкаются друг с другом, образуя поликрис- 
таллическое твердое тело.

Центрами кристаллизации могут служить взвешенные в жид­
кости твердые частицы. Тщательно очищенную от таких частиц жид­
кость можно охладить ниже температуры кристаллизации без того, 
чтобы началось образование кристалликов. Состояние такой пере­
охлажденной жидкости является мета стабильным. Обычно доста­
точно попасть в такую жидкость пылинке, для того чтобы она рас­
палась на жидкость и кристаллы, находящиеся при равновесной 
температуре. Однако в некоторых случаях при больших переох­
лаждениях подвижность молекул жидкости оказывается столь не­
значительной, что метастабильное состояние может сохраняться 
очень долго. Жидкость в таких случаях обладает весьма малой те­
кучестью и представляет собой аморфное твердое тело.

Процесс кристаллизации сопровождается выделением такого же 
количества тепла, которое поглощается при плавлении.

§ 126. Уравнение Клапейрона — Клаузиуса

В предыдущих параграфах мы выяснили, что две любые фазы 
вещества могут находиться в равновесии лишь при определенном 
давлении, величина которого зависит от температуры. Общий вид 
этой зависимости можно получить, воспользовавшись понятием 
энтропии. Для этого рассмотрим цикл Карно для системы, состоя­
щей из находящихся в равновесии двух фаз данного вещества.

На диаграмме (р, V) цикл Карно для двухфазной системы имеет 
вид, показанный на рис. 126.1 (температуры нагревателя и холо­
дильника предполагаются отличающимися на очень малую вели­
чину АТ) .  Цифрами 1 и 2  помечены крайние точки горизонтального 
участка изотемы с температурой Т.  Состояния i  и 2 являются одно­
фазными состояниями. Все промежуточные точки отрезка 1—2 
изображают двухфазные состояния, отличающиеся друг от друга 
распределением массы вещества между первой и второй фазами.

Изотермический процесс А -> В сопровождается фазовым прев­
ращением некоторой массы вещества т. При этом объем вещества
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получает приращение, равное т (V̂ —КО, где VI и V2 — удельные 
объемы первой и второй фаз. Для того чтобы такое превращение 
могло произойти, веществу нужно сообщить количество тепла Qi, 
равное mqi 2 , где q12 — удельная теплота, поглощаемая при пере­
ходе из состояния 1 в состояние 2 при температуре Т.  Тепло Qi 
представляет собой то тепло, которое получает система в ходе цикла 
от нагревателя. Холодильнику тепло отдается в ходе изотермиче­
ского процесса С D. Количество 
отданного тепла равно Q'i=m'q'l2, 
где q[, — теплота перехода 1—2 
при температуре Т—Д7\ а m'— 
масса вещества, претерпевающая 
фазовое превращение в ходе про­
цесса С->-£>. Эта величина не­
сколько отличается от пг, так как 
некоторая масса вещества претер­
певает фазовые превращения в ходе 
адиабатических процессов.

На изотермическом участке 
А — В энтропия системы получает 
приращение ASlt равное QJT. На изотермическом участке С — D 
приращение энтропии равно AS 2= —Q2/(T—ДТ). В ходе адиаба­
тических процессов В — С и D — А энтропия не изменяется. Пол­
ное приращение энтропии за цикл равно нулю. Следовательно,

AS1 +  A52 =  -^— T^ r  =  0.

Отсюда
(Qi-Q!>T =  Q1’AT. (126.1)

Согласно (104.3) Qi—Q2 равно работе, совершаемой за цикл. 
Эту работу можно найти, вычислив площадь цикла. Приближенно 
площадь цикла можно считать равной m(V2—V[)kp (см. рис.
126.1). Таким образом, мы приходим к соотношению

Q1- Q ’2x m { V 2- V [ )  Др. (126.2)
В пределе при Др, стремящемся к нулю (для чего необходимо, 
чтобы ДТ  также стремилось к нулю), соотношение (126.2) превра­
щается в строгое равенство.

Подставим в (126.1) вместо Qi—Q2 выражение (126.2). Кроме 
того, заменим Qi через mqi2. В результате получим, что

m ( y 2 — Vi)Tbp?a mqiz&T.
Отсюда

&Р Я i t
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Наконец, совершив предельный переход АТ -*■ 0, придем к стро­
гому равенству

j£ - =  -  , ?12 »■ . (126.3)
d T  T i V . - V i )  v ’

Полученное соотношение называется у р а в н е н и е м  К л а ­
п е й р о н а  — К л а у з и у с а .  Оно связывает производную от 
равновесного давления по температуре с теплотой перехода, тем­
пературой и разностью удельных объемов фаз, находящихся в рав­
новесии.

Согласно (126.3) знак производной dpld T  зависит от того, каким 
изменением объема — возрастанием или уменьшением — сопро­
вождается фазовый переход, происходящий при поглощении тепла. 
При испарении жидкости или твердого тела объем всегда возрас­
тает, поэтому d pl dT  для кривой испарения, а также для кривой 
сублимации может быть только положительной: повышение тем­
пературы приводит к увеличению равновесного давления.

При плавлении объем, как правило, возрастает, так что d p ! d T >  
> 0 :  увеличение давления приводит к повышению температуры 
плавления. Однако у некоторых веществ, к числу которых при­
надлежит и вода, объем жидкой фазы меньше объема твердой фазы 
(К :<К |) J). В этом случае dpldT<S) — увеличение давления соп­
ровождается понижением температуры плавления. Подвергнув лед 
сильному сжатию, можно, не повышая температуры выше 0°С, вы­
звать его плавление.

Температура перехода из одной кристаллической модификации 
в другую будет повышаться или понижаться с ростом давления 
в зависимости от того, какая из твердых фаз обладает большим 
удельным объемом.

§ 127. Тройная точка. Диаграмма состояния

Возьмем вещество в виде жидкости и находящегося с ней в рав­
новесии насыщенного пара и, не изменяя объема, станем отнимать 
от него тепло. Этот процесс будет сопровождаться понижением 
температуры вещества и соответствующим уменьшением давления. 
Поэтому точка, изображающая состояние вещества на диаграмме 
(р, Т),  перемещается вниз по кривой испарения (рис. 127.1). Это 
продолжается до тех пор, пока не будет достигнута температура 
кристаллизации вещества, отвечающая равновесному значению 
давления. Обозначим эту температуру 7 тр. Бее время, пока идет 
процесс кристаллизации, температура и давление остаются неиз­
менными. Отводимое при этом тепло представляет собой тепло, 
выделяющееся при кристаллизации.

J) Известно, что вода при замерзании увеличивается в объеме. По этом при­
чине лед имеет меньшую плотность, чем вода.
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Температура 7 \р и соответствующее ей равновесное давление 
ртр — единственные значения температуры и давления, при кото­
рых могут находиться в равновесии три фазы вещества: твердая, 
жидкая и газообразная. Соответствующая точка на диаграмме 
(р, Т) называется т р о й н о й  т о ч к о й .  Таким образом, трой­
ная точка определяет условия, при которых могут находиться в 
равновесии одновременно три фазы вещества.

По окончании процесса кристаллизации в равновесии будут на­
ходиться твердая и газообразная фазы. Если продолжать отнимать 
от вещества тепло, то температура снова начнет понижаться. Соот­
ветственно уменьшается давление паров, находящихся в равновесии 
с кристаллической фазой. Точка, изображающая состояние ве­
щества, перемещается вниз по кривой сублимации.

Температура тройной точки есть температура, при которой 
плавится вещество, находясь под давлением, равным ртр. При дру­
гих давлениях температура плавления будет иной. Связь между 
давлением и температурой плавления изобразится кривой плавле­
ния, начинающейся в тройной точке. Таким образом, тройная точка 
оказывается лежащей на пересечении трех кривых, определяющих 
условия равновесия двух фаз: твердой и жидкой, жидкой и газооб­
разной и, наконец, твердой и газообразной.

В зависимости от соотношения между удельными объемами твер­
дой и жидкой фаз кривая плавления идет либо так, как на рис.
127.1 {dp!dT>0), либо так, как на рис. 127.2 (dp!dT<ff).

Кривые плавления, испарения и сублимации разбивают коорди­
натную плоскость на три области. Слева от кривых сублимации и 
плавления лежит область твердой фазы, между кривыми плавления 
и испарения заключена область жидких состояний и, наконец, спра­
ва от кривых испарения и сублимации простирается область газо­
образных состояний вещества. Любая точка в одной из этих облас­
тей изображает соответствующее однофазное состояние вещества 
(все время имеются в виду только равновесные состояния, т. е. та­
кие состояния, в которых вещество при неизменных внешних ус­

к

■>
г

Р и с. 127.1. Рис. 127.2.
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ловиях пребывает сколь угодно долго). Всякая точка, лежащая на 
одной из разграничивающих области кривых, изображает состояние 
равновесия двух соответствующих фаз вещества. Тройная точка 
изображает состояние равновесия всех трех фаз. Таким образом, 
каждая точка на диаграмме изображает определенное равновесное 
состояние вещества. Поэтому ее называют д и а г р а м м о й  с о ­
с т о я н и я .

Для вещества с несколькими кристаллическими модификациями 
диаграмма состояния имеет более сложный характер. На рис. 127.3 
изображена диаграмма для случая, когда число различных кристал­
лических модификаций равно двум. В этом случае имеются две 
тройные точки. В точке Тр. в равновесии находятся жидкость, газ 
и первая кристаллическая модификация, в точке Тр' находятся 
в равновесии жидкость и обе кристаллические модификации.

Диаграмма состояния для каждого конкретного вещества стро­
ится на основе экспериментальных данных. Зная диаграмму со­
стояния, можно предсказать, в каком состоянии будет находиться 
вещество при различных условиях (при различных значениях 
р и Т), а также какие превращения будет претерпевать вещество 
при различных процессах.

Поясним это следующими примерами. Если взять вещество в со­
стоянии, соответствующем точке 1 на рис. 127.1, и подвергнуть 
его изобарическому нагреванию, то вещество будет проходить изоб­
раженную пунктирной прямой 1—2 последовательность состояний: 
кристаллы — жидкость — газ. Если то же вещество взять в со­
стоянии, изображенном точкой 3, и также подвергнуть изобариче­
скому нагреванию, то последовательность состояний (пунктирная 

прямая 3—4) будет иной: кристаллы превра­
щаются непосредственно в газ, минуя жид­
кую фазу.

Из диаграммы состояния следует, что жид­
кая фаза может существовать в равновесном 
состоянии только при давлениях не меньших, 
чем давление тройной точки (то же самое 
относится и к твердой фазе II на рис. 127.3). 
При давлениях, меньших ртр, наблюдаются 
только переохлажденные жидкости.

У большинства обычных веществ тройная 
точка лежит значительно ниже атмосферного 
давления, вследствие чего переход этих ве­
ществ из твердого состояния в газообразное 

осуществляется через промежуточную жидкую фазу. Так, на­
пример, тройной точке воды соответствует давление 4,58 мм рт. ст. 
и температура 0,0075°С. Для углекислоты давление тройной точки 
равно 5,11 атм (температура тройной точки —56,6°С). Поэтому 
при атмосферном давлении углекислота может существовать толь­
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ко в твердом и газообразном состояниях. Твердая углекислота 
(сухой лед) превращается непосредственно в газ. Температура 
сублимации углекислоты при атмосферном давлении равна —78°С.

Если удельный объем кристаллов превосходит удельный объем 
жидкой фазы, то поведение вещества при некоторых процессах 
может оказаться весьма своеобразным. Возьмем, например, подобное 
вещество в состоянии, изображенном точкой 1 на рис. 127.2, и под­
вергнем его изотермическому сжатию. При таком сжатии давление 
растет, и процесс изобразится на диаграмме вертикальной прямой 
(см. пунктирную прямую 1—2). В ходе процесса вещество проходит 
такую последовательность состояний: газ — кристаллы — жидкое 
состояние. Подобная последовательность, очевидно, наблюдается 
только при температурах меньших, чем температура тройной точки.

В заключение отметим еще одну особенность диаграммы состоя­
ния. Кривая испарения заканчивается в критической точке К. 
Поэтому возможен переход из области жидких состояний в область 
газообразных состояний, совершаемый в обход критической точки, 
без пересечения кривой испарения (см. изображенный пунктиром 
переход 3—4 на рис. 127.2). На рис. 123.4 показано, как выглядит 
такой переход на диаграмме (р , У). В этом случае переход из жид­
кого состояния в газообразное (и обратно) совершается непрерывно, 
через последовательность однофазных состояний. Отметим, что 
точке с координатой Т, взятой на кривой испарения, отвечает на 
рис. 123.4 весь горизонтальный участок соответствующей изотермы.

Непрерывный переход между жидким и газообразным состоя­
ниями возможен потому, что различие между ними носит скорее 
количественный, чем качественный характер; в частности, у обоих 
этих состояний отсутствует анизотропия. Непрерывный переход 
из кристаллического состояния в жидкое или газообразное невоз­
можен, ибо характерной чертой кристаллического состояния, как 
мы знаем, является анизотропия. Переход же от состояния, обла­
дающего анизотропией, к состоянию, ею не обладающему, может 
совершаться только скачком — анизотропия не может иметься 
только частично, она либо есть, либо ее нет, третья возможность 
исключена. По этой причине кривая сублимации и кривая плавле­
ния не могут обрываться подобно тому, как обрывается кривая ис­
парения в критической точке. Кривая сублимации идет в точку 
р = 0 и Г =0, кривая плавления уходит в бесконечность.

Точно так же невозможен непрерывный переход из одной крис­
таллической модификации в другую. Различные кристаллические 
модификации вещества отличаются присущими им элементами сим­
метрии. Поскольку какой-либо элемент симметрии может только 
либо быть в наличии, либо отсутствовать, переход из одной твердой 
фазы в другую возможен только скачком. По этой причине кривая 
равновесия двух твердых фаз, подобно кривой плавления, уходит 
в бесконечность.
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§ 128. Явления переноса

Статистическая физика имеет дело с равновесными состояниями 
и с обратимыми процессами (т. е. процессами, при которых система 
проходит через последовательность равновесных состояний). Нау­
ка, изучающая процессы, возникающие при нарушениях равнове­
сия, носит название ф и з и ч е с к о й  к и н е т и к и .

При нарушении равновесия система стремится вернуться в рав­
новесное состояние. Этот процесс сопровождается возрастанием 
энтропии и, следовательно, необратим. Таким образом, процессы, 
изучаемые физической кинетикой, являются необратимыми.

Нарушение равновесия сопровождается возникновением пото­
ков либо молекул, либо тепла, либо электрического заряда и т. п. 
В связи с этим соответствующие процессы носят название я в л е ­
н и й  п е р е н о с а .  Из сказанного выше вытекает, что явления 
переноса представляют собой необратимые процессы.

Мы рассмотрим три явления переноса: диффузию, теплопровод­
ность и внутреннее трение, или вязкость, причем ограничимся слу­
чаем, когда отклонення от равновесия невелики. Вначале мы напи­
шем эмпирические уравнения этих процессов, применимые к любым 
средам (твердым, жидким и газообразным). В последующих парагра­
фах будет дан молекулярно-кинетический вывод указанных урав­
нений для газов.

При рассмотрении явлений переноса нам прпдется вычислять 
количества различных величин (числа частиц, массы, энергии, им­
пульса), переносимых через некоторую воображаемую поверх­
ность. РчОличестБО какой-либо величины, проходящее в единицу 
времени через некоторую поверхность, называется п о т о к о м  
этой величины. Примерами могут служить: поток жидкости через 
поперечное сечение трубы, поток света через оконное стекло или 
через стеклянный баллон электрической лампочки и т. п. Можно 
рассматривать поток через поверхность любой формы; в частности, 
поверхность может быть замкнутой.

Ф И З И Ч Е С К А Я  К И Н Е Т И К А
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Поток является скалярной алгебраической величиной. Знак 
потока определяется выбором положительного направления, на­
пример направлением оси, вдоль которой распространяется поток. 
Положительное направление обычно выбирается произвольно. 
В случае замкнутых поверхностей принято положительным считать 
поток, вытекающий через поверхность наружу, а отрицательным — 
поток, втекающий внутрь.

В этой главе мы будем рассматривать потоки через плоские 
поверхности, перпендикулярные к оси z. Если частицы, энергия или 
импульс будут переноситься через поверхность в направлении оси г, 
мы будем считать соответствующий поток положительным, в про­
тивном случае — отрицательным.

Каждое явление переноса бывает обусловлено неодинаковостью 
в пространстве значений некоторой величины f. В случае переноса 
частиц (диффузии) такой величиной является концентрация частиц —■ 
перенос частиц осуществляется в направлении убывания их концент­
рации. Поток тепла возникает в случае неодинаковости темпера­
туры в разных точках среды, причем тепло течет в направлении 
убывания температуры, и т. д.

Для простоты будем считать, что величина f, неоднородность 
которой обусловливает данный процесс переноса (концентрация, 
температура и т. п.), является функцией лишь одной координаты г. 
Тогда изменение этой величины в пространстве будет характеризо­
ваться производной df/dz, которую обычно называют градиентом 
величины /. Это название не вполне правильно: строго говоря, 
производная скалярной функции f = f ( z )  по z  дает проекцию гра­
диента функции на ось г  (см. (21.2)). Однако, следуя традиции, мы 
будем называть входящие в уравнения переноса величины вида 
dfldz градиентом.

Диффузия. Диффузией называется обусловленное тепловым 
движением молекул самопроизвольное выравнивание концентраций 
в смеси нескольких (в простейшем случае двух) различных веществ. 
Этот процесс наблюдается в твердых, жидких и газообразных сре­
дах. Мы ограничимся рассмотрением только газообразных сред.

Пусть в единице объема двухкомпонентной газовой смеси содер­
жится tii молекул одного вида и п2 молекул другого вида. Полное 
число молекул в единице объема равно п = п 1+ п 2. Отношение

называется о т н о с и т е л ь н о й  к о н ц е н т р а ц и е й  моле­
кул i-ro вида.

Предположим, что в направлении оси z создаются градиенты 
концентраций d c j d z  и d c jd z ,  причем d c j d z = —d c j d z  (рис. 128.1). 
Тогда

■gj- +  сг) =  y  К  +  ftj =  0,

14 и .  в . Савельев, т. 1
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так что п, а следовательно, и р постоянны (p=nkT). Поэтому газо­
динамические потоки не возникают. Однако вследствие теплового 
движения молекул будет происходить процесс выравнивания кон­
центраций, сопровождающийся переносом массы каждой из ком­
понент в направлении убывания ее концентрации. Как указано 
выше, этот процесс носит название диффузии.

Опытным путем установлено, что поток молекул I-го вида через 
перпендикулярную к оси г поверхность 5 определяется выраже­

нием

N i — —D S, (128.1)

где D — коэффициент пропорцио­
нальности, называемый к о э ф ф и ­
ц и е н т о м  д и ф ф у з и и .

Согласно (128.1) в случае, когда 
dfiildz>0, поток Ni оказывается от­
рицательным; это означает, что мо­
лекулы переносятся в направле­
нии, противоположном направлению 

оси z (рис. 128.2, а). В случае, если dtiildz<^0, поток оказывается 
положительным, т. е. молекулы переносятся в направлении оси г 
(рис. 128.2, б). Таким образом, знак минус в формуле (128.1) обу­
словлен тем, что поток молекул направлен в сторону убывания 
концентрации.

Рис. 128.1.

Рис. 128.2.

Размерность потока молекул N равна 1/Т, размерность /г, 
равна 1/L8, площади 5—L2, dz имеет размерность L. Следовательно, 
коэффициент диффузии D имеет размерность L2/T.

Умножив обе части равенства (128.1) на массу молекулы i-ro 
вида .tii( получим выражение для потока массы t-й компоненты:

=  — D ^ j-S .  (128.2)

Здесь р4=п<т£ — п а р ц и а л ь н а я  п л о т н о с т ь  t-й ком­
поненты; ее называют также а б с о л ю т н о й  к о н ц е н т р а ­
ц и е й .
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Формулы (128.1) и (128.2) представляют собой эмпирические 
уравнения диффузии. Их называют также з а к о н о м  Ф и к а .

Теплопроводность. Опыт дает, что если в некоторой среде (твер­
дой, жидкой или газообразной) создать вдоль оси z градиент тем­
пературы, то возникает поток тепла, величина которого опреде­
ляется формулой

Здесь q — поток тепла через поверхность 5 , расположенную пер­
пендикулярно к оси z, dTldz  — градиент температуры (точнее — 
проекция градиента температуры на ось z), х  — коэффициент про­
порциональности, зависящий от свойств среды и называемый к о- 
э ф ф и ц и е н т о м  т е п л о п р о в о д н о с т и .  Единицей q 
служит Дж/с, т. е. Вт (ватт). Следовательно, х  измеряется в ваттах 
на метр-кельвин (Вт/(м- К)). Знак минус в формуле (128.3) отражает 
то обстоятельство, что тепло течет в направлении убывания темпе­
ратуры. Поэтому знаки q и dTldz  противоположны.

Уравнение (128.3) есть эмпирическое уравнение теплопровод­
ности. Его называют также з а к о н о м  Ф у р ь е .

Внутреннее трение. Согласно формуле (75.4) сила трения между 
двумя слоями жидкости или газа равна

где ti — к о э ф ф и ц и е н т  в я з к о с т и ,  duldz  — величина, 
показывающая, как быстро изменяется скорость жидкости или 
газа в направлении г, перпендикулярном к направлению движения 
слоев (градиент и), S  — величина поверхности, по которой дейст­
вует сила F. Уравнение (128.4) и есть эмпирическое уравнение вяз­
кости .

Согласно второму закону Ньютона взаимодействие двух слоев 
с силой F можно рассматривать как процесс, в ходе которого от 
одного слоя к другому передается в единицу времени импульс, по 
величине равный F. Поэтому уравнение (128.4) можно представить 
в виде

где К  — импульс, передаваемый за секунду от слоя к слою через 
поверхность S,  т. е. поток импульса через 5 .

Поток импульса Қ  измеряется в кг-м/с2. Следовательно, еди­
ницей коэффициента вязкости л является кг/(м- с) (килограмм на 
метр-секунду) *).

*) Единицу измерения ii можно представить также в виде Па -о (паскаль- 
секунда).

(128.3)

(128.4)

(128.5)

U*
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Знак минус в формуле (128.5) обусловлен тем обстоятельством, 
что импульс «течет» в направлении убывания скорости и. Поэтому 
знаки потока импульса К  и производной du/dz  противоположны.

Напомним, что формула (128.4) определяет одинаковый модуль 
двух противоположно направленных сил, с которыми слои дейст­
вуют друг на друга. Поэтому в (128.4) нельзя писать перед правой 
частью знак минус. Кроме того, нужно брать модуль выражения 
du/dz (модуль силы при любом знаке производной du/dz  должен 
быть положительным).

§ 129. Средняя длина свободного пробега

Молекулы газа, находясь в тепловом движении, непрерывно 
сталкиваются друг с другом. Термин «столкновение» применительно 
к молекулам не следует понимать буквально и представлять себе 
этот процесс,подобным соударению твердых шаров. Под столкнове­
нием молекул подразумевают процесс взаимодействия между моле­

кулами, в результате которого мо­
лекулы изменяют направление сво­
его движения.

На рис. 129.1 
изображающая

показана кривая, 
взаимную потен-

H-rf-H
Рис. 12Э.2.

циальную энергию двух молекул как функцию расстояния г  между 
их центрами. Рассмотрим с помощью этой кривой процесс сближения 
(соударения) молекул. Поместим мысленно центр одной из молекул 
в начало координат, а центр второй молекулы представим переме­
щающимся по оси г. Пусть вторая молекула летит по направлению 
к первой из бесконечности, имея начальный запас кинетической 
энергии Bk=Bi.  Приближаясь к первой молекуле, вторая под дейст­
вием силы притяжения движется со все возрастающей скоростью.

ITO'T'TJFTO/̂ T/O гт ПЯРТРТ
Однако полная энергия системы, равная е = е к+ е р, остается неиз­
менной (система двух молекул замкнута) и равной еь так как одно­
временно уменьшается потенциальная энергия ер. При прохожде­
нии молекулой точки с координатой г0 силы притяжения сменяются 
силами отталкивания, вследствие чего молекула начинает быстро 
терять скорость (в области отталкивания кривая ер идет очень
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круто). В момент, когда потенциальная энергия ер становится рав­
ной полной энергии системы elt скорость молекулы обращается в 
нуль. В этот момент имеет место наибольшее сближение молекул 
друг с другом. После остановки молекулы все явления протекают 
в обратной последовательности: сначала молекула движется со все 
возрастающей скоростью под действием силы отталкивания; мино­
вав расстояние г0, молекула попадает под действие замедляющей 
ее движение силы притяжения и, наконец, удаляется на бесконеч­
ность, имея первоначальный запас кинетической энергии е,1ш

Минимальное расстояние, на которое сближаются при столкно­
вении центры двух молекул, называется э ф ф е к т и в н ы м  д и а ­
м е т р о м  молекулы d (рис. 129.2). Величина

ст=Л£*2 (129.1)

называется э ф ф е к т и в н ы м  с е ч е н и е м  молекулы.
Из рис. 129.1 видно, что в случае, когда молекула начинает свое 

движение из бесконечности с большим запасом энергии, минималь­
ное расстояние, на которое сближаются центры молекул, оказы­
вается меньшим (ср. di и da на рисунке). Таким образом, эффектив­
ный диаметр молекул зависит от их энергии, а следовательно, и от 
температуры. С повышением температуры эффективный диаметр 
молекул уменьшается.

За секунду молекула проходит в среднем путь, равный средней 
скорости <и>. Если за секунду она претерпевает в среднем v 
столкновений, то средняя 
длина свободного пробега 
будет равна

Ь =  (129.2)

Для того чтобы под­
считать среднее число 
столкновений v, предполо­
жим вначале, что все мо­
лекулы, кроме данной, за- Рис. 129.3. 
стыли неподвижно на своих
местах. Проследим за движением выделенной нами молекулы. 
Ударившись об одну из неподвижных молекул, она будет лететь 
прямолинейно до тех пор, пока не столкнется с какой-либо дру­
гой неподвижной молекулой (рис. 129.3). Это соударение про­
изойдет в том случае, если центр неподвижной молекулы ока­
жется от прямой, вдоль которой летит молекула, на расстоя­
нии, меньшем эффективного диаметра молекулы d. В результате 
столкновения молекула изменит направление своего движения, 
после чего некоторое время опять будет двигаться прямолинейно,
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пока на ее пути снова не встретится молекула, центр которой 
будет находиться в пределах показанного на рис. 129.3 цилиндра 
радиуса d.

За секунду молекула проходит путь, равный <и>. Число проис­
ходящих за это время соударений с неподвижными молекулами рав­
но количеству молекул, центры которых попадают внутрь коленча­
того цилиндра длины <и> и радиуса d. Ниже будет показано, что 
средняя длина свободного пробега много больше, чем эффективный 
диаметр молекул d. Поэтому объем цилиндра можно считать рав­
ным nd2<u>. Умножив этот объем на число молекул в единице объема 
п, получим среднее число столкновений за секунду движущейся 
молекулы с неподвижными:

v' =  nd2<v>n. (129.3)
В действительности все молекулы движутся, вследствие чего 

число соударений определяется средней скоростью движения мо­
лекул по отношению друг к другу, а не средней скоростью <и> моле­
кул относительно стенок сосуда. Относительная скорость двух 
произвольно взятых молекул равна

VoT„ =  V2- V 1-.
Возведя это соотношение в квадрат, получим

^отн =  (V 2 —  V j)2 =  V l  +  V f —  2 VlV j

(мы воспользовались тем, что v 2= u 2). Среднее значение суммы не­
скольких величин равно сумме средних значений складываемых 
величин. Поэтому

<£>отп> =  <vt> +  <vl> — 2 <v1v2>.
События, заключающиеся в том, что первая молекула имеет ско­
рость vu а вторая — скорость v 2, являются статистически незави­
симыми. Поэтому <viv2>=<v,><vj>. Для газа, находящегося в рав­
новесии, каждый из сомножителей равен нулю. Таким образом,

< t O  =  <t£> +  <vl> =  2 <у2>
(среднее значение квадрата скорости всех молекул одинаково и 
равно <и2».-Полученный результат означает, что Иотн.ср.кв =  V2vePi кв. 
Средние квадратичные скорости пропорциональны средним арифме­
тическим. Следовательно,

<v0TK> =  V2<v>.

Заменив в формуле (129.3) <и> на <уотв>, получим для среднего 
числа столкновений за секунду выражение

v =  V̂ 2 mP<v>n. (129.4)

Подставив это значение v в (129.2), получим для средней длины сво­
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бодного пробега следующую формулу:

* = : - = ! ----- . (129.5)
V 2 лё2п ' ’

Заменив согласно (129.1) n d 2 через а, формуле можно придать вид

>. =  — (129. 6)
V 2  ап ' '

При постоянной температуре п пропорционально р. Следова­
тельно, средняя длина свободного пробега обратно пропорцио­
нальна давлению:

(129.7)

Выше отмечалось, что эффективный диаметр молекул убывает с ро­
стом температуры. В соответствии с этим при повышении темпера­
туры длина свободного пробега увеличивается.

Оценим величину средней длины свободного пробега и среднее 
число столкновений в секунду. В § 80 мы установили, что молекулы 
имеют размеры порядка нескольких ангстрем. Примем эффективный 
диаметр молекулы равным 2 А, т. е. 2 - 10~10 м. Моль газа занимает 
при нормальных условиях (т. е. при 0°С и р =  1 атм) объем, равный 
22,4-10-3 м3. Число молекул в единице объема при этих условиях 
равно 6 -1023: 22 ,4 -10-3даЗ- 1025 м“3. Подстановка этих чисел 
в формулу (129.5) дает

}. =  —= --------- !---------------« 2 - 1 0 -7 м = 2 - 1 0 “5 см.]^2-3,14-4-10-2".3-10^
При давлении, равном 10-3 мм рт. ст. (что соответствует при­

мерно 10-в атм), К будет порядка 10 см. Если сосуд имеет размеры 
порядка нескольких сантиметров, то при таком давлении моле­
кулы будут двигаться от стенки к стенке практически без столкно­
вений друг с другом. При давлении, равном 10_s мм рт. ст., К до­
стигает величины порядка десятков метров.

При выводе формулы (129.3) мы предположили, что К много 
больше d. Теперь мы можем убедиться в правильности такого пред­
положения. Действительно, из произведенной оценки следует, что 
при нормальных условиях отношение X к d  составляет примерно 
2 -10-5 : 2 -10-10=  10s.

Число столкновений в секунду можно получить, разделив сред­
нюю скорость молекул <и> на К. В § 98 мы получили для кислорода 
значение <и> порядка 500 м/с. Разделив эту величину на Я= 
=2*10_г м, получим для числа столкновений в секунду значение, 
равное 2 ,5 -109 с -1 . Таким образом, при нормальных условиях 
число столкновений составляет несколько миллиардов в секунду. 
С уменьшением давления число столкновений убывает, изменяясь 
пропорционально р (см. (129.7)).
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§ 130. Диффузия в газах

Попытаемся получить уравнение диффузии, исходя из моле­
кулярно-кинетических представлений. Чтобы упростить задачу, 
будем считать, что молекулы обеих компонент мало отличаются 
по массе (mi«m2«m ) и имеют практически одинаковые эффектив­
ные сечения (<Ji» ( t2«<j). В этом случае молекулам обеих компонент 
можно приписывать одинаковую среднюю скорость теплового 
движения <и>, а среднюю длину свободного пробега вычислять 
по формуле

Y  2 ап
где n=ti i+ti i.

Легко сообразить, что процесс диффузии в газах будет проте­
кать тем интенсивнее, чем быстрее движутся молекулы (чем больше 
<и», а также чем реже сталкиваются они друг с другом (т. е. чем

больше длина свободного пробега )̂. 
Следовательно, можно ожидать, что 
коэффициент диффузии D должен быть 
пропорциональным произведению 
<и> X. Это согласуется стем, что/как 
отмечалось в § 128, размерность D 
равна L2/T.

^  Приступим к вычислениям. Допус-
О* 0 тим, что изменение концентрации пер-

 ̂ . вой компоненты вдоль оси z описыва­
ется функцией n!=ni(z). Обозначим 
число молекул первой компоненты, 
пролетающих за секунду через пло­

щадку S в направлении оси г, через N'i, то же число для на­
правления, противоположного оси г ,— через N'[ (рис. 130.1) 1). 
Разность этих чисел даст поток молекул первой компоненты Ni че­
рез поверхность S:

Ni =  N l - N  I  (130.1)
Будем исходить из упрощенного представления, согласно кото­

рому молекулы движутся вдоль трех взаимно перпендикулярных 
направлений, совпадающих с осями х, у , z (оси х и у параллельны 
площадке S). В этом случае согласно (95.7) число молекул, проле­
тающих за секунду в одном из направлений через единичную пло­
щадку, равно X/Bn<v>. Следовательно, числа N[ и N1 можно пред-

1) Мы выполнили рио. 130,1 так, что молекулы N[ летят через верхнюю, а мо­
лекулы Ni — через ншқнюю половину площадки S. В действительности обе сово­
купности молекул распределены по всей поверхности S.



§ 130. ДИФФУЗИЯ В ГАЗАХ 409

W =-lrn[<v>S, N ;=jri?<v>S , (130.5)

где п[ — «эффективная» концентрация молекул первой компо­
ненты слева от S, п\ — «эффективная» концентрация молекул пер­
вой компоненты справа от 5.

Через поверхность S будут пролетать молекулы, претерпевшие 
последнее соударение на различных расстояниях от 5. Однако 
в среднем последнее соударение происходит на расстоянии от S, 
равном средней длине свободного пробега X. Поэтому в качестве п[ 
разумно взять значение пг (z— ,̂), а в качестве ni — значение 
th(z+X) (см. рис. 130.1). Тогда с учетом (130.1) и (130.2) можно на­
писать, что

Nx =  - g - < w > S ( z —Л)— riy (z +  X)]. (130.3)

Поскольку X очень мала, разность значений функции rti(z), 
стоящую в квадратных скобках в формуле (130.3), можно предста­
вить в виде г)

ni ( z - k ) - n 1(z +  X) =  — ̂ - 2 l .  (130.4)

Подставив это выражение в (130.3), получим, что

Ni =  - { T <V>X) 4 T S - (130-5)

Сравнение выражения (130.5) с формулой (128.1) показывает, 
что, исходя из молекулярно-кинетических представлений, удается 
не только прийти к правильной зависимости Ni от dnjdz, но и по­
лучить выражение для коэффициента диффузии D. Это выражение 
имеет вид

D =  ±<v>X. (130.6)

Более строгий расчет приводит к такой же формуле, но с несколько 
отличным числовым коэффициентом.

Отметим, что, как мы и предполагали, коэффициент диффузии 
оказывается пропорциональным произведению <и>Х.

J) Формула (130.4) справедлива при условии, что изменение П{ на длине сво­
бодного пробега много меньше самого X . Это условие дает кри­
терий малости отклонений от равновесия (см. четвертый абзац § 128).

Это замечание относится к аналогичным формулам следующих двух парагра-
dTфов, Например, формула (131.4) справедлива при условии, что

ставить в виде



Вывод, приведший нас к формуле (130.5), в равной мере приме­
ним к обеим компонентам смеси. Следовательно, коэффициент диф­
фузии имеет для обеих компонент одинаковое значение.

Исследуем полученное нами выражение для коэффициента диф­
фузии D. Подставив в (130.6) выражения для <и> и К, получим, что

<130-7>
Из (130.7) вытекает, что коэффициент диффузии обратно пропор­
ционален числу молекул в единице объема, а следовательно, и дав­
лению р:

D с/э —. р
При повышении температуры D растет приблизительно как Ут 
(напомним, что ст слегка зависит от Т).

Мы предполагали, что молекулы обеих компонент одинаковы 
по массе и эффективному сечению. Поэтому (130.6) представляет 
собой, по существу, выражение для коэффициента самодиффузии, 
т. е. диффузии молекул некоторого газа в среде молекул того же 
газа. Явление самодиффузии можно было бы наблюдать, пометив 
каким-то способом часть молекул однородного газа. Тогда в слу­
чае, если бы концентрация меченых молекул и молекул, не несу­
щих отметки, была непостоянна, в газе возникли бы встречные 
потоки разного рода молекул, причем величина потоков определя­
лась бы формулой (130.5). Практически самодиффузию можно 
исследовать, применив метод меченых атомов. .Этот метод состоит 
в использовании смеси изотопов, т. е. разновидностей атомов од­
ного и того же элемента, отличающихся друг от друга, например, 
тем, что одна разновидность атомов радиоактивна, а другая — ста­
бильна.

В случае, когда молекулы обеих компонент смеси неодинаковы 
по массе и эффективному сечению, коэффициент диффузии опреде­
ляется выражением

Г) __3 /лЛГу/а 1 
12 8 \2^i2/ пст1а ’

где
Hi2 =  m^mJirrii +  m2), ai2 =  я [(df +  d2)/2]a,

n — число молекул в единице объема газовой смеси (mj и dt — масса 
и эффективный диаметр мопекул i-й компоненты).

§ 131. Теплопроводность газов
Произведем вычисление потока тепла в газе, основываясь на 

молекулярно-кинетических представлениях. Если температура газа 
в разных местах различна, то и средняя энергия молекул в этих

410 гл. XVI. ФИЗИЧЕСКАЯ КИНЕТИКА



§ 131. ТЕПЛОПРОВОДНОСТЬ ГАЗОВ 411

местах также будет различна. Перемещаясь вследствие теплового 
движения из одних мест в другие, молекулы переносят запасенную 
ими энергию. Этот перенос энергии и обусловливает процесс тепло­
проводности в газах.

Прежде чем приступить к вычислениям, попытаемся уяснить, 
какие факторы могут влиять на способность газа проводить тепло. 
Легко сообразить, что, кроме факторов, определяющих скорость 
диффузии, т. е. средней скорости молекул <и> и длины свободного 
пробега К, количество переносимой молекулами энергии должно 
зависеть от способности молекул запасать энергию, т. е. от тепло­
емкости газа.

Рассмотрим газ, в котором каким-то способом поддерживается 
граднент температуры вдоль направления, которое мы обозначим 
буквой z. Представим мысленно 
площадку S, перпендикулярную к 
этому направлению (рис. 131.1).

Исходя из упрощенных пред­
ставлений, будем считать, что ко­
личество молекул, пролетающих 
за секунду через площадку S в 
каждом из направлений (слева на­
право и справа налево), равно

T=T(z)

N=-^n <v>S.О
(131.1)

z -Л z +Л

Рис. 131.1.При постоянном давлении п 
зависит от температуры (p=nkT)
<и> также изменяется с температурой. В связи с этим, казалось бы, 
следовало для нахождения числа молекул, летящих через пло­
щадку S слева направо, подставлять в формулу (131.1) значения п 
и <и>, отвечающие одной температуре, а для нахождения числа 
молекул, летящих справа налево,— значения п и <у>, отвечающие 
другой температуре. Однако числа молекул, летящих через пло­
щадку S во встречных направлениях, не могут быть различными. 
Если бы они оказались неодинаковыми, то, кроме потока тепла 
через площадку S, наблюдался бы поток вещества — происхо­
дило бы перемещение газа из одной части пространства в другую. 
Мы же предполагаем, что никаких процессов, кроме переноса 
тепла, в газе не происходит. Поэтому число молекул, пролетаю­
щих через S в каждом из направлений, мы будем вычислять по фор­
муле (131.1), приняв для п и <w> их значения в сечении 5.

Отметим, что, поскольку n=plkTzr>p!T, а <u>c/d|/7\ постоянство 
произведения «<t»> означает постоянство выражения



Следовательно, для того чтобы при наличии градиента темпера­
туры не наблюдалось потока молекул, необходимо, чтобы давле­
ние изменялось вдоль оси z пропорционально V Y .

При вычислении потока тепла будем исходить из предположе­
ния, что каждая молекула несет с собой энергию е =  у& 7\ соот­
ветствующую температуре в том месте, где произошло ее последнее 
соударение с другой молекулой. В среднем это соударение проис­
ходит на расстоянии от S, равном средней длине свободного про­
бега К (см. рис. 131.1). Поэтому молекулам, летящим в направлении 
оси г, следует приписывать энергию <ё!>, отвечающую температуре 
Ti=T(z—X), т. е. температуре в плоскости (г—X), молекулам же, 
летящим в противоположном направлении,— энергию <е2>, отве­
чающую температуре Т2= Т (г+Х) (г — координата плоскости 5).

В соответствии со сказанным для потока тепла через площадку
S в положительном направлении оси z получается выражение

q =  N « e  i> —<е2» ,

где N — определяется формулой (131.1). Подстановка значений N, 
<6j> и <е2> дает

q =  4  п <у> S ( 4  kTt —4  kT^  =  4  п <v> S 4  k (Ту-  Тг) . (131.2)

Разность Ti—Та равна
Т ( г - к ) - Т { г  +  Х ) = —^ 2 Х  (131.3)

(мы учли малость X). Здесь dTldz — производная Г по г в том месте, 
где расположена плоскость S.

С учетом (131.3) формуле (131.2) можно придать вид

q =  _ ^ n<v>S± k ^ r 2 X ^ - ^ <v > x ( ^ k n ) ^ r S. (131.4)

Сопоставление этой формулы с формулой (128.3) дает для коэффи­
циента теплопроводности следующее выражение:

n =  j < v > x ( ^ k n ^  . (131.5)

Вспомним, что выражение =  -^кЫА определяет теплоем­

кость при постоянном объеме CY моля газа, т. е. количества газа, 
содержащего NA молекул. Аналогично выражение 4  кп представ­
ляет собой теплоемкость количества газа, содержащего п молекул, 
т. е. теплоемкость единицы объема газа. Эту теплоемкость можно 
получить, умножив удельную теплоемкость cv (теплоемкость еди­
ницы массы) на массу единицы объема, т. е. на плотность газа р.
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Таким образом,

■jkn =  pcv. (131.6)

Подставив (131.6) в формулу (131.5), придем к окончательному 
выражению для коэффициента теплопроводности газа:

Как мы и предвидели, коэффициент теплопроводности оказался 
пропорциональным <и>, К и теплоемкости газа рcv. Более строгий 
расчет приводит к такому же выражению для к, но с несколько 
отличным числовым коэффициентом.

Выясним зависимость и от величин, характеризующих моле­
кулы, и от параметров состояния газа. Учтя, что <и> пропорцио­
нальна УТ/т, % пропорциональна l/па, а рcv пропорционально in 
(см. (131.6)), получим

Из (131.8) следует, что, в отличие от коэффициента диффузии, 
коэффициент теплопроводности газа не зависит от числа молекул 
в единице объема, а следовательно, и от давления (p=nkT). Это 
обусловлено следующими причинами. С понижением давления 
уменьшается п, т. е. количество молекул, участвующих в пере­
носе энергии. Одновременно растет X, а значит, и различие в энер­
гиях, переносимых каждой молекулой в противоположных направ­
лениях. В итоге получается, что количество энергии, переносимой 
молекулами при данном градиенте температуры, не зависит от 
давления. Это справедливо лишь до тех пор, пока % остается малой 
по сравнению с расстоянием между поверхностями, обмениваю­
щимися теплом за счет теплопроводности заключенного между ними 
газа (например, по сравнению с размерами зазора между внутрен­
ней и наружной колбами стеклянного термоса). По мере того как 
перестает выполняться это условие, теплопроводность начинает 
все больше зависеть от давления, уменьшаясь с его понижением. 
При X, превышающем расстояние между поверхностями, пробег 
молекул определяется величиной этого расстояния и перестает за­
висеть от давления. Число же молекул в единице объема при умень­
шении давления продолжает убывать, вследствие чего умень­
шается и и.

При повышении температуры коэффициент теплопроводности 
возрастает несколько быстрее, чем У  Т. Это обусловлено тем, что 
эффективное сечение а слегка зависит от Т (см. § 129).

y- =  j  <v> ^pcv. (131.7)

(131.8)
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Чтобы понять происхождение силы внутреннего трения, рас­
смотрим два соприкасающихся слоя газа некоторой толщины А г. 
Предположим, что слои движутся с различными скоростями и± 
и и2 (рис. 132.1). Каждая молекула газа участвует в двух движе­
ниях: хаотическом тепловом, средняя скорость которого равна <и>, 
и упорядоченном движении со скоростью и, которая много меньше, 
чем <i/>.

Пусть в какой-то момент времени слои обладают импульсами 
и Кг-Эти импульсы не могут оставаться неизменными, так как вслед­
ствие теплового движения происходит непрерывный переход молекул 
из одного слоя в другой. Согласно упрощенным представлениям 
количество молекул, переходящих через площадку 5 за секунду из 
одного слоя в другой, определяется выражением

§ 132. Вязкость газов

(малосущественным влиянием упорядоченного движения на вели-

движущегося с большей скоростью), либо увеличивает свой импульс 
за счет других молекул (если она прилетела из слоя, движущегося 
с меньшей скоростью). В итоге импульс более быстро движущегося 
слоя убывает, а более медленно движущегося — возрастает. Таким 
образом, слои ведут себя так, как если бы к первому слою (скорость 
которого больше) была приложена тормозящая его движение сила, 
а ко второму слою (скорость которого меньше) — такая же по ве­
личине ускоряющая его движение сила.

Через площадку 5, лежащую на границе раздела изображенных 
на рис. 132.1 слоев, переносится в единицу времени в направлении 
от первого слоя ко второму импульс

(т — масса молекулы). Подстановка выражения (132.1) для N 
дает

N =  -£■ n<v> SО (132.1)

S
чину скорости молекул можно 

U/ пренебречь).
Попав в другой слой, молеку-

Рис. 132.1.

иг ла претерпевает соударения с мо­
лекулами этого слоя, в результа­
те чего она либо отдает избыток 
своего импульса другим молеку­
лам (если она прилетела из слоя,

K = N ( m u 1—ти2)

К  =  -g-n<i>> Sm («j — иг). (132.2)

В реальном потоке газа скорость при переходе через границу 
раздела двух слоев изменяется не скачком, а непрерывно по закону
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u = u { z )  (рис. 132.2). Будем считать, что каждая молекула, пролетаю­
щая через поверхность 5, несет с собой импульс mu, определяемый 
значением скорости и в том месте, где произошло последнее стол­
кновение молекулы. Отдельные молекулы претерпевают последнее 
соударение на самых различ­
ных расстояниях от 5. В сред­
нем это соударение происхо­
дит на расстоянии, равном 
длине свободного пробега X.
Поэтому молекулам, летящим 
в направлении оси г, припи­
шем значение скорости щ =
= u ( z —X), а молекулам, ле­
тящим в противоположном на­
правлении,—значение скорос­
ти u2= u ( z + X ) .  Подстановка 
этих значений в (132.2) дает 
для потока импульса в на­
правлении оси z выражение

duК =-£-я<0>Sm [и (z — X) — п <.v> S m 2Х

(ср. с (131.4)). Приняв во внимание, что произведение пт равно 
плотности газа р, можно написать:

К =  -  ( !< „ > ,.„ )  * s .

Сравнение с формулой (128.5) дает выражение для коэффициента 
вязкости:

Г) =  -Т <У> Хр. (132.3)

Более строгий расчет приводит к такому же выражению, но с не­
сколько отличным числовым коэффициентом.

Из (132.3) следует, что, подобно D и к, коэффициент вязкости 
пропорционален <и> и К. Кроме того, он пропорционален плотности 
газа р, т. е. величине, характеризующей способность газа «накап­
ливать» импульс — при заданной скорости и импульс единицы 
объема газа оказывается тем большим, чем больше р (напомним, 
что коэффициент теплопроводности пропорционален теплоемкости 
единицы объема газа).

Учтя выражения для входящих в (132.3) величин, можно на­
писать, что
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Отсюда следует, что, как и к, коэффициент вязкости не зависит от 
давления. Это справедливо лишь до тех пор, пока К  остается малой 
по сравнению с размерами зазора, в котором течет газ (например, 
по сравнению с диаметром трубы). По мере того как перестает вы­
полняться это условие, вязкость начинает все больше зависеть от 
давления, уменьшаясь с его понижением. Зависимость i] от темпе­
ратуры такая же, как у D  и к.

§ 133. Ультраразреженные газы
В случае, когда длина свободного пробега молекул превышает 

линейные размеры сосуда, говорят, что в сосуде достигнут вакуум. 
Газ в этом случае называют у л ь т р а р а з р е ж е н н ы м .  Хотя 
в буквальном смысле слова вакуум означает «пустоту», в ультра- 
разреженном газе содержится в единице объема большое число

I I-----“t 11 I Z 1 Ь

\т и г  I  '  U * r'
I I— иг 2 1 I Тг

Рис. 133.1. Рис. 133.2.

молекул. Так, при давлении в 10-в мм рт. ст. в 1 м3 находится при­
мерно 101в молекул. Более того, в очень малых порах состояние, 
определяемое как вакуум, может быть достигнуто и при атмосфер­
ном давлении.

Поведение ультраразреженных газов отличается целым рядом 
особенностей. В условиях вакуума нельзя говорить о давлении од­
ной части газа на другую. При обычных условиях молекулы часто 
сталкиваются друг с другом. Поэтому по любой поверхности, кото­
рой можно мысленно разграничить газ на две части, будет проис­
ходить обмен импульсами между молекулами, и, следовательно, 
одна часть газа будет действовать по поверхности раздела на вто­
рую с давлением р. В вакууме молекулы обмениваются импульсами 
только со стенками сосуда, так что имеет смысл лишь понятие дав­
ления газа на стенку. Внутреннее трение в газе также отсутствует. 
Однако тело, движущееся в ультраразреженном газе, будет испыты­
вать действие силы трения, обусловленной тем, что молекулы, уда­
ряясь об это тело, будут изменять его импульс. Рассмотрим этот 
в о п р о с  бплее подробно.

Пусть в ультраразреженном газе движутся параллельно друг 
другу две пластинки (рис. 133.1). Скорости пластинок равны «i и и 2 . 

Взаимодействие между молекулой и пластинкой в момент удара 
приводит к тому, что молекула, отскочив от пластинки, имеет в до­
полнение к тепловой скорости составляющую, равную по величине 
и направлению скорости пластинки.
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Об единицу поверхности верхней пластинки будет ударяться 
в секунду Ve«<̂ > молекул, имеющих составляющую скорости и г , 

приобретенную при предшествующем ударе о нижнюю пластинку. 
Каждая из этих молекул несет составляющую импульса т и 2. От­
разившись от верхней пластинки, молекулы имеют составляющую 
импульса, равную m u i .  Следовательно, удар каждой молекулы
о верхнюю пластинку приводит к уменьшению ее импульса на ве­
личину m ( u i —u2). Изменение импульса в единицу времени, отне­
сенное к единице поверхности пластинки, составит

4 л<и>т ( U i  —  и 2) .

Это изменение равно силе, действующей на единицу поверхности 
пластинки:

F  =  -g-p<v>(«i — ыг) (133.1)

(мы заменили п т  через р). Такая же по величине, но противополож­
но направленная сила действует на единицу поверхности нижней 
пластинки.

Коэффициент пропорциональности между силой трения и раз­
ностью скоростей пластинок естественно назвать коэффициентом 
трения. Из (133.1) следует, что этот коэффициент равен 1/„р<и>, 
т. е. пропорционален плотности газа, а следовательно, и давлению 
газа на пластинку и стенки сосуда (для этого давления сохраняется 
выражение p = n k T ) .

Обратимся теперь к вопросу о передаче тепла газом в условиях 
вакуума. Рассмотрим две пластинки с температурами T i  и Т г , 

между которыми находится ультраразреженный газ (рис. 133.2). 
Если бы удар молекул о поверхность твердого тела имел абсолютно 
упругий характер, молекулы отскакивали бы от пластинки с такой 
же по величине скоростью (а следовательно, и энергией), какую 
они имели перед ударом. В результате молекулы не могли бы пере­
носить энергию от пластинки к пластинке. Однако такой вывод 
находится в противоречии с опытом. Следовательно, взаимодейст­
вие между стенкой и ударяющейся о нее молекулой не имеет ха­
рактера упругого удара. В действительности оно осуществляется 
так: ударившись о стенку, молекула как бы прилипает к ней на ко­
роткое время, после чего покидает стенку в совершенно произволь­
ном направлении со скоростью, величина которой в среднем отве­
чает температуре стенки *).

1) Отметим, что указанное уточнение характера взаимодействия молекул со 
стенкой не влияет на результаты, полученные нами в § 96 при вычислении давле­
ния. Если температура газа и стенки одинакова, то молекулы будут покидать 
стенку с такой же средней скоростью, с какой они ударяются о стенку, так что из­
менение импульса молекул в результате удара в среднем будет таким же, как при 
абсолютно упругом ударе.
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Обратимся снова к рис. 133.2. Каждая из 1/ an < v y S  молекул, уда­
ряющихся в секунду о верхнюю пластинку, приносит с собой энер­
гию k T 2 и уносит энергию, равную ‘ ! 2k T i .  Следовательно, каж­
дый удар молекулы о пластинку приводит к потере пластинкой 
энергии 4 M T i —Т г). Такое же количество энергии получает при 
каждом ударе вторая пластинка. Таким образом, количество энер­
гии, переносимое молекулами в секунду от пластинки к пластинке, 
будет равно

q  -  j  п  <у> ± k  { T i  —  T t )  S .

Умножив и разделив это выражение на m N А , получим:
q = \ p < v > c v { T i - T 2) S .  (133.2)

Коэффициент теплопроводности, равный l U p < V > c v , оказывается 
в ультраразреженном газе пропорциональным плотности газа. 
Следовательно, теплопередача от одной стенки к другой будет с по­
нижением давления уменьшаться, в то время как теплопроводность 
газа при обычных условиях не зависит, как мы видели, от дав­
ления.

§ 134. Эффузия
Рассмотрим сосуд с ультраразреженным газом, разделенный на 

две части перегородкой с отверстием (рис. 134.1). Если размеры 
отверстия меньше длины свободного пробега, то молекулы будут

Таплоизйляция
Г )

" t %У/

P t 1
1

Рг

пролетать через отверстие поодиночке без столкновений друг с дру­
гом. Истечение газа через отверстие в этих условиях называется
Л  4 » Л  I T  n  I I  л  f t  yj Xj, j  J  II V/ 111

При эффузии наблюдается ряд своеобразных явлений, два из 
которых будут нами рассмотрены. Для упрощения рассуждений бу­
дем предполагать разрежение газа в сосуде настолько большим, 
что длина свободного пробега превышает линейные размеры со­
суда. Тогда молекулы, пройдя через отверстие, будут двигаться 
по прямолинейным траекториям, пока не достигнут стенок сосуда.
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Тепловая эффузия. Пусть стенки обеих частей сосуда поддержи­
ваются при различных температурах ^  и Га (рис. 134.2). Когда 
длина свободного пробега X значительно меньше диаметра отвер­
стия d  ( K < ^ d ) , условием равновесия газа, заполняющего сосуд, 
будет равенство давлений и р г . Поскольку давление равно t i k T ,  

числа молекул в единице объема, а следовательно, и плотности 
газа в обеих частях сосуда будут в этом случае находиться в отно­
шении, обратном отношению температур:

Для ультраразреженного газа 0 ф > с1 ) условия равновесия будут 
иными. Не изменяющееся со временем (стационарное) состояние 
установится в том случае, если число молекул, проходящих за се­
кунду через отверстие из первой части сосуда во вторую, будет 
равно числу молекул, проходящих через отверстие в противопо­
ложном направлении. Так как число молекул, проходящих через 
отверстие, пропорционально л<и>, условие равновесия имеет вид

Таким образом, отношение плотностей газа оказывается иным, чем 
при обычных условиях (см. (134.1)).

Для давлений с учетом (134.2) получим

В отличие от обычных условий, когда равновесие наблюдается при 
равенстве давлений в обеих частях сосуда, в условиях вакуума 
давление оказывается больше в той части сосуда, у которой темпе­
ратура стенок выше.

Встречная изотермическая эффузия двух газов. Рассмотрим слу­
чай, когда температура сосуда всюду одинакова. Закрыв отверстие 
в перегородке, заполним левую и правую части сосуда разными 
газами с сильно отличающимися по массе молекулами. Для опреде­
ленности возьмем в левой части водород ( М г = 2), а в правой — 
кислород ( М г = 3 2 ) .  Пусть давление водорода p i  в 2 раза меньше, 
чем давление кислорода р г . Следовательно, концентрация молекул 
кислорода в 2 раза превышает концентрацию молекул водорода:

п ± <Ux> =  tt2<U2>.

д) В соответствии со сказанным в предыдущем параграфе мы считаем, что мо­
лекула, ударившись о стенку сосуда, отскакивает со скоростью, соответствующей 
температуре стенки.
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rtj=2/zi. Сами давления таковы, что % обоих газов больше линейных 
размеров сосуда.

Если открыть отверстие в перегородке, возникнут встречные 
эффузионные потоки кислорода и водорода через отверстие 
(рис. 134.3). Поток молекул водорода будет пропорционален 

поток молекул кислорода пропорционален па<и2>. Средняя 
скорость молекул обратно пропорциональна У  т .  Поэтому средняя 
скорость молекул водорода будет в 4 раза больше средней скорости

Р

Рг

н г ° 2
н 2

____

п, и2 п2 ~ ̂  Fly
Pf P2 =  *Pl

Pi

Рис. 134.3. Рис. 134.4.

молекул кислорода: <ui>=4<u2>. В результате получается, что, 
хотя давление в сосуде с водородом меньше, чем в сосуде с кисло­
родом, поток молекул водорода будет в 2 раза больше потока моле­
кул кислорода. Вместо выравнивания давлений эффузионные по­
токи приведут к возрастанию различия в давлениях. Правда, со 
временем произойдет выравнивание концентраций водорода и 
кислорода в обеих частях сосуда (вначале это произойдет для более 
быстрых молекул, т. е. для водорода, позже закончится выравни­
вание концентраций кислорода), и в конце концов давления вырав­
няются. Изменение во времени давлений p i  и р2 в обеих частях со­
суда показано на рис. 134.4.

Явление эффузии используется для разделения газовых смесей, 
компоненты которых отличаются лишь тем, что в состав их моле­
кул входят разные изотопы (разновидности атомов) одних и тех же 
химических элементов г) .  Вследствие тождественности химических 
свойств изотопов осуществить их разделение химическим способом 
не удается.

Схема установки для разделения изотопов эффузионным спосо­
бом дана на рис. 134.5. Установка состоит из ряда ступеней, объеди-
т т л т т т т т  t v  r t  i r t - t  л т г п  тт Г  п о  T I 1  Л о  T T T T A t J Q  П Л П О Л Ф Л П  Т Г О Л Л О Л Ш  U  Q  П У П Яi lV_.il 11U1 Л i-t iv u v iv u ^ , i  u o  <a^ t / u v in v n u  i_/ -j. u v a u v  i w i  t iu w o w iu  * ■* A 11W
первой ступени. Примерно половина газа проходит через перего­
родку с мелкими порами (Х> размеров пор) и подается затем насо­
сом Н 2 на вход следующей ступени. Газ, не прошедший через пере­
городку, возвращается насосом Н 3 в баллон £ т.

*) Исторически за этим методом укоренилось не вполне точное название: 
диффузионный метод разделения изотопов.
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Поскольку молекулы с меньшей массой обладают большей 
средней скоростью теплового движения, поток, прошедший через 
перегородку, будет несколько обогащен легкими молекулами по 
сравнению с первоначальным потоком. Поток же, проходящий 
через насос Н 3 , будет несколько обогащен тяжелыми молекулами.

Рис. 134.5.

В последующих ступенях каскада процесс разделения посту­
пающего в ступень газового потока на дополнительно обогащенную 
легкими молекулами и дополнительно обогащенную тяжелыми мо­
лекулами части повторяется. Из t'-й ступени поток, обогащенный 
легкой компонентой, поступает на вход (г+ 1)-й ступени, а поток, 
обогащенный тяжелой компонентой, возвращается на вход (i —1)-й 
ступени.

По истечении некоторого времени вдоль каскада устанавли­
вается равновесное распределение концентрации молекул легкой 
компоненты. Это распределение характеризуется тем, что концент­
рация легкой компоненты в потоке, возвращаемом в i - ю ступень 
из (1+ 1)-й ступени, совпадает с концентрацией легкой компоненты 
в потоке, поступающем в i-ю ступень из (i—1)-й ступени.

Газ в баллоне Б я оказывается и-кратно (п — число ступеней) 
обогащенным легкой компонентой, а газ в баллоне £ т — п-кратно 
обогащенным тяжелой компонентой. Степень обогащения опреде­
ляется отношением масс молекул обеих компонент и числом ступе­
ней каскада.

С помощью каскада, состоящего из 48 ступеней, Г. Герцу уда­
лось практически полностью разделить изотопы неона (20Ne и 22Ne). 
Современные эффузионные установки для разделения изотопов ура­
на состоят из нескольких тысяч ступеней.



1, Несобственный интеграл
+ »

/ (Р)= S e-px’ dx (1.1)
•— во

называется и н т е г р а л о м  П у а с с о н а .  Обозначив переменную интегриро­
вания буквой у, представим этот интеграл в виде

+ «
/(Р)= J e-to'dy.

— ОО

Перемножив оба выражения, придем к двукратному интегралу
+ оо + ав +оо+ео

1/(Р)]2 =  ^ e'^ 'dx  J  e~to'dy= J J e"P rf* (1.2)
^  OO *  00 OD ™ 00

Этот интеграл легко вычислить, рассматривая переменные х  и у  как декарто­
вы координаты на плоскости и перейдя от этих координат к полярным координатам 
г  и <р. При х  и у, изменяющихся от — оо до + оо , координата г  изменяется в 
пределах от 0 до оо, а ф —  в пределах от 0 до 2я. Сумма х 2 +  у 2 равна га, а эле­
мент поверхности dx dy имеет в полярных координатах вид г dr dtp. Произведя в 
(1.2) такую замену, придем к выражению

2Л оо
[/(Р)]’ =$<*Ф$ ^ ^ = 2 я . . ^  *

0 0 ^
Отсюда для интеграла (1,1) получается значение 1 (р) =  ] /"л /р . Таким образом,

+  во ___

J e~*x'dx= Y \ '  <L3>
•— 00

2. Обе части равенства (1.3) можно рассматривать как функцию параметра р. 
Продифференцировав поэтому параметру (слева дифференцируется подынтеграль­
ная функция), получим, что

п р и л о ж е н и я

I. Вычисление некоторых интегралов
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Повторное дифференцирование по Р дает
+ “ __
j  e - * x ' * d x  =  ^  0-5)

— ао
Подынтегральные функции в интегралах (1.3), (1.4) и (1.5) являются четными. 

Поэтому вклады в эти интегралы промежутков [—оо, 0] и [0, -{-оо] одинаковы. 
Отсюда следует, что, например,

оо

§ е x i d x = T  Y pJ* *1,6)
о

II. Формула Стирлинга

В случае больших N можно получить для N\ простую приближенную формулу, 
В соответствии с определением N\

N

In AM =  ln (1 -2.. .N) =  ln 1 +  ln 2 +  . . .  -f-ln N =  2  lnm-
m =  1

Написанная нами сумма равна сумме площадей изображенных на рис. II. I стол­
биков. При большом N сумма площадей этих столбиков мало отличается от пло­

щади, ограниченной показанной пунктиром кривой, представляющей собой гра­
фик функции In х. Следовательно,

N

In N1 я  ^ 1п х dx= [дс 1п дс—х] ̂  =  N In N — W + 1.
1

При больших N единицей можно пренебречь, и мы приходим к формуле
1пЛМ и N \n N -N t (II.I)

которая называется ф о р м у л о й  С т и р л и н г а .
Заметим, что, строго говоря, в формуле Стирлинга имеется еще одно слагае­

мое, равное /̂jln (2лjV). Однако при больших N этим слагаемым можно пренебречь 
по сравнению с двумя другими слагаемыми.
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Формулы преобразования компонент вектора. Возьмем две системы коорди­
нат К  и К ',  ориентированные относительно друг друга произвольным образом. 
Базис системы К  образуют орты е ^  е2, е3, системы К ' — о р ты е ь  е^, е3 (мы будем 
обозначать декартовы координаты через х и  х 2, х3 вместо х, у ,  г). В системе К  
некоторый вектор а можно представить в виде 2 Qjjefei в системе К ' — в виде 2 а^е/;' 
(ак и ак — компоненты вектора а в соответствующих системах; индекс k  пробегает 
в обеих суммах значения 1, 2, 3). Очевидно, что

3 3
ап.о

*= 1  * = 1

Умножим все члены равенства ( I I I .1) на орт ej:
3 3

Ъ 1' к ^ о = Ъ , ^ к ) -  
fc=l k = 1

В соответствии с формулой (2.19) е ;е£ =  Sik . Следовательно,

Выражение е;е& представляет собой косинус угла между £-й осью системы K ' и /г-й 
осью системы К ,  т. е. cos(*;, х к). Введем обозначение

cc,fc= c o s  (xi, x k). (111.2 )

Тогда равенство ( I I I . I) примет вид
з

o't=2 a'-*fl* (['=1- 2' (I1L3)
k = \

Зн ая  компоненты вектора а  в системе К  и взаимную ориентацию систем К  и К ' 
(Т. е. совокупность девяти коэффициентов а ik), можно по формулам ( I I I .3) вычис­
лить компоненты вектора а в системе К 1.

Согласно строгому определению вектором называется совокупность трех 
величин а±, а2, а3, которые при переходе от одной системы координат к  другой 
преобразуются по формулам  (II 1.3), в которых коэффициенты а ,к имеют значе­
ния  (II 1.2) (см. подстрочное примечание па стр. 20).

Отметим, что из девяти коэффициентов a ik независимыми являю тся только 
три. Это согласуется с тем, что ориентация тела в пространстве определяется тремя 
углами (см. рис. 97.1 и связанный с ним текст).

Определение тензора второго ранга. Тензором  Т второго ранга называется 
совокупность девяти величин

Т 1г Т 13\
I ^ 2i Т Т 2з J, ( I I I .4)
\Т п т32 т33)

которые при переходе от одной системы координат к  другой преобразуются по 
формулам

Т'1к=--Ъаа о1кт Т 1т ((, k =  1, 2. 3), (III.5 )

в которых коэффициенты а ц  и а кт имеют значения  ( I I I .2) (см. подстрочное при­
мечание на стр. 146). Величины Т,-* в ( I I I .4) называю тся к о м п о н е н т а м и  
тензора.

Аналогично определяются и тензоры других рангов. Тензором п-го ранга 
назы ваете^ совокупность 3" величин Г  (всего п  индексов), которые при пере­

I I I .  Симметричные тензоры второго ранга
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ходе от одной системы координат к другой преобразуются по формулам, отличаю­
щимся от (II 1.5) лишь тем, что в них содержатся п множителей вида а и  сумми­
рование производится по п индексам. В соответствии с таким определением век­
тор представляет собой тензор первого ранга, а скаляр — тензор нулевого ранга.

Произведением вектора а на тензор второго ранга Т называется вектор b с 
компонентами

з
»£=2 г'*а* <‘ = 2- 3> <IIL6> 

k = i

(ср. с (40.5)).
Симметричный тензор второго ранга. Тензор называется симметричным, 

если его компоненты удовлетворяют условию: 7’,т[= 7 ’̂ (-. В дальнейшем симметрич­
ный тензор мы будем обозначать символом S, а его компоненты — символом Slk. 
Независимыми у симметричного тензора являются только шесть компонент: три 
диагональные вида S,-,- и, например, компоненты S12, S23, S31 0S21= S 12, S32=  
=  S23, S13= S 31).

Симметричный тензор второго ранга допускает важную геометрическую 
интерпретацию. Прежде чем перейти к ней, отметим, что вектору а можно сопо­
ставить не только направленный отрезок, но и 
построенную по определенным правилам плоскость.
Совместим начало отрезка, изображающего вектор, 
с началом координат О (рис. I II .1). Тогда перпен­
дикулярная к вектору плоскость, отстоящая от точ­
ки О на расстояние, равное 11а, полностью опреде­
лит как направление, так и модуль вектора а. Из 
рис. II 1.1 видно, что проекция радиуса-вектора г 
любой точки этой плоскости на направление вектора 
а равна 1/а. Поэтому

аг= ага=о(1/о)=1.
Таким образом, уравнение плоскости имеет вид 
аг=1, или в развернутом виде

° i * i  +  агх 2 +  ° а * э = 1 ■ (111 • 7)
Отметим, что положение плоскости (III.7) в пространстве не зависит от выбора 

системы координат. При переходе к другой системе изменяются как компоненты 
вектора ак, так и координаты х* данной точки плоскости, причем таким образом, 
что соотношение (II 1.7) остается в силе.

Симметричному тензору второго ранга можно сопоставить поверхность второго 
порядка, определяемую уравнением

^ п х1 +  So 2* 2 +  5 33*з +  2S12X1X2 +  2 S 23AT2Ar3 +  2Ss1at3x1 =  1, ( I I I .8)

Компоненты Su, S22, S33 в физических приложениях бывают больше нуля. 
При этом условии уравнение (III.8) определяет эллипсоид. Ориентация эллипсоида 
в пространстве не зависит от выбора системы координат. Тензорный эллипсоид 
«связан» с объектом (телом либо средой), свойства которого описывает тензор. 
При переходе к другой системе координат изменяются как компоненты тензора, 
так и координаты данной точки эллипсоида, причем таким образом, что соотноше­
ние (III.8) остается в силе.

Эллипсоид, определяемый уравнением (III.8), является геометрическим 
образом симметричного тензора второго ранга, подобно тому, как направленный 
отрезок или плоскость (II 1.7) (т. е. поверхность первого порядка) дает геометричес­
кий образ вектора (т. е. тензора первого ранга).

Из аналитической геометрии известно, что если оси координат направить 
вдоль полуосей эллипсоида а, Ь, с, то уравнение эллипсоида упрощается

Рис. I I I .1,
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Отсюда следует, что для каждого симметричного тензора второго ранга имеются 
такие направления координатных осей, при которых равные компонентам тензора 
коэффициенты S12, S23 и S31 в уравнении (III.8) обращаются в нуль. Такие на­
правления называются г л а в н ы м и  о с я м и  тензора. Если оси координат 
направить вдоль главных осей, тензор принимает диагональный вид:

/ 5 Х0 0 \
S =  ( 0 S2 0 ) (111,10)

\ 0  О S J

Тензор вида (III.10) называется п р и в е д е н н ы м  к г л а в н ы м  ос ям,  
а диагональные компоненты в этом случае называются г л а в н ы м и  з н а ч е ­
н и я м и  тензора. Мы написали при диагональных компонентах в (III.10) только 
один индекс, чтобы отличить их от диагональных компонент Su, S22 S33, опреде­
ленных в координатных осях, не совпадающих с главными осями тензора.

Уравнение тензорного эллипсоида, написанное в главных осях, имеет вид
V ? +  S2x l+  S3x l=  1. (III.11)

Из сравнения уравнений (III.9) и (III.11) получаются для полуосей тензорного 
эллипсоида значения

a = l /  /s T , 6 = 1 /  / s 7 ,  с =  1/ У ^ .  (III.12)
Найдем смысл расстояния р произвольной точки эллипсоида Р от центра О 

(рис, III.2). Для этого направим вдоль ОР ось х[ некоторой координатной системы

и принимает вид:

Й  +  ^ 1  +  ^ 1 = 1 .  ( I I I . 9)

К . Координаты точки Р в этой системе равны (р, 0, 0). Подстановка этих значений 
в уравнение (III.8) приводит к соотношению Si1p2=  1, откуда

р = 1 /У Г5п, (III.13'
_ Г*г . ..iдс оц  — перьаи диагональная компонента тензора в системе /('.

Обозначим углы, образуемые осью х[ с главными осями тензора, через <рл, «р2< 
Фз (см. рис. III.2). Тогда координаты точки Р в главных осях будут равны

* 1  =  Р cos фх, Хг =  р COS ф2, *3  =  Р COS ф3.
Подстановка этих значений в (III.11) дает

р2 (S iC o s ^  +  5 2cos29 2 +  S jc o s ^ )  =  1.
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Согласно ( I I I . 13) l/p2= S n .  Таким образом, мы приходим к соотношению

которое связывает компоненту Sn в системе Қ' с главными значениями тензора и 
углами, образуемыми осью х[ с главными осями тензора.

В случае, когда два главных значения тензора совпадают (например, =  
=  S2 Ф 5а), тензорный эллипсоид превращается в эллипсоид вращения. В этом 
случае фиксирована относительно тела или среды только одна главная ось тензо­
ра — ось симметрии эллипсоида (в нашем примере ось х3). В качестве двух других 
главных осей можно взять две любые взаимно перпендикулярные оси, проходя­
щие через центр эллипсоида и перпендикулярные к его оси симметрии.

В случае, когда все три главные значения тензора совпадают (S1= S 2= S 3=  
= 5 ), тензорный эллипсоид вырождается в сферу радиуса 1/V"S~ (см. (III.12)). 
В этом случае три любые взаимно перпендикулярные оси, проходящие через центр 
сферы, можно взять в качестве главных осей тензора.

Симметричный тензор с компонентами бд, т. е, тензор

называется е д и н и ч н ы м .  Произведя вычисления по формулам (III.6), легко 
убедиться в том, что умножение вектора а на единичный тензор (III.15) оставляет 
вектор а без изменений. Тензорный эллипсоид для единичного тензора вырожда­
ется в сферу единичного радиуса. Можно доказать, что тензор (III.15) является 
инвариантным. Это означает, что его компоненты не изменяются при переходе от 
одной системы координат к другой.

Тензор с одинаковыми гласными значениями (S1= 5 2=S„=S) можно предста­
вить в виде произведения скаляра 5 на единичный тензор:

Оба множителя — скаляр и единичный тензор — являются инвариантными. 
Следовательно, и тензор, стоящий слева в равенстве (III.16), также является 
инвариантным.

Эллипсоид инерции. Поясним полученные соотношения на примере тензора 
инерции (см. § 40). Э л л и п с о и д  и н е р ц и и  (т. е. эллипсоид тензора инер­
ции) жестко связан с телом, инертные свойства которого он описывает. Главные 
оси инерции тела совпадают с полуосями эллипсоида, т. е. являются главными 
осями тензора инерции. Главные моменты инерции тела 1Ъ / 2, /3 являются глав­
ными значениями тензора инерции. В соответствии с (III. 12) полуоси эллипсоида 
инерции равны M Vh, UVU  и 1/V"/э-

Проведем через центр масс тела произвольную ось xi, образующую с главны­
ми осями инерции (т. е. полуосями эллипсоида инерцни) углы фг, ф2 и Фз. Сог­
ласно формуле (111.14) момент инерции тела относительно этой оси (осевой момент 
инерции Гц, соответствующий 1ХХ в формуле (40.7)) можно вычислить по формуле

где 1\, / 2, / 3 — главные моменты инерции тела.
Шаровой волчок определяется как тело, все три главных момента инерции 

которого одинаковы: /1= / 2= / 3= /  (см. стр. 138). Следовательно, эллипсоид инер­
ции шарового волчка вырождается в сферу радиуса 1 / У /, Однородный куб явля­
ется частным случаем шарового волчка. Для момента инерцин относительно

Su =  SiCos2̂  +  S2 cos>2 +  5 3ссв2ф3( (III.14)

(III.15)

/ n =  V o s ^ i  +  / 2С 0 5 2ф 2 +  / 3С 0 5 аф Я( (III.17)
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произвольном оси, ооразующеи с реорами куоа углы фх, и фд, получается по 
формуле (111,17) значение

In  =  /cos2<Pi +  /cos2<p, -f- /cos293 =  I
(напомним, что для любого направления в пространстве cos^j-f-cos'29 2+eos2<p3=  1). 
Таким образом, момент инерции куба относительно любой оси, проходящей через 
его центр, будет один и тот же (как и у однородного шара). Поэтому поведение 
куба при вращении вокруг любой оси, проходящей через его центр, не отличается 
от поведения шара. Точно так же не отличается от поведения шара поведение 
любого шарового волчка, т. е. тела произвольной формы, но с таким распределе­
нием массы, что три главных момента инерции оказываются совпадающими.

Аналогично не будет отличаться от поведения при вращении однородного 
круглого цилиндра поведение однородной прямой призмы с квадратным основа­
нием, равно как и поведение любого симметричного волчка, т. е. тела произволь­
ной формы, но с таким распределением массы, что два нз трех главных моментов 
инерции оказываются совпадающими.
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Абсолютно твердое тело 18, 134 
Абсолютный нуль 274 
Аморфные тела 372, 393 
Амплитуда колебания 192
— скорости 193 
Анизотропия 361, 399 
Атомная единица массы 264

Броуновское движение 263, 324

Ватт 80
Вектор энергии-импульса 242 
Векторная диаграмма 198, 211 
Вероятность 291, 293, 311 
Вес 70, 71 
Волчок 161
— асимметричный 139
— симметричный 139, 167
— шаровой 138, 150 
Время 12, 17, 218, 228
— релаксации 266
— собственное 227, 228 
Вязкость 69, 253
— динамическая 256
— кинематическая 256

Газовая постоянная 275, 279 
Герц 192
Главные моменты инерации 138, 149
— оси инерции 136, 137, 138, 150 
Гравитационная постоянная 168, 170 
Гравитационное красное смещение 245
— поле 170 
Градиент 87

Давление капиллярное 377, 381
— насыщенного пара 385, 388
— световое 244
Движение апериодическое 208
— вращательное 18, 46, 131
— инфинитное 100, 115
— плоское 131, 133, 154
— поступательное 18, 36, 131
— финитное 100, 115 
Декремент затухания 206
------ логарифмический 206
Джоуль 80, 269

Д ина 56
Д инам ика 20, 49 
Д ислокация 367 
Добротность 207, 208, 215

Ж идкость идеальная 248, 252
—  перегретая 390, 392
—  растянутая 391

Закон возрастания энтропии 333
—  всемирного тяготения 168, 174
— Гука 63, 65, 78
— Дю лонга и Пти 370
— инерции 50
— Кулона 62
— Ньютона второй 53, 54, 174, 237 
 первый 50, 54
— — третий 58
— равнораспределения энергии 306
— сохранения импульса 53, 74, 75, 101 
 момента импульса 74, 75, 105,

110
-------- энергии 74, 75, 90, 95, 97
—  Ф ика 403
— Ф урье 403
Законы  Ньютона 49, 72, 118
—  сохранения 74, 75, 129 , 221

Импульс 52, 53, 74, 101, 152 , 236 
Инвариантность уравнений 61, 217 
Инвариантные величины 220, 228, 229, 

239, 242 
И нтеграл Пуассона 314, 422 
И нтегралы  движения 74, 76, 86  
И нтервал 220, 229
—  времениподобный 230
—  пространственноподобный 231

Калория 269
К амера Вильсона 392
К вантовая механика 13, 15, 35, 50, 309
К ельвин 56, 274
Килограмм 55, 56
Кинематика 20, 49
Колебания вынужденные 181, 210
— гармонические 182, 190
—  затухающие 204
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Колебания малые 182
— параметрические 181
— свободные 181
— собственные 181 
Количество движения 52 _
— тепла 268
Коэффициент внутреннего трения 253
— вязкости 253, 403, 415
— затухания 206, 210
— поверхностного натяжения 374, 375
— полезного действия 341 
 цикла Карно 347, 349
— трения 68 
Краевой угол 378 
Кривизна кривой 43
— поверхности 377 
Кристаллическая решетка 362
— ячейка 362, 363 
Кристаллографические системы 364 
Кристаллы жидкие 371 
Критические величины 388

Линии тока 246
Лобовое сопротивление 258, 261 
Лоренцево сокращение 226 , 227

Масса 14, 51, 152, 174, 177
— гравитационная 174, 177
— движения 53, 236
— Земли 177
— инертная 174, 177
— молярная 264
— покоя 53, 236, 243
— приведенная 117
— релятивистская 53 , 236
— Солнца 178 
Материальная точка 18 
Маятник 195, 196
— Фуко 128 
Метр 55, 56 
Мировая линия 220
— точка 220 
Модуль сдвига 66, 98
— Юнга 65, 98 
Моль 56, 264
Момент импульса 74, 106, 107,113,136, 

150 152
— инерции 135, 140, 147, 152
— количества движения 106
— силы 108, 109, 152 
Монокристалл 361 
Мощность 80

Напряженность гравитационного поля 
171, 172

Начала термодинамики 263, 340 
Начало термодинамики второе 274, 

333, 342, 344

Н ачало  термодинамики первое 268, 
269, 273, 340

--------  третье 339
Н ачальны е условия 193 
Нейтрино 244 
Нормальные условия 275 
Н утация 166 
Ньютон 56

Общая теория относительности 120, 
177, 217 

Оператор набла 87 
Опыт Кавендиша 170
—  Ламмерта 320
— Лебедева 244
—  М айкельсона и Морли 217
—  П аунда и Ребки 245
— Ш терна 319
—  Этвеша 175
Ось вращ ения 19, 131
--------  мгновенная 133
--------  свободная 137
— симметрии 363 
Относительная атомная масса 263
—  м олекулярная масса 263

Пара сил 109 
Параметры состояния 265 
П аскаль 254 
П аскаль-секунда 254 
Перемещение 36 
П ериод идентичности 362
—  колебания 192
—  обращения 46 
Плечо импульса 107
— пары сил 109
—  силы 108 
Плотность 140
—  энергии 98 
Подъемная сила 258, 261 
П оказатель политропы 283 
Поле гравитационное 59
— сил 81
--------  нестационарное 82
-------- однородное 82
-------- потенциальное 84
--------  стационарное 82
-------- центральное 82, 83, 111
Поликристалл 361 
Полное смачивание 379 
Полный дифференциал 87, 270, 354 
Постоянная Больцмана 276, 321, 325, 

332
—  П ланка 35, 244 
Потенциал 84
—  гравитационного поля 171, 172 
Потенциальная функция 84
— яма 100
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Потенциальный барьер 100 
Поток 400, 401 
Правило правого винта 45 
Преобразование импульса 241
— силы 237
— скорости 61I 232
— энергии 241
Преобразования Галилея 60 , 221, 222, 

225
— Лоренца 224, 225 
Прецессия гироскопа 166 
Приведенная длина 197
Принцип относительности Галилея 60, 

62, 217 
-------Эйнштейна 217
— постоянства скорости света 217, 218
— эквивалентности 120, J74, 177 
Приращение величины 9, 77 
Пространство псевдоевклидово 220
— скоростей 311, 335 
Пространство-время 219 
Процесс 266
— адиабатический 280, 346
— изобарический 280
— изотермический 280
— изохорический 280
— изэнтропический 346
— квазистатический 2G6
— круговой 267, 341
— необратимый 331, 332
— обратимый 267, 343
— политропический 283
— равновесный 266 
Псевдовектор 29 
Пуаз 254
Путь 36, 40

Работа 76, 77, 152, 171, 272 
Радиус молекулярного действия 286( 

373
Разделение изотопов 420 
Размерность физической величины 57, 

58
Распределение Больцмана 323, 324
— Максвелла 315, 319
— Максвелла — Больцмана 323 
Реакция вытекающей струи 251 
Резонанс 213, 215
— параметрический 216 
Резонансные кривые 214 
Релаксация 266

Секунда 55, 56 
Сила 53. 54, 152
— восстанавливающая 183
— гравитационная 59
— инерции кориолисова 123; 124 
 центробежная 72, 121* 129

Сила квазиупругая 183, 193
— магнитная 62
— нормального давления 67, 72
— реакции 70, 72
— трения 62, 63, 66, 72, 90 
  покоя 67
— тяжести 70, 71, 82, 122, 156
— упругая 62, 63, 78
— фундаментальная 62
Силы ван-дер-ваальсовские 367
— внешние 74
— внутренние 74
—. диссипативные 90
— инерции 119, 156, 177
— консервативные 81, 82, 85, 88 
Сингонии 364 
Синхронизация часов 219 
Система единиц абсолютная 55 
 международная 55
-------СГС 56
-------техническая 57
— механическая 17, 74 
 замкнутая 51, 74
— отсчета 17
-------гелиоцентрическая 51
-------инерциальная 50, 51, 54, 61, 221
-------  лабораторная 102
-------неинерциальная 50, 118, 129
-------центра масс 102
— термодинамическая 265 
Скорость 37
— линейная 46, 152
— света 217, 219
— секториальная 113
— угловая 46, 152
Сложение колебаний 198 , 201, 203
— скоростей 61 
Собственная длина 226 
Соотношение неопределенности Гей­

зенберга 35
Состояние беспорядочное 339
— метастабильное 390, 392
— неравновесное 265
— неслучайное 339
— равновесное 266, 331
— случайное 339
— упорядоченное 339 
Специальная теория относительности

13, 49, 217 
Среднее значение 41, 292, 294 
Статистический ансамбль 291
— вес 326, 329, 332 
Степени свободы 304

Температура абсолютная 274, 302
— критическая 375, 387
Тензор инерции 144, 146, 153, 427 
Теорема Карно 347
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Теорема Нернста 339
— Штейнера 142, 143 
Тепловая машина 341
— функция 359 
Теплоемкость 277, 352
— молярная 278
— удельная 278 
Теплопередача 268
Термодинамический потенциал Гиббса 

359, 360 
Точка критическая 387
— тройная 383, 396, 398 
Траектория 35
Трение внешнее 66
— внутреннее 66
— вязкое 69
—  качения 67
— скольжения 67
— сухое 67, 68  
Трубка тока 247

Убыль величины 9, 77 
Удар абсолютно неупругий 103 
--------  упругий 103
Уравнение Ван-дер-Ваальса 286, 288« 

389
— движения 53
— Пуассона 282
— состояния 275
--------идеального газа 275, 27(3
— характеристическое 189, 205 
Ускорение 42, 152
— кориолисово 127
— нормальное 42, 44
— свободного падения 70, 122, 197
— тангенциальное 42
— угловое 47, 152 
Условия равновесия 98, 157

Фаза колебания 192 
-------  начальная 192
— термодинамическая 383 
Фазовый переход второго рода 384 
  первого рода 383
Фигуры Л иссаж у 204 
Физически бесконечно малый объем 

141
Ф итцджеральдово сокращение 226 
Ф луктуация 330

Ф ормула Л апласа 377
— П уазейля 258
— Стокса 260
— Торричелли 251 
Фотон 244
Ф ункция распределения вероятностей 

293, 315
— состояния 270

Центр инерции 102
— кривизны 43
— масс 102, 117, 133, 134, 155, 156
— тяжести 156 
Цикл 267, 341
— Карно 346, 349, 351

Частота биений 201
— колебания 192
-------- круговая 192
-------- циклическая 192
— резонансная 213
— собственная 205, 210, 214 
Четырехвектор 241, 242 
Число Авогадро 264, 325
— Рейнольдса 255, 256
— степеней свободы 98, 182, 303

Элементы симметрии 364, 399 
Энергия 74
—  внутренняя 267, 357, 360
--------ван-дер-ваальсовского газа 289,

356
--------идеального газа  278, 280, 356
— кинетическая 75, 76, 151, 154 , 238
— покоя 238
— полная 8 6 , 89, 96, 239
— потенциальная 84, 85, 8 8 , 90, 

92, 94, 97, 171
— свободная 358, 360, 375
— средняя 306
— упругой деформации 97
— центробежная 129 
Энтальпия 359, 360 
Энтропия 332, 339 
Эрг 80
Эргодическая гипотеза 328 
Эффективный диаметр молекулы 373, 

405




