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ПРЕДИСЛОВИЕ

Содержание данного тома составляют учение об электромагне
тизме и учение о волнах (упругих, электромагнитных и световых).

Изложение ведется в Международной системе единиц (СИ). По
путно читатель знакомится и с гауссовой системой (соответствую
щий текст набран петитом). В приложениях в конце книги даны 
единицы электрических и магнитных величин в СИ и в гауссовой 
системе, а также сопоставлен вид основных формул электромагне
тизма в обеих системах.

При подготовке ко второму изданию книга была переработана. 
Изменения и дополнения были внесены в параграфы 11, 13, 19, 
45, 48, 52, 107, 112, 120 и 129.

Выражаю признательность коллегам и друзьям за полезные об
суждения, критику и советы в ходе работы над книгой. Особую 
благодарность приношу В. В. Светозарову, В. И. Гервидсу, 
Н. Б. Нарожному, И. Е. Иродову и В. Н. Лихачеву.

Выражаю также благодарность профессору Л . Л. Гольдину за 
ряд полезных советов и замечаний.

Данный курс предназначен в первую очередь для втузов с рас
ширенной программой по физике. Однако изложение построено так, 
что, опустив отдельные места, эту книгу можно использовать в 
качестве учебного пособия для втузов с обычной программой. 
В предпосланных книге «Методических рекомендациях», наряду с 
другим материалом, приведен ориентировочный перечень купюр 
(т. е. изъятий, сокращений в тексте), которые можно сделать в слу
чае недостатка времени для изучения книги в полном объеме.

Москва, сентябрь 1981 Г.
И. В . Савельев



МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ

В настоящих рекомендациях даны разъяснения по поводу тех вопросов, 
которые не всегда излагаются правильно. Кроме того, приводится ориентировоч
ный перечень параграфов либо их частей, рассмотрение которых не обязательно 
в случае нехватки времени на изучение Курса в полном объеме. Этот перечень 
отражает личную точку зрения автора и носит лишь рекомендательный характер.

1. Не следует, как это делается в некоторых книгах, называть электрическую 
еа и магнитную ц0 постоянные «проницаемостями вакуума». Такие названия яв
ляются физически бессмысленными. Соответственно не следует рассматривать 
лишенные физического смысла «абсолютные проницаемости» еа= е е 0 и ц а=ц |л0.

2. В тех случаях, когда электрическая и магнитная постоянные встречаются 
в комбинации едЦо, целесообразно заменять это произведение через 1/с*, где с — 
электродинамическая постоянная, совпадающая со скоростью света в вакууме 
(см. формулу (39.15)).

3. Полезно иметь в виду, что е0 и ц 0 входят в формулы в комбинации с множи
телем 4я , причем 1/4яе0= 9 • 10е, a (V 4 j i= 10- 7 . Поэтому нецелесообразно иметь 
дело с числовыми значениями ео= 0 ,885 -10_ и  Ф/м и ц0= 1 ,26 -Ю _в Гн/м. Лучше 
пользоваться значениями постоянных, выраженными через л , а именно: е0=  
=1/(4п-9-10») и ti.0= 4 n -1 0 -J .

4. Не надо жалеть времени на усвоение основных понятий и соотношений 
векторного анализа (§ 11). Затраченное время с лихвой окупится за счет более 
простого и изящного получения ряда результатов. Кроме того, подлинное понима
ние природы и свойств электромагнитного поля без использования понятий ди
вергенции и ротора недостижимо.

5. Нередко встречаются утверждения, будто электрическое смещение D 
(или напряженность магнитного поля Н) является характеристикой электрическо
го (магнитного) поля, не зависящей от свойств среды, т. е. что D = D 0 и Н =  Н0, 
где D0 и Н0 — значения величин в отсутствие среды, a D и Н — значения тех же 
величин в среде. Соответственно относительные проницаемости среды определяют
ся в виде е = Ё 0/£  и \ i— B /B 0. Надо иметь в виду, что такие утверждения являются 
неверными. Соотношения же Е=Ео/е и В=|хВ0 оказываются справедливыми лишь 
при весьма специфических условиях, которые для электрического поля определе
ны на стр. 76, а для магнитного поля — на стр. 161.

Неправильность в общем случае равенства D = D 0 вытекает, в частности, из 
рис. 20.3. Чтобы убедиться в неправильности в общем случае соотношения ц =  
= В /В 0, рассмотрим большую тонкую пластинку из однородного и изотропного 
ферромагнетика, расположенную перпендикулярно к линиям В внешнего магнит
ного поля. В этом случае В=Во, а ц может достигать значений порядка 10?.

6. Величины D и Н надо трактовать как вспомогательные характеристики 
электромагнитного поля (основными являются Е и В), определяемые формулами 
(19.3) и (52.5). Величина D оказывается полезной, потому что ее дивергенция оп
ределяется плотностью только сторонних зарядов, величина Н — потому что ее 
ротор определяется плотностью только макроскопических токов (см, формулы 
(19.8) и (52.6)).



10 МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ

7. Изложение многих вопросов, касающихся колебаний и волн, значительно 
упрощается и облегчается, если вместо гармонических функций ( т .е .  косинуса 
и синуса) использовать экспоненты. Поэтому внедрение в вузовский курс физики 
представления волн в виде экспонент стало насущно необходимым. Надо иметь
б  виду, что привыкнуть к такому представлению очень легко, а время, затрачен
ное на «привыкание», с лихвою окупится.

8. В § 18 вывод формулы (18.4) для объемной плотности связанных зарядов 
можно опустить, а саму формулу дать без вывода.

9. При нехватке времени § 45 «Магнетизм как релятивистский эффект» можно 
исключить.

10. Выкладки в § 57 и § 58 можно опустпть, ограничившись качественным 
рассмотрением дна- и парамагнетизма.

11. В § 76 расчет поля для бетатрона (формулы (76.1) — (76.6',) можно опус
тпть.

12. Главу XII «Электрический ток в газах» в сокращенный вариант програм
мы можно не включать.

13 В § 97 «.Скорость упругих воли в твердой среде» все выкладки можно опу
стить и дать только окончательные формулы (97.7) и (97.8).

14. В § 98 «Энергия упругой волны» вывод формулы (98.5) можно опустпть 
и начать изучение этого параграфа с формулы (98.5).

15. Первую часть § 1 12 до формул (112.7) и (112.8) можно опустить.
16. Параграф 116 «Центрированная оптическая система» можно исключить.
17. В § 120 «Когерентность» можно опустить выкладки, начинающиеся форму

лой (120.4) и заканчивающиеся формулой (120.6).
18. Параграф 124 «Многолучевая интерференция» можно исключить.
19. В § 131 «Дифракция рентгеновских лучей» можно опустить вывод формул 

Лауэ н сами эти формулы и ограничиться рассмотрением формулы Брэгга — 
Вульфа.

20. Параграф 133 «Голография» можно исключить.
21. Часть § 135, которая относится к формулам Френеля, можно не рас

сматривать.
22. В § 143 «Групповая скорость» можно ограничиться элементарным рас

смотрением, заканчивающимся формулой (143.7). Выкладки, начинающиеся 
формулой (143.8) н заканчивающиеся формулой (143.1.3), можно опустпть.

Подчеркнем, что приведенный перечень сокращений является ориентировоч
ным. В зависимости от обстоятельств он может быть изменен или дополнен по 
усмотрению преподавателя.



Ч А С Т Ь  1

Э Л Е К Т Р И Ч Е С Т В О  И М А Г Н Е Т И З М

Г Л А В А  I

ЭЛЕКТРИЧЕСКОЕ ПОЛЕ В ВАКУУМЕ

§ 1. Электрический заряд

Все тела в природе способны электризоваться, т. е. приобретать 
электрический заряд. Наличие электрического заряда проявляется 
в том, что заряженное тело взаимодействует с другими заряжен
ными телами. Имеется два вида электрических зарядов, условно 
называемых положительными и отрицательными. Заряды одного 
знака отталкиваются, разных знаков — притягиваются друг другом.

Электрический заряд является неотъемлемым свойством неко
торых элементарных частиц. Заряд всех элементарных частиц 
(если он не равен нулю) одинаков по абсолютной величине. Его 
можно назвать э л е м е н т а р н ы м  з а р я д о м .  Положитель
ный элементарный заряд мы будем обозначать буквой е.

К  числу элементарных частиц принадлежат, в частности, элект
рон (несущий отрицательный заряд —е), протон (несущий положи
тельный заряд + е ) и нейтрон (заряд которого равен нулю). Из этих 
частиц построены атомы и молекулы любого вещества, поэтому 
электрические заряды входят в состав всех тел. Обычно частицы, 
несущие заряды разных знаков, присутствуют в равных количест
вах и распределены в теле с одинаковой плотностью. В этом случае 
алгебраическая сумма зарядов в любом элементарном объеме тела 
равна нулю, и каждый такой объем (и тело в целом) будет нейтраль
ным. Если каким-либо образом создать в теле избыток частиц од
ного знака (соответственно недостаток частиц другого знака), тело 
окажется заряженным. Можно также, не изменяя общего количе
ства положительных и отрицательных частиц, вызвать их пере
распределение в теле таким образом, что в одной части тела воз
никнет избыток зарядов одного знака, в другой — другого. Это 
можно осуществить, приблизив к незаряженному металлическому 
телу другое, заряженное тело.
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Поскольку всякий заряд q образуется совокупностью элементар
ных зарядов, он является целым кратным е:

q = ± N e :  (1.1)

Однако элементарный заряд настолько мал, что возможную вели
чину макроскопических зарядов можно считать изменяющейся не
прерывно.

Если физическая величина может принимать только определен
ные дискретные значения, говорят, что эта величина квантуется. 
Факт, выражаемый формулой (1.1), означает, что электрический 
заряд  квантуется.

Величина заряда, измеряемая в различных инерциальных систе
мах отсчета, оказывается одинаковой. Следовательно, электриче
ский заряд является релятивистски инвариантным. Отсюда выте
кает, что величина заряда не зависит от того, движется этот заряд 
или покоится.

Электрические заряды могут исчезать и возникать вновь. Однако 
всегда возникают или исчезают два элементарных заряда противо
положных знаков. Например, электрон и позитрон (положитель
ный электрон) при встрече аннигилируют, т. е. превращаются 
в нейтральные гамма-фотоны. При этом исчезают заряды —е и + е. 
В ходе процесса, называемого рождением пары, гамма-фотон, попа
дая в поле атомного ядра, превращается в пару частиц — электрон 
и позитрон. При этом возникают заряды —е и + е.

Таким образом, суммарный заряд электрически изолированной 
системы *) не может изменяться. Это утверждение носит название 
з а к о н а  с о х р а н е н и я  э л е к т р и ч е с к о г о  з а р я д а .

Отметим, что закон сохранения электрического заряда тесно 
связан с релятивистской инвариантностью заряда. Действительно, 
если бы величина заряда зависела от его скорости, то, приведя в дви
жение заряды одного какого-то знака, мы изменили бы суммарный 
заряд изолированной системы.

§ 2. Закон Кулона

Закон, которому подчиняется сила взаимодействия точечных 
зарядов, был установлен экспериментально в 1785 г. Кулоном. 
Т о ч е ч н ы м  з а р я д о м  называется заряженное тело, разме
рами которого можно пренебречь по сравнению с расстояниями от 
этого тела до других тел, несущих электрический заряд.

С помощью крутильных весов (рис. 2.1), сходных с теми, кото
рые были использованы Кавендишем для определения гравитацион
ной постоянной (см. т. 1, § 45), Кулон измерял силу взаимодействия

*) Система называется электрически изолированной, если через ограничиваю
щую ее поверхность не могут проникать заряженные частицы.
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двух заряженных шариков в зависимости от величины зарядов 
на них и от расстояния между ними. При этом Кулон исходил из 
тою , что при касании к заряженному металлическому шарику точно 
такого же незаряженного шарика заряд распределяется между 
обоими шариками поровну.

В результате своих опытов Кулон пришел 
к выводу, что сила взаимодействия двух непод
вижных точечных зарядов пропорциональна вели
чине каждого из зарядов и обратно пропорцио
нальна квадрату расстояния между ними. Н а
правление силы совпадает с соединяющей заряды 
прямой.

Отметим, что направление силы взаимодей
ствия вдоль прямой, соединяющей точечные 
заряды, вытекает из соображений симметрии.
Пустое пространство предполагается однород
ным и изотропным. Следовательно, единствен
ным направлением, выделяемым в пространстве 
внесенными в него неподвижными точечными 
зарядами, является направление от одного за
ряда к другому. Допустим, что сила F, действу
ющая на заряд qi (рис. 2.2), образует с напра
влением от qy к q2 угол а,  отличный от 0 или я .
Но в силу осевой симметрии нет никаких оснований выделить 
силу F из множества сил других направлений, образующих с осью 
Яi — Я-i такой же угол а  (направления этих сил образуют конус

Рис. 2.1.

к  — ‘та гг - г -------

Рис. 2.3.

с углом раствора 2а). Возникающее вследствие этого затруднение 
исчезает при а ,  равном нулю или я .

Закон Кулона может быть выражен формулой

Здесь k — коэффициент пропорциональности, который предпола
гается положительным, qx и q2— величины взаимодействующих 
зарядов, г — расстояние между зарядами, е12—■ единичный век
тор, имеющий направление от заряда qi к заряду qit F12— сила, 
действующая на заряд qY (рис. 2.3; рисунок соответствует случаю
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одноименных зарядов). Сила F 2l отличается от F ia знаком:

F ri =  *2 ifSe11. (2.2)

Одинаковый для обоих зарядов модуль силы взаимодействия 
можно представить в виде

f  =  (2.3)

Опыт дает, что сила взаимодействия двух данных зарядов не из
меняется, если вблизи них поместить еще какие-либо заряды. 
Пусть имеется Гзаряд qa и, кроме того, N  зарядов qu q2, . . qN. 
Из сказанного выше вытекает, что результирующая сила F, с кото
рой действуют на qa все N  зарядов qt определяется формулой

F =  2  F ai, (2.4)
i= i

где F^ — сила, с которой действует на qa заряд qt в отсутствие 
остальных N — 1 зарядов.

Факт, выражаемый формулой (2.4), позволяет, зная закон взаи
модействия между точечными зарядами, вычислить силу взаимо
действия между зарядами, сосредоточенными на телах конечных 
размеров. Д ля этого нужно разбить каждый из зарядов на столь 
малые заряды dq, чтобы их можно было считать точечными, вычи
слить по формуле (2.1) силу взаимодействия между зарядами dq, 
взятыми попарно, и затем произвести векторное сложение этих сил. 
Математически эта операция полностью совпадает с вычислением 
силы гравитационного притяжения между телами конечных раз
меров (см. т. 1, §45).

§ 3. Системы единиц

Надлежащим выбором единицы заряда (единицы для F и г были 
установлены в механике) можно добиться того, чтобы коэффициент 
пропорциональности в формуле (2.1) оказался равным единице. 
Соответствующая единица заряда ( Р и г  предполагаются измерен
ными в единицах СГС-системы) называется а б с о л ю т н о й  
э л е к т р о с т а т и ч е с к о й  е д и н и ц е й  з а р я д а  (со
кращенно: СГСЭ-единнцей заряда). Она представляет собой такой 
заряд, который взаимодействует в вакууме с равным ему н нахо
дящимся на расстоянии 1 см зарядом с силой в 1 дину.

Посредством тщательных измерений (они описаны в § 74) было 
найдено, что элементарный заряд равен

е =  4 ,80-10-1° СГСЭ =  ед. заряда. (3.1)
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Приняв единицы длины, массы, времени и заряда за основные, 
можно построить систему единиц электрических и магнитных вели
чин. Система, в основе которой лежат сантиметр, грамм, секунда 
и СГСЭ-единица заряда, называется а б с о л ю т н о й  э л е к т 
р о с т а т и ч е с к о й  с и с т е м о й  е д и н и ц  (СГСЭ-системой). 
В основе этой системы лежит закон Кулона, т. е. закон взаимодей
ствия между покоящимися зарядами. Впоследствии мы познако
мимся с а б с о л ю т н о й  э л е к т р о м а г н и т н о й  с и с 
т е м о й  е д и н и ц  (СГСМ-системой), в основе которой лежит 
закон взаимодействия между проводниками, по которым течет 
электрический ток. Абсолютной является также г а у с с о в а  
с и с т е м а ,  в которой единицы электрических величин совпадают 
с единицами СГСЭ-системы, а магнитных величин — с единицами 
СГСМ-системы.

В системе СГСЭ формула (2.3) имеет вид

Р =  • (3.2)

Эта формула справедлива в том случае, если заряды находятся в ва
кууме. Д ля зарядов, помещающихся в некоторой среде, она должна 
быть уточнена (см. § 22).

С 1 января 1963 г. в СССР введен в действие Государственный 
стандарт ГОСТ 9867—61, которым предписывается предпочтитель
ное применение Международной системы единиц, обозначаемой сим
волом СИ. Основными единицами этой системы являются метр, ки 
лограмм, секунда, ампер, кельвин, свеча и моль. Единицей силы 
в СИ служит ньютон (Н), равный 105 дин.

При установлении единиц электрических и магнитных величин 
СИ, как и СГСМ-система, исходит из закона взаимодействия не за 
рядов, а проводников с током. Поэтому коэффициент пропорцио
нальности в формуле закона Кулона оказывается отличной от еди
ницы размерной величиной.

Единицей заряда в СИ является к у л о н  (Кл). Опытным путем 
установлено, что

1 Кл =  2,998-10* (приближенно 3 - 109) СГСЭ-ед. заряда. (3.3)

Чтобы составить представление о величине заряда в 1 К л, вы
числим силу, с которой взаимодействовали бы два точечных заряда 
величиной 1 К л каждый, находящихся на расстоянии 1 м друг от 
друга. В соответствии с (3.2)

F =  ^ Ц ^ С Г С Э  =  9 -1 0 14дин =  9 -109 Н &  10е кгс. (3.4)

Элементарный заряд, выраженный в кулонах, равен

е =  1,60- 10~1Э Кл. (3.5)
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§ 4. Рационализованная запись формул

Во многие формулы электродинамики, если записывать их в СГС 
(в частности, в гауусовой) системах, входят множителями 4л и 
так называемая электродинамическая постоянная с, равная скорости 
света в вакууме. Д ля того чтобы избавиться от них в практически 
наиболее важных формулах, коэффициент пропорциональности в за
коне Кулона полагают равным 1/4 я е 0. Тогда выражение закона для 
зарядов, помещающихся в вакууме, принимает вид

р  _  1 [ ? 1 ? 2  I / А  1 4

4ле0 г* ‘ К 1

Соответственно изменяются и другие формулы. Видоизмененная 
подобным образом запись формул называется р а ц и о н а л и з о 
в а н н о й .  Системы единиц, построенные с использованием рацио
нализованных формул, также называются р а ц и о н а л и з о 
в а н н ы м и .  К  их числу принадлежит и СИ.

Величину е0 называют э л е к т р и ч е с к о й  п о с т о я н 
н о й .  Она имеет размерность электрической емкости, деленной на 
длину. Соответственно ее выражают в единицах, называемых фа
рада на метр. Чтобы найти числовое значение е0, подставим в фор
мулу (4.1) значения величин, соответствующие случаю двух заря
дов по 1 К л, расположенных на расстоянии 1 м друг от друга. Со
гласно (3.4) сила взаимодействия в этом случае равна 9-10° Н. 
Подставив это значение силы, а также qx= q i = \  К л и r =  1 м в 
формулу (4.1), получим

ч  9- 10е =  j^— ^тт .4ле0 I2 *

откуда

с» =  5Г5Ло5 =  0 ,885‘ 1 0 " П  ф /м ‘ (4>2)

Гауссова система единиц широко использовалась и продолжает 
использоваться в физической литературе. Поэтому мы считаем 
необходимым познакомить читателя как с системой единиц СИ, 
так и с гауссовой системой. Изложение будет вестись в СИ. Попутно 
будет указываться, как полученные формулы выглядят в гауссовой 
системе. В приложении II в конце книги сопоставлена запись основ
ных формул электродинамики в СИ и в гауссовой системе.

§ 5. Электрическое поле. Напряженность поля

Взаимодействие между покоящимися зарядами осуществляется 
через э л е к т р и ч е с к о е  п о л е 1). Всякий заряд изменяет

’) В § 40 мы увидим, что в случае движущихся зарядов, кроме электрического 
поля, взаимодействие осуществляется также через посредство магнитного поля.
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свойства окружающего его пространства — создает в нем электри
ческое поле. Это поле проявляет себя в том, что помещенный в ка
кую-либо его точку электрический заряд оказывается под дейст
вием силы. Следовательно, для того чтобы выяснить, имеется ли 
в данном месте электрическое поле, нужно поместить туда заряж ен
ное тело (в дальнейшем для краткости мы будем говорить просто 
заряд) и установить, испытывает оно действие электрической силы 
или нет. По величине силы, действующей на данный заряд, можно, 
очевидно, судить об «интенсивности» поля.

Итак, для обнаружения и исследования электрического поля 
нужно воспользоваться некоторым «пробным» зарядом. Д ля того 
чтобы сила, действующая на проб-
ный заряд, характеризовала поле -
«в данной точке», пробный заряд
должен быть точечным. В против- Л .
ном случае сила, действующая s '
на заряд, будет характеризовать
свойства поля, усредненные по г
объему, занимаемому телом, кото-
рое несет на себе пробный заряд. ^

Исследуем с помощью точечного Рис. 5.1.
пробного заряда q„p поле, созда
ваемое неподвижным точечным зарядом q. Поместив пробный заряд 
в точку, положение которой относительно заряда q определяется 
радиусом-вектором г (рис. 5.1), мы обнаружим, что на пробный за
ряд  действует сила

(см. (2.2) и (4.1)). Здесь ег— орт радиуса-вектора г.
Из формулы (5.1) следует, что сила, действующая на пробный 

заряд, зависит не только от величин, определяющих поле (от q 
и г), но и от величины пробного заряда qnv. Если брать разные по 
величине пробные заряды q'np, q"np и т. д., то и силы F ', F", . . . , 
которые они испытывают в данной точке поля, будут различными. 
Однако из (5.1) видно, что отношение F lq„v для всех пробных заря
дов будет одним и тем же и зависит лишь от величин q и г, опреде
ляющих поле в данной точке. Поэтому естественно принять это 
отношение в качестве величины, характеризующей электрическое 
поле:

(5.1)

*?пр
(5.2)

Эту векторную величину называют н а п р я ж е н н о с т ь ю  э л е 
к т р и ч е с к о г о  п о л я  в данной точке (т. е. в той точке, в ко
торой пробный заряд qnp испытывает действие силы F).
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В соответствии с формулой (5.2) напряженность электрического 
поля численно равна силе, действующей на единичный точечный за
ряд, находящийся в данной точке поля. Направление вектора Е 
совпадает с направлением силы, действующей на положительный 
заряд.

Отметим, что формула (5.2) остается справедливой и в том случае, 
когда в качестве пробного взят отрицательный заряд (<7пр< 0 ). 
В этом случае векторы Е и F имеют противоположные направления.

К  понятию о напряженности электрического поля мы пришли, 
исследуя поле неподвижного точечного заряда. Однако определе
ние (5.2) распространяется и на случай поля, создаваемого любой 
совокупностью неподвижных зарядов. В этом случае, впрочем, 
необходимо следующее уточнение. Может случиться, что располо
жение зарядов, обусловливающих исследуемое поле, изменяется 
под воздействием пробного заряда. Это произойдет, например, 
когда заряды, создающие поле, расположены на проводнике и 
могут свободно перемещаться в его пределах. Поэтому, чтобы не 
внести заметных изменений в исследуемое поле, величину пробного 
заряда нужно брать достаточно малой.

Из формул (5.2) и (5.1) следует, что напряженность поля точеч
ного заряда пропорциональна величине заряда q и обратно пропор
циональна квадрату расстояния г от заряда до данной точки поля:

Направлен вектор Е вдоль радиальной прямой, проходящей через 
заряд и данную точку поля, от заряда, если он положителен, и 
к заряду, если он отрицателен.

В гауссовой системе формула для напряженности поля точечного заряда 
в вакууме имеет вид

За единицу напряженности электрического поля принимается 
напряженность в такой точке, в которой на заряд, равный единице 
(1 К л в СИ, 1 СГСЭ-единице заряда в гауссовой системе), действует 
сила, величина которой также равна единице (1 Н в СИ, 1 дин в га
уссовой системе). В гауссовой системе эта единица специального 
названия не имеет. В СИ единица напряженности электрического 
поля имеет название вольт на метр и обозначается В/м (см. формулу

В соответствии с (5.3) заряд в 1 Кл создает в вакууме на расстоянии 1 м 
напряженность

(5.4)

(8.5)).

Е  = 4л [1/(4л-9- 10“)J I 2 9 - 10s В/м.
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Та ж е напряженность в гауссовой системе равна

Сопоставляя оба результата, находим, что
1 СГСЭ-ед. напряженности поля =  3-104 В/м. (5.5)

Согласно (5.2) сила, действующая на пробный заряд, равна

Очевидно, что на всякий точечный заряд q г) в точке поля с напря
женностью Е будет действовать сила

Если заряд q положителен, направление силы совпадает с направ
лением вектора Е. В случае отрицательного q направления векторов 
F и Е противоположны.

В § 2 было указано, что сила, с которой система зарядов действу
ет на некоторый не входящий в систему заряд, равна векторной 
сумме сил, с которыми действует на данный заряд каждый из заря
дов системы в отдельности (см. формулу (2.4)). Отсюда вытекает, 
что напряженность поля системы зарядов равна векторной сумме 
напряженностей полей, которые создавал бы каждый из зарядов си
стемы в отдельности:

Последнее утверждение носнт название п р и н ц и п а  с у п е р 
п о з и ц и и  (наложения) э л е к т р и ч е с к и х  п о л е й .

Принцип суперпозиции позволяет вычислить напряженность 
поля любой системы зарядов. Разбив протяженные заряды на до
статочно малые доли dq, любую систему зарядов можно свести к со
вокупности точечных зарядов. Вклад каждого из таких зарядов 
в результирующее поле вычисляется по формуле (5,3).

Электрическое поле можно описать, указав для каждой точки 
величину и направление вектора Е. Совокупность этих векторов 
образует поле вектора напряженности электрического поля (ср. 
с полем вектора скорости, т. 1, § 72). Поле вектора скорости можно 
представить очень наглядно с помощью линий тока. Аналогично 
электрическое поле можно описать с помощью линий напряженности, 
которые мы будем называть сокращенно линиями Е (их назы
вают также силовыми линиями). Линии напряженности проводят 
таким образом, чтобы касательная к ним в каждой точке совпадала 
с направлением вектора Е. Густота линий выбирается так, чтобы

F =  <7E. (5.G)

Е =  2 Е ;. (5.7)

*) В формуле (5.3) q означает заряд, обусловливающий поле. В формуле (5 6) 
через q обозначен заряд, испытывающий в точке с напряженностью Е действие 
силы F.
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количество линий, пронизывающих единицу поверхности, перпен
дикулярной к линиям площадки, было равно числовому значению 
вектора Е. Тогда по картине линий напряженности можно судить о 
направлении и величине вектора Е в разных точках пространства 
(рис. 5.2).

Линии Е поля точечного заряда представляют собой совокуп
ность радиальных прямых, направленных от заряда, если он по

ложителен, и к заряду, если он отри
цателен (рис. 5.3). Линии одним кон
цом опираются на заряд, другим уходят 
в бесконечность. В самом деле, полное 
число линий, пересекающих сферическую 
поверхность произвольного радиуса г, 
будет равно произведению густоты ли
ний на поверхность сферы 4лг"-. Густота 

Рис. 5.2. линий по условию численно равна Е  =
=  (1/4ле0) - (qi'r2). Следовательно, количе

ство линий численно равно ( \/4пе0)- (q/r2)- 4nr?=q/z0. Полученный ре
зультат означает, что число линий на любом расстоянии от заряда бу
дет одним и тем же. Отсюда и вытекает, что линии нигде, кроме заря
да, не начинаются и не заканчиваются; они, начавшись на заряде,

уходят в бесконечность (заряд положителен), либо, приходя из бес
конечности, заканчиваются на заряде (заряд отрицателен). Это 
свойство линий Е является общим для всех электростатических 
полей, т. е. полей, создаваемых любой системой неподвижных за 
рядов: линии напряженности могут начинаться или заканчиваться 
лишь на зарядах либо уходить в бесконечность.

§ 6. Потенциал

Рассмотрим поле, создаваемое неподвижным точечным зарядом q. 
В любой точке этого поля на точечный заряд q' действует сила

<6 | >
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Здесь F  (г) — модуль силы F, ег— орт радиуса-вектора г, опре
деляющего положение заряда q' относительно заряда q.

Сила (6.1) является центральной (см. т. 1, §21). Центральное 
поле сил консервативно. Следовательно, работа, которая совер
шается силами поля над зарядом q' при перемещении его из одной 
точки в другую, не зависит от пути. Эта работа равна

(6 .2)

где d\ — элементарное перемещение заряда q ' . Из рис. 6.1 видно» 
что скалярное произведение e ^ l  равно приращению модуля радиуса- 
вектора г, т. е. dr. Поэтому формулу р —
(6.2) можно представить в виде 4

t fr u r /&  ^2 •
A u = l F ( r ) d r

I

(ср. с формулой (21.3) 1-го тома). Под
становка выражения для F (г) дает:

(б.з)
4яе0 J  г2 4я«0 \  Н г2 )  4 '  о  с 1

г. Нис. 6.1.

Работа сил консервативного поля может быть представлена как 
убыль потенциальной энергии:

A i ^ W p t - W p , .  (6.4)

Сопоставление формул (6.3) и (6.4) приводит к следующему выраже
нию для потенциальной энергии заряда q' в поле заряда q:

W„ =  j —— const.Р 4ле0 г  ‘

Значение константы в выражении потенциальной энергии обычно 
выбирается таким образом, чтобы при удалении заряда на бесконеч
ность (т. е. при т= оо) потенциальная энергия обращалась в нуль. 
При этом условии получается, что

w  — ___
Р 4 л е 0

1 qq' (6.5)

Воспользуемся зарядом q' в качестве пробного заряда для иссле
дования поля. Согласно (6.5) потенциальная энергия, которой обла
дает пробный заряд, зависит не только от его величины q ', но и от 
величин q и г, определяющих поле. Следовательно, эта энергия
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может быть использована для описания поля, подобно тому, как 
была использована для этой цели сила, действующая на пробный 
заряд.

Разные пробные заряды q'„р, q"np и т. д. будут обладать в одной 
и той же точке поля различной энергией W ’p, Wp и т. д. Однако 
отношение W p/qnv будет для всех зарядов одним и тем же (см. фор
мулу (6.5)). Величина

называется п о т е н ц и а л о м  п о л я  в данной точке и исполь
зуется, наряду с напряженностью поля Е, для описания электри
ческих полей.

Из (6.6) следует, что потенциал численно равен потенциальной 
энергии, которой обладал бы в данной точке поля единичный поло
жительный заряд. Подставив в (6.6) значение потенциальной энер
гии (6.5), получим для потенциала точечного заряда следующее 
■выражение:

< Р = 4 ^ Т -  <6‘7>

В гауссовой системе потенциал поля точечного заряда в вакууме определяется 
формулой

Рассмотрим поле, создаваемое системой N  точечных зарядов 
qu q 2, . . qN. Расстояния от каждого из зарядов до данной точки 
поля обозначим ги г2, . . ., rN. Работа, совершаемая силами этого 
поля над зарядом q', будет равна алгебраической сумме работ сил, 
обусловленных каждым из зарядов в отдельности:

N

A u =  2  Л,..
4 = I

Согласно (6.3) каждая из работ A t равна

А .=  > ( m L ^ j s L ) ,
1 4 л е 0 V  г а  r i2 ]

где г и — расстояние от заряда qt до начального положения заряда q ' , 
г i2— расстояние от qL до конечного положения заряда q ' . Следова
тельно,
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Сопоставив это выражение с соотношением (6.4), получим для по
тенциальной энергии заряда q' в поле системы зарядов выражение

N

WrР 4л е ,

из которого следует, что

V  <7/<?'

ф : £  • (6-8)

Сопоставление полученной формулы с выражением (6.7) приводит 
к выводу, что потенциал поля, создаваемого системой зарядов, равен 
алгебраической сумме потенциалов, создаваемых каждым из зарядов 
в отдельности. В то время как напряженности поля складываются 
при наложении полей векторио, потенциалы складываются алгеб
раически. По этой причине вычисление потенциалов оказывается 
обычно гораздо проще, чем вычисление напряженностей электри
ческого поля.

Из формулы (6.6) вытекает, что заряд q, находящийся в точке 
поля с потенциалом (р, обладает потенциальной энергией

W p =  qq>. (6.9)

Следовательно, работа сил поля над зарядом q может быть выражена 
через разность потенциалов:

A n = W pl— W Pi= q i  Ф х-Ф 2). (6.10)

Таким образом, работа, совершаемая над зарядом силами поля, 
равна произведению величины заряда на разность потенциалов 
в начальной и конечной точках (т. е. на убыль потенциала).

Если заряд q из точки с потенциалом ср удаляется на бесконеч
ность (где по условию потенциал равен нулю), работа сил поля 
будет равна

=  (6 .11)
Отсюда следует, что потенциал численно равен работе, которую 
совершают силы поля над единичным положительным зарядом при 
удалении его из данной точки на бесконечность. Такую же по вели
чине работу нужно совершить против сил электрического поля для 
того, чтобы переместить единичный положительный заряд из бес
конечности в данную точку поля.

Формулу (6.11) можно использовать для установления единиц 
потенциала. За единицу потенциала принимают потенциал в такой 
точке поля, для перемещения в которую из бесконечности единич
ного положительного заряда необходимо совершить работу, равную 
единице. Так, в СИ за единицу потенциала, называемую вольтом 
(сокращенное обозначение — В), принимается потенциал в такой
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точке, для перемещения в которую из безконечности заряда, рав
ного 1 кулону, нужно совершить работу в 1 джоуль:

1 Д ж = 1  Кл* 1 В,
отсюда

l B  =  b g .  (6.12)

За абсолютную электростатическую единицу потенциала (СГСЭ-ед. потенци
ала) принимается потенциал в такой точке, для перемещения в которую из бес
конечности заряда, равного + 1  единице СГСЭ, нужно совершить работу в 1 эрг. 
Выражая в (6.12) 1 Д ж  и 1 Кл через единицы СГСЭ, найдем соотношение между 
вольтом и СГСЭ-ед. потенциала:

, „  1 Д ж  10? эрг 1
1 Т~Кл~= 3 - 108 СГСЭ ё̂д . ~ 300 СГСЭ'ед' потен«иала- <6 ' 13> 

Таким образом, одна СГСЭ-единица потенциала равна 300 В.

В физике часто пользуются единицей энергии и работы, называе
мой электронвольтом (эВ). Под электронвольтом подразумевается 
работа, совершаемая силами поля над зарядом, равным заряду 
электрона (т. е. над элементарным зарядом е), при прохождении им 
разности потенциалов в 1 В:

1 эВ =  1,60-Ю -i» Кл - 1 В =  1 ,60-Ю -1* Д ж =  1,60- 10-12эрг. (6.14)

Используются также кратные электронвольту единицы:

1 кэВ (килоэлектронвольт) =  103 эВ,
1 МэВ (мегаэлектронвольт) =  10е эВ,
1 ГэВ (гигаэлектронвольт) =: 109 эВ.

§ 7. Энергия взаимодействия системы зарядов

Выражение (6.5) можно рассматривать как взаимную потенци
альную энергию зарядов q и q ' . Обозначив заряды через qt и q%, 
получим для их энергии взаимодействия формулу

П7 — __1__‘ЬЗ* (7.1)
р  4ле0 гп

Расстояние между зарядами мы обозначили символом г12.
Рассмотрим систему, состоящую из N  точечных зарядов 

Я и Ян • • •> Ях- В § 23 1-го тома было показано, что энергия взаимо
действия такой системы равна сумме энергий взаимодействия 
зарядов, взятых попарно:

W p =  i H  Wpik(rilc) (7.2)
«**)



(см. формулу (23.20) 1-го тома). Согласно (7.1)
п/7 _ 1 QiQk

Р‘к — 4яе0 тщ

Подстановка этого выражения в формулу (7.2) дает, что

(М)U;с*) - 0
В гауссовой системе в этой формуле отсутствует множитель 1/4яе<|.

В формуле (7.3) суммирование производится по индексам i и k. 
Оба индекса пробегают, независимо друг от друга, все значения 
от 1 до N . Слагаемые, для которых значение индекса i совпадает со 
значением индекса k , не принимаются во внимание. Придадим 
формуле (7.3) следующий вид:

г* -т §  <7-4>

s 8. СВЯЗЬ МЕЖДУ НАПРЯЖЕННОСТЬЮ И ПОТЕНЦИАЛОМ £5

Выражение
N

®. =  —  У\
4яе° г*  

(A F‘)

представляет собой потенциал, создаваемый всеми зарядами, 
кроме qit в той точке, где помещается заряд qt . Приняв это во вни
мание, получим для энергии взаимодействия следующую формулу:

N

=  (7.5)
2 < = .

§ 8. Связь между напряженностью электрического поля 
и потенциалом

Электрическое поле можно описать либо с помощью векторной 
величины Е, либо с помощью скалярной величины <р. Очевидно, что 
между этими величинами должна существовать определенная связь. 
Если учесть, что Е пропорционально силе, действующей на заряд, 
а ф — потенциальной энергии заряда, легко сообразить, что эта 
связь должна быть аналогична связи между потенциальной энер
гией и силой.

Сила F связана с потенциальной энергией соотношением
F = —V W p (8.1)

(см. формулу (22.7) 1-го тома). Для заряженной частицы, находя
щейся в электростатическом поле, F=<?E, Wp =qq>. Подставив
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эти зиаченпя в соотношение (8.1), получим, что

qE =  — у(<7Ф).
Константу q можно вынести за знак градиента. Осуществив это и 
сократив затем на q, придем к формуле

Е  =  —  Vcp, ( 8 . 2 )

устанавливающей связь между напряженностью поля и потен
циалом.

Приняв во внимание определение градиента (см. формулу (22.6) 
1-го тома), можно написать, что

Е =  — —^ - е  — (8 1)
дх х ду и д г г ' '  ^

Следовательно, в проекциях на координатные оси соотношение (8.2) 
имеет вид:

£ ‘  =  - i h  £ . = — £ < " - 1 г • <8 -4>
Аналогично проекция вектора Е на произвольное направление I 
ракна взятой с обратным знаком производной <р по /, т. е. скорости 
убывания потенциала при перемещении вдоль направления I:

* .  (8.5)

В справедливости формулы (8.5) легко убедиться, выбрав направле
ние / в качестве одной из координатных осей и приняв во внимание 
соотношения (8.4).

Поясним соотношение (8.2) на примере поля точечного заряда. 
Потенциал этого поля выражается формулой (6.7). Перейдя к де
картовым координатам, получим выражение:

m 1 <7 _  1________<7_____
4л.е0 г — 4лв0 у х г +  у -i +  z -i

Частная производная этой функции по .г равна
dip __  q х _  q х

дх ~~ 4 л а 0 ~  4 j u ! o г'л '

Аналогично
<3ср _ _  <7 у dtp __  q г
д у  4 n t Cl г л ’ дг  4ле0 гл

Подставив найденные значения производных в формулу (8.3), при
дем к выражению

£  —  q  * е л - - И / е ц +  г е г _  П _  1 Л _
4лг0 r :> 4лв0 r J 4лt 0 r ‘l  Г%

которое совпадает с (5.3).
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Формула (8.2) позволяет по известным значениям ср найти на
пряженность поля в каждой точке. Можно решить и обратную за
дачу, т. е. по заданным значениям Е в каждой точке найти разность 
потенциалов между двумя произвольными точками поля. Д ля этого 
воспользуемся тем, что работа, совершаемая силами поля над заря
дом q при перемещении его из точки 1 в точку 2, может быть вычи
слена как

2

А 12=  \  qEdl.
1

Вместе с тем в соответствии с (6.10) та же работа может быть пред
ставлена в виде

Ai2=q((fi— ф2).

Приравняв друг другу эти два выражения и сократив на q, придем 
к соотношению

2

<Pi — ф2 =  $ЕЛ1.  (8.6)
1

Интеграл можно брать по любой линии, соединяющей точки 1 и 2, 
ибо работа сил поля не зависит от пути. Д ля обхода по замкнутому 
контуру ф != ф 2 и формула (8.6) переходит в соотношение

<f Е d\ =  0 (8.7)

(кружок у знака интеграла указывает на то, что интегрирование 
производится по замкнутому пути). Заметим, что это соотношение 
справедливо только для электростатического поля. Впоследствии 
мы выясним, что поле движущихся зарядов (т. е. поле, изменяю
щееся со временем) не является потенциальным; следовательно, 
условие (8.7) для него не выполняется.

Воображаемая поверхность, все точки которой имеют одинако
вый потенциал, называется эквипотенциальной поверхностью. Ее 
уравнение имеет вид

ф(х, у, z)=const.

При перемещении по эквипотенциальной поверхности на отрезок dl 
потенциал не изменяется (Лр=0). Следовательно, согласно фор
муле (8.5) касательная к поверхности составляющая вектора Е 
равна нулю. Отсюда заключаем, что вектор Е в каждой точке на
правлен по нормали к эквипотенциальной поверхности, проходящей 
через данную точку. Приняв во внимание, что вектор Е направлен 
по касательной к линии Е, легко сообразить, что линии напряжен
ности в каждой точке ортогональны к эквипотенциальным поверх
ностям.
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Эквипотенциальную поверхность можно провести через любую 
точку поля. Следовательно, таких поверхностей может быть по
строено бесконечное множество. Условливаются проводить поверх
ности таким образом, чтобы разность потенциалов для двух соседних 
поверхностей была всюду одна и та же. Тогда по густоте экви

потенциальных поверхностей мож
но судить о величине напряжен
ности поля. Действительно, чем 
гуще располагаются эквипотенци
альные поверхности, тем быстрее 
изменяется потенциал при переме
щении вдоль нормали к поверхно
сти. Следовательно, тем больше в 
данном месте уф , а значит и Е.

На рис. 8.1 показаны эквипо
тенциальные поверхности (точнее, 
их пересечения с плоскостью чер
тежа) для поля точечного заряда. 
В соответствии с характером зави
симости Е  от г эквипотенциальные 
поверхности при приближении к 
заряду становятся гуще.

Д ля однородного поля эквипотенциальные поверхности пред
ставляют собой систему равноотстоящих друг от друга плоскостей, 
перпендикулярных к направлению поля.

§ 9. Диполь

Э л е к т р и ч е с к и м  д и п о л е м  называется система двух 
одинаковых по величине разноименных точечных зарядов -\-q и —q, 
расстояние / между которыми значительно меньше расстояния до 
тех точек, в которых определяется поле системы. Прямая, проходя
щая через оба заряда, называется о с ь ю  д и п о л я .

Вычислим сначала потенциал, а затем напряженность поля ди
поля. Это поле обладает осевой симметрией. Поэтому картина поля 
в любой плоскости, проходящей через ось диполя, будет одной и той 
же, причем вектор Е лежит в этой плоскости. Положение точки отно
сительно диполя будем характеризовать с помощью радиуса-век
тора г либо с помощью полярных координат г и й (рис. 9.1). Введем 
вектор 1, проведенный от отрицательного заряда к положительному. 
Положение заряда +<7 относительно центра диполя определяется 
вектором а, заряда — q — вектором —а. Очевидно, что 1=2а. 
Расстояния до данной точки от зарядов + 7  и — q обозначим соот
ветственно через л+ и г_. Ввиду малости а по сравнению с г можно
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положить приближенно, что

г + — г — a c o s ft — г — ае„
(9.1)

r_ =  r-{-a  cos ft =  г -+■ аег.

Потенциал в точке, определяемой радиусом-вектором г, равен 

ф (г) =  1 ( J . _  .
^  '  4 я е 0 \ г +  г „ )  4ле0 г + г -

Пронзведение г+г_ можно заменить через г?. Разность г_ — г+ сог
ласно формулам (9.1) равна 2аег= 1 ег. Следовательно,

ф (Г ):
1 q le r 1 рег

4ле„ 4ле0

где

(9.2)

(9.3)

— характеристика диполя, называемая его э л е к т р и ч е с к и м  
м о м е н т о м .  Вектор р направлен по оси диполя от отрицатель-

Е ного заряда к положительному
(рис. 9.2).

Из формулы (9.2) вытекает, что 
поле диполя определяется его элек
трическим моментом р. Ниже мы 
увидим, что и поведение диполя во 
внешнем электрическом поле также 
определяется его электрическим 
моментом р. Сравнение с выраже
нием (6.7) показывает, что потен
циал поля диполя убывает с рас
стоянием быстрее (как 1/г?), чем

Рис. 9.1. Рис. 9.2.

потенциал поля точечного заряда (который изменяется по зако
ну 1/г).

Из рис. 9.1 видно, что per= p  cos {К Поэтому выражение (9.2) 
можно написать следующим образом:

/  о \  1 0  COS 0  . л  . \

(р (г’ &) = 4 ^ ~ 7 ^ ‘ (9-4)
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Чтобы найти напряженность поля диполя, вычислим по фор
муле (8.5) проекции вектора Е на два взаимно перпендикулярных 
направления. Одно из них определяется движением точки, вызван
ным изменением расстояния г (при фиксированном ft), второе — 
движением точки, обусловленным изменением угла ft (при фикси
рованном г\ см. рнс. 9.1). Первая проекция получается путем 
дифференцирования выражения (9.4) по г:

(9.5)
'  д г  4яе0 г* '

Вторую проекцию (обозначим ее Е$) получим, взяв отношение при
ращения потенциала ср, получающегося при возрастании угла ft 
на dft, к расстоянию г dft, на которое перемещается при этом конец 
отрезка г (в этом случае фигурирующее в формуле (8.5) dl равно 
г dft). Таким образом,

г. _ дц> _ 1 Зф
0 ~  ~ 7 Ш =  г Ш  *

Подставив значение производной от функции (9.4) по ft, получим:

^  =  <9 -6) 

Сумма квадратов выражений (9.5) и (9.6) дает квадрат вектора Е 
(см. рис. 9.1):

£ « = £ ?  +  £ & =  ( - 4^ ) *  ( - £ ) *  (4 cos2 ft +  sin2ft) =

(■^■)2(1 +  3 co s2 ft). 

Отсюда

£ - i s r ' ? - , / 1 + 3cos’ 9 - <9 -7>

Положив в (9.7) f t= 0 , получим напряженность на оси диполя:

Вектор Ец направлен по оси диполя. Это согласуется с осевой сим
метрией задачи. Из формулы (9.5) следует, что Е г> 0  при{}=0 и 
E r<Z0 при ft= ix. Это означает, что в любом случае вектор Ец имеет 
направление, совпадающее с направлением от — q к -f<7 (т. е. с 
направлением р). Поэтому формулу (9.8) можно написать в вектор
ном виде:
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Положив в (9.7) й = п /2 , получим напряженность на прямой, 
проходящей через центр диполя и перпендикулярной к его оси:

Согласно формуле (9.5) при -&=я/2 проекция £ г равна нулю. 
Следовательно, вектор Ej_ параллелен оси диполя. Из формулы (9.6) 
следует, что при 9 = я/2  проекция £ #  положительна. Это означает, 
что вектор E_l направлен в сторону возрастания угла т. е. анти
параллельно вектору р.

Характерным для напряженности поля диполя является то 
обстоятельство, что она убывает с расстоянием от диполя как 1 /г3, 
т. е. быстрее, чем напряженность поля точечного заряда (убываю
щая как 1 /г2).

На рис. 9.3 показаны линии Е поля диполя. Согласно формуле 
(9.4) при -&=п/2 потенциал обращается в нуль для всех г. Таким 
образом, все точки плоскости, перпендикулярной к оси диполя 
и проходящей через его середину, имеют нулевой потенциал. Это

можно было предвидеть заранее, поскольку расстояния от зарядов 
и — q до любой точки этой плоскости одинаковы.

Теперь рассмотрим поведение диполя во внешнем электрическом 
поле. Если диполь поместить в однородное электрическое поле, 
образующие диполь заряды + q  и — q окажутся под действием рав
ных по величине, но противоположных по направлению сил F* и F2 
(рис. 9.4). Эти силы образуют пару, плечо которой равно I sin а , 
т. е. зависит от ориентации диполя относительно поля. Модуль 
каждой из сил равен qE. Умножив его на плечо, получим величину 
момента пары сил, действующих на диполь:

N = q E l  sin  а = р Е  sin  ос (9.11)
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(р — электрический момент диполя). Л егко сообразить, что фор
мула (9.11) может быть написана в векторном виде:

N = [pE ]. (9.12)
Момент сил (9.12) стремится повернуть диполь так, чтобы его элект
рический момент р установился по направлению поля.

Найдем потенциальную энергию, которой обладает диполь во 
внешнем электрическом поле. Согласно формуле (6.9) эта энергия 
равна

Ц7р=^Ф+—<7ф_=<7((р+_  ф_). (9.13)
Здесь ф+ и ф_— значения потенциала внешнего поля в тех точках, 
где помещаются заряды + q  и —q.

Потенциал однородного поля убывает линейно в направлении 
вектора Е. Приняв это направление за ось х  (рис. 9.5), можно

написать, что Е = Е Х~ —dyldx.  Из рис. 9.5 видно, что разность 
ц>+—ф_ равна приращению потенциала на отрезке Ax = l  cos а:

Ф+ — ф_ =  - ^ - /c o s a  =  — El  cos а .

Подставив это значение в формулу (9.13), получим, что
—qEl cos a = —р Е  cos a .  (9.14)

В этой формуле а  есть угол между векторами р и Е, поэтому ее 
можно написать в виде

W p= —рЕ. (9.15)
Заметим, что это выражение не учитывает энергию взаимодействия 
зарядов + q  и —q, образующих диполь.

Мы получили формулу (9.15), считая для простоты поле одно
родным. Однако эта формула справедлива и для неоднородного поля.

Рассмотрим диполь, находящийся в неоднородном поле, обла
дающем симметрией относительно оси х  *). Пусть центр диполя

Частным случаем такого поля является пате точечного заряда, если в ка
честве оси х  взять прямую, проходящую через заряд.
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лежит на этой оси, причем электрический момент диполя образует 
с осью угол а, отличный от я/2 (рис. 9.6). В этом случае силы, дей
ствующие на заряды диполя, не одинаковы по величине. Поэтому, 
кроме вращательного момента, на диполь будет действовать сила, 
стремящаяся переместить его в направлении оси х .Чтобы получить 
значение этой силы, воспользуемся формулой (8.1), согласно ко
торой

F x= - d W p/dx, F u= —d W p/dy, F ,= —dW P/dz.

В соответствии с (9.14)
W p (x, у, г) =  — р Е (х , у , г) cos а

(ориентацию диполя относительно вектора Е считаем неизменной: 
а = const).

Для точек оси х  производные Е  по у  и г равны нулю. Соответ
ственно d W p /d y= d W p/d z= 0 . Таким образом, отлична от нуля 
лишь компонента силы Fx . Она равна

дЕ
Fx =  - - ^ = P f o  coscc. (9.16)

Этот результат можно получить, приняв во внимание, что напря
женность поля в точках, где помещаются заряды -\-q и —q (см. 
рис. 9.6), отличается на величину 
(дЕ!дх)1 cos а . Соответственно раз- У\ ■
ность сил, действующих на за
ряды, равна q (d E /d x)-l cos а , что 
совпадает с (9.16).

При а  <  л/2 определяемая фор
мулой (9.16) величина F x положи
тельна. Это означает, что под дей
ствием силы диполь втягивается 
в область более сильного поля Рис. 9.7.
(см. рис. 9.6). При оС>л/2 диполь 
выталкивается из поля.

В случае, изображенном на рис. 9.7, для точек на оси у  отлична 
от нуля лишь производная дЕ/ду. Поэтому сила, действующая на 
диполь, определяется компонентой

dW p дЕ  
=  =  (cos а  =  1).

Производная дЕ/ду  отрицательна. Следовательно, сила имеет на
правление, показанное на рисунке. Таким образом, и в этом случае 
диполь втягивается в поле.

Отметим, что подобно тому, как —d W p/dx  дает проекцию на 
ось х  силы, действующей на систему, производная от выражения

2 И. В. Савельев, т. 3
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(9.14) по а , взятая с обратным знаком, дает проекцию вращатель
ного момента на «ось» a: N a —— рЕ  sin а . Знак минус получился 
потому, что «ось» а  и момент N  имеют противоположные направле
ния (см. рис. 9.4).

§ 10. Поле системы зарядов на больших расстояниях

Возьмем систему N  зарядов яи Яг, • • <7jv. размещенных в объе
ме с линейными размерами порядка I, и исследуем поле, создавае
мое этой системой на расстояниях г, больших по сравнению с I (ф>0- 
Выберем начало координат О внутри объема, занимаемого системой,, 
и определим положения зарядов с помощью радиусов-векторов г,:

(рис. 10.1; чтобы не загромождать 
рисунок, мы показали только радиус - 
вектор i-ro заряда).

Потенциал в точке, определяемой 
радиусом-вектором г, равен

N

Вследствие малости г2 по сравнению' 
G г можно положить, что

|г—гг|= г —ггег= г  (1— ггег/г)

(ср. с (9.1)). Подстановка этого выражения в формулу (10.1) дает

( 10.2)

Воспользовавшись формулой

\ —х. '

справедливой при х<^1, преобразуем выражение (10.2) следующим 
образом:

4яеп 4 л  е0

Первый член полученного выражения представляет собой потен
циал поля точечного заряда величины (ср. с. (6.7)). Второй 
член имеет такой же вид, как выражение, определяющее потенциал 
поля диполя, причем роль электрического момента диполя играет 
величина

N

р = 2 ] < 7 , г , .  ( 1 0 . 4 )
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Эта величина называется д и п о л ь н ы м  э л е к т р и ч е с к и м  
м о м е н т о м  системы зарядов. Легко проверить, что в случае 
диполя формула (10.4) переходит в уже знакомое нам выражение: 
p= q\.

Если суммарный заряд системы равен нулю ( 2 9 /  =  0), значение 
дипольного момента не зависит от выбора начала координат. Чтобы 
убедиться в этом, возьмем два произвольных начала координат О 
и О' (рис. 10.2). Между радиусами-векторами i-ro заряда, прове
денными из этих точек, имеется соотношение

г ;= Ь  +  г, (10.5)

(что такое вектор Ь, ясно из рисунка). С учетом (10.5) дипольный 
момент в системе с началом О' равен

р '  =  2  Q ir ’i = 2  4 i  ( ь + г , )  =  ь  2  < 7 , - + S

Первое слагаемое равно нулю (так как 2<7,-= 0), второе представля
ет собой р — дипольный момент в системе координат с началом 
в точке О. Таким образом, мы получили, что р '= р .

1  1 *1
*1

f — -
|

£\
1

V
1
111

Ь -'----
-1 . * f 1

4) 41

Рис. 10.3.

Выражение (10.3) по существу представляет собой первые члены 
разложения функции (10.1) в ряд по степеням величин г Jr . Если 
2^ 1Ф 0, основной вклад в потенциал вносит первый член фор
мулы (10.3) (второй член убывает как 1/гЗ и потому много меньше 
первого). Для электрически нейтральной системы (2)7,-=0) первый 
член равен нулю, и потенциал определяется в основном вторым чле
ном формулы (10.3). Так, в частности, обстоит дело в случае поля 
диполя.

Для изображенной на рис. 10.3, а  системы зарядов, называемой 
к в а д р у п о л е м ,  и ^ . и  р равны нулю, так что формула (10.3) 
дает нулевое значение потенциала. В действительности же поле 
квадруполя хотя и много слабее, чем поле диполя (с такими же q 
и /), но отлично от нуля. Потенциал поля, создаваемого квадрупо
лем, определяется в основном третьим членом разложения, который 
пропорционален Mr3. Для получения этого члена нужно учесть 
величины порядка (rj/r)2, которыми мы пренебрегали при выводе 
формулы (10.3). Для показанной на рис. 10.3, б  системы зарядов,

2*
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называемой о к т у п о л е м ,  равен нулю и третий член разложе
ния. Потенциал поля такой системы определяется четвертым членом 
разложения, который пропорционален 1/г1.

Отметим, что стоящая в числителе первого члена формулы (10.3) 
величина, равная называется м о н о п о л е м  или м у л ь -
т и п о л е м  н у л е в о г о  п о р я д к а ,  диполь называется 
м у л ь т и п о л е м  п е р в о г о  п о р я д к а ,  квадруполь — 
м у л ь т и п о л е м  в т о р о г о  п о р я д к а  и т. д.

Итак, в общем случае поле системы зарядов на больших расстоя
ниях можно представить как наложение полей, создаваемых муль
типолями разных порядков — монополем, диполем, квадруполем, 
октуполем и т. д.

§ 11. Описание свойств векторных полей

Чтобы продвинуться дальше в изучении электрического поля, 
необходимо ознакомиться с математическим аппаратом, применяе
мым для описания свойств векторных полей. Этот аппарат назы
вается в е к т о р н ы м  а н а л и з о м .  В данном параграфе мы 
рассмотрим основные понятия и некоторые формулы векторного 
анализа, а также докажем две главные теоремы векторного анализа: 
теорему Остроградского — Гаусса и теорему Стокса.

Наибольшую наглядность величины, используемые в векторном 
анализе, имеют в случае поля вектора скорости текущей жидкости. 
Поэтому мы будем вводить эти величины, рассматривая течение иде
альной несжимаемой жидкости, а затем распространять получен
ные результаты на векторные поля любой природы.

С одним из понятий векторного анализа мы уже знакомы. Это — 
г р а д и е н т ,  используемый для характеристики скалярных по
лей. Если каждой точке Р  с координатами х, у , г сопоставляется 
значение скалярной величины <р=<р (х, у, г), говорят, что задано 
скалярное поле <р. Градиентом величины <р называется вектор

Приращение функции <р при смещении на отрезок dl =  ex d x+  
+ e y d y + t z dz равно

(1 1 .1 )

dfP =  Q d x + & d y  +  £ d 2 ,

что можно представить в виде

d<p =  v<pdl- (11.2)

Теперь перейдем к установлению характеристик векторных 
полей.
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Поток вектора. Пусть течение жидкости охарактеризовано по
лем вектора скорости. Объем жидкости, протекающей в единицу 
времени через некоторую воображаемую поверхность S, называется 
потоком жидкости через эту поверхность. Чтобы найти поток, разо
бьем поверхность на элементарные участки величины AS. Из 
рис. 11.1 видно, что за время A t через участок AS пройдет объем 
жидкости, равный

AV= AS cos a -v  At.

Разделив этот объем на промежуток времени At, найдем поток через 
поверхность AS:

Д ф =  A V /A t=  A S  v cos at.

Перейдя к дифференциалам, получим, что

<i<D=u cos a -d S .  0 1-3)

Формулу (11.3) можно написать еще двумя способами. Во-первых, 
если учесть, что v cos а  дает проекцию вектора скорости на нор
маль п к площадке d S , можно представить (11.3) ч 
в виде

d(I>=vn d S . (П .4)

Во-вторых, можно ввести вектор dS, модуль кото
рого равен величине площадки d S , а направление 
совпадает с направлением нормали к площадке п:

d S —d S -n .

Поскольку выбор направления вектора п условен 
(его можно направить как в одну сторону от пло
щадки, так и в другую), dS  является не истинным вектором, а 
псевдовектором. Угол а  в формуле (11.3) есть угол между вектора
ми v и dS. Следовательно, эту формулу можно написать в виде

d<D =vdS. (11.5)

Просуммировав потоки через все элементарные площадки, на 
которые мы разбили поверхность S , получим поток жидкости 
через S:

0>J, =  $ v d S  =  $t>„dS. (11.6)
s s

Аналогичное выражение, написанное для произвольного векторного 
поля а, т. е. величина

a>a =  $ a d S  =  S a „ d S ,  ( 11 .7 )
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называется п о т о к о м  в е к т о р а  а  ч е р е з  п о в е р х 
н о с т ь  S . В соответствии с этим определением поток жидкости 
может быть назван потоком вектора v через соответствующую по
верхность (см. (11.6)).

Поток вектора есть алгебраическая величина, причем знак его 
зависит от выбора направления нормали к элементарным площад
кам, на которые разбивается поверхность S при вычислении потока. 
Изменение направления нормали на противоположное изменяет 
знак у ап, а следовательно, и знак величины (11.7). В случае замк
нутых поверхностей принято вычислять поток, «вытекающий» из 
охватываемой поверхностью области наружу. Соответственно в ка
честве п в дальнейшем будет всегда подразумеваться обращенная 
наружу (т. е. внешняя) нормаль.

Потоку вектора можно дать наглядную геометрическую интер
претацию. Д ля этого представим векторное поле системой линий а, 
построенных так, чтобы густота линий в каждом месте была чис
ленно равна модулю вектора а в той же точке поля (ср. с правилом 
построения линий вектора Е, изложенным в конце § 5 ). Найдем 
число AN  пересечений линий поля с воображаемой площадкой AS. 
Из рис. 11.2 видно, что это число равно густоте линий (т. е. а), 
умноженной на AS_L= A S c o s a :

A N  (= )  a AS  cos a = a nA S.

Речь идет лишь о числовом равенстве между A N  и anA S. Поэтому 
знак равенства заключен в скобки. Согласно (11.7) выражение 
а„ A S  представляет собой ДФа— поток вектора а  через площадку 
A S . Таким образом,

A N  (= )  ДФа. (11.8)

Д ля того чтобы знак A N  совпал со знаком ДФа, нужно пересе
чения, при которых угол а  между положительным направлением 
линии поля и нормалью к площадке является острым, считать по
ложительными. В случае же, если угол а  тупой, пересечение нужно 
считать отрицательным. Д ля изображенной на рис. 11.2 площадки 
все три пересечения являются положительными: ДА[=  + 3  (ДФ„ в 
этом случае также положителен, поскольку ап> 0). Если направ
ление нормали на рис. 11.2 изменить на обратное, пересечения ста
нут отрицательными (AN = —3), поток ДФа также будет отрица
тельным.

Просуммировав выражение (11.8) по конечной воображаемой 
поверхности S, получим соотношение

Фа (= )  ^ N = N + — N . ,  (11.9)
где под N+ подразумевается полное число положительных пересе
чений линий поля с поверхностью S , а под N -  — полное число от
рицательных пересечений.
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Может вызвать недоумение то обстоятельство, что, поскольку 
поток, как правило, выражается нецелым числом, сопоставляемое 
потоку число пересечений линий поля с поверхностью также будет 
нецелым. Однако смущаться этим не следует. Линии поля пред
ставляют собой чисто условный образ, никакого физического смы
сла они не имеют.

Рис. 11.3.

Возьмем воображаемую поверхность в виде полоски бумаги, 
нижняя часть которой закручена относительно верхней на угол я 
(рис. 11.3). Выбор направления нормали для всей поверхности 
должен быть сделан одинаковым образом. Поэтому, если в верхней 
части полоски положительную нормаль направить вправо, то в 
нижней части нормаль будет направлена влево. Соответственно пе
ресечения изображенных на рис. 11.3 линий поля с верхней поло
виной поверхности нужно считать положительными, а с нижней 
половиной — отрицательными.

Д ля замкнутой поверхности (рис. 11.4) положительной счита
ется внешняя нормаль. Поэтому пересечения, соответствующие 
выходу линий наружу (в этом случае угол а  острый), нужно брать 
со знаком плюс, а пересечения, возникающие при входе линий внутрь 
(в этом случае угол а  тупой), надо брать со знаком минус.

Из рис. 11.4 видно, что в случае, когда линии поля проходят 
внутри замкнутой поверхности непрерывно, каждая линия, пере
секая поверхность, входит внутрь и выходит наружу одинаковое 
число раз. В итоге поток соответствующего вектора через эту поверх
ность оказывается равным нулю. Легко сообразить, что в случае, 
если линии поля обрываются внутри поверхности, поток вектора 
через замкнутую поверхность будет численно равен разности числа 
линий, начинающихся внутри поверхности (Л/иач), и числа линий, 
оканчивающихся внутри поверхности (Л/оканч):

Фя (= )Л /„ач- Л / оканЧ. (11.10)
Знак потока зависит от того, какое из этих чисел больше. При 
^ н .ч = ^ о и я  П0Т0К Равен нулю.



40 ГЛ. I. ЭЛЕКТРИЧЕСКОЕ ПОЛЕ В ВАКУУМЕ

Дивергенция. Пусть нам дано поле вектора скорости несжима
емой неразрывной жидкости. Возьмем в окрестности точки Р  вооб
ражаемую замкнутую поверхность S (рис. 11.5). Если в объеме 
V, ограниченном поверхностью, жидкость не возникает и не исче
зает, то поток, вытекающий наружу через поверхность, будет, оче
видно, равен нулю. Отличие потока жидкости Фь от нуля будет 
указывать на то, что внутри поверхности имеются и с т о ч н и к и  
ил» с т о к и  жидкости, т. е. точки, в которых жидкость поступает 
в объем (источники) либо удаляется из объема (стоки). Величина

потока определяет суммарную алгебраическую мощность источни
ков и стоков*). При преобладании источников над стоками поток 
будет положительным, при преобладании стоков — отрицательным. 

Отношение потока Фг, к объему V, из которого он вытекает:
ф ,/у , (П .11)

дает среднюю удельную мощность источников, заключенных в объе
ме V. В пределе при стремлении V к нулю, т. е. при стягивании 
объема V к точке Р, выражение (11.11) даст удельную мощность ис
точников в точке Р, которую называют д и в е р г е н ц и е й  
(или р а с х о ж д е н и е м )  вектора v (обозначается div v). Итак

div v =  lim ^ . 
v -»• о *

Аналогично определяется дивергенция любого вектора а:

d i v a =  lim т г =  lim -^ -(fia d S . (11.12)
V -* 0 '  V о v j

Интеграл берется по произвольной замкнутой поверхности S , окру
жающей точку Р 2); V — объем, ограниченный этой поверхностью.

*) Под мощностью источника (стока) понимается объем жидкости, выделяе
мый (поглощаемый) в единицу времени. Сток можно рассматривать как источник 
с отрицательной мощностью.

2) Кружок у знака интеграла указывает на то, что интегрирование произ
водится по замкнутой поверхности.
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Поскольку совершается переход V-+-P, при котором S  стремится 
к нулю, можно предполагать, что выражение (11.12) не может зави
сеть от формы поверхности. Это предположение подтверждается 
строгим расчетом.

Окружим точку Р  сферической поверхностью крайне малого 
радиуса г (рис. 11.6). Ввиду малости г объем V, ограниченный сфе
рой, также будет весьма мал. Поэтому с большой степенью точно
сти можно считать, что значение div а в пределах объема V  является

Рис. 11.6.

постоянным1). В атом случае можно в соответствии с (11.12) на
писать, что

Фл «  div a-V,

где Фа— поток вектора а через поверхность, ограничивающую объем 
V. Согласно (11.10) Ф„ равен Л/вач — числу линий а, начинающихся 
внутри V, если div а в точке Р  положительна, или N 0KlH4 — числу 
линий а, оканчивающихся внутри V, если div а в точке Р  отрица
тельна.

Из сказанного вытекает, что в ближайшей окрестности точки с 
положительной дивергенцией начинаются линии вектора а. Из 
этой точки «расходятся» линии поля; эта точка является «источни
ком» поля (рис. 11.6, а). В окрестности же точки с отрицательной 
дивергенцией заканчиваются линии вектора а. К этой точке «схо
дятся» линии поля; эта точка является «стоком» поля (рис. 11.6, б). 
Чем больше абсолютное значение div а, тем большее число линий 
начинается или заканчивается в окрестности данной точки.

Из определения (11.12) следует, что дивергенция есть скалярная 
функция координат, определяющих положения точек в простран
стве (кратко — функция точки). Определение (11.12) является са
мым общим, не зависящим от вида координатной системы.

Найдем выражение для дивергенции в декартовой системе коор
динат. Рассмотрим в окрестности точки Р  (х , у , г) малый объем в виде

1) Предполагается, что значение div а  изменяется при переходе от одной точ
ки поля к другой непрерывно, без скачков.
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параллелепипеда с ребрами, перпендикулярными к координатным 
осям (рис. 11.7). Поток вектора через поверхность параллелепи
педа образуется из потоков, текущих через каждую из шести граней 
в отдельности.

Найдем поток через пару граней, перпендикулярных к оси х 
(на рис. 11.7 эти грани обозначены косой штриховкой и помечены

цифрами /  и 2). Внешняя нормаль п2 
к грани 2 совпадает с направлением 
оси х. Следовательно, для точек этой 
грани аП) =  ах. Внешняя нормаль п* 
к грани 1 имеет направление, про
тивоположное оси х. Поэтому для то
чек этой грани ап = —ах. Поток через 
грань 2 можно записать в виде

ахгАу Az,

где ах2 — значение ах, усредненное по 
грани 2. Поток через грань 1 равен 

—ах1Ау Az,

где axi — среднее значение ах для грани 1. Суммарный поток через 
грани 1 и 2 определяется выражением

(ах2—axi)Ay Az. (11.13)

Разность ах2—ахj представляет собой приращение среднего 
(по грани) значения ах при смещении вдоль оси х  на Ах. Ввиду 
малости параллелепипеда (напомним, что мы будем его размеры 
стремить к нулю) это приращение можно представить в виде 
(дах/дх)Ах, где значение дах/дх берется в точке Р  J). Тогда (11.13) 
переходит в

Ах Ay Az =  ~  ДУ./1Г /1Г

Путем аналогичных рассуждений можно получить для потоков че
рез пары граней, перпендикулярных к осям у  и г, выражения

д а «  А Т/ 9 а *  А 1 /AV  и -5-  AV. ду дг

Таким образом, полный поток через всю замкнутую поверхность 
определяется выражением

/ дах да,, д а , \

*) Неточность, которую мы при этом допускаем, исчезает при стягивании 
объема к точке Р , осуществляемом при предельном переходе.
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Разделив это выражение на AF, найдем дивергенцию вектора а 
в точке Р (х ,  у, г):

Теорема Остроградского — Гаусса. Зная дивергенцию вектора а 
в каждой точке пространства, можно вычислить поток этого вектора 
через любую замкнутую поверхность конечных размеров. Сделаем 
это сначала для потока вектора v (потока жидкости). Произведение 
div v на dV  дает мощность источников жидкости, заключенных
в объеме dV.  Сумма таких произведений, т. е.  ̂ d iw -d K , дает сум
марную алгебраическую мощность источников, заключенных в объе
ме V, по которому осуществляется интегрирование. Вследствие 
несжимаемости жидкости суммарная мощность источников должна 
равняться потоку жидкости, вытекающему наружу через поверх
ность S ,  ограничивающую объем V. Таким образом, мы приходим 
к соотношению

Аналогичное соотношение выполняется для векторного поля любой 
природы:

Это соотношение носит название т е о р е м ы  О с т р о г р а д -  
с к о г о  — Г а у с с а .  Интеграл в левой части соотношения вычи
сляется по произвольной замкнутой поверхности S  интеграл 
в правой части — по объему V, ограниченному этой поверхностью.

Циркуляция. Обратимся снова к течению идеальной несжима
емой жидкости. Представим себе замкнутую линию — контур Г. 
Предположим, что каким-то способом мы заморозим мгновенно 
жидкость во всем объеме, за исключением очень тонкого замкну
того канала постоянного сечения, включающего в себя контур Г 
(рис. 11.8). В зависимости от характера поля вектора скорости 
жидкость в образовавшемся канале окажется либо неподвижной, 
либо будет двигаться вдоль контура (циркулировать) в одном из 
двух возможных направлений. В качестве меры этого движения 
возьмем величину, равную произведению скорости жидкости в ка
нале на длину контура /. Эту величину назвали ц и р к у л я ц и е й  
вектора v по контуру Г. Итак,

(11.14)

(11.15)

циркуляция V по Y =  vl

(поскольку канал по предположению имеет постоянное сечение, 
модуль скорости y=const).
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В момент затвердевания стенок у каждой из частиц жидкости 
в канале будет погашена составляющая скорости, перпендикуляр
ная к стенке, и останется лишь составляющая скорости, касатель
ная к контуру, т. е. v t. С этой составляющей связан импульс ф г, 
модуль которого для частицы жидкости, заключенной в отрезке 
канала длины dl, имеет величину раи, dl (р — плотность жидкости, 

а  — площадь поперечного сечения канала). 
Так как жидкость идеальна, действие стенок 
может изменить лишь направление вектора 
dpг, но не его величину. Взаимодействие меж
ду частицами жидкости вызовет такое перерас
пределение импульса между ними, которое 
выровняет скорости всех частиц. При этом 
алгебраическая сумма тангенциальных со
ставляющих импульсов не может изменить
ся: импульс, приобретаемый одной из вза
имодействующих частиц, равен импульсу, 

теряемому второй частицей. Это означает, что

pavl =  (ft paV[ dl, 
г

где v — скорость циркуляции, уг — касательная составляющая 
скорости жидкости в объеме a dl в момент времени, предшествую
щий затвердеванию стенок канала *). Сократив на per, получим, что

циркуляция v по Г =  vl — $ vt dl.
г

Аналогично определяется циркуляция любого вектора а по произ
вольному замкнутому контуру Г:

циркуляция а по Г =  j )  a d \ =  (ft a t dl. (11.16)
г г

Может показаться, что для отличия циркуляции от нуля век
торные линии должны быть замкнутыми или хотя бы как-то изо
гнутыми в направлении обхода по контуру. Легко убедиться в оши
бочности такого предположения. Рассмотрим ламинарное течение 
жидкости в реке. Скорость жидкости непосредственно у дна равна 
нулю и возрастает при приближении к поверхности воды (рис. 11.9). 
Линии тока (линии вектора v) прямолинейны. Несмотря на это, 
циркуляция вектора v по изображенному пунктиром контуру, оче
видно, отлична от нуля. Вместе с тем в поле с изогнутыми линиями 
циркуляция может оказаться равной нулю.

*) Напомним, что кружок у знака интеграла указывает на то, что интегри
рование осуществляется по замкнутому контуру.
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Циркуляция обладает свойством аддитивности. Это означает, 
что сумма циркуляций по контурам Г\ и Г2, ограничивающим смеж
ные поверхности S x и S 2 (рис. 11.10), равна циркуляции по конту
ру Г, ограничивающему поверхность S, являющуюся суммой по
верхностей S i и S 2. Действительно, циркуляция Ci по контуру,

' * 1  « > Т > Т * Т * Т ^ Т  »"Ч  *  7 #  Y >  т  

Р и с .  1 1 .9 .

ограничивающему поверхность S i, может быть представлена как 
сумма интегралов:

(11.17)
I

( и (О бщ .)

Первый интеграл берегся но участку I внешнего контура, второй — 
по общей границе поверхностей S! и S 2 в направлении 2— 1.

Аналогично, циркуляция С 2 по контуру, ограничивающему 
поверхность S 2, равна

1 2
C2= ( f & d l  =  Jad I +  J a<fl. (11.18)

2
(П)

1
( О б щ .)

Первый интеграл берется по участку II внешнего контура, второй — 
по общей границе поверхностей S i и S 2 в направлении 1—2.

Циркуляция по контуру, ограничивающему суммарную поверх
ность S, может быть представлена в виде

C = ( £ a d l  =  S ad l +  J adl. (11.19)
l
(О

2
( I I )

Вторые слагаемые в выражениях (11.17) и (11.18) отличаются толь
ко знаком. Поэтому сумма этих выражений оказывается равной вы
ражению (11.19). Таким образом,

С = С 1+ С 2. (11.20)
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Доказанное соотношение не зависит от формы поверхностей 
и справедливо при любом числе слагаемых. Следовательно, если 
разбить произвольную незамкнутую поверхность S на большое 
число элементарных поверхностей AS 1) (рис. 11.11), то циркуляция 
по контуру, ограничивающему S, может быть представлена как 
сумма элементарных циркуляций А С по контурам, ограничиваю
щим AS:

С = 2 Д С г. (11.21)
Ротор. Аддитивность циркуляции позволяет ввести понятие 

удельной циркуляции, т. е. рассматривать отношение циркуляции С 
к величине поверхности S, «обтекаемой» цир
куляцией. При конечных размерах поверхно
сти S отношение С/S  дает среднее значение 
удельной циркуляции. Это значение характе
ризует свойства поля, усредненные по по
верхности S. Чтобы получить характеристи
ку поля в точке Р,  нужно уменьшать размеры 
поверхности, стягивая ее в точку Р.  При этом 
отношение CIS  стремится к некоторому пре- 

Рис. 11.11. делу, который характеризует свойства поля 
в точке Р.

Итак, возьмем воображаемый контур Г, лежащий в плоскости, 
проходящей через точку Р,  и рассмотрим выражение

lim — ■ , (11.22)
S -» 0 “

где Са — циркуляция вектора а по контуру Г, S  — площадь, охва
тываемая контуром. Вычисленный для произвольно ориентирован
ной плоскости предел (11.22) не может служить исчерпывающей 
характеристикой поля в точке Р, поскольку величина этого предела 
зависит не только от свойств поля в точке Р,  но также и от ориен
тации контура в пространстве. Эта ориентация может быть задана 
направлением положительной нормали п к плоскости контура (по
ложительной считается нормаль, связанная с направлением обхода 
контура при интегрировании правилом правого винта). Определяя 
предел (11.22) в одной и той же точке Р  для разных направлений п, 
мы будем получать различные значения, причем для противопо
ложных направлений эти значения отличаются только знаком (из
менение направления п на противоположное эквивалентно измене
нию направления обхода по контуру во время интегрирования, чтс 
вызовет лишь изменение знака у циркуляции). Д ля какого-то на

1) На рисунке элементарные поверхности изображены для простоты в виде 
прямоугольников. В действительности их форма может быть совершенно произ
вольной.
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правления нормали величина (11.22) в данной точке окажется макси
мальной.

Таким образом, величина (11.22) ведет себя как проекция неко
торого вектора на направление нормали к плоскости контура, по 
которому берется циркуляция. Максимальное значение величины 
(11.22) определяет модуль этого вектора, а направление положи
тельной нормали п, при котором достигается максимум, дает направ
ление вектора. Этот вектор называется р о т о р о м  (или в и х 
р е м )  вектора а. Обозначается он символом rot а. Используя это 
обозначение, можно записать выражение (11.22) в виде

(11.23)(rot а)„ =  lim =  lim ^  §  a  dl.

Рис. 11.12. Рис. 11.13.

Наглядное представление о роторе вектора v можно получить, 
представив себе небольшую легкую крыльчатку, помещенную в дан
ную точку текущей жидкости (рис. 11.12). В тех местах, где ротор 
отличен от нуля, крыльчатка 
будет вращаться, причем с тем 
большей скоростью, чем боль
ше по величине проекция ро
тора на ось крыльчатки.

Выражение (11.23) опреде
ляет вектор rot а. Это опреде
ление является самым общим, 
не зависящим от вида коорди
натной системы. Д ля того что
бы найти выражения для 
проекций вектора rot а на
оси декартовой системы координат, нужно определить значения 
величины (11.23) для таких ориентаций площадки S, при которых 
нормаль п к площадке совпадает с одной из осей х, у , г. Если, на
пример, направить п по оси х,  то (11.23) превратится в (rot а)ж. 
Контур Г расположен в этом случае в плоскости, параллельной ко
ординатной плоскости уг. Возьмем этот контур в виде прямоуголь
ника со сторонами А у  и А г  (рис. 11.13; ось х  имеет на этом рисунке 
направление на нас; указанное на рисунке направление обхода свя
зано с направлением оси х  правилом правого винта). Участок 1 
контура противоположен по направлению оси г. Поэтому а г на этом 
участке совпадает с —а г. Рассуждая аналогично, найдем, что a L 
на участках 2, 3 и 4 равна соответственно ау, а г и —ау. Следова
тельно, циркуляцию можно представить в виде

(a z 3— a zl) Az— (ay — ау 2) Ау, (11.24)

где а г3 и a zi — средние значения a z на участках 3 и 1 соответствен
но, йй4 и ау2 — средние значения ау на участках 4  и 2.
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Разность а 13—а г1 представляет собой приращение среднего 
значения а г на отрезке Az при смещении этого отрезка в направле
нии оси у  на Ау. Ввиду малости Ау  и Az это приращение можно 
представить в виде (da jdy) Ау, где значение d a jd y  берется в точке 
Р х). Аналогично разность ayi—ayi можно представить в виде 
(da.yldz) Az. Подставив эти выражения в (11.24) и вынеся общий мно
житель за скобки, получим для циркуляции выражение

где A S  — площадь контура. Разделив циркуляцию на AS,  найдем 
выражение для проекции rot а на ось х :

(1125)

Путем аналогичных рассуждений можно найти, что

=  ( 11-26)

( И ' 2 7 )

Легко убедиться в том, что любое из выражений (11.25) — (11.27) 
может быть получено из предыдущего (для (11.25) предыдущим сле
дует считать (11.27)) путем так называемой циклической перестанов
ки координат, т. е. замены координат, осуществляемой по схеме

О
Итак, ротор вектора а определяется в декартовой системе коор

динат следующим выражением:
/ д а 2 д а у \  , да  д а \  ( д а у д а Л  

r o t a — е х \ д у  д г ) ^  У [ д г  дх  )  ^  * \  дх  д у ) '  О 1-2 8 )

Ниже мы укажем более изящный способ записи этого выражения.
Теорема Стокса. Зная ротор вектора а в каждой точке некоторой 

(не обязательно плоской) поверхности S ,  можно вычислить цирку
ляцию этого вектора по контуру Г, ограничивающему S (контур 
также может быть неплоским). Д ля этого разобьем поверхность на 
очень малые элементы AS.  Ввиду их малости эти элементы можно 
считать плоскими. Поэтому в соответствии с (11.23) циркуля
ция вектора а по контуру, ограничивающему A S,  может быть

!) Неточность, которую мы при этом допускаем, исчезает при стягивании 
контура к  точке Р , осуществляемом при переходе к пределу.
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представлена в виде
AC^»(rot a)n A S = rot a -AS, (11.29)

где п — положительная нормаль к элементу поверхности AS.
В соответствии с формулой (11.21), просуммировав выражение 

(11.29) по всем AS, получим циркуляцию вектора а по контуру Г, 
ограничивающему S;

с = 2  а с  »  2  r° t а ■ a s .

Осуществив предельный переход, при котором все AS стремятся 
к нулю (число их при этом неограниченно растет), придем к формуле

<£adl =  J r o ta d S . (11.30)
Г S

Соотношение (11.30) носит название т е о р е м ы  С т о к с а .  
Смысл ее состоит в том, что циркуляция вектора а по произвольному 
контуру Г равна потоку вектора rot а через произвольную поверх
ность S , ограниченную данным контуром.

Оператор набла. Написание формул векторного анализа зна
чительно упрощается и облегчается, если ввести векторный диффе
ренциальный оператор, обозначаемый символом V (набла) и нося
щий название о п е р а т о р а  н а б л а  или о п е р а т о р а  
Г а м и л ь т о н а .  Под этим оператором подразумевается вектор с 
компонентами д/дх, д/ду и д/дг. Следовательно,

^ =  е* э! +  еу Л/+  аг ’ (П .31)

Сам по себе этот вектор смысла не имеет. Он приобретает смысл 
в сочетании со скалярной или векторной функцией, на которую он 
символически умножается. Так, если умножнть вектор V на скаляр 
Ф, то получится вектор

W  =  +  +  ' - 1 т  . < " - 32>

который представляет собой градиент функции ф (см. (11.1)).
Если вектор у  умножнть скалярно на вектор а, получится ска

ляр

T a ^ V xax + Y yay +  V2az =  ^  +  - ^  +  - ^ ,  (11.33)

который есть не что иное, как дивергенция вектора а (см. (11.14)).
Наконец, если умножнть V на а векторно, получится вектор 

с компонентами: [Valx= T yaj— V 2ау= д а г/ду— d a jd z  и т. д., которые 
совпадают с компонентами ro ta  (см. (11.25) — (11.27)). Следова
тельно, воспользовавшись записью векторного произведения



50 ГЛ. I. ЭЛЕКТРИЧЕСКОЕ ПОЛЕ В ВАКУУМЕ

ro ta  =  [Va] = (11.34)

с помощью определителя, можно написать
e* е2
д_ д_ д_ 
дх ду дг
ах йу а2

Таким образом, существует два способа обозначений градиента, 
дивергенции и ротора:

Уф =  grad ф, Va =  d iv a ,  [Va] =  ro ta .

Обозначения с помощью V обладают рядом преимуществ. Поэтому 
мы в дальнейшем будем применять такие обозначения. Следует при
учить себя отождествлять символ уф со словами «градиент фи» 
(т. е. говорить не «набла фи», а «градиент фи»), символ Va — со 
словами «дивергенция а» и, наконец, символ [Va] — со словами 
«ротор а».

Пользуясь вектором V. нужно помнить, что он является диффе
ренциальным оператором, действующим на все функции, стоящие 
справа от него. Поэтому при преобразовании выражений, в которые 
входит V, нужно учитывать как правила векторной алгебры, так 
и правила дифференциального исчисления. Например, производная 
произведения функций ф и ij; равна

(ф ^ )'= ф '^ + ф ^ '-
В соответствии с этим

grad (cpij)) =  V (ф^) =  'фУф ■+■ фVip =  grad ф ф grad г|>. (11.35) 
Аналогично

div (фа) =  V (фа) =  а Уф-Ьф Va =  a g r a d y - l^  div  а. (11.36)

Градиент некоторой функции ф представляет собой векторную 
функцию. Поэтому к нему могут быть применены операции дивер
генции и ротора:

<Ну ^ ф =  V(V<p) =  (V V ^  =  (Vi +  V H V i)4> =

- Э + З + Э - 4* <"•»>
(Д — оператор Лапласа);

ro t grad ф =  [V, 7ф] =  [УУ]ф =  0 (11.38)

(напомним, что векторное произведение вектора на самого себя 
равно нулю).

Применим операции дивергенции и ротора к функции ro t а: 
d i v r o t a  =  V[Va] =  0 (11.39)

(смешанное произведение векторов равно объему параллелепипеда,
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построенного на перемножаемых векторах ^  если два из этих 
торов совпадают, объем параллелепипеда равен нулю);

ro t ro t а =  [v, [V a]]=V (V a) — (VV) а =  grad div а — Aa (11.40)

(мы воспользовались формулой [albc]] =  b(ac)—c(ab)).
Соотношение (11.39) означает, что поле ротора не имеет источни

ков. Следовательно, линии вектора [уа] не имеют ни начала, ни 
конца. Именно по этой причине поток ротора через любую поверх
ность S ,  опирающуюся на данный контур Г, оказывается одним и 
тем же (см. формулу (11.30)).

В заключение отметим, что с использованием оператора V фор
мулам (11.15) и (11.30) можно придать вид

<f) a - d S — ^ y a - d V  (теорема Остроградского — Гаусса), (11.41)
6' v

(fta-dl =  J [va]-dS  (теорема Стокса). (11.42)
г s

§ 12. Циркуляция и ротор электростатического поля

В § 6 мы выяснили, что силы, действующие на заряд q в электро
статическом поле, являются консервативными. Следовательно, ра
бота этих сил на любом замкнутом пути Г равна 
нулю:

Интеграл, стоящий в левой части формулы (12.1), представляет 
собой циркуляцию вектора Е по контуру Г (см. (11.16)). Таким 
образом, характерным для электростатического поля является то об
стоятельство, что циркуляция вектора напряженности этого поля 
по любому замкнутому контуру равна нулю.

Возьмем произвольную поверхность S ,  опирающуюся на кон
тур Г, для которого вычисляется циркуляция (рис. 12.1). Согласно 
теореме Стокса (см. (11.42)) интеграл от ротора Е, взятый по этой 
поверхности, равен циркуляции вектора Е по контуру Г:

г

Сократив на q, получим соотношение

Рис. 12.1.

Г

г

(ср. с (8.7)).

S [vE ]dS  =  $ E d l . ( 12.2 )
s г

*) См. § 2  тома 1.
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Поскольку циркуляция равна нулю, мы приходим к выводу, что

5 [VE]dS =  0.
S

Полученное условие должно выполняться для любой поверхности 
S ,  опирающейся на произвольный контур Г. Это возможно лишь 
в том с л у ч а е , если ротор вектора Е в каждой точке поля равен нулю:

[VE] =  0. (12.3)
По аналогии с крыльчаткой, изображенной на рис. 11.12, пред

ставим себе электрическую «крыльчатку» в виде легкой втулки со 
спицами, на концах которых помещаются одинаковые по величине 
положительные заряды q (рис. 12.2; все устройство должно быть ма
лых размеров). В тех местах электрического поля, где ротор Е 
отличен от нуля, такая крыльчатка вращалась бы с тем большим

J -

Рис. 12.2. Рис. 12.3. Рис. 12.4.

ускорением, чем больше п роекция ротора на ось крыльчатки. В слу
чае электростатического поля такое воображаемое устройство не 
пришло бы во вращение при любой ориентации его оси.

Итак, отличительной особенностью электростатического поля 
является то, что оно безвихревое. В предыдущем параграфе мы 
выяснили, что ротор градиента скалярной функции равен нулю 
(см. формулу (11.38)). Поэтому равенство нулю ротора Е в каждой 
точке поля делает возможным представление Е в виде градиента 
скалярной функции ф, называемой потенциалом. Такое представле
ние уже было рассмотрено в § 8 (см. формулу (8.2); знак минус 
в этой формуле взят из физических соображений).

И з необходимости соблюдения условия (12.1) можно сразу за
ключить, что существование электростатического поля вида, пока
занного на рис. 12.3, невозможно. Действительно, для такого поля 
циркуляция по контуру, изображенному пунктиром, была бы от
лична от нуля, что противоречит условию (12.1). Точно так же 
невозможно, чтобы поле, отличное от нуля в ограниченном объеме, 
было во всем этом объеме однородным (рис. 12.4). В этом случае 
циркуляция по контуру, показанному пунктиром, была бы отлична 
от нуля.
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§ 13. Теорема Гаусса

В предыдущем параграфе мы выяснили, чему равен ротор элек
тростатического поля. Теперь найдем дивергенцию поля. С этой 
целью рассмотрим поле точечного заряда q и вычислим поток век
тора Е через замкнутую поверхность S , заключающую в себе заряд 
(рис. 13.1). В § 5 мы показали, что количество линий вектора Е, 
начинающихся на точечном заряде + q  или заканчивающихся на 
заряде —q, численно равно q/e0.

Согласно формуле (11.10) поток вектора Е через любую замкну
тую поверхность равен числу линий, выходящих наружу, т. е. 
начинающихся на заряде, если он поло
жителен, и числу линий, входящих 
внутрь, т. е. оканчивающихся на заряде, 
если он отрицателен. Учтя, что количе
ство начинающихся или оканчивающих
ся на точечном заряде линий численно 
равно q/ea, можно написать, что

=  (13.1)е0

Знак потока совпадает со знаком заряда 
q. Размерность обеих частей равенства
(13.1) одинакова.

Теперь допустим, что внутри замкнутой поверхности находятся 
N  точечных зарядов q±, <7з, . <7jv- В силу принципа суперпозиции 
напряженность Е поля, создаваемого всеми зарядами, равна сумме 
напряженностей Ег, создаваемых каждым зарядом в отдельности: 
Е =3 2  Е*- Поэтому

<I>s = < p E d S = £  ( У  E ^ d S  =  2 / E , d S .

Каждый из интегралов, стоящих под знаком суммы, равен qje„. 
Следовательно,

N

<bE= $ E d S  =  ± Y t q[. (13.2)
s 0 i = 1

Доказанное нами утверждение носит название т е о р е м ы  
Г а у с с а .  Эта теорема гласит, что поток вектора напряженности 
электрического поля через замкнутую поверхность равен алгебраи
ческой сумме заключенных внутри этой поверхности зарядов, деленной 
на е„.

При рассмотрении полей, создаваемых макроскопическими за
рядами (т. е. зарядами, образованными огромным числом элемен
тарных зарядов), отвлекаются от дискретной (прерывистой) струк
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туры этих зарядов и считают их распределенными в пространстве 
непрерывным образом с конечной всюду плотностью. О б ъ е м н а я  
п л о т н о с т ь  з а р я д а  р определяется по аналогии с плот
ностью массы как отношение заряда dq к физически бесконечно 
малому объему dV, в котором заключен этот заряд:

В данном случае под физически бесконечно малым объемом нужно 
понимать такой объем, который с одной стороны, достаточно мал 
для того, чтобы плотность в пределах его можно было считать одина
ковой, а с другой стороны, достаточно велик для того, чтобы не 
могла проявиться дискретность заряда.

Зная плотность заряда в каждой точке пространства, можно 
найти суммарный заряд, заключенный внутри замкнутой поверх
ности S.  Д ля этого нужно вычислить интеграл от р по объему, огра
ниченному поверхностью:

Заменив в соответствии с (11.41) поверхностный интеграл объем
ным, получим

Соотношение, к которому мы пришли, должно выполняться для 
любого произвольно выбранного объема V. Это возможно лишь 
в том случае, если значения подынтегральных функций в каждой 
точке пространства одинаковы. Следовательно, дивергенция век
тора Е связана с плотностью заряда в той же точке равенством

Это равенство выражает теорему Гаусса в дифференциальной форме.
В случае текущей жидкости y v  дает удельную мощность источ

ников жидкости в данной точке. По аналогии говорят, что заряды 
являются источниками электрического поля.

§ 14. Вычисление лолей с помощью теоремы Гаусса

(13.3)

v
Таким образом, формуле (13.2) можно придать вид

(13.4)

(13.5)

Теорема Гаусса позволяет в ряде случаев найти напряженность 
поля гораздо более простыми средствами, чем с использованием 
формулы (5.3) для напряженности поля точечного заряда и прин
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ципа суперпозиции полей. Продемонстрируем возможности теоремы 
Гаусса на нескольких полезных для дальнейшего примерах. Прежде 
чем приступить к рассмотрению этих примеров, введем понятия 
поверхностной и линейной плотностей заряда.

Если заряд сосредоточен в тонком поверхностном слое несущего 
заряд тела, распределение заряда в пространстве можно охаракте
ризовать с помощью п о в е р х н о с т н о й  п л о т н о с т и  сг, 
которая определяется выражением

Здесь dq — заряд, заключенный в слое площади dS.  Под dS  подра
зумевается физически бесконечно малый участок поверхности.

Если заряд распределен по объему или поверхности цилиндри
ческого тела (равномерно в каждом сечении), используется л и- 
н е й н а я  п л о т н о с т ь  з а р я д а

(dl — длина физически бесконечно малого отрезка цилиндра, dq — 
заряд, сосредоточенный на этом отрезке).

Поле бесконечной однородно заряженной плоскости. Пусть 
поверхностная плотность заряда во всех точках плоскости одина
кова и равна о; для определенности будем считать заряд положи
тельным. Из соображений симметрии вытекает, что напряженность 
поля в любой точке имеет направление, перпендикулярное к плос
кости. Действительно, поскольку плоскость бесконечна и заряжена 
однородно, нет никаких оснований к тому, чтобы вектор Е откло
нялся в какую-либо сторону от нормали к плоскости. Далее очевид
но, что в симметричных относительно плоскости точках напряжен
ность поля одинакова по величине и противоположна по направле
нию.

Представим себе мысленно цилиндрическую поверхность с обра
зующими, перпендикулярными к плоскости, и основаниями вели
чины AS,  расположенными относительно плоскости симметрично 
(рис. 14.1). В силу симметрии Е '= Е " = Е .  Применим к поверхности 
теорему Гаусса. Поток через боковую часть поверхности будет 
отсутствовать, поскольку Е п в каждой ее точке равна нулю. Для 
оснований Еп совпадает с Е. Следовательно, суммарный поток через 
поверхность равен 2Е A S .  Внутри поверхности заключен заряд 
a AS.  Согласно теореме Гаусса должно выполняться условие

dl (14.2)

из которого
(14.3)
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Полученный нами результат не зависит от длины цилиндра. Это 
означает, что на любых расстояниях от плоскости напряженность 
поля одинакова по величине. Вид линий напряженности показан 
на рис. 14.2. Для отрицательно заряженной плоскости результат 
будет таким же, лишь направление вектора Е и линий напряженно
сти изменится на обратное.

+0"

Рис. 14.2.

Если взять плоскость конечных размеров, например заряженную 
тонкую пластинку х), то полученный выше результат будет справед
ливым только для точек, расстояние которых от края пластинки 
значительно превышает расстояние от самой пластинки (на рис. 14.3

+<г

£■=— Е_

Рис. 14.3. Рис. 14.4.

область этих точек обведена пунктирной кривой). По мере удаления 
от плоскости или приближения к ее краям поле будет все больше 
отличаться от поля бесконечной заряженной плоскости. Характер

*) В случае пластинки под о в формуле (14.3) следует понимать заряд, сосре
доточенный на 1 м2 пластинки по всей ее толщине. У металлических тел заряд 
распределяется по внешней поверхности. Поэтому под а  нужно подразумевать 
удвоенную величину плотности заряда на ограничивающих металлическую плас
тинку поверхностях.
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поля на больших расстояниях легко представить, если учесть, что 
на расстояниях, значительно превышающих размеры пластинки, 
создаваемое ею поле можно рассматривать как поле точечного за
ряда.

Поле двух разноименно заряженных плоскостей. Поле двух па
раллельных бесконечных плоскостей, заряженных разноименно 
с одинаковой по величине постоянной поверхностной плотностью а, 
можно найти как суперпозицию полей, создаваемых каждой из 
плоскостей в отдельности (рис. 14.4). В области между плоскостями 
складываемые поля имеют одинаковое направление, так что резуль
тирующая напряженность равна

£ = f .  (14.4)fc0
Вне объема, ограниченного плоскостями, складываемые поля имеют 
противоположные направления, так что результирующая напря
женность равна нулю.

Таким образом, поле оказывается сосредоточенным между пло
скостями. Напряженность поля во всех точках этой области оди

накова по величине и по направлению; 
следовательно, поле однородно. Линии 
напряженности представляют собой со
вокупность параллельных равноотстоя
щих прямых.

Рис. 14.5.

Полученный нами результат приближенно справедлив и для 
плоскостей конечных размеров, если расстояние между плоскостями 
много меньше их линейных размеров (плоский конденсатор). В этом 
случае заметные отклонения поля от однородности наблюдаются 
только вблизи краев пластин (рис. 14.5).

Поле бесконечного заряженного цилиндра. Пусть поле создается 
бесконечной цилиндрической поверхностью радиуса R , заряженной 
с постоянной поверхностной плотностью о. Из соображений симмет
рии следует, что напряженность поля в любой точке должна быть
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направлена вдоль радиальной прямой, перпендикулярной к оси 
цилиндра, а величина напряженности может зависеть только от 
расстояния г от оси цилиндра. Представим себе мысленно коакси
альную с заряженной поверхностью замкнутую цилиндрическую 
поверхность радиуса г и высоты /г (рис. 14.6). Д ля оснований ци
линдра Еп= 0, для боковой поверхности Е п= Е ( г ) (заряд предпо
лагаем положительным). Следовательно, поток вектора Е через 
рассматриваемую поверхность равен Е(г)- 2кгк. Если r > R ,  внутрь 
поверхности попадает заряд q—Mi (к — линейная плотность за
ряда). Применив теорему Гаусса, получим

Если r < R ,  рассматриваемая замкнутая поверхность не содержит 
внутри зарядов, вследствие чего Е (г ) = 0.

Таким образом, внутри равномерно заряженной цилиндриче
ской поверхности бесконечной длины поле отсутствует. Напряжен
ность поля вне поверхности определяется линейной плотностью 
заряда X и расстоянием г от оси цилиндра.

Поле отрицательно заряженного цилиндра отличается от поля 
цилиндра, заряженного положительно, только направлением век
тора Е.

Из формулы (14.5) следует, что, уменьшая радиус цилиндра R 
(при неизменной линейной плотности заряда X), можно получить

но отличающейся знаком линейной плотностью К (рис. 14.7). 
Внутри меньшего и вне большего цилиндров поле отсутствует. 
В зазоре между цилиндрами величина напряженности поля оп
ределяется формулой (14.5). Это справедливо и для цилиндриче
ских поверхностей конечной длины, если зазор между поверхностя-

Е (r)-2nrh =  — .
ео

Отсюда

(14.5)

Е+ с очень большой напряженностью.
вблизи поверхности цилиндра поле

Подставив в (14.5) к =  2nRa  и 
положив r = R ,  получим для напря
женности поля в непосредственной 
близости к поверхности цилиндра 
значение

£ ( / ? ) — £ - .  (14.6)

Рис. 14.7.

С помощью принципа суперпозиции 
легко найти поле двух коаксиальных 
цилиндрических поверхностей, заря
женных с одинаковой по величине,
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ми много меньше их длины (цилиндрический конденсатор). Заметные 
отступления от поля поверхностей бесконечной длины будут наблю
даться только вблизи краев цилиндров.

Поле заряженной сферической поверхности. Поле, создаваемое 
сферической поверхностью радиуса R,  заряженной с постоянной 
поверхностной плотностью а , будет, очевидно, центрально-симмет- 
ричиым. Это означает, что направление вектора Е в любой точке 
проходит через центр сферы, а величина напряженности является 
функцией расстояния г от центра сферы. Вообразим концентриче
скую с заряженной сферой поверхность радиуса г. Д ля всех точек 
этой поверхности Е п= Е (г) .  Если r^>R, внутрь поверхности попа
дает весь заряд q, распределенный по сфере. Следовательно,

£ ( г ) . 4 я г « — f - ,
е о

откуда

£ М " Т i r f  <14-7>
Сферическая поверхность радиуса г, меньшего, чем R,  не будет 

содержать зарядов, вследствие чего для r< iR  получается Е ( г ) = 0.
Таким образом, внутри сферической поверхности, заряженной 

с постоянной поверхностной плотностью а, поле отсутствует. Вне 
этой поверхности поле тождественно с полем точечного заряда той 
же величины, помещенного в центр сферы.

Используя принцип суперпозиции, легко показать, что поле 
двух концентрических сферических поверхностей (сферический кон
денсатор), несущих одинаковые по величине и противоположные 
по знаку заряды -\-q и —q, сосредоточено в зазоре между поверх
ностями, причем величина напряженности поля в этом зазоре опре
деляется формулой (14.7).

Поле объемно-заряженного шара. Пусть шар радиуса R  заря
жен с постоянной объемной плотностью р. Поле в этом случае 
обладает центральной симметрией. Легко сообразить, что для поля 
вне шара получается тот же результат (см. формулу (14.7)), что и 
в случае поверхностно-заряженной сферы. Однако для точек внутри 
шара результат будет иным. Сферическая поверхность радиуса г 
{r < R ) заключает в себе заряд, равный р -4/3лг3. Поэтому теорема 
Гаусса для такой поверхности запишется следующим образом:

Е (г ) -А ш 2 — —  р 4-я г 3.
во о

Отсюда, заменив р через ql(ll sn R 3), получаем

£ М = Т k w '  < '« * > •  <14-8>
Таким образом, внутри шара напряженность поля растет линей

но с расстоянием г от центра шара. Вне шара напряженность убы
вает по такому же закону, как и у поля точечного заряда.
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§ 15. Полярные и неполярные молекулы

Д и э л е к т р и к а м и  (или изоляторами) называются ве
щества, не способные проводить электрический ток. Идеальных изо
ляторов в природе не существует. Все вещества хотя бы в ничтож
ной степени проводят электрический ток. Однако вещества, назы
ваемые диэлектриками, проводят ток в 1015— 10?° раз хуже, чем 
вещества, называемые проводниками.

Если диэлектрик внести в электрическое поле, то это поле и сам 
диэлектрик претерпевают существенные изменения. Чтобы понять, 
почему это происходит, нужно учесть, что в составе атомов и моле
кул имеются положительно заряженные ядра и отрицательно заря
женные электроны.

Всякая молекула представляет собой систему с суммарным за
рядом, равным нулю. Линейные размеры этой системы очень малы 
(порядка нескольких ангстрем *)). В § 10 мы установили, что поле, 
создаваемое подобной системой, определяется величиной и ориента
цией дипольного электрического момента

Р =  2 ? / г / ' ( 15Л )
(суммирование производится как по электронам, так и по ядрам). 
Правда, электроны в молекуле движутся, так что этот момент все 
время изменяется. Однако скорости электронов столь велики, что 
практически обнаруживается среднее значение момента (15.1). По
этому в дальнейшем под дипольным моментом молекулы мы будем 
подразумевать величину

Р =  2 ? . ' < г «> ( 1 5 -2)

(для ядер в этой сумме в качестве (г() берется просто г*). Иначе 
говоря, мы будем считать, что электроны находятся относительно

ЭЛЕКТРИЧЕСКОЕ ПОЛЕ В ДИЭЛЕКТРИКАХ

*) Ангстрем (А) — очень удобная в атомной физике единица длины, равная 
10“м м.
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ядер в покое в некоторых точках, полученных усреднением поло
жений электронов по времени.

Поведение молекулы во внешнем электрическом поле также 
определяется ее дипольным моментом. В этом можно убедиться, 
вычислив потенциальную энергию молекулы во внешнем электри
ческом поле. Выбрав начало координат внутри молекулы и восполь
зовавшись малостью (г;), представим потенциал в той точке, где 
находится i -й заряд, в виде

Ф,- =  Ф +  V<P •<!•,>, 

где ф — потенциал в начале координат (см. формулу (11.2)). Тогда

W p =  2  Я f i t  =  2  4t (Ф +  7ф • <г(.»  =  ф 2  Ял +  ? ф 2  Я( <«•,->•

Учтя, что 2 <?< =  0> и заменив ? ф через — Е, получим

W p =  — Е 2 Я( <г1> =  —РЕ =  —  рЕ  cos а .

Продифференцировав это выражение по а ,  получим для вращатель
ного момента выражение (9.11); взяв производную по х, придем к 
силе (9.16).

Таким образом, молекула как в отношении создаваемого ею 
поля, так и в отношении испытываемых ею во внешнем поле сил 
эквивалентна диполю. Положительный заряд этого диполя равен 
суммарному заряду ядер и помещается в «центре тяжести» положи
тельных зарядов; отрицательный заряд равен суммарному заряду 
электронов и помещается в «центре тяжести» отрицательных за 
рядов.

У симметричных молекул (таких как Н 2, 0 2, N 2) в отсутствие 
внешнего электрического поля центры тяжести положительных и 
отрицательных зарядов совпадают. Такие молекулы не обладают 
собственным дипольным моментом и называются н е п о л я р 
н ы м и .  У  несимметричных молекул (таких, например, как СО, 
NH, НС1 и т. п.) центры тяжести зарядов разных знаков сдвинуты 
друг относительно друга. В этом случае молекулы обладают собст
венным дипольным моментом и называются п о л я р н ы м и .

Под действием внешнего электрического поля заряды в неполяр
ной молекуле смещаются друг относительно друга: положительные 
по направлению поля, отрицательные против поля. В результате 
молекула приобретает дипольный момент, величина которого, как 
показывает опыт, пропорциональна напряженности поля. В рацио
нализованной системе коэффициент пропорциональности записы
вают в виде еор, где е0 — электрическая постоянная, а р  — величи
на, называемая п о л я р и з у е м о с т ь ю  м о л е к у л ы .  Учтя, 
что направления р и Е совпадают, можно написать .

р =  Ре„Е. (15.3)
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Дипольный момент имеет размерность, равную [<?]L. Согласно фор
муле (5.3) размерность е0Е равна Следовательно, поляризуе
мость молекулы р обладает размерностью L3.

Процесс поляризации неполярной молекулы протекает так, как 
если бы положительные и отрицательные заряды молекулы были 
связаны друг с другом упругими силами. Поэтому говорят, что 
неполярная молекула ведет себя во внешнем поле как упругий 
диполь.

Действие внешнего поля на полярную молекулу сводится в ос
новном к стремлению повернуть молекулу так, чтобы ее дипольный 
момент установился по направлению поля. На величину диполь- 
ного момента внешнее поле практически не влияет. Следовательно, 
полярная молекула ведет себя во внешнем поле как жесткий диполь.

§ 16. Поляризация диэлектриков

Обычно в отсутствие внешнего электрического поля дипольные 
моменты молекул диэлектрика либо равны нулю (неполярные моле
кулы), либо распределены по направлениям в пространстве хаоти
ческим образом (полярные молекулы). В обоих случаях суммарный 
дипольный момент диэлектрика равен нулю 1).

Под действием внешнего поля диэлектрик поляризуется. Это 
означает, что результирующий дипольный момент диэлектрика ста
новится отличным от нуля. В качестве величины, характеризующей 
степень поляризации диэлектрика, естественно взять дипольный 
момент единицы объема. Если поле или диэлектрик (или оба они) 
неоднородны, степень поляризации в разных точках диэлектрика 
будет различна. Чтобы охарактеризовать поляризацию в данной 
точке, нужно выделить заключающий в себе эту точку физически 
бесконечно малый объем А У, найти с у м м у м о м е н т о в  заключен

ных в этом объеме молекул и взять отношение

p =  5 F l >  <| 6 | >
A V

Векторная величина Р, определяемая формулой (16.1), называется 
п о л я р и з о в а н н о с т ь ю  д и э л е к т р и к а .

Дипольный момент р имеет размерность [^IL. Следовательно, 
размерность Р равна [<?1L~2, т. е. совпадает с размерностью е0Е 
(см. формулу (5.3)).

У изотропных диэлектриков любого типа поляризованность свя
зана с напряженностью поля в той же точке простым соотношением:

Р = и е 0Е, (16.2)

*) В § 23 мы познакомимся с веществами, которые могут обладать дипольным 
моментом в отсутствие внешнего поля.
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где к  — не зависящая от Е величина, называемая д и э л е к т р и 
ч е с к о й  в о с п р и и м ч и в о с т ь ю  д и э л е к т р и к а 1). 
Выше было указано, что размерности Р и е0Е одинаковы. Следова
тельно, к  — безразмерная величина.

В гауссовой системе формула (16.2) имеет вид
Р = х Е  (16.3)

Для диэлектриков, построенных из неполярных молекул, фор
мула (16.2) вытекает из следующих простых соображений. В пределы 
объема ДУ попадает количество молекул, равное п АТ/, где п — чис
ло молекул в единице объема. Каждый из моментов р  определяется 
в этом случае формулой (15.3). Следовательно,

2 р =  «АУре0Е.
д v

Разделив это выражение на ДУ, получим поляризованность Р =  
=rc(3s0E. Наконец, введя обозначение я= п$, придем к формуле
(16.2).

В случае диэлектриков, построенных из полярных молекул, 
ориентирующему действию внешнего поля противится тепловое 
движение молекул, стремящееся разбросать их дипольные моменты 
по всем направлениям. В результате устанавливается некоторая 
преимущественная ориентация дипольных моментов молекул в на
правлении поля. Соответствующий статистический расчет показы
вает в согласии с опытом, что поляризованность пропорциональна 
напряженности поля, т. е. приводит к формуле (16.2). Диэлектри
ческая восприимчивость таких диэлектриков обратно пропорцио
нальна абсолютной температуре.

В ионных кристаллах отдельные молекулы утрачивают свою 
обособленность. Ведь кристалл представляет собой как бы одну 
гигантскую молекулу. Решетку ионного кристалла можно рас
сматривать как две вставленные друг в друга решетки, одна из 
которых образована положительными, а другая отрицательными 
ионами. При действии на ионы кристалла внешнего поля обе ре
шетки сдвигаются друг относительно друга, что приводит к поляри
зации диэлектрика. Поляризованность и в этом случае связана

*) В анизотропных диэлектриках направления Р и Е, вообще говоря, не сов
падают. В этом случае связь между Р и Е описывается формулами

^  X I'll (^XX^X~h~ K xy E y-{~ Y .xz E z ) - i
Р у  —  6 0 { i i y x ^ x  “Ь  М у у Е у  ~Ь К у г Е г ) »

P z  — ®о ( ''■ zx ^ 'x  +  ^ z y E y У- zz  z )  ■

Совокупность девяти величин у.,* образует симметричный тензор 2-го ранга, на
зываемый т е н з о р о м  д и э л е к т р и ч е с к о й  в о с п р и и м ч и в о с т и  
(ср. с формулой (40.3) 1-го тома). Этот тензор характеризует электрические свой
ства анизотропного диэлектрика.
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с напряженностью поля соотношением (16.2). Отметим, что описы
ваемая формулой (16.2) линейная зависимость между Е и Р имеет 
место лишь в не слишком сильных полях (аналогичное замечание 
относится и к формуле (15.3)).

§ 17. Поле внутри диэлектрика

Заряды, входящие в состав молекул диэлектрика, называются 
с в я з а н н ы м и .  Под действием поля связанные заряды могут 
лишь немного смещаться из своих положений равновесия; покинуть 
пределы молекулы, в состав которой они входят, связанные заряды 
не могут.

Заряды, которые, хотя и находятся в пределах диэлектрика, но 
не входят в состав его молекул, а также заряды, расположенные 
за пределами диэлектрика, мы, следуя JI. Д. Ландау и Е. М. Лиф- 
шицу 1), будем называть с т о р о н н и м и 2).

Поле в диэлектрике является суперпозицией поля Ее1ор, созда
ваемого сторонними зарядами, и поля Есвяз связанных зарядов. 
Результирующее поле называется м и к р о с к о п и ч е с к и м  
(или и с т и н н ы м ) :

Микроскопическое поле сильно изменяется в пределах межмоле- 
кулярных расстояний. Вследствие движения связанных зарядов 
поле Е„„кро изменяется также и со временем. При макроскопическом 
рассмотрении указанные изменения не обнаруживаются. Поэтому 
в качестве характеристики поля используется усредненное по 
физически бесконечно малому объему значение величины (17.1):

В дальнейшем усредненное поле сторонних зарядов мы будем 
обозначать через Е0, а усредненное поле связанных зарядов — через. 
Е'. Соответственно м а к р о с к о п и ч е с к и м  п о л е м  мы 
будем называть величину

Поляризованность Р представляет собой макроскопическую 
величину. Поэтому под Е в соотношении (16.2) следует понимать 
напряженность, определяемую формулой (17.2).

*) См. J1. Д . Ландау, Е. М . Лифшиц. Электродинамика сплошных сред. Гос- 
техиздат, 1957, стр. 57.

2) Принято называть такие заряды свободными. Однако такое название край
не неудачно, так как в ряде случаев сторонние заряды бывают отнюдь не свобод
ными.

С В Я З 1 (17.1)

Е = Е 0+ Е (17.2)
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В отсутствие диэлектриков (т. е. в «вакууме») макроскопическое 
поле равно

Е =  Е0 =  <Естор>.

Именно эта величина должна подразумеваться под Е в формуле
(13.5).

Если сторонние заряды неподвижны, поле, определяемое выра
жением (17т2), обладает теми же свойствами, что и электростатиче
ское поле в вакууме. В частности, его можно характеризовать с по
мощью потенциала <р, который связан с напряженностью (17.2) 
соотношениями (8 .2) и (8 .6).

§ 18. Объемные и поверхностные связанные заряды

Когда диэлектрик не поляризован, объемная плотность р' и по
верхностная плотность а' связанных зарядов равна нулю. В резуль
тате поляризации поверхностная плотность, а в некоторых случаях 
и объемная плотность связанных зарядов становятся отличными 
от нуля.

На рис. 18.1 изображен схематически поляризованный д и э л е к 
трик с неполярными (а) и полярными (б) молекулами. Из рисунка

-0- 0 -  “О - 0^
с

0-̂ -0 
-€>0 va ~ 0 '

о о о о
“О" “О* 0~ -0к

^  -О'-О-лЗ' 
-O' "О* 0 ~Q-

с) 6)
Рис. 18.1.

видно, что поляризация сопровождается возникновением в тонном 
поверхностном слое диэлектрика избытка связанных зарядов одного 
знака. Если нормальная составляющая напряженности поля Е для 
данного участка поверхности отлична от нуля, то под действием 
поля заряды одного знака уходят внутрь, а другого знака выходят 
наружу.

Между поляризованностью Р и поверхностной плотностью свя
занных зарядов о ' имеется простая связь. Для ее нахождения рас
смотрим бесконечную плоскопараллельную пластину из однород

3 И. В. Савельев, т. 2
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ного диэлектрика, помещенную в однородное электрическое поле 
(рис. 18.2). Выделим мысленно в пластине элементарный объем в ви
де очень тонкого цилиндра с образующими, параллельными Е в ди
электрике, и с основаниями площади ДS, совпадающими с поверх
ностями пластины. Величина этого объема равна

где / — расстояние между основаниями цилиндра, а  — угол между 
вектором Е и внешней нормалью к положительно заряженной по-

где Рп — проекция поляризованности на внешнюю нормаль к соот
ветствующей поверхности. Для правой поверхности на рис. 18.2 
Рп> 0 , соответственно а' для нее положительна; для левой поверх
ности Рп<. О, соответственно о ' для нее отрицательна.

Выразив согласно (16.2) Р через л и  Е, придем к формуле

где Еп — нормальная составляющая напряженности поля внутри 
диэлектрика. В соответствии с (18.2) в тех местах, где линии напря
женности выходят из диэлектрика (£ „ > 0), на поверхности высту
пают положительные связанные заряды, там же, где линии напря
женности входят в диэлектрик (£ „ < 0), появляются отрицательные 
поверхностные заряды.

Формулы (18.1) и (18.2) справедливы и в самом общем случае, 
когда неоднородный диэлектрик произвольной формы находится 
в неоднородном электрическом поле. Под Рп и Еп в этом случае 
нужно понимать нормальную составляющую соответствующего

A V —l AS  cos а ,

-err +£г'
верхности диэлектрика. Объем AV  имеет 
дипольный электрический момент вели
чины

Е

п (Р — модуль поляризованности).

Рис. 18.2.

С макроскопической точки зрения 
рассматриваемый объем эквивалентен ди
полю, образованному зарядами -fa 'A S  и 
—сг'Д5, отстоящими друг от друга на 
расстояние I. Поэтому его электрический 
момент можно представить в виде a'A Sl. 
Приравняв друг другу оба выражения 
для электрического момента, получим

PI AS cos a = a ’ASl.
Отсюда вытекает искомое соотношение между а ' и Р:

а '= Р  cos a = P „ , (18.1)

O’ (18.2)
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вектора, взятую в непосредственной близости к тому элементу 
поверхности, для которого определяется а'.

Теперь обратимся к нахождению объемной плотности связанных 
зарядов, возникающих внутри неоднородного диэлектрика. Рассмот
рим в неоднородном изотропном диэлектрике с неполярными моле
кулами воображаемую малую площадку AS (рис. 18.3). Пусть 
в единице объема диэлектрика имеется п одинаковых частиц с заря
дом -\-е и п одинаковых частиц с зарядом —е. В небольшой окрест
ности площадки AS электрическое поле и диэлектрик можно счи
тать однородными. Поэтому все положительные заряды, находящие
ся вблизи AS, сместятся при включении поля в направлении Е на 
одинаковое расстояние U, а все отрицательные заряды сместятся 
в противоположном направлении на одинаковое расстояние / 2 (см. 
рис. 18.3). При этом через площадку AS 
пройдет в направлении нормали к ней не- \  + e~iX  \  
которое количество зарядов одного знака \°
(положительных, если а < л / 2 , отрицатель- —V—" \  _g У\е, * Е
ных, если о О я /2) и в направлении, проти- \  о< V о ^__
воположном п, некоторое количество заря- \_____V __\ ”
дов другого знака (отрицательных, если h h
сс<я/2, положительных, если а;>я/2). Пло- Рис lg3
щадку AS пересекут все заряды + е ,  
которые до включения поля отстояли от
нее не более чем на Zjcos а , т. е. все +  е, заключенные в ко
сом цилиндре объемом hA S  cos а . Число этих зарядов равно 
n/,AS cos а, а переносимый ими в направлении нормали к площадке 
заряд равен enliAS  cos а  (при сС>л/2 заряд, переносимый в направ
лении нормали за счет смещения зарядов -\-е, будет отрицательным). 
Аналогично площадку AS пересекут все заряды —е, заключенные в 
объеме Z2AS cos а . Эти заряды перенесут в направлении нормали 
к площадке заряд, равный enl2AS  cos а  (из рис. 18.3 видно, что при 
а < л /2  заряды —е перенесут через AS в направлении, противопо
ложном п, заряд —enl2AS cos а , что эквивалентно переносу в на
правлении п заряда enl2AS  cos а).

Итак, при включении поля через площадку AS переносится 
в направлении нормали к ней заряд

Aq’=etil-iAS cos a-\-enl2AS  cos a= en ( l ^ l ^ A S  cos a .

Сумма /i+ / 2 есть расстояние l, на которое смещаются друг отно
сительно друга положительные и отрицательные связанные заряды 
в диэлектрике. В результате этого смещения каждая пара зарядов 
приобретает дипольный момент p = e l= e (l1-\-l2). Число таких пар 
в единице объема равно п. Следовательно, произведение e(/i~f / 2) п =  
—eln= pn  дает модуль поляризованности Р. Таким образом, заряд, 
проходящий при включении поля через площадку AS в направлении

3*



нормали к ней, равен
Aq '= P  AS cos а .

Поскольку диэлектрик изотропный, направления векторов Е 
и Р совпадают (см. рис. 18.3). Следовательно, а  есть угол между 
векторами Р и п, в связи с чем можно написать

A<?'=Pn AS.

Перейдя от дельт к дифференциалам, получим
d q '= P n d S = P  dS.

Мы нашли связанный заряд dq', который проходит при включении 
поля через элементарную площадку dS  в направлении нормали к 
ней; Р есть поляризованность, возникающая под действием поля 
в том месте, где расположена площадка dS.

Представим себе внутри диэлектрика замкнутую поверхность S. 
При включении поля эту поверхность пересечет и выйдет наружу 
связанный заряд q ', равный

dq' =  §  PdS
s s

(мы условились в случае замкнутых поверхностей брать внешнюю 
нормаль к площадкам dS). В результате в объеме, ограниченном 
поверхностью S, возникнет избыточный связанный заряд

Ч и з б =  9 в ы ш ~  f f t  Р d S  =  Фр (18.3)
s

(Фр — поток вектора Р через поверхность S).
Введя объемную плотность связанных зарядов р ', можно напи

сать

<7изб =  J р' dV
V

(интеграл берется по объему, ограниченному поверхностью S). 
Таким образом, мы приходим к формуле

J p 'dV  =  — (ftpdS .
V S

Преобразуем поверхностный интеграл по теореме Остроградского — 
Гаусса (см. (11.41)). В результате получится соотношение

J p 'dV  =  —  J VPdV.
V V

Это соотношение должно выполняться для любого произвольно 
выбранного объема V, что возможно лишь в том случае, если в

6 8  ГЛ. И. ЭЛЕКТРИЧЕСКОЕ ПОЛЕ В ДИ Э Л ЕК ТР И К А Х
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' В точке 1 VP<0
р'>0

каждой точке диэлектрика выполняется равенство
р' =  — VP. (18.4)

Следовательно, плотность связанных зарядов равна дивергенции 
поляризованности Р, взятой с обратным знаком.

Мы получили (18.4), рассматривая диэлектрик с неполярными 
молекулами. Однако эта формула справедлива и для диэлектриков 
с полярными молекулами.

Формуле (18.4) можно дать наглядную интерпретацию. Точки с 
положительной VP служат источниками поля вектора Р, из этих 
точек линии Р расходятся (рис. р
18.4). Точки с отрицательной ------... ± ^
VP служат стоками поля векто-
pa Р, к этим точкам линии Р 0 0 0 0 0 © ^ ® ,
сходятся. При поляризации ди- /Я/тС* 
электрика положительные свя
занные заряды смещаются в на- В точке 1 
правлении вектора Р, т. е. в на
правлении линий Р; отрицатель- р ис. 18.4. 
ные же связанные заряды сме
щаются в противоположном направлении (на рисунке обведены 
овалами связанные заряды, принадлежащие отдельным молекулам). 
В результате в местах с положительной VP образуется избыток 
отрицательных связанных зарядов, а в местах с отрицательной 
УР — избыток положительных связанных зарядов.

Связанные заряды отличаются от сторонних лишь тем, что не 
могут покинуть пределы молекул, в состав которых они входят. 
В остальном же их свойства таковы, как и у всех прочих зарядов. 
В частности, они служат источниками электрического поля. Поэтому 
в случае, когда плотность связанных зарядов р' отлична от нуля, 
формулу (13.5) нужно писать в виде

VE =  4 - ( p  +  p '). (18.5)80

Здесь р — плотность сторонних зарядов.
Подставим в (18.4) выражение (16.2) для Р и воспользуемся фор

мулой (11.36). В результате получим

р' =  — \  (хе0Е) =  — b0V (иЕ) =  — е0 (Е Vx +  xVE).

Заменив VE в соответствии с (18.5), придем к уравнению

р' =  — в0Е — хр — х р '.

Отсюда

р' =  — f ^ ( e 0E VK +  ир). (18.6)
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Из формулы (18.6) вытекает, что объемная плотность связанных 
зарядов может быть отличной от нуля в двух случаях: 1) если ди
электрик неоднороден (ух=^0), 2) если в данном месте диэлектрика 
плотность сторонних зарядов отлична от нуля (р^О).

В случае, когда внутри диэлектрика сторонних,зарядов нет, 
объемная плотность связанных зарядов равна

p' =  -T T -K Ev>£- (18J)

§ 19. Вектор электрического смещения

В предыдущем параграфе мы отмечали, что источниками поля 
служат не только сторонние, но и связанные заряды. В соответствии 
с этим

V E = ~ ( p  +  p') (19.1)Ь0
(см. (18.5)). Формула (19.1) малопригодна для нахождения вектора 
Е, так как она выражает свойства неизвестной величины Е через 
связанные заряды, которые в свою очередь определяются неизвест
ной Е (см. (18.2) и (18.6)).

Вычисление полей во многих случаях упрощается, если ввести 
вспомогательную величину, источниками которой являются только 
сторонние заряды р. Чтобы установить вид этой величины, подста
вим в (19.1) выражение (18.4) для р':

VE =  (р — VP).

Отсюда следует, что
V(e0E 4 - P ) = P  (19.2)

(мы внесли е0 под знак V)- Выражение, стоящее в (19.2) в скобках, 
представляет собой искомую величину. Ее обозначают буквой D и 
называют электрическим смещением (или электрической ин'дукцией).

Итак, э л е к т р и ч е с к и м  с м е щ е н и е  м- ( э л е к т р и 
ч е с к о й  и н д у к ц и е й )  называется величина, определяемая 
соотношением

D = e0E + P . (19.3)
Подставив выражение (16.2) для Р, получим

D = el)E + e axE=Ba( l- f  х)Е. (19.4)
Безразмерную величину

е = 1 + *  (19.5)
*

называют о т н о с и т е л ь н о й  д и э л е к т р и ч е с к о й  
п р о н и ц а е м о с т ь ю  или просто д и э л е к т р и ч е с к о й
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п р о н и ц а е м о с т ь ю  среды J). Таким образом, соотношение
(19.4) можно записать в виде

D=E0eE. (19.6)

Согласно (19.6) вектор D пропорционален вектору Е. Напомним, 
что мы рассматриваем изотропные диэлектрики. В анизотропных 
диэлектриках векторы Е и D, вообще говоря, неколлинеарны.

В соответствии с формулами (5.3) и (19.6) электрическое смеще
ние поля точечного заряда в вакууме равно

D = i - £ e , .  < 1 9 - 7 >

Единицей электрического смещения служит кулон на квадрат
ный метр (Кл/м2).

Согласно (19.2)
VD =  p. (19.8)

Проинтегрируем это соотношение по произвольному объему V:

J pdV.
V V

Преобразуем левую часть по теореме Остроградского—Гаусса 
(см. (11.41)):

<f B d S = ^ p d V . (19.9)
s v

Слева стоит Ф 0 — поток вектора D через замкнутую поверхность S, 
справа — сумма сторонних зарядов 2 <уг, заключенных внутри этой 
поверхности. Поэтому равенство (19.9) можно представить в виде

0 9 - 10)
Формулы (19.9) и (19.10) выражают теорему Гаусса для вектора 

D: поток электрического смещения через замкнутую поверхность ра
вен алгебраической сумме заключенных внутри этой поверхности 
сторонних зарядов.

В вакууме Р = 0 , так что определяемая выражением (19.3) вели
чина D превращается в е0Е и формулы (19.9) и (19.10) переходят 
в формулы (13.4) и (13.2).

Единицей потока вектора электрического смещения является 
кулон. Согласно (19.10) заряд в 1 Кл создает через охватывающую 
его поверхность поток смещения в 1 Кл.

J) В электротехнике вводят так  назы ваемую  абсолютную диэлектрическую  
проницаемость еа= Е 0е. Однако эта величина физического смысла не имеет, и мы 
ею пользоваться не будем.
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Поле вектора D можно изобразить с помощью линий электриче
ского смещения (мы будем для краткости называть их линиями 
смещения), направление и густота которых определяются точно так 
же, как и для линий вектора Е (см. § 5). Линии вектора Е могут 
начинаться и заканчиваться как на сторонних, так и на связанных 
зарядах. Источниками поля вектора D служат только сторонние 
заряды. Поэтому линии смещения могут начинаться или заканчи
ваться лишь на сторонних зарядах. Через точки, в которых поме
щаются связанные заряды, линии смещения проходят, не преры
ваясь.

Электрическую  индукцию  *) в гауссовой системе определяю т соотношением

D =  Е - |-4 л Р . (19.11)

Подстановка в него значения (16.3) для Р  дает

D =  (1 +  4лх) Е . (19.12)
Величину

e = l  +  4m t (19.13)

называют д и э л е к т р и ч е с к о й  п р о н и ц а е м о с т ь ю .  Введя эту ве
личину в формулу (19.12), получим

D =  eE . (19.14)

В гауссовой системе электрическая индукция в вакуум е совпадает с напря
женностью поля Е. Следовательно, электрическая индукция поля точечного за 
ряда в вакуум е определяется формулой (5.4).

Согласно формуле (19.7) электрическое смещение, создаваемое зарядом  в 
1 Кл на расстоянии 1 м, составляет

й  =  Г - 4 = т Л а = - Т -  К л / М 2 .4л г 2 4л-12 4зт

В гауссовой системе электрическая индукция в этом случае равна

D=_S '==T ^ " =3-105 сгсэ-ед-

Таким образом, 1 К л/м 2 соответствует 4л  -3 -105 СГСЭ-ед. электрической индукции.
В гауссовой системе вы раж ения теоремы Гаусса имеют вид

(j) D d S  =  4 n ^ p d V ,  (19.15)
s  v

Ф0  =  4л 2 < 7 /-  (19.16)

Согласно (19.16) зар яд  в 1 Кл создает поток вектора электрической индукции , 
равный 4я< 7= 4л-3- 10е СГСЭ-единиц. Таким образом, между единицами потока 
вектора D сущ ествует соотношение

1 К л  =  4 я -3 -1 0 е СГСЭ-ед. потока.

!) Термин «электрическое смещение» применительно к величине (19.12) на 
употребляется.
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+ ff -в-' -0

§ 20. Примеры на вычисление поля в диэлектриках

Чтобы выяснить смысл величин D и е, рассмотрим несколько 
примеров полей в диэлектриках.

Поле внутри плоской пластины. Рассмотрим две бесконечные 
параллельные разноименно заряженные плоскости. Пусть создавае
мое ими в вакууме поле характеризуется напряженностью Е0 
и смещением D0= 60E0. Внесем в это поле 
пластину из однородного изотропного ди
электрика и расположим ее так, как по
казано на рис. 20.1. Под действием поля 
диэлектрик поляризуется, и на его поверх
ностях появятся связанные заряды плотно
сти а'. Эти заряды создадут внутри пласти
ны однородное поле, напряженность кото
рого согласно формуле (14.4) равна £ '  =
=сг7е0. Вне диэлектрика в данном случае 
£ '= 0 .  Напряженность поля Е 0 равна в /г0.
Оба поля направлены навстречу друг другу, 
следовательно, внутри диэлектрика

E e £ , _ £ ^  f?e_ £ l  =  J - ( a - o ' ) .
fc0 Ьо

(2 0 . 1)

<о
Sl.

>эг
в_

%

&

Рис. 20.1.

Вне диэлектрика Е = Е 0.
Поляризация диэлектрика обусловлена полем (20.1). Это поле 

перпендикулярно к поверхностям пластины. Поэтому Еп= Е  и 
в соответствии с (18.2) в'~у.е„Е. Подставив это значение в формулу
(20. 1), получим

Е = Е 0—кЕ,
откуда

1 +  У. (20 .2)

Итак, в рассматриваемом случае диэлектрическая проницаемость е 
показывает, во сколько раз ослабляется поле в диэлектрике.

Умножив (20.2) на е0е, получим электрическое смещение внутри 
пластины

D = 80e £ = 80£'0= O 0. (20.3)

Таким образом, электрическое смещение внутри пластины совпада
ет с электрическим смещением внешнего поля D a. Заменив в (20.3) 
Е9 через о7е„, получим, что

D ~ a .  (20.4)
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плотности зарядов

(20.5)

Рис. 20.1 выполнен в предположении, что е= 3 . В соответствии 
с этим густота линий Е в диэлектрике в три раза меньше, чем вне 
пластины. Линии проведены на одинаковых расстояниях друг 
от друга, поскольку поле однородно. В данном случае а ' можно най
ти, не прибегая к формуле (20.5). Действительно, раз напряжен
ность поля внутри пластины в три раза меньше, чем вне ее, то из 
трех линий напряженности, начинающихся (или заканчивающихся) 
на сторонних зарядах, две должны заканчиваться (соответственно 
начинаться) на связанных зарядах. Отсюда вытекает, что плотность 
связанных зарядов должна быть равна 2/3 плотности сторонних 
зарядов.

В гауссовой системе напряж енность £ ' ,  создаваемая связанными зарядами 
а ',  равна 4ла'.  Поэтому соотношение (20 .]) имеет вид

Е  =  Е 0— Е'  =  Е 0— 4 я о '.

Поверхностная плотность о ' связана с напряж енностью  Е  соотношением о '=  
=у.Еп. Следовательно, мож но написать, что

Е  =  Ео— 4 я х £ .
Отсюда

Е _  Е ° -=Е°
1 -)- 4лч  s

Таким образом, диэлектрическая проницаемость е, так ж е как  и  8 в СИ, по
казывает, во сколько раз ослабляется поле внутри дйэлектрика. Следовательно, 
значения е в СИ н в гауссовой системе совпадают. Отсюда, приняв во внимание 
(19.5) и (19.13), заклю чаем, что диэлектрическая восприимчивость в гауссовой 
системе (* г с ) и в СИ (>̂ с и ) отличаются друг от друга множителем 4я:

х с и  =  4 м гс,- (20.6)

Поле внутри шарового слоя. Окружим заряженную сферу ра
диуса R концентрическим шаровым слоем из однородного изотроп
ного диэлектрика (рис. 20.2). На внутренней поверхности слоя 
появится связанный заряд q[, распределенный с плотностью a\(q[ = 
=4ji^jcTi), на наружной — заряд q'2, распределенный с плотностью 

(<72= 4л ^ 2° 2)- Знак заряда ql совпадает со знаком заряда q сферы, 
знак а[ ему противоположен. Заряды q[ и q'2 создают на расстоянии г, 
превышающем соответственно Ri и R u поле, совпадающее с полем 
точечного заряда такой же величины (см. формулу (14.7)). Внутри 
поверхностей, по которым они распределены, заряды q{ и q'2 поля 
не создают. Следовательно, напряженность поля Е ' внутри

Чтобы найти а ',  выразим в (20.2) Е п Ео через 

Отсюда
Е— 1------а.
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диэлектрика равна 

£ '  = 1 <71
4леи г-  4 я е в г 1 е0 л2

и противоположна по направлению напряженности поля £ Резуль
тирующее поле в диэлектрике

I q£(/•) =  £ „ - £ ' r Wl
4ле0 г 2 е0 г 2

(20.7)

убывает по закону 1 !гг. Поэтому можно утверждать, что 

Ц т ^ - = А - , т .е . £  (Ях) =  Е (г)  4 -.Е  (г) v м /

где £  (/?!) — напряженность поля в диэлектрике в непосредственной

близости к внутренней поверхности слоя. Именно эта напряжен
ность определяет величину а[:

а[ =  хе„£ [RJ  =  ке0£  (г) ~  (20.8)
/и

(в каждой точке поверхности |£ п[= £ ).
Подставив выражение (20.8) в формулу (20.7), получим

£ ( r )  =  - J — 4 - ------ --- R lw "-E- {Р  Г-2■ -  £ 0 ( г )  —  у.Г: ( г ) .
v '  4 л е 0 г 2 е„ 0 ^ ’

Отсюда находим, что внутри диэлектрика £ = £ 0/е н, следователь но, 
D=e<,£e (ср. с формулами (20.2) и (20.3)).
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Поле внутри диэлектрика изменяется по закону 1 /г2. Поэтому 
имеет место соотношение а[ : a'y—Rl : Rb  Отсюда вытекает, что 
q[=q'i- Следовательно, поля, создаваемые этими зарядами, на рас
стояниях, превышающих R 2, взаимно уничтожают друг друга, так 
что вне шарового слоя Е '= 0 и Е = Е а.

Положив R х равным R, a R 2=oo, придем к случаю заряженной 
сферы, погруженной в безграничный однородный и изотропный 
диэлектрик. Напряженность поля вне такой сферы равна

Такова же будет напряженность поля, создаваемого в безграничном 
диэлектрике точечным зарядом.

Оба рассмотренных примера характерны тем, что диэлектрик был 
однородным и изотропным, а ограничивающие его поверхности сов
падали с эквипотенциальными поверхностями поля сторонних за
рядов. Полученный нами в этих случаях результат является общим. 
Если однородный и изотропный диэлектрик полностью заполняет 
объем, ограниченный эквипотенциальными поверхностями поля сто
ронних зарядов, то вектор электрического смещения совпадает с век
тором напряженности поля сторонних зарядов, умноженным на е0, 
и, следовательно, напряженность поля внутри диэлектрика в е раз 
меньше, чем напряженность поля сторонних зарядов.
+«■ - я' +(Т' -а  р'

Если упомянутые условия не соблюдаются, векторы D и е0Е 
не совпадают. На рис. 20.3 показано поле в пластине диэлектрика, 
перекошенной относительно плоскостей, несущих сторонние заря
ды. Вектор Е' перпендикулярен к граням пластины, поэтому Е и 
Е0 неколлинеариы. Вектор D направлен так же, как Е, следова
тельно, D и е„Е0 не совпадают по направлению. Можно показать, 
что они не совпадают и по величине.

В рассмотренных выше примерах из-за специально выбранной 
формы диэлектрика поле Е' было отлично от нуля только внутри 
диэлектрика. В общем случае Е' может быть отлично от нуля и за 
пределами диэлектрика. Поместим в первоначально однородное поле 
стержень из диэлектрика (рис. 20.4). Вследствие поляризации на

Рис. 20.3. Рис. 20.4.
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концах стержня образуются связанные заряды противоположных 
знаков. Их поле вне стержня эквивалентно полю диполя (линии Е* 
показаны на рисунке пунктиром). Легко сообразить, что результи
рующее поле Е вблизи концов стержня больше поля Е0.

§21. Условия на границе двух диэлектриков

Вблизи поверхности раздела двух диэлектриков векторы Е и D 
должны удовлетворять определенным граничным условиям, которые 
вытекают из соотношений

[V Е] — 0, VD =  p (21.1)
(см. (12.3) и (19.8)).

Рассмотрим границу между двумя диэлектриками с проницае
мостями si и е2 (рис. 21.1). Выберем на этой поверхности произ
вольно направленную ось х. Возьмем небольшой прямоугольный 
контур длины а и ширины Ь, который частично проходит в первом 
диэлектрике, частично — во втором. Ось х  проходит через середины 
сторон Ь.

Рис. 21.1.

Пусть в диэлектриках создано поле, напряженность которого 
в первом диэлектрике равна Ец а во втором Е 3. Вследствие того, 
что [VЕ]= 0 , циркуляция вектора Е по выбранному нами контуру 
должна быть равна нулю (см. формулу (12.1)). При малых размерах 
контура и указанном на рис. 21.1 направлении обхода циркуляция 
вектора Е может быть представлена в виде

(f) E l dl==Eu a - E 2xa +  <Eb>2b, (21.2)
где <£ь> — среднее значение Е х на перпендикулярных к границе 
участках контура. Приравняв это выражение нулю, придем к соот
ношению

(E 2x— E ix) a ~ < E b>2b.
В пределе, при стремящейся к нулю ширине контура Ь, получается 
равенство

E ix= E 2x. (21.3)
Значения проекций векторов Е* и Е 2 на ось х  берутся в непосред
ственной близости к границе диэлектриков.

Рис. 21.2.



78 ГЛ. 11. ЭЛЕКТРИЧЕСКОЕ ПОЛЕ В Д И Э Л ЕК Т Р И К А Х

Соотношение (21.3) выполняется при произвольном выборе оси х, 
нужно лишь, чтобы эта ось лежала в плоскости раздела диэлектри
ков. Из (21.3) следует, что при таком выборе оси х, при котором 
Е^х=0, проекция Е гх также будет равна нулю. Это означает, что 
векторы Е[ и Ej в дву* близких точках, взятых по разные стороны 
границы, лежат в одной плоскости с нормалью к поверхности раз
дела. Представим каждый из векторов Ех и Е2 в виде суммы нормаль
ной и тангенциальной составляющих:

Ef =  Е1п +  Е1х; Е2= Е 2л +  Е2Т.
В соответствии с (21.3)

Е 1Х =  ЕМ. (21.4)

Здесь E ix — проекция вектора Е; на орт т, направленный вдоль 
линии пересечения плоскости раздела диэлектриков с плоскостью, 
в которой лежат векторы Е* и Е2.

Заменив согласно (19.6) проекции вектора Е проекциями векто
ра D, деленными на е0е, получим соотношение

/Уг _Дгт
£оЕ1 еое2 *

из которого следует, что

Щ - Ь  . <2L5>

Теперь возьмем на границе диэлектриков воображаемую цилин
дрическую поверхность высоты h (рис. 21.2). Основание Si распо
ложено в первом диэлектрике, основание S 2 — во втором. Оба 
основания одинаковы по величине (S != S 2= S ) и настолько малы, 
что в пределах каждого из них поле можно считать однородным. 
Применим к этой поверхности теорему Гаусса (см. (19.10)). Если 
сторонних зарядов на границе между диэлектриками нет, правая 
часть в (19.10) равна нулю. Следовательно, Фо = 0.

Поток через основание Si равен DlnS, где D ln — проекция век
тора D в первом диэлектрике на нормаль г^. Аналогично поток 
через основание S 2 равен D 2nS, где D ln — проекция вектора D во 
втором диэлектрике на нормаль п2. Поток через боковую поверх
ность можно представить в виде <D„>S6oK, где <Dn> — значение Dn, 
усредненное по всей боковой поверхности, S6oK — величина этой 
поверхности. Таким образом, можно написать

Ф/э — E>lnS  +  D2aS  4- <£>„> S<j0K =  0. (21.6)

Если устремить высоту цилиндра h к нулю, S 6oK также будет стре
миться к нулю. Поэтому в пределе получится соотношение

D ln ----- D 2п9
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Здесь D in — проекция на л ( вектора D в t-м диэлектрике в непосред
ственной близости к его границе с другим диэлектриком. Знаки 
проекций оказались разными вследствие того, что нормали n t и п2 
к основаниям цилиндра имеют противоположные направления. Если 
проектировать Dx и D2 на одну и ту же нормаль, получится условие

D ln= D 2n. (21.7)

Заменив согласно (19.6) проекции D соответствующими проек
циями вектора Е, умноженными на е0е, получим соотношение

eoei£in — 6qS2£  2 n ,

из которого следует, что

Г 2 =  Т ‘ - (21 -8)С2 П Ь1
Полученные нами результаты означают, что при переходе через 

границу раздела двух диэлектриков нормальная составляющая век
тора D и тангенциальная составляющая вектора Е изменяются 
непрерывно. Тангенциальная же составляющая вектора D и нор
мальная составляющая вектора Е при переходе через границу раз
дела претерпевают разрыв.

Соотношения (21.4), (21.5), (21.7) и (21.8) определяют условия, 
которым должны удовлетворять векторы Е и D на границе двух 
диэлектриков (в том случае, если на этой границе нет сторонних 
зарядов). Мы получили эти соотношения для электростатического 
поля. Однако они справедливы и для полей, изменяющихся со вре
менем (см. § 112).

Найденные нами условия справедливы и для границы диэлек
трика с вакуумом. В этом случае одну из диэлектрических прони
цаемостей нужно положить равной единице.

Заметим, что условие (21.7) можно получить, исходя из того 
факта, что линии смещения проходят через границу раздела двух 
диэлектриков, не прерываясь (рис. 21.3). В соответствии с правилом 
проведения линий число линий, приходящих к площадке AS из 
первого диэлектрика, равно D1&S1= D l AS cos at. Аналогично число 
линий, выходящих из площадки AS во второй диэлектрик, равно 
D 2ASa= D 2AS cos а 2. Если линии не терпят на границе разрыва, 
оба эти числа должны быть одинаковыми:

DjAS cos g£x= D 2AS cos a 2.

Сократив на AS и приняв во внимание, что произведение D cos а 
дает величину нормальной составляющей вектора D, придем к ус
ловию (21.7).

На границе диэлектриков линии смещения терпят излом (пре
ломляются), вследствие чего угол а  между нормалью к поверхности
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раздела и линией D изменяется. Из рис. 21.4 следует, что
.  . Bit D2X

откуда с учетом формул (21.5) и (21.7) получается закон преломле-

Рис. 21.4.

ния линии электрического смещения:

tg « i__ ej
tg CC2 £3 (21.9)

При переходе в диэлектрик с меньшей е угол, образуемый линиями 
смещения с нормалью, уменьшается, следовательно, линии распо
лагаются реже; при переходе в диэлектрик с большей е линии сме
щения, напротив, сгущаются.

§ 22. Силы, действующие на заряд в диэлектрике

Если в электрическое поле в вакууме внести заряженное тело 
столь малых размеров, что внешнее поле в пределах тела можно 
считать однородным, то на тело будет действовать сила

F=<7E. (22 .1)
Чтобы заряженное тело поместить в поле, созданное в диэлектрике, 
в последнем нужно сделать полость. В жидком или газообразном 
диэлектрике такую полость образует само тело, вытесняя диэлект
рик из занимаемого им объема. Поле внутри полости Епол будет 
отлично от поля Е в сплошном диэлектрике. Таким образом, силу, 
действующую на помещенное в полость заряженное тело, нельзя 
вычислять как произведение заряда q на напряженность поля Е, 
существовавшую в диэлектрике до внесения в него тела.
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Вычисляя силу, действующую на заряженное тело в жидком 
или газообразном диэлектрике, нужно учитывать еще одно обстоя
тельство. На границе с телом в диэлектрике возникают механиче
ские натяжения, что приводит к появлению дополнительной меха
нической силы FnaT, действующей на тело.

Таким образом, сила, действующая на заряженное тело в ди
электрике, вообще говоря, не может быть определена по формуле
(22.1), и задача ее вычисления обычно бывает весьма сложной. Для 
жидкого и газообразного диэлектрика вычисления дают любопыт
ный результат. Оказывается, что результирующая электрической 
силы q Епол и механической силы FHaT равна в точности qЕ, где Е — 
напряженность поля в сплошном диэлектрике:

F — ^Епол-4- Fнат =  qE. (22.2)
Напряженность поля, создаваемого в однородном безграничном 

диэлектрике точечным зарядом, определяется формулой (20.9). Сле
довательно, для силы взаимодействия двух точечных зарядов, по
груженных в однородный безграничный диэлектрик, получается 
выражение

f =  '  М ,  (22 .3)
4 я е 0 егг '  ’

Эта формула выражает закон Кулона для зарядов, находящихся 
в диэлектрике. Она справедлива только для жидких и газообразных 
диэлектриков.

В некоторых книгах формулу (22.3) выдают за «самое общее 
выражение закона Кулона». В связи с этим приведем следующие 
слова Р. Фейнмана: «Во многих старых книгах по электричеству 
изложение начинается с «основного» закона, по которому сила, 
действующая между зарядами, есть . . . (приводится формула 
(22.3))..., а эта точка зрения абсолютно неприемлема. Во-первых, 
это не всегда верно; это справедливо только в мире, заполненном 
жидкостью; во-вторых, так получается лишь для постоянного зна
чения е, что для большинства реальных материалов выполняется 
приближенно» («Фейнмановские лекции по физике», вып. 5, «Мир», 
1966, стр. 208).

Вопросов, касающихся сил, действующих на заряд внутри по
лости, сделанной в твердом диэлектрике, мы касаться не будем.

§ 23. Сегнетоэлектрики

Существует группа веществ, которые могут обладать спонтанной 
(самопроизвольной) поляризованностью в отсутствие внешнего 
поля. Это явление было первоначально открыто для сегнетовой соли, 
в связи с чем все подобные вещества получили название с е г н е- 
т о э л е к т р и к о в .  Первое детальное исследование электриче-
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Рис. 23.1.

сккх свойств сегнетовой соли было осуществлено советскими физи
ками И. В. Курчатовым и П. П. Кобеко.

Сегнетоэлектрики отличаются от остальных диэлектриков рядом 
характерных особенностей:

1. В то время как у обычных диэлектриков е составляет несколь
ко единиц, достигая в виде исключения нескольких десятков (у во
ды, например, е =81), диэлектрическая проницаемость сегнетоэлект- 
риков бывает порядка нескольких тысяч.

2. Зависимость Р от £  не является линейной (см. ветвь / кривой, 
изображенной на рис. 23.1). Следовательно, диэлектрическая про

ницаемость оказывается зависящей от напря
женности поля.

3. При изменениях поля значения поляризо
ванности Р (а следовательно, и смещения О) 
отстают от напряженности поля Е, в резуль
тате чего P h D определяются не только величи
ной Е в данный момент, но и предшествующими 
значениями Е, т. е. зависят от предыстории ди
электрика. Это явление называется г и с т е 
р е з и с о м  (от греческого «гистерезис» — 
запаздывание). При циклических изменениях 
поля зависимость Р  от Е  следует изображенной 

на рис. 23.1 кривой, называемой п е т л е й  г и с т е р е з и с а .  
При первоначальном включении поля поляризованность растет 
с Е в соответствии с ветвью I кривой. Уменьшение Р проис
ходит по ветви 2. При обращении £  в нуль вещество сохраняет 
значение поляризованности Рт, называемое о с т а т о ч н о й  по-  
л я р и з о в а н н о с т ь ю .  Только под действием противоположно 
направленного поля напряженности Ее поляризованность стано
вится равной нулю. Это значение напряженности называется 
к о э р ц и т и в н о й  с и л о й .  При дальнейшем изменении £  
получается ветвь 3 петли гистерезиса, и т. д.

Поведение поляризованности сегнетоэлектриков аналогично по
ведению намагниченности ферромагнетиков (см. § 59). По этой при
чине сегнетоэлектрики называют иногда ф е р р о э л е к т р и 
к а м и .

Сегнетоэлектриками могут быть только кристаллические веще
ства, причем такие, у которых отсутствует центр симметрии. Так, 
например, кристаллы сегнетовой соли принадлежат к ромбической 
системе (см. § 111 1-го тома). Взаимодействие частиц в кристалле 
сегнетоэлектрика приводит к тому, что их дипольные моменты 
спонтанно устанавливаются параллельно друг другу. В исключи
тельных случаях одинаковая ориентация дипольных моментов рас
пространяется на весь кристалл. Обычно же в кристалле возникают 
области, в пределах каждой из которых дипольные моменты парал
лельны друг другу, однако направления поляризации разных об
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ластей бывают различны, так что результирующий момент всего 
кристалла может быть равен нулю. Области спонтанной (самопроиз
вольной) поляризации называются также д о м е н а м и .  Под дей
ствием внешнего поля моменты доменов поворачиваются как целое, 
устанавливаясь по направлению поля.

Для каждого сегнетоэлектрика имеется температура, при кото
рой вещество утрачивает необычные свойства и становится нормаль
ным диэлектриком. Эта температура называется т о ч к о й  К ю р и .  
Сегнетова соль имеет две точки Кюри: — 15°С и +22,5°С, причем 
она ведет себя как сегнетоэлектрик лишь в температурном интер
вале, ограниченном указанными значениями. При температуре ниже 
— 15°С и выше -Ь22,5°С электрические свойства сегнетовой соли 
обычны.
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§ 24. Равновесие зарядов на проводнике

Носители заряда в проводнике способны перемещаться под 
действием сколь угодно малой силы. Поэтому для равновесия заря
дов на проводнике необходимо выполнение следующих условий:

1. Напряженность поля всюду внутри проводника должна 
быть равна нулю,

Е = 0 . (24.1)

В соответствии с (8.2) это означает, что потенциал внутри провод
ника должен быть постоянным (cp=const).

2. Напряженность поля на поверхности проводника должна 
быть в каждой точке направлена по нормали к поверхности:

Е =  ЕЛ. (24.2)

Следовательно, в случае равновесия зарядов поверхность провод
ника будет эквипотенциальной.

Если проводящему телу сообщить некоторый заряд q, то он 
распределится так, чтобы соблюдались условия равновесия. Пред
ставим себе произвольную замкнутую поверхность, полностью 
заключенную в пределах тела. При равновесии зарядов поле в 
каждой точке внутри проводника отсутствует; поэтому поток век
тора электрического смещения через поверхность равен нулю. 
Согласно теореме Гаусса сумма зарядов внутри поверхности также 
будет равна нулю. Это справедливо для поверхности любых раз
меров, проведенной внутри проводника произвольным образом. 
Следовательно, при равновесии ни в каком месте внутри провод
ника не может быть избыточных зарядов — все они распределятся 
по поверхности проводника с некоторой плотностью ст.

Поскольку в состоянии равновесия внутри проводника избы
точных зарядов нет, удаление вещества из некоторого объема, 
взятого внутри проводника, никак не отразится на равновесном 
расположении зарядов. Таким образом, избыточный заряд распре
деляется на полом проводнике так же, как и на сплошном, т. е.

ПРОВОДНИКИ В ЭЛЕКТРИЧЕСКОМ ПОЛЕ
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по его наружной поверхности. На поверхности полости в состоянии 
равновесия избыточные заряды располагаться не могут. Этот 
вывод вытекает также из того, что одноименные элементарные 
заряды, образующие данный заряд q, взаимно отталкиваются и, 
следовательно, стремятся расположиться на наибольшем расстоянии 
друг от друга.

Представим себе небольшую цилиндрическую поверхность, об- 
разованную нормалями к поверхности проводника и основаниями 
величины dS, одно из которых расположено внутри, а другое вне 
проводника (рис. 24.1). Поток вектора электрического смещения 
через внутреннюю часть поверхности равен 
нулю, так как внутри проводника Е, а зна
чит и D, равно нулю. Вне проводника в непо
средственной близости к нему напряженность 
поля Е направлена по нормали к поверх
ности. Поэтому для выступающей наружу 
боковой поверхности цилиндра Dn=  0, а для 
внешнего основания Dn—D (внешнее основа
ние предполагается расположенным очень Рис. 24.1. 
близко к поверхности проводника). Следова
тельно, поток смещения через рассматриваемую поверхность ра
вен D dS, где D — величина смещения в непосредственной бли
зости к поверхности проводника. Внутри цилиндра содержится 
сторонний заряд adS (а — плотность заряда в данном месте по
верхности проводника). Применив теорему Гаусса, получим: 
D d S = a  dS, т. е. D = a . Отсюда следует, что напряженность поля 
вблизи поверхности проводника равна

где е — диэлектрическая проницаемость среды, окружающей про
водник (ср. с формулой (14.6), полученной для случая е=1).

Рассмотрим поле, создаваемое изображенным на рис. 24.2 за
ряженным проводником. На больших расстояниях от проводника 
эквипотенциальные поверхности имеют характерную для точечного 
заряда форму сферы (на рисунке из-за недостатка места сферическая 
поверхность изображена на небольшом расстоянии от проводника; 
пунктиром показаны линии напряженности поля). По мере прибли
жения к проводнику эквипотенциальные поверхности становятся 
все более сходными с поверхностью проводника, которая является 
эквипотенциальной. Вблизи выступов эквипотенциальные поверх
ности располагаются гуще, значит, и напряженность поля здесь 
больше. Отсюда следует, что плотность зарядов на выступах осо
бенно велика (см.24.3)). К такому же выводу можно прийти, учтя, 
что из:за взаимного отталкивания заряды стремятся расположиться 
как можно дальше друг от друга.
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Вблизи углублений в проводнике эквипотенциальные поверх
ности расположены реже (см. рис. 24.3). Соответственно напряжен
ность поля и плотность зарядов в этих местах будет меньше. Вообще, 
плотность зарядов при данном потенциале проводника определяется 
кривизной поверхности — она растет с увеличением положительной 
кривизны (выпуклости) и убывает с увеличением отрицательной

газа, окружающего проводник. Ионы иного знака, чем q, притягива
ются к проводнику и нейтрализуют его заряд. Ионы того же знака, 
что и <7, начинают двигаться от проводника, увлекая с собой ней
тральные молекулы газа. В результате возникает ощутимое движе
ние газа, называемое электрическим ветром. Заряд проводника 
уменьшается, он как бы стекает с острия и уносится ветром. 
Поэтому такое явление называют истечением заряда с острия.

§ 25. Проводник во внешнем электрическом поле

При внесении незаряженного проводника в электрическое поле 
носители заряда приходят в движение: положительные в направле
нии вектора Е, отрицательные — в противоположную сторону. 
В результате у концов проводника возникают заряды противопо
ложного знака,! называемые и н д у ц и р о в а н н ы м и  з а 
р я д а м и  (рис. 25.1; пунктиром показаны линии напряженности 
внешнего поля). Поле этих зарядов направлено противоположно 
внешнему полю. Следовательно, накапливание зарядов у концов 
проводника приводит к ослаблению в нем поля. Перераспределение 
носителей заряда происходит до тех пор, пока не будут выполнены 
условия (24-1) и (24.2), т. е. пока напряженность поля внутри

кривизны (вогнутости). Осо
бенно велика бывает плот
ность зарядов на остриях. 
Поэтому напряженность поля 
вблизи остриев может быть 
настолько большой, что воз
никает ионизация молекул

Рис. 24.2. Ри с. 24.3.
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проводника не станет равной нулю, а линии напряженности вне 
проводника — перпендикулярными к его поверхности (см. рис. 25.1). 
Таким образом, нейтральный проводник, внесенный в электриче
ское поле, разрывает часть линий напряженности — они заканчи
ваются на отрицательных ин
дуцированных зарядах и 
вновь начинаются на поло
жительных.

Индуцированные заряды 
распределяются по внешней 
поверхности проводника. Ес
ли внутри проводника име
ется полость, то при равно-

цированных зарядов поле 
внутри нее равно нулю. На 
этом основывается электро
статическая защита. Когда 
какой-то прибор хотят за
щитить от воздействия внеш
них полей, его окружают проводящим экраном. Внешнее по
ле компенсируется внутри экрана возникающими на его поверх
ности индуцированными зарядами. Подобный экран действует 
хорошо и в том случае, если его сделать не сплошным, а в виде 
густой сетки.

§ 26. Электроемкость

Сообщенный проводнику заряд q распределяется по его поверх
ности так, чтобы напряженность поля внутри проводника была равна 
нулю. Такое распределение является единственным. Поэтому, если 
проводнику, уже несущему заряд q, сообщить еще заряд такой же 
величины, то второй заряд должен распределиться по проводнику 
точно таким же образом, как и первый, в противном случае он 
создаст в проводнике поле, отличное от нуля. Следует оговорить, 
что это справедливо лишь для удаленного от других тел (уединен
ного) проводника. Если вблизи данного проводника находятся 
другие тела, сообщение проводнику новой порции заряда вызовет 
изменение поляризации этих тел либо изменение индуцированных 
зарядов на этих телах. В результате подобие в распределении раз
личных порций заряда будет нарушено.

Итак, различные по величине заряды распределяются на уеди
ненном проводнике подобным образом (отношение плотностей 
заряда в двух произвольных точках поверхности проводника при 
любой величине заряда будет одним и тем же). Отсюда вытекает, 
что потенциал уединенного проводника пропорционален находя
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щемуся на нем заряду. Действительно, увеличение в некоторое 
число раз заряда приводит к увеличению в то же число раз напря
женности поля в каждой точке окружающего проводник про
странства. Соответственно в такое же число раз возрастет работа 
переноса единичного заряда из бесконечности на поверхность 
проводника, т. е. потенциал проводника. Таким образом, для 
уединенного проводника

q=Cq>. (26.1)

Коэффициент пропорциональности С между потенциалом и зарядом 
называется э л е к т р о е м к о с т ь ю  (сокращенно просто е м к о 
с т ь ю )  проводника. Из (26.1) следует, что

С =  у -  (26-2)

В соответствии с (26.2) емкость численно равна заряду, сообщение 
которого проводнику повышает его потенциал на единицу.

Вычислим потенциал заряженного шара радиуса R. Между раз
ностью потенциалов и напряженностью поля существует соотноше
ние (8 .6). Поэтому потенциал шара ср можно найти, проинтегриро
вав выражение (20.9) по /• от 7? до оо (потенциал на бесконечности 
полагаем равным нулю):

со

Ф =  -T— {\ - \ d r = - r i----- 1г- (26.3)^  4 я е 0 J  е г2 4 я е 0 eR  v '
R

Сопоставив (26.3) с (26.2), найдем, что емкость уединенного шара 
радиуса R, погруженного в однородный безграничный диэлектрик 
с проницаемостью е, равна

C = 4 m 0eR. (26.4)

За единицу емкости принимают емкость такого проводника, по
тенциал которого изменяется на 1 В при сообщении ему заряда в 
1 Кл. Эта единица емкости называется ф а р а д о м (Ф).

В гауссовой системе формула для емкости уединенного ш ара имеет вид С== 
=  eR .  П оскольку е — безразм ерная величина, емкость имеет размерность длины. 
З а  единицу емкости принимается емкость уединенного ш ара радиуса 1 см, нахо
дящ егося в вакууме. Эту единицу емкости называю т с а н т и м е т р о м .  Соглас
но (26.2)

1 Ф =  \  ^ J aa СГСЭ-ед. емкости = 9 -  10й  см.
1 D  1/oUU

Емкостью в 1 Ф обладал бы уединенный шар радиуса 9 - 10е м, 
т. е. радиуса, в 1500 раз большего радиуса Земли. Следовательно, 
фарад — очень большая величина. Поэтому на практике пользу
ются единицами, равными долям фарада: миллифарадом (мФ), 
микрофарадой (мкФ), нанофарадом (нФ) и пикофарадом (пФ) (см. 
1-й том, § 20, табл. 20.1).
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Уединенные проводники обладают небольшой емкостью. Даже 
шар таких размеров, как Земля, имеет емкость всего лишь 700 мкФ. 
Вместе с тем на практике бывает потребность в устройствах, которые 
при небольшом относительно окружающих тел потенциале накап
ливали бы на себе («конденсировали») заметные по величине заряды. 
В основу таких устройств, называемых к о н д е н с а т о р а м и ,  
положен тот факт, что электроемкость проводника возрастает при 
приближении к нему других тел. Это вызвано тем, что под дейст
вием поля, создаваемого заряженным проводником, на поднесен
ном к нему теле возникают индуцированные (на проводнике) или 
связанные (на диэлектрике) заряды. Заряды, противоположные 
по знаку заряду проводника q, располагаются ближе к проводнику, 
чем одноименные с q, и, следовательно, оказывают большее влия
ние на его потенциал. Поэтому при поднесении к заряженному про
воднику какого-либо тела потенциал проводника уменьшается по 
абсолютной величине. Согласно формуле (26.2) это означает увели
чение емкости проводника.

Конденсаторы делают в виде двух проводников, помещенных 
близко друг к другу. Образующие конденсатор проводники назы
вают его обкладками. Чтобы внешние тела не оказывали влияния 
на емкость конденсатора, обкладкам придают такую форму и так 
располагают их друг относительно друга, чтобы поле, создаваемое 
накапливаемыми на них зарядами, было сосредоточено внутри кон
денсатора. Этому условию удовлетворяют (см. § 14) две пластинки, 
расположенные близко друг к другу, два коаксиальных цилиндра 
и две концентрические сферы. Соответственно бывают плоские, 
цилиндрические и сферические конденсаторы. Поскольку поле 
заключено внутри конденсатора, линии электрического смещения 
начинаются на одной обкладке и заканчиваются на другой. Следо
вательно, сторонние заряды, возникающие на обкладках, имеют 
одинаковую величину и различны по знаку.

Основной характеристикой конденсатора является его емкость, 
под которой понимают величину, пропорциональную заряду q и 
обратно пропорциональную разности потенциалов между обклад
ками:

(27.1)

§ 27. Конденсаторы

ф! — фа

Разность потенциалов rpt — фа называют напряжением между 
соответствующими точками J). Мы будем обозначать напряжение 
буквой U.

*) Более общее определение величины, называемой напряжением, будет дано 
в §33 (см. формулу (33.6)).
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Воспользовавшись этим обозначением, можно придать формуле
(27.1) вид

Здесь U — напряжение между обкладками.
Емкость конденсаторов измеряется в тех же единицах, что и 

емкость уединенных проводников (см. предыдущий параграф).
Величина емкости определяется геометрией конденсатора (фор

мой и размерами обкладок и величиной зазора между ними), а также 
диэлектрическими свойствами среды, заполняющей пространство 
между обкладками. Найдем формулу для емкости плоского конден
сатора. Если площадь обкладки S , а заряд на ней q, то напряжен
ность поля между обкладками равна

(см. формулы (14.4) и (20.2); е — диэлектрическая проницаемость 
среды, заполняющей зазор между обкладками).

В соответствии с (8 .6) разность потенциалов между обкладкам! 
равна

Отсюда для емкости плоского конденсатора получается формула

где S  — площадь обкладки, d — величина зазора между обклад
ками, е — диэлектрическая проницаемость вещества, заполняю
щего зазор.

Отметим, что емкость реального плоского конденсатора опреде
ляется формулой (27.3) с тем большей точностью, чем меньше зазор d 
по сравнению с линейными размерами обкладок.

Из формулы (27.3) следует, что размерность электрической по
стоянной е0 равна размерности емкости, деленной на размерность 
длины. В соответствии с этим е0 измеряется в фарадах на метр 
(см. (4.2)).

Если пренебречь рассеянием поля вблизи краев обкладок, не
трудно получить для емкости цилиндрического конденсатора фор
мулу

(27.2)

е0е е 0eS

(27.2)

У-* AJltQCt
—  ib (/?«//?!> 1

2 л е 0е I (27.4)

где I — длина конденсатора, /?, и /?2 — радиусы внутренней и 
внешней обкладок. Эта формула определяет емкость реального
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конденсатора с тем большей точностью, чем меньше зазор между 
обкладками d.—R 2 — R i по сравнению с I и Rt.

Емкость сферического конденсатора равна

С =  4яе0е ^ ^ ,  (27.5)

где Rt и R i  — радиусы внутренней и внешней обкладок.
Помимо емкости каждый конденсатор характеризуется предель

ным напряжением t/max, которое можно прикладывать к обкладкам 
конденсатора, не опасаясь его пробоя. При превышении этого 
напряжения между обкладками проскакивает искра, в результате 
чего разрушается диэлектрик и конденсатор выходит из строя.
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§ 28. Энергия заряженного проводника

Заряд q, находящийся на некотором проводнике, можно рас
сматривать как систему точечных зарядов Aq. В § 7 мы получили 
для энергии взаимодействия системы зарядов выражение (см. фор
мулу (7.5))

<28.;[)

Здесь фг — потенциал, создаваемый всеми зарядами, кроме <7*, 
в той точке, где помещается заряд qt.

Поверхность проводника является эквипотенциальной. Поэтому 
потенциалы тех точек, в которых находятся точечные заряды Дq, 
одинаковы и равны потенциалу <р проводника. Воспользовавшись 
формулой (28.1), получим для энергии заряженного проводника 
выражение

^  =  =  = ¥ ф<7, (28-:2) 

Приняв во внимание соотношение (26.2), можно написать

Любое из этих выражений дает энергию заряженного проводника.

§ 29. Энергия заряженного конденсатора

Пусть потенциал обкладки конденсатора, на которой нахо
дится заряд + ? , равен ф*, а потенциал обкладки, на которой 
находится заряд —q, равен ф2- Тогда каждый из элементарных 
зарядов А<7, на которые можно разделить заряд + q, находится в 
точке с потенциалом <рх, а каждый из зарядов, на которые можно 
разделить заряд —q,— в точке с потенциалом фа. Согласно
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формуле (28.1) энергия такой системы зарядов равна

W , ■4-[(+0)ф1 +  (—'?)ф 2] =  4-<7(ф1-ф2) =  у ^ -  (29.1)

Воспользовавшись соотношением (27.2), можно написать три выра
жения для энергии заряженного конденсатора:

си2
2 С (29.2)

Формулы (29.2) отличаются от формул (28.3) только заменой ср наU.
С помощью выражения для потенциальной энергии можно найти 

силу, с которой пластины плоского конденсатора притягивают 
друг друга. Допустим, что расстояние между пла
стинами может меняться. Свяжем начало оси х 
с левой пластиной (рис. 29.1). Тогда координата 
х  второй пластины будет определять зазор d 
между обкладками. Согласно формулам (27.3) и
(29.2)

2t,:6S

X

Рис. 29.1.Продифференцируем это выражение по х, полагая 
заряд на обкладках неизменным (конденсатор от
ключен от источника напряжения). В результате получим проек
цию на ось х  силы, действующей на правую пластину.

р  - — J l -
х ~~ дх 2e0eS

Модуль этого выражения дает величину силы, с которой обкладки 
притягивают друг друга:

2e0s S (29.3)

Теперь попытаемся вычислить силу притяжения между обклад
ками плоского конденсатора как произведение напряженности поля, 
создаваемого одной из обкладок, на заряд, сосредоточенный на 
другой. Согласно формуле (14.3) напряженность поля, создаваемого 
одной обкладкой, равна

р  _  _2._______!L_
2е0 2e0S  ‘ (29.4)

Диэлектрик ослабляет поле в зазоре в е раз, но это имеет место 
только внутри диэлектрика (см. формулу (20.2) и связанный с нею 
текст). Заряды на обкладках располагаются вне диэлектрика и 
поэтому находятся под действием поля напряженности (29.4). 
Умножив заряд обкладки q на эту напряженность, получим для
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силы выражение
Л л

F' — 4
2 £„S- (29.5)

Формулы (29.3) и (29.5) не совпадают. С опытом согласуется 
значение силы (29.3), получающееся из выражения для энергии. 
Это объясняется тем, что, кроме «электрической» силы (29.5), на об
кладки действуют со стороны диэлектрика механические силы, 
стремящиеся их раздвинуть (см. § 22; отметим, что мы имеем в виду 
жидкий или газообразный диэлектрик). У края обкладок имеется 
рассеянное поле, убывающее по величине при удалении от краев 
(рис. 29.2). Молекулы диэлектрика, обладая дипольным моментом, 

испытывают действие силы, втягивающей их а 
область более сильного поля (см. формулу 
(9.16)). В результате давление между обклад
ками повышается и появляется сила, ослаб
ляющая действие силы (29.5) в е раз.

+

Рис. 29.2. Рис. 29.3.

Если заряженный конденсатор с воздушным зазором частично 
погрузить в жидкий диэлектрик, наблюдается втягивание диэлект
рика в пространство между пластинами (рис. 29.3). Это явление 
объясняется следующим образом. Диэлектрическая проницаемости 
воздуха практически равна единице. Поэтому до погружения пла
стин в диэлектрик емкость конденсатора можно считать равной 
C0= e 0S/d, а энергию равной W0=q*/2Ct. При частичном запол
нении зазора диэлектриком конденсатор можно рассматривать как 
два параллельно включенных конденсатора, один из которых 
имеет площадь обкладки, равную xS  (х — относительная часть 
зазора, заполненная жидкостью), и заполнен диэлектриком с 
е >  1, второй с воздушным зазором имеет площадь обкладки, 
равную (1 — x)S. При параллельном включении конденсаторов 
емкости складываются:

/ ^  § /- *  (1  * )  | C o ^ S jc  л  , € о  О ’  1 ) 5  „  ^
— '-i г  W ^------- * d—— 0 ^------- d-----  ^  •’
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Поскольку С >  Со, энергия 'W—q*l1C будет меньше, чем Wa (за
ряд q предполагается неизменным — перед погружением в жид
кость конденсатор был отключен от источника напряжения). Сле
довательно, заполнение зазора диэлектриком оказывается энерге
тически выгодным. Поэтому диэлектрик втягивается в конденсатор 
и уровень его в зазоре поднимается. Это в свою очередь приводит 
к возрастанию потенциальной энергии диэлектрика в поле сил тя
жести. В конечном итоге уровень диэлектрика в зазоре установится 
на некоторой высоте, соответствующей минимуму суммарной энер
гии (электрической и гравитационной). Рассмотренное явление 
сходно с капиллярным поднятием жидкости в узком зазоре между 
пластинками (см. §119 1-го тома).

Втягивание диэлектрика в зазор между обкладками можно объ
яснить также и с микроскопической точки зрения. У краев пластин 
конденсатора имеется неоднородное поле. Молекулы диэлектрика 
обладают собственным дипольным моментом либо приобретают его 
под действием поля; поэтому на них действуют силы, стремящиеся 
переместить их в область сильного поля, т. е. внутрь конденсатора. 
Под действием этих сил жидкость втягивается в зазор до тех пор, 
пока электрические силы, действующие на жидкость у края пла
стин, не будут уравновешены весом столба жидкости.

§ 30. Энергия электрического поля

Энергию заряженного конденсатора можно выразить через 
величины, характеризующие электрическое поле в зазоре между 
обкладками. Сделаем это для плоского конденсатора. Подстановка 
в формулу WP= CU 2I2 (см. (29.2)) выражения (27.3) для емкости 
дает

Частное Ufd равно напряженности поля в зазоре; произведение Sd  
представляет собой объем V, занимаемый полем. Следовательно,

Формула W p=q2/2C связывает энергию конденсатора с заря
дом на его обкладках, формула (30.1) — с напряженностью поля. 
Логично поставить вопрос: где же локализована (т. е. сосредото
чена) энергия, что является носителем энергии — заряды или поле? 
В пределах электростатики, которая изучает постоянные по вре
мени поля неподвижных зарядов, дать ответ на этот вопрос невоз
можно. Постоянные поля и обусловившие их заряды не могут суще
ствовать обособленно друг от друга. Однако меняющиеся во вре
мени поля могут существовать независимо от возбудивших их заря

р  2  2d

(30.1)
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дов и распространяться в пространстве в виде электромагнитных 
волн. Опыт показывает, что электромагнитные волны переносят 
энергию. В частности, энергия, за счет которой существует жизнь 
на Земле, доставляется от Солнца электромагнитными волнами; 
энергия, заставляющая звучать радиоприемник, переносится от 
передающей станции электромагнитными волнами, и т. д. Эти факты 
заставляют признать, что носителем энергии является поле.

Если поле однородно (что имеет место в плоском конденсаторе), 
заключенная в нем энергия распределяется в пространстве с посто
янной плоскостью w, равной энергии поля, деленной на занимаемый 
полем объем. Из формулы (30.1) следует, что плотность энергии 
поля напряженности Е, созданного в среде с проницаемостью е, 
равна

=  (30.2)

С учетом соотношения (19.6) формулу (30.2) можно представить 
в виде

е0е£ 2 ED D2 /оп оч
=  =  ^  =  (30-3> 

В изотропном диэлектрике направления векторов Е и D совпа
дают. Поэтому формуле для плотности энергии можно придать вид

EDш 2

Заменив в этой формуле D ее значением (19.3), получим для w сле
дующее выражение:

ш=^ Е(воЕ +  Р ) = ^  +  ЕР. (30 4)

Первое слагаемое в этом выражении совпадает с плотностью энергии 
поля Е в вакууме. Второе слагаемое, как мы сейчас докажем, пред
ставляет собой энергию, затрачиваемую на поляризацию диэлект
рика.

Поляризация диэлектрика заключается в том, что заряды, вхо
дящие в состав молекул, смещаются из своих положений под дей
ствием электрического поля Е. В расчете на единицу объема ди
электрика работа, затрачиваемая на смещение зарядов qt на вели
чины drt, равна

dA  =  2 ^  4Е dr г — Е d  ̂Д  Я^

(для простоты мы считаем, что поле однородно). Согласно фор
муле (15.1) 2  Яiri равна дипольному моменту единицы объема, 

v = 1
т. е. поляризованности диэлектрика Р. Следовательно,

dA — EdP. (30.5)



Вектор Р связан с вектором Е соотношением Р = и е0Е (см. (16.2)). 
Отсюда dP = xe0dE. Подставив это значение dP в (30.5), получим 
выражение
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dA =  ие„Е dE =  d 2

Наконец, произведя интегрирование, найдем для работы, затрачи
ваемой на поляризацию единицы объема диэлектрика, выражение

(30.6)

которое совпадает со вторым слагаемым в формуле (30.4). Таким 
образом, выражения (30.3) включают в себя, кроме собственно 
энергии поля е0Е2/2, еще и энергию ЕР/2, затрачиваемую при соз
дании поля на поляризацию диэлектрика.

Зная плотность энергии поля в каждой точке, можно найти 
энергию поля, заключенную в любом объеме V. Для этого нужно 
вычислить интеграл

W =*§wdV =  ̂ e- ! ~ d V .  (30.7)
V V

В качестве примера вычислим энергию поля заряженного проводя
щего шара радиуса R, помещенного в однородный безграничный 
диэлектрик. Напряженность поля в этом случае является функцией 
только от г.

£  — __!____!L
4л е0 8г 2 '

Разобьем окружающее шар пространство на концентрические шаро
вые слои толщины dr. Объем слоя равен dV= 4nr2dr. В нем заклю
чена энергия

d W =  w dV =  ~  (■—  Л У  4 я г1 dr =  \  %.
2  V 4 я е 0 г г 2  у  2  4 л е в е

Энергия поля равна

4 я 8 веУ? 2 С
R

(согласно (26.4) 4ле0е/? есть емкость шара).
Полученное нами выражение совпадает с выражением для энер

гии проводника, обладающего емкостью С и несущего на себе за
ряд q (см. формулу (28.3)).

4  IJ .  В .  С а в е л ь е в ,  Т .  2
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постоянный э л е к т р и ч е с к и й  ток

§31. Электрический ток

Если через некоторую воображаемую поверхность переносится 
суммарный заряд, отличный от нуля, говорят, что через эту поверх
ность течет э л е к т р и ч е с к и й  т о к .  Ток может течь в твер
дых телах (металлы, полупроводники), в жидкостях (электролиты) 
и в газах ').

Для протекания тока необходимо наличие в данном теле (иля 
в данной среде) заряженных частиц, которые могут перемещаться 
в пределах всего тела. Такие частицы называются н о с и т е л я м  л 
т о к а .  Ими могут быть электроны, либо ионы, либо, наконец, 
макроскопические частицы, несущие на себе избыточный заряд 
(например, заряженные пылинки и капельки).

Ток возникает при условии, что внутри тела существует электри
ческое поле. Носители заряда принимают участие в молекулярном 
тепловом движении и, следовательно, движутся с некоторой ско
ростью v и в отсутствие поля. Но в этом случае через произвольную 
площадку, проведенную мысленно в теле, проходит в обе стороны 
в среднем одинаковое количество носителей любого знака, так что 
ток равен нулю. При включении поля на хаотическое движение 
носителей со скоростью v накладывается упорядоченное движение 
со скоростью и 2). Таким образом, скорость носителей будет v + u .  
Так как среднее значение v (но не v) равно нулю, то средняя ско
рость носителей равна <и>:

<v + u> =* <v> +  <u> =  <u>.

Из сказанного следует, что электрический ток можно определить 
как упорядоченное движение электрических зарядов.

г) Прохождение электрического тока через газы называется газовым разря-
ДО М .

2) Подобно этому в потоке газа на хаотическое тепловое движение молекул 
накладывается упорядоченное движение.
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Количественной характеристикой электрического тока служит 
величина заряда, переносимого через рассматриваемую поверх
ность в единицу времени. Ее называют с и л о й  т о к а .  Отметим, 
что сила тока есть по существу поток заряда через поверхность 
(ср. с потоком жидкости, потоком энергии и т. п.).

Если за время dt через поверхность переносится заряд dq, то 
сила тока равна

Электрический ток может быть обусловлен движением как положи
тельных, так и отрицательных носителей. Перенос отрицательного 
заряда в одном направлении эквивалентен переносу такого же по 
величине положительного заряда в противоположном направлении. 
Если ток создается носителями обоих знаков, причем за время dt 
через данную поверхность положительные носители переносят за
ряд dq+ в одном направлении, а отрицательные — заряд dq~ в про
тивоположном, то

За направление тока принимается направление, в котором пере
мещаются положительные носители.

Электрический ток может быть распределен по поверхности, 
через которую он течет, неравномерно. Более детально ток можно 
охарактеризовать с помощью вектора плотности тока j. Этот вектор 
численно равен силе тока d l  через расположенную в данной точке 
перпендикулярную к направлению движения носителей площадку 
dS'j_, отнесенной к величине этой площадки:

За направление j принимается направление вектора скорости и+ 
упорядоченного движения положительных носителей (или направ
ление, противоположное направлению вектора и- ).

Поле вектора плотности тока можно изобразить с помощью ли
ний тока, которые строятся так же, как и линии тока в текущей 
жидкости, линии вектора Е и т. д.

Зная вектор плотности тока в каждой точке пространства, мож
но найти силу тока I  через любую поверхность S:

, __dq+ , \dq~\
1 dt "г" dt  •

(3 1 . 3)
5

Из (31.3) следует, что сила тока есть поток вектора плотности тока 
через поверхность (см. формулу (11.7)).
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Пусть в единице объема содержится п+ положительных носите
лей и п~ отрицательных. Алгебраическая величина зарядов носи
телей равна соответственно е+ и е~. Если под действием поля носи
тели приобретают средние скорости и+ и и~, то за единицу времени 
через единичную площадку пройдет n+u+ положительных носите
лей 1), которые перенесут заряд е+п+и +. Аналогично отрицательные 
носители перенесут в противоположную сторону заряд е~п~и~. 
Таким образом, для плотности тока получается следующее выра
жение:

j  =  е*п+и + -{-\е~ \n~u~. (31.4)

Этому выражению можно придать векторную форму:

j =  e+n +u + -\-e~n~u~ (31.5)

(оба слагаемых имеют одинаковое направление: вектор и~ направ
лен противоположно вектору j, при умножении его на отрицатель
ный скаляр е~ получается вектор одинакового направления с j).

Произведение е+п+ дает плотность заряда положительных носи
телей р+, аналогично е~п~ дает плотность заряда отрицательных 
носителей р~. Следовательно, выражение (31.5) можно написать 
в виде

j =  p + u + + p - i r .  (31.6)

Ток, не изменяющийся со временем, называется п о с т о я н- 
н ы м. Для постоянного тока справедливо соотношение

/  =  | ,  (31.7)

где q — заряд, переносимый через рассматриваемую поверхность 
за конечное время t.

В СИ единица силы тока а м п е р  (А) является основной. Ее 
определение будет дано позже (см. § 39). Единица заряда к у л о н  
определяется как заряд, переносимый за 1 с через поперечное сече
ние проводника при силе тока в 1 А.

З а  единицу силы тока в СГСЭ-системе принимается сила такого  тока, при 
котором через данную  поверхность переносится за  1 с одна СГСЭ-единица заряда . 
Из соотношений (31.7) и (3.3) следует, что

1 А =  3 -1 0 9 СГСЭ-ед. силы тока. (31.8)

1) Вы раж ение для числа м олекул, пролетающих в  единицу времени через 
единичную площ адку, содержит, кроме того, множитель 1/4, обусловленный тем, 
что молекулы движ утся хаотически (см. формулу (95.6) 1-го тома). В данном слу
чае этого множителя нет, так  к ак  все носители данного Знака движ утся упорядо
ченно в  одном направлении.



§32.  УР АВН ЕН И Е  НЕПРЕРЫВНОСТИ 101

§ 32. Уравнение непрерывности

Рассмотрим в некоторой среде, в которой течет ток, воображае
мую замкнутую поверхность 5  (рис. 32.1). Выражение (f) j dS дает

s
заряд, выходящий в единицу времени из объема V, ограниченного 
поверхностью S. В силу сохранения заряда эта величина должна 
быть равна скорости убывания заряда q, содержащегося в данном 
объеме:

S

Представив q в виде J pdV, получим соотношение 
v

— ■ ft '* 1'- ,321)
S  V V

Под знаком интеграла мы написали частную производную р по t, 
поскольку плотность заряда может зависеть не только от времени,
но и от координат (интеграл J р dV есть функция только времени).

Преобразуем левую часть равенства (32.1) по теореме Остроград
ского — Гаусса. В результате получим

« Л ' — Л 'Д ' - (32.2)
v v

Равенство (32.2) должно выполняться при произвольном выборе 
объема V, по которому берутся интегралы. Это возможно лишь 
в том случае, если в каждой точке пространства выполняется ус
ловие

VJ = д Г (32.3)

Соотношение (32.3) называют у р а в н е н и е м  н е п р е р ы в 
н о с т и .  Оно (равно как и уравнение (32.1)) выражает закон со
хранения заряда. Согласно (32.3) в точках, которые являются ис
точниками вектора j, происходит убывание заряда.
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В случае стационарного тока потенциал в разных точках, плот
ность заряда и другие величины являются неизменными. Следова
тельно, для стационарного (т. е. постоянного) тока уравнение
(32.3) имеет вид

Vj =  0. (32.4)

Таким образом, в случае постоянного тока вектор j не имеет источ
ников. Это означает, что линии тока нигде не начинаются и нигде 
не заканчиваются. Следовательно, линии постоянного тока всегда
замкнуты. Соответственно (f) j dS равен нулю. Поэтому для постоян
ного тока картина, аналогичная изображенной на рис. 32.1, имеет 
вид, показанный на рис. 32.2.

§ 33. Электродвижущая сила
Если в проводнике создать электрическое поле и не принять мер 

для его поддержания, то перемещение носителей тока приведет 
очень быстро к тому, что поле внутри проводника исчезнет и ток 
прекратится. Для того чтобы поддерживать ток достаточно дли
тельное время, нужно от конца проводника с меньшим потенциалом 
(носители тока предполагаются положительными) непрерывно от
водить приносимые сюда током заряды, а к концу с большим потен
циалом непрерывно их подводить (рис. 33.1). Иными словами,

необходимо осуществить кругово-
®"|Д рот зарядов, при котором они дви- 

/ '  ' \  гались бы по замкнутому пути.
I J Это согласуется с тем, что линии

постоянного тока замкнуты (см. 
— -*-©-------- предыдущий параграф).

Рис. 33.1. Циркуляция вектора напряжен
ности электростатического поля 

равна нулю. Поэтому в замкнутой цепи наряду с участками, на ко
торых положительные носители движутся . в сторону убывания 
потенциала <р, должны иметься участки, на которых перенос поло
жительных зарядов происходит в направлении возрастания <р, т. е. 
против сил электростатического поля (см. изображенную пунктиром 
часть цепн на рис. 33.1). Перемещение носителей на этих участках 
возможно лишь с помощью сил неэлектростатического происхожде
ния, называемых с т о р о н н и м и  с и л а м и .  Таким образом, 
для поддержания тока необходимы сторонние силы, действующие 
либо на всем протяжении цепи, либо на отдельных ее участках. 
Эти силы могут быть обусловлены химическими процессами, диф
фузией носителей тока в неоднородной среде или через границу 
двух разнородных веществ, электрическими (но не электростатиче
скими) полями, порождаемыми меняющимися во времени магнит
ными полями (см. § 69), и т. д.
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Сторонние силы можно охарактеризовать работой, которую они 
совершают над перемещающимися по цепи зарядами. Величина, 
равная работе сторонних сил над единичным положительным заря
дом, называется э л е к т р о д в и ж у щ е й  с и л о й  (э.д.с.) £ ,  
действующей в цепи'ИЛИ на 66 Участке. Следовательно. если работа" 
сторонних сил над зарядом q равна А,  то

<£ =  у -  (ЗЗЛ)

Из сопоставления формул (33.1) и (6.11) вытекает, что размер
ность э.д.с. совпадает с размерностью потенциала. Поэтому #  
измеряется в тех же единицах, что и ф.

Стороннюю силу FCT, действующую на заряд q, можно предста
вить в виде

FCT =  TL*q. (33.2)
Векторную величину Е* называют н а п р я ж е н н о с т ь ю  
п о л я  с т о р о н н и х  с и л .  Работа сторонних сил над заря
дом q на участке цепи 1—2 равна

2  2

A i t = $ F CTd\ =  q lE 4 H .
1 1

Разделив эту работу на q, получим э. д. с., действующую на данном 
участке:

2

& , =  SE*dl. (33.3)
1

Аналогичный интеграл, вычисленный для замкнутой цепи, даст 
э.'д. с., действующую в этой цепи-.

d> — (ft E*dl. (33.4)

Таким образом, э. д. с., действующая в замкнутой цепи, может быть 
определена как циркуляция вектора напряженности сторонних сил.

Кроме сторонних сил, на заряд действуют силы электростатиче
ского поля ¥B=qE .  Следовательно, результирующая сила, дейст
вующая в каждой точке цепи на заряд q, равна

F =  F£ + F ct =  9 (E +  E‘).

v ' Работа, совершаемая этой силой над зарядом q на участке цепи 1—2, 
определяется выражением

2 2

A 12= q  J Ed\ +  q J E *d l= ^(fp 1 — Ф2) + <7<£i2. (33.5) 
l l
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Величина, численно равная работе, совершаемой электростати
ческими и сторонними силами при перемещении единичного поло
жительного заряда, называется п а д е н и е м  н а п р я ж е н и я  
или просто н а п р я ж е н и е м  f/н а  данном участке цепи. В соот
ветствии с формулой (33.5)

Uii =  (Pi — ф (33.6)

Участок цепи, на котором не действуют сторонние силы, назы
вается о д н о р о д н ы м .  Участок, на котором на носители тока 
действуют сторонние силы, называется н е о д н о р о д н ы м .  
Для однородного участка цепи

1 !ц = щ — фа, (33.7)

т. е. напряжение совпадает с разностью потенциалов на концах 
участка.

§ 34. Закон Ома. Сопротивление проводников

Ом экспериментально установил закон, согласно которому сила 
тот, текущего по однородному (в смысле отсутствия сторонних 
сил) металлическому проводнику, пропорциональна падению напря
жения U на проводнике'.

1 =  (34.1)

Напомним, что в случае однородного проводника напряжение U 
совпадает с разностью потенциалов фч—ф2 (см. (33.6)).

Обозначенная в формуле (34.1) буквой R  величина называется 
э л е к т р и ч е с к и м  с о п р о т и в л е н и е м  проводника. 
Единицей сопротивления служит ом, равный сопротивлению такого 
проводника, в котором при напряжении в 1 В течет ток силой 1 А.

Величина сопротивления зависит от формы и размеров провод
ника, а также от свойств материала, из которого он сделан. Для 
однородного цилиндрического проводника

Я =  р 4 . (34.2)

где / — длина проводника, S — площадь его поперечного сечения, 
р — зависящий от свойств материала коэффициент, называемый 
у д е л ь н ы м  э л е к т р и ч е с к и м  с о п р о т и в л е н и е м  
вещества. Если 1=1 и 5 = 1 , то R  численно равно р. В СИ р изме
ряется в о м - м е т р а х  (Ом-м).

Найдем связь между векторами j и Е в одной и той же точке 
проводника. В изотропном проводнике упорядоченное движение 
носителей тока происходит в направлении вектора Е. Поэтому на
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правления векторов j и Е совпадают 1). Выделим мысленно в окрест
ности некоторой точки элементарный цилиндрический объем с об
разующими, параллельными векторами j и Е (рис. 34.1). Через по
перечное сечение цилиндра течет ток силой j dS. Напряжение, 
приложенное к цилиндру, равно Е dl, где Е  — напряженность 
поля в данном месте. Наконец, сопротивление цилиндра, согласно 
формуле (34.2), равно р (dl/dS). Подставив эти значения в формулу 
(34.1), придем к соотношению

j d S = - ^ T E d l  или / =  — Е.‘ рdl 1 р

Воспользовавшись тем, что векторы j и Е имеют одинаковое направ
ление, можно написать

j = -j^E  —<гЕ. (34.3)

Эта формула выражает закон Ома в дифференциальной форме.
Фигурирующая в (34.3) обратная р величина а  называется 

у д е л ь н о й  э л е к т р и ч е с к о й  п р о в о д и м о с т ь ю  
материала. Единица, обратная ому, называется с и м е н с о м  (См). 
Соответственно единицей с является с и- 
м е н с  н а  м е т р  (См/м).

Допустим для простоты, что в ,про- d S  
воднике имеются носители лишь одного 
знака. Согласно формуле (31.5) плотность 
тока в этом случае равна Рис. 34.1.

j= m u . (34.4)

Сравнение этого выражения с формулой (34.3) приводит к выводу, 
что скорость упорядоченного движения носителей тока пропорцио
нальна напряженности поля Е, т. е. силе, сообщающей носителям 
упорядоченное движение. Пропорциональность скорости приложен
ной к телу силе наблюдается в тех случаях, когда кроме силы, вы
звавшей движение, на тело действует сила сопротивления среды. 
Эта сила вызывается взаимодействием носителей тока с частицами, 
из которых построено вещество проводника. Наличие силы сопро
тивления упорядоченному движению носителей тока обусловливает 
электрическое сопротивление проводника.

Способность вещества проводить электрический ток характери
зуется его удельным сопротивлением р либо удельной проводи
мостью ст. Их величина определяется химической природой вещест

1) В анизотропных телах направления векторов J и Е, вообще говоря, не сов
падают. В таких телах связь меж ду j и Е осущ ествляется с помощью тензора про
водимости.
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ва н условиями, в частности температурой, при которых оно нахо
дится.

Для большинства металлов при температурах, близких к ком
натной, р изменяется пропорционально абсолютной температуре Т:

р ~ 7 \ (34.5)

При низких температурах наблюдаются отступления от этой законо
мерности (рис. 34.2). В большинстве случаев зависимость р от Т  
следует кривой / . Величина остаточного сопротивления рост в силь
ной степени зависит от чистоты материала и наличия остаточных 
механических напряжений в образце. Поэтому после отжига рсст 
заметно уменьшается. У абсолютно чистого металла с идеально пра
вильной кристаллической решеткой при абсолютном нуле р = 0 .

У большой группы металлов и сплавов при температуре порядка 
нескольких кельвин сопротивление скачком обращается в нуль

(кривая 2 на рис. 34.2). Впервые 
это явление, названное с в е р х 
п р о в о д и м о с т ь ю ,  было об
наружено в 1911 г. Камерлинг- 
Оннесом для ртути. В дальнейшем 
сверхпроводимость была обнару
жена у свинца, олова, цинка, алю
миния и других металлов, а также 
у ряда сплавов. Для каждого сверх
проводника имеется своя крити
ческая температура Т к, при кото
рой он переходит в сверхпроводя

щее состояние. При действии на сверхпроводник магнитного поля 
сверхпроводящее состояние нарушается. Величина критического 
поля В к J), разрушающего сверхпроводимость, равна нулю при 
Т = Т К и растет с понижением температуры.

Полное теоретическое объяснение сверхпроводимости было дано 
в 1957 г. Дж. Бардином, Л. Купером и Дж. Шриффером (см. § 56 
3-го тома).

Зависимость электрического сопротивления от температуры по
ложена в основу термометров сопротивления. Такой термометр 
представляет собой металлическую (обычно платиновую) проволоч
ку, намотанную на фарфоровый или слюдяной каркас. Проградуи
рованный по постоянным температурным точкам термометр сопро
тивления позволяет измерять с точностью порядка нескольких со
тых градуса как низкие, так н высокие температуры. В последнее 
время все большее применение находят термометры сопротивления 
из полупроводников.

J) БукЕой В обозначают индукцию магнитного поля (см. § 40).
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§ 35. Закон Ома для неоднородного участка цепи

На неоднородном участке цепи на носители тока действуют, 
кроме электростатических сил еЕ, сторонние силы еЕ*. Сторонние 
силы способны вызывать упорядоченное движение носителей тока 
в той же мере, как и силы электростатические. В предыдущем пара
графе мы выяснили, что в однородном проводнике средняя скорость 
упорядоченного движения носителей тока пропорциональна элект
ростатической силе еЕ. Очевидно, что там, где, кроме электростати
ческой силы, на носители действуют сторонние силы, средняя ско
рость упорядоченного движения носителей будет пропорциональна 
суммарной силе еЕ+еЕ*. Соответственно плотность тока в этих 
точках оказывается пропорциональной сумме напряженностей 
Е + Е *:

j= o (E + E * ) . (35.1)

Формула (35.1) обобщает формулу (34.3) на случай неоднород
ного проводника. Она выражает в дифференциальной форме закон 
Ома для неоднородного участка цепи.

От закона в дифференциальной форме мо_жно перейти к интег
ральной форме закона Ома. Рассмотрим неоднородный участок 
цепи. Допустим, что внутри этого участка 
существует линия (мы будем называть ее 
контуром тока), удовлетворяющая следую
щим условиям: 1) в каждом сечении, пер- /  
пендикулярном к контуру, величины j, ст,
Е, Е* имеют с достаточной точностью Рис. 35.1.
одинаковые значения; 2) векторы j, Е и Е*
в каждой точке направлены по касательной к контуру. Поперечггое 
сечение проводника может быть непостоянным (рис. 35.1).

Выберем произвольно направление движения по контуру. Пусть 
выбранное направление соответствует перемещению от конца 1 
к концу 2 участка цепи (направление 1—2). Спроектируем векторы, 
входящие в соотношение (35.1), на элемент контура dl. В результате 
получим

/,= < !(£ ,+ £ ? ). (35.2)

В силу сделанных предположений проекция каждого из векторов 
равна модулю вектора, взятому со знаком плюс или минус в зави
симости от того, как направлен вектор по отношению к dl. Напри
мер, /г = / ,  если ток течет в направлении 1—2, и j t——/, если ток 
течет в направлении 2—1.

Вследствие сохранения заряда сила постоянного тока в каждом 
сечении должна быть одинаковой. Поэтому величина I = j iS  по
стоянна вдоль контура. Силу тока в данном случае нужно рассмат
ривать как алгебраическую величину. Напомним, что направление
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1—2 мы выбрали произвольно. Поэтому, если ток течет в выбранном 
направлении, его следует считать положительным; если же ток 
течет в противоположном направлении (т. е. от конца 2 к концу /), 
его силу следует считать отрицательной.

Заменим в (35.2) / г отношением I/S , а проводимость а — удель
ным сопротивлением р. В итоге получптся соотношение

Умножим это соотношение на dl и проинтегрируем вдоль контура:

Выражение р dl/S  представляет собой сопротивление участка кон
тура длины dl, а интеграл от этого выражения — сопротивление R  
участка цепи. Первый интеграл в правой части дает <рх—<р2, а второй 
интеграл — э. д. с. $ 12, действующую на участке. Таким образом, 
мы приходим к формуле

Э. д. с. <̂ 12, как и сила тока 1, есть величина алгебраическая. 
В случае, когда э. д. с. способствует движению положительных 
носителей тока в выбранном направлении (в направлении 1—2), 
<^i2> 0 . Если э. д. с. препятствует движению положительных носи
телей в данном направлении, ^ С О .

Напишем (35.3) в виде

Эта формула выражает закон Ома для неоднородного участка цепи. 
Положив ф1= ф 2, получим выражение закона Ома для замкнутой 
цепи:

Здесь £  — э. д. с., действующая в цепи, R  — суммарное сопротив
ление всей цепи.

§ 36. Разветвленные цепи. Правила Кирхгофа

Расчет разветвленных цепей значительно упрощается^ если поль
зоваться правилами, сформулированными Кирхгофом. Этих правил 
два. Первое из них относится к узлам цепи. У з л о м  называется 
точка, в которой сходится более чем два проводника (рис. 36.1). 
Ток, текущий к узлу, считается имеющим один знак (плюс или ми
нус), текущий от узла — имеющим другой знак (минус или плюс).

1 ±  =  E , +  Et.

2 2 2

IR  = Ф 1 — Фг +  ̂ М- (35.3)

т __  ф ! ----ф'2 -\~Sli

R (35.4)

(35.5)



J 3 6 .  Р А З В Е Т В Л Е Н Н Ы Е  ЦЕПИ. ПРАВИЛА КИРХГОФА 109

Первое правило Кирхгофа гласит, что алгебраическая сумма то
ков, сходящихся в узле, равна нулю:

2 / * « 0 .  (36.1)
Это правило вытекает из уравнения непрерывности, т. е., в конеч
ном счете, из закона сохранения заряда. Для постоянного тока Vj 
всюду равна нулю (см. (32.4)). Следовательно, поток вектора j 
(т. е. алгебраическая сумма токов, текущих через окружающую 
узел воображаемую замкнутую поверхность) должен быть равен 
нулю.

Уравнение (36.1) можно написать для каждого из N  узлов цепи. 
Однако независимыми являются только N  — 1 уравнений, N-& бу
дет следствием из них.

Второе правило относится к любому выделенному в разветвлен
ной цепи замкнутому контуру (см., например, контур 1—2—3—4— 1 
на рис. 36.2). Зададимся 
направлением обхода (на
пример, по часовой стрел
ке, как указано на рисун

ке) и применим к каждому из неразветвленных участков контура 
закон Ома:

I iR i =  q>i— ф2 ~т-<8р
=== фг Фз ^ 2»

I SR 3 =  Фз-^Ф4+<£з.
Л ^4=Ф 4 — Фх+^4-

При сложении этих выражений потенциалы сокращаются и полу
чается уравнение

2 '* Я *  =  2 £ * .  (36.2)
которое выражает в т о р о е  п р а в и л о  Кирхгофа.

Уравнение (36.2) может быть составлено для всех замкнутых 
контуров, которые можно выделить мысленно в данной разветвлен
ной цепи. Однако независимыми будут только уравнения для тех 
контуров, которые нельзя получить наложением других контуров
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друг на друга. Так, например, для цепи, изображенной на рис. 36.3, 
можно составить три уравнения:

1) для контура 1—2—3—6—1,
2) для контура 3—4—5—6—3,
3) для контура 1—2—3—4—5—6—1.

Последний контур получается наложением первых двух. Поэтому 
уравнения не будут независимыми. В качестве независимых можно 
взять любые два уравнения из трех.

При составлении уравнений второго правила Кирхгофа токам и
э. д. с. нужно приписывать знаки в соответствии с выбранным на
правлением обхода. Например, ток h  на рис. 36.3 нужно считать 
отрицательным, так как он течет навстречу выбранному направле

нию обхода. Э.д.с. S i  также 
нужно приписать знак минус, 
так как она действует в направ
лении, противоположном на
правлению обхода, и т. д.

Направления обхода в каж
дом из контуров можно выби
рать совершенно произвольно и 
независимо от выбора направле
ний в других контурах. При этом 
может случиться, что один и тот 
же ток либо одна и та же э. д. с. 
войдет в разные уравнения с 
различными знаками (так полу
чается с током / 2 на рис. 36.3 при 
указанных направлениях обхода 

в контурах). Это, однако, не имеет никакого значения, потому что 
изменение направления обхода вызывает лишь изменение всех зна
ков в уравнении (36.2) на обратные.

Составляя уравнения, следует помнить, что через любое сечение 
неразветвленного участка цепи течет один и тот же ток. Например, 
на участке от точки 6 до источника тока течет такой же ток 1 г, 
как на участке от источника до точки 3.

Число независимых уравнений, составленных в соответствии 
с первым и вторым правилами Кирхгофа, оказывается равным 
числу различных токов, текущих в разветвленной цепи. Поэтому, 
если заданы э. д. с. и сопротивления для всех неразветвленных 
участков, то могут быть вычислены все токи. Можно решить и зада
чи иного рода, например, найти э. д. с., которые нужно включить 
в каждый из участков цепи, чтобы получить при заданных сопротив
лениях нужные токи.
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§37. Мощность тока

Рассмотрим произвольный участок цепи постоянного тока, 
к концам которого приложено напряжение U. За время t через 
каждое сечение проводника проходит заряд q—lt. Это равносильно 
тому, что заряд It переносится за время t из одного конца провод
ника в другой. При этом силы электростатического поля и сторон
ние силы, действующие на данном участке, совершают работу

A — Uq=U It  (37.1)

(напомним, что напряжение U определяется как работа, совершае
мая электростатическими и сторонними силами при перемещении 
единичного положительного заряда; см. формулу (33.6)).

Разделив работу А на время t, за которое она совершается, по
лучим мощность, развиваемую током на рассматриваемом участке 
цепи:

Р =  U I =  (ф£ — Фа) / ( 3 7 . 2 )

Эта мощность может расходоваться на совершение рассматриваемым 
участком цепи работы над внешними телами (для этого участок дол
жен перемещаться в пространстве), на протекание химических 
реакций и, наконец, на нагревание данного участка цепи.

Отношение мощности АР, развиваемой током в объеме провод
ника Л V, к величине этого объема называется у д е л ь н о й  м о щ 
н о с т ь ю  т о к а  Р уд, отвечающей данной точке проводника. По 
определению удельная мощность равна

(37.3)

Условно говоря, удельная мощность есть мощность, развиваемая 
в единице о&>ема проводника.

Выражение для удельной мощности тока можно получить, ис
ходя из следующих соображений. Сила е (Е+Е*) развивает при 
движении носителя тока мощность, равную

P '= e (E -fE * )(v + u ) .

Усредним это выражение по носителям, заключенным в объеме АV, 
в пределах которого Е и Е* можно считать постоянными. В ре
зультате получим

</>'> =  в (Е +  E*)<v-Ни>=:
=  в (Е +• Е*) < v> + e(E  +  Е*) <u> =*е(Е +  Е*) <и>

(напомним, что <v>=0).
Мощность АР, развиваемую в объеме AV, можно найти, умно

жив <.Р'> на число носителей тока в этом объеме, которое равно п АУ
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(п — число носителей в единице объема). Таким образом,
ДР =  <Р '> n AV =  е (Е +  Е*) <u>nAV =  j(E  +  E*)AV 

(см. (34.4)). Отсюда
P y„ =  j(E  +  E*). (37.4)

Это выражение представляет собой дифференциальную форму интег
рального выражения (37.2).

§ 38. Закон Джоуля — Ленца

В случае, когда проводник неподвижен и химических превраще
ний в нем не совершается, работа тока (37.1) затрачивается на уве
личение внутренней энергии проводника, в результате чего провод
ник нагревается. Принято говорить, что при протекании тока в про
воднике выделяется тепло

Q = U It.

Заменив в соответствии с законом Ома U через R I, получим фор
мулу

Q=RIH. (38.1)
Соотношение (38.1) было установлено экспериментально Джоу

лем и, независимо от него, Ленцем и носит название з а к о н а  
Д ж о у л я  — Л е н ц а .

Если сила тока изменяется со временем, то количество тепла, 
выделяющееся за время i, вычисляется по формуле

t
Q = \  R I 2dt. (38.2)

о
От формулы (38.1), определяющей тепло, выделяющееся во всем 

проводнике, можно перейти к выражению, характеризующему вы
деление тепла в различных местах проводника. Выделим в провод
нике таким же образом, как это было сделано при выводе формулы
(34.3), элементарный объем в виде цилиндра (см. рис. 34.1). Соглас
но закону Джоуля — Ленца за время dt в этом объеме выделится 
тепло

dQ =  R I*d t =  ^ -  (jdSУ dt — p j> dVdt (38.3)

(dV=dS dl — величина элементарного объема).
Разделив выражение (38.3) на dV  и dt, найдем количество тепла, 

выделяющееся в единице объема в единицу времени:
<2уд =  Р/2. (38.4)

По аналогии с наименованием величины (37.3), величину Qyn можно 
назвать у д е л ь н о й  т е п л о в о й  м о щ н о с т ь ю  т о к а .
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Формула (38.4) представляет собой дифференциальную форму 
закона Джоуля — Ленца. Ее можно получить из соотношения (37.4). 
Заменив в (37.4) Е + Е *  через j /a = p j (см. (35.1)), придем к выраже
нию

*̂уд ~  pi2»
которое совпадает с (38.4).

Отметим, что Джоуль и Ленц установили свой закон для одно
родного участка цепи. Однако, как следует из выкладок, приведен
ных в данном параграфе, формулы (38.1) и (38.4) справедливы и для 
неоднородного участка при условии, что действующие в нем сто
ронние силы имеют нехимическое происхождение.
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§ 39. Взаимодействие токов

Опыт показывает, что электрические токи взаимодействуют меж
ду собой. Например, два тонких прямолинейных параллельных про
водника, по которым текут токи (мы будем называть их прямыми то
ками), притягивают друг друга, если токи в них имеют одинаковое 
направление, и отталкивают, если токи противоположны. Сила 
взаимодействия, приходящаяся на единицу длины каждого из па
раллельных проводников, пропорциональна величинам токов в них 
/(  и / 2 и обратно пропорциональна расстоянию Ь между ними:

Ft,  =  k 2- ^ .  (39.1)
По соображениям, которые станут ясными в дальнейшем, коэффици
ент пропорциональности мы обозначили через 2k.

Закон взаимодействия токов был установлен в 1820 г. Ампером. 
Общее выражение этого закона, пригодное для проводников любой 
формы, будет дано в § 44.

На основании соотношения (39.1) устанавливается единица силы 
тока в СИ и в абсолютной электромагнитной системе единиц (СГСМ- 
системе). Единица силы тока в СИ — а м п е р  — определяется как 
сила неизменяющегося тока, который, проходя по двум параллель
ным прямолинейным проводникам бесконечной длины и ничтожно 
малого кругового сечения, расположенным на расстоянии 1 м один 
от другого в вакууме, вызвал бы между этими проводниками силу, 
равную 2- Ю' 1 Н на каждый метр длины.

Единицу заряда, называемую к у л о н о м ,  определяют как 
заряд, проходящий за 1 с через поперечное сечение проводника, по 
которому течет постоянный ток силой 1 А. В соответствии с этим 
кулон называют также а м п е р - с е к у н д о й  (А-с).

В рационализованном виде формула (39.1) записывается следую
щим образом:

<39-2)

МАГНИТНОЕ ПОЛЕ В ВАКУУМЕ
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где |л0 — так называемая м а г н и т н а я  п о с т о я н н а я  (ср. 
с формулой (4.1)). Чтобы найти числовое значение ц0. воспользуемся 
тем, что согласно определению ампера при ] i ~ l 2= \ h  и Ь - 1 м 
сила FCII получается равной 2-10_1 Н/м. Подставим эти значения 
в формулу (39.2);

. 2 - 10-7 =  -т^-—т —•4л 1

Отсюда
р0 =  4я - Ю - ’ =  1 ,26-Ю -вГн/м1). (39.3)

Коэффициент k в формуле (39.1) можно сделать равным единице за счет выбо
ра едииицы силы тока. Т ак устанавливается абсолю тная электром агнитная еди- 
нниа силы тока (СГСМ-ед. силы тока), которая определяется как  сила такого тока, 
который, протекая по тонкому прямолинейному бесконечно длинному проводу, 
действует на равный и параллельны й ему прямой ток, отстоящий на 1 см, с силой 
в 2 дин на каждый сантиметр длины.

В СГСЗ-системе k оказывается отличной от единицы размерной величиной. 
Согласно формуле (39.1) размерность k определяется следующим выражением:

w=Ĵ F-m*- (39-4)
Мы учли, что размерность есть размерность силы, деленная на размерность 
длины ; поэтому размерность произведения Feab равна размерности силы. Соглас
но формулам (3.2) и (31.7)

i / i - Ш1*4 * * • “  у *
Подставив эти значения в вы раж ение (39.4), найдем, что

у2
m = T r -

Следовательно, в СГСЭ-системе k  можно представить в виде

* =  ^Г. (39.5)

где с — имеющая размерность скорости величина, называемая э л е к т р о д и 
н а м и ч е с к о й  п о с т о я н н о й .  Чтобы найти ее числовое значение, вос
пользуемся соотношением (3.3) между кулоном и СГСЭ-единицей заряда, которое 
было установлено опытным путем .С ила в  2 - IO -’ ^I/m эквивалентна 2 -Ю- 4  дин/см. 
С огласно формуле (39.1) с такой силой взаимодействуют токи по 3 - 10е СГСЭ-еди- 
ннц (т. е. 1 А) каж дый при й = 1 0 0 с м . Таким образом,

, п _ 4 1 2 .3 .1 0 * -3 -1 0 »
~ с 2 100 *

откуда
с =  3 - 1010 с м /с =  3 - 108 м/с. (39.6)

Значение электродинамической постоянной совпадает с величиной скорости 
света в вакууме. Из теории М аксвелла вы текает существование электромапш тных 
волн, скорость которых в вакуум е равна электродинамической постоянной с. 
Совпадение с со скоростью  света в вакуум е дало М аксвеллу основание предполо
ж ить, что свет есть электромагнитная волна.

*) Генри на метр (см. § 64).



Значение k в формуле (39.1) равно 1 в СГСМ-системе и 1/с2=  1/(3 • 1010)2 с2/см2 
в СГСЭ-системе. Отсюда следует, что ток силой в 1 СГСМ-единицу эквивалентен 
току силой в 3 * 1010 СГСЭ-единиц:

1 СГСМ-ед. силы тока =  3-1010 СГСЭ-ед. силы тока = 1 0  А, (39.7)

Умножив это соотношение на 1 с, получим
1 СГСМ-ед. заряда =  3-1010 СГСЭ-ед. заряда =  10 К л, (39.8)

Таким образом,

/сгсм =  /сгсэ. (39.9)

Соответственно

9сгсм= 3_ ^сгсэ* (39.10)

Между постоянными е0, |х0 и с имеется связь. Для установления 
этой связи найдем размерность и числовое значение произведения 
е0(х0. В соответствии с формулой (4.1) размерность е0 равна

Ы  =  1̂ .  (39.11)

Согласно (39.2)

Ы  =  7 т г  =  1 ^ -  (39Л2)
Перемножив выражения (39.11) и (39.12), получим

[еоМ — X5"=  М» (39.13)

(о — скорость).
С учетом (4.2) и (39.3) числовое значение произведения е0ц 9 

равно

еоН-о =  4Я.д. 10е 4 я ‘ ^  1 — (3 . ю8)* Ж * (39.14)

Наконец, приняв во внимание (39.6), (39.13) и (39.14), получаем 
интересующую нас связь:

®ô ô =  ■£T• (39.15)

§ 40. Магнитное поле

Взаимодействие токов осуществляется через поле, называемое 
м а г н и т н ы м .  Это название происходит от того, что, как обна
ружил в 1820 г. Эрстед, поле, возбуждаемое током, окаАлвает ориен
тирующее действие на магнитную стрелку. В опыте Эрстеда про
волока, по которой тек ток, была натянута над магнитной стрелкой, 
вращающейся на игле. При включении тока стрелка устанавлива
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лась перпендикулярно к проволоке. Изменение направления тока 
заставляло стрелку повернуться в противоположную сторону.

Из опыта Эрстеда следует, что магнитное поле имеет направлен
ный характер и должно характеризоваться векторной величиной. 
Эту величину принято обозначать буквой В. Логично было бы по 
аналогии с напряженностью электрического поля Е назвать В 
напряженностью магнитного поля. Однако по историческим причи
нам основную силовую характеристику магнитного поля назвали 
м а г н и т н о й  и н д у к ц и е й .  Название же «напряженность 
магнитного поля» оказалось присвоенным вспомогательной вели
чине Н, аналогичной вспомогательной характеристике D электри
ческого поля.

Магнитное поле, в отличие от электрического, не оказывает дей
ствия на покоящийся заряд. Сила возникает лишь тогда, когда за
ряд движется.

Проводник с током представляет собой электрически нейтраль
ную систему зарядов, в которой заряды одного знака движутся в од
ну сторону, а заряды другого знака движутся в противоположную 
сторону (либо покоятся). Отсюда следует, что магнитное поле по
рождается движущимися зарядами.

Итак, движущиеся заряды (токи) изменяют свойства окружаю
щего их пространства — создают в нем магнитное поле. Это поле 
проявляется в том, что на движущиеся в нем заряды (токи) дейст
вуют силы.

Опыт дает, что для магнитного поля, как и для электрического, 
справедлив принцип суперпозиции: поле В, порождаемое несколь
кими движущимися зарядами (токами), равно векторной сумме 
полей Вг, порождаемых каждым зарядом (током) в отдельности:

в = 2 в < (40Л)
(ср. с (5.7)).

§41. Поле движущегося заряда

Пространство изотропно, поэтому, если заряд неподвижен, все 
направления оказываются равноправными. Этим обусловлен тот 
факт, что создаваемое точечным зарядом электростатическое поле 
является сферически-симметричным.

В случае движения заряда со скоростью v в пространстве появ
ляется выделенное направление (направление вектора v). Поэтому 
можно ожидать, что магнитное поле, создаваемое движущимся за
рядом, обладает осевой симметрией. Отметим, что имеется в виду 
свободное движение заряда, т. е. движение с постоянной скоростью. 
Чтобы возникло ускорение, необходимо действие на заряд какого-то 
поля (электрического или магнитного). Это поле само по себе нару
шило бы изотропию пространства.
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Рассмотрим магнитное поле, создаваемое в некоторой точке Р 
точечным зарядом q, движущимся с постоянной} скоростью v 
(рис. 41.1). Возмущения поля передаются от точки к точке с конеч
ной скоростью с. Поэтому индукция В в точке Р  в момент времени t 
определяется не положением заряда в тот же момент t, а положе
нием заряда в некоторый более ранний момент времени t — т:

Здесь Р  означает совокупность координат точки Р, определяемых 
в некоторой неподвижной системе отсчета, г(£—т) — радиус-век
тор, проведенный в точку Р из той точки, в которой находился за
ряд в момент времени t—т.

Если скорость движения заряда v много меньше с (v< .̂c), время 
запаздывания т будет пренебрежимо мало. В этом случае можно 
считать, что значение В в момент t определяется положением заряда

пытаемся уяснить себе, какой может быть эта зависимость. Прос
тейшее предположение заключается в том, что величина вектора В 
пропорциональна заряду q и скорости v (при v = 0  магнитное поле 
отсутствует). Требуется «сконструировать» из скаляра q и двух 
заданных векторов v и г интересующий нас вектор В. Это можно 
сделать, перемножив заданные векторы векторно и умножив затем 
получившийся результат на скаляр. В итоге получится выражение

С удалением от заряда (с увеличением г) модуль этого выражения 
возрастает. Неправдоподобно, чтобы так вела себя характеристика 
поля,— в случае известных нам полей (электростатического, грави
тационного) при удалении от источника поле не усиливается, но, 
напротив, ослабляется, изменяясь как 1 /г?. Допустим, что магнит
ное поле движущегося заряда ведет себя с изменением г таким же 
образом. Обратную пропорциональность квадрату г можно полу
чить, разделив выражение (41.2) на г3. В результате получится вы
ражение

в тот же момент времени t. При этом усло
вии

В (P. t) =  f{q , v, г(0>; (41.1)

Рис. 41.1.
Вид функции (41.1) может быть установ

лен только экспериментально. Однако прежде 
чем привести результат эксперимента, по-

tflvr]. (41.2)

Q [vrl
Г* (41.3)



Опыт дает, что в случае, когда v<^e, магнитная индукция поля 
движущегося заряда определяется формулой

В =  А '^ М . ,  (41.4)

где k' — коэффициент пропорциональности.
Следует еще раз подчеркнуть, что рассуждения, которые привели 

нас к выражению (41.3), ни в коем случае нельзя рассматривать как 
вывод формулы (41.4). Эти рассуждения не имеют доказательной 
силы. Их назначение заключается в том, чтобы помочь осмыслить и 
запомнить формулу (41.4). Сама же эта формула может быть полу
чена только экспериментально.

Из соотношения (41.4) вытекает, что вектор В в каждой точке Р 
направлен перпендикулярно к плоскости, проходящей через на
правление вектора v и точку Р, причем так, что вращение в направ
лении В образует с направлением v правовинтовую систему (см. 
кружок с точкой на рис. 41.1). Отметим, что В представляет собой 
псевдовектор.

Значение коэффициента пропорциональности k' зависит от вы
бора единиц величин, фигурирующих в формуле (41.4). В рациона
лизованной форме соотношение (41.4) записывается следующим 
образом:

В =  (41.5)

Этой формуле можно придать вид

В =  Ж 1 7 ^ -1 (41 -б)

(ср. с (5.3)). Отметим, что в аналогичных формулах в тех случаях, 
когда е0 стоит в знаменателе, ц0 стоит в числителе, и наоборот.

Единица магнитной индукции в СИ называется т е с л а  (Тл).
В системах СГСЭ и СГСМ единицы магнитной индукции В выбираются так, 

чтобы коэффициент к' в формуле (41.4) был равен единице. Следовательно, между 
единицами В  в этих системах имеется то ж е  соотношение, что и между единицами 
заряда:

1 СГСМ-ед.В =  3 -1010 СГСЭ-ед.В (41.7)

(см. (39.8)). СГСМ-единица магнитной индукции имеет специальное название — 
г а у с с  (Гс).

Ученый Гаусс предложил систему единиц, в которой все электрические 
величины (заряд, сила тока, напряж енность электрического поля и т. п.) изме
ряются в единицах СГСЭ-системы, а магнитные величины (магнитная нндукция, 
магнитный момент и т. п.) — в единицах СГСМ-системы. Эта система единиц по
лучила название г а у с с о в о й .

В гауссовой системе вследствие соотношений (39.9) и (39.10) во все формулы, 
содержащ ие наряду с магнитными величинами силу тока или зар яд , входит по 
одному множителю  1 /с на каж дую  стоящ ую в формуле величину I или q. Этот мно
ж итель превращ ает значение соответствующей величины ( /  или q), вы раж енное 
в единицах СГСЭ, в значение, выраженное в единицах СГСМ (система единиц

S 41. ПОЛЕ ДВИЖУЩЕГОСЯ ЗАРЯДА .] J9
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СГСМ построена так , что коэффициенты пропорциональности во всех формулах 
равны 1). Н апример, в гауссовой системе формула (41.4) имеет вид

В =
1 q [ уг] (41.8)

Отметим, что появление при движении заряда выделенного на
правления в пространстве (направления вектора v) приводит к тому, 
что и электрическое поле движущегося заряда утрачивает сфериче
скую симметрию и становится осесимметричным. Соответствующий 
расчет дает, что линии Е поля свободно движущегося заряда имеют 
вид, показанный на рис. 41.2. Вектор Е в точке Р направлен вдоль 
радиуса-вектора г, проведенного из точки, в которой находится за

ряд в данный момент, в точку 
Р. Величина же напряженно
сти поля определяется фор
мулой
Р  _  1 J7_______________1—у2/с2

-- 4 я е 0 /■*[ 1—(v2/c2) s in 2 0 ] 3/а *

“ (41-9)
где й — угол между направ
лением скорости v и радиу
сом-вектором г.

При y<gSc электрическое 
поле свободно движуш,егося 
заряда в каждый момент вре

мени практически не отличается от электростатического поля, 
создаваемого неподвижным зарядом, находящимся в той точке, 
где в данный момент находится движущийся заряд. Однако нуж
но помнить, что это «электростатическое» поле перемещается вме
сте с зарядом, вследствие чего поле в каждой точке пространства из
меняется со временем.

При о, сравнимых с с, поле в направлениях, перпендикулярных 
к v, оказывается заметно сильнее, чем в направлении движения на 
таком же расстоянии от заряда (см. рис. 41.2, выполненный для 
v/c= 0,8). Поле «сплющивается» в направлении движения, сосредото
чиваясь в основном вблизи проходящей через заряд плоскости, 
перпендикулярной к вектору v.

§ 42. Закон Био — Савара

Выясним характер магнитного поля, создаваемого произвольным 
тонким проводом, по которому течет ток. Рассмотрим малый элемент 
провода длины dl. В этом элементе содержится nS dl носителей 
тока (п — число носителей в единице объема, 5  — площадь попе
речного сечения провода в том месте, где взят элемент dl). В точке,



§ 42. ЗА К О Н  БИО »-  САВАРД 121

положение которой относительно элемента dl определяется ради* 
усом-вектором г (рис. 42.1), отдельный носитель тока е создает поле 
с индукцией

__ Цо е [(v +  u). «•]В 4я
(см. формулу (41.5)). Здесь v — скорость хаотического движения, 
а и — скорость упорядоченного движения носителя.

Значение магнитной индукции, усредненное по носителям тока, 
заключенным в элементе dl, равно

fl[«v> +  <u>). «~1 __ Но е [<и>, г]
г3 4л г3

(<v>=0). Умножив это выражение на 
число носителей в элементе провода 
(равное nS dl), получим вклад в поле, 
вносимый элементом dl:

dB — <В> nS dl- Но S [(геа <u>), r] dl 
4л г3

(мы внесли скалярные множители п и е  
под знак векторного произведения). При
няв во внимание, что ne<u>=j, можно 
написать

=  (42.1)

Введем вектор dl, направленный по оси элемента тока длиной dl 
в сторону, в которую течет ток. Модуль этого вектора равен dl. 
Поскольку направления векторов j и dl совпадают, имеет место ра
венство

j d l= j  dl. (42.2)
Произведя такую замену в формуле (42.1), получим

dB = Но S j  [dl, г] 
4я г3

Наконец, учтя, что произведение S j  дает силу тока I  в проводе, 
придем к окончательному выражению, определяющему магнитную 
индукцию поля, создаваемого элеменюм_л»ка длины dl:

Но I ld\, г] )I dB = 4л (42.3)

Мы вывели формулу (42.3) из соотношения (41.5). В действитель
ности формула (42.3) была установлена экспериментально до того, 
как стало известно соотношение (41.5). Более того, это соотношение 
было выведено из формулы (42.3).

Био и Савар провели в 1820 г. исследование магнитных полей, 
текущих по тонким проводам различной формы. Лаплас проанали
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зировал экспериментальные данные, полученные Био и Саваром, и 
нашел, что магнитное поле любого тока может быть вычислено как 
векторная сумма (суперпозиция) полей, создаваемых отдельными 
элементарными участками токов. Для магнитной индукции поля, 
создаваемого элементом тока длины dl, Лаплас получил формулу
(42.3). В связи с этим соотношение (42.3) носит название з а к о н а

Б н о  — С а в а р а  — Л а п л а с а  
или более кратко з а к о н а  
Б и о  — С а в а р а .

Из рис. 42.1 видно, что вектор 
dB направлен перпендикулярно к

плоскости, проходящей через dl и точку, в которой вычисляется 
поле, причем так, что вращение вокруг dl в направлении dB связано 
с dl правилом правого винта. Модуль dB определяется выражением

(42 4)

где а  — угол между векторами dl п г.
Применим формулу (42.3) для вычисления поля прямого тока, 

т. е. поля, создаваемого током, текущим по тонкому прямому про
воду бесконечной длины (рис. 42.2). Все векторы dB в данной точке 
имеют одинаковое направление (в нашем случае за чертеж). Поэтому 
сложение векторов dB можно заменить сложением их модулей. Точ
ка, для которой мы вычисляем магнитную индукцию, находится на 
расстоянии b от провода.

Из рис. 42.2 видно, что
Ь , ,  г da b daГ =  —:----  , dl =  —:----  =  -Г—Z--- .s m a  sin  a  s i r r  a

Подставим эти значения в формулу (42.4):
^ W a s i n ^ a  =  1 s jn e  da 

4л  b2 s in 2 a  4л  Ь

Угол а  для всех элементов бесконечного прямого тока изменяется



1 43. СИЛА ЛОРЕНЦА 123

в пределах от 0 до я. Следователю),

fl=5P 5 = l r H sinada= !rir -
о

Таким образом, магнитная индукция поля прямого тока определяет
ся формулой

Линии магнитной индукции поля прямого тока представляют со
бой систему охватывающих провод концентрических окружностей 
(рис. 42.3).

§ 43. Сила Лоренца

На заряд, движущийся в магнитном поле, действует сила, кото
рую мы будем называть м а г н и т н о й .  Эта сила определяется 
зарядом д, скоростью его движения v и магнитной индукцией В 
в той точке, где находится заряд в рассматриваемый момент вре
мени. Простейшее предположение заключается в том, что модуль 
силы F пропорционален каждой из трех величин д, v и В. Кроме 
того, можно ожидать, что F зависит от взаимной ориентации векто
ров v и В. Направление вектора F должно определяться направле
ниями векторов v и В.

Для того, чтобы «сконструировать» вектор F из скаляра д и 
векторов v и В, перемножим v и В векторно и умножим затем полу
чившийся результат на скаляр д. В итоге получим выражение

Опытным путем установлено, что сила F, действующая на заряд, 
движущийся в магнитном поле, определяется формулой

где k  — коэффициент пропорциональности, зависящий от выбора 
единиц фигурирующих в формуле величин.

Необходимо иметь в виду, что рассуждения, приведшие нас к вы
ражению (43.1), нельзя рассматривать как вывод формулы (43.2). 
Эти рассуждения не носят доказательной силы. Их назначение со
стоит в том, чтобы облегчить запоминание формулы (43.2). Справед
ливость же этой формулы может быть установлена только экспери
ментально.

Отметим, что соотношение (43.2) можно рассматривать как опре
деление магнитной индукции В.

Единица магнитной индукции В  — тесла — определяется так, 
чтобы коэффициент пропорциональности k в формуле (43.2) был

(42.5)

7̂ [vBJ. (43.1)

F=A^[vB], (43.2)
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равен единице. Следовательно, в СИ эта формула имеет вид
F= ^[vB ]. (43.3)

Модуль магнитной силы равен
F —qvB sin а, (43.4)

где а  — угол между векторами v и В. Из (43.4) вытекает, что заряд, 
движущийся вдоль линий магнитного поля, не испытывает действия 
магнитной силы.

Направлена магнитная сила перпендикулярно к плоскости, в ко
торой лежат векторы v и В. Если заряд q положителен, направление 
силы совпадает с направлением вектора [vB], В случае отрицатель
ного q направления векторов F и [vB] противоположны (рис. 43.1).

4 I » -  
» <»; ijfJ »

Рис. 43.2.

Поскольку магнитная сила всегда направлена перпендикулярно 
к скорости заряженной частицы, она работы над частицей не совер
шает. Следовательно, действуя на заряженную частицу постоянным 
магнитным полем, изменить ее энергию нельзя.

Если имеются одновременно электрическое и магнитное поля, 
сила, действующая на заряженную частицу, равна

F=<7F+<7lvB]. (43.5)

Это выражение было получено из опыта Лоренцем и носит название 
с и л ы  Л о р е н ц а  или л о р е н ц е в о й  с и л ы .

Пусть заряд q движется со скоростью v параллельно прямому 
бесконечному проводу, по которому течет ток силы I  (рис. 43.2). 
Согласно формулам (42.5) и (43.4) на заряд действует в этом слу
чае магнитная сила, равная по модулю

«з.б)
где Ь — расстояние от заряда до провода. В случае положительного 
заряда сила направлена к проводу, если направления тока и движе
ния заряда одинаковы, и от провода, если направления тока и дви
жения заряда противоположны (см. рис. 43.2). В случае отрицатель
ного заряда направление силы при прочих равных условиях изме
няется на обратное.
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Рассмотрим два одноименных’ точечных заряда qt и q2, движу 
щихся вдоль параллельных прямых с одинаковой скоростью v 
много меньшей с (рис. 43.3). При v<^c электрическое поле практи 
чески не отличается от поля неподвижных зарядов (см. §41). По 
этому величину электрической силы Fa, действующей на заряды 
можно считать равной

1 <7l<?4
^81 -  ^92 — F а -  4П8 (43.7)

Согласно формулам (41.5) и (43.3) для магнитной силы Fu, дейст
вующей
ние

на заряды, получается выраже-

F„i = Fm2 =  Fm Цо
4л г2 (43.8)

(радиус-вектор г перпендикулярен к v).
Найдем отношение магнитной силы к 

электрической. Из (43.7) и (43.8) следует, — 
что

I j l  =  8# oU 3 =  i l l  ( 4 3 .9 )  р ис. 4 з .з .
Г  9 С

(см. (39.15)). Мы получили соотношение (43.9) в предположении, что 
v<^p. Однако это соотношение оказывается справедливым при лю
бых V.

Направления сил F8 и FM противоположны. Рис. 43.3 выполнен 
для одноименных и притом положительных зарядов. Для одноимен
ных отрицательных зарядов направления сил останутся теми же, 
а направления векторов В* и В2 изменятся на противоположные. 
Для разноименных зарядов направления электрических и магнит
ных сил будут противоположны показанным на рисунке.

Из (43.9) следует, что магнитная сила слабее кулоновской на 
множитель, равный квадрату отношения скорости заряда к скоро
сти света. Это объясняется тем, что магнитное взаимодействие меж
ду движущимися зарядами является релятивистским эффектом (см. 
§ 45). Магнетизм исчез бы, если бы скорость света оказалась беско
нечно большой.

§ 44. Закон Ампера

Если провод, по которому течет ток, находится в магнитном по
ле, на каждый из носителей тока действует сила

F= £[(v+ u), В] (44.1)
(см. (43.3)). Здесь v — скорость хаотического движения носителя, 
и — скорость упорядоченного движения. От носителя тока дейст
вие этой силы передается проводнику, по которому он перемещается.
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В результате на провод с током, находящийся в магнитном поле, 
действует сила.

Найдем величину силы dF, действующей на элемент провода 
длины dl. Усредним выражение (44.1) по носителям тока, содержа
щимся в элементе dl:

<F> =  e [«v >  +  <u>), B] = e[<u>, В] (44.2)

(В — магнитная индукция в том месте, где помещается элемент dl). 
В элементе провода содержится число носителей, равное nS dl 
in — число носителей в единице объема, 5  — площадь поперечного

сечения провода в данном месте). Умножив выражение ^44.2) на 
число носителей, найдем интересующую нас силу:

dF =  <F> nS dl =  [(яг <u>), В] S d l .

Приняв во внимание, что ле<u> есть плотность тока j , a S  d l дает 
объем элемента провода dV, можно написать

d F = [jB ]dy . (44.3)
Отсюда можно получить выражение для плотности силы, т. е. для 
силы, действующей на единицу объема проводника:

F «.o« = [jB ]. (44.4)
Напишем формулу (44.3) в виде

dF= [jB ]S dl.

Заменив согласно (42.2) jS  dl через jS  d l= I  d\, придем к формуле
dF=I[d\, В]. (44.5)

Эта формула определяет силу, действующую на элемент тока d\ 
в магнитном поле. Соотношение (44.5) было установлено экспери
ментально Ампером и носит название з а к о н а  А м п е р а .
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Мы получили закон Ампера, исходя из выражения (43.3) для 
магнитной силы. В действительности выражение для магнитной силы 
было получено из установленного экспериментально соотношения
(44.5).

Модуль силы (44.5) вычисляется по формуле
dF =  IB dl sin а , (44.6)

где а  — угол между векторами dl и В (рис. 44.1). Направлена сила 
перпендикулярно к плоскости, в которой лежат векторы dl и В.

Применим закон Ампера для вычисления силы взаимодействия 
двух находящихся в вакууме параллельных бесконечно длинных 
прямых токов. Если расстояние между токами Ь (рис. 44.2), то каж 
дый элемент тока /2 будет находиться в магнитном поле, индукция 
которого равна Bi=(pV4n) {2IJb) (см. формулу (42.5)). Угол а  
между элементами тока /2 и вектором В( прямой. Следовательно, 
согласно (44.6) на единицу длины тока /2 действует сила

= (44.7)

Выражение (44.7) совпадает с формулой (39.2).
Для силы Fnen. действующей на единицу длины тока /,, полу

чается аналогичное выражение. Легко убедиться в том, что при 
одинаковом направлении токов они притягивают друг друга, а при 
различном — отталкивают.

§ 45 . Магнетизм как релятивистский эффект

Между электричеством и магнетизмом имеется глубокая связь. 
Основываясь на постулатах теории относительности и на инвариант
ности электрического заряда, можно показать, что магнитное вза
имодействие зарядов и токов является следствием закона Кулона. 
Мы покажем это на примере заряда, движущегося параллельно бес
конечному прямому току со скоростью у0 *) (рис. 45.1).

Согласно формуле (43.6) магнитная сила, действующая на заряд 
в рассматриваемом случае, равна

С5.1)
(смысл буквенных обозначений ясен из рис. 45.1). Направлена сила 
к проводнику с током (<£>0).

Прежде чем приступить к выводу формулы силы (45.1), исходя из 
закона Кулона и релятивистских соотношений, рассмотрим следую
щий эффект. Пусть имеется бесконечная линейная цепочка точечных 
зарядов одинаковой величины е, отстоящих друг от друга на очень

*) Чтобы сделать обозначения аналогичными обозначениям в гл. VIII 1-го 
тома, мы обозначили скорость заряда через аа.
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малый отрезок /0 (рис. 45.2). В силу малости /0 можно говорить о ли
нейной плотности зарядов Я0, которая, очевидно, равна

Я0=е//0. (45.2)

Приведем заряды в движение вдоль цепочки с одинаковой скоростью 
и. Тогда расстояние между зарядами сократится и станет равным

/=/0] Л —и2/с2
(см. формулу (64.1) 1-го тома). Величина же зарядов вследствие их
____________

. 1  f“~®------- f -
Рис. 45.1. Рис. 45.2.

ио-> О ао—>•

инвариантности останется прежней. В результате линейная плот
ность зарядов, наблюдаемая в системе отсчета, относительно которой 
заряды движутся, изменится и станет равной

А, =  е// = Я,0/]/1 —ыа/са. (45.3)
Теперь рассмотрим в системе отсчета К  две практически совме

щенные друг с другом бесконечные цепочки, образованные зарядами 
одинаковой величины, но разных знаков, движущимися в противо
положные стороны с одинаковой скоростью и (рис. 45.3, а). Совокуп
ность этих цепочек эквивалентна прямому бесконечному току силы

/ =  2X u^2K 0u lV  1 — ы2/с2, (45.4)
где А, — величина, определяемая формулой (45.3). Суммарная ли
нейная плотность зарядов цепочки равна нулю, поэтому электри
ческое поле отсутствует. На заряд q действует магнитная сила, ве
личина которой согласно (45.1) и (45.4) равна

F =  qv0 (45.5)
4 4 я  Ь Y \ — и 2/с2-

Перейдем в систему отсчета К , относительно которой заряд q 
покоится (рис. 45.3, б). В этой системе на заряд q также действует 
сила (обозначим ее F') .  Однако эта сила не может быть магнитного 
происхождения, поскольку заряд q неподвижен. Сила F'  имеет 
чисто электрическое происхождение. Возникает она потому, что 
линейные плотности положительных и отрицательных зарядов в це
почках теперь не одинаковы (ниже мы увидим, что плотность отрица
тельных зарядов больше). Избыточный отрицательный заряд, рас
пределенный по цепочке, создает электрическое поле, которое
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действует на положительный заряд q с силой F ', направленной 
к цепочке (см. рис. 45.3, б).

Вычислим силу F ' и убедимся в том, что она «равна» силе F, 
определяемой формулой (45.5). Мы взяли слово «равна» в кавычки, 
потому что сила не является инвариантной величиной. При пере
ходе от одной инерциальной системы отсчета к другой сила преоб
разуется по довольно сложному закону. В частном случае, когда

‘ uL

К '

О О О
О О О

'в

F'=qEr

4)
Рис. 45.3.

сила F' перпендикулярна к относительной скорости систем К  и 
К ’ (F‘#_Lvo). преобразование имеет вид

с  F ' 1 — t>o/c24~ v0(F У )/ с2 
l  +  v0v'/c2

(v' — измеренная в системе К ' скорость частицы, на которую дейст
вует сила F'). Если v '= 0  (что имеет место в рассматриваемой нами 
задаче), формула преобразования силы выглядит следующим об
разом:

F =  F?/ 1  — vl/c2.

Из этой формулы вытекает, что перпендикулярная к v0 сила, дейст
вующая на покоящуюся в системе К ' частицу, оказывается и в си
стеме К  перпендикулярной к вектору v0. Модуль же силы в этом 
случае преобразуется по формуле

F =  F ' y r 1 — vl/c2. (45.6)

Плотности зарядов в положительной и отрицательной цепочках, 
измеренные в системе К ', имеют величины (см. (45.3))

я ;  =  x J V  1 — ы;  V , k'_= — ' k J V i — u ’J / c 2 , (45.7)

где и+ И и’_ — скорости зарядов -\-е и —е, измеренные в системе К '■ 
При переходе от системы К  к системе К ' проекция скорости частицы 
на направление х, совпадающее с направлением v0j преобразуется

5 И. В. Савельев! т. 2
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“* l-u^o/c2
(см. формулу (66.2) 1-го тома; мы заменили и и и' на и и и '). Для 
зарядов -\-е компонента их равна и, для зарядов —е она равна —и 
(см. рис. 45.3, а). Следовательно,

(и')  д  ц- ° о -  (и ') =
\и*)+ l — uvjc* ’ ' Ux,~ 1 +да0/са *

Поскольку остальные проекции равны нулю, получаем
. \ и -  V „| . U + V о
+ 1 — ИУ0/С2 1+ЫС0/С2 v '

Для упрощения выкладок перейдем к относительным скоростям 
р0 = vJ c ,  р = м/с, р; =  «;/с, p i— u' jc .

Тогда формулы (45.7) и (45.8) примут вид

а. ;=  xe/ / i — р ;\  — x ,/ K i—р :\  (45.9)
П' . IP — Pol р/ . Р + Ро /лег im

1-рр ,-*  Р '= Т Ж '  (45Л°)
С учетом этих формул получаем для суммарной плотности зарядов 
выражение
 ̂ 1 _ I 1г _ _______ _____ _ _

_________%0 (1 — РРо)_________________ A.Q (1 +  РРо)_______
V  (1-РРо)2-(Р-Ро)2 /(1+РРо)а-(Р  + Ро)3 

Легко убедиться в том, что

( 1  —  РР„)2 — ( Р — Ро)а =  ( 1  +  РРо)2 — ( Р + Р о ) 2 =  ( 1 — PS) ( 1  - Р 2). 
Следовательно,

_,___ — ___ ________ —2ЬриУр______  (4^
1/(1 — Ро) (1 — Р2) с2 V  1— Ро/с2 V \  — и2/С2 '

В соответствии с формулой (14.5) бесконечно длинная нить, не
сущая заряд плотности %', создает поле, напряженность которого 
на расстоянии b от нити равна

Р , , 1 К
2Л80 Ь •

В этом поле на заряд q действует сила
qX'F ' =  qE ' =  44 2яевА •
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Подстановка выражения (45.11) дает (знак минус опускаем)
р ' ______  Q̂ qUVo __ Но 4Х0и 1 J2>

ю  abc2 V \ —vl!c% V 1 — и2/с2 0 451 b V  1 — u2/ca /1  —Do/с2
(напомним, что jjl0 = 1 /е0са; см. (39.15)).

Полученное выражение отличается от выражения (45.5) лишь 
множителем l/ j/ l — vl/c2 . Следовательно, можно написать, что

F =  F ' V \ — v\!c\
где F — сила, определяемая выражением (45.5), a F ' — сила, опре
деляемая выражением (45.12). Сравнение с (45.6) показывает, что 
F и F ' суть значения одной и той же силы, определенные в системах 
К н К ’ .

Отметим, что в системе К", которая двигалась бы относительно 
системы К  со скоростью, отличной от скорости заряда v0, сила, дей
ствующая на заряд, слагалась бы из электрической и магнитной сил.

Полученные нами результаты означают, что электрическое и маг
нитное поля неразрывно связаны друг с другом и образуют единое 
электромагнитное поле. При специальном выборе системы отсчета 
поле может оказаться чисто электрическим или чисто магнитным. 
Однако относительно других систем отсчета то же поле представляет 
собой совокупность электрического и магнитного полей.

В разных инерциальных системах отсчета электрическое и маг
нитное поля одной и той же совокупности зарядов оказываются раз
личными. Вывод, выходящий за рамки курса общей физики, приво
дит к следующим формулам преобразования полей при переходе от 
системы отсчета К  к движущейся относительно нее со скоростью 
v0 системе отсчета К ':

Р '  _р  Р '  ___^У Р '*-• X --  i-»(/ — _ ----- — 4 1̂ 9
Еу v0B2 j-,, E2-\-vnBy

у V i —р2 ’ 2 \Г\ — |,2
_ PI _ By -j УрЕ2 П, _ В2 UftEy

x ~  l^ i^ P 2

(45.13)

Здесь Ex, E y, E z, B x, B y, В г — компоненты векторов E и В, харак
теризующих электромагнитное поле в системе аналогичные сим
волы со штрихами — компоненты векторов Е' и В ', характеризую
щих поле в системе К'\ буквой (i обозначено отношение v j c .

Разложив векторы Е и В, а также Е' и В' на параллельные век
тору v0 (а значит, и осям х  и х ') и перпендикулярные к этому вектору 
составляющие (т. е. представив, например, Е в виде E=Eh+Ej_ 
и т. д .), можно написать формулы (45.13) в векторном виде:

F  р '  _= E X + [ v 0B l ] .Е1| С1|» - г - .---- д з  1
(45.14)

в х =
Bj_— (1/с2) ГуоЕх ] 

УТ=Гр5
5*



В гауссово» системе единиц формулы (45.14) имеют вид: 
r , с  E_l +  (1/C) [ v0Bx ] #

, _ B „• B . - d / o U l  (45Л5)
н ii’ i. V\ — p

В случае, когда Р< 1̂ (т. е. у0<^с), формулы (45.14) упрощаются
следующим образом:

Е|| = Ец, Ex =  Ex +  [v0Bx];

В|| =' Вц, В^ =  В х— ^ [v ,E x ] .
Сложив попарно эти выражения, получим

Е' =  Ец +  Ех =  Ец +  Ех +  [v 0Bx] — Е +  [v 0Bx],

В' = В' + в'х = В„ + Вх - 4 г [v0Ex] = в—1 . [у 0Ех]. (45‘16)
Поскольку векторы v0 и Вц коллинеарны, их векторное произведение 
равно нулю. Поэтому [v0B]= [у0Вц ]+ [v0B x]= [v0Bx]. Аналогично 
[voE]=[v0Ex]. С учетом этого формулам (45.16) можно придать вид

Е' — Е +  [v0B], В' =  В— l - [ v ,E ] .  (45.17)

По этим формулам преобразовываются поля в случае, если относи
тельная скорость систем отсчета v0 много меньше скорости света в 
вакууме с (v0< .̂c).

В гауссовой системе формулы (45.17) выглядят следующим образом:

E' =  E +  - j —[v0B ], В ' =  В -----i -  [v0E]. (45.18)

В рассмотренном в начале этого параграфа примере в системе /С, 
в которой заряд q двигался параллельно проводу с током со ско
ростью у 0, имелось только перпендикулярное к v0 магнитное поле 
Вх ; составляющие Вц, Ех и Ец были равны нулю. Согласно форму
лам (45.14) в системе К ' , в которой заряд q покоится (эта система 
движется относительно К  со скоростью v0), наблюдается составляю
щая В 'х , равная B ^ jY l — Р2, и, кроме того, перпендикулярная 
составляющая электрического поля Ех = [v0Bx]/K 1 — р4 .

В системе К  на заряд действует сила
F = ? [v 0Bx]. (45.19)

Поскольку заряд q в системе К ' покоится, на него в этой системе 
действует лишь электрическая сила

= ^  = • (45-2°) 
Сопоставление формул (45.19) и (45.20) дает F =; F l Y \ —р2, что 
совпадает с (45.6).
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§ 46. Контур с током в магнитном поле

Выясним, как ведет себя контур с током в магнитном поле. Нач
нем со случая, когда поле однородно (B=const). Согласно (44.5) 
на элемент контура dl действует сила

dF = /[dl, В]. (46.1)
Результирующая таких сил равна

F = / / [ d l ,  В]. (46.2)

Вынеся постоянные величины I и В за знак интеграла, получим

F = ;[(/d i), в].
Интеграл (j) d\ равен нулю, поэтому F=0. Таким образом, резуль
тирующая сила, действующая на контур с током в однородном маг
нитном поле, равна нулю. Это справедливо для контуров любой 
формы (в том числе и неплоских) при произвольном расположении 
контура относительно направления поля. Существенной для ра
венства нулю результирующей силы является лишь однородность 
поля.

В дальнейшем мы ограничимся рассмотрением плоских конту
ров. Вычислим результирующий вращательный момент, создаваемый 
силами (46.1), приложенными к контуру. Поскольку в однородном 
поле сумма этих сил равна нулю, результирующий момент относи
тельно любой точки будет один и тот же. Действительно, результи
рующий момент относительно некоторой точки О определяется 
выражением

N = J [ r ,  dF],
где г — радиус-вектор, проведенный из точки О в точку приложе
ния силы dF. Возьмем точку О', смещенную относительно О на 
отрезок Ь. Тогда r= b + r ', соответственно г '= г—Ь. Поэтому резуль
тирующий момент относительно точки О' равен

N '=  $ [ r ' ,  d F ] = $ [ ( r - b ) ,  dF] =

= J [г, dF] — J[b. dF] =  N — [b. $ d F ]  = N

(Jd F  = o ) . Моменты, вычисленные относительно двух произвольно 
взятых точек О и О', оказались совпадающими. Отсюда заключаем, 
что момент не зависит от выбора точки, относительно которой он бе
рется (ср. с парой сил).

Рассмотрим произвольный плоский контур с током, находящийся 
в однородном магнитном поле В. Пусть контур ориентирован так, 
что положительная нормаль к контуру п перпендикулярна к век
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тору В (рис. 46.1). Положительной называется нормаль, направле
ние которой связано с направлением тока в контуре правилом пра
вого винта.

Разобьем площадь контура на узкие параллельные направлению 
вектора В полоски ширины dy (см. рис. 46.1, а\ на рис. 46.1, б 
одна такая полоска изображена в увеличенном виде). На ограничи
вающий полоску слева элемент контура d\L действует сила dF,, 
направленная за чертеж. Модуль этой силы равен d f ,=  
=  IB dti sin а г= 1В  dy (см. рис. 46 .1 ,6). На ограничивающий по

лоску справа элемент контура d l2 
действует сила dF2, направленная 
на нас. Модуль этой силы равен 
dF 2= IB  d li sin а 2=/В dy.

Полученный нами результат оз
начает, что силы, приложенные к 
противоположным элементам кон
тура dli и d l2, образуют пару, мо
мент которой равен

d N = IB x d y= IB  dS  
(dS — площадь полоски). Из рис. 
46.1 видно, что вектор dN перпен
дикулярен к векторам п и В и ,сле
довательно, может быть записан в 
виде

dN = I [nB] dS.
Просуммировав это выражение по всем полоскам, получим враща
тельный момент, действующий на контур:

N == J / [nB] dS = / [nB] J dS =-■ I [nB] S (46.3)
(поле предполагается однородным, поэтому произведение [пВ] для 
всех полосок одинаково и может быть вынесено за знак интеграла). 
Величина S в выражении (46.3) есть площадь контура.

Выражение (46.3) можно представить в виде
N=[(/Sn), В]. (46.4)

Эта формула сходна с формулой (9.12), определяющей вращатель
ный момент, действующий на электрический диполь в электриче
ском поле. Аналогом Е служит в (46.4) вектор В, а аналогом ди- 
польного электрического момента р — выражение ISn . Это послу
жило основанием для того, чтобы назвать величину

pm=/Sn (46.5)
д и п о л ь н ы м  м а г н и т н ы м  м о м е н т о м  контура с то
ком. Направление вектора р т  совпадает с направлением положи
тельной нормали к контуру.

о)

I)
1 1 I X |

Рис. 46.1.
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Воспользовавшись обозначением (46.5), можно написать формулу 
(46.4) следующим образом:

N = [P„, В] (ря ± В ). (46.6)
Теперь допустим, что направление вектора В совпадает с на

правлением положительной нормали к контуру п, а следовательно, 
и с направлением вектора рт  (рис. 46.2). В этом случае силы, дей
ствующие на разные элементы контура, лежат в одной плоскости — 
плоскости контура. Сила, действующая на элемент контура dl, 
определяется выражением (46.1). Вычислим результирующий мо
мент таких сил относительно точки О, лежащей в плоскости кон
тура:

N = JdN = J [г, dF] =  I ( f [ r ,  [dl, В]]

(г — радиус-вектор, проведенный из точки О к элементу d\). Пре
образуем подынтегральное выражение по формуле «бац минус цаб» 
(см. формулу (2.35) 1-го тома). В результате получим

N = / { / ( r B )d l—^>B(r, d l)) .

Первый интеграл равен нулю вследствие того, что векторы г и В 
взаимно перпендикулярны. Скалярное произведение под знаком

второго интеграла равно г d r= 1/2d(/'2). Поэтому второй интеграл 
можно представить в виде

V,B § d { r* ) .

Под знаком интеграла стоит полный дифференциал функции г?. 
Сумма приращений функции на замкнутом пути равна нулю. Сле
довательно, и второе слагаемое в выражении для N равно нулю. 
Таким образом, мы доказали, что результирующий момент N отно
сительно любой точки О, лежащей в плоскости контура, равен 
нулю. Такое же значение имеет результирующий момент относи
тельно всех других точек (см. выше).
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Итак, в случае, когда векторы рт  и В имеют одинаковое направ
ление, магнитные силы, действующие на отдельные участки конту
ра, не стремятся ни повернуть контур, ни сдвинуть его с места; 
они лишь стремятся растянуть контур в его плоскости. Если векто
ры рт  и В имеют противоположные направления, магнитные силы 
стремятся сжать контур.

Пусть направления векторов рт  и В образуют произвольный 
угол а  (рис. 46.3). Разложим магнитную индукцию В на две состав
ляющие: В и — параллельную и Вх — перпендикулярную векто
ру Рт, и рассмотрим действие каждой составляющей отдельно. 
Составляющая Вц будет обусловливать силы, растягивающие или 
сжимающие контур. Составляющая В^, величина которой равна 
В sin а , приведет к возникновению вращательного момента, кото
рый можно вычислить по формуле (46.6):

N =  [Ря,» В±].
Из рис. 46.3 видно, что

[Р .. в ±] = [ р« . В].
Следовательно, в самом общем случае вращательный момент, дей
ствующий на плоский контур с током в однородном магнитном поле, 
определяется формулой

N=[pm, в]. (46.7)
Модуль вектора N равен

N = pmB sin а .  (46.8)
Для того чтобы угол а  между векторами рт  и В увеличить на da, 

нужно совершить против сил, действующих на контур в магнитном 
поле, работу

dA — N d a = p mB sin a  d a . (46.9)

Поворачиваясь в первоначальное положение, контур может возвра
тить затраченную на его поворот работу, совершив ее над каким- 
нибудь телом. Следовательно, работа (46.9) идет на увеличение по
тенциальной энергии иех, которой обладает контур с током в маг
нитном поле,

dWputx =  ря В sinada.
Интегрируя, находим

Wp мех — — Р тВ C0S «  +  Const.

Если положить const=0, формула приобретает вид

Wpitex~ — pmB c o s a  =  — р/лВ (46.10)

(ср. о формулой (9.15)).
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Параллельная ориентация векторов рт  и В отвечает минимуму 
энергии (46.10) и, следовательно, положению устойчивого равнове
сия контура.

Величина (46.10) представляет собой не полную потенциальную 
энергию контура с током, а лишь ту ее часть, которая обусловлена 
существованием вращательного момента (46.7). Чтобы подчеркнуть 
это, мы снабдили символ величины (46.10) индексом «мех». Полная 
потенциальная энергия контура включает, кроме (46.10), еще дру
гие слагаемые.

Теперь рассмотрим плоский контур с током в неоднородном маг
нитном поле. Для простоты будем вначале считать контур круговым. 
Предположим, что поле изменяется быстрее всего в направлении х, 
совпадающем с направлением В в том месте, где расположен центр 
контура/и что магнитный момент контура ориентирован по полю 
(рис. 46.4, а).

В рассматриваемом случае B^=const и выражение (46.2) не обя
зано быть нулем. Сила dF, действующая на элемент контура, пер
пендикулярна к В, т. е. к 
линии магнитной индукции 
в месте пересечения ее с dl.
Поэтому силы, приложен
ные к различным элементам 
контура, образуют симмет
ричный конический веер 
(рис. 46.4, б). Их результи
рующая F направлена в 
сторону возрастания В и, 
следовательно, втягивает 
контур в область более 
сильного поля. Очевидно, 
что чем сильнее изменяется поле (чем больше дШдх), тем мень
ше угол раствора веера и тем больше, при прочих равных ус
ловиях, результирующая сила F. Если изменить направление тока 
на обратное (при этом рт  станет противоположным В), направления 
всех сил dF и их результирующей F изменятся на обратные 
(рис. 46.4, в). Следовательно, при такой взаимной ориентации век
торов рт  и В контур будет выталкиваться из поля.

С помощью выражения (46.10) для энергии контура в магнитном 
поле легко найти количественное выражение для силы F. Если 
ориентация магнитного момента по отношению к полю остается 
неизменной (a=const), то WPMe]l будет зависеть только от х (через 
В). Продифференцировав Wp мех по х и изменив у результата знак, 
получим проекцию силы на ось х:

в
1 Чя *

а) 4)
Рис. 46.4.

Э^мех дВ
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По предположению, в других направлениях поле изменяется слабо, 
поэтому проекциями силы на другие оси можно пренебречь и счи
тать, что F = F X. Итак,

F =  Pm^ z o s a .  (46.11)

Согласно полученной нами формуле сила, действующая на кон
тур с током в неоднородном магнитном поле, зависит от ориентации 
магнитного момента контура относительно направления поля. Если 
векторы рт  и В совпадают по направлению (а= 0), сила положитель
на, т. е. направлена в сторону возрастания В (дВ/дх предполагается 
положительным; в противном случае знак и направление силы из
менятся на противоположные, но сила по-прежнему будет втягивать 
контур в область сильного поля). Если рт  и В антипараллельны 
(а = я ), сила отрицательна, т. е. направлена в сторону убывания В. 
Этот результат мы уже получили качественно с помощью рис. 46.4.

Разумеется, что, кроме силы (46.11), на контур с током в неод
нородном магнитном поле будет действовать также вращательный 
момент (46.7).

§ 47. Магнитное поле контура с током
Рассмотрим поле, создаваемое током, текущим по тонкому про

воду, имеющему форму окружности радиуса R (круговой ток). 
Определим магнитную индукцию в центре кругового тока (рис. 47.1). 
Каждый элемент тока создает в центре индукцию, направленную

й\>

Рис. 47.2.

вдоль положительной нормали к контуру. Поэтому векторное сло
жение dB сводится к сложению их модулей. По формуле (42.4)

dB =  l k - W
(а=л/2). Проинтегрируем это выражение по всему контуру:

Выражение в скобках равно модулю дипольного магнитного мо
мента рт  (см. (46.5)). Следовательно, магнитная индукция в центре
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кругового тока имеет величину

в  =  (47.D
Из рис. 47.1 видно, что направление вектора В совпадает с на

правлением положительной нормали к контуру, т. е. с направле
нием вектора рт . Поэтому формулу (47.1) можно написать в вектор
ном виде:

(47.2)

Теперь найдем В на оси кругового тока на расстоянии лот центра 
контура (рис. 47.2). Векторы dB перпендикулярны к плоскостям, 
проходящим через соответствующий элемент dl и точку, в которой 
мы ищем поле. Следовательно, они образуют симметричный кониче
ский веер (рис. 47.2, б). Из соображений симметрии можно заклю
чить, что результирующий вектор В направлен вдоль оси контура. 
Каждый из составляющих векторов dB вносит в результирующий 
вектор вклад dBy, равный по модулю dB sin Р =dB(R/b). Угол ос 
между dl и Ь прямой, поэтому

 ̂р j  д ^ Но / ̂  ^ Цо  ̂̂  ^a a ti '

Проинтегрировав по всему контуру и заменив b на у гЯ 2 +  г 2, по
лучим

_ Но 2 (/я/?2) _  цо 2рт (47 3)
4я (/?*+г8)3' 2 4 я (^ 2+л2)3/а

Эта формула определяет величину магнитной индукции на оси кру
гового тока. Приняв во внимание, что векторы В и р т  имеют одина
ковое направление, можно написать формулу (47.3) в векторном 
виде:

B = J ^ -----2р,л - - -  . (47.4)
4я (Я2-]-/-2)3/2

Это выражение не зависит от знака г. Следовательно, в точках оси, 
симметричных относительно центра тока, В имеет одинаковую ве
личину и направление.

При г= 0 формула (47.4) переходит, как и должно быть, в форму
лу (47.2) для магнитной индукции в центре кругового тока.

На больших расстояниях от контура в знаменателе можно пре
небречь R 2 по сравнению с г2. Тогда формула (47.4) принимает вид

В = ^ - ^  (на оси тока), (47.5)

аналогичный выражению (9.9) для напряженности электрического 
поля на оси диполя.
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Расчет, выходящий за рамки данной книги, дает, что любой 
системе токов или движущихся зарядов, локализованной в ограни
ченной части пространства, можно приписать магнитный диполь- 
ный момент рт  (ср. с дипольным электрическим моментом си
стемы зарядов). Магнитное поле такой системы на расстояниях, 
больших по сравнению с ее размерами, определяется через рт  по 
таким же формулам, по каким определяется через дипольный элек

трический момент поле системы зарядов на 
больших расстояниях (см. § 10). В частнос
ти, поле плоского контура любой формы на 
больших расстояниях имеет вид

В =  ̂ - ^ - У ‘Г + З ю 5г У, (47.6)

где г — расстояние от контура до данной 
точки, •& — угол между направлением векто- 
pa рт  и направлением от контура в данную 
точку поля (ср. с формулой (9.7)). При &=0 
формула (47.6) дает для модуля вектора В 
такое же значение, как и формула (47.5).

На рис. 47.3 изображены линии магнитной 
индукции поля кругового тока. Показаны 
лишь линии, лежащие в одной из плоскостей, 
проходящей через ось тока. Подобная же кар
тина имеет место в любой из этих плоскостей.

Из всего сказанного в предыдущем и в данном параграфах выте
кает, что дипольный магнитный момент является весьма важной 
характеристикой контура с током. Этой характеристикой опреде
ляется как поле, создаваемое контуром, так и поведение контура во 
внешнем магнитном поле.

§ 48. Работа, совершаемая при перемещении тока в магнитном
ноле
Рассмотрим контур с током, образованный неподвижными про

водами и скользящей по ним подвижной перемычкой длины I 
(рис. 48.1). Допустим, что этот контур находится во внешнем маг
нитном поле, которое мы будем предполагать однородным и перпен
дикулярным к плоскости контура. При указанных на рис. 48.1, а  
направлениях тока и поля сила F, действующая на перемычку, 
будет направлена вправо и равна

F —1BI.
При перемещении перемычки вправо на dh эта сила совершит поло
жительную работу

dA —F d h = lB l dh= IB  dS , (48.1)
где dS  — заштрихованная площадь (см. рис. 48.1, а).
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Выясним, как изменяется при перемещении перемычки поток 
магнитной индукции Ф через площадь контура: Условимся при 
вычислении потока через площадь контура с током всегда брать 
в качестве п в выражении

Ф = J Bn dS

положительную нормаль, т. е. нормаль, образующую с направле
нием тока в контуре правовинтовую систему (см. § 46). Тогда в слу
чае, изображенном на рис. 48.1, а , поток будет положительным 
и равным B S  (S  — площадь контура). При перемещении перемычки 
вправо площадь контура получает положительное приращение dS.

Г

п а  Be Ш  „ '■

S
1

Г  ■■-  К-

в)
Рис. 4 8 .!.

В результате поток также получает положительное приращение 
d<b=B dS . Поэтому выражение (48.1) можно представить в виде

dA =  Id<t>. (48.2)
При направлении поля на нас (рис. 48.1, б) сила, действующая на

rwfrej
tf=\[ah,i)\

Рис. 48.2.

перемычку, направлена влево. Поэтому при перемещении перемыч
ки вправо на dh магнитная сила совершает отрицательную работу

<14=—/ BL dh=—IB dS. (48.3)
В этом случае поток через контур равен —B S . При увеличении 
площади контура на dS  поток получает приращение ЙФ=—В dS. 
Следовательно, выражение (48.3) также можно записать в виде (48.2).

Величину йФ в выражении (48.2) можно трактовать как поток 
через площадь, описанную перемычкой при ее движении. Соответ
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ственно можно сказать, что работа, совершаемая магнитной силой 
над участком контура с током, равна произведению силы тока на 
величину магнитного потока через поверхность, описанную этим 
участком при своем движении.

Формулы (48.1) и (48.3) можно объединить в одно векторное вы
ражение. Для этого сопоставим перемычке вектор 1, имеющий 
направление тока (рис. 48.2). Независимо от направления вектора 
В (от нас или на нас), силу, действующую на перемычку, можно 
представить в виде

F=/ [IB].

При перемещении перемычки на dh сила совершает работу
dЛ = Fdh=/[IB ]dh.

Осуществим в смешанном произведении векторов циклическую 
перестановку сомножителей (см. формулу (2.34) 1-го тома). В ре
зультате получим

d A ^ lB ld h , 1]. (48.4)
Из рис. 48.2 видно, что векторное произведение [dh, 1] равно 

по величине площади dS, описанной перемычкой при ее движении,
и имеет направление положительной нор
мали п. Следовательно,

d A = IB n d S . (48.5)
В случае, изображенном на рис. 48.2, а, 
Вп = В, и мы приходим к формуле
(48.1). В случае, изображенном на рис. 
48.2, б, Вп=*—В, и мы приходим к фор
муле (48.3).

Выражение Bn dS  определяет приращение магнитного потока 
через контур, обусловленное перемещением перемычки. Таким 
образом, формулу (48.5) можно записать в виде (48.2). Однако фор
мула (48.5) имеет преимущество перед (48.2), поскольку из нее «ав
томатически» получается знак dCD, а следовательно, и знак dA.

Рассмотрим жесткий или деформируемый контур, который, на
ходясь в магнитном поле, перемещается из некоторого исходного 
положения в бесконечно мало отличающееся от исходного конечное 
положение. Силу тока I в контуре будем считать при этом переме
щении постоянной. Пусть элемент контура dl претерпевает произ
вольное перемещение, которое можно представить как смещение 
параллельно самому себе на отрезок dh и последующий поворот на 
угол d(f (рис. 48.3). При этом элемент dl опишет площадь, равную

|[dh, dl]| +  j d / 2d<p.
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Второе слагаемое более высокого порядка малости, чем первое. 
Совершаемая над dl работа пропорциональна магнитному потоку 
через описанную dl поверхность (см. выше). Поэтому работа при по
вороте элемента dl будет более высокого порядка малости, чем рабо
та при поступательном перемещении, и ею можно пренебречь.

Таким образом, при вычислении работы можно пренебречь по
воротом элемента d\ на угол dtp и считать совершаемую магнитной 
силой над элементом контура работу равной

dA3]l — I [d l, B]dh. (48.6)

Здесь В — магнитная индукция в том месте, где находится элемент 
контура dl.

Осуществив в (48.6) циклическую перестановку сомножителей, 
получим

dA31I -  / В [dh, dl]. (48.7)
Векторное произведение [dh, dll равно по модулю площади паралле
лограмма, построенного на векторах dh и dl, т. е. площади dS, 
описываемой элементом dl при его перемещении. Направление век
торного произведения совпадает с направлением положительной 
нормали к площадке dS. Следовательно,

В [dh, dl] =  Bn dS =  dOaJI, (48.8)
где d<D3JI — приращение магнитного потока через контур, обуслов
ленное перемещением элемента контура dl.

Приняв во внимание равенство (48.8), напишем (48.7) в виде
dAail =  Id® ali. (48.9)

Просуммировав выражение (48.9) по воем элементам контура, полу
чим выражение для работы магнитных сил при произвольном беско
нечно малом перемещении контура:

d^l = S dAbX =  J I d®„ =  I J dФэл =  / dO (48.10)
(d<D — полное приращение потока через контур).

Чтобы найти работу, совершаемую при конечном произвольном 
перемещении контура, просуммируем выражение (48.10) по всем 
элементарным перемещениям:

Afi =  $«М = / JdO  =  /(®2—Фх). (48.11)
Здесь Фх и Ф 2 — значения магнитного потока через контур в на
чальном и конечном положениях. Таким образом, работа, совершае
мая магнитными силами над контуром, равна произведению силы 
тока на приращение магнитного потока через контур.

В частности, при повороте плоского контура в однородном поле 
из положения, в котором векторы рт  и В направлены в противопо
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ложные стороны (в этом положении Ф = —B S ), в положение, при 
котором эти векторы совпадают по направлению (в этом положении 
<I>=BS), магнитные силы совершают над контуром работу

A =  I { B S - ( — BS)} =  2IB S.

Тот же результат получается с помощью выражения (46.10) для 
потенциальной энергии контура в магнитном поле:

А -  U7Ha4-  И7К0Н =  рт В -  ( -  рт В) =.2рт В =  21 SB  
(pm= IS ) .

Отметим, что работа (48.11) совершается не за счет энергии внеш
него магнитного поля, а за счет источника, поддерживающего 
неизменным ток в контуре. В § 61 будет показано, что при измене
ниях магнитного потока, пронизывающего контур, в этом контуре 
возникает э. д. с. индукции S i = —(dtbldt). Следовательно, источ
ник, кроме работы, затрачиваемой на выделение ленц-джоулева 
тепла, должен совершать дополнительную работу против э. д. с. 
индукции, определяемую выражением

Л =  р Л  = — § g ; I d t  = ̂ ^ - I d t  = ̂ /d<D =  /(<D2— Ф,). 

которое совпадает с (48.11).

§ 49. Дивергенция и ротор магнитного поля

Отсутствие в природе магнитных зарядов*) приводит к тому, что 
линии вектора В не имеют ни начала, ни конца. Поэтому в соответ
ствии с формулой (11.10) поток вектора В через замкнутую поверх
ность должен быть равен нулю. Таким образом, для любого магнит
ного поля и произвольной замкнутой поверхности S  имеет место 
условие

Os = ^ B d S  =  0. (49.1)
s

Эта формула выражает т е о р е м у  Г а у с с а  для вектора В: 
поток вектора магнитной индукции через любую замкнутую  поверх- 
ность равен нулю.

Заменив в соответствии с (11.41) поверхностный интеграл в (49.1) 
объемным, получим, что

J VBdV^Q . 
v

г) Дирак высказал предположение, что в природе должны существовать маг
нитные заряды (названные м о н о п о л я м и  Д и р а к а ) .  Поиски этих зарядов 
пока не дали никаких результатов, так что вопрос о существовании монополей 
Дирака остается открытым.
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Условие, к которому мы пришли, должно выполняться для любого 
произвольно выбранного объема V. Это возможно лишь в том слу
чае, если подынтегральная функция в каждой точке поля равна 
нулю. Таким образом, магнитное поле обладает тем свойством, что 
его дивергенция всюду равна нулю:

?В  = 0. (49.2)

Теперь обратимся к циркуляции вектора В. По определению 
циркуляция равна интегралу

^>Bdl. (49.3)
Проще всего вычислить этот интеграл в случае поля прямого тока. 
Пусть замкнутый контур лежит в плоскости, перпендикулярной 
к току (рис. 49.1; ток перпендикулярен к плоскости чертежа и на
правлен за чертеж). В каждой точке контура вектор В направлен 
по касательной к окружности, проходящей через эту точку. Заме
ним в выражении для циркуляции В dl через В d lB (dlB — проекция 
элемента контура на направление вектора В). Из рисунка видно, что 
dlB равно b da, где b — расстояние от провода с током до dl, da  —

Рис. 49.1.

угол, на который поворачивается радиальная прямая при переме
щении вдоль контура на отрезок dl. Таким образом, подставив вы
ражение (42.5) для В , получим

В dl =  В dlB =  у  b d a  — ̂ -  da. (49.4)

С учетом равенства (49.4) имеем

f n d l  =  ^ f d a .  (49.5)

При обходе по контуру, охватывающему ток, радиальная прямая 
все время поворачивается в одном направлении, поэтому (ft da  - -2 л . 
Иначе обстоит дело, если ток не охватывается контуром (рис. 49.1 ,б). 
В этом случае при обходе по контуру радиальная прямая поворачи



146 ГЛ. VI . М А Г Н И Т Н О Е  ПОЛЕ В В А К У У М Е

вается сначала в одном направлении (участок 1—2), а затем в про
тивоположном (участок 2—1), вследствие чего (f) d a  равен нулю. 
Учтя этот результат, можно написать

(fi Bdl ФоЛ (49.6)

где под I следует подразумевать ток, охватываемый контуром. 
Если контур тока не охватывает, циркуляция вектора В равна нулю.

Знак выражения (49.6) зависит от направления обхода по кон- 
туру (в этом же направлении отсчитывается угол а ) . Если направ
ление обхода образует с направлением тока правовинтовую систему, 
величина (49.6) положительна, в противном случае — отрицательна. 
Знак можно учесть, полагая / алгебраической величиной, причем 
положительным нужно считать ток, направление которого связано 
с направлением обхода по контуру правилом правого винта; ток 
противоположного направления 
будет отрицательным.

С помощью соотношения(49.6) 
легко восстановить в памяти

Рис. 49.2.

формулу (42.5) для В поля прямого тока. Представим себе плоский 
контур в виде окружности радиуса b (рис. 49.2). В каждой точке 
этого контура вектор В одинаков по величине и направлен по каса
тельной к окружности. Следовательно, циркуляция равна произве
дению В  на длину окружности 2nb, и соотношение (49.6) имеет вид

B-2nb= \iaI.

Отсюда В = ц 0//2лЬ (ср. с (42.5)).
Случай неплоского контура (рис. 49.3) отличается от рассмотрен

ного выше случая плоского контура лишь тем, что при перемещении 
вдоль контура радиальная прямая не только поворачивается вокруг 
провода, но и перемещается вдоль него. Все выкладки, приведшие 
нас к формуле (49.6), остаются справедливыми, если под da  подра
зумевать угол, на который поворачивается проекция радиальной 
прямой на перпендикулярную к току плоскость. Суммарный угол 
поворота этой проекции равен 2л, если контур охватывает ток, и
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нулю в противном случае. Следовательно, мы снова приходим к 
формуле (49.6).

Формула (49.6) получена нами для случая прямого тока. Можно 
показать, что она справедлива и для тока, текущего по проводу 
произвольной формы, например для кругового тока.

Допустим, что некоторый контур охватывает несколько прово
дов с токами. В силу принципа суперпозиции (см. (40.1))

= /  ( 2  в* ) di =  S / B * d i .

Каждый из интегралов в этой сумме равен p.0/ft. Следовательно,

=  (49.7)

(иапомним, что 1к — алгебраическая величина).
Если токи текут во всем пространстве, где расположен контур, 

алгебраическую сумму токов, охватываемых контуром, можно пред
ставить в виде

S / * =  S H S = J jn dS. (49.8)
* s s

Интеграл берется по произвольной поверхности 5 , натянутой на 
контур. Вектор j есть плотность тока в той точке, где расположена 
площадка dS; п — положительная нормаль к этой площадке (т. е. 
нормаль, образующая с направлением обхода по контуру при вычис
лении циркуляции правовинтовую систему).

Заменив в (49.7) сумму токов выражением (49.8), получим

(j) В dl = [х0  ̂ j dS.
s

Преобразовав левую часть по теореме Стокса, придем к равенству

 ̂ [VB] dS = ji0 J jdS.
s s

Полученное равенство должно выполняться при произвольном вы
боре поверхности S , по которой берутся интегралы. Это возможно 
лишь в том случае, если подынтегральные функции имеют в каждой 
точке одинаковые значения. Таким образом, мы приходим к выво
ду, что ротор вектора магнитной индукции пропорционален вектору 
плотности тока в данной точке:

[VB] = [x0j. (49.9)
Коэффициент пропорциональности в СИ равен р0.

Отметим, что формулы (49.7) п (49.9) справедливы только для 
поля в вакууме в отсутствие меняющихся во времени электрических 
полей.
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Итак, мы нашли дивергенцию и ротор магнитного поля в ваку
уме. Сравним полученные формулы с аналогичными формулами для 
электростатического поля в вакууме. Согласно (13.5), (12.3), (49.2) 
и (49.9)

VE =  f p  [V E J -0
(дивергенция Е равн а  р , (ротор Е равен нулю)

деленному на ео)

VB =  0 [VB] =  |i0j
(дивергенция  В равна  нулю) (ротор В равен ],

ум н о ж ен н о м у  на д„) .

Сопоставление этих формул показывает, что электростатическое 
и магнитное поля имеют существенно различный характер. Ротор 
электростатического поля равен нулю; следовательно, электроста
тическое поле потенциально и может быть охарактеризовано ска
лярным потенциалом ф. Ротор магнитного поля в тех точках, где 
есть ток, отличен от нуля. Соответственно циркуляция вектора В 
пропорциональна току, охватываемому контуром. Поэтому магнит
ному полю нельзя приписать скалярный потенциал, который был 
бы связан с В соотношением, аналогичным (8.2). Этот потенциал не 
был бы однозначным — при каждом обходе по контуру и возвра
щении в исходную точку он получал бы приращение, равное \i0f- 
Поле, у которого ротор отличен от нуля, называется в и х р е в ы м  
или с о л е н о и д а л ь н ы м .

Поскольку дивергенция вектора В всюду равна нулю, этот век
тор можно представить в виде ротора некоторой функции А:

B =  [VA] (49.10)
(дивергенция ротора всегда равна нулю; см. (11.39)). Функция А 
называется в е к т о р н ы м  п о т е н ц и а л о м  магнитного поля. 
Рассмотрение векторного потенциала выходит за рамки данной 
книги.

§ 50. Поле соленоида и тороида

Соленоид представляет собой провод, навитый на круглый 
цилиндрический каркас. Линии В поля соленоида выглядят пример
но так, как показано на рис. 50.1. Внутри соленоида направление 
этих линий образует с направлением тока в витках правовинтовую 
систему.

У реального соленоида имеется составляющая тока вдоль оси. 
Кроме того, линейная плотность тока /лин (равная отношению силы 
тока d l  к элементу длины соленоида dl) изменяется периодически 
при перемещении вдоль соленоида. Среднее значение этой плотности 
равно

</ли „> =  Ш  =  ' г / . ( 5 0 . 1 )
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где п — число витков соленоида, приходящееся на единицу его 
длины, I — сила тока в соленоиде.

В учении об электромагнетизме большую роль играет воображае
мый бесконечно длинный соленоид, у которого отсутствует осевая 
составляющая тока и, кроме того, линейная плотность тока /ДИн 
постоянна по всей длине. Причина этого заключается в том, что поле 
такого соленоида однородно и ограничено объемом соленоида (ана
логично электрическое поле бесконечного плоского конденсатора 
однородно и ограничено объемом конденсатора).

В соответствии со сказанным представим соленоид в виде беско
нечного тонкостенного цилиндра, обтекаемого током постоянной ли-

рис. 50.2 видно, что каждая пара витков, расположенных симмет
рично относительно некоторой плоскости, перпендикулярной к оси 
соленоида, создает в любой точке этой плоскости магнитную индук
цию, параллельную оси. Следовательно, и результирующее поле 
в любой точке внутри и вне бесконечного соленоида может иметь 
лишь направление, параллельное оси.

Из рис. 50.1 вытекает, что направления поля внутри и вне конеч
ного соленоида противоположны. При увеличении длины соленоида 
направления полей не изменяются и в пределе при / -> сю остаются 
противоположными. Для бесконечного соленоида, как и для конеч
ного, направление поля внутри соленоида образует с направлением 
обтекания цилиндра током правовинтовую систему.

Из параллельности вектора В оси вытекает, что поле как внутри, 
так и вне бесконечного соленоида должно быть однородным. Чтобы 
доказать это, возьмем внутри соленоида воображаемый прямоуголь
ный контур 1—2—3—4 (рис. 50.3; участок 4—1 идет по оси соле
ноида). Обойдя контур по часовой стрелке, получим для циркуля
ции вектора В значение (В 2— B i)a . Контур не охватывает токов, 
поэтому циркуляция должна быть равна нулю (см. (49.7)). Отсюда

Рис. 50.1. Рис. 50.2.
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следует, что Bt= B 2. Располагая участок контура 2—3 на любом 
расстоянии от оси, мы каждый раз будем получать, что магнитная 
индукция В2 на этом расстоянии равна индукции Bi на оси солено
ида. Таким образом, однородность поля внутри соленоида доказана.

Теперь обратимся к контуру Г —2 '—3 '—4 '. Мы изобразили 
векторы Bj и Ва штриховой линией, поскольку, как выяснится 
в дальнейшем, поле вне бесконечного соленоида равно нулю. Пока 
же мы знаем лишь, что возможное направление поля вне соленоида 
противоположно направлению поля внутри соленоида. Контур

/ '—2 '—3 '—4' не охватывает
■ "3' токов; поэтому циркуляция

вектора В' по этому контуру, 
равная (В[ — В!2)а, должна

Рис. 50.3. Рис. 50.4.

быть равна нулю. Отсюда вытекает, что В ^В ^ . Расстояния от оси 
соленоида до участков /' — 4 ’ и 2 ’ — 3 ’ были взяты произвольно. 
Следовательно, значение В' на любом расстоянии от оси будет вне 
соленоида одно и то же. Таким образом, оказывается доказанной и 
однородность поля вне соленоида.

Циркуляция по контуру, изображенному на рис. 50.4, равна 
а(В-\-В ') (для обхода по часовой стрелке). Этот контур охватывает 
положительный ток величины /лнна. В соответствии с (49.7) должно 
выполняться равенство

а (В  +  В') =  ц0/лина

или после сокращения на а  и замены /лин на п1 (см. (50.2))
В + В '= ц 0п1. (50.3)

Из этого равенства следует, что поле как внутри, так и снаружи 
бесконечного соленоида является конечным.

Возьмем плоскость, перпендикулярную к оси соленоида 
(рис. 50.5). Вследствие замкнутости линий В магнитные потоки 
через внутреннюю часть S этой плоскости и через внешнюю часть S ' 
должны быть одинаковыми. Поскольку поля однородны и перпен
дикулярны к плоскости, каждый из потоков равен произведению

*
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соответствующего значения магнитной индукции и площади, про
низываемой потоком. Таким образом, получается соотношение

B S = B 'S '.

Левая часть этого равенства конечна, множитель S ' в правой части 
бесконечно большой. Отсюда следует, что В ’ = 0.

Итак, мы доказали, что вне бесконечно длинного соленоида маг
нитная индукция равна нулю. Внутри соленоида поле однородно.

Положив в (50.3) В ’ = 0, придем к формуле для магнитной индукции 
внутри соленоида:

В = ц 0п1. (50.4)

Произведение tiI  называется числом ампер-витков на метр. При 
п =  1000 витков на метр и силе тока в 1 А магнитная индукция 
внутри соленоида составляет 4я-10-4 Тл= 4я Гс.

В магнитную индукцию на оси соленоида симметрично располо
женные витки вносят одинаковый вклад (см. формулу (47.4)). По
этому у конца полубесконечного соленоида на его оси магнитная 
индукция равна половине значения (50.4):

B =  \ [ i an l. (50.5)

Практически, если длина соленоида значительно больше, чем 
его диаметр, формула (50.4) будет справедлива для точек в средней 
части соленоида, а формула (50.5) — для точек на оси вблизи его 
концов.

Тороид представляет собой провод, навитый на каркас, имею
щий форму тора (рис. 50.6). Возьмем контур в виде окружности 
радиуса г, центр которой совпадаете центром тороида. В силу сим
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метрии вектор В в каждой точке должен быть направлен по каса
тельной к контуру. Следовательно, циркуляция В равна

<f) В dl =  В -2пг

(В — магнитная индукция в тех точках, где проходит контур).
Если контур проходит внутри тороида, он охватывает ток 2nR til 

(R — радиус тороида, п — число витков на единицу его длины). 
В этом случае

B-2n,r=\i02nR nI,
откуда

B ^ \ i0n l - y .  (50.6)

Контур, проходящий вне тороида, токов не охватывает, поэтому 
для него В -2п г= 0 . Таким образом, вне тороида магнитная индук
ция равна нулю.

Д ля тороида, радиус которого R значительно превосходит ра
диус витка, отношение R/r для всех точек внутри тороида мало от
личается от единицы и вместо (50.6) получается формула, совпа
дающая с формулой (50.4) для бесконечно длинного соленоида. 
В этом случае поле можно считать однородным в каждом из сече
ний тороида. В разных сечениях поле имеет различное направление, 
поэтому говорить об однородности поля в пределах всего тороида 
можно только условно, имея в виду одинаковость модуля В.

У реального тороида имеется составляющая тока вдоль оси. Эта 
составляющая создает в дополнение к полю (50.6) поле, аналогичное 
полю кругового тока.
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§ 51. Намагничение магнетика

В предыдущей главе предполагалось, что провода, по которым 
текут токи, создающие магнитное поле, находятся в вакууме. Если 
несущие ток провода находятся в какой-либо среде, магнитное поле 
изменяется. Это объясняется тем, что всякое вещество является 
м а г н е т и к о м ,  т. е. способно под действием магнитного поля 
приобретать магнитный момент (намагничиваться). Намагниченное 
вещество создает магнитное поле В ', которое накладывается на обус
ловленное токами поле В0. Оба поля в сумме дают результирующее 
поле

В = В 0+В* (51.1)
(ср. с (17.2)).

Истинное (микроскопическое) поле в магнетике сильно изменя
ется в пределах межмолекулярных расстояний. Под В подразуме
вается усредненное (макроскопическое) поле (см. § 17).

Для объяснения намагничения тел Ампер предположил, что 
в молекулах вещества циркулируют круговые токи (молекулярные 
токи). Каждый такой ток обладает магнитным моментом и создает 
в окружающем пространстве магнитное поле. В отсутствие внешнего 
поля молекулярные токи ориентированы беспорядочным образом, 
вследствие чего обусловленное ими результирующее поле равно 
нулю. В силу хаотической ориентации магнитных моментов отдель
ных молекул суммарный магнитный момент тела также равен нулю. 
Под действием поля магнитные моменты молекул приобретают 
преимущественную ориентацию в одном направлении, вследствие 
чего магнетик намагничивается — его суммарный магнитный мо
мент становится отличным от нуля. Магнитные поля отдельных 
молекулярных токов в этом случае уже не компенсируют друг 
друга и возникает поле В'.

Намагничение магнетика естественно характеризовать магнит
ным моментом единицы объема. Эту величину называют н а м а г 
н и ч е н н о с т ь ю  и обозначают буквой J . Если магнетик намаг-

МАГНИТНОЕ ПОЛЕ В ВЕЩЕСТВЕ
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ничен неоднородно, намагниченность в данной точке определяется 
следующим выражением:

Р -  (51'2)
AV

где AV — физически бесконечно малый объем, взятый в окрестно
сти рассматриваемой точки, р,„ — магнитный момент отдельной мо
лекулы. Суммирование производится по всем молекулам, заключен
ным в объеме А У (ср. с формулой (16.1)).

Поле В', так же как и поле В0, не имеет источников. Поэтому 
дивергенция результирующего поля (51.1) равна нулю:

VB =  VB0 +  VB' = 0. (51.3)
Таким образом, формула (49.2), а следовательно, и формула (49.1) 
справедливы не только для поля в вакууме, но и для поля в ве
ществе.

§ 52. Напряженность магнитного поля
Напишем выражение для ротора результирующего поля (51.1):

[VB]=*[YB0] +  [VB'].
Согласно (49.9) [уВо1=Ро]\ гДе J — плотность макроскопического 
тока. Аналогично ротор вектора В' должен быть пропорционален 
плотности молекулярных токов:

[VB ] = n0j MO.,.
Следовательно, ротор результирующего поля определяется фор
мулой

[ VВ] == (л0 (j -j- j M0J1). (52.1)
Из (52.1) вытекает, что при вычислении ротора поля в магне

тиках мы сталкиваемся с затруднением, аналогичным тому, с ко
торым мы столкнулись при рассмотрении электрического поля в ди
электриках (см. формулу (19.1)): для того чтобы определить ротор В, 
нужно знать плотность не только макроскопических, но также и 
молекулярных токов. Плотность же молекулярных токов в свою 
очередь зависит от значения вектора В. Путь, позволяющий обойти 
это затруднение, также аналогичен тому пути, которым мы вос
пользовались в § 19. Оказывается, можно найти такую вспомога
тельную величину, ротор которой определяется лишь плотностью 
макроскопических токов.

Чтобы установить вид этой вспомогательной величины, попро
буем выразить плотность молекулярных токов jM0J1 через намагни
ченность магнетика J х). С этой целью вычислим алгебраическую

х) В § 19 мы выразили плотность связанных зарядов через поляризованность 
диэлектрика Р.
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сумму молекулярных токов, охватываемых некоторым контуром Г. 
Эта сумма равна

S j -ол dS, (52.2)
s

где 5  — поверхность, натянутая на контур.
В алгебраическую сумму молекулярных токов входят только 

те молекулярные токи, которые оказываются «нанизанными» на 
контур (см. ток Гмол на рис. 52.1). Токи, не ('нанизанные» на контур, 
либо не пересекают натянутую на контур поверхность совсем, 
либо пересекают эту поверхность дважды — один раз в одном на
правлении, второй раз в другом (см. ток У"ол на рис. 52.1). В ре
зультате их вклад в алгебраическую сумму токов, охватываемых 
контуром, оказывается равным нулю.

Из рис. 52.2 видно, что элемент контура dl, образующий с на
правлением намагниченности J  угол а ,  нанизывает на себя те моле
кулярные токи, центры которых попадают внутрь косого цилиндра 
с объемом S M01 cos a  dl (SM0JI — площадь, охватываемая отдельным 
молекулярным током). Если п — число молекул в единице объе
ма, то суммарный ток, охватываемый элементом dl, равен 
/мол;г5мол cos а  dl- Произведение /M0J1S M01 равно магнитному мо
менту рт  отдельного молекулярного тока. Следовательно, выраже
ние /м0д5 молп представляет собой магнитный момент единицы объ
ема, т. е. дает модуль вектора J , a cos а  — проекцию век
тора J на направление элемента dl. Таким образом, суммарный моле
кулярный ток, охватываемый элементом dl, равен J dl, а сумма мо
лекулярных токов, охватываемых всем контуром (см. (52.2)), равна

S jBMd S = ^ J d i .
s г

Преобразовав правую часть по теореме Стокса, получим

$ k , ^ S =  S [v J jd S . 
s s
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Равенство, к которому мы пришли, должно выполняться при про
извольном выборе поверхности S . Это возможно лишь р том случае, 
если подынтегральные выражения равны в каждой точке магнетика:

]мол =  [VJ]- (52.3)

Рис. 52.3.

Таким образом, плотность молекулярных токов определяется зна
чением ротора намагниченности. В случае, когда [y J J= 0 , молеку
лярные токи отдельных молекул ориентированы так, что их сумма 
в среднем равна нулю.

Формула (52.3) допускает следующую наглядную интерпрета
цию. На рис. 52.3 изображены векторы намагниченности J ,  и J a 
в непосредственной близости к некоторой точке Р . Точка Р  и оба 
вектора лежат в плоскости рисунка. Изображенный пунктиром кон

тур Г также расположен в плоскости 
рисунка. Если характер намагниченно
сти таков, что векторы J j  и J 2 одинако
вы по модулю, то циркуляция J по кон
туру Г будет равна нулю. Соответствен
но [ V Л в точке Р  также будет равен 
нулю.

Намагниченностям J i  и J a можно со
поставить молекулярные токи i[ и i'2, те
кущие по контурам, изображенным на 
рис. 52.3 сплошными линиями. Эти кон
туры лежат в плоскости, перпендикуляр

ной к плоскости рисунка. При одинаковом направлении векторов J t и 
J 2 направления токов i[ и i'% в точке Р  будут взаимно противополож
ными. В силу J i ~ J 2 токи i[ и i'i одинаковы по величине, вследствие 
чего результирующий молекулярный ток в точке Р  оказывается, как 
и IVJ 1, равным нулю: j MOJ1=0.

Теперь допустим, что J { > J 2. Тогда циркуляция J по контуру Г 
окажется отличной от нуля. Соответственно поле вектора J в точке 
Р  будет характеризоваться вектором [VJ 1, направленным за чертеж. 
Большей намагниченности отвечает больший молекулярный ток; 
поэтому В итоге в точке Р  будет наблюдаться отличный от ну
ля результирующий ток, характеризуемый плотностью j H0JI, на
правленной так же, как и [VЛ, за чертеж. В случае Ji<C.Js векторы 
[VJ] и j M0JI будут направлены не за чертеж, а на нас.

Итак, в точках, где отличен от нуля ротор намагниченности, 
оказывается отличной от нуля и плотность молекулярных токов, 
причем векторы [VЛ и jMM имеют одинаковое направление (см.
(52.3)).

Подставим выражение (52.3) для плотности молекулярных токов 
в формулу (52.1):
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Разделив это соотношение на и объединив вместе роторы, получим

есть искомая нами вспомогательная величина, ротор которой опре
деляется одними лишь макроскопическими токами. Эта величина 
называется н а п р я ж е н н о с т ь ю  м а г н и т н о г о  п о л я .  

В соответствии с (52.4)

(ротор вектора Н равен вектору плотности макроскопических то
ков).

Возьмем произвольный контур Г с натянутой на него поверх
ностью S  и образуем выражение

Согласно теореме Стокса левая часть этого равенства эквивалентна 
циркуляции вектора Н по контуру Г. Следовательно,

Если макроскопические токи текут по проводам, охватываемым кон
туром, соотношение (52.7) можно написать в виде

Формулы (52.7) и (52.8) выражают т е о р е м у  о ц и р к у л я 
ц и и  в е к т о р а  Н: циркуляция вектора напряженности м агн и т
ного поля по некоторому контуру равна алгебраической сумме м ак
роскопических токов, охватываемых эти м  контуром.

Напряженность магнитного поля Н является аналогом электри
ческого смещения D. Первоначально предполагалось, что в при
роде имеются подобные электрическим зарядам магнитные массы, 
и учение о магнетизме развивалось по аналогии с учением об элект
ричестве. В те времена и были введены названия: «магнитная ин
дукция» для В и «напряженность поля» для Н. Впоследствии вы
яснилось, что магнитных масс в природе не существует и что ве
личина, названная магнитной индукцией, в действительности 
является аналогом не электрического смещения D, а напряженно
сти электрического поля Е (соответственно Н — аналогом не Е, 
a D). Однако изменять уже установившуюся терминологию не ста

(52.4)

Отсюда следует, что
(52.5)

[VH] =  j (52.6)

(52.7)
Г s

(52.8)
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ли, тем более, что вследствие различной природы электрического 
и магнитного полей (электростатическое поле потенциально, маг
нитное — соленоидально *)) величины В и D обнаруживают много 
сходства в своем поведении (например, линии В, как и линии D, 
не претерпевают разрыва на границе двух сред).

В вакууме J =0, поэтому Н превращается в В/р,0 и формулы 
(52.6) и (52.8) переходят в формулы (49.9) и (49.7).

В соответствии с (42.5) напряженность поля прямого тока в ва
кууме определяется выражением

H =  - L  7 -  <52'9>
из которого следует, что напряженность магнитного поля имеет 
размерность, равную размерности силы тока, деленной на размер
ность длины. В связи с этим единица напряженности магнитного 
поля в СИ носит название а м п е р  н а  м е т р  (А/м).

В гауссовой системе напряженностью магнитного поля называют величину
Н =  В —4лЛ. .(52 .10)

Из этого определения следует, что в вакууме Н совпадает с В. В соответствии с 
этим единица Н в гауссовой системе, называемая э р с т е д о м  (Э), имеет ту 
же величину и размерность, что и единица магнитной индукции — гаусс (Гс). 
По существу эрстед и гаусс суть разные названия одной и той же единицы. Если 
этой единицей измеряют Н, ее называют эрстедом, если измеряют В, то — гауссом.

Намагниченность принято связывать не с магнитной индукцией, 
а с напряженностью поля. Полагают, что в каждой точке магнетика

J=XH, (52.11)
где % — характерная для данного магнетика величина, называемая 
м а г н и т н о й  в о с п р и и м ч и в о с т ь ю 2). Опыт показы
вает, что для слабомагнитных (неферромагнитных) веществ при 
не слишком сильных полях % не зависит от Н. Согласно (52.5) раз
мерность Н совпадает с размерностью J . Следовательно, х — без
размерная величина.

Подставив в формулу (52.5) выражение (52.11) для J , получим

откуда

н - т . ( Щ 5 -  <52Л2>
* *) Соленоидальным называется поле, не имеющее источников. В каждой точке 

такого поля дивергенция равна нулю.
2) В анизотропных средах направления векторов J  и Н, вообще говоря, не 

совпадают. Д ля таких сред связь между векторами J и Н осуществляется т е н 
з о р о м  м а г н и т н о й  в о с п р и и м ч и в о с т и  (см. подстрочное приме
чание на стр. 63).
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Безразмерная величина
Ц=1+Х (52.13)

называется о т н о с и т е л ь н о й  м а г н и т н о й  п р о н и ц а 
е м о с т ь ю  или просто м а г н и т н о й  п р о н и ц а е м о с т ь ю  
вещества х).

В отличие от диэлектрической восприимчивости х, которая мо
жет иметь лишь положительные значения (поляризованность Р 
в изотропном диэлектрике всегда направлена по полю Е), магнит
ная восприимчивость х бывает как положительной, так и отрица
тельной. Поэтому магнитная проницаемость ц может быть как 
больше, так и меньше единицы.

С учетом (52.13) формуле (52.12) можно придать вид

Н ~  7ПГ ‘ <52Л4)М-оМ-
Таким образом, напряженность магнитного поля Н есть вектор, 
имеющий то же направление, что и вектор В, но в раз меньший 
по модулю (в анизотропных средах векторы Н и В, вообще говоря, 
не совпадают по направлению).

Соотношение (52.11), связывающее векторы J и Н, имеет точно такой вид 
и в гауссовой системе. Подставив это выражение в формулу (52.10), получим

Н =  В - 4 л ХН,
откуда

Н =  — Д —  . (52.15)1 + 4лх v '
Безразмерная величина

ц = 1 + 4 я х  (52.16)
называется м а г н и т н о й  п р о н и ц а е м о с т ь ю  вещества. Введя эту 
величину в формулу (52.15), получим

Н = — . (52.17)(.1
Значение ц в гауссовой системе совпадает со значениемц в СИ. Сопоставление 

формул (52.13) и (52.16) показывает, что значение магнитной восприимчивости 
в СИ превосходит в 4л раз значение % в гауссовой системе:

Х с и = 4 яХгс- (52.18)

§ 53. Вычисление поля в магнетиках
Рассмотрим поле, создаваемое бесконечно длинным круглым 

намагниченным стержнем. Намагниченность J будем считать всюду 
одинаковой и направленной по оси стержня. Разобьем мысленно 
стержень на перпендикулярные к оси слои толщины dl. Каждый

*) В электротехнике вводят так называемую абсолютную магнитную прони
цаемость ца= ц 0|г. Однако эта величина физического смысла не имеет, и мы ею 
пользоваться не будем.
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слой разобьем в свою очередь на малые цилиндрические элементы 
с основаниями произвольной формы (рис. 53.1, а). Каждый такой 
элемент обладает магнитным моментом

dpm= J d S d l ,  (53.1)

где dS  — площадь основания.
Поле dB ', создаваемое элементом на расстояниях, больших по 

сравнению с его размерами, эквивалентно полю, которое создавал бы 
ток силы /=У dl, обтекающий элемент по его боковой поверх
ности (см. рис. 53.1, б). Действительно, магнитный момент такого 
тока равен dpm= I d S = J  dl dS (ср. с (53.1)), магнитное же поле на

а) ё)
Рис. 53.1.

больших расстояниях определяется только величиной и направ
лением магнитного момента (см. § 47).

Воображаемые токи, текущие по общему для двух соседних 
элементов участку поверхности, одинаковы по величине и противо
положны по направлению, поэтому сумма их равна нулю. Таким 
образом, при суммировании токов, обтекающих боковые поверх
ности элементов одного слоя, некомпенсированными оказываются 
лишь токи, текущие по боковой поверхности слоя.

Из сказанного вытекает, что слой стержня толщины dl создает 
поле, эквивалентное полю, которое создавал бы ток силы J  dl, 
обтекающий слой по боковой поверхности (линейная плотность 
этого тока равна /ли„=-/). Весь же бесконечный намагниченный 
стержень создает поле, эквивалентное полю цилиндра, обтекаемого 
током с линейной плотностью j x„„= J. В § 50 мы выяснили, что 
вне такого цилиндра поле равно нулю, а внутри цилиндра поле 
однородно и равно по величине Цо/ли„.

Таким образом, мы выяснили характер поля В ', создаваемого 
однородно намагниченным бесконечно длинным круглым стержнем. 
Вне стержня это поле равно нулю. Внутри стержня поле однородно 
и равно

B'=HoJ. (53.2)
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Пусть имеется однородное поле В0, создаваемое макротоками 
в вакууме. Согласно (52.14) напряженность этого поля равна

=  (53.3)

Внесем в это поле (мы будем называть его внешним) бесконечно 
длинный круглый стержень из однородного и изотропного магне
тика, расположив его вдоль направления В0. Из соображений сим
метрии следует, что возникающая в-стержне намагниченность J 
коллинеарна с вектором В0.

Намагниченный стержень создает внутри себя поле В', .опре
деляемое формулой (53.2). В результате поле внутри стержня ста
нет равным

B=B„+B'=B„+n„J. (53.4)
Подставив это значение В в формулу (52.5), получим напряженность 
поля внутри стержня

Н = - ---- J =  ®1 =  H0Но Но
(см. (53.3)). Таким образом, напряженность поля в стержне оказы
вается совпадающей с напряженностью внешнего поля.

Умножив Н на jj-oj-i, получим магнитную индукцию внутри 
стержня:

В =  Цо̂ Н = [х0ц -jp =  цВ„. (53.5)

Отсюда следует, что магнитная проницаемость ц. показывает, во 
сколько раз усиливается поле в магнетике (ср. с (20.2)).

Заметим, что поскольку поле В' отлично от нуля только внутри 
стержня, магнитное поле вне стержня остается без изменений.

Полученный нами результат бывает справедлив в тех случаях, 
когда однородный и изотропный магнетик заполняет объем, огра
ниченный поверхностями, которые образованы линиями напря
женности внешнего поля/). В противном случае напряженность 
поля, определяемая формулой (52.5), не совпадает с Но^Во/^с- 

Условно полагают, что напряженность поля в магнетике равна
Н =  Н0— Нв , (53.6)

где Н0 — внешнее поле, а Н0 — так называемое р а з м а г н и ч и 
в а ю щ е е  п о л е ,  которое предполагается пропорциональным 
намагниченности:
_______________  Н0 =  A'J. (53.7)

*) Напомним, что в случае электрического поля D=D0 при условии, что од
нородный и изотропный диэлектрик заполняет объем, ограниченный эквипотен
циальными поверхностями, т. е. поверхностями, ортогональными линиям напря
женности внешнего поля.

6 И. В. Савельева т- 2



162 ГЛ. VII . МАГНИТНОЕ ПОЛЕ В ВЕЩЕСТВЕ

Коэффициент пропорциональности N называется р а з м а г н и 
ч и в а ю щ и м  ф а к т о р о м .  Он зависит от формы магнетика. 
Для тела, поверхность которого не пересекается линиями напря
женности внешнего поля, как мы видели, Н = Н0, т. е. размагничи
вающий фактор равен нулю. Для тонкого диска, перпендикуляр
ного к внешнему полю, N = 1, для шара iV=V3.

Соответствующий расчет дает, что в случае, когда однородный 
и изотропный магнетик, имеющий форму эллипсоида, помещается 
в однородное внешнее поле, магнитное поле в нем хотя и отлично 
от внешнего, но также однородно. То же справедливо для шара, 
представляющего собой частный случай эллипсоида, а также для 
длинного стержня и тонкого диска, которые можно считать пре
дельными случаями эллипсоида.

В заключение найдем напряженность поля бесконечно длинного 
соленоида, заполненного однородным и изотропным магнетиком 
(или погруженного в безграничный однородный и изотропный маг
нетик). Применив к контуру, изображенному на рис. 50.4, теорему
о циркуляции (см. (52.8)), получим соотношение Н а= па1. Отсюда

Я = я/ . (53.8)
Таким образом, напряженность поля внутри бесконечно длинного 
соленоида равна произведению силы тока на число витков, прихо
дящееся на единицу длины. Вне соленоида напряженность поля 
равна нулю.

§ 54. Условия на границе двух магнетиков

Вблизи поверхности раздела двух магнетиков векторы В и Н 
должны удовлетворять определенным граничным условиям, кото
рые вытекают из соотношений

VB =  0, [VH] =  j (54.1)
(см. формулы (51.3) и (52.6)). Мы рассматриваем стационарные, 
т. е. не изменяющиеся со временем поля.

Возьмем на границе двух магнетиков с проницаемостями (х̂  и |ха 
воображаемую цилиндрическую поверхность высоты h с основа
ниями S t и S 2, расположенными по разные стороны поверхности 
раздела (рис. 54.1). Поток вектора В через эту поверхность равен

Фд =  BinS  +  B2nS  +  < В„> Sg0B (54.2)
(ср. с (21.6)).

В соответствии с тем, что vB = 0, поток вектора В через любую 
замкнутую поверхность равен нулю. Приравняв нулю выражение
(54.2) и сделав переход h-+ 0, придем к соотношению Btn= —B in. 
Если проектировать Bi и В а на одну и ту  же нормаль, получится
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условие
B in= B 2n (54.3)

(ср. с (21.7)).
Заменив согласно (52.14) составляющие В соответствующими 

составляющими вектора Н, умноженными на р,0ц, получим соотно
шение

i n ~ |
из которого следует, что

^ 1 » = ^ . (54.4)
Нгп Hi '

Теперь возьмем на границе магнетиков прямоугольный контур 
(рис. 54.2) и вычислим для него циркуляцию Н. При малых раз
мерах контура циркуляцию можно представить в виде

<р Ht dl =  H lxa —Hixa  +<#,> 2 b, (54.5)

где <//;> — среднее значение H t на перпендикулярных к границе 
участках контура. Если по границе раздела не текут макроскопи
ческие токи, IVH] в пределах контура будет равен нулю. Поэтому

fit
Л

- ь

Рис. 54.1.

К

Рис. 54.2.
Ъt

и циркуляция будет равна нулю. Положив выражение (54.5) рав
ным нулю и осуществив предельный переход 0, придем к соот
ношению

И1Х =  Н „  (54.6)
(ср. с (21.4)).

Заменив составляющие Н соответствующими составляющими 
вектора В, деленными на получим соотношение

В1Х _ Дат
HuHl — ИоИз *

из которого следует, что

<54-7)
Резюмируя, можно сказать, что при переходе через границу 

раздела двух магнетиков нормальная составляющая вектора В и 
тангенциальная составляющая вектора Н изменяются непрерывно.

6 *
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Тангенциальная же составляющая вектора В и нормальная состав
ляющая вектора Н при переходе через границу раздела претерпе
вают разрыв. Таким образом, при переходе через границу раздела 
двух сред вектор В ведет себя аналогично вектору D, а вектор Н — 
аналогично вектору Е.

На рис. 54.3 показано поведение линий В при пересечении гра
ницы раздела двух магнетиков. Обозначим углы между линиями В

и нормалью к поверхности раздела соот
ветственно a t  и а 2. Отношение тангенсов 
этих углов равно

tgO f =  flit/ S tn
tg «2 Вп /в2п •

откуда с учетом (54.3) и (54.7) получает
ся аналогичный (21.9) закон преломления 
линий магнитной индукции: 

tg щ щ 
tg а2 (54.8)

При переходе в магнетик с большей ц 
линии магнитной индукции отклоняются 
от нормали к поверхности. Это приводит 

к сгущению линий. Сгущение линий В в веществе с большой магнит
ной проницаемостью дает возможность формировать магнитные пуч
ки, т. е. придавать им необходимую форму и направление. В частнос
ти, для того, чтобы осуществить магнитную защиту некоторого объе
ма, его окружают железным экраном. Из рис. 54.4 видно, что

Рис. 54.5.

сгущение линий магнитной индукции в толще экрана приводит 
к ослаблению поля внутри.

На рис. 54.5 дана схема лабораторного электромагнита. Он 
состоит из железного сердечника, на который насажены питаемые 
током катушки. Линии магнитной индукции оказываются сосредо
точенными в основном внутри сердечника. Лишь в узком воздушном 
зазоре они проходят в среде с малой fi. Вектор В пересекает границы
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между воздушным зазором и сердечником по нормали к поверх
ности раздела. Отсюда согласно (54.3) следует, что магнитная ин
дукция в зазоре и в сердечнике одинакова по величине. Применим 
теорему о циркуляции Н к контуру, проходящему по оси сердеч
ника. Напряженность поля можно считать всюду в железе одина
ковой и равной Я жел=В/ц0цжел. В воздухе Нвозл=В/\1 0[ 1В03Ц. 
Обозначим длину участка контура в железе через /жел, а в зазо
ре — через /воэд. Тогда циркуляцию можно представить в виде 
Я ж е л /Же л + ^ в о з д 4 о з д -  Согласно (52.8) эта циркуляция должна 
быть равна А7, где /V — суммарное число витков катушек электро
магнита, / — сила тока. Таким образом,

В . . в  . _  , г ,
+  возд

Отсюда

В [х0/ , , И'О /
*возд j *жел  ̂ | *жел

Ивозд 1(-1ж е л  Ижел

( ^ Возд отличается от единицы лишь в пятом знаке после запятой).
Обычно /ВОзД бывает порядка 0,1 м, /жел— порядка,' 1 м, цЖ1:Л 

достигает значений порядка нескольких тысяч. Поэтому вторым 
слагаемым в знаменателе можно пренебречь и написать, что

В =  цл1 - ^ - .  (54.9)
‘ в о зд

Следовательно, магнитная индукция в зазоре электромагнита имеет 
такую величину, какую она имела бы внутри тороида без сердеч
ника, на единицу длины которого было бы намотано число витков, 
равное Л///В03д (см. (50.6)). Увеличивая общее число витков и 
уменьшая размеры воздушного зазора, можно получать поля с боль
шим значением В. Практически с помощью электромагнитов с же
лезным сердечником удается получать поля с В порядка нескольких 
тесла (нескольких десятков тысяч гаусс).

§ 55. Виды магнетиков

Формула (52.11) определяет магнитную восприимчивость % еди
ницы объема вещества. Часто вместо этой восприимчивости поль
зуются отнесенной к одному молю вещества молярной (для хими
чески простых веществ — атомной) восприимчивостью хм (Хат)- 
Очевидно, что =%VM, где VK — объем моля вещества. В то время 
как % — безразмерная величина, измеряется в ма/моль.

В зависимости от знака и величины магнитной восприимчи
вости все магнетики подразделяются на три группы:

1) диамагнетики, у которых % отрицательна и мала по абсолют
ной величине (1хм1~10-11ч-10_1° м3/моль);
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2) парамагнетики, у которых % тоже невелика, но положи
тельна (xM~ 10_10-f-10-9 м3/моль);

3) ферромагнетики, у которых % положительна и достигает очень 
больших значений (л/м~1 м3/моль). Кроме того, в отличие от диа- 
и парамагнетиков, для которых % не зависит от Н, восприимчи
вость ферромагнетиков является функцией напряженности магнит
ного поля.

Таким образом, в изотропных веществах намагниченность J 
может как совпадать по направлению с Н (у пара- и ферромагне
тиков), так и быть направленной в противоположную сторону 
(у диамагнетиков). Напомним, что у изотропных диэлектриков по- 
ляризованность всегда направлена в ту же сторону, что и Е.

§ 56. Магнитомеханические явления
Природа молекулярных токов стала понятной после того, как 

опытами Резерфорда было установлено, что атомы всех веществ 
состоят из положительно заряженного ядра и движущихся вокруг 
него отрицательно заряженных электронов.

Движение электронов в атомах подчиняется квантовым зако
нам; в частности, понятие траектории к электронам, движущимся 
в атоме, не применимо. Однако диамагнетизм вещества удается 
объяснить, пользуясь простейшей боровской моделью, согласно 
которой электроны в атомах движутся по стационарным круговым 
орбитам.

Пусть электрон движется со скоростью v по орбите радиуса г 
(рис. 56.1). Через площадку, расположенную в любом месте на пути 

электрона, переносится в единицу времени за
ряд ev, где е — заряд электрона, a v — число 
оборотов в секунду. Следовательно, движущий- 

р ся по орбите электрон образует круговой ток 
силы I = e v .  Поскольку заряд электрона отри
цателен, направление движения электрона и 
направление тока противоположны. Магнитный 
момент создаваемого электроном тока равен

Рис. 56.1 . p m = I S = e v n r 2.

Произведение 2nrv дает скорость движения электрона v, поэтому 
можно написать, что

evr /г„ ..
Р т =  —  ■ (56Л)

Момент (56.1) обусловлен движением электрона по орбите, вслед
ствие чего называется о р б и т а л ь н ы м  м а г н и т н ы м  м о 
м е н т о м  электрона. Направление вектора рт  образует с направ
лением тока правовинтовую, а с направлением движения электрона 
левовинтовую систему (см. рис. 56.1).
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Движущийся по орбите электрон обладает моментом импульса
M = m vr (56.2)

( т  — масса электрона). Вектор М называют о р б и т а л ь н ы м  
м е х а н и ч е с к и м  м о м е н т о м  электрона. Он образует 
с направлением движения электрона правовинтовую систему. Сле
довательно, направления векторов рт  и М противоположны.

Отношение магнитного момента элементарной частицы к ее ме
ханическому моменту называется м а г н и т о м е х а н и ч е 
с к и м  (или г и р о м а г н и т н ы м )  о т н о ш е н и е м .  Для 
электрона оно равно

( т  — масса электрона; знак минус указывает на то, что направле
ния моментов противоположны).

Вследствие вращения вокруг ядра электрон оказывается подоб
ным волчку. Это обстоятельство лежит в основе так называемых 
м а г н и т о м е х а н и ч е с к и х  я в л е н и й ,  заключающихся 
в том, что намагничение магнетика приводит к его вращению и, 
наоборот, вращение магнетика вызывает его намагничение. Сущест
вование первого явления было доказано экспериментально Эйн
штейном и де Хаасом, второго — Барнеттом.

В основе опыта Эйнштейна и де Хааса лежат следующие сообра
жения. Если намагнитить стержень из магнетика, то магнитные 
моменты электронов установятся по направлению поля, а механи
ческие моменты — против поля. В результате суммарный механи
ческий момент электронов станет отличным от нуля (первона
чально вследствие хаотической ориентации отдельных моментов 
он был равен нулю). Момент импульса системы стержень+электро- 
ны должен остаться без изменений. Поэтому стержень приобретает 
момент импульса, равный —2 ^ , ’ и> следовательно, приходит во 
вращение. Изменение направления намагниченности приведет к из
менению направления вращения стержня.

Механическую модель этого опыта можно осуществить, посадив 
человека на вращающийся стул и дав ему в руки вращающееся мас
сивное колесо. Повернув колесо осью вверх, человек приходит во 
вращение в сторону, противоположную направлению вращения 
колеса. Повернув колесо осью вниз, человек начинает вращаться 
в другую сторону.

Опыт Эйнштейна и де Хааса осуществлялся следующим обра
зом (рис. 56.2). Тонкий железный стержень подвешивался на упру
гой нити и помещался внутрь соленоида. Закручивание нити при 
намагничивании стержня постоянным магнитным полем получа
лось весьма малым. Для усиления эффекта был применен метод 
резонанса — соленоид питался переменным током, частота которого
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подбиралась равной собственной частоте механических колебаний 
системы. При этих условиях амплитуда колебаний достигала зна
чений, которые можно было измерить, наблюдая смещения свето
вого зайчика, отраженного от зеркальца, укрепленного на нити. 
Из данных опыта было вычислено магнитомеханическое отноше
ние, которое оказалось равным —(е/т). Таким образом, знак за
ряда носителей, создающих молекулярные токи, совпал со знаком 
заряда электрона. Однако полученный результат превысил ожи
даемое значение магнитомеханического отношения (56.3) в два 
раза.

Чтобы понять опыт Барнетта, вспомним, что при попытках во
влечь гироскоп во вращение вокруг некоторого направления ось 

гироскопа поворачивается так, чтобы направления 
собственного и принудительного вращений гиро
скопа совпали (см. § 44 1-го тома). Если установить 
гироскоп, закрепленный в карданном подвесе, на 
диск центробежной машины и привести ее во 
вращение, то ось гироскопа установится по верти
кали, причем так, что направление вращения ги
роскопа совпадет с направлением вращения дис
ка. При изменении направления вращения центро
бежной машины ось гироскопа поворачивается на 
180°, т. е. так, чтобы направления обоих враще
ний снова совпали.

Барнетт приводил железный стержень в очень 
быстрое вращение вокруг его оси и измерял возни
кающее при этом намагничение. Из результатов 

этого опыта Барнетт также получил для магнитомеханического 
отношения величину, в два раза превышающую значение (56.3).

В дальнейшем выяснилось, что, кроме орбитальных моментов
(56.1) и (56.2), электрон обладает собственными механическим М я 
и магнитным рта моментами, для которых магннтомеханическое 
отношение равно

Р ms
мя т (56.4)

т. е. совпадает со значением, полученным в опытах Эйнштейна и 
де Хааса и Барнетта. Отсюда следует, что магнитные свойства же
леза обусловлены не орбитальным, а собственным магнитным мо
ментом электронов.

Существование собственных моментов электрона первоначально 
пытались объяснить, рассматривая электрон как заряженный ша
рик, вращающийся вокруг своей оси. В соответствии с этим собст
венный механический момент электрона получил название с п и н  
(от английского to spin — вращаться). Однако вскоре обнаружи
лось, что такое представление приводит к  ряду противоречий, и
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от гипотезы о «вращающемся» электроне пришлось отказаться. 
В настоящее время принимается, что собственный механический 
момент (спин) исвязанныйс ним собственный (спиновый) магнитный 
момент являются такими же неотъемлемыми свойствами электрона, 
как его масса и заряд.

Спином обладают не только электроны, но и другие элементар
ные частицы. Спин х) элементарных частиц оказывается целым или 
полуцелым кратным величины А, которая равна постоянной Планка 
h, деленной на 2л:

А =  =  1,05-10-** Д ж -с =  1 ,05-10-27 эрг-с. (56.5)

В частности, для электрона M s—1! -Л, в связи с чем говорят, что 
спин электрона равен 1/2. Таким образом, tv представляет собой 
естественную единицу момента импульса, подобно тому как элемен
тарный заряд е является естественной единицей заряда.

В соответствии с (56.4) собственный магнитный момент электрона 
равен

8 я d С & sfv /сг' с\Р,п — ------ М . — --------тг =  — — • (56.6)Г т  т  s  гп  2 2 т  '  >

Величину
~  ~  0,927• 10-23 Дж/Тл = 0,927• 10-20 эрг/Гс2) (56.7)

называют м а г н е т о н о м  Б о р а .  Следовательно, собствен
ный магнитный момент электрона равен одному магнетону Бора.

Магнитный момент атома слагается из орбитальных и собствен
ных моментов входящих в его состав электронов, а также из маг
нитного момента ядра (который обусловлен магнитными моментами 
входящих в состав ядра элементарных частиц — протонов и нейт
ронов). Магнитный момент ядра значительно меньше моментов 
электронов; поэтому при рассмотрении многих вопросов им можно 
пренебречь и считать, что магнитный момент атома равен векторной 
сумме магнитных моментов электронов. Магнитный момент моле
кулы также можно считать равным сумме магнитных моментов вхо
дящих в ее состав электронов.

Экспериментальное определение магнитных моментов атомов 
было осуществлено Штерном и Герлахом. В их опытах пучок атомов 
пропускался через сильно неоднородное магнитное поле. Неодно
родность поля достигалась за счет специальной формы полюсных 
наконечников электромагнита (рис. 56.3). Согласно формуле(46.11)

х) Точнее, максимальное значение проекции спина на выделенное в простран
стве направление, например на направление внешнего поля.

2) Согласно формуле W =—pmB размерность магнитного момента равна раз
мерности энергии (джоуль или эрг), деленной на размерность магнитной индукции 
(тесла или гаусс).
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на атомы лучка должна действовать сила

F дВ
P * -d 7 c o s a >

величина и знак которой зависят от угла а ,  образуемого вектором 
рт  с направлением поля. При хаотическом распределении моментов 
атомов по направлениям в пучке имеются частицы, для которых 
значения а  изменяются в пределах от 0 до я . В соответствии с этим 
предполагалось, что узкий пучок атомов после прохождения между 
полюсами образует на экране сплошной растянутый след, края 
которого соответствуют атомам с ориентациями под углами а= 0  
и а = п  (рис. 56.4). Опыт дал неожиданные результаты. Вместо 
сплошного растянутого следа по
лучились отдельные линии, рас
положенные симметрично отно
сительно следа пучка, получен
ного в отсутствие поля.

Без поли I
г.......... 1 ...........Ожидаемый
\2У///А (///У///Л  результат

С полем |

I I

1'1

i l l
I I I I м

I

I I

Hg.Mg 
Ag,Na,K 

V 
Mn 

I Fe
Рис. 56.4.

Опыт Штерна и Герлаха показал, что углы, под которыми ориен
тируются магнитные моменты атомов по отношению к магнитному 
полю, могут иметь только дискретные значения, т. е. что проекция 
магнитного момента на направление поля квантуется.

Число возможных значений проекции магнитного момента на 
направление магнитного поля для разных атомов различно. Для 
атомов серебра, алюминия, меди и щелочных металлов оно равно 
двум, для ванадия, азота и галогенов — четырем, для кислорода — 
ияти, марганца — шести, железа — девяти, кобальта —десяти и т. д.

Для магнитных моментов атомов измерения дали значения по
рядка нескольких магнетонов Бора. Некоторые атомы не обнару
жили отклонения (см., например, след атомов ртути и магния на 
рис. 56.4), что указывает на отсутствие у них магнитного момента.

§ 57. Диамагнетизм

Электрон, движущийся по орбите, подобен волчку. Поэтому ему 
должны быть свойственны все особенности поведения гироскопов 
под действием внешних сил; в частности, при соответствующих ус
ловиях должна возникать прецессия электронной орбиты. Условия,
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необходимые для прецессии, осуществляются, если атом находится 
во внешнем магнитном поле В (рис. 57.1). В этом случае на орбиту 
действует вращательный момент N=[pmB], стремящийся устано
вить орбитальный магнитный момент электрона рт  по направле
нию поля (при этом механический момент М установится против 
поля). Под действием момента N векторы рт  и М совершают прецес
сию вокруг направления вектора магнит
ной индукции В, скорость которой легко 
найти (см. §44 1-го тома).

За время dt вектор М получает прира
щение dJW, равное

dM = N dt.

Вектор dM, как и вектор N, перпендикуля
рен к плоскости, проходящей через векто
ры В и М; его модуль равен

IdMI = рт В sin a  dt,

где а  — угол между рт  и В.
За время dt плоскость, в которой ле

жит вектор М, повернется вокруг направ
ления В на угол

d§  =  -тг^ -L = PjnBsvaadt _  в  dt,
М  sin а  М  sm а  М

Разделив этот угол на время dt, найдем 
угловую скорость прецессии:

_  Рт р 
dt ~  М ■

и

(0, =  -

Подставив значение (56.3) отношения маг
нитного и механического моментов электро
на, получим '

W ~ § .  (57-1)

Частоту (57.1) называют ч а с т о т о й  л а р м о р о в о й  
п р е ц е с с и и  или просто л а р м о р о в о й  ч а с т о т о й .  
Она не зависит ни от угла наклона орбиты по отношению к направ
лению магнитного поля, ни от радиуса орбиты или скорости элект
рона и, следовательно, для всех электронов, входящих в состав 
атома, одинакова.

Прецессия орбиты обусловливает дополнительное движение 
электрона вокруг направления поля. Если бы расстояние г' элект
рона от параллельной В оси, проходящей через центр орбиты, не 
изменялось, дополнительное движение электрона происходило бы
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по окружности радиуса г ' (см. верхнюю окружность в нижней 
части рис. 57.1). Ему соответствовал бы круговой ток (см. ниж
нюю окружность, ограничивающую заштрихованную площадь) 
/' =е(о1х/2л), магнитный момент которого

р,; =  / '5 ' =  е - ^ л г ' 2
2 (57.2)

направлен в сторону, противоположную В (см. рисунок). Этот мо
мент называется и н д у ц и р о в а н н ы м  ( н а в е д е н н ы м )  
м а г н и т н ы м  м о м е н т о м .

В действительности, вследствие движения электрона по орбите, 
расстояние г ' все время изменяется. Поэтому в формуле (57.2) 
нужно брать вместо г '2 его среднее но времени значение <г'?>. Это 

среднее зависит от угла а , характеризующего 
ориентацию плоскости орбиты по отношению 
к В. В частности, для орбиты, перпендику
лярной к вектору В, г' постоянно и равно 
радиусу орбиты г. Для орбиты, плоскость 
которой проходит через направление В, г ' 
изменяется по закону r'= rsinco£ , где а» — 
угловая скорость обращения электрона по ор
бите (рис. 57.2; вектор В и орбита лежат в 
плоскости рисунка). Следовательно, <г'?> = 
=  </-? sin- соty =  V2r- (<sin2 сoty =  J/..). Если 

произвести усреднение по всем возможным значениям а , считая 
их равновероятными, то получается

<г ' > = з ' г- (57.3)

Пвдставив в (57.2) значение (57.1) для и (57.3) для </■'?>, 
получим для среднего значения индуцированного магнитного мо
мента одного электрона следующее выражение:

<P*> =  — & riB  <57-4)
(знак минус отражает то обстоятельство, что векторы <р̂ > и В 
направлены в противоположные стороны). Мы предполагали орбиту 
круговой. В общем случае (например, для эллиптической орбиты) 
вместо rZ нужно взять <л?>, т. е. средний квадрат расстояния элек
трона от ядра.

Просуммировав выражение (57.4) по всем электронам, найдем 
нндуцированный магнитный момент атома:

Z

=  X  <Р'т> =  -  ■ё г  £  <'*> (57.5)
У к=х(Z — атомный номер химического элемента; число электронов в ато
ме равно Z).
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Итак, под действием внешнего магнитного поля происходит 
прецессия электронных орбит с одинаковой для всех электронов 
угловой скоростью (57.1). Обусловленное прецессией дополнитель
ное движение электронов приводит к возникновению индуцирован
ного магнитного момента атома (57.5), направленного против поля. 
Ларморова прецессия возникает у всех без исключения веществ. 
Однако в тех случаях, когда атомы обладают сами по себе магнит
ным моментом, магнитное поле не только индуцирует момент (57.5), 
но и оказывает на магнитные моменты атомов ориентирующее дей
ствие, устанавливая их по направлению поля. Возникающий при 
этом положительный (т. е. направленный по полю) магнитный мо
мент бывает значительно больше, чем отрицательный индуциро- 
ваниый момент. Поэтому результирующий момент оказывается по
ложительным и вещество ведет себя как парамагнетик.

Диамагнетизм обнаруживают только те вещества, у  которых 
атомы не обладают магнитным моментом (векторная сумма орби
тальных и спиновых магнитных моментов электронов атома равна 
нулю). Если для такого вещества умножить равенство (57.5) на 
число Авогадро jVa , получится магнитный момент моля вещества. 
Разделив его на напряженность поля Я , найдем молярную магнит
ную восприимчивость Хм- Магнитная проницаемость диамагнетн- 
ков практически равна единице. Поэтому можно положить 5/Я =  
= ц0. Таким образом,

х м= £  <г*>- (57-б>к— I
Отметим, что строгая квантовомеханическая теория приводит к точ
но такому выражению.

Подстановка в (57.6) числовых значений [д,0, NA, е й  т  дает

Хм =  —3,55 -109 S  <rl>.к= 1
Радиусы электронных орбит имеют величину порядка 10~10 м. Сле
довательно, молярная диамагнитная восприимчивость получается 
порядка 10-и -=-10~10, что хорошо согласуется с эксперименталь
ными данными.

с
§ 58. Парамагнетизм

Если магнитный момент рт  атомов отличен от нуля, вещество 
оказывается парамагнитным. Магнитное поле стремится установить 
магнитные моменты атомов вдоль В, тепловое движение стремится 
разбросать их равномерно по всем направлениям. В результате 
устанавливается некоторая преимущественная ориентация момен
тов вдоль поля, тем большая, чем больше В, и тем меньшая, чем 
выше температура.
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Кюри экспериментально установил закон, согласно которому 
восприимчивость парамагнитного вещества равна

=  <58Л> 
где С — п о с т о я н н а я  К ю р и ,  зависящая от рода вещества, 
Т — абсолютная температура.

Классическая теория парамагнетизма была развита Ланжевеном 
в 1905 г. Мы ограничимся изложением этой теории для случая не 
слишком сильных полей и не очень низких температур.

Согласно формуле (46.10) атом обладает в магнитном поле по
тенциальной энергией W = —pmB cos ft, которая зависит от угла •& 
между векторами рт  и В. Поэтому равновесное распределение мо
ментов по направлениям должно подчиняться закону Больцмана 
(см. § 100 1-го тома). Согласно этому закону вероятность того, что 
магнитный момент атома будет образовывать с направлением век
тора В угол, заключенный в пределах от д  до пропорцио
нальна

VC pmB cos О

Введя обозначение
А Г — g кТ

* =  (58.2)
выражение, определяющее вероятность, можно записать в виде

е дсозв. (58.3)
В отсутствие поля все направления магнитных моментов равно

вероятны. Следовательно, вероятность того, что направление мо
мента образует с некоторым направлением г  угол в пределах от 0 
до равна

/ j n  ч 2 n s i n < M 0  1 • Q JO уео лч(аР в)в= о =  ~4Ц~ ------- ^ ---- =  j  sm Ф М . (58.4)
Здесь cIQq= 2я sin & d$  — телесный угол, заключенный между ко

нусами с углами раствора й и Q+d§ 
(рис. 58.1).

При наличии поля в выражении ве
роятности появляется множитель (58.3):

dPe=* A * * " *  j  sin b d b  (58.5)

(А — неизвестный пока коэффициент 
пропорциональности).

Рис. 58.1. Магнитный момент атома имеет ве
личину порядка одного магнетона Бора, 

т. е. — Ю-23 Дж/Тл (см. (56.7)). При достигаемых обычно по
лях магнитная индукция бывает порядка 1 Тл (10* Гс). Следо
вательно, рт В имеет порядок 10-23 Д ж . Величина kT  при



комнатной температуре равна примерно 4* 1(И1 Дж . Таким образом, 
а  =  \ и « можно заменить приближенно через 1+acosft. 
В этом приближении выражение (58.5) принимает вид

dP®= А (1 -|-acosft)-|-sinftdft.

Коэффициент А можно найти, исходя из того, что сумма вероят
ностей всех возможных значений угла 0 должна быть равна еди
нице:

Я

1 = j* А(1 -f-a cos ft) y  sinftdft =  А.
о

Отсюда А =  1, так что
dAj =  - j ( l  -facosft)s in ftd ft.

Пусть в единице объема парамагнетика содержится п атомов. 
Тогда число атомов, магнитные моменты которых образуют с на
правлением поля углы от & до ft+d&, будет равно

dn§ — п d P e = Y n ( 1 +  я cos ft) sinftdft.

Каждый из этих атомов вносит в результирующий магнитный мо
мент вклад, равный pm cos ft. Следовательно, для магнитного мо
мента единицы объема (т. е. для намагниченности) получается вы
ражение

Я It

J  =  §  Рт  cos 0 d/ifl. =  - j  прт  J  (1 + aco s  ft) cosftsinftdft =  
о о

_  1 2 а _ п р та 
— 2 ПГт  3 — 3 •

Подстановка вместо а  его значения (58.2) дает

г _пртВ
J  ~  3kT ‘

Наконец, разделив / на Н  и положив B/H=\t,0 (для парамагнетика 
ц практически равна единице), найдем восприимчивость:

X ’ sfef • (58.6)

Заменив п числом Авогадро NA, получим выражение для мо
лярной восприимчивости:

N Nap*, ,
Х м —■ ( ^ k T  * ( О б . / )
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Мы пришли к закону Кюри. Сопоставление формул (58.1) и (58.7) 
дает для постоянной Кюри следующее выражение:

Напомним, что формула (58.7) получена в предположении, что 
pmB<^kT. В очень сильных полях и при низких температурах 
наблюдаются отступления от пропорциональности между намагни
ченностью парамагнетика J  и напряженностью поля Н\ в част
ности, может наступить состояние магнитного насыщения, при ко
тором все рт  выстраиваются по полю и дальнейшее увеличение Н 
не приводит к возрастанию J .

Значения %к, вычисленные по формуле (58.7), в ряде случаев 
хорошо согласуются со значениями, полученными из опыта.

Квантовая теория парамагнетизма учитывает тот факт, что 
возможны лишь дискретные ориентации магнитного момента атома 
относительно поля. Она приходит к выражению для %и, аналогич
ному (58.7).

§ 59. Ферромагнетизм

Особый класс магнетиков образуют вещества, способные обла
дать намагниченностью в отсутствие внешнего магнитного поля. 
По своему наиболее распространенному представителю — железу — 
они получили название ф е р р о м а г н е т и к о в .  К  их числу 
кроме железа принадлежат никель, кобальт, гадолиний, их сплавы 
и соединения, а также некоторые сплавы и соединения марганца 
и хрома с неферромагнитными элементами. Ферромагнетизм присущ 
всем этим веществам только в кристаллическом состоянии.

Ферромагнетики являются сильномагнитными веществами. Их 
намагниченность в огромное (до 1010) число раз превосходит намаг
ниченность диа- и парамагнетиков, принадлежащих к категории 
слабомагнитных веществ.

Намагниченность слабомагнитных веществ изменяется с напря
женностью поля линейно. Намагниченность ферромагнетиков зави
сит от Н  сложным образом. На рис. 59.1 дана кривая намагниче
ния ферромагнетика, магнитный момент которого первоначально 
был равен нулю (она называется о с н о в н о й  или н у л е в о й  
к р и в о й  н а м а г н и ч е н и я ) .  Уже в полях порядка несколь
ких эрстед (~100 А/м) намагниченность J  достигает насыщения. 
Основная кривая намагничения на диаграмме В —Н приведена на 
рис. 59.2 (кривая 0—/). Напомним, что Б = ц 0 (#+</)• Поэтому по 
достижении насыщения В  продолжает расти с Я  по линейному 
закону: B = ii0tf-i-const, где const*= jx0J liac.

Кривая намагничения железа была впервые получена и под
робно исследована русским ученым А. Г. Столетовым. Разработан
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ный им баллистический метод измерения магнитной индукции на
ходит широкое применение до настоящего времени (см. § 62).

Кроме нелинейной зависимости между Н и J  (или между Н  
и В ), для ферромагнетиков характерно также наличие г и с т е 
р е з и с а .  Если довести намагничение до насыщения (точка 1 
на рис. 59.2) и затем уменьшать напряженность магнитного поля, то 
индукция В  следует не по первоначальной кривой 0—1, а изме
няется в соответствии с кривой 1—2. В результате, когда напряжен
ность внешнего поля станет равной нулю (точка 2), намагничение не 
исчезает и характеризуется величиной В т, которая называется о с- 
т а т о ч н о й и н д у к ц и е й .  Намагниченность имеет при этом

значение J r, называемое о с т а т о ч н о й  н а м а г н и ч е н 
н о с т ь ю .

Индукция В  обращается в нуль лишь под действием поля Не, 
имеющего направление, противоположное полю, вызвавшему на
магничение. Напряженность Нс называется к о э р ц и т и в н о й  
с и л о й .

Существование остаточной намагниченности делает возможным 
изготовление постоянных магнитов, т. е. тел, которые без затраты 
энергии на поддержание макроскопических токов обладают маг
нитным моментом н создают в окружающем их пространстве маг
нитное поле. Постоянный магнит тем лучше сохраняет свои свой
ства, чем больше коэрцитивная сила материала, из которого он 
изготовлен.

При действии на ферромагнетик переменного магнитного поля 
нндукция изменяется в соответствии с кривой 1—2—3—4—5—1 
(рис. 59.2), которая называется п е т л е й  г и с т е р е з и с а  
(аналогичная петля получается и на диаграмме J —Н). Если мак
симальные значения Я  таковы, что намагниченность достигает на
сыщения, получается так называемая м а к с и м а л ь н а я  
п е т л я  г и с т е р е з и с а  (сплошная петля на рис. 59.2). Если



при амплитудных значениях Я  насыщение не достигается, полу
чается петля, называемая ч а с т н ы м  ц и к л о м  (пунктирная 
петля на рисунке). Частных циклов существует бесконечное мно
жество, все они лежат внутри максимальной петли гистерезиса.

Гистерезис приводит к тому, что намагничение ферромагнетика 
не является однозначной функцией Я ; оно в сильной мере зависит 
от предыстории образца — от того, в каких полях он побывал 
прежде. Например, в поле напряженности Hi (рис. 59.2) индукция

может иметь любое значение в пределах 
от В[ до В'{,.

Из всего сказанного о ферромагнети
ках следует, что они очень похожи по 

Ф своим свойствам на сегнетоэлектрики 
(см. § 23).

В связи с неоднозначностью зависи- 
"*// мости В от Я  понятие магнитной про

ницаемости применяется лишь к основ
ной кривой намагничения. Магнитная 
проницаемость ферромагнетиков р, (а сле- 
"довательно, и магнитная восприимчи- 

'  вость %) является функцией напряжен
ности поля. На рис. 59.3, а  изображена 

'основная кривая намагничения. Прове- 
дем из начала координат прямую линию, 

Рис. 59.3. проходящую через произвольную точку
кривой. Тангенс угла наклона этой пря

мой пропорционален отношению В/Н, т. е. магнитной проницае
мости ц для соответствующего значения напряженности поля. 
При увеличении Я  от нуля угол наклона (а значит и ц) сна
чала растет. В точке 2  он достигает максимума (прямая 0—2 
является касательной к кривой), а затем убывает. На рис. 59.3, б 
дан график зависимости |х от Я . Из рисунка видно, что максималь
ное значение проницаемости достигается несколько раньше, чем 
насыщение. При неограниченном возрастании Я  проницаемость 
асимптотически приближается к единице. Это следует из того, что J  
в выражении ц= 1+ J/H  не может превысить значения Унас.

Величины В т (или J r), Не и р,гаах являются основными характе
ристиками ферромагнетика. Если коэрцитивная сила Н с велика, 
ферромагнетик называется ж е с т к и м .  Для него характерна ши
рокая петля гистерезиса. Ферромагнетик с малой Нс (и соответст
венно узкой петлей гистерезиса) называется м я г к и м. В зависи
мости от назначения берутся ферромагнетики с той или иной ха
рактеристикой. Так, для постоянных магнитов употребляются жест
кие ферромагнетики, а для сердечников трансформаторов — мяг
кие. В табл. 59.1 приведены характеристики нескольких типичных 
ферромагнетиков.

;  I
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Т а б л и ц а  59.1

М атери ал Состав ^ m ax B f % Tл He. a/m

Железо 99,9%  Fe 5 000 80
Супермаллой 79% Ni, 5% Mo, 16% Fe 800 000 — 0 ,3
Алнико 10% A l, 19% Ni, 18% Co, 53% Fe

“

0 ,9 52 000

Основы теории ферромагнетизма были Созданы Я. И. Френкелем 
и В. Гейзенбергом в 1928 г. Из опытов по изучению магнитомехани
ческих явлений (см. § 56) следует, что ответственными за магнитные 
свойства ферромагнетиков являются собственные (спиновые) маг
нитные моменты электронов. При определенных условиях в кри
сталлах могут возникать силы *), которые заставляют магнитные 
моменты электронов выстраиваться параллельно друг другу. В ре
зультате возникают области с п о н т а н н о г о  (самопроизволь
ного) н а м а г н и ч е н и я ,  которые называют также д о м е 
н а м  и. В пределах каждого домена ферромагнетик спонтанно 
намагничен до насыщения и обладает определенным магнитным 
моментом. Направления этих моментов для разных доменов раз
личны (рис. 59.4), так что в отсутствие внешнего поля суммарный 
момент всего тела равен нулю. Домены имеют 
разме'ры порядка 1—10 мкм.

Действие поля на домены на разных стадиях 
процесса намагничива+шя оказывается различ
ным. Вначале, при слабых полях, наблюдается 
смещение границ доменов, в результате чего 
происходит увеличение тех доменов, моменты 
которых составляют с Н меньший угол, за счет 
доменов, у которых угол 0 между векторами рт  
и Н больше. Например, домены 1 и 3 (рис. 59.4) 
увеличиваются за счет доменов 2 и 4. С уве
личением напряженности поля этот процесс 
идет все дальше и дальше, пока домены с мень
шими О- (которые обладают в магнитном поле 
меньшей энергией) не поглотят целиком энергетически менее вы
годные домены. На следующей стадии имеет место поворот маг
нитных моментов доменов в направлении поля. При этом моменты 
электронов в пределах домена поворачиваются одновременно, без 
нарушения их строгой параллельности друг другу. Эти процессы 
(исключая небольшие смещения границ между доменами в очень

Г

Рис. 59.4.

J) Эти силы называются о б м е н н ы м и .  Их объяснение дается только 
квантовой механикой.
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слабых полях) являются необратимыми, что и служит причиной 
гистерезиса.

Для каждого ферромагнетика имеется определенная темпера
тура Тс, при которой области спонтанного намагничения рас
падаются и вещество утрачивает ферромагнитные свойства. Эта тем
пература называется т о ч к о й  К ю р и .  Для железа она равна 
768°С, для никеля 365°С. При температуре выше точки Кюри ферро
магнетик становится обычным парамагнетиком, магнитная воспри
имчивость которого подчиняется з а к о н у  К ю р и  — В е й с с а

=  (59Л) 
(ср. с формулой (58.1)). При охлаждении ферромагнетика ниже 
точки Кюри в нем снова возникают домены.

В некоторых случаях обменные силы приводят к возникнове
нию так называемых а н т и ф е р р о м а г н е т и к о в  (хром, 
марганец и др.). Существование антиферромагнетиков было пред
сказано Л. Д . Ландау в 1933 г. В антиферромагнетиках собственные 
магнитные моменты электронов самопроизвольно ориентированы 
антипараллельно друг другу. Такая ориентация охватывает по
парно соседние атомы. В результате антиферромагнетики обладают 
крайне малой магнитной восприимчивостью и ведут себя как очень 
слабые парамагнетики. Для антиферромагнетиков также сущест
вует температура TN, при которой антипараллельная ориентация 
спинов исчезает. Эта температура называется а н т и ф е р р о -  
м а г н и т н о й  т о ч к о й  К ю р и  или т о ч к о й  Н е е л я .  
У некоторых антиферромагнетиков (например, у эрбия, диспрозия, 
сплавов марганца и меди) таких температур две (верхняя и нижняя 
точки Нееля), причем антиферромагнитные свойства наблюдаются 
только при промежуточных температурах. Выше верхней точки 
вещество ведет себя как парамагнетик, а при температурах, мень
ших нижней точки Нееля, становится ферромагнетиком.
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§ 60. Явление электромагнитной индукции

В 1831 г. Фарадей обнаружил, что в замкнутом проводящем 
контуре при изменении потока магнитной индукции через поверх
ность, ограниченную этим контуром, возникает электрический ток. 
Это явление называют э л е к т р о м а г н и т н о й  и н д у к 
ц и е й ,  а возникающий ток и н д у к ц и о н н ы м .

Явление электромагнитной индукции свидетельствует о том, 
что при изменениях магнитного потока в контуре возникает э л е к 
т р о д в и ж у щ а я  с и л а  
и н д у к ц и и  S i-  Величина 
S i  не зависит от способа, кото
рым осуществляется изменение 
магнитного потока Ф, и опреде
ляется лишь скоростью измене
ния Ф, т. е. значением dO/dt.
При изменеиии знака ёФ /dt на
правление S i  также меняется.

Рассмотрим следующий при
мер. На рис. 60.1 изображен 
контур 1, силу тока в котором 
h  можно изменять с помощью 
реостата. Этот ток создает маг
нитное поле, пронизывающее 
ионтур 2. Если увеличивать ток 
] и поток магнитной индукции Ф через контур 2 будет расти. 
Это приведет к появлению в контуре 2 индукционного тока /2, 
регистрируемого гальванометром. Уменьшение тока h  обусло
вит убывание магнитного потока через второй контур, что при
ведет к появлению в нем индукционного тока иного нанравле- 
ния, чем в первом случае. Индукционный ток /2 можно вызвать 
также, приближая контур 2 к контуру 1 или удаляя второй контур 
от первого. В обоих случаях направления возникающего тока про
тивоположны. Наконец, электромагнитную индукцию можно вы-

ЭЛЕКТРОМАГНИТНАЯ ИНДУКЦИЯ

Рис. 60.1.
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звать, не перемещая контур 2 поступательно, а поворачивая его 
так, чтобы изменялся угол между нормалью к контуру и направле
нием поля.

Ленц установил правило, позволяющее найти направление ин
дукционного тока. П р а в и л о  Л е н ц а  гласит, что индукци
онный то к  всегда направлен т а к ,  чтобы противодействовать при
чине, его вызывающей. Если, например, изменение Ф вызвано пере
мещением контура 2, то возникает индукционный ток такого 
направления, что сила взаимодействия с первым контуром проти
вится движению контура. При приближении контура 2 к контуру / 
(см. рис. 60.1) возникает ток l'it магнитный момент которого на
правлен противоположно полю тока I i (угол а  между векторами 
р', и В равен я). Следовательно, на контур 2 будет действовать сила, 
отталкивающая его от контура 1 (см. формулу (46.11)). При удале
нии контура 2 от контура 1 возникает ток Г2, момент которого р,"г 
совпадает по направлению с полем тока h  (а= 0), так что сила, 
действующая на контур 2, направлена к контуру 1.

Пусть оба контура неподвижны и ток в контуре 2 индуцируется 
путем изменения тока Д в контуре 1. В этом случае возникает 
ток /2 такого направления, что создаваемый им собственный маг
нитный поток стремится ослабить изменения внешнего потока, 
приведшие к появлению индукционного тока. При увеличении Л, 
т. е. возрастании внешнего магнитного потока, направленного 
вправо, возникает ток Г2, создающий поток, направленный влево. 
При уменьшении Л возникает ток 11, собственный магнитный по
ток которого направлен так же, как и внешний поток, и, следова
тельно, стремится поддержать внешний поток неизменным.

§ 61. Электродвижущая сила индукции
В предыдущем параграфе мы выяснили, что изменения магнит

ного потока Ф через контур вызывают возникновение в контуре 
электродвижущей силы индукции Чтобы найти связь между 
S i  и скоростью изменения Ф, рассмотрим следующий пример.

Возьмем контур с подвижной перемычкой длины I (рис. 61.1, а). 
Поместим его в однородное магнитное поле, перпендикулярное 
к плоскости контура и направленное за чертеж. Приведем пере
мычку в движение со скоростью v. С той же скоростью станут пере
мещаться относительно поля и носители тока в перемычке — элект
роны. В результате на каждый электрон начнет действовать 
направленная вдоль перемычки магнитная сила.

F „ = - e [ v B ]  (61.1)
(см. (43.3); заряд электрона равен —е). Действие этой силы экви
валентно действию на электрон электрического поля напряженности

E=[vB].
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Это поле неэлектростатического происхождения. Его циркуляция 
по контуру дает величину э. д. с., индуцируемой в контуре:

2

S i  = / E d l  =  / [v B ]d l=  J [v B ]d l (61.2)
i

(подынтегральная функция отлична от нуля лишь на образуемом 
перемычкой участке 1—2).

Чтобы по знаку S i  можно было судить о направлении, в кото
ром действует э. д. с., будем считать S i  положительной в том слу
чае, когда ее направление образует с направлением нормали к кон- 
туру правовинтовую систему.

Выберем нормаль так, как показано на рис. 61.1. Тогда при 
вычислении циркуляции нужно обходить контур по часовой стрелке 
и соответственно выбирать 
направление векторов dl.
Если вынести в (61.2) по
стоянный вектор IvB] за 
знак интеграла, получим 

2

$ f = [vB]  ̂dl = [v B ]l,

1
т .

и dt

dS

Иапрайленив
обхода

т
г)

где I — вектор, показанный 
на рис. 61.1,6 . Осуществим 
в полученном выражении 
циклическую перестанов
ку сомножителей, после чего умножим и разделим его на dt:

В [I, \ dt\S, =  B[lv] = dt (6 1 .3 )

Из рис. 61.1, б видно, что
[1, v d t]~ —n dS,

где dS  — приращение площади контура за время dt. По опреде
лению потока выражение В dS=Bn dS  представляет собой поток 
через площадку dS, т. е. приращение потока d<i> через контур. 
Таким образом,

В [1, v dt]= —Bn d S = —dФ.

С учетом этого выражению (61.3) можно придать вид
р  - _ * ® .
® ' ~  d t  ' (61.4)

Мы получили, что d(b !d t и S i  имеют противоположные знаки. 
Знак потока и знак S i  связаны с выбором направления нормали 
к плоскости контура. При сделанном нами выборе нормали (см.
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рис. 61.1) знак d<t>/dt положительный, а знак отрицательный. 
Если бы мы выбрали нормаль, направленную не за чертеж, а на 
нас, знак dfb/dt был бы отрицательным, а знак S i  положительным.

Единицей потока магнитной индукции в СИ служит в е б е р  
(Вб), который представляет собой поток через поверхность в 1 м2, 
пересекаемую нормальными к ней линиями магнитного поля с В, 
равной 1 Тл. При скорости изменения потока, равной 1 Вб/с, в кон
туре индуцируется э. д. с., равная 1 В.

В гауссовой системе формула (61.4) имеет вид

&1==~ т ч г -  (61-5)
Единицей Ф в этой системе является м а к с в е л л  (Мкс), равный потоку через 
поверхность в 1 см2 при В=  1 Гс. Формула (61.5) дает S t  в СГСЭ-единицах по
тенциала. Чтобы получить S i  в вольтах, нужно умножить полученный результат 
на 300. Поскольку 300/с=10-8 ,

А Ю = - ю - ." >  J | “ >. (61.6)

В рассуждениях, которые привели нас к формуле (61.4), роль 
сторонних сил, поддерживающих ток в контуре, играют магнитные

силы. Работа этих сил над единичным 
положительным зарядом, равная по опре
делению э. д. с., оказывается отличной от 
нуля. Это обстоятельство находится в ка
жущемся противоречии G высказанным в 
§ 43 утверждением о том, что магнитная 
сила работы над зарядом совершать не мо
жет. Противоречие устраняется, если 
учесть, что сила (61.1) представляет собой 
не полную магнитную силу, действующую 
на электрон, а лишь параллельную проводу 

составляющую этой силы, обусловленную скоростью v (см. силу Frt 
на рис. 61.2). Под действием этой составляющей электрон приходит 
в движение вдоль провода со скоростью и, в результате чего воз
никает перпендикулярная к проводу составляющая магнитной 
силы

Fx — — е [иВ ]

(эта составляющая не вносит вклада в циркуляцию, так как пер
пендикулярна к dl).

Полная магнитная сила, действующая на электрон,
F = F „ + F i t

а работа этой силы над электроном за время dt

■ dA =  fftUdt +  F x yd t — F ^udt —F±vdt

В®
*

V *

‘ a
Рис. 61.2.
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(направления векторов Fu и и одинаковы, а векторов Fx и v про
тивоположны; см. рис. 61.2). Подставив значения модулей сил; 
Fи =evB  и F±=euB, получим, что работа полной магнитной силы 
равна нулю.

Сила направлена противоположно скорости перемычки V.  
Поэтому для того, чтобы перемычка перемещалась с постоянной 
скоростью V ,  к ней нужно приложить внешнюю силу FnHelu, урав
новешивающую сумму сил Fx, приложенных ко всем электронам, 
содержащимся в перемычке. За счет работы этой силы и будет воз
никать энергия, выделяемая в контуре индуцированным током.

Рассмотренное нами объяснение возникновения э. д. с. индук
ции относится к случаю, когда магнитное поле постоянно, а изме
няется геометрия контура. Однако магнитный поток через контур 
может изменяться также за счет изменения В. В этом случае объяс
нение возникновения э. д. с. оказывается в принципе другим. 
Изменяющееся со временем магнитное поле порождает вихревое 
электрическое поле Е (подробнее об этом говорится в § 69). Под 
действием поля Е носители тока в проводнике приходят в движе
ние — возникает индуцированный ток. Связь между э. д. с.. ин
дукции и изменениями магнитного потока и в этом случае описы
вается формулой (61.4).

Пусть контур, в котором индуцируется э. д. с., состоит не из 
одного витка, а из N витков, например, представляет собой соле
ноид. Поскольку витки соединяются последовательно, £ t будет 
равна сумме э. д. с., индуцируемых в каждом из витков в отдель
ности:

Величину
Ч ^ ^ Ф  (61.7)

называют п о т о к о с ц е п л е н и е м  или п о л н ы м  м а г 
н и т н ы м  п о т о к о м. Ее измеряют в тех же единицах, что и Ф. 
Если поток, пронизывающий каждый из витков, одинаков,

W=N<D. (61.8)
Э. д. с., индуцируемая в сложном контуре, определяется формулой

=  (61.9)

§ 62. Методы измерения магнитной индукции

Пусть полный магнитный поток, сцепленный с некоторым кон
туром, изменяется от значения до ¥ 2. Найдем заряд q, который 
протекает при этом через каждое сечение контура. Мгновенное
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значение силы тока в контуре равно
___Ш

1 ~~ R ~  R  d t  ‘

Отсюда

<!?=/<» =  - £ £ < #  = — W .

Проинтегрировав это выражение, найдем полный заряд:
0

9 = j ‘ d? =  - 4 - | d 'F  = ^ - ( ¥ 1- ¥ 2). (62.1)
1

Соотношение (62.1) лежит в основе разработанного А. Г. Сто
летовым баллистического способа измерения магнитной индукции,

который заключается в следующем. В исследуемое поле помещают 
небольшую катушку, имеющую N витков. Катушку располагают 
так, чтобы вектор В оказался перпендикулярным к плоскости вит
ков (рис. 62.1, а). Тогда полный магнитный поток, сцепленный 
с катушкой, будет равен

4 1= N B S ,

где S  — площадь одного витка, которая должна быть настолько 
малой, чтобы поле в ее пределах можно было считать однородным.

При повороте катушки на 180° (рис. 62 .1 ,6 ) потокосцепление 
становится равным ¥ 2= —NBS (п и В направлены в противопо
ложные стороны). Следовательно, изменение полного потока при 
повороте катушки равно Y a—Y 2= 2N BS. Если поворот катушки 
осуществить достаточно быстро, в контуре возникает импульс тока, 
при котором протекает заряд

<7 =  -— 2NBS  (62.2)

(см. формулу (62.1)).
Заряд, протекающий по цепи при кратковременном импульсе 

тока, можно измерить с помощью так называемого баллистического
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гальванометра, который представляет собой гальванометр с боль
шим периодом собственных колебаний. Измерив q и зная R , N и S ,  
можно по формуле (62.2) найти В. Под R  в этом случае подразуме
вается полное сопротивление цепи, включающее сопротивление 
катуш ки, соединительных проводов и гальванометра.

Вместо того, чтобы поворачивать катуш ку, можно включать 
(либо выключать) исследуемое магнит
ное /юле, или изменять его направле
ние на обратное.

Д ля измерения В  используют так 
же то обстоятельство, что электричес
кое сопротивление висмута сильно воз
растает под действием магнитного поля— 
примерно на 5% на каждую десятую до
лю тесла (на каждую 1000 Г'с). Поэто
му, помещая предварительно проградуированную висмутовую спи
раль (рис. 62.2) в магнитное поле и измеряя относительное из
менение ее сопротивления, можно определить магнитную индук
цию поля.

Отметим, что у других металлов электрическое сопротивление 
такж е возрастает в магнитном поле, но в гораздо меньшей степени. 
У меди, например, увеличение сопротивления примерно в 10* раз 
меньше, чем у висмута.

Рис. 62 .2 .

§ 63. Токи Фуко

Индукционные токи могут возбуждаться и в сплошных массив
ных проводниках. В этом случае их называют т о к а м и  Ф у к о  
или в и х р е в ы м и  т о к а м и .  Электрическое сопротивление 
массивного проводника мало, поэтому токи Фуко могут достигать 
очень большой силы.

В соответствии с правилом Ленца токи Фуко выбирают внутри 
проводника такие пути и направления, чтобы своим действием воз
можно сильнее противиться причине, которая их вызывает. Поэтому 
движущиеся в сильном магнитном поле хорошие проводники испы
тывают сильное торможение, обусловленное взаимодействием токов 
Фуко с магнитным полем. Этим пользуются для демпфирования 
(успокоения) подвижных частей гальванометров, сейсмографов 
и других приборов. На подвижной части прибора укрепляется 
проводящая (например, алюминиевая) пластинка в виде сектора 
(рис. 63.1), которая вводится в зазор между полюсами сильного 
постоянного магнита. При движении пластинки в ней возникают 
токи Фуко, вызывающие торможение системы. Преимущество 
такого устройства состоит в том, что торможение возникает лишь 
при движении пластинки и исчезает, когда пластинка неподвижна.
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Поетому электромагнитный успокоитель совершенно не препятст
вует точному приходу системы в положение равновесия.

Тепловое действие токов Фуко используется в индукционных 
печах. Такая печь представляет собой катуш ку, питаемую высоко
частотным током большой силы. Если поместить внутрь катушки 
проводящее тело, в нем возникнут интенсивные вихревые токи, ко
торые могут разогреть тело до плавления. Таким способом осущест

вляют плавление металлов в вакууме, что 
позволяет получать материалы исключи
тельно высокой чистоты.

С помощью токов Фуко осуществля
ется такж е прогрев внутренних металли
ческих частей вакуумных установок для 
их обезгаживания.

Во многих случаях токи Фуко быва
ют нежелательными, и приходится при
нимать для борьбы с ними специальные 
меры. Так, например, чтобы предотвра
тить потери энергии на нагревание то
ками Фуко сердечников трансформато
ров, эти сердечники набирают из тон

ких пластин, разделенных изолирующими прослойками. Пла
стины располагаются так , чтобы возможные направления токов 
Фуко были к ним перпендикулярными. Появление ферритов (полу
проводниковых магнитных материалов с большим электрическим 
сопротивлением) сделало возможным изготовление сердечников 
сплошными.

Токи Фуко, возникающие в проводах, по которым текут пере
менные токи, направлены так, что ослабляют ток внутри провода 
и усиливают вблизи поверхности. В результате быстропеременный 
ток оказывается распределенным по сечению провода неравномер
но — он как  бы вытесняется на поверхность проводника. Это яв 
ление называется с к и  н - э ф ф е к т о м  (от английского skin — 
кожа) или п о в е р х н о с т н ы м  э ф ф е к т о м .  Из-за скин- 
эффекта внутренняя часть проводников в высокочастотных цепях 
оказывается бесполезной. Поэтому в высокочастотных цепях при
меняют проводники в виде трубок.

§ 64. Явление самоиндукции

Электрический ток, текущий в любом контуре, создает пронизы
вающий этот контур магнитный поток При изменениях / изме
няется такж е и Y , вследствие чего в контуре индуцируется э. д. с. 
Это явление называется с а м о и н д у к ц и е й .

В соответствии с законом Био — Савара магнитная индукция В 
пропорциональна силе тока, вызвавшего поле. Отсюда вытекает,
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что ток / в контуре и создаваемый им полный магнитный поток Чг 
через контур пропорциональны друг другу:

Коэффициент пропорциональности L между силой тока и полным 
магннтным потоком называется и н д у к т и в н о с т ь ю  кон
тура.

Линейная зависимость 4F от / наблюдается только в том случае, 
если магнитная проницаемость р, среды, которой окружен контур, 
не зависит от напряженности поля Н, т. е. в отсутствие ферромагне
тиков. В противном случае jx является сложной функцией от / 
(через Н ; см. рис. 59 .3 ,6 ), и, поскольку В = |х0р,Я, зависимость Чг 
от / такж е будет довольно сложной. Однако соотношение (64.1) 
распространяют и на этот случай, считая индуктивность L функ
цией от /. При неизменной силе тока / полный поток Ч*1 может из
меняться за счет изменений формы и размеров контура.

Из сказанного следует, что индуктивность L зависит от геомет
рии контура (т. е. его формы и размеров), а такж е от магнитных 
свойств (от р,) окружающей контур среды. Если контур жесткий 
и поблизости от него нет ферромагнетиков, индуктивность L яв 
ляется постоянной величиной.

За единицу индуктивности в СИ принимается индуктивность 
такого проводника, у которого при силе тока в нем в 1 А возникает 
сцепленный с ним полный поток 'F, равный 1 Вб. Эту единицу на
зывают г е н р и  (Гн).

В гауссовой системе индуктивность имеет размерность длины. В соответствии 
с этим единицу индуктивности в этой системе называют с а н т и м е т р о м .  
Индуктивностью в 1 см обладает такой контур, с которым при силе тока в 1 СГСМ- 
единицу (т. е. 10 А) сцеплен поток, равный 1 Мкс (10~ а Вб).

Вычислим индуктивность соленоида. Возьмем соленоид такой 
длины, чтобы его можно было практически считать бесконечным. 
При протекании по нему тока / внутри соленоида возбуждается 
однородное поле, индукция которого равна 5  = р0|х/г/(см. формулы 
(50.4) и (53.5)). Поток через каждый из витков равен Ф — B S , а 
полный магнитный поток, сцепленный с соленоидом,

где I — длина соленоида (которая предполагается очень большой), 
S  — площадь поперечного сечения, п — число витков на единицу 
длины (произведение a t  дает полное число витков N).

Сопоставление формул (64.1) и (64.2) дает для индуктивности 
очень длинного соленоида выражение

W = L [. (64.1)

тр= N<E>=nlBS= р.„рл2/5 /, (64.2)

Ь=[10цп21$=ц0цп2У, (64.3
где V = IS  — объем соленоида.
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Из (64.3) следует, что размерность р0 равна размерности индук
тивности, деленной на размерность длины. В соответствии с этим ц0 
измеряется в генри на метр (см. (39.3)).

При изменениях силы тока в контуре возникает э. д. с. самоин
дукции равная

д d (LI) ( т d l , , dL\
£*=— ir=— dr = -{Lir+1ir)• <64-4)

Если при изменениях силы тока индуктивность остается постоянной 
(что возможно лишь при отсутствии ферромагнетиков), выражение 
для э. д. с. самоиндукции имеет вид

£ s  =  - L ^ - .  (64.5)

Знак минус в этой формуле обусловлен правилом Ленца, согласно 
которому индукционный ток бывает направлен так, чтобы противо
действовать причине, его вызывающей. В рассматриваемом случае 
причиной, вызывающей S a, является изменение силы тока в цепи. 
Примем в качестве положительного направление обхода по часовой 
стрелке. При этом условии сила тока будет положительной, если 
ток течет в цепи по часовой стрелке, и отрицательной, если ток течет 
против часовой стрелки. Аналогично $ а будет положительной, если 
она действует в направлении по часовой стрелке, и отрицательной, 
если она действует в направлении против часовой стрелки.

Производная dl/dt положительна в двух случаях: либо при воз
растании положительного тока, либо при убывании по модулю от
рицательного тока. Из (64.5) следует, что в этих случаях ^„СО. 
Это означает, что э. д. с. самоиндукции направлена против часовой 
стрелки и, следовательно, противится указанным изменениям тока 
(нарастанию положительного либо убыванию отрицательного 
тока).

Производная d lld t  отрицательна такж е в двух случаях: либо при 
убывании положительного тока, либо при увеличении по модулю 
отрицательного тока. В этих случаях S s> 0  и, следовательно, 
противится изменениям тока (убыванию положительного либо воз
растанию по модулю отрицательного тока).

Соотношение (64.5) дает возможность определить индуктивность 
как коэффициент пропорциональности между скоростью изменения 
силы тока в контуре и возникающей вследствие этого э. д. с. само
индукции. Однако такое определение правомерно лишь в случае, 
когда L= const. В присутствии ферромагнетиков L  недеформируе- 
мого контура будет функцией от / (через Н ); следовательно, dL ldt 
можно записать как  (dL/dl) (dl/dt). Произведя такую  подстановку 
в формуле (64.4), получим

<64-6>
Отсюда видно, что при наличии ферромагнетиков коэффициент про
порциональности между dl/dt и S a отнюдь не равен L.
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§ 65. Ток при замыкании и размыкании цепи

По правилу Ленца дополнительные токи, возникающие вслед
ствие самоиндукции, всегда направлены так , чтобы противодейст
вовать изменениям тока в цепи. Это приводит к тому, что установ
ление тока при замыкании цепи и убывание тока при размыкании 
цепи происходит не мгновенно, а постепенно.

Найдем сначала характер изменения тока при размыкании цепи. 
Пусть в цепь с не зависящей от / индуктивностью L и сопротивле
нием R  включен источник тока э. д. с. £  (рис. 65.1).
В цепи будет течь постоянный ток

R
(65.1)

(сопротивление источника тока считаем прене
брежимо малым). В момент времени t= 0  отклю
чим источник тока, замкнув одновременно цепь на
коротко переключателем П. К ак только сила то
ка в цепи начнет убывать, возникнет э. д. с. само
индукции, противодействующая этому убыванию. Сила тока в це
пи будет удовлетворять уравнению

dl
IR  — $ s  =  — L - j j  ,

или

d t ' L (65.2)

Уравнение (65.2) представляет собой линейное однородное диффе
ренциальное уравнение первого порядка. Разделив переменные, 
получим

Отсюда

d l  R  ..T  =  _ _ d / .

In/ = ---- const

(имея в виду дальнейшие преобразования, мы постоянную интегри
рования написали в виде In const). Потенцирование этого соотно
шения дает

I  =а Const ’ в (65.3)

Выражение (65.3) является общим решением уравнения (65.2). 
Значение const найдем из начальных условий. При £=0 сила тока 
имела значение (65.1). Следовательно, const= /0. Подставив это
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значение в (65.3), придем к выражению
- Л . ,

/ = ;„ е   ̂ . (65.4)

Итак, после отключения источника э. д. с. сила тока в цепи 
не обращается мгновенно в нуль, а убывает по экспоненциальному 
закону (65.4). График убывания I дан на рис. 65.2 (кривая 1).

Скорость убывания определяется имею
щей размерность времени величиной

_ т =  - £ ,  (65.5)

которую называют п о с т о я н н о й  
в р е м е н и  цепи. Заменив в (65.4) R/L 
через 1/т, получим

I = I 0e (65.6)

В соответствии с этой формулой т есть время, в течение которого 
сила тока уменьшается в е раз. Из (65.5) видно, что чем больше 
индуктивность цепи L и меньше ее сопротивление R , тем больше 
постоянная времени т и тем медленнее спадает ток в цепи.

Д ля упрощения расчетов мы считали, что цепь в момент отклю
чения источника тока замыкается накоротко. Если просто разорвать 
цепь с большой индуктивностью, возникающее высокое индуциро
ванное напряжение создает искру или д угу  в месте разрыва.

Теперь рассмотрим случай замыкания цепи. После подключения 
источника э. д . с ., до тех пор, пока сила тока не достигнет устано
вившегося значения (65.1), в цепи кроме э. д. с. £  будет действо
вать э. д. с. самоиндукции. Следовательно, в соответствии с зако
ном Ома

IR  =  £  +  € s  =  € - L % .

или

ж + т ' ~ & -  <65-7>
Мы пришли к линейному неоднородному дифференциальному 

уравнению, которое отличается от уравнения (65.2) лишь тем, 
что в правой части вместо нуля в нем стоит постоянная величина 
<§/L. Из теории дифференциальных уравнений известно, что общее 
решение линейного неоднородного уравнения можно получить, 
прибавив любое его частное решение к общему решению соответст
вующего однородного уравнения (см. § 52 1-го тома). Общее реше
ние однородного уравнения имеет вид (65.3). Легко убедиться в том, 
что I = £ I R = h  является частным решением уравнения (65.7).



Следовательно, общим решением уравнения (65.7) будет функция
-А /

/ =  /0 +  const -е L .

В начальный момент сила тока 1 равна нулю. Отсюда const =-—J 0. 
Таким образом,

/ =  / l ( l _ e - T ' ) .  <6 5 8 >

Эта функция описывает нарастание тока в цепи после подключения 
к ней источника э. д. с. График функции (65.8) дан на рис. 65.2 
(кривая 2).

§ 66. Взаимная индукция

Возьмем два контура 1 и 2, расположенные близко друг к другу 
(рис. 66.1). Если в контуре 1 течет ток силы 1и он создает через 
контур 2 пропорциональный /х полный магнитный поток

4 V = L 21/t (66.1)

(поле, создающее этот поток, изображено на рисунке сплошными 
линиями). При изменениях тока /, в контуре 2 индуцируется э. д. с.

<66-2>

(мы предполагаем, что ферромагнетиков вблизи контуров нет).
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Аналогично, при протекании в контуре 2 тока силы /2 возникает 
сцепленный с контуром 1 поток

(66.3)
(поле, создающее этот поток, изображено пунктирными линиями).

7 И. В. Савельев, т. 2
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При изменениях тока /2 в контуре 1 индуцируется э. д. с.

(66.4)

Контуры 1 и 2 называются с в я з а н н ы м и ,  а явление воз
никновения э. д. с. в одном нз контуров при изменениях силы тока 
в другом называется в з а и м н о й  и н д у к ц и е й .

Коэффициенты пропорциональности L n  и L n  называются 
в з а и м н о й  и н д у к т и в н о с т ь ю  контуров. Соответствую
щий расчет дает, что в отсутствие ферромагнетиков эти коэффи
циенты всегда равны друг другу:

L 12= L 2f. (66.5)

Их величина зависит от формы, размеров и взаимного расположения 
контуров, а такж е от магнитной проницаемости окружающей кон
туры среды. Измеряется L u  в тех же единицах, что и индуктив
ность L.

Найдем взаимную индуктивность двух катуш ек, намотанных на 
общий тороидальный железный сердечник (рис. 66.2). Линии маг
нитной индукции сосредоточиваются внутри сердечника (см. текст, 
следующий за формулой (54.8)), поэтому можно считать, что воз
буждаемое любой из обмоток магнитное поле будет иметь всюду 
в сердечнике одинаковую напряженность. Если первая обмотка 
имеет Дг, витков и по ней течет ток силы /£, то согласно теореме
о циркуляции (см. (52.8))

Hl=NiIi (66.6)
(I — длина сердечника).

Магнитный поток через поперечное сечение сердечника Ф =  
= B S = \ i0\iHS, где S  — площадь поперечного сечения сердечника. 
Подстазив сюда значение Я  из (66 .6) и умножив получившееся 
выражение на N 2, получим полный поток, сцепленный со второй 
обмоткой:

Сопоставление этого выражения с формулой (66 . 1) дает, что

L it == - у  xN2. (66.7)

Вычисления потока сцепленного с первой обмоткой в том 
случае, когда по второй обмотке течет ток силы /а, приводят к вы
ражению

5
L a  =  —j-  i N (66.8)

по форме совпадающему с L 2l (см. (66.7)). Однако в данном случае 
нельзя утверждать, что L t 2 = L 2t. Множитель р., входящий в вы-
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ражения для этих коэффициентов, зависит от напряженности поля 
Н  в сердечнике. Если один и тот ж е ток, пропускаемый
один раз по первой, а другой раз по второй обмотке, создаст в сер
дечнике поле различной напряженности Н . Соответственно значе
ния р в обоих случаях будут различными, так  что при / i= / 2 чис
ловые значения L u  и L 2t не совпадают.

§ 67. Энергия магнитного поля *

Рассмотрим цепь, изображенную на рис. 67.1. При замкнутом 
ключе в соленоиде установится ток /, который обусловит магнит
ное поле, сцепленное с витками соленоида. Если разомкнуть ключ, 
то через сопротивление /? будет некоторое время течь постепенно 
убывающий ток, поддерживаемый воз
никающей в соленоиде э. д. с. самоин
дукции. Работа, совершаемая этим то
ком за время dt, равна

dA  =  € t l  dt =  — I  dt — — 1 dW.

(67.1)
Если индуктивность соленоида не 

зависит от / (L=const), то dx¥ = L  d l  
и выражение (67.1) принимает вид

d A = —L I d l .  (67.2)
Проинтегрировав это выражение по I 
в пределах от первоначального зна
чения / до нуля, получим работу, совершаемую в цепи за все 
время, в течение которого происходит исчезновение магнитного 
поля,

о
A =  — ^ L I d I  =  ~ .  (67.3)

/
Работа (67.3) идет на приращение внутренней энергии сопротив

ления R , соленоида и соединительных проводов (т. е. на их нагре
вание). Совершение этой работы сопровождается исчезновением 
магнитного поля, которое первоначально существовало в окружаю
щем соленоид пространстве. Поскольку никаких других измене
ний в окружающих электрическую цепь телах не происходит, ос
тается заключить, что магнитное поле является носителем энергии, 
з а  счет которой и совершается работа (67.3). Таким образом, мы 
приходим к выеоду , что проводник с индуктивностью L , по кото
рому течет ток силы /, обладает энергией

W =  (67.4)

у?
- О

■в

Рис. 67.1.

7*
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которая локализована в возбуждаемом током магнитном поле (ср. 
эту формулу с выражением CU-/2 для энергии заряженного конден
сатора; см. (29.2)).

Выражение (67.3) можно трактовать как  работу, которую необ
ходимо совершить против э. д. с. самоиндукции в процессе нараста
ния тока от 0 до / и которая идет на создание магнитного поля, об
ладающего энергией (67.4). Действительно, работа, совершаемая 
против э. д. с. самоиндукции, равна

/
А' =  [ ( - S t )  i d t .

О
Проделав преобразования, подобные тем, которые привели нас 
к выражению (67.2), получим

/
А '=  ^ L ld l  - ,  (67.5)

о
что совпадает с (67.3). Работа (67.5) совершается при установлении 
тока за счет источника э. д. с. и идет целиком на создание магнитно
го поля, сцепленного с витками соленоида. Выражение (67.5) не учи
тывает той работы, которую источник э. д. с. затрачивает в процессе 
установления тока на нагревание проводников.

Выразим энергию магнитного поля (67.4) через величины, ха
рактеризующие само поле. В случае очень длинного (практически 
бесконечного) соленоида

L =  [х0(хл2К; Н =  п1 или / =  —

(см. формулы (64.3) и (53.8)). Подставив эти значения L и I в выра
жение (67.4) и произведя преобразования, получим

(67.6)

В § 50 было показано, что магнитное поле бесконечно длинного 
соленоида однородно и отлично от нуля только внутри соленоида. 
Следовательно, энергия (67.6) локализована внутри соленоида и 
распределена по его объему с постоянной плотностью w, которую 
можно найти, разделив W  на V. Произведя это деление, получим

W - B f - .  (67.7)

Воспользовавшись соотношением (52.14), формуле для плотности 
энергии магнитного поля можно придать вид

Но \> Н *_н в в 2
2 2 2(10(,1 (67.8)



Полученные нами выражения для плотности энергии магнит
ного поля отличаются от выражений (30.3) для плотности энергии 
электрического поля лишь тем, что электрические величины в них 
заменены соответствующими магнитными.

Зная плотность энергии поля в каждой точке, можно найти 
энергию поля, заключенную в любом объеме V. Д ля этого нужно 
вычислить интеграл

W =  §  wdV =  § dV.  (67 .9)
V V

Можно показать, что в случае связанных контуров (при отсут
ствии ферромагнетиков) энергия поля определяется формулой

у ;  _  Ljli   ̂ L2l i   ̂ Lj j l i l i  | £ 2 1 ^ 1  JO)

Д ля энергии N связанных друг с другом контуров получается ана
логичное выражение

W =  ±  £  L */ ,/*  (67.11)
1, *=i

где L lk= L ki — взаимная индуктивность i-ro и k-ro  контуров, а 
L ii= L ;  — индуктивность i-ro контура.

§ 68. Работа перемагничивания ферромагнетика

Изменения тока в цепи сопровождаются совершением против 
э. д. с. самоиндукции работы

dA ' =  (— S s)/ d t  =  - ^ - I d t  =  ld Y .  (68.1)

Если индуктивность цепи L остается постоянной (что возможно 
только при отсутствии ферромагнетиков), эта работа полностью 
идет на создание энергии магнитного поля: d A '~ d W . Иначе, как 
мы сейчас выясним, обстоит дело при наличии ферромагнетиков.

В случае очень длинного («бесконечного») соленоида H ~ n J ,  
4r= n lB S . Соответственно

/ =  — , dW =  n tS  dB.п
Подставив эти выражения в (68.1), получим

dA ' ~ Н  dB- V, (68.2)

где V = IS  — объем соленоида, т. е. объем, в котором создано 
однородное магнитное поле.

Выясним, можно ли отождествить выражение (68.2) с прираще
нием энергии магнитного поля. Напомним, что энергия — функция 
состояния. Поэтому сумма ее приращений для кругового процесса

§ 68. РАБОТА ПЕРЕМАГНИЧИВАНИЯ ФЕРРОМАГНЕТИКА J9 7
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равна нулю:

§ < №  =  0 .

Если заполнить соленоид ферромагнетиком, то связь между В  и Я  
изображается кривой, показанной на рис. 68.1. Выражение Н dB  
дает площадь заштрихованной полоски. Следовательно, интеграл
§ H d B ,  вычисленный вдоль петли гистерезиса, равен площади 
S n, охватываемой петлей. Таким образом, интеграл от выражения
(68.2), т. e . j ) d A ',  отличен от нуля. Отсюда вытекает, что при на

личии ферромагнетиков работа (6 8 .2) 
не может быть приравнена приращению 
энергии магнитного поля. По заверше
нии цикла перемагничивания Я  и В, а 
значит, и магнитная энергия будут иметь 
первоначальную величину. Следователь-

энергии магнитного поля. Как показы
вает опыт, она идет на увеличение вну
тренней энергии ферромагнетика, т. е. 
на его нагревание.

Итак, при совершении одного цикла 
перемагничивания ферромагнетика затра

чивается в расчете на единицу объема работа, численно равная 
площади петли гистерезиса:

^ед. об. — ф  Н dB  — S„. (68.3)

Эта работа идет на нагревание ферромагнетика.
В отсутствие ферромагнетиков В  является однозначной функ

цией Я  (В —цпцН, где |i=const). Поэтому выражение Я  d B — 
={А0[хЯ dH  представляет собой полный дифференциал

d w = H  dB , (68.4)

определяющий приращение энергии магнитного поля. Интегриро
вание выражения (68.4) в пределах от 0 до Я  приводит к фор
муле (67.7) для плотности энергии поля (прежде чем осуществлять 
интегрирование, нужно преобразовать Я  dB , заменив dB  через 
ц0[х dH).
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§ 69. Вихревое электрическое поле

Рассмотрим случай электромагнитной индукции, когда прово
лочный контур, в котором индуцируется ток, неподвижен, а изме
нения магнитного потока обусловлены изменениями магнитного 
поля. Возникновение индукционного тока свидетельствует о том, 
что изменения магнитного поля вызывают появление в контуре 
сторонних сил, действующих на носители тока. Эти сторонние силы 
не связаны ни с химическими, ни с тепловыми процессами в проводе; 
они такж е не могут быть магнитными силами, потому что такие силы 
работы над зарядами не совершают. Остается заключить, что ин
дукционный ток обусловлен возникающим в проводе электрическим 
полем. Обозначим напряженность этого поля Ев (это обозначение, 
равно как  и применяемое в дальнейшем обозначение Е4, является 
вспомогательным; впоследствии индексы В  и q мы опустим). Электро
движущ ая сила равна циркуляции вектора Еа по данному контуру:

£ t  =  <pEBd\. (69.1)

Подстановка в формулу — й Ф /dt выражения (69.1) для S i  
и выражения § В dS для Ф приводит к соотношению

ф  EB dl =  — -gj-J BdS 
s

(интеграл в правой части равенства берется по произвольной по
верхности, опирающейся на контур). Поскольку контур и поверх
ность неподвижны, операции дифференцирования по времени и 
интегрирования по поверхности можно поменять местами:

^ E a dl =  — (69.2)
s

В связи с тем, что вектор В зависит, вообще говоря, как  от времени, 
так  и от координат, мы написали под знаком интеграла символ

УРАВНЕНИЯ МАКСВЕЛЛА
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час гной производной по времени (интеграл j  BdS является функ
цией только от времени).

Преобразуем левую часть равенства (69.2) по теореме Стокса. 
В результате получим

f[V E a ] d S = ^ - J ^ - d S .
S 5

Ввиду произвольности выбора поверхности интегрирования должно 
выполняться равенство

(69.3)

Ротор поля Еа в каждой точке пространства равен взятой с обрат
ным знаком производной по времени от вектора В.

М аксвелл предположил, что изменяющееся со временем магнит
ное поле обусловливает появление в пространстве поля Ев , неза
висимо от присутствия в этом пространстве проволочного контура. 
Наличие контура лишь позволяет обнаружить по возникновению 
в нем индукционного тока существование в соответствующих точ
ках пространства электрического поля.

Итак, согласно идее Максвелла изменяющееся со временем маг
нитное поле порождает электрическое поле. Это поле Ед сущест
венно отличается от порождаемого неподвижными зарядами элект
ростатического поля Eq. Электростатическое поле потенциально, 
его линии напряженности начинаются и заканчиваются на зарядах. 
Ротор вектора Eq в любой точке равен нулю:

[ V E J - 0  (69.4)

(см. формулу (12.3)). Согласно (69.3) ротор вектора Ев отличен от 
нуля. Следовательно, поле Ел, как и магнитное поле, является 
вихревым. Линии напряженности поля Ев замкнуты.

Таким образом, электрическое поле может быть как  потенциаль
ным (Е ,), так и вихревым (Еа). В общем случае электрическое поле 
может слагаться из поля Eq, создаваемого зарядами, и поля Ев , 
обусловленного изменяющимся со временем магнитным полем. 
Сложив вместе соотношения (69.4) и (69.3), получим для ротора 
напряженности суммарного поля £ = £ ,,+  £3 следующее уравне
ние:

[VE] =  - f - .  (69 .5)

Это уравнение является одним из основных в электромагнитной 
теории М аксвелла.

Существование взаимосвязи между электрическим и магнитным 
полями (выражаемой, в частности, уравнением (69.5)) служит при
чиной того, что раздельное рассмотрение электрического и магнит-
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ного полей имеет лишь относительный смысл. Действительно, элек
трическое поле создается системой неподвижных зарядов. Однако 
если заряды неподвижны относительно некоторой инерциальной 
системы отсчета, то относительно других инерциальных систем эти 
заряды движутся и, следовательно, порождают не только электри
ческое, но и магнитное поле. Неподвижный провод с постоянным 
током создает в каждой точке пространства постоянное магнитное 
поле. Однако относительно других инерциальных систем этот про
вод находится в движении. Поэтому создаваемое им магнитное поле 
в любой точке с данными координатами х, у , г будет меняться и, сле
довательно, порождать вихревое электрическое поле. Таким обра
зом, поле, которое относительно некоторой системы отсчета оказы
вается «чисто» электрическим или «чисто» магнитным, относительно 
других систем отсчета будет представлять собой совокупность элек
трического и магнитного полей, образующих единое электромаг
нитное поле.

§ 70. Ток смещения

В случае стационарного (т. е. не изменяющегося со временем) 
электромагнитного поля ротор вектора Н равен в каждой точке 
плотности тока проводимости:

[VH] = J (70.1)

(см. (52.6)). Вектор j связан с плотностью заряда в той же точке 
уравнением непрерывности
(32.3):

Vj =
ф
dt

/tit
(70.2) H в

Электромагнитное поле мо
жет быть стационарным лишь 
при условии, что плотность 
заряда р и плотность тока j 
не зависят от времени. В этом 
случае согласно (70.2) дивер
генция j равна нулю. Поэто-

V  у
ЗЛ___

Р и с. 70.1

му линии тока (линии вектора j) не имеют источников и являются 
замкнутыми.

Выясним, является ли уравнение (70.1) справедливым в случае 
изменяющихся со временем полей. Рассмотрим магнитное поле, 
создаваемое током, текущим при зарядке конденсатора от источ
ника постоянного напряжения U (рис. 70.1). Этот ток непостоянен 
во времени (в момент, когда напряжение на конденсаторе стано
вится равным U, ток прекращается). Линии тока проводимости 
терпят разрыв в промежутке между обкладками конденсатора (на
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рисунке линии тока внутри обкладок показаны штриховыми ли
ниями).

Возьмем круговой контур Г, охватывающий провод, по кото
рому течет ток к конденсатору, и проинтегрируем соотношение
(70.1) по пересекающей провод поверхности S i ,  ограниченной кон
туром:

J [V H ]d S = S  jd S .

Преобразовав левую часть по теореме Стокса, получим циркуляцию 
вектора Н по контуру Г:

( p H d \ = ^ j d S = l  (70.3)
Г 5 ,

(/ — сила тока, заряжающего конденсатор). Проделав такие же 
вычисления для поверхности S 2, не пересекающей проЕод с током 
(см. рис. 70.1), придем к явно неверному соотношению

(f  H d\=  J jd S = 0 .  (70.4)
Г  S ,

Полученный нами результат указы вает на то, что в случае изменяю
щихся со временем полей уравнение (70.1) перестает быть справед
ливым. Напрашивается вывод, что в этом уравнении отсутствует 
слагаемое, зависящее от производных полей по времени. Д ля ста
ционарных полей это слагаемое обращается в нуль.

На неправомерность уравнения (70.1) в случае нестационарных 
полей указываю т такж е следующие соображения. Возьмем дивер
генцию от обеих частей соотношения (70.1):

V [V H ]=  Yj.
Дивергенция ротора обязана быть равной нулю (см. (11.39)). Таким 
образом, мы приходим к выводу, что дивергенция вектора j такж е 
должна быть всегда равной нулю. Однако этот вывод противоречит 
уравнению непрерывности (70.2). Действительно, при нестационар
ных процессах р может меняться со временем (это, в частности, 
происходит с плотностью заряда на обкладках заряжаемого кон
денсатора). В этом случае согласно (70.2) дивергенция j  отлична 
от нуля.

Чтобы согласовать уравнения (70.1) и (70.2), Максвелл ввел 
в правую часть уравнения (70.1) дополнительное слагаемое. Есте
ственно, что это слагаемое должно иметь размерность плотности 
тсха. Максвелл назвал его плотностью т о к а  с м е щ е н и я .  
Таким образом, согласно М аксвеллу уравнение (70.1) должно иметь 
вид

[ТН] — j jcMeiu* (70.5)



Сумму тока проводимости и тока смещения принято называть 
п о л н ы м  т о к о м .  Плотность, полного тока равна

1полн =  j  "Ь .(сиещ- (70.6)
Если положить дивергенцию тока смещения равной дивергенции 

тока проводимости, взятой с обратным знаком,
Vjc«ei4 =  - V j ,  (70.7)

то дивергенция правой части уравнения (70.5), так  ж е как  и дивер
генция левой части, всегда будет равна нулю.

Заменив в (70.7) Vj согласно (70.2) через dp/dt, получим следую
щее выражение для дивергенции тока смещения:

V U 4 =  f .  <70-8 )

Чтобы связать ток смещения с величинами, характеризующими 
изменение электрического поля со временем, воспользуемся соот
ношением (19.8), согласно которому дивергенция вектора электри
ческого смещения равна плотности сторонних зарядов:

VD =  p.

Продифференцировав это соотношение по времени, получим

JL /VD) = -^- 
dt > dt

Теперь поменяем в левой части порядок дифференцирования по 
времени и по координатам. В результате придем к следующему 
выражению для производной р по /:

dt v V dt )  '
Подстановка этого выражения в формулу (70.8) дает

Vi =  V Г— ^V Jcnew V  ̂ dt J  •
Отсюда

(70-9>
Подставив выражение (70.9) в формулу (70.5), придем к урав

нению
[V H ]= j +  ^ - ,  (70.10)

которое, как и уравнение (69.5), является одним из основных в тео
рии Максвелла.

Подчеркнем, что термин «ток смещения» является чисто услов
ным. По существу ток смещения — это изменяющееся со временем
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электрическое поле. Основанием для того, чтобы назвать «током» 
"величину (70.9), служит лишь то, что размерность это"и величины 

совпадает с размерностью плотности тока. Из всех физических 
свойств, присущих действительному току, ток смещения обладает 
лишь одним — способностью создавать магнитное поле.

\ Введение тока смещения, определяемого выражением (70.9), 
«уравняло в правах» электрическое и магнитное поля. Из явления 
электромагнитной индукции вытекает, что изменяющееся магнитное 
юле порождает электрическое поле. Из уравнения (70.10) следует, 

что изменяющееся электрическое поле порождает магнитное поле. 
I Ток смещения имеется везде, где есть изменяющееся со временем 
\ электрическое поле. В частности, он существует и внутри про- 
| водов, по которым течет переменный электрический ток. Однако 
j внутри проводов ток смещения обычно бывает пренебрежимо мал 
|по сравнению с током проводимости.
\ Отметим, что равенство (70.3) является приближенным. Для 
‘того чтобы оно стало вполне строгим, к его правой части нужно 
добавить слагаемое, учитывающее ток смещения, обусловленный 
слабым рассеянным электрическим полем, имеющимся в окрест
ности поверхности S ,.

Убедимся в том, что поверхностный интеграл от правой части 
уравнения (70.5) имеет одинаковое значение для поверхностей S i 
и S 2 (см. рис. 70.1). Через поверхность S i «течет» как ток проводи
мости, так и ток смещения, обусловленный электрическим полем, 
имеющимся вне конденсатора. Следовательно, для первой поверх
ности имеем

(мы поменяли во втором слагаемом порядок операций дифферен
цирования по времени и интегрирования по координатам). Вели
чина, обозначенная буквой /, есть сила тока, текущего по проводу 
к левой обкладке конденсатора, (IJiBTeK — поток вектора D, втекаю
щий в объем V, ограниченный поверхностями S t и S 2 (см. рис.

где Ф 2„ытек есть поток вектора D, вытекающий из объема V через 
поверхность S , .

Разность интегралов равна

s. s,

70.1).
Д ля второй поверхности j = 0 , следовательно,
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Силу тока I можно представить как  dq/dt, где q — заряд на обкладке 
конденсатора. Поток, втекающий внутрь через поверхность S i , 
равен взятому с обратным знаком потоку, вытекающему через 
ту ж е поверхность наруж у. Заменив Ф 1 11Тек на —Ф 1 ВЬ1Тек> а / 
на dq/dt, получим

Инт, — Инт* =  (Ф2 ЕЫтек +  Ф , вытек) — ~  =  -jg- (Фo — q), (70.11)

где Ф0  — поток вектора D через замкнутую поверхность, образо
ванную поверхностями S i и S 2. Согласно (19.10) этот поток должен 
быть равен заряду, заключенному внутри поверхности. В данном 
случае это заряд q на обкладке конденсатора. Таким образом, пра
вая часть соотношения (70.11) равна нулю. Отсюда следует, что 
величина поверхностного интеграла от вектора плотности полного 
тока не зависит от выбора поверхности, по которой вычисляется 
интеграл.

Д ля тока смещения, как и для тока проводимости, можно стро- i 
ить линии тока. Согласно формуле (20.4) электрическое смещение 
в зазоре конденсатора равно поверхностной плотности заряда на 
обкладке: D = a .  Отсюда

D =  a .
Левая часть дает плотность тока смещения в зазоре, правая часть — 
плотность тока проводимости внутри обкладок. Равенство этих 
плотностей означает, что на границе обкладок линии тока прово
димости непрерывно переходят в линии тока смещения. Следова
тельно, линии полного тока оказываются замкнутыми.

§ 71. Уравнения Максвелла

Открытие тока смещения позволило М аксвеллу создать единую 
теорию электрических и магнитных явлений. Эта теория объяснила 
все известные в то время экспериментальные факты и предсказала 
ряд новых явлений, существование которых подтвердилось впо
следствии. Основным следствием теории М аксвелла был вывод
о существовании электромагнитных волн, распространяющихся со 
скоростью света. Теоретическое исследование свойств этих волн 
привело Максвелла к  созданию электромагнитной теории света.

Основу теории образуют у р а в н е н и я  М а к с в е л л а .  
В учении об электромагнетизме эти уравнения играют такую  же 
роль, как  законы Ньютона в механике или основные законы (на
чала) в термодинамике.

П е р в у ю  п а р у  у р а в н е н и й  М а к с в е л л а  обра
зуют уравнения (69.5) и (51.3):

[ ? Е1 =  - 1 Г ’ (?1Л >
VB =  0. (71.2)
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Первое из этих уравнений связывает значения Е с изменениями 
вектора В во времени и является по существу выражением закона 
электромагнитной индукции. Второе уравнение указывает на от
сутствие источников магнитного поля, т. е. магнитных зарядов.

В т о р у ю  п а р у  у р а в н е н и й  М а к с в е л л а  обра
зуют уравнения (70.10) и (19.8):

[ V H ] =  j + 4 r ,  ( 7 L 3 >

VD =  p. (71.4)

Первое уравнение устанавливает связь между токами проводи
мости и смещения и порождаемым ими магнитным полем. Второе 
показывает, что источниками вектора D служ ат сторонние заряды.

Уравнения (71.1) — (71.4) представляют собой у р а в н е н и я  
М а к с в е л л а  в д и ф ф е р е н ц и а л ь н о й  ф о р м е .  Отме
тим, что в первую пару уравнений входят только основные характе
ристики поля: Е и В. Во второй же паре фигурируют только вспомо
гательные величины D и Н.

Каждое из векторных уравнений (71.1) и (71.3) эквивалентно 
трем скалярным уравнениям, связывающим компоненты векторов, 
стоящих в левой и правой частях равенств. Воспользовавшись фор
мулами (11.14) и (11.25) — (11.27), представим уравнения Макс
велла в скалярной форме:
дЕ2 дЕу дВ х дЕ х dEz д В у

ду  д г  dt '  д г  дх dt ’
6Еу 0Е Х __ дВ г 

дх ду dt

дВ х  . д В у дВг
дх  1 д у  1 дг  

(первая пара уравнений), 

дН2 дН у _ . dDx ди х дН г  . , Щ

(71.5)

(71.6)

д у  дг 1* 1 dt ’  д г дх ‘ у 4 '  dt ’

дН у----- dH x д р г „
дх д у  dt ’ I ' 1 - ' /

^  ' в° ‘  Ф (71.8)

у

дх  1 д у  1 д г

(вторая пара уравнений).
Всего получилось 8  уравнений, в которые вхоДят 12 функций 

(по три компоненты векторов Е, В, D, Н). Поскольку число урав
нений меньше числа неизвестных функций, уравнений (71.1) —
(71.4) недостаточно для нахождения полей по заданным распреде
лениям зарядов и токов. Чтобы осуществить расчет полей,, нужно
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дополнить уравнения Максвелла уравнениями, связывающими 
D и j  с Е, а такж е Н с В. Эти уравнения имеют вид

D =  е0еЕ, (71.9)
B =  p,„jxH, (71.10)
j =  aE (71.11)

(см. (19.6), (52.14) и (34.3)).
Совокупность уравнений (71.1) — (71.4) и (71.9) — (71.11) об

разует основу электродинамики покоящихся сред.
Уравнения

<£Edl =  - ^ - _ f  B dS , (71.12)

/ В dS =  0 (71.13)

(первая пара) и
^ H d ^ J j d S  +  I J o d S ,  (71.14)
Г  S  S

< p D d S = \ p d V  (71.15)
S  V

(вторая пара) представляют собой у р а в н е н и я  М а к с в е л л а  
в и н т е г р а л ь н о й  ф о р м е .

Уравнение (71.12) получается путем интегрирования соотноиге^ 
ния (71.1) по произвольной поверхности S  с последующим преобра
зованием левой части по теореме Стокса в интеграл по контуру Г, 
ограничивающему поверхность S . Уравнение (71.14) получается 
таким же способом из соотношения (71.3). Уравнения (71.13) и 
(71.15) получаются из соотношений (71.2) и (71.4) путем интегриро
вания по произвольному объему V с последующим преобразованием 
левой части по теореме Остроградского— Гаусса в интеграл по 
замкнутой поверхности S ,  ограничивающей объем V.



Г Л А В А  X

ДВИЖЕНИЕ ЗАРЯЖЕННЫХ ЧАСТИЦ В ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ
И МАГНИТНЫХ ПОЛЯХ

§ 72. Движение заряженной частицы
в однородном магнитном поле

Представим себе заряд е ', движущийся в однородном магнитном 
поле со скоростью v, перпендикулярной к В. Магнитная сила сооб
щает заряду перпендикулярное к скорости ускорение

<7 2 1 >
(см. формулу (43.3); угол между v и В прямой). Это ускорение изме
няет лишь направление скорости, величина же скорости остается 
неизменной. Следовательно, и ускорение (72.1) будет постоянным 
по величине. При этих условиях заряженная частица движется 
равномерно по окружности, радиус которой определяется соотно
шением wn= v 2/R. Подставив сюда значение (72.1) для wn и решив 
получившееся уравнение относительно R , получим

(72 .2)

Итак, в случае, когда заряженная частица движется в одно
родном магнитном поле, перпендикулярном к плоскости, в которой 
происходит движение, траектория частицы является окружностью. 
Радиус этой окружности зависит от скорости частицы, магнитной 
индукции поля и отношения заряда частицы ё  к ее массе т .  Отно
шение еЧ т  называется у д е л ь н ы м  з а р я д о м .

Найдем время Т, затрачиваемое частицей на один оборот. Д ля 
этого разделим длину окружности 2nR  на скорость частицы v. 
В результате получим

Г =  2 я ^ - 1 .  (72.3)

Из (72.3) следует, что период обращения частицы не зависит от ее 
скорости, он определяется только удельным зарядом частицы и маг
нитной индукцией поля.
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Выясним характер движения заряженной частицы в случае, 
когда ее скорость образует с направлением однородного магнитного 
поля угол а ,  отличный от прямого. Разложим вектор v на две 
составляющие: Vj_— перпендикулярную к В и v j — параллель
ную В (рис. 72.1). Модули этих составляющих равны

o_L =  y s in a ,  D „= u co sa .

Магнитная сила имеет модуль
F  =  e'vB  sin a  =  e 'v yB

и лежит в плоскости, перпендикулярной к В. Создаваемое этой 
силой ускорение является для составляющей v_l нормальным.

\

Рис. 72.1. Рис. 72.2.

Составляющая магнитной силы в направлении В равна нулю; по
этому повлиять на величину Уц эта сила не может. Таким образом, 
движение частицы можно представить как  наложение двух движе
ний: 1) перемещения вдоль направления В с постоянной скоростью 
Уц = v  cos а  и 2) равномерного движения по окружности в пло
скости, перпендикулярной к вектору В. Радиус окружности опре
деляется формулой (72.2) с заменой и на Uj_=w_sin а .  Траектория дви
жения представляет собой винтовую линию, ось которой совпадает 
с направлением В (рис. 72.2). Шаг линии I можно найти, умножив 
1)ц на определяемый формулой (72.3) период обращения Т :

I — а и Т =  2л v cos a . (72.4)

Направление, в котором закручивается траектория, зависит от 
знака заряда частицы. Если заряд положителен, траектория закр у
чивается против часовой стрелки. Траектория, по которой движется 
отрицательно заряженная частица, закручивается по часовой 
стрелке (предполагается, что мы смотрим на траекторию вдоль на
правления В; частица при этом летит от нас, если а< л/2 , и на нас, 
если а  >  я/2 ).



210 Г-Л. X .  Д В И Ж Е Н И Е  З А Р Я Ж Е Н Н Ы Х  Ч А С Т И Ц

§ 73. Отклонение движущихся заряженных частиц 
электрическим и магнитным полями

Рассмотрим узкий пучок одинаковых заряженных частиц (на
пример, электронов), попадающий в отсутствие полей на перпенди
кулярный к нему экран в точке О (рис. 73.1). Определим смещение 
следа пучка, вызываемое перпендикулярным к пучку однородным 
электрическим полем, действующим на пути длиной /*. Пусть пер
воначально скорость частиц равна v0. Войдя в область поля, каж дая 
частица будет двигаться с постоянным по величине и направлению,

перпендикулярным к v0 ускорением w i= { e ' lm )E  (еЧ т  — удельный 
заряд частицы). Движение под действием поля продолжается время 
t = l j v 0. За это время частицы сместятся на расстояние

<73Л >
и приобретут перпендикулярную к v0 составляющую скорости

v± =  Wj_t =  — Е —.^ ^ т  v0
В дальнейшем частицы летят прямолинейно в направлении, 

которое образует с вектором v 0 угол а ,  определяемый соотношением

t g a  =  ^  =  - E (73.2) ъ щ т  vl  v '

В результате в дополнение к смещению (73.1) пучок получает сме
щение

y 2 =  l 2t g a  =  e- E  %

где 1г — расстояние от границы области, в которой имеется поле, 
до экрана.

Таким образом, смещение следа пучка относительно точки О 
равно

— (73.3)

Приняв во внимание формулу (73,2), выражению для смещения
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можно придать вид

У =  ( у  l i  +  h )  tg  «■

Отсюда вытекает, что частицы, покинув поле, летят так, как  если бы 
они вылетели из центра конденсатора, создающего поле, под у г
лом а ,  который определяется формулой (73.2).

Теперь предположим, что на имеющем протяженность U пути 
частиц включается перпендикулярное к их скорости v0 однородное 
магнитное поле (рис. 73.2; поле перпендикулярно к плоскости ри
сунка, область поля обведена пунктирной окружностью). Под 
действием поля каж дая частица получит постоянное по величине

Рис. 73.2.

ускорение w±—(e'!m )vaB . Ограничиваясь случаем, когда откло
нение пучка полем невелико, можно считать, что ускорение w_l 
постоянно по направлению и перпендикулярно к v0. Тогда для рас
чета смещения можно использовать полученные нами формулы, 
заменив в них ускорение w±=(e'/m) Е значением w ± = (e' lm)v0B. 
В результате для смещения, которое мы теперь обозначим буквой х, 
получится выражение

' ■ + '■ ) -  <73'4)
Угол, на который отклонится пучок магнитным полем, опреде

ляется соотношением
(7з.5)

С учетом (73.5) формулу (73.4) можно представить в  виде

* =  ( т  /1 + /̂ ) 4гР -

Следовательно, при небольших отклонениях частицы, покинув 
магнитное поле, летят так, как  если бы они вылетели из центра 
области, в которой имеется отклоняющее поле, под углом р, вели
чина которого определяется выражением (73.5),
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Из формул (73.3) и (73.4) видно, что как отклонение электриче
ским, так и отклонение магнитным полем пропорционально удель
ному заряду частиц.

Отклонение пучка электронов электрическим или магнитным 
полем используется в электронно-лучевых трубках. Внутри трубки 
с электрическим отклонением (рис. 73.3), кроме так называемого 
электронного прожектора, создающего узкий пучок быстрых элек
тронов (электронный луч), помещаются две пары взаимно перпен
дикулярных отклоняющих пластин. Подавая напряжение на любую

пару пластин, можно вызвать про
порциональное ему смещение элек
тронного луча в направлении, 
перпендикулярном к данным пла
стинам. Экран трубки покрывают 
флуоресцирующим составом. По
этому в месте попадания на экран 

Рис. 73.3. электронного луча возникает ярко
светящееся пятно.

Электронно-лучевые трубки применяются в осциллографах — 
приборах, позволяющих изучать быстропротекающие процессы. На 
одну пару отклоняющих пластин подают напряжение, изменяю
щееся со временем лннейко (напряжение развертки), на другую — 
исследуемое напряжение. Вследствие ничтожной инерционности 
электронного луча его отклонение практически без запаздывания 
следует за изменениями напряжений на обеих парах отклоняющих 
пластин, причем луч вычерчивает на экране осциллографа график 
зависимости исследуемого напряжения от времени. Многие неэлект
рические величины могут быть с помощью соответствующих уст
ройств (датчиков) преобразованы в электрические напряжения. 
Поэтому с помощью осциллографов исследуют самые различные 
процессы.

Электронно-лучевая трубка является неотъемлемой частью теле
визионных устройств. В телевидении чаще применяются трубки 
с магнитным управлением электронным лучом. У таких трубок 
вместо отклоняющих пластин имеются две расположенные снаружи 
взаимно перпендикулярные системы катуш ек, каж дая из которых 
создает перпендикулярное к лучу магнитное поле. Изменяя ток 
в катуш ках, вызывают перемещение светового пятна, создаваемого 
электронным лучом на экране.

§ 74. Определение заряда и массы электрона

Удельный заряд электрона (т. е. отношение elm) был впервые 
измерен Томсоном в 1897 г. с помощью разрядной трубки, изобра
женной на рис. 74.1. Выходящий из отверстия в аноде А электрон
ный пучок (катодные лучи; см. § 85) проходил между пластинами
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плоского конденсатора и попадал на флуоресцирующий экран, 
создавая на нем светящееся пятно. Подавая напряжение на плас
тины конденсатора, можно было воздействовать на пучок практи
чески однородным электрическим полем. Трубка помещалась между 
полюсами электромагнита, с помощью которого можно было созда
вать на том же участке пути электронов перпендикулярное к элек
трическому однородное магнитное поле (область этого поля обве
дена на рис. 74.1 пунктирной окружностью). При выключенных 
полях пучок попадал на экран в точке О. Каждое из полей в отдель
ности вызывало смещение пучка в вертикальном направлении. 
Величины смещений определяются полученными в предыдущем 
параграфе формулами (73.3) и
(73.4).

Включив магнитное поле и 
измерив вызванное им смеще
ние следа пучка

Томсон включал также электри
ческое поле и подбирал его значе
ние так, чтобы пучок снова попадал в точку О. В этом случае элек
трическое и магнитное поля действовали на электроны пучка одно
временно с одинаковыми по величине, но противоположно направ
ленными силами. При этом выполнялось условие

eE =ev0B. (74.2)

Решая совместно уравнения (74.1) и (74.2), Томсон вычислял е !т  
и у0-

Буш применил для определения удельного заряда электронов 
метод магнитной фокусировки. Суть этого метода заключается в сле
дующем. Допустим, что в однородном магнитном поле вылетает 
из некоторой точки слегка расходящийся симметричный относи
тельно направления поля пучок электронов, имеющих одинаковую 
по величине скорость v. Направления, по которым вылетают элек
троны, образуют с направлением В небольшие углы а .  В § 72 было 
выяснено, что электроны движутся в этом случае по спиральным 
траекториям, совершая за одинаковое время

полный оборот и смещаясь вдоль направления поля на расстоя
ние I, равное

/=i>cosa-T. (74.3)
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Вследствие малости углов а  расстояния (74.3) для разных электро
нов оказываются практически одинаковыми и равными vT  (для 
малых углов c o s a « l ) .  Следовательно, слегка расходящийся пучок 
сфокусируется в точке, отстоящей от точки вылета электронов на 
расстояние

В опыте Буша электроны, испущенные раскаленным катодом К  
(рис. 74.2), ускоряются, проходя разность потенциалов U, прило

женную между катодом и ано-

кий пучок, направленный вдоль оси эвакуированной трубки, встав
ленной внутрь соленоида. На входе в солецоид помещается конденса
тор, на который подается переменное напряжение. Поле, создаваемое 
конденсатором, отклоняет электроны пучка от оси прибора на не
большие изменяющиеся со временем углы а .  Это приводит к «за
вихрению» пучка — электроны начинают двигаться по различным 
спиральным траекториям. На выходе из соленоида ставится флуо
ресцирующий экран. Если подобрать магнитную индукцию В  так, 
чтобы расстояние V от конденсатора до экрана удовлетворяло ус
ловию

(I — шаг спирали, п — целое число), то точка пересечения траек
торий электронов попадет на экран — электронный пучок окажется 
сфокусированным в этой точке и возбудит на экране резкое светя
щееся пятно. Если условие (74.6) не соблюдается, светящееся пятно 
на экране будет размытым. Решив совместно уравнения (74.4),
(74.5) и (74.6), можно найти е / т  и V.

Наиболее точное значение удельного заряда электрона, установ
ленное с учетом результатов, полученных разными методами, равно

Величина (74.7) дает отношение заряда электрона к его массе 
покоя т .  В опытах Томсона, Буша и других аналогичных опытах 
определялось отношение заряда к  релятивистской массе, равной

(74.4)

дом А . В результате они при
обретают скорость v, значение 
которой может быть найдено 
из соотношения

Рис. 74.2. Вылетев затем из отверстия в 
аноде, электроны образуют уз-

l'=nt (74.6)

- =  1 ,7 6 -10й  Кл/кг =  5 ,27 -1017 СГСЭ-ед./г. (74.7)т  ' '

(74.8)
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В опытах Томсона скорость электронов составляла примерно 0,1 с. 
При такой скорости релятивистская масса превышает массу покоя 
на 0,5% . В последующих опытах скорость электронов достигала 
очень больших значений. Во всех случаях было обнаружено умень
шение измеряемых значений е/т  с ростом v, происходившее в точ
ном соответствии с формулой (74.8).

Заряд электрона был определен с большой точностью Миллике- 
ном в 1909 г. В закрытое пространство между горизонтально рас
положенными пластинами конденсато- ----------, ^___
ра (рис. 74.3) Милликен вводил мель- Г ------ *
чаишие капельки масла. При раз- а г  г
брызгивании капельки электризова- / ;в\
лись, и их можно было устанавли- + 
вать неподвижно, подбирая величину 
и знак напряжения на конденсаторе.
Равновесие наступало при условии

J r  J Мииросиоп

Р '= е 'Е \  (74.9) Рис. 74.з.

здесь е '— заряд капельки, Р '— результирующая силы тяжести 
и архимедовой силы, равная

Р - -  j n r 3 ( p - p 0) g  (74.10)

(р — плотность капельки, г  — ее радиус, р„ — плотность воздуха).
Из формул (74.9) и (74.10), зная г, можно было найти е. Д л я  оп

ределения радиуса измерялась скорость v0 равномерного падения 
капельки в отсутствие поля. Равномерное движение капельки 
устанавливается при условии, что сила Р ' уравновешивается силой 
сопротивления F=&iw\rv (см. формулу (78.1) 1-го тома; r j — вяз
кость воздуха):

Р '  =  6лт]/'и0. (74.11)

Движение капельки наблюдалось с помощью микроскопа. Д ля из
мерения ^определялось время, за которое капелька проходила рас
стояние между двумя нитями, видимыми в поле зрения микроскопа.

Точно зафиксировать равновесие капельки очень трудно. По
этому вместо поля, отвечающего условию (74.9), включалось такое 
поле, под действием которого капелька начинала двигаться с не
большой скоростью вверх. Установившаяся скорость подъема vE 
определяется из условия, что сила Р '  и сила в сумме урав
новешивают силу е 'Е :

Р ' +  ЬпцгУе — е ' Е. (74.12)
Исключив из уравнения (74.10), (74.11) и (74.12) Р ! и г, полу

чим выражение для е ' :  ______
е ' =  9л  у '  2 з ^ Н £ + 2 г  

У (Р— Ро)2 Е
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(в эту формулу Милликен вносил поправку, учитывающую, что 
размеры капелек были сравнимы с длиной свободного пробега моле
кул воздуха).

Итак, измерив скорость свободного падения капельки v0 и ско
рость ее подъема vF в известном электрическом поле Е, можно было 
найти заряд капельки ё . Произведя измерение скорости vB при 
некотором значении заряда ё , Милликен вызывал ионизацию воз
духа, облучая пространство между пластинами рентгеновскими л у
чами. Отдельные ионы, прилипая к капельке, изменяли ее заряд, 
в результате чего скорость vE такж е менялась. После измерения 
нового значения скорости снова облучалось пространство между 
пластинами и т. д.

Измеренные Милликеном изменения заряда капельки Де' и 
сам зар яд е ' каждый раз получались целыми кратными одной и той 
же величины е. Тем самым была экспериментально доказана диск
ретность электрического заряда, т. е. тот факт, что всякий заряд 
слагается из элементарных зарядов одинаковой величины.

Значение элементарного заряда, установленное с учетом измере
ний Милликена и данных, полученных другими методами, равно

е =  1,60• 10 -“  Кл =  4,80• Ю"1» СГСЭ-ед. (74.13)

Такую же величину имеет заряд электрона.
Из (74.7) и (74.13) получается для массы покоя электрона зна

чение
т  — 0,91 • 10-30 к г =  0,91 • 10-27 г, (74.14)

приблизительно в 1840 раз меньшее массы самого легкого из ато
мов — атома водорода.

В обнаружении дискретной природы электричества сыграли 
большую роль законы электролиза, установленные эксперимен
тально Фарадеем в 1836 г. Согласно этим законам масса т  вещест
ва, выделяющегося при прохождении тока через электролит ’), 
пропорциональна переносимому током заряду q :

* м  1 с .m = T - q .  (74.15)

Здесь М  — масса моля выделяющегося вещества, г  — валентность 
этого вещества, F  — п о с т о я н н а я  Ф а р а д е я  ( ч и с л о  
Ф а р а д е я ) ,  равная

F = 9 6 ,5 -103 Кл/моль. (74.16)
*) Электролитами называются растворы солей, щелочей или кислот в воде 

и некоторых других ж идкостях, а такж е  расплавы солей, являю щ ихся в твердом 
состоянии ионными кристаллами. В электролитах при прохождении через них 
тока происходят химические превращения. Такие вещества называются п р о 
в о д н и к а м и  в т о р о г о  р о д а ,  в отличие от п р о в о д н и к о в  п е р 
в о г о  р о д а ,  у  которых прохождение тока не сопровождается химическими 
превращениями.
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Разделив обе части равенства (74.15) на массу иона, получим

Ar ' O A qF г  1

(# А — число Авогадро, N — количество ионов, содержащихся 
в массе т ) .  Отсюда для заряда одного иона получается значение

» a F р_ —Л -  —; ---- - 2
• N N a

Следовательно, заряд иона оказывается целым кратным величины

> = К .  ( 7 4 1 7 )

которая представляет собой элементарный заряд.
Таким образом, из анализа законов электролиза вытекает ди

скретность зарядов, которыми могут обладать ионы в электролитах.
Подстановка в (74.17) значения (74.16) для F  и найденного из 

опытов Перрена (см. § 101 1-го тома) значения NA дает для е вели
чину, хорошо согласующуюся со значением, найденным Милли- 
кеном.

Поскольку точность, с которой определяется постоянная Фара
дея F,  и точность значения е,  полученного Милликеном, намного 
превосходят точность опытов Перрена по определению NA, соотно
шение (74.17) было использовано для определения числа Авогадро. 
При этом было взято значение F,  найденное из опытов по электро
лизу, и значение е, полученное Милликеном.

§ 75. Определение удельного заряда ионов.
Масс-спектрографы

Описанные в предыдущем параграфе методы определения удель
ного заряда пригодны в том случае, если все частицы в пучке имеют 
одинаковую скорость. Все образующие пучок электроны уско
ряются одинаковой разностью потенциалов, приложенной между 
катодом, из которого они вылетают, и анодом; поэтому разброс зна
чений скоростей электронов в пучке очень мал. Если бы это было 
не так , электронный пучок давал бы на экране сильно размытое 
пятно, и измерения были бы невозможны.

Ионы образуются за счет ионизации молекул газа , происходя
щей в объеме, имеющем заметную протяженность. Возникая в раз
ных местах этого объема, ионы проходят затем неодинаковую раз
ность потенциалов, вследствие чего их скорости бывают различными. 
Таким образом, методы, которыми был определен удельный заряд 
электронов, к  ионам неприменимы. В 1907 г. Томсоном был разра
ботан «метод парабол», который позволил обойти отмеченное за
труднение.
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В опыте Томсона тонкий пучок положительных ионов проходил 
через область, в которой на него одновременно воздействовали па
раллельные друг другу электрическое и магнитное поля (рис. 75.1). 
Оба поля были практически однородными и образовывали с перво
начальным направлением пучка прямой угол. Они вызывали откло
нения ионов: магнитное — в направлении оси х , электрическое — 
вдоль оси у . Согласно формулам (73.4) и (73.3) эти отклонения равны

<7 5 1 )

где v — скорость данного иона с удельным зарядом e 'lm ,rlt  — протя
женность области, в которой поля действуют на пучок, /2 — рас
стояние от границы этой области до фотопластинки, регистрировав
шей попадавшие на нее ионы.

Выражения (75.1) представляют собой координаты точки, в ко
торую попадает на пластинку ион, имеющий данные значения еЧ т

\  , / 
\ ; уа",-iv fc.

Рис. 75.1. Рис. 75.2.

и скорости V. Ионы с одинаковым удельным зарядом, но различ
ными скоростями попадали в разные точки пластинки. Исключив 
из формул (75.1) скорость v, получим уравнение кривой, вдоль ко
торой располагались следы ионов с одним и тем ж е значением е'1т\

У== В Ч Х (0 ,5 11+ 1 2) ё гХ ,г' ( 7 5 -2)

Из (75.2) следует, что ионы с одинаковым e'tm  и различными v 
оставляли на пластинке след в виде параболы. Ионы с различными 
е’ /т  располагались вдоль разных парабол. Зная параметры при
бора (т. е. Е, В , /( и /2) и измеряя смещения х  и у , можно было по 
формуле (75.2) находить удельный заряд ионов, соответствующих 
каждой параболе. При изменении направления одного из полей
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соответствующая координата изменяла знак на обратный, так  что 
получались параболы, симметричные первоначальным. Д еля попо
лам расстояние между аналогичными точками симметричных пара
бол, можно было находить х н у .  След, оставляемый на пластинке 
пучком при выключенных полях, давал начало координат. На 
рис. 75.2 показаны первые параболы, полученные Томсоном.

Произведя опыт с химически чистым неоном, Томсон обнаружил, 
что этот газ давал две параболы, соответствующие относительным 
атомным массам, равным 20 и 22. Этот результат послужил основа
нием для предположения о том, что существуют две химически не
различимые разновидности атомов неона (по современной термино
логии — два и з о т о п а  неона). Доказательство этого предполо
жения было дано Астоном, усовершенствовавшим метод определе
ния удельного заряда ионов.

Прибор Астона, названный им м а с с - с п е к т р о г р а ф о м ,  
имел следующее устройство (рис. 75.3). Пучок ионов, выделенный

системой щелей, пропускался последовательно через электрическое 
и магнитное поля, направленные так , что они вызывали отклонения 
ионов в противоположные стороны. При прохождении электриче
ского поля ионы с данным e’lm  отклонялись тем сильнее, чем о 
меньшей скоростью они двигались. Поэтому из электрического поля 
ионы выходили в виде расходящегося пучка. В магнитном поле 
траектории ионов такж е искривлялись тем сильнее, чем меньше 
была их скорость. Поскольку направления, в которых отклонялись 
ионы полями, были противоположны, после выхода из магнитного 
поля ионы образовывали пучок, сходящийся в одной точке.

Ионы с другими значениями удельного заряда фокусировались 
в других точках (на рис. 75.3 показаны траектории ионов лишь для 
одного значения e 'lm ). Соответствующий расчет дает, что точки, 
в которых сходятся пучки, образованные ионами с различными 
e 'lm , лежат приблизительно на одной прямой (на рисунке она по
казана штриховой линией). Располагая вдоль этой прямой фото
пластинку, Астон получал на ней ряд штрихов, каждый из ко
торых соответствовал определенному значению е’/ т . Сходство полу
чающегося на пластинке изображения с фотографией оптического
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линейчатого спектра послужило причиной того, что Астон назвал 
его масс-спектрограммой, а свой прибор — масс-спектрографом. 
На рис. 75.4 приведены полученные Астоном масс-спектрограммы 
(против штрихов указаны массовые числа ионов).

Бейнбридж создал прибор другого типа. В масс-спектрографе 
Бейнбриджа (рис. 75.5) пучок ионов проходит сначала через так

Рис. 75 .4 .

называемый селектор (или фильтр) скоростей, который выделяет 
из пучка ионы с определенным значением скорости. В селекторе 
ионы подвергаются одновременному воздействию взаимно перпен
дикулярных электрического

В этом поле онн движутся по 
висят от e 'lm :

: магнитного полей, отклоняющих 
ионы в противоположные стороны. 
Через выходную щель селектора 
проходят только те ионы, для ко
торых действия электрического и 
магнитного полей компенсируют 
друг друга. Это происходит при 
условии, что e 'E = e 'v B . Следова
тельно, скорости вышедших из се
лектора ионов, независимо от их 
массы и заряда, имеют одинаковое 
значение, равное v = E !B .

Выйдя из селектора, ионы по
падают в область перпендикуляр
ного к их скорости однородного 
магнитного поля с индукцией В '. 

окружностям, радиусы которых за-

_т v
~ '7 W

(см. (72.2)). Описав половину окружности, ионы попадают на фото
пластинку на расстояниях от щели, равных 2R . Следовательно,
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ионы каждого сорта (определяемого значением e'lm ) оставляют на 
пластинке след в виде узкой полоски. Зная параметры прибора, 
можно вычислить удельные заряды ионов. Поскольку заряды 
ионов являются целыми кратными элементарного заряда е, по най
денным значениям ё  1 т  можно определить массы ионов.

В настоящее время имеется много типов усовершенствованных 
масс-спектрографов. Созданы также приборы, в которых ионы ре
гистрируются не фотопластинкой, а с помощью электрического 
устройства. Они получили название м а с с - с п е к т р о м е т р о в .

§ 76. Ускорители заряженных частиц

В физике атомного ядра и элементарных частиц большую роль 
играют опыты, использующие пучки заряженных частиц высоких 
энергий. Устройства, применяемые для получения таких пучков, 
называются у с к о р и т е л я м и  з а р я ж е н н ы х  ч а с т и ц .  
Имеется много типов таких устройств. Мы познакомимся с прин
ципами действия некоторых из них.

Генератор Ван-де-Граафа. В 1929 г. Ван-де-Грааф предложил 
конструкцию электростатического генератора, основывающегося 
на том, что избыточные заряды располагаются по внешней поверх
ности проводника. Схема генератора показана на рис. 76.1. Полый 
металлический шар, называемый кондуктором, устанавливается 
на изолирующей колонне. Внутрь шара введена надетая на валики 
бесконечная движущ аяся лента из шелка или прорезиненной ткани. 
У основания колонны вблизи ленты установлена гребенка из остри
ев, с которых стекает на ленту заряд, возбуждаемый генератором 
напряжения (Г Н )  на несколько десятков киловольт. Внутри кон
дуктора установлена вторая гребенка, на острия которой переходит 
заряд с ленты. Эта гребенка соединена с кондуктором, так что 
снятый с ленты заряд сразу же переходит на его внешнюю поверх
ность. По мере накапливания на кондукторе зарядов его потенциал 
растет, пока утечка заряда не станет равной подводимому заряду. 
Утечка происходит в основном за счет ионизации газа вблизи по
верхности кондуктора. Возникающее вследствие этого прохождение 
тока через газ называется коронным разрядом или коронированием 
(см. § 87). Чтобы уменьшить коронирование, поверхность кондук
тора тщательно шлифуют.

Потенциал, до которого можно зарядить кондуктор, ограничи
вается тем, что при напряженности поля около 3 МВ/м (30 кВ/см) 
в воздухе при атмосферном давлении возникает разряд. Д ля шара 
E = (f!r . Поэтому для получения больших разностей потенциалов 
приходится делать кондуктор больших размеров (до 10 м в диаметре). 
Предельная разность потенциалов, которую можно практически 
получить с помощью генератора Ван-де-Граафа, составляет около 
10 MB (107 В).
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Ускорение частиц осуществляется в разрядной трубке (Р Т ), к 
электродам которой прикладывается разность потенциалов, полу
чаемая на генераторе. Иногда генератор Ван-де-Граафа строят 
в виде двух одинаковых расположенных поблизости колонн, кон
дукторы которых заряжаются разноименно. В этом случае разряд
ная трубка включается между кондукторами.

Заметим, что лента генератора, кондуктор, разрядная трубка и 
земля образуют замкнутую цепь постоянного тока. Внутри трубки 
заряды движутся под действием электростатического поля. Перенос 
зарядов от земли к кондуктору осуществляется сторонними силами,

роль которых выполняют механичес
кие силы, приводящие в движение 
ленту генератора.

Бетатрон. Так называют индук
ционный ускоритель электронов, в 
котором ускорение осуществляется 
вихревым электрическим полем. Этот 
прибор состоит из тороидальной эва
куированной камеры, помещающейся

В

между полюсами электромагнита специальной формы (рис. 76.2). 
Обмотка электромагнита питается переменным током с частотой по
рядка 100 Гц. Возникающее при этом переменное магнитное поле 
выполняет две функции: во-первых, создает вихревое электричес
кое поле, ускоряющее электроны, и, во-вторых, удерживает элек
троны на орбите, совпадающей с осью камеры.

Чтобы удержать электрон на орбите постоянного радиуса, нужно 
по мере возрастания его скорости увеличивать магнитную индукцию 
поля (согласно формуле (72.2) радиус орбиты пропорционален 
v/B). Поэтому для ускорения могут быть использованы только 2-я 
и 4-я четверти периода тока, в начале которых ток в обмотке маг
нита равен нулю. Таким образом, бетатрон работает в импульсном 
режиме. В начале импульса в камеру подается из электронной пушки 
пучок электронов, который подхватывается вихревым электриче
ским полем и начинает со все возрастающей скоростью двигаться по 
круговой орбите. За время нарастания магнитного поля (~10~“ с) 
электроны успевают сделать до миллиона оборотов и приобретают
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энергию, которая может достигать нескольких сотен МэВ. При 
такой энергии скорость электронов почти равна скорости света с.

Д ля того чтобы ускоряемый электрон двигался по круговой ор
бите радиуса г0, между магнитной индукцией поля на орбите и 
внутри нее должно выполняться простое соотношение, которое мы 
сейчас выведем. Вихревое электрическое поле направлено по каса
тельной к орбите, по которой движется электрон. Следовательно, 
циркуляция вектора Е по этой орбите равна 2л г0Е. Вместе с тем 
согласно (71.12) циркуляция вектора Е равна — (d<$/dt), где Ф — 
магнитный поток через поверхность, охватываемую орбитой. Знак 
минус указывает направление Е. Нас будет интересовать лишь 
модуль напряженности поля, поэтому мы минус опустим. Прирав
няв оба выражения для циркуляции, найдем, что

_l_d®
2n r0 dt '

Магнитное поле перпендикулярно к плоскости орбиты. Поэтому 
можно положить Ф=лго<5>, где <В>— среднее по площади орбиты 
значение магнитной индукции. Тогда имеем

£ - к т ; ! < " ' !< в »  =  т я <в >- <7 6 1 >

Напишем релятивистское уравнение движения электрона по 
орбите:

® ( - р т = р ) “ “ еЕ _е[уВ > и 1  < 7 6 - 2 )

(8 орГ1 — магнитная индукция поля на орбите).
Скорость электрона, движущегося по окружности радиуса г0, 

можно представить в виде v=a>r0т, где со — скорость, с которой 
поворачивается радиус-вектор электрона, т — орт касательной к ор
бите в той точке, где находится электрон. Вектор Е можно предста
вить в виде

E = f t = T i < s > "

(см. (76.1)). Наконец, произведение [vB] можно представить в виде 
г>Вп=«)гдВп, где п — орт нормали к орбите в той точке, где нахо
дится электрон. С учетом сказанного напишем уравнение (76.2) сле
дующим образом:

Д  (у = < 7 6 ' 3 )

Производная по времени орта т равна т=соп (см. формулу (2.56) 
1-го тома; угловая скорость вращения орта совпадает с угловой ско
ростью радиуса-вектора электрона). Следовательно, произведя диф
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ференцирование в левой части уравнения (76.3), придем к равенству
d (  т т а \ _  , т т й _____  e r 0 d  u

dt { i f -------- 5— ) ~̂ ~i/--------- 5— 2 dt * » r t Bnp6.n .
dt V K l — <i>2rl/c2/ K l - c 02rl/c2 1 dt

Приравняв множители при аналогичных ортах в левой и правой 
частях равенства, получим

L ( ___т<аг«___\ =  — el *  — <rR\ П(\А\
dt V K f i c o 2 dt

- t ^ . ?  =  =  ~ e r 0Bat6. (76.5)
V  1 —to'Vo/c3

Из (76.4) следует, что

K l-ooV oV
(76.6)

(со и <5> в начале импульса равны нулю).
Сопоставление выражений (76.5) и (76.6) приводит к искомому 

соотношению:

ворб =  у < В > -

Таким образом, для того чтобы электрон все время двигался по 
круговой орбите, магнитная индукция на орбите должна составлять 
половину среднего значения магнитной индукции внутри орбиты. 
Это достигается за счет изготовления полюсных наконечников в виде 
усеченных конусов (см. рис. 76.2).

В конце цикла ускорения включается дополнительное магнит
ное поле, которое отклоняет ускоренные электроны от стационарной 
орбиты и направляет их на специальную мишень, расположенную 
внутри камеры. Попадая на мишень, электроны испускают жесткое 
электромагнитное излучение (у-лучи, рентгеновские лучи).

Применяются бетатроны главным образом в ядерных исследо
ваниях. Небольшие ускорители, на энергию до 50 МэВ, нашли 
применение в промышленности как источники очень жесткого рент
геновского излучения, используемого для дефектоскопии массивных 
изделий.

Циклотрон. В основу называемого так ускорителя положена 
независимость периода обращения заряженной частицы в однород
ном магнитном поле от ее скорости (см. (72.3)). Этот прибор состоит 
из двух электродов в виде половинок круглой невысокой коробки 
(рис. 76.3), получивших название дуантов. Дуанты заключены 
в откачиваемый корпус, который помещается между полюсами 
большого электромагнита. Поле, создаваемое электромагнитом, 
однородно и перпендикулярно к плоскости дуантов. На дуапты
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подается переменное напряжение, возбуждаемое генератором вы
сокой частоты.

Введем в зазор между дуантами в тот момент, когда напряжение 
достигнет наибольшей величины, заряженную частицу. Частица 
будет подхвачена электрическим полем и втянута внутрь одного из 
дуантов. Пространство внутри дуанта является эквипотенциальным, 
поэтому частица в нем будет находиться под воздействием только 
магнитного поля. В этом случае частица движется по окружности, 
радиус которой пропорционален скорости частицы (см. (72.2)). 
Подберем частоту изменения напряжения между дуантами так, 
чтобы к моменту, когда частица, пройдя половину окружности, 
подойдет к зазору между дуантами, раз
ность потенциалов между ними изменила 
знак и достигла амплитудного значения.
Тогда частица будет снова ускорена и 
влетит во второй дуант с энергией в два 
раза большей, чем та, с которой она дви
галась в первом дуанте. Обладая большей 
скоростью, частица будет двигаться во 
втором дуанте по окружности большего 
радиуса (R ~ v ), но время, за которое она р|1С 76 3
пройдет половину окружности, останется 
прежним. Поэтому к моменту, когда ча
стица влетит в зазор между дуантами, напряжение между ними 
снова изменит свой знак и примет амплитудное значение.

Таким образом, частица движется по кривой, близкой к спирали, 
получая при каждом прохождении через зазор между дуантами 
дополнительную порцию энергии, равную e 'U m (е' — заряд частицы, 
U т  — амплитуда напряжения, вырабатываемого генератором). Рас
полагая источником переменного напряжения сравнительно не
большой величины (U т ~  10“ В), можно с помощью циклотрона 
ускорить протоны до энергий порядка 25 МэВ. При более высоких 
энергиях начинает сказываться зависимость массы протонов от 
скорости — период обращения увеличивается (согласно (72.3) он 
пропорционален т )  и синхронизм между движением частиц и изме
нениями ускоряющего поля оказывается нарушенным.

Чтобы избежать нарушения синхронизма и получить частицы 
больших энергий, делают изменяющейся либо частоту напряжения, 
питающего дуанты, либо индукцию магнитного поля. Прибор, в ко
тором в процессе ускорения каждой порции частиц соответствую
щим образом уменьшается частота ускоряющего напряжения, на
зывается ф а з о т р о н о м  (либо с и н х р о ц и к л о т р о н о  м). 
Ускоритель, в котором частота остается постоянной, а индукция 
магнитного поля изменяется так, чтобы отношение т/В  было по
стоянным, называют с и н х р о т р о н о м  (ускорители этого типа 
применяются только для ускорения электронов).

8 И. В. Сэсельев, т. 2
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В ускорителе, называемом с и н х р о ф а з о т р о н о м  или 
п р о т о н н ы м  с и н х р о т р о н о м ,  изменяются и частота уско
ряющего напряжения, и индукция магнитного поля. Ускоряемые 
частицы движутся в синхрофазотроне не по спирали, а по круговой 
траектории. По мере увеличения скорости и массы частиц индук
ция магнитного поля растет так, чтобы определяемый формулой
(72.2) радиус оставался постоянным. При этом период обращения 
изменяется как  из-за возрастания массы частиц, так  и вследствие 
увеличения В. Д ля того чтобы ускоряющее напряжение было син
хронно с движением частиц, частота этого напряжения делается 
изменяющейся по соответствующему закону. Дуантов в синхрофазо
троне нет, ускорение частиц происходит на отдельных участках тра
ектории с помощью электрического поля, создаваемого генераторами 
напряжения меняющейся частоты.

Самый мощный в настоящее время (в 1981 г .) ускоритель — про
тонный синхротрон — запущен в 1974 г. в лаборатории имени Ферми 
в Батавии (под Чикаго). Он ускоряет протоны до энергии в 500 ГэВ 
(5- 10й эВ). Скорость протонов, обладающих такой энергией, отли
чается от скорости света в вакууме менее чем на 0,0002% (v=> 
=0,9999982 с).



Г Л А В А  XI

КЛАССИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ
ЭЛЕКТРОПРОВОДНОСТИ МЕТАЛЛОВ 

§ 77. Природа носителей, тока в металлах

Д ля выяснения природы носителей тока в металлах был постав
лен ряд опытов. Прежде всего отметим опыт Рикке, осуществленный 
в 1901 г. Рикке взял три цилиндра — два медных и один алюминие
вый — с тщательно отшлифованными торцами. После взвешивания 
цилиндры были сложены вместе в последовательности: медь — алю
миний — медь. Через такой составной проводник пропускался 
непрерывно ток одного и того же направления в течение года. 
За все время через цилиндры прошел заряд, равный 3,5- 10е Кл. 
Взвешивание показало, что пропус
кание тока не оказало на вес ци
линдров никакого влияния. При ис
следовании соприкасавшихся торцов 
под микроскопом не было обнару
жено проникновения одного метал
ла в другой. Результаты опыта сви
детельствовали о том, что перенос за 
ряда в металлах осуществляется не 
атомами, а какими-то частицами, входящими в состав всех метал
лов. Такими частицами могли быть открытые в 1897 г. Томсоном 
электроны.

Чтобы отождествить носители тока в металлах с электронами, 
нужно было определить знак и числовое значение удельного заряда 
носителей. Опыты, поставленные с этой целью, основывались на 
следующих соображениях. Если в металлах имеются способные 
перемещаться заряженные частицы, то при торможении металли
ческого проводника эти частицы должны некоторое время продол
жать двигаться по инерции, в результате чего в проводнике воз
никнет импульс тока и будет перенесен некоторый заряд.

Пусть проводник движется вначале со скоростью v0 (рис. 77.1). 
Начнем тормозить его с ускорением w. Продолжая двигаться г,о

е ’о— ► -Ш

1

Рис. 77.1.

8*
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инерции, носители тока приобретут относительно проводника уско
рение —w. Такое же ускорение можно сообщить носителям в непо
движном проводнике, если создать в нем электрическое поле напря
женности Е = —mw/e', т. е. приложить к концам проводника раз
ность потенциалов

2 2
Г е и  Гmw л  mwl <Pi — q>2= \ E d l^  — —
1 1

(m и ё  — масса и заряд носителя, I — длина проводника). В этом 
случае по проводнику потечет ток силы /=(<f>i — Ф2)/R, где R — 
сопротивление проводника (I  считается положительной, если ток 
течет в направлении движения проводника). Следовательно, за 
время dl через каждое сечение проводника пройдет заряд

dq = i d t = - n- ? i d t = - % d v . ̂ е R е R

Заряд, прошедший за все время торможения, равен

« - Ь  — <" • ' )
«и

(заряд положителен, если он переносится в направлении движения 
проводника).

Таким образом, измерив I, v0 и R, а также заряд q, проходящий 
по цепи при торможении проводника, можно найти удельный заряд 
носителей. Направление импульса тока даст знак носителей.

Первый опыт с ускоренно движущимися проводниками был 
поставлен в 1913 г. Мандельштамом и Папалекси. Они приводили 
катуш ку из проволоки в быстрые крутильные колебания вокруг 
ее оси. К концам катушки подключался телефон, в котором был 
слышен звук , обусловленный импульсами тока.

Количественный результат был получен Толменом и Стюартом 
в 1916 г. Катушка из провода длиной 500 м приводилась во враще
ние, при котором линейная скорость витков составляла 300 м/с. 
Затем катуш ка резко тормозилась и с помощью баллистического 
гальванометра измерялся заряд, протекавший в цепи за время тор
можения. Вычисленное по формуле (77.1) значение удельного заряда 
носителей получалось очень близким к elm  для электронов. Таким 
образом, было экспериментально доказано, что  ̂ носителями тока 
в металлах являются электроны.

Ток в металлах можно вызвать крайне малой разностью потен
циалов. Это дает основание считать, что носители тока — электроны 
перемещаются по металлу практически свободно. К  тому же выводу 
приводят и результаты опыта Толмена и Стюарта.

Существование в металлах свободных электронов можно объяс
нить тем, что при образовании кристаллической решетки от атомов
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металла отщепляются слабее всего связанные (валентные) электро
ны, которые становятся «коллективной» собственностью всего куска 
металла. Если от каждого атома отщепится по одному электрону, 
то концентрация свободных электронов (т. е. их число п в единице 
объема) будет равна количеству атомов в единице объема. Число 
атомов в единице объема равно (&!M)NA, где б — плотность ме
талла, М  — масса моля, NA — число Авогадро. Д ля металлов 
значения б/М заключены в пределах от 2-104 моль/'м3 (для калия) 
до 2-105 моль/м3 (для бериллия). Следовательно, для концентра
ции свободных электронов (или, как их еще называют, электронов 
проводимости) получаются значения порядка

§ 78. Элементарная классическая теория металлов

Исходя из представлений о свободных электронах, Д руде создал 
классическую теорию металлов, которая затем была усовершенство
вана Лоренцем. Друде предположил, что электроны проводимости в 
металле ведут себя подобно молекулам идеального газа. В проме
ж утках между соударениями они движутся совершенно свободно, 
пробегая в среднем некоторый путь Я. Правда, в отличие от молекул 
газа, пробег которых определяется соударениями молекул друг 
с другом, электроны сталкиваются преимущественно не между 
собой, а с ионами, образующими кристаллическую решетку ме
талла. Эти столкновения приводят к установлению теплового равно
весия между электронным газом и кристаллической решеткой.

Полагая, что на электронный газ могут быть распространены 
результаты кинетической теории газов, оценку средней скорости 
теплового движения электронов можно произвести по формуле

(см. формулу (98.26) 1-го тома). Д ля комнатной температуры 
(~ 300 К) вычисление по этой формуле приводит к следующему 
значению:

При включении поля на хаотическое тепловое движение, проис
ходящее со скоростью <у>, накладывается упорядоченное движение 
электронов с некоторой средней скоростью <«>. Величину этой 
скорости легко оценить, исходя из формулы

(см. (34.4)). Предельная допустимая техническими нормами плот
ность тока для медных проводов составляет около 10’ А/м? (10 А/мм2).

1028 Ч- 1029 м _3 (1022 -т- 10м с м " 1). (77.2)

<а> = У  8kT/лт (78.1)

(78.2)
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Взяв для п значение 10s9 м~3, получим

=  1 ,Ь10-1М 029 ж  ^  3 м'/с-

Таким образом, даже при очень больших плотностях тока средняя 
скорость упорядоченного движения зарядов <«> примерно в 10е раз 
меньше средней скорости теплового движения <у>. Поэтому при 
вычислениях модуль результирующей скорости |v +  u| можно 
заменять модулем скорости теплового движения |v|.

Найдем вызываемое полем изменение среднего значения кинети
ческой энергии электронов. Средний квадрат результирующей 
скорости равен

<(v +  u)2> =  <va +  2vu - f  u2> =  <v2> -+- 2 <vu> +  <ua>. (78.3)

Д ва события, заключающиеся в том, что скорость теплового дви
жения электрона примет значение v, а скорость упорядоченного 
движения — значение и, являются статистически независимыми. 
Поэтому согласно теореме об умножении вероятностей (см. формулу
(93.4) 1-го тома) <vu>=<v> <u>. Но <v> равно нулю, так  что второе 
слагаемое в (78.3) исчезает и формула принимает вид

<(v +  u)2> =  <v2> +  <ua>.

Отсюда вытекает, что упорядоченное движение увеличивает кине
тическую энергию электронов в среднем на

<Аел> =  ^ > .  (78.4)

Закон Ома. Друде считал, что при соударении электрона с ионом 
кристаллической решетки приобретенная электроном дополнитель
ная энергия (78.4) передается иону и, следовательно, скорость и 
в результате соударения делается равной нулю. Предположим, 
что поле, ускоряющее электроны, однородно. Тогда под действием 
поля электрон получит постоянное ускорение, равное е Е !т ,  и к 
концу пробега скорость упорядоченного движения достигнет в 
среднем значения

Ыта* =  ^ Т ,  (78.5)

где т — среднее время между двумя последовательными соударе
ниями электрона с ионами решетки.

Друде не учитывал распределения электронов по скоростям 
и приписывал всем электронам одинаковое значение скорости V.  
В этом приближении

т=А/о

(напомним, что | v +  и| практически равен |v|). Подставив это
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значение т в формулу (78.5), получим

<78-6>

Скорость и изменяется за время пробега линейно. Поэтому ее 
среднее за пробег значение равно половине максимального:

J_ _ е Е \
<■“ > 2 Umax 2ти'

Подстановка этого выражения в формулу (78.2) дает
пе2к г ,

1 =  2 Ш Е -

Плотность тока оказалась пропорциональной напряженности 
поля. Следовательно, мы пришли к закону Ома. Согласно (34.3) 
коэффициент пропорциональности между /' и Е  представляет собой 
проводимость

Если бы электроны не сталкивались с ионами решетки, длина сво
бодного пробега, а следовательно, и проводимость были бы беско
нечно велики. Таким образом, согласно классическим представле
ниям электрическое сопротивление металлов обусловлено соударе
ниями свободных электронов с ионами, помещающимися в узлах 
кристаллической решетки металла.

Закон Джоуля — Ленца. К концу свободного пробега электрон 
приобретает дополнительную кинетическую энергию, среднее зна
чение которой равно

<Aeft> =  ^ | £ l = £ ^ l  Е\  (78.8)

(см. формулы (78.4) и (78.6)). Столкнувшись с ноном, электрон, по 
предположению, полностью передает приобретенную им дополни
тельную энергию кристаллической решетке. Сообщенная решетке 
энергия идет на увеличение внутренней энергии металла, проявля
ющееся в его нагревании.

Каждый электрон претерпевает за секунду в среднем 1 h=v/X  
соударений, сообщая всякий раз решетке энергию (78.8). Следова
тельно, в единице объема за единицу времени должно выделяться 
тепло

(п — число электронов проводимости в единице объема).
Величина Qya есть не что иное, как удельная тепловая мощность 

тока (см. §3 8 ). Множитель при Ег- совпадает со значением (78.7)
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для а . Перейдя в выражении аЕ 2 от о и £  к р и /, придем к формуле: 
Qya=p/2, выражающей закон Д ж оуля — Ленца (см. формулу
(38.4)).

Закон Видемана — Франца. Из опыта известно, что наряду 
с высокой электропроводностью металлы отличаются такж е боль
шой теплопроводностью. Видеман и Франц установили в 1853 г. 
эмпирический закон, согласно которому отношение коэффициента 
теплопроводности и к коэффициенту электропроводности а  для всех 
металлов приблизительно одинаково и изменяется пропорционально 
абсолютной температуре. Например, для алюминия при комнатной 
температуре это отношение равно 5 ,8 -10-6 , для меди 6,4■ 10“ ® и 
для свинца 7,0- 10_в Дж-О м/(с-К).

Способностью проводить тепло обладают и неметаллические 
кристаллы. Однако теплопроводность металлов значительно пре
восходит теплопроводность диэлектриков. Из этого следует, что 
теплопередача в металлах осуществляется в основном не кристалли
ческой решеткой, а свободными электронами. Рассматривая эти 
электроны как  одноатомный газ, можно заимствовать для коэффи
циента теплопроводности выражение кинетической теории газов:

х =  nmvXcy

(см. формулу (131.7) 1-го тома; р заменено произведением п т ,  
вместо <у> взято v). Удельная теплоемкость одноатомного газа 
равна cv= %l i (R lM )= ?,l i (klm). Подставив это значение в выра
жение для и, получим

х  =  —nkvX.

Разделив и на выражение (78.7) для а  и заменив затем Угто2 
через 3/гкТ , придем к соотношению

£ = ^  =  3 ( 4 ) V ,  (78.9)

которое выражает закон Видемана — Франца.
Подстановка в (78.9) числовых значений k  и е дает

£  =  2 ,2 3 -1 0 -87\

При Г= 300 К для к/а получается значение 6,7- 10_в Д ж -О м (с-К ), 
хорошо согласующееся с экспериментальными данными (см. при
веденные выше значения к/а для А1, Си и РЬ). Однако впоследствии 
выяснилось, что столь хорошее совпадение оказалось случайным, 
ибо когда Лоренц уточнил расчеты, учтя распределение электронов 
по скоростям, для отношения к/а полечилось значение 2 (k/e)2T, 
которое хуж е согласуется с данными опыта.
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Итак, классическая теория смогла объяснить законы Ома и 
Д ж оуля — Ленца, а такж е дала качественное объяснение закона 
Видемана — Франца. Вместе с тем эта теория встретилась с весьма 
существенными затруднениями. Из них основными являются два. 
Из формулы (78.7) вытекает, что сопротивление металлов (т. е. 
величина, обратная а) должно возрастать как корень квадратный 
из Т. Действительно, для предположения о зависимости величин п 
и Я от температуры нет никаких оснований. Скорость ж е теплового 
движения пропорциональна корню из Т. Этот вывод теории проти
воречит опытным данным, согласно которым электрическое сопро
тивление металлов растет пропорционально первой степени Т, т. е. 
быстрее, чем У Т  (см. формулу (34.5)).

Второе затруднение классической теории заключается в том, 
что электронный газ должен обладать молярной теплоемкостью, 
равной 3/2R . Добавив эту величину к теплоемкости решетки, со
ставляющей 3R  (см. формулу (114.1) 1-го тома), получим для моляр
ной теплоемкости металла значение 9/2R . Таким образом, согласно 
классической электронной теории молярная теплоемкость металлов 
должна быть в 1,5 раза больше, чем у диэлектриков. В действитель
ности же теплоемкость металлов не отличается заметно от теплоем
кости неметаллических кристаллов. Объяснение такого несоответ
ствия смогла дать лишь квантовая теория металлов.

§ 79. Эффект Холла

Если металлическую пластинку, вдоль которой течет постоянный 
электрический ток, поместить в перпендикулярное к ней магнитное 
поле, то между гранями, параллельными направлениям тока и поля, 
возникает разность потенциалов Uи = — ф2 (рис. 79.1). Это 
явление было обнаружено Холлом в 1879 г. и называется э ф ф е к 
т о м  Х о л л а  или г а л ь в а н о м а г н и т н ы м  я в л е н и е м .

Холловская разность потенциалов определяется выражением
U и =  R b jB . (79.1)

Здесь Ь — ширина пластинки, / — плотность тока, В  — магнитная 
индукция поля, R  — коэффициент пропорциональности, получив
ший название п о с т о я н н о й  Х о л л а .

Эффект Холла очень просто объясняется электронной теорией. 
В отсутствие магнитного поля ток в пластинке обусловливается 
электрическим полем Е0 (рис. 79.2). Эквипотенциальные поверх
ности этого поля образуют систему перпендикулярных к вектору Е0 
плоскостей. Две из них изображены на рисунке сплошными прямыми 
линиями. Потенциал во' всех точках каждой поверхности, а следо
вательно, и в точках / и 2 одинаков. Носители тока — электроны — 
имеют отрицательный заряд, поэтому скорость их упорядоченного 
движения и направлена противоположно вектору плотности тока j .
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При включении магнитного поля каждый носитель оказывается 
под действуем магнитной силы F, направленной вдоль стороны b
пластинки и равной по модулю

F = eu B . (79.2)

В результате у  электронов появляется составляющая скорости, 
направленная к верхней (на рисунке) грани пластинки. У этой 
грани образуется избыток отрицательных, соответственно у нижней 
грани — избыток положительных зарядов. Следовательно, возни
кает дополнительное поперечное электрическое поле Ел . Когда 
напряженность этого поля достигает такого значения, что его дей
ствие на заряды будет уравновешивать силу (79.2), установится 
стационарное распределение зарядов в поперечном направлении. 
Соответствующее значение Е в определяется условием: еЕв = еиВ. 
Отсюда

Еа =  и.В.

ПоЛе Ед складывается с полем Е0 в результирующее поле Е. 
Эквипотенциальные поверхности перпендикулярны к вектору на
пряженности поля. Следовательно, они повернутся и займут поло
жение, изображенное на рис. 79.2 пунктиром. Точки 1 и 2 , которые

j ;  \  
и ^  ев

\
\\\V

\— *\
\\\

. i t *

\ *0 \\\\_\ . . .

Рис. 79.1.

+ + + + + ^  + + + + + 

Р яс. 79.2.

прежде лежали на одной и тей же эквипотенциальной поверхности, 
теперь имеют разные потенциалы. Чтобы найти напряжение, воз
никающее между этими течками, нужно умножить расстояние 
м е ж д у  нимп b па напряженность Ев :

U н =  ЬЕв =  ЬиВ.

Выразим и через /, п и е в соответствии с формулой j= n e u .  В ре
зультате получим

UH =  ± b jB .  (79.3)

Последнее выражение совпадает с (79.1), если положить

Я = - .пе (79.4)
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Из (79.4) следует, что, измерив постоянную Холла, можно найти 
концентрацию носителей тока в данном металле (т. е. число носи
телей в единице объема).

Важной характеристикой вещества является подвижность в нам 
носителей тока. Подвижностью носителей тока называется средняя 
скорость, приобретаемая носителями при напряженности электри
ческого поля, равной единице. Если в поле напряженности Е носи
тели приобретают скорость и, то подвижность их иа равна

ue =  £ .  (79.5)

Подвижность можно связать с проводимостью а  и концентрацией 
носителей п. Д ля этого разделим соотношение j= n e u  на напря
женность поля Е. Приняв во внимание, что отношение / к Е дает а ,  
а отношение и к  Е — подвижность, получим

в= п еи а. (79.6)
Измерив постоянную Холла R  и проводимость сг, можно по 

формулам (79.4) и (79.6) найти концентрацию и подвижность носи
телей тока в соответствующем образце.

Эффект Холла наблюдается не только в металлах, но и в полу
проводниках, причем по знаку эффекта можно судить о принадлеж
ности полупроводника к  п- или p -типу 1). На рис. 79.3 сопоставлен

♦ + + + +

FU  - -Н а *  .
•в в®

+ + + + +
Рис. 79.3 .

эффект Холла для образцов с положительными и отрицательными 
носителями. Направление магнитной силы изменяется на противо
положное как  при изменении направления движения заряда, так 
и при изменении его знака. Следовательно, при одинаковом направ
лении .тока и поля магнитная сила, действующая на положитель
ные и отрицательные носители, имеет одинаковое направление. 
Поэтому в случае положительных носителей потенциал верхней (на 
рисунке) грани выше, чем нижней, а в случае отрицательных но
сителей — ниже. Таким образом, определив знак холловской раз
ности потенциалов, можно установить знак носителей тока.

Любопытно, что у некоторых металлов знак U н  соответствует 
положительным носителям тока. Объяснение этой аномалии дает 
квантовая теория.

х) В полупроводниках л-типа знак носителей тока отрицателен, а в полупро
водниках /з-типа— положителен (см. т. 3).
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§ 80. Несамостоятельная и самостоятельная проводимость

Прохождение электрического тока через газы называется г а-
з о в ы м р а з р я д о м .  Газы в нормальном состоянии являются 
изоляторами, носители тока в них отсутствуют. Лишь при создании 
особых условий в газах могут появиться носители тока (ионы, 
электроны) и возникает электрический разряд.

Носители тока в газах могут возникать в результате внешних 
воздействий, не связанных с наличием электрического поля. В этом 
случае говорят о н е с а м о с т о я т е л ь н о й  п р о в о д и  м о- 
е т и газа. Несамостоятельный разряд может быть вызван нагре
ванием газа (термическая ионизация), воздействием ультрафиоле
товых или рентгеновских лучей, а такж е воздействием излучения 
радиоактивных веществ.

Если носители тока возникают в результате процессов, обуслов
ленных созданным в газе электрическим полем, проводимость на
зывается с а м о с т о я т е л ь н о й .

Характер газового разряда зависит от многих факторов: от хи
мической природы газа и электродов, от температуры и давления 
газа , от формы, размеров и взаимного расположения электродов, 
от напряжения, приложенного к электродам, от плотности и мощ
ности тока и т. д. Поэтому газовый разряд может принимать весьма 
разнообразные формы. Некоторые виды разряда сопровождаются 
свечением и звуковыми эффектами — шипением, шорохами или 
треском.

§8 1 . Несамостоятельный газовый разряд

Пусть газ, находящийся между электродами (рис. 81.1), под
вергается непрерывному постоянному по интенсивности воздействию 
какого-либо ионизирующего агента (например, рентгеновских л у 
чей). Действие ионизатора приводит к тому, что от некоторых 
молекул газа отщепляется один или несколько электронов, в ре-

ЭЛЕКТРИЧЕСКИЙ ТОК В ГАЗАХ
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зультате чего эти молекулы превращаются в положительно заря
женные ионы. При не очень низких давлениях отщепившиеся 
электроны обычно захватываются нейтральными молекулами, ко
торые таким образом становятся отрицательно заряженными ионами. 
Число пар ионов, возникающих под действием ионизатора за се
кунду в единице объема, обозначим через А «г.

Наряду с процессом ионизации в газе происходит р е к о м б и 
н а ц и я  ионов, т. е. нейтрализация разноименных ионов при их 
встрече или воссоединение положительного иона и электрона в ней
тральную молекулу. Вероятность встречи двух ионов разных зна
ков пропорциональна как числу положительных, так  и числу 
отрицательных ионов. Поэтому количество рекомбинирующих за 
секунду в единице объема пар ионов AtiT пропорцио
нально квадрату числа имеющихся в единице объ
ема пар ионов п :

Апг= гп 2- (81-1)
(г — коэффициент пропорциональности).

В состоянии равновесия число возникающих ио
нов равно числу рекомбинирующих, следовательно,

A tii= rn 2. (81.2)
Отсюда для равновесной концентрации ионов (чис
ла пар ионов в единице объема) получается сле
дующее выражение:

п = у / ~ ± р .  (81.3)

Под действием космического излучения и следов радиоактивных 
веществ, имеющихся в земной коре, в 1 см3 атмосферного воздуха 
возникает в среднем несколько пар ионов в секунду. Коэффициент г  
для воздуха равен 1,6- 10~в см3/с. Подстановка этих чисел в формулу
(81.3) дает для равновесной концентрации ионов в воздухе значение 
порядка 103 см-3 . Эта концентрация недостаточна для того, чтобы 
обусловить заметную проводимость. Чистый сухой воздух является 
очень хорошим изолятором.

Если подать напряжение на электроды, то убыль ионов будет 
происходить не только вследствие рекомбинации, но и за счет отса
сывания ионов полем к электродам. Пусть из единицы объема от
сасывается ежесекундно Atij пар ионов. Если заряд каждого иона ё , 
то нейтрализация на электродах одной пары ионов сопровождается 
переносом по цепи заряда ё .  Каждую секунду электродов дости
гает A tijS l пар ионов (5 — площадь электродов, I — расстояние 
между ними; произведение S1 равно объему межэлектродного про
странства). Следовательно, сила тока в цепи равна

1 = ё  A tijS l.

в*-

■*€>

Н > — © - 1
Рис. 81.1.
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Отсюда

где /' — плотность тока.
При наличии тока условие равновесия выглядит следующим 

образом:
Д яг= Апт-\- A iij.

Подставив сюда выражения (81.1) и (81.4) для Апт и Atij, придем 
к соотношению

A n i =  r n i +  ̂ rl . (81.5)

Плотность тока определяется выражением
j  =  e 'n (u t  + ы 0“) Е, (81.6)

где u i  и «о — подвижности положительных и отрицательных ионов 
(см. формулу (79.5)).

Рассмотрим два предельных случая — случай слабых и случай 
сильных полей.

В случае слабых полей плотность тока будет очень мала, и сла
гаемым j/e'l в соотношении (81.5) можно пренебречь по сравнению 
с гп2 (это означает, что убыль иоНов из межэлектродного простран
ства происходит в основном за счет рекомбинации). Тогда (81.5) 
переходит в (81.2), и для равновесной концентрации ионое полу
чается выражение (81.3). Подстановка этого значения п в формулу
(81.6) дает

/ =  *' +  « ,- )£ . (81.7)

Множитель при Е  в полученной формуле не зависит от напряжен
ности поля. Следовательно, в случае слабых полей несамостоятель
ный газовый разряд подчиняется закону Ома.

Подвижность ионов в газах имеет значение ~ 1 0 - 4 (м -с-1)/(В- м-1) 
(1 (c m - c - ] ) / ( B - cm- j )).  Следовательно, при равновесной коннентра- 
ц.ии п =  103 см_3= 109 м-3 и напряженности поля Е =  1 В/м плот
ность тока составит

/ =  l , 6 - 1 0 - » .1 0 s (1 0 -4+ 1 0 - 4) . l  ~  10“ 14 А/м2 =  10-18 А/см2

(см. формулу (81.6); ионы предполагаются однозарядными).
В случае сильных полей слагаемым гп2- в формуле (81.5) можно 

пренебречь по сравнению с j/e’ l. Это означает, что практически все 
возникающие ноны достигают электродов, не успев рекомбиниро
вать. При этом условии соотношение (81.5) имеет вид

An j= j/e'l.
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Отсюда
j= e 'A n il. (81.8)

Зга плотность тока создается всеми ионами, порождаемыми иониза
тором в заключенном между электродами столбе газа с единичным 
поперечным сечением. Следовательно, эта плотность тока является 
наибольшей при данной интенсивности ионизатора и заданном 
расстоянии I между электродами. Ее называют плотностью тока 
насыщения /нас.

Вычислим /нас при следующих условиях: А я;= 10 см-3с -1 =  
=10" м-3с -1 (примерно такова скорость образования ионов в 
атмосферном воздухе при обычных условиях), /=0,1 м. Подстановка 
этих данных в формулу (81.8) дает

/яас =  1 ,6 -1 0 -19- 10̂ ■ 10-*- ~  10“ 13 А/ма = 1 0 - ‘7 А/сма.

Этот расчет показывает, что проводимость воздуха в обычных 
условиях ничтожно мала.

При промежуточных значениях Е  происходит плавный переход 
от линейной зависимости / от Е к насыщению, по достижении кото
рого /' перестает зависеть от Е  (см. 
сплошную кривую на рис. 81.2). За 
областью насыщения лежит область 
резкого возрастания тока (см. пока
занный штриховой линией участок 
кривой). Это возрастание объясняет
ся тем, что, начиная с некоторого 
значения Е, порождаемые внешним 
ионизатором электроны х) успевают за 
время свободного пробега приобре
сти энергию, достаточную для того, 
чтобы, столкнувшись с молекулой, вызвать ее ионизацию. Воз
никшие при ионизации свободные электроны, разогнавшись, в 
свою очередь вызывают ионизацию. Таким образом, происходит 
лавинообразное размножение первичных ионов, созданных внешним 
ионизатором, и усиление разрядного тока. Однако процесс не утра
чивает характера несамостоятельного разряда, так как  после пре
кращения действия внешнего ионизатора разряд продолжается 
только до тех пор, пока все электроны (первичные и вторичные) 
не достигнут анода (задняя граница пространства, в котором име
ются ионизирующие частицы — электроны, перемещается к аноду). 
Д ля того чтобы разряд стал самостоятельным, необходимо наличие 
двух встречных лавин ионов, что возможно только в том случае, 
если ионизацию ударом способны вызывать ^осители обоих знаков.

£
Рис. 81.2.

х) Вследствие большгй длины свободного пробега электроны раньше приоб
ретают способность вызывать ионизацию ударом, чем газовые ионы.
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Весьма важно, что несамостоятельные разрядные токи, усилен
ные за счет размножения носителей, пропорциональны числу пер
вичных ионов, создаваемых внешним ионизатором. Это свойство 
разряда используется в пропорциональных счетчиках (см. следую
щий параграф).

§ 82. Ионизационные камеры и счетчики

Ионизационные камеры и счетчики применяются для обнаруже
ния и счета элементарных частиц, а такж е для измерения интенсив
ности рентгеновского и гамма-излучения. Действие этих приборов 
основано на использовании несамостоятельного газового разряда.

Принципиальные схемы ионизационной камеры и счетчика оди
наковы (рис. 82.1). Отличаются они только режимом работы и кон
структивными особенностями. Счетчик (рис. 82.1,6) состоит из 
цилиндрического корпуса, по оси которого натянута укрепленная 
на изоляторах тонкая нить (анод). Катодом служит корпус счетчика.

Д ля впуска ионизирующих частиц в торце счетчика делается окошко 
из слюды или из алюминиевой фольги. Некоторые частицы, а также 
рентгеновское и гамма-излучение проникают в счетчик или иони
зационную камеру непосредственно через их стенки. Ионизацион
ная камера (рис. 82.1,а) может иметь электроды разной формы. 
В частности, они могут быть такими же, как у счетчика, либо 
иметь форму плоских параллельных пластин и т. д.

Допустим, что в пространство между электродами влетает быст
рая заряженная частица, которая создает Na пар первичных ионов 
(электронов н положительных ионов). Возникшие ионы увлекаются 
полем к электродам, вследствие чего через сопротивление R про
ходит некоторый заряд q, который мы будем называть импульсом 
тока. На рис. 82.2 приведена зависимость импульса тока q от на
пряжения U между электродами для двух различных количеств 
первичных нонов N0, отличающихся в три раза (/V02 = 3jV01). На 
графике можно выделить шесть областей. Области / и 11 были 
рассмотрены в предыдущем параграфе. В частности, область II

Рис. 82.1.
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есть о б л а с т ь  т о к а  н а с ы щ е н и я  — все созданные иони
зирующей частицей ионы достигают электродов, не успев рекомбк- 
иировать. Естественно, что при этом условии импульс тока не за
висит от напряжения.

Начиная со значения U р напряженность поля оказывается до
статочной для того, чтобы электроны могли ионизировать молекулы 
ударом. Поэтому количество электронов и положительных ионов 
лавинообразно растет. В результате на каждый из электродов по
падает A N 0 ионов. Величина А называется к о э ф ф и ц и е н 
т о м  г а з о в о г о  у с и л е 
н и я .  В области I I I  этот ко- 
эффициент не зависит от ко
личества первичных ионов (но 
зависит от напряжения). По
этому, если поддерживать на
пряжение постоянным, им
пульс тока будет пропорцио
нален количеству первичных 
ионов. Область I I I  называ
ется о б л а с т ь ю  п р о 
п о р ц и о н а л ь н о с т и ,  а 
напряжение Uv— п о р о г о м  
п р о п о р ц и о н а л ь н о й  
о б л а с т и .  Коэффициент га
зового усиления изменяется в этой области от 1 в начале до 103ч-10* 
в конце (рис. 82.2 выполнен без соблюдения масштаба по оси 
</; выдержано лишь соотношение 1 : 3 между ординатами кривых 
в областях I I  и I I I ) .

В области IV , называемой о б л а с т ь ю  ч а с т и ч н о й  
п р о п о р ц и о н а л ь н о с т и ,  коэффициент газового усиления А 
все сильнее зависит от Л/0, в связи с чем различие в импульсах тока, 
порожденных различным количеством первичных ионов, все больше 
сглаживается.

При напряжениях, соответствующих области V (ее называют 
о б л а с т ь ю  Г е й г е р а ,  а напряжение Ug — п о р о г о м  этой 
области), процесс приобретает характер самостоятельного разряда. 
Первичные ионы лишь создают толчок для его возникновения. 
Импульс тока в этой области совершенно не зависит от количества 
первичных ионов.

В области VI напряжение столь велико, что разряд, возникнув, 
не прекращается. Поэтому ее называют о б л а с т ь ю  н е п р е 
р ы в н о г о  р а з р я д а .

Ионизационные камеры. Ионизационной камерой называется 
прибор, работающий без газового усиления, т. е. при напряжениях, 
соответствующих области П . Существуют два типа ионизационных 
камер. Камеры одного типа применяются для регистрации импуль-
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сов, порождаемых отдельными частицами (импульсные камеры). 
Влегезшая в камеру частица создает в ней некоторое количество 
ионов, в результате чего через сопротивление R  начинает течь ток I . 
~>:о пpi!водит к тому, что потенциал точки 1 (см. рис. 82.1 ,а) повы
шается и становится равным IR  (первоначально потенциал этой 
точки был такой же, как  и заземленной точки 2). Этот потенциал 
поступает на усилитель и после усиления приводит в действие счет
ное устройство. После того как все попавшие на внутренний элект
род заряды пройдут через сопротивление R , ток прекратится и по
тенциал точки 1 снова станет равным нулю. Характер работы к а 
меры зависит от длительности импульса тока, вызванного одной 
ионизирующей частицей.

Чтобы выяснять, от чего зависит продолжительность импульса, 
рассмотрим цепь, состоящую из конденсатора С и сопротивления R

2 ---------------(рис. 82.3). Если сообщить обкладкам конденса-
I----- -------  тора разноименные заряды + q 0 и —qa, через со

противление R  потечет ток, вследствие чего за- 
ряды на обкладках будут убывать. Мгновен- 

а  \\я ное значение напряжения, приложенного к 
Т  ̂ сопротивлению, равно U = q !C . Следователь- 

-------- I - но, для силы тока получается выражение
-<г

Р н " 8 2 -3 - r =  T  =  - k '  <8 2 Л >

Заменим силу тока через —dq/dt, где —dq — убыль заряда на об
кладках за время dt. В результате получится дифференциальное 
уравнение

dq. q dq 1 ,,
~ W ~ R C  НЛИ ~q~~ ~ Ж

Согласно (82.1) dqlq=d! ! I .  Поэтому можно написать

dl -  A -A t
1 ~  RC '

Интегрирование этого уравнения дает

In / =  — - ^  +  1п/0

(через 1а/0 обозначена постоянная интегрирования). Наконец, 
пропотенцировав полученное выражение, придем к формуле

__<_
/ =  /0е (82.2)

Легко сообразить, что /0 представляет собой начальное значение 
силы тока.

Из выражения (82.2) следует, что за время
т = Д С  (82.3)
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сила тока уменьшается в е раз. В соответствии с этим величина
(82.3) носит название п о с т о я н н о й  в р е м е н и  цепи. Чем 
больше эта постоянная, тем медленнее спадает ток в цепи.

Схема ионизационной камеры (см. рис. 82.1, а ) сходна со схемой, 
изображенной на рис. 82.3. Роль С играет межэлектродная емкость, 
показанная на схеме камеры пунктиром. С увеличением сопротивле
ния R  возрастает напряжение между точками 1 и 2 при данной силе 
тока и, следовательно, облегчается регистрация импульсов. Это 
обстоятельство побуждает применять R  как  можно большей вели
чины. Вместе с тем для того, чтобы камера могла раздельно регистри
ровать импульсы тока, порождаемые быстро следующими друг за 
другом частицами, постоянная времени должна быть невелика. 
Поэтому при выборе величины R  для импульсных камер приходится 
идти на компромисс. Обычно берут R  порядка 10е Ом. Тогда при 
С ~  10-11 Ф постоянная времени составляет 10~3 с.

Другим типом ионизационных камер являются так называемые 
интегрирующие камеры. В них берут R  порядка 10*5 Ом. При 
С ~  10-11 Ф постоянная времени будет равна 101 с. В этом случае 
импульсы тока, порождаемые отдельными ионизирующими части
цами, сливаются, и по сопротивлению течет постоянный ток, вели
чина которого характеризует суммарный заряд ионов, возникающих 
в камере в единицу времени. Таким образом, ионизационные камеры 
обоих типов отличаются лишь значением постоянной времени RC.

Пропорциональные счетчики. Импульсы, вызываемые отдель
ными частицами, могут быть значительно усилены (до 103-^104 раз), 
если напряжение между электродами попадает в область I I I  (см. 
рис. 82.2). Прибор, работающий в таком режиме, называется п р о 
п о р ц и о н а л ь н ы м  с ч е т ч и к о м .  Анод счетчика делается 
в виде нити диаметром в несколько сотых миллиметра. Напряжен
ность поля вблизи нити особенно велика. При достаточно большом 
напряжении между электродами электроны, возникающие вблизи 
нити, приобретают под действием поля энергию, достаточную для 
того, чтобы вызывать ионизацию молекул ударом. В результате 
происходит размножение ионов. Размеры объема, в пределах кото
рого происходит размножение, увеличиваются с ростом напряжения. 
В соответствии с этим увеличивается и коэффициент газового 
усиления.

Количество первичных ионов зависит от природы и энергии 
частицы, вызвавшей импульс. Поэтому по величине импульсов 
на выходе пропорционального счетчика можно различать частицы 
разной природы, а такж е производить сортировку частиц одной и 
той же природы по их энергиям.

Счетчики Гейгера — Мюллера. Еще большего усиления импульса 
(до 10е) можно достигнуть, заставив работать счетчик в области 
Гейгера (область V на рис. 82.2). Счетчик, работающий в этом ре
жиме, называется с ч е т ч и к о м  Г е й г е р а  — М ю л л е р а
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(сокращенно с ч е т ч и к о м  Г е й г е р а ) .  Разряд в области 
Гейгера, будучи «запущен» ионизирующей частицей, в дальнейшем 
переходит в самостоятельный. Поэтому величина импульса не зави
сит от первоначальной ионизации. Д ля того чтобы получать от 
отдельных частиц раздельные импульсы, необходимо возникший 
разряд быстро прервать (погасить). Это достигается либо с помощью 
внешнего сопротивления R (в н е с а м о г а с я щ и х с я  счетчи
ках), либо за счет процессов, возникающих в самом счетчике. В по
следнем случае счетчик называется с а м о г а с я щ и м с я .

Гашение разряда с помощью внешнего сопротивления обуслов
ливается тем, что при протекании по сопротивлению разрядного 
тока на нем возникает большое падение напряжения. Поэтому на 
межэлектродный промежуток приходится только часть приложен
ного напряжения, которая оказывается недостаточной для под
держания разряда.

Прекращение разряда в самогасящихся счетчиках вызывается 
следующими причинами. Электроны обладают примерно в 1000 раз 
большей подвижностью, чем положительные ионы. Поэтому за то 
время, за которое электроны достигают нити, положительные 
ионы почти не сдвигаются со своих мест. Эти ионы создают положи
тельный пространственный заряд, ослабляющий поле вблизи нити, 
и разряд прекращается. Гашению разряда в этом случае препят
ствуют дополнительные процессы, которых мы не будем рассматри
вать. Д ля их подавления к газу , заполняющему счетчик (обычно 
аргону), добавляется примесь многоатомного органического газа 
(например, паров спирта). Такой счетчик разделяет импульсы от 
частиц, следующих друг за другом с интервалами порядка 10-1 с.

§ S3. Процессы, приводящие к появлению носителей тока 
при самостоятельном разряде

Прежде чем приступить к описанию различных видов самостоя
тельного газового разряда, рассмотрим основные процессы, при
водящие к возникновению носителей тока (электронов и ионов) 
при подобных разрядах.

Столкновения электронов с молекулами. Столкновения электро
нов (а такж е ионов) с молекулами могут иметь упругий и неупругий 
характер. Энергия молекулы (так ж е как  и атома) квантуется. 
Это означает, что она может принимать лишь дискретные (т. е. 
разделенные конечными промежутками) значения, называемые 
уровнями энергии. Состояние с наименьшей энергией называется 
о с н о в н ы м .  Д ля того чтобы перевести молекулу из основного 
в различные возбужденные состояния, требуются определенные 
значения энергии W u W 2 и т. д. Сообщив молекуле достаточно 
большую энергию W i, можно вызвать ее ионизацию.



§ 8а.  Н О С И Т Е Л И  Т О К А  ПРИ С А М О С Т О Я Т Е Л Ь Н О М  Р А З Р Я Д Е 245

Перейдя в возбужденное состояние, молекула обычно пребывает 
в нем всего лишь ~  10~8 с, после чего переходит в основное состоя
ние, излучив избыток энергии в виде кванта света — ф о т о н а .  
В некоторых возбужденных состояниях, называемых м е т а с т а-
б и л ь н ы м и, молекулы могут находиться значительно дольше 
(примерно 10~3 с).

При соударении частиц должны выполняться законы сохранения 
энергии и импульса. Поэтому на передачу энергии при ударе на
кладываются определенные ограничения — не вся энергия, которой 
обладает ударяющая частица, может быть передана другой частице.

Если при столкновении молекуле не может быть сообщена энер
гия, достаточная для ее возбуждения, то суммарная кинетическая 
энергия частиц остается без изменений и удар будет у п р у г и м .  
Найдем энергию, сообщаемую ударяемой частице при упругом 
ударе.

Пусть частица массы т и имеющая скорость v1B, ударяется о 
неподвижную (u2fl—0) частицу массы т г. При центральном ударе 
должны выполняться условия

тгь\а niivl , m2v% м ^ т
2 — 2 2 ’ — 1 1  И - А .

где i'i и v2 — скорости частиц после удара. Из этих уравнений 
получается для скорости второй частицы значение

2 т,
v2 = -----Г1— v ioi /«.j-J-/Иj 1

(см. § 28 I-го тома). Энергия, которая передается при упругом 
ударе второй частице, определяется выражением

а  ту/ _  " V i o  4 п ц т г
упр 2  2 <mi +  ' " i ) 2 ‘

Если т!<<стг, это выражение упрощается следующим образом:

а ту/ 4 т ,  _ 4/п,&Wynp- - ^ — —  -  Wie —~ , , (83.1)

где W'io — первоначальная энергия ударяющейся частицы.
Из (83.1) вытекает, что легкая частица (электрон), ударяясь 

упруго о тяжелую  частицу (молекулу), сообщает ей лишь малую 
долю своего запаса энергии. Л егкая частица «отскакивает» от 
тяжелой, подобно мячу от стенки, с практически не изменяющейся 
по величине скоростью. Соответствующий расчет дает, что при 
нецентральном ударе доля передаваемой энергии оказывается еще 
меньше.

При достаточно большой энергии ударяющей частицы (электрона 
или иона) молекула может быть возбуждена или ионизирована. 
В этом случае суммарная кинетическая энергия частиц не сохра
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няется — часть энергии затрачивается на возбуждение или иони
зацию, т. е. на увеличение внутренней энергии соударяющихся 
частиц или на разделение одной из частиц на.две.

Соударения, при которых происходит возбуждение частиц, на
зываются н е у п р у г и м и  с т о л к н о в е н и я м и  п е р в о г о  
р о д а .  М олекула, находящаяся в возбужденном состоянии, при 
столкновении с другой частицей (электроном, ионом или нейтраль
ной молекулой) может перейти в основное состояние, не излучив 
избыток энергии, а передав его этой частице. В результате суммарная 
кинетическая энергия частиц после удара оказывается большей, 
чем до удара. Такие соударения называются н е у п р у г и м и  
с т о л к н о в е н и я м и  в т о р о г о  р о д а .  Переход молекул 
из метастабильного состояния в основное осуществляется за счет 
столкновений второго рода.

При неупругом столкновении первого рода уравнения сохра
нения энергии и импульса имеют вид

^ ■ « ^  +  ^ ■  +  4 ^ , , ,  =  +  (83.2)

где AWBa— приращение внутренней энергии молекулы, соответ
ствующее ее переходу в возбужденное состояние. Исключив и* 
из этих уравнений, получим

А 1 (83. 3)
j

При заданной скорости ударяющей частицы (ущ) приращение 
внутренней энергии ЛИ?ви зависит от скорости и2, с которой моле
кула движется после удара. Найдем наибольшее возможное значе
ние А1Гва. Д ля этого продифференцируем функцию (83.3) по 
и приравняем производную нулю:

mf + m.
dv2 — т 2ию mi m A  — и.

Отсюда y2= m 1y10/(ml + m 2). Подстановка этого значения у2 в фор
мулу (83.3) дает

Если ударяющая частица значительно легче ударяемой {т.1 <фп2) 
множитель m j  (m i+ m 2) в выражении (83.4) близок к единице. 
Таким образом, при ударе легкой частицы (электрона) о тяжелую 
(молекулу) почти вся энергия ударяющей частицы может быть 
затрачена на возбуждение или ионизацию молекулы *).

х) В случае ионизации уравнения (83.2) усложняются, так как  после соуда
рения будет не две частицы, а три. Однако заключение о возможности затраты 
почти всей энергии электрона на ионизацию явлиется справедливым.
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Рис. 83.1.

Однако даж е если энергия ударяющей частицы (электрона) до
статочно велика, соударение не обязательно приводит к возбужде
нию или ионизации молекулы. Существуют определенные вероят
ности этих процессов, которые зависят от энергии (а следовательно 
и от скорости) электрона. На рис. 83.1 показан примерный ход 
этих вероятностей. Чем быстрее летит электрон, тем меньший про
межуток времени взаимодействует он с молекулой, пролетая вблизи 
нее. Поэтому обе вероятности быстро достигают максимума, а затем 
с увеличением энергии электрона 
убывают. Из рисунка видно, что 
электрон, имеющий, например, энер
гию W ' ,  с большей вероятностью бу
дет вызывать ионизацию молекулы, 
чем ее возбуждение.

Фотоионизация. Электромагнитное 
излучение состоит из элементарных 
частиц, называемых фотонами. Энер
гия фотона равна Aw, где h —постоян
ная Планка, деленная на2я(см .(56 .5)), 
to — круговая частота излучения . Фотон может быть поглощен моле
кулой, причем его энергия идет на возбуждение молекулы или ее ио
низацию. В этом случае ионизация молекулы называется ф о т о 
и о н и з а ц и е й .  Непосредственную (прямую) фотоионизацию спо
собно вызвать ультрафиолетовое излучение. Энергия фотона види
мого света недостаточна для отщепления электрона от молекулы. 
Поэтому видимое излучение не способно вызвать прямую фотоиони
зацию. Однако оно может обусловить так называемую с т у п е н 
ч а т у ю  ф о т о и о н и з а ц и ю .  Этот процесс осуществляется 
в два этапа. На первом этапе фотон переводит молекулу в возбу
жденное состояние. На втором этапе происходит ионизация воз
бужденной молекулы за счет ее соударения с другой молеку
лой.

В газовом разряде возможно возникновение коротковолнового 
излучения, способного вызывать прямую фотоионизацию. Доста
точно быстрый электрон может при ударе не только ионизировать 
молекулу, но и перевести образовавшийся ион в возбужденное со
стояние. Переход иона в основное состояние сопровождается испу
сканием излучения большей частоты, чем у излучения нейтральной 
молекулы. Энергия фотона такого излучения оказывается доста
точной для непосредственной фотоионизации.

Испускание электронов поверхностью электродов. Электроны 
могут поступать в газоразрядный объем за счет э м и с с и и  (испу
скания) их поверхностью электродов. Такие виды эмиссии, к ак  тер
моэлектронная эмиссия, вторичная электронная эмиссия и авто- 
электронная эмиссия, в некоторых видах разряда играют основную 
роль.
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Т е р м о э л е к т р о н н о й  э м и с с и е й  называется испу
скание электронов нагретыми твердыми или жидкими телами. 
Вследствие распределения по скоростям в металле всегда имеется 
некоторое число свободных электронов, энергия которых доста
точна для того, чтобы преодолеть потенциальный барьер и выйти 
за пределы металла. При комнатной температуре количество таких 
электронов ничтожно мало. Однако с повышением температуры 
количество электронов, способных покинуть металл, очень быстро 
растет и при температуре порядка 103 К становится вполне ощу
тимым.

В т о р и ч н о й  э л е к т р о н н о й  э м и с с и е й  называ
ется испускание электронов поверхностью твердого или жидкого 
тела при бомбардировке ее электронами или ионами. Отношение 
числа испущенных (вторичных) электронов к числу частиц, вызвав
ших эмиссию, называют коэффициентом вторичной эмиссии. В слу
чае бомбардировки поверхности металла электронами значения 
этого коэффициента заключены в пределах от 0,5 (для бериллия) 
до 1,8 (для платины).

А в т о э л е к т р о н н о й  (или х о л о д н о й )  э м и с с и е й  
называется испускание электронов поверхностью металла, проис
ходящее в том случае, когда вблизи поверхности создается электри
ческое поле очень большой напряженности (~  10е В/м). Это явление 
иногда называют такж е вырыванием электронов электрическим 
полем.

§ 84. Газоразрядная плазма

Некоторые виды самостоятельного разряда характеризуются 
очень высокой степенью ионизации газа . Газ в сильно ионизирован
ном состоянии при условии, что суммарный заряд электронов 
и ионов в каждом элементарном объеме равен (или почти равен) 
нулю, называется п л а з м о й .  Плазма представляет собой осо
бое состояние вещества. В таком состоянии находится вещество 
в недрах Солнца и других звезд, обладающих температурой в де
сятки миллионов градусов. Плазма, возникшая вследствие высокой 
температуры вещества, называется в ы с о к о т е м п е р а т у р 
н о й  (или и з о т е р м и ч е с к о й ) .  Плазма, возникающая при 
газовом разряде, называется г а з о р а з р я д н о й .

Д ля того чтобы плазма находилась в стационарном состоянии, 
необходимо наличие процессов, восполняющих убыль ионов в 
результате рекомбинации. В высокотемпературной плазме это осу
ществляется за счет термической ионизации, в газоразрядной 
плазме — за счет ударной ионизации электронами, ускоренными 
электрическим полем. Особую разновидность плазмы представляет 
собой и о н о с ф е р а  (один из слоев атмосферы). Высокая степень 
ионизации молекул (~  1%) поддерживается в ионосфере за счет
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фотоионизации, обусловленной коротковолновым излучением 
Солнца.

Электроны в газоразрядной плазме участвуют в двух движе
ниях — хаотическом с некоторой средней скоростью <о> и упоря
доченном движении в направлении, противоположном Е, со средней 
скоростью <ы>, гораздо меньшей, чем <у>.

Докажем, что электрическое поле не только обусловливает 
упорядоченное движение электронов плазмы, но и увеличивает 
скорость <d> их хаотического движения. Пусть в момент включения 
поля в газе имеется некоторое количество электронов, средняя 
скорость которых соответствует температуре газа Тг(Угт<и2> =  
= 3/2йГг). За время между двумя последовательными соударениями 
с молекулами электрон проходит в среднем путь X (рис. 84.1; траек
тория электрона слегка искривлена под действием силы —еЕ). 
При этом поле совершает над ним работу

А =  еЕ1Р, (84.1)

где 1Р — проекция перемещения электрона на направление дей
ствующей на него силы. Вследствие соударений с молекулами на
правление движения электрона все 
время изменяется случайным образом.
Соответственно изменяется величина 
и знак 1Р. Поэтому рабвта (84.1) для 
отдельных участков траектории име
ет неодинаковую величину и разный 
знак. На одних участках поле уве
личивает энергию электрона, на дру
гих уменьшает. Если бы упорядочен
ное движение электронов отсутство
вало, среднее значение 1Р, а следовательно и работы (84.1), было 
бы равно нулю. Однако наличие упорядоченного движения при
водит к тому, что среднее значение работы А отлично от нуля и 
притом положительно. Оно равно

<А'> =  еЕ<и'>т: =  еЕ<и> ~ , (84.2)

где т  — средняя продолжительность свободного пробега электро
нов (<«><^<у>).

Таким образом, поле в среднем увеличивает энергию электро
нов. Правда, электрон, столкнувшись с молекулой, передает ей 
часть своей энергии. Но, как  мы выяснили в предыдущем параграфе, 
относительная доля б переданной при упругом ударе энергии очень 
мала — она в среднем равна х) <8>=2 (т/ М ) ( т  — масса электрона, 
М  — масса молекулы).

1) Согласно формуле (83.1) при центральном ударе 6= 4  (т/М ). В случае,
когда электрон и молекула лишь слегка «задевают» друг друга, 6 « 0 .
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В разреженном газе (в котором Я больше) и при достаточно 
большой напряженности поля Е работа (84.2) может превзойти 
энергию У г т ^ у - <б>, передаваемую в среднем молекуле при каж 
дом столкновении. В результате энергия хаотического движения 
электронов будет расти. В конце концов она достигнет значения, 
достаточного для того, чтобы возбудить или ионизировать моле
кул у . Начиная с этого момента часть соударений перестает быть 
упругой и сопровождается большой потерей энергии. Поэтому 
средняя доля передаваемой энергии <6> увеличивается.

Итак, энергию, необходимую для ионизации, электроны при
обретают не за один свободный пробег, а постепенно накапливают 
ее на протяжении ряда пробегов. Ионизация приводит к возникно
вению большого количества электронов и положительных ионов — 
возникает плазма.

Энергия электронов плазмы определяется условием, что сред
нее значение работы, совершаемой полем над электроном за один 
свободный пробег, равно среднему значению энергии, отдаваемой 
электроном при соударении с молекулой:

г- , ч X /я<и3> . сч

Здесь <6> есть сложная функция скорости <и>.
Опыт дает, что для электронов в газоразрядной плазме имеет 

место максвелловское распределение по скоростям. Вследствие сла
бого взаимодействия электронов с молекулами (при упругом ударе б 
бчень мало, а относительное количество неупругих соударений 
незначительно) средняя скорость хаотического движения электро
нов оказывается во много раз больше скорости, соответствующей 
температуре газа Тг. Если ввести температуру электронов Г 8, 
определив ее из соотношения

Чгт  <и2> =  9l tkT a,

то для Т в получается значение порядка нескольких десятков тысяч 
кельвин. Несовпадение температур Тт и Та свидетельствует о 
том, что между электронами и молекулами в газоразрядной плазме 
нет термодинамического равновесия *).

Концентрация носителей тока в плазме очень велика. Поэтому 
плазма обладает хорошей проводимостью. Подвижность электро
нов примерно на три порядка больше, чем у  ионов, вследствие 
чего ток в плазме создается в основном электронами.

*) В высокотемпературной плазме средняя энергия молекул, электронов и 
ионов одинакова. Этим о&ьясняется ее другое название — изотермическая.
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Тлеющий разряд возникает при низких давлениях. Его можно 
наблюдать в стеклянной трубке длиной около 0,5 м, с впаянными 
у  концов плоскими металлическими электродами (рис. 85.1). На 
электроды подается напряжение порядка 1000 В. При атмосферном 
давлении тока в трубке практически нет. Если понижать давление, 
то примерно при 50 мм рт. ст. возникает разряд в виде светящегося 
извилистого тонкого шнура, соединяющего анод с катодом. По мере 
понижения давления шнур утолщается и приблизительно при
5 мм рт. ст. заполняет все сечение трубки — устанавливается тлею
щий разряд. Его основные части показаны на рис. 85.1. Вблизи 
катода располагается тонкий светящийся слой, называемый к а- 
т о д н о й  с в е т я щ е й с я  п л е н к о й .  М ежду катодом и 
светящейся пленкой находится а с т о н о в о  т е м н о е  п р о 
с т р а н с т в о .  По другую  сторону светящейся пленки помещается

§ 85. Тлеющий разряд

Рис. 85.1.

слабо светящийся слой, по контрасту кажущ ийся темным и назы
ваемый к а т о д н ы м  (или круксовым) т е м н ы м  п р о с т р а н 
с т в о м .  Этот слой переходит в светящуюся область, которую назы
вают т л е ю щ и м  с в е ч е н и е м .  Все перечисленные слои об
разуют катодную часть тлеющего разряда.

С тлеющим свечением граничит темный промежуток — ф а р а- 
д е е в о  т е м н о е  п р о с т р а н с т в о .  Граница между ними 
размыта. Вся остальная часть трубки заполнена светящимся газом; 
ее называют п о л о ж и т е л ь н ы м  с т о л б о м .  При пони
жении давления катодная часть разряда и фарадеево темное про
странство расширяются, а положительный столб укорачивается. 
При давлении порядка 1 мм рт. ст. положительный столб распада
ется на ряд чередующихся темных и светлых изогнутых слоев — 
с т р а т .

Измерения, осуществленные с помощью зондов (тоненьких 
проволочек, впаянных в разных точках вдоль трубки), а такж е
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другими методами, показали, что потенциал изменяется вдоль 
трубки неравномерно (см. график на рис. 85.1). Почти все падение 
потенциала приходится на первые три участка разряда по катодное 
темное пространство включительно. Эту часть напряжения, при
ложенного к трубке, называют к а т о д н ы м  п а д е н и е м  
п о т е н ц и а л а . В  области тлеющего свечения потенциал не изме
няется — здесь напряженность поля равна нулю. Наконец, в фара- 
деевом темном пространстве и положительном столбе потенциал 
медленно растет. Такое распределение потенциала вызвано образо
ванием в области катодного темного пространства положительного 
пространственного заряда, обусловленного повышенной концен
трацией положительных ионов.

Основные процессы, необходимые для поддержания тлеющего 
разряда, происходят в его катодной части. Остальные части разряда 
не существенны, они могут даже отсутствовать (при малом рас
стоянии между электродами или при низком давлении). Основных 
процессов два — вторичная электронная эмиссия из катода, вызван
ная бомбардировкой его положительными ионами, и ударная иони
зация электронами молекул газа.

Положительные ноны, ускоренные катодным падением потен
циала, бомбардируют катод и выбивают из него электроны. В асто- 
новом темном пространстве эти электроны ускоряются электриче
ским полем. Приобретя достаточную энергию, они начинают воз
буждать молекулы газа, в результате чего возникает катодная све
тящ аяся пленка. Электроны, пролетевшие без столкновений -в 
область катодного темного пространства, имеют большую энергию, 
вследствие чего они чаще ионизируют молекулы, чем возбуждают 
(см. графики на рис. 83.1). Таким образом, интенсивность свечения 
газа уменьшается, но зато образуется много электронов и положи
тельных ионов. Образовавшиеся ионы вначале имеют очень малую 
скорость. Поэтому в катодном темном пространстве создается 
положительный пространственный заряд, что приводит к перерас
пределению потенциала вдоль трубки и к возникновению катодного 
падения потенциала.

Электроны, возникшие в катодном темном пространстве, про
никают в область тлеющего свечения, которая характеризуется 
высокой концентрацией электронов и положительных ионов и сум
марным пространственным зарядом, близким к нулю (плазма). 
Поэтому напряженность поля здесь очень мала. Благодаря высокой 
концентрации электронов и ионов в области тлеющего свечения 
идет интенсивный процесс рекомбинации, сопровождающийся из
лучением выделяющейся при этом энергии. Таким образом, тлею
щее свечение есть в основном свечение рекомбинации.

Из области тлеющего свечения в фарадеево темное пространство 
электроны и ионы проникают за счет диффузии (на границе между 
этими областями поле отсутствует, но зато имеется большой гра
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диент концентрации электронов и ионов). Вследствие меньшей 
концентрации заряженных частиц вероятность рекомбинации в 
фарадеевом темном пространстве сильно падает. Поэтому фара- 
деево пространство и кажется темным.

В фарадеевом темном пространстве уж е имеется поле. У влека
емые этим полем электроны постепенно накапливают энергию, так 
что в конце концов возникают условия, необходимые для суще
ствования плазмы. Положительный столб представляет собой газо
разрядную плазму. Он выполняет роль проводника, соединяющего 
анод с катодными частями разряда. Свечение положительного 
столба вызвано в основном переходами возбужденных молекул в 
основное состояние. Молекулы разных газов испускают при таких 
переходах излучение разной длины волны. Поэтому свечение 
положительного столба имеет характерный для каждого газа цвет. 
Это обстоятельство используется в газосветных трубках для изго
товления светящихся надписей и реклам. Эти надписи представляют 
собой не что иное, как положительный столб тлеющего разряда. 
Неоновые газоразрядные трубки дают красное свечение, аргоно
вые — синевато-зеленое и т. д.

Если постепенно уменьшать расстояние между электродами, 
катодная часть разряда остается без изменений, длина ж е положи
тельного столба уменьшается, пока этот столб не исчезает совсем. 
В дальнейшем исчезает фарадеево темное пространство и начинает 
сокращаться протяженность тлеющего свечения, причем положение 
границы этого свечения с катодным темным пространством остается 
неизменным. Когда расстояние анода до этой границы становится 
очень малым, разряд прекращается.

Если постепенно понижать давление, катодная часть разряда 
распространяется на все большую часть межэлектродного простран
ства, и в конце концов катодное темное пространство распростра
няется почти на весь сосуд. Свечение газа в этом случае перестает 
быть заметным, зато стенки трубки начинают светиться зеленова
тым свечением. Большинство электронов, выбитых из катода и уско
ренных катодным падением потенциала, долетает без столкновений 
с молекулами газа до стенок трубки и, ударяясь о них, вызывает 
свечение. По историческим причинам поток электронов, испускае
мый катодом газоразрядной трубки при очень низких давлениях, 
получил название к а т о д н ы х  л у ч е й .  Свечение, вызываемое 
бомбардировкой быстрыми электронами, называется к а т о д о- 
л ю м и н е с ц е н ц и е й .

Если в катоде газоразрядной трубки сделать узкий канал, 
часть положительных ионов проникает в пространство за катодом 
и образует резко ограниченный пучок ионов, называемый к а н а- 
л о в ы м и (или п о л о ж и т е л ь н ы м и )  л у ч а м и .  Именнс 
таким способом были впервые получены пучки положительных 
ионов.
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§ 86. Дуговой разряд

В 1802 г . В. В. Петров обнаружил, что при разведении первона
чально соприкасавшихся угольных электродов, подключенных к 
большой гальванической батарее, между электродами вспыхивает 
ослепительное свечение. При горизонтальном расположении элект
родов нагретый светящийся газ изгибается в виде дуги , в связи с 
чем открытое В. В. Петровым явление было названо э л е к т р и 
ч е с к о й  д у г о й .  Сила тока в дуге может достигать огром
ных значений (10а-М 04 А) при напряжении в несколько десятков 
вольт.

Дуговой разряд может протекать как при низком (порядка 
нескольких миллиметров ртутного столба), так и при высоком 
(до 1000 атм) давлении. Основными процессами, поддерживающими 
разряд, являются термоэлектронная эмиссия с раскаленной по
верхности катода и термическая ионизация молекул, обусловленная 
высокой температурой газа в межэлектродном промежутке. Почти 
все межэлектродное пространство заполнено высокотемпературной 
плазмой. Она служит проводником, по которому электроны, испу
щенные катодом, достигают анода. Температура плазмы составляет 
около 6000 К. В дуге сверхвысокого давления температура плазмы 
может достигать 10 000 К (напомним, что температура поверхности 
Солнца равна 5800 К). Вследствие бомбардировки положительными 
ионами катод раскаляется примерно до 3500 К- Анод, бомбарди
руемый мощным потоком электронов, разогревается еще больше.

Это приводит к тому, что анод интенсивно 
испаряется и на его поверхности образует
ся углубление — кратер. Кратер является 
самым ярким местом дуги.

Дуговой разряд обладает падающей вольт- 
амперной характеристикой (рис. 86.1). Это 
объясняется тем, что при увеличении силы 
тока возрастают термоэлектронная эмиссия 
с катода и степень ионизации газоразряд
ного промежутка. В результате сопротивле

ние этого промежутка уменьшается сильнее, чем возрастает 
ток.

Кроме описанной выше термоэлектронной дуги (т. е. разряда, 
обусловленного термоэлектронной эмиссией с раскаленной поверх
ности катода), бывает д у г а  с х о л о д н ы м  к а т о д о м .  
Катодом такой дуги служит обычно жидкая ртуть, налитая в баллон, 
из которого удален воздух. Разряд происходит в парах ртути. 
Электроны вылетают из катода за счет автоэлектронной эмиссии. 
Необходимое для этого сильное поле у поверхности катода созда
ется положительным пространственным зарядом, образованным 
ионами. Электроны испускаются не всей поверхностью катода,
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а небольшим ярко светящимся и непрерывно перемещающимся 
катодным пятном. Температура газа в этом случае невелика. Иони
зация молекул в плазме происходит, как и при тлеющем разряде, 
за счет электронных ударов.

§ 87. Искровой и коронный разряды

Искровой разряд возникает в тех случаях, когда напряжен
ность электрического поля достигает пробивного для данного газа 
значения £пр. Значение £ пр зависит от давления газа ; для воздуха 
при атмосферном давлении оно составляет около 3 МВ/м (30 кВ/см). 
С увеличением давления £ пр возрастает. Согласно эксперименталь
ному з а к о н у  П а ш е н а  отношение пробивной напряжен
ности поля к давлению приблизительно постоянно:

fnp
р const.

Искровой разряд сопровождается образованием ярко светяще
гося извилистого, разветвленного канала, по которому проходит 
кратковременный импульс тока большой силы. Примером может 
служить молния; длина ее бывает до 10 км, диаметр канала — 
до 40 си, сила тока может достигать 100 000 и более ампер, продол
жительность импульса составляет около 10-4 с. К аж дая молния 
состоит из нескольких (до 50) импульсов, следующих по одному

Г
Рис. 87.1.

и тому же каналу; их общая длительность (вместе с промежутками 
между импульсами) может достигать нескольких секунд. Темпера
тура газа в искровом канале бывает до 10 000 К. Быстрый сильный 
нагрев газа приводит к резкому повышению давления и возникно
вению ударных и звуковых волн. Поэтому искровой разряд сопро
вождается звуковыми явлениями — от слабого треска при искре 
малой мощности до раскатов грома, сопровождающих молнию.

Возникновению искры предшествует образование в газе сильно 
ионизированного канала, получившего название с т р и м е р а .  
Этот канал получается путем перекрытия отдельных электронных 
лавин, возникающих на пути искры. Родоначальником каждой 
лавины служит электрон, образующийся путем фотоионизации. 
Схема развития стримера показана на рис. 87.1. Пусть напряжен
ность поля такова, что электрон, вылетевший за счет какого-либо 
процесса из катода, приобретает на длине свободного пробега энер
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гию, достаточную для ионизации. Поэтому происходит размноже
ние электронов — возникает лавина (образующиеся при этом поло
жительные ионы не играют существенной роли вследствие гораздо 
меньшей подвижности; они лишь обусловливают пространственный 
заряд, вызывающий перераспределение потенциала). Коротко
волновое излучение, испускаемое атомом, у которого при иониза
ции был вырван один из внутренних электронов (это излучение 
показано на схеме волнистыми линиями), вызывает фотоионизацию 
молекул, причем образовавшиеся электроны порождают все новые 
лавины. После перекрывания лавин образуется хорошо проводя
щий канал — стример, по которому устремляется от катода к аноду 
мощный поток электронов — происходит пробой.

Если электроды имеют форму, при которой поле в межэлектрод- 
1юм пространстве приблизительно однородно (например, представ
ляют собой шары достаточно большого диаметра), то пробой воз
никает при вполне определенном напряжении £У„Р, значение кото
рого зависит от расстояния между шарами I (Ь'пр= £,пр/). На этом 
основан искровой вольтметр, с помощью которого измеряют высо
кое напряжение (103ч-105 В). При измерениях определяется наи
большее расстояние /тах, при котором возникает искра. Умножив 
затем Епр на /тах, получают значение измеряемого напряжения.

Если один из электродов (или оба) имеет очень большую кри
визну (например, электродом служит тонкая проволока или острие), 
то при не слишком большом напряжении возникает так называе
мый к о р о н н ы й  р а з р я д .  При у в е л и ч е н и и  н а п р я ж е н и я  
этот разряд переходит в искровой или дуговой.

При коронном разряде ионизация и возбуждение молекул 
происходят не во всем межэлектродном пространстве, а лишь вблизи 
электрода с малым радиусом кривизны, где напряженность поля 
достигает значений, равных или превышающих Е„р. В этой части 
разряда газ светится. Свечение имеет вид короны, окружающей 
электрод, чем и вызвано название этого вида разряда. Коронный 
разряд с острия имеет вид светящейся кисти, в связи с чем его 
иногда называют к и с т е в ы м  р а з р я д о м .  В зависимости 
от знака коронирующего электрода говорят о положительной 
или отрицательной коронах. Между коронирующим слоем и неко- 
ронирующим электродом расположена в н е ш н я я  о б л а с т ь  
к о р о н ы .  Режим пробоя (£ ^ £ пр) существует только в пределах 
коронирующего слоя. Поэтому можно сказать, что коронный раз
ряд представляет собой неполный пробой газового промежутка.

В случае отрицательной короны явления на катоде сходны с явле
ниями на катоде тлеющего разряда. Ускоренные полем положитель
ные ионы выбивают из катода электроны, которые вызывают иони
зацию и возбуждение молекул в коронирующем слое. Во внешней 
области короны поле недостаточно для того, чтобы сообщить элек
тронам энергию, необходимую для ионизации или возбуждения
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молекул. Поэтому проникшие в эту область электроны дрейфуют 
под действием поля к аноду. Часть электронов захватывается моле
кулами, вследствие чего образуются отрицательные ионы. Таким 
образом, ток во внешней области обусловливается только отрица
тельными носителями— электронами и отрицательными ионами. 
В этой области разряд имеет несамостоятельный характер.

В положительной короне электронные лавины зарождаются 
у  внешней границы короны и устремляются к коронирующему 
электроду — аноду. Возникновение электронов, порождающих ла
вины, обусловлено фотоионизацией, вызванной излучением коро- 
нирующего слоя. Носителями тока во внешней области короны 
служ ат положительные ионы, которые дрейфуют под действием 
поля к катоду.

Если оба электрода имеют большую кривизну (два коропирую- 
щих электрода), вблизи каждого из них протекают процессы, при
сущие коронирующему электроду данного знака. Оба коронирую- 
щих слоя разделяются внешней областью, в которой движутся 
встречные потоки положительных и отрицательных носителей 
тока. Такая корона называется двуполярной.

Упоминавшийся в § 82 при рассмотрении счетчиков самостоя
тельный газовый разряд представляет собой коронный разряд.

Толщина коронирующего слоя и сила разрядного тока растут 
с увеличением напряжения. При небольшом напряжении размеры 
короны малы и ее свечение незаметно. Такая микроскопическая 
корона возникает вблизи острия, с которого стекает электрический 
ветер (см. §24 ).

Корона, появляющаяся под действием атмосферного электри
чества на верхуш ках корабельных мачт, деревьев и т. п., получила 
в старину название огней святого Эльма.

В высоковольтных устройствах, в частности в линиях высоко
вольтных передач, коронный разряд приводит к вредным утечкам 
тока. Поэтому приходится принимать меры для его предотвращения. 
С этой целью, например, провода высоковольтных линий берут 
достаточно большого диаметра, тем большего, чем выше напряже
ние линии.

Полезное применение в технике коронный разряд нашел в 
электрофильтрах. Очищаемый газ движется в трубе, по оси которой 
расположен отрицательный коронирующий электрод. Отрицатель
ные ионы, имеющиеся в большом количестве во внешней области 
короны, оседают на загрязняющих газ частицах или капельках и 
увлекаются вместе с ними к внешнему некоронирующему элект
роду. Достигнув этого электрода, частицы нейтрализуются и осе
дают на нем. Впоследствии при ударах по трубе осадок, образован
ный уловленными частицами, осыпается в сборник.

9 и. В. Савельев, т. 2



Г Л А В А  XIII

ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ КОЛЕБАНИЯ 

§ 88. Квазистационарные токи

При рассмотрении электрических колебаний приходится иметь 
дело с токами, изменяющимися со временем. Закон Ома и вытекаю
щие из него правила Кирхгофа были установлены для постоянного 
тока. Однако они остаются справедливыми и для мгновенных зна
чении изменяющихся тока и напряжения, если только их изменения 
происходят не слишком быстро. Электромагнитные возмущения 
распространяются по цепи с огромной скоростью, равной скорости 
света с. Пусть длина цепи равна /. Если за время т=//с, необхо
димое для передачи возмущения в самую отдаленную точку цепи, 
сила тока изменяется незначительно, то мгновенные значення 
силы  тока во всех сечениях цепи будут практически одинаковыми. 
Токи, удовлетворяющие такому условию, называются к в а з и- 
с т а ц и о  п а р н ы м и .  Д ля периодически изменяющихся токов 
условие квазистационарности имеет вид

где Т  — период изменений.
Д ля цепи длиной 3 м запаздывание т = 10- 8 с. Таким образом, 

вплоть до Т  порядка 1СГ6 с (что соответствует частоте 106 Гц) токи 
в такой цепи можно считать квазистационарными. Ток промышлен
ной частоты (v= 50 Гц) квазистационарен для цепей длиной до 
~  100 км.

Мгновенные значения квазистационарных токов подчиняются 
закону Ома. Следовательно, для них справедливы и правила Кирх
гофа.

В дальнейшем при изучении электрических колебании мы 
всегда будем предполагать, что рассматриваемые нами токи ква- 
зистацнонарны.
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§ 89. Свободные колебания в контуре 
без активного сопротивления

В цепи, содержащей индуктивность и емкость, могут возникать 
электрические колебания. Поэтому такая цепь называется к о л е- 
б а т е л ь н ы м  к о н т у р о м .  На рис. 89.1, а  изображены 
последовательные стадии колебательного процесса в идеализиро
ванном контуре, не обладающем активным сопротивлением.

Колебания в контуре можно вызвать, либо сообщив обкладкам 
конденсатора некоторый начальный заряд, либо возбудив в индук
тивности ток (например, путем выключения внешнего магнитного 
поля, пронизывавшего витки катуш ки). Воспользуемся первым

Стадии: 1 2 3  4 5
Т I

Рис. 89.1.

способом. Присоединим отключенный от индуктивности конденса
тор к источнику напряжения. Это приведет к возникновению на 
обкладках разноименных зарядов -\-q и —q (стадия 1). Между 
обкладками возникнет электрическое поле, энергия которого равна 
Vi (q2IC) (см. формулу (29.2)). Если затем отключить источник 
напряжения и замкнуть конденсатор на индуктивность, емкость 
начнет разряжаться и в контуре потечет ток. В результате энергия 
электрического поля будет уменьшаться, но зато возникнет все 
возрастающая энергия магнитного поля, обусловленного током, 
текущим через индуктивность. Эта энергия равна V2 L I 2 (см. фор
мулу (67.4)).

Поскольку активное сопротивление контура равно нулю, пол
ная энергия, слагающаяся из энергйй электрического и магнитного 
полей, не расходуется на нагревание проводов и будет оставаться 
постоянной J). Поэтому в момент, когда напряжение на конденса

*) Строго говоря, в таком идеализированном контуре происходила Си потеря 
энергии на излучение электромагнитных волн. Эта потеря тем значительнее, чем 
больше частота колебаний и чем более «открыт» контур.

9*
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торе, а следовательно, и энергия электрического поля обращаются 
в нуль, энергия магнитного поля, а значит, и ток достигают наиболь
шего значения (стадия 2\ начиная с этого момента ток течет за счет 
э. д. с. самоиндукции). В дальнейшем ток уменьшается, и, когда 
заряды на обкладках достигнут первоначального значения q, 
сила тока станет равной нулю (стадия 3). Затем те ж е процессы 
протекают в обратном направлении (стадии 4  и 5), после чего система 
приходит в исходное состояние (стадия 5) и весь цикл повторяется 
снова и снова. В ходе процесса периодически изменяются (т. е. ко
леблются) заряд на обкладках, напряжение на конденсаторе и сила 
тока, текущего через индуктивность. Колебания сопровождаются 
взаимными превращениями энергий электрического и магнитного 
полей.

На рис. 89.1, б колебаниям в контуре сопоставлены колебания 
пружинного маятника. Сообщению зарядов обкладкам конденса
тора соответствует выведение маятника внешней силой из положения 
равновесия и сообщение ему первоначального отклонения х . При 
этом возникает потенциальная энергия упругой деформации пру
жины, равная У±kx2. Стадии 2 соответствует прохождение маятника 
через положение равновесия. В этот момент квазиупругая сила 
равна нулю и маятник продолжает двигаться по инерции. К этому 
времени энергия маятника полностью переходит в кинетическую 
и определяется выражением Угтх*. Сопоставление дальнейших 
стадий предоставляем читателю.

Из сопоставления электрических и механических колебаний 
следует, что энергия электрического поля Уг (q^/C) аналогична 
потенциальной энергии упругой деформации, а энергия магнитного 
поля УгЫ* аналогична кинетической энергии. Индуктивность L 
играет роль массы т ,  величина, обратная емкости (1/С) ,— роль 
жесткости k. Наконец, заряду q соответствует смещение маятника 
из положения равновесия х , а силе тока I= q  — скорость х . Ниже 
мы увидим, что аналогия между электрическими и механическими 
колебаниями распространяется и на описывающие их математиче
ские уравнения.

Найдем уравнение колебаний в контуре без активного сопро
тивления. Условимся считать положительным ток, заряжающий 
конденсатор ]) (рис. 89.2). Тогда

(89.1)

Напишем для цепи 1—3—2  выражение закона Ома
IR  =  (pi — qp2 +  <£i2 (89.2)

’ ) При таком выборе направления тока аналогия м еж ду электрическими и 
механическими колебаниями оказывается более полной — скорости х соответст
вует  q (при ином выборе скорости х соответствует —q).
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(см. (35.3)). В нашем случае R = О, <pt—ср2= —q/C, £ i 2= £ s=  
= —L(d l/dt). Подстановка этих значений в (89.2) дает

О= —q/C—L (di/di). (89.3)

Наконец, заменив dl/dt через q (см. (89.1)), получим уравнение

q +  ± q  =  0 . (89.4) 

Если ввести обозначение

<89-5)
уравнение (89.4) принимает вид

q +  a lq  =  0 , (89.6)

хорошо знакомый нам из учения о механических колебаниях (см. 
формулу (53.1) 1-го тома). Решением этого q
уравнения является функция 4^ j |_̂

q = q mcos,(a>0t+ a ) .  (89.7) 2 \ \ Т

Таким образом, заряд на обкладках конден- 1 *  
сатора изменяется по гармоническому зако
ну с частотой, определяемой выражением
(89.5). Эта частота называется с о б с т в е н -  I
н о й  ч а с т о т о й  к о н т у р а  (она соот- Рис. 89.2.
ветствует собственной частоте гармонического 
осциллятора). Д ля периода колебаний получается так называемая 
ф о р м у л а  Т о м с о н а :

Г  =  2 я ]/ Т С . (89.8)

Напряжение на конденсаторе отличается от заряда множите
лем 1/С:

U =  ̂  cos (co0t - f  а )  =  U т  cos (м0£ - f  а ) . (89.9)

Продифференцировав функцию (89.7) по времени, получим 
выражение для силы тока

I  =  — a 0qm sin (со0t +  а )  =  I m cos ( a 0t +  а  +  . (89.10)

Таким образом, сила тока опережает по фазе напряжение на кон
денсаторе на п/2.

Сопоставление формул (89.7) и (89.9) с формулой (89.10) пока
зывает, что в момент, когда ток достигает наибольшего значения, 
заряд и напряжение обращаются в нуль, и наоборот. Это соотно
шение между зарядом и током мы уж е установили ранее, основываясь 
на энергетических соображениях.
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Из формул (89.9) и (89.10) следует, что

В зяв отношение этих амплитуд и заменив со0 по формуле (89.5), 
получим

(89.11)

Эту формулу можно получить такж е, исходя из того, что наиболь
шее значение энергии электрического поля 1А С11гт  должно быть 
равно наибольшему значению энергии магнитного поля

§ 90. Свободные затухающие колебания

Всякий реальный контур обладает активным сопротивлением. 
Энергия, запасенная в контуре, постепенно расходуется в этом 
сопротивлении на нагревание, вследствие чего свободные колебания 

затухают. Уравнение (89.2), написанное для 
цепи 1 — 3 — 2, изображенной на рис. 90.1, 
имеет вид

, R .— £ - z . £  (9 0 .1 )

(ср. с (89.3)). Разделив это уравнение на L 
и заменив / через q, a d lld t  через q, полу
чим

Рис. 90.1. -q + * . ' q + ^ s q  =  о. (90.2)

Приняв во внимание, что величина, обратная LC, равна ква
драту собственной частоты контура со0 (см. формулу (89.5)), и 
введя обозначение

p=tf/2L, (90.3)

уравнению (90.2) можно придать вид

q +  2$q =  0 . (90.4)

Последнее уравнение совпадает с дифференциальным уравнением 
затухающих механических колебаний (см. формулу (58.1) 1-го 
тома).

При условии, что Р2 <  со̂ , т . е. R 2/4L? <  1/LC, решение урав
нения (90.4) имеет вид

q =  qmae~sit cos (a t  +  а), (90.5)

С
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<й

где oi =  j/co^—р2. Подставив значение (89.5) для (о0 и (90.3) для р, 
найдем, что

-  / т з Н г т  • <S0'6>
Таким образом, частота затухающих колебаний (о меньше собствен
ной частоты и 0. При R = 0 выражение (90.6) переходит в (89.5).

Разделив функцию (90.5) на емкость С, получим напряжение 
на конденсаторе:

U =  cos (м/ +  а) =  1 ^ - “' cos (ort +  а). (90.7)

Чтобы найти силу тока, продифференцируем (90.5) по времени:

I = q = q rnoe ~&t[— Р cos (art +  a) — a> sin (art +  a)].
Умножив правую часть этой формулы на равное единице выражение 
М„IV Ь)2 +  Ра| получим

I =  (o0flmne-P' Г— ■ .. - cos(t»rt +  a ) ------■/. м — -  sin (art+  a ) l .
Vm0 [  Кш2+Р2 y V + p -  .

Введя угол г]), определяемый условиями
. в В . . cos-vp ---------______= ------sin г|з =  -

} / й ) 2+ Р 2 “ о \г С0ч-  +  р 3 « О  ’

можно написать
/ =  <о(|? 1,ое-0'соз(«>* +  а  +  г|>). (90.8)

Поскольку cos ф < ; 0, а sin г|з >  0, значение ^  заключено в пре
делах от я/2 до л (я/2 <  г|з <  я )- Таким образом, при наличии в 
контуре активного сопротивления сила тока опережает по фазе 
напряжение на конденсаторе более чем на я/2 (при R = 0 опережение 
составляет л /2).

График функции (90.5) изображен на рис. 90.2. Графики для 
напряжения и силы тока имеют аналогичный вид.

Затухание колебаний принято характеризовать л о г а р и ф 
м и ч е с к и м  д е к р е м е н т о м  з а т у х а н и я

j - = i" w r W = i i7- <90-9>
(см. формулу (58.9) 1-го тома). Здесь a ( t )  — амплитуда соответ
ствующей величины (q, U или /). Напомним, что логарифмический 
декремент затухания обратен числу колебаний Ne, совершаемых 
за время, в течение которого амплитуда уменьшается в е раз:

Я = 1  jN t .
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Подставив в (90.9) значение (90.3) для р и заменив Т  через 
2 jt/cd, получим для Я следующее выражение:

л R 2л  _n R
2 L ИГ Тш ‘ (90.10)

Частота <о, а следовательно, и X определяются параметрами кон
тура L , С  и R . Таким образом, логарифмический декремент зату

хания является характеристикой кон
тура.

Если затухание невелико 
можно положить в (90.10) со «  ш0 =  
=  \ jV L C . Тогда

Яr Y lc  у  с (90.11)

контур часто ха- 
д о б р о т н о с т ь ю

Колебательный 
рактеризуют его 

Q, которая определяется как  величина, обратно пропорциональная 
логарифмическому декременту затухания:

Q =  iL =  xt/Ve. (90.12)

Из (90.12) следует, что добротность контура тем выше, чем большее 
число колебаний успевает совершиться прежде, чем амплитуда 
уменьшится в е раз.

В случае слабого затухания

(90.13) 
(см. (90.11)).

В § 58 1-го тома было показано, что при слабом затухании 
добротность механической колебательной системы с точностью 
до множителя 2п  равна отношению энергии, запасенной в системе 
в данный момент, к убыли этой энергии за один период колебаний. 
Покажем, что это справедливо и для электрических колебаний. 
Амплитуда силы тока в контуре убывает по закону е ~ Энергия W , 
запасенная в контуре, пропорциональна квадрату амплитуды силы 
тока (или квадрату амплитуды напряжения на конденсаторе); 
следовательно, W убывает по закону Относительное умень
шение энергии за период равно

-ДЦ7 _ W ( t ) - W { t + T )  1- е- * т  , _2Х 
W W (/) 1 1 е .

При незначительном затухании (т. е. при условии, что А<5;1) можно 
приближенно положить равным 1—2Х:

W Л — (1~ 2Х ) =  2К.
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Наконец, заменив в этом выражении X через добротнссгь контура Q 
в соответствии с формулой (90.12) и решив полученное уравнение 
относительно Q, получим

Q =  2 n ^ r .  (90.14)

В заключение отметим, что при R 2I4L2 ^  1ILC, т. е. при Р2 ^  
>  вместо колебаний происходит апериодический разряд кон
денсатора. Сопротивление контура, при котором колебательный 
процесс переходит в апериодический, называется к р и т и ч е 
с к и м .  Значение критического сопротивления R k определяется 
условием Rl/4L?=\/LC, откуда

Я к =  2 у Т / С . (90.15)

§9 1 . Вынужденные электрические колебания

Чтобы вызвать вынужденные колебания, нужно оказывать 
на систему внешнее периодически изменяющееся воздействие. 
В случае электрических колебаний это 
можно осуществить, если включить по
следовательно с элементами контура 
переменную э. д. с. или, разорвав кон
тур, подать на образовавшиеся контакты 
п ерем енное н ап р яж ен и е

U = Umcosa>t  (91.1) Рис. 91.1.

(рис. 91.1). Это напряжение нужно прибавить к э. д. с. самоиндук
ции. В результате формула (90.1) примет вид

IR =  - ± - L ^ .  +  U mc o s a t .  (91.2)

Произведя преобразования, получим уравнение

q-{-2$q-\- a lq  =  ~  c o s a t .  (91.3)

Здесь (о2 и р определяются формулами (89.5) и (90.3).
Уравнение (91.3) совпадает с дифференциальным уравнением 

вынужденных механических колебаний (см. формулу (60.1) 1-го 
тома). Частное решение этого уравнения имеет вид

q= qmcos (oit—xp), (91.4)
где

]/((о§—ш2)а +  4Р2со2’ Шо-0)3



(см. формулу (60.9) 1-го тома). Подстановка значений (оЦ и р дает

^  У А1--| ( a t - 1 /ыС)' ’  9̂ 1 ' 5^

Ъ * = ш ! Г = а : -  <91-6)
Общее решение получится, если к частному решению (91.4) при

бавить общее решение соответствующего однородного уравнения. 
Это решение было получено в предыдущем параграфе (см. формулу
(90.5)); оно содержит экспоненциальный множитель е~$‘, поэтому 
по прошествии достаточного времени становится очень малым и им 
можно пренебречь. Следовательно, установившиеся вынужденные 
колебания описываются функцией (91.4).

Продифференцировав выражение (91.4) по /, найдем силу тока 
в контуре при установившихся колебаниях:

/ = — c o u sin  ( a t — i|;)=/mcos (м21— ^:+л/2)

(/m=(o<7m). Запишем это выражение в виде *)
I = I mcos(a>t—<р), (91.7)

где (р=г[? — я/2 есть сдвиг по фазе между током и приложенным 
напряжением (см. (91.1)). В соответствии с (91.6)

tgq.- % (*- § ) = — <ш-8>
Из этой формулы следует, что ток отстает по фазе от напряже
ния (ф >  0) в том случае, когда соL >  1/аС, и опережает напряже
ние (ф <  0) при условии, что а>Ь <  1/соС. Согласно (91.5)

/ -  Um —  - (91.9)
m >^/?3+(coZ.—1/шС}2 •

Представим соотношение (91.2) в виде

IR  +  ±  +  L ^ f  =  U mcos«>t. (91.10)

Произведение IR  равно напряжению U% на активном сопротивле
нии, q!C  есть напряжение на конденсаторе Uc , выражение L (dl/dt) 
определяет напряжение на индуктивности UL. С учетом этого 
можно написать

UR +  Uc +  U L=  U mcosa>t. (91.11)
Таким образом, сумма напряжений на отдельных элементах кон
тура равна в каждый момент времени напряжению, приложенному 
извне (см. рис. 91.1).
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3) До конца этой главы мы не встретимся с понятием потенциала. Поэтому 
обозначение фазового угла буквой (р не сможет привести к  недоразумениям.
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В соответствии с (91.7)
UR = R I mc o s ( a t - y ) . (91.12)

Разделив выражение (91.4) на емкость, получим напряжение на 
конденсаторе

(см. (91.9)). Умножив производную функции (91.7) на L, получим 
напряжение на индуктивности:

Сопоставление формул (91.7), (91.12), (91.13) и (91.15) пока
зывает, что напряжение на емкости отстает по фазе от силы тока 
на л/2, а напряжение на индуктивности опережает ток на я/2. 
Напряжение на активном сопротивлении изменяется в фазе с током. 
Фазовые соотношения можно представить очень наглядно с помощью 
векторной диаграммы (см. § 55 1-го тома). Напомним, что гармони
ческое колебание (или гармоническую функцию) можно задать 
с помощью вектора, длина которого равна амплитуде колебания, 
а направление вектора образует с некоторой осью угол, равный 
начальной фазе колебания. Возьмем в качестве прямой, от которой 
отсчитывается начальная фаза, ось токов. Тогда получается диа
грамма, изображенная на рис. 91.2. Согласно (91.11) три функ
ции UR, Uc и UL в сумме должны быть равны приложенному 
напряжению U. В соответствии с этим напряжение U изображается 
на диаграмме вектором, равным сумме векторов UR, Ос и U L. 
Заметим, что из прямоугольного треугольника, образованного на 
диаграмме векторами 11,11% и разностью UL — Uc , легко полу
чить формулу (91.9).

Резонансная частота для заряда q и напряжения на конденса
торе Uс равна _______

(см. формулу (60.17) 1-го тома).
Резонансные кривые для U c изображены на рис. 91.3 (резонанс

ные кривые для q имеют такой же вид). Они сходны с резонансными 
кривыми, получающимися для механических колебаний (см. рис. 
60.3 1-го тома). При co-v 0 резонансные кривые сходятся в одной

Uс =  cos (wf — гр) =  U Cmcos ( a t  — tp— . (91.13)

Здесь

UL -  L £  =  -  coLIm sin И  — Ф) =  ULm cos ( a t - y  +  ^ y  (91.15)

Здесь
(91.16)

рез ®[/реэ
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точке с ординатой U Cm= ^m  — напряжению, возникающему 
на конденсаторе при подключении его к источнику постоянного 
напряжения U m. Максимум при резонансе получается тем выше 
и острее, чем меньше $= R /2L , т. е. чем меньше активное сопро
тивление и больше индуктивность контура.

Резонансные кривые для силы тока изображены на рис. 91.4. 
Они соответствуют резонансным кривым для скорости при механи
ческих колебаниях. Амплитуда си
лы тока имеет максимальное зна
чение при (о L — 1/соС =  0 (см.
91.9)). Следовательно, резонансная

I

№ -£ с)г*
ц  Ось т мае

Рис. 91.2 .

частота для силы тока совпадает с собственной частотой кон
тура со0:

1
ио:^/реэ (91.18)

Отрезок, отсекаемый резонансными кривыми на оси 1т , равен 
нулю — при постоянном напряжении установившийся ток в цепи 
с конденсатором течь не может.

При малом затухании (при |32<̂ соо) резонансную частоту для 
напряжения можно положить равной со0 (см. (91.17)). Соответ
ственно можно считать, что соpe3L — 1/©резС «  0. Согласно фор
муле (91.14) отношение амплитуды напряжения на конденсаторе 
при резонансе £/Стрез к амплитуде внешнего напряжения U m 
будет в этом случае равно

u CmW3_  1 V~LС 1 , / Т Г
и„ ' со.,СR ' CR R Y t t - Q (91.19)

(мы положили в (91.14) co=cof/pea=co0), Здесь Q — добротность 
контура (см. 90.13)). Таким образом, добротность контура пока
зывает, во сколько раз напряжение на конденсаторе может превы
сить приложенное напряжение.

Добротность контура определяет также остроту резонансных 
кривых. На рис. 91.5 показана одна пз резонансных кривых для
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силы тока в контуре. По вертикальной оси отложены не значения /т , 
соответствующие данной частоте, а отношение /т  к /,аре3 (т. е. к /„, 
при резонансе). Рассмотрим ширину кривой Аш, взятую на высоте 
0,7 (отношению амплитуд токов, равному 0,7, соответствует отно
шение мощностей, равное 0,72 ж  0,5). Можно показать, что отно
шение этой ширины к резонансной частоте равно величине, обратной 
добротности контура:

-^ 1  =  - ^ .  (91.20)
щ Q к ’

Напомним, что формулы (91.19) и (91.20) верны лишь при боль
ших значениях Q, т. е. в случае когда затухание свободных коле
баний в контуре мало.

Явление резонанса используется для выделения из сложного 
напряжения нужной составляющей. Пусть напряжение, приложен
ное к контуру, равно

U = U mi cos (co ^ + a^ -f C/m2cos(£o2H -a 2)-(-...

Настроив контур на одну из частот coj, со2 и т. д. (т. е. подобрав 
соответствующим образом его параметры С и L), можно получить 
на конденсаторе напряжение, в Q раз превышающее значение дан
ной составляющей, в то время как  напряжение, создаваемое на 
конденсаторе другими составляющими, будет слабым. Такой про
цесс осуществляется, например, при настройке радиоприемника 
на нужную длину волны.



§ 92, Переменный ток

Описанные в предыдущем параграфе установившиеся вынужден
ные колебания можно рассматривать как  протекание в цепи, обла
дающей емкостью, индуктивностью и активным сопротивлением, 
переменного тока, обусловленного переменным напряжением

U = U mcos<i)t. (92.1)

Согласно формулам (91.7), (91.8) и (91.9) этот ток изменяется по 
закону

I = I mcos(<ot—ф). (92.2)

Амплитуда тока определяется амплитудой напряжения U m, пара
метрами цепи С, L , R  и частотой со:

- Um (92.3)
“  У  tfa+((oZ.— 1/шС)2

Ток отстает по фазе от напряжения на угол <р, который зависит 
от параметров цепи и частоты:

, tg<p =  mL~ 1/mC. (92.4)

В случае, когда ср <  0, ток фактически опережает напряжение. 
Стоящее в знаменателе формулы (92.3) выражение

Z =  V  R 2-\- (coL — 1 /соС)2 (92.5)

называется п о л н ы м  э л е к т р и ч е с к и м  с о п р о т и в 
л е н и е м  или и м п е д а н с о м .

Если цепь состоит из одного лишь активного сопротивления R , 
уравнение закона Ома имеет вид

1R  =  U т  cos a t .
Отсюда следует, что ток в этом случае изменяется в фазе с напря
жением, а амплитуда силы тока равна

I . Um
R '

Сравнение этого выражения с (92.3) показывает, что замена кон
денсатора закороченным участком цепи означает переход не к С = 0, 
а к  С=оо.

В сякая реальная цепь обладает конечными R , L и С. В отдель
ных случаях некоторые из этих параметров бывают таковы, что 
их влиянием на ток можно пренебречь. Допустим, что R  цепи 
можно положить равным нулю, а С — равным бесконечности. 
Тогда из формул (92.3) и (92.4) следует, что

1 . = - ж  ■ <92 6>
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a tg ф=оо (соответственно ф=я/2). Величину
X L =  a L  (92.7)

называют р е а к т и в н ы м  и н д у к т и в н ы м  с о п р о т и в 
л е н и е м  или просто и н д у к т и в н ы м  с о п р о т и в л е 
н и е м  цепи. Если L  выразить в генри, а со — в с -1 , то X L будет 
выражено в омах. Из (92.7) следует, что индуктивное сопротивление 
растет с частотой со. Постоянному току (со=0) индуктивность не 
оказывает сопротивления.

Ток в индуктивности отстает от напряжения на я/2. Соответ
ственно напряжение на индуктивности опережает ток на я/2 (см. 
рис. 91.2).

Теперь допустим, что можно положить равными нулю R  и L . 
Тогда согласно формулам (92.3) и (92.4)

' . = т -  <92-8>

tg ф=—°о (т. е. ф=—я/2). Величину

* С  =  -НГ <92-9)

называют р е а к т и в н ы м  е м к о с т н ы м  с о п р о т и в л е 
н и е м  или просто е м к о с т н ы м  с о п р о т и в л е н и е м .  
Если С выразить в фарадах, а со — в с -1 , то Х с будет выражено 
в омах. Из (92.9) следует, что емкостное сопротивление убызает 
с частотой. Д ля постоянного тока Х с =оо  — постоянный ток 
через конденсатор течь не может. Поскольку ф=—я/2, ток, теку
щий через конденсатор, опережает напряжение на я/2. Соответ
ственно напряжение на конденсаторе отстает от тока на я/2 (см. 
рис. 91.2).

Наконец, допустим, что можно положить R  равным нулю. В этом 
случае формула (92.3) переходит в

и - W  <92Л 0>
Величина

X ^ w L - - ^ = X L- X c (92.11)

называется р е а к т и в н ы м  с о п р о т и в л е н и е м  или р е- 
а к т а н с о м.

Формулы (92.4) и (92.5) можно представить в виде

tg<P =  4 «  Z =  Y r *+ X * .
Таким образом, если значения сопротивлений R  и X  отложить 
вдоль катетов треугольника, то длина гипотенузы будет численно 
равна Z (см. рис. 91.2).
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Найдем мощность, выделяемую в цепи переменного тока. Мгно
венное значение мощности равно произведению мгновенных значе
ний напряжения и силы тока:

Р  {t)= U  (t)I ( f )= U mcos mt ■ /mcos (cot—ф). (92.12)

Воспользовавшись формулой

cos a  cos p =  -i- cos ( a — p) +  - jC o s (a  4 -p),

выражению (92.12) можно придать вид

Р  (0  =  Т  U J m  cos ф +  -J- UmIm COS (2<й* - ф ) . (92.13)

Практический интерес представляет среднее по времени значе
ние P (t ) ,  которое мы обозначим просто Р .  Так как  среднее значе
ние cos {2 a t  — ф) равно нулю,

(92.14)

Из (92.13) следует, что мгновенная мощность колеблется около 
среднего значения с частотой, в два раза превышающей частоту

тока (рис. 92.1).
В соответствии с формулой 

(92.4)
Л _______  Я

Z '
c o s  ф = V R2+(aL— 1/соС)2

(92.15)
Подставив это значение cos ф в 
формулу (92.14) и учтя, что 
Um/Z = Im, получим

р _ i\im
Г  ~~ 2 * (92.16)

Такую же мощность развивает постоянный ток, сила которого 
равна

/ =  ^ (92. 17)

Величина (92.17) называется д е й с т в у ю щ и м  (или э ф ф е к- 
т и в н ы м )  з н а ч е н и е м  с и л ы  т о к а .  Аналогично величина

у “ р !  <92-18)

называется д е й с т в у ю щ и м  з н а ч е н и е м  н а п р я ж е -  
и и я.
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Выражение средней мощности через действующие значения силы 
тока и напряжения имеет вид

P = U I  cos ф. (92.19)

Входящий в это выражение множитель cos ф называют к о э ф 
ф и ц и е н т о м  м о щ н о с т и .  В технике стремятся сделать 
cos ф как  можно большим. При малом cos ф для выделения в цепи 
необходимой мощности нужно пропускать ток большей силы, что 
приводит к возрастанию потерь в подводящих проводах.



Ч А С Т Ь  2 

В О Л Н Ы

Г Л А В А  XIV

УПРУГИЕ ВОЛНЫ

§ 93. Распространение волн в упругой среде

Если в каком-либо месте упругой (твердой, жидкой или газо
образной) среды возбудить колебания ее частиц, то вследствие 
взаимодействия между частицами это колебание будет распростра
няться в среде от частицы к частице с некоторой скоростью v. Про
цесс распространения колебаний в пространстве называется в о д 
н о  и.

Частицы среды, в которой распространяется волна, не вовле
каются волной в поступательное движение, они лишь совершают 
колебания около своих положений равновесия. В зависимости 
от направления колебаний частиц по отношению к направлению, 
в котором распространяется волна, различают п р о д о л ь н ы е  
и п о п е р е ч н ы е  волны. В продольной волне частицы среды 
колеблются вдоль направления распространения волны. В попереч
ной волне частицы среды колеблются в направлениях, перпендику
лярных к направлению распространения волны. Упругие попереч
ные волны могут возникнуть лишь в среде, обладающей сопротивле
нием сдвигу. Поэтому в жидкой и газообразной средах возможно 
возникновение только продольных волн. В твердой среде воз
можно возникновение как  продольных, так и поперечных волн.

На рис. 93.1 показано движение частиц при распространении 
в среде поперечной волны. Номерами 1 , 2  и т. д. обозначены ча
стицы, отстоящие друг от друга на расстояние, равное 1/i vT, т. е. на 
расстояние, проходимое волной за четверть периода колебаний, 
совершаемых частицами. В момент времени, принятый за нулевой, 
волна, распространяясь вдоль оси слева направо, достигла ча
стицы 1, вследствие чего частица начала смещаться из положения 
равновесия вверх, увлекая за собой следующие частицы. Спустя 
четверть периода частица 1 достигает крайнего верхнего положения; 
одновременно начинает смещаться из положения равновесия ча
стица 2. По прошествии еще четверти периода первая частица будет 
проходить положение равновесия, двигаясь в направлении сверху
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вниз, вторая частица достигнет крайнего верхнего положения, 
а третья частица начнет смещаться вверх из положения равновесия. 
В момент времени, равный Т, первая частица закончит полный 
цикл колебания и будет находиться в таком ж е состоянии движе
ния, к ак  и в начальный момент. Волна к моменту времени Т, прой
дя путь vT, достигнет частицы 5.

| 3 Л

На рис. 93.2 показано движение частиц при распространении 
в среде продольной волны. Все рассуждения, касающиеся поведе
ния частиц в поперечной волне, могут быть отнесены и к данному 
случаю с заменой смещений вверх и вниз смещениями вправо и

1 2 3 4 5
О-----т>>‘ * ■ ■ 1 т . .-«■■■« > д>

■I1 '

ь -

-Н:

■ X

--------vT—
Рис. 93.2.

влево. Из рисунка видно, что при распространении продольной 
волны в среде создаются чередующиеся сгущения и разрежения 
частиц (места сгущения частиц обведены на рисунке пунктиром), 
перемещающиеся в  направлении распространения волны со ско
ростью V.
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На рис. 93.1 и 93.2 показаны колебания частиц, положения 
равновесия которых лежат на оси х. В действительности колеблются 
не только частицы, расположенные вдоль оси х, а совокупность 
частиц, заключенных в некотором объеме. Распространяясь от 
источника колебаний, волновой процесс охватывает все новые и 
новые части пространства. Геометрическое место точек, до которых 
доходят колебания к моменту времени t, называется ф р о н т о м  
в о л н ы  (или в о л н о в ы м  ф р о н т о м ) .  Фронт волны пред
ставляет собой ту  поверхность, которая отделяет часть простран
ства, уж е вовлеченную в волновой процесс, от области, в которой 
колебания еще не возникли.

Геометрическое место точек, колеблющихся в одинаковой фазе, 
называется в о л н о в о й  п о в е р х н о с т ь ю .  Волновую по

верхность можно провести че
рез любую точку пространства, 
охваченного волновым процес
сом. Следовательно, волновых 
поверхностей существует беско
нечное множество, в то время 
как волновой фронт каждый мо- 

Рис. 93.3. мент времени только один. Вол
новые поверхности остаются не

подвижными (они проходят через положения равновесия частиц, 
колеблющихся в одинаковой фазе). Волновой фронт все время пе
ремещается.

Волновые поверхности могут быть любой формы. В простейших 
случаях они имеют форму плоскости или сферы. Соответственно 
волна в этих случаях называется п л о с к о й  или с ф е р и ч е 
с к о й .  В плоской волне волновые поверхности представляют 
собой множество параллельных друг другу плоскостей, в сфериче
ской волне — множество концентрических сфер.

Пусть плоская волна распространяется вдоль оси х . Тогда 
все точки среды, положения равновесия которых имеют одинаковую 
координату х  (но различные значения координат у  и г), колеблются 
в одинаковой фазе. На рис. 93.3 изображена кривая, которая 
дает смещение | из положения равновесия точек с различными х  
в некоторый момент времени. Не следует воспринимать этот рису
нок как  зримое изображение волны. На рисунке показан график 
функции £ (х, t) для некоторого фиксированного момента времени t. 
Такой график можно строить как для продольной, так и для по
перечной волны.

Расстояние к , на которое распространяется волна за время, 
равное периоду колебаний частиц среды, называется д л и н о й  
в о л  н ы. Очевидно, что

k = v T , (93.1)
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где v — скорость волны, Т  — период колебаний. Длину волны 
можно определить такж е как расстояние между ближайшими точ
ками среды, колеблющимися с разностью фаз, равной 2л (см. 
рис. 93.3).

Заменив в соотношении (93.1) Т  через 1/v (v — частота колеба
ний), получим

Xv=v. (93.2)

К  этой формуле можно прийти такж е из следующих соображений. 
За одну секунду источник волн совершает v колебаний, порождая 
в среде при каждом колебании один «гребень» и одну «впадину» 
волны. К тому моменту, когда источник будет завершать v-e коле
бание, первый «гребень» успеет пройти путь V. Следовательно, v 
«гребней» и «впадин» волны должны уложиться на длине V.

§ 94. Уравнения плоской и сферической волн

Уравнением волны называется выражение, которое дает сме
щение колеблющейся частицы как функцию ее координат х , у , г  
и времени t:

l = i (х, у , z; t) (94.1)

(имеются в виду координаты равновесного положения частицы). 
Эта функция должна быть периодической как относительно вре
мени t, так и относительно координат х, 
у , z. Периодичность по времени вытекает 
из того, что 1 описывает колебания час
тицы с координатами х, у , z. Периодич
ность по координатам следует из того, что 
точки, отстоящие друг от друга на расстоя
ние X, колеблются одинаковым образом.

Найдем вид функции § в случае плос
кой волны, предполагая, что колебания 
носят гармонический характер. Д ля уп
рощения направим оси координат так , 
чтобы ось х  совпала с направлением рас
пространения волны. Тогда волновые поверхности будут пер
пендикулярными к оси х  и, поскольку все точки волновой поверх
ности колеблются одинаково, смещение 5 будет зависеть только от х  
и ;I: l = l ( x ,  i). Пусть колебания точек, лежащих в плоскости х = 0  
(рис. 94.1), имеют вид

1(0, i )= a  cos(coH-a).

Найдем вид колебания точек в плоскости, соответствующей про
извольному значению х . Д ля того чтобы пройти путь от плоскости 
х — 0 до этой плоскости, волне требуется время %=xiv (v — скорость
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распространения волны). Следовательно, колебания частиц, ле
жащих в плоскости х, будут отставать по времени на т от колебаний 
частиц в плоскости х = 0 , т. е. будут иметь вид

U x ,t)  =  a cos [<»(/ — T) +  a] = acos {̂ t — + “ ]•

Итак, уравнение плоской волны (и продольной, и поперечной), 
распространяющейся в направлении оси х , выглядит следующим 
образом:

Jj =  acos ĵ co — j  + a j .  (94,2)

Величина а  представляет собой амплитуду волны. Начальная 
фаза волны а  определяется выбором начал отсчета х  и t. При рас
смотрении одной волны начала отсчета времени и координаты 
обычно выбираются так , чтобы а  была равной нулю. При совмест
ном рассмотрении нескольких волн сделать так , чтобы для всех них 
начальные фазы равнялись нулю, как правило, не удается.

Зафиксируем какое-либо значение фазы, стоящей в уравнении
(94.2), положив

ы + a  =  const. (94.3)

Это выражение определяет связь между временем t и тем местом х, 
в котором фаза имеет зафиксированное значение. Вытекающее 
из него значение dx/dt дает скорость, с которой перемещается дан
ное значение фазы. Продифференцировав выражение (94.3), полу
чим

d t— l-d x = Q ,
V '

откуда

% =  «■ (94.4)

Таким образом, скорость распространения волны v в уравнении
(94.2) есть скорость перемещения фазы, в связи с чем ее называют 
ф а з о в о й  с к о р о с т ь ю .

Согласно (94.4) dx/dt > 0 .  Следовательно, уравнение (94.2) 
описывает волну, распространяющуюся в сторону возрастания л. 
Волна, распространяющаяся в противоположном направлении, 
описывается уравнением

| =  acos ĵ co +  + “ ]• (94.5)
Действительно, приравняв константе фазу волны (94.5) и продиф
ференцировав получившееся равенство, придем к соотношению

dx
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из которого следует, что волна (94.5) распространяется в сторону
убывания х.

Уравнению плоской волны можно придать симметричный отно
сительно х  и t вид. Д ля этого введем величину

й =  (94.6)

которая называется в о л н о в ы м  ч и с л о м .  Умножив числи
тель и знаменатель выражения (94.6) на частоту v, можно пред
ставить волновое число в виде

* =  Т  (94.7)

(см. формулу (93.2)). Раскрыв в (94.2) круглые скобки и приняв 
во внимание (94.7), придем к следующему уравнению плоской волны, 
распространяющейся вдоль оси х:

Е:= a  cos(сot—k x + а ) .  (94.8)

Уравненне волны, распространяющейся в сторону убывания х, 
отличается от (94.8) только знаком при члене kx.

При выводе формулы (94.8) мы предполагали, что амплитуда 
колебаний не зависит от х . Д ля плоской волны это наблюдается 
в том случае, когда энергия волны не поглощается средой. При рас
пространении в поглощающей энергию среде интенсивность волны 
с удалением от источника колебаний постепенно уменьшается — 
наблюдается затухание волны. Опыт показывает, что в однородной 
среде такое затухание происходит по экспоненциальному закону: 
а = а йе~'1х (ср. с убыванием во времени амплитуды затухающих 
колебаний; см. формулу (58.7) 1-го тома). Соответственно урав
нение плоской волны имеет следующий вид:

ё — а ае ~ух cos (<at— kx  +  а )  (94.9)

(а0 — амплитуда в точках плоскости х = 0 ).
Теперь найдем уравнение сферической волны. Всякий реальный 

источник волн обладает некоторой протяженностью. Однако если 
ограничиться рассмотрением волны на расстояниях от источника, 
значительно превышающих его размеры, то источник можно считать 
т о ч е ч н ы м .  В изотропной и однородной среде волна, порожда
емая точечным источником, будет сферической. Допустим, что фаза 
колебаний источника равна (a>t+a). Тогда точки, лежащие на еол- 
новой поверхности радиуса г, будут колебаться с фазой

to (t — r/v)-\-a=a>t ■— fer+a

(чтобы пройти путь г, волне требуется время т —r/v). Амплитуда 
колебаний в этом случае, даже если энергия волны не поглощается 
средой, не остается постоянной — она убывает с расстоянием от
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источника по закону 1/а (см. § 98). Следовательно, уравнение 
сферической волны имеет вид

£ =  у  cos (соt — kr +  a ) ,  (94.10)

где а  — постоянная величина, численно равная амплитуде на рас
стоянии от источника, равном единице. Размерность а  равна раз
мерности колеблющейся величины, умноженной на размерность 
длины. Д ля поглощающей среды в формулу (94.10) нужно добавить 
множитель e~vr.

Напомним, что в силу сделанных предположений уравнение
(94.10) справедливо только при г, значительно превышающих 
размеры источника. При стремлении г  к нулю выражение для ампли
туды обращается в бесконечность. Этот абсурдный результат объ
ясняется неприменимостью уравнения для малых г.

§ 95. Уравнение плоской волны,
распространяющейся в произвольном направлении

Найдем уравнение плоской волны, распространяющейся в на
правлении, образующем с осями координат х, у , г углы а ,  (5, -у.

Пусть колебания в плоскости, проходя
щей через начало координат (рис. 95.1), 
имеют вид

£0=acos(co^+а ) .  (95.1)
Возьмем волновую поверхность (пло
скость), отстоящую от начала координат 
на расстояние I. Колебания в этой пло
скости будут отставать от колебаний 
(95.1) на время т = l!v :

£ =  aco s [со (^ — 4 " )  + а ]  =
=  acos(co i— k l 4- а )  (95.2)

(&=ю/и; см. формулу (94.7)).
Выразим / через радиус-вектор точек рассматриваемой поверх

ности. Д ля этого введем единичный вектор п нормали к волновой 
поверхности. Из рис. 95.1 видно, что скалярное произведение п 
на радиус-вектор г любой из точек поверхности равно /:

ПТ=Г COS ф =  /.

Заменим в (95.2) I через nr:
£=acos(co£ — A nr+ a). (95.3)

Вектор
k= ftn , (95.4)
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равный по модулю волновому числу k = 2п/Х и имеющий направле
ние нормали к волновой поверхности, называется в о л н о в ы м  
в е к т о р о м .  Таким образом, уравнение (95.3) можно представить 
в виде

|(r, t )= a  cos(coi — k r+ a ) . (95.5)

Мы получили уравнение плоской незатухающей волны, распростра
няющейся в направлении, определяемом волновым вектором к. 
Д ля затухающей волны нужно добавить в уравнение множитель

Функция (95.5) дает отклонение от положения равновесия точки 
с радиусом-вектором г в момент времени t (напомним, что г опреде
ляет равновесное положение точки). Чтобы перейти от радиуса- 
вектора точки к ее координатам х, у , г , выразим скалярное произве
дение кг через компоненты векторов по координатным осям:

k r= k xx-\-kyy + k zz.

Тогда уравнение плоской волны примет вид
К * , У, 2; t)=-a cos(o)/ — kxx—k yy —k zz-\-a ) .  (95.6)

Здесь

£* =  - ^ - c o s a ,  ^/ =  T C0SP’ —'X ^C0SY- (95.7)

Функция (95.6) дает отклонение точки с координатами х, у , г  в мо
мент времени t. В случае, когда п совпадает с е*, kx= k , k y= k z= 0  
и уравнение (95.6) переходит в (94.8). Очень удобна запись урав
нения плоской волны в виде

| =  R eae l(ai<_kr+a). (95.8)

Знак Re обычно опускают, подразумевая, что берется только ве
щественная часть соответствующего выражения. Кроме того, вводят 
комплексное число

а  — ae{ct, (95.9)

которое называют к о м п л е к с н о й  а м п л и т у д о й .  Модуль 
этого числа дает амплитуду, а аргумент — начальную фазу волны.

Таким образом, уравнение плоской незатухающей волны можно 
представить в виде

£=й£г<“' - кг>. (95.10)
Преимущества такой записи выяснятся в дальнейшем.

§ 96. Волновое уравнение

Уравнение любой волны является решением дифференциального 
уравнения, называемого в о л н о в ы м .  Чтобы установить вид 
волнового уравнения, сопоставим вторые частные производные по
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координатам и времени от функции (95.6), описывающей плоскую 
волну. Продифференцировав эту функцию дважды по каждой из 
переменных, получим

=  — оЛ* cos (<ai— k r - f a )  = — ю2£,

■ ^  =  — k$acos((i>t— kT-\-a) =  — k %

—^ ------ k la  cos (oat— kr +  « )  =  —ду~
дЧ ■ k ]a  cos (oaf— k r + а ) == — k%.дг* '

Сложение производных по координатам дает

• &  +  - р -  +  - 0  =  - ^  +  * Н ^ ) £  =  - ^ .  (96.1)
Сопоставив эту сумму с производной по времени и заменив £2/со? 
через 1 lv2 (см. (94.7)), получим уравнение

дх2 ^  d if  ^  д г2 v2 dt2 ’ [v u .z j

Это и есть волновое уравнение. Его можно написать в виде

<96-3)
где А — оператор Лапласа (см. формулу (11.37)).

Легко убедиться в том, что волновому уравнению удовлетворяет 
не только функция (95.6), но и любая функция вида

f ( x , y ,  z; t) =  f(a>t— kxx — kyy — kzz +  а ) .  (96.4)
Действительно, обозначив выражение, стоящее в скобках в правой 
части (96.4), через £, имеем

1 = 1  (96-5)
Аналогично

1 5 - ч г ,  К - = * г .  ( « - в )
Подстановка выражений (96.5) и (96.6) в уравнение (96.2) приводит 
к выводу, что функция (96.4) удовлетворяет волновому уравнению, 
если положить и=соIk.

В сякая функция, удовлетворяющая уравнению вида (96.2), 
описывает некоторую волну, причем корень квадратный из вели
чины, обратной коэффициенту при d% ldt2, дает фазовую скорость 
этой волны.

Отметим, что для плоской волны, распространяющейся вдоль 
оси х , волновое уравнение имеет вид

Л к  =  _L i l l  (96 7)
дх2 и2 1 '
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§ 97. Скорость упругих волн в твердой среде

Пусть в направлении оси х  распространяется продольная пло
ская волна. Выделим в среде цилиндрический объем с площадью 
основания 5  и высотой Ах (рис. 97.1). Смещения £ частиц с разными 
х  в каждый момент времени оказываются различными (см. рис. 93.3, 
на котором изображено £ в функции от х). Если основание цилиндра 
с координатой х  имеет в некоторый момент времени смещение 
то смещение основания с координатой х +  Ах будет £+Д£. Поэтому 
рассматриваемый объем деформируется — он получает удлинение 
Д£(Д£ — алгебраическая величина, Д£ <  0 соответствует сжатию 
цилиндра) или относительное удлинение Al/Ax. Величина А%/Ах

дает среднюю деформацию цилиндра. 
Вследствие того, что 1 меняется с 

х  я+Ах изменением х  не по линейному зако
ну, истинная деформация в разных 
сечениях цилиндра будет неодинако-

r - r - V i

б(х£) б(х*Ах*£+№,)

I 
I
I
L j ____ L__

Т  №
Рис. 97.1.

вой. Чтобы получить деформацию е в сечении х , нужно устремить 
Дх к нулю. Таким образом,

(символ частной производной взят потому, что Е; зависит не только 
от х, но и от /).

Наличие деформации растяжения свидетельствует о существо
вании нормального напряжения а , при малых деформациях про
порционального величине деформации. Согласно формуле (14.6) 
1-го тома

cr =  £e =  £ g  (97.2)

(£ — модуль Юнга среды). Отметим, что относительная деформация 
д%'дх, а следовательно, и напряжение а  в фиксированный момент 
времени зависят от х  (рис. 97.2). Там, где отклонения частиц от 
положения равновесия максимальны, деформация и напряжение
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равны нулю. В местах, где частицы проходят через положение рав
новесия, деформация и напряжение достигают максимального зна
чения, причем положительные и отрицательные деформации (т. е. 
растяжения и сжатия) чередуются друг с другом. В соответствии 
с этим, как  уж е отмечалось в § 93, продольная волна состоит из 
чередующихся разрежений и сгущений среды.

Обратимся снова к цилиндрическому объему, изображенному 
на рис. 97.1, и напишем для него уравнение движения. Полагая Ах 
очень малым, проекцию ускорения на ось х  можно считать для всех 
точек цилиндра одинаковой и равной d2\ldt2. Масса цилиндра равна 
pS Ах, где р — плотность недеформированной среды. Проекция 
на ось х  силы, действующей на цилиндр, равна произведению пло
щади основания цилиндра S  на разность нормальных напряжений 
в сечениях (я+ Д я+ Ц -Д £ ) и (я+ 1):

— ( f ) 1 - (97-3)l\ d x jx + i .x + i  + &t \ dx )x + l\  v ;

Значение производной д\!дх  в сечении я-|-6 можно для малых б 
представить с большой точностью в виде

(§ )„ « -  (1 ),+ [ж (S) ],8 -  (1 ),+ -3  «• <эт-4>
где под дг\!дх2 подразумевается значение второй частной производ
ной £ по х  в сечении х .

Ввиду малости величин Ах, £ и Д£ произведем в выражении
(97.3) преобразование (97.4):

=  S £ ^ f - ( A *  +  A | ) « S £ - g ! - A *  (97.5)

(относительное удлинение d ild x  при упругих деформациях бывает 
много меньше единицы. Поэтому А^<<сАх, так что слагаемым Д£ 
в сумме (ДлН-Д£) можно пренебречь).

Подставив найденные значения массы, ускорения и силы в урав
нение второго закона Ньютона, получим

p S A * - g — S E - 0 A * .

Наконец, сократив на S  Ах, придем к уравнению

Л - Р * 1  / 0 7  кдх2 Ё dt2 * (97.6)
которое представляет собой волновое уравнение, написанное для 
случая, когда \ не зависит от у  и г . Сопоставление уравнений (96.7) 
и (97.6) дает, что __o=sYf- (97J)
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Таким образом, фазовая скорость продольных упругих волн равна 
корню квадратному из модуля Юнга, деленного на плотность среды.

Аналогичные вычисления для поперечных волн приводят к 
выражению

(97.8)

где G — модуль сдвига.

§ 98. Энергия упругой волны

Пусть в некоторой среде распространяется в направлении оси х  
плоская продольная волна

\ = а  cos (со/—k x + a ) .  (98.1)
Выделим в среде элементарный объем AV, настолько малый, чтобы 
скорость движения и деформацию во всех точках этого объема можно 
было считать одинаковыми и равными, соответственно, <Э|/dt и 
д%1дх.

Выделенный нами объем обладает кинетической энергией

Ли7А =  ? ( 1 ) 2Л1/ (98 '2)
(р АУ — масса объема, д\/дt — его скорость).

Согласно формуле (25.4) 1-го тома рассматриваемый объем об
ладает такж е потенциальной энергией упругой деформации

Д Г , — | i A F _ 4

(г~ д У д х  — относительное удлинение цилиндра, Е  — модуль Юн
га среды). Заменим в соответствии с (97.7) модуль Юнга через ро- 
(р — плотность среды, v — фазовая скорость волны). Тогда выра
жение для потенциальной энергии объема AV примет вид

4 r P “ !r ( l ) l 4 , / - <98 '3 >
Выражения (98.2) и (98.3) в сумме дают полную энергию

4 1Г  -  Д Г »  +  Д Г ,  =  4 р [ ( I ) 1■ +  *  ( I ) 1■ ]  №.
Разделив эту энергию на объем ДУ, в котором она содержится, 
получим плотность энергии

[ ( • § • ) ’ + ”■ ( я ) ’ ] -  <98-4>
Дифференцирование уравнения (98.1) один раз по t, другой раз 

по х  дает

=  — аса sin (mt— kx +  a ) ,  g| =  k a s in  (cot — kx +  a ) .
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Подставив эти выражения в формулу (98.4) и приняв во внимание, 
что А2у2 =  ш2, получим

w =  ра2(о2 sin2 ( a t — kx-\ -a). (98.5)
В случае поперечной волны для плотности энергии получается такое 
ж е выражение.

Из (98.5) следует, что плотность энергии в каждый момент 
времени в разных точках пространства различна. В одной и тон же 
точке плотность энергии изменяется со временем по закону квад
рата синуса. Среднее значение квадрата синуса равно 1/2. Соответ
ственно среднее по времени значение плотности энергии в к аж 
дой точке среды равно

<oi> =  - j  pa2wz. (98.6)

Плотность энергии (98.5) и ее среднее значение (98.6) пропорцио
нальны плотности среды р, квадрату частоты ю и квадрату ампли
туды волны а . Подобная зависимость имеет место не только для 
незатухающей плоской волны, но и для других видов волн (плоской 
затухающей, сферической и т. д .).

Итак, среда, в которой распространяется волна, обладает допол
нительным запасом энергии. Эта энергия доставляется от источника 
колебаний в различные точки среды самой волной; следовательно, 
волна переносит с собой энергию. Количество энергии, переносимое 
волной через некоторую поверхность в единицу времени, называется 
п о т о к о м  э н е р г и и  через эту поверхность. Если через дан
ную поверхность переносится за время dt энергия dW , то поток 
энергии Ф равен

Ф = Ж ‘ (98.7)

Поток энергии — скалярная величина, размерность которой равна 
размерности энергии, деленной на размерность времени, т. е. сов
падает с размерностью мощности. В соответствии с этим Ф измеря
ется в ваттах, эрг/с и т. п.

Поток энергии в разных точках среды может обладать различной 
интенсивностью. Д ля характеристики течения энергии в разных 
точках пространства вводится векторная величина, называемая 
п л о т н о с т ь ю  п о т о к а  э н е р г и и .  Эта величина численно 
равна потоку энергии через единичную площадку, помещенную 
в данной точке перпендикулярно к направлению, в котором перено
сится энергия. Направление вектора плотности потока энергии 
совпадает с направлением переноса энергии.

Пусть через площадку ASj_, перпендикулярную к направлению 
распространения волны, переносится за время At энергия Д1У. 
Тогда плотность потока энергии равна

1 = (98 -8)



§ 9 8 .  Э Н Е Р Г И Я  У П Р У Г О Й  В О Л Н Ы 287

(см. (98.7)). Через площадку A S± (рис. 98.1) будет перенесена за 
время At энергия A W, заключенная в объеме цилиндра с основанием 
ASj_ н высотой v At (v — фазовая скорость волны). Если размеры 
цилиндра достаточно малы (за счет малости A5j_ и At) для того, 
чтобы плотность энергии во всех точках цилиндра можно было 
считать одинаковой, то Д№ можно найти как  произведение плот
ности энергии w на объем цилиндра, равный A S±vA t:

AW — w А 5±у At.

Подставив это выражение в формулу (98.8), получим для плотности 
потока энергии;

/=шу. (98.9)

Наконец, введя вектор v, модуль которого равен фазовой скорости 
волны, а направление совпадает с направлением распространения 
волны (и переноса энергии), можно написать

j= w v .  (98.10)

Мы получили выражение для вектора плотности потока энергии. 
Этот вектор был впервые введен в рассмотрение выдающимся рус
ским физиком Н. А. Умовым и называется в е к т о р о м  У м о в а .  
Вектор (98.10), к ак  и плотность энергии w, различен в разных точках

vAt Н -  u d t
Рис. 98.1 . Рис. 98.2.

пространства, а в дайной точке изменяется со временем по закону 
квадрата синуса. Его среднее значение равно

<j> =  <ay>v =  j p a 2co?v (98.11)

(см. (98 .6)). Выражение (98.11), так ж е как  и (98.6), справедливо 
для золны любого вида (сферической, затухающей и т. д .).

Отметим, что, когда говорят об и н т е н с и в н о с т и  в о л н ы  
в дайной точке, то имеют в виду среднее по времени значение плот
ности потока энергии, переносимой волной.

Зная j во всех точках произвольной поверхности S , можно 
вычислить поток энергии через эту поверхность. С этой целью разо
бьем поверхность на элементарные участки d S . За время dt через 
площадку dS  пройдет энергия dW , заключенная в изображенном 
на рис. 98.2 косом цилиндре. Объем этого цилиндра равен dV =



= v d td S  cos ф. В нем содержится энергия d W = w d V = w v dt d S  cos ф 
(iw — мгновенное значение плотности энергии в том месте, где рас
положена площадка d S ). Приняв во внимание, что

wv d S  cos ф ;= / d S  cos ф =  j dS

(d .S= ndS', см. рис. 98.2), можно написать: d W = ] d S d t .  Отсюда 
для потока энергии <1Ф через площадку dS  получается формула

dd> =  ^ -  =  id S  (98.12)

(ср. с формулой (11.5)). Полный поток энергии через поверхность 
равен сумме элементарных потоков (98.12):

Ф = J j d S .  (98.13)
s

В соответствии с (11.7) можно сказать, что поток энергии равен 
потоку вектора j  через поверхность S .

Заменив в формуле (98.13) вектор j его средним по времени зна
чением, получим среднее значение Ф:

<0>=S<j>rfS. (98.14)
s

Вычислим среднее значение потока энергии через произвольную 
волновую поверхность незатухающей сферической волны. В каждой 
точке этой поверхности векторы j и dS  совпадают по направлению. 
Кроме того, модуль вектора j  для всех точек поверхности одинаков. 
Следовательно,

<Ф> =   ̂</> dS  =  </> S  =  </> 4лг2 
s

(г — радиус волновой поверхности). Согласно (98.11) </>= }&ра2<й2а. 
Таким образом,

<Ф> =  2лр<й2иа2/'2

(аг — амплитуда волны на расстоянии г от источника). Поскольку 
энергия волны не поглощается средой, средний поток энергии через 
сферу любого радиуса должен иметь одинаковое значение, т. е. 
должно выполняться условие

йгГ2 — const.

Отсюда следует, что амплитуда а г незатухающей сферической волны 
обратно пропорциональна расстоянию г  от источника волны (см. 
формулу (94.10)). Соответственно средняя плотность потока энергии 
</> обратно пропорциональна квадрату расстояния от источника.

В случае плоской затухающей волны амплитуда убывает с рас
стоянием по закону а-= аае~ух (см. (94.9)). Соответственно средняя
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плотность потока энергии (т. е. интенсивность волны) убывает по 
закону

/ -/ „е -** . (98.15)

Здесь и —2у  — величина, называемая к о э ф ф и ц и е н т о м  п о 
г л о щ е н и я  в о л н ы .  Она имеет размерность, обратную раз
мерности длины. Легко сообразить, что величина, обратная х , 
равна расстоянию, на котором интенсивность волны уменьшается 
в е раз.

§ 99. Стоячие волны

Если в среде распространяется одновременно несколько волн, 
то колебания частиц среды оказываются геометрической суммой 
колебаний, которые совершали бы частицы при распространении 
каждой из волн в отдельности. Следовательно, волны просто накла
дываются одна на другую , не возмущая друг друга . Это утверж
дение называется п р и н ц и п о м  с у п е р п о з и ц и и  (нало
жения) в о л н .

В случае, когда колебания, обусловленные отдельными волнами 
в каждой из точек среды, обладают постоянной разностью фаз, 
волны называются к о г е р е н т н ы м и .  (Более строгое опреде
ление когерентности будет дано в § 120.) При сложении когерентных 
волн возникает явление и н т е р ф е р е н ц и и ,  заключающееся 
в том, что колебания в одних точках усиливают, а в других точках 
ослабляют друг друга.

Очень важный случай интерференции наблюдается при наложе
нии двух встречных плоских волн с одинаковой амплитудой. Воз
никающий в результате колебательный процесс называется с т о я 
ч е й  в о л н о й .  Практически стоячие волны возникают при 
отражении волн от преград. Падающая на преграду волна и бегу
щая ей навстречу отраженная волна, налагаясь друг на друга, 
дают стоячую волну.

Напишем уравнения двух плоских волн, распространяющихся 
вдоль оси х  в противоположных направлениях:

h  = а  c o s( m /—k x + a j) ,  £2= а  cos(fi^-f k x + a 2).

Сложив вместе эти уравнения и преобразовав результат по формуле 
для суммы косинусов, получим

I =  h  +  £г =  2a  cos (k x  -(- ■ j  cos ( a t  - f  • (99.1)

Уравнение (99.1) есть уравнение стоячей волны. Чтобы упростить 
его, выберем начало отсчета х так , чтобы разность а 2 — oti стала 
равной нулю, а начало отсчета t — так, чтобы оказалась равной 
нулю сумма a j + a 2. Кроме того, заменим волновое число k его

10 И. В. Савельев, т. 2
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значением 2п/Х. Тогда уравнение (99.1) примет вид 

I  =  ( 2 < 2 со э2 я  y ') c o s (99.2)

Из (99.2) видно, что в каждой точке стоячей волны происходят 
колебания той ж е частоты, что и у  встречных волн, причем ампли
туда зависит от х :

амплитуда колебаний достигает максимального значения. Эти 
точки называются п у ч н о с т я м и  стоячей волны. Из (99.3) 
получаются значения координат пучностей:

Следует иметь в виду, что пучность представляет собой не одну 
единственную точку, а плоскость, точки которой имеют значение 
координаты х, определяемое формулой (99.4).

В точках, координаты которых удовлетворяют условию

амплитуда колебаний обращается в нуль. Эти точки называются 
у з л а м и  стоячей волны. Точки среды, находящиеся в узлах, 
колебаний не совершают. Координаты узлов имеют значения

Узел, как  и пучность, представляет собой не одну точку, а пло
скость, точки которой имеют значения координаты х, определя
емые формулой (99.5).

Из формул (99.4) и (99.5) следует, что расстояние между сосед
ними пучностями, так  же как  и расстояние между соседними узлами, 
павно Х/2. Пучности и узлы сдвинуты друг относительно друга на 
четверть длины волны.

при переходе через нулевое значение меняет знак. В соответствии с 
этим фаза колебаний по разные стороны от узла отличается на л . 
Это означает, что точки, лежащие по разные стороны от узла, колеб
лются в протизофазе. Все точки, заключенные между двумя сосед
ними узлами, колеблются синфазно (т. е. в одинаковой фазе). На 
рис. 99.1 дан ряд «моментальных фотографий» отклонений точек

амплитуда =  2a  cos 2л у  .

В точках, координаты которых удовлетворяют условию

2 я у = ± ш х  (n =  0, 1, 2, . . . ) ,  (99.3)

х,пучн (п =  0, 1, 2, . . . ) . (99.4)

(99.5)

Обратимся снова к уравнению (99.2). Множитель
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от положения равновесия. Первая «фотография» соответствует 
моменту, когда отклонения достигают наибольшего абсолютного 
значения. Последующие «фотографии» сделаны с интервалами в 
четверть периода. Стрелками показаны скорости частиц.

Продифференцировав уравнение (99.2) один раз по /, а другой 
раз по х, найдем выражения для скорости частиц | и для дефор
мации среды е:

(99.6)| =  — =  — 2<аa  cos 2л 4- sin соt,dt'
dl 2n . n x .& =  ■— =  — 2 - г -  a  sin 2л -г -  cos со/. дх к  X (99.7)

Уравнение (99.6) описывает стоячую волну скорости, а (99.7) — 
стоячую волну деформации.

На рис. 99.2 сопоставлены «моментальные фотографии» смеще
ния, скорости и деформации для моментов времени 0  и 774. Из 
графиков видно, что узлы и пучности 
скорости совпадают с узлами и пуч
ностями смещения; узлы ж е и пучно- £ 
сти деформации совпадают соответст
венно с пучностями и узлами смеще
ния.  В то время как  1 и е достигают 4 — — — —  
максимальных значений, % обраща
ется в нуль, и наоборот. Соответст
венно дважды за период происходит
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Рис. 99.2.

превращение энергии стоячей волны то полностью в  потенциальную, 
сосредоточенную в основном вблизи узлов волны (где находятся пуч
ности деформации), то полностью в кинетическую, сосредоточенную в 
основном вблизи пучностей волны (где находятся пучности скорости). 
В результате происходит переход энергии от каждого узла к  сосед
ним с ним пучностям и обратно. Средний по времени поток энергии 
в любом сечении волны равен нулю.

10*
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§ 100. Колебания струны

В закрепленной с обоих концов натянутой струне при возбужде
нии поперечных колебаний устанавливаются стоячие волны, причем 
в местах закрепления струны должны располагаться узлы. Поэтому 
в струне возбуждаются с заметной интенсивностью только такие 
колебания, половина длины волны которых укладывается на длине 
струны целое число раз (рис. 100.1). Отсюда вытекает условие

l  =  n - j  или Яп =  - (п =  1 , 2 , 3 , . . . )  (100.1)

(I — длина струны). Длинам волн (100.1) соответствуют частоты

v" =  £  =  ^Tn (ft =  1, 2, 3, . . . )  (100.2)

(v — фазовая скорость волны, определяемая силой натяжения 
струны и массой единицы длины, т. е. линейной плотностью струны).

______ .__^  Частоты vn называются с о б с т в е н -
Я-/к~ ~------------ —■“ ?>! н ы м и  ч а с т о т а м и  струны. Собст-

венные частоты являются кратными частоте

которая называется о с н о в н о й  ч а с 
т о т о й .

Гармонические колебания с частотами 
Рис. 100.1. (100.2) называются с о б с т в е н н ы м и

или н о р м а л ь н ы м и  к о л е б а 
н и я м и .  Их называют такж е г а р м о н и к а м и .  В общем слу
чае колебание струны представляет собой наложение различных 
гармоник.

Колебания струны примечательны в том отношении, что для них 
по классическим представлениям получаются дискретные значения 
одной из характеризующих колебания величин (частоты). Д ля клас
сической физики такая дискретность является исключением. Д ля 
квантовых процессов дискретность является скорее правилом, чем 
исключением.

§ 101. Звук

Если упругие волны, распространяющиеся в воздухе, имеют 
частоту в пределах от 16 до 20 000 Гц, то, достигнув человеческого 
уха, они вызывают ощущение звука. В соответствии с этим упругие 
волны в любой среде, имеющие частоту, заключенную в указанных 
пределах, называют з в у к о в ы м и  в о л н а м и  или просто 
з в у к о м .  Упругие волны с частотами, меньшими 16 Гц, называют 
и н ф р а з в у к о м ;  волны с частотами, превышающими 20 000 Гц,
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называют у л ь т р а з в у к о м .  Инфра- и ультразвуки человече
ское ухо не слышит.

Воспринимаемые звуки люди различают по в ы с о т е, т е м б 
р у  и г р о м к о с т и .  Каждой из этих субъективных оценок 
соответствует определенная физическая характеристика звуковой 
волны.

Всякий реальный звук  представляет собой не простое гармо
ническое колебание, а является наложением гармонических коле
баний с определенным набором частот. Набор частот колебаний, 
присутствующих в данном звуке, называется его а к у с т и ч е 
с к и м  с п е к т р о м .  Если в звуке присутствуют колебания всех 
частот в некотором интервале от v ' до v", то спектр называется 
с п л о ш н ы м .  Если звук  состоит из колебаний дискретных ча
стот Vi, v 2, v 3 и т. д ., то спектр называется л и н е й ч а т ы м .  
Сплошным акустическим спектром обладают шумы. Колебания с 
линейчатым спектром вызывают ощущение звука с более или менее 
определенной высотой. Такой звук  называется т о н а л ь- 
н ы м.

Высота тонального звука определяется основной (наименьшей) 
частотой. Относительная интенсивность о б е р т о н о в (т. е. коле
баний с частотами v 2( v 3 и т. д.) определяет окраску, или тембр, 
звука . Различный спектральный состав звуков, возбуждаемых 
разными музыкальными инструмен
тами, позволяет отличить на слух, 
например, флейту от скрипки или 
рояля.

Под интенсивностью звука по
нимают среднее по времени зна
чение плотности потока энергии, 
которую несет с собой звуковая 
волна. Для того чтобы вызвать зву 
ковое ощущение, волна должна об
ладать некоторой минимальной ин
тенсивностью, которая называется 
п о р о г о м  с л ы ш и м о с т и .
Порог слышимости несколько раз
личен для разных лиц и сильно зависит от частоты звука. На
иболее чувствительно человеческое ухо к частотам от 1000 до 
4000 Гц. В этой области частот порог слышимости составляет 
в среднем около 10-12 Вт/м2. При других частотах порог слышимости 
лежит выше (см. нижнюю кривую на рис. 101.1).

При интенсивностях порядка 1—10 Вт/м2 волна перестает вос
приниматься как звук , вызывая в ухе лишь ощущение боли и дав
ления. Значение интенсивности, при котором это происходит, назы
вается п о р о г о м  б о л е в о г о  о щ у щ е н и я .  Порог болевого 
ощущения, так же как и порог слышимости, зависит от частоты

JJBr/м2 4Д6
по,. 1 — 1 ^  ^  -

Ж2* щюг fvrelete сщщшя 100
10-‘<- во
Ю'е so
W'8 40
Ж!6^ N. Пор_ог Слышимости̂ 20
w r‘  ̂ /  : 0

го т  т о  шоо и, Гц
Рис. 101.1.
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(см. верхнюю кривую на рис. 101.1; данные, приведенные на этом 
рисунке, относятся к среднему нормальному слуху).

Субъективно оцениваемая громкость звука возрастает гораздо 
медленнее, чем интенсивность звуковых волн. При возрастании 
интенсивности в геометрической прогрессии громкость возрастает 
приблизительно в арифметической прогрессии, т. е. линейно. На 
этом основании у р о в е н ь  г р о м к о с т и  L  определяется как 
логарифм отношения интенсивности данного звука  / к интенсив
ности /а, принятой за исходную:

1 =  lg - р .  (Ю1.1)1О
Исходная интенсивность /0 принимается равной 10-12 Вт/м?, так 
что порог слышимости при частоте порядка 1000 Гц лежит на нуле
вом уровне (L = 0).

Единица уровня громкости L , определяемого формулой (101.1), 
называется б е л о м  (Б). Обычно пользуются в 10 раз меньшими 
единицами — д е ц и б е л а м и  (дБ). Значение L  в децибелах 
определяется формулой

L=s 101g -/ -. (101.2)
*0

Отношение двух интенсивностей I t и /4 такж е может быть вы
ражено в децибелах:

Lu =  101g-£ -. (101.3)
1 2

С помощью этой формулы может быть выражено в децибелах умень
шение интенсивности (затухание) волны на некотором пути. Так, 
например, затухание в 20 дБ означает, что интенсивность умень
шается в 100 раз.

Весь диапазон интенсивностей, при которых волна вызывает 
в человеческом ухе  звуковое ощущение (от 10- ч  до 10 Вт/м2), соот
ветствует значениям уровня громкости от 0 до 130 дБ . В табл. 101.1 
приведены ориентировочные значения уровня громкости для некото
рых звуков.

Т а б л и ц а  101.1

З в у к
Уровень 
гр ом ко
сти , дБ

Тикание часов 20
Шепот на расстоянии 1 м 30
Тихий разговор 40
Речь средней громкости 60
Громкая речь 70
Крик 80
Шум самолетного мотора: на расстоянии 5 м 120

на расстоянии 3 м 130
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Энергия, которую несут с собой звуковые волны, крайне мала. 
Если, например, предположить, что стакан с водой полностью 
поглощает всю падающую на него энергию звуковой волны с уров
нем громкости в 70 дБ (в этом случае количество поглощаемой в 
секунду энергии будет составлять примерно 2-10- J  Вт), то для 
того, чтобы нагреть воду от комнатной температуры до кипения, 
потребуется время порядка десяти тысяч лет.

Ультразвуковые волны могут быть получены в виде направлен
ных пучков, подобных пучкам света. Направленные ультразвуко
вые пучки нашли широкое применение для целей локации (обнару
жения предметов и определения расстояния до них) в воде. Впервые 
идея ультразвуковой локации была высказана выдающимся фран
цузским физиком П. Ланжевеном и разработана им во время первой 
мировой войны для обнаружения подводных лодок. В настоящее 
время ультразвуковые локаторы используются для обнаружения 
айсбергов, косяков рыбы и т. п.

Известно, что, крикнув и определив время до прихода эха, т. е. 
звука , отраженного от препятствия — скалы, леса, поверхности 
воды в колодце и т. д .,— можно, умножив половину этого времени 
на скорость звука , найти расстояние до препятствия. На этом прин
ципе устроен упомянутый выше локатор, а такж е ультразвуковой 
эхолот, который применяется для измерения глубины и снятия 
рельефа морского дна.

Метод ультразвуковой локации позволяет летучей мыши хорошо 
ориентироваться при полете в темноте. Летучая мышь периодически 
испускает импульсы ультразвуковой частоты и по воспринимаемым 
с помощью органа слуха отраженным сигналам с большой точностью 
судит о расстояниях до окружающих ее предметов.

§ 102. Скорость звука в газах

Звуковая волна в газе представляет собой распространяющуюся 
в пространстве последовательность чередующихся областей сжатия 
и разрежения газа . Следовательно, давление в каждой точке про
странства испытывает периодически изменяющееся отклонение Ар 
от среднего значения р , совпадающего с давлением, которое сущест
вует в газе в  отсутствие волн. Таким образом, мгновенное значение 
давления в некоторой точке пространства можно представить в виде

р '= р + А р .

Пусть волна распространяется вдоль оси х . Подобно тому, как  
мы поступили в § 97 при нахождении скорости упругих волн в твер
дой среде, рассмотрим объем газа в виде цилиндра с площадью осно
вания S  и высотой Ах (рис. 102.1). Масса газа , заключенного в этом 
объеме, равна pS Дх, где р — плотность невозмущенного волной
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газа . Ввиду малости Ах проекцию ускорения на ось х  для всех 
точек цилиндра можно считать одинаковой и равной d2l/dt2.

Д ля нахождения проекции на ось х  силы, действующей на рас
сматриваемый объем, нужно взять произведение площади осно
вания цилиндра S  на разность давлений в сечениях (*+£) и (х +  Ах-\- 
+  |+Л£). Повторив рассуждения, приведшие нас к  формуле (97.5), 
получим

F x =  - d- f s A xх дх

(напомним, что при выводе формулы (97.5) было использовано 
предположение: Д£<^Дл:).

Итак, мы нашли массу выделенного объема газа , его ускорение 
и действующую на него силу. Теперь напишем для этого объема

газа уравнение второго закона Нью
тона:

(р S A x ) d̂  =  ~ d- £ s A x .

После сокращения на SA x  получим 
л дЧ др'
р  d i2 ~  дх

В полученном нами дифференци
альном уравнении содержатся две не
известные функции: I и р ' . Выразим 
одну из этих функций через другую. 
Д ля этого найдем связь между дав
лением газа р ' и относительным из
менением его объема д\!дх. Эта связь 
зависит от характера процесса сжатия 

(или расширения) газа . В звуковой волне сжатия и расширения газа 
следуют друг за другом так  часто, что смежные участки среды не 
успевают обмениваться теплом, и процесс можно считать адиабати
ческим. При адиабатическом процессе связь между давлением и 
объемом данной массы газа дается уравнением

pVv =  const, (102.2)
где v — отношение теплоемкости газа при постоянном давлении 
к теплоемкости при постоянном объеме (см. уравнение (88.5) 1-го 
тома). В соответствии с (102.2)
/u(S A *)v =  /7 '[S(A * +  A£)]v =

=  р ' [ s  (А х  +|| Дх) ] v=  р ' (S  А хр  ( l  

Сокращение на (5  Дл:)г дает

р = р ' (1+S)V*
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Воспользовавшись тем, что по предположению (д£/<Эл:)<йс;1, разло
жим выражение (1-\-д^!дх)у в ряд по степеням д^/дх и пренебрежем 
членами высших порядков малости. В результате получится фор
мула

! ) •

Решим это уравнение относительно р ':

' ’ ' “ г г э д И 1- 1' ! )  ( , 0 2 ' 3)

(мы воспользовались формулой т-;— «  1 — х , справедливой для
1 ~гх

jc<^1). Из найденного нами соотношения легко получить выраже
ние для Ар:

Ьр =  р '— р =  — VA*|| - (102.4)

Поскольку у  — величина порядка единицы, из (102.4) вытекает, 
что \дУдх\9а\Ар1р\. Таким образом, условие дУдх<^\ означает, 
что отклонение давления от среднего значения много меньше само
го давления. Это действительно так : для самых громких звуков ам
плитуда колебаний давления воздуха не превышает 1 мм рт. ст., 
в то время как  атмосферное давление р имеет величину порядка 
103 мм рт. ст.

Продифференцировав выражение (102.3) по х, найдем, что
д р ' д*1 
дх ~  Чр  дх2 •

Наконец, подставив это значение др'/дх в формулу (102.1), получим 
дифференциальное уравнение

д Ч  р
дх2 ур  d t2

Сопоставление его с волновым уравнением (96.7) дает для скорости 
звуковых волн в газе выражение

002 .5 )

(напомним, что р и р — давление и плотность невозмущенного 
волной газа).

При атмосферном давлении и обычных температурах большин
ство газов близко по своим свойствам к идеальному газу . Поэтому 
отношение р/р для них можно положить равным R T IM , где R  —■ 
газовая постоянная, Т  — абсолютная температура, М  — масса 
моля газа (см. формулу (86.8) 1-го тома). Подставив это значение
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в (102.5), получим для скорости звука в газе формулу

(102'6)
Из этой формулы следует, что скорость звука пропорциональна 
корню квадратному из температуры и не зависит от давления.

Средняя скорость теплового движения молекул газа определяется 
по формуле

.  .  , / Ш
<УИол>— у  лМ

(см. формулу (98.31) 1-го тома). Сравнение этого выражения с
(102.6) дает, что скорость звука в газе связана со средней скоростью 
теплового движения молекул соотношением

v =  <vw > l / ry g - .  (Ю2.7)

Подстановка значения у  для воздуха, равного 1,4, приводит к соот
ношению v л ; а/4 <̂ мол>- Максимальное возможное значение у  
составляет ?/э. В этом случае v «  4/b<uM0a>- Таким образом, ско
рость звука в газе оказывается того же порядка, что и средняя 
скорость теплового движения молекул, но всегда несколько меньше, 
чем <ииол>.

Вычислим значение скорости звука в воздухе при температуре 
290 К (комнатная температура). Д ля воздуха 7= 1 ,40 , Л 1= 29х 
x  10-3 кг/моль. Газовая постоянная равна 8,31 Д ж / (м ольК ). 
Подставив эти значения в формулу (102.6), получим

, /  y R T  л /~ 1 ,40-8 ,31-290 .
0 =  У  - V =  У ~ 2~9- )b~ J ' =

Найденное нами значение скорости звука в воздухе хорошо согла
суется со значением, полученным опытным путем.

Найдем связь между интенсивностью звуковой волны 1 и ампли
тудой колебаний давления (Ар )т . В § 101 было указано, что под 
интенсивностью звука понимают среднее значение плотности потока 
энергии. Следовательно,

l  =  ~ p a 2a>2v  (102.8)

(см. формулу (98.11)). Здесь р — плотность невозмущенного газа, 
а  — амплитуда колебаний частиц среды, т. е. амплитуда колебаний 
смещения |, сэ — частота, v — фазовая скорость волны. Заметим, 
что под частицами среды в данном случае подразумеваются не 
молекулы, а макроскопические (т. е. заключающие в себе большое 
количество молекул) объемы, линейные размеры которых много 
меньше длины волны.
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Пусть | изменяется по закону |= acos(o j/  — k x + a ) .  Тогда
3  ̂ 6)^  =  sin (оit — kx + a )  =  a  — sin (< s)t-kx-{-a ) .

Подставив это значение в формулу (102.4), получим

Ар =  — ур а  — sin (ш£ — kx  +  a ) =  — (Ар)т  sin (a t  — kx +  <x).
V

Огсюда
a = (ApUo (102.9)

Ypco 4 ’
Подстановка этого выражения в (102.8) дает

/ =  ■ 9 ^ l ^ v==( m h f P . \ \ ,
2 г  у гр 2си2 2у рv \ р J

Приняв во внимание, что v (yR T !M )\  а (р !рУ =  (RT/M )? (см. 
формулу (102.6) и предшествующий ей текст), можно написать

/ =  ( 102 . 10)

С помощью этой формулы можно вычислить, что диапазону уровней 
громкости от 0 до 130 дБ соответствуют примерные значения амплиту
ды колебаний давления воздуха отЗ- 10"5П а(т. е. 2 - 10-7 мм рт. ст.) 
до 100 Па (~ 1 мм рт. ст.).

Произведем оценку амплитуды колебаний частиц а  и амплитуды 
скорости частиц (|)т . Начнем с оценки величины а , определяемой 
формулой (102.9). Приняв во внимание, что у/ш=Я,/2я, получим 
соотношение

(102. 11)

(у 1,5, следовательно, 2лу  «  10). При громкости 130 дБ отно
шение (Ар)т !р  имеет величину порядка 10~3, при громкости 60 дБ 
это отношение равно примерно 2-10“ ’ . Длины звуковых волн в воз
духе лежат в пределах от 21 м (при v = 16  Гц) до 17 мм (при v = 
=20 000 Гц). Подставив эти данные в формулу (102.11), найдем, чго 
при громкости 60 дБ амплитуда колебаний частиц составляет 
~ 4 -1 0 -1 мм для самых длинных волн и ~ 3 -1 0 -7 мм для самых 
коротких волн. При громкости 130 дБ амплитуда колебаний для 
самых длинных волн достигает ~ 2  мм.

При гармонических колебаниях амплитуда скорости (|)т  равна 
амплитуде смещения а , умноженной на круговую частоту ш: (!)„ ,=  
—а®. Умножив выражение (102.11) на со, получим

т 1 (Ар)т {Ар)га
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Следовательно, при громкости 130 дБ амплитуда скорости состав
ляет примерно 340 м/с-10~3= 0,34 м/с. При громкости 60 дБ ампли
туда скорости будет порядка 0,1 мм/с. Заметим, что, в отличие от 
амплитуды смещения, амплитуда скорости не зависит от длнны 
волны.

§ 103. Эффект Доплера для звуковых волн

Пусть в газе или жидкости на некотором расстоянии от источ
ника волн располагается воспринимающее колебания среды уст
ройство, которое мы будем называть приемником. Если источник 
и приемник волн неподвижны относительно среды, в которой рас
пространяется волна, то частота колебаний, воспринимаемых 
приемником, будет равна частоте v0 колебаний источника. Если же 
источник или приемник либо оба они движутся относительно среды, 
то частота v, воспринимаемая приемником, может оказаться от
личной от v0. Это явление называется э ф ф е к т о м  Д о п л е р а .

Предположим, что источник и приемник движутся вдоль соеди
няющей их прямой. Скорость источника унс.г будем считать положи
тельной, если источник движется по направлению к приемнику, 
и отрицательной, если источник движется в направлении от прием
ника. Аналогично скорость приемника ипр будем считать положи
тельной, если приемник движется по направлению к источнику, 
и отрицательной, если приемник движется в направлении от источ
ника.

Если источник неподвижен и колеблется с частотой v0, то к 
моменту, когда источник будет завершать v„-e колебание, порож
денный первым колебанием «гребень» волны успеет пройти в среде 
путь v (v — скорость распространения волны относительно среды). 
Следовательно, порождаемые источником за секунду v0 «гребней» 
и «впадин» волны уложатся на длине v. Если же источник движется 
относительно среды со скоростью уисг, то в момент, когда источник 
будет завершать v0-e колебание, «гребень», порожденный первым 
колебанием, будет находиться от источника на расстоянии и—vUCT 
(рис. 103.1). Следовательно, v0 «гребней» и «впадин» волны уложатся 
на длине и—иист, так что длина волны будет равна

x =  v—vKc rm (103.1)

Мимо неподвижного приемника пройдут за секунду «гребни» 
и «впадины», укладывающиеся на длине v. Если приемник движется 
со скоростью упр, то в конце длящегося 1 с промежутка времени он 
будет воспринимать «впадину», которая в начале этого промежутка 
отстояла от его теперешнего положения на расстояние, численно 
равное V.  Таким образом, приемник воспримет за секунду колеба
ния,  отвечающие «гребням» и «впадинам», укладывающимся на
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длине, численно равной v +  упр (рис. 103.2), и будет колебаться 
с частотой

f +Упр
V = Л

Подставив в эту формулу выражение (103.1) для X, получим

<103-2>
Из формулы (103.2) вытекает, что при таком движении источника 

и приемника, при котором расстояние между ними уменьшается,
-г.----------------------  v

О * -

v0 колебаний 

Рис. 103.1.

воспринимаемая приемником частота v оказывается больше частоты 
источника v0. Если расстояние между источником и приемником 
увеличивается, v будет меньше, чем v0.

Если направления скоростей vHCT и vnp не совпадают с проходя
щей через источник и приемник прямой, вместо унСТ и ипр в формуле
(103.2) нужно брать проекции векторов v„CT и vnp на направление 
указанной прямой.

С)

■ Vnp-

v колебаний 
Рис. 103.2.

Из формулы (103.2) следует, что эффект Доплера для звуковых 
волн определяется скоростями движения источника и приемника 
относительно среды, в которой распространяется звук . Д ля свето
вых волн также наблюдается эффект Доплера, однако формула для 
изменения частоты имеет иной вид, чем (103.2). Это обусловлено 
тем, что для световых волн не существует вещественной среды, 
колебания которой представляли бы собой «свет». Поэтому скорости 
источника и приемника света относительно «среды» не имеют смысла. 
В случае света можно говорить лишь об относительной скорости 
приемника и источника. Эффект Доплера для световых волн зависит 
от величины и направления этой скорости. Эффект Доплера для 
световых волн рассматривается в § 151.
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§ 104. Волновое уравнение для электромагнитного поля

В главе IX мы выяснили, что переменное электрическое поле 
порождает магнитное, которое, вообще говоря, тоже оказывается 
переменным. Это переменное магнитное поле порождает электри
ческое и т. д. Таким образом, если возбудить с помощью колеблю
щихся зарядов переменное электромагнитное поле, то в окружающем 
заряды пространстве возникнет последовательность взаимных пре
вращений электрического и магнитного полей, распространяющих
ся от точки к точке. Этот процесс будет периодическим во времени 
и в пространстве и, следовательно, представляет собой волну.

Покажем, что существование электромагнитных волн вытекает 
и з  у р а в н е н и й  М а к с в е л л а .  В случае однородной нейтральной ( р = 0 )  
непроводящей ( j= 0) среды с постоянными проницаемостями е и ц 

SB 5Н <3D _  , дЕ
dt =  a t '  d t ~  е8° dt ’

VB =  №0VH, vD =  ee0?E .

Поэтому уравнения (71.1) — (71.4) можно написать следующим 
образом:

[VE] =  - p p 0^ ,  (104.1)

?Н  =  0, (1С4.2)

[VH] =  ee0g ,  (104.3)

ТЕ =  0. (104.4)

Возьмем ротор от обеих частей уравнения (104.1):

[V, [VE]] =  - n | i 0 (Ю4.5)

Символ V означает дифференцирование по координатам. Изменение 
последовательности диф}>еренцирования по координатам и времени

ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫЕ ВОЛНЫ
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приводит к равенству
Г„ <ЭН 1 а Гт1111 
LV’ dt J  — dt ^  ^

Произведя в (104.5) такую  замену и подставив в получившееся 
уравнение значение (104.3) для ротора Н, получим

Г)2 Р
[V, [VE]] =  — е е ^ о ^ р .  (104.6)

Согласно (11.40) [V, tVEU =  V(VE) — АЕ. В силу (104.4) 
первый член этого выражения равен нулю. Поэтому левая часть 
формулы (104.6) представляет собой —ДЕ. Таким образом, опустив 
слева и справа знак минус, приходим к уравнению

д 2ЕДЕ =  ее0[*ц0 .

В соответствии с (39.15) е0[х0=  1 /с?. Поэтому уравнению можно 
придать вид

ДЕ =  (104-7)

Раскрыв оператор Лапласа, получим
й2Е д2Е д2Е £(1 д 2Е , . п .
д ? + д ?  +  д * = -& Ш * -  ( 104-8)

Взяв ротор от обеих частей уравнения (104.3) и произведя анало
гичные преобразования, придем к уравнению

дх2 ^  ду'1 ^  дг2 с2 d t2 •

Уравнения (104.8) и (104.9) неразрывно связаны друг с другом, так 
как они получены из уравнений (104.1) и (104.3), каждое из которых 
содержит и Е, и Н.

Уравнения (104.8) и (104.9) представляют собой типичные волно
вые уравнения (см. (96.2)). В сякая функция, удовлетворяющая 
такому уравнению, описывает некоторую волну, причем корень 
квадратный из величины, обратной коэффициенту при производной 
по времени, дает фазовую скорость этой волны. Следовательно, 
уравнения (104.8) и (104.9) указывают на то, что электромагнитные 
поля могут существовать в виде электромагнитных волн, фазовая 
скорость которых равна

w =  (104.10)
V  eji

В вакууме (т. е. при е=(л=1) скорость электромагнитных волн 
совпадает со скоростью света в пустоте с.
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§ 105. Плоская электромагнитная волна

Исследуем плоскую электромагнитную волну, распространяю
щуюся в нейтральной непроводящей среде с постоянными проницае
мостями е и р. (р= 0, j= 0 , e=const, n=const). Направим ось х  
перпендикулярно к волновым поверхностям. Тогда Е и Н, а значит, 
и их компоненты по координатным осям не будут зависеть от коор
динат у  и z. Поэтому уравнения (71.5) — (71.8) упрощаются сле
дующим образом:

дНх дЕ г дН у дЕу дНг
°  — №о dt 1 дх — Wo dt » дх — dt » (Ю5.1)

(105.21

d£x dHz дЕ„ дН„ дЕг
0 =  ее0- ^ - ,  - ^ - =  ее0- ^ - ,  ^  == eea~ ^f . (105.3)

^  =  8 8 ^ = 0 .  (105.4)

Уравнение (105.4) и первое из уравнений (105.3) показывают, что Ех 
не может зависеть ни от х , ни от t. Уравнение (105.2) и первое из 
уравнений (105.1) дают такой же результат для Н х. Следовательно, 
отличные от нуля Е х и Н х могут быть обусловлены лишь постоян
ными однородными полями, накладывающимися на электромагнит
ное поле волны. Само поле волны не имеет составляющих вдоль 
оси х. Отсюда вытекает, что векторы Е и Н перпендикулярны к на
правлению распространения волны, т. е. что электромагнитные 
волны поперечны. В дальнейшем мы будем предполагать постоянные 
поля отсутствующими и полагать ЕХ= Н Х= 0.

Д ва последних уравнения (105.1) и два последних уравнения
(105.3) можно объединить в две независимые группы:

дЕ у дНг дН2 дЕу
дх ~~ dt ’ дх ~  88° dt ’ (Ю5.5)
дЕ г дН и дН ы дЕ г
~дх~ ~  Wl° dt ’ ~~dx ~  ъе°1)Г  * (105.6)

Первая группа уравнений связывает компоненты Е у и Н 2, вторая — 
компоненты E z и Н у. Допустим, что первоначально было создано 
переменное электрическое поле Е у, направленное вдоль оси у . 
Согласно второму из уравнений (105.5) это поле создаст магнитное 
поле Н *, направленное вдоль оси г. В соответствии с первым урав
нением (105.5) поле Н г создаст электрическое поле Е у, и т. д. Ни 
поле Е г, ни поле Н у при этом не возникают. Аналогично, если пер
воначально было создано поле Е г, то согласно уравнениям (105.6) 
появится поле Н у, которое возбудит поле Е г и т. д. В этом случае



не возникают поля Е у и Н г. Таким образом, для описания плоской 
электромагнитной волны достаточно взять одну из систем уравнений
(105.5) или (105.6), положив компоненты, фигурирующие в другой 
системе, равными нулю.

Возьмем для описания волны уравнения (105.5), положив Е г— 
= Н У= 0. Продифференцируем первое уравнение по х  и произ-

д дНг д дНг г ,  д н 2ведем замену: ~  =  -щ- . Подставив затем из второ
го уравнения, получим волновое уравнение для Е у :

(1057)дх2 — с2 dt2 (Ш О./)

(мы заменили е0ц0 через 1/с2). Продифференцировав по х  второе из 
уравнений (105.5), найдем после аналогичных преобразований 
волновое уравнение для Н 2:

д2Н , ей, д2Н ,
дх2 — с2 dt2 ‘ (105.8)

Полученные уравнения представляют собой частный случай урав
нений (104.8) и (104.9).

Напомним, что ЕХ= Е 2= 0 и Н Х= Н У= 0, так что Е У= Е  и #*=//. 
Мы сохранили в уравнениях (105.7) и (105.8) индексы у  и г  при 
Е и Н, чтобы подчеркнуть то обстоятельство, что векторы Е и Н 
направлены вдоль взаимно перпендикулярных осей у  и г.

Простейшим решением уравнения (105.7) является функция
E v= E mcos(o)t—kx+ a^ ). (105.9)

Решение уравнения (105.8) имеет аналогичный вид:
Н z= H mcos((ot—k x + a 2). (105.10)

В этих формулах (о — частота волны, k — волновое число, равное 
to/у, a.i и а 3 — начальные фазы колебаний в точках с координатой 
*= 0 .

Подставим функции (105.9) и (105.10) в уравнения (105.5):
kE msin (cot—&e+ai)=M^o(t>//msin(cd/—kx-\-a.2), 
kH msin (oi t—k x + a 2)= e e 0aiEmsm (ait—k x + a j).

Д ля того чтобы уравнения удовлетворялись, необходимо равенство 
начальных фаз а* и а 2. Кроме того, должны выполняться соотно
шения

kE т —[1[1а<лН т , £бо(о
Перемножив эти два равенства, найдем, что

еглЕ2т =--Щ1 лН2т . (105.11)
Таким образом, колебания электрического и магнитного векторов 
в электромагнитной волне происходят с одинаковой фазой (a 1= a 2),
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а амплитуды этих векторов связаны соотношением

=  ViWo- (105.12)
Д ля волны, распространяющейся в вакууме,

§£=» j / ^ = К 4 Т Г Т ^ Ж ^ 9 Л ^  =  К(1л)^900'== 120я 377 Ом.
m г е0

(105.13)
В гауссовой системе формула (105.12) имеет вид

Ет  V~t —Нт
Следовательно, в вакуум е  Е т= Н т (Е т  измеряется в СГСЭ-единицах, Нт — в 
СГСМ-единицах).

Умножив уравнение (105.9) на орт оси у  (E yt v~  Е), а уравнение
(105.10) на орт оси z (Я 2е г= Н ), получим уравнения плоской элек
тромагнитной волны в векторном виде:

Е =  Ега cos (о^ — k x ) , Н =  Hfflcos((oi — kx) (105.14)
(мы положили a i = a 2= 0).

На рис. 105.1 показана «моментальная фотография» плоской 
электромагнитной волны. Из рисунка видно, что векторы Е и Н

образуют с направлением распростра
нения волны правовинтовую систему. 
В фиксированной точке пространст
ва векторы Е и Н изменяются со 
временем по гармоническому закону. 
Они одновременно увеличиваются от 
нуля, затем через 1/4 периода дости
гают наибольшего значения, причем, 
если Е направлен вверх, то Н на
правлен вправо (смотрим вдоль на
правления, по которому распростра

няется волна). Еще через 1/4 периода оба вектора одновременно 
обращаются в нуль. Затем опять достигают наибольшего значе
ния, но на этот раз Е направлен вниз, а Н влево. И, наконец, 
по завершении периода колебания векторы снова обращаются 
в нуль. Такие изменения векторов Е и Н происходят во всех точках 
пространства, но со сдвигом по фазе, определяемым расстоянием 
между точками, отсчитанным вдоль оси х .

§ 106. Экспериментальное исследование 
электромагнитных волн

Первые опыты с несветовыми электромагнитными волнами были 
осуществлены Г. Герцем в 1888 г. Д ля получения волн Герц приме
нил изобретенный им вибратор, состоящий из двух стержней, разде
ленных искровым промежутком. При подаче на вибратор высокого



5 106. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ 307

напряжения от индукционной катушки в промежутке проскаки
вала искра. Она закорачивала промежуток, н в вибраторе возни
кали затухающие электрические колебания (рис. 106.1; показанные 
на рисунке дроссели предназначались для того, чтобы высокоча
стотный ток не ответвлялся в обмотку индуктора). За время горения 
искры успевало совершиться большое число колебаний, порождав
ших цуг электромагнитных волн, длина которых приблизительно 
в два раза превышала длину вибратора. Помещая вибраторы разной 
длины в фокусе вогнутого параболического зер
кала, Герц получал направленные плоские вол
ны, длина которых составляла от 0,6 м до 10 м. ^

Исследование излучаемой волны Герц осу- | 
ществлял такж е при помощи полуволнового виб- ^  
ратора с небольшим искровым промежутком по- ^  
средине. При размещении такого вибратора па
раллельно вектору напряженности электричес
кого поля волны в нем возбуждались колебания 
тока и напряжения. Поскольку длина вибратора 
выбиралась равной Х/2, колебания в нем вследствие резонанса 
достигали такой интенсивности, что вызывали проскакивание в 
искровом промежутке небольших искр.

С помощью больших металлических зеркал и асфальтовой 
призмы (размером более 1 м и массой 1200 кг) Герц осуществил 
отражение и преломление электромагнитных волн и обнаружил, что 
оба эти явления подчиняются законам, установленным в оптике для 
световых волн. Отразив бегущую плоскую волну с помощью ме
таллического зеркала в обратном направлении, Герц получил стоя
чую волну. Расстояние между узлами и пучностями волны позво
ляло определить длину волны X. Умножив X на частоту колебаний 
вибратора v, можно было найти скорость электромагнитных волн, 
которая оказалась близкой к с. Располагая на пути волн решетку 
из параллельных друг другу медных проволок, Герц обнаружил, 
что при вращении решетки вокруг луча интенсивность волн, про
шедших сквозь решетку, сильно изменяется. Когда проволоки, 
образующие решетку, были перпендикулярны к вектору Е, волна 
проходила сквозь решетку без помех. При расположении проволок 
параллельно Е волна сквозь решетку не проходила. Таким образом 
была доказана поперечность электромагнитных волн.

Опыты Герца были продолжены П. Н. Лебедевым, который в 
1894 г. получил электромагнитные волны длиной 6 мм и исследовал 
прохождение их в кристаллах. При этом было обнаружено двойное 
преломление волн (см. § 136).

В 1896 г. А. С. Попов впервые осуществил с помощью электро
магнитных волн передачу сообщения на расстояние около 250 м 
(были переданы слова «Генрих Герц»). Тем самым было положено 
основание радиотехнике.
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§ 107. Энергия электромагнитных волн

Электромагнитные волны переносят энергию. Согласно формуле
(98.9) плотность потока энергии можно получить, умножив плот
ность энергии на скорость волны.

Рассмотрим случай, когда электромагнитная волна распрост
раняется в вакуум е. В этом случае скорость волны равна с. Плот
ность энергии электромагнитного поля w  слагается из плотности 
энергии электрического поля и плотности энергии магнитного поля:

w =  wE + W H +  (107.1)

(см. формулы (30.2) и (67.7); для вакуум а е= ц = 1 ).
В данной точке пространства векторы Е и Н изменяются в оди

наковой фазе 1). Поэтому соотношение (105.12) между амплитудными 
значениями Е  и Н справедливо и для их мгновенных значений. 
Положив в (105.12) e = [ i= l ,  придем к соотношению

Е У Т а = .Н  Vvo- (107.2)

Отсюда следует, что плотности энергии электрического и магнит
ного полей волны в каждый момент времени одинаковы: wE= w H. 

С учетом (107.2) выражению (107.1) можно придать вид

w =  ± (Е  V Ta) ( Е У Г 0) + 1  (Я  К й )  (я V i t i  =  У ч ч  Е Н = \  ЕН

(см. формулу (39.15)). Умножив найденное выражение для w на 
скорость волны с, получим модуль плотности потока энергии:

S = w c= E H . (107.3)

Векторы Е и Н взаимно перпендикулярны и образуют с на
правлением распространения волны правовинтовую систему. По
этому направление вектора [ЕН] совпадает с направлением переноса 
энергии, а модуль этого вектора равен ЕН. Следовательно, вектор 
плотности потока электромагнитной энергии можно представить 
как векторное произведение Е и Н:

S= [E H ]. (107.4)

Вектор S называется в е к т о р о м  П о й н т и н г а .
Можно показать, что формула (107.4) оказывается справедли

вой и в случае, когда электромагнитная волна распространяется 
в диэлектрической или проводящей среде.

По аналогии с формулой (98.13) поток Ф электромагнитной 
энергии через некоторую поверхность F  можно найти с помощью

г) Это справедливо только для вакуума и непроводящей среды. В проводя
щей среде фазы Е и Н не совпадают.
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интегрирования:

Ф - J s d F  (107.5)
F

(в формуле (98.13) буква S  обозначала поверхность; поскольку 
буквой S  принято обозначать вектор Пойнтинга, нам пришлось 
обозначить поверхность буквой F).

В качестве примера на применение формул (107.4) и (107.5) 
рассмотрим участок однородного цилиндрического проводника, по 
которому течет постоянный ток (рис. 107.1). Внача
ле будем считать, что на этом участке сторонние -----
силы отсутствуют. Тогда согласно формуле (34.3) 
в каждой точке проводника выполняется соотно
шение

1 =  “Е - } е . |' «

Постоянный ток распределяется по сечению 
провода с одинаковой плотностью j. Следователь
но, электрическое поле в пределах изображенного 
на рис. 107.1 участка проводника будет однородным.
Выделим мысленно внутри проводника цилиндричес- Рис. 107.1. 
кий объем радиуса г  и длины /. В каждой точке 
боковой поверхности этого цилиндра вектор Н перпендикулярен к 
вектору Е и направлен по касательной к поверхности. Модуль Н 
равен '/2/г (согласно (52.7) 2лrH  =  /яг2). Таким образом, вектор
(107.4) в каждой точке поверхности направлен к оси провода и 
имеет модуль S = E H = V iE \ r . Умножив S  на боковую поверхность 
цилиндра F, равную 2лг/, найдем, что внутрь рассматриваемого 
нами объема втекает поток электромагнитной энергии

ф = SF  =  1l„ E jr -2 n r i =  E j-  я г 2/ =  E j-V , (107.6)

где V — объем цилиндра.
Согласно (38.4) £/=р/2 есть количество тепла, выделяющееся 

в единицу времени в единице объема проводника. Следовательно, 
равенство (107.6) указывает на то, что энергия, выделяющаяся 
в виде ленц-джоулева тепла, поступает в проводник через его боко
вую поверхность в виде энергии электромагнитного поля. По мере 
проникновения в глубь проводника поток энергии постепенно 
ослабляется (уменьшается и вектор Пойнтинга, и поверхность, 
через которую течет поток) за счет поглощения энергии и превра
щения ее в тепло.

Теперь допустим, что в пределах рассматриваемого нами участка 
проводника действуют сторонние силы, поле которых однородно 
(E*=const). В этом случае согласно формуле (35.1) в каждой точке

Рис. 107.1.
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проводника имеет место соотношение

j =  a (E  +  E * ) = l ( E - b E * ) ,  

из которого вытекает, что
E = pj—Е*. (107.7)

Будем считать, что сторонние силы на рассматриваемом участке 
цепи не противятся, а способствуют прохождению тока. Это озна
чает, что направление Е* совпадает с направлением j. Допустим, 
что выполняется соотношение р/'=£*. Тогда согласно (107.7) на
пряженность электростатического поля Е в каждой точке равна 
нулю, и поток электромагнитной энергии через боковую поверх
ность отсутствует. В этом случае тепло выделяется за счет работы 
сторонних сил.

Если ж е имеет место соотношение Е* >  р/, то, как  следует 
из (107.7), вектор Е будет направлен противоположно вектору /. 
В этом случае векторы Е и S имеют направления, противоположные 
изображенным на рис. 107.1. Следовательно, электромагнитная 
энергия не втекает, а , наоборот, вытекает через боковую поверх
ность проводника в окружающее его пространство.

Резюмируя, можно сказать, что в замкнутой цепи постоянного 
тока энергия от участков, где действуют сторонние силы, передается 
другим участкам цепи не вдоль проводников, а через бкружающее 
проводники пространство в виде потока электромагнитной энергии, 
характеризуемого вектором S.

§ 108. Импульс электромагнитного поля

Поглощаясь в каком-либо теле, электромагнитная волна сооб
щает этому телу некоторый импульс, т. е. оказывает на него дав
ление. Это можно показать на следующем примере. Пусть плоская 
волна падает по нормали на плоскую поверхность слабо проводя
щего тела с е и (л, равными единице (рис. 108.1). Электрическое поле 
волны возбудит в теле ток плотности j= a E . Магнитное поле волны 
будет действовать на ток с силой, величину которой в расчете на 
единицу объема тела можно найти по формуле (44.4):

^ед.об. =  [ J B ]  =а Jig [ J H ] .

Направление этой силы, как  видно из рис. 108.1, совпадает с на
правлением распространения волны.

Поверхностному слою с площадью, равной единице, и толщиной 
d l сообщается в единицу времени импульс

d K ^ F ^ oS. d l ^ i i 0jH d l  (108.1)

(векторы j и Н взаимно перпендикулярны). В этом ж е слое в еди
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ницу времени поглощается энергия
dW=JEdl, (108.2)

выделяющаяся в виде тепла.
Импульс (108.1) и энергия (108.2) сообщаются слою волной. 

Возьмем их отношение, опустив за ненадобностью символ d :
К __ Н_
W Е '

Приняв во внимание, что ц0Н ^= г0Е^, получим

=  1̂ еоЦо=  •

Отсюда вытекает, что электромагнитная волна, несущая энергию 
W, обладает импульсом

K = -~ W . (108.3)

Такая же связь между энергией и импульсом имеет место для 
частиц с нулевой массой покоя (см. формулу (71.1) 1-го тома). 
Это не удивительно, поскольку согласно кван
товым представлениям электромагнитная вол
на эквивалентна потоку фотонов, т. е. частиц, 
масса которых (имеется в виду масса покоя) 
равна нулю.

Из (108.3) следует, что плотность импуль
са (т. е. импульс единицы объема) электро
магнитного поля равна

w  1
ед.об. с (108:4)

Плотность энергии связана с модулем вектора Пойнтинга соотноше
нием S= w c . Заменив в (108.4) w через Sfc  и учтя, что направления 
векторов К и S совпадают, можно написать

(108.5)KM.o e = 4 s  =  -4[E H ].

Отметим, что при переносе энергии любого вида плотность по
тока энергии равна плотности импульса, умноженной на с2. Рас
смотрим, например, совокупность частиц, распределенных в про
странстве с плотностью п и летящих с одинаковой по величине и 
направлению скоростью v. В этом случае плотность импульса равна

к - ° б = п т т 5 ^ -  ( 1 0 8 -6 )

Частицы переносят с собой энергию, плотность потока которой 
равна плотности потока частиц, умноженной на энергию одной
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частицы:
(108.7)

Из (108.6) и (108.7) следует, что

К ед.об с г * (108.8)

Пусть падающая нормально на некоторое тело электромагнитная 
волна полностью поглощается этим телом. Тогда единице поверх
ности тела сообщается в единицу времени импульс волны, заклю
ченный в цилиндре с площадью основания, равной единице, и высо
той с. Согласно (108.4) этот импульс равен (w/c)c=w. Вместе с тем 
импульс, сообщаемый единице поверхности в единицу времени, ра
вен давлению р  на поверхность. Следовательно, в случае поглощаю
щей поверхности p = w . Эта величина пульсирует с очень большой 
частотой. Поэтому практически может быть измерено ее среднее 
по времени значение. Таким образом,

Д ля идеально отражающей поверхности давление будет в два раза 
больше.

Величина давления, вычисленная по формуле (108.9), оказыва
ется очень малой. Например, на расстоянии 1 м от источника света 
силой в миллион свечей давление составляет всего лишь около 
10~7 Па (~ 1 0 -9 гс/см2). Измерить световое давление удалось П.Н. Ле
бедеву. Осуществив опыты, потребовавшие большой изобретатель
ности и мастерства, Лебедев измерил в 1900 г. давление света на 
твердые тела, а в 1910 г .— на газы. Результаты измерений оказа
лись в полном согласии с теорией Максвелла.

§ 109. Излучение диполя

Простейшей системой, излучающей электромагнитные волны, 
является колеблющийся электрический диполь. Примером такого 
диполя может служить система, образованная неподвижным точеч
ным зарядом +с/ и колеблющимся около него точечным зарядом —q 
(рис. 109.1). Дипольный электрический момент этой системы изме
няется со временем по закону

где г — радиус-вектор заряда —q, I — амплитуда колебаний, е — 
единичный вектор, направленный вдоль оси диполя, рт = —д/е.

Ознакомление с подобной излучающей системой особенно важно 
в связи с тем, что многие вопросы взаимодействия излучения с ве
ществом могут быть объяснены классически, исходя из представле
ния об атомах как  о системах зарядов, в которых содержатся элек-

p =  <w>. (108.9)

р =  — qr =  — qle  cos со/ =  рга cos со/, (109.1)
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троны, способные совершать гармонические колебания около поло
жения равновесия.

Рассмотрим излучение диполя, размеры которого малы по срав
нению с длиной волны Такой диполь называется э л е м е н- 
т а р н ы м. В непосредственной близости от диполя картина элект
ромагнитного поля очень сложна. Она сильно упрощается в так 
называемой в о л н о в о й  з о н е  диполя, которая начинается на 
расстояниях г, значительно превышающих длину волны (/$>>>,). 
Если волна распространяется в однородной изотропной среде, то 
волновой фронт в волновой зоне будет сферическим (рис. 109.2). 
Векторы Е и Н в каждой точке взаимно перпендикулярны и пер
пендикулярны к лучу, т .е . радиусу- 
вектору, проведенному в данную

ану, а вектор Н — по касательной
к параллели. Если смотреть вдоль луча г, то мгновенная картина 
волны будет такой ж е, как  на рис. 105.1, с тем отличием, что ам
плитуда при перемещении вдоль луча постепенно убывает.

В каждой точке Е и Н колеблются по закону cos (со/—kr). 
Амплитуды Ет  и Нт  зависят от расстояния г  до излучателя и 
от угла © между направлением радиуса-вектора г и осью диполя 
(см. рис. 109.2). Эта зависимость для вакуум а имеет следующий вид:

Среднее значение плотности потока энергии <5> пропорционально 
произведению Е т Н т , следовательно,

Из этой формулы вытекает, что интенсивность волны изменяется 
вдоль луча (при -&=const) обратно пропорционально квадрату 
расстояния от излучателя. Кроме того, она зависит от угла 0. 
Сильнее всего излучает диполь в направлениях, перпендикулярных 
к его оси (й=л/2). В направлениях, совпадающих с осью (Ф=0 
и л), диполь не излучает. Зависимость интенсивности от угла 
очень наглядно изображается с помощью д и а г р а м м ы  н а 
п р а в л е н н о с т и  д и п о л я  (рис. 109.3). Эта диаграмма

да можно сказать, что вектор Е в

точку из центра диполя.

каждой точке волновой зоны на
правлен по касательной к мериди- Рис. 109.1.

Назовем сечения волнового 
фронта плоскостями, проходящими 
через ось диполя, меридианами, а 
плоскостями, перпендикулярными
к оси диполя,— параллелями. Тог- <
T in  шпшил ЛГ/OOOTL НТЛ DOl/ТЛП Р  п

Р ис. 109.2.

< S > ~ ^ s in 2d . (109.2)
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строится так , чтобы длина отрезка, отсекаемого ею на луче, про
веденном из центра диполя, давала интенсивность излучения под 
углом -0.

Соответствующий расчет дает, что м о щ н о с т ь  и з л у ч е 
н и я  диполя Р  (т. е. энергия, излучаемая по всем направлениям 
в единицу времени) пропорциональна квадрату второй производной

дипольного момента по времени:

/>~р2. (109.3)
Согласно формуле (109.1) р - =  
= p2m(n*co&2at. Подстановка это
го значения в (109.3) дает

Р  ~  />mW4COSs (D/. (109.4)
Усреднив это выражение по вре
мени, получим

<Я> ~  р*,<о4. (Ю9.5)

Таким образом, средняя мощность излучения диполя пропорцио
нальна квадрату амплитуды электрического момента диполя и чет
вертой степени частоты. Поэтому при малой частоте излучение 
электрических систем (например, линий передачи переменного тока 
промышленной частоты) бывает незначительным.

Согласно (109.1) р = —q r= —qw , где w — ускорение колеблю
щегося заряда. Подстановка этого выражения для р в формулу
(109.3) дает, что *)

Р  ~  <?2w2. (109.6)

Эта формула определяет мощность излучения не только при коле
баниях, но и при произвольном движении заряда. Всякий заряд, 
движущийся с ускорением, возбуждает электромагнитные волны, 
причем мощность излучения пропорциональна- квадрату заряда н 
квадрату ускорения. Например, электроны, ускоряемые в бета
троне (см. § 76), теряют энергию за счет излучения, обусловленного 
в основном центростремительным ускорением wn= ifilr . Согласно 
формуле (109.6) количество теряемой энергии сильно растет с уве
личением скорости электронов в бетатроне (пропорционально i f  ). 
Поэтому возможное ускорение электронов в бетатроне ограничено 
пределом ~500 МэВ (при скорости, соответствующей этому зна
чению, потери на излучение становятся равными энергии, сообща
емой электронам вихревым электрическим полем.)

1) Коэффициент пропорциональности в формуле (109.6) равен /̂Л{х(1/е<1/Слс2=  
= 20/с2 в СИ н 2/(Зс3) в гауссовой системе.
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Заряд, совершающий гармонические колебания, излучает моно
хроматическую волну с частотой, равной частоте колебаний заряда. 
Если же ускорение заряда w  изменяется не по гармоническому за 
кону, излучение состоит из набора волн различных частот.

Согласно формуле (109.6) интенсивность обращается в нуль 
при w = 0. Следовательно, электрон, движущийся с постоянной 
скоростью, не излучает электромагнитных волн. Это, однако, спра
ведливо лишь в том случае, если скорость электрона уал не превы
шает скорости света vCB =  с!\г щ  в той среде, в которой движется 
электрон. В случае, когда оэл >  t'c„, наблюдается излучение, от
крытое в 1934 г. С. И. Вавиловым и П. А. Черенковым.
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§ 110. Световая волна

Свет представляет собой сложное явление: в одних случаях он 
ведет себя как  электромагнитная волна, в других — как поток 
особых частиц (фотонов). В данном томе излагается в о л н о в а я
о п т и к а, т. е. круг явлений, в основе которых лежит волновая 
природа света. Совокупность явлений, обусловленных корпуску
лярной J) природой света, будет рассмотрена в третьем томе.

В электромагнитной волне колеблются векторы Е и Н. К ак по
казывает опыт, физиологическое, фотохимическое, фотоэлектри
ческое и другие действия света вызываются колебаниями электри
ческого вектора. В соответствии с этим мы будем в дальнейшем 
говорить о с в е т о в о м  в е к т о р е ,  подразумевая под ним век
тор напряженности электрического поля. О магнитном векторе 
световой волны мы упоминать почти не будем.

Модуль амплитуды светового вектора мы будем обозначать, как 
правило, буквой А (иногда Е т ). Соответственно изменение во вре
мени и пространстве проекции светового вектора на направление, 
вдоль которого он колеблется, будет описываться уравнением

Е = А  cos(W —k r+ a ) .  (110.1)

Здесь k — волновое число, г — расстояние, отсчитываемое вдоль 
направления распространения световой волны. Д ля плоской волны, 
распространяющейся в непоглощающей среде, /l=const, для сфе
рической волны А убывает как  1 /г, и т. д.

Отношение скоростй световой волны в вакууме к фазовой ско
рости v в некоторой среде называется абсолютным показателем 
преломления этой среды и обозначается буквой п. Таким образом,

п =  - . (110.2)
V  '  '

Корпускула — частица.
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Сравнение с формулой (104.10) дает, что л — Д ля подавля
ющего большинства прозрачных веществ |х практически не отли
чается от единицы. Поэтому можно считать, что

п =  У ё .  (110.3)

Формула (110.3) связывает оптические свойства вещества с его 
электрическими свойствами. На первый взгляд может показаться, 
что эта формула неверна. Например, для воды е= 81, а «= 1 ,3 3 . 
Однако надо иметь в виду, что значение е=81 получено из электро
статических измерений. В быстропеременных электрических полях 
значение е получается иным, причем оно зависит от частоты колеба
ний поля. Этим объясняется д и с п е р с и я  света, т. е. зависи
мость показателя преломления (или скорости света) от частоты 
(или длины волны). Подстановка в формулу (110.3) значения е, 
полученного для соответствующей частоты, приводит к правильному 
значению п.

Значения показателя преломления характеризуют о п т и ч е 
с к у ю  п л о т н о с т ь  среды. Среда с большим п называется 
оптически более плотной, чем среда с меньшим п. Соответственно 
среда с меньшим п называется оптически менее плотной, чем среда 
с большим п.

Длины волн видимого света заключены в пределах

Х0 =  0 ,4 0 -^ 0 ,7 6  мкм (4000 -f- 7600А). (110.4)

Эти значения относятся к световым волнам в вакууме. В веществе 
длины световых волн будут иными. В случае колебаний частоты v 
длина волны в вакуум е равна X0= cN . В среде, в которой фазо
вая скорость световой волны v = c ln , длина волны имеет значение 
}.= v/v= clvn= K0ln . Таким образом, длина световой волны в среде 
с показателем преломления п связана с длиной волны в вакууме 
соотношением

1 =  ^°. (110.5)

Частоты видимых световых волн лежат в пределах
v =  (0,39 -т- 0,75) -101? Гц. (110.6)

Частота изменений вектора плотности потока энергии, переносимой 
волной, будет еще больше (она равна 2v). Ни глаз, ни какой-либо 
иной приемник световой энергии не может уследить за столь ча
стыми изменениями потока энергии, вследствие чего они регистри
руют усредненный по времени поток. Модуль среднего по времени 
значения плотности потока энергии, переносимой световой волной, 
носит название и н т е н с и в н о с т и  с в е т а  / в данной точке 
пространства. Плотность потока электромагнитной энергии опре
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деляется вектором Пойнтинга S. Следовательно,
/ =  |<S>M<[EH]>|. (110.7)

Усреднение производится за время «срабатывания» прибора, кото
рое, как отмечалось, много больше периода колебаний волны. 
Измеряется интенсивность либо в энергетических единицах (на
пример, в Вт/м2), либо в световых единицах, носящих название 
«люмен на квадратный метр» (см. §114).

Согласно формуле (105.12) модули амплитуд векторов Е и Н 
в электромагнитной волне связаны соотношением

Е т Ущ> =  Нт  У ^ й =  Н т  V\h

(мы положили [л= 1). Отсюда следует, что

где п — показатель преломления среды, в которой распространя
ется волна. Таким образом, Нт  пропорционально Е т  и п:

Н т ~ п Е т . (110.8)

Модуль среднего значения вектора Пойнтинга пропорционален 
Ет Нт . Поэтому можно написать, что

1 ~ п Е 2т  =  пА * (110.9)

(коэффициент пропорциональности равен l /aV ев/Цо)- Следова
тельно, интенсивность света пропорциональна показателю прелом
ления среды и квадрату амплитуды световой волны.

Заметим, что при рассмотрении распространения света в одно
родной среде можно считать, что интенсивность пропорциональна 
квадрату амплитуды световой волны:

I ~  А*. (110.10)

Однако в случае прохождения света через границу раздела сред 
выражение для интенсивности, не учитывающее множитель л, 
приводит к несохранению светового потока.

Линии, вдоль которых распространяется световая энергия, на
зываются л у ч а м и .  Усредненный вектор Пойнтинга <S> направ
лен в каждой точке по касательной к лучу. В изотропных средах 
направление <S> совпадаете нормалью к  волновой поверхности, т. е. 
с направлением волнового вектора к . Следовательно, лучи перпен
дикулярны к волновым поверхностям. В анизотропных средах 
нормаль к волновой поверхности в общем случае не совпадает с на
правлением вектора Пойнтинга, так что лучи не ортогональны 
волновым поверхностям.
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Несмотря на то, что световые волны поперечны, они обычно не 
обнаруживают асимметрии относительно луча. Это обусловлено 
тем, что в е с т е с т в е н н о м  свете (т. е. свете, испускаемом: 
обычными источниками) имеются колебания, совершающиеся в 
самых различных направлениях, перпендикулярных к лучу (рис.
110.1). Излучение светящегося тела слагается из волн, испускаемых 
его атомами. Процесс излучения отдельного атома продолжается 
около 10“ 8 с. За это время успевает образоваться последователь
ность горбов и впадин (или, как  говорят, ц у г  в о л н )  протяжен
ностью примерно 3 м. «Погаснув», атом че
рез некоторое время «вспыхивает» вновь.
Одновременно «вспыхивает» много атомов.
Возбужденные ими цуги волн, налагаясь друг 
на друга, образуют испускаемую телом све
товую волну. Плоскость колебаний для каж 
дого цуга ориентирована случайным обра- Рис. 110.1. 
зом. Поэтому в результирующей волне ко
лебания различных направлений представлены с равной веро
ятностью.

В естественном свете колебания различных направлений быстро 
и беспорядочно сменяют друг друга . Свет, в котором направления 
колебании упорядочены каким-либо образом, называется п о л я 
р и з о в а н н ы м .  Если колебания светового вектора происходят 
только в одной проходящей через луч плоскости, свет называется 
п л о с к о -  (или л и н е й н о )  п о л я р и з о в а н н ы м .  Упо
рядоченность может заключаться в том, что вектор Е поворачи
вается вокруг луча, одновременно пульсируя по величине. В ре
зультате конец вектора Е описывает эллипс. Такой свет называется 
э л л и п т и ч е с к и -  п о л я р и з о в а н н ы м .  Если конец век
тора Е описывает окружность, свет называется п о л я р и з о 
в а н н ы м  п о  к р у г у .

В главах XVII и XVIII мы будем иметь дело с естественным 
светом. Поэтому направление колебаний светового вектора нас не 
будет особенно интересовать. Способы получения и свойства поляри
зованного света рассматриваются в гл . X IX .

§111 . Представление гармонических функции
с помощью экспонент

Образуем сумму двух комплексных чисел z ^ x ^ i y i  и z2 = 
= x 2+ iy 2:

2 — zi 4 * =  (*i +  iy i) +  (*2 +  i-Уъ) — (*i +  x i) 4* i {Ui +  Уа)- (HI-1)
Из (111. 1) следует, что вещественная часть суммы комплексных 
чисел равна сумме вещественных частей слагаемых:

Re(21+ 22)= R e 2 i+ R e z a. (111.2)
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Допустим, что комплексное число является функцией некото
рого параметра, например времени t:

z ( t )= x ( t )+ iy ( t ) .
Продифференцировав эту функцию по t, получим

d z_dx  , . dy
d t ~  dt 'r l d t '

Отсюда вытекает, что вещественная часть производной z по t равна 
производной по t от вещественной части г:

R e S  =  l R e 2 - <П 1 -з >
При интегрировании комплексной функции имеет место анало

гичное соотношение. Действительно,

\ z ( t ) d t  =  ^ x ( t ) d t  +  i l y ( t ) d t ,

откуда следует, что вещественная часть интеграла от z(t) равна 
интегралу от вещественной части z (t):

R e l z ( t ) d t = ^ R e z ( t ) d t .  (111.4)

Очевидно, что соотношения, аналогичные (111.2), (111.3) и
(111.4), имеют место такж е и для мнимых частей комплексных 
функций.

Из сказанного вытекает, что при выполнении над комплексными 
функциями операций сложения, дифференцирования и интегриро
вания, а такж е линейных комбинаций этих операций, вещественная 
(мнимая) часть результата совпадает с результатом, который полу
чился бы при выполнении аналогичных операций над веществен
ными (мнимыми) частями тех же функций *). Обозначив линейную 
комбинацию перечисленных выше операций символом Z, можно 
написать:

R e L fo , г 2, . . . )  =  ! ( Res,-, R e 22, . . . ) .  (111.5)
Установленное нами свойство линейных операций позволяет 

применять следующий вычислительный прием: осуществляя ли
нейные операции над гармоническими функциями вида

a  cos ( a t  — kxx  — kyу —k2z -f- a ) ,  
заменять эти функции экспонентами

а е , (С0t- k x x - k u y - k 2 z + a ) ^ ^ е С Ш -Ь хХ- Ь у у - к г ( 1 1 1 . 6 )

где a = a e ta— комплексное число, называемое к о м п л е к с н о й  
а м п л и т у д о й .  При таком представлении можно производить

*) Отметим, что это правило неприменимо к нелинейным операциям, напри
мер к умножению функций, возведению в квадрат и т. п.
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сложение функций, дифференцирование по переменным t, х, у , г , 
а такж е интегрирование по этим переменным. Произведя вычисле
ния, следует взять вещественную часть полученного результата. 
Целесообразность этого приема объясняется тем, что вычисления 
с экспонентами значительно проще вычислений, осуществляемых 
над тригонометрическими функциями.

Переходя к представлению (111.6), мы по существу добавляем 
ко всем функциям вида a  cos ( a t —k xx—k yy —k zz-\-a) слагаемые 
ia  sin (со/—kxx—k tJy —k zz + a ) .  Напомним, что подобный прием мы 
использовали при изучении вынужденных колебаний (см. § 60 
1-го тома).

§ 112. Отражение и преломление плоской волны
на границе двух диэлектриков

Пусть плоская электромагнитная волна падает на плоскую гра
ницу раздела двух однородных и изотропных диэлектриков. Ди
электрик, в котором распространяется падающая волна, характе
ризуется проницаемостью еь  второй диэлектрик — проницаемо
стью е2. Магнитные проницаемости полагаем равными единице. 
Опыт показывает, что в этом случае, кроме распространяющейся 
во втором диэлектрике плоской преломленной волны, возникает 
плоская отраженная волна, распространяющаяся в первом ди
электрике.

Определим направление распространения падающей волны с по
мощью волнового вектора к, отраженной волны — с помощью 
вектора к ' и, наконец, преломленной волны — с помощью век
тора к". Найдем, как связаны направления к ' и к" с направлением к. 
Это можно сделать, воспользовавшись тем, что на границе двух 
диэлектриков должно выполняться условие

х. (П2.1)
Здесь Е1х и £ ат — тангенциальные составляющие напряженности 
электрического поля в первой и второй среде соответственно.

В § 21 мы доказали соотношение (112.1) для электростатических 
полей (см. формулу (21.4)). Однако его легко распространить и на 
поля, изменяющиеся со временем. Согласно уравнению (71.1) 
определяемая выражением (21.2) циркуляция Е в случае пере
менных полей должна быть равна не нулю, а интегралу § (— В) dS, 
взятому по ллощади контура, изображенного на рис. 21.1:

ф E l d l =  E u a  — E 2xa  +  <.Eb'>2b =  ~  $ B dS .
S=a-b

Поскольку В конечно, при предельном переходе b -> 0 интеграл 
в правой части обращается в нуль, и мы приходим к  условию (21.3), 
из которого следует (21.4).

11 И. В. Савельева Т. 2
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Пусть вектор к ,  определяющий направление распространения 
падающей волны, лежит в плоскости чертежа (рис. 112.1). Направ
ление нормали к поверхности раздела охарактеризуем вектором п. 
Плоскость, в которой лежат векторы к и п ,  называется п л о с к о 
с т ь ю  п а д е н и я  волны. Возьмем линию пересечения плоско
сти падения с границей раздела диэлектриков в качестве оси х. 
Ось у  направим перпендикулярно к плоскости раздела диэлектри
ков. Тогда ось z будет перпендикулярна к плоскости падения, а 

вектор х окажется направленным вдоль оси 
х  (см. рис. 112.1).

Из соображений симметрии ясно, что век
торы к ' и к" могут лежать лишь в плоскости 
падения (среды однородны и изотропны). Дей
ствительно, допустим, что, например, вектор 
к ' отклонился от этой плоскости «на нас». 
Однако нет никаких оснований предпочесть 
такое отклонение равному ему отклонению 

ч »  <<от нао>- Поэтому единственно возможным 
У ' К оказывается направление вектора к ',  лежащее 

Рис. 112.1. в плоскости падения. Аналогичные рассуж 
дения справедливы и для вектора к". 

Выделим из естественного падающего луча плоскополяризо- 
ванную составляющую, в которой направление колебаний вектора 
Е образует с плоскостью падения произвольный угол. Колебания 
вектора Е в плоской электромагнитной волне, распространяющейся 
в направлении вектора к, описываются функцией *)

Е =  Ет е{ =  Е J  *~kv у)

(при сделанном нами выборе осей координат проекция вектора к  
на ось г равна нулю, поэтому в показателе экспоненты отсутствует 
слагаемое —k zz). За счет выбора начала отсчета t мы сделали на
чальную фазу волны равной нулю.

Напряженности в отраженной и преломленной волнах опреде
ляются аналогичными выражениями:

Е' =  Е* g‘ ((H't — k^x— kyij + a ’ ) e H as"t— k "x — k “ y  + a " )

(а ' и а"  — начальные фазы соответствующих волн). 
Результирующее поле в первой среде равно

Ei =  Е +  Е' =  Е J  x~kv у) -Ь Е ' J  W - & - kl«+ « ') . (112.2) 
Во второй среде 

Е2 =  Е’  =  YL"me l «г)т (1 12i3)

х) Точнее, вещественной частью этой функции, но мы для краткости будем 
говорить просто функцией.



§ 1 12. ОТРАЖЕНИЕ И ПРЕЛОМЛЕНИЕ ПЛОСКОЙ ВОЛНЫ 323

Согласно (112.1) тангенциальные составляющие выражений (112.2) 
и (112.3) на поверхности раздела, т. е. при у = О, должны быть 
одинаковыми. Следовательно, мы приходим к соотношению

+  (112.4)

Для того чтобы условие (112.4) выполнялось при любом t, не
обходимо равенство всех частот: 

а=(В ' = (В*. (Ц2.5)

Чтобы убедиться в этом, напишем равенство (112.4) в виде
а е ш ,+  bei(i,,‘ =  ceia>"‘ ,

где коэффициенты а, Ь и с не зависят от t. Написанное нами равен
ство эквивалентно следующим двум:

a  cos bit -f- b cos со'/ =  с cos w"t, a  sin  соt -^ b  sin co' t  =  c sin co"t.

Сумма двух гармонических функций будет такж е гармонической 
функцией только в том случае, если складываемые функции имеют 
одинаковые частоты. Получающаяся в результате сложения гар 
моническая функция имеет ту же частоту, что и складываемые 
функции. Отсюда следует соотношение (112.5). Таким образом, 
мы пришли к выводу, что частоты отраженной и преломленной 
волн совпадают с частотой падающей волны.

Д ля того чтобы условие (112.4) выполнялось при любом х, не
обходимо равенство проекций волновых векторов на ось х:

kx =  k'x =  k"x. (112.6)

Показанные на рис. 112.1 углы  0 , ft' и ft" называются у г л о м  
п а д е н и я ,  у г л о м  о т р а ж е н и я  и у г л о м  п р е л о м 
л е н  и я . Из рисунка видно, что k x= k  sinft, ft'=& 'sin ft', ft"=&"sin ft". 
Поэтому соотношение (112.6) можно написать в виде

k sinft= & ' sin ft'= & "sin ft".

Векторы к и к '  имеют одинаковый модуль, равный <»/ад модуль 
вектора к "  равен со/и2. Следовательно,

(О • П СО • r\ f СО • п н— sm ft =  — sm ft =  — sin ft- .
V t V i V i

Отсюда вытекает, что
ft' =  ft, (112.7)

Полученные нами соотношения выполняются для любой пло- 
скополяризованной составляющей естественного луча. Следова
тельно, они справедливы и для естественного луча в целом.

11«



324 Г Л .  X V I .  П Р Е Д В А Р И Т Е Л Ь Н Ы Е  С В Е Д Е Н И Я

Соотношение (112.7) выражает з а к о н  о т р а ж е н и я  с в е- 
т  а, согласно которому отраженный луч лежит в одной плоскости 
с  падающим лучом и нормалью, восстановленной в точке падения ; 
угол отражения равен углу падения.

Соотношение (112.8) выражает з а к о н  п р е л о м л е н и я  
с в е т а, который формулируется следующим, образом: прелом
ленный луч лежит в одной плоскости с  падающим лучом и нормалью, 
восстановленной в точке падения', отношение синуса угла падения 
к синусу угла преломления есть величина постоянная для данных 
веществ.

Фигурирующая в формуле (112.8) величина щ а называется 
о т н о с и т е л ь н ы м  п о к а з а т е л е м  преломления второго 
вещества по отношению к первому. Представим эту величину в виде

=  =  =  ^ . (112.9)
“  ч2 Ч2 С C/Vt ГЦ '

Таким образом, относительный показатель преломления двух ве
ществ равен отношению их абсолютных показателей преломления.

Заменив в формуле (112.8) щ г отношением п2/щ, можно предста
вить закон преломления в виде

Пх s in f t= n 2 sinft". (112.10)

Из этой формулы видно, что при переходе света из оптически более 
плотной среды в оптически менее плотную луч удаляется от нор
мали к поверхности раздела сред. Увеличение угла падения ft со
провождается более быстрым ростом угл а преломления ft", и по 
достижении углом ft значения

й„ре1Г= arcsin nti (112.11)
угол ft" становится равным л/2. Угол, определяемый формулой 
(112.11), называется п р е д е л ь н ы м  у г л о м .

Энергия, которую несет с собой падающий луч, распределяется 
между отраженным и преломленным лучами. По мере увеличения 
угла падения интенсивность отраженного луча растет, интенсив
ность ж е преломленного луча убывает, обращаясь в нуль при пре
дельном угле. При углах падения, заключенных в пределах от{}пред 
до л/2, световая волна проникает во вторую среду на расстояние 
порядка длины волны X и затем возвращается в первую среду. 
Это явление называется п о л н ы м  в н у т р е н н и м  о т р а 
ж е н и е м .

Найдем соотношения между амплитудами и фазами падающей, 
отраженной и преломленной волн. Д ля простоты ограничимся 
случаем нормального падения плоской волны на поверхность 
раздела однородных и изотропных диэлектриков с показателями 
преломления п* и л 2. Обозначим электрическую составляющую в 
падающей, отраженной и преломленной волнах соответственно
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через Е, Е' и Е”, а магнитную составляющую через Н, Н' и Н". 
Из соображений симметрии следует, что колебания векторов Е' 
и Е" происходят вдоль того ж е направления, что и колебания 
вектора Е. Аналогично колебания векторов Н' и Н" происходят 
вдоль направления вектора Н.

В данном случае нормальные составляющие векторов Е и Н 
равны нулю. Поэтому тангенциальные составляющие этих векторов 
совпадают с самими векторами. На 
рис. 112.2 изображены мгновенные 
значения векторов Е и Н в падаю
щей, отраженной и преломленной 
волнах. На рисунке показаны так 
же орты е, е ' и е" направлений, Е с 
вдоль которых распространяются

н8

соответствующие волны. Рисунок ъ!'-*,------- ®н,г
выполнен в предположении, что 
направления векторов Е и Е" оди
наковы, а векторов Е и Е' проти
воположны (в этом случае векторы
Н, Н' и Н" направлены за чер
теж). Действительные соотношения Рис. 112.2. 
между направлениями векторов
определятся расчетом. ____

Модули векторов Е и Н связаны соотношением Н  — пЕ V  
(см. текст, предшествующий формуле (110.8); соотношения, полу
ченные для амплитудных значений Е  и Н, справедливы и для их 
мгновенных значений). Тройка векторов Е, Н, е образует право
винтовую систему. С учетом сказанного можно написать, что

H ^ J / Ч Ы е Е ]  (П 2.12)
(см. рис. 112.2). Аналогичные соотношения имеют место и для 
векторов в отраженной и преломленной волнах.

Напишем условия непрерывности тангенциальных составля
ющих векторов Е и Н (см. формулы (21.4) и (54.6)):

Е +  Е' =  Е", (112.13)
Н +  Н' =  Н". (112.14)

Напомним, что значения векторов берутся в непосредственной 
близости к границе раздела.

Заменив в (112.14) векторы Н векторами Е в соответствии с 
формулой (112.12), получим (после сокращения на V zJVa) 

п± [еЕ] +  щ  [е 'Е ']  =? п2 [е"Е"].
Учтя, что е = е " = —е', преобразуем последнее соотношение сле
дующим образом:

п1[ е Е ] - и 1[еЕ '] =  и2[еЕ"].

<
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Отсюда
[е , nj;E] =  [e , (tijE ' +  п2Е")].

Поскольку векторы е и Е взаимно перпендикулярны, из получен
ного равенства вытекает, что

п1Е = л 1Е '+ га2Е '. (112.15)

Решив совместно уравнения (112.13) и (112.15), получим соот
ношения

Е, =  Я1—я* Е (112.16)
я 1 + п 2

Е" =  - ^ - Е .  (112.17)/?i+ra2 '
Из формулы (112.17) вытекает, что векторы Е и Е" имеют в 

каждый момент времени одинаковое направление. Отсюда заклю
чаем, что колебания в падающей и в прошедшей во вторую среду 
волнах происходят на границе раздела в одинаковой фазе — при 
прохождении волны через эту границу фаза не претерпевает скачка.

Из формулы (112.16) вытекает, что при n 2< « i  направление 
вектора Е( совпадает с направлением вектора Е. Это означает, что 
колебания в падающей и отраженной волнах происходят на гра
нице раздела в одинаковой фазе — фаза волны при отражении не 
изменяется. Если же п£>пи то направление вектора Е' противо
положно направлению Е. Это означает, что колебания в падающей 
и отраженной волнах происходят на границе раздела в противо- 
фазе—  фаза волны при отражении изменяется скачком на л . 
Полученный результат справедлив и при наклонном падении 
волны на границу раздела двух прозрачных сред (см. § 135). От
метим, что показанное на рис. 112.2 направление векторов Е, Е' 
и Е" согласуется с результатом вычислений для случая ti2> n 1.

Итак, при отражении световой волны от границы раздела среды 
оптически менее плотной со средой оптически более плотной (при 
« 1< п 2) фаза колебаний светового вектора претерпевает изменение 
на я .  При отражении от границы раздела среды оптически более 
плотной со средой оптически менее плотной (при « i > « 2) такого 
изменения фазы не происходит.

Подставив в выражение n iE '2+/22E"? значения (112.16) и (112.17) 
для Е' и Е", придем после несложных преобразований к соотно
шению

п1Е* =  п1Е '* +  п1Е 'я.

Это соотношение получено для мгновенных значений Е. Аналогич
ное соотношение имеет место и для амплитудных значений свето
вого вектора:

п ^ Е ^ — п ^  +  п ^ .  ( 112. 18)
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Согласно (110.9) выражение nvE\  можно трактовать как  величину, 
пропорциональную интенсивности / падающей волны, п,_Е'„1 — 
как величину, пропорциональную интенсивности Г  отраженной 
волны, п 2Е"£ — как  величину, пропорциональную интенсивности
V  преломленной волны. Таким образом, соотношение (112.18) 
выражает закон сохранения энергии.

Полученные соотношения позволяют найти к о э ф ф и ц и е н т  
о т р а ж е н и я  р и к о э ф ф и ц и е н т  п р о п у с к а н и я  т 
световой волны (для случая нормального падения на границу 
раздела двух прозрачных сред). Действительно, по определению

Подставив в это выражение отношение Е'т /Ет , полученное из 
(112.16), придем к формуле

где r i i i—n jr i i  — показатель преломления второй среды по отно
шению к первой.

Д ля коэффициента пропускания получается выражение

Легко убедиться в том, что сумма р+ т, как  и должно быть, равна 
единице.

Отметим, что замена в формуле (112.19) я 12 на обратную ему 
величину л21 =  1/«12 не изменяет значения р. Следовательно, ко
эффициент отражения поверхности раздела двух данных сред для 
обоих направлений распространения света имеет одинаковое зна
чение.

Показатель преломления стекол близок к 1,5. Подстановка 
в формулу (112.19) «12=1,5 дает р= 0,04. Таким образом, к аж 
дая поверхность стеклянной пластинки отражает (при падении, 
близком к нормальному) около 4% упавшей на нее световой энергии.

§ 113. Световой поток

В сякая реальная световая волна представляет собой наложение 
волн с длинами, заключенными в некотором интервале Д а .  Э т о т  
интервал остается конечным даж е для монохроматического (одно
цветного) света. В белом свете ДА, охватывает весь диапазон вос
принимаемых глазом электромагнитных волн, т. е. простирается 
от 0,40 до 0,76 мкм.

(112.19)

( 112.20)
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Распределение потока энергии по длинам волн можно охаракте
ризовать с помощью функции распределения

Ф М  =  ̂ Э. (И 3.1)

где ЛФЭ — поток энергии, приходящийся на длины волн от X до 
X+dX. Зная вид функции (113.1), можно вычислить поток энергии, 
переносимой волнами, .заключенными в конечном интервале от 
Xi до

Ф а =  1у(Х )йХ . (113.2)
я*

Действие света на глаз (световое ощущение) в сильной степени 
зависит от длины волны. Это легко понять, если учесть, что электро
магнитные волны с X, меньшей 0,40 мкм и большей 0,76 мкм, совсем 
не вызывают зрительного ощущения. Чувствительность среднего 
нормального человеческого глаза к  излучению разной длины волны 
дается к р и в о й  о т н о с и т е л ь н о й  с п е к т р а л ь н о й  
ч у в с т в и т е л ь н о с т и  (рис. 113.1). По горизонтальной оси

1,0 
V

■ Ofi

0,5

о,ь

0,1

о
400 500 600 700 Л,ннС

Рис. 113.1.

отложена длина волны X, по вертикальной оси — относительная 
спектральная чувствительность V (X). Наиболее чувствителен глаз 
к излучению с длиной волны 0,555 мкм J) (зеленая часть спектра). 
Функция К(Х) для этой длины волны принята равной единице. 
При том же потоке энергии оцениваемая зрительно интенсивность 
света для других длин волн оказывается меньшей. Соответственно 
и К(^) для этих длин волн меньше единицы. Значения функции

1) Интересно, что в  излучении Солнца эта длина волны представлена с наи
большей интенсивностью.
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V (X) обратно пропорциональны значениям потоков энергии, кото
рые вызывают одинаковое по интенсивности зрительное ощущение:

VQA _ (^Ф8)а
V(K) («<Ф.)1 '

Например, V (^ )= 0 ,5  означает, что для получения зрительного 
ощущения такой ж е интенсивности свет данной длины волны дол
жен иметь плотность потока энергии в два раза большую, чем свет, 
для которого У(^) =  1. Вне интервала видимых длин волн функция
V (X) равна нулю.

Д ля характеристики интенсивности света с учетом его способ
ности вызывать зрительное ощущение вводится величина Ф , назы
ваемая с в е т о в ы м  п о т о к о м .  Д ля интервала dX световой 
поток определяется как  произведение потока энергии на соответ
ствующее значение функции V(^):

d<b =  V(X)d<I>e. (113.3)

Выразив поток энергии через функцию распределения энергии по 
длинам волн (см. (113.1)), получим

dG>=V(X)<(>(X)dX. (113.4)

Полный световой поток равен
м

Ф  =  $У (Х ) <р (X)dX. (113.5)
о

Функция V (^) — безразмерная величина. Следовательно, раз
мерность светового потока совпадает с размерностью потока энер
гии. Эго позволяет определить световой поток как  поток световой 
энергии, оцениваемый по зрительному ощущению.

§ 114. Фотометрические величины и единицы

Фотометрией называется раздел оптики, занимающийся изме
рением световых потоков и величин, связанных с такими потоками.

Сила света. Источник света, размерами которого можно пре
небречь по сравнению с расстоянием от места наблюдения до источ
ника, называется т о ч е ч н ы м .  В однородной и изотропной среде 
волна, излучаемая точечным источником, будет сферической. Д ля 
характеристики точечных источников света применяется с и л а  
с в е т а  7, которая определяется как  поток излучения источника, 
приходящийся на единицу телесного угла:

* = ж  О 14-1)
Ц Ф  — световой поток, излучаемый источником в пределах телесного 
угл а  dQ).
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В общем случае сила света зависит от направления: 1= 1  (Q, ср)
и ф — полярный и азимутальный углы  в сферической системе 

координат). Если I не зависит от направления, источник света на
зывается и з о т р о п н ы м .  Д ля изотропного источника

/= Ф/4я, (114.2)

где Ф — полный световой поток, излучаемый источником по всем 
направлениям.

В случае протяженного источника можно говорить о силе света 
элемента его поверхности d S . Тогда под ^Ф в формуле (114.1) сле
дует понимать световой поток, излучаемый элементом поверхности 
dS  в пределах телесного угла d£2.

Единица силы света — к а н д е л а  (кд) является одной из ос
новных единиц Международной системы (СИ). Ее значение при
нимается таким, чтобы яркость (см. ниже) полного излучателя 
при температуре затвердевания платины была равна 60 кд на 1 см2. 
Под полным излучателем понимается устройство, обладающее свой
ствами абсолютно черного тела (см. т. 3).

Световой поток. Единицей светового потока является л ю м е н  
(лм). Он равен световому потоку, излучаемому изотропным источ
ником с силой света в 1 кд в пределах телесного угла в один сте
радиан:

1 лм=1 к д -1 ср. (114.3)

Опытным путем установлено, что световому потоку в 1 лм, 
образованному излучением с длиной волны Х=0,555 мкм, соот
ветствует поток энергии в 0,0016 Вт. Световому потоку в 1 лм, 
образованному излучением с другой соответствует поток энергии

Ф а =  0,0016/У (к) Вт. (114.4)

Освещенность. Степень освещенности некоторой поверхности 
падающим на нее светом характеризуется величиной

dS (114-5)

называемой о с в е щ е н н о с т ь ю  (^Фпад — световой поток, па
дающий на элемент поверхности d S ).

Единицей освещенности является л ю к с  (лк), равный осве
щенности, создаваемой потоком в 1 лм, равномерно распределенным 
по поверхности площади в 1 м2:

1 лк  =  1 лм:1 м2. (114.6)

Освещенность Е, создаваемую точечным источником, можно 
выразить через силу света /, расстояние г  от поверхности до источ
ника и угол а  между нормалью к поверхности п и направлением 
на источник. На площадку dS  (рис. 114.1) падает поток ^Фпад =
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=  1 dQ, заключенный в пределах телесного угла dQ, опирающе
гося на d S . Угол dQ равен dS  cos а //■?. Следовательно, г№п, д =» 
= / dS cos а/л?. Разделив этот поток на dS , получим

£==/с£ ( П4 7 )

Светимость. Протяженный источник света можно охарактеризо
вать с в е т и м о с т ь ю  М  различных его участков, под которой 
понимается световой поток, испускаемый единицей площади наруж у 
по всем направлениям (в пределах значений Ф 
от 0 до л/2; ■& — угол, образуемый данным на
правлением с внешней нормалью к поверх
ности):

A f= s* !j«s  ' (114.8)

(с*Фисп — поток, испускаемый наруж у по всем 
направлениям элементом поверхности dS  ис- Рис. 114.1. 
точника).

Светимость может возникнуть за счет отражения поверхностью 
падающего на нее света. Тогда под с£Фисп в формуле (114.8) следует 
понимать поток, отраженный элементом поверхности d S  по всем 
направлениям.

Единицей светимости является л ю м е н  н а  к в а д р а т н ы й  
м е т р  (лм/м2).

Яркость. Светимость характеризует излучение (или отражение) 
света данным местом поверхности по всем направлениям. Д ля ха
рактеристики излучения (отражения) света в заданном направле
нии служит я р к о с т ь ! .  Направление можно задать полярным 
углом & (отсчитываемым от внешней нормали п к излучающей пло
щ адке AS) и азимутальным углом ср. Яркость определяется как 
отношение силы света элементарной поверхности AS в данном на
правлении к проекции площадки AS на плоскость, перпендикуляр
ную к взятому направлению.

Рассмотрим элементарный телесный угол dQ, опирающийся на 
светящуюся площадку AS и ориентированный в направлении (•&, ср) 
(рис. 114.2). Сила света площадки AS в данном направления со
гласно определению (114.1) равна /=ЛРЫ 2, где d<b — световой 
поток, распространяющийся в пределах угла dQ. Проекцией AS 
на плоскость, перпендикулярную к направлению (•&, ср) (на рис. 
114.2 след этой плоскости изображен пунктиром), будет AS cos д . 
Следовательно, яркость равна

dФ (114.9)
dQ AS  cos О ’

В общем случае яркость различна для разных направлений: 
L = L (& , ср). К ак и светимость, яркость может быть использована
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для характеристики поверхности, отражающей падающий на нее 
свет.

Согласно формуле (114.9) поток, излучаемый площадкой AS 
в пределах телесного угл а  dQ по направлению, определяемому 0 
и ф, равен

dG>=L($, <p)dQ AS cos д . (114.10)

Источники, яркость которых одинакова по всем направлениям 
(L=const), называются л а м б е р т о в с к и м и  (подчиняющи

мися закону Ламберта) или к о с и н у  с н ы- 
м и (поток, посылаемый элементом поверх
ности такого источника, пропорционален 
cosO). Строго следует закону Ламберта толь
ко абсолютно черное тело.

Светимость М  и яркость Ь ламбертовско
го источника связаны простым соотношением.^ 
Чтобы найти его, подставим в (114.10) dQ =  

и проинтегрируем полученное 
Рис. 114.2. выражение по ф в пределах от 0 до 2я и по 

Ф от 0 до п/2, учтя, что L =  const. В резуль
тате мы найдем полный световой поток, испускаемый элементом 
поверхности A S  ламбертовского источника наруж у по всем на
правлениям:

2л Я/2

AO„<.n =  ^ A S   ̂ <2ф J  sin  $  cos 0  d $  — nL  AS.
о о

Разделив этот поток на AS, получим светимость. Таким образом, 
для ламбертовского источника

M = n L .  (114.11)

Единицей яркости служит к а н д е л а  н а  к в а д р а т н ы й  
м е т р  (кд/м?). Яркостью в 1 кд/м? обладает равномерно светящ аяся 
плоская поверхность в направлении нормали к ней, если в этом 
направлении сила света одного квадратного метра поверхности 
равна одной канделе.

§1 1 5 . Геометрическая оптика

Длины воспринимаемых глазом световых волн очень малы (по
рядка 10-7 м). Поэтому распространение видимого света можно 
в первом приближении рассматривать, отвлекаясь от его волновой 
природы и полагая, что свет распространяется вдоль некоторых 
линий, называемых л у ч а м и .  В предельном случае, соответ
ствующем К 0, законы оптики можно сформулировать на языке 
геометрии. В соответствии с этим раздел оптики, в котором пре
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небрегают конечностью длин волн, называется г е о м е т р и ч е 
с к о й  о п т и к о й .  Другое название этого раздела — л у ч е 
в а я  о п т и к а .

' Основу геометрической оптики образуют четыре закона: 1) закон 
прямолинейного распространения света; 2) закон независимости 
световых лучей; 3) закон отражения света; 4) закон преломления 
света.

З а к о н  п р я м о л и н е й н о г о  р а с п р о с т р а н е н и я  
утверждает, что в однородной среде свет  расп р о стр ан яется прямо
линейно. Этот закон является приближенным: при прохождении 
света через очень малые отверстия наблюдаются отклонения от 
прямолинейности, тем большие, чем меньше отверстие.

З а к о н  н е з а в и с и м о с т и  с в е т о в ы х  л у ч е й  ут 
верждает, что лучи при пересечении не возмущ аю т друг друга . Пере
сечения лучей не мешают каждому из них распространяться неза
висимо друг от друга . Этот закон справедлив лишь при не слишком 
больших интенсивностях света. При интенсивностях, достигаемых 
с помощью лазеров, независимость световых лучей перестает со
блюдаться.

Законы отражения и преломления света сформулированы в § 112 
(см. формулы (112.7) и (112.8) и следующий за ними текст).

В основу геометрической оптики может быть положен принцип, 
установленный французским математиком Ферма в сере'дине XVII 
столетия. Из этого принципа вытекают за 
коны прямолинейного распространения, отра
жения и преломления света. В формулировке 
самого Ферма принцип гласит, что свет  рас
п р о стр ан яется по т а к о м у  п у т и , для прохож
дения которого ему т р е б у е т с я  минимальное 
время. 1

Д ля прохождения участка пути ds (рис. рис- ц 5
П5.1) свету требуется время dt=ds/v, где v— 
скорость света в данной точке среды. Заме
нив v через с/п (см. (ПО.2)), получим, что d t— (\!с)п ds. Следо
вательно, время т, затрачиваемое светом на прохождение пути от 
точки / до точки 2, равно

2

_ n d s . (П 5.1)
i

Имеющая размерность длины величина
2

L = \ n d s  (II5 .2 )
i

называется о п т и ч е с к о й  д л и н о й  п у т и .  В однородной 
среде оптическая длина пути равна произведению геометрической
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длины пути s на показатель преломления среды п :

L = n s . (115.3)

Согласно (115.1) и (115.2)
%=L!c. (115.4)

Пропорциональность времени прохождения т оптической длине 
пути L  дает возможность сформулировать принцип Ферма следую
щим образом: свет  распростран яется по т а к о м у  п у т и , оптическая 
длина которого минимальна. Точнее, оптическая длина пути должна 
быть экстремальной, т. е. либо минимальной, либо максимальной, 
либо стационарной — одинаковой для всех возможных путей. 
В последнем случае все пути света между двумя точками оказыва
ются т а у т о ^ р о н н ы м и  (требующими для своего прохож
дения одинакового времени).

Из принципа Ферма вытекает обратимость световых лучей. 
Действительно, оптический путь, который минимален в случае 
распространения света из точки 1 в точку 2, окажется минимальным 
и в случае распространения света в обратном направлении. Следова

тельно, луч, пущенный навстречу лучу, 
проделавшему путь от точки 1 к  точке 2, 
пойдет по тому же пути, но в обратном на
правлении.

Получим с помощью принципа Ферма 
законы отражения и преломления света. 
Пусть свет попадает из точки А в точку 
В , отразившись от поверхности M N  (рис. 
115.2; прямой путь из Л в В прегражден 
непрозрачным экраном Э). Среда, в которой 
проходит луч, однородна. Поэтому мини
мальность оптической длины пути сводится 
к минимальности его геометрической длины.
Геометрическая длина произвольно взятого 

пути равна АО 'В =  А 'О 'В  (вспомогательная точка Л ' является 
зеркальным изображением точки А ). Из рисунка видно, что наи
меньшей длиной обладает путь луча, отразившегося в точке О, для 
которой угол отражения равен углу падения. Заметим, что при уда
лении точки О’ от точки О геометрическая длина пути неограни
ченно возрастает, так что в данном случае имеется только один 
экстремум — минимум.

Теперь найдем точку, в которой должен преломиться луч, рас
пространяясь от А к В , чтобы оптическая длина пути была экстре
мальна (рис. 115.3). Д ля произвольного луча оптическая длина 
пути равна

L = n2sa =  «1У al +  х 2 +  na Va\-\- ф —х )я.
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Чтобы найти экстремальное значение, продифференцируем L  по х  
и приравняем производную нулю:

dL пхх__________ п2 (Ь — х) __ _х___ Ь — X р.

dx ~V ~al+x* V  ai + ( b - x f ~  1 S1 2

Множители при tit и t i2 равны соответственно sin й и sin 0". Таким 
образом, получается соотношение

fti s in 0 = n 2 sin •&",

выражающее закон преломления (см. формулу (112.10)).
Рассмотрим отражение от внутренней поверхности эллипсоида 

вращения (рис. 115.4; F i  и F 2 — фокусы эллипсоида). В соответ
ствии с определением эллипса пути F iOF2, F iO 'F 2, F iO"F2 и т. д. 
одинаковы по длине. Поэтому все лучи, вышедшие из фокуса F i

и пришедшие после отражения в фокус F 2, являются таутохрон- 
ными. В этом случае оптическая длина пути стационарна. Если 
заменить поверхность эллипсоида поверхностью М М , имеющей 
меньшую кривизну и ориентированной так , что луч, вышедший 
из точки F 1, после отражения от М М  попадает в точку F 2, то путь 
F iO F i будет минимальным. Д ля поверхности NN, имеющей кривиз
ну большую, чем у эллипсоида, путь FiOF^ будет максимальным.

Стационарность оптических путей имеет место такж е при про
хождении лучей через линзу (рис. 115.5). Луч PO P ' имеет самый 
короткий путь в воздухе (где показатель преломлеция п практи
чески равен единице) и самый длинный путь в стекле (п я* 1,5). 
Л уч PQ Q 'P ' имеет более длинный путь в воздухе, но зато более 
короткий путь в стекле. В итоге оптические длины путей для всех 
лучей оказываются одинаковыми. Поэтому лучи таутохронны, а оп
тическая длина пути стационарна.

Рассмотрим волну, распространяющуюся в неоднородной изо
тропной среде вдоль лучей 1, 2, 3 и т. д. (рис. 115.6). Неоднород
ность будем считать достаточно малой для того, чтобы на отрезках

А

Рис. 115.3. Рис. 115.4.
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лучей длины Я показатель преломления можно было считать по
стоянным. Построим волновые поверхности S b S 2, S 3 и т. д. таким 
образом, чтобы колебания в точках каждой следующей поверхности 
отставали по фазе на 2л  от колебаний в точках предыдущей поверх
ности. Колебания в точках, лежащих на одном и том же луче, 
описываются уравнением \ = а  cos (со/—k r + a )  (г — расстояние, 
отсчитываемое вдоль луча). Отставание по фазе определяется вы
ражением k А г, где А г — расстояние между соседними поверхно
стями. Из условия k A r=2it получаем, что A r= 2n/k—X. Оптиче
ская длина каждого из путей геометрической длины Я равна п к = к а 
(см. (110.5)). Согласно (115.4) время т, за которое свет проходит 
некоторый путь, пропорционально оптической длине этого пути. 
Следовательно, равенство оптических 
длин означает равенство времен про
хождения светом соответствующих пу
тей. Таким образом, мы приходим к 
выводу, что отрезки лучей, заклю
ченные между двумя волновыми по
верхностями, имеют одинаковую

Рис. 115.5.

оптическую длину и являются таутохронными. В частности, тауто- 
хронны отрезки лучей между изображенными пунктиром на рис. 
115.5 волновыми поверхностями М М  и NN.

Из проведенного нами рассмотрения вытекает, что отставание 
по фазе 6, возникающее на пути с оптической длиной L, определя
ется выражением

6 = ^ 2  л  (115.5)А0
(К  — длина волны в вакууме).

§ 116. Центрированная оптическая система

Совокупность лучей образует пучок. Если лучи при своем про
должении пересекаются в одной точке, пучок называется гомо
центрическим. Гомоцентрическому пучку лучей соответствует сфе
рическая волновая поверхность. На рис. 116.1,а  показан сходя
щийся, а на рис. 116.1,6 — расходящийся гомоцентрический пу
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чок. Частным случаем гомоцентрического пучка является пучок 
параллельных лучей; ему соответствует плоская световая волна.

В сякая оптическая система осуществляет преобразование све
товых пучков. Если система не нарушает гомоцентричности пучков, 
то лучи, вышедшие из точки Р, пересекутся в одной точке Р ' . Эта 
точка представляет собой о п т и ч е с к о е  и з о б р а ж е н и е  
точки Р. Если любая точка предмета изображается в виде точки, 
изображение называется т о ч е ч н ы м  или с т и г м а т и ч е 
с к и м .

Изображение называется д е й с т в и т е л ь н ы м ,  если све
товые лучи в точке Р ' действительно пересекаются (см. рис. 116.1,а), 
и м н и м ы м ,  если, в Р ‘ пересекаются продолжения лучей, прове
денные в направлении, обратном на
правлению распространения света (см. 
рис. 116.1,6).

Вследствие обратимости световых л у
чей источник света Р  и изображение 
Р ' могут поменяться ролями — точеч
ный источник, помещенный в Р ' , будет 
иметь свое изображение в Р . По этой Ф  Ф
причине Р  и Р ' называются с о п р я- рис_ ц е .1.
ж е н н ы м и  т о ч к а м и .

Оптическая система, которая дает стигматическое изображение, 
геометрически подобное отображаемому предмету, называется и д е 
а л ь н о й .  С помощью такой системы пространственная непрерыв
ность точек Р  отображается в виде пространственной непрерыв
ности точек Р '. Первая непрерывность точек называется п р о 
с т р а н с т в о м  п р е д м е т о в ,  вторая — п р о с т р а н с т 
в о м  и з о б р а ж е н и й .  В обоих пространствах точки, прямые 
и плоскости однозначно соответствуют друг другу . Такое соотно
шение двух пространств называется в геометрии к о л л и н е а р -  
н ы м  с о о т в е т с т в и е м .

Оптическая система представляет собой совокупность отражаю
щих и преломляющих поверхностей, отделяющих друг от друга 
оптически однородные среды. Обычно эти поверхности бывают сфе
рическими или плоскими (плоскость можно рассматривать как 
сферу бесконечного радиуса). Реже применяются более сложные 
поверхности (эллипсоид, гиперболоид, параболоид вращения и др.).

Оптическая система, образованная сферическими (в частности, 
плоскими) поверхностями, называется ц е н т р и р о в а н н о й ,  
если центры всех поверхностей лежат на одной прямой. Эту прямую 
называют о п т и ч е с к о й  о с ь ю  системы.

Каждой точке Р  или плоскости 5  в пространстве предметов 
соответствует сопряженная с ней точка Р ' или плоскость 5 ' в про
странстве изображений. Среди бесконечного множества сопряжен
ных точек и сопряженных плоскостей имеются точки и плоскости,
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обладающие особыми свойствами. Такие точки и плоскости назы
ваются к а р д и н а л ь н ы м и .  К  их числу относятся ф о к а л ь 
н ы е ,  г л а в н ы е  и у з л о в ы е  точки и плоскости. Задание 
кардинальных точек или плоскостей полностью определяет свой
ства идеальной центрированной оптической системы.

Фокальные плоскости и фокусы оптической системы. На 
рис. 116.2 показаны внешние преломляющие поверхности и опти
ческая ось некоторой идеальной центрированной оптической си
стемы. Возьмем в пространстве предметов этой системы плоскость S , 
перпендикулярную к оптической оси. Из соображений симметрии 
следует, что сопряженная с 5  плоскость S '  такж е перпендикулярна

f  у  к  оптической оси. Переме
щение плоскости 5  относи
тельно системы вызовет со
ответствующее перемеще
ние плоскости S ' .  Когда

ео ■<—, ,~/  W F

'•Ч
Q!

.

„ Л —  1 Г > '  ■\-1
Рис. 116.2.

плоскость 5  окажется очень 
далеко, дальнейшее увели
чение ее расстояния от сис
темы практически не вызы
вает изменения положения 

плоскости S ' .  Это означает, что в результате удаления плоскости S  
на бесконечность плоскость S '  оказывается в определенном пре
дельном положении F ' . Плоскость F ' , совпадающая с предельным 
положением плоскости S ’ , называется з а д н е й  ф о к а л ь н о й  
п л о с к о с т ь ю  оптической системы. Кратко можно сказать, 
что задней фокальной плоскостью F ' называется плоскость, сопря
женная с. находящейся на бесконечности в пространстве предметов 
плоскостью 5^ , перпендикулярной к оси системы.

Точка пересечения задней фокальной плоскости с оптической 
осью называется з а д н и м  ф о к у с о м  системы. Обозначают 
ее такж е буквой F ' . Эта точка сопряжена с удаленной на бесконеч
ность точкой Р ^ , лежащей на оси системы. Лучи, выходящие из 
/>„, образуют параллельный оси пучок (см. рис. 116.2). По выходе 
из системы эти лучи образуют пучок, сходящийся в фокусе F ' . 
Упавший на систему параллельный пучок может выйти из системы 
не в виде сходящегося (как на рис. 116.2), а в виде расходящегося 
пучка. Тогда в точке F ' будут пересекаться не сами вышедшие 
лучи, а их продолжения в обратном направлении. Соответственно 
задняя фокальная плоскость окажется перед (по ходу лучей) си
стемой или внутри системы.

Лучи, вышедшие из бесконечно удаленной точки не лежащей 
на оси системы, образуют параллельный пучок, направленный 
под углом к  оси системы. По выходе из системы эти лучи образуют 
пучок, сходящийся в точке Q', принадлежащей задней фокальной 
плоскости, но не совпадающей с фокусом F ' (см. точку Q' на рис.
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116.2). Из сказанного следует, что изображение бесконечно уда
ленного предмета будет лежать в фокальной плоскости.

Если удалить на бесконечность перпендикулярную к оси пло
скость S ' (рис. 116.3), сопряженная с ней плоскость S  придет в 
предельное положение F , которое называется п е р е д н е й  фо 
к а л ь н о й  п л о с к о с т ь ю  системы. Кратко можно сказать, 
что передней фокальной плоскостью F  является плоскость, сопря
женная с находящейся на бес- ,

'  ' \4у А

л /
Рис. 116.3.

конечности в пространстве 
изображений плоскостью 
перпендикулярной к оси сис
темы.

Точка пересечения перед
ней фокальной плоскости F  с 
оптической осью называется 
п е р е д н и м  ф о к у с о м  
системы. Обозначают этот фо
кус такж е буквой F . Лучи, 
вышедшие из фокуса F , об- .
разуют после выхода из системы пучок параллельных оси лучей. 
Лучи, вышедшие из точки Q, принадлежащей фокальной плоскости F 
(см. рис. 116.3), образуют после прохождения через систему парал
лельный пучок, направленный под углом к оси системы. Может 
случиться, что параллельный по выходе из системы пучок полу
чается при падении на систему не расходящегося (как  на рис. 116.3), 
а сходящегося пучка лучей. В этом случае передний фокус оказы
вается за системой или внутри системы.

Главные.плоскости и точки. Рассмотрим две сопряженные плос
кости, перпендикулярные к оптической оси системы. Отрезок пря
мой у  (рис. 116.4), лежащий в одной из этих плоскостей, будет

JtL .
\У'

Л  J L
"П"

Рис. 116.4.

иметь своим изображением отрезок прямой у ’ , лежащий в другой 
плоскости. Из осевой симметрии системы вытекает, что отрезки 
у  и у '  должны лежать в одной, проходящей через оптическую ось, 
плоскости (в плоскости рисунка). При этом изображение у ' может 
быть обращено либо в ту ж е сторону, что и предмет у  (см. рис. 
116.4, а), либо в противоположную сторону (см. рис. 116.4 ,6). 
В первом случае изображение называется п р я м ы м, во втором — 
о б р а т н ы м .  Отрезки, откладываемые от оптической оси вверх,
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принято считать положительными, откладываемые вниз — отри
цательными. На рисунках указываются действительные длины 
отрезков, т. е. для отрицательных отрезков — положительные 
величины (—у) и {—у ') .

Отношение линейных размеров изображения и предмета назы
вается л и н е й н ы м  или п о п е р е ч н ы м  у в е л и ч е н и е м .  
Обозначив его буквой |3, можно написать

Р =  £ .  (П 6.1 )

Линейное увеличение — алгебраическая величина. Оно положи
тельно, если изображение прямое (знаки у  и у ' одинаковы), и от
рицательно, если изображение обратное (знак у ' противоположен 
знаку у).

Можно доказать, что существуют две такие сопряженные пло
скости, которые отображают друг друга с линейным увеличением 
Р = +  1. Эти плоскости называются г л а в н ы м и .  Плоскость, 
принадлежащая пространству предметов, именуется п е р е д н е й  
г л а в н о й  п л о с к о с т ь ю  системы. Ее обозначают буквой Я . 
Плоскость, принадлежащую пространству изображений, именуют 
з а д н е й  г л а в н о й  п л о с к о с т ь ю .  Ее обозначают сим
волом Я '.  Точки пересечения главных плоскостей с оптической 
осью называются г л а в н ы м и  т о ч к а м и  системы (соответ
ственно передней и задней). Их обозначают теми же символами 
Я  и Я '.  В зависимости от устройства системы главные плоскости 
и точки могут находиться как  вне, так и внутри системы. Может 
случиться, что одна из плоскостей проходит вне, а другая — внутри 
системы. Возможно, наконец, что обе плоскости будут лежать вне 
системы по одну и ту же сторону от нее.

Из определения главных плоскостей вытекает, что луч 1, пере
секающий (в действительности — рис. 116.5, а, или при вообра-

Рис. 116.5.

жаемом продолжении внутри системы — рис. 116 .5 ,6 ) переднюю 
главную плоскость Я  в точке Q, имеет в качестве сопряженного 
луч 1 ', который пересекает (непосредственно или при воображае-
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мом продолжении) главную плоскость Н ' в точке Q', отстоящей 
в ту ж е сторону и на такое ж е расстояние от оси, к ак  и точка Q. 
Это легко понять, если вспомнить, что Q и Q' являются сопряжен
ными точками, и учесть, что любой луч, проходящий через точку Q, 
должен иметь в качестве сопряженного луч, проходящий через 
точку Q'.

Узловые плоскости и точки. У з л о в ы м и  т о ч к а м и  или 
у з л а м и  называются лежащие на оптической оси сопряженные 
точки N и N', обладающие тем свойством, 
что проходящие через них (в действи
тельности или при воображаемом про
должении внутрь системы) сопряженные 
лучи параллельны между собой (см. лучи 
1—1' и 2—2' на рис. 116.6). Перпендику
лярные к оси плоскости, проходящие че
рез узлы, называются у з л о в ы м и  Рис 11бб 
п л о с к о с т я м и  (передней и задней).

Расстояние между узлами всегда равно расстоянию между 
главными точками. В случае, когда оптические свойства сред, на
ходящихся по обе стороны системы, одинаковы (т. е. п —п'), узлы 
совпадают с главными точками.

Фокусные расстояния и оптическая сила системы. Расстояние 
от передней главной точки Н до переднего фокуса F называется 
п е р е д н и м  ф о к у с н ы м  р а с с т о я н и е м  / системы. 
Расстояние от Н ' до F' именуется з а д н и м  ф о к у с н ы м  р а с 
с т о я н и е м  /'. Фокусные расстояния / и /' — алгебраические 
величины. Они положительны, если данный фокус лежит справа 
от соответствующей главной точки, и отрицательны в противном 
случае. Например, для системы, изображенной на рис. 116.7 (см. 
ниже), заднее фокусное расстояние /' положительно, а переднее 
фокусное расстояние f  отрицательно. На рисунке указана истинная 
длина отрезка HF, т. е. положительная величина (—/), равная 
модулю /.

Можно доказать, что между фокусными расстояниями / и /' 
центрированной оптической системы, образованной сферическими 
преломляющими поверхностями, имеется соотношение

f  =  (116.2)

где п  — показатель преломления среды, находящейся перед опти
ческой системой, п' — показатель преломления среды, находящейся 
за системой. Из (116.2) вытекает, что в случае, когда показатели 
преломления сред, находящихся по обе стороны оптической си
стемы, одинаковы, фокусные расстояния отличаются только знаком:

Г « - Л  (116.3)
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Величина

Ф =  y  =  — j  ( 116-4)

называется о п т и ч е с к о й  с и л о й  системы. Чем больше Ф, 
тем меньше фокусное расстояние /' и, следовательно, тем сильнее 
преломляются лучи оптической системой. Оптическая сила изме
ряется в д и о п т р и я х  (дптр). Чтобы получить Ф в диоптриях, 
фокусное расстояние в формуле (116.4) нужно взять в метрах. 
При положительной Ф заднее фокусное расстояние /' такж е поло
жительно; следовательно, система дает действительное изображе
ние бесконечно удаленной точки —  параллельный пучок лучей 
превращается в сходящийся. В этом случае система называется 
с о б и р а ю щ е й .  При отрицательной Ф изображение бесконеч
но удаленной точки будет мнимым — параллельный пучок лучей 
превращается системой в расходящийся. Т акая система именуется 
р а с с е и в а ю щ е й .

Формула системы. Задание кардинальных плоскостей или точек 
полностью определяет свойства оптической системы. В частности, 
зная положение кардинальных плоскостей, можно построить опти
ческое изображение, даваемое системой. Возьмем в пространстве 
предметов отрезок ОР, перпендикулярный к оптической оси (рис. 
116.7; узлы на рисунке не показаны). Положение этого отрезка

Рис. 116.7.

можно задать либо расстоянием х , отсчитанным от точки F  до 
точки О, либо расстоянием s от Н  до О. Величины х  и s, как  и фо
кусные расстояния / и /', являются алгебраическими (на рисунках 
указываю тся их модули).

Проведем из точки Р  луч 1, параллельный оптической оси. Ом 
пересечет плоскость Н  в точке А. В соответствии со свойствами 
главных плоскостей сопряженный лучу 1 луч Г  должен проходить 
через сопряженную с точкой А  точку А ' плоскости Н '. Так как  
луч 1 параллелен оптической оси, сопряженный с ним луч /' пойдет 
через задний фокус F '.  Теперь проведем из точки Р  луч 2, прохо
дящий через передний фокус F . Он пересечет плоскость Н  в точке В .
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Сопряженный с ним луч 2 ' пройдет через сопряженную с В  точку В ' 
плоскости Н' и будет параллельным оптической оси. Точка Р ' 
пересечения лучей Г  и 2 ' представляет собой изображение точки Р . 
Изображение О'Р', как  и отрезок ОР, перпендикулярно к опти
ческой оси.

Положение изображения О'Р' можно охарактеризовать либо 
расстоянием х ’ от точки F ' до точки 0 ',  либо расстоянием s' от Н ' 
до О'. Величины х ' и s' являются алгебраическими. В случае, 
изображенном на рис. 116.7, они положительны.

Величина х ',  определяющая положение изображения, законо
мерно связана с величиной х, определяющей положение предмета, 
и с фокусными расстояниями / и /'. Д ля прямоугольных треуголь
ников с общей вершиной в точке F  (см. рис. 116.7) можно написать 
соотношение

Ш  =  =  = Г  (116‘5)
Аналогично, для треугольников с общей вершиной в точке F ’ 
имеем

Н'А '  у  Г
п>п. -  , -  . . (U 6 .6)О Р  —у  х  '  '

Объединив оба соотношения, получим, что (—х ) ! (—f ) = f 'lx ' , откуда

x x '= } f '. (116.7)

Это равенство называется ф о р м у л о й  Н ь ю т о н а .  При ус
ловии, что п = п ', формула Ньютона имеет вид

х х '= —р  (116.8)
(см. (116.2)).

От формулы, связывающей расстояния х  и х ' предмета и изобра
жения от фокусов системы, легко перейти к формуле, устанавли
вающей связь между расстояниями s и s' от главных точек. Из 
рис. 116.7 видно, что (—х )=  (—s)— (—/) (т. е. x = s—/), x ’ = s ’—/'. 
Подставив эти выражения для х и х ' в  формулу (116.7) и произведя 
преобразования, получим

T + T = L  (116-9)

При выполнении условия / '= —/ (см. (116.3)) формула (116.9) 
упрощается следующим образом:

т - т = т -  (11610)

Соотношения (116.7) — (116.10) представляют собой формулы 
центрированной оптической системы.
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§ 117. Тонкая линза

Простейшей центрированной оптической системой является 
л и н з а .  Она представляет собой прозрачное (обычно стеклянное) 
тело, ограниченное двумя сферическими поверхностями *) (в част
ном случае одна из поверхностей может быть плоской). Точки пере
сечения поверхностей с оптической осью линзы называются в е р- 
ш и н а м и  преломляющих поверхностей. Расстояние между вер
шинами именуется т о л щ и н о й  линзы. Если толщиной линзы 
можно пренебречь по сравнению с меньшим из радиусов кривизны 
ограничивающих линзу поверхностей, линза называется т о н к о й .

Расчеты, которых мы не приводим, дают, что в  случае тонкой 
линзы главные плоскости Н  и Н ' можно считать совпадающими 
и проходящими через центр линзы О (рис. 117.1). Д ля фокусных 
расстояний тонкой линзы получается выражение

(117.1)f t ____£ _  ио R iR j .
'  '  п—я0 R 2—R i ’

здесь п — показатель преломления линзы, па — показатель пре
ломления среды, окружающей линзу, R i  и R 2 — радиусы кривизны 
поверхностей линзы. С радиусами 
кривизны нужно обращаться, к ак  
с алгебраическими величинами: для 
выпуклой поверхности (т. е. в слу-

Рис. 117.1.

чае, когда центр кривизны лежит справа от вершины) радиус 
кривизны нужно считать положительным, для вогнутой поверх
ности (т . е. в случае, когда центр кривизны лежит слева от вер
шины) радиус нужно считать отрицательным. На чертежах 
указывается модуль радиуса кривизны, т. е. —R , если R  <  0.

Если показатели преломления сред, находящихся по обе сто
роны тонкой линзы, одинаковы, то узлы N и N ' совпадают с глав
ными точками, т . е. помещаются в центре линзы О. Следовательно,

1) Бывают линзы с поверхностями более сложной формы.
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в этом случае любой луч, идущий через центр линзы, не изменяет 
своего направления. Если показатели преломления сред перед и за 
линзой неодинаковы, узлы не совпадают с главными точками, так 
что луч, идущий через центр линзы, претерпевает излом.

Параллельный пучок лучей после прохождения через линзу 
собирается в одной из точек фокальной плоскости (см. точку Q' 
на рис. 117.2). Чтобы определить положение этой точки, нужно 
продолжить идущий через центр линзы луч до пересечения его с 
фокальной плоскостью (см. изображенный пунктиром луч OQ’). 
В точке пересечения соберутся и остальные лучи. Такой способ 
пригоден в том случае, если оптические свойства среды по обе 
стороны линзы одинаковы (п —п ') . В противном случае луч, идущий 
через центр, терпит излом. Д ля нахождения точки Q' в этом случае 
нужно знать положение узловых точек линзы.

Отметим, что отложенные вдоль лучей пути, начинающиеся на 
волновой поверхности S S  (см. рис. 117.2) и заканчивающиеся в 
точке Q', имеют одинаковую оптическую длину и являются тауто- 
хронными (см. конец § 115).

В заключение надо сказать, что линза является далеко не иде
альной оптической системой. Даваемые ею изображения предметов 
обладают рядом погрешностей. Однако рассмотрение этих по
грешностей выходит за рамки данной книги.

§ 118. Принцип Гюйгенса

В двух следующих главах нам придется рассматривать про
цессы, происходящие за непрозрачной преградой с отверстиями 
в случае, когда на эту преграду падает световая волна. В прибли
жении геометрической оптики свет за преградой не должен прони
кать в область геометрической тени. В действительности же свето
вая  волна в принципе распространяется во всем пространстве за 
преградой, проникая в область геометрической тени, причем это 
проникновение оказывается тем более существенным, чем меньше 
размеры отверстий. При диаметре отверстий или ширине щелей, 
сравнимых с длиной световой волны, приближение геометрической 
оптики оказывается совершенно неправомерным.

Качественно поведение света за преградой с отверстием может 
быть объяснено с помощью п р и н ц и п а  Г ю й г е н с а ,  который 
устанавливает способ построения фронта волны в момент времени 
t+ A t  по известному положению фронта в момент времени t. Со
гласно принципу Гюйгенса каж дая точка, до которой доходит вол
новое движение, служит центром вторичных волн; огибающая этих 
волн дает; положение фронта волны в следующий момент (рис. 118.1; 
среда предполагается неоднородной — скорость волны в нижней 
части рисунка больше, чем в верхней).
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Пусть на плоскую преграду с отверстием падает параллельный 
ей фронт волны (рис. 118.2). По Гюйгенсу каж дая точка выделяемого 
отверстием участка волнового фронта служит центром вторичных 
волн, которые в однородной и изотропной среде будут сфериче
скими. Построив огибающую вторичных волн, мы убеждаемся 

в том, что за отверстием волна проникает в область 
геометрической тени (на рисунке границы этой 
области показаны пунктиром), огибая края пре
грады.

ш ш ш

Рис. 118.2.

Принцип Гюйгенса не дает никаких указаний об интенсивности 
волн, распространяющихся в различных направлениях. Этот не
достаток был устранен Френелем. Усовершенствованный им прин
цип Гюйгенса — Френеля излагается в § 126. Там ж е дается физи
ческое обоснование этого принципа.
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§ 119. Интерференция световых волн

Пусть две волны одинаковой частоты, накладываясь друг на 
друга, возбуждают в некоторой точке пространства колебания оди
накового направления:

Л ^ со э  (cof +  oti). j4 2 cos (at +  « 2)-
Амплитуда результирующего колебания в данной точке определя
ется выражением

А г =  A l  +  A l  +  2 А , ;А 2 cos б,

где 6 = а 2—а i (см. формулу (55.2) 1-го тома).
Если разность фаз б возбуждаемых волнами колебаний остается 

постоянной во времени, то волны называются к о г е р е н т 
н ы м и 1).

В случае некогерентных волн б непрерывно изменяется, при
нимая с равной вероятностью любые значения, вследствие чего 
среднее по времени значение cos б равно нулю. Поэтому

<Ла>-<Л?> +  <Л*>.
Отсюда, приняв во внимание соотношение (110.10), заключаем, что 
интенсивность, наблюдаемая при наложении некогерентных волн, 
равна сумме интенсивностей, создаваемых каждой из волн в от
дельности:

I = h + I 2. (119.1)

В случае когерентных волн cos б имеет постоянное во времени 
(но свое для каждой точки пространства) значение, так  что

I  = /* +  /. +  2 / 7 7 ^  cos б. (119.2)

В тех точках пространства, для которых cos б >  0, / будет превы
шать / i+ / a; в точках, для которых cos б <  0, / будет меньше

] ) В следующем параграфе мы обсудим понятие когерентности более по
дробно.

Г Л А В А  XVII
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1х-\-1г. Таким образом, при наложении когерентных световых волн 
происходит перераспределение светового потока в пространстве, 
в результате чего в одних местах возникают максимумы, а в дру
гих — минимумы интенсивности. Это явление называется и н т е р 
ф е р е н ц и е й  волн. Особенно отчетливо проявляется интерфе
ренция в том случае, когда интенсивность обеих интерферирующих 
волн одинакова: / i= / 2. Тогда согласно (119.2) в максимумах /=4/,, 
в минимумах же /= 0. Д ля некогерентных волн при том же условии 
получается всюду одинаковая интенсивность /==2/* (см. (119.1)),

Из сказанного вытекает, что при освещении какой-либо поверх
ности несколькими источниками света (например, двумя лампоч
ками) должна, казалось бы, наблюдаться интерференционная кар
тина с характерным для нее чередованием максимумов и минимумов 
интенсивности. Однако из повседневного опыта известно, что в 
указанном случае освещенность поверхности монотонно убывает 
по мере удаления от источников света и никакой интерференционной 
картины не наблюдается. Это объясняется тем, что естественные ис
точники света не когерентны.

Некогерентность естественных источников света обусловлена 
тем, что излучение светящегося тела слагается из волн, испускае
мых многими атомами. Отдельные атомы излучают цуги волн дли
тельностью порядка 10-8 с и протяженностью около 3 м (см. § 110). 
Фаза нового цуга никак не связана с фазой предыдущего цуга. 
В испускаемой телом световой волне излучение одной группы ато
мов через время порядка 10"8 с сменяется излучением другой 
группы, причем фаза результирующей волны претерпевает случай
ные изменения.

Когерентные световые волны можно получить, разделив (с по
мощью отражений или преломлений) волну, излучаемую одним ис
точником, на две части. Если заставить эти две еолны пройти раз
ные оптические пути, а потом наложить их друг на друга, наблю
дается интерференция. Разность оптических длин путей, прохо
димых интерферирующими волнами, не должна быть очень большой, 
так как  складывающиеся колебания должны принадлежать одному 
и тому ж е результирующему цугу волн. Если эта разность будет, 
порядка 1 м, наложатся колебания, соответствующие разным цугам, 
и разность фаз между ними будет непрерывно меняться хаотическим 
образом.

Пусть разделение на две когерентные волны происходит в точ
ке О (рис. 119.1). До точки Р  первая волна проходит в среде с по
казателем преломления tit путь St, вторая волна проходит в среде 
с показателем преломления п 2 путь s2. Если в точке О фаза колеба
ния равна со/, то первая волна возбудит в точке Р  колебание 
y4 iC O s«(i—st/Vi), а вторая волна — колебание Л 2 соз(о(<—s2/v2) 
(V i= cln i и v 2= c ln 2 — фазовые скорости волн). Следовательно, 
разность фаз колебаний, возбуждаемых волнами в точке Р , будет
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равна

6 =С° t e - ' I ' )  ( ^ s 2 —« А ) .

Заменив м/с через 2л\1с=2п1'ка (К  — длина волны в вакуум е), 
выражению для разности фаз можно придать вид

8 = 3  А, (119.3)Aq

где
A = n 2s2—nxSi=Li—Li  (119.4)

есть величина, равная разности оптических длин проходимых вол
нами путей и называемая о п т и ч е с к о й  р а з н о с т ь ю  х о д а  
(ср. с формулой (115.5)).

Из формулы (119.3) видно, что если оптическая разность хода 
равна целому числу длин-волн в вакууме,

А = ± т Я 0 ( т = 0 , 1, 2, . . .) , (119.5)

то разность фаз S оказывается кратной 2л  и колебания, возбуждае
мые в точке Р  обеими волнами, будут происходить с одинаковой 
фазой. Таким образом, (119.5) есть условие интерференционного 
максимума.

Если Д равна полуцелому числу длин волн в вакууме,

А =  ± ( т + у ) Я 0 (m =  0, 1, 2,  . . . ) ,  (119.6)

то 6 = + (2/л+1)л, так  что колебания в точке Р  находятся в про- 
тивофазе. Следовательно, (119.6) есть условие интерференционного 
минимума.

Рассмотрим две цилиндрические когерентные световые волны, 
исходящие из источников S i  и S a, имеющих вид параллельных 
тонких светящихся нитей либо узких щелей (рис. 119.2). Область, 
в  которой эти волны перекрываются, называется п о л е м  и н- 
т е р ф е р е н ц и и .  Во всей этой области наблюдается чередование
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мест с максимальной и минимальной интенсивностью света. Если 
в поле интерференции внести экран, то на нем будет видна интер
ференционная картина, которая имеет вид чередующихся светлых 
и темных полос. Вычислим ширину этих полос в предположении, 
что экран параллелен плоскости, проходящей через источники 
и S 2. Положение точки на экране будем характеризовать коорди
натой х , отсчитываемой в направлении, перпендикулярном к ли
ниям S t  и S 2. Начало отсчета выберем в точке О, относительно ко
торой S i  и S 2 расположены симметрично. Источники будем считать 
колеблющимися в одинаковой фазе. Из рис. 119.2 видно, что

si =  / * + ( * - 4 ) * ,  s3 =  /* +  (* +  4 ) ' -
Следовательно,

s?— s? =  (s2 +  Sf) (s2— Sj) =  2-td.

Ниже будет выяснено, что для получения различимой интерфе
ренционной картины расстояние между источниками d должно 
быть значительно меньше расстояния до экрана /. Расстояние х , 
в пределах которого образуются интерференционные полосы, такж е 
бывает значительно меньше I. При этих условиях можно положить 
s2+ s i« 2 / . Тогда s2—S != x d ll. Умножив s2—si на показатель пре
ломления среды п, получим оптическую разность хода

А = > п ^ . (119.7)

Подстановка этого значения А в условие (119.5) дает, что макси
мумы интенсивности будут наблюдаться при значениях х , равных

*та* =  ( т  =  0, 1, 2, . . . ) .  (119.8)

Здесь — длина волны в среде, заполняющей пространство
между источниками и экраном.

Подставив значение (119.7) в условие (119.6), получим коорди
наты минимумов интенсивности:

*min= ± ( ™  +  | ) - j b  («  =  0, 1, 2, . . . ) .  (П 9.9)

Назовем расстояние между двумя соседними максимумами интен
сивности р а в в т о я н и е м  м е ж д у  и н т е р ф е р е н ц и о н 
н ы м и  п о-л о о а м и, а расстояние между соседними миниму
мами интенсивности — ш и р и н о й  и н т е р ф е р е н ц и о н 
н о й  п о л о с ы .  Из формул (119.8) и (119.9) следует, что рас
стояние между полосами и ширина полосы имеют одинаковое 
значение, равное

'  (119 .10)
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Согласно формуле (119.10) расстояние между полосами растет 
с уменьшением расстояния между источниками d. При d, сравни
мом с /, расстояние между полосами было бы того ж е порядка, 
что и X, т . е. составляло бы несколько десятых мкм. В этом случае 
отдельные полосы были бы совершенно неразличимы. Д ля того 
чтобы интерференционная картина стала отчетливой, необходимо 
соблюдение упоминавшегося выше условия: d<<Z.l.

Если интенсивность интерферирующих волн одинакова (7х= 
е=/2=/о), то согласно (119.2) результирующая интенсивность в точ
ках , для которых разность фаз равна б, определяется выражением

I =  2/0 (1 +  cos б) =  4/0 cos2 — .

Поскольку б~ Д , то в соответствии с (119.7) б растет пропорцио
нально х . Следовательно, интенсивность изменяется вдоль экрана 
по закону квадрата косинуса. Справа на рис. 119.2 показана за
висимость I  от х, получающаяся в монохроматическом свете.

Ширина интерференционных полос и расстояние между ними за 
висят от длины волны X. Только в центре картины, при х = 0 , совпа
д ут  максимумы всех длин волн. По мере удаления от центра картины 
максимумы разных цветов смещаются друг относительно друга все 
больше и больше. Это приводит к смазыванию интерференционной 
картины при наблюдении ее в белом свете. В монохроматическом 
свете число различимых полос интерферен
ции заметно возрастает.

Измерив расстояние между полосами 
Ах и зная I и d, можно по формуле (119.10) 
вычислить X. Именно из опытов по интерфе
ренции света были впервые определены 
длины волн для световых лучей разного 
цвета.

Мы рассмотрели интерференцию двух 
цилиндрических волн. Выясним, что про
исходит при наложении двух плоских волн.
Пусть амплитуды этих волн одинаковы, а
направления их распространения образуют угол 2<р (рис. 119.3). 
Направления колебаний светового вектора будем считать перпен
дикулярными к плоскости рисунка. Волновые векторы к г и к 2 
лежат в плоскости рисунка и имеют одинаковый модуль, равный 
k —2n/X. Напишем уравнения этих волн:

A  cos (cot — kii-) =s A cos (cô — k  sin <p- x — k cos <p • y),
A cos (cat— k 2r) =  A cos (a t  +  k sin cp • x  — k cos cp • y).

Результирующее колебание в точках с координатами х  и у  имеет 
вид
Л cos (со/—£ sin  ф-л: —£созф-г/) + Л  cos (<»/-)-£ sin ф-л:—k c o s y - y )  =  

:= 2Л соз(& зтф -я)соз(о )£ — k c o s y - y ) .  (119.11)
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Из этого выражения следует, что в точках, где k  sin(p-*=±/ftn 
(m = 0, 1, 2, . . .) , амплитуда колебаний равна 2А; в точках же, где 
k sin ф-л:=±(/п+,/2)я , амплитуда колебаний равна нулю. Где бы 
мы ни расположили экран Э, перпендикулярный к оси у , на нем 
будет наблюдаться система чередующихся светлых и темных полос, 
параллельных оси г (эта ось перпендикулярна к плоскости рисунка). 
Координаты максимумов интенсивности будут равны

ftm uilb /1 i п 1 о\Хтах — nfc т—:----  =  i  :----  • ( 1 1 9 .1 2 )max A sm<p 2 sincp '

От положения экрана (от координаты у) зависит лишь фаза колеба
ний (см. 119.11)).

Мы положили для простоты начальные фазы интерферирующих 
волн равными нулю. Если разность этих фаз отлична от нуля, в фор
муле (119.12) появится постоянное слагаемое — картина полос сдви
нется вдоль экрана.

§ 120. Когерентность

К о г е р е н т н о с т ь ю  называется согласованное протекание 
нескольких колебательных или волновых процессов. Степень 
согласованности может быть различной. Соответственно можно вве
сти понятие с т е п е н и  к о г е р е н т н о с т и  двух волн.

Различают в р е м е н н у ю  и п р о с т р а н с т в е н н у ю  
когерентность. Мы начнем с рассмотрения временной когерент
ности.

Временная когерентность. Описанный в предыдущем параграфе 
процесс интерференции является идеализированным. В действи
тельности этот процесс гораздо более сложен. Это обусловлено 
тем, что монохроматическая волна, описываемая выражением

A cos ( a t —k r + a ) ,

где А , ел и а  — константы, представляют собой абстракцию. Всякая 
реальная световая волна образуется наложением колебаний все
возможных частот (или длин волн), заключенных в более или менее 
узком, но конечном интервале частот Асо (соответственно длин волн 
ДЯ,). Д аж е для света, который считается монохроматическим (одно
цветным), интервал частот Лю является конечным1). Кроме того, 
амплитуда волны А и фаза а  претерпевают со временем непрерыв
ные случайные (хаотические) изменения. Поэтому колебания, воз
буждаемые в некоторой точке пространства двумя накладывающи
мися друг на друга световыми волнами, имеют вид

A i( t)  cos la>i(Q • /-1-cei (/)], A 2(t) cos I (o2 (/)•/+a 2(0J. (120.1)

l ) Испускаемые атомами спектральные линии имеют «естественную» ширину 
До порядка 10е с - * (ДА,~10-4  А ).
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причем хаотические изменения функций A i( t ) ,  щ Ц ), A 2(t),
со4(/) и a 2(t) являются совершенно независимыми.

Д ля простоты будем считать амплитуды Л* и A t постоянными. 
Изменения частоты и фазы можно свести либо к изменению одной 
лишь фазы, либо к изменению одной лишь частоты. Представим 
функцию

f ( t )= A  c o s la (f )- t+ a (Q ] (120.2)
в виде

/ (t) =  A cos {o)0f +  [ю (0  —со0] / +  а  (/)},

где (о0 — некоторое среднее значение частоты, и введем обозначе
ние: 1<о (0 — (o0] i - j - a ( t ) = a '  ( i) . Тогда формула (120.2) примет вид

. f ( t )= A  c o s l a 0t + a ' ( t ) l  (120.3)

Мы получили функцию, у  которой хаотические изменения претерпе
вает лишь фаза колебания.

С другой стороны, в математике доказывается, что негармони
ческую функцию, например функцию (120.2), можно представить 
в виде суммы гармонических функций с частотами, заключенными 
в некотором интервале Дсо (см. формулу (120.4)).

Таким образом, при рассмотрении вопроса о когерентности воз
можны два подхода: «фазовый» и «частотный». Начнем с «фазового» 
подхода. Допустим, что частоты со* и со2 в формулах (120.1) удовлет
воряют условию: (»i=coa=const, и выясним, какое влияние оказы
вает изменение фаз a j  и а 2- В соответствии с формулой (119.2) при 
сделанных предположениях интенсивность света в  данной точке 
определяется выражением

/ =  /i + / 2 +  2 J / 7 ^ cos8 ( 0 ,

где б ( t ) = a 2(t)—«1 (t). Последнее слагаемое в этой формуле носит 
название и н т е р ф е р е н ц и о н н о г о  ч л е н а .

Всякий прибор, с помощью которого можно наблюдать интер
ференционную картину (глаз 1), фотопластинка и т. п .), обладает 
некоторой инерционностью. В связи с этим он регистрирует картину, 
усредненную по промежутку времени tnv„6, необходимому для «сра
батывания» прибора. Если за время tnp„6 множитель cos б (t) при
нимает все значения от — 1 до + 1 , среднее значение интерференцион
ного члена будет равно нулю. Поэтому регистрируемая прибором 
интенсивность окажется равной сумме интенсивностей, создавае
мых в данной точке каждой из волн в отдельности,— интерферен
ция отсутствует, и мы вынуждены признать волны некогерентными.

*) Напомним, что демонстрирование кинофильмов основано на инерционности 
врительного восприятия, которая составляет примерно 0,1 с.

12 и. В. Савельев, » .  2
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Если ж е за  время ?пРиб значение cos fi (£) остается практически 
неизменным 1), прибор обнаружит интерференцию, и волны надо 
признать когерентными.

Из сказанного следует, что понятие когерентности является от
носительным: две волны могут вести себя как  когерентные при на
блюдении с одним прибором (с малой инерционностью) и как  неко
герентные при наблюдении с другим прибором (с большей инерцион
ностью). Д ля характеристики когерентных свойств волн вводится 
в р е м я  к о г е р е н т н о с т и  /КОг, которое определяется как  
такое время, за которое случайное изменение фазы волны a  (t) дости
гает значения порядка я .  За время fKOr колебание к ак  бы забывает 
свою первоначальную фазу и становится некогарентным по отно
шению к  самому себе.

Воспользовавшись понятием времени когерентности, можно ска
зать, что в тех случаях, когда постоянная времени прибора много 
больше времени когерентности накладываемых волн ( t ^ a(̂ > taaT), 
прибор не зафиксирует интерференции. Если ж е tn̂ < ^ ftKar, при
бор обнаружит четкую интерференционную картину. При промежу
точных значениях ifnpи6 четкость картины будет убывать по мере 
того, к ак  £прн6 растет от значений, меньших tt0T, до значений, 
больших 4ог-

Расстояние lKOr= ctKor, на которое перемещается волна за время 
?Е0Г, называется д л и н о й  к о г е р е н т н о с т и  (или д л и 
н о й  ц у г а ) .  Длина когерентности есть то расстояние, на котором 
случайное изменение фазы достигает значения ~ я .  Д ля получения 
интерференционной картины путем деления естественной волны 
на две части необходимо, чтобы оптическая разность хода А была 
меньше, чем длина когерентности. Это требование ограничивает 
число видимых интерференционных полос, наблюдаемых по схеме, 
изображенной на рис. 119.2. С увеличением номера полосы т  раз
ность хода растет, вследствие чего четкость полос делается все хуж е 
и хуж е.

Перейдем к  выяснению роли немонохроматичности световых волн. 
Допустим, что свет состоит из последовательности идентичных цугов 
частоты £о0 и длительности т. При смене одного ц уга другим фаза 
претерпевает беспорядочные изменения, вследствие чего цуги ока
зываются взаимно некогерентными. При этих предположениях дли
тельность цуга т практически совпадает со временем когерент
ности tKOr.

В математике доказывается теорема Ф урье, согласно которой 
любую конечную и интегрируемую функцию F  (() можно предста
вить в виде суммы бесконечного числа гармонических составляю-

*■) Разность фаз 6 (/) различна для разных точек пространства. Влияние ин
терференционного члена проявляется в тех точках, где он отличен от нуля.
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щих g непрерывно изменяющейся частотой:
+ ОО

F  (t) =з J  ^  (со) еш  d<a. ( 1 2 0 . 4 )

Выражение (120.4) называется и н т е г р а л о м  Ф у р ь е .  Стоя
щая под знаком интеграла функция А (со) представляет собой ам
плитуду соответствующей монохроматической составляющей. Со
гласно теории интегралов 
Фурье аналитический вид 
функции А (со) определяется 
выражением

+ «
А  (со) =  2я  J

(120.5)
где 1—вспомогательная пе
ременная интегрирования.

Пусть функция F (t )  описывает световое возмущение в некоторой 
точке в момент времени t, вызванное одиночным волновым цугом. 
Тогда она определяется условиями:

F (t)t= Ааеш«1 при т/2;
F  (t) =  0 при 11 1 >  т/2.

График вещественной части этой функции дан на рис. 120.1.
Вне интервала от —т/2 до +  т/2 функция F  (t) равна нулю. По

этому выражение (120.5), определяющее амплитуды гармонических 
составляющих, имеет вид

+т/2 +т/2

А (со) =з2я J  [А 0е1в>°Цe~im̂ d& =  2 л А 0 J gi(e>0- e > ) i^ sa
_т/2 -1/2

et ( a a- a ) l  +т/2 
- 2лА 0 _t/a*

После подстановки пределов интегрирования и несложных преобра
зований приходим к  формуле

Интенсивность /(со) гармонической составляющей волны про
порциональна квадрату амплитуды, т. е. выражению

" 2 [(СО —  С|)0)  т / 2 ]
/ И 

sin-1 (120.6)[((о-со„)т/2]« ’

График функции (120.6) показан на рис. 120.2. Из рисунка видно, 
что интенсивность составляющих, частоты которых заключены

12*
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в интервале Асо=2л/т, значительно превосходит интенсивность 
остальных составляющих. Это обстоятельство позволяет связать 
длительность цуга т с эффективным частотным диапазоном Дсо фу- 
рье-спектра:

_  2л _  1 
Т До) Д у

Отождествив т со временем когерентности, придем к соотноше
нию

t — Lког Ду (120.7)

(знак ~  означает: «по порядку величины равно»).
Из соотношения (120.7) следует, что чем шире интервал частот, 

представленных в данной световой волне, тем меньше время коге
рентности этой волны.

Частота свявана с длиной волны в вакуум е соотношением v =  
—Ol'ka. Продифференцировав это соотношение, найдем, что Av=

=сДЯ<До«сДЛЛЛ (знак ми
нус, получающийся при 
дифференцировании, мы 
опустили, кроме того, по
ложили Я,0» ^ ) -  Заменив в 
формуле (120.7) Av его вы
ражением через Л. и АХ, по
лучим для времени коге
рентности выражение

< 1 2 0 - 8 >

Отсюда для длины коге
рентности получается сле
дующее значение: 
lKOr =  ctKOr~W/AX. (120.9)

Из формулы (119.5) вытекает, что разность хода, при которой 
получается максимум т - го порядка, определяется соотношением

Ат = ± т к ая £ ± т к .

Когда эта разность хода достигает значения порядка длины коге
рентности, полосы становятся неразличимыми. Следовательно, пре
дельный наблюдаемый порядок интерференции определяется усло
вием

т пред  ̂~  кот ~
откуда

Я/ДЯ. (120.10)

fitУ)'

yZrt/t

C)q
tut.Y «;--- ---->

a

Рис. 120.2.

Шпред
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Из (120.10) следует, что число интерференционных полос, наблю
даемых по схеме, изображенной на рис. 119.2, возрастает при умень
шении интервала.длин волн, представленных в используемом свете.

Пространственная когерентность. Согласно формуле k = со/и= 
=па>/с разбросу частот Лео соответствует разброс значений k. Мы 
установили, что временная когерентность определяется значением 
Дсо. Следовательно, времен-

---------------

Рис. 120.3.

ная когерентность связана с 
разбросом значений модуля 
волнового вектора к. Прост
ранственная когерентность 
связана с разбросом направле
ний вектора к , который харак
теризуется величиной ДеА.

Возникновение в некоторой точке пространства колебаний, воз
буждаемых волнами с разными еА, возможно в том случае, если эти 
волны испускаются разными участками протяженного (неточеч
ного) источника света. Допустим для простоты, что источник имеет 
форму диска, видимого из данной точки под углом ср. Из рис. 120.3 
видно, что угол ф характеризует интервал, в котором заключены 
орты ем. Будем считать этот угол малым.

Пусть свет от источника падает на две узкие щели, за которыми 
находится экран (рис. 120.4). Интервал частот, испускаемых ис

точником, будем считать очень малым, для того чтобы степень вре
менной когерентности была достаточной для получения четкой ин
терференционной картины. Волна, пришедшая от участка поверх
ности, обозначенного на рис. 120.4 через О, создает нулевой макси
мум М  в середине экрана. Нулевой максимум М ', созданный вол
ной, пришедший от участка О’ , будет смещен от середины экрана 
на расстояние х'\ Вследствие малости угл а  <р и отношения d !I можно
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считать, что x'=lq>/2. Нулевой максимум М ", созданный волной, 
пришедшей от участка О", смещен от середины экрана в противо
положную сторону на расстояние х'\ равное х ' . Нулевые максимумы 
от остальных участков источника располагаются между максиму
мами М ' и М ".

Отдельные участки источника света возбуждают волны, фазы 
которых никак не связаны между собой. Поэтому интерференцион
ная картина, возникающая на экране, будет наложением картин, 
создаваемых каждым из участков в отдельности. Если смещение х'‘ 
много меньше ширины интерференционной полосы kx= lk/ d  (см. 
формулу (119.10)), максимумы от разных участков источника прак
тически наложатся друг на друга и картина будет такой, как  от 
точечного источника. При х 'я зА х  максимумы от одних участков 
придутся на минимумы от других, и интерференционная картина 
наблюдаться не будет. Таким образом, интерференционная картина 
будет различимой при условии, что х ’< .А х, т. е.

1 Г < Т >  <120Л1>
или

ф < Ш .  (120 .12 )

При переходе от (120.11) к  (120.12) мы опустили множитель 2.
Формула (120.12) определяет угловые размеры источника, при 

которых наблюдается интерференция. Из этой формулы можно 
такж е определить наибольшее расстояние между щелями, при ко
тором можно еще наблюдать интерференцию от источника с угловым 
размером ф. Умножив неравенство (120.12) на d !ф, придем к  ус
ловию

d < k liр. (120.13)

Совокупность волн с разными eft можно заменить результирую
щей волной, падающей на экран со щелями. Отсутствие интерферен
ционной картины означает, что колебания, возбуждаемые этой вол
ной в местах нахождения первой и второй щелей, некогерентпы. 
Следовательно, и колебания в самой волне в точках, находящихся 
на расстоянии d  друг от друга , являются некогерентными. Если бы 
источник был идеально монохроматическим (это значит, что Av==0 
и !“KOr=oc>), поверхность, проходящая через щели, была бы волновой и 
колебания во всех точках этой поверхности происходили бы в одина
ковой фазе. Мы установили, что в случае Av^%0 и конечных размеров 
источника (ф=т̂ 0) колебания в точках поверхности, отстоящих на 
расстояние d>k/q\ некогерентны.

Поверхность, которая была бы волновой при условии монохро
матичности источника, будем для краткости называть псевдовол-
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новой J). Мы могли бы удовлетворить условию (120.12), уменьшив 
расстояние между щелями d, т. е. взяв более близкие точки псевдо- 
волновой поверхности. Следовательно, колебания, возбуждаемые 
волной в достаточно близких точках псевдоволновой поверхности, 
оказываются когерентными. Т акая когерентность называется п р о 
с т р а н с т в е н н о й .

Итак, фаза колебания при переходе от одной точки псевдовол
новой поверхности к другой изменяется беспорядочным образом. 
Введем расстояние рког, при смещении на которое вдоль псевдовол
новой поверхности случайное изменение фазы достигает значения 
~ л . Колебания в двух  точках псевдоволновой поверхности, от
стоящих друг от друга на расстояние, меньшее рког, будут при
близительно когерентными. Расстояние рког называется д л и н о й  
п р о с т р а н с т в е н н о й  к о г е р е н т н о с т и  или р а д и у 
с о м  к о г е р е н т н о с т и .  Из (120.13) следует, что

pKor~V<p. (120.14)
Угловой размер Солнца составляет около 0,01 рад, длина свето

вых волн равна примерно 0,5 мкм. Следовательно, радиус когерент
ности приходящих от Солнца световых волн имеет значение порядка

рког =  0,5/0,01 = 5 0  мкм =  0,05 мм. (120.15)

Все пространство, занимаемое волной, можно разбить на части, 
в каждой из которых волна приблизительно сохраняет когерент
ность. Объем такой части пространства, называемый о б ъ е м о м  
к о г е р е н т н о с т и ,  по порядку величины равен произведению 
длины временной когерентности на площадь круга радиуса рког.

Пространственная когерентность световой волны вблизи поверх
ности излучающего ее нагретого тела ограничивается размером рког 
всего в несколько длин волн. По мере удаления от источника сте
пень пространственной когерентности возрастает. Излучение ла
зера ?) обладает огромной временной и пространственной когерент
ностью. У выходного отверстия лазера пространственная когерент
ность наблюдается во всем поперечном сечении светового пучка.

Можно было бы, казалось, наблюдать интерференцию, пропу
стив свет, распространяющийся от произвольного источника, через 
две щели в непрозрачном экране. Однако при малой пространствен
ной когерентности падающей на щели волны пучки света, прошед
шие через щели, окаж утся некогерентными, и интерференционная 
картина будет отсутствовать. Юнг получил в 1802 г . интерференцию 
от двух щелей, увеличив пространственную когерентность падаю
щего на щели света. Такое увеличение Юнг осуществил, пропустив

*) Следует иметь в виду, что этот термин не используется в научной литера
туре. М и пользуемся им условно, чтобы сделать изложение более наглядным.

2) О лазерах будет и д т и  речь в 3-м томе К урса.
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предварительно свет через небольшое отверстие в непрозрачном 
экране. Прошедшим через это отверстие светом освещались щели 
во втором непрозрачном экране. Таким способом Юнг впервые 
наблюдал интерференцию световых волн и определил длины этих 
волн.

§ 121. Способы наблюдения интерференции света

Рассмотрим две конкретные интерференционные схемы, одна из 
которых использует для разделения световой волны на две части 
отражение, а другая — преломление света.

Зеркала Френеля. Д ва плоских соприкасающихся зеркала ОМ 
и ON располагаются так, что их отражающие поверхности образуют 
угол, близкий к я  (рис. 121.1). Соответственно угол ср на рисунке

3

очень мал. Параллельно линии 'пересечения зеркал О на расстоя
нии г от нее помещается прямолинейный источник света S  (напри
мер, у зкая  светящ аяся щель). Зеркала отбрасывают на экран Э 
две цилиндрические когерентные волны, распространяющиеся так, 
как  если бы Они исходили из мнимых источников и S 2. Непро
зрачный экран преграждает свету путь от источника 5  к эк 
рану Э.

Луч OQ представляет собой отражение луча SO  от зеркала ОМ, 
луч ОР — отражение луча SO  от зеркала ON. Легко сообразить, 
что угол между лучами ОР и OQ равен 2ср. Поскольку S  и S t распо
ложены относительно ОМ симметрично, длина отрезка OS* равна 
OS, т. е. г. Аналогичные рассуждения приводят к тому ж е резуль
тату для отрезка O S2. Таким образом, расстояние между источни
ками 5х п 5 2 равно

d=2r sin ф«2лф.
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Из рис. 121.1 видно, что a = r  cos <ртаг . Следовательно,
t= r+ b ,

где b — расстояние от линии пересечения зеркал О до экрана Э.
Подставив найденные нами значения d  и I в формулу (119.10), 

получим ширину интерференционной полосы:

Ах г + Ь 
2гср X. (121.1)

Область перекрытия волн PQ  имеет протяженность 2b tg  ф»2Ьф. 
Разделив эту  длину на ширину полосы Ах, найдем максимальное 
число интерференционных полос, которое можно наблюдать с по
мощью зеркал Френеля при данных параметрах схемы:

4brq>2N : X (г + Ь) • (121.2)

Д ля того чтобы все эти полосы были действительно видны, необхо
димо, чтобы N/2 не превзошло т пред, определяемого формулой 
( 120.10).

Бипризма Френеля. Изготовленные из одного куска  стекла две 
призмы с малым преломляющим углом в  имеют одну общую грань 
(рис. 121.2). Параллельно этой грани на расстоянии а  от нее распо
лагается прямолинейный источник света 5 .

Рис. 121.2.

Можно показать, что в случае, когда преломляющий угол Ф 
призмы очень мал и углы  падения лучей на грань призмы не очень 
велики, все лучи отклоняются призмой на практически одинаковый 
угол, равный

Ф=(/г—1)\>
(/г— показатель преломления призмы). Угол падения лучей на 
бипризму невелик. Поэтому все лучи отклоняются каждой из 

; половин бипризмы на одинаковый угол. В результате образуются 
две когерентные цилиндрические волны, исходящие из мнимых 
источников S i  и S 2, лежащих в одной плоскости с S . Расстояние
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между источниками равно
d = 2 a  sin <р»2аф=2а(/г—1)0.

Расстояние от источников до экрана
/=а+Ь.

Ширину интерференционной полосы находим по формуле (119.10):

ь * ~ ъ <ш -3>
Область перекрытия волн PQ имеет протяженность

2b tg  (ptt2bq>=2b{n—1)0.

Максимальное число наблюдаемых полос ,
N Aabin- Л ) ^  12

k ( a + b ) ‘

§ 122. Интерференция света
при отражении от тонких пластинок

При падении световой волны на тонкую прозрачную пластинку 
(или пленку) происходит отражение от обеих поверхностей пла
стинки. В результате возникают две световые волны, которые при 
известных условиях могут интерферировать.

Пусть на прозрачную плоскопараллельную пластинку падает 
плоская световая волна, которую можно рассматривать как  п а р а л 
лельный пучок лучей (рис. 122.1). Пластинка отбрасывает вверх 
два параллельных пучка света, из которых один образовался за 
счет отражения от верхней поверхности пластинки, второй — вслед
ствие отражения от нижней поверхности (на рис. 122.1 каждый из 
этих пучков представлен только одним лучом). При входе в плас
тинку и при выходе из нее второй пучок претерпевает преломле
ние. Кроме этих двух пучков, пластинка отбросит вверх пучки, 
возникающие в результате трех-, пяти- и т. д . кратного отражения 
от поверхностей пластинки. Однако ввиду их малой интенсивности 
мы эти пучки принимать во внимание не будем г). Не будем такж е 
интересоваться пучками, прошедшими через пластинку.

Разность хода, приобретаемая лучами / и 2  до того, как  они сой
дутся в точке С, равна

A = n s 2— Si, (122 .1)

!)  При л = 1 ,5  от поверхности пластинки отражается примерно 5% падаю 
щего светового потока (см. последний абзац § 112). После двух  отражений интен
сивность будет равна 0 ,05 -0 ,05 , или 0,25% интенсивности первоначального пучка'. 
После трех отражений — 0 ,05 -0 ,05 -0 ,05 , или 0 ,0125% , что составляет 1/400 ин
тенсивности однократно отраженного пучка.
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где St — длина отрезка В С , a sa — суммарная длина отрезков А О 
и ОС, п — показатель преломления пластинки. Показатель пре
ломления среды, окружающей пластинку, полагаем равным еди
нице. Из рис. 122.1 видно, 4T0Si=2b tg-Ehsindf, s2=26/cosft2 Ф — 
толщина пластинки). Подстановка этих значений в выражение (122.1) 
дает, что

А 2 6 я  о , ,  о • П 0 ( л 2— n s i n d 2 s i n d jA = — й— 2b ter-&2sin{b =  2 6 --------------1
COS п  COS # 2

Произведя замену ti siir&2= sin  Of и учтя, что

п cos й2 =  У  п2— n2sin20 2 =  У  п2 — sin2 
легко привести формулу для А к виду

А =  2 b Y  п2— sin2-^. (122.2)
При вычислении разности фаз б между колебаниями в лучах 1 

и 2  нужно, кроме оптической разности хода А, учесть возможность 
изменения фазы волны при 
отражении (см. § 112). В 
точке С  (см. рис. 122.1) 
отражение происходит от 
границы раздела среды, оп
тически менее плотной, со 
средой, оптически более 
плотной. Поэтому фаза вол
ны претерпевает изменение 
на я .  В точке О отраже
ние происходит от границы 
раздела среды оптически 
более плотной со средой 
оптически менее плотной, 
так  что скачка фазы не про
исходит. В итоге между л у 
чами 1 и 2 возникает допол
нительная разность фаз, 
равная п . Ее можно учесть, добавив к  А (или вычтя из нее) поло
вину длины волны в вакуум е. В результате получим

А =  2 Ь У  л2—sin2 Ъ х - Ц - .  (122.3)

Итак, при падении на пластинку плоской волны образуются две 
отраженные волны, разность хода которых определяется формулой
(122.3). Выясним условия, при которых эти волны окаж утся коге
рентными и смогут интерферировать. Рассмотрим два случая.

1. Плоскопараллельная пластинка. Обе плоские отраженные 
волны распространяются в одном направлении, образующем с нор
малью к пластинке угол, равный угл у  падения Эти волны смогут
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интерферировать, если будут соблюдены условия к ак  временной, 
так и пространственной когерентности.

Д ля того чтобы имела место временная когерентность, разность 
хода (122.3) не должна превышать длину когерентности, равную 

(с м . формулу (120.9)). Следовательно, должно соб
людаться условие

2 У п 3— sina d j*
В полученном соотношении половиной можно пренебречь по срав
нению с Я0/АЯ0. Выражение У  л2— sin2 имеет величину порядка 
единицы 1). Поэтому можно написать

(удвоенная;толщина пластинки должна быть меньше длины коге
рентности).

Таким образом, отраженные волны будут когерентными только 
в том случае, если толщина пластинки Ь не превышает- величины, 
определяемой соотношением (122.4). Положив Яо=50СЮ А и ДЯ0=  
е=20 А, получим предельное значение толщины, равное

Теперь рассмотрим условия соблюдения пространственной ко
герентности. Поставим на пути отраженных пучков экран Э 
(рис. 122.2). Приходящие в точку Р 4 лучи /' и 2' отстоят в  падающем 
пучке на равстояние р '. Если это расстояние не превышает радиуса 
когерентности рког падающей волны, лучи !/' и 2'- будут когерент
ными и создадут в точке Р к освещенность, определяемую значением 
разности хода А, отвечающим у гл у  падения Д ругие пары лучей, 
идущие под тем ж е углом {К, создадут в остальных точках экрана 
такую  ж е освещенность. Таким образом, экран окаж ется равно
мерно освещенным (в частном случае, когда Д = (т+ */ 4)Яо» экран 
будет темним). При изменении наклона пучка (т. е. при изменении 
угл а Oi) освещенность экрана будет меняться.

Из рис. 122.1 видно, что расстояние между падающими лу
чами 2 и 2 равно

Если принять п = 1 ,5 , то для $*= 45ч получается р = 0 ,8  6, а для

2ЬУ л2 —sin *d j— - у  <
или

(122.4)

5000*
2-20 « 6 . 1 0 * А  =  0,06 мм, (122.5)

р =  2Ь tg  9 acos -9j=s b sin 2^| (122.6)
V я4—sin*

J) Для n=  1,5 величина этого ввражения изменяется в предела* от },)2 (при 
fy=ji/2) до 1,5 (при di=0).
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Рис. 122.2.

dx=10°— i> ~ 0 ,l b. Д ля нормального падения (& i=0) р = 0  при лю
бом п.

Радиус когерентности солнечного света имеет значение порядка 
0,05 мм (см. (120.15)). При угле падения в 45° можно положить 
ртаЬ. Следовательно, для возникновения интерференции в этих ус 
ловиях должно выполняться со
отношение

Ь< 0 ,0 5  мм (122.7)
(ср. с (122.5)). Д ля угла падения 
порядка 10° лространственная 
когерентность будет сохранять
ся при толщине пластинки, не 
превышающей 0 ,5м м . Таким об
разом, мы приходим к выводу, 
что вследствие ограничений, на
кладываемых временной и про
странственной когерентностями, 
интерференция при освещении
пластинки солнечным светом наблюдается только в том случае, ес
ли толщина пластинки не превышает нескольких сотых миллимет
ра. При освещении светом с большей степенью когерентности ин- 

рп , терференция наблюдается
и при отражении от более 
толстых пластинок или 
пленок.

Практически интерфе
ренцию от плоскопаралле
льной пластинки наблюда
ют, поставив на пути отра
женных пучков линзу, ко
торая собирает лучи в одной 
из точек экрана, располо
женного в фокальной пло
скости линзы (рис. 122.3). 

Освещенность в этой точке зависит от значения величины (122.3). 
При А= т к 0 получаются максимумы, при A =  (m + 1/2)Jto — мини
мумы интенсивности (т — целое число). Условие максимума ин
тенсивности имеет вид

2b Y и* — sin2 ^ i =  (wi +  Va)^o- ( 122.8)

Пусть тонкая плоскопараллельная пластинка освещается рас
сеянным монохроматическим светом (см. рис. 122.3). Расположим 
параллельно пластинке линзу, в фокальной плоскости которой по
местим экран. В рассеянном свете имеются лучи самых разнооб
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разных направлений. Лучи, параллельные плоскости рисунка и па
дающие на пластинку под углом -&J, после отражения от обеих по
верхностей пластинки соберутся линзой в точке Р ' и создадут в этой 
точке освещенность, определяемую значением оптической разности 
хода. Лучи, идущие в других плоскостях, но падающие на плас
тинку под тем же углом соберутся линзой в других точках, от
стоящих от центра экрана О на такое ж е расстояние^ как  и точка Р ' . 
Освещенность во всех этих точках будет одинакова. Таким образом, 
лучи, падающие на пластинку под одинаковым углом -&J, создадут 
на экране совокупность одинаково освещенных точек, расположен
ных по окружности с центром в О. Аналогично, лучи, падающие 
под другим углом создадут на экране совокупность одинаково 
(но иначе, поскольку А иная) освещенных точек, расположенных 
по окружности другого радиуса. В результате на экране возникнет 
система чередующихся светлых и темных круговых полос с общим 
центром в точке О. К аж дая полоса образована лучами, падающими 
на пластинку под одинаковым углом -Э*. Поэтому получающиеся 
в описанных условиях интерференционные полосы носят название 
п о л о с  р а в н о г о  н а к л о н  а. При ином расположении линзы 
относительно пластинки (экран во всех случаях должен совпадать 
с фокальной плоскостью линзы) форма полос равного наклона будет 
другой.

К аж дая точка интерференционной картины обусловлена л у
чами, образующими до прохождения через линзу параллельный 
пучок. Поэтому при наблюдении полос равного наклона экран дол
жен располагаться в фокальной плоскости линзы, т. е. так , как  его 
располагают для получения на нем изображения бесконечно уда
ленных предметов. В соответствии с этим говорят, что полосы рав
ного наклона локализованы в бесконечности. Роль линзы может 
играть хрусталик, а экрана — сетчатка глаза. В этом случае для 
наблюдения полос равного наклона глаз должен быть аккомоди
рован так , как при рассматривании очень удаленных предметов.

Согласно формуле (122.8) положение максимумов зависит от 
длины волны V  Поэтому в белом свете получается совокупность 
смещенных друг относительно друга полос, образованных лучами 
разных цветов, и интерференционная картина приобретает радуж 
ную окраску. Возможность наблюдения интерференционной кар
тины в белом свете определяется способностью глаза различать 
оттенки света близких _длин волн. Лучи, отличающиеся по длине 
волны менее чем на 20 А , средний глаз воспринимает как  имеющие 
одинаковый цвет. Поэтому для оценки условий, при которых может 
наблюдаться интерференция от пластинок в белом свете, Лк0 сле
дует положить равным 20 А . Именно такое значение было нами 
взято при оценке толщины пластинки (см. (122.5)).

2. Пластинка переменной толщины. Возьмем пластинку в виде 
клина с углом при вершине <р (рис. 122.4). Пусть на нее падает па
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раллельный пучок лучей. Теперь лучи, отразившиеся от разных 
поверхностей пластинки, не будут параллельными. Д ва до падения 
на пластинку практически сливающихся луча (на рис. 122.4 они 
изображены в виде одной прямой линии, обозначенной цифрой 1') 
пересекаются после отражения в точке Q '. Д ва практически сли
вающихся луча 1" пересекаются в точке Q". Можно показать, что 
точки Q', Q" и другие аналогичные им точки лежат в одной плос
кости, проходящей через вершину клина 0 .  Отразившийся от ниж
ней поверхности клина луч Г  и отразившийся от верхней поверх
ности луч 2 ' пересекутся в точке R ',  расположенной ближе к клину, 
чем Q '. Аналогичные лучи Г  и 3 ' пересекутся в точке Р ' , отстоящей 
от поверхности клина дальше, чем Q'.

Направления распространения волн, отраженных от верхней и 
нижней поверхностей клина, не совпадают. Временная когерент
ность будет соблюдаться только для частей волн, отразившихся от 
мест клина, для которых толщина удовлетворяет условию (122.4). 
Допустим, что это условие выполняется для всего клина. Кроме 
того, предположим, что радиус когерентности намного превышает 
длину клина. Тогда отраженные волны будут когерентными во всем 
пространстве над клином, и при любом расстоянии экрана от клина 
на нем будет наблюдаться интерференционная картина в виде по
лос, параллельных вершине клина О (см. три последних абзаца 
§ 119). Так, в частности, обстоит дело при освещении клина светом, 
испускаемым лазером.

При ограниченной пространственной когерентности область ло
кализации интерференционной картины (т. е. область пространства, 
располагая в которой экран можно наблюдать на нем интерферен
ционную картину) такж е оказывается ограниченной. Если распо
ложить экран так , чтобы он проходил через точки Q', Q", .. .  (см. 
экран Э на рис. 122.4), на экране возникнет интерференционная 
картина даже в том случае, если пространственная когерентность
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падающей волны крайне мала (в точках экрана пересекаются лучи, 
которые до падения на клин совпадали). При малом угле клина ф 
разность хода лучей можно с достаточной степенью точности вы
числять по формуле (122.3), беря в качестве Ь толщину пластинки 
в .месте падения на нее лучей. Поскольку разность хода для лучей, 
отразившихся от различных участков клина, теперь неодинакова, 
освещенность экрана будет неравномерной — на экране появятся 
светлые и темные полосы (см. на рис. 122.4 пунктирную кривую, 
показывающую освещенность экрана Э). К аж дая из таких полос 
возникает в результате отражения от участков клина с одинаковой 
толщиной, вследствие чего их называют п о л о с а м и  р а в н о й  
т о л щ и н ы .

При смещении экрана из положения Э  в направлении от клина 
или к клину начинает сказываться степень пространственной ко
герентности падающей волны. Если в положении экрана, обозна
ченном на рис. 122.4 через Э ', расстояние р' между падающими 
лучами Г  и 2 ' станет порядка радиуса когерентности, интерферен
ционная картина на экране Э ' наблюдаться не будет. Аналогично 
картина исчезает в положении экрана, обозначенном через Э “.

Таким образом, интерференционная картина, получающаяся 
при отражении от клина плоской волны, оказывается локализован
ной в некоторой области вблизи поверхности клина, причем эта 
область тем уж е, чем меньше степень пространственной когерент
ности падающей волны. Из рис. 122.4 видно, что по мере прибли

жения к вершине клина ста
новятся более благоприятны
ми условия как  временной, 
так  и пространственной ко
герентности. Поэтому отчет
ливость интерференционной 
картины уменьшается при пе
ремещении от вершины клина 
к его основанию. Может слу
читься, что картина наблюда
ется только для более тонкой 
части клина. Д ля остальной 
части на экране возникает 
равномерная освещенность.

Практически полосы равной толщины наблюдают, поместив вбли
зи клина линзу и за ней экран (рис. 122.5). Роль линзы может иг
рать хрусталик, а роль экрана — сетчатка глаза. Если экран за 
линзой расположен в плоскости, сопряженной с плоскостью, обоз
наченной на рис. 122.4 через Э  (соответственно глаз аккомодирован 
на эту плоскость), картина будет наиболее четкой. При перемещении 
экрана, на который проектируется изображение (либо при переме
щении линзы), картина будет ухудш аться и исчезнет совсем, когда

Рис. 122.5.
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плоскость, сопряженная с экраном, выйдет за пределы области ло
кализации интерференционной картины, наблюдаемой без линзы.

При наблюдении в белом свете полосы будут окрашенными, так 
что поверхность пластинки или пленки представляется имеющей 
радужную  окраску. Такую окраску имеют, например, расплыв
шиеся на поверхности воды тонкие пленки нефти или масла, а также 
мыльные пленки. Цвета побежалости, возникающие на поверхности 
стальных изделий при их закалке, тоже обусловлены интерферен
цией от пленки прозрачных окислов.

Сопоставим два рассмотренных нами случая интерференции при 
отражении от тонких пленок. Полосы равного наклона получаются 
при освещении пластинки постоянной толщины (ft=const) рассеян
ным светом, в котором содержатся лучи различных направлений 
(йх варьирует в более или менее широких пределах). Локализованы 
полосы равного наклона в бесконечности. Полосы равной толщины 
наблюдаются при освещении пластинки непостоянной толщины 
(Ь изменяется) параллельным пучком света (O ^const). Локализо
ваны полосы равной толщины вблизи пластинки. В реальных ус
ловиях, например при наблюдении радужных цветов на мыльной 
или масляной пленке, изменяется как  угол падения лучей, так и 
толщина пленки. В этом случае наблюдаются полосы смешанного 
типа.

Заметим, что интерференция от тонких пленок может наблю
даться не только в отраженном, но и в проходящем свете.

Кольца Ньютона. Классическим примером полос равной толщи
ны являются к о л ь ц а  Н ь ю т о н а .  Они наблюдаются при от
ражении- света от соприкасающихся друг 
с другом плоскопараллельной толстой сте
клянной пластинки и плоско-выпуклой 
линзы с большим радиусом кривизны (рис.
122.6). Роль тонкой пленки, от поверхнос
тей которой отражаются когерентные вол
ны, играет воздушный зазор между пластин
кой и линзой-(вследствие большой толщины 
пластинки и линзы за счет отражений от 
других поверхностей интерференционные 
полосы не возникают). При нормальном 
падении света • полосы равной толщины 
имеют вид концентрических окружностей, 
при наклонном падении—эллипсов. Найдем
радиусы колец Ньютона, получающихся при падении света по норма
ли к пластинке. В этом случае sin ^ х= 0  и оптическая разность хо
да равна удвоенной толщине зазора (см. формулу (122.2); пред
полагается, что в зазоре п =  1). Из рис. 122.6 следует, что

д  2= (R -b y -\ - r ? & R * -2 R b + r \ (122.9)
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где R  — радиус кривизны линзы, г  — радиус окружности, всем 
точкам которой соответствует одинаковый зазор Ь. Ввиду малости b 
мы пренебрегли величиной Ы по сравнению с 2 Rb. В соответствии 
с (122.9) b= rV 2R . Чтобы учесть возникающее при отражении от 
пластинки изменение фазы на я ,  нужно к  2b = r4 R  прибавить X J2. 
В результате получится

А =  т + т -  <122Л0)

В точках, для которых A=m'X0= 2m ' (V 2 ) , возникнут макси
мумы, в точках, для которых A = (m '+ 1/2)k0= (2m ' +  l)('kD/2),— ми
нимумы интенсивности. Оба условия можно объединить в одно:

причем четным значениям т  будут соответствовать максимумы, 
а нечетным — минимумы интенсивности. Подставив сюда выраже
ние (122.10) для Д и разрешив получившееся уравнение относи
тельно г, найдем радиусы светлых и темных колец Ньютона:

r =  V R K ( m - 1)/2 ( т =  1 , 2 , 3 , . . . ) .  (122.11)

Четным т  соответствуют радиусы светлых колец, нечетным т  — 
радиусы темных колец. Значению т = 1 соответствует г= 0, т. е. 
точка в месте касания пластинки и линзы. В этой точке наблюдается 
минимум интенсивности, обусловленный изменением фазы на я  
при отражении световой волны от пластинки.

Просветление оптики. Интерференция при отражении от тонких 
пленок лежит в основе просветления оптики. Прохождение света 
через каждую  преломляющую поверхность линзы сопровождается 
отражением примерно 4%  падающего света. В сложных объективах 
такие отражения совершаются многократно и суммарная потеря 
светового потока достигает заметной величины. Кроме того, отраже
ния от поверхностей линз приводят к возникновению бликов.В про
светленной оптике для устранения отражения света на каждую  сво
бодную поверхность линзы наносится тонкая пленка вещества с по
казателем преломления иным, чем у  линзы. Толщина пленки под
бирается так , чтобы волны, отраженные от обеих ее поверхностей, 
погашали друг друга. Особенно хороший результат достигается 
в том случае, если показатель преломления пленки равен корню 
квадратному из показателя преломления линзы. При этом условии 
интенсивность обеих отраженных от поверхностей пленки волн 
одинакова.
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§ 123, Интерферометр Майкельсона

Имеется много разновидностей интерференционных приборов, 
называемых и н т е р ф е р о м е т р а м и .  На рис. 123.1 изобра
жена схема и н т е р ф е р о м е т р а  М а й к е л ь с о н а .  Пу
чок света от источника 5  падает на полупрозрачную пластинку Р и  
покрытую тонким слоем серебра (этот слой показан на рисунке 
точками). Половина упавшего светового потока отражается пластин
кой P i  в направлении луча 1, половина проходит сквозь пластинку 
и распространяется в направлении луча 2. Пучок 1 отражается от 
зеркала M i  и возвращается к P i,  где он делится на два равных по 
интенсивности пучка. Один из

Wf  Wfних проходит сквозь пластинку 
и образует пучок 1 ', второй от
ражается в направлении к S ; этот 
пучок нас интересовать больше 
не будет. Пучок 2 ,  отразившись 
от зеркала М 2, тоже возвращает
ся к  пластинке P i,  где он делит
ся на две части: отразившийся от 
полупрозрачного слоя пучок 2 f 
и прошедший сквозь слой пу
чок, которым мы такж е интере
соваться больше не будем. Пуч
ки света 1 ' и 2 ' имеют одинако
вую интенсивность.

При соблюдении условий вре
менной и пространственной коге
рентности пучки Г  и 2 ' будут ин
терферировать. Результат интер
ференции зависит от оптической разности хода от пластинки P i  
до зеркал M i и М 2 и обратно. Луч 2 проходит толщу пластинки 
трижды, луч 1 — только один раз. Чтобы скомпенсировать возни
кающую за счет этого разную (вследствие дисперсии) для различных 
длин волн оптическую разность хода, на пути луча 1 ставится точно 
такая , к ак  Р и  но не посеребренная пластинка Р 2. Тем самым урав
ниваются пути лучей 1 и 2  в стекле. Интерференционная картина 
наблюдается с помощью зрительной трубы Т.

Заменим мысленно зеркало М 2 его мнимым изображением М ’ъ 
в полупрозрачной пластинке P i .  Тогда лучи 1 '  и 2 '  можно рассмат
ривать как  возникшие за счет отражения от прозрачной пластинки, 
ограниченной плоскостями M i  и М 2. С помощью котировочных 
винтов Wt можно изменять угол между этими плоскостями, в част
ности их можно устанавливать строго параллельно друг другу. 
Вращая микрометрический винт W 2, можно плавно перемещать 
зеркало М 2, не изменяя его наклона. Тем самым можно изменять
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толщину «пластинки», в частности можно заставить плоскости M i  
и М 2 пересечься друг с другом (рис. 123.1, б).

Характер интерференционной картины зависит от юстировки 
зеркал и от расходимости пучка света, падающего на прибор. Если 
пучок параллелен, а плоскости ЛЬ и М 2 образуют угол, не равный 
нулю, то в поле зрения трубы наблюдаются прямолинейные полосы 
равной толщины, расположенные параллельно линии пересечения 
плоскостей M i и М 2. В белом свете все полосы, кроме совпадающей 
с линией пересечения полосы нулевого порядка, будут окрашен
ными. Н улевая полоса оказывается черной, так  как  луч 1 отража
ется от пластинки P i  снаружи, а луч 2 — изнутри, вследствие чего 
между ними возникает разность фаз, равная л. В белом свете полосы 
наблюдаются лишь при малой толщине «пластинки» (см.
(122.5)). В монохроматическом свете, соответствующем красной 
линии кадмия, Майкельсон наблюдал отчетливую интерференцион
ную картину при разности хода порядка 500 ООО длин волн (рас
стояние между M i  и М\ составляет в этом случае приблизительно 
150 мм).

При слегка расходящемся пучке света и строго параллельном 
расположении плоскостей M i  и М% получаются полосы равного 
наклона, имеющие вид концентрических колец. При вращении мик

рометрического винта W2 
кольца увеличиваются или 
уменьшаются в диаметре. 
При этом в центре карти
ны либо возникают новые 
кольца, либо уменьшаю
щиеся кольца стягиваются 
в точку и затем исчезают. 
Смещение картины на одну 
полосу соответствует пере
мещению зеркала М 2 на 
половину длины волны.

С помощью описанного 
выше прибора Майкельсон 

осуществил несколько вошедших в историю физики экспериментов. 
Самый знаменитый из них, выполненный совместно с Морли в 1887 г., 
преследовал цель обнаружить двнжениеЗемлиотносительно гипотети
ческого эфира (об этом опыте мы расскажем в § 150). В 1890—1895 гг. 
с помощью изобретенного им интерферометра Майкельсон произвел 
первое сравнение длины волны красной линии кадмия с длиной нор
мального метра.

В 1920 г. Майкельсон построил з в е з д н ы й  и н т е р ф е р о 
м е т р ,  с помощью которого он измерил угловые размеры некоторых 
звезд. Этот прибор монтировался на телескопе. Перед объективом 
телескопа устанавливался экран с двумя щелями (рис. 123.2). Свет
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от звезды отражался от симметричной системы зеркал Ми 
Ма и Mlt установленных на жесткой раме, укрепленной на тележке. 
Внутренние зеркала М я и МА были неподвижны, а внешние Mi и 
М 2 могли симметрично смещаться, удаляясь от зеркал М 3 и Mt 
либо приближаясь к ним. Ход лучей ясен из рисунка. В фокальной 
плоскости объектива телескопа возникали интерференционные 
полосы, видность1) которых зависела от расстояния между внеш
ними зеркалами. Перемещая эти зеркала, Майкельсон определял 
расстояние между ними I, при котором видность полос обращалась 
в нуль. Это расстояние должно быть порядка радиуса когерент
ности световой волны, пришедшей от звезды. Согласно (120.14) ра
диус когерентности равен Я/<р. Из условия 1=%Uр получается угло
вой диаметр звезды

Точный расчет приводит к формуле

Ф - Л А ,

где А =  1,22 для источника в виде равномерно освещенного круг
лого диска. Если у  краев диск темнее, чем в центре, коэффициент 
превышает 1,22, причем его значение зависит от скорости убывания 
освещенности в направлении от центра к  краю. Кроме того, точный 
расчет дает, что, обратившись в нуль при некотором значении t, 
видность при дальнейшем увеличении I снова становится отличной 
от н уля; однако достигаемые ею при этом значения невелики.

Максимальное расстояние между внешними зеркалами в  по
строенном Майкельсоном звездном интерферометре составляло 6,1 м 
(диаметр телескопа был равен 2 ,5 м). Этому расстоянию соответст- 
-вовал наименьший измеримый угловой диаметр около 0,02". Первой 
звездой, у  которой был измерен угловой диаметр, была Бетельгейзе 
(а  Ориона). Полученное значение <р равнялось 0,047".

§ 124, Многолучевая интерференция

До сих пор мы рассматривали двухлучевую  интерференцию. 
Теперь исследуем случай, когда Интерферирует много световых 
лучей.

Допустим, что в данную точку экрана приходит N лучей одина
ковой интенсивности, причем фаза каждого следующего луча сдви

*) Видностью полосы называется величина
л у *  Л пах Лп1п 

Л пах "Ь  ^m tn

W  /Шах и Лп1а — соответственно максимальная в минимальная интенсивности 
света в районе данной полоса.



нута относительно фазы предыдущего на одну и ту  ж е величину б. 
Представим возбуждаемые лучами колебания в  виде экспонент:

Ei == аеш , £ , =  0^  <«*+*>, . . Ея  =  ае?№+<т - 1* и ............
EN= a e l

Результирующее колебание определяется формулой
Л' N

Е=* 2  Em^ a e C(ai 2  ег<'п-1)б.
т —1 т = 1

Полученное выражение представляет собой сумму членов гео
метрической прогрессии с первым членом, равным единице, и зна
менателем, равным е‘6. Следовательно,

. , 1-лIN &  Л ,

1—
где

1_,,wa
Л — а е . - (124.1)

1— е‘в- v 7
есть комплексная амплитуда, которую можно представить в виде

А = Ае1а (124.2)

(Л— обычная амплитуда результирующего колебания, а  — его 
начальная фаза).

Произведение величины (124.2) на ее комплексно сопряженную 
дает квадрат амплитуды результирующего колебания:

АА* = Ае1а Ае-‘а = АК (124.3)

Подставив в (124.3) значение (124.1) для Л , получим следующее 
выражение для квадрата амплитуды:

А, _  а  Л --  .4 = 1 " ^  - «- ' 5 5 .  _
(1 — е ‘б) (1 — в - '» )

2 — e tNe — e -iNb  1 — c o s  N8 ,  sin2 (N6/2) , 1Л(
=  а -------- ^-------тг-—а ------------ =  й 2 -----£----i - i .  (124.4)

2 — el6— e~ i& 1 — cos б s in 2 (S/2)

Интенсивность пропорциональна квадрату амплитуды. Следо
вательно, интенсивность, возникающая при интерференции N рас
сматриваемых лучей, определяется выражением

<124-5>
(К — коэффициент пропорциональности, 10=Каг— интенсивность, 
создаваемая каждым из лучей в отдельности).

При значениях
б =  2 л т  (т=>О, ± 1 , ± 2 , . . . )  (124.6)
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выражение (124.5) становится неопределенным. Раскроем неопре
деленность по правилу Лопиталя:

. .  s in 2 (Л/б/2) . .  2 sin (N6/2)  cos (N6/2) ■ JV/2 _ 
в i Т л ,п  s i« 2 (6/2) _  fl m 2 sin  (S/2) cos (6/2) -1/2 -

=* Hm
6 -> 2яm sin

Полученное выражение такж е оказывается неопределенным. По
этому применим правило Лопиталя еще раз:

, l im lim lim N - C0S-̂ P ] =  N*.
6->■ 2Я т  s i n  (  f  J 6 ~ > 2 л т  Sin 6  6 - у  2 л т  COS б

Таким образом, при 6 = 2 ят  (или разностях хода А = тЯ 0) ре
зультирующая интенсивность оказывается равной

I = h № .  (124.7)

Такой результат можно было предвидеть заранее. Действительно, 
в точки, для которых 6= 2я т ,  все колебания приходят в одинако
вой фазе. Следовательно, результирующая амплитуда оказывается 
в N раз больше амплитуды отдельного колебания, а интенсивность 
в № раз больше интенсивности отдельного колебания.

Назовем места, в которых наблюдается интенсивность, опреде
ляемая формулой (124.7), г л а в н ы м и  м а к с и м у м а м и .  
Их положение определяется условием (124.6). Число т  называется 
п о р я д к о м  главного максимума. Из выражения (124.5) сле
дует, что в промежутке между двумя соседними главными макси
мумами располагается N— 1 минимум интенсивности. Чтобы убе
диться в этом, рассмотрим, например, промежуток между макси
мумами нулевого (/72=0) и первого ( т =  1) порядка. В этом проме
ж утке 6 изменяется от нуля до 2я , а 6/2 от нуля до я . Знаменатель 
выражения (124.5) всюду, кроме концов промежутка, отличен от 
нуля, причем в середине промежутка достигает наибольшего зна
чения, равного единице. Величина N6/2 принимает в рассматривае
мом промежутке все значения от нуля до Nn. При значениях я , 
2 я , . . ., (N— 1)я числитель выражения (124.5) становится равным 
нулю. Это и будут минимумы интенсивности. Их положения отве
чают значениям 6 , равным

6 =  ~ 2 я  ( k '= l ,  2, . . . ,  N - l ) .  (124.8)

В промежутках между N— 1 минимумами располагаются N—2 
вторичных максимумов. Наибольшей интенсивностью обладают 
вторичные максимумы, ближайшие к  главным максимумам. Вторич
ный максимум, ближайший к главному максимуму нулевого по
рядка, лежит между первым (й' =  1) и вторым (k '= 2 ) минимумами. 
Этим минимумам отвечают значения 6 , равные 2л/N и 4л/N. Сле-



376 ГЛ. XVII . ИН ТЕРФЕРЕНЦИЯ СВЕТА

довательно, рассматриваемому вторичному максимуму соответст
вует b=-3n/N. Подстановка этого значения в формулу (124.5) дает 

г/о_,»г\ sin2 (Зя/2)
I ( 3 n / N )  =  K a  Ш * щ т -

Числйтель равен единице. При большом N можно положить синус 
в знаменателе равным его аргументу (sin (3n/2N)&3n/2N). Тогда

г /о / дг\ V 2 1 Ka2N2I (Зп/N) — К а  (3я/2д/)2 — (Зя/2)2 •

В числителе получилась интенсивность главного максимума (см.
(124.7)). Таким образом, при большом N ближайший к  главному 
максимуму вторичный максимум имеет интенсивность в (Зл/2)2«  
« 2 2  раза меньшую, чем интенсивность главного максимума. Ос
тальные вторичные максимумы оказываются еще слабее.

На рис. 124.1 изображен график функции 1(b) для N = 10. Д ля 
сравнения пунктиром показан график интенсивности для N = 2

(двухлучевая интерференция; см. кривую 1(х) на рис. 119.2). Из 
рисунка видно, что с увеличением числа интерферирующих лучей 
главные максимумы делаются все более узкими. Вторичные макси
мумы настолько слабы, что практически интерференционная кар
тина имеет вид узких ярких линий на темном фоне.

Теперь рассмотрим интерференцию очень большого числа лучей, 
интенсивность которых убывает в геометрической прогрессии. Скла
дываемые колебания имеют вид:

Р . — Р —■ (■tot +6)—  t ic  , Lt 2 —  * • • • !  M 9 4 .C U
Em =  apm~l ec №+№-1) . . .  vi

(p — постоянная величина, меньшая единицы). Результирующее
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колебание описывается формулой
N N

Е =  2  — аеш  2  p * - i <?'<т-1)в.
Щ = 1 Ш = 1

Воспользовавшись выражением для суммы членов геометрической 
прогрессии, получим

• 1 I П № nLhl ft О • i
Е =  аеш‘ -— р ■ =  Аеш .

1 — ре‘в
Таким образом, комплексная амплитуда равна

Л , д 1 т Е ^ .  (124.10)
1 — ре‘б

Если N очень велико, комплексным числом можно
пренебречь по сравнению с единицей (для примера укаж ем , что
О дю о^з.ю -б) Тогда выражение (124.10) упрощается следующим 
образом:

А =  а -— Ц
1—р е ‘6

Умножив это выражение на комплексно с ним сопряженное, полу
чим квадрат обычной амплитуды результирующего колебания:

А- =  А А* = _______ —_______= ________—_______ =
(1 — ре;й) (1 —р е ~!Й) 1 -|- р2— р (е1Й-|- е ~ 1&)

_______ а2_______ а2 _ а*
1 + р 2— 2р cos 6 (1 — р)2+ 2 р (1  — cos 6) (1 — р )2+ 4 р  s in 2 (6/2)'

Отсюда

1  (s) =  (1 _ р )2 +  4р s in 2 (б/2) =  (1 _ р )2  +  4р s in 2 (6/2)’ О24-11)
где / != /Са? — интенсивность первого (наиболее интенсивного) 
луча.

При значениях
6 = 2 п т  ( т = 0, ± 1 , ± 2 , ...)  (124.12)

выражение (124.11) имеет максимумы, равные

А п,*= (Г^ Г,- (124.13)

В промежутках между максимумами функция изменяется моно
тонно, достигая в середине промежутка значения, равного

Апт =  (1 _  р)2+ 4Р =  (1 +гр)“2- (124.14)

Таким образом, отношение интенсивности в максимуме к интенсив
ности в минимуме

< 1 2 4 Л 5 >

оказывается тем больше, чем ближе р к единице, т. е. чем медленнее 
происходит убывание интенсивности интерферирующих лучей.
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На рис. 124.2 показан график функции (124.11) для р= 0 ,8 . Из ри
сунка следует, что интерференционная картина имеет вид узких 
резких линий на практически темном фоне. В отличие от рис. 124.1 
вторичные максимумы отсутствуют.

Рис. 124.2.

Практически случай большого числа лучей с убывающей интен
сивностью осуществляется в и н т е р ф е р о м е т р е  Ф а б р и  — 
П е р о .  Этот прибор состоит из двух  стеклянных или кварцевых 
пластинок, разделенных воздушным промежутком (рис. 124.3). 
Тщательной обработкой добиваются того, чтобы неровности внут

ренних поверхностей пла
стинок не превышали не
скольких сотых долей дли
ны световой волны. Затем 
на эти поверхности нано
сятся частично прозрачные 
металлические слои или ди
электрические пленки J). 
Внешние поверхности пла
стинок делают слегка ско
шенными относительно вну
тренних, чтобы устранить 
блики, обусловленные от

ражением света от этих поверхностей. В первоначальной конст
рукции интерферометра одна из пластинок могла перемещаться 
относительно другой неподвижной пластинки с помощью микро
метрического винта. Однако ненадежность такой конструкции при

1) Металлические слои обладают тем недостатком, что сильно поглощают 
световые лучи. Поэтому в  последние годы их стали заменять многослойными 
диэлектрическими покрытиями, обладающими большой отражательной способ
ностью.
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вела к  тому, что она вышла из употребления. В современных кон
струкциях пластинки закреплены неподвижно. Параллельность 
внутренних рабочих плоскостей достигается тем, что между плас
тинками устанавливается кольцо из инвара или кварца 1). Это 
кольцо имеет с каждой стороны по три выступа с тщательно отшли
фованными торцами. Пластинки прижимаются к  кольцу пружинами. 
Такое устройство надежно обеспечивает строгую параллельность 
внутренних плоскостей пластинок и постоянство расстояния между 
ними. Подобный интерферометр с фиксированным расстоянием 
между пластинками называется э т а л о н о м  Ф а б р и  — П е р о .

Рассмотрим, 'что происходит с лучом, вошедшим в зазор между 
пластинками (рис. 124.4). Пусть интенсивность вошедшего луча

равна /о- В точке Л* этот луч разделяется на вышедший наружу 
луч 1 и отраженный луч V . Если коэффициент отражения от по
верхности пластинки равен р, то интенсивность луча 1 будет равна 
/ i= ( l—р)/о, а интенсивность отраженного луча /^= р/0 2). В точке 
йхлуч 1' разделяется на два. Показанный пунктиром луч Г "  выйдет 
из игры, а отраженный луч 1" будет иметь интенсивность Л '=р/;=  
= р 2/0. В точке А 2 луч 1" разделится на два луча — вышедший 
наруж у луч 2  с интенсивностью /2= ( 1—р) /"= (1— р) р2/0 и отражен
ный луч 2 ',  и т. д. Таким образом, для интенсивностей вышедших 
из прибора лучей 1 , 2 , 3  и т. д. имеет место соотношение
___________________h - h ' h - ■ ■ ■ =  1 : р 2 : р 4 : . . .

*) Оба эти материала отличает крайне малый температурный коэффициент 
расширения.

2) Мы пренебрегаем поглощением света в  отражающих слоях и в толще
пластинок.
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Соответственно для амплитуд колебаний получается соотношение

(ср. с (124.9)).
Колебание в  каждом из лучей 2, 3 ,4 ,  . .. отстает по фазе от коле

бания в предыдущем луче на одну и ту  ж е величину 6 , определяемую

оптической разностью хода А, возникающей на пути At—fli—А а 
либо Ащ—В г—Аз и т .д .  (см. рис. 124.4). Из рисунка видно, что 
A = 2//cos ф, где ф — угол падения лучей на отражающие слои.

Если собрать лучи7 , 2, 3, ... с помощью линзы в точке Р  фокаль
ной плоскости (см. рис. 124.3), то колебания, создаваемые этими лу
чами, будут иметь вид (124.9). Следовательно, интенсивность в 
точке Р  определяется формулой (124.11), в которой р имеет смысл 
коэффициента отражения, а

При пропускании сквозь прибор расходящегося пучка света в фо
кальной плоскости линзы возникают полосы равного наклона, имею
щие вид резких колец (рис. 124.5).

Интерферометр Фабри — Перо используется в  спектроскопии 
для изучения тонкой структуры спектральных линий. Он нашел 
такж е широкое применение в метрологии для сравнения длины 
стандартного метра с длинами волн отдельных спектральных линий.

Рис. 124.5.

г 2я  21 
0  =  — г-------------------A, cos ф
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ДИФРАКЦИЯ СВЕТА

§ 125. Введение

Дифракцией называется совокупность явлений, наблюдаемых 
при распространении света в среде с резкими неоднородностями х) 
и связанных с отклонениями от законов геометрической оптики. 
Дифракция, в частности, приводит к огибанию световыми волнами 
препятствий и проникновению света в область геометрической тени. 
Огибание препятствий звуковыми волнами (т. е. дифракция звуко
вых волн) наблюдается постоянно в обыденной жизни. Д ля наблю
дения дифракции световых 
волн необходимо создание 
специальных условий. Это 
обусловлено малостью длин 
световых волн. Мы знаем, 
что в пределе при А,-* 0 за 
коны волновой оптики пе
реходят в законы геометри
ческой оптики. Следова
тельно, отклонения от за
конов геометрической оп
тики при прочих равных 
условиях оказываются тем 
меньше, чем меньше дли
на волны.

М ежду интерференцией и дифракцией нет существенного физи
ческого различия. Оба явления заключаются в перераспределении 
светового потока в результате суперпозиции волн. По историче
ским причинам перераспределение интенсивности, возникающее 
в результате суперпозиции волн, возбуждаемых конечным числом 
дискретных когерентных источников, принято называть интерферен
цией волн. Перераспределение интенсивности, возникающее вслед-

х) Например, вблизи границ непрозрачных или прозрачных тел, сквозь ма
лые отверстия и т . п.
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ствие суперпозиции волн, возбуждаемых когерентными источни
ками, расположенными непрерывно, принято называть дифракцией 
волн. Поэтому говорят, например, об интерференционной картине 
от двух  узких щелей и о дифракционной картине от одной щели.

Наблюдение дифракции осуществляется обычно по следующей 
схеме. На пути световой волны, распространяющейся от некоторого 
источника, помещается непрозрачная преграда, закрывающая часть 
волновой поверхности световой волны. За преградой располагается 
экран, на котором возникает дифракционная картина.

Различают два вида дифракции. Если источник света S  и точка 
наблюдения Р  расположены от препятствия настолько далеко, что 

«лучи, падающие на препятствие, и лучи, идущие в точку /*, образуют 
практически параллельные пучки, говорят о д и ф р а к ц и и  в 
п а р а л л е л ь н ы х  л у ч а х  или о д и ф р а к ц и и  Ф р а у н 
г о ф е р а .  В противном случае говорят о д и ф р а к ц и и  Ф р е 
н е л я .  Дифракцию Фраунгофера можно наблюдать, поместив за 
источником света S  и перед точкой наблюдения Р  по линзе так , 
чтобы точки S  и Р  оказались в фокальной плоскости соответствую
щей линзы (рис. 125.1).

Критерий, позволяющий определить, о каким видом дифрак
ции — Френеля или Фраунгофера — мы будем иметь дело в каждом 
конкретном случае, будет дан в § 129.

§ 126, Принцип Гюйгенса — Френеля

Проникновение световых волн в область геометрической тени 
может быть объяснено с помощью принципа Гюйгенса (см. § 118). 
Однако этот принцип не дает сведений об амплитуде, а следовательно

и об интенсивности волн, распространяю
щихся в различных направлениях. Френель 
дополнил принцип Гюйгенса представле
нием об интерференции вторичных волн. 
Учет амплитуд и фаз вторичных волн по
зволяет найти амплитуду результирующей 
волны в любой точке пространства. Разви
тый таким способом принцип Гюйгенса по
лучил название п р и н ц и п а  Г ю й 
г е н с а  — Ф р е н е л я .

Согласно принципу Гюйгенса — Френе- 
Рис. 126.1. ля каждый элемент волновой поверхности 

S  (рис. 126.1) служит источником вторичной 
сферической волны, амплитуда которой пропорциональна величине 
элемента d S . Амплитуда сферической волны убывает с расстоянием 
г от источника по закону Иг (см. формулу (94.10)). Следовательно, 
от каждого участка dS  волновой поверхности в точку Р , лежащую
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перед этой поверхностью, приходит колебание 

dE =  K  cos (fat — kr  -f- a 0). (126.1)

В этом выражении (a>/+a0) — фаза колебания в месте расположе
ния волновой поверхности S , k — волновое число, г — расстояние 
от элемента поверхности dS  до точки Р . Множитель а0 определяется 
амплитудой светового колебания в том месте, где находится dS. 
Коэффициент К  зависит от угл а ф между нормалью п к площадке dS  
и направлением от dS  к  точке Р . При ф=0 этот коэффициент м ак
симален, при ф=:п/2 он обращается в нуль.

Результирующее колебание в точке Р  представляет собой супер
позицию колебаний (126.1), взятых для всей волновой поверхности S :

£  =  J/C(<p)-7 -cosj;<Bf—kr +  a 0)d S . (126.2)
s

Эта формула является аналитическим выражением принципа Гюй
генса — Френеля.

В обоснование принципа Гюйгенса — Френеля можно привести 
следующие соображения. Пусть на пути световой волны (для про
стоты мы будем считать ее плоской) по- j  
ставлен непрозрачный тонкий экран Э 
(рис. 126.2). Всюду за экраном интенсив
ность света равна нулю. Это вызвано 
тем, что упавш ая на экран световая вол
на возбуждает колебания электронов, | j !-> •  р  
имеющихся в  материале экрана. Коле
блющиеся электроны излучают электро
магнитные волны. Поле за экраном пред
ставляет собой суперпозицию первичной 
(падающей на экран) волны и всех рис> 126.2. 
вторичных волн. Амплитуды и фазы вто
ричных волн оказываются такими, что при суперпозиции этих волн 
с первичной волной в любой точке Р  за экраном получается ну
левая амплитуда. Следовательно, если первичная волна создает в 
точке Р  колебание

Л п е Р в  cos (со* +  а),

то результирующее колебание, возбуждаемое в той ж е точке вторич
ными волнами, имеет вид

ЛвторСО'зМ +  а —л),
ПрИЧеМ Л в т ор' ^ п е р в *

Сказанное означает, что при вычислении амплитуды колебания, 
порождаемого в точке Р  световой волной, распространяющейся от 
реального источника, можно заменять этот источник совокупностью
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вторичных источников, расположенных вдоль волновой поверхно
сти. А в этом и состоит суть принципа Гюйгенса — Френеля.

Разобьем непрозрачную преграду на две части. Одна из них, 
которую мы назовем пробкой, имеет конечные размеры и произ
вольную форму (круг, прямоугольник и т. п .). Д ругая часть вклю
чает всю остальную поверхность бесконечной преграды. Пока проб
ка на месте, результирующее колебание в точке Р  за преградой рав
но нулю. Его можно представить как  сумму колебаний, создаваемых 
первичной волной, волной, порождаемой пробкой, и волной, порож
даемой остальной частью преграды:
Лпервcos (cof +  а ) +  /4npo6cos (<ot +  а ' )  +  4 nperpcos (fat +  а") =  0. (126.3)

Если убрать пробку, т. е. пропустить волну через отверстие 
в непрозрачной преграде, то колебание в точке Р  будет иметь вид
Ер =  Л п е р в  C 0 S  И  +  « )  +  Л л р е г р  COS (ti)t +  а") =

=  — Лпро6 cos ((£>t +  а ')  =  Anpo6 cos (to* +  а ' —я).
Мы воспользовались условием (126.3) и предположили, что удаление 
пробки не изменяет характер колебаний электронов в оставшейся 
части преграды.

Таким образом, можно считать, что колебания в точке Р  созда
ются совокупностью источников вторичных волн, расположенных 
на поверхности отверстия, образовавшегося noctoe удаления пробки.

§ 127. Зоны Френеля
Вычисления по формуле (126.2) представляют собой в общем слу

чае очень трудную задачу. Однако, как  показал Френель, в случаях, 
отличающихся симметрией, нахождение амплитуды результирую
щего колебания может быть осуществлено простым алгебраическим 
или геометрическим суммированием.

Чтобы понять суть метода, разработанного Френелем, определим 
амплитуду светового колебания, возбуждаемого в точке Р  сфериче
ской волной, распространяющейся в изотропной (однородной среде 
из точечного источника 5  (рис. 127.1). Волновые поверхности такой 
волны симметричны относительно прямой S P .  Воспользовавшись 
этим, разобьем изображенную на рисунке волновую поверхность на 
кольцевые зоны, построенные так , что расстояния от кр^ев каждой . 
зоны до точки Р  отличаются на %I2 (X — длина волны в  той среде, 
в которой распространяется волна). Обладающие таким свойством 
зоны носят название з о н  Ф р е н е л я .

Из рис. 127.1 видно, что расстояние Ьт  от внешнего края т -й 
зоны до точки Р  равно

Ь ^ Ь  +  т ^  (127.1)

(Ь — расстояние от вершины волновой поверхности О до точки Р).
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Колебания, приходящие в точку Р от аналогичных точек двух 
соседних зон (т. е. от точек, лежащих в середине зон, или у  внешних 
краев зон и т. д .), находятся в противофазе. Поэтому и результирую
щие колебания, создаваемые каждой из зон в целом, будут для со
седних зон отличаться по фазе на л .

Рис. 127.1.

Вычислим площади зон. Внешняя граница т -й зоны выделяет 
на волновой поверхности сферический сегмент высоты hm (рис. 127.2). 
Обозначим площадь этого сегмента через S m. Тогда площадь т -й 
зоны можно представить в виде

A Sm S  т  S m~ 1,
где S m_x— площадь сферического сегмента, выделяемого внешней 
границей ( т — 1)-й зоны.

Из рис. 127.2: видно, что

r'm = а 2 — (a — h j 2 =  (b +  т  Щ 1 — ( b  - 1 h j 2

(.а — радиус волновой поверхности, гт — радиус внешней границы 
т-п  зоны). Возведя скобки в квадрат, получим

г2т  =  2ahm—h2m =  ЬтХ +  т г (А/2)г— 2bhm — h^. (127.2) 

13 и. В. Савельев, т. 2
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Отсюда
. Ь т к -\ -т г (^/2)2 / to 7  о\
h m ~  2 (а + Ь) ‘

Ограничившись рассмотрением не слишком больших т ,  можно ввиду 
малости X пренебречь слагаемым, содержащим X2. В этом прибли
жении

=  (127.4)т 2 (а + 6) v '
Площадь сферического сегмента равна S = 2 n R h  ( R — радиус 

сферы, h — высота сегмента). Следовательно,

S m =  2nahm =  - ^ m X ,

а площадь т -й зоны
A 5 = S  5  паЬХт  т  1 а+  6 ‘

Полученное нами выражение не зависит от т .  Это означает, что 
при не слишком больших т  площади зон Френеля примерно одина
ковы.

Из равенства (127.2) можно найти радиусы зон. При не слишком 
больших т  высота сегмента hm<^a, поэтому можно считать, что гт =  
= 2ahm. Подставив значение (127.4) для hm, получим для радиуса 
внешней границы т -й зоны выражение

' ( ,2 7 -5>! +
Если положить a = b = 1 м и Л.=0,5 мкм, то для радиуса первой 
(центральной) зоны получается значение r i= 0 ,5  мм. Радиусы 
последующих зон возрастают как  У~т,

Итак, площади зон Френеля примерно одинаковы. Расстояние 
Ьт  от зоны до точки Р  медленно растет с номером зоны т .  Угол ср 
между нормалью к элементам зоны и направлением на точку Р  
такж е растет с т .  Все это приводит к тому, что амплитуда Ат  
колебания, возбуждаемого т -й зоной в точке Р , монотонно убывает 
с ростом т .  Д аж е при очень больших т ,  когда площадь зоны начи
нает заметно расти с т  (см. (127.3)), убывание множителя К(ср) 
перевешивает рост ASm, так  что Ат  продолжает убывать. Таким 
образом, амплитуды колебаний, возбуждаемых в точке Р  зонами 
Френеля, образуют монотонно убывающую последовательность:

Аз Ат _j >  Ат  >  Am+i  >  . . .
Фазы колебаний, возбуждаемых соседними зонами, отличаются 

на я .  Поэтому амплитуда А результирующего колебания в точке 
Р  может быть представлена в виде

A  =  A i - A 2 +  A 3 - A 4+  . . .  (127 .6)
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В это выражение все амплитуды от нечетных зон входят с одним зна
ком, а от четных зон — с другим.

Запишем выражение (127.6) в виде

А = 4 L+ ( 4 1 -  А * + т - ) + ( 4 1 - л + ф ) + •  • • о 2 7 -7)

Вследствие монотонного убывания А т  можно приближенно считать, 
что

А _^Я1-1 + ̂ Д1 + 1
л от — 2

Тогда выражения в скобках будут равны нулю, и формула (127.7) 
упрощается следующим образом:

A = A J  2 . (127.8)

Согласно формуле (127.8) амплитуда, создаваемая в некоторой 
точке Р всей сферической волновой поверхностью, равна половине 
амплитуды, создаваемой одной лишь центральной зоной. Если на 
пути волны поставить непрозрачный экран с отверстием, оставляю
щим открытой только центральную зону Френеля, амплитуда в 
точке Р будет равна Аи т. е. в два раза превзойдет амплитуду
(127.8). Соответственно интенсивность света в точке Р будет в этом 
случае в четыре раза больше, чем при отсутствии преград между 
точками S  и Р.

Теперь решим задачу о распространении света от источника S  
к точке Р методом графического сложения амплитуд. Разобьем вол
новую поверхность на кольцевые зоны, аналогичные зонам Френеля, 
но гораздо меньшие по ширине (разность хода от краев зоны до 
точки Р составляет одинаковую для всех зон малую долю к). Коле
бание, создаваемое в точке Р каждой из зон, изобразим в виде век
тора, длина которого равна амплитуде колебания, а угол, образуе
мый вектором с направлением, принятым за начало отсчета, дает 
начальную фазу колебания (см. § 55 1-го тома). Амплитуда колеба
ний, создаваемых такими зонами в точке Р , медленно убывает при 
переходе от зоны к зоне. Каждое следующее колебание отстает от 
предыдущего по фазе на одну и ту же величину. Следовательно, 
векторная диаграмма, получающаяся при сложении колебаний, 
возбуждаемых отдельными зонами, имеет вид, показанный на 
рис. 127.3.

Если бы амплитуды, создаваемые отдельными зонами, были оди
наковыми, конец последнего из изображенных на рис. 127.3 векто
ров совпал бы с началом первого вектора. В действительности зна
чение амплитуды, хотя и очень слабо, но убывает, вследствие чего 
векторы образуют не замкнутую фигуру, а ломаную спиралевид
ную линию.

В пределе при стремлении ширины кольцевых зон к  нулю (коли
чество их будет при этом неограниченно возрастать) векторная диа

13*
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грамма примет вид спирали, закручивающейся к точке С (рис. 127.4). 
Фазы колебаний в точках 0  и 1 отличаются на я  (бесконечно малые 
векторы, образующие спираль, направлены в этих точках в проти
воположные стороны). Следовательно, участок спирали 0—1 со
ответствует первой зоне Френеля. Вектор, проведенный из точки О 
в точку 1 (рис. 127.5, а), изображает колебание, возбуждаемое 
в точке Р  этой зоной. Аналогично, вектор, проведенный из точки / 
в точку 2 (рис. 127,5, б), изображает колебание, возбуждаемое вто
рой зоной Френеля. Колебания от первой и второй зон находятся

в противофазе; в соответствии с этим 
векторы 01 и 12 направлены в про
тивоположные стороны.

Колебание, возбуждаемое в точке 
Р  всей волновой поверхностью, изоб
ражается вектором ОС (рис. 127,5, в). 
Из рисунка видно, что амплитуда в 
этом случае равна половине амплиту
ды, создаваемой первой зоной. Этот 
результат мы получили ранее алгеб

раически (см. формулу (127.8)). Заметим, что колебание, возбуждае
мое внутренней половиной первой зоны Френеля, изображается век
тором ОВ (рис. 127.5, г). Таким образом, действие внутренней полови
ны первой зоны Френеля не эквивалентно половине действия первой
зоны. Вектор ОВ в V 2 раз больше вектора ОС. Следовательно, интен
сивность света, создаваемая внутренней половиной первой зоны 
Френеля, в два раза превышает интенсивность, создаваемую всей 
волновой поверхностью.

1 1 У 1

Рис. 127.3. Рис. 127.4.

Рис.

Колебания от четных и нечетных зон Френеля находятся в про
тивофазе и, следовательно, взаимно ослабляют друг друга . Если 
поставить на пути световой волны пластинку, которая перекрывала 
бы все четные или нечетные зоны, то интенсивность света в точке Р  
резко возрастает. Т акая пластинка, называемая з о н н о й ,  дей
ствует подобно собирающей линзе. На рис. 127.6 изображена 
плаСТИйка, перекрывающая четные зоны. Еще большего эффекта 
можно достичь, не перекрывая четные (или нечетные) зоны, а и з
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меняя фазу их колебаний на п . Это можно осуществить о помощью 
прозрачной пластинки, толщина которой в местах, соответствую
щих четным или нечетным зонам, отличается на надлежащим 
образом подобранную величину. Т акая пластинка называется 
ф а з о в о й  з о н н о й  п л а с т и н к о й .
По сравнению с перекрывающей зоны 
а м п л и т у д н о й  з о н н о й  п л а с 
т и н к о й  фазовая дает дополнительное 
увеличение амплитуды в два раза, а ин
тенсивности света — в четыре раза.

§ 128. Дифракция Френеля
от простейших преград

Рассмотренные в предыдущем параг- Рис. 127.6.
рафе методы алгебраического и графи
ческого сложения амплитуд позволяют решить ряд задач на ди
фракцию света.

Дифракция от круглого отверстия. Поставим на пути сфериче
ской световой волны непрозрачный экран с вырезанным в нем круг
лым отверстием радиуса г0. Расположим экран так , чтобы перпен
дикуляр, опущенный из источника света S ,  попал в центр отверстия 
(рис. 128.1). На продолжении этого перпендикуляра возьмем точку 
Р . При радиусе отверстия г0, значительно меньшем, чем указанные

<
<

*)
Рис. 128 .!.

на рисунке длины а  и Ь, длину а  можно считать равной расстоянию 
от источника S  до преграды, а длину b — расстоянию от преграды 
до точки Р . Если расстояния а  и b удовлетворяют соотношению

'• =  (128' , )  
где т  — целое число, то отверстие оставит открытыми ро.щю т  
первых зон Френеля, построенных для точки/5 (см .ф орм улу(127 ,г4 ) .
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Следовательно, число открытых зон Френеля определяется выра
жением

т = т  ( ! + ! ) ■  <128 -2>
В соответствии с (127.6) амплитуда в точке Р  будет равна

А =  Ах — А2-\-А3 — At - \ - . . .± A m. (128.3)

Перед Ат  берется знак плюс, если т  нечетное, и минус, если т  чет
ное. Представив (128.3) в виде, аналогичном (127.7), и положив 
выражения в скобках равными нулю, придем к формулам 

А А+  {гп — нечетное),

А =  ф - +  Лт2~-  — А,„ ( т  — четное).

Амплитуды от двух соседних зон практически одинаковы. Поэтому 
(<4ra_i/2)— Ат  можно заменить через —Лга/2. В результате полу
чится:

А =  ^ - ± ^ ,  (128.4)

где знак плюс берется для нечетных т  и минус — для четных.
Д ля малых т  амплитуда Ат  мало отличается от Л*. Следова

тельно, при нечетных т  амплитуда в точке Р  будет приближенно 
равна Ai, при четных т  — нулю. Этот результат легко получить 
с помощью векторной диаграммы, изображенной на рис. 127.4.

Если убрать преграду, амплитуда в точке Р  станет равной A J 2 
(см. (127.8)). Таким образом, преграда с отверстием, открывающим 
небольшое нечетное число зон, не только не ослабляет освещенность 
в точке Р , но, напротив, приводит к увеличению амплитуды почти 
в два раза, а интенсивности — почти в четыре раза.

Выясним характер дифракционной картины, которая будет 
наблюдаться на экране, помещенном за преградой (см. рис. 128.1). 
Вследствие симметричного расположения отверстия относительно 
прямой S P  освещенность в разных точках экрана будет зависеть 
только от расстояния г от точки Р . В самой этой точке интенсивность 
будет достигать максимума или минимума в зависимости от того, 
каким — четным или нечетным — будет число открытых зон Фре
неля. Пусть, например, это число равно трем. Тогда в центре диф
ракционной картины получится максимум интенсивности. Картина 
зон Френеля для точки Р  дана на рис. 128.2, а . Теперь сместимся 
по экрану в точку Р '. Ограниченная краями отверстия картина 
зон Френеля для точки Р ' имеет вид, показанный на рис. 128,2, б. 
Края отверстия закроют часть третьей зоны, одновременно частично 
откроется четвертая зона. В итоге интенсивность света уменьшится 
и при некотором положении точки Р ' достигнет минимума. Если
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сместиться по экрану в точку Р", края отверстия частично закроют 
не только третью, но и вторую зону Френеля, одновременно от
кроется частично пятая зона (рис. 128.2, в). В итоге действие откры
тых участков нечетных зон перевесит действие открытых участков

а) б) в)
Рис. 128.2.

четных зон, и интенсивность достигнет максимума, правда, более 
слабого, чем максимум, наблюдающийся в точке Р .

Таким образом, дифракционная картина от круглого отверстия 
имеет вид чередующихся светлых и темных концентрических колец. 
В центре картины будет либо светлое ( т  нечетное), либо темное

М ечет неет  У ел м и ет

Рис. 128.3.

(пг четное) пятно (рис. 128.3). Ход интенсивности / с расстоянием г 
от центра картины изображен на рис. 128.1, б (для нечетного т )  
и на рис. 128.1, в (для четного т ) .  При перемещении экрана парал
лельно самому себе вдоль прямой S P  картины, изображенные на 
рис. 128.3, будут сменять друг друга (согласно (128.2) при измене
нии b значение т  становится то нечетным, то четным).

Если отверстие открывает лишь часть центральной зоны Фре- 
неля, на экране получается размытое светлое пятно; чередования
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светлых и темных колец в этом случае не возникает. Если отверстие 
открывает большое число зон, чередование светлых и темных колец 
наблюдается лишь в очень узкой области на границе геометрической 
тени; внутри этой области освещенность оказывается практически 
постоянной.

Дифракция от круглого диска. Поместим между источником 
света S  и точкой наблюдения Р  непрозрачный круглый диск радиуса

Рис. 128.4.

г0 (рис. 128.4). Если диск закроет т  первых зон Френеля, амплитуда 
в точке Р  будет равна
А__ А „__ А л А ___  __ Am + l  I (  Am + i  __Д i ^/я + з А i

—1 m+i. ^ в + 2 Т  /л + з ••• 1 2 V 2  л + 2  ' 2  ]  * ‘ ’

Выражения, стоящие в скобках, можно положить равными нулю, 
следовательно,

A ^ A m+i!  2. (128.5)

Выясним характер картины, получающейся на экране (см. рис. 
128.4). Очевидно, что освещенность может зависеть только от 
расстояния г до точки Р . При небольшом числе закрытых зон амп
литуда А т +1 мало отличается от At . Поэтому интенсивность в точке 
Р  будет почти такая же, как при отсутствии преграды между источ
ником S  и точкой Р  (см. (127.8)). Д ля точки Р ', смещенной относи
тельно точки Р  в любом радиальном направлении, диск будет пере
крывать часть (т+ 1 )-й  зоны Френеля, одновременно откроется 
часть т -й зоны. Это вызовет уменьшение интенсивности. При неко
тором положении точки Р 1 интенсивность достигнет минимума. 
Если сместиться из центра картины еще дальше, диск перекроет 
дополнительно часть ( т + 2)-й зоны, одновременно откроется часть 
( т — 1)-й зоны. В результате интенсивность возрастет и в точке Р" 
достигнет максимума.

Таким образом, в случае непрозрачного круглого диска дифрак
ционная картина имеет вид чередующихся светлых и темных кон
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центрических колец. В центре картины помещается светлое пятно 
(рис. 128.5). Изменение интенсивности света I с расстоянием г от 
точки Р  изображено на рис. 128.4, б.

Если диск закрывает лишь небольшую часть центральной зоны 
Френеля, он совсем не отбрасывает тени — освещенность экрана 
всюду остается такой же, как  при отсутствии преград. Если диск 
закрывает много зон Френеля, чередование светлых и темных колец 
наблюдается только в узкой области на границе геометрической 
тени. В этом случае так что светлое пятно в центре от
сутствует и освещенность в области 
геометрической тени практически всю
ду равна нулю.

Светлое пятнышко в центре тени, 
отбрасываемой диском, послужило 
причиной инцидента, происшедшего 
между Пуассоном и Френелем. П а
рижская академия наук предложила 
дифракцию света в качестве темы на 
премию за 1818 г. Устроители кон
курса были сторонниками корпуску
лярной теории света и рассчитывали, 
что конкурсные работы принесут окон
чательную победу их теории. Одна
ко Френелем была представлена рабо
та, в которой все известные к тому 
времени оптические явления объясня
лись с волновой точки зрения. Рассматривая эту работу, Пуассон, 
бывший членом конкурсной комиссии, обратил внимание на то, что 
из теории Френеля вытекает «нелепый» вывод: в центре тени, от
брасываемой небольшим круглым диском, должно находиться свет
лое пятно. Араго тут же произвел опыт и обнаружил, что такое 
пятно действительно имеется. Это принесло победу и всеобщее при
знание волновой теории света.

Дифракция от прямолинейного края полуплоскости. Поместим 
на пути световой волны (которую для простоты будем считать пло
ской) непрозрачную полуплоскость с прямолинейным краем. Распо
ложим эту полуплоскость так, чтобы она совпала с одной из волно
вых поверхностей. На расстоянии b за полуплоскостью поставим 
параллельный ей экран, на котором возьмем точку Р  (рис. 128.6). 
Разобьем открытую часть волновой поверхности на зоны, имеющие 
вид очень узких прямолинейных полосок, параллельных краю полу
плоскости. Ширину зон выберем так, чтобы отсчитанные в плоскости 
рисунка расстояния от точки Р  до краев любой зоны отличались на 
одинаковую величину А. При этом условии колебания, создаваемые 
в точке Р  соседними зонами, будут отличаться по фазе на;,прстоян- 
ную величину.
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Зонам, расположенным справа от точки Р , припишем номера 
! 7, 2, 3 и т. д ., расположенным слева — номера 1', 2 ', 3 ' и т. д. 
Зоны с номерами /и и т '  имеют одинаковую ширину и расположены 
относительно точки Р  симметрично. Поэтому создаваемые ими в Р 
колебания совпадают по амплитуде и по фазе.

Чтобы установить зависимость амплитуды от номера зоны т ,  
оценим площади зон. Из рис. 128.7 видно, что суммарная ширина 
первых т  зон равна

d1 +  d2 +  . . .  +  dm =  V  (b +  т Д )2 - й 2 =  V ‘lbmA +  т 2Д2.

Вследствие узости зон А<^Ь. Поэтому при не очень больших т  
квадратичным членом под корнем можно пренебречь. Тогда

d\ "Ь d2 +  . . .  +  dm — V  2bm&.
Положив в этой формуле т = 1, получим, что d1 — V2bA. Следова-

Л олупш тть

тельно, выражению для суммарной ширины первых т  зон можно 
придать вид _

d\ +  d2 +  . . .  +  dm =  di Y m•
Отсюда

dm =  d1 (V m  — V  in — l ) .  (128.6)

Расчет по формуле (128.6) дает, что

d r.d2:d3:d4: . . .  =  1 :0 ,4 1 :0 ,3 2 :0 ,2 7 : . . ,  (128.7)

В таких же соотношениях находятся и площади зон.
Из (128.7) вытекает, что амплитуда колебаний, создаваемых в 

точке Р  отдельными зонами, вначале (для первых зон) убывает 
очень быстро, затем это убывание становится медленным. По этой 
причине ломаная линия, получающаяся при графическом сложении 
колебаний, возбуждаемых прямолинейными зонами, идет сначала 
более полого, чем в случае кольцевых зон (площади которых при 
аналогичном построении примерно равны). На рис. 128.8 сопостав
лены обе векторные диаграммы. В обоих случаях отставание по
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фазе каждого следующего колебания взято одним и тем же. Значение 
амплитуды для кольцевых зон (рис. 128.8, а) принято постоянным, 
а для прямолинейных зон (рис. 128,8, б) — убывающим в соответ
ствии с пропорцией (128.7). Графики на рис. 128.8 являются при
ближенными. При точном построении графиков нужно учитывать 
зависимость амплитуды от г и <р (см. (126.1)). Однако на общем х а
рактере диаграмм это не отразится.

На рис. 128.8, б показаны только колебания, обусловленные 
зонами, лежащими справа от точки Р . Зоны с номерами щ и tri‘ 
расположены симметрично относи
тельно Р . Поэтему естественно

О З .о О
а) ф

Рис. 128.8. Рис. 128.9.

при построении диаграммы векторы, изображающие соответствую
щие этим зонам колебания, располагать симметрично относительно 
начала координат О (рис. 128.9) Если ширину зон устремить к нулю, 
ломаная линия, изображенная на рис. 128.9, превратится в плав
ную кривую (рис. 128.10), которая называется с п и р а л ь ю  
К о р н ю .

Уравнение спирали Корню в параметрической форме имеет вид:
V V

£ =  J  cos du, i] =  J  sin du. (128.8)
о о

Эти интегралы называются и н т е г р а л а м и  Ф р е н е л я .  Они 
не берутся в элементарных функциях, однако имеются таблицы, 
по которым можно находить значения интегралов для разных и. 
Смысл параметра v заключается в том, что |i/| дает длину дуги кри
вой Корню, измеряемую от начала координат.

Числа, отмеченные вдоль кривой на рис. 128.10, дают значения 
параметра о. Точки Ft и к которым асимптотически приближа
ется кривая при стремлении v к +оо и —оо, называются ф о к у 
с а м и  или п о л ю с а м и  спирали Корню. Их координаты равны

i  — +  - j  1 т] =  + у  Для точки F u

1=» — j ,  г] =  — у  Для точки Fs.
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Правый завиток спирали (участок OFх) соответствует зонам, распо
ложенным справа от точки Р, левый завиток (участок OF2) — 
зонам, расположенным слева от точки Р .

Найдем производную dr\/dl в точке кривой, отвечающей данно
му значению параметра v. Согласно (128.8) приращению v на dv 
соответствует

... ЯП2 , .  . JTO2 ,d l =  cos - j -  dv, dr| =  sin - j -  dv.

Следовательно, dT]/di=tg(Jiy2/2). Вместе с тем dr)/d£=tg 0. где

0 — угол наклона касательной к кривой в данной точке. Таким 
образом,

0 =  f a 2. <128-9)

Отсюда следует, что в точке, отвечающей и=1, касательная к кри
вой Корню перпендикулярна к оси При v ~2 угол 0 равен 2я, 
так что касательная параллельна оси |. При и=3 угол 0 равен 
9я/2, так что касательная снова перпендикулярна к оси |, и т. д.

Спираль Корню дает возможность найти амплитуду светового 
колебания в любой точке экрана. Положение точки будем характе
ризовать координатой х, отсчитываемой от границы геометрической
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тени (см. рис. 128.6). Д ля точки Р , лежащей на границе геометриче
ской тени (*= 0 ), все штрихованные зоны будут закрыты. Колеба
ниям от нештрихованных зон соответствует правый завиток спи
рали. Следовательно, результирующее колебание изобразится век
тором, начало которого находится в точке О, а конец — в точке Ft 
(рис. 128.11, а). При смещении точки Р  в область геометрической 
тени полуплоскость закрывает все большее число нештрихованных 
зон. Поэтому начало результирующего вектора перемещается по 
правому завитку в направлении полюса Fi (рис. 128.11 ,б). В резуль
тате амплитуда колебания монотонно стремится к нулю.

г) а)
Рис. 128.11.

Если точка Р  смещается от границы геометрической тени вправо, 
в дополнение к нештрихованным зонам открывается все возрастаю
щее число штрихованных зон. Поэтому начало результирующего 
вектора скользит по левому завитку спирали в направлении к по
люсу При этом амплитуда проходит через ряд максимумов (пер
вый из них равен длине отрезка M Fi на рис. 128. И,в) и минимумов 
(первый из них равен длине отрезка NFi на рис.128.11, г). При пол
ностью открытой волновой поверхности амплитуда равна длине 
отрезка F^Fi (рис. 128.11, д), т. е. ровно в два раза превышает амп- 
плитуду на границе геометрической тени (см. рис. 128.11, ^ .С оот
ветственно интенсивность на границе геометрической тени состав
ляет 1/4 интенсивности /0, получающейся на экране в отсутствие 
преград.
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Зависимость интенсивности света 1 от координаты х  дана на 
рис. 128.12. Из рисунка видно, что при переходе в область геомет
рической тени интенсивность изменяется не скачком, а постепенно 
стремится к нулю. Справа от границы геометрической тени распо
ложен ряд чередующихся максимумов и минимумов интенсивности.

Вычисления дают, что при N 1  м и Х=0,5 мкм координаты макси
мумов (см. рис. 128.12) имеют следующие значения: ^ = 0 ,6 1  мм, 
*2=1,17 мм, х3 =  1,54 мм, =  1,85 мм и т. д. С изменением расстоя
ния b от полуплоскости до экрана значения координат макси

мумов и минимумов изменяются как 
Y b . Из приведенных данных следу
ет, что максимумы располагаются до
вольно густо. С помощью кривой 
Корню можно такж е найти относи
тельную величину интенсивности в 
максимумах и минимумах. Д ля пер
вого максимума получается значение 
1,37 /0, для первого минимума 0,78 /0.

На рис. 128.13 приведена фото
графия дифракционной картины от 
края полуплоскости.

Дифракция от щели. Бесконечно длинную щель можно обра
зовать, расположив рядом две обращенные в разные стороны полу
плоскости. Следовательно, задача о дифракции Френеля от щели 
может быть решена с помощью спирали Корню. Волновую поверх
ность падающего света, плоскость щели и экран, на котором наблю
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дается дифракционная картина, будем считать параллельными друг 
другу (рис. 128.14).

Д ля точки Р , лежащей против середины щели, начало и конец 
результирующего вектора находятся в симметричных относительно 
начала координат точках спирали (рис. 128.15). Если сместиться в 
точку Р ',  лежащую против края щели, начало результирующего

вектора переместится в середину спирали О. Конец вектора пере
местится по спирали в направлении цолюса Ft. При углублении в 
область геометрической тени начало и конец результирующего век
тора будут скользить по спи рали и в конце концов окаж утся на 
наименьшем расстоянии друг от друга (см. на рис. 128.15 вектор, 
соответствующий точке Р ). Интенсивность света достигнет при 
этом минимума. При дальнейшем скольжении по спирали начало 
и конец вектора снова отойдут друг от друга и интенсивность будет 
расти. То ж е самое будет происходить при смещении из точки Р  
в противоположную сторону, так как дифракционная картина сим
метрична относительно середины щели.

Если изменять ширину щели, сдвигая полуплоскости в противо
положные стороны, интенсивность в средней точке Р  будет пульси
ровать, проходя попеременно через максимумы (рис. 128.16, а) и 
отличные от нуля минимумы (рис. 128.16, б).

Итак, френелевская дифракционная картина от щели представ
ляет собой либо светлую (в случае, изображенном на рис. 128.16, а), 
либо относительно темную (в случае, изображенном на рис. 128.16, б) 
центральную полосу, по обе стороны которой располагаются сим
метричные относительно нее чередующиеся темные и светлые по
лосы.

При большой ширине щели начало и конец результирующего 
вектора для точки Р  лежат на внутренних витках спирали вблизи 
полюсов F i и Ft- Поэтому интенсивность света в  точках, располо*

Р " р г р  

Рис. 128.14.

а

Рис. 128.15.
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женных против щели, будет практически постоянной. Только на 
границах геометрической тени образуется система густо располо
женных узких светлых и темных полос.

Рис. 128.16.

Заметим, что все полученные в данном параграфе результаты 
справедливы при условии, что радиус когерентности падающей на 
преграду световой волны намного превосходит характерный размер 
преграды (диаметр отверстия или диска, ширину щели и т. п.).

§  129. Дифракция Фраунгофера от щели

Пусть на бесконечно длинную *) щель падает плоская световая 
волна (рис. 129.1). Поместим за щелью собирающую линзу, а в фо
кальной плоскости линзы ■— экран. Волновая поверхность падаю

щей волны, плоскость щели и экран 
параллельны друг другу . Поскольку 
щель бесконечна, картина, наблюдаемая 
в любой плоскости, перпендикулярной к 
щели, будет одинакова. Поэтому доста
точно исследовать характер картины в 
одной такой плоскости, например в пло
скости рис. 129.1. Все вводимые в даль
нейшем величины, в частности угол ф, 
образуемый лучом с оптической осью 
линзы, относятся к этой плоскости.

Разобьем открытую часть волновой поверхности на параллель
ные краям щели элементарные зоны ширины dx. Вторичные волны, 
посылаемые зонами в направлении, определяемом углом ср, собе
рутся в точке экрана Р . К аж дая элементарная зона создаст в точке Р  
колебание dE. Линза собирает в фокальной плоскости плоские (а не

1) Практически достаточно, чтобы длина щели была во много раз больше, 
чем ее ширина.
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сферические) волны. Поэтому множитель 1/г в выражении (126.1) 
для dE в случае дифракции Фраунгофера будет отсутствовать. 
Ограничившись рассмотрением не слишком больших углов <р, можно 
коэффициент К  в формуле (126.1) считать постоянным. Тогда ам
плитуда колебания, возбуждаемого зоной в любой точке экрана, 
будет зависеть только от площади зоны. Площадь пропорциональна 
ширине зоны dx. Следовательно, амплитуда dA колебания dE, воз
буждаемого зоной ширины dx в любой точке экрана, имеет вид

йА =С dx,
где С — константа.

Обозначим алгебраическую сумму амплитуд колебаний, воз
буждаемых в некоторой точке экрана всеми зонами, через Аа. Ее 
можно найти, проинтегрировав dA по всей ширине щели Ь:

ъ
A„ =  \dA =  \ С dx =  СЬ. 

о
Отсюда С = А 0/Ь, и, следовательно,

dA =  -ф- dx.и
Теперь определим фазовые соотношения между колебаниями dE. 

Сопоставим фазы колебаний, возбуждаемых в точке Р  элементар
ными зонами с координатами О и х  (рис. 129.1). Оптические*пути ОР 
и QP таутохронны (см. рис. 117.2). Поэтому разность фаз между 
рассматриваемыми колебаниями образуется на пути А, равном 
х  sin ф. Если начальную фазу колебания, возбуждаемого в точке Р  
элементарной зоной, находящейся в середине щели (* = 0), положить 
равной нулю, то начальная фаза колебания, возбуждаемого зоной 
с координатой х, будет равна

0 д 2я .— 2 л -j-  = ----- jj- х sin ф

(X — длина волны в данной среде).
Таким образом, колебание, возбуждаемое элементарной зоной 

с координатой х в точке Р  (положение которой определяется углом 
ф), может быть представлено в виде

dE<f=  (^^ -dx 'j exp i ( a t  — j  (129.1)

(имеется в виду вещественная часть этого выражения).
Проинтегрировав выражение (129.1) по всей ширине щели, 

найдем результирующее колебание, возбуждаемое в точке Р  откры
ваемым щелью участком волновой поверхности:
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Вынесем множители, не зависящие от х, за знак интеграла. Кроме 
того, введем обозначение

7  =  -^-sirupя  -  (129.2)

В результате получим
+ 6/2

р  __^ ± pla t  Г p-H "fxrfy— Ао ig i  1 „ -д у х
£<Р ~ ь  J  Ь (— 2/V)

- Ь / 2

+6/2

- 6/2

Выражение в фигурных скобках определяет комплексную ам
плитуду Лф результирующего колебания. Приняв во внимание, 
что разность экспонент, деленная на 2 t, представляет собой sin yb х), 
можно написать:

Ащ =  А0 O n *  =  А 0 ?ilL("ftsin.y )  (129.3)
ф 0 yb 0 nb sin  ф/Л. '  '

(мы подставили значение (129.2) для 7).
Выражение (129.3) является вещественным. Его модуль пред

ставляет собой обычную амплитуду результирующего колебания:

<12М)
Д ля точки, лежащей против центра линзы, ф=0. Подстановка 

этого значения в формулу (129.4) дает для амплитуды значение А„ 2). 
Этот результат можно получить более простым путем. При <р=0 
колебания от всех элементарных зон приходят в точку Р  в одина
ковой фазе. Поэтому амплитуда результирующего колебания равна 
алгебраической сумме амплитуд складываемых колебаний.

При значениях ср, удовлетворяющих условию: л b sin y/k= ± kn , 
т. е. в случае, если

bsincp =  ± H  ( £ = 1 ,2 ,3 , . . . ) ,  (129.5)

амплитуда Л ф обращается в нуль. Таким образом, условие (129.5) 
определяет положения минимумов интенсивности. Отметим, что 
b sin ф представляет собой разность хода А лучей, идущих в точку Р 
от краев щели (см. рис. 129.1).

Условие (129.5) легко получить из следующих соображений. 
Если разность хода А от краев щели равна ±.Кк, открытую часть 
волновой поверхности можно разбить на 2k равных по ширине зон, 
причем разность хода от краев каждой зоны будет равна XI2 (см.

1) См. §51  l -го тома.
*) Напомним, что lim (sin и/и)= 1 (при малых и можно полагать sin и—и).



§ 129. Д И Ф РА К Ц И Я  ФРАУНГОФЕРА ОТ ЩЕЛИ 403

рис. 129.2, выполненный для k= 2). Колебания от каждой пары 
соседних зон взаимно погашают друг друга, так  что результирую
щая амплитуда равна нулю. Если для точки Р  разность хода А 
равна ± (к+ У 2 )Х , число зон будет нечетным, действие одной из 
них окажется некомпенсированным и наблюдается максимум ин
тенсивности.

Интенсивность света пропорциональна квадрату амплитуды. 
Следовательно, в соответствии с (129.4)

,  _ ,  s in 2 (nb sin  фД)
ф — 0 (л b sin  <рД)а (129.6)

1 2  3  4

где /о— интенсивность в середине дифракционной картины (против 
центра линзы), /ф— интенсивность 
в точке, положение которой опреде
ляется данным значением ср.

Из формулы (129.6) получается, 
что /_ф=/ф. Это означает, что диф
ракционная картина симметрична от
носительно центра линзы. Заметим, 
что при смещении щели параллельно 
экрану (вдоль оси х на рис. 129.1) 
дифракционная картина, наблюдаемая
на экране, остается неподвижной (ее середина лежит против цент
ра линзы). Напротив, смещение линзы при неподвижной щели 
сопровождается таким же смещением картины на экране.

График функции (129.6) изображен на рис. 129.3. По оси абс
цисс отложены значения sin q>, по оси ординат — интенсивность /ф.

Количество минимумов интенсивности определяется отношением 
ширины щели b к длине волны Я. Из условия (129.5) следует, 
что sin  ср=±/А/Ь. Модуль sin  ф не может превысить единицу.
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Поэтому kX/b^l, откуда

k < i -
ь_ 
х 4 (129.7)

При ширине щели, меньшей длины волны, минимумы вообще не 
возникают. В этом случае интенсивность света монотонно убывает 
от середины картины к ее краям.

Краям центрального максимума соответствуют значения угла ф, 
получающиеся из условия & зтф = ± Я . Эти значения равны 
± a rc s in  (Х/b). Следовательно, угловая ширина центрального мак
симума равна

В случае, когда Ь^>Х, значение sin (Х/b) можно положить равным 
Х/b. Тогда формула для угловой ширины центрального максиму
ма упрощается следующим образом:

Решим задачу о дифракции Фраунгофера от щели методом гра
фического сложения амплитуд. Разобьем открытую часть волновой 
поверхности на очень узкие зоны одинаковой ширины. Колебание, 
возбуждаемое каждой такой зоной, имеет одинаковую амплитуду 
АЛ и отстает по фазе от предыдущего колебания на одну и ту же ве
личину б, зависящую от угла ф, определяющего направление на точ
ку  наблюдения Р . При ф=0 разность фаз 6 равна нулю и векторная 
диаграмма имеет вид, показанный на рис. 129.4, а. Амплитуда ре
зультирующего колебания А 0 равна сумме амплитуд складываемых 
колебаний. Если A= b  sin ф=Х/2, колебания от краев щели нахо
дятся в противофазе. Соответственно векторы АА располагаются 
вдоль полуокружности длиной Л о (рис. 129.4, б). Следовательно, 
результирующая амплитуда равна 2Л0/я. В случае, когда Д =  
= 6  sin ф=А,, колебания от краев щели отличаются по фазе на 2я . 
Соответствующая векторная диаграмма изображена на рис. 129.4, в. 
Векторы ДА располагаются вдоль окружности длиной Л 0. Резуль
тирующая амплитуда равна нулю — получается первый минимум. 
Первый максимум получается при Д=b  sin  ф=ЗХ/2. В этом случае 
колебания от краев щели отличаются по фазе на Зя. Строя после
довательно векторы ДА, мы обойдем полтора раза окружность ди
аметра Л 1= (2/Зл) Л о (рис. 129.4, г). Диаметр этой окружности и 
есть амплитуда первого максимума. Таким образом, интенсивность 
первого максимума равна /1=(2/Зя)?/о«0,045/о. Аналогично мож
но найти и относительную интенсивность остальных максимумов. 
В итоге получится следующее соотношение:

(129.8)

(129.9)

=  1 :0 ,0 4 5 :0 ,0 1 6 :0 ,0 0 8 :...
(129.10)
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Таким образом, центральный максимум значительно превосходит 
по интенсивности остальные максимумы; в нем сосредоточивается 
основная доля светового потока, проходящего через щель.

В случае, когда ширина щели очень мала по сравнению с расстоя
нием от щели до экрана, лучи, идущие в точку Р  от краев щели, будут 
практически параллельными и в отсутствие линзы между щелью и 
экраном. Следовательно, при падении на щель плоской волны будет

Установим количественный критерий, позволяющий опреде
лить, какой вид дифракции будет иметь место в каждом конкрет
ном случае. Найдем разность хода лучей от краев щели до точки Р  
(рис. 129.5). Применим теорему косинусов к треугольнику со сто
ронами г , r + Д  и Ь:

Нас интересует случай, когда лучи, идущие от краев щели в точку 
Р, почти параллельны. При этом условии Д 2<<сгД, поэтому в урав
нении (129.11) можно пренебречь слагаемым А2. В этом приближении

а)

//
✓

л к

наблюдаться дифракция Ф раун
гофера. Все полученные выше 
формулы будут справедливыми, 
причем под <р в этих формулах 
следует понимать угол между на
правлением от любого края щели 
к точке Р  и нормалью к плоско
сти щели.

\ Ъ
\, ч

I

р
Рис. /29.4. Рис. 129.5.

(г +  А)2 =  г 2 +  Ь2 — 2rb cos

После несложных преобразований получим
2гА +  Д2 =  Ь2 +  2rb sin ср. (129.11)

(129 .12)
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В пределе при г->оо получается значение разности хода А00=  
=Ь sin ф, совпадающее с выражением, фигурирующим в формуле
(129.5).

При конечных г характер дифракционной картины будет опре
деляться соотношением между разностью А—А„ и длиной волны 
X. Если

А— А«, (129.13)

дифракционная картина будет практически такой, как в случае 
дифракции Фраунгофера. При А—А^, сравнимой с X (А—А ^ А ,), 
будет иметь место дифракция Френеля.

Из (129.12) следует, что
а д  ь2 ь*

” := Т г~  Т
(I — расстояние от щели до экрана). Подстановка этого выражения 
в (129.13) приводит к условию: (Ь2/1)<̂ Х или

Т Х ^ 1- (129.14)

Таким образом, характер дифракции зависит от значения безраз
мерного параметра

WIX. (129.15)

Если этот параметр много меньше единицы, наблюдается дифракция 
Фраунгофера, если он порядка единицы — дифракция Френеля; 
наконец, если этот параметр много больше единицы, оказывается 
применимым приближение геометрической оптики. Д ля удобства 
сопоставления представим сказанное в следующем виде:

1—дифракция Фраунгофера,
~  1 —дифракция Френеля, ^ 29  16)

1 —геометрическая оптика.

Параметру (129.15) можно дать наглядное истолкование. Возь
мем точку Р , лежащую против середины щели (рис. 129.6). Д ля этой 
точки число m открываемых щелью зон Френеля определяется соот
ношением

( ; + т т ) 2 =  /2+ ( т ) а-

Раскрыв скобки и отбросив слагаемое, пропорциональное Я2, по
лучим 1)

0 2 9 .1 7 )

*) Отметим, что для точек, сильно смещенных в область геометрической тени, 
число открытых зон будет больше.
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Таким образом, параметр (129.15) непосредственно связан с числом 
открытых зон Френеля (для точки, лежащей против середины щели).

Если щель открывает малую долю центральной зоны Френеля 
(m<cj 1), наблюдается дифракция Фраунгофера. Распределение ин
тенсивности в этом случае изображается кривой, приведенной на 
рис. 129.3. Если щель открывает небольшое число зон Френеля 
(m~ 1), на экране получается изображение щели, обрамленное по 
краям отчетливо видимыми светлыми и Л
темными полосами. Наконец, в случае, 
когда щель открывает большое число зон 
Френеля (т^>1), на экране получается рав
номерно освещенное изображение щели.
Лишь у границ геометрической тени име
ются практически неразличимые глазом 
очень узкие чередующиеся более светлые 
и более темные полосы.

Проследим за видоизменениями карти
ны при удалении экрана от щели. При не
больших расстояниях экрана от щели (ког- Рис. 129.6. 
да тс^> 1) изображение соответствует зако
нам геометрической оптики. Увеличивая расстояние, мы придем 
сначала к френелевской дифракционной картине, которая затем пе
рейдет вофраунгоферову картину. Та же последовательность пре
вращений наблюдается в том случае, если, не изменяя расстояния 
/, уменьшать ширину щели Ь.

Из сказанного ясно, что критерием применимости геометриче
ской оптики является не малость длины волны по сравнению с ха
рактерным размером преграды (например, шириной щели), а зна
чение параметра (129.15) (он должен быть много больше единицы). 
Пусть, например, оба отношения b/Х и l/Ь равны 100. В этом 
случае Х<^Ь, однако b2llX=  1 и, следовательно, будет наблюдаться 
отчетливо выраженная френелевская дифракция.

§ 130. Дифракционная решетка

Дифракционной решеткой называется совокупность большого 
числа одинаковых, отстоящих друг от друга на одно и то же расстоя
ние щелей (рис. 130.1). Расстояние d между серединами соседних 
щелей называется п е р и о д о м  решетки.

Расположим параллельно решетке собирательную линзу, в фо
кальной плоскости которой поставим экран. Выясним характер ди
фракционной картины, получающейся на экране при падении на 
решетку плоской световой волны (для простоты будем считать, что 
волна падает на решетку нормально). К аж дая из щелей даст на 
экране картину, описываемую кривой, изображенной на рис. 129.3. 
Картины от всех щелей придутся на одно и то ж е место экрана (неза
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висимо от положения щели, центральный максимум лежит против 
центра линзы). Если бы колебания, приходящие в точку Р  от раз
личных щелей, были некогерентными, результирующая картина 
от N щелей отличалась бы от картины, создаваемой одной щелью, 
лишь тем, что все интенсивности возросли бы в N раз. Однако коле
бания от различных щелей являются в большей или меньшей сте
пени когерентными; поэтому результирующая интенсивность будет

отлична от А̂ /ф (/ф — интенсив
ность, создаваемая одной щелью; 
см. (129.6)).

В дальнейшем мы будем пред
полагать, что радиус когерентно
сти падающей волны намного пре
вышает длину решетки, так что 
колебания от всех щелей можно счи
тать когерентными друг относи
тельно друга. В этом случае резуль
тирующее колебание в точке Р, 

положение которой определяется углом ср, представляет собой сумму 
N колебаний с одинаковой амплитудой /4Ф, сдвинутых друг относи
тельно друга по фазе на одну и ту же величину б. Согласно формуле
(124.5) интенсивность при этих условиях равна

, J sin2 (А/б/2)
sjn2(6/2) (130.1)

(в данном случае роль /0 играет /ф).
Из рис. 130.1 видно, что разность хода от соседних щелей равна 

A=dsin<p. Следовательно, разность фаз

(130.2)

где к  — длина волны в данной среде.
Подставив в формулу (130.1) выражение (129.6) для /ф и (130.2) 

для 8, получим
,  _ , s in 2 ( я b sin  ф/Я) s in 2 (Nnd  sin(pA)
реш о (лб sin ср/Х)2 s in 2 {nd sin  ф А) (130.3)

(/0— интенсивность, создаваемая одной щелью против центра 
линзы).

Первый множитель в (130.3) обращается в нуль в точках, для 
которых

b sin q= ± :kk  (k = l ,  2, 3, . . .). (130.4)

В этих точках интенсивность, создаваемая каждой из щелей в от
дельности, равна нулю (см. условие (129,5)).
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Второй множитель в (130.3) принимает значение № в точках, 
удовлетворяющих условию

d sin (/n=0, 1, 2, . . .) (130.5)

(см. (124.7)). Д ля направлений, определяемых этим условием, коле
бания от отдельных щелей взаимно усиливают друг друга, вследствие 
чего амплитуда колебаний в соответствующей точке экрана равна

' Атл% =  ЫА„ (130.6)

(А9 — амплитуда колебания, посылаемого одной щелью под углом 
ф)-

Условие (130.5) определяет положения максимумов интенсив
ности, называемых г л а в н ы м и .  Число т  дает п о р я д о к  
главного максимума. Максимум нулевого порядка только один, 
максимумов 1-го, 2-го и т. д. порядков имеется по два.

Возведя равенство (130.6) в квадрат, получим, что интенсив
ность главных максимумов /тах в № раз больше интенсивности /ф, 
создаваемой в направлении ф одной щелью:

/ « „ “ tf*/ ,. (130.7)

Кроме минимумов, определяемых условием (130.4), в промежут
ках между соседними главными максимумами имеется (N— 1) 
добавочных минимумов. Эти минимумы возникают в тех направле
ниях, для которых колебания от отдельных щелей взаимно пога
шают друг друга. В соответствии с формулой (124.8) направления 
добавочных минимумов определяются условием

йяшф =  ±  7̂ Я
N (130.8)

(к ' =  1, 2, . . .,  N — 1, N +  1, . . . ,  2N -  1, 2N +  1 , . . . ) .

В формуле (130.8)6 ' принимает все целочисленные значения, кроме* 
0, N, 2N, . . ., т. е. кроме тех, при которых условие (130.8) перехо
дит в (130.5).

Условие (130.8) легко получить методом графического сложения 
колебаний. Колебания от отдельных щелей изображаются векто
рами одинаковой длины. Согласно (130.8) каждый из последующих 
векторов повернут относительно предыдущего на один и тот же 
угол

6 2 л  • . 2 л, / /=  - j- a  sin ф =  д гк .

Поэтому в тех случаях, когда k ' не является’ целым кратным N, 
мы, пристраивая начало следующего вектора к концу предыдущего, 
получим замкнутую ломаную линию, которая делает k ' (при £ '<  
<N12) или N—к ' (при k'> N I2) оборотов, прежде чем конец N-го, 
вектора упрется в начало 1-го. Соответственно результирующая
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амплитуда оказывается равной нулю. Сказанное пояснено на 
рис. 130.2, на котором показана сумма векторов для случая N = 9  
и значений к ',  равных 1, 2 и N— 1= 8 .

М ежду дополнительными минимумами располагаются слабые 
вторичные максимумы. Число таких максимумов, приходящееся 
на промежуток между соседними главными максимумами, равно 
N—2. В § 124 было показано, что интенсивность вторичных макси
мумов не превышает V22 интенсивности ближайшего главного макси
мума.

Рис. 130.2.

На рис. 130.3 приведен график функции (130.3) для N = 4  и 
d/b=3. Пунктирная кривая, проходящая через вершины глав
ных максимумов, изображает интенсивность от одной щели, умно
женную на N- (см. (130.7)). При взятом на рисунке отношении пе
риода решетки к ширине щели (d lb= 3) главные максимумы 3-го,

J I

Рис. 130.3.

6-го и т. д. порядков приходятся на минимумы интенсивности от 
одной щели, вследствие чего эти максимумы пропадают. Вообще 
из формул (130.4) и (130.5) вытекает, что главный максимум т -го  
порядка придется на k-й минимум от одной щели, если будет выпол
нено равенство: m/d=k/b, или m !k=d!b. Это возможно, если dlb 
равно отношению двух целых чисел г и s (практический интерес 
представляет случай, когда эти числа невелики). Тогда главный
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максимум г-то порядка наложится на s-й минимум от одной щели, 
максимум 2лго  порядка — на 2s-й минимум и т. д ., в результате 
чего максимумы порядков г, 2г, 3г  и т. д. будут отсутствовать.

Количество наблюдающихся главных максимумов определяется 
отношением периода решетки d к  длине волны X. Модуль sin <р 
не может превысить единицу. Поэтому из формулы (130.5) вытекает, 
что

m ^d/X . (130.9)

Определим угловую ширину центрального (нулевого) макси
мума. Положение ближайших к нему дополнительных минимумов 
определяется условием d sin  ср=±X/N (см. формулу (130.8)). Сле
довательно, этим минимумам соответствуют значения <р, равные 
zharcsin (X/Nd). Отсюда для угловой ширины центрального макси
мума получается выражение

бф0 =  2 arcsin  Ш  &  JJ2  (130.10)

(мы воспользовались тем, что X/Nd<̂ , 1).
Положение дополнительных минимумов, ближайших к главному 

максимуму т - го порядка, определяется условием: d sin  ф= ( т ±  
± 1 IN) X. Отсюда получается для угловой ширины т - го максимума 
следующее выражение:

бф/я —arcsin  (m  +  i - ]  ^ - - a r c s in  ( m — - j .

Введя обозначения mX/d=x и X!Nd= Ах, можно представить эту 
формулу в виде

6фт =  arcsin (х +  Ля) — arcsin  (х — Ах). (130.11)

При большом числе щелей значение Ax=X/Nd будет очень мало. 
Поэтому можно положить arcsin (x ± A * )«a rc s in x ± (a rc s in e ) ' Ах. 
Подстановка этих значений в формулу (130.11) приводит к прибли
женному выражению

бф„ да 2 (arcsin х)'А х =  — =  —p = L =  . (130.12) 
v ’  У  l — x 2 V \  — m *(\ ld )*N d   ̂ >

При tn—0 это выражение переходит в (130.10).
Произведение Nd дает длину дифракционной решетки. Следова

тельно, угловая ширина главных максимумов обратно пропорцио
нальна длине решетки. С увеличением порядка максимума т  ширина 
6фт  возрастает.

Положение главных максимумов зависит от длины волны X. 
Поэтому при пропускании через решетку белого света все макси
мумы, кроме центрального, разложатся в спектр, фиолетовый конец 
которого обращен к центру дифракционной картины, красный — 
наруж у. Таким образом, дифракционная решетка представляет собой
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спектральный прибор. Заметим, что в то время как  стеклянная приз
ма сильнее всего отклоняет фиолетовые лучи, дифракционная ре
шетка, напротив, сильнее отклоняет красные лучи.

На рис. 130.4 изображены схематически спектры разных по
рядков, даваемые решеткой при пропускании через нее белого 
света. В центре лежит узкий максимум нулевого порядка; у него 
окрашены только края (согласно (130.10) бф0 зависит от Я). По обе 
стороны от центрального максимума расположены два спектра 1-го 
порядка, затем два спектра 2-го порядка и т. д. Положения красного 
конца спектра m-го порядка и фиолетового конца спектра ( т + 1)-го 
порядка определяются соотношениями

0 ,7 6smcpKP =  m —  , sin Ффиол= (Щ -\ - 1)
0 ,4 0

где d  взято в микрометрах. При условии, что
0 ,7 6 т  >  0,40 ( т + 1 ) ,

спектры т -то  и (т -И )-го  порядков частично перекрываются. Из 
неравенства получается, что т > 10/,. Следовательно, частичное 
перекрывание начинается со спектров 2-го и 3-го порядков (см.

/г Ф

-4 - з -2 -7
, Л

D
ф

+1 +2
Ф К ФК Ф  Ф Лф

Рис. 130.4.

+3 +4
Л ф

рис. 130.4, на котором для наглядности спектры разных порядкой 
смещены друг относительно друга по вертикали).

Основными характеристиками всякого спектрального прибора 
являются его д и с п е р с и я  и р а з р е ш а ю щ а я  с и л а .  
Дисперсия определяет угловое или линейное расстояние между 
двумя спектральными линиями, отличающимися по длине волны 
на единицу (например, на I А). Разрешающая сила определяет ми
нимальную разность длин волн при которой две линии воспри
нимаются в спектре раздельно.

У г л о в о й  д и с п е р с и е й  называется величина
D 6ф 

6V (130.13)

где 6ф — угловое расстояние между спектральными линиями, отли
чающимися по длине волны на 6Я.

Чтобы найти угловую дисперсию дифракционной решетки, про
дифференцируем условие (130.5) главного максимума слева по ф, 
а справа по Опуская знак минус, получим

dcos ф бф =  m 6А. '
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Отсюда
D = бф т

(130.14)

а

ЬХ d cos ф *

В пределах небольших углов cos ф «1 , поэтому можно положить

(130.15)

Из полученного выражения следует, что угловая дисперсия обратно 
пропорциональна периоду решеткй d. Чем выше порядок спектра т ,  
тем больше дисперсия.

Л и н е й н о й  д и с п е р с и е й  называют величину

D =  — (130.16)

где Ы — линейное расстояние на экране или на фотопластинке меж
ду спектральными линиями, отличающимися по длине волны на 6Х. 
Из рис. 130.5 видно, что при небольших значениях угла ф можно по
ложить 6/ «/ '6ф, где /'— фокусное расстояние линзы, собирающей

Рис. 130.6.

дифрагирующие лучи на экране. Следовательно, линейная диспер
сия связана с угловой дисперсией D соотношением

D „ , =  f'D .
Приняв во внимание выражение (130.15), получим для линейной 
дисперсии дифракционной решетки (при небольших ф) следующую 
формулу:

D  =  —^лин / и * (130.17)

Р а з р е ш а ю щ е й  с и л о й  спектрального прибора называют 
безразмерную величину

ЬХ' (130.18)

где ЬХ — минимальная разность длин волн двух спектральных ли
ний, при которой эти линии воспринимаются раздельно.
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Возможность разрешения (т. е. раздельного восприятия) двух 
близких спектральных линий зависит не только от расстояния между 
ними (которое определяется дисперсией прибора), но такж е и от 
ширины спектрального максимума. На рис. 130.6 показана резуль
тирующая интенсивность (сплошные кривые), наблюдающаяся при 
наложении двух близких максимумов (пунктирные кривые). В слу
чае а  оба максимума воспринимаются как  один. В случае б между 
максимумами лежит минимум. Два близких максимума восприни- 
маются глазом раздельно в том случае, если интенсивность в про
межутке между ними составляет небо лсе80Го от интенсивности 
максимума. Согласно критерию, предложенному Рэлеем, такое соот
ношение интенсивностей имеет место в том случае, если середина 
одного максимума совпадает с краем другого (рис. 130.6, б). Такое 
взаимное расположение максимумов получается при определенном 
(для данного прибора) значении 8Х.

Найдем разрешающую силу дифракционной решетки. Положе
ние середины т -го максимума для длины волны Х-\-8Х определяется 
условием

d-sm (pm3% =  m(X +  8Х).

Края т -го максимума для длины волны X расположены под углами, 
удовлетворяющими соотношению

d-sincpmin = ± j f ) x .

Середина максимума для длины волны Я + 6А, совпадет с краем 
максимума для длины волны X в том случае, если

т (Х  +  б>0 = [ т  +  ^ Х .

Отсюда
т8Х — y  .

Решив это соотношение относительно Х/8Х, получим выражение для 
разрешающей силы

R= m N . (130.19)

Таким образом, разрешающая сила дифракционной решетки про
порциональна порядку спектра т  и числу щелей N.

На рис. 130.7 сопоставлены дифракционные картины, получаю
щиеся для двух спектральных линий с помощью, решеток, отличаю
щихся значениями дисперсии D и разрешающей силы R. Решетки / 
и I I  обладают одинаковой разрешающей силой (у них одинаковое 
число щелей N), но различной дисперсией (у решетки / период d 
в два раза больше, соответственно дисперсия D в два раза меньше, 
чем у решетки II ). Решетки I I  и I I I  имеют одинаковую диспер
сию (у них одинаковые d), но разную разрешающую силу (у решетки
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If

I I  число щелей N и разрешающая сила R в два раза больше, чем 
у  решетки III ) .

Дифракционные решетки бывают прозрачные и отражательные. 
Прозрачные решетки изготавливаются из стеклянных или кварце
вых пластинок, на поверхность которых с помощью специальной 
машины наносится алмазным резцом ряд параллельных штрихов. 
Промежутки между штрихами служат ще
лями.

Отражательные решетки наносятся ал 
мазным резцом на поверхность металличес
кого зеркала. Свет падает на отражатель
ную решетку наклонно. При этом решет
ка с периодом d действует так, как  при 
нормальном падении света действовала бы 
прозрачная решетка с периодом d -cosd, 
где 0 — угол падения. Это позволяет наб
людать спектр при отражении света, напри
мер, от грампластинки, имеющей всего не
сколько штрихов (канавок) на 1 мм, если 
расположить ее так, чтобы угол падения 
был близок к я/2. Роуланд изобрел вогну
тую отражательную решетку, которая сама (без линзы) фокусиру
ет дифракционные спектры.

Лучшие решетки имеют до 1200 штрихов на 1 мм ( d « 0,8 мкм). 
Из формулы (130.9) следует, что спектры второго порядка в видимом 
свете при таком периоде не наблюдаются. Общее число штрихов 
у подобных решеток достигает 200 тысяч (длина около 200 мм). 
При фокусном расстоянии прибора /'=‘2 м длина видимого спектра 
1-го порядка составляет в этом случае более 700 мм.

Рис. 130.7.

§ 131. Дифракция рентгеновских лучей

Поставим две дифракционные решетки одну за другой так, 
чтобы их штрихи были взаимно перпендикулярными. Первая ре
шетка (штрихи которой, скажем, вертикальны) даст в горизонталь
ном направлении ряд максимумов, положения которых опреде
ляются условием

d i - s i n c p i ^ i m j X  ( m i  =  0 ,  1 , 2 , . . . ) .  ( 1 3 1 . 1 )

Вторая решетка (с горизонтальными штрихами) разобьет каждый 
из образовавшихся таким образом пучков на расположенные по 
вертикали максимумы, положения которых определяются условием 

d2-sinrp2 =  ±  т 2к (т .2 =  0 , 1 ,2 , . . . ) .  (131.2)
В итоге дифракционная картина будет иметь вид правильно распо
ложенных пятен, каждому из которых соответствуют два целочис
ленных индекса m i .и т 3 (рис. 131.1).
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Т акая ж е дифракционная картина получится, если вместо двух 
раздельных решеток взять одну прозрачную пластинку с нанесен
ными на нее двумя системами взаимно перпендикулярных штрихов. 
Подобная пластинка представляет собой д в у м е р н у ю  п е р и 
о д и ч е с к у ю  с т р у к т у р у  (обычная решетка — одномер
ную структуру). Измерив углы <pi и ф2, определяющие положения 
максимумов, и зная длину волны Я, можно найти по формулам
(131.1) и (131.2) периоды структуры и d2- Если направления, в ко
торых структура периодична (например, направления, перпендику
лярные к штрихам решеток), образуют угол а ,  отличный от я/2 , 
дифракционные максимумы расположатся не в вершинах прямо
угольников (как на рис. 131.1),. а в вершинах параллелограммов.
В этом случае по дифракционной картине можно определить не 
только периоды di и d2, но и угол а .  1

Дифракционную картину, аналогичную изображенной на 
рис. 131.1, дают любые двумерные периодические структуры, на
пример система небольших отверстий или система непрозрачных ма
леньких шариков.

Д ля возникновения дифракционных максимумов необходимо, 
чтобы период структуры d был больше X. В противном случае усло
вия (131.1) и (131.2) могут быть удовлетворены только при значе
ниях m.i и т 2, равных нулю (модуль sin ср не может превышать 
единицу).

Z л
-2:2  -1;2 0;2 1;2 2:2

Рис. 131-1. Рис. 131.2.

Дифракция наблюдается такж е на трехмерных структурах, 
т. е. пространственных образованиях, обнаруживающих периодич
ность по трем не лежащим в одной плоскости направлениям. Подоб
ными структурами являются все кристаллические тела. Однако 
их период ( ~ 10“10 м) слишком мал для того, чтобы можно было 
наблюдать дифракцию в видимом свете. В случае кристаллов усло
вие d > X  выполняется только для рентгеновских лучей. Впервые 
дифракция рентгеновских лучей от кристаллов наблюдалась в 
1913 г. в опыте Л ауэ, Фридриха и Книппинга (Л ауэ принадлежит 
идея, остальным авторам — практическое осуществление опыта).
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Найдем условия образования дифракционных максимумов от 
трехмерной структуры . Проведем в направлениях, по которым 
свойства структуры обнаруживают периодичность, координатные 
оси х , у н г  (рис. 131.2). Структуру можно представить как  совокуп
ность равноотстоящих параллельных линейных цепочек из струк
турных элементов, расположенных вдоль одной из координатных 
осей. Рассмотрим действие отдельной линейной цепочки, параллель
ной, например, оси х (рис. 131.3). Пусть на нее падает пучок па
раллельных лучей, образующих 
с осью х угол а 0. Каждый струк
турный элемент является ис
точником вторичных волн. К 
•оседним источникам падающая 
золна приходит с разностью фаз 
60=2яД|Д, где Ao =  <4icosa0 
(di— период структуры вдоль 
оси х). Кроме того, между вто
ричными волнами, распростра
няющимися в направлениях, 
образующих с осью х угол а
(все такие направления лежат вдоль образующих конуса, осью ко
торого служит ось * ), возникает дополнительная разность хода 
A= di cos а .  Колебания от различных структурных элементов бу
дут взаимно усиливаться для тех направлений, для которых

di (c o sa— co saa) =  ±  (m  ̂=  0 ,1 ,2 , . . . ) .  (131.3)

Каждому значению /га* соответствует свой конус направлений, 
вдоль которых получаются максимумы интенсивности от одной 
отдельно взятой цепочки, параллельной оси х. Ось этого конуса 
совпадает с осью х.

Условие максимума для цепочки, параллельной оси у , имеет вид

d2 (cosp — cosp„)=: ±  т2% ( щ  =  0 , 1 ,2 , . . . ) ,  (131.4)

где d2— период структуры в направлении оси у , (30 — угол между 
падающим пучком и осью у , (3 — угол, образуемый с осью у  на
правлениями, вдоль которых получаются дифракционные макси
мумы. Каждому значению т 2 соответствует конус направлений, 
ось которого совпадает с осью у .

В направлениях, удовлетворяющих одновременно условиям
(131.3) и (131.4), происходит взаимное усиление колебаний от источ
ников, лежащих в одной и той ж е плоскости, перпендикулярной 
к оси z (эти источники образуют двумерную структуру). Направле
ния возникающих максимумов интенсивности лежат вдоль линий 
пересечения конусов направлений, один из которых определяется 
условием (131.3), второй — условием (131.4).

14 И. В . Савельев« » .  Э
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Наконец, для цепочки, параллельной оси г, направления макси
мумов определяются условием

d3 (co s7 — cos у а) =  ± т 3Х ( т 3 =  0 , 1 ,2 , . . . ) ,  (131.5)

где d3 — период структуры в направлении оси г, у 0 — угол между 
падающим пучком и осью z, у — угол, образуемый с осью z направ
лениями, вдоль которых получаются дифракционные максимумы. 
Как и в предыдущих случаях, каждому значению т 3 соответствует 
конус направлений, осью которого является ось г.

В направлениях, удовлетворяющих одновременно условиям 
(131.3), (131.4) и (131.5), происходит взаимное усиление колебаний 
от всех элементов, образующих пространственную структуру. 
В результате возникают дифракционные максимумы от простран
ственной структуры. Направления этих максимумов лежат на ли
ниях пересечения трех конусов, оси которых параллельны коор
динатным осям.

Найденные нами условия

(cos а — cos а 0) =  ±  т ^ ,  
й2 (cosfi — cospe) =  ±  т 2К  ( т ( =  0, 1, 2 , . . . )  (131.6) 
d3 (cos 7 — cos Yo) =  ±  m3X

носят название ф о р м у л  Л а у э .  Каждому определяемому эти
ми формулами направлению (а , р, 7) соответствуют три целочис
ленных индекса т и т 2 и т 3. Наибольшее значение модуля раз
ности косинусов равно 2. Поэтому условия (131.6) могут быть вы
полнены при отличных от нуля значениях индексов т  лишь в том 
случае, если % не превышает 2d.

Углы а , Р и 7 не являются независимыми. Например, в случае 
прямоугольной системы координат они связаны соотношением

cos2a+ co sa p+cos27 = l .  (131.7)

Таким образом, при заданных а„, р0, 7о и % углы а , р, у, определяю
щие направления максимумов, могут быть найдены путем решения 
системы из четырех уравнений. Если число уравнений превышает 
число неизвестных, система уравнений оказывается разрешимой 
только при выполнении определенных условий (только при соблю
дении этих условий три конуса могут пересечься друг с другом по 
одной линии).

Система уравнений (131.6) и (131.7) оказывается разрешимой 
лишь для некоторых, вполне определенных длин волн (к  можно 
рассматривать как  четвертое неизвестное, значения которого, по
лучающиеся из решения системы, и дают те длины волн, для которых 
наблюдаются максимумы). Каждому такому значению X соответ
ствует, вообще говоря, только один максимум. Однако может полу
читься и несколько симметрично расположенных максимумов.
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Если длина волны является фиксированной (монохроматическое 
излучение), систему уравнений можно сделать совместной, варьи
руя значения а 0, р0 и у 0, т. е. поворачивая пространственную струк
туру относительно направления падающего пучка.

Мы не касались вопроса о том, каким образом лучи, идущие от 
различных структурных элементов, сводятся в одну точку экрана. 
В случае видимого света это достигается с помощью линзы. Для 
рентгеновских лучей осуществить линзу нельзя, так как показатель 
преломления этих лучей во всех веществах практически равен 
единице. Поэтому интерференция вторичных волн достигается путем 
использования весьма узких пучков лучей, которые и без линзы 
дают на экране (или фотопластинке) пятна очень малых размеров.

Русский ученый Ю. В. Вульф и английские физики У. Г. и 
У. JI. Брэгги показали независимо друг от друга , что расчет ди
фракционной картины от кристаллической решетки можно осу
ществить следующим простым способом. Проведем через узлы кри
сталлической решетки параллельные равноотстоящие плоскости 
(рис. 131.4), которые мы будем называть атомными слоями. Если 
падающая на кристалл волна плоская, огибающая вторичных 
волн, порождаемых атомами, лежащими в таком слое, такж е будет 
представлять собой плоскость. Таким образом, суммарное действие 
атомов, лежащих в одном слое, можно представить в виде плоской 
волны, отразившейся от усеянной атомами поверхности по обычному 
закону отражения.

Плоские вторичные волны, отразившиеся от разных атомных 
слоев, когерентны и будут интерферировать между собой подобно 
волнам, посылаемым в данном направлении различными щелями 
дифракционной решетки. При этом, как  и в случае решетки, вто
ричные волны будут практически погашать друг друга во всех 
направлениях, кроме тех, для которых разность хода между сосед
ними волнами является кратной X. Из рис. 131.4 видно, что раз
ность хода двух волн, отразившихся от соседних атомных слоев, 
равна 2d sin ft, где d — период идентичности кристалла в направле
нии, перпендикулярном к рассматриваемым слоям, Ь — угол, до
полнительный к углу падения и называемый у г л о м  с к о л ь ж е 
н и я  падающих лучей. Следовательно, направления, в которых 
получаются дифракционные максимумы, определяются условием

2d sinO=±mX ( т = 1, 2, . . .). (131.8)

Это соотношение называется ф о р м у л о й  Б р э г г а  — В у  л ь- 
ф а.

Атомные слои в кристалле можно провести множеством способов 
(рис. 131.5). Каждая система слоЬв может дать дифракционный мак
симум, если для нее окажется выполненным условие (131.8). Однако 
заметную интенсивность имеют лишь те максимумы, которые полу
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чаются за счет отражений от слоев, достаточно густо усеянных 
атомами (например, от слоев / и // на рис. 131.5).

Заметим, что расчет по формуле Брэгга — Вульфа и расчет по 
формулам Л ауэ (см. (131.6)) приводят к  совпадающим результатам.

Дифракция рентгеновских лучей от кристаллов находит два 
основных применения. Она используется для исследования спек-

Рис. 131.4. Рис. 131.5.

трального состава рентгеновского излучения ( р е н т г е н о в 
с к а я  с п е к т р о с к о п и я )  и для изучения структуры кри
сталлов ( р е н т г е н о с т р у к т у р н ы й  а н а л и з ) .

Определяя направления максимумов, получающихся при ди
фракции исследуемого рентгеновского излучения от кристаллов с 
известной структурой, можно вычислить длины волн. Первоначально

для определения длин волн бы
ли использованы кристаллы к у 
бической системы, причем меж- 
плоскостные расстояния опреде
лялись из плотности и относи
тельной молекулярной массы 

кристалла.
В методе структурного ана - 

лиза, предложенном Л у э , пу
чок рентгеновского излучения 
направляется на неподвижный 
монокристалл . Д л я  каждой си 
стемы слоев, достаточно густо 
усеянных атомами, находится в 
излучении длина волны, при ко

торой выполняется условие (131.8). Поэтому на помещенной за 
кристаллом фотопластинке получается (после проявления) сово
купность черных пятнышек. Взаимное расположение пятнышек от
ражает симметрию кристалла. По расстояниям между пятнышками 
и по их интенсивности удается найти размещение атомов в кристал

Рис. 131.6.
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ле и расстояния между ними. На рис. 131.6 приведена лауэграм- 
ма берилла (минерала из группы силикатов).

В методе структурного анализа, разработанном Дебаем и Шере
ром, используются монохроматическое рентгеновское излучение и 
поликристаллические образцы. Исследуемое вещество измельчается 
в порошок, из которого прессуется образец в виде проволочки. Об
разец устанавливается по оси цилиндрической камеры, на боковую 
поверхность которой укладывается фотопленка (рис. 131.7). В ог
ромном количестве беспорядочно ориентированных кристалликов

найдется множество таких, для которых окажется выполненным 
условие (131.8), причем дифрагированный луч будет для разных 
кристалликов лежать во всевозможных плоскостях. В резуль
тате для каждой системы атомных слоев и каждого т  получится 
не одно направление максимума, а конус направлений, ось которого

совпадает с направлением падающего пучка (см. рис. 131.7). Полу
чающаяся на пленке картина (дебаеграмма) имеет вид, показанный 
на рис. 131.8. К аж дая пара симметрично расположенных линий 
соответствует одному из дифракционных максимумов, удовлетво
ряющих условию (131.8) при некотором значении т .  Расшифровка 
рентгенограммы позволяет определить структуру кристалла.

Рис. 131.7.

Рис. 131.8.
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§ 132. Разрешающая сила объектива

Пусть на непрозрачный экран с вырезанным в нем круглым 
отверстием радиуса b падает плоская световая волна. Открываемое 
отверстием число зон Френеля для точки Р , лежащей против центра 
отверстия на расстоянии I от него, можно найти по формуле
(128.2), положив в ней а = оо, г0=Ь и Ь=1. В итоге получим

т = ^ ~  (132.1)

(ср. с (129.17)).
Так же, как  и в случае щели, в зависимости от значения пара

метра (132.1) имеет место либо приближение геометрической оптики, 
либо дифракция Френеля, либо, наконец, дифракция Фраунгофера 
(см. (129.16)).

Дифракционную картину Фраунгофера от круглого отверстия 
можно наблюдать на экране, помещенном в фокальной плоскости 
линзы, поставленной за отверстием, направив на отверстие плоскую 
световую волну. Эта картина имеет вид центрального светлого

пятна, окруженного чередующимися 
темными и светлыми кольцами (рис. 
132.1). Соответствующий расчет дает, 
что первый минимум отстоит от цен
тра дифракционной картины на угло
вое расстояние

<Pmin =  arcsin l , 2 2 g - ,  ( 132 .2 )

где D — диаметр отверстия (ср. с
(129.8)). Если D^>k, можно считать, 
что

Фш1п= 1 ,2 2 А .  (132.3)

Рис. 132.1. Подавляющая часть (около 84%)
светового потока, проходящего через 

отверстие, попадает в область центрального светлого пятна. 
Интенсивность первого светлого кольца составляет всего 1,74%, 
а второго — 0,41%  от интенсивности центрального пятна. Интен
сивность остальных светлых колец еще меньше. Поэтому в первом 
приближении дифракционную картину можно считать состоящей 
из одного лишь светлого пятна с угловым радиусом, определяемым 
формулой (132.2). Это пятно является по существу изображением 
бесконечно удаленного точечного источника света (на отверстие 
падает плоская световая волна).

Дифракционная картина не зависит от расстояния между отвер
стием и линзой. В частности, она будет такой ж е и в случае, когда

0  Z22
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края отверстия совмещены с краями линзы. Отсюда вытекает, что 
самая совершенная линза не может дать идеального оптического 
изображения. Вследствие волновой природы света изображение 
точки, даваемое линзой, имеет вид пятнышка, представляющего 
собой центральный максимум дифракционной картины. Угловой 
размер этого пятнышка уменьшается с ростом диаметра оправы 
линзы D.

При очень малом угловом расстоянии между двумя точками их 
изображения, получающиеся с помощью какого-либо оптического 
прибора, наложатся друг на друга и дадут одно светящееся пятно. 
Следовательно, две очень близкие точки не будут восприниматься 
прибором раздельно, или, как  говорят, не будут разрешаться прибо
ром. Поэтому, как бы ни было велико по размерам изображение, 
на нем не будут видны соответствующие детали.

Обозначим через 6я|з наименьшее угловое расстояние между д ву
мя точками, при котором они еще разрешаются оптическим при
бором. Величина, обратная 6г|), называется р а з р е ш а ю щ е й  
с и л о й  п р и б о р а :

Найдем разрешающую силу объектива зрительной трубы или 
фотоаппарата для случая, когда рассматриваются или фотографи
руются очень удаленные предметы.
При этом условии лучи, идущие в Т  У
объектив от каждой точки предмета, _£===?
можно считать параллельными и
пользоваться формулой (132.2). Со-
гласно критерию Рэлея две близкие V
точки будут еще разрешены, если се-
редина центрального дифракционного рис_ 232.2.
максимума для одной точки совпадает
с краем центрального максимума (т. е. с первым минимумом) для 
второй точки. Из рис. 132.2 видно, что это произойдет, если угловое 
расстояние между точками 8i|) окажется равным угловому радиусу
(132.2). Диаметр оправы объектива D много больше длины волны X. 
Поэтому можно считать, что

(132.4)

6г|>=1 ,2 2 ^ .

Отсюда

(132.5)

Из этой формулы следует, что разрешающая сила объектива тем 
больше, чем больше его диаметр.
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Диаметр зрачка глаза при нормальном освещении равен прибли
зительно 2 мм. Подставив это значение в формулу (132.5) и взяв 
>.=0,5-10-3 мм, получим:

=  1,22 =  0 ,305-10 " 3р а д »  1'.

Таким образом, минимальное угловое расстояние между точками, 
при котором глаз воспринимает их еще раздельно, равно одной угло
вой минуте. Любопытно, что расстояние между соседними свето
чувствительными элементами сетчатки глаза соответствует этому 
угловому расстоянию.

§ 133. Голография

Голография (т. е. «полная запись», от греческого: голос — весь, 
графо — пишу) есть особый способ фиксирования на фотопластинке 
структуры световой волны, отраженной предметом. При освещении 
этой пластинки (голограммы) пучком света зафиксированная на ней 
волна восстанавливается в почти первоначальном виде, так что при 
восприятии восстановленной волны глазом зрительное ощущение 
бывает практически таким, каким оно было бы при наблюдении са
мого предмета.

Голография была изобретена в 1947 г . английским физиком 
Д . Габором. Однако полное осуществление идеи Габора стало воз
можным только после появления в 1960 г . источников света высокой 
степени когерентности — лазеров. Исходная схема Габора была усо
вершенствована американскими физиками Э. Лейтом и Ю. Упат- 
ниексом, которые получили в 1963 г. первые лазерные голограммы. 
Советский ученый Ю. Н. Денисюк предложил в 1962 г. оригиналь
ный метод фиксирования голограмм на толстослойной эмульсии. 
Этот метод, в отличие от голограмм на тонкослойной эмульсии, дает 
цветное изображение предмета.

Мы ограничимся элементарным рассмотрением метода получения 
голограмм на тонкослойной эмульсии. На рис. 133.1, а  дана схема 
установки для получения голограмм, а на рис. 133.1, б — схема вос
становления изображения. Испускаемый лазером световой пу
чок, расширенный с помощьйэ системы линз, делится на две части. 
Одна часть отражается зеркалом к фотопластинке, образуя так 
называемый опорный пучок 1 . Вторая часть попадает на пластинку, 
отразившись от фотографируемого предмета; она образует предмет
ный пучок 2. Оба пучка должны быть когерентными. Это требование 
выполняется, поскольку лазерное излучение' обладает высокой 
степенью пространственной когерентности (световые колебания ко
герентны по всему поперечному сечению лазерного пучка). Опорный 
и предметный пучки, налагаясь друг на друга, образуют интер
ференционную картину, которая фиксируется фотопластинкой.
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Зерш о

-Голограхщ

Экспонированная таким способом и проявленная фотопластинка 
и есть г о л о г р а м м а .  В образовании голограммы участвуют 
два пучка света, в связи с чем описанная схема получения голограмм 
называется двухлучевой.

Д ля восстановления изображения проявленную фотопластинку 
располагают относительно источника света так , как  она находилась 
при фотографировании, и ос
вещают опорным пучком света 
(часть лазерного пучка, кото
рая освещала при фотогра
фировании предмет, теперь 
перекрывается). Опорный пу
чок дифрагируетна голограм
ме, в результате чего возника
ет волна, имеющая точно та
кую структуру, к ак  волна, 
отражавш аяся предметом. Эта 
волна дает мнимое изображе
ние предмета, которое воспри
нимается глазом наблюдателя.
Н аряду с волной, образую
щей мнимое изображение, воз
никает еще одна волна, кото
рая дает действительное изо
бражение предмета. Действи
тельное изображение псевдо- 
скопично; это означает, что 
оно имеет рельеф, обратный 
рельефу предмета, — выпук
лые места заменены вогнуты
ми и наоборот.

Рассмотрим характер го
лограммы и процесс восста
новления изображения. Пусть
на фотопластинку падают два когерентных параллельных пучка 
световых лучей, идущих под углом ij) друг к другу (рис. 133.2). 
Пучок 1 является опорным, пучок 2 — предметным (предмет в 
данном случае представляет собой бесконечно удаленную точку). 
Д ля простоты предположим, что пучок 1 падает на пластинку нор
мально. Все полученные ниже результаты остаются справедливы
ми и при наклонном падении опорного пучка, однако формулы в 
этом случае более громоздки.

Вследствие интерференции опорного и предметного пучков на 
пластинке образуется система чередующихся прямолинейных мак
симумов и минимумов интенсивности. Пусть точки Л и В соответ
ствуют серединам соседних интерференционных максимумов. Тогда

Рис,

изображение
т
133.1.



426 ГЛ.  XVI I I .  Д И Ф Р А К Ц И Я  С В ЕТ А

разность хода А' равна к. Из рис. 133.2 видно, что A '= d  s i n -ф; 
следовательно,

dsin4>=4. (133.1)

Зафиксировав на пластинке (путем экспонирования и проявле
ния) интерференционную картину, направим на нее опорный пучок
1. Пластинка для этого пучка играет роль дифракционной решетки, 
период d которой определяется формулой (133.1). Отличительной 
особенностью этой решетки является то обстоятельство, что ее 
пропускательная способность изменяется в направлении, перпен
дикулярном к «штрихам», по косинусоидальному закону (у рассмат
ривавшихся в § 130 решеток она изменялась скачком: просвет —

2\ у 
\

•Г ,г

а\ в

V 7
Л  /

\

г,,,
(т=-1)

Рис. 133.3.

(т=+1)

темно — просвет — темно и т. д .). Эта особенность приводит к тому, 
что интенсивность всех дифракционных максимумов порядка выше 
1-го практически равна нулю.

При освещении пластинки опорным пучком (рис. 133.3) возни
кает дифракционная картина, максимумы которой образуют.с нор
малью к пластинке углы ф, определяемые условием

d sin ц>=пгк (m =0 , ± 1) (133.2)

(ср. с формулой (130.5)). Максимум, отвечающий т = 0, лежит на 
продолжении опорного пучка. Максимум, отвечающий т =  + 1, име
ет такое же направление, какое имел при экспонировании предмет
ный пучок 2 (ср. формулы (133.1) и (133.2)). Кроме того, возникает 
максимум, отвечающий т = — 1 .

Можно показать, что полученный нами результат справедлив 
и в том случае, когда предметный пучок 2 является не параллель
ным, а расходящимся. При этом максимум, отвечающий т = - Н ,  
имеет характер расходящегося пучка лучей 2' (он дает мнимое изо
бражение точки, из которой выходили лучи 2  при экспонировании); 
максимум же, отвечающий m = —1, имеет характер сходящегося 
пучка лучей 2" (он образует действительное изображение точки, из 
которой выходили лучи 2  при экспонировании).
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При получении голограммы пластинка освещается опорным 
пучком 1 и множеством расходящихся пучков 2, отраженных раз
ными точками предмета. На пластинке возникает сложная интер
ференционная картина, образуемая в результате наложения картин, 
даваемых каждым из пучков 2 в отдельности. При освещении голо
граммы опорным пучком 1 оказываются восстановленными все 
пучки 2, т. е. полная световая волна, отражавш аяся предметом 
(ей отвечает т =  +  1). Кроме нее, возникают еще две волны (отве
чающие т —0 и т = —1). Но эти волны распространяются в дру
гих направлениях и не мешают восприятию волны, дающей мнимое 
изображение предмета (см. рис. 133.1).

Изображение предмета, даваемое голограммой, является объем
ным. На него можно смотреть из разных положений. Если при 
съемке близкие предметы закрывали более удаленные, то, сместив
шись в сторону, можно заглянуть за ближайший предмет (вернее, 
за его изображение) и увидеть скрытые до того предметы. Это объяс
няется тем, что, сместившись в сторону, мы воспринимаем изобра
жение, восстановленное от периферической части голограммы, на 
которую при экспонировании падали такж е и лучи, отраженные от 
скрытых предметов. Рассматривая изображения ближних и даль
них предметов, приходится, как и при рассматривании самих пред
метов, по-разному аккомодировать глаз.

Если голограмму расколоть на несколько кусков, то каждый из 
них при просвечивании дает такую же картину, что и исходная 
голограмма. Однако чем меньшая часть голограммы используется 
для восстановления изображения, тем меньше его четкость. Это 
легко понять, приняв во внимание, что при уменьшении числа 
штрихов дифракционной решетки ее разрешающая сила уменьшается 
(см. формулу (130.19)).

Возможные применения голографии весьма разнообразны. Д але
ко не полный их перечень образуют голографические кино и теле
видение, голографический микроскоп, контроль качества обработки 
изделий. В литературе можно встретить утверждение, что изобре
тение голографии можно сравнить по его последствиям с созданием 
радиосвязи.
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§ 134. Естественный и поляризованный свет

Напомним, что поляризованным называется свет, в котором 
направления колебаний светового вектора упорядочены каким-либо 
образом (см. §110). В естественном свете колебания различных 
направлений быстро и беспорядочно сменяют друг друга.

Рассмотрим два взаимно перпендикулярных электрических коле
бания, совершающихся вдоль осей х  и у  и отличающихся по фазе 
на б:

Ex= A i cos со/, E y—A i cos(co/+6). (134.1)

Результирующая напряженность Е является векторной суммой 
напряженностей Ех и Ev (рис. 134.1). Угол ф между направлениями 
векторов Е и Е* определяется выражением

tgcp =  ^  =  V 0s((0/ +  ̂ . (134.2)

Если разность фаз б претерпевает случайные хаотические изме
нения, то и угол ф, т. е. направление светового вектора Е, будет 
испытывать скачкообразные неупорядоченные изменения. В соот
ветствии с этим естественный свет можно представить как наложение 
двух некогерентных электромагнитных волн, поляризованных во 
взаимно перпендикулярных плоскостях и имеющих одинаковую ин
тенсивность. Такое представление намного упрощает рассмотрение 
прохождения естественного света через поляризационные устрой
ства.

Допустим, что световые волны Е х и Е у когерентны, причем б 
равно нулю или я . Тогда согласно (134.2)

tg  Ф =  ±  Ф  =  const.А1
Следовательно, результирующее колебание совершается в фикси
рованном направлении — волна оказывается плоскополяризован- 
ной.
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В случае, когда Л i —Л 2 и 6= ± я/ 2 ,
tg  <P=Ttg (at

(cos (co£±Ji/2)==Fsin a t ) .  Отсюда вытекает, что плоскость коле
баний поворачивается вокруг направления луча с угловой скоро
стью, равной частоте колебания оз. Свет в этом случае будет поля
ризованным по кругу .

Чтобы выяснить характер результирующего колебания в случае 
произвольного постоянного значения б, примем во внимание, что 
величины (134.1) представляют собой координаты конца результи
рующего вектора Е (рис. 134.2). Из учения о колебаниях (см. § 57

1-го тома) известно, что два взаимно перпендикулярных гармониче
ских колебания одинаковой частоты при сложении дают в общем 
случае движение по эллипсу (в частности, может получиться дви
жение по прямой или по окружности). Аналогично, точка с коорди
натами, определяемыми выражениями (134.1), т. е. конец вектора Е, 
движется по эллипсу. Следовательно, две когерентные плоскополя- 
ризованные световые волны, плоскости колебаний которых взаимно 
перпендикулярны, при наложении друг на друга дают эллиптиче- 
ски-поляризованную световую волну. При разности фаз б, равной 
нулю или л , эллипс вырождается в прямую и получается плоско
поляризованный свет. При 6 = ± л /2 и равенстве амплитуд скла
дываемых волн эллипс превращается в окружность — получается 
свет, поляризованный по кругу .

В зависимости от направления вращения вектора Е различают 
правую и левую эллиптическую и круговую  поляризацию. Если по 
отношению к направлению, противоположному направлению луча, 
вектор Е вращается по часовой стрелке, поляризация называется 
п р а в о й ,  в противном случае — л е в о й .

Плоскость, в которой колеблется световой вектор в плоскопо- 
ляризованной волне, мы будем называть п л о с к о с т ь ю  к о л е 
б а н и й .  По историческим причинам п л о с к о с т ь ю  п о л я -

Ё

Рис. 134.1. Рис. 134.2.
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р и з а ц и и была названа не плоскость, в которой колеблется 
вектор Е, а перпендикулярная к ней плоскость.

Плоскополяризованный свет можно получить из естественного 
с помощью приборов, называемых п о л я р и з а т о р а м и .  Эти 
приборы свободно пропускают колебания, параллельные плоскости, 
которую мы будем называть п л о с к о с т ь ю  п о л я р и з а 
т о р  а, и полностью или частично задерживают колебания, перпен
дикулярные к этой плоскости. Поляризатор, задерживающий пер
пендикулярные к его плоскости колебания только частично, мы 
будем называть н е с о в е р ш е н н ы м .  Просто поляризатором 
мы будем для краткости называть идеальный поляризатор, пол
ностью задерживающий колебания, перпендикулярные к его пло
скости, и не ослабляющий колебаний, параллельных плоскости.

На выходе из несовершенного поляризатора получается свет, 
в котором колебания одного направления преобладают над колеба
ниями других направлений. Такой свет называется ч а с т и ч н о  
п о л я р и з о в а н н ы м .  Его можно рассматривать как смесь 
естественного и плоскополяризованного. Частично поляризованный 
свет, как  и естественный, можно представить в виде наложения 
двух некогерентных плоскополяризованных волн с взаимно пер
пендикулярными плоскостями колебаний. Отличие заключается 
в том, что в случае естественного света интенсивность этих волн 
одинакова, а в случае частично поляризованного — разная.

Если пропустить частично поляризованный свет через поляри
затор, то при вращении прибора вокруг направления луча интен
сивность прошедшего света будет изменяться в пределах от /тах 
до /т1п, причем переход от одного из этих значений к другому будет 
совершаться при повороте на угол, равный л /2 (за один полный 
поворот два раза будет достигаться максимальное и два раза мини
мальное значение интенсивности). Выражение

Р  =  Т ^ Г ™  (134.3)

называется с т е п е н ь ю  п о л я р и з а ц и и .  Д ля плоскополя
ризованного света /mjn = 0  и Р = 1; для естественного света /тах== 
=  /min и Р =  0. К эллиптически-поляризованному свету понятие сте
пени поляризации не применимо (у такого света колебания пол
ностью упорядочены).

Колебание амплитуды А, совершающееся в плоскости, образую
щей с плоскостью поляризатора угол ср, можно разложить на два 
колебания с амплитудами Ац =А  cos <р и А ±=А  sin ср (рис. 134.3; 
луч перпендикулярен к плоскости рисунка). Первое колебание 
пройдет через прибор, второе будет задержано. Интенсивность 
прошедшей волны пропорциональна А \= А 2 cos2 ф, т. е. равна 
/ cos2 ф, где / —интенсивность колебания с амплитудой А . Следо
вательно, колебание, параллельное плоскости поляризатора, несет

V
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с собой долю интенсивности, равную cos2 ф. В естественном свете 
все значения <р равновероятны. Поэтому доля света, прошедшего 
через поляризатор, будет равна среднему значению cos2 ф, т. е. V2. 
При вращении поляризатора вокруг направления естественного 
луча интенсивность прошедшего света остается одной и той же, 
изменяется лишь ориентация плоскости колебаний света, выходя
щего из прибора.

Ушщ'шй/шрл

Ai
Рис. 134.3.

Л/юатгт&

Пусть на поляризатор падает плоскополяризованный свет ам
плитуды Л о и интенсивности /0 (рис. 134.4). Сквозь прибор пройдет 
составляющая колебания с амплитудой А —А0 cos ф, где ф — угол 
между плоскостью колебаний падающего света и плоскостью поля
ризатора. Следовательно, интенсивность прошедшего света I  опре
деляется выражением

/= /о cos2 ф. (134.4)
Соотношение (134.4) носит название з а к о н а  М а л ю с а .

Поставим на пути естественного луча два поляризатора, плоско
сти которых образуют угол ф. Из первого поляризатора выйдет 
плоскополяризованный свет, интенсивность ко
торого /о составит половину интенсивности ес
тественного света /ест. Согласно закону Малюса 
из второго поляризатора выйдет свет интенсивно
сти /0 соз2ф. Таким образом, интенсивность света, 
прошедшего через два поляризатора, равна

/ =  ^-/еСтсоз2ф. (134.5)

М аксимальная интенсивность, равная х/2 /ест. 
получается при ф= 0  (поляризаторы параллель
ны). При ф=я/2 интенсивность равна нулю — Рис. 134.5. 
скрещенные поляризаторы света не пропускают.

Пусть эллиптически-поляризованный свет падает на поляриза
тор. Прибор пропускает составляющую Ец вектора Е по направле
нию плоскости поляризатора (рис. 134.5). Максимальное значение 
этой составляющей достигается в точках 1 и 2. Следовательно, 
амплитуда вышедшего из прибора плоскополяризованного света
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равна длине отрезка 0 1 '. Вращая поляризатор вокруг направления 
луча, мы будем наблюдать изменения интенсивности в пределах от 
/щах (получающейся при совпадении плоскости поляризатора 
с большой полуосью эллипса) до /т in (получающейся при совпаде
нии плоскости поляризатора с малой полуосью эллипса). Такой же 
характер изменения интенсивности света при вращении поляриза
тора получается в случае частично поляризованного света. В случае 
света, поляризованного по кр угу , вращение поляризатора не со
провождается (как и в случае естественного света) изменением ин
тенсивности света, прошедшего через прибор.

§ 135. Поляризация при отражении и преломлении

Если угол падения света на границу раздела двух диэлектриков 
(например, на поверхность стеклянной пластинки) отличен от нуля, 
отраженный и преломленный лучи оказываются частично поляри
зованными г). В отраженном луче преобладают колебания, перпен
дикулярные к плоскости падения (на рис. 135.1 эти колебания 
обозначены точками), в преломленном луче — колебания, парал

лельные плоскости падения (на рисун
ке они изображены двусторонними 
стрелками). Степень поляризации зави
сит от угла падения.

Обозначим через 0Бр угол, удовлет
воряющий условию

tg0BP =  rtia (135.1)

( « 12— показатель преломления второй 
среды относительно первой). При угле 
падения равном 0Бр, отраженный луч 

Рис. 135.1. полностью поляризован (он содержит
только колебания, перпендикулярные к 

плоскости падения). Степень поляризации преломленного луча при 
угле падения, равном 0Бр, достигает наибольшего значения, однако 
этот луч остается поляризованным только частично.

Соотношение (135.1) носит название з а к о н а  Б р ю с т е р а ,  
а угол 0Бр называют у г л о м  Б р ю с т е р а .  Легко убедиться 
в том, что при падении света под углом Брюстера отраженный и пре
ломленный лучи взаимно перпендикулярны.

Степень поляризации отраженного и преломленного лучей при 
различных углах  падения можно получить с помощью ф о р м у л  
Ф р е н е л я .  Эти формулы вытекают из условий, налагаемых на

2) При отражении от проводящей поверхности (например, от поверхности 
металла) получается эллиптически-поляризованный свет.
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электромагнитное поле на границе двух диэлектриков *). К числу 
таких условий принадлежит равенство тангенциальных составляю
щих векторов Е и Н, а такж е равенство нормальных составляющих 
векторов D и В по обе стороны границы раздела (с одной стороны 
нужно брать сумму соответствующих векторов для падающей и отра
женной волн, с другой — вектор для преломленной волны).

Формулы Френеля устанавливают соотношения между комплекс
ными амплитудами падающей, отраженной и преломленной волн. 
Напомним, что комплексной амплитудой А называется выражение 
Ае‘а , где А — обычная амплитуда, а а  — начальная фаза колеба
ния. Следовательно, равенство двух комплексных амплитуд озна
чает равенство как обычных амплитуд, так и начальных фаз обоих 
колебаний:

Аг =  Л2 =j> /4Х =  /42, а 1 =  а 2. (135.2)
В случае, когда комплексные амплитуды отличаются знаком, обыч
ные амплитуды одинаковы, а начальные фазы отличаются на л 
\еы = —1):

Ai =  — А2 => At =  А2, «1 =  а 2 +  л . (135.3)
Представим падающую волну в виде наложения двух некогерент

ных волн, в одной из которых колебания совершаются в плоскости 
падения, а в другой перпендикулярно к этой плоскости. Комплекс
ную амплитуду первой волны обозначим через А \\, второй — через 
А±. Аналогично поступим с отраженной и преломленной волнами, 
причем амплитуды отраженных волн будем обозначать теми же 
символами с добавлением одного штриха, амплитуды преломленных 
волн — теми ж е символами с добавлением двух штрихов. Таким 
образом,

/4ц и A j_—амплитуды падающих волн,
А'п и Л'х— амплитуды отраженных волн,
А\\ и А±— амплитуды преломленных волн.

Формулы Френеля имеют следующий вид ?):
3 ' _AK- A\ \ ig  (fl1 +  o2) .
Я‘ ___  Л s’n

л 1 —  -*-sin ( 0 1 + 0 2 )  * ( I - 3 5 - 4 )

?„ г  2  s in  0 2 cos  0 f

Л И Sin ( 0 ! +  0 2 ) 0 0 8 (0 ! — 0 2) ’
О » I  2 s in  0 2 COS 0J

A ± - A J -  s i n ( 0 i  +  0 2)

*) Френель получил эти формулы на основе представлений о свете как  об 
упругих волнах, распространяющихся в эфире.

а) Обычно формулы Ф ренеля пишут без «шляпок» над амплитудами. Однако, 
чтобы подчеркнуть, что речь идет о комплексных амплитудах, мы сочли полезным 
написать амплитуды со «ш ляпками».

15 И. В . Савельев, т . 2
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Щ ’ш т ш .у 

*>)

ш т ш т т

(ftf— угол падения, -&2— угол преломления световой волны). Под
черкнем, что формулы (135.4) устанавливают соотношения между 
комплексными амплитудами на границе раздела диэлектриков, 
т. е. в точке падения луча на эту границу.

Из третьей и четвертой формул (135.4) следует, что знаки ком
плексных амплитуд падающей и преломленной волн при любых 
значениях углов 4* и одинаковы C&i и й 2 в сумме не могут прев
зойти л). Это означает, что при проникновении во вторую среду 
фаза волны не претерпевает скачка.

При рассмотрении фазовых соотношений между падающей и от
раженной волнами следует учесть, что для волны, поляризованной 
перпендикулярно к плоскости падения, отсутствию скачка фазы при 
отражении соответствует совпадение знаков А± и А'л (рис. 135.2, а).

Д ля волны же, поляризованной 
в плоскости падения, скачок фа
зы отсутствует в том случае, 
когда знаки A t и А\ противо
положны (рис. 135.2, б).

Фазовые соотношения между 
отраженной и падающей волна
ми зависят от соотношения ме
ж ду показателями преломления 
rii и nt первой и второй сред, а 
такж е от соотношения между 
углом падения и углом Брю

стера 0Бр (напомним, что при {h= 0Bp сумма углов и рав
на л/2). В табл. 135.1 приведены результаты, вытекающие из 
первой и второй формул (135.4) в четырех возможных случаях. 
Из таблицы следует, что в случае падения под углом, меньшим 
угла Брюстера, отражение от оптически более плотной среды сопро
вождается скачком фазы на я ;  отражение от оптически менее плот
ной среды происходит без изменения фазы. Этот результат для $ i =0 
был получен в § 112. В случае, когда ■&1>Эбр, фазовые соотношения 
для обеих компонент волны оказываются различными.

Из первой формулы (135.4) получается, что при -&i+{}2=n/2, 
т. е. при ■&(=0Бр, амплитуда Л] обращается в нуль. Следовательно, 
в отраженной волне присутствуют лишь колебания, перпендикуляр
ные к плоскости падения,— отраженная волна полностью поляри
зована. Таким образом, закон Брюстера непосредственно вытекает 
из формул Френеля.

При малых углах падения синусы и тангенсы в формулах (135.4) 
можно заменить самими углами, а косинусы положить равными 
единице. Кроме того, в этом случае можно считать, что Ф*=П12-&а 
(это вытекает из закона преломления после замены синусов углами). 
В результате формулы Френеля для малых углов падения принимают

S)
Рис. 135.2.
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Т а б л и ц а  135.1

<я/2) (Ai+fla>n/2)

Яа>«1

0 1 > о 2

Знаки Л|| и Лц одинаковы (ска
чок фазы на л)

Знак Л противоположен зна
ку A (скачок фазы на я )

Знак Яц противоположен зна
ку  А Ц (скачка фазы нет)

Знак А^  противоположен зна
ку  А^  (скачок фазы на я)

ns < n i

Знак противоположен зна
ку  Лц (скачка фазы нет)

Знаки А^  и одинаковы 
(скачка фазы нет)

Знаки и Ап одинаковы (ска
чок фазы на л)

Знаки А^  и Aj_ одинаковы 
(скачка фазы нет)

вид
2 '  _  л Qj— _2 ”12— ^

11 11 « 1 2 + 1  *

Я' ___ £  fyf — fta ____ д , ”fa~ 1
Л х 0 1 +  д а~  «12+1 * (135.5)

я*_я __ 2 ^
Aw ^ I l0 i  +  Oa ^Unu +  l*

А" =  А 2^г _2 2
-L Л -1-#1 +  дв~ Л-1-Пи+1  *

Возведя уравнения (135.5) в квадрат и умножив получившиеся 
выражения на показатель преломления соответствующей среды, 
получим соотношения между интенсивностями падающего, отра
женного и преломленного лучей для случая малых углов падения 
(см. формулу (110.9)). При этом, например, интенсивность отражен
ного света Г  можно вычислять как  сумму интенсивностей обеих 
составляющих /ц и 1\. В итоге получается

Из этих формул вытекают выражения (112.19) и (112.20) для р и т .

§ 136. Поляризация при двойном лучепреломлении

При прохождении света через все прозрачные кристаллы, за 
исключением принадлежащих к кубической системе, наблюдается 
явление, получившее название д в о й н о г о  л у ч е п р е л о м -

1 5 *
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л е н и я 1). Это явление заключается в том, что упавший на кристалл 
луч разделяется внутри кристалла на два луча, распространяющие
ся, вообще говоря, с разными скоростями и в различных направле
ниях.

Кристаллы, обладающие двойным лучепреломлением, подраз
деляются на о д н о о с и ы е и д в у о с н ы е. У одноосных крис
таллов один из преломленных лучей подчиняется обычному закону 
преломления, в частности он лежит в одной плоскости с падающим 
лучом и нормалью к преломляющей поверхности. Этот луч назы
вается о б ы к н о в е н н ы м и  обозначается буквой о. Д ля другого 
луча, называемого н е о б ы к н о в е н н ы м  (его обозначают бук
вой е), отношение синусов угла падения и угла преломления не

остается постоянным при изменении угла 
падения. Д аж е при нормальном падении 
света на кристалл необыкновенный луч, 
вообще говоря, отклоняется от нормали 
(рис. 136.1). Кроме того, необыкновенный 
луч не лежит, к ак  правило, в одной пло
скости с падающим лучом и нормалью к 
преломляющей поверхности. Примерами 
одноосных кристаллов могут служить ис
ландский шпат, кварц и турмалин. У дву

осных кристаллов (слюда, гипс) оба луча необыкновенные — пока
затели преломления для них зависят от направления в кристалле. 
В дальнейшем мы ограничимся рассмотрением только одноосных 
кристаллов.

У одноосных кристаллов имеется направление, вдоль которого 
обыкновенный и необыкновенный лучи распространяются не раз
деляясь и с одинаковой скоростью ?). Это направление называется 
о п т и ч е с к о й  о с ь ю  кристалла. Следует иметь в виду, что 
оптическая ось — это не прямая линия, проходящая через какую-то 
точку кристалла, а определенное направление в кристалле. Любая 
прямая, параллельная данному направлению, является оптической 
осью кристалла.

Любая плоскость, проходящая через оптическую ось,называется 
г л а в н ы м  с е ч е н и е м  или г л а в н о й  п л о с к о с т ь ю  
кристалла. Обычно пользуются главным сечением, проходящим 
через световой луч.

Исследование обыкновенного и необыкновенного лучей показы
вает, что оба луча полностью поляризованы во взаимно перпенди
кулярных направлениях (см. рис. 136.1). Плоскость колебаний

г) Двойное лучепреломление было впервые наблюдено в 1669 г. Эразмом 
Бартолином для исландского шпата (разновидность углекислого кальция СаСОа— 
кристаллы гексагональной системы).

2) У двуосных кристаллов имеется два таких направления.

Рис. 136.1.
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обыкновенного луча перпендикулярна к главному сечению кристал
ла. В необыкновенном луче колебания светового вектора совер
шаются в плоскости, совпадающей с главным сечением. По выходе 
из кристалла оба луча отличаются друг от друга только направле
нием поляризации, так  что названия «обыкновенный» и «необыкно
венный» луч имеют смысл только внутри кристалла.

В некоторых кристаллах, один из лучей поглощается сильнее 
другого. Это явление называется д и х р о и з м о м .  Очень силь
ным дихроизмом в видимых лучах обладает кристалл турмалина 
(минерала сложного состава). В нем обыкновенный луч практически 
полностью поглощается на длине 1 мм. В кристаллах сульфата 
йодистого хинина один из лучей поглоща
ется на пути примерно в 0,1 мм. Это об
стоятельство использовано для изготовле
ния поляризационного устройства, называ
емого п о л я р о и д о м .  Оно представля
ет собой целлулоидную пленку, в которую 
введено большое количество одинаково 
ориентированных кристалликов сульфата 
йодистого хинина.

Двойное лучепреломление объясняется 
анизотропией кристаллов. В кристаллах 
некубической системы диэлектрическая про
ницаемость е оказывается зависящей от 
направления. В одноосных кристаллах е в 
направлении оптической оси и в направле
ниях, перпендикулярных к ней, имеет различные значения ев и ех . 
В других направлениях е имеет промежуточные значения. Согласно 
формуле (110.3) п =  У  в. Следовательно, из анизотропии е вытекает, 
что электромагнитным волнам с различными направлениями коле
баний вектора Е соответствуют разные значения показателя прелом
ления п. Поэтому скорость световых волн зависит от направления 
колебаний светового вектора Е.

В обыкновенном луче колебания светового вектора происходят 
в направлении, перпендикулярном к главному сечению кристалла 
(на рис. 136.2 эти колебания изображены точками на соответствую
щем луче). Поэтому при любом направлении обыкновенного луча 
(на рисунке указаны  три направления: /, 2 и 3) вектор Е образует 
с оптической осью кристалла прямой угол, и скорость световой вол
ны будет одна и та же, равная v0 =  c/]/ex. Изображая скорость 
обыкновенного луча в виде отрезков, отложенных по разным направ
лениям, мы получим сферическую поверхность. На рис. 136.2 пока
зано пересечение этой поверхности с плоскостью чертежа. Такая 
картина, как  на рисунке, наблюдается в любом главном сечении, 
т. е. в любой плоскости, проходящей через оптическую ось. Пред

. Оптическая ось 
уярм м алла 
/

Рис. 136.2.
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ставим себе, что в точке 0 внутри кристалла помещается точечный 
источник света. Тогда построенная нами сфера будет волновой 
поверхностью обыкновенных лучей.

Колебания в необыкновенном луче совершаются в главном сече- 
нни. Поэтому для разных лучей направления колебаний векто
ра Е (на рис. 136.2 эти направления изображены двусторонними 
стрелками) образуют с оптической осью разные углы а .  Д ля луча 1 
угол а  равен л/2 , вследствие чего скорость имеет значение v0 =  
= d V  e_L, для луча 2 угол а = 0  и скорость равна ve = c iV i5 . Д ля луча
3 скорость имеет промежуточное значение. Можно доказать, что 
волновая поверхность необыкновенных лучей представляет собой 
эллипсоид вращения. В местах пересечения с оптической осью кри

сталла этот эллипсоид и сфера, построенная для обыкновенных л у
чей, соприкасаются.

Одноосные кристаллы характеризуют п о к а з а т е л е м  п р е 
л о м л е н и я  о б ы к н о в е н н о г о  л у ч а ,  равным n0=c/v0, 
и показателем преломления необыкновенного луча, перпендикуляр
ного к оптической оси, равным n0= d v t . Последнюю величину назы
вают просто п о к а з а т е л е м  п р е л о м л е н и я  н е о б ы к 
н о в е н н о г о  л у ч а .

В зависимости от того, к акая  из скоростей, v„ или vt , больше, 
различают п о л о ж и т е л ь н ы е  и о т р и ц а т е л ь н ы е  од
ноосные кристаллы (рис. 136.3). У положительных кристаллов 
ve<-vo (это означает, что пе>/г0). У отрицательных кристаллов 
ve> v e (пе< п 0). Легко запомнить, какие кристаллы называются 
положительными, а какие отрицательными. У положительных 
кристаллов эллипсоид скоростей вытянут вдоль оптической оси, 
ассоциируясь с вертикальным штрихом в знаке «+ » ; у  отрицатель
ных кристаллов эллипсоид скоростей растянут в направлении, пер
пендикулярном к оптической оси, ассоциируясь со знаком «—».
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Ход обыкновенного и необыкновенного лучей в кристалле можно 
определить с помощью принципа Гюйгенса. На рис. 136.4 построены 
волновые поверхности обыкновенного и необыкновенного лучей 
с центром в точке 2, лежащей на поверхности кристалла. Построение 
выполнено для момента времени, когда волновой фронт падающей 
волкы достигает точки /. Огибающие всех вторичных волн (волны, 
центры которых лежат в 
промежутке между точка
ми / и 2, на рисунке не по
казаны) для обыкновенно
го и необыкновенного лу
чей, очевидно, представля
ют собой плоскости. Пре
ломленный луч о или е, 
выходящий из точки 2, про
ходит через точку касания 
огибающей с соответствую
щей волновой поверхнос
тью.

Напомним, что лучами 
называются линии, вдоль 
которых распространяется 
энергия световой волны 
(см. § ПО). Из рис. 136.4 
следует, что обыкновенный 
луч о совпадает с нормалью 
к соответствующей волно
вой поверхности. Необык
новенный же луч е заметно 
отклоняется от нормали к 
волновой поверхности.

На рис. 136.5 изображе
ны три случая нормального
падения света на поверхность кристалла, отличающиеся направлени
ем оптической оси. В случае а  лучи о н е  распространяются 
вдоль оптической оси и поэтому идут не разделяясь. Из рис. 136.5, б 
видно, что даж е при нормальном падении света на преломляющую 
поверхность необыкновенный луч может отклониться от нормали 
к этой поверхности. На рис. 136.5, в оптическая ось кристалла 
параллельна преломляющей поверхности. В этом случае при нор
мальном падении света обыкновенный и необыкновенный лучи 
идут по одному и тому же направлению, но распространяются 
с разной скоростью, вследствие чего между ними возникает все 
возрастающая разность фаз. Характер поляризации обыкновенного 
и необыкновенного лучей таков ж е, к ак  для лучей, изображенных 
на рис. 136.4.

Ось-

Рис.
в)
136.5.
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§ 137. Интерференция поляризованных лучей

При наложении двух когерентных лучей, поляризованных во 
взаимно перпендикулярных направлениях, никакой интерферен
ционной картины, с характерным для нее чередованием максимумов 
и минимумов интенсивности, получиться не может. Интерференция 
возникает только в том случае, если колебания во взаимодействую
щих лучах совершаются вдоль одного и того ж е направления. Коле
бания в двух  лучах, первоначально поляризованных во взаимно 
перпендикулярных направлениях, можно свести в одну плоскость, 
пропустив эти лучи через поляризатор, установленный так, чтобы

его плоскость не совпада
ла с плоскостью колебаний 
ни одного из лучей.

Рассмотрим, что полу
чается при наложении вы
шедших из кристалличес
кой пластинки обыкновен
ного и необыкновенного 
лучей. Пусть пластинка 
вырезана параллельно оп
тической оси (рис. 137.1). 
При нормальном падении 
света на пластинку обык
новенный и необыкновен

ный лучи оудут распространяться не разделяясь, но с различ
ной скоростью (см. рис. 136.5, в). За время прохождения через 
пластинку между лучами возникнет разность хода

A =  {n0—ne)d
или разность фаз

&̂ (n0- n e ) d  2п
Ао

(d — толщина, пластинки, К0— длина волны в вакууме).
Таким образом, если пропустить естественный свет через выре

занную параллельно оптической оси кристаллическую пластинку 
(рис. 137.1, а), из пластинки выйдут два поляризованных во вза
имно перпендикулярных плоскостях луча 1 и 2 4), между которыми 
будет существовать разность фаз, определяемая формулой (137.2). 
Поставим на пути этих лучей поляризатор. Колебания обоих лучей 
после прохождения через поляризатор будут лежать в одной пло-

(137.1)

(137.2)

€ С й

С)

Рис. 137.1.

*) В кристалле луч 1 был необыкновенным и мог быть обозначен буквой е, 
луч 2 был обыкновенным (о). По выходе из кристалла эти лучи утратили право 
называться обыкновенным и необыкновенным.



§138 .  ПРОХОЖДЕНИЕ Ч ЕРЕЗ КРИСТАЛЛИЧЕСКУЮ  ПЛАСТИНКУ 441

скости. Амплитуды их будут равны составляющим амплитуд л у
чей / и 2 в направлении плоскости поляризатора (рис. 137.1, б).

Вышедшие из поляризатора лучи возникают в результате раз
деления света, полученного от одного источника. Поэтому они, 
казалось бы, должны интерферировать. Однако, если лучи 1 и 2 
возникают за счет прохождения через пластинку естественного 
свега, они не дают интерференции. Это объясняется весьма просто. 
Хогя обыкновенный и необыкновенный лучи порождены одним и 
тем же источником света, они содержат в основном колебания, 
принадлежащие разным цугам волн, испускаемых отдельными 
атомами. В обыкновенном луче колебания обусловлены преиму
щественно цугами, плоскости колебаний которых близки к  одному 
направлению в пространстве, в необыкновенном луче — цугами, 
плоскости колебаний которых близки к другому, перпендикуляр
ному к первому направлению. Поскольку отдельные цуги некоге
рентны, возникающие из естественного света обыкновенный и не
обыкновенный лучи, а следовательно и лучи 1 и 2, такж е оказы
ваются некогерентными.

Иначе обстоит дело, если на кристаллическую пластинку падает 
плоскополяризованный свет. В этом случае колебания каждого 
цуга разделяются между обыкновенным и необыкновенным лучами 
в одинаковой пропорции (зависящей от ориентации оптической оси 
пластинки относительно плоскости колебаний в падающем луче). 
Поэтому лучи о и б, а следовательно и лучи 1 н 2, оказываются коге
рентными и будут интерферировать.

§  138. Прохождение плоскополяризованного света
через кристаллическую пластинку

Рассмотрим кристаллическую пластинку, вырезанную парал
лельно оптической оси. В предыдущем параграфе мы выяснили, 
что при падении на такую  пластинку плоскополяризованного света 
обыкновенный и необыкновенный лучи оказываются когерентными. 
На входе в пластинку разность фаз б этих лучей равна нулю, на 
выходе из пластинки

8 =  (138.1)

(см. (137.1) и (137.2); мы предполагаем, что свет падает на пластинку 
нормально).

Вырезанная параллельно оптической оси пластинка, для которой

(no—ne) d ~ m l0 +  X j4

(т  — любое целое число либо нуль), называется п л а с т и н к о й  
в ч е т в е р т ь  в о л н ы .  При прохождении через такую  пластинку 
обыкновенный и необыкновенный лучи приобретают разность фаз,
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равную я /2 (напомним, что разность фаз определяется с точностью 
до 2лт ) .  Пластинка, для которой

(no — ne)d  =  m‘k0 +  'k0/2,

называется п л а с т и н к о й  в п о л в о л н ы ,  и т. д.
Рассмотрим прохождение плоскополяризованного света через 

пластинку в полволны. Колебание Е в падающем луче, совершаю
щееся в плоскости Р , возбудит при входе в кристалл колебание 
Е0 обыкновенного луча и колебание Ее необыкновенного луча 
(рис. 138.1). За время прохождения через пластинку разность фаз 
между колебаниями Е0 и Ев изменяется на л . Поэтому на выходе

из пластинки фазовое соотношение между обыкновенным и необык
новенным лучами будет соответствовать взаимному расположению 
векторов Е* и Е„ (на входе в пластинку оно соответствовало взаим
ному расположению векторов Е, и Е0). Следовательно, свет, вышед
ший из пластинки, будет поляризован в плоскости Р '.  Плоскости Р  
и Р ' расположены симметрично относительно оптической оси плас
тинки О. Таким образом, пластинка в полволны поворачивает 
плоскость колебаний прошедшего через нее света на угол 2ф (ср — 
угол между плоскостью колебаний в падающем луче и осью плас
тинки).

Теперь пропустим плоскополяризованный свет через пластинку 
в четверть волны (рис. 138.2). Если расположить пластинку так, 
чтобы угол ф между плоскостью колебаний Р  в падающем луче 
и осью пластинки О равнялся 45°, амплитуды обоих лучей, вышед
ших из пластинки, будут одинаковы (предполагается, что дихроиз
ма нет). Сдвиг по фазе между колебаниями в этих лучах составит 
п/2. Следовательно, свет, вышедший из пластинки, будет поляри
зован по кр угу . При ином значении угла ф амплитуды вышедших 
из пластинки лучей будут неодинаковымн. Поэтому при наложении 
эти лучи образуют свет, поляризованный по эллипсу, одна из осей 
которого совпадает с осью пластинки О.
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При пропускании плоскополяризованного света через пластинку 
в не совпадающее с m+ l/4 или m + l/„ дробное число волн из пла
стинки выйдут две когерентные, поляризованные во взаимно пер
пендикулярных плоскостях световые волны, разность фаз кото
рых отличается от я/2 и от я .  Следовательно, при любом отношении 
амплитуд этих волн, зависящем от угла <р (см. рис. 138.2), на выхода 
из пластинки получится эллиптически-поляризованный свет, при
чем ни одна из осей эллипса не будет совпадать с осью пластинки О. 
Ориентация осей эллипса относительно оси О определяется разно
стью фаз б, а такж е отношением амплитуд, т. е. углом ф между 
плоскостью колебаний в падающей волне и осью пластинки О.

Отметим, что, независимо от толщины пластинки, при ф, равном 
нулю или л/2 , в пластинке будет распространяться только один 
луч (в первом случае необыкновенный, во втором — обыкновенный), 
так что на выходе из пластинки свет останется плоскополяризован- 
ным с плоскостью колебаний, совпадающей с Р.

Если на пути эллиптически поляризованного света поставить 
пластинку в четверть волны, расположив ее оптической осью вдоль 
одной из осей эллипса, то пластинка внесет дополнительную раз
ность фаз, равную я/2. В результате разность фаз двух плоскополя- 
ризованных волн, дающих в сумме эллиптически-поляризованную 
волну, станет равной нулю или я ,  так что наложение этих волн 
даст плоскополяризованную волну. Следовательно, надлежащим 
образом повернутая пластинка в четверть волны превращает эллип
тически-поляризованный свет в плоскополяризованный. На этом 
основывается метод, с помощью которого можно отличить эллипти
чески-поляризованный свет от частично поляризованного или свет, 
поляризованный по кр угу , от естественного. Исследуемый свет 
пропускается через пластинку в четверть волны и помещенный 
за ней поляризатор. Если исследуемый луч является эллиптически- 
поляризованным (или поляризованным по кругу), то, вращая плас
тинку и поляризатор вокруг направления луча, удается добиться 
полного затемнения поля зрения. Если ж е свет является частично 
поляризованным (или естественным), то ни при каком положении 
пластинки и поляризатора невозможно получить погашения иссле
дуемого луча.

§ 139. Кристаллическая пластинка
между двумя поляризаторами

Поместим между поляризаторами l ) Р  и Р ' пластинку из одноос
ного кристалла, вырезанную параллельно оптической оси О. 
(рис. 139.1). Из поляризатора Р  выйдет плоскополяризованный свет

1) Второй по ходу луча поляризатор Р'  называют такж е  а н а л и з а т о 
р о м .
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интенсивности /. Пройдя через пластинку, свет станет в общем слу
чае эллиптически-поляризованным. По выходе из поляризатора P ,J 
свет снова будет плоскополяризованный. Его интенсивность V за
висит от взаимной ориентации плоскостей поляризаторов Р  и Р ' и 
оптической оси пластинки, а такж е от ргзности фаз б, приобретае
мой обыкновенным и необыкновенным лучами при прохождении 
через пластинку.
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Рис. 139.1.

Предположим, что угол <р между плоскостью поляризатора Р  
и осью пластинки О равен я/4. Рассмотрим два частных случая: 
поляризаторы параллельны (рис. 139.2, а ) и поляризаторы скрещены 
(рис. 139.2, б). Световое колебание, вышедшее из поляризатора Р , 
изобразится вектором Е, лежащим в плоскости Р . При входе в плас
тинку колебание Е возбудит два колебания — перпендикулярное

к оптической оси колебание Е0 (обыкновенный луч) и параллельное 
оси колебание Ее (необыкновенный луч). Эти колебания будут 
когерентными; проходя через пластинку, они приобретут разность 
фаз б, которая определяется толщиной пластинки и разностью 
показателей преломления обыкновенного и необыкновенного лучей. 
Амплитуды этих колебаний одинаковы и равны

Ea =  E e =  E c o s ^  =  E/V2, (139.1)

где Е — амплитуда волны, вышедшей из первого поляризатора.
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Через второй поляризатор пройдут составляющие колебаний Е0 
и Ег по направлению плоскости Р '. Амплитуды этих составляющих 
в обоих случаях равны амплитудам (139.1), умноженным на cos (л/4), 
т. е.

Е ' =  Е'е^ Е / 2. (139.2)

В случае параллельных поляризаторов (рис. 139.2, а) разность 
фаз волн, вышедших из поляризатора Р ' , равна б, т. е. разности 
фаз, приобретенной при прохождении через пластинку. В случае 
скрещенных поляризаторов (рис. 139.2, б) проекции векторов Е0 
и Ее на направление Р ' имеют разные знаки. Это означает, что 
в дополнение к разности фаз б возникает дополнительная разность 
фаз, равная л.

Волны, вышедшие из второго поляризатора, будут интерфери
ровать. Амплитуда результирующей волны в случае параллель
ных поляризаторов определяется соотношением

£■?, =  Е'о +  Е'ег +  2Е'аЕ'е cos б, 

а в случае скрещенных поляризаторов — соотношением 
Ej_ =  Е'о 4- Б ?  4 - 2Е'0Е ' cos (б - f  л ).

Приняв во йнимание (139.2), можно написать, что 

|  \  Е* +  \  Е* cos б =  1  Е* (1 +  cos б) -  £* cos*

Е^ — Е2 +  £ а +  -i- Е* cos (6 +  л) =  у  Ег (1 — cos 6) =  £2 sin* у .

Интенсивность пропорциональна квадрату амплитуды. Следова
тельно,

/'„ =  / cos2 /^ =  / s ln « y .  (139.3)

Здесь /ц — интенсивность света, вышедшего из второго поляриза
тора в случае, когда поляризаторы параллельны, /j_ — та же интен
сивность в случае, когда поляризаторы скрещены, / — интенсив
ность света, прошедшего через первый поляризатор.

Из формул (139.3) следует, что интенсивности /ц и I L оказы
ваются «дополнительными» — в сумме они дают интенсивность I . 
В частности, при

6=2/mt (m = 1, 2, . . .) (139.4)

интенсивность /л будет равна /, а интенсивность /_[_ обращается 
в нуль. При значениях же

6 = (2 т + 1 )л  ( т = 0, 1 , 2 , . .  .) (139.5)
интенсивность 7ц становится равной нулю, а интенсивность /д_ 
достигает значения /.
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Разность показателей преломления п0—пе зависит от длины 
волны света Я0. Кроме того, Я0 входит непосредственно в выражение
(138.1) для б. Пусть свет, падающий на поляризатор Р , состоит из 
излучения двух длин волн Xj и %г, таких, что б для Я* удовлетворяет 
условию (139.4), а для %2— условию (139.5). В этом случае при 
параллельных поляризаторах через систему, изображенную на 
рис. 139.1, пройдет беспрепятственно свет с длиной волны At и 
полностью будет задержан свет с длиной волны Х2. При скрещенных 
поляризаторах пройдет беспрепятственно свет с длиной волны 
и полностью будет задержан свет с длиной волны Ki. Следовательно,

а
Р

о
а)

при одном расположении поляризаторов окраска прошедшего 
через систему света будет соответствовать длине волны А,*, при дру
гом расположении — длине волны %2. Такие две окраски называются 
д о п о л н и т е л ь н ы м и .  При вращении одного из поляриза
торов окраска непрерывно меняется, переходя за каждую  четверть 
оборота от одного дополнительного цвета к  другому. Смена окраски 
наблюдается и при ф, отличном от я/'4 (но не равном нулю или л/2), 
только цвета оказываются менее насыщенными.

Разность фаз б зависит от толщины пластинки. Поэтому, если 
двоякопреломляющая прозрачная пластинка, помещенная между 
поляризаторами, имеет в разных местах неодинаковую толщину, эти 
места при наблюдении со стороны поляризатора Р ' будут представ
ляться окрашенными в различные цвета. При вращении поляризато
ра Р ' эти цвета изменяются, причем каждый из них переходит в 
дополнительный цвет. Поясним это следующим примером. На 
рис. 139.3, а  изображена помещенная между поляризаторами пла
стинка, у которой нижняя половина толще верхней. Пусть свет, 
проходящий через пластинку, содержит излучение только двух 
длин волн: %i и А,2. На рис. 139.3, б дан «вид» со стороны поляриза
тора Р '. По выходе из кристаллической пластинки каж дая из сос

Рис. 139.3.
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тавляющих излучения будет, вообще говоря, поляризована по эл
липсу. Ориентация и эксцентриситет эллипсов для длин волн 
Xi и Х2, а такж е для разных половин пластинки будут различны. 
При установке плоскости поляризатора Р 4 в положение Р[ в излу
чении, прошедшем через Р ',  будет преобладать в верхней половине 
пластинки длина волны %%, в нижней половине — Поэтому обе 
половины будут иметь разную окраску. При установке поляриза
тора Р ' в положение РI окраска верхней половины будет опреде
ляться излучением с длиной волны нижней половины — из лу
чением с длиной волны Xi. Таким образом, при повороте поляриза
тора Р ' на 90° обе половины пластинки как  бы обмениваются окрас
кой. Разумеется, так  будет обстоять дело лишь при определенном 
соотношении толщин обеих частей пластинки.

§  140. Искусственное двойное лучепреломление

В прозрачных аморфных телах, а такж е в кристаллах кубической 
системы может возникать двойное лучепреломление под влиянием 
внешних воздействий. В частности, это происходит при механичес
ких деформациях тел. Мерой возникающей оптической анизотропии 
служит разность показателей преломления обыкновенного и не
обыкновенного лучей. Опыт дает, что эта разность пропорциональна 
напряжению ст в данной точке тела (т. е. силе, приходящейся на 
единицу площади; см. § 14 1-го тома):

п0— ne — ka  (140.1)

{k — коэффициент пропорциональности, зависящий от свойств ве
щества).

Поместим стеклянную пластинку Q между скрещенными поляри
заторами Р  и Р ' (рис. 140.1). Пока стекло не деформировано, такая 
система света не пропускает. Если ж е пластинку подвергнуть сж а
тию, свет через систему начинает проходить, причем наблюдаемая 
в прошедших лучах картина оказывается испещренной цветными 
полосами. Каждая такая  полоса соответствует одинаково деформи
рованным местам пластинки. Следовательно, по расположению полоо 
можно судить о распределении напряжений внутри пластинки. На 
этом основывается оптический метод исследования напряжений. 
Изготовленная из прозрачного изотропного материала (например, 
из плексигласа) модель какой-либо детали или конструкции поме
щается между скрещенными поляризаторами. Модель подвергается 
действию нагрузок, подобных тем, какие будет испытывать само 
изделие. Наблюдаемая при этом в проходящем белом свете картина 
позволяет определить распределение напряжений,а такж е судить 
об их величине.

Возникновение двойного лучепреломления в жидкостях и в 
аморфных твердых телах под воздействием электрического поля
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было обнаружено Керром в 1875 г . Это явление получило назва-1 
ние э ф ф е к т а  К е р р а .  В 1930 г . этот эффект был наблюден 
такж е и в газах .

Схема установки для исследования эффекта Керра в жидкостях 
показана на рис. 140.2. Установка состоит из я ч е й к и  К е р р а ,  
помещенной между скрещенными поляризаторами Р  и Р ' . Ячейка 
Керра представляет собой герметичный сосуд с жидкостью, в кото
рую введены пластины конденсатора. При подаче на пластины 
напряжения между ними возникает практически однородное элек
трическое поле. Под его действием жидкость приобретает свойства

Р г
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/ '
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к
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Рис. 140.1. Рис. 140.2.

одноосного кристалла с оптической осью, ориентированной вдоль 
поля.

Возникающая разность показателей преломления п0 и пе про
порциональна квадрату напряженности поля Е :

п0— ne =  kE2. (140.2)

На пути I между обыкновенным и необыкновенным лучами возни
кает разность хода

А =  (ti0 — пе) I =  ЫЕг
или разность фаз

в =  ̂ 2 л  =  2я  %-1Еа.
Aq Kq

Это выражение принято записывать в виде

б=2пВ/£’?, (140.3)

где В — характерная для вещества величина, называемая п о- 
с т о я н н о й  К е р р а .

Из известных жидкостей наибольшей постоянной Керра обла
дает нитробензол (C,H5N 0 2). Постоянная Керра зависит от темпе
ратуры вещества и от длины волны света.

Эффект Керра объясняется различной поляризуемостью молекул 
по разным направлениям. В отсутствие поля молекулы ориенти
рованы хаотическим образом, поэтому жидкость в целом не обнару
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живает анизотропии. Под действием поля молекулы поворачиваются 
так, чтобы в направлении поля были ориентированы либо их ди- 
польные электрические моменты (у полярных молекул), либо на
правления наибольшей поляризуемости (у неполярных молекул). 
В результате жидкость становится оптически анизотропной. Ориен
тирующему действию поля противится тепловое движение молекул. 
Этим обусловливается уменьшение постоянной Керра с повышением 
температуры.

Время, в течение которого устанавливается (при включении 
поля) или исчезает (при выключении поля) преимущественная ори
ентация молекул, составляет около 10-10 с. Поэтому ячейка Керра, 
помещенная между скрещенными поляризаторами, может служить 
практически безынерционным световым затвором. В отсутствие на
пряжения на пластинах конденсатора затвор будет закрыт. При 
включении напряжения затвор пропускает значительную часть све
та, падающего на первый поляризатор.

§ 141. Вращение плоскости поляризации

Естественное вращение. Некоторые вещества, называемые о п- 
т и ч е с к и  а к т и в н ы м и ,  обладают способностью вызывать 
вращение плоскости поляризации проходящего через них плоско- 
поляризованного света. К числу таких веществ принадлежат кри
сталлические тела (например, кварц, киноварь), чистые жидкости 
(скипидар, никотин) и растворы оптически активных веществ в не
активных растворителях (водные растворы сахара, винной кислоты 
и др.).

Кристаллические вещества сильнее всего вращают плоскость 
поляризации в случае, когда свет распространяется вдоль оптиче
ской оси кристалла. Угол поворота <р пропорционален пути I, прой
денному лучом в кристалле:

cp=a I. (141.1)

Коэффициент а  называют п о с т о я н н о й  в р а щ е н и я .  Эта 
постоянная зависит от длины волны (дисперсия вращательной спо
собности) .

В растворах угол поворота плоскости поляризации пропорцио
нален пути света в растворе I и концентрации активного вещества с:

Ф = [ а ] с / . (141.2)

Здесь [а ] — величина, называемая у д е л ь н о й  п о с т о я н 
н о й  в р а щ е н и я .

В зависимости от направления вращения плоскости поляризации 
оптически активные вещества подразделяются на п р а в о- и 
л е в о в р а щ а ю щ и е .  Направление вращения (относительно
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луча) не зависит от направления луча. Поэтому, если луч, прошед
ший через оптически активный кристалл вдоль оптической оси, 
отразить зеркалом и заставить пройти через кристалл еще раз в об
ратном направлении, то восстанавливается первоначальное положе
ние плоскости поляризации.

Все оптически активные вещества существуют в двух разновид
ностях — правовращающей и левовращающей. Существуют право- 
и левовращающий кварц, право- и левовращающий сахар и т. д. 
Молекулы или кристаллы одной разновидности являются зеркаль
ным отражением молекул или кристаллов другой разновидности 
(рис. 141.1). Буквами С, X , Y, Z и Т обозначены отличающиеся друг

от друга атомы или группировки ато
мов (радикалы). М олекула б являет
ся зеркальным отражением молекулы 
а. Если смотреть на тетраэдр, изоб
раженный на рис. 141.1, вдоль на
правления СХ, то при обходе по ча
совой стрелке будет иметь место че
редование ZYTZ для молекулы а  и 
ZTYZ для молекулы б. То же самое 
наблюдается для любого из направле

ний CY, CZ и СТ. Чередование радикалов X, Y, Z, Т в молекуле 
б противоположно их чередованию в молекуле а . Поэтому, если, 
например, вещество, образованное молекулами а , правовращаю
щее, то вещество, образованное молекулами б, будет левовра
щающим.

Если между двумя скрещенными поляризаторами поместить 
оптически активное вещество (кристалл кварца, прозрачную кювету 
с раствором сахара и т. п.), то поле зрения просветляется. Чтобы 
снова получить темноту, нужно повернуть один из поляризаторов 
на угол ф, определяемый выражением (141.1) или (141.2). В случае 
раствора, зная удельную постоянную вращения [а ] данного вещест
ва и длину /, можно, измерив угол поворота ф, определить по фор
муле (141.2) концентрацию раствора с. Такой способ определения 
концентрации применяется в производстве различных веществ, в 
частности в сахароварении (соответствующий прибор называется 
сахариметром).

Магнитное вращение плоскости поляризации. Оптически неактив
ные вещества приобретают способность вращать плоскость поляри
зации под действием магнитного поля. Это явление было обнаруже
но Фарадеем и поэтому называется иногда э ф ф е к т о м  Ф а р а 
д е я .  Оно наблюдается только при распространении света вдоль 
направления намагниченности. Поэтому для наблюдения эффекта 
Фарадея в полюсных наконечниках электромагнита просверливают 
отверстия, через которые пропускается световой луч. Исследуемое 
вещество помещается между полюсами электромагнита.
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Угол поворота плоскости поляризации <р пропорционален пути /, 
проходимому светом в веществе, и намагниченности вещества. 
Намагниченность в свою очередь пропорциональна напряженности 
магнитного поля Н  (см. формулу (52.11)). Поэтому можно написать, 
что

Ф=VIH. (141.3)

Коэффициент V называется п о с т о я н н о й  В е р д е  или 
у д е л ь н ы м  м а г н и т н ы м  в р а щ е н и е м .  Постоянная V, 
как и постоянная вращения а ,  зависит от длины волны.

Направление вращения определяется направлением магнитного 
поля. От направления луча знак вращения не зависит. Поэтому, 
если, отразив луч зеркалом, заставить его пройти через намагни
ченное вещество еще раз в обратном направлении, поворот плоско
сти поляризации удвоится.

Магнитное вращение плоскости поляризации обусловлено воз
никающей под действием магнитного поля прецессией электронных 
орбит (см. § 57).

Оптически активные вещества под действием магнитного поля 
приобретают дополнительную способность вращать плоскость поля
ризации, которая складывается с их естественной способностью.



ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН
С ВЕЩЕСТВОМ

§ 142. Дисперсия света

Д и с п е р с и е й  с в е т а  называются явления, обусловлен
ные зависимостью показателя преломления вещества от длины све- 
тозой волны. Эту зависимость можно охарактеризовать функцией

я  = /(*.), (142.1)
где — длина световой волны в вакуум е.

Д и с п е р с и е й  в е щ е с т в а  называется производная п
ПО 'к®.

Д ля всех прозрачных бесцветных веществ функция (142.1) 
имеет в видимой части спектра характер, показанный на рис. 142.1.

С уменьшением длины волны показатель пре
ломления увеличивается со все возрастаю
щей скоростью, так что дисперсия вещества 
dnfdK0 отрицательна и растет по модулю о 
уменьшением Ха.

Если вещество поглощает часть лучей, то 
в области поглощения и вблизи нее ход дис- 

и ,да Персии обнаруживает аномалию (см. рис.
Рис 142 ( 144.2). На некотором участке дисперсия веще

ства dn/dk0 оказывается положительной. Та
кой ход зависимости п от называется а н о м а л ь н о й  д и с 
п е р с и е й .

Среды, обладающие дисперсией, называются д и с п е р г и 
р у ю щ и м и .  В диспергирующих средах скорость световых волн 
зависит от длины Ха или частоты <а.

§ 143. Групповая скорость

Строго монохроматическая волна вида
Е = А  cos(cot—kx-\-a) (143.1)

представляет собой бесконечную во времени и в пространстве после
довательность «горбов» и «впадин», перемещающихся вдолё^В Я Т **!

Г Л А В А  XX
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с фазовой скоростью

(см. формулу (94.7)). С помощью такой волны нельзя передать 
никакого сигнала, так  как  каждый последующий «горб» ничем не 
отличается от предыдущего. Д ля передачи сигнала нужно на волне 
сделать «отметку», скажем , оборвав ее на некоторое время At. 
Однако в этом случае волна уж е не будет описываться уравнением
(143.1).

Проще всего передать сигнал с помощью светового импульса 
(рис. 143.1). Согласно теореме Фурье подобный импульс можно

о=«о Ik (143.2)

представить как  наложение волн вида (143.1) с частотами, заклю
ченными в некотором интервале Доз. Суперпозиция волн, мало от
личающихся друг от друга по частоте, называется в о л н о в ы м  
п а к е т о м  или г р у п п о й  в о л н .  Аналитическое выражение 
для группы волн имеет вид

<0о+ А <0/2

Е (х, /) =  ^  /4mcos((ot — kwx +  a a )d<n (143.3)
<о0-Ди/2

(индекс о  при Л, А и а  указы вает на то, что эти величины для раз
ных частот различны). При фиксированном t график функции (143.3) 
имеет вид, показанный на рис. 143.1. С изменением t график сме
щается вдоль оси х. В пределах пакета плоские волны в большей 
или меньшей степени усиливают друг друга, вне пакета они практи
чески полностью гасят друг друга.

Соответствующий расчет дает, что чем меньше ширина пакета 
Ах, тем больший интервал частот Дю или соответственно больший 
интервал волновых чисел Ak требуется для того, чтобы описать 
пакет с помощью выражения (143.3). Имеет место соотношение

Ak~Axtt2n. (143.4)

Подчеркнем, что для того, чтобы суперпозицию волн, описываемую
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выражением (143.3), можно было считать группой волн, необходимо 
соблюдение условия Ао)<^(о0-

В недиспергирующей среде все плоские волны, образующие 
пакет, распространяются с одинаковой фазовой скоростью и. Оче
видно, что в этом случае скорость движения пакета совпадает с v 
и форма пакета со временем не изменяется. Можно показать, что 
в диспергирующей среде пакет с течением времени расплывается — 
ширина его увеличивается. Если дисперсия невелика, расплывание 
пакета происходит не слишком быстро. В этом случае пакету можно 
приписать скорость и, под которой понимается скорость, с которой 
перемещается центр пакета, т. е. точка с максимальным значени
ем Е. Эту скорость называют г р у п п о в о й  с к о р о с т ь ю .  
В диспергирующей среде групповая скорость и отличается от фа

зовой скорости v (имеется в виду фазовая скорость гармонической 
составляющей с максимальной амплитудой, иными словами — фа
зовая скорость для доминирующей частоты). Ниже мы покажем, что 
в случае, когда dnldkn< .О, групповая скорость оказывается меньше 
фазовой (и<г>); в случае, когда 0 , групповая скорость
больше фазовой {и>и).

На рис. 143.2 показаны «фотографии» волнового пакета для 
трех последовательных моментов времени U, 12 и ts . Рисунок вы
полнен для случая, когда u<Lv. Из рисунка видно, что наряду с пере
мещением пакета происходит движение «горбов» и «впадин» «внутри» 
пакета, причем у  левой границы пакета все время зарождаются 
новые «горбы», которые, пробежав вдоль пакета, исчезают у его 
правой границы. В результате, в то время как  пакет в целом пере
мещается со скоростью и, отдельные «горбы» и «впадины» переме
щаются со скоростью V.
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В случае, когда ti> v , направления перемещения пакета и 
движения «горбов» внутри него оказываются противоположными.

Поясним сказанное на примере суперпозиции двух плоских волн 
с одинаковой амплитудой и разными “к . На рио. 143.3 дана «момен
тальная фотография» волн. Одна из них изображена сплошной ли
нией, другая — пунктирной. Интенсивность максимальна в точке 
А , где фазы обеих волн в данный момент совпадают. В точках Б и С 
обе волны находятся в противофазе, вследствие чего интенсивность 
результирующей волны равна нулю. Допустим, что обе волны рас
пространяются слева направо, причем скорость «сплошной» волны 
меньше, чем «пунктирной» (в этом случае dv/dK>0 , следовательно, 
dn/dk<.0). Тогда место, в котором волны усиливают друг друга ,

Рис. 143.3.

будет со временем перемещаться влево относительно волн. В ре
зультате групповая скорость окажется меньше фазовой. Если ско
рость «сплошной» волны больше, чем «пунктирной» (т. е. dn/dk>0), 
место, в котором происходит усиление волн, будет перемещаться 
вправо, так  что групповая скорость окажется больше фазовой.

Напишем уравнения волн, положив для упрощения формул 
начальные фазы равными нулю:

Ел =  A cos (<о<— kx),
Е.Л — A cos [(со +  Дсо) t — (k +  Ak) х ].

Здесь k = a lv u  (/г-ЬМ)=(со+Лсй)/аа. Пусть Д<а<̂ <в, соответственно 
Ak<^k. Тогда, сложив колебания и произведя преобразования по 
формуле для суммы косинусов, получим

E ^ E i  +  E ^  | 2 Л с о з ( ^ * — y x ) ]  cos(wt— kx) (143.5)

(во втором множителе мы пренебрегли Д а  по сравнению с <в и Ak 
по сравнению с к).

Множитель, стоящий в квадратных скобках, изменяется с х и t 
гораздо медленнее, чем второй множитель. Поэтому выражение
(143.5) можно рассматривать как  уравнение плоской волны, ампли
туда которой изменяется по закону 1)

Амплитуда =  12 A cos i — ^  x 'j |.

1) Ср. с формулами (56.1) и (56.2) 1-го'тома. Зависимость функции (143.5) от 
ж при фиксированном / изображается кривой,'аналогичной кривой на рис. 56.1 , а  
1-го тома.



В данном случае имеется ряд одинаковых максимумов амплитуды, 
определяемых условием

( «  =  0, 1, 2, . . . ) .  (143.6)

Каждый из этих максимумов можно рассматривать как  центр соот
ветствующей группы волн.

Разрешив (143.6) относительно хтах, получим

=  + co n st.

Отсюда следует, что максимумы перемещаются со скоростью

(143-7>

Полученное выражение представляет собой групповую скорость 
для случая, когда группа образована двумя составляющими.

Найдем скорость, с которой перемещается центр группы волн, 
описываемой выражением (143.3). Перейдя от косинусов к экспо
нентам, получим

<й„ + Д<о/2

E ( x , t ) =  Л Лшех р [1' (со?— kax)]cfo (143.8)
Шо- Дй>/2

(А0)—А(0е<а’а‘ — комплексная амплитуда).
Разложим функцию ka = k (a )  в ряд в окрестности о>0:

=  +  ( « - « . ) + ■ ■ ■  (*43.9)

Здесь ka= k  (<»o)t (dk/da) t —значение производной в точке <о0.
Перейдем к переменной —сов. Тогда (о=со0+ 1 , d«)=d|. 

Произведя такую  замену в (143.8) и подставив выражение (143.9) 
для можно написать

+ Дш/2

Е ( х, =  J  Л *ех р { ; [ f  — ( ^ ) # * ]  g id g . (143.10)
-Дш/2

Мы пришли к уравнению плоской волны с частотой о)в, волновым 
числом kt и комплексной амплитудой

+ Д<в/2

Л ( * , о =  j  Ле еч>{( [ ( - ( § ) , r ] | U .  I 14311)
-Дш /2

456 Г Л . X X .  В З А И М О Д Е Й С Т В И Е  ВО Л Н  С ВЕЩ Е С Т В О М

Из (143.11) следует, что уравнение

4
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связывает время t и координату х той плоскости, в которой комплекс
ная амплитуда имеет заданное фиксированное значение, в част
ности и такое значение, при котором модуль комплексной ампли
туды, т. е. обычная амплитуда А (х, i) , достигает максимума.

Приняв во вниманне, что l/(dk/doi)0=(da)/dk)a, представим 
(143.12) в виде

W = ( S ) / - c o n s t <  (const' =  p g b )  • (143.13)

Из (143.13) следует, что место, в котором амплитуда группы 
волн максимальна, перемещается со скоростью (d(a/dk)a. Таким об
разом, мы приходим к следующему выражению для групповой 
скорости:

и =  %  (143.14)

(индекс 0 опущен за ненадобностью). Ранее для группы из двух 
волн было получено аналогичное выражение (см. (143.7)).

Напомним, что мы пренебрегли членами высоких порядков ма
лости в разложении (143.9). В этом приближении форма волнового 
пакета со временем не изменяется. Если учесть дальнейшие члены 
разложения, то для амплитуды получается выражение, из которо
го следует, что ширина пакета со временем растет — волновой па
кет расплывается.

Выражению для групповой скорости можно придать другой вид. 
Заменив <а через vk (см. (143.2)), представим (143.14) следующим 
образом:

u =  aJ p  =  v + k * .  (143.15)

Далее напишем
d v _dv dX
dk dkdk '

Из соотношения K=2n!k вытекает, что d )Jd k = —2п/№=-—к/к. 
Соответственно dv/dk=—(du/dk) (к/k). Подставив это значение в 
(143.15), получим

u =  v — k f y  (143.16)

Из этой формулы видно, что в зависимости от знака dv/dk групповая 
скорость и может быть как меньше, так  и больше фазовой скорости 
V.  В отсутствие дисперсии dvfdk=0 и групповая скорость совпадает 
с фазовой.

Максимум интенсивности приходится на центр группы волн. 
Поэтому в тех случаях, когда понятие групповой скорости имеет 
смысл, скорость переноса энергии волной равна групповой г.корогти.

Понятие групповой скорости применимо только при условии, что 
поглощение энергии волны в данной среде невелико. При значи
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тельном затухании волн понятие групповой скорости утрачивает 
смысл. Такой случай имеет место в области аномальной дисперсии. 
В этой области поглощение очень велико, и понятие групповой ско
рости оказывается неприменимым.

§ 144. Элементарная теория дисперсии

Дисперсия света может быть объяснена на основе электромагнит
ной теории и электронной теории вещества. Д ля этого нужно рас
смотреть процесс взаимодействия света с веществом. Движение 
электронов в атоме подчиняется законам квантовой механики. 
В частности, понятие траектории электрона в атоме теряет всякий 
смысл. Однако, как  показал Лоренц, для качественного понимания 
многих оптических явлений достаточно ограничиться гипотезой о 
существовании внутри атомов электронов, связанных квазиупруго. 
Будучи выведенными из положения равновесия, такие электроны 
начнут колебаться, постепенно теряя энергию колебания на излуче
ние электромагнитных волн. В результате колебания будут затухаю 
щими. Затухание можно учесть, введя «силу трения излучения», 
пропорциональную скорости.

При прохождении через вещество электромагнитной волны каж 
дый электрон оказывается под воздействием лоренцевой силы

F= —е Е—е[ v B l= —е Е—ф 01 v Н ] (144.1)

(см. формулу (43.5); заряд электрона равен —е). Согласно (105.13) 
отношение напряженностей магнитного и электрического полей 
в волне равно Н/Е — ]^ е 0/ц0. Следовательно, для отношения маг
нитной и электрической сил, действующих на электрон, получается 
из (144.1) значение

^  =  11.0 =

Д аж е если бы амплитуда колебаний электрона а  достигла значения 
порядка 1 А  (10-10 м), т. е. порядка размеров атома, амплитуда 
скорости электрона аса составила бы примерно 10~10- 3 - 10^== 
«=3-105 м/с (согласно (110.6) <о=2лл> равна приблизительно З х  
ЕЗ 10lS с -1). Таким образом, отношение vie заведомо меньше Ю-3, 
так что вторым слагаемым в (144.1) можно пренебречь.

Итак, можно считать, что при прохождении через вещество элек
тромагнитной волны каждый электрон находится под действием 
силы

F = —еЕа cos(W-|-a)

(a  — величина, определяемая координатами данного электрона, 
Еа — амплитуда напряженности электрического поля волны).



Чтобы упростить вычисления, затуханием за счет излучения вна
чале будем пренебрегать. Впоследствии мы учтем затухание, внеся 
в полученные формулы соответствующие поправки. Уравнение дви
жения электрона в этом случае имеет вид

г -\-io\r =s — (elm) Е0 cos (a t  -f- a )

(см. формулу (50.13) 1-го тома; co0 — собственная частота колеба
ний электрона). Добавим к правой части этого уравнения слагаемое 
—i(ehn)E0 s in (co i+ a) и перейдем таким образом к комплексным 
функциям Ё и г:

г +  сорг =  — ( е !т ) Ё ^ ш . (144.2)

Здесь Ёа= Е „е'а — комплексная амплитуда электрического поля 
волны.

Будем искать решение уравнения в виде г= г 0еш , где г0 — ком
плексная амплитуда колебаний электрона. Соответственно г — 
= —со*гйеш . Подстановка этих выражений в уравнение (144.2) 
приводит после сокращения на общий множитель еш  к  соотноше
нию

—coV0 +  (л\гй =з — (efm) £ 0.
Отсюда

р — (е/m) Ёв 
' 0 — (02_ ша *

Умножение полученного равенства на еш  дает, что

r( t\ — — (е/т)ЁЦ)
Г КЧ— ojg—<аа *

Наконец, взяв вещественные части от комплексных функций г  и Ё, 
найдем г как  функцию t:

П‘) = = % ^ -  (144.3)

Чтобы упростить задачу, будем считать молекулы неполярными. 
Кроме того, поскольку массы ядер велики по сравнению о массой 
электрона, пренебрежем смещениями ядер из положений равнове
сия под действием поля волны. В этом приближении дипольный 
электрический момент молекулы можно представить в виде

Р (0  =  2  <7iRoi +  2  ек К *  +  rA (0 ]  =*
I k

=  { 2  Ro, +  2  е*г,Д  +  2  ekrk (t) =  p0 +  s  ekvk (t) => 2 V *  (t),[ l  к } k k к
где qi и Ro; — заряды и радиусы-векторы равновесных положений 
ядер, ек и г0А — заряд и радиус-вектор равновесного положения

s  144. Э Л Е М Е Н Т А Р Н А Я  Т Е О Р И Я  Д И С П Е Р С И И  4 5 9
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k-ro электрона, гk(t) — смещение fe-го электрона из положения рав
новесия под действием поля волны, р0 — дипольный момент моле
кулы  в отсутствие поля, который по предположению равен нулю. 
Все гk(t) коллинеарны с Е(<). Поэтому для проекции p (i) на направ
ление E(t) получается выражение

Р (0  =  2  екгк (0  =  2  (— е) r k (t)
к k

(мы учли, что ек всех электронов одинаковы и равны —е). Подста
вим сюда значение (144.3) для r{t), приняв во внимание, что входя
щие в состав молекулы электрона имеют неодинаковые собственные 
частоты ш0/г. В результате получим

<И 4-4>

Обозначим число молекул в единице объема Ьуквой N. Произве
дение Np (t) дает поляризованность вещества Р (I). Согласно форму
лам (19.5) и (16.2) диэлектрическая проницаемость равна

t _ l + x = I +  -PM  +
1 е0£  (<) 1 е0 Е (t)

Подставив сюда значение отношения p (t)IE (t), получающееся из
(144.4), и заменив е через пЯ (см. (110.3)), придем к формуле

п* =  1 +  -  V  - f 1-  - 2. (144.5)
1 Е0 — (й2 '  '

k
При частотах «а, заметно отличающихся от всех собственных 

частот со0*, сумма в (144.5) будет мала по сравнению с единицей, 
так что 1. Вблизи каждой из собственных частот функция
(144.5) терпит разрыв: при стремлении со к ю0А слева она обращается 
в + оо, при стремлении справа — в —оо (см. пунктирные кривые 
на рис. 144.1). Такое поведение функции (144.5) обусловлено тем, 
что мы пренебрегли трением излучения (напомним, что при пренеб
режении трением амплитуда вынужденных колебаний при резонансе 
обращается в бесконечность; см. формулу (60.18) 1-го тома). Учет 
трения излучения приводит к зависимости п2- от со, показанной 
на рис. 144.1 сплошной кривой.

Перейдя от л? к  л и от со к Х0, получим кривую, изображен ну ю 
на рис. 144.2 (дан лишь участок кривой в области одной из резо
нансных длин волн). Пунктирная кривая на этом рисунке изобра
ж ает ход коэффициента поглощения света веществом (см. следую
щий параграф). Участок 3—4 аналогичен кривой, приведенной на 
рис. 142.1. Участки 1—2 и 3—4 соответствуют нормальной диспер
сии (dn ld ’K0< .0). На участке 2—3 дисперсия аномальна (dn/dX„>0).



§ 145. П ОГЛО Щ Е НИЕ С ВЕ ТА 4G!

В области 1—2 показатель преломления меньше единицы, следо
вательно, фазовая скорость волны превышает с. Это обстоятельство 
не противоречит теории относительности, основывающейся на ут
верждении, что скорость передачи сигнала не может превзойти с. 
В предыдущем параграфе мы выяснили, что передать сигнал с по
мощью идеально монохроматической волны невозможно. Передача 
же энергии (т. е. сигнала) с помощью не вполне монохроматической 
волны (группы волн) осуществляется со скоростью, равной груп
повой скорости, определяемой формулой (143.16). В области нор
мальной дисперсии dv/dX> 0 (dn и dv имеют разные знаки, a dnldX<C. 
< 0), так что, хотя v> c, групповая скорость оказывается меньше с.

В области аномальной дисперсии понятие групповой скорости те
ряет смысл (поглощение очень велико). Поэтому вычисленное по 
формуле (143.16) значение и не будет характеризовать скорости 
передачи энергии. Соответствующий расчет дает и в этой области 
для скорости передачи энергии значение, меньшее с.

§ 145. Поглощение света

При прохождении световой волны через вещество часть энергии 
волны затрачивается на возбуждение колебаний электронов. Час
тично эта энергия вновь возвращается излучению в виде вторичных 
волн, порождаемых электронами; частично ж е она переходит в энер
гию движения атомов, т. е. во внутреннюю энергию вещества. По
этому интенсивность света при прохождении через вещество умень
шается — свет поглощается в веществе. Вынужденные колебания 
электронов, а следовательно, и поглощение света становятся осо
бенно интенсивными при резонансной частоте (см. изображенную 
пунктиром кривую поглощения на рис. 144.2).

Опыт показывает, что интенсивность света при прохождении 
через вещество убывает по экспоненциальному закону:

/ =  /0е - « '.  (145.1)

Здесь /о — интенсивность света на входе в поглощающий слой (на 
границе или в каком-то месте внутри вещества), I — толщина слоя,
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у. — постоянная, зависящ ая от свойств поглощающего вещества и 
называемая к о э ф ф и ц и е н т о м  п о г л о щ е н и я .  Соотно
шение (145.1) носит название з а к о н а  Б у г е р а .  

Продифференцировав соотношение (145.1), получим

d l = —х I ae~Kl dl =  — к !  dl. (145.2)

Из этого выражения следует, что убыль интенсивности на пути dl 
пропорциональна длине этого пути и значению самой интенсив
ности. Коэффициентом пропорциональности служит коэффициент 
поглощения.

Из формулы (145.1) вытекает, что при /=1/и интенсивность / 
оказывается в е раз меньше, чем /0. Таким образом, коэффициент 
поглощения есть величина, обратная толщине слоя, при прохожде
нии которого интенсивность света убывает в е раз.

Коэффициент поглощения зависит от длины волны света X (или 
частоты со). У вещества, атомы (или молекулы) которого практи
чески не воздействуют друг на друга (газы и пары металлов при

н

Рис. 145.1.

невысоком давлении), коэффициент поглощения для большинства 
длин волн близок к нулю и лишь для очень узких спектральных 
областей (шириной в несколько сотых ангстрема) обнаруживает 
резкие максимумы (рис. 145.1). Эти максимумы соответствуют 
резонансным частотам колебаний электронов внутри атомов. В слу
чае многоатомных молекул обнаруживаются такж е частоты, соот
ветствующие колебаниям атомов внутри молекул. Поскольку массы 
атомов в десятки тысяч раз больше массы электрона, молекулярные 
частоты бывают намного меньше атомных — они попадают в инфра
красную область спектра.

Газы при высоких давлениях, а такж е жидкости и твердые тела 
дают широкие полосы поглощения (рис. 145.2). По мере повышения 
давления газов максимумы поглощения, первоначально очень узкие 
(см. рис. 145.1), все более расширяются, и при высоких давлениях 
спектр поглощения газов приближается к  спектрам поглощения 
жидкостей. Этот факт указывает на то, что расширение полос погло
щения есть результат взаимодействия атомов друг с другом.

Металлы практически непрозрачны для света (коэффициент к 
для них имеет значение порядка 106 м -1 ; для сравнения укаж ем , 
что для стекла и« 1  м-1). Это обусловлено наличием в металлах
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свободных электронов. Под действием электрического поля световой 
волны свободные электроны  приходят в движение — в металле 
возникают быстропеременные токи, сопровождающиеся выделением 
ленц-джоулева тепла. В результате энергия световой волны быстро 
убывает, превращаясь во внутреннюю энергию металла.

§ 146. Рассеяние света

С классической точки зрения процесс рассеяния света заклю
чаете я  в том, что свет, проходящий через вещество, вызывает коле
бания электронов в атомах. Колеблющиеся электроны возбуждают 
вторичные волны, распространяющиеся по всем направлениям. Это 
явление, казалось бы, должно при всех условиях приводить к  рас
сеянию света. Однако вторичные волны являются когерентным и, так 
что необходимо учесть их взаимную интерференцию.

Соответствующий расчет дает, что в случае однородной среды 
вторичные волны полностью гасят друг друга  во всех направлениях, 
кроме направления распространения первичной волны. Поэтому 
перераспределения света по направлениям, т. е. рассеяния света, 
не происходит.

Вторичные волны не погашают друг друга в боковых направле
ниях только при распространении света в неоднородной среде. Све
товые волны, дифрагируя на неоднородностях среды, дают дифрак
ционную картину, характеризующуюся довольно равномерным рас
пределением интенсивности по всем направлениям. Такую дифрак
цию на мелких неоднородностях называют р а с с е я н и е м  
с в е т а .

Среды с явно выраженной оптической неоднородностью носят 
название м у т н ы х  с р е д .  К их числу относятся: 1) дымы, т. е. 
взвеси в газах  мельчайших твердых частиц; 2) туманы — взвеси 
в газах  мельчайших капелек жидкости; 3) взвеси или суспензии, 
образованные плавающими в жидкости твердыми частичками;
4) эмульсии, т. е. взвеси мельчайших капелек одной жидкости в 
другой, не растворяющей первую (примером эмульсии может слу
жить молоко, представляющее собой взвесь капелек жира в воде);
5) твердые тела вроде перламутра, опалов, молочных стекол и т. п.

Свет, рассеянный на частицах, размеры которых значительно
меньше длины световой волны, оказывается частично поляризован
ным. Это объясняется тем, что колебания электронов, вызванные 
рассеиваемым световым пучком, происходят в плоскости, перпенди
кулярной к пучку (рис. 146.1). Колебания вектора Е во вторичной 
волне происходят в плоскости, проходящей через направление коле
баний зарядов (см. рис. 109.2). Поэтому свет, рассеиваемый части
цами В направлениях, перпендикулярных к пучку, будет полностью 
пптюгоиовак. В направлениях, образующих с пучком угол, отлич-

» МОТШЪШ свет поляризован только частично.
\Ш  № ™ '
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В результате рассеяния света в боковых направлениях интен
сивность в направлении распространения убывает быстрее, чем в 
случае одного лишь поглощения. Поэтому для мутного вещества 
в выражении (145.1), наряду с коэффициентом поглощения и, дол

жен стоять добавочный коэффипи- 
ент х ',  обусловленный рассеянием:

/ =  10е~lil+*n (146.1)

Постоянная х ' называется к о э ф 
ф и ц и е н т о м  э к с т и н к -  
ц и и.

Если размеры неоднородностей 
малы по сравнению с длиной све
товой волны (не более ~ 0 , 1^), ин
тенсивность рассеянного света / 

оказывается пропорциональной четвертой степени частоты или 
обратно пропорциональной четвертой степени длины волны:

/~ со *~ 1 . (146.2)

Эта зависимость носит название з а к о н а  Р э л е я .  Ее проис
хождение легко понять, если учесть, что мощность излучения колеб
лющегося заряда пропорциональна четвертой степени частоты и, 
следовательно, обратно пропорциональна четвертой степени длины 
волны (см. формулу (109.5)).

Если размеры неоднородностей сравнимы с длиной волны, элек
троны, находящиеся в различных местах неоднородности, колеб
лются g  заметным сдвигом по 
фазе. Это обстоятельство ус
ложняет явление и приводит 
к другим закономерностям— 
интенсивность рассеянного 
света становится пропорцио
нальной всего лишь квадрату 
частоты (обратно пропорцио
нальной квадрату длины 
волны).

Проявление закономерности (146.2) легко наблюдать, пропуская 
пучок белого света через сосуд с мутной жидкостью (рис. 146.2). 
Вследствие рассеяния след пучка в жидкости хорошо виден сбоку, 
причем, поскольку короткие световые волны рассеиваются гораздо 
сильнее длинных, этот след представляется голубоватым. Прошед
ший через жидкость пучок оказывается обогащенным длинноволно
вым излучением и образует на экране Э  не белое, а красновато- 
желтое пятно. Поставив на входе пучка в сосуд поляризатор Р, 
мы обнаружим, что интенсивность рассеянного света в различных

1 —0

Рассеиваемый 
Д Ю  п ут*

ееш ора £

Мщрааште
/юияв&маг

Рис. 146.1.
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направлениях, перпендикулярных к первичному пучку, не одина
к о в а .  Направленность излучения диполя (см. рис. 109.3) приводит 
к тому, что в направлениях, совпадающих с плоскостью колебаний 
первичного пучка, интенсивность рассеянного света практически 
равна нулю, в направлениях же, перпендикулярных к плоскости 
колебаний, интенсивность рассеянного света максимальна. Пово
рачивая поляризатор вокруг направления первичного пучка, мы 
будем наблюдать попеременное усиление и ослабление света, рас
сеивающегося в данном направлении.

Д аж е тщательно очищенные от посторонних примесей и загряз
нений жидкости и газы  в некоторой степени рассеивают свет. 
JI. И. Мандельштам и М. Смолуховский установили, что причиной 
появления оптических неоднородностей являются в этом случае 
флуктуации плотности (т. е. наблюдаемые в пределах малых объе
мов отклонения плотности от ее среднего значения). Эти флуктуации 
вызваны беспорядочным движением молекул вещества; поэтому об
условленное ими рассеяние света называется м о л е к у л я р н ы м .

Молекулярным рассеянием объясняется голубой цвет неба. Не
прерывно возникающие в атмосфере, вследствие беспорядочного 
молекулярного движения, места сгущения и разрежения воздуха 
рассеивают солнечный свет. При этом согласно закону (146.2) голу
бые и синие лучи рассеиваются сильнее, чем желтые и красные, 
обусловливая голубой цвет неба. Когда Солнце находится низко 
над горизонтом, распространяющиеся непосредственно от него лучи 
проходят большую толщу рассеивающей среды, в результате чего 
они оказываются обогащенными большими длинами волн. По этой 
причине небо на заре окрашивается в красные тона.

Особенно благоприятные условия для возникновения значитель
ных флуктуаций плотности имеются вблизи критического состояния 
вещества (в критической точке dp/dV=0; см. § 123 1-го томя). 
Эти флуктуации приводят к столь интенсивному рассеянию света, 
что «на просвет» стеклянная ампула с веществом каж ется совершен
но черной. Это явление называется к р и т и ч е с к о й  о п а л е с 
ц е н ц и е й .

§ 147. Эффект Вавилова — Черенкова

В 1934 г . П. А. Черенков, работавший под руководством 
С. И. Вавилова, обнаружил особый вид свечения жидкостей под 
действием 7 -лучей радия. Вавилов высказал правильное предпо
ложение, что источником излучения служ ат быстрые электроны, 
создаваемые у-лучами. Это явление получило название э ф ф е к т а  
В а в и л о в а  — Ч е р е н к о в а .  Его полное теоретическое объ
яснение было дано в 1937 г . И. Е. Таммом и И. М. Франком *).

1) В 1958 г . работа Черенкова, Тамма и Ф ранка была отмечена Нобелевской 
премией.

и. В. С авельев  , т . 3



466 ГЛ. XX. ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ВОЛН С ВЕЩЕСТВОМ

Согласно электромагнитной теории заряд, движущийся равно
мерно, не излучает электромагнитных волн (см. § 109). Однако, 
как  показали Тамм и Франк, это справедливо лишь в том случае, 
если скорость v заряженной частицы не превышает фазовую ско
рость с/га электромагнитных волн в той среде, в которой движется 
частица. При условии, что v > d n , даж е двигаясь равномерно, 
частица излучает электромагнитные волны. В действительности час
тица теряет энергию на излучение, вследствие чего движется с от

рицательным ускорением. Но это ускоре
ние является не причиной (как  в случае 
v< idn), а следствием излучения. Если бы 
потеря энергии за счет излучения воспол
нялась каким-либо способом, то частица, 
движущ аяся равномерно со скоростью 
v > d n , все равно была бы источником из
лучения.

Эффект Вавилова — Черенкова наблю- 
Рис. 147.1. дался экспериментально для электронов,

протонов и мезонов при движении их в 
жидких и твердых средах.

В излучении Вавилова — Черенкова преобладают короткие 
волны, поэтому оно имеет голубую окраску. Наиболее характерным 
свойством этого излучения является то, что оно испускается не по 
всем направлениям, а лишь вдоль образующих конуса, ось которого 
совпадает с направлением скорости частицы (рис. 147.1). Угол 0  
между направлениями распространения излучения и вектором ско
рости частицы определяется соотношением

c o s e = f - = 5 -  С 47- »

Эффект Вавилова — Черенкова находит широкое применение 
в экспериментальной технике. В так называемых с ч е т ч и к а х  
Ч е р е н к о в а  световая вспышка, порождаемая быстродвижу 
щейся заряженной частицей, превращается о помощью фотоумно
жителя 1) в импульс тока. Д ля того чтобы заставить сработать такой 
счетчик, энергия частицы должна превысить пороговое значение, 
определяемое условием: v = d n . Поэтому черенковские счетчики 
позволяют не только регистрировать частицы, но и судить об их 
энергии. Удается даж е определить угол д  между направлением 
вспышки и скоростью частицы, что дает возможность вычислить 
по формуле (147.1) скорость (а следовательно, и энергию) частицы.

М Фотоумножителем называют электронный умножитель, первый электрод 
которого (фотокатод) способен испускать электроны под действием света.



§ 148, Скорость света
Скорость света в вакуум е является одной из фундаментальных 

физических величин. Установление конечности скорости света имело 
огромное принципиальное значение. Конечность скорости передачи 
сигналов, передачи взаимодействия, лежит в ос
нове теории относительности.

В связи с тем, что числовое значение скорос
ти света очень велико, экспериментальное опре
деление этой скорости представляет собой весь
ма сложную задачу. Первые определения ско
рости света были осуществлены на основании 
астрономических наблюдений. В 1676 г . датский 
астроном Ремер определил скорость света из на
блюдений за затмениями спутников Юпитера. Он 
получил значение, равное 215 ООО км/с.

Движение Земли по орбите приводит к тому, 
что видимое положение звезд на небесной сфере 
изменяется. Это явление, называемое а б е р 
р а ц и е й  с в е т а ,  использовал в 1727 г . ан
глийский астроном Бредли для определения 
скорости света.

Предположим, что направление на наблюдае
мую в телескоп звезду перпендикулярно к пло
скости земной орбиты. Тогда угол между на
правлением на звезду и вектором скорости Зем
ли v будет в течение всего года равен я /2 (рис. 148.1). Направим 
ось телескопа точно на звезду. За время т, которое требуется све
ту, чтобы пройти расстояние от объектива до окуляра , телескоп 
сместится вместе с Землей в направлении, перпендикулярном к 
лучу света, на расстояние от. В результате изображение звезды 
окажется не в центре окуляра. Д ля того чтобы изображение ока
залось точно в центре окуляра, нужно повернуть ось телескопа в 
направлении вектора v на угол а ,  тангенс которого определяет
ся соотношением

tg  a= v lc  (148.1)

Г Л А В А  XXI
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(см. рнс. 148.1). Точно так же падающие вертикально капли дождя 
пролегят сквозь длинную трубу, установленную на движущейся 
тележке, лишь в том случае, если наклонить ось трубы в направле
нии движения тележки.

Итак, видимое положение звезды оказывается смещенным отно
сительно истинного на угол а .  Вектор скорости Земли все время по
ворачивается в плоскости орбиты. Поэтому ось телескопа тоже по
ворачивается, описывая конус вокруг истинного направления на 
звезду. Соответственно видимое положение звезды на небесной сфере 
описывает окружность, угловой диаметр которой равен 2 а . Если на
правление на звезду образует с плоскостью земной орбиты угол, 
отличный от прямого, видимое положение звезды описывает эллипс,

большая ось которого имеет угловой размер 2а . Для звезды, лежа
щ ей в плоскости орбиты, эллипс вырождается в прямую.

Из астрономических наблюдений Бредли нашел, что 2а= 40,9". 
Соответствующее значение с, полученное по формуле (148.1), ока
залось равным 303 ООО км/с.

В земных услозиях скорость света была впервые измерена фран
цузским ученым Физо в 1849 г . Схема опыта дана на рис. 148.2. 
Свет от источника S  падал на полупрозрачное зеркало. Отразив
шийся от зеркала свет попадал на край быстро вращающегося 
зубчатого диска. Всякий раз, когда против светового пучка оказы
валась прорезь между зубцами, возникал световой импульс, кото
рый доходил до зеркала М  и отражался обратно. Если в момент, 
когда свет возвращался к диску, против пучка оказывалась прорезь, 
отраженный импульс проходил частично через полупрозрачное зер
кало и попадал в глаз наблюдателя. Если на пути отраженного 
импульса оказывался зубец диска, наблюдатель света не видел.

За время т = 2 t/с, которое свет затрачивал на прохождение 
пути до зеркала М  и обратно, диск успевал повернуться на угол 
Д<р=сат=2/<й/с, где м — угловая скорость вращения диска. Пусть 
число зубцов диска равно N. Тогда угол между серединами соседних 
зубцов равен а = 2 яШ . Свет не возвращался в глаз наблюдателя 
при таких скоростях вращения диска, при которых за время т 
диск успевал повернуться на углы ос/2, За/2, .. ., ( т —1/2)а и т. д.
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Следовательно, условие т -го  затемнения имеет вид

Д ф = (т— 1/2) а  или 2/сот / с= (т— 1/2)2л/ЛЛ

По этой формуле, зная I, N и угловую  скорость <ат , при которой 
получается т - е  затемнение, можно определить с. В опыте Физо I 
было равно примерно 8, 6 км. Д ля с получилось значение 
313 ООО км/с.

В 1928 г . для измерения скорости света были использованы 
ячейки Керра (см. § 140). С их помощью можно осуществить преры
вание светового пучка с гораздо большей частотой ( ~ 107 с-1), чем 
с помощью зубчатого диска. Это позволило произвести измерения 
с при I порядка нескольких метров.

Майкельсон произвел несколько измерений скорости света мето
дом вращающейся призмы. В опыте Майкельсона, осуществленном 
в 1932 г . ,  свет распространялся в трубе длиной 1,6 км, из которой 
был откачан воздух.

В настоящее время скорость света в вакуум е принимается равной

с= 299 792,5± 0,1 км/с. (148.2)

Отметим, что во всех опытах, в которых осуществлялось преры
вание света, определялась не фазовая, а групповая скорость све
товых волн. В воздухе эти две скорости практически совпадают.

§ 149. Опыт Физо

До сих пор мы предполагали, что источники, приемники и другие 
тела, относительно которых рассматривалось распространение све
та, неподвижны. Естественно заинтересоваться вопросом, как  ска
жется на распространении света движение источника световых воли. 
При этом возникает необходимость указать , относительно чего про
исходит движение. В § 103 мы выяснили, что движение источника 
или приемника звуковых волн относительно среды, в которой эти 
волны распространяются, оказывает влияние на протекание акусти
ческих явлений (эффект Доплера) и, следовательно, может быть об
наружено.

Первоначально волновая теория рассматривала свет как  упругие 
волны, распространяющиеся в некой гипотетической среде, полу
чившей название мирового эфира. После создания теории Мак
свелла на смену упругому эфиру пришел эфир — носитель элек
тромагнитных волн и полей. Под этим эфиром подразумевалась осо
бая среда, заполняющая, как  и ее предшественник упругий эфир, 
все мировое пространство и пронизывающая все тела. Раз эфир 
представлял собой некую среду, можно было рассчитывать обнару
жить движение тел, например источников или приемников света, 
по отношению к этой среде. В частности, следовало ожидать суще
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ствования «эфирного ветра», обдувающего Землю при ее движении 
вокруг Солнца.

В механике был установлен принцип относительности Галилея, 
согласно которому йсе инерциальные системы отсчета являются 
в механическом отношении равноправными. Обнаружение эфира 
сделало бы возможным выделение (с помощью оптических явлений) 
особенной (связанной с эфиром), преимущественной, абсолютной 
системы отсчета. Тогда движение остальных систем можно было бы 
рассматривать по отношению к этой абсолютной системе.

Таким образом, выяснение вопроса о взаимодействии мирового 
эфира с движущимися телами играло принципиальную роль.

Можно было допустить три возможности: 1) эфир совершенно не 
возмущается движущимися телами; 2) эфир увлекается движущи
мися телами частично, приобретая скорость, равную av , где v — 
скорость тела относительно абсолютной системы отсчета, а  — коэф
фициент увлечения, меньший единицы; 3) эфир полностью увле
кается движущимися телами, например Землей, подобно тому, как 
тело при своем движении увлекает прилежащие к его поверхности 
слои газа . Однако последняя возможность опровергается существо
ванием явления аберрации света. В предыдущем параграфе мы выяс
нили, что изменение видимого положения звезд может быть объяс
нено движением телескопа относительно системы отсчета (среды), 
в которой распространяется световая волна.

Д ля выяснения вопроса о том, увлекается ли эфир движущимися 
телами, Физо осуществил в 1851 г . следующий опыт. Параллельный 
пучок света от источника S  разделялся посеребренной полупроз
рачной пластинкой Р  на два пучка, обозначенных цифрами / и 2 
(рис. 149.1). За счет отражения от зеркал M i, М 2 и М 3 пучки, прой
дя в общей сложности одинаковый путь L, снова попадали на плас
тинку Р . Пучок 1 частично проходил через Р , пучок 2 частично от
раж ался, в результате чего возникало два когерентных пучка Г‘ и 2 ', 
которые давали в фокальной плоскости зрительной трубы интерфе
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ренционную картину в виде полос. На пути пучков 1 и 2 были уста
новлены две трубы, по которым могла пропускаться вода со ско
ростью и в направлениях, указанных стрелками. Луч 2 распростра
нялся в обеих трубах навстречу току воды, луч 1 — по течению.

При неподвижной воде пучки 1 я 2 проходят путь L за одинако
вое время. Если вода при своем движении хотя бы частично увлекает 
эфир, то при включении тока воды луч 2, который распространяется 
против течения, затратит на прохождение пути L  большее время, 
чем луч 1, распространяющийся по течению. В результате между 
лучами возникнет некоторая разность хода, и интерференционная 
картина сместится.

Интересующая нас разность хода возникает лишь на пути лучей, 
пролегающем в воде. Этот путь имеет длину 21. Обозначим скорость 
света относительно эфира в воде буквой v. Когда эфир не увлекается 
водой, скорость света относительно установки будет совпадать с v. 
Предположим, что вода при своем движении частично увлекает 
эфир, сообщая ему относительно установки скорость а  и (и — ско
рость воды, а  — коэффициент увлечения). Тогда скорость света 
относительно установки будет равна v + au  для луча 1 и v—аи  
для луча 2. Луч 1 пройдет путь 21 за время ^=2//(и+аи), луч 
2 — за время tt=2l/(v—аи ). Из формулы (115.4) вытекает, что 
оптическая длина пути, на прохождение которой затрачивается 
время t, равна ct. Следовательно, разность хода лучей 1 и 2  равна 
A= c ( i2—ti). Разделив А на Х0, получим число полос, на которое 
сместится интерференционная картина при включении тока воды:

Физо обнаружил, что интерференционные полосы действительно 
смещаются. Соответствующее смещению значение коэффициента 
увлечения оказалось равным

« = 1 - 1  (149.1)

где п — показатель преломления воды. Таким образом, опыт Физо 
показал, что эфир (если он существует) увлекается движущейся 
водой только частично.

Легко убедиться в том, что результат опыта Физо объясняется 
релятивистским законом сложения скоростей. Согласно первой из 
формул (6 6 . 1) 1-го тома скорости vx и v'x некоторого тела в системах 
/Си К ' связаны соотношением

(v0 — скорость системы К 1 относительно системы /С).
Свяжем с прибором Физо систему отсчета К , а с движущейся 

водой — систему К 1. Тогда роль v0 будет играть скорость течения
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воды и, роль v ’x — скорость света относительно воды, равная с!п, 
и, наконец, роль vx — скорость света относительно прибора wnpee* 
Подстановка этих значений в формулу (149.2) дает

с/га +  ц с / п + ц  
лриЗ 1-\-и ( с/п) /сг 1 +  и/СП ‘

Скорость течения воды и много меньше с. Поэтому полученное вы
ражение можно упростить следующим образом:

®пр.б =  т Щ к  «  ( f +  '“) (  :1“ Й  ~  Т +'“ С1- 7 ? )  V 49-3)
(мы пренебрегли членом и21сп).

Согласно классическим представлениям скорость света относи
тельно прибора vav„6 равна сумме скорости света относительно 
эфира, т. е. с/и, и скорости эфира относительно прибора, т. е. а и :

Иприб — с/п +  аи.
Сравнение с формулой (149.3) дает для коэффициента увлечения а  
значение, полученное Физо (см. (149.1)).

Следует иметь в виду, что одинакова во всех системах отсчета 
лишь скорость света в вакуум е. Скорость света в веществе различна 
в разных системах отсчета. Значение с/n она имеет в системе отсчета, 
связанной со средой, в которой происходит распространение света.

§  150, Опыт Майкельсона

В 1881 г . Майкельсон осуществил знаменитый опыт, с помощью 
которого он рассчитывал обнаружить движение Земли относитель
но эфира (эфирный ветер). В 1887 г . Майкельсон повторил свой опыт 
совместно с Морли на более совершенном приборе. Установка 
Майкельсона — Морли изображена на рис. 150.1. Кирпичное осно
вание поддерживало кольцевой чугунный желоб с ртутью. На ртути 
плавал деревянный поплавок, имеющий форму нижней половины 
разрезанного вдоль бублика. На этот поплавок устанавливалась 
массивная квадратная каменная плита. Такое устройство позволяло 
плавно поворачивать плиту вокруг вертикальной оси прибора. 
На плите монтировался интерферометр Майкельсона (см. рис. 123.1), 
видоизмененный так , что оба луча, прежде чем вернуться к полу
прозрачной пластинке, несколько раз проходили туда и обратно 
путь, совпадающий с диагональю плиты. Схема хода лучей показа
на на рис. 150.2. Обозначения на этом рисунке соответствуют обо
значениям на рис. 123.1.

В основе опыта лежали следующие соображения. Предполо
жим, что плечо P M t интерферометра (рис. 150.3) совпадает с на
правлением движения Земли относительно эфира. Тогда время, 
необходимое лучу 1, чтобы пройти путь до зеркала M t и обратно,
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источник
cffe/ла

Рис. 150.1.

>. Источник света

•Ниша
У

Зрительная 
щруба

\ ф ^ " > х \
V /

’ /7е#ес/вижюе зевкало 
Рис. 150.2.
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будет отлично от времени, необходимого для прохождения пути 
Р М 2Р  лучом 2. В результате, даж е при равенстве длин обоих плеч, 
лучи 1 и 2 приобретут некоторую разность хода. Если повернуть 
прибор на 90°, плечи поменяются местами и разность хода изменит 
знак. Это должно привести к смещению интерференционной карти
ны, величину которого, как  показали произведенные Майкельсоном 
расчеты, вполне можно было бы обнаружить.

Чтобы вычислить ожидаемое смещение интерференционной кар
тины, найдем времена прохождения соответствующих путей луча
ми J и 2. Пусть скорость Земли относительно эфира равна V. Если

АЬ

<
II
! иа(c+v;|

Рис. 150.4.

эфир не увлекается Землей и скорость света относительно эфира 
равна с (показатель преломления воздуха практически равен еди
нице), то скорость света относительно прибора будет равна с—v 
для направления Р М 2 и c+ v  для направления М гР . Следовательно, 
время для луча 2 определяется выражением

t I 21с 21 1 2i / t I °! , 1 /КЛ II*2 =  — Г +  ГТ-7. =  ^ --- ГГ* =  — i----Г27Т5 «  —  ^1 +  - j J  (150.1)С —  V C + U  с2 — и 2 с  1— v2j c 2 ~  с

(скорость движения Земли по орбите равна 30 км/с, поэтому у?/с?= 
■=10- 8<^1).

Прежде чем приступить к вычислению времени tu  рассмотрим 
следующий пример из механики. Пусть катеру, который развивает 
скорость с относительно воды, требуется пересечь реку, текущую 
со скоростью у, в направлении, точно перпендикулярном к ее бере
гам (рис. 150.4). Д ля того чтобы катер перемещался в заданном на
правлении, его скорость с относительно воды должна быть направ
лена так , как  показано на рисунке. Поэтому скорость катера от
носительно берегов будет равна |c-f v| =  |/c*— и2. Такова ж е будет 
(как предполагал Майкельсон) скорость луча 1 относительно при
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бора. Следовательно, время для луча / равно *)
4 21 21 I Ш . 1 £/а \ /1КЛ
1 Y С2—и'2 с Y 1—и21с* ~  с  ч 2 / "

Подставив в выражение Д = c(U —к )  значения (150.1) и (150.2) 
для t2 и tu получим разность хода лучей 1 и 2:

А- я [ ( ' + * И , + т * ) Н £
При повороте прибора на 90ч разность хода изменит знак. Следо
вательно, число полос, на которое сместится интерференционная 
картина, составит

ал ^ Т = 2 Г0£ -  <150-3)

Длина плеча I (учитывая многократные отражения) составляла
11 м. Длина волны света в опыте Майкельсона и Морли равня
лась 0,59 мкм. Подстановка этих значений в формулу (150.3) 
дает

ДN = 0 б э . ' о - б  Ю ~8 =  0 ,3 7 ^ 0 ,4  полосы.

Прибор позволял обнаружить смещение порядка 0,01 полосы. 
Однако никакого смещения интерференционной картины обнару
жено не было. Чтобы исключить возможность того, что в момент 
измерений плоскость горизонта окажется перпендикулярной к век
тору орбитальной скорости Земли, опыт повторялся в различное 
время суток. Впоследствии опыт производился многократно в раз
личное время года (за год вектор орбитальной скорости Земли 
поворачивается в пространстве на 360°) и неизменно давал отрица
тельные результаты. Обнаружить эфирный ветер не удавалось. 
Мировой эфир оставался неуловимым.

Было предпринято несколько попыток объяснить отрицательный 
результат опыта Майкельсона, не отказываясь от гипотезы о миро
вом эфире. Однако все эти попытки оказались несостоятельными. 
Исчерпывающее непротиворечивое объяснение всех опытных фак
тов, в том числе и результатов опыта Майкельсона, было дано Эйн
штейном в 1905 г . Эйнштейн пришел к выводу, что мирового эфира, 
т. е. особой среды, которая могла бы служить абсолютной системой 
отсчета, не существует. В соответствии с этим Эйнштейн распростра
нил механический принцип относительности на все без исключения 
физические явления. Далее Эйнштейн постулировал в соответствии
о опытными данными, что скорость света в вакуум е одинакова во

1) Мы воспользовались формулами у — х «  1—х/2 и 1/(1—х)^1-\-х , спра
ведливыми для малых х .
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всех имерциальных системах отсчета и не зависит от движения ис
точников и приемников света.

Принцип относительности и принцип постоянства скорости света 
образуют основу созданной Эйнштейном специальной теории отно
сительности (см. главу V III 1-го тома).

§ 151. Эффект Доплера

В акустике изменение частоты, обусловленное эффектом Допле
ра, определяется скоростями движения источника и приемника по 
отношению к среде, являющейся носителем звуковых волн (см. фор
мулу (103.2)). Д ля световых волн такж е существует эффект Доплера. 
Однако особой среды, которая служила бы носителем электромаг

нитных волн, не существует. По
этому доплеровское смещение час
тоты световых волн определяется 
только относительной скоростью 
источника и приемника.

Г к

к К*

<XA/VV\АЛ^ЛАЛЛУЧ/ч!
и

—> >*I *АГ vV V V VV V V VV V
’ Источник Приемник х  х '  Свяжем с источником света на

чало координат системы К , а с 
Рис- приемником — началЬ координат

системы К 1 (рис. 151.1). Оси х 
и х ’ направим, как обычно, вдоль вектора скорости v, с которой сис
тема К ’ (т. е. приемник) движется относительно системы К  (т. е. 
источника). Уравнение плоской световой волны, испускаемой источ
ником по направлению к приемнику, будет в системе К  иметь вид

Е (х, t) =  A cos — т ) " ^ а ] ‘ (151.1)

Здесь со — частота волны, фиксируемая в системе отсчета, связан
ной с источником, т. е. частота, с которой колеблется источник. 
Мы предполагаем, что световая волна распространяется в вакууме; 
поэтому фазовая скорость равна с.

Согласно принципу относительности законы природы имеют 
единаковый вид во всех инерциальных системах отсчета. Следо
вательно, в системе К ’ волна (151.1) описывается уравнением

£ '( * ' ,  Г ) =  Л 'cos [ « '  ( * ' — 4 )  +  ] »  <151-2)

где со' — частота, фиксируемая в системе отсчета К ',  т. е. частота, 
воспринимаемая приемником. Мы снабдили штрихами все величи
ны, кроме с, которая одинакова во всех системах отсчета.

Уравнение волны в системе К 1 можно получить из уравнения 
в системе К , перейдя от х  и t к х ' и /' с помощью преобразований 
Лоренца. Заменив в (151.1) х  и t согласно формулам (63.16)



Е  (.к п  =  А С05  /со Г Г р Р Ш --------* + £ Л  +  « Д
v \  L K l —  С 1 ^ 1 —  y a/ c \ ]  /

(роль и0 играет и). Последнее выражение легко привести к виду 

Е <*'. О  =  Л cos {ш (С  - 4 )  + « } .  (151.3)

Уравнение (151.3) описывает в системе К ' ту же волну, что и 
уравнение (151.2). Поэтому должно выполняться соотношение

,  1 — v / c  / ~  1 — V/Cо) = о )—= =  =  (о у  г -1—г .
|/ 1 —у2/са У 1+о/с

Изменим обозначения: частоту источника со обозначим через (о0> 
а частоту приемника <а' — через со. В результате формула примет 
вид ____—УШ- ( 1 5 | - 4 )

Перейдя от круговой частоты к обычной, получим

< 1 5 1 - 5 >

Фигурирующая в формулах (151.4) и (151.5) скорость v приемни
ка по отношению к источнику есть величина алгебраическая. При 
удалении приемника а> 0  и согласно (151.4) (о< иа; при приближе
нии приемника к источнику а < 0 , так что со>ю0.

В случае, если и<^с, формулу (151.4) можно приближенно запи
сать следующим образом:

I — (1/2) (у/с) ( .  1 о \ / , 1 v \

Отсюда, ограничившись членами порядка v!c, получим

CO =  G)0 ( l - f ) .  ( 1 5 1 . 6 )

[астоты: 

(151.7)
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1-го тома, получим

Из этой формулы можно найти относительное изменение частоты:
До> v
со с

(под Асо подразумевается а»—со0).
Можно показать, что, кроме рассмотренного нами п р о д о л ь 

н о г о  э ф ф е к т а ,  для световых волн существует такж е п о п е 
р е ч н ы й  э ф ф е к т  Д о п л е р а .  Он заключается в уменьше
нии воспринимаемой приемником частоты, наблюдающемся в том 
случае, когда вектор относительной скорости направлен перпенди-
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кулярно к прямой, проходящей через приемник и источник 1) 
(когда, например, источник движется по окружности, в центре 
которой помещается приемник). В этом случае частота со0 в системе 
источника связана с частотой со в системе приемника соотношением

со =  (o0y i - v ° / c ° * < o 0 ( l - ~ ) .  (151.8)

Относительное изменение частоты при поперечном эффекте 
Доплера

Д с о _  1 
со 2 с2

(151.9)

пропорционально квадрату отношения vie и, следовательно, зна
чительно меньше, чем при продольном эффекте, для которого отно
сительное изменение частоты пропорционально первой степени vie.

Существование поперечного эффекта Доплера было доказано 
экспериментально Айвсом в 1938 г. В опытах Айвса определялось 
изменение частоты излучения атомов водорода в каналовых лучах 
(см. последний абзац §8 5 ). Скорость атомов составляла примерно
2 - 10е м/с. Эти опыты представляют собой непосредственное экспе
риментальное подтверждение справедливости преобразований Ло
ренца.

В общем случае вектор относительной скорости можно разло
жить на две составляющие, одна из которых направлена вдоль луча, 
а другая — перпендикулярно к лучу. Первая составляющая обус
ловит продольный, вторая — поперечный эффект Доплера.

Продольный эффект Доплера используется для определения 
радиальной скорости звезд. Измерив относительное смещение линий 
в спектрах звезд, можно по формуле (151.4) определить v.

Тепловое движение молекул светящегося газа приводит вслед
ствие эффекта Доплера к уширению спектральных линий. Из-за 
хаотичности теплового движения все направления скоростей моле
кул  относительно спектрографа равновероятны. Поэтому в регист
рируемом прибором излучении присутствуют все частоты, заклю
ченные в интервале от со0 ( 1—vie) до со0(1 +  у/с), где со„— частота, 
излучаемая молекулами, v — скорость теплового движения (см. 
формулу (151.6)). Таким образом, регистрируемая ширина спек
тральной линии составит 2со0и/с. Величину

бсоа  =  2со0 ^  (151.10)

называют д о п л е р о в с к о й  ш и р и н о й  с п е к т р а л ь н о й  
л и н и и  (под v подразумевается наиболее вероятная скорость 
молекул). По величине доплеровского уширения спектральных 
линий можно судить о скорости теплового движения молекул, а 
следовательно, и о температуре светящегося газа .

1) Напомним, что для звуковы х волн поперечного эффекта Доплера не су 
щ ествует.



I. Единицы электрических и магнитных величин 
в СИ и в гауссовой системе

Электрическая постоянная

8о=  4 я  (2 ,997925)2• 10е Ф /м~ 4 л .9 - 1 0 ‘  Ф/М‘

М агнитная постоянная
jx0 =  4jt« 10—2 Гн/м,

Электродинамическая постоянная

с =  —FJL= - =  2 ,997925 .10a м / с«3 -1 0 а  м/с.
VеоЦо

Соотношения м еж ду единицами даны приближенно. Чтобы получить более 
точные значения, нужно в соотношениях, приведенных в последнем столбце, 
заменить 3 на 2,997925 и 9 на (2,997925)а.

ПРИЛОЖЕНИЯ

Единицы и их обозначения
Величины и им 

обозначения СИ Гауссова система
Соотношения между 

единицами

Сила F НЬЮТОН (Н) дина (дин) 1 Н =  10S дин

Работа А и 
энергия W

дж о ул ь  (Д ж ) эрг (эрг) 1 Д ж  =  10* эрг

Заряд q кулон (Кл) СГСЭ-ед. 1 Кл =
=  3.10* СГСЭ-ед.

Н апряженность элек
трического поля Е

вольт на метр 
(В/м)

СГСЭ-ед. 1 СГСЭ-ед. =  
= 3 -1 0 *  В/м

Потенциал (р, н ап ря
жение U и э .д .с , £

вольт (В) СГСЭ-ед. 1 СГСЭ-ед. =  300 В

Электрический ди- 
польный момент р

К л м СГСЭ-ед, 1 Кл*м =
=  3 1 0 И  СГСЭ-ед.

Поляризованность Р Кл/м» СГСЭ-ед. 1 Кл/м2 =
=  3.105 СГСЭ-ед.
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Продолжение

п р и л о ж е н и я

Единицы и их обозначения
Величина и их 

обозначения си Гауссова система
Соотношения между 

единицами

Диэлектрическая вос
приимчивость и

СИ-ед. СГСЭ-ед. 1 СГСЭ-ед. =  
=  4я СИ-ед.

Электрическое смеще
ние (электрическая 
индукция) D

кулон на квад 
ратный метр 

(Кл/м2)

СГСЭ-ед. 1 Кл/м2 =
= 4я- 3- 105СГСЭ-ед.

Поток электрического 
смещения (поток 
влектрической ин
дукции) Ф

кулон (Кл) СГСЭ-ед. 1 Кл =
= 4 я -3 1 0 вСГСЭ-ед.

Электрическая ем
кость С

фарад (Ф) сантиметр (см) 1 ф =  9 .1 0 «  см

Сила тока 1 ампер (А) СГСЭ-ед. 1 А =
=  3 1 0 »  СГСЭ-ед.

Плотность тока / ампер на кв. 
метр (А/м2)

СГСЭ-ед. 1 А/м2 =
=  3-105 СГСЭ-ед.

Электрическое сопро
тивление R

ом (Ом) СГСЭ-ед, 1 СГСЭ-ед. =  
=  9 -1 0 »  ом

Удельное сопротивле
ние р

ом-метр (Ом>м) СГСЭ-ед. 1 СГСЭ-ед. =  
=  9.10» Ом м

Удельная проводи
мость а

сименс на метр 
(См/м)

СГСЭ-ед. 1 См/м =
=  9-10» СГСЭ-ед.

Магнитная индук
ция В

тесла (Тл) гаусс  (Гс) 1 Т л =  104 Гс

Поток магнитной ин
дукции Ф и потоко- 
сцепление Y

вебер (Вб) максвелл (Мкс) 1 Вб =  108 Мкс

Магнитный момент р т ампер-квадрат- 
ный метр (А-м2)

СГСМ-ед, 1 А-м2 =
=  103 СГСМ-ед.

Намагниченность J ампер на метр 
(А/м)

СГСМ-ед. 1 СГСМ-ед. =  
=  103 А/м

Напряженность маг
нитного поля Н

ампер на метр 
(А/м)

ерстед (Э) 1 А/м =  4я-10 - 3 Э 
1 Э =  79,6 А/м

Магнитная восприим
чивость х

СИ-ед, СГСМ-ед. 1 СГСМ-ед. =  
=  4я СИ-ед.

Индуктивность L и 
взаимная индук
тивность L a

генри (Ги) сантиметр (см) 1 Гн =  10» см
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II. Основные формулы электромагнетизма 
в СИ и в гауссовой системе

Наимеиов&ние СИ Г ауссо ва  система

Закон Кулона

Н апряженность электри
ческого поля (опреде
ление)

Напряженность поля то
чечного заряда

Н апряженность поля 
м еж ду заряженными 
плоскостями и вблизи 
поверхности зар яж ен 
ного проводника

Потенциал (определение)

Потенциал поля точечно
го  зар яда

Работа сил поля над з а 
рядом

С вязь м еж ду Е и <р

С вязь м еж ду ф и Е

Ротор вектора Е для 
электростатического 
поля

Ц иркуляция вектора Е 
дл я  электростатиче
ского поля

Электрический момент 
диполя

Механический момент, 
действующий на ди
поль в электрическом 
поле

Энергия диполя в элек
трическом поле

Дипольный момент «у п 
ругой» молекулы

F = • <7i<7a

£ =

Е =

Ч> =

4 я е 0 /2

I Q
4 я е 0 e ra

а
е 0 8

1 Я
4ле0 гг

А-

« P i -

F =

E = i -
Ч

ы-
_ 4л о Е ---------

W .
<Р =  -

<р = ег

Е = — уф 
2

(VE] =  0

^>Е Л = 0

p = ql 

N = fp E ]

W =  — рЕ

р =  ре0Е р =  РЕ



482 ПРИЛОЖЕНИЯ

Продолжение

Наименование СИ Гауссова система

Поляризованность (опре У р
деление) Р =

д у

С вязь м еж ду Р и Е Р =  ке„Е Р =  хЕ

С вязь  м еж ду Р и объем Р' = — \Р
ной плотностью с в я 
занных зарядов

С вязь м еж ду Р и поверх сГ =-Рп
ностной плотностью
связанны х зарядов

Электрическое смещение D =  e „ E + P D =  E +  4nP
(электрическая индук
ция) (определение)

Дивергенция вектора D < О II ■о VD =  4лр

Теорема Гаусса для D j )  D dS = 2 ? £  D dS =  4n 2  Я

С вязь м еж ду диэлектри е =  1 - f  х е =  1 +  4ли
ческой проницаемо
стью е и диэлектриче
ской восприимчиво
стью к

С вязь м еж ду значениями кси 4 л к  р ̂
х  в СИ и в гауссовой
системе

С вязь м еж ду D и Е D =  880Е D =  eE

С вязь м еж ду D и Е в D =  е0Е D = Е
вакуум е

D поля точечного з а  £ )_  J __ Ч_ D — —ряда 4я  г 5* D~ r%
Емкость конденсатора q

(определение) С = и
Емкость плоского кон „  e0eS Г  8^денсатора C = - V ~4я<*
Энергия системы з а р я  m  i Ж Ч

дов U7 = — 2
Энергия заряж енного TV7 сся

конденсатора w =
= 2
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Продолжение

Н аим енование СИ Гауссова система

Плотность энергии эл ек 
трического поля

Сила тока (определение)

Плотность тока (опреде
ление)

Уравнение непрерывно
сти

Н апряжение (определе
ние)

Закон Ома

Закон Ома в дифферен
циальной форме

Закон Д ж о ул я  — Ленца

Закон Д ж о ул я  — Ленца 
в дифференциальной 
форме

Сила взаимодействия 
д вух  параллельных то
ков в вакуум е (в рас
чете на единицу длины)

Поле свободно движ ущ е
гося заряда

Закон Б ио— Савара

Сила Лоренца

Закон Ампера

Магнитный момент кон 
тура с током

ш =
е 0еЕа ю = е£з

8л

dl

1 =
d l

dS

' ~ w u

j - I e - oe

<2 =  $ R P dt

В =

dB

Но 2/±/,
4л Ь

Но q [vr]
4 я г а

Цо 1 [Л , г]
4 п

F =  9 E + 9 [ vB ]  

</F =  / [d l ,  B ]

Pm =  l S

В -

dB

1 2 JiU

1 gfvr]
с

1 /  [Л. г]
с

F =  9 E + - ^ - [ vB1

j f F = - i / [ < f l ,  В ]
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Продолжение

Накмеиопани? си Гауссова система

Механический момент, N = [pmB}
действующий на м аг
нитный момент в м аг
нитном поле

«М еханическая» энергия й -P m  8
магнитного момента в
магнитном полз

Д ивергенция вектора В VB =  0

Теорема Гаусса для В dS =  0

Н амагниченность (опре
деление) J  = /шШ *

д к

Н апряженность магнит Н =  — В — J H =  B — 4n J
ного поля (определе |*а
ние)

Снизь между J и Н J = xH

С вязь между Магниткой ц =  1 + 4 л х
проницаемостью |х и
магнитной восприим
чивостью х

Снизь между значениями Хеи = 4 п Хгс
% в СИ и в гауссэной
системе

Сиязь м еж ду В и Н в =  ццан В =  цН

С вязь между В и Н в В =  ц0Н В =  Н
вакуум е

Ротор вектора Н в сл у  [VH] =  i [ v h j  =  ^ - j
чае стационарного ■ с
поля

Ц иркуляция вектора Н ф  H d i = ' £ l t £  H d i = 4± V i
в случае стационар J  с  Z u
ного поля

Напряженность магнит Н =  — —ного поля прямого 4л b с  Ь
тока

Напряженность магнит
h = 4 d

„  1 2л/
ного поля в центре 2R ~~ с  R
кругового тока
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П родолжение

Наименование СИ Гауссова система

Н апряженность поля со
леноида

Поток магнитной и ндук
ции (определение)

Работа, соверш аемая над 
контуром с током при 
перемещении его в 
магнитном поле

Потокосцепление . или 
полный магнитный по
ток (определение)

Э .д .с . индукции

И ндуктивность (опреде
ление)

Индуктивность солено
ида

Э .д .с . самоиндукции 
(в отсутствие ферро
магнетиков)

Энергия магнитного по
ля тока

Плотность энергии м аг
нитного поля

Энергия связанны х кон
туров с током

Плотность тока смеще
ния

Уравнения М аксвелла в 
дифференциальной 
форме

Н —п1

м
S

А =  ] ДФ

¥  =

о &
® 1 dt

' - I
L =  ^ 0ц л2/5

jp  — _
Ldt

2

w -
2

IT =

jcM ^  D 

Г e: 1 dB= g f

v b  =  o

l v H ] = j + ^

VD =  p

H =  —  nI
С

В dS

A =  — l  ДФ
С

1

2 Ф

л -  1 dW® ‘ с dt

L=CT
L =  4nf in2tS

jP _____L i
® * c2 dt

1 LI207 — — —  
ca 2

Lltf2
w ~  8 я

^  ~~2c?

r 1 dB
[v E ] =  - - F a F  

vB  =  0 
r ■■ i 4 я  . . 1 dD
Iv Hl = — 1 + Т Ж

yD  =  4np
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Окончание

Наименование си Гауссова система

Уравнения М аксвелла в 
интегральной форме 4) E d l =  - f ^ d S

г  < Г
Ф  E d\=  — — Г
*  CsU t

(£ в  <fS=0 ф  В dS =  0иS «/
s

ф  Н dl =  Г j d S +  

f  i
<f  H dl =  ̂ ^ ] d S +

s
r  H J S *

s

$ D d S  =  Г р  dV <£D dS =  4jt C p dV
% J  s  v * Js  v

Скорость электромагнит
ных волн v = с

Ущх

Соотношение м еж ду ам 
плитудами векторов Е 
и Н в электромагнит
ной волне

EmV~^ =  HmVv^ Ет У 1 = Н т У р

Вектор Пойнтинга S=[EH]
s = ¥ ‘ e h «

Плотность импульса 
электромагнитного по
л я

K =  ^[EHI K “ K l E" l

III . Векторный потенциал

В § 49 мы отметили, что магнитную индукцию В можно представить в виде

В =  [ v  А ] , ( I I I .1)

гда А — некоторая функция, называемая в е к т о р н ы м  п о т е н ц и а л о м .  Та
кое представление возможно в связи  с тем, что дивергенция ротора всегда рав
на нулю. Поэтому условие v B  =  0 при таком представлении выполняется авто
матически.

Подобно скалярному потенциалу <р электрического поля векторный по
тенциал А определяется неоднозначно. Добавление к  А градиента произвольной 
фуцкции -ф не изменяет значения [ VА ], т . е. В . Действительно, заменим А че
рез A -h  V45* Согласно (11.38) ротор градиента любой функции равец нулю. По
этому

[V . (A+V1|>)] =  [ VA]  +  [V , V11>] =  IVA].
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Таким образом, функция

равно к ак  и А , будет векторным потенциалом данного магнитного поля.
В зяв дивергенцию от функции (III .2 ), получим

VA' =  V A +  V <V^) =  VA + Д-ф.

Подбором функции \|) можно придать VА' любое наперед заданное, в частности 
нулевое, значение. Таким образом, векторный потенциал всегда можно выбрать 
так , чтобы его дивергенция равнялась нулю:

VA =  0 , (III.3)

т . е. т ак , чтобы поле А не имело источников.
Заметим, что даж е  при выполнении условия (III .3) функция А остается не

однозначной. Д л я  того чтобы определение векторного потенциала было одноз
начным, надо задать граничные условия для А.

Уравнение Пуассона. В соответствии с (13.5) дл я  поля в вакуум е
_  1 VE =  — р.е0

Заменим в этом соотношении Е на — v<p:

v (v<p)=— —  p.ео
Л евая часть формулы представляет собой v 2ф =  Аф. где Д — оператор Лапласа. 
Таким образом, мы приходим к  уравнению

А Ф = — ; г Р ,  (И М )

которое называется у р а в н е н и е м  П у а с с о н а .  В развернутом виде это 
уравнение выглядит следующим образом:

а 2ф , д 3ц> , д 2<р _  I /тт1 Г1
дх« +  ду* +  дг* е„ р< (П1,5)

Потенциал поля, создаваемого системой зарядов, распределенных с плот
ностью р (г ) , можно получить с помощью принципа суперпозиции и выражения 
дл я  потенциала точечного заряда. Пометив штрихом переменные, по  которым 
производится интегрирование, получим

Ф ункция (III .6 ) представляет собой решение уравнения (III .4).
Подставим в формулу (49.9) вместо В ротор А:

[V* lv A ]]= | io ) .

Преобразовав левую  часть по формуле (11 .40), получим
V (V A )— ДА =  р,„].

Выбрав А т ак , чтобы выполнялось условие (III .3 ), придем к  уравнению

ДА =  - Ио1, (III .7)

которое сходно с (III.4) и представляет собой уравнение Пуассона дл я  вектор
ного потенциала.

А' =  А +  vtyi (III.2)
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Уравнение (III .7) эквивалентно трем скалярным уравнениям: 

\Ак = — ца/ft (* =  * , У, г). (III.8)

Решение этих уравнений можно получить, заменив в (III .6) функцию (1/б0)р (г ' )  
функцией [Ю Ш О (СР- уравнения (ГН.4) и (Ш .8 )). В результате получим

(III.9)

Три выражения (III .9) можно объединить в одно векторное:

(II I .10)

Отметим, что интегрирование в формулах (III .9) и (III. 10) распространяется на 
всю область, в которой текут  токи, создающие поле.

Ф ормула (ШЛО) позволяет по известному распределению токов в простран
стве вычислить векторный потенциал поля, создаваемого этими токами. Опреде

лив затем ротор векторного потенциала, найдем 
магнитную индукцию В поля.

Закон Био — Савара. Вычислим векторншг 
потенциал, создаваемый током /, текущим по 
тонкому проводу. Разобьем провод на элементы 
длины dl  и сопоставим каж дому элементу в е к 
тор d l, модуль которого равен dl ,  а направ
ление совпадает с направлением вектора плотно
сти тока j  в данном элементе провода (рис. III. 1). 
Положение элемента dl относительно начала ко
ординат О определяется радиусом-вектором г ' , 
а положение точки Я , в которой определяется 
векторный потенциал, — радиусом-вектором г. 

Согласно формуле (ШЛО) элемент тока dl  
вносит в векторный потенциал в точке с радиусом-вектором г вклад , равный

rfA(r)= | i !
’ 4л  г — г

(111. 11)

где S ' — площадь поперечного сечения провода в точке г', a S'd l  =  dV'— объем 
элемента dl. П оскольку векторы j (г ') и dl  имеют одинаковое направление, чис
литель формулы ( I I I . l l )  можно преобразовать следующим образом:

j (г ') S'd l  =  j  (г ') S'dl  =  Id\,

где /— сила тока, текущ его в проводе. Таким образом, формуле (II IЛ 1) можно 
придать вид

щ  /dl«*А(г) = 4 я  | г — г ' | '

Отметим, что dl =  rfr' есть приращение вектора г ' на отрезке dl.
Векторный потенциал в точке Р равен сумме выражений (III. 12)

щ/ Г* d l ( r ')

(111. 12)



П РИ Л О Ж Е Н И Я 489

Чтобы подчеркнуть, что положение отрезка dl относительно начала координат О 
определяется радиусом-вектором г ',  мы записали его в виде dl  ( г ') . Интегриро
вание производится по всей длине провода.

Магнитная индукция в точке Р  определяется ротором функции (III. 13)

(постоянные скалярные величины мы вынесли за  знак ротора).
Интегрирование в формуле (III . 14) осущ ествляется по штрихованным коор

динатам (по координатам точки, в которой находится элемент d\), а дифферен
цирование при вычислении ротора— по нештрихованным координатам (по коор
динатам точки Р;  чтобы подчеркнуть это мы снабдили оператор V индексом г). 
Поэтому операции интегрирования и вычисления ротора можно поменять места
ми. В результате формула (III. 14) примет вид

Ротор в выражении (III. 15) берется от произведения вектора dl  (г ')  на с к а 
ляр  1/(| г — г'| ). Согласно правилам дифференцирования ротор в этом случае 
состоит из д вух  слагаемы х, в одном из которых оператор V r действует на 
векторный сомножитель, а во втором — на скалярный сомножитель. Векторный 
сомножитель dl (г ')  не содержит нештрихованных координат. Поэтому первое 
слагаемое равно пулю. Следовательно, подынтегральная функция в (III. 15) мо
жет быть представлена в виде

Несложные вычисления дают для градиента функции 1/(|г— г'|) =  
=  l f y r {x— x')i J r ( y  — у 'у- -\- ( г—г ' ) г (при нахождении градиента дифференциро
вание осущ ествляется по координатам х, у ,  г)  значение— ( г — г')/(( г — г ' |3). С 
учетом этого формула (111.15) принимает вид

Мы пришли к  закону Био— Савара (см. формулу (42.3), в которой г  соответст
вует г —г' в  формуле ( I I I .16)).

Поле на больших расстояниях от контура с током. Найдем с помощью 
векторного потенциала магнитную индукцию В поля, создаваемого плоским кон
туром с током на расстояниях, значительно больших линейных размеров 
контура.

Выберем оси х и у  в плоскости контура, причем так , чтобы направление 
тока образовывало с осью г  правовинтовую систему (рис. I II .2 ; обозначения на 
этом рисунке те ж е , что и на рис. III. 1). Согласно формуле (111,13)

(111.14)

(I I I .15)

(III.IG)

(111.17)

Интеграл теперь берется по зам кнутом у контуру.
Воспользовавшись тем, что по условию г '  г ,  сохраним в подынтеграль

ном выражении только члены порядка г ' ( г ,  отбросив члены более высоких по
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рядков малости. С учетом этого функцию 1/(|г— г ' |) можно представить в виде 

1 1 1  1
i Г —  г ' J / ( г - г ' ) 3 У  г2— 2гг' +  г '2 г / 1 —  2гг'/г*

(111.18)

(мы отбросили под корнем слагаемое ( r '/г)2). Поскольку 2гт'/г2 1, цепочку 
преобразований (111.18) можно продолжить следующим образом:

1 1
г—г г (1 —  гг '//-2)

(111.19)

Заменив подынтегральную функцию в (II 1.17) ее приближенным выражением
(111.19), получим

(111.20)

(мы воспользовались тем , что г  не зависит от штрихованных координат). Пер
вое слагаемое равно нулю, поскольку £ d l = 0 .  Преобразуем второе слагаемое,

l j 'dxr<Q̂
а ‘' дг'dy'>Q

Рис. I1I.3 .

выразив скалярное произведение через компоненты перемножаемых векторов и 
представив dl в виде t xdx' -\-ty dy'  (напомним, что х'  и у ' — координаты точки, 
в которой находится d l; г' этой точки равно нулю). В результате выражение
(III .20) примет вид

А  (0 =  (f  (хх' +  У У') (e*djc' +  еуйУ') =

*= 4^  { ех ( x j> x'dx' +  y j )  y ' d x -J- t y  ( x ^ x ' d y '  +  у  (f) y ’d y j .  ( I I I .21)

Нештрихованные координаты мы вынесли еа знак интегралов, поскольку интег
рирование производится по штрихованным координатам.

Под знаком интеграла ф  x'dx' стоит дифференциал функции х'2/2. Ин
теграл от полного дифференциала, взятый по замкнутому пути, равен нулю.
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Аналогично равен нулю ( j i y ' d y ' .  Поэтому выражение (II I .21) упрощается сле
дующим образом:

А (г)= ?щЗ {*хУ§  y'dx'-\-tux ^  x 'dy'Y ( I I I .22)

Из рис, I I I .3 видно, что первый интеграл в ( I I I .22) равен площади контура S,  
взятой со знаком минус, а второй интеграл— площади S ,  взятой  со знаком 
плюс. Таким образом,

A (r) = ̂ | ( - e^ + V ) - (II I .23)

Введем положительную нормаль п к  плоскости контура, т . е . вектор о ком
понентами (0, 0 , 1) и вычислим векторное произведение

[«■] = О 0 1 
х у  г

=  —е ху  +  е их.

Сравнение с (II I .23) показывает, что выражение дл я  векторного потенциала 
можно представить в виде

[W S  Ги<11 _  ^  [(/ S n ).r l 
'  4л  /■*А (г)= -Е £ [п г] =  Е '4пгл

Множитель ISn  представляет собой магнитный момент контура р т (см. форму
л у  (46.5)). Следовательно!

(III24)
Из полученного выражения вы текает, что вектор А в каждой точке Р  перпен
дикулярен к  плоскости, проходящей через направление вектора ря  и точку Р 
(см. рис. I I I .2).

Заменив JS  на р т, представим выражение (II 1.23) в вида

М г> =  § £ = < - » е * + я , ) .  ( I I I .25)

Вычислив ротор функции (I I I .25), найдем магнитную индукцию поля!

В =  [ уА1 = [ЧРт
4и

е* е и е2
д д_ д_
дх д у д г
У X

~~ ̂ г* 0

_NPm {Здггед;+ 3yzty  +  (Зг2— г 2) е2}. (Ш .26 )

С помощью формулы (111.26) можно вычислить В в любой точке, расстояние г 
которой от контура много больше линейных размеров контура. По этой фор
муле для точек (0, 0 , г ) ,  лежащ их на оси г ,  получается значение

в (°. О, ,) = M - { 2a*eJ} = g ?^ (I I I .27)

(Pm*z =  Pm'i г 2 —г2).  Ф ормула (111,27) совпадает с формулой (47 .2 )  ̂ полученной
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д л я  кругового контура. Д л я  точек (х, у , 0 ), лежащ их в  плоскости контура*

* ,0 > = S
(ср. о формулами (9.9) и (9.10)).

Найдем модуль вектора В в точке с координатами х, у ,  г .  Согласно фор
муле (111.26)

д а  =  ^ j  2 {9хгг 2+9//2г 2+  (3za— г 2)2} =

-  (  1*0 V ( 9 ( х 2 +  у 2) г 2+ ( З г 2- х 2- у 2- г У 1 
\4nrz)  \ г* j '

Путем несложных вы кладок можно убедиться в том, что выражение в фигур
ных скобках можно представить в виде

1 +  3 p f  =  1 +  3 cos2d .

где f t— угол м еж ду вектором рт и направлением на точку Я (см. рис. 111.2). 
Таким образом, мы приходим к  выражению

Я= У^ + Зсов2̂
4п r l

(см. формулу (47.6)).
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