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So‘z boshi

So‘nggi yillarda mamlakatimizda oliy ta’lim sifatini oshirishga qaratilgan
bir gancha chora-tadbirlar amalga oshirilmogda. Chunki, jahon talablari
darajasidagi ragobatbardosh kadrlar tayyorlash magsadida talabalarga dunyo
standartlariga javob beradigan bilim va ko‘nikmalar berish bugungi kunning eng
dolzarb masalalaridan biri bo‘lib golmoqda.

Mazkur o‘quv-uslubiy majmua ‘“Matematik analiz” fani bo‘yicha
tayyorlangan bo‘lib, u “5130200-amaliy matematika va informatika” yo‘nalishi
talabalari uchun mo‘ljallangan va O‘zbekiston Milliy universiteti “Matematik
analiz” kafedrasi o‘qituvchilari tomonidan tayyorlangan. Ushbu majmua
mamlakatimizda “Matematik analiz” fanini o‘qitish bo‘yicha uzoq yillardan beri
to‘plangan boy tajriba hamda rivojlangan horijiy davlatlarning yetakchi Oliy
ta’lim muassasalarining tajribalaridan foydalangan holda, shuningdek, ularning
o‘quv dasturlaridagi asosiy adabiyotlardan foydalangan holda yaratildi.

Matematik analiz fani oliy matematikaning fundamentak bo‘limlaridan
biri bo‘lib, u matematikaning poydevori hisoblanadi. Matematik analiz kursi
davomida ko‘pgina tushuncha va tasdiqlar, shuningdek, ularning tatbiqlari
keltiriladi.

Matematik analiz fanining asosiy vazifasi shu fanning tushuncha,
tasdiglar va boshga matematik ma’lumotlar majmuasi bilan tanishtirishgina
bo‘lmasdan, balki talabalarda mantiqiy fikrlash, matematik usullarni amaliy
masalalarni yechishga qo‘llash ko‘nikmalarini shakllantirishdan iborat.

Ushbu o‘quv-uslubily majmuada dastlab sillabus hamda o‘qitishda
foydalaniladigan interfaol ta’lim metodlari berilgan bo‘lib, so‘ngra har bir
mavzu bo‘yicha materiallar batartib berilgan. Bunda har bir mavzu bo‘yicha
ma’ruza matnlari, nazorat savollari, mashqlar, glossariy, amaliy mashg‘ulot

materiallari, test savollari va keyslar banki keltirilgan.
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“"Matematik analiz” fanining
sillabusi

(2016/2017 o‘quv yili)

Kafedra nomi Matematik analiz

O‘qituvchi haqida

ma’lumot

Semestr va o‘quv

kursining 1,2-semestr va jami soat

davomiyligi
jami: 372
shuningdek

O‘quyv soatlari hajmi | ma’ruza 108
amaliy mashg‘ulot 108
mustaqil ta’lim 156

Yq n_ahsh nomi va 5130200 Amally r_natematlka va

shifri informatika

Fanni o‘qitishning maqsadi va vazifalari. Matematik analiz fanining o‘qitilishidan maqgsad
— talabalarni matematikaning zaruriy ma’lumotlari majmuasi (tushunchalar, tasdiglar va
ularning isboti, amaliy masalalarni yechish usullari va boshqalar) bilan tanishtirishdan
iboratdir. Ayni paytda, u talabalarni mantiqiy fikrlashga, to‘g‘ri xulosa chiqarishga, ularning
matematik madaniyatini oshirishga xizmat giladi.
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Kursning tarkibi va mazmuni
Ne Mavzu Jami | Ma’ruza ATELL
mashg‘ulot
1-semestr
1. | To‘plamlar. To‘plamlar ustida amallar 4 2 2
2. | Akslantirishlar va ularning turlari 4 2 2
3. | Haqiqgiy sonlar 4 2 2
4. | Haqiqiy sonlar to‘plamining chegaralari 4 2 2
5. | Haqiqiy sonlar ustida amallar 4 2 2
6. | Sonlar ketma-ketligi va uning limiti 4 2 2
7. | Yaqginlashuvchi ketma-ketliklarning xossalari 4 2 2
8. | Monoton ketma-ketliklar va ularning limiti 4 2 2
9. | Qismiy va fundamental ketma-ketliklar. Ketma- 4 5 5
ketliklarning quyi hamda yuqori limitlari.
10. | Funksiya tushunchasi 4 2 2
11. | Funksiya limiti 4 2 2
12. | Limitga ega bo‘lgan funksiyalarning xossalari. 4 2 2
13. | Funksiyalarni tagqoslash. 4 2 2
14. | Funksiyaning uzluksizligi 4 2 2
15. | Uzluksiz funksiyalarning lokal xossalari 4 2 2
16. | Uzluksiz funksiyalarning global xossalari 4 2 2
17. | Tekis uzluksizlik 4 2 2
18. | Funksiyaning hosilasi 4 2 2
19. | Hosila hisoblash goidalari 4 2 2
20. | Funksiyaning differensiali 4 2 2
21. | Funksiyaning yuqori tartibli hosila va
. . ; 4 2 2
differensiallari
22. | Asosiy teoremalar 4 2 2
23. | Asosiy teoremalar natijalari. Koshi teoremasi 4 2 2
24. | Teylor formulasi 4 2 2
25. | Funksiyaning monotonligi. Funksiyaning
: 4 2 2
ekstremumlari
26. | Funksiyaning gavarigligi, egilish nugtalari va 4 5
asimptotalari
27. | Lopital goidalari 4 2
2-semestr
28. | Boshlang’ich funksiya va anigmas integral 4 2 2
tushunchalari
29. | Integrallash usullari. Sodda kasrlarni integrallash 4 2 2
30. | Ratsional funksiyalarni integrallash 4 2 2
31. | Ba’zi irratsional funksiyalarni integrallash. 4 2 5
Trigonometrik funksiyalarni integrallash
32. | Aniq integral tushunchasi 4 2 2
33. | Funksiyaning integrallanuvchanlik mezoni
Lo 4 2 2
(kriteriysi)
34. | Integrallanuvchi funksiyalar sinfi 4 2 2
0 zMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI 11
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35. | Aniq integrallarning xossalari 4 2 2
36. | Chegaralari o’zgaruvchi bo’lgan aniq integrallar 4 2 2
37. | Aniq integrallarni hisoblash 4 2 2
38. | Tekis shaklning yuzi va uni hisoblash 4 2 2
39. | Yoy uzunligi va uni hisoblash 4 2 2
40. | Aniq integralning tadbiqlari 4 2 2
41. | Chegaralari cheksiz xosmas integrallar 4 2 2
42. | Manfiy bo‘lmagan funksiyaning xosmas
integrallari. Integralning absolyut 4 2 2
yaginlashuvchililigi
43. | Chegaralanmagan funksiyaning xosmas 4 5 5
integrallari
44, | Xosmas integralining bosh giymati 4 2 2
45. | Rm fazo. Rm fazoda ochiq va yopiq to‘plamlar 4 2 2
46. | Rm Fazoda ketma-ketlik va uning limiti 4 2 2
47. | Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya va uning limiti 4 2 2
48. | Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning uzluksizligi.
. - 4 2 2
Tekis uzluksizlik
49. | Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning xususiy 4 9 9
hosilalari. Funksiyaning differensiallanuvchiligi
50. | Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning differensiali 4 2 2
51. | Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning yuqori tartibli 4 9 2
hosila va differensiallari. Teylor formulasi
52. | Teylor formulasi 4 2 2
53. | Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning ekstremumlari 4 2 2
54. | Oshkormas funksiyalar 4 2 2
Jami 216 108 108

1-ma’ruza. To‘plamlar. To‘plamlar ustida amallar. To‘plam tushunchasi. To‘plamlar
ustida amallar. Matematik belgilar.

2-ma’ruza. Akslantirishlar va ularning turlari. Akslantirish tushunchasi. Akslantirishning
turlari. Ekvivalent to‘plamlar. Sanoqli to‘plamlar.

3-ma’ruza. Haqiqiy sonlar. Ratsional sonlar va cheksiz davriy o‘nli kasrlar. Haqiqiy son
tushunchasi.

4-ma’ruza. Haqiqiy sonlar to‘plamining chegaralari. Sonlar to‘plamining aniq chegaralari.
Aniq chegaraning mavjudligi.

5-ma’ruza. Haqiqiy sonlar ustida amallar. Haqiqiy sonlar yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi
va nisbati. Haqiqiy sonning darajasi. Haqiqiy sonning absolyut giymati. Bernulli tengsizligi.
Nyuton binomi formulasi. Ichma-ich joylashgan segmentlar prinsipi.

6-ma’ruza. Sonlar ketma-ketligi va uning limiti. Sonlar ketma-ketligi tushunchasi. Sonlar
ketma-ketligining limiti.

7-ma’ruza. Yagqinlashuvchi ketma-ketliklarning xossalari. Yaginlashuvchi ketma-
ketlikning chegaralanganligi. Tengsizliklarda limitga o‘tish. Yagqinlashuvchi ketma-ketliklar
ustida amallar. Cheksiz kichik hamda cheksiz katta miqdorlar.

8-ma’ruza. Monoton ketma-ketliklar va ularning limiti. Monoton ketma-ketlik
tushunchasi. Monoton ketma-ketlikning limiti. e soni

9-ma’ruza. Qismiy va fundamental ketma-ketliklar. Ketma-ketliklarning quyi hamda
yugori limitlari. Qismiy ketma-ketliklar. Boltsano—Veyershtrass teoremasi. Fundamental
ketma-ketliklar. Koshi teoremasi. Ketma-ketlikning quyi hamda yugori limitlari.

10-ma’ruza. Funksiya tushunchasi. Funksiya ta’rifi, berilish usullari. Funksiyaning

0“zMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI 12
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chegaralanganligi. Davriy funksiyalar. Juft va toq funksiyalar. Monton funksiyalar. Teskari
funksiya. Murakkab funksiyalar.

11-ma’ruza. Funksiya limiti. To‘plamning limit nuqtasi. Funksiya limiti ta’riflari va
ekvivalentligi. Funksiyaning o‘ng va chap limitlari.

12-ma’ruza. Limitga ega bo‘lgan funksiyalarning xossalari. Limitga ega bo‘lgan
funksiyalarning xossalari. Monoton funksiya limiti. Koshi kriteriysi.

13-ma’ruza. Funksiyalarni taqqoslash. Cheksiz Kkatta va cheksiz kichik funksiyalar.2. “O”
va “0” belgilar, ularning xossalari. Funksiyalarning ekvivalentligi.

14-mavzu. Funksiyaning uzluksizligi. Funksiyaning uzluksizligi ta’riflari. Funksiyaning
uzilishi va uzilish turlari. Monoton funksiyaning uzilish nugtasi.

15-mavzu. Uzluksiz funksiyalarning lokal xossalari. Uzluksiz  funksiyalarning
chegaralanganligi. Ishorani saglash xossasi. Murakkab funksiya uzluksizligi. Uzluksiz
funksiyalar ustida amallar.

16-ma’ruza. Uzluksiz funksiyalarning global xessalari. Veyershtrassning birinchi va
ikkinchi teoremalari. Bolsano—Koshining birinchi va ikkinchi teoremalari.

17-ma’ruza. Tekis uzluksizlik. Funksiyaning tekis uzluksizligi tushunchasi. Kantor
teoremasi.

18-ma’ruza. Funksiyaning hosilasi. Funksiya hosilasining ta’rifi. Funksiyaning o‘ng va
chap hosilalari. Hosilaning geometrik va mexanik ma’nolari.

19-mavzu. Hosila hisoblash qoidalari. Ikki funksiya yihindisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va
nisbatining hosilasi. Murakkab funksiyaning hosilasi. Teskari funksiyaning hosilasi. Hosilalar
jadvali.

20-mavzu. Funksiyaning differensiali. Funksiya differensiali tushunchasi.  Funksiya
differensialining sodda qoidalari. Funksiya differensiali va tagribiy formulalar.

21-ma’ruza. Funksiyaning yuqori tartibli hosila va differensiallari. Funksiyaning yuqori
tartibli hosilalari. Funksiyaning yuqori tartibli differensiallari. Differensial shaklining
invariantligi.

22-ma’ruza. Asosiy teoremalar. Hosilaga ega bo‘lgan funksiyalar haqidagi teoremalar.
Funksiya hosilasinig uzilishi hagida.

23-ma’ruza. Asosiy teoremalar natijalari. Koshi teoremasi. Lagranj teoremasi natijalari.
Koshi teoremasi.

24-ma’ruza. Teylor formulasi. Ko‘phad uchun Teylor formulasi. Ixtiyoriy funksiyaning
Teylor formulasi va uning qoldiq hadlari. Ba’zi funksiyalarning Teylor formulalari.
25-ma’ruza. Funksiyaning monotonligi. Funksiyaning ekstremumlari. Funksiyaning
monotonligi. Funksiyaning ekstremumlari.

26-ma’ruza. Funksiyaning qavariqligi, egilish nuqtalari va asimptotalari. Funksiyaning
gavarigligi va botigligi. Funksiyaning egilish nugtalari. Funksiya grafigining asimptotalari.

27-ma’ruza. Lopital qoidalari. 6 Ba i ko‘rinishidagi hollar. 0-00, co —o0, 17, 0°
o0
ko‘rinishidagi hollar.

28-ma’ruza. Boshlang’ich funksiya va aniqmas integral tushunchalari. Boshlang’ich
funksiya tushunchasi. Funksiyaning anigmas integrali. Integralning xossalari. Asosiy anigmas
integrallar jadvali.

29-ma’ruza. Integrallash wusullari. Sodda kasrlarni integrallash. O’zgaruvchini
almashtirib integrallash usuli. Bo’laklab integrallash usuli. Sodda kasrlarni integrallash.
30-ma’ruza. Ratsional funksiyalarni integrallash. Algebraning ba’zi ma’lumotlari va
tasdiglari. Ratsional funksiyalarni integrallash.

31-ma’ruza. Ba’zi irratsional funksiyalarni integrallash. Trigonometrik funksiyalarni

integrallash. R(X, Y(X)) ko’rinishidagi funksiyalarni integralash. Binominal differensialni
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integrallash. Trigonometrik funksiyalarni integrallash.

32-ma’ruza. Aniq integral tushunchasi. Aniq integral ta’rifi. Darbu yig’indilari.
33-ma’ruza. Funksiyaning integrallanuvchanlik mezoni (kriteriysi). Darbu yig’indilarini
xossalari. Aniq integralning mavjudligi.

34-ma’ruza.  Integrallanuvchi  funksiyalar  sinfi.  Uzluksiz ~ funksiyalarning
integrallanuvchanligi. Monoton funksiyalarning integrallanuvchanligi. Uziladigan
funksiyalarning integrallanuvchanligi

35-ma’ruza. Aniq integrallarning xossalari. Integralning chiziglilik hamda additivlik
xossalari. Integral tengsizliklar. O’rta qiymat haqidagi teoremalar.

36-ma’ruza. Chegaralari o’zgaruvchi bo’lgan aniq integrallar. Uzluksizligi.
Differensiallanuvchanligi.

37-ma’ruza. Aniq integrallarni hisoblash. Nyuton-Leybnits formulasi. O°zgaruvchilarni
almashtirish formulasi. Bo‘laklab integrallash formulasi.

38-ma’ruza. Tekis shaklning yuzi va uni hisoblash. Tekis shakIning yuzi tushunchasi. Egri
chizikli trapetsiyaning yuzini hisoblash. Egri chizigli sektorning yuzini hisoblash.

39-ma’ruza. Yoy uzunligi va uni hisoblash. Yoy uzunligi tushunchasi. Y= f(X)

tenglama bilan berilgan egri chiziq uzunligini hisoblash. Parametrik ko‘rinishda berilgan egri
chizig uzunligini hisoblash.

40-ma’ruza. Aniq integralning tadbiqlari. Aylanma jism yuzi. Inersiya momenti.
O‘zgaruvchi kuchning bajargan ishi.

41-ma’ruza. Chegaralari cheksiz xosmas integrallar. Chegaralari cheksiz xosmas integral
tushunchasi. Yaginlashuvchi xosmas integralning sodda xossalari. Xosmas integralning
yaginlashuvchiligi.

42-ma’ruza. Manfiy bo‘lmagan funksiyaning xosmas integrallari. Integralning absolyut
yaginlashuvchililigi. Manfiy bo‘lmagan funksiya xosmas integralining yaqinlashuvchiligi.
Taqgqoslash teoremalari. Xosmas integralning absolyut yaginlashuvchiligi.

43-ma’ruza. Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrallari. Chegaralanmagan
funksiyaning xosmas integrali tushunchasi. Xosmas integrallarni hisoblash.

44-ma’ruza. Xosmas integralining bosh qiymati. Dirixle alomati. Abel alomati. Xosmas
integralning bosh giymati.

45-ma’ruza. R™ fazo. R™ fazoda ochiq va yopiq to‘plamlar. R™ fazo tushunchasi. R™
fazoda nuqgtaning atrofi. R™ fazoda ochiq va yopiq to‘plamlar.

46-ma’ruza. R" Fazoda ketma-ketlik va uning limiti. R™ fazoda ketma-ketlik va uning
limiti tushunchalari. Ketma-ketlik limitining mavjudligi. Ichma-ich joylashgan yopiqg sharlar
prinsipi. Qismiy ketma-ketliklar. Bolsano-Veyershtrass teoremasi.

47-ma’ruza. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya va uning limiti. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya
tushunchasi. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya limiti (karrali limiti) ta’riflari. Funksiya limitining
mavjudligi. Takroriy limitlar.

48-ma’ruza. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning uzluksizligi. Tekis uzluksizlik. kantor
teoremasi. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya uzluksizligi tushunchasi. Uzluksiz funksiyalarning
sodda xossalari. To‘plamda uzluksiz bo‘lgan funksiyalarning xossalari. Funksiyaning tekis
uzluksizligi. Kantor teoremasi.

49-ma’ruza. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning xususiy hosilalari. Funksiyaning
differensiallanuvchiligi. Funksiyaning xususiy hosilalari tushunchasi. Ko‘p o‘zgaruvchili
funksiyaning differensiallanuvchiligi. Zaruriy shart. Funksiya differensiallanuvchiligining
yetarli sharti. Murakkab funksiyaning differensiallanuvchiligi. Murakkab funksiyaning
hosilasi.

50-ma’ruza. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning differensiali. Funksiya differensiali
tushunchasi. Murakkab funksiyaning differensiali. Differensial shaklning invariantligi. Sodda
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goidalar. Xususiy hollar. Funksiya differensialining geometrik ma’nosi.

51-ma’ruza. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning yuqori tartibli hosila va differensiallari.
Teylor formulasi. Yugori tartibli xususiy hosilalar. Yuqori tartibli differensialar. Murakkab
funksiyaning yuqori tartibli differensiallari.

52-ma’ruza. Teylor formulasi. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning Teylor formulasi. Xususiy
hollar. Aralash hosilaning tengligi hagida teorema.

53-ma’ruza. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning ekstremumlari. Funksiya ekstremumi
tushunchasi. Zaruriy shart. Funksiya ekstremumga erishishining yetarli sharti.

54-ma’ruza. Oshkormas funksiyalar. Oshkormas funksiya tushunchasi. Oshkormas
funksiyaning mavjudligi. Oshkormas funksiyaning hosilalari.

Talaba mustaqil ta’limning asosiy maqgsadi — o‘qituvchining
rahbarligi va nazoratida muayyan o‘quv ishlarini mustaqil ravishda
bajarish uchun bilim va ko‘nikmalarini shakllantirish va
rivojlantirish.
Matematik analiz fanini o‘rganuvchi talabalar auditoriyada olgan
nazariy bilimlarini mustahkamlash va amaliy masalalarni echishda
ko‘nikma hosil qilish uchun mustaqil ta’lim tizimiga asoslanib,
kafedra o‘qituvchilari rahbarligida, mustaqil ish bajaradilar. Bunda
ular qo‘shimcha adabiyotlarni o‘rganib hamda internet saytlaridan
foydalanib referatlar va ilmiy dokladlar tayyorlaydilar, amaliy
mashg‘ulot mavzusiga doir uy vazifalarini bajaradilar, ko‘rgazmali
qurollar va slaydlar tayyorlaydilar.
Talaba mustaqgil ishini tashkil etishda quyidagi shakllardan
Mustaqil ta’lim: foydalanadi:
e ayrim nazariy mavzularni o‘quv adabiyotlari yordamida
mustaqil o‘zlashtirish;
berilgan mavzular bo‘yicha axborot (referat) tayyorlash;
nazariy bilimlarni amaliyotda qo‘llash;
maket, model va namunalar yaratish;

¢ ilmiy maqola, anjumanga ma’ruza tayyorlash va h.k.
Bunda talabalar ma’ruzalarda  olgan  bilimlarini  amaliy
mashg‘ulotlarni bajarishlari bilan mustahkamlashi hamda matematik
analizdagi ba’zi mavzularini tushunishi hamda ularga oid masalalarni
echishlari kerak.
Mustaqil ish mavzularini o‘zlashtirish ta’lim jarayonida uzluksiz
nazorat gilib boriladi.

Maslahatlar va
topshiriglarni
topshirish vaqgti

Bilimlarni baholash usullari, mezonlari va tartibi:
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Baholash usullari

O‘zlashtirish nazorati (1- va 2-semestrlar)

Reyting
nazorat / Ballar
- 3-JN | 1- 2- .
Ne Shak!l, 1-JN | 2-JN (MI) | ON | ON YN yig 1.nd
maksim isi

al ballari

1 | Maksim

10 10 20 15 15 30
al ball

Shakili:
2 (test, yoz | yoz | yoz | yoz | yoz | yoz
yozma, ma | ma | ma | ma | ma | ma 100

og‘zaki)

Muddati
3 (haftalar | 8 15 | 18 9 16 | X
20

da)

Baholash mezonlari

1) Har bir semestrda 3 ta joriy nazorat o‘tkaziladi. Barcha joriy
nazoratlar yozma ravishda topshiriladi. 1- va 2-joriy nazoratlarda 5
tadan masala bo‘lib, har bir masalaga maksimal 2 ball qo‘yiladi. 3-
joriy nazorat (mustagil ish) ikki gisimga ajratib baholanadi:

a) talaba berelgan individual topshiriglarni bajari-shiga qarab
maksimal 10 balldan baho qo‘yiladi;

b) berilgan individual topshirigdan ikkita ixtiyoriy masala yozma
ravishda topshiriladi, har bir masala maksimal 5 balldan baholanadi.

2) Har semestrda 2 ta oraliq nazoratlar yozma ravishda
o‘tkaziladi. Har bir oraliq nazoratda Stadan savol bo‘lib, har bir
savol maksimal 3 balldan baholanadi.

3) Yakuniy nazorat yozma topshiriladi. Yakuniy nazoratda 5 ta
savol bo‘ladi va har biri maksimal 6 balldan baholanadi.

resurs markazi

Axborot resurs baza: O‘zMU axborot-resurs markazi, Matematika fakulteti axborot-

Asosoiy adabiyotlar

1. Tao T. Analysis 1, 2. Hindustan Book Agency, India,
2014.

2. Aksoy A. G., Khamsi M. A. A problem book in real
analysis. Springer, 2010.

3. Xudayberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T.,
Shoimqulov B. A. Matematik analizdan ma rizalar, I, 1l q. T.
“Voris-nashriyot”, 2010.

4. Shoimqulov B. A., Tuychiyev T. T., Djumaboyev D. X.
Matematik analizdan mustaqil ishlar. T. “O’zbekiston faylasuflari
milliy jamiyati”, 2008.

5. ®uxrtenroiasn I'. M.  Kypc  ougppepenyuanvnoco u
unmezpanvrozo ucuucienus, 1, 2, 3 m. M. «OU3MATIIUTy, 2001.
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Qo‘shimcha
adabiyotlar

6. CanyanaeB A., MancypoB X. T., Xynoiioeprauosn I'.,
Bopucos A. K., TI'yaomoB P. Mamemamux ananuz kypcuoan
mucon ea macanarap myniamu, 1, 2, 3 k. T. “S"KI/ITquI/I”, 1995,
1995, 2000.

7. Moxuposa X. P. Kappanu ea sepu uuzuxiu unmeepaniap.
T. “V36ekucron”, 1990.

8. HemmaoBuu b. I1. Cooprux 3a0au no mamemamuuecxomy
ananuzy. M. «Haykay», 1997.

9. Canuto C., Tabacco A. Mathematical Analysis 1, 1I.
Springer-Verlag, Italia, Milan, 2008.

10. Unbun B. A., CanoBununmii B. A., Cengnos b. X.
Mamemamuueckuu ananusz, 1, 2 m. M. «IIpocnexty, 2007.

11. 3opuu B.A. Mamemamuueckuu anaruz, 1, 2 m. M.
«Hayxka», 1981.

12. Aznapos T. A., MancypoB X. T. Mamemamux aunanus, 1,
2 x. T. “Viurysun”, 1994, 1995.

13. Kyapsues JI. /. i | ap. CoopHux 3a0ay no
mamemamuyeckomy ananusy, 1, 2, 3 m. M. «Hayxkay, 2003.

Normativ-huquqiy
hujjatlar

IImiy jurnallar

Davriy nashrlar

Statistik nashrlar

Internet saytlari

http://www.ziyonet.uz/
http://www.allmath.ru/
http://www.mcce.ru/
http://lib.mexmat.ru/
http://www.webmath.ru/
http://www.exponenta.ru/
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1-mavzu. To'plamlar. To'plamlar
ustida amallar

1-ma’ruza

Reja
1°. To*plam tushunchasi.
2°. To*plamlar ustida amallar.

3°. Matematik belgilar.

1°. To‘plam tushunchasi.
To‘plam  matematikaning  boshlang‘ich, ayni paytda muhim
tushunchalaridan biri. Uni ixtiyoriy tabiatli narsalarning (predmetlarning)
ma’lum belgilar bo‘yicha birlashmasi (majmuasi) sifatida tushuniladi. Masalan,

javondagi kitoblar to‘plami, bir nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziglar to‘plami,
x? —5x+6=0 tenglamaning ildizlari to‘plami deyilishi mumkin.

To‘plamni tashkil etgan narsalar uning elementlari deyiladi.

Matematikada to‘plamlar bosh harflar bilan, ularning elementlari esa
kichik xarflar bilan belgilanadi. Masalan, “B:C _to‘plamlar, 2:P:C _
to‘plamning elementlari.

Ba’zan to‘plamlar ularning elementlarini ko‘rsatish bilan yoziladi:

A={2,4,6,8,10,12 },

N={1,2,3,...,n, ..},
z={...,-2,-1,0,1,2, ...},

Agar @ biror A to‘plamning elementi bo‘lsa, @ € A kabi yoziladi va «@

element A to‘plamga tegishli» deb o‘giladi. Agar @ shu to‘plamga tegishli
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bo‘lmasa, uni @€ A kabi yoziladi va «@ element A to‘plamga tegishli emasy»

deb o‘qiladi. Masalan, yuqoridagi A to‘plamda 10€A,15¢A

Agar A chekli sondagi elementlardan tashkil topgan bo‘lsa, u chekli

to‘plam, aks holda cheksiz to‘plam deyiladi. Masalan, A={2,4,6,8,10,12}

chekli to‘plam, bir nuqtadan o‘tuvchi barcha to‘g‘ri chiziglar to‘plami esa
cheksiz to‘plam bo‘ladi.

1-ta’rif.[3, Defenition 3.1.15, 39-bet] A va B to‘plamlari berilgan
bo‘lib, A to‘plamning barcha elementlari B to‘plamga tegishli bo‘lsa, A
to‘plam B ning gismi (qismiy to‘plam) deyiladi va

Ac B (yoki Bo A)
kabi yoziladi.

A to‘plamning elementlari orasida biror xususiyatga (bu xususiyatni P
bilan belgilaymiz) ega bo‘ladiganlari bo‘lishi mumkin. Bunday xususiyatli
elementlardan tuzilgan to‘plam quyidagicha

{xe A| P}
belgilanadi. Ravshanki,
{xe A|P}c A
bo‘ladi.

Agar A to‘plam elementlari orasida P xususiyatli elementlar bo‘lmasa, u

holda
xe A|P}
bitta ham elementga ega bo‘lmagan to‘plam bo‘lib, uni bo‘sh to‘plam deyiladi.
Bo‘sh to‘plam @& kabi belgilanadi. Masalan, x?+x+1=0 tenglamaning

haqiqiy ildizlaridan iborat A bo‘sh to‘plam bo‘ladi:
@Z{XE Al x? +x+1:0}.

Har ganday A to‘plam uchun
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AcA, JcA
deb garaladi.

Odatda, A to‘plamning barcha qgismiy to‘plamlaridan iborat to‘plam
F(A) kabi belgilanadi. Masalan, A={a,b,c} to‘plam uchun

F(A)={fa}.{b}.{c}.{a.b}.{a,c}.{b.c}.{a.b.c}. o}

bo‘ladi.

2-ta’rif. [3, Defenition 3.1.15, 39-bet] A va B to‘plamlari berilgan
bo‘lib,

AcB,BcA
bo‘lsa, A va B bir biriga teng to‘plamlar deyiladi va
A=B

kabi yoziladi.

Demak, A=B tenglik A va B to‘plamlarning bir xil elementlardan

tashkil topganligini bildiradi.

2°. To‘plamlar ustida amallar.
Ikki A va B to‘plamlar berilgan bo‘lsin.
3-ta’rif. [3, Axiom 3.4, 37-bet] A va B to‘plamlarning barcha
elementlaridan tashkil topgan E to‘plam A va B to‘plamlar yig‘indisi
(birlashmasi) deyiladi va AU B kabi belgilanadi:
E=AUB.
Demak, bu holda a € AUB dan ae A, yoki a < B, yoki bir vagtda ac A
, a € B bo‘lishi kelib chigadi.
4-ta’rif. [3, Definition 3.1.23, 41-bet] A va B to‘plamlarning barcha
umumiy elementlaridan tashkil topgan F to‘plam A va B to‘plamlar
ko‘paytmasi (kesishmasi) deyiladi va A B kabi belgilanadi:
F=AB.
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Demak, bu holda ac A(B dan bir vagtda ac A, a< B bo‘lishi kelib
chigadi.

5-ta’rif. [3, Definition 3.1.27, 42-bet] A to‘plamning B to‘plamga
tegishli bo‘lmagan barcha elementlaridan tashkil topgan G to‘plam A
to‘plamdan B to‘plamning ayirmasi deyiladi va A\ B kabi belgilanadi:

G=A\B,

Demak, € A\B dan ae A, a¢ B bo‘lishi kelib chiqadi.

6-ta’rif. A to‘plamning B ga tegishli bo‘lmagan barcha elementlaridan
va B to‘plamning A ga tegishli bo‘lmagan barcha elementlaridan tuzilgan
to‘plam A va B to‘plamlar-ning simmetrik ayirmasi deyiladi va AAB kabi
belgila-nadi:

AAB=(A\B)U(B\A).

Demak, ae AAB bo‘lishidan ae A, a¢B yoki aeB, ag A bo‘lishi

kelib chigadi.

7-ta’rif. Aytaylik, ac€ A, aeB bo‘lsin. Barcha tartiblangan (a,b)
ko‘rinishidagi juftliklardan tuzilgan to‘plam A va B to‘plamlarning dekart
ko‘paytmasi deyiladi va Ax B kabi belgilanadi. Demak,

AxB={@ab)acA,beB].

Xususan, A=B bo‘lganda Ax A= A? deb garaladi.

8-ta’rif. Aytaylik, S va A to‘plamlar berilgan bo‘lib, A<S bo‘lsin.
Ushbu

S\A
to‘plam A to‘plamni S ga to‘ldiruvchi to‘plam deyiladi va CA yoki CsA Kkabi
belgilanadi:
CA=S\A.
To‘plamlar ustida bajariladigan amallarning ba’zi xossalarini keltiramiz.

A B va D to‘plamlari berilgan bo‘lsin.
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1) ASB.B<ED 50, Ac D boladi;
2) AUA=A ANA=A o agi;

3)AC B botlsa, AUB=B, ANIB=A p a4;.
1)AUB=BUA, ANB=BNA pi.
5)(AU B)UD=AUBUD),(ANB)ND=AN(B D) bo*ladi:
6)ACS bo‘lsa, ANCA=0.
7) C(AUB)=CANCB p;ngq AcS.BCS .
g) C(ANB)=CAUCB 114, AcS.BCS
Bu xossalarning isboti yuqorida keltirilgan ta’rif-lardan kelib chigadi.
1-misol. Ushbu
(A\B)U(B\A) =(AUB)\(ANB) (1)
tenglik isbotlansin.
4 ac(A\B)U(B\ A) bo‘lsin. U holda
ac(A\B):acA ag¢B

yoki

ac(B\A): aeB, agA
bo‘ladi. Bundan esa

ac(AUB), ag(ANB)
bo‘lib,

ae(AUB)\(ANB)
bo‘lishi kelib chigadi. Demak,
(A\B)U(B\A) = (AUB)\(ANB) ?)
Aytaylik, ae(AUB)\(ANB) bo‘Isin.
U holda
ac(AUB): acA éku aeB,
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ag(ANB):agA agBémuacA agB éku agA acB

bo‘ladi.
Bundan esa
aceA\B¢EknmaeB\A
bo‘lib,
ac(A\B)U(B\A)
bo‘lishi kelib chigadi. Demak,
(AUB)\(ANB)=(A\B)U(B\ A) 3)

(2) va (3) munosabatlardan (1) tenglikning o‘rinli bo‘lishi topiladi. »
To‘plamlar ustida bajariladigan amallarni bayon etishda to‘plamlarning
ganday tabiatli elementlardan tuzilganligiga e’tibor gilinmadi.
Aslida, keltirilgan amallar  biror universal to‘plam deb ataluvchi
to‘plamning qismiy to‘plamlari ustida bajariladi deb qaraladi. Masalan, natural

sonlar to‘plamlari ustida amallar bajariladigan bo‘lsa, universal to‘plam sifatida

barcha natural sonlardan iborat N to‘plamni olish mumkin.

3°. Matematik belgilar.

Matematikada tez-tez uchraydigan so‘z va so‘z birikmalari o‘rnida
maxsus belgilar ishlatiladi. Ulardan muximlarini keltiramiz:

1) «agar ... bo‘lsa, u holda ... bo‘ladi» iborasi «=» belgi orqali yoziladi;

2) ikki iboraning ekvivalentligi ushbu « < » belgi orqali yoziladi;

3) «har ganday», «ixtiyoriy», «barchasi uchun» so‘zlari o‘rniga « V » belgi
ishlatiladi;

4) «mavjudki», «topiladiki» so‘zlari o‘rniga «3» mavjudlik belgisi

ishlatiladi.
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Mashglar
1. Ushbu
(AUB)\D=(A\D)U(B\D)

tenglik isbotlansin.

2. Agar A va B chekli to‘plamlar bo‘lib, ularning elementlari soni mos
ravishda N(A). n(B) bo‘lsa,

n(AUB)=n(A) +n(B)—n(ANB)

bo‘lishi isbotlansin.

3. Agar A chekli to‘plam bo‘lib, uning elementlarining soni N ga teng
bo‘lsa, bu to‘plamning barcha qismiy to‘plamlari to‘plami F(A) ning

elementlari soni 2" ga teng ekani isbotlansin.

Adabiyotlar
1. Xudoyberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T., Shoimqulov B. A.
Matematik analizdan ma 'ruzalar, I g. T. “Voris-nashriyot”, 2010.
2. Fixtengols G. M. Kypc oupppepenyuanvroeo u unmecpannoco ucuucienue, 1
m. M. «kFIZMATLIT», 2001.
3. Tao T. Analysis 1. Hindustan Book Agency, India, 2014. [33-44 betlar]

Nazorat savollari

1. To‘plam deganda nimani tushunasiz?

2. Qism to‘plam nima? Misollarda tushuntiring.
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3. Ikki to‘plamning yig‘indisi va ko‘paytmasi nima?
4. Ikki to‘plamning ayirmasi va simmetrik ayirmasi nima?

5. To‘plamlar ustida bajariladigan amallarning asosiy xossalarini keltiring.

Glossariy

To’plam - ixtiyoriy tabiatli narsalarning ma’lum belgilari bo’yicha
birlashmasi.

Cheksiz to’plam — elementlari soni cheksiz bo’lgan to’plam cheksiz
to’plam deyiladi.

Bo’sh to’plam — birorta ham elementga ega bo’lmagan to’plam bo sh
to plam deyiladi.

Simmetrik ayirma - ikki to’plamning bir-biriga tegishli bo’lmagan
elementlari to’plami.

Qarama garshi sonlar — fagat ishorasi bilan farg giladigan sonlar.

Natural sonlar to’plami —sanoqda ishlatiladigan sonlar.

Butun sonlar to’plami — natural sonlar va ularga garama-garshi sonlar
hamda 0 sonidan tashkil topgan to’plam.

Keys banki

1-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: agar A va B chekli toplamlar bo’lib,

ularning elementlari soni mos ravishda n(A), n(B) bo’lsa,
n(AUB)=n(A)+n(B)-n(ANB)

bolishi isbotlansin.
Keysni bajarish bosqichlari va topshiriglar:

e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bolgan asosiy formula,
tushuncha va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);
e to plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching

(individual).
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1-amaliy mashg'ulot

Na’muna uchun misollar yechimi

3—-MmucoJa. Yuoy
(A\B)U(B\A)=(AUB)\(ANB)
MeH2IUK UCOOMIIAHCUN.
dae (A\B) U ( B\A) oyncun. Y xonga
aecA\B = acA,acB
€k
aeB\A = aeB,acA
0ynuo, Oynmapnan ae AU B, a€ A B 6ynuiim Kenub Ynkaiu.

Jlemax, ae(AU B)\(Aﬂ B) Ba
(A\B)U(B\A)=(AUB)\(ANB) 3)

oynau.
ae(AU B)\(Aﬂ B) oyicun. Y xomnga
ae(AU B) = aeA,ékuaebB,
aeAB= ac A,aeB,ékuaceAacB ékuacAaeB
6y1u6, Gymapaan a e A\B &ku a e B\ A 6yuim Kenmb YnKai.

Jlemak, a e(A\B) U(B\A) Ba
(AUB)\(ANB)c(A\B)U(B\A) (4)

oynamu. (3) Ba (4) myHocabatiiapJiaH TOaMu3:

(A\B)U(B\A)=(AUB)\(ANB).»

Misollar
Nxtuépnit A,B,C,D Ttymnamjap y4yyH KyHuaarm MyHocadatiaap
UCcOOTJIAHCHH.
35. (AUB)UC=AU(BUC).
3. (ANB)NC=AN(BNC).
37. (AUB)NC=(ANC)U(BNC).
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38. (A\B)NC=(ANC)\(BNC).

30. (A\B)\C =(A\C)\(B\C).

10. (A\B)U(B\C)U(Cc\A)JU(ANBNC)=AUBUC.
41. (ANC)U(BND)=(AUB)N(CUD).

42. (B\C)\(B\A)c ANC .

43. A\(Buc)=(A\B)\C.

44. (AU B)\CcAU(B\C).

45. (AUC)\Bc(A\B)UC.

46. ANBc Ac AUB.
47. AN(AUB)=A.

48. Arap A\B=C 6yaca, A=BUC HuHr Ypumin OYIMImM Keauod
YUKaAUMU?
49. Arap A=BUC 6¥iaca, A\B=C HuHr YpuHIH OYIMIIM KeIHO

YUKAIUMU?

50. (AUB)\(AUC)< AU(B\C).
51. (ANB)\C=(A\C)N(B\C).
52. A\(Buc)c(A\B)U(A\C).

53. Arap A Ba B wexmn Tymuamnap 63116, yIapHUHT SIEMEHTIAPH COHH MOC
paBuIia n(A), n(B) Oyca,

n(AUB)=n(A)+n(B)-n(ANB)
6K HCGOTIAHCHH.

54. Arap A dexum Tymmam 6yiau0, yHUHT dJIEMEHTJIapy COHM M Ta TeHT Oyiica,

Oy TYIIaMHUHT Oapya KUCMUN TYIjamiaapu TYTUIAMUHUHT 3J€MEHTIapU COHU
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2™ Ta Oynuiy KcOOTIAHCHH.
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Test

Savol

to'g’ri javob

mugqobil javob

mugqobil javob

Quyidagi
to'plamlardan
gaysilari
to'plam?

bo’sh

{xeR:x*+1=0};

{xeR:|x=3}

{xeR:x*=1};

Fagat butun sonlarni
aniglaydigan
to’plamni ko'rsating

{xeN:x*-3x=0};

X+—

2
X3 :0};

{XENZ

{xeN:x*+3Jx-7 =0}

Qanday to'plamga
bosh to'plam
deyiladi?

Birorta ham elementga

ega bo’Imagan
to plamga;

Elementlari soni cheksiz
bo’lgan to'plamga;

Elementlari soni chekli
bo’lgan to’plamga;

Qanday to'plamlarga
teng to ' plamlar
deyiladi?

Ayni bir xil
elementlardan tashkil
topgan to'plamlarga;

Elementlari soni aynan
teng bo’lgan
to'plamlarga;

Chekli to'plamlarga;

A={a,b,c,d,e, f} va

B={b,d,e,g,h}
to’plamlarning

kesishmasi  A[)Bni
toping.

ANB={b,d,e}

ANB={b,d,e, f}

ANB={b,d,e, g}

2 7
A={x:——<Xx<—
=3 i

va B:{x:—%£x£2}

to’plamlarning
kesishmasini toping.

1 7
ANB={x:—=<x<—
{ 2 4}

AﬂB={x:—%£x§2}

2 7
A(IB=fX:——<x<—
{ 3 4}

2 7
A=fX:——<Xx<—
{o-5<x< )

va B:{x:—%£x£2}

to plamlarning
birlashmasini toping.

AUBZ{XZ-%SXSZ}

2 1
AUB={x:——<x<—=
U { 3 4}

AUB:{XZ—%SXSZ}

A:{XZ—ZSXSZ}
3 4

va

B:{x:—lgxgz}
4

to'plamlar  berilgan.
A\ B ni toping.

A\B:{x:—§£x£2}

A\B={x:—%§x§2}

O zMU
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9.| A toplamning B
to'plamga tegishli
bo’lmagan . . . trik avi . io/indisi
elementlari to'plami ayirmasi simmetrik ayirmasi yig'indisi
A va B to'plamning
... deyiladi.
10, AaB="? (A\B)U(B\A) (A\B)N(B\A) (A\B)\(B\A)
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2-mavzu. Akslantirishlar va ularning
turlari

2-Ma’ruza.

Reja
1°. Akslantirish tushunchasi.
2°, Akslantirishning turlari.

3°. Ekvivalent to'plamlar. Sanoqli to'plamlar.

1°. Akslantirish tushunchasi.

E va F to‘plamlar berilgan bo‘Isin.

1-ta’rif. [3, Definition 3.3.1, 49-bet]Agar E to‘plamdan olingan har bir
X elementga biror f qoida yoki qonunga ko‘ra F to‘plamning bitta y elementi
(ye F) mos qo‘yilgan bo‘lsa, E to‘plamni F to‘plamga akslantirish
berilgan deyiladi va

f
f:E—>F yoki x—>y, (xeE,yeF)
kabi belgilanadi. Bunda E to‘plam f akslantirishning aniqlanish to‘plami
deyiladi.

1-misol. Ushbu N ={1,2,3,...} va N'= {l,%,%,...} to‘plamlar berilgan
bo‘lsin.

: 1 .
1) har bir natural n (ne N) songa — (E eN ') sonni mos qo‘ysak, unda
n\n
f1
f:N>N', no=
n

akslantirish hosil bo‘ladi. Uni f(n)=% kabi ham yoziladi.

. 1 :
2) har bir natural son n (neN) songa — (ize N’jsonnl mos
n n

go‘ysak, unda

? 1
(D:N—)N’, n—>—2
n
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akslantirishga ega bo‘lamiz: ¢ (n) = iz :
n

3) har bir natural n (neN) songa 1 (LeN’) sonini mos qo‘yish

natijasida
g:N—>N’, nil

akslantirish hosil bo‘ladi: g(n)=1.

Aytaylik,

f:E>F

akslantirish berilgan bo‘lsin. X € E elementga mos qo‘yilgan y € F element x
ning aksi (obrazi) deyiladi va y= f(x) kabi belgilanadi.

Endi yeF elementni olaylik. E to‘plamning shunday x elementlarini
garaymizki, f(x)=y bo‘lsin. Bunday xeE elementlar yeE ning asli

(proobrazi) deyiladi va f *(y) kabi belgilanadi:

F(y)={xeE[ () =y}
[Definition 3.4.1, 56-bet]Agar Ac E bo‘lsa, ushbu
{F()xe Al
to‘plam A to‘plamning F dagi aksi deyiladi va f(A) kabi belgilanadi:
f(A)={f(x)| xe A}.
[Definition 3.4.4, 57-bet]Agar B — F bo‘lsa, ushbu
{xeE| f(x)eB}
to‘plam B to‘plamning E dagi asli deyiladi va f (B) kabi belgilanadi:
f'(B)={xeE| f(x)eB}.
2-misol. Faraz qgilaylik, N={1,2,3,...,n,...} va M{-1+1} to‘plamlar

berilgan bo‘lib, ushbu
f:N—>M

akslantirish quyidagi
f(n)=(-1)"

ko‘rinishda bo‘lsin.

Ravshanki, 5eN ning aksi f(5)=-1; 1eM ning asli esa
f 1) ={2 4,6,..} boladi. Shuningdek, A={3,4}c N to‘plamning aksi
f(A={-L3=M, B={~-1}c M to‘plamning asli esa

f*(B)={135,..}

bo‘ladi.

Faraz qgilaylik, A va B to‘plamlari F to‘plamning qismiy to‘plamlari
bo‘lsin: Ac F, Bc F. Unda

f(ANB)=fHA)N f(B). (1)
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bo‘ladi.

<« Aytaylik,xe f (AN B) bo‘lsin. Unda f(x)e ANB bo‘lib, f(x)eA
va f(x)eB bo‘ladi. Keyingi munosabatlardan x € f *(A), xe f *(B) bolishi
kelib chigadi. Demak, x e f *(A)N f ™(B). Bundan esa

fH(ANB)c f (AN f(B) (2)
bo‘lishini topamiz.

Aytaylik, xe f 1(A)N f *(B) bo‘lsin. Unda xe f *(A) va xe f *(B)
bolib, f(x)e A, f(X)eB bo‘ladi. Natijasi f(Xx)e A(1B bo‘lib, undan
x e f 1(AN B) bo‘lishini topamiz. Bu esa

fH(ANTH(B)= f(ANB) (3)
bo‘lishini bildiradi.

(2) va (3) munosabatlardan (1) tenglikning o‘rinli bo‘lishi kelib chigadi.
>

Yuqoridagidek,

f1(AUB) = f (AU f*(B),
f(AUB)=f(A)U f(B)
tengliklarning o‘rinli bo‘lishi isbotlanadi.

2°. Akslantirishning turlari.

Aytaylik,
f:E>F 4)
akslantirish berilgan bo‘lib, f(E) esa E to‘plamning aksi bo‘lIsin:
f(E)={f(x)|xeE}
2-ta’rif. Agar (4) akslantirishda

f(E)cF
bo‘lsa, (4) akslantirish E to‘plamni F to‘plamning ichiga akslantirish
deyiladi.
Masalan,
11
N={123 ..} N'=<1=,=,..
e

to‘plamlari uchun ushbu
f
f:N—>N', no>—
3n

akslantirish N to‘plamni N’ to‘plamning ichiga akslantirish bo‘ladi.
3-ta’rif. [Definition 3.3.17, 53-bet] Agar (4) akslantirishda
f(E)=F
bo‘lsa, (4) akslantirish E to‘plamni F to‘plamning ustiga akslantirish
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(syur’ektiv akslantirish) deyiladi.
Masalan,
N={123..3M={113

to‘plamlari uchun

f
n—(-1)"

akslantirish N to‘plamni M to‘plamning ustiga akslantirish bo‘ladi.

4-ta’rif. Agar (4) ustiga akslantirish bo‘lib, bu akslantirish E to‘plamning
turli elementlarini F to‘plamning turli elementlariga akslantirsa, (4) in’ektiv
akslantirish deyiladi.

5-ta’rif. [Definition 3.3.14, 54-bet] Agar (4) ustiga akslantirish bo‘lib, u
in’ektiv akslantirsh ham bo‘lsa, (4) o‘zaro bir qiymatli akslantirish (moslik)

deyiladi.
Masalan,
11
N={123..} N'=1=,=,...¢.
e
to‘plamlar uchun ushbu
f
f:N—>N', n>~-.
n

akslantirish o‘zaro bir qiymatli akslantirish bo‘ladi.
6-ta’rif. f:E — F akslantirish o‘zaro bir qiymatli akslantirish bo‘lsin.

F to‘plamning har bir y, (y € F) elementiga E to‘plamning bitta X elementini
(x € E) mos qo‘yadigan va

g(y)=9(f(x))=x.
munosabat bilan aniglanadigan

g:F—>E
akslantirish f :E — F ga nisbatan teskari akslantirish deyiladi va f* kabi
belgilanadi:

f*:F>E.

Demak, f:E — F ga teskari akslantirish mavjud bo‘lishi uchun:
a) f ustiga akslantirish,
b) F to‘plamdan olingan har bir y elementning E to‘plamdagi asli

f(y) = (F(x)=x
yagona bo‘lishi kerak.

3°. Ekvivalent to‘plamlar. Sanoqli to‘plamlar.
Ko‘p holda to‘plamlarni ularning tashkil etgan elementlari soni bo‘yicha

o‘zaro solishtirishga to‘g‘ri keladi. Chekli to‘plamlar solishtirilganda bir
to‘plamning elementlari soni ikkinchisidan ko‘p, yoki kam, yoki ularning
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elementlarining soni bir-biriga teng degan hulosaga kelinadi. Bu holda
elementlari soni ko‘p bo‘lgan to‘plamni «quvvati» ko‘proq deyish mumkin.
Cheksiz to‘plamlarni solishtirishda vaziyat boshqacharoq bo‘ladi. Cheksiz
to‘plamlar ekvivalentlik tushunchasi yordamida solishtiriladi.
7-ta’rif. Agar f :E — F o‘zaro bir qiymatli akslantirish (moslik) bo‘lsa,

E va F ekvivalent to‘plamlar deyiladi va E ~ F kabi belgilanadi.
Demak, E va F to‘plamlarning ekvivalentligi E~F  ularning
elementlari o‘zaro bir qiymatli moslikda ekanligini bildiradi.
Masalan,
N={1234,..} N, ={2,4,6,8,...}

to‘plamlar uchun
f

n—2n, (neN, 2neN,)
akslantirish o‘zaro bir qiymatli. Binobarin,
N~ N,
bo‘ladi. (Bu holda n <> 2n kabi yoziladi).
Aytaylik A,B,D to‘plamlar berilgan bo‘lsin. Unda
1) A~A,
2) A~B=B~A,
3) A~B,B~D=A~D
bo‘ladi. Bu xossalarning isboti yuqorida keltirilgan ta’rifdan kelib chigadi.
Ikki A va B to‘plamlari o‘zaro ekvivalent bo‘lsa, ularni bir xil quvvatli
to‘plamlar deb qaraladi.
Demak, quvvatni ekvivalent to‘plamlarning miqdoriy xarakteristikasi
sifatida tushunish mumkin.
Chekli to‘plamlarning o°‘zaro ekvivalentligi ularning tashkil etgan
elementlarining sonini bir-biriga tengligini bildiradi.
Umuman, A va B chekli to‘plamlarning o‘zaro ekvivalent bo‘lishi uchun
ularning elementlari soni bir xil bo‘lishi zarur va etarli:
A~B < n(A)=n(B),
bunda n(G)-G to‘plamning elementlari soni.

8-ta’rif. Natural sonlar to‘plami N ga ekvivalent bo‘lgan har qanday
to‘plam sanoqli to‘plam deyiladi.
Masalan, ushbu
N, ={2,4,6,8,...,.2n,...},

N, ={18,27,64,...,n%,...},
11 1
N, ={L,=,=,...~,..
3 {2 3 }

to‘plamlar sanoqli to‘plamlar bo‘ladi, chunki
ne2n, N ~Nj;
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nend, N~N,y;

n < E, N~ N,.
n
Natural sonlar to‘plami N ga ekvivalent bo‘lgan barcha to‘plamlar
sanoqli to‘plamlar sinfini tashkil etadi. Bu sinf to‘plamlarining quvvati bir xil
bo‘ladi.
Ravshanki,
N, N, N, N, N; =N
bo‘ladi. Ayni paytda, yuqorida ko‘rdikki,
N~N;,N~N,,N~N,.
Bunday vaziyat (to‘plamning qismi o‘ziga ekvivalent bo‘lishi) faqat
cheksiz to‘plamlardagina sodir bo‘ladi.
Matematik analiz kursida tayin E va F to‘plamlar uchun f:E > F
akslantirishlar va ularning xossalari o‘rganiladi.
Dastavval yuqoridagi to‘plamlar sifatida haqiqiy sonlar to‘plamini olamiz
va uning xossalarini o‘rganamiz.

Mashglar

1. Agar A={a, b}, B:{a,ﬂ,y}. bo‘lsa, A to‘plamning B to‘plamga
akslantirishlari soni 9 ga teng bo‘lishi isbotlansin.

2. Aytaylik, A sanoqli to‘plam bo‘lib, x¢ A bo‘lsin. U holda
AU {x}~ A bo‘lishi isbotlansin.

Adabiyotlar

1. Xudayberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T., Shoimqulov B. A.
Matematik analizdan ma 'rizalar, I q. T. “Voris-nashriyot”, 2010.

2. Fixtengols G. M. Kurs differensialnogo i integralnogo ischisleniya, 1 t. M.
«FIZMATLIT», 2001.

3. Tao T. Analysis 1. Hindustan Book Agency, India, 2014. [49-61 betlar]
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Nazorat savollari.
1. Akslantirish nima?
2. To plam elementining hamda to plamning aksi va asli deganda nimani
tushunasiz?
3. Akslantirishlarning ganday turlari mavjud?
4. O zaro bir giymatli akslantirish nima?
5. Qanaday to plamlar ekvivalent to plamlar deyiladi?

6. Sanoqli to plam nima?
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Glossariy

Akslantirish — Agar E to‘plamdan olingan har bir x elementga biror f goida
yoki gqonunga ko‘ra F to‘plamning bitta y elementi (ye F) mos qo‘yilgan
bo‘lsa, E to‘plamni F to‘plamga akslantirish berilgan deyiladi.
To plmning aksi — Agar Ac E bo‘lsa, ushbu
{F()xe Al

to‘plam A to‘plamning F dagi aksi deyiladi.
To plmning asli — Agar B < F bo‘lsa, ushbu

{xeE| f(x)eB}
to‘plam B to‘plamning E dagi asli deyiladi.
Ichiga akslantirish — Agar f : E — F akslantirishda

f(E)cF
bo‘lsa, bu akslantirish E to‘plamni F to‘plamning ichiga akslantirish
deyiladi.
Ustiga akslantirish (syur’ektiv akslantirish) — Agar f : E — F akslantirishda
f(E)=F

bo‘lsa, bu akslantirish E to‘plamni F to‘plamning ustiga akslantirish
(syur’ektiv akslantirish) deyiladi.

In’ektiv akslantirish — Agar f:E —>F wustiga akslantirish bo‘lib, bu
akslantirish E to‘plamning turli elementlarini F to‘plamning turli elementlariga
akslantirsa, u in’ektiv akslantirish deyiladi.

O‘zaro bir giymatli akslantirish (moslik) — Agar f : E — F ustiga akslantirish
bo‘lib, u in’ektiv akslantirsh ham bo‘lsa, U o‘zaro bir qiymatli akslantirish
(moslik) deyiladi.

Ekvivalent to‘plamlar — Agar f:E —>F o‘zaro bir qiymatli akslantirish
(moslik) bo‘lsa, E va F ekvivalent to‘plamlar deyiladi.

Sanogli to‘plam — Natural sonlar to‘plami N ga ekvivalent bo‘lgan har qanday
to‘plam sanoqli to‘plam deyiladi
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Keys banki

2-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Aytaylik, A sanoqli to‘plam bo‘lib, x ¢ A
bo‘lsin. U holda AU {x}~ A bo‘lishi isbotlansin.

Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:

e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bolgan asosiy formula,
tushuncha va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, o yilgan masalani yeching
(individual).
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2-amaliy mashg’ulot

1. N natural sonlar to’plamida f(n)=3n akslantirish berilgan bo’lsin.
f(n):N — N akslantirish qanday akslantirish bo’ladi.
Yechish: Ikkita n,,n, € N sonlarni garaylik. n, #n,ekanligidan
f(n) = f(n,) ekanligi kelib chigadi. Hagigatdan ham, n, =n, bo’lsa,
3n, #3n,. Demak, f(n) akslantirish bir qiymatli akslantirish ekan ya’ni,
f (n) akslantirish ineksiya . Hisoblashlardan ko’rinadiki, {f (N)} < N,
ammo N ¢ {f (N)} shuning uchun bu akslantirish sureksiya emas.
2. N natural sonlar to’plamida f (n)=n’ akslantirish berilgan bo’lIsin.
f(n):N — N akslantirish qanday akslantirish bo’ladi.
3. N natural sonlar to’plamida f(n)=n?+2n akslantirish berilgan bo’lsin.
f(n):N — N akslantirish qanday akslantirish bo’ladi.
4. N natural sonlar to’plamida f (n)=2n akslantirish berilgan bo’lIsin.
f(n):N — N akslantirish qanday akslantirish bo’ladi.
5. A={xeR:x<1} va B={xeR:0<x<1} to’plamlar berilgan bo’lsin.
f(x)=x" ya'ni f(X):A—> Bakslantirish ganaqa akslantirish bo’ladi.
6. A={xeR:|x <1} to’plam berilgan bo’lsin. f(x)=x’ya’ni f(x):A—>A
akslantirish ganaqa akslantirish bo’ladi.

7. R haqiqiy sonlar to’plamida f (x)= 2arctgx

akslantirish berilgan bo’lsin.
f(X):R — B bo’lsa, B to’plamni toping.
8. A={xeR:|x <1} to’plamda f(x)=tg %X akslantirish berilgan bo’lsin.

f(xX): A— B bo’lsa, B to’plamni toping.

9. f(x)=arcsinx akslantirish A={xeR:|x|<1} to’plamni qaysi to’plamga
akslantirishini toping.

10. f(x)=sinx akslantirish R hagqiqiy sonlar to’plamini qaysi to’plamga
akslantirishini toping.

11. f(x) = x® akslantirish B ={x e R:3< x* <9} to’plamni qaysi to’plamga
akslantirishini toping.

12. f(x)=sinx akslantirish A={X € R:0< x <10} to’plamni qaysi
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to’plamga akslantirishini toping.

Test

Ne Savol to'g’ri javob mugqobil javob mugobil javob
_ X’ +5 .
1 x =5 nugtaning f (x)= +29 akslantirish 20 . .
orgali aksini toping.
X= taning f(Xx) =sinx akslantirish
5. 7[ nug f';mln.g (x) akslantiris 0 1 4
orqali aksini toping
3 % sonning f (X) =cos x akslantishdagi T T
. — V4 —
asli(proobrazi)ni toping 3 6
4. | 1sonning f(x)=e%¢ akslantishdagi 0 1 2
asli(proobrazi)ni toping
5 %sonning f (X) = 2" akslantish orqali 4 1 5
proobrazini toping
6. | Inektiv akslantirishni ko’rsating f(x)=4" f(x)=x? f(x) =sinx
. X
X =0 nugtaning f(X) =sin———
7. 1+884/x 0 1 1
akslantirish orqali aksini toping
N={123.} va M={11 toplamlar
berilgan. N ni M ga syur’ektiv akslantiruvchi n 2n 2n+1
8. n—(-1 n—(-1 n—(-1
akslantirishni ko'rsating. ( ) ( ) ( )
N={1 2,3,..} va M ={-1,1} to'plamlar
. . . . . . . n n 1
9, berllgap.. N rn M nl.ng ichiga akslantiruvchi n _)(_1)2 N _)(_1) N =
akslantirishni ko rsating. n
11 .
N={123,..} va M=<1= = .% toplamlar
23 1 1 1
10, berilgan. N ni M ga o'zaro bir giymatli n _>E n— = n %%
akslantiruvchi akslantirishni ko rsating.
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3-mavzu. Haqiqiy sonlar

3-Ma’ruza

Reja
1. Ratsional sonlar va cheksiz davriy o'nli kasrlar.

3. Haqigiy son tushunchasi.

Son tushunchasi uzoq o‘tmishdan ma’lum. Odamlar sanash taqozosi bilan
dastlab 1, 2, 3, ... — natural sonlarni qo‘llaganlar. So‘ngra manfiy son, ratsional
son va nihoyat, hagigiy son tushunchasi kiritilgan va o‘rganilgan.

Biz o‘quvchiga o‘rta maktab, kollej va litseylarda matematika kursidan
natural, butun, ratsional sonlarni, ular ustida bajariladigan amallarni,
amallarning xossala‘rini, shuningdek to‘g‘ri chiziqda (sonlar o‘qida) geometrik
ifodalanishini ma’lum deb hisoblaymiz.

Haqiqiy sonlarning matematik analiz kursida muhimligini e’tiborga olib,
ular haqidagi ma’lumotlarni talab darajasida bayon etamiz.

1. Ratsional sonlar va cheksiz davriy o‘nli kasrlar.
a . -
Ta’rif. [3, Definition 4.2.1, 82-bet] ™ gisqarmas kasr ko'rinishda

tasvirlash mumkin bo’lgan sonlar ratsional sonlar deyiladi. Bunda a,b — butun
sonlar va b=0.

Faraz qilaylik, P biror musbat ratsional son bo‘lsin. Bo‘lish qoidasidan
q

foydalanib p butun sonni g ga bo‘lamiz. Agar p ni q ga bo‘lish jarayonida
biror gadamdan keyin qoldiq nolga teng bo‘lsa, u holda bo‘lish jarayon to‘xtab,

P kasr o‘nli kasrga aylanadi. Odatda, bunday o‘nli kasr chekli o‘nli kasr
q
deyiladi. Masalan, % kasrda 59 ni 40 ga bo‘lib, uni 1,475 bo‘lishini topamiz:
9 =1475.
40

Agar p ni q ga bo‘lish jarayoni cheksiz davom etsa, ma’lum qadamdan
keyin yuqorida aytilgan qoldiglardan biri yana bir marta uchraydi, so‘ng undan
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oldingi ragamlar mos tartibda takrorlanadi.
Odatda bunday kasr cheksiz davriy o‘nli kasr deyiladi. Takrorlanadigan
ragamlar (ragamlar birlashmasi) o‘nli kasrning davri bo‘ladi.

1 . . . :
Masalan, 3 kasrda 1 ni 3 ga bo‘lib, 0,333... bo‘lishini topamiz;

1: 0,333...
3

Ushbu
0,333..., 1,4777..., 2,131313...
kasrlar cheksiz davriy o‘nli kasrlardir. Ularning davri mos ravishda 3, 7, 13
bo‘ladi va bu cheksiz davriy o‘nli kasrlar quyidagicha
0,(3), 1,4(7), 2,(13)
yoziladi;
0,(3)=0,333...
1,4(7)=1,4777...
2,(13)=2,131313... .

Shuni ta’kidlaymizki, davri 9 ga teng bo‘lgan cheksiz davriy o‘nli kasrni
chekli o‘nli kasr qilib yoziladi.
Masalan,
0,4999...=0,4(9)=0,5,
2,71999...=2,71(9)=2,72.
Har ganday chekli o‘nli kasrni nollar bilan davom ettirib cheksiz davriy
o‘nli kasr ko‘rinishida yozish mumkin.
Masalan,
1,4=1,4000...=1,4(0)
0,75=0,75000...=0,75(0).

Demak, har ganday P ratsional son cheksiz davriy o‘nli kasr ko‘rinishida
q

ifodalanadi. Aksincha, har ganday cheksiz davriy o‘nli kasrni P ko‘rinishida
q
yozish mumkin.
Masalan, ushbu
0,(3)=0,333..., 7,31(06)="7,31060606...

cheksiz davriy o‘nli kasrlarni qaraylik. Avvalo ularni

3 3 3

+ +

3 1 6 6
7,31(06) =7+ —+ + + +...
(06) 10 10 10* 10°

ko‘rinishda yozib, so‘ng cheksiz kamayuvchi geometrik progressiya yig‘indisi
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formulasidan foydalanib topamiz:

3
0,(3)=0333..= 10 _3 101
1710 9 3
10
1
4
7,31(06) = 7,31060606...= L ox 4 10° 731, 1 6 _
100 ,_ 1 100 100 99
10?

:i(731+ Ej _ 965
100\~ 33) 132

Demak, ixtiyoriy ratsional son cheksiz davriy o‘nli kasr orqali va
aksincha, ixtiyoriy cheksiz davriy o‘nli kasr ratsional son orqali ifodalanadi.

2. Hagiqiy son tushunchasi.
Cheksiz davriy bo‘lmagan o‘nli kasrlar ham bo‘ladi. Bu kesmalarni
o‘lchash jarayonida yuzaga kelishini ko‘rsatamiz.
Faraz qilaylik, biror J kesma hamda o‘Ichov birligi, masalan metr
berilgan bo‘lsin. J kesmaning uzunligini hisoblash talab etilsin.
Aytaylik, 1 metr J kesmada 5 marta butun joylashib, kesmaning J, gismi
ortib golsin. Ravshanki J, ning uzunligi 1 metrdan kam bo‘ladi. Bu holda J

kesmaning uzunligini taxminan 5 m. ga teng deb olish mumkin:
J uzunligi =5 m.

Agar bu aniqlik etarli bo‘lmasa, o‘lchov birligining 0 qismini, ya’'ni 1

dm. ni olib, uni J; kesmaga joylash-tiramiz. Aytaylik, 1 dm. J, kesmada 7 marta
butunlay joylashib, J, kesmaning J, gismi ortib qolsin. Bunda J, ning

uzunligi 1 dm. dan kichik bo‘ladi. Bu holda J kesmaning uzunligi taxminan 5,7
m ga teng deb olinishi mumkin:
J uzunligi =5,7 m.
Bu jarayonni davom ettira borish natijasida ikki holga duch kelamiz:
1) biror gadamdan keyin, masalan n+1 gadamdan keyin o‘lchov

bwhgmmgw gismi J, kesmaga «, marta butunlay joylashadi. Bu holda
o‘lchov jarayoni to“xtatilib,
J uzunligi =5,7..., .
;\/—/
NTa pakam
bo‘lishi topiladi.
2) o‘lcham jarayoni to‘xtovsiz davom (cheksiz davom) etadi. Bu holda J
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kesmaning uzunligining aniq giymati deb ushbu
S5,1..0x,...
cheksiz o‘nli kasr olinadi:
J uzunligi =5,7.. «,, ...

Aytaylik, to‘g‘ri chizigda biror O nuqta (koordinata boshi) hamda
o‘Ichov birligi tayinlangan bo‘lsin. U holda O nuqtadan o‘ngda joylashgan har
bir P nugtaga, OP kesmani o‘lchash natijasida hosil bo‘lgan ushbu
Ay, 4 y.. ... cheksiz o‘nli kasrni mos qo‘yish mumkin. Bunda

a, e NU{0}, o, €{0,1, 2,3,4,5,6,7,8, 9}, n>1.

Bu moslik o‘zaro bir gqiymatli moslik bo‘ladi. Ravshanki, yuqoridagi
cheksiz o‘nli kasrlar orasida cheksiz davriy o‘nli kasrlar bo‘lib, ular manfiy
bo‘lmagan ratsional sonlar bo‘ladi. Qolgan kasrlar esa ratsional sonlar
bo‘Imaydi.

1-ta’rif. Ushbu

a=a,,040,.. ...,
ko‘rinishidagi cheksiz o‘nli kasr manfiy bo‘lmagan haqiqiy son deyiladi,
bunda «, € N U{0}, ¢, {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9},n>1.

Agar 3n>0;«, >0 bo‘lsa, u musbat haqiqiy son deyiladi.

Manfiy haqiqiy sonning «—» ishora bilan olingani musbat haqiqiy son
sifatida ta’riflanadi.

Barcha haqiqiy sonlardan iborat to‘plam R harfi bilan belgilanadi.

Barcha natural sonlar to‘plami N, ratsional sonlar to‘plami Q, haqiqgiy
sonlar to‘plami R uchun N —cQ < R bo‘ladi.

2-ta’rif. Ushbu

R\Q
to‘plam elementi (son) irratsional son deyiladi.

Biz yuqorida, davri «9» ga teng bo‘lgan cheksiz davriy o‘nli kasrni chekli
o‘nli kasr qilib olinishini aytgan edik. Buning oqibatida bitta son ikki

ko‘rinishga, masalan, % soni
=0,5000...

=0,4999...

NIFPN|P-

ko‘rinishlarga ega bo‘lib qoladi.

Umuman, a,, o, ,,...a, (a, #0) ratsional son ushbu,

1) ag oy, ay,...0t, 5 (0, —1)999...,

2) ay,04,0,,..,000..., ikki ko‘rinishda yozilishi mumkin. Haqiqiy
sonlarni solishtirishda ratsional sonning 1)- ko‘rinishidan foydalanamiz.

Ikkita manfiy bo‘lmagan
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a=ay,0,.0,....

b= Lo, S L

haqiqiy sonlar berilgan bo‘lsin.
3-ta’rif. Agar Vvn>0 da «, = S,,ya’'ni

Ay =y, @y =, A =,y =B,

bo‘lsa, a va b sonlar teng deyiladi va a=b kabi yoziladi.

4-ta’rif. Agar

ay =Py &, =Py, & = o, slly = Py

tengliklarning hech bo‘lmaganda bittasi bajarilmasa va birinchi bajarilmagan
tenglik n =k da sodir bo‘lsa, u holda:

a, > P, bo‘lganda a soni b sonidan katta deyiladi va a>b kabi
belgilanadi.

a, < f bo‘lganda a soni b sonidan kichik deyiladi va a<b kabi
belgilanadi.

Aytaylik, to‘g‘ri chiziq, unda tayin olingan O nuqta (koordinata boshi) va
o‘Ichov birligi berilgan bo‘lsin.

Haqiqiy sonlar to‘plami R bilan to‘g‘ri chiziq nugqtalari orasidagi bir
giymatli moslik o‘rnatish mumkin:

O nugtadan o‘ngda joylashgan P nugtaga OP kesmaning uzunligiga
teng x soni mos qo‘yiladi (x son P nuqtaning koordinatasi deyiladi);

O nugtadan chapda joylashgan Q nugtaga QO kesmaning uzunligiga
teng x sonining minus ishorasi bilan olingan — x soni mos qo‘yiladi;

O nugtaga nol soni mos qo‘yiladi.

Arximed aksiomasi. Ixtiyoriy chekli hagigiy a soni uchun shunday
natural m soni topiladiki,

m>a

bo‘ladi.

<« Aytaylik,

a=aya0,.0,.>0,

bo‘lsin. m=a, +1, me N deb olinsa, unda 3-ta’rifga binoan a <m bo‘ladi »
Kurs davomida tez-tez uchrab turadigan haqiqiy sonlar to‘plamlarini
keltiramiz.
Aytaylik, ae R,beR,a<b bo‘lsin:
[a,b]={x € R| a < x < b} — segment deyiladi,
(a,b)={x € R| a < x < b} —interval deyiladi,
[a,b)={x e R|a < x < b} — yarim interval deyiladi,
(a,b]={x e R|a < x<b} — yarim interval. deyiladi.
Bunda a va b sonlar [a,b], (a,b), [a,b), (a,b] larning chegaralari deyiladi.
SHuningdek,
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[a+0)={xeR|x>a},
(~o,a)={xeR|x<a},
(— 0, oo) =R
deb garaymiz.
Faraz gilaylik, a va b ixtiyoriy haqiqiy sonlar bo‘lib, a <b bo‘lsin. U
holda
(a,b)2@
bo‘ladi.
<« Hagigatdan ham,
a=ay,o.0,.0,..20
b= S BBy
bo‘lib, m >0 uchun
ay =Po,oy = Pry- Oy = Py Va oy < fy
bo‘Isin. Agar k natural son m dan katta sonlar ichida eng kichigi bo‘lsa, (7, <9)
unda
r=ay,u0,.. 0yt . (ay +1)
ratsional son uchun a < r <b bo‘ladi. Demak, (a,b)=@ »

Mashglar

1. Ushbu x? =3 tenglikni ganoatlantiruvchi ratsional sonning mavijud
emasligi isbotlansin.
2. Agar r e Q,x € R\Q bo‘lsa, ¢ +r € R\Q bo‘lishi ko‘rsatilsin.

3. VaeR,VbeR,Vvc eR sonlari uchun
a>bb>c=a>c

bo‘lishi isbotlansin.
Adabiyotlar

1. Tao T. Analysis 1. Hindustan Book Agency, India, 2014. [3, 81-90, 96-110]
2. Xudayberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T., Shoimqulov B. A.
Matematik analizdan ma rizalar, I q. T. “Voris-nashriyot”, 2010.

3. Fixtengols G. M. Kurs differensialnogo i integralnogo ischisleniya, 1 t. M.
«FIZMATLIT», 2001.

Nazorat savollari
1. Ratsional son nima?
2. Cheksiz davriy va cheksiz davriy bo Imagan davriy o nli kasrlar nima?
3. Haqigiy son deganda nimani tushunasiz?

4. Arximed aksiomasini ayting.
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5. Tez-tez uchrab turadigan haqiqiy sonlar to‘plamlarini keltiring va ularni

izohlab tushuntiring.
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Glossariy

: a . - . N
Ratsional son — ™ gisgarmas kasr ko rinishda tasvirlash mumkin bo lgan sonlar

ratsional sonlar deyiladi. Bunda a,b — butun sonlar va b =#0.

Manfiy bo‘lmagan haqiqiy son — ushbu a=¢,,a,@,..«,.... , ko‘rinishidagi
cheksiz o‘nli kasr manfiy bo‘lmagan haqiqiy son deyiladi, bunda
a, € NU{0O}, o, <€{0,1,2,3,4,5,6,7,8 9}, n>1.

Irratsional son — Ushbu R\Q to‘plam elementi (son) irratsional son deyiladi.

Arximed aksiomasi — Ixtiyoriy chekli hagigiy a soni uchun shunday natural m
soni topiladiki, m > a bo‘ladi.

Keys banki

3-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Ushbu x? =3 tenglikni ganoatlantiruvchi

ratsional sonning mavjud emasligi isbotlansin.

Keysni bajarish bosqgichlari va topshiriglar:

e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo"lgan asosiy formula,
tushuncha va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);
e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching

(individual).
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3-amaliy mashg’ulot

Ma’lumki, N - barcha natural sonlar to‘plamini, Z - barcha butun sonlar
to‘plamini, Q - barcha ratsional sonlar to‘plamini ifodalaydi:

N={123.n,..},

Z={.,—2-1,012,.},

Qz{r:rzap, pel, q:N}.

Cheksiz davriy bo‘lmagan o‘nli kasr bilan ifodalanadigan son irratsional

son deyiladi. Uni £ (pez, qeN) ko'rinishida yozib bo‘Imaydi.
q

Ratsional va irratsional sonlar umumiy nom bilan haqiqiy son deyiladi.
Barcha haqiqiy sonlar to‘plami R harfi bilan belgilanadi.

1-misol.Agar a va g irratsional son bo‘lsa, + 3, a—/f sonlar
irratsional bo‘ladimi?

Yechim. Faraz gilaylik a =42 va B=1-+/2 bo'lsin, u holda « + =1
bo’ladi. Xuddi shunday, a=+2 va B=-1++2 bo'lsin, u holda o —p=1

bo'ladi. Demak, agar « va p irratsional son bo‘lsa, ¢+ [, a—f sonlar
irratsional bo‘lishi shart emas.

1. Kvadrati 3 ga teng bo‘lgan ratsional sonning mavjud emasligi isbotlansin.

2. Agar r- ratsional son, « - irratsional son bo‘lsa, a+r ning irratsional son

bo‘lishi isbotlansin.

3. Agar a va f irratsional son bo‘lsa, o+, a—/f sonlar irratsional

bo‘ladimi?
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4. Agar o va f irratsional son bo‘lib, «+ £ esa ratsional son bo‘lsa, o — S

va «a + 2/ sonlarning irratsional bo‘lishi isbotlansin.

5. Ushbu

a=\L+y2 4.+ (neN, n>2)

sonning irratsional bo‘lishi isbotlansin.
6. Ushbu
log2, log,3

sonlarning irratsional son bo‘lishi isbotlansin.

Quyidagi to‘plamlar chegaralanganlikka tekshirilsin:

7. Ez{x:l—nz—Gn: neN}.

11, E:{x=[1+(—1)”]-n+l_(_l)n :ne N}.

12. x € R sonning absolyut giymati |x| quyidagicha ta’riflanadi:
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X, aeap x>0
IXI={

—X, aeap x<0
Ixtiyoriy x hagigiy son uchun
K20, =l x<x<lx

bo‘lishi isbotlansin.
13. Ixtiyoriy x va y haqiqgiy sonlari uchun

D [x+y|<|x/+]y],

2) X =[yl <[x=l

3) x-yl=[x-]y
bo‘lishi isbotlansin.

14. Ixtiyoriy x va y haqiqgiy sonlari ushbu

1
x-y|< E(XZ + yz)
tengsizlikni ganoatlantirishi isbotlansin.

15. Ushbu
E:{x: X <a, a>0},
F={x: —a<x<a, a>0}

to‘plamlarning o‘zaro tengligi isbotlansin.

16. Ushbu
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E:{x:|4>a}
F={x: x>a, x<-a}

to‘plamlarning tengligi isbotlansin.

Quyidagi tengsizliklarning echimlar to‘plami topilsin:
yidag g g p p

1. [Bx—1<[2x—1+|x| 2. |x-2|<3
3. |x+3[>2 4. |x|<x+1
5. ﬁ>ﬁ 6. [x*-5>2
7. x2—2x—3|>x2—2x—3 8. |x+3—|x+1<2
9. x2—2x|>x2—|2x| 10. |x+2|+[x—2| =12

11. |x—4|+|x+4|<10

Quyidagi tenglamalarning echimlar to‘plami topilsin:

1. [2x+3=x°.
2. |sinx|=sinx+2.
o petat
X+1 x+1
4. |x* —5x+6|=—(x* —5x+6).
5. |x=x-6.
6. ‘(x2+2x+5)+(x—5)‘=‘x2+2x+5‘+|x—5|.
7. ‘(x“—4)—(x2 +2)‘=‘x4—4‘—‘x2 +2‘.
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Test

Ne Savol to'g’ri javob mugobil javob | muqobil javob muqobll
javob
a .
™ gisqarmas kasr
1. | ko'rinishda tasvirlash ratsional irratsional butun natural
mumkin bo’lgan sonlar ...
sonlar deyiladi.
1
2. Irratsional sonni ko’rsating J2 2,2(3322) 2975 2,5
. . . 1
3. Ratsional sonni ko’rsating E s e \/5
100
4. | Butun sonni ko’rsating 2 3 2 J§
5. | Ratsional sonni ko’rsating 2,88(3) r e g
234 4
6. | Butun sonni ko’rsating = : J7 Ji1
5
7. Irratsional sonni ko’rsating J§ 4,(27) 225 2,9
x> —33=0 tenglamaning
8. | yechimlari ... sonlardan irratsional butun natural ratsional
iborat!
9. ||50]=? 50 -50 25 -25
10. | |-(-75)|=? 75 -75 7,5 7,5
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4-mavzu. Haqiqiy sonlar
to'plamining chegaralari

4-Ma'‘ruza

Reja
1. Sonlar to'plamining aniq chegaralari.
2. Anig chegaraning mavjudligi.

Haqiqily sonlar to‘plamining chegaralanganligi, to‘plamning aniq
chegaralari tushunchalari matematik analiz kursida muhim rol o‘ynaydi.

1. Sonlar to‘plamining aniq chegaralari.
Biror £Ec R to‘plam berilgan bo‘lsin.

1-ta’rif. Agar E to‘plamning shunday x, elementi (x, € E) topilsaki,
E to‘plamning ixtiyoriy X elementlari uchun
X< Xg
tengsizlik bajarilsa, ya’ni
X, e E, VxeE: x<X,
bo‘lsa, X, soni E to‘plamning eng katta elementi deyiladi va
X, =max E
kabi belgilanadi.
2-ta’rif. Agar E to‘plamning shunday X, elementi (x, € E) topilsaki, E
to‘plamning ixtiyoriy X elementlari uchun
X2 X,
tengsizlik bajarilsa, ya’ni
X, eE, VxekE: X=X,
bo‘lsa, X, soni E to‘plamning eng kichik elementi deyiladi va
Xo =min E
kabi belgilanadi.
Masalan,
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bo‘ladi.
3-ta’rif. [1, definiyion 5.5.1, 116-bet] Agar shunday M soni (M €R)
topilsaki, E to‘plamning ixtiyoriy X elementlari uchun
x<M
tengsizlik bajarilsa, ya’ni
M eR, VxeE: x<M
bo‘lsa, E to‘plam yuqoridan chegaralangan deyiladi, M soni to‘plamning
yuqori chegarasi deyiladi.

4-ta’rif. Agar shunday m soni (meR) topilsaki, E to‘plamning

ixtiyoriy x elementlari uchun
X=m
tengsizlik bajarilsa, ya’ni
dneR, VxeE: x=>m
bo‘lsa, E to‘plam quyidan chegaralangan deyiladi, m soni to‘plamning quyi
chegarasi deyiladi.

Ravshanki, to‘plam yuqoridan chegaralangan bo‘lsa, uning yuqori
chegaralari cheksiz ko‘p, shuningdek quyidan chegaralan-gan bo‘lsa, uning quyi
chegaralari cheksiz ko‘p bo‘ladi.

5-ta’rif. Agar EcR to‘plam ham quyidan, ham yuqoridan
chegaralangan bo‘lsa, E chegaralangan to‘plam deyiladi.

6-ta’rif. Agar ixtiyoriy M soni (M €R) olinganda ham shunday x,
elementi (x, € E) topilsaki,

Xg>M
tengsizlik bajarilsa, ya’'ni
VM eR, 3X, e E: X, >M
bo‘lsa, E to‘plam yugoridan chegaralanmagan deyiladi.

7-ta’rif. Agar ixtiyoriy m soni (meR) olinganda ham shunday X,

elementi (x, € E) topilsaki,
Xo <M
tengsizlik bajarilsa, ya’ni
VmeR, 3Ix,eE: X; <m
bo‘lsa, E to‘plam quyidan chegaralanmagan deyiladi.

OzMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI 58



MATEMATIK ANALIZ 2016

Masalan,
1) E; ={...,— 2, -1, O} to‘plam yuqoridan chegaralangan;
2) E, ={4 2,3,...} to‘plam quyidan chegaralangan;

3) E; = {l, %, %, } to‘plam chegaralangan;

4) E, = {x eR \ X > 0} to‘plam yuqgoridan chegaralanmagan;

5) E; = {X eR | X < O} to‘plam quyidan chegaralanmagan bo‘ladi.

Endi sonlar to‘plamining aniq yuqori hamda aniq quyi chegaralari
tushunchalarini keltiramiz,

Aytaylik, E — R to‘plam va a € R soni berilgan bo‘lsin.

8-ta’rif. [1, definition 5.5.5, 117-bet] Agar

1) a soni E to‘plamning yuqori chegarasi bo‘lsa,

2) E to‘plamning ixtiyoriy yuqori chegarasi M uchun a < M tengsizlik
bajarilsa, a soni E to‘plamning aniq yuqori chegarasi deyiladi va SUpE kabi
belgilanadi:

a=supE.

Demak, E to‘plamning aniq yuqori chegarasi, uning yuqori chegaralari
orasida eng kichigi bo‘ladi.

9-ta’rif. Faraz gilaylik, E c R to‘plam va b eR soni berilgan bo‘lsin.
Agar

1) b son E to‘plamning quyi chegarasi bo‘lsa,

2) E to‘plamning ixtiyoriy quyi chegarasi m uchun b>m tengsizlik
bajarilsa, b soni E to‘plamning anig quyi chegarasi deyiladi va inf E kabi
belgilanadi:

b=inf E.

Demak, E to‘plamning aniq quyi chegarasi, uning quyi chegaralari
orasida eng kattasi bo‘ladi.

“sup” va “inf” lar lotincha “supremum” va “infimum” so‘zlaridan olingan
bo‘lib, ular mos ravishda eng yuqori, eng quyi degan ma’nolarni anglatadi.

1-teorema. Faraz qilaylik, EcR to‘plam va aeR soni berilgan
bo‘lsin. a soni E to‘plamning aniq yuqori chegarasi bo‘lishi uchun

1) a soni E to‘plamning yuqori chegarasi,

2) a sonidan kichik bo‘lgan ixtiyoriy « (a<a) uchun E to‘plamda

X >« tengsizlikni ganoatlantiruvchi x sonining topilishi zarur va etarli.
<« Zarurligi. Aytaylik,
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a=supk
bo‘lsin. 8-ta’rifga binoan:
1) ¥xe E uchun x<a, ya’ni a soni E to‘plamning yuqori chegarasi;
2) a soni yuqori chegaralar orasida eng kichigi. Binobarin, a dan kichik
a soni uchun x>« bo‘lgan X € E soni topiladi.
Yetarliligi. Teoremaning ikkala sharti bajarilsin. Bu holda, ravshanki,
a <a shartni ganoatlantiruvchi har ganday « soni E to‘plamning yuqori
chegarasi bo‘lolmaydi. Demak, a- to‘plamning yuqori chegaralari orasida eng
kichigi. Unda ta’rifga ko‘ra
a=supE
bo‘ladi. »
Xuddi shunga o‘xshash quyidagi teorema isbotlanadi.
2-teorema. Faraz gilaylik, E — R to‘plam va b € R soni berilgan bo‘Isin.
b soni E to‘plamning aniq quyi chegarasi bo‘lishi uchun
1) b soni E to‘plamning quyi chegarasi,
2) b sonidan katta bo‘lgan ixtiyoriy £ (£ >b) uchun E to‘plamda
x < B tengsizlikni ganoatlantiruvchi x sonining topilishi zarur va etarli.
Eslatma. Agar E c R to‘plam yuqoridan chegaralanmagan bo‘lsa, u

holda
SUPE =+ ,
quyidan chegaralanmagan bo‘lsa, u holda
inf E =—0
deb olinadi.
2°. Aniq chegaralarning mavjudligi.
Aytaylik,

a=oy,040,..0,...

musbat haqiqiy son bo‘lsin, bunda
a, e NU{0}, a,eN,={0,1 2,3 4,5 6,7 8 9} n>1

Ushbu
a, =g, 00,0, = +ﬂ+ﬁ+...+ L
10 10° 10"
a, a,+1
b, =ay, a,...(a, +) =« +—+—+...+ n
e )=y 10 102 10"

ratsional sonlar uchun

OzMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI 60



MATEMATIK ANALIZ 2016

a, <a<b,
bo‘ladi.

Demak, ixtiyoriy hagigiy son olinganda shunday ikkita ratsional son
topiladiki, ulardan biri shu hagigiy sondan kichik yoki teng, ikkinchisi esa katta
bo‘ladi.

Endi sonlar to‘plamining aniq chegaralarining mavjudligi haqidagi
teoremalarni keltiramiz.

3-teorema. [1, theorem 5.5.9, 117-bet] Agar bo‘sh bo‘lmagan to‘plam
yuqoridan chegaralangan bo‘lsa, uning aniq yuqori chegarasi mavjud bo‘ladi.

Bu teoremani

Ec|[0, +o), E+UJ
to‘plam uchun isbotlaymiz.

<« E to‘plam yuqoridan chegaralangan bo‘lsin:
M eR, YxeE: x<M.

Arximed aksiomasini e’tiborga olib, M € N deyish mumkin.
Endi E to‘plam
a=a,,a,0,... (e E)
elementlarining butun qgismlaridan, ya’ni ¢, laridan iborat to‘plamni F, deylik:
Fo={a, e NU{0} |, a=a,y, a,...€cE}.

Bu to‘plam ham yuqoridan M soni bilan chegaralangan va F, = <.
Ravshanki, F, < NU{0}. Bundan F, to‘plamning chekli ekanligini topamiz.
Demak, F, to‘plamning eng katta elementi mavjud. Uni ¢, deylik:

max F, =c¢, (1)

E to‘plamning

Copr OOy

ko‘rinishdagi barcha elementlaridan iborat to‘plamni E, deb olamiz:

E, ={cy,,...€ E}.
Ravshanki, E, c E, E, #J.
Endi E, to‘plam

Cor OOy

elementlarining ¢, laridan iborat to‘plamni olib, uni F, deylik:

F,={o, €{0,12,..9}| ¢y, x, ...€ E }.

Bu chekli to‘plam bo‘lib, F #& bo‘ladi. SHuning uchun uning eng

katta elementi mavjud. Uni ¢, deb olamiz:
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max F, =c, (2)
E, to‘plamning
Cor 150
ko‘rinishdagi barcha elementlaridan iborat to‘plamni E, deb olamiz:
E, ={c,,co,0;5...€ E; }.
Ravshanki, E, c E,, E, #J.
Endi E, to‘plam
Cor 1050
elementlarining «, laridan iborat to‘plamni olib, uni F, deylik:

F, ={«, €{0,1,2,...9}| c,,C, @, ...€ E; }.

Bu to‘plam ham chekli va F, #& bo‘lib, uning eng katta elementi

mavjud:
max F, =c, (3)
E, to‘plamning
Co,C1C ...
ko‘rinishdagi barcha elementlaridan iborat to‘plamni E, deb olamiz:
E, ={c,,c,C,;...€ E;}
Bu jarayonni davom ettira borish natijasida
a=Cy,¢Cy..Cppenn

haqiqiy son hosil bo‘ladi.

Endi E to‘plam va bu a son uchun 1-teoremaning ikkala shartlarini
bajarilishini ko‘rsatamiz:

1) Yuqoridagi (1) munosabatga ko‘ra V «,,,a,a,...€ E uchun a, <¢,
bo‘ladi.

Agar o, < c, bo‘lsa, uholda «,,,...<a bo‘ladi.

Agar a, =c, bo‘lsa, u holda ¢y, ,...€ E;, bo‘lib, (2) munosa-batga
ko‘ra o < ¢; bo‘ladi.

Agar a; <c, bo‘lsauholda «,,,...<a bo‘ladi.

Agar a, =c¢; bo‘lsa, u holda cy,c,a,...€ E; bo‘lib, (3) munosa-batga
ko‘ra a, < c, bo‘ladi.

Bu jarayonni davom ettirish natijasida ikki holga duch kelamiz:

a) shunday n >0 topiladiki,

g =Cy, 04 =Cp,... ¢4 =Chy, Q, <C,
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bo‘lib, «y, o ,...<a bo‘ladi.

b) ixtiyoriy n>0 da «, =¢, bo‘lib, oy, a,...=a bo‘ladi.

Demak, har doim ¢, a,...<a munosabat o°rinli bo‘ladi;

2) a sondan kichik bo‘lgan ixtiyoriy

B=Bo, BB
haqiqiy sonni olaylik:
Bos B P <CpiCi1Cy..Cpn
Unda shunday n >0 topiladiki,
Bo=Co, P=Cn .. Bra=Cha By <C,

bo‘ladi. SHuni e’tiborga olib, Vx € E,, — E uchun

X> fo: Bl By
bo‘lishini topamiz.

Shunday qilib teoremada keltirilgan E to‘plam va a soni uchun 1-
teoremaning ikkala shartining bajarilishi ko‘rsatildi. Unda 1-teoremaga muvofiq
E to‘plamning aniq yuqori chegarasi mavjud va

a=sup E
bo‘lishi kelib chigadi. P

Xuddi shunga o‘xshash quyidagi teorema isbotlanadi.

4-teorema. Agar bo‘sh bo‘lmagan to‘plam quyidan chegaralangan bo‘lsa,
uning aniq quyi chegarasi mavjud bo‘ladi.

Eslatma. To‘plamning aniq quyi hamda aniq yuqori chegaralari shu
to‘plamga tegishli bo‘lishi ham mumkin, tegishli bo‘lmasligi ham mumkin.

Mashglar

1. Agar A va B to‘plamlari (AcR, BcR) chegaralangan bo‘lib,
Ac B bo‘lsa,
supA<supB, inf A>inf B
bo‘lishi isbotlansin.
2. Agar YxeA (AcR) uchun x<a (axeR) bo‘lsa, sUupA<«

bo‘lishi isbotlansin.

Adabiyotlar
1. Tao T. Analysis 1. Hindustan Book Agency, India, 2014.
2. Xudayberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T., Shoimqulov B. A.
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Matematik analizdan ma’rizalar, I q. T. “Voris-nashriyot”, 2010.
3. Fixtengols G. M. Kurs differensialnogo i integralnogo ischisleniya, 1 t. M.
«FIZMATLIT», 2001.

Nazorat savollari

To plamning eng kata va eng kichik elementlari nima?

To plamning yuqori va quyi chegaralari ta’riflarini bering.

To plamning aniq yuqori va aniq quyi chegaralari ta’riflarini bering.
Aniq yugori chegaraning mavjudligi hagidagi teoremani ayting.
Aniq quyi chegaraning mavjudligi hagidagi teoremani ayting.

Ok wWwhE
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Glossariy

To‘plamning eng katta elementi - agar E to‘plamning shunday x,
elementi (x, € E) topilsaki, E to‘plamning ixtiyoriy X elementlari uchun
x < X
tengsizlik bajarilsa x, soni E to‘plamning eng katta elementi deyiladi.

To‘plamning eng Kichik elementi - agar E to‘plamning shunday X,
elementi (x, € E) topilsaki, E to‘plamning ixtiyoriy X elementlari uchun
x> X, tengsizlik bajarilsa x, soni E to‘plamning eng kichik elementi
deyiladi.

Chegaralangan to‘plam — agar Ec R to‘plam ham quyidan, ham
yuqoridan chegaralangan bo‘lsa, U chegaralangan to‘plam deyiladi.

To‘plamning aniq yuqori chegarasi — agar 1) a soni E to‘plamning
yugori chegarasi bo‘lsa, 2) E to‘plamning ixtiyoriy yuqori chegarasi M uchun
a< M tengsizlik bajarilsa, a soni E to‘plamning aniq yuqori chegarasi
deyiladi va sup E kabi belgilanadi.

To‘plamning aniq quyi chegarasi —agar 1) b son E to‘plamning quyi
chegarasi bo‘lsa, 2) E to‘plamning ixtiyoriy quyi chegarasi m uchun b>m
tengsizlik bajarilsa, b soni E to‘plamning aniq quyi chegarasi deyiladi va
inf E kabi belgilanadi.

Keys banki

4-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Agar A va B to‘plamlar (AcC R, B R)
chegaralangan bo‘lib, Ac B bo‘lsa,

supA<supB, inf A>inf B

bo‘lishi isbotlansin.

Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:

e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo’lgan asosiy formula,
tushuncha va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);
e to plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
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(individual).
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4-amaliy mashg'ulot

Na’muna uchun misollar yechimi

n2
E:{x: > :neN}
n°+4

MYNIAMHUHE AHUK IOKOPU XAMOA QHUK KYUU 4e2apac MOonuiICUH.
<« Papmianku, Vne N yuyH

1-mucomn. Yoy

2

0<

<1 1
n>+4 1)
oynaau. [lemak, Oepuiiran TYmiaM yerapajaHTaH.
(1) myHocabatnan VX e E yuyn

oYUM Kenub YuKaIu.
V& >0 connn (0< e <1) omub, Etynnamua, yausr

n2 4(1— 8)
X =——, N>,|—
n“+4 P
3JIEMEHTH Kapajica, YHHHT YIyH
2
n

>l-¢ 2
n®+4 )

TEHICU3JUK Oaxkapuiiaau (YyHKU
2

= 4>1—8:>n2>n2+4—n28—48:>n28>4(1—8):>
+

4(1- 4(1-

o), [-e),
£ g

(1) Ba (2) myHOCabaTIapiaH TOTAMHU3:

2
SupE=Sup{x= 1 :neN}zl.
n“+4

=n’>

Xy OIyHra yxIuran

2
infE=inf{x= 1 :neN}=o
n“+4

oynuim Kypcatuiaay. P
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Kyiinaaru Tyniamiap yerapajaHranJMKKa TeKmupuicun (1-6):

1. Ez{x: n 5 neN}.
1+n

2. Ez{x:l—nz—Gn: neN}

x=(_1);ﬂ: neN}.

E{x=1: neN}
n

TYIUIAMHUHT aHUK FOKOPH XamJa aHWK Kyiu yerapajiapy TOIUJICHH.

7. Yoy
E:{x:1+%: neN}

TYIJIaMHUHT aHUK FOKOPHU Ba aHWK KyWH Yerapaiapy TOMHICHH.
8. E — R tymiam yayn SUPE Ba inf E jap maBxynx 60,
SupE =inf E
o0ynca, E tymmam TyFpucumaa HUMa IEHHIIT MyMKHH.
9. Arap E <R, F c E Tynmamnap yuys:
1) VxeE,VyeF :x<y,
2)Ve>0,3x, eE,Jy,eF1y,— X <¢
Oyica, y xonaa
SUpE =inf F
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oYUy NCOOTIAaHCHH.

10. Arap E — R tynnam yerapananran 6ynmu6, E,  E 6ynca, y xonna
SupE, <SupE, infE >infE
oYUy NCOOTIaHCHH.
11. Arap E c R Tynnam uerapananran 6ynu0, a € R Oyica, y xonna
Sup{a+ E}=a+ SupE
OyuI NCOOTITAHCHH.
12. Arap E — R tymam verapananran 6yiau6, a >0 6ynca, y xonaa
Sup{a-E}=a-SupE
oYUy NCOOTIaHCHUH.
13. Aiiraiinuk, yerapananran E ={x} c R Tymmam xap Oup X 3JIEMEHTHHHHI
KapaMa-Kapuicu —X JlapAaH Ty3wiras tymiam F Oyncun: F = {—X X e E}. Y

XOoJiga
SupF =—infE, inf F=-SupE

oYMy NCOOTIAaHCHH.

14, Airaitmnk, E={x}cR, F={y}cR wuerapanaurau Tymnamnap 06yu0,
E+F={x+y:xeE,yeF} 6yncun. ¥V xonna

Sup(E + F ) = SupE + SupF,

inf(E+F)=infE+infF

oYUy NCOOTIaHCHH.
15. Anraitmnk, E={x}cR,F={y}cR wuerapananran Tymnamuap 6yuo,
E-F={x—y:xeE,yeF} 0yrcun. ¥ xonna

Sup(E —F)=SupE —inf F
OymuIy nCOOTIIAHCHH

16. Ymby E, ={x:x>0}, F ={y:y>0} Tymmamnap épaammna Ty3uiras

E,-F ={x-y:xeE,yeF} tymam yuyn
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inf(E,-F,)=infE, -infF,,
Sup(E, - F, ) =SupE, - SupF,
OyuIy NCOOTITAHCHH.
17. Awraiinuk, Ec R, FcR Tymnamnap rokopumaH derapaiaHraH OVIICHH.
YHnaa
Sup(E UF)=max(SupE, SupF)
OyuI NCOOTITAHCHH.

(max(a, b)—a Ba b nmapuunr karracu )
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Test

Ne Test topshirig’i To'g'ri javob Mugobil javob Mugobil javob
MeR soni EcR
1. | to‘plamning yuqori chegarasi | VX€ E:X<M dxeE:x>M IxeE:x<M
deyiladi, agar ...
meR soni EcR
2. | to‘plamning quyi chegarasi | VXeE:x>m VXxeE:x<m IxeE:x<m
deyiladi, agar...
MeR soni EcR|MsonE | M soni E M soni E
. . . . | to’plamning yuqori , . . . . .
3. | to‘plamning anig  yugori . .,__. | to'plamning quyi | to‘plamning yuqori
chegarasi deyiladi, agar chegaralari orasidagi chegarasi chegarasi
8 yriacl, agafr... eng kichigi 8 8
m soni E m soni E
meR soni EcR . . . m soni E to‘plamning yuqori
. . . . | to’plamning quyi , . . .
4. | to‘plamning aniq quyi . .,__. | to'plamning quyi | chegaralari
. I chegaralari orasidagi . .
chegarasi deyiladi, agar... . chegarasi orasidagi eng
eng kattasi .
kichigi
5. Et(.) pl'fam chegaralangan VXxeE: m<x<M vxeE: x<M E={—00;+00}
deyiladi, agar ...
E to‘plam yuqoridan
6. | chegaralangan deyiladi, agar | VX€E,3M,x<M | E={-o0;+o0} VxeE:m<x<M
E to‘plam quyidan
7. | chegaralangan deyiladi, agar | VXe E,dm,x=m VxeE:x<M VXxeE:m<x<M
8. Ch,egaralémﬁagaf' E E = {—o0;+ 0} VXeE :Xx<M VXeE:m<x<M
to‘plamni ko‘rsating:
(0, 1) intervalning aniq
9. | yugori chegarasini | 1 2 3
ko‘rsating:
10 Chlegar.alangan E to‘plamni E=[a,b] E = (o0, +0) E = (—0, ]
ko‘rsating:
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5-mavzu. Haqiqiy sonlar ustida
amallar

5-ma’ruza

Reja
1. Haqigiy sonlar vyig'indisi, ayirmasi, ko'paytmasi va
nisbati.
2. Haqgiqiy sonning darajasi.
3. Haqiqiy sonning absolyut giymati.
4. Bernulli tengsizligi. Nyuton binomi formulasi.

5. Ichma-ich joylashgan segmentlar prinsipi.

1. Haqiqiy sonlar yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va nisbati.
Avval aytganimizdek, ratsional sonlar ustida, xususan chekli o‘nli kasrlar
ustida bajariladigan amallar va ularning xossalari ma’lum deb hisoblaymiz.
Aytaylik, ikkita musbat
a=a,,0,0,..0,..

b= By, By

haqiqiy sonlar berilgan bo‘lsin. Unda n>0 bo‘lganda ushbu
0, =y a0yt = Gy + b+ -2 g O

n 01%1%2**n 0 10 102 10n’

" a a, a, +1
a =a,aa,..(a +1)=a,+—+—"=+...+ —
n 0r*1+*2 ( n ) 0 10 102 10n

ratsional sonlar uchun

a <a<a, (1)
shuningdek,
' B P B
b, =L, R A e et TR bt
n ﬂo ﬂlﬂZ ﬁn ﬂo 10 102 10n
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. BB B, +1
b, =5, (B D)=L+ +
w = Bo: BB (B, +1) = B, 10107 10
ratsional sonlar uchun
br',sbsbr'\' (2

bo‘ladi.

Endi (1) va (2) tengsizliklarni ganoatlantiruvchi ratsional sonlarning
yig‘indisi a +b_ lardan iborat {a +b } to‘plamni garaymiz. Ravshanki, bu
to‘plam yuqoridan chegaralangan. Unda 4-ma’ruzadagi 3-teoremaga ko‘ra {
a, +b } to‘plamning aniq yuqori chegarasi mavjud bo‘ladi.

1-ta’rif. [1, p.104, def.5.3.4){a, +b, } to ‘plamning aniq yugori chegarasi
a va b haqiqiy sonlar yigindisi deyiladi va a-+b kabi belgilanadi:

a+b=sup{a, +b}.

n=0

(1) va (2) tengsizliklarni qanoatlantiruvchi ratsional sonlarning
ko ‘paytmasi a-b, lardan iborat {a -b } o ‘plamni garaymiz. Bu to ‘plam
yuqoridan chegaralangan bo ‘ladi. SHuning uchun uning aniq yuqori chegarasi
mavjud bo ‘ladi.

2-ta’rif. . [1, p.105, def.5.3.9{a -b. } to plamning anig yuqori chegarasi
a va b hagqiqiy sonlar ko ‘paytmasi deyiladi va a-b kabi belgilanadi.

a-b=sup{a, b }.

n>0

(1) va (2) tengsizliklarni ganoatlantiruvchi ratsional sonlarning nisbati %

n

I

lardan iborat {b" } to‘plam yuqoridan chegaralangan bo‘ladi.

n

n

3-ta’rif. {b } to‘plamning aniq yuqori chegarasi a sonining b soniga

n

nisbati deyiladi va % kabi belgilanadi.

4_gupl
b n>0 bn .

Aytaylik a va b musbat haqiqiy sonlar bo‘lib, a>b bo‘lsin.
A-ta’rif. [1, p.106){a, —b } to ‘plamning aniq yuqori chegarasi a sonidan
b sonining ayirmasi deyiladi va a—b kabi belgilanadi.
a—b=sup{a,—h}.
n=0
Eslatma. 1) Hagqiqiy sonlar ustida bajariladigan qo‘shish, ko‘paytirish,
ayirish va bo‘lish amallarini to‘plamning aniq quyi chegarasi orqgali ham
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ta’riflash mumkin.
Masalan, a va b haqiqiy sonlar yig‘indisi quyidagicha ta’riflanadi:
a+b=inf{a, +5}.

Haqiqiy sonlarda, yuqorida kiritilgan amallar o‘rta maktab matematika
kursida o‘rganilgan amallarning barcha xossalarga ega.

2. Haqiqiy sonning darajasi.
Avval hagigiy sonning 0-hamda n - darajalari (ne N) quyidagicha
a® =1,

a"=a-a-..-a, (neN)
|
aniqlanishini ta’kidlaymiz.
Teorema [2, p.18, property 1.8] (isbotsiz). Faraz gilaylik, a>0 va ne N
bo ‘Isin. U holda shunday yagona musbat x soni topiladiki,

x"=a
bo ‘lad.
5-ta’rif. Musbat hagiqiy a sonining n darajali ildizi deb ushbu
X"=a

tenglikni ganoatlantiruvchi yagona x soniga aytiladi va
1

x=a=an"
kabi belgilanadi.
Aytaylik, a musbat hagigiy son, r esa musbat ratsional son bo‘lsin:

m
a>0, r=—, mneN.
n

Bu holda a sonining r - darajasi quyidagicha

1
a’ =(am)”
aniglanadi.
6-ta’rif. Faraz qilaylik, a>1, b>0 haqiqiy sonlari berilgan bo‘lsin, a
sonining b-darajasi deb ushbu {ab'”} to‘plamning aniq yuqori chegarasiga
aytiladi:
a’ =sup{ab”}. bunda b, =B, 8. Bs-Bs 0= By, B Boree-Bseen

n>0

3. Haqiqgiy sonning absolyut giymati.
[2, p.13] Aytaylik x € R son berilgan bo ‘Isin. Ushbu
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|x|— X, agar x>0 bollsa,
| =x, agar x<0 bol'lsa,
miqdor x sonining absolyut giymati deyiladi.
Hagiqgiy sonning absolyut giymati quyidagi xossalarga ega:
1) xR son uchun
X|=0, [x|=|-x, x<|x|, —x<[X
munosabatlar o rinli,
2) |x|<a < —a<x<a,
X|<a < -a<x<a, (a>0)
3) xeR, yeR sonlar uchun
[+ y]<[x|+[y],
[x=y|=[x =],

x-y[=[x]-]y],
X_M .0
yl |yl

bo ‘ladl.

Bu xossalarning isboti bevosita sonning absolyut qiymati ta’rifidan kelib
chigadi. Ulardan birini, masalan |x+ y|<|x|+|y| bo‘lishini isbotlaymiz.

<« Avtaylik, X+y>0 bolsin. Unda |x+y|=x+y bo‘ladi.
x<|x|, y<|y| bo‘lishini ¢’tiborga olib topamiz:

X+ y|=x+y<|x|+]y]|.

Endi x+y <0 bo‘lsin.

Unda |x + y|=—=(x+y) =(—X) + (—y) bo‘ladi. —x<|x|, —y<|y| bo‘lishini
e’tiborga olib topamiz:

X+ y|= (=) +(y) <|X|+]y]. »
1-misol. Ushbu
[Bx —1 <[2x =1 +|x| (3)

tengsizlik x ning qanday giymatlarida o‘rinli bo‘ladi?

<€ Sonning absolyut giymati xossasidan foydalanib topamiz:

Bx—1|=|(2x —1) + x| < |2x =1 +|X| -

Demak, (3) tengsizlik ixtiyoriy x € R uchun o‘rinli bo‘ladi. »

Barcha manfiy bo‘lmagan haqiqiy sonlar to‘plamini R, bilan belgilaylik.
Ravshanki, R, c R.

Har bir xeR haqiqgiy songa uning absolyut giymati |x| ni mos qo‘yish
bilan ushbu

fix—|x| (f:R>R))
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akslantirishga ega bo‘lamiz.

Demak hagiqgiy sonning absolyut giymati R to‘plamni R, to‘plamga
akslantirish deb garalishi mumkin.

Ixtiyoriy x e R, y € R sonlarni olaylik. Ushbu

[x=]
migdor x va y nugtalar orasidagi masofa deyiladi va d(x,y) kabi
belgilanadi:
d(x,y)=[x-y|.

Masofa quyidagi xossalarga ega:
1) d(x,y)>0 Ba d(X,y)=0<=Xx=Y,

2) d(x,y)=d(y,x),
3) d(x,z) <d(x,y)+d(y,z), (zeR).

4. Bernulli tengsizligi. Nyuton binomi formulasi.
Ixtiyoriy x>—-1 (x € R) hamda ixtiyoriy ne N uchun ushbu
@+x)" =1+ nx 4)
tengsizlik o‘rinli.
<« Bu tengsizlikni matematik induksiya usuli yordamida isbotlaymiz.
Ravshanki, n=1 da (4) tengsizlik (tasdiq) o‘rinli bo‘ladi
1+x=1+x.
Endi ne N da (4) munosabat o‘rinli deb, uni n+1 uchun ham o‘rinli bo‘lishini
ko‘rsatamiz. (4) tengsizlikning har ikki tomonini 1+ X ga ko‘paytirib topamiz:
1L+ X)" > @+nx) - @1+ X) =1+ (n+D)X+nx* =1+ (n+Dx.
Matematik induksiya usuliga binoan (4) munosabat ixtiyoriy ne N uchun
o‘rinli bo‘ladi.»
(4) tengsizlik Bernulli tengsizligi deyiladi.
[2, p.19-20]Endi Nyuton binomi formulasini keltiramiz.
Ma’lumki, acR, beR da

(a+b)* =a’ +2ab +b?
(a+b)’=a’+3a’h+3ab® +b°
bo ‘ladi. Umuman, ixtiyoriy ne N da
(a+b)"=C°-a"+Cla"" b+..+C-a"*p* +..+

n 5
+Crtab"™ +C)-b" =) Cra" b ©)
k=0

bo ‘ladi, bunda

C)=1
cnk:”(”‘l)"'g:‘(k_l)), K1=1-2-3.k, k=12..,n
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(5) tenglik ham matematik induksiya usuli yordamida isbotlanadi.
<« Ravshanki, n=1 da C}-a+C;-b=a+b. Demak, bu holda (5) tenglik

o ‘rinli. Endi (5) tenglik n uchun o ‘rinli bo ‘Isin deb, uni n+1 uchun ham o rinli
bo ‘lishini ko ‘rsatamiz. (5) tenglikning har ikki tomonini a+b ga ko ‘paytirib

topamiz:
(a + b)n+1 — an+1 + Z(C: + C:_l) . a'n+1—k . bk + bn+1.
k=1
Ravshanki,
Ck + Ck—l — n(n _1)(n B (k B 2)) (n . (k _1) + k) —
n n Kl
_n(n+)((n+D)-1)..((n+D) - (k-1)) _ o
- k' T Mn+l
Demak,

n+1

n
(a + b)n+l — an+l + ZCK an+1—k . bk + bn+1 :ch an+1—k . bk
k=1 k=0

n+1 n+1

bo ‘ladi. Bu esa (5) tenglik n+1 bo ‘Iganda ham bajarilishini ko ‘rsatadi. »
Odatda (5) tenglik Nyuton binomi formulasi deyi-ladi.

5. Ichma-ich joylashgan segmentlar prinsipi.
Ma’lumki, ushbu
{xeR:a<x<b}=[a,b]
to‘plam segment deb ataladi.
Aytaylik, [a, b ] va [a,, b,] segmentlar berilgan bo‘lsin. Agar
[, bl<=[a,, b,]
bo‘lsa, [a, b] segment [a,, b,] segmentning ichiga joylashgan deyiladi. Bu
holda a <a, <b, <b bo‘ladi.
7-ta’rif. Agar
[a,, b], [a,, b,]...... [a,, b, ].... (6)
cegmentlar ketma-ketligi quyidagi
[a,b]>[a,, b]>...o[a, b]>..
munosabatda, ya'ni Vne N da
[a,, b, ]1>[a..: b,..]
bo‘lsa, (6) ichma-ich joylashgan segmentlar ketma-ketligi deyiladi.

Teorema. Aytaylik,
[a, b [a, B,]...... [&,, b ]....
cegmentlar ketma-ketligi quyidagi shartlarni bajarsin:
1) vneN: [a,b]>[a,, b,.],
2) V>0, dn,eN, n>n,: b, —a, <& bolsin.
U holda shunday ce€R mavjud bo‘ladiki, cela,, b,], (N=12,3,...) bo‘lib,

OzMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI 77




MATEMATIK ANALIZ 2016

bunday ¢ yagona bo‘ladi.
<4 Teoremada qgaralayotgan segmentlar ketma-ketligi ichma-ich
joylashgan segmentlar ketma-ketligi bo‘ladi. Ravshanki, bu holda ushbu
a<a,<a<..<a <b <b ,<.<b <b
munosabat bajariladi.
Endi a, a,,...,a, sonlaridan tashkil topgan

E={a,a, ..,a}
to‘plamni qaraymiz. Bu to‘plamning yuqoridan chegaralanganligini ko‘rsatamiz.
Ixtiyoriy natural m sonini olib, uni tayinlaymiz.
Agar n<m bo‘lsa, [a,,b,]c[a,, b,] bo‘lib, a,<a, <b,<b, yani
a, <b, bo‘ladi.
Agar n>m bo‘lsa, [a, b ]c[a,, b,] bo‘lib, a,<a <b, <b, yani
a, <b, bo‘ladi.
Aniq yuqori chegara haqidagi teoremaga ko‘ra
SupE=c (ceR)

mavjud bo‘ladi.
To‘plamning aniq yuqori chegarasi ta’rifiga binoan
vneN daa,<c va VmeN da c<b_ bo‘ladi.

Demak,
vneN da cela,,b,].

Agar shu nuqgtadan fargli va barcha segmentlarga tegishli
c' (c'ela,, b,], ¥ne N) mavjud deb qaraladigan bo‘lsa, unda
b, —a,>|c—c|>0
bo‘lib, bu teoremaning 2-shartiga zid bo‘ladi.
Demak, c=c' .
Odatda bu teorema ichma-ich joylashgan segmentlar prinsipi deyilib, u
haqiqiy sonlar to‘plamining uzluksizlik (to‘liglik) xossasini ifodalaydi.

Mashglar

1. Ixtiyoriy X, X,, ..., X, haqgiqiy sonlar uchun
X, + X+ e X <SP X F X

bo‘lishi isbotlansin.
2. Ikki haqiqiy son yig‘indisi ta’rifidan foydalanib ushbu
a+b=b+a, a+a=2a

tengliklar isbotlansin.
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Nazorat savollari

1. Ikki haqiqiy sonning yig’indisi, ayirmasi, ko’paytmasi va nisbati
ta’riflarini bering.

Haqiqiy sonning darajasi ta’rifini bering. Misollarda tushuntiring.

Hagigiy sonnig absolyut giymati nima?

Bernulli tengsizligini keltiring.

Nyuton binomi formulasini yozing.

Ichma-ich joylashgan segmentlar prinsipini tushuntiring.

OOk wnN
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Glossariy

Haqigiy sonning absolyut giymati — aytaylik x € R son berilgan bo‘Isin.

Ushbu || :{X' agar x=0 bollsa, migdor x sonining absolyut giymati
—x, agar x<0 bo'lsa,

deyiladi.

Nugtalar orasidagi masofa — ixtiyoriy xe R, yeR sonlar uchun |x—y|
migdor x va y nugtalar orasidagi masofa deyiladi.

Bernulli tengsizligi — ixtiyoriy x>-1 (xeR) hamda ixtiyoriy ne N
uchun ushbu (1+ x)" =1+ nx tengsizlik Bernulli tengsizligi deyiladi.

Nyuton binomi formulasi —

(@a+b)"'=Cl-a"+Cia"t b+..+Cy-a" D +..+Clab" + Cy -B" =D Cra" b
k=0

Ichma-ich joylashgan segmentlar prinsipi — aytaylik,
[a,b] [a,Db],.....[a,b]..
segmentlar ketma-ketligi quyidagi shartlarni bajarsin:

1) vneN: [a, b]>[a,, bl

2) Ve>0, An,eN, n>n,: b, —a, <& bo‘lsin.
U holda shunday ceR mavjud bo‘ladiki, cela,,b,], (n=12,3,...) bo‘lib,
bunday ¢ yagona bo‘ladi.

Keys banki

5-keys. Masala o rtaga tashlanadi: Ixtiyoriy x;, x,, ..., X, hagiqiy sonlar uchun
X+ X, oot X | <X 5]+ [ X

bo‘lishi isbotlansin.
Keysni bajarish bosqichlari va topshiriglar:

e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo"lgan asosiy formula,
tushuncha va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).
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5-amaliy mashg'ulot

Na’muna uchun misollar yechimi
1-mucon. S, =1°+2° +...+n’ yig‘indini hisoblang.

Yechish: Ushbu (x+1)3—x3:3x2+3x+1 tenglikni garaymiz. Bu

tenglikda x=1,2,...,n deb olib va hosil bo‘lgan tenglikni hadma-had qo‘shib,
topamiz:

Z((k +1) k) = :eZk2 +Zk n.
Bundan -

(n+1) —n®=3s, +gn(n +1)+n
bo‘lishini hosil gilamiz. Endi yuqoridagi tenglikdan S, ni topsak,

1 1
S, :E(Zn3 +3n? +n):gn(n +1)(2n+1).

Demak,
ity apie n(n+1)(2n+1)
5 :
Quyidagi tengsizliklarni isbotlang:
1 x=y]= M-I,

2. %+ Xy ot X S Xo X

Ixtiyoriy a va b sonlar uchun quyidagi tengliklar o'rinli bo’lishini

iosbotlang:

bn+1 (a b)ibkan—k :

k=0

2' a2n+1 +b2n+1 (a+b)i(—1)kbka2”_k :

k=0
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Quyidagi tengliklarni isbotlang:

1) Y 2k—12=0C3,,0; 2) Y k-kl=Mm+1)! -1
k=1 k=1
3) Z( )k—le ( 1)n 1"(”;‘ 1)’
k 1
Zkk+1 n—l—l)(n—|—2)’
5) Zk‘(k—l—l)(k—l—?) _ n(n+1)(n4—|— 2)(n—|—3);
k 1
nn+1)(2n+1)(3n° +3n—1)
Zk4 30 ’
n*(n+1)*(2n* 4+ 2n — 1)
Zk5 = .

Quyidagi tengliklarni isbotlang:

«

NS

), a #£2rk, k€ Z;

n sin(n——i_1 a) cos (x—l—
1) Z cos(z + ka) = 2
k=0

.«
s —
2

, aF£2nk, keCZ.

2) zn:Sin(aj N ka) _ sin <nT—|—1 a) sin (:13 + % oz)
k=0

.«
sSin —
2

Quyidagi yig‘indilarni hisoblang:

1) Z sin(2k — Dzx;  2) Z cos(2k — )z;  3) Z sin? kx;
k=1 k=1 k=1

4) Z cos’ kz; 5) Z sin® kxz;  6) Z cos® k.
k=1 k=1 k=1
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Quyidagi yig‘indilarni hisoblang:

n n

1) Y (k+1)Ck 2) Y (k- 1)0F; ZCM Z o2,
k=1 k=1

5) i(—l)kcﬁ, m<n; 6) i<—1)k(07]§)2-
k=0 k=0

Quyidagi tengliklarni isbotlang:

n

1) Y kCy=n2"""  2) ) (-D)*'kCE=0
k=1

s
kovs—k s . ontl o
3) ZCnCm Cm—i—n? Z n—i—k n—l—m—i—l’
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Test

Test topshirig’i

To'g'ri javob

Mugqobil javob

Mugqobil javob

Musbat haqigiy a sonining n
darajali ildizi deb ushbu ...
tenglikni ganoatlantiruvchi
yagona X soniga aytiladi.

X"=a

Noto'g'ri munosabatni
ko'rsating.

[X/> |-

M=

x <X

Noto'g'ri munosabatni
ko'rsating.

[x=y|<[x-y]

[x+y]<|x|+[y

[x=y|z[x-]y]

Ushbu [3x—1 <[2x—1]+|X]
tengsizlik X ning ganday
giymatlarida o‘rinli bo‘ladi?

vxeR

Vx e R*

vXxeR™

Ushbu ... miqdor X va y

nuqtalar orasidagi masofa
deyiladi.

x|

x+Y]|

x=(=y)|

Bernulli tengsizligini korsating

@+ x)" =1+nx

@-x)"=1+nx

@+x)" <1+nx

Ushbu

Bx -3y +5|>[8x+3—[3y -2
tengsizlik X va y ning ganday
giymatlarida o‘rinli bo‘ladi?

VX, yeR

VX, yeR"

VX, yeR™

Ushbu

[17x+11y —7| <[17x—3|+[11y —4
tengsizlik X va y ning ganday
giymatlarida o‘rinli bo‘ladi?

-

VX, yeR

VX, yeR™

VX, yeR"

Noto'g'ri munosabatni
ko'rsating.

gfam —an

Yab -%a-3b

kr\n/_:kQ]/a

10.

Ushbu
X2 —2x—3 > x*—2x-3

tengsizlikni yeching.

Xe (—1; 3)

X e (—o0;—-1)U(3;+

o) xe(-3;1)
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6-mavzu. Sonlar ketma-ketligi va
uning limiti

6-ma’ruza

Reja
1. Sonlar ketma-ketligi tushunchasi.

2. Sonlar ketma-ketligining limiti.

1. Sonlar ketma-ketligi tushunchasi.
Biz birinchi bobda ixtiyoriy E to‘plamni F to‘plamga akslantirish:
f:E>F

tushunchasi bilan tanishgan edik.
Endi E=N, F=R deb, har bir natural n songa biror hagigiy x, sonini
mos qo‘yuvchi
f:n>x, (n=1,23,..) (1)
akslantirishni garaymiz.
1-ta’rif. 1- akslantirishning akslaridan iborat ushbu
Xio Xpy Xgy veey Xy e (2)
to‘plam sonlar ketma-ketligi deyiladi. Uni {x } yoki x_ kabi belgilanadi.
X, (n=12,3,...) sonlar (2) ketma-ketlikning hadlari deyiladi. Masalan,
P T
n 23 n
2) X, =(-D)":-1,1 -1, .., (-D",...
3) X, =Q/ﬁ: 1, \/E §/§Q/ﬁ
4) xy=1:1,11..1..

5) 0,3;0,33; 0,333;...; 0,333...3; ...
n ta

1) x

lar sonlar ketma-ketliklaridir.
Biror {x_} ketma-ketlik berilgan bo‘lsin.

2-ta’rif. [1, p.130, def. 6.1.16] Agar shunday o zgarmas M soni mavjud
bo ‘Isaki, ixtiyoriy x,(n=12,3,...) uchun x, <M tengsizlik bajarilsa (va’ni
AM, VneN: x <M bo'lsa), {x.} ketma-ketlik yugoridan chegaralangan
deyiladi.
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3-ta’rif. Agar shunday o‘zgarmas m soni mavjud bo ‘Isaki, ixtiyoriy
X.(n=12,3,...) uchun x, >m tengsizlik bajarilsa (ya'ni, 3m, VneN:x >m
bolsa), {x.} ketma-ketlik quyidan chegaralangan deyiladi.

4-ta’rif.  Agar {x } ketma-ketlik ham yuqgoridan, ham quyidan
chegaralangan bo‘lsa (ya’ni Im,M, VneN: m<x <M bo'lsa), {X}

ketma-ketlik chegaralangan deyiladi.
1-misol. Ushbu
n

:4+n
ketma-ketlikning chegaralanganligi isbotlansin.
<« Ravshanki, Yne N uchun

X

n

(n=1,2,3,..)

2

. n
" 44n?
bo‘ladi. Demak, qaralayotgan ketma-ketlik quyidan chegaralan-gan.
Ma’lumki,

X >0

0<(n—2)’=n*-4n+4
bo‘lib, undan 4n<4+n’ ya’'ni,
n
4+ n?
bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa berilgan  ketma-ketlikning  yuqoridan

chegaralanganligini bildiradi. Demak, ketma-ket-lik chegaralangan »
5-ta’rif. Agar {x } ketma-ketlik uchun

VM eR, 3dn,eN: Xn0>M
bo‘lsa, ketma-ketlik yugoridan chegaralanmagan deyiladi.

1
<=
4

2. Sonlar ketma-ketligining limiti.

Aytaylik, a € R son hamda ixtiyoriy musbat & son berilgan bo‘lsin.
6-ta’rif. Ushbu
U,.(a)={xe R| a—e<x<a+e}r=(a—¢g a+¢)
to‘plam a nuqtaning ¢ - atrofi deyiladi.
Faraz gilaylik {x } ketma-ketlik va ae R soni berilgan bo‘lsin.

7-ta’rif. [2, p.68, def. 3.5] Agar ixtiyoriy £>0 son olinganda ham
shunday n, natural soni mavjud bo ‘Isaki, n>n, tengsizlikni ganoatlantiruvchi
barcha natural sonlar uchun
x, —a|<e (3)
tengsizlik bajarilsa, (ya'ni
Ve>0, dn,eN,Vvn>n,: [x —al<e
boIsa), a son {x } ketma-ketlikning limiti deyiladi va
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a=limx, yoki n—»>o da x, —>a

N—o0

kabi belgilanadi.
Ravshanki, yugoridagi (3) tengsizlik uchun
|X,—al<ee=a-—s<X, <a+e¢
ya’ni, X €U_(a), (n>n,) bo‘ladi. SHuni e’tiborga olib, ketma-ketlikning
limitini quyidagicha ta’riflasa bo‘ladi.

8-ta’rif. [1, p.128, def.6.1.5] Agar a nugtaning ixtiyoriy U_(a) atrofi
olinganda ham {x_} ketma-ketlikning biror hadidan keyingi barcha hadlari shu
atrofga tegishli bo ‘Isa, a son {x } ketma-ketlikning limiti deyiladi.

Yuqorida keltirilgan ta’riflardan ko‘rinadiki & ixtiyoriy musbat son
bo‘lib, natural n, soni esa & ga va garalayotgan ketma-ketlikka bog‘liq ravishda
topiladi.

2-misol. Ushbu

x =C (ceR,n=123,..)
ketma-ketlikning limiti ¢ ga teng bo‘ladi.

<«Hagigatan ham, bu holda V ¢ >0 ga ko‘ra n, =1 deyilsa, unda ¥n>n,
uchun |x, —c|=0<e& bo‘ladi. Demak, limx, =limc=c »

3-misol. Ushbu

x =1 (n=123..)
n

n
ketma-ketlikning limiti 0 ga teng bo‘lishi isbotlansin:

limL=0.

n—o N

<« Ravshanki,

l_%zl
n n

bo‘lib, 1 <& (e>0) tengsizlik barcha n> 1 bo‘lganda o‘rin-li. Bu holda
n &

N, :[1}+1
&

deyilsa, ([a]—a sonidan katta bo‘lmagan uning butun qismi), unda Vvn>n,

uchun
E—0<g
n
bo‘ladi. Ta’rifga binoan
Iim1 =0. >
n—o N
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4-misol. Aytaylik, aeR, |a|>1 bo‘lsin. U holda
Iimin =0
n—o a
bo‘lishi isbotlansin.
<« |a|=1+6 deylik. Unda & =|a|—1> 0 va Bernulli tengsiz-ligiga ko‘ra
@+06)"=21+nd>ns
bo‘lib, Vhe N da

1 1
_n < _
|a| no
bo‘ladi. Demak,
iﬂ—O‘=—<5 (e>0)
a
tengsizlik barcha
1
n>—
&0
bo‘lganda o‘rinli. Agar
n, = [i} +1
Jo)
deyilsa, ravshanki, ¥n >n, uchun
in -0l<e¢
a
bo‘ladi. Demak,
lim 1 =0 »
nN—o0 a

5-misol. Ushbu X, =—— (n=12,3,...
n+1

ketma-ketlikning limiti 1 ga teng bo‘lishi isbotlansin.
<« Ixtiyoriy £ >0 son olamiz. So‘ng ushbu

X, —1<e
tengsizlikni garaymiz. Ravshanki,
B e
n+1 n+1
Unda yuqoridagi tengsizlik
LI
n+1

ko‘rinishga keladi. Keyingi tengsizlikdan
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n>£—1
&

&
olinsa (¢ >0 gako‘ra ny e N topilib), ¥n>n; uchun |x, -1/ <& bo‘ladi. Bu esa

bo‘lishi kelib chigadi. Demak, limit ta’rifidagi n, e N sifatida n, =[1—1}+1

bo‘lishini bildiradi.»
6-misol. Faraz qgilaylik, ac R, |[a|>1 va a € R bo‘lsin. U holda

bo‘lishi isbotlansin.
1

<« SHunday natural k sonni olamizki k>« +1 bolsin. Endi |al>1

1 1
bo‘lishini e’tiborga olib, |a|*=1+9, ya’'ni oJd=|alk-1>0 deymiz. Unda
Bernulli tengsizligiga ko‘ra

lal=(1+5)" 21+n5>ns
bo‘lib, Vhe N da
nt 1

n< k
a no

bo‘ladi. Bu holda

1
n0:|:5k.8j|+l (€>O)

deyilsa, ¥ n>n, uchun

= < <&
lal* |n|"

na ‘ na nkfl

bo‘ladi. Demak, lim™==0.»

n—oo a

7-misol. Ushbu

T LU

N—oo n

tenglik isbotlansin.
<« Ravshanki, V¢>0va V¥ neN uchun
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n
(10°)"
bo‘ladi. Agar 10° >1 bo‘lishini e’tiborga olsak, 6-misolga ko‘ra
-0

<1

Ign
0<39 <lgn<ne © n<10¥ <
n

N—>o0 n1a

n
(10°)"

ekanini topamiz. Unda ta’rifga ko‘ra 1 soni uchun

dn,eN, Vn>n,: n -<1
(10°)
3 . *1: Ign 3 . H Ign
bo‘ladi. SHunday qilib, ¥ n>n, uchun — <& bo‘ladi. Demak, lim—=0.
n n—>o N
>

8-misol. Ushbu
x=(-1)" (n=123,..)

ketma-ketlikning limiti mavjud emasligi isbotlansin.

<« Teskarisini faraz gilaylik. Bu ketma-ketlik a limitga ega bo‘lsin. Unda
ta’rifga binoan,

Ve>0, dn,eN, vn>n,: |[(-)"—-alke

bo‘ladi.

Ravshanki, n juft bo‘lganda [L-a|<& , n toq bo‘lganda |(—1)—a|<8,
ya'ni |1+a|< e bo‘ladi. Bu tengsizliklardan foydalanib topamiz:

29(0-a)+(1+a)lKll-a|+|1-alk2¢.

Bu tengsizlik &>1 bo‘lgandagina o‘rinli. Bunday vaziyat & >0 sonining
ixtiyoriy bo‘lishiga zid. Demak, ketma-ketlik limitga ega emas. »

Teorema. [1, p.128, prop. 6.1.7] Agar {x,} ketma-ketlik limitga ega
bo ‘Isa, u yagona bo ‘ladi.

<« Teskarisini faraz qilaylik. {x,} ketma-ketlik ikkita a va b (a=b)
limitlarga ega bo ‘Isin:

limx =a, limx =b (a#b)

Limitning ta’rifiga ko ‘ra
Ve>0, dn,eN, vn>n,: |x —al<g,
Ve>0, dn,eN, vn>n,: |x —ble
bo ‘ladi.
Agar n, va n, sonlarining kattasini N desak, unda Vn>n da

|x,—a|<e, |x,—b|<e
bo ‘lib

|x, —a|+|x, —b|<2e
bo ‘ladi.
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Ravshanki, |a—b|=|a—x, +x, —b|<|x, —a|+|x,—b].
Demak, V &>0da|a—b|<2s bolib, undan a=b bo lishi kelib chiqadi. »

Mashglar

1. Ketma-ketlik limiti ta’rifidan foydalanib ushbu
X, =n+2-+n+1

ketma-ketlikning limiti topilsin.
2. Agar limx, =a, limy,=a bo‘lsa, u holda ushbu

Xt Yis Xos Yareees Xy Yopyeen
ketma-ketlikning limiti ham a ga teng bo‘lishi isbotlansin.
3. Agar limx, =a bo‘lsa, u holda

nN—oo

i +X, +..+X
Ilmx1 2 n_—a

N—o0 n

bo‘lishi isbotlansin.

Adabiyotlar

1. Xudayberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T., Shoimqulov B. A.
Matematik analizdan ma rizalar, I q. T. “Voris-nashriyot”, 2010.

2. Canuto C., Tabacco A. Mathematical analysis I, Springer-Verlag Italia,
Milan, 2008.

3. Fixtengols G. M. Kurs differensialnogo i integralnogo ischisleniya, 1 t. M.
«FIZMATLIT», 2001.

4. Tao T. Analysis 1. Hindustan Book Agency, India, 2014.

Nazorat savollari

1. Sonlar ketma-ketligi nima?
2. Qachon ketma-ketlik yugoridan (quyidan) chegaralangan
(chegaralanmagan) deyiladi?

3. Sonlar ketma-ketligi limiti ta’rifini bering. Misollarda tushuntiring.
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Glossariy

Sonlar  ketma-ketligi - f:n—>x,(n=123,..)
akslantirishning akslaridan iborat ushbu x;, X,, Xs, ..., X,, ... to‘plam sonlar
ketma-ketligi deyiladi.

Yuqoridan chegaralangan ketma-ketlik — agar shunday o‘zgarmas M
soni mavjud bo‘lsaki, ixtiyoriy X,(n=212,3,...) uchun x, <M tengsizlik
bajarilsa (ya'ni IM, VneN: x, <M bo‘lsa), {x,} ketma-ketlik yugoridan
chegaralangan deyiladi.

Quyidan chegaralangan ketma-ketlik — agar shunday o‘zgarmas m
soni mavjud bo‘lsaki, ixtiyoriy X, (n=12,3,...) uchun x, >m tengsizlik
bajarilsa (ya’ni, 3Im, VneN:x,>m bo‘lsa), {x,} ketma-ketlik quyidan
chegaralangan deyiladi.

Chegaralangan ketma-ketlik — agar {x,} ketma-ketlik ham yuqoridan,
ham quyidan chegaralangan bo‘lsa (ya’'ni Im, M, VneN: m<x, <M
bo‘lsa), {x,} ketma-ketlik chegaralangan deyiladi.

Yuqoridan chegaralanmagan ketma-ketlik — agar {x,} ketma-ketlik
uchun  vM eR, 3n; eN: x, >M  bo‘lsa, ketma-ketlik yuqgoridan
chegaralanmagan deyiladi.

Nugtaning ¢ -atrofi — ushbu

U,(@)={xeR a—s<x<a+e}=(a—¢ a+¢)
to‘plam a nuqtaning ¢ - atrofi deyiladi.

Ketma-ketlikning limiti — agar ixtiyoriy & >0 son olinganda ham
shunday n, natural soni mavjud bo‘lsaki, n > n, tengsizlikni ganoatlantiruvchi

barcha natural sonlar uchun |x, —a| < & tengsizlik bajarilsa, (ya’ni
Ve>0, dnyeN,Vn>n,: |Xx,—alke
bo‘lsa), a son {x,} ketma-ketlikning limiti deyiladi va
a=Ilim x, yoki n—o da x, »>a

n—oo

kabi belgilanadi.
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Keys banki

6-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Agar limx, =a bo‘lsa, u holda

nN—o0

) +X, +...+X
Ilmx1 2 n—3a

n—o0 n

bo‘lishi isbotlansin.
Keysni bajarish bosqichlari va topshiriglar:

e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bolgan asosiy formula,
tushuncha va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).
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6-amaliy mashg'ulot

Na’muna uchun misollar yechimi

1-mucon. limx, =a ekanligi ta'rif yordamida ko rsatilsin (n, () —?)

N—o0

3
X, = fn , a=2
n° -2

< (limx,=a) < (Ve>0 dny=ny(g)eN: vn>n, |x —a<e).

nN—o0

— 6 —
"

2n*—2n*+6
n®-3

3
n° -3

|Xn_a|:

B 6

6 6
- < < <
(n—%/g)(n2+<°’/§n+»\3/32) n®+3/3n+3/9  3n

6 6 {6}
<—<e=2N>—=n,=|—
n g g

Demak, Ve&>0 son olinganda ham nO:max{Z, [E}} deb olsak,
&

vn>n, uchun |x, —a| <& bo'ladi. = limx =a >

N—o0

Quyidagi ketma-ketliklarning umumiy hadiga ko'ra dastlabki 5 ta

hadi topilsin:
n n+3
388. x, =(-1) 389. X, :ﬁ
300, x - (7 +1 301. X, =sin -
n

Ketma-ketlikning dastlabki hadlariga ko ra umumiy hadi topilsin:

(RN

1
141

N |-~
Wik

395. \/1-2,4/2-3,4/3-4,... 396. —1,
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397. 5 25 125 625 308. —

25 125 98
276 2477 11°

19’13

~ N

Ketma-ketlik hadlari orasida eng kattasi topilsin:

2

400. x_ = sin%” 401. x, =
402. x_ = 7 403 _ 10"
T (2n+)! %=

Ketma-ketlik hadlari orasida eng kichigi topilsin:

2
405. X, = n+> 406. %, = —
n n“+1
nz 1Y’
407. X, = cos7 408. X, = (1+_j
n

Quyidagi ketma-ketliklarning chegaralanganligi isbotlansin:

3
200, x = L1 410. x, = —
n®+4 4+n
n 2
41 x = 2 42, x,= =1
n! n“+2

Quyidagi ketma-ketliklarning chegaralanmaganligi isbotlansin:

419. x, = (-1)"-n. 420. X, =

Ln
Jn
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n+1

— 1) 422. X = ———
421. X, = n+( 1) n X, |ng(n+1)

424. Ketma-ketlikning yuqoridan hamda quyidan chegaralanganligi ta’riflari

keltirilsin.

425. Quyidagi ketma-ketliklarning yugoridan chegaralanmaganligi isbotlansin:

3

1) Xn: \/H’Z) anzn—,s) Xn: nCOSﬂX.
n“+1

426. Agar {x,} va {y,} ketma-ketliklar chegaralangan bo’lsa,
X, + Yo} {X, =Yt {X,-V.} ketma-ketliklar ham chegaralangan bo'lishi

isbotlansin.

427. Agar {x,} chegaralangan, {y,} chegaralanmagan bo’lsa, {x,+y,}

chegaralanmagan ketma-ketlik bo'lishi isbotlansin.

428. Agar {x,} va {y,} ketma-ketliklar chegaralanmagan bo’lsa,
{X, + Y.}, {X,-¥,} ketma-ketlikla hagida nima deyish mumkin? Misollar

keltirilsin.

Quyidagi ketma-ketliklarning o'suvchi yoki kamayuvchi bolishi

aniglansin:
429, x = M+ 430. x, =1’
n
431 x = ML 432. x = 3" 2"
2n-1
433. X, = Ln 434, % = >
n " n!
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lim x, = a ekanligi ta'rif yordamida ko rsatilsin (n,(¢)-?).

n—o0

—-n® 2n-1 2
1. Xn :13—nz, a_:—l 5 Xn = , = ——
1+2n 2 2-3n 3
3n-1 3 5n+1 1
2. X, = ,a=—. X, = , a=—.
5Sn+1 5 10n -3 2
3. xn:1+3n,a:—3. 7. xn:2n+3, =2.
6-n n+5
2 _ Qn2
4. n:3n2+2’a:§. 8. xn:—2 ?’nz,a:—§
4n? -1 4 4+5n 5
a soni {x,} ketma-Kketlikning limiti emasligi ta'rif yordamida
ko rsatilsin.
1. x, = L ,a=1 . S. xn=sin@,a=1.
2n+1 2 2
2
2. xnzﬂ,az—l. 6. ansin@,a:O.
n 3
3.x,= " 4ol 7. %, =(-1'na=-1.
3-2n 2
4. Xn:n(_l)n’azo' 8. x :n2_2n =1.
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Test

Test topshirig’i

To'g'ri javob

Mugqobil javob

Mugqobil javob

Agar shunday o‘zgarmas M
soni mavjud bo’lsaki, ixtiyoriy
X, (N=12,3,...) uchun x, <M
tengsizlik bajarilsa, {X.} ketma-
ketlik ...deyiladi

yugoridan
chegaralangan

guyidan
chegaralangan

chegaralangan

Chegaralangan ketma-ketlikni
ko'rsating.

B n®+1

X -
" 42017

n*-1

n n® 102"

3"+11

X\ = 3 o5
n°+2017

Chegaralanmagan ketma-
ketlikni ko rsating.

x,= (-1)"n

n

2n
n!

X =

n

log,n
n

Ketma-ketlik limitni hisoblang:
1. 7zn

X, =—SIn—
n 2

-1

Ketma-ketlik limitni hisoblang:
_1-3n?
n°+2

n

1
2

Agar {x,} ketma-ketlik uchun
VM eR dnpeN: x, >M
bo‘lsa, ketma-ketlik ... deyiladi

yugoridan
chegaralanmagan

yugoridan
chegaralangan

guyidan
chegaralangan

Ketma-ketlik limitni hisoblang:

X =n?+1-n

-1

Agar {x,} va {y,} ketma-

ketliklar chegaralangan bo’lsa,
quyidagilardan gaysi biri
chegaralangan bo’ladi? 1)

X+ Yob;  2{X,—VYa}; 3

B

4){X, Y, }; 5) {i}

XYy

1,2,4

1,23

1,3,5

Ketma-ketlik limitni hisoblang:
12+3n°
e 2
5n° +2n°+9

Ul w

w4

10.

Ketma-ketlik limitni hisoblang:

Jnnd

X = ——

" dn+dn+l
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7-mavzu. Yaqinlashuvchi ketma-
ketliklarning xossalari

7-ma’‘ruza

Reja
1. Yaginlashuvchi  ketma-ketlikning chegaralanganligi.
Tengsizliklarda limitga o'tish.
2. Yaginlashuvchi ketma-ketliklar ustida amallar.

3. Cheksiz kichik hamda cheksiz katta miqgdorlar.

{x,} sonlar ketma-ketligi berilgan bo‘Isin.
1-ta’rif. Agar {xn} ketma-ketlik chekli limitga ega bo‘lsa, u
yaqginlashuvchi ketma-ketlik deyiladi.

1. Yaqinlashuvchi ketma-ketlikning chegaralanganligi.
Tengsizliklarda limitga o‘tish.
1-teorema. [1, p.131, Corollary 6.1.17] {x,} ketma-ketlik yaginlashuvchi
bo ‘Isa, u chegaralangan bo ‘ladi.
<« Aytaylik,
limx =a, (aeR)

bo ‘Isin. Limit ta rifiga ko ‘ra
Ve>0, dny eN, VvVn>n,; |Xx,—alke
bo ‘ladi. Demak, n>n, uchun
a—e<X,<a+e
bo ‘ladi. Agar
=M

maxila—zl, [a+e, [y | Xl oo |Xe,

deyilsa, u holda, wvne N uchun

X, |<M
tengsizlik bajariladi. Bu esa {x,} ketma-ketlikning chegaralanganligini
bildiradi. »

0 zMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI 100



MATEMATIK ANALIZ 2016

2-teorema. Agar {x,} ketma-ketlik yaginlashuvchi va
lim x, =a

N—o0
bo‘lib, a>p (a<q) bo‘lsa, u holda shunday n,eN topiladiki, ¥n>n,
bo‘lganda
X > P (x, <0)
bo‘ladi.
<« Aytaylik,
limx, =a, a>p (peR)

bo‘lsin. € > 0 sonining ixtiyoriyligidan foydalanib, £ <a— p deb garaymiz.
Ketma-ketlik limiti ta’rifiga binoan, V &>0 uchun, jumladan,
0<e&<a—p uchun, shunday n, € N topiladiki, ¥n > n, bo‘lganda
|x,—a|<e << -—-g<X,—a<e
bo‘ladi. Ravshanki,
O<ege<a-p=>p<a-g,
—e<X,—a<e=>a—-&<X,.
Bu tengsizliklardan ¥n > n, bo‘lganda
X, > P
bo‘lishi kelib chigadi. P
(a<q hol uchun ham teorema yuqoridagidek ishot etiladi).
3-teorema. Agar {x, } va {y, } ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘lib,
1) lim x, =a, limy, =b;

2) vneN yayn X, <y, (X,2VY,)
bo‘lsa, uholda a<b (a>Db) bo‘ladi.
<« Shartga ko‘ra
limx, =a, limy,=b.

N—o0 nN—o0

Ketma-ketlik limiti ta’rifiga binoan:
Ve>0, 3ngeN, Vn>n,: |x, —a<e,

Ve>0, 3ngeN, vn>n, |y, -bl<e
bo‘ladi.
Agar n, = max{n,, n,} deyilsa, unda ¥n > n, uchun bir yo‘la
x, —al<e, |y,—-bl<e
tengsizliklar bajariladi.
Ravshanki,

X, —al<e o a-e<x,<a+e,

ly,—b<e < b-e<y,<b+e.
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Bu tengsizliklardan hamda teoremaning 2-shartidan foydalanib topamiz:
a—&<X,<y,<b+e.
Keyingi tengsizliklardan

a—&<b+eg, a—-b<2¢
va Ve >0 bo‘lgani uchun a—b <0, ya’ni a<b bo‘lishi kelib chigadi.
Xuddi shunga o‘xshash, lim x, =a, lim y, =b hamda ¥neN uchun
N—o0 nN—oo

X, =Y, bo‘lishidan a>b tengsizlik kelib chiqishi ko‘rsatiladi. »
4-teorema. Agar {x, } va {z, } ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘lib,
1) lim x,=a, limz,=a

n—o0 n—o0

2) VneN uchun x, <y, <z,
bo‘lsa, uholda {y, } ketma-ketlik yaginlashuvchi va

limy, =a
N—o0
bo‘ladi.
<« Shartga ko‘ra
limx, =a, Ilimz, =a.
n—o0 N—0o0

Limit ta’rifiga binoan:
Ve>0, 3ngeN, Vn>n,: |x, —al<e,

Ve>0,3ngeN, vn>n, |z,-a<e¢

bo‘ladi. Agar n, = max{n,, n, } deyilsa, unda ¥n > n, uchun
a—&<x,, I,<a+e¢
tengsizliklar bajariladi. Teoremaning 1-shartidan foyda-lanib topamiz:
a—&<x,<y,<z,<a+teg.
Keyingi tengsizliklardan
a—&<y,<a+e, yani |y, —a<e
bo‘lishi kelib chiqadi. Demak,
limy, =a.

n—oo

Shuni isbotlash talab gilingan edi. »

1-misol. Ushbu
lim Un

N—>o0
limit topilsin.
<« Ravshanki, barcha n>2 bo‘lganda

2V >1

2Wn =1+a,

bo‘ladi. Aytaylik,

bo‘lsin. Unda

0“zMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI 102



MATEMATIK ANALIZ 2016

Un=01+a,) (1)
va vn =(1+a, )’ bo‘ladi.
Bernulli tengsizligidan foydalanib topamiz:
Jn=Q@+a,)"21+n-a, >n-a,. (2)
(1) va (2) munosabatlardan
1
a, < T

va

2
1
1<VUn<|1+—=
( Jn ]
tengsizliklar kelib chigadi. Agar

1 2
n"ﬂl(“ﬁj =1

ekanini e’tiborga olsak, unda 4-teoremaga ko‘ra

lim Yn =1

n—oo

bo‘lishini topamiz. »

2-misol. Ushbu

: 1 1 1
Imnl+=—+—+..+—
n—oo 2 3 n
limit topilsin.

<4Ravshanki,

1+ —+—+.+—>—+—+—4+...4—=n
2 3 n n n n n

1+%+1+...+£<1+1+1+...+1:n.

n

1 1 1 1 1 1 1-l—1
nl

Demak,

1<R/1+l+1+...+1 <Q/ﬁ.
2 3 n

4-teoremadan foydalanib topamiz:

lim R/1+1+1+...+1=1. >
2 3

nN—o0 n

2°. Yaginlashuvchi ketma-ketliklar ustida amallar.
Faraz gilaylik, {x, } hamda {y, } ketma-ketliklar berilgan bo‘lsin:
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X} X0 Xy, Xayeeny Xy,
Ykt Yo Yo Yoo oo Yoo

Quyidagi
X, + Y1, Xo + VYo, Xgt+ Vs, ey XpF Yiees
X1 =Y X = Y2, X3 =¥z ooy Xy = Yoo
X Y1 XoYou Xg+ Yayreerr Xy Yyseen
X X Xn

(y,#0, n=123,...)

Vi Yo Vs y_n’
ketma-ketliklar mos ravishda {x, } va {y, } ketma-ketlik-larning yig’indisi,

ayirmasi, ko‘paytmasi hamda nisbati deyiladi va ular

{Xn + yn}1 {Xn - yn}’ {Xn ’ yn}1 {X_n}

kabi belgilanadi.
5-teorema. [1, p.131, theorem 6.1.19] Aytaylik {x,} va {y,} ketma-

ketliklari berilgan bo ‘lib,
lim x, =a, imy,=b, (aeR, beR)
n—oo

Nn—o0

bo ‘Isin. U holda n — oo da (c-x,)—>c-a;

X, +Y, —>a+b; X, -y, —>ab; 0,8 (b=0), ya’ni
Yn

a) VeceR ma lim(c-x,)=c-lim x,;
n—oo

N—o0

b) lim(x, +y,)=Ilim x, +limy_;
N—o0 n—co Nn—co

c) lim(x,-y,)=Ilimx, -limy,_;
n—o0 nN—o0

x lim x,
d) lim b= (h0)
ey, limy,

nN—o0
bo ‘ladi.
Teoremaning tasdiglaridan birini, masalan c)-ning isbotini keltiramiz.
<« Teoremaning shartiga ko‘ra,
lim x, =a, Ilimy, =b.

nN—co n—oo

Ravshanki,
[Xo Yo @] =[x, -y, —a-y, +a-y, —b[< ‘)
<% = [ya| +[al-|ys b}
{yn } ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘lganligi sababli u 1-teoremaga ko‘ra
chegaralangan bo‘ladi:

0“zMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI 104




MATEMATIK ANALIZ 2016

M >0, VneN: |y [<M.
Ketma-ketlik limiti ta’rifidan foydalanib topamiz:

Ve >0 Dberilgan hamda ﬁ ga ko‘ra shunday n,eN topiladiki,
vn>n, uchun

[Xp —al <
oM
bo‘ladi.

SHuningdek, ZliTa‘) ga ko‘ra shunday n, € N topiladiki, ¥n > n, uchun
—Db| <
¥a=bl< i1+\a\i
bo‘ladi.

Agar n, = max{n,, n, } deyilsa, unda ¥n > n, uchun bir yo‘la
& &
X, —al < —, —-bj < 4
0 -3 2M Yo =B 2(1+]a]) )
bo‘ladi.
(3) va (4) munosabatlardan

‘ yn ab‘<w M +‘a‘ <&

(1+ )
bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa
lim x, -y, =ab

n—oo

bo‘lishini bildiradi. »

3°. Cheksiz kichik hamda cheksiz katta migdorlar.
Faraz gilaylik, {«, } ketma-ketlik berilgan bo‘lsin.
2-ta’rif. [2. p.130]Agar {an } ketma-ketlikning limiti nolga teng, ya ni
lim «, =0

boIsa, {a, } - cheksiz kichik migdor deyiladi.
Masalan,
a, :% Ba a,=q", (]q‘<l)
ketma-ketliklar cheksiz kichik migdorlar bo‘ladi.
Aytaylik, {x, } ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘lib, uning limiti a ga teng
bo‘lsin:
lim x, = a.

nN—o0
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U holda «, = x, —a cheksiz kichik miqdor bo‘ladi. Keyingi tenglikdan
topamiz: X, = a+ 