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Узбекистан — келажаги 
буюк давлат.

Ислом Каримов

СУЗ БОШИ

Китобхон эътиборига х,авола ^илинаётган мазкур «Олий матема
тика» дарслигининг бешинчи жилдига унинг математик физика тенг- 
ламалари, операцион х,исоб ва асосий сонли усуллар каби махсус 
боблари киритилган.

Дарсликнинг бешинчи жилдини ёзишда ^ам олий у^ув юртлари- 
нинг му^андис-техник ва кишлоц хужалик мутахассисликлари учун 
математик фанларнинг амалдаги «Дастур»ида кузда тутилган ва 
соатлари меъёрланган махсус боблари учун тавсия килинган асосий 
ва кушимча адабиётлардан хам да узбек тилида чоп этилган дарслик 
ва ук,ув к,улланмаларидан кенг фойдаланилди.

Муаллиф дарсликни тузишда, унинг махсус бобларини ёзишда 
берган маслахатлари ва ёрдамлари учун Тошкент архитектура-курилиш 
институти «Олий ва амалий математика» кафедраси уцитувчиларига 
уз миннатдорчилигини билдиради.

Узбекистан ФА нинг хакикий аъзоси, физика- математика фанла- 
ри докюри, профессор В. К,. К,обуловнинг дарсликка киритилган 
махсус бобларда келтирилган мавзуларни такомиллаштирилган холда 
баён цилиш борасида берган танцидий фикр ва муло^азаларини 
муаллиф кадрлайди ва унга узининг миннатдорчилигини билдиради.

Муаллиф холисона такриз, таикид ва дарсликни ёзишда йул 1<;у- 
йилган камчиликларни курсатганлари учун Тошкент ^ишлок, хужа- 
лигини механизациялаш ва ирригациялаш институти «)\исоблаш ма- 
тематикаси ва математик моделлаштириш» кафедраси укитувчиларига 
ва унинг мудири профессор X. Эшматовга, Тошкент тукимачилик ва 
енгил саноат институти «Амалий математика» кафедраси укитувчила
рига ва унинг мудири доцент Н. Му^имовга, тах.рир ^айъатининг 
аъзолари доцентлар: Ё. М. Хусанбоев, Р. Ж. Исомов, А. Омонов- 
ларга уз ташаккурини из хор килади.

Айникса, дарсликнинг «Математик физика тенгламалари» махсус 
бобини ёзишда доцент Н. И. Кдцирбоевнинг беминнат ёрдамини 
муаллиф эътироф этишни узининг бурчи деб билади.

Дарслик хакидаги тан^идий фикр ва мулохазаларини билдирган 
барча китобхонларга муаллиф олдиндан уз ташаккурини билдиради.

Муаллиф
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МАТЕМАТИК ФИЗИКА ТЕНГЛАМАЛАРИ

А. Н А З А Р И Й М А В З У Л А Р

1-§. Асосий физик жараёнлар ва уларнинг тенгламалари. 
Умумий тушунчалар

Купчилик физик жараёнлар математик физиканинг асосий тенг- 
ламаларини урганиш заруратига олиб келишини мисолларда курса- 
тамиз.

1.1 Иссицликнинг таркалиши ва диффузия. Парчаланишли диф
фузия ва занжир реакцияда Диффузия. Изотроп жисм берилган 
булсин: и — жисм температураси, р — унинг зичлиги, у  — еолиштир- 
ма иссиклик сирими; /  — иссиклик манбаларининг интенсивлиги, яъни 
э^ажм бирлигидан вацт бирлигида ажраладиган иссиклик микдори.

Жисмнинг ^ажмини тулдирган зарраларининг вакт бирлигидаги 
иссиклик балансини ^исоблайлик. Тажриба натижаларига мос келади- 
ган Фурье гипотезасига асосан V ^ажмга А5 сирт элемента орк;али 
келадиган иссиклик мивдори

формула билан ани^ланади, бу ерда к — мусбат пропорционаллик 
(мутаносиблик) коэффициента булиб, иссиклик утказувчанлик коэф
фициента деб аталади. Демак, V га 5  сирт оркали келувчи иссик
лик микдори Остроградский формуласига (2-жилдга каранг) асосан]

га тенг булади, бу ерда V и — шу « функциянинг градиента. V га 
келадиган жами иссиклик микдори

тенглик билан аницланади, бу ерда тенгликнинг унг цисмидаги ик- 
кинчи ^ушилувчи— манбалар хисобига келадиган иссиклик микдори.

^ажмнинг й х  элемента температурасини А { вакт ичида йи миц- 
дорга ошириш учун

иссиклик миадори керак булади.
Жисмнинг V  ^ажмни эгаллаган зарралари температурасини оши- 

ришга сарф буладиган жами иссиклик микдори ва^т бирлиги ичида

д ^  = - А :  —  ■ А 5  Л

дп

V
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& = ЯЬр̂ г <*т
га тенг булади. С?! =  десак, ^уйидагига эга буламиз:

Щ  [сИу(йУи) +  / ] й т  =  | ^ 7 р -^ -сгт .
V у  ОС

V со^а ихтиёрий эканлигини ^исобга олиб, урта ^иймат х,ацидаги 
теоремага асосан

< И у (6у « )  —  7Р - ^ -  =  —  /  ( 1. 1)ос
ни ^осил киламиз. ( 1. 1) тенглик иссицликнинг бир жинсли булмаган 
жисмда тар^алиши дифференциал тенгламасидан иборат. Му^ит бир 
жинсли булган эфлда бу тенглама

д ы - - - 1 =  а = Л/Х  ( 1.2)
о2 д1 к  У у р

куринишда ёзилади ва математик физиканинг асосий тенгламаси — 
иссщлик утказувчанлик тенгламаси деб аталади. Хусусан, агар 
иссиклик 01\ими стационар, яъни вактга борли^ булмаса, у ^олда бу 
Пуассон тенгламаси, ва агар бунда иссиклик манбалари йук, булса, 
у ^олда Лаплас тенгламаси булади.

Бирор мухит газ билан нотекис тулдирилган ёки эршма билан 
тулдирилган з^ажмда эритилган модца нотекис так,симланган булсин. 
Бу ^олларда газ ёки модданинг зичлик катта булган жойлардан зич- 
лик кичик булган жойларга диффузияси содир булади, бунда концен
трация дейилганда

и =  —  
йх

функция тушунилади, бу ерда — газ ёки эритма билан тулдирил
ган ^ажмнинг й т  элементидаги модда ёки газ мивдори.

Нэрнстнинг экспериментал крнунига асосан V ^ажмдан вак,т бир- 
лиги ичида сирт элементи Л 5  орцали диффузияланувчи газ ёки 
модда миидори

А (2 =  — Я  —  А 5
дп

формула орцали аницланади, бу ерда И  — диффузия коэффициента 
деб аталадиган мусбат пропорционаллик коэффициента. Демак, V 
^ажмга вацт бирлиги ичида келадиган жами модда ёки газ микдопи

- 1 ^ + Ш 1/ . ^ : = ; Л 1г м ч < ^ и) :+ |д а т .
5 0п й» V V

булади, бу ерда тенгликнинг чап томонидаги иккинчи ^ушилувчи 
манбалар ^исобига келадиган модда ёки газ миадори; /  — бу манба- 
ларнинг ингенсивлиги. й х  ^ажм элементида вацт ичида концен- 
трациянинг йи микдорга узгариши учун
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с й и й  т =  с —  А ^ т
д(

микдорда модда ёки газ талаб цилинади, бу ерда с — г отклик  
коэффициенты деб аталадиган мусбат пропорционаллик коэффи
циента.

V ^ажмдаги концентрация™ ва^т бирлигида узгартириш учун 
сарф буладиган жами модда ёки газ микдори

] С| т
« V  д(

булади. Энди модданинг сацланиш к,онунига асосан

[ / ]  [ ( Ш г ( О у  “ )  +  Л  =  Л /  с~^йх
га эга буламиз. Бу ердан, ю^оридаги каби, бир [жинсли булмаган 
му^итда диффузия тенгламаси

(Иу(Оуи) — с ~  =  — /  [(1.3)

ни ^осил ^иламиз. Бир жинсли му^ит булган ^олда бу тенглама

бу ердаа =  / т -  (14)

куринишни олади ва у иссиклик утказувчанлик тенгламаси билан 
устма-уст тушади. Баъзи газларнинг (масалан, радийнинг зманация- 
сида) диффузияланишида бу газлар молекулаларининг парчаланиш 
реакцияси содир булади. Парчаланиш реакциясининг тезлигини газ- 
нинг концентрациясига пропорционал деб олиш табиий булади, шу 
сабабли (1.4) диффузия тенгламаси парчаланиш мавжуд булганда уш- 
бу куринишни олади:

* 1 дм В { /,А и ------ ----------- . - ^ -и  = ---- (1.5)
аа д1 й  О

бу ерда р — мусбат пропорционаллик коэффициенти булиб, парчала
ниш реакциясининг тезлигини тавсифлайди. Буига (1.4) тенгламада 
манбалар интенсивлиги /  нинг урнига (/ — [3 и) ни ^уйиб, осон ишонч 
з^осил 1̂ илиш мумкин. Стационар диффузия булган ,\олда (1.5) тенг
лама ушбу куринишдаги тенгламага келтирилади:

д ц - й « и==; _ Х 1 к =  У $ -  ( 1-6)

«Занжир реакциялар» мавжуд булган диффузия жараёнлари кат- 
та цизициш уйротади. Занжир реакцияларга хос нарса шуки, диф- 
фузияланаётган газ ёки модда зарралари атроф- му^ит билан реак- 
цияга киришиб (таъсирланиб) «купаядилар». Масалан, нейтрон уран- 
нинг «актив» ядролари билан ту^нашганда ядроларнинг булиниш 
реакциялари содир булиб, бунда янги нейтронлар пайдо булади, 
улар эса уз навбатида актив ядролар билан реакцияга киришади ва
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янги нейтронларнинг пайдо булишига олиб келади, бу жараён эса шу 
тартибда давом этади. Агар тавсифланган бу жараённи «диффузия» 
нуктаи назаридан каралса, реакция тезлиги концентрация га (нейтрон- 
лар зичлигига) пропорционал деб олинса, биз манбалар интенсивли- 
гини (/ +  Р«) га тенг деб олишимиз керак, бу ерда и — концентра
ция, р — занжир реакция тезлигини характерлайдиган мусбат про- 
порционаллик коэффициента. Шундай цилиб, (1.4) диффузия тенгла
маси занжир реакция булган хрлда

(1.7)
а- д( О й

куринишни олади.
Агар занжир реакцияли диффузия жараёнини стационар деб ^и- 

собланса, у ^олда (1.7) тенглама ушбу куринишга келади.

Д  и +  кги =  — ^ =  " о  •

1 - э с л а т м а .  (1.5) тенглама (1.7) тенглама каби номаълум функцияни од- 
дий алмаштириш йули билан иссшутик утказувчанлик тенгламаснга келтирилади. 
Дацицатан ^ам, агар

1 ди {
Д и ------ -  • —  +  си =  — —  (а, с —  сопз!)

а2 01 к

тенгламада у =  ие~ а‘с1 деб олинса, у хрлда бу тенглама ушбу куринишдагн ис- 
си^лик утказувчанлик тенгламасига айланади:

• 1 ди I  — агс1
Д  V ----------- —  = ------- е

а2 д( к

1.2. Сик,илмайдиган суюцликнинг потенциал о^ими. Узлуксизлик
тенгламаси. V — суюк,лик зарралари х.аракатииинг х, у, г, I нинг 
функцияси сифатида цараладиган тезлик вектори, ух, уу, V; — унинг 
мос равишда х, у, г — уклар йуналиши буйича компоненглари; р — 
суюклик зичлиги, /  — манбалар интенсивлиги, яъни бирлик ва^т ичи
да бирлик хажмдан ажраладиган суюклик микдори булсин.

V х,ажмга манбалардан 6’ сирт ор^али вак,т бирлиги ичида кела
диган жами суюклик мицдори

^  = | | /  Р ^ 5  +  |  =  \ ^ [ [ — <1^V(рV) +  }]с1т
5 V "V

булади. й% >^ажм элементидаги суюклик зичлигини Д I ва^т ичида 
й р  микдорга орттириш учун =  ^ Д ^ т  сукнушк мивдори

керак булади, V ^ажмдаги суюклик мицдорини ва^т бирлиги ичида 
ошириш учун керак буладиган суюклик миадори эса

Л т
д1

булади.
V
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Бу сую^лик мивдорини, юцоридаги каби <3 га тенглаб, узлук-  
сизлик тенгламаси деб аталадиган

+  (Цу(ро) =  /  (1.9)

тенгламани ^осил циламиз.
Бу узлуксизлик тенгламаси ^аракатланаётган сую^ликнинг цан- 

дайдир хусусий хоссаларига боглик; булмай, у умуман ^аракатда 
булган исталган му^ит учун уринлидир.

Узлуксизлик тенгламасини и =  — , V =  V = —  тенг-
<и у <11 г <и 

ликларга асосан бундай куринишда ^ам ёзиш мумкин:

—  +  р с П у а = Д  ( 1-Ю)
<11

Хусусан, агар суюцлик сицилмайдиган булса (р — сопз!), у ^олда

сПуу =  — . (1-11)
Р

Потенциал суюцлик о^ими булган ^олда

V =  — у  и
ёки очиб ёзилса,

ди ди ди
г)х =  —  Т~ * =  •— Г " ’ °г = -----Г 'дх у ду дг

бу ерда и — шу х, у, г аргументларнинг функцияси булиб, ощм-  
нинг потенциал функцияси деб аталади. Сунгги тенгликларни 
^исобга олган ^олда узлуксизлик тенгламасидан сикилмайдпган 
сую^ликнинг ушбу потенциал оким тенгламасини хоеил ^иламиз:

А и  =  — — . (1.12)
Р

Бу Пуассон тенгламаси, /  =  0 булганда эса Лаплас тенгламаси- 
дир.

1.3. Идеал суюцлик гидродинамикаси тенгламалари. Идеал 
суюклик дейилганда зарралари орасида ишкаланиш кучлари булма- 
ган, бошкача айтганда, ёпиш^о^лик кучлари мавжуд булмаган
сую^ликни тушунилади. у , р ва / — 1.2-банддаги катталиклар,
р  — босим, Р  — масса кучи, яъни суюкликнинг масса бирлигига 
тагщаридан ^уйилган куч, масалан, орирлик кучи. Вактнинг I мо- 
ментида V ^ажмни тулдирадиган суюклик зарраларини тайннлаймиз 
ва бу зарралар тупламига ^аракат микдорининг узгариш крнунини 
татбиц этамиз: системанинг щ ракат  микфоридан вацт буйича олин- 
ган хрсила т а ш щ  кучларнинг тенг таъсир этувчисига тенг. 
Математика тилида бу цонун шу зарралар тупламига нисбатан ушбу 
куринишга эга булади:

8



Бу ерда V  х,ажмга 5  сиртга утказилган п  нормал йуналиши буйи- 
ча ^уйилган кучларни ^исоблашда биз идеал суюцликда уринма 
кучланишлар шартга кура юзага келмаслигидан ^атъий равишда 
фойдаландик. р й т  катталик модданинг са^ланиш ^онунига асосан 
ва^тга борлщ эмас, шу сабабли

У

2- э с л а т м а. Бу тенгламанинг ма^буллиги шундаки, унда / +  Д I ва^т мо- 
ментида ^ажм буйича интеграллаш узгарувчиларни алмаштириш ёрдамида х,ажм 
буйича интеграллашга келтирилади.

Куйидагига эгамиз:

А  т< ОТ'7"'"*' _ИГр'',]“
I "  У

У V

бу ерда V ,  .пар ксс равишда V, V,  р, ёт лар каби булиб, фа^ат УлаР
I вацт моментида эмас, балки I +  Ы  вацт моментида олинган.

Энди Остраградский формуласига асосан

- Я ^ 5=ШД̂ Т5 V
га эгамиз. Шу сабабли харакат микдорининг узгариш крнунини

III = 1р^ту  Ш  у  у

куринишда ёзиш мумкин.
Бу ердан V нинг ихтиёрийлигига асосан

^  =  - ~ + ~ Р  (1-13)а( р

ни ^осил ^иламиз. Бу Эйлернинг щ :а к а т  тенгламаси деб аталади- 
ган тенгламадир.

Агар суюклик си^илмайдиган булса, у ^олда (1.11) узлуксизлик 
тенгламаси ва (1.13) Эйлернинг ^аракат тенгламаси идеал сикил- 
майдиган суюклик гидродинамикасининг тула системасини ^осил*-►
цилади. Бу ерда номаълум функциялар V ва р  дир, тенгламалар 
сони эси туртта.

Си^иладиган суюклик булган з^олда идеал суюклик гидродина
микасининг дифференциал тенгламалари тула системаси (1. 10) уз
луксизлик тенгламаси, (1.13) Эйлернинг ^аракат тенгламаси з^амда



хрлат тенгламаси деб аталадиган ва номаълум функциялар: р бо- 
сим ва р зичлик орасидаги берилган ;борланишни ифодалайдиган

р =  Ф (р )  (1.14)
тенгламадан ёки номаълум функциялар: р  босим, р зичлик ва Т  
абсолют температура орасидаги берилган борланишни ифодалайдиган

р = Ф Л р, Т ) ,  Р =  Ф2(Р, Т)] (1.15)
тенгламадан иборат булади.

1.4. Газ динамикаси ва акустика тенгламалари. Газ ^аракати 
идеал сую^лик ^аракати каби к,аралади, шу билан бирга бунда газ 
манбалари йу^, масса кучлари эса нолга тенг деб хжобланади. Газ 
^аракатининг катта тезликларида (соатига 300 — 400 км дан орти^ 
булганда) газ ощилишини хисобга олиш зарурати пайдо булади. 
Ш у сабабли газ ^аракати тенгламалари тула системасини хосил 
^илиш учун узлуксизлик тенгламаси ва Эйлернинг харакат тенгла
малари ^аторига газ ^олат и тенгламасини хам жалб килиш зарур. 
Бундай газ ^олати тенгламаси ^аракатланаётган газда кетаётган 
жараёнларнинг катта тезкорлиги сабабли унинг адиабатиклиги хаки- 
даги гипотезани цушимча ^илин ганда Пуассоннинг ушбу адиабата 
тенгламаси

-В- =  с =  сопз1, у =  —  
рх л су

дан иборат булади, бу ерда р  ва р — 1.3-банддаги каби катталик 
лар, ср ва с,,, — газнинг узгармас босимдаги ва узгармас ^ажмдаги 
иссиклик сиримлари (х,аво учун 1.41).

3 - э с л а т м а .  [Газ ?;олати тенгламасини цушимча номаълум сифатида Т  аб
солют температурани киритиб, бош^ача куринишда ёзиш 5̂ ам мумкин. Бу ^олда 
газ ^олати тенгламаси Пуассон -адиабата тенгламаси ва Клапейрон тенгламаси- 
Дан иборат булади:

р «= р>КТ.
бу ерда /? — абсолют газ доимийси.

Шундай цилиб, газнинг катта [тезликларда адиабатик ^аракати 
тенгламалари ушбу

+  сНу(ру) =  0 , ,
д1 ей р ’

— с ~  сопз!, зс =  —  (1-16)
Рх Су

куринишда ёзилади, бу тенгламалар газ динамикаси тенгламалари 
тула системаси номи билан маидурдир. Газ ^аракатининг кичик 
тезликларида уни сицилмайдиган идеал сую^лик сифатида караш 
мумкин ва бу хрлда тегишли тенгламалар системаси — аэромехани- 
канинг тенгламалари тула системаси 1.3-банддаги хулосаларга асо- 
сан ушбу куринишда ёзилади:

сПу7 = 0 ,  (1.17)
си р
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Фазода товуш тутщинларининг таркалишини газ зарраларининг уз 
мувозанат вазияти атрофида товуш тулцинларининг тар^алиш йуна- 
лишида адиабатик буйлама тебранишлар сифатида талк^ин этиш та- 
биийдир. р 0 ва р0 юк;оридаги р  ва р дан фаркли уларок;, тебрана- 
ётган газнинг босими ва зичлиги булсин. Тебранишлар частотаси-
нинг етарлича катталиги сабабли газ конденсацияси 5 =  - — — ,

Ро

тезлик вектори V , ва шунингдек ~ , ва у  5 лар етарли
ча кичик булади, бу микдорларга нисбатан юкрри кичиклик тарти- 
бидаги мивдорларни ^исобга олмасликни шартлашиб оламиз. Бу 
шартда р =  р0(1 +  5) тенглик ва адиабата тенгламаси р =  р 0(1 +  з)х 
га асосан

Р - Р е и  +%5), у р  =  р0х (  1 + 5 )х_1у 5 ~ / 7 0х у 5 ,  
в

(IV ^

[М  =  ~дГ

га эга буламиз ва энди Эйлернинг харакат тенгламаси ушбу кури- 
нишни олади:

#  =  . - У Щ .

Шунга асосан, V векторни ва^тнинг бошлангич моментида потен
циал, яъни

—*
у |<=0 =  — у ф (*. у, г)

деб з^исоблаб,
-  . гV = , — у " ,  и =  Ф (х, у, г) +  а2 ) зА  {,

о
1 ди

5 =
а2 д(

ни зфсил к,иламиз.
Узлуксизлик тенгламаси

с П у р у  =  р с Л у у  + и у р  =  Р о  ( 1  +  5 ) сН у 1> +

+  Ро V V 5 ^  Ро V 

тенгликларга асосан ушбу куринишда ёзилади:

— + сНу 7 = 0 .  (1.18)
д(

Бу ердан и потенциал функция акустика тенгламаси  деб атала- 
диган

_1_ &и_
а2 дР ' У ро

тенгламани, яъни математик физиканинг асосий тенгламалари—тулкин 
тенгламасини ^аноатлантиради. Бу тенгламани яна газ конденса-



цняси, босими ва зичлиги ^ам цаноатлантиради, чунки улар потен
циал функция орцали цуйидагича осон ифодаланади:

1 / .  . 1 ди \  . .  . . .
( , = р " ( 1 + ■ ? • * ) •  < 1 - 2 0 )

5 =
а2 д1

4 - э с л а т м а .  Шуни 1$айд киламизки, масса кучлари мавжуд булганда, уша 
юцорида ^илинган фаразларда

до -*■—  =  «2 у  5 +  Р<
01

( ,
У =  — V и +  I"

о
булади ва (1.19) тенглама (1.18) га асосан ушбу тенглама билан алмашинади:

1 д2и 11 СГИ СА и — —  • —  =  сНу \ Р А1.а'2 д12 о
1.5. Электростатика ва узгармас электр токи тенгламалари Би.

рор му^итда — диэлектрикда берилган электр зарядлари хосил цил.
ган доимий электр майдон берилган булсин, бунда Е  — электр май- 
дон кучланганлиги, р — зарядлар зичлиги, е — диэлектрик узгармас. 

Агар му^ит бир жинсли, яъни е — сопз1 булса, у ^олда Кулон
конунига асосан нук,тавий электрозаряд интенсивлиги е ушбу

ег3 \  е • г /

кучланишли потенциал электр майдон хрсил ^илади, бу ерда г — 
фазонинг е заряд турган нуктасини унинг ихтиёрий ну^таси билан 
туташтирувчи вектор, г — бу векторнинг узунлиги. Зарядни ураб
олган исталган ёпиц 5 сирт ор^али утувчи вектор оцими е е учун 
ушбу тенгликлар уринли булади:

Я ю . * = П  ( я ) е* = 4 я е ’
5  5 ,

бу ерда — маркази заряд турган нуцтада булган сфера, йх з^ажм 
элементига жойлаштирилган рйх зарядни ну^тавий заряд сифатида,
берилган электр майдон кучланганлиги Е  ни эса ну^тавий заряд 
цушилишидан >рсил булган майдон сифатида к,араш мумкин. Бунга
асосан Е  вектор потенциал майдонларининг цушилиши сифатида по
тенциал майдон булади, яъни Е  = — V и, бу эса

[ Е , Л  =  О (1.21)
5
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дир ва, буядан таш^ари,

- | | е ^ 5 = 4 я  | | |  9йт  (1 22)
5  V

тенглик Гринли булади.
Му^ит бир жинсли булмаган ха!да, яъни в Ф  еоп${ да (1.21) ва 

( 1.22) тенгликлар бевосита эксперимент оркали аникланади, улар- 
Кулон цонунининг умумлашмаси  сифатида каралиши мумкин. Наза- 
рий жихатдан ( 1.21) тенгликни энергия сакланиш принципининг на- 
тижаси сифатида цараш мумкин, чунки бу тенгликнннг чап кием и 
мусбат бирлик заряднинг ёпиц контурни айланиб утишидаги бажар- 
ган иши деб царалиши мумкин, бу иш эса берилган электр майдон- 
нинг узгармаслигига асосан нолдан фарцли була олмайди.

( 1.22) тенглик эса вектор о^ими е Е  нинг сакланиш цонуни си
фатида тал^ин этил иши мумкин.

(1.21) ва (1.22) тенгликларни Стокс ва Остроградский формула- 
ларига асосаи (2-жилдга каранг)

|  Ез <1& — |  ̂(го1 Е Ао, 1 с Н у  (е Е ) й т =  4л [  ̂[ рйт
с V  V" V

куринишда ёзиб, V ва а  нинг ихтиёрийлигнга асосан электроста
тика тенгламалари системаси деб аталадиган

го1 Е  =  0, сПу [е Е )  =  4лр (1-23)
системани хосил циламиз.

Бу системадан шу нарса келиб чицадики, факатгина Е вектор 
потенциал, яъни Е — — Аи булибгина колмасдан, балки и потен
циал функция хам электростатика тенгламаси деб аталадиган

сНу (е V и) =  — 4лр (1.24)

тенгламани каноатлантиради.
Сунгги тенглама бир жинсли мухит булган холда Пуассон тенг- 

ламасидан, зарядлар йуц булганда эса Лаплас тенгламасидан ибо- 
рат булади.

Бир жинсли электр уткааувчи мухитда хажмий зичлиги / (х, у , г) 
булган стационар электр токи мавжуд булсин. Агар мухитда хаж
мий ток манбалари булмаса, у >рлда

сИу Т  =  0. (1.25)

Е  электр майдон ток зичлиги оркали дифференциал шаклдаги Ом 
цонуни

Е  (1.26)
Я.

_  ]_
К

дан аникланади, бу ерда \  — музугг. утказувчанлиги. Электр токи
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булган ^олда Е  вектор потенциал булади, яъни шундай и{х, у , г)' 
функция мавжудки,

Е  =  — V и
булади. Буни .^исоэга олиб, (1.26) дан узгармас 'электр токи тенг
ламаси

ди =  О,

А =  — +  — +  —
дх2 ду- дг'г

ни ^осил циламиз. Бу тенглама Лапласнинг уч улчовли тенгламаси 
билан устма- уст тушади.

2.6 Максвелл тенгламаси. Бирор му^итда вак,тга борлик равиш- 
да узгарувчи магнит майдони, бу магнит майдоннинг кучланиши
Н, днэлектриклик доимийси е, му^итдаги магнит утувчанлик коэф
фициента ц берилган булсин. Фарадейнинг тажрибалар оркали олин- 
ган цонунига мувофии, магнит майдонининг узгариши электр майдон
кучланишини индуктивлайди. Е  — узгармас электр майдонига индук- 
тивланган электр майдонининг ^ушилиши натижасидаги электр май
доннинг кучланиши булсин (агар узгармас электр майдони булма-
са, Е  фа^ат индуктивланган майдон кучланиши деб ^аралади). 

Фарадей крнунининг математик ифодаси ^уйидагича ёзилади:

( ,27)С а
—

Бу тенглик Стокс формуласига курз Е  ва Н  векторлар7^аноат- 
лантирадиган тенгламалардан бирини ёзишга имкон беради:

то1Е =  —  — (1.28)
с д1

•—V- — >"
Е  ва Н  ларни ани^лаш учун иккинчи тенглама сифатида, таби- 

ийки, магнитостатиканинг биринчи тенгламасини олиш мумкин:

г о ! Я  =  — X  сЛу([1 Я ) = 0- [(1.29)
С

Бу ерда /  — Е  вектор ^исобига пайдо буладиган утказувчанлик токи- 
нинг зичлиги. У ^олда вектор анализнинг умумий сНу го! Я  =  О1 >
формуласига кура сНу /  =  0 булиши керак. Умумий х,олда бунинг
булиши мумкин эмас, чунки узлуксизлик тенгламасига мувофи^ /

довектор учун (Ну / =  — — ( р — ва^гнинг функцияси булган зарядлар

зичлиги) га эгамиз. Бу зичликни йу^отиш учун (1.29) тенгламани, 
узгарган ушбу

ю 1 я = 4̂ ( 7 + и



шаклда оламиз. Бу ерда / —юкррида курсатилган" утказувчанлик токи, 
/ см эса бундан буён силжиш токи деб аталувчи, ^озирча номаълум 
кушилувчи. Бизнинг ма^садимиз (1.29) тенгликдаги зиддиятни йукр- 
тиш булганлиги сабабли, бу силжиш токи шундай танланиши ке-
ракки, (Ну ( / +  /вн) =  0 булиши лозим. Бу талабга мувофи^ узлук
сизлик тенгламасидан силжиш токини ани^лаш учун

сЦу /  = —  —
см д(

шартни ^осил киламиз. Лекин, г Е  вектор окимнинг узлуксизлик 
тенгламасига кура (Ну (е Е) =  4лр га эгамиз. Шу сабабли силжиш 
токини аниклаш учун хосил килинган шарт

/см =  ------ — (Ну (&Е)1см 4л  д I

куринишда ёзилади. Бу шартни ягона булмаган усуллар билан к,а- 
ноатлангириш мумкин. Лекин тайин дифференциал тенгламага эга 
булиш учун силжиш токини табиийки,

7  =  —  — (е Е )
см 4л д(

тенглик билан аниклаш маъкул.
Шундай килиб,

го! Н  =  — 7 + -  — ( е Я)  (1.30)
с с 31

дифференциал тенгламага эга буламиз.
Бу ерда / утказувчанлик токи булиб, Ом к р н у н и га  мувофик;

] = Х Е  тенглик билан аницланади, X — мух,итнинг утказувчанлик 
коэффициента. (1.28) па (1.30) тенгламалар электродинамиканинг 
Максвелл тенгламалари  деб аталувчи тулик тенгламалар система- 
сидир.

1.7. Симлардаги эркин электр тебранишлар тенгламалари. Чек- 
сиз узун тутри чизикли утказгичдан ток утганида электромагнит 
тебранишлар хисобига тескари узиндукция электр юритувчи кучла
ри пайдо булади. Айтайлик, утказгич Ох уи,и буйлаб йуналган ва 
утказгичнинг мос равишда сирими, омик каршилиги, индукгивлиги, 
изоляция сирцишини тавсифлайдиган ва утказгичнинг узунлик бир- 
лиги учун ^исобланган С, /?, ^ , О параметрлар .V нинг узлуксиз 
функциялари булсин. Агар бу параметрлар берилган деб ^исоблан- 
са, у хрлда г ва у номаълум функциялар (ток кучи I ва V кучланиши) 
учун дифференциал тенгламаларни электродинамика умумий тенгла
малари (1.28) ва (1.30) дан фойдаланмасдан бевосита тузиш мумкин.

^аци^атан ^ам, Ом ьрнунига асосан утказгичнинг с1х элементи- 
да кучланиш камайиши электр юритувчи кучлар йигиндисига тенг, 
яъни:
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— —  <1х =  I В. й х - \ - Ь  —  йх. (1.31)
дх д(

Вацт бирлиги ичида утказгичнинг йх  элементига келадиган электр 
мицдори

д1
+ С до +  С V =  0,

дх д(
дV

+ ь

оII&+

дх д(

булади, шу вацт ичида йх  элементда сарфланган электр ми^дори 
эса

С — с!х +  О уйх  
д(

булади. Шу сабабли электр са^ланиш к;онунига асосан цуйидагига 
эга буламиз:

—  —  Ах =  С —  Ах +  С V(^x. (1.32)
дх дг у '

(1.31) ва (1.32) тенгликлардан телеграф тенгламалари системаси 
деб аталадиган

(1.33)

системани ^осил киламиз.
5 - э с л а т м а .  Б у тснгламалар электромагнит майдон умумий натарияси 

нуцтаи назаридан та^рибийдир, чунки улар баъзи куш ит а фи ик гипотезалар 
асосида Максвелл умумий тенгламаларидан хосил цилиншии мумкин , чунончи 
бу уолда улар утказгич параметрларининг берилишига мувофик, келади.

Хусусан, бу системанинг коэффициентлари узгармас булганда
д п  д биринчи тенгламага —  операторни, иккинчи тенгламага эса — С ^

операторни татбик, этиб, I функциялар учун ушбу тенгламани ^осил 
циламиз:

— (КС +  М ) —  — т  =  0.
дх2 др а/

V функциялар учун ушбу тенгламалар ^ам шунга ухшаш ^осил 
килинади:

—  —  ЬС —  —  {КС + Ь О ) — -  Н ^ V =  0.
дх2 д(- д1

Бу деган суз, I ва у функцияларнинг хар бири телеграф тенглама- 
сини каноатлантиради:

их х - ^ г  а = = р 2̂  (1-34)

бу ерда Ь =  НС +  ЬО, с =  /?0. Бу тенглама янги номаълум функ-
4^-1

2ция ни =  ие ни киритиш билан 
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« '« “ 7  0У// +  ^ Ш =  0- а  =  т ? ь

тенгламага келтирилади, бу ерда

к2 =  — (а2Ь2 — 4С), к =  -  * с  10
4 ; 2

(1.35)

(1.36)

1.8. Тор тенгламаси ва мембрана тенгламаси. Айтайлик, х, и 
текисликда тор, яъни букилишга к;аршилиги йук; ингичка ип х  ук,и 
билан устма-уст тушадиган уз вазияти атрофида кичик кундаланг 
тебранишлар цилаётган булсин. Т  — ипнинг таранглиги, р — унинг 
чизикли зичлиги, /  — масса кучи, яъни торга перпендикуляр ^илиб, 
унинг бирлик массасига и,уйилган куч. Тор ну^таларининг мувоза- 
нат ^олатидан оришини ифодалайдиган и — и(х , I) функция учун
тенглама тузишда тебранишлар кичик булганлиги сабабли —  га

нисбатан ю^ори тартибли кичикликдаги микдорларни ташлаб юбо- 
ришга келишамиз.

Аввало, шуни цайд этамизки, мувозанат холагида таъсир ва 
акстаъсирнинг тенглик ^онунига асосан Т  таранглик узгармас була
ди. Сунгра торнинг мувозанат ^олатида турган йх  элементи муво

занат ^олатидан органда йз =  йх  | / "  1+  1 (1. 1-шакл) узунлик-
<15ка эга булади ва, демак, Д = -------1 ~  О узайиш олади. [Бу^деган
Ах

суз, Гук цонунига асосан таранг
лик х,амма вак,т доимий цолади. 
Торнинг йз элементига куйилган 
барча кучларнинг и укца проекция- 
ларини ^исоблаймиз ва Даламбер 
принципига асосан нолга тенглай- 
миз. х +  йх  нуцтадаги таранглик 
проекцияси

и„

и

Т  51П а =  Т
х-\-йх

Т  ди_
дх

У \  + и\

х-\-ёх

х+йх

булади, йэ элементга куйилган таранглик кучлари тенг таъсир 
этувчисининг проекцияси эса

у! ди гр ди _  т  Гд'-и
дх х-\-4х д х х  дх* х+вах

Бунга йз га куйилган ва /  рйх га тенг кучни ^амда 

ция кучини 1-^ушиб, Даламбер принципига асосан 

2—2928

йх, ( О < 0 < | 1).

д2и

д(2
рйх инер-
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Т  ЁЛ.
9x2 х+вах

йх  +  р[Ах-------- рАх =  0 .

Бу тенгликдан, йх  га кис^артириб ва А х —>~0 да лимитга утиб, тор- 
нинг кичик кундаланг тебранишлари тенгламаси

ни ^осил циламиз.
Хусусан, тор бир жинсли булганда, яъни р =  сопз* да бу тенг

лама ушбу куринишни олади:

Бу тенглама битта фазовий координата булган хол учун тул^ин 
тенгламаси билан устма-уст тушади ва одатда тор тенгламаси деб 
аталади.

х, у , г фазода мембрана, яъни букилишга каршилиги йуц юпка 
плёнка х, у  текислик билан устма-уст тушувчи уз мувозанат хола- 
ти атрофида и у к, йуналишида кичик кундаланг тебранишлар ба- 
жарсин. Айтайлик, Т  — мембрананинг таранглиги, яъни мембрана 
кесимининг бирлик узунлигига бу кесимга перпендикуляр ^илиб 
куйилган ва мембрананинг уринма текислигида ётадиган куч, р — 
мембрананинг сирт зичлиги,/ — мембрананинг масса бирлигига цуйил- 
ган ва унга перпендикуляр куч. Мембрана нуцталарининг мувоза
нат хрлатидан огишини берадиган и =  и (х, у, г, I) функцияни ту-
зишда тебранишларнинг кичиклигига асосан —  ва д—  га нисбатан

дх ду
юкрри тартибли кичикликдаги микдорларни ташлаб юборишга кели- 
шиб олайлик.

Энг аввало, таъсирнинг акс таъсирга тепглиги крнунини мембра
нанинг мувозанат ^олатда чексиз тор турри турт бурчакли кичик 
^исмларига татбик этамиз. Бу кисмларни аввало х  укига параллел, 
кейин эса у  укига параллел деб хисоблаб, мувозанат холатда Т  та- 
ранглик х  ва у  га боглик эмас деб хулоса чищарамиз. Сунгра мемб
рананинг мувозанат хрлатидаги хар и,андай Аз чизи^ли элементи 
мувозанат ^олатдан чикишда узунлиги

булган элементга утади ва

нисбий узайиш олади. Бу эса Гук конунига мувофик, равишда Т  
таранглик х;амма ва^т доимий крлишини англатади. Айтайлик С' — 
мембрананинг бирор булаги И' ни чегаралаб турган контур, С ва

(1.38)

Аз' =  Аз
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О — уларнинг х  вз у  уцларига проекциялари булсин. О ' +  С' га 
цуйилган кучларнинг тенг таъсир этувчиларини и  увда проекцня- 
лаймиз. С' га цуйилган таранглик кучларининг тенг таъсир этувчи- 
"ининг проекцияси

ди
дп й8 :

булади, бу ерда п вектор С контурга утказилган ички нормал (1.2- 
шакл). Бу ердан маълум Грин формуласига асосан (2-жиЛдга и,а- 
ранг):

Бу катталикка О ' га цуйилган мас
са кучларининг тенг таъсир этув- 
чиси

ф З

ни ьа мембрана булаги Б '  нинг 
инерция кучлари тенг таъсир этув- 
чиси

йЗ

ни к;ушиб,

Т (ихх +  иуу) +  Р / ~  Р
дги
дГ-

й 5 =  О (1.40)

тенгликни з^осил циламиз. Бу тенгликдан О  нинг ихтиёрийлигига 
асосан урта ^иймат ^а^идаги теорема буйича мембрананинг кичик 
кундаланг тебранишлари тенгламаси

’д2и . д2и р д2и _ р ,

~дх* 1к/* г "  ~д(*~ ~  Т'
(1.41)

ни зфсил циламиз.
Мембрана бир жинсли булган ^олда, яъни р =  с о т !  да мембра

на тенгламаси



ни беради, у иккита фазоЕий координатали тулцин тенгламасидан 
иборат.

1.9. Ингичка стерженнинг буйлама тебранишлари. Ингичка стер- 
жен узининг Ох уки билан мос тушувчи мувозанатига нисбатан 
буйлама тебраниш холатида булсин. Бунда тебраниш шунчалик ки- 
чикки, стерженнинг Ох укига перпендикуляр ясси кесимлари ясси- 
лигича ьрлиб, бир-бирларига параллел булган холда факат Ох у^и 
буйлаб силжийди, Е  — стержен материали учун Юнг модули, 5 — 
унинг кундаланг кесими юзи, р — чизицли зичлиги. Т  —- стержен
нинг таранглик кучи, /  —  Ох у^и йуналиши буйича таъсир к,илувчи 
масса кучи, и (х, I) — стерженнинг мувозанат холатида х  абсциссага 
эга булган кесимининг силжиш .^аракатини ифодаловчи номаълум 
функция булсин.

Стерженнинг мувозанат ^олатда х  ва х  +  йх  нукталардаги ке
симлари орасига жойлашган элементини к,араймиз.

х  нуктадаги силжиш и, х  +  йх  нуцтадаги силжиш эса и +  — йх
дх

булади, шу сабабли абсциссаси х  булган нуцтада стерженнинг нис-
бий узайиши — микдор билан аникланади, бу нук,тадаги таранг-

дх 1Х

лик, Гук ^онунига мувофик, Т  =  Е з  —
дх

дх2 ду2 а а  д1г а2 ’  '  р

муносабат билан аникла

нади. Стерженнинг х  +  йх  абсциссали кесимидаги таранглик кучи 
га тенг булиб, стерженнинг йх  узунликка эга булган

х + 4 х
Ез

дх
элементига тенг таъсир этувчи таранглик кучи

йх, (0 <  0 <  1)
дх

- Е з д-^ =  - ( Ез — 1
х+ Л х д х X д х \ д х ) х+ О йх

булади.
Бу мивдорга стерженнинг абсциссалари х  ва х - \ - й х  булган ке

симлари орасидаги элементига таъсир килаётган бошка кучларнинг 
тенг таъсир этувчиларини, яъни масса кучлари р з [йх ва инерция
кучи  ̂— р 5 ■—  йх  |  ни кушамиз. Сунгра Даламбер принципига 

асосан барча кучлар йигиндисини нолга тенглаб

д х \  дх)
д-ий х - \ - р з [ й х — р 5 — - й х  =  0 (1-43)

х+вах Ы2

муносабатни хоеил киламиз.
Бу тенгликда й х - ^ 0  да лимитга утиб, стерженнинг буйлама теб

ранишлари тенгламасини хрсил киламиз: 
г, д и \ _ _ д-и



Агар Ез =  сопз! дейилса, тенглама

* И - , 2 . И = - Л 1  ( 1.45)
дх* Е & ‘ Е

куринишни олади. Агар стержен бир жинсли булса, охирги тенгла
ма тулцин тенгламаси билан мос тушади:

т т — =  “ - У - -  о - а ддх2 а2 д г а- Р

Умумий тушунчалар

Хусусий х^осилали дифференциал тенглама деб, бир нечта эркли 
узгарувчиларнинг номаълум функцияси ва унинг хусусий хосилала- 
ри орасидаги богланишни ифодаловчи

г  /  ди ди д2и дки \

\  ^ 1  &Ст  дхкт )
(1.47)

тенгламага айтилади.
Номаълум функциянинг тенгламадаги энг юцори тартибли хрси- 

ласининг тартиби к —хусусий хрсилали тенгламанинг тартиби дейи- 
лади.

Агар тенглама номаълум функция ва унинг барча хусусий >;о- 
силаларига нисбатан чизик,ли булса, у чизикли хусусий \осилали 
тенглама  дейилади.

Биринчи тартибли, хусусий хрсилали, чизицли тенгламанинг 
умумий куриниши ^уйидагича булади:

А 1 (хг  х2, , х п) —  +  А 2 (*,, х 2, . . . , хп) +  . . . +

(1.48)

+  Ап (хг  Х2, . . .  , Х„) Х2...............Хп) =  ° .

бу ерда Л,, . . .  , Лл+1 берилган функциялар, и (х {, х2, . . .  , хп) но
маълум функция.

Агар (1.48) тенгламада А п+] (хх, х2, . . .  , х п) =  0 булса, у бир 
жинсли хусусий \осилали дифференциал тенглама, Ап+1{хх, х2, 
. . .  ) х п) ф  0 булса, бир жинсли булмаган тенглама дейилади.

Бир жинсли булмаган тенгламанинг ечимини и (хъ х 2, . . .  , хп, и) — 
=  с куринишда излаб, бир жинсли тенглама куринишига келтири- 
шимиз мумкин. Х>аки^атан ^ам,

ду

— = —  —  ;  =  Т~п
дх 1 дУ *

ди

^осилаларни (1.48) тенгламага цуйсак, ^уйидагига эга буламиз:



л ,С *!, X,..............Хп) +  А 2(хх, х 2, хп) - ^ -  +  . . .  +
[ОХ̂  ОХ2

+  А П (Х1, х 2, .М.'1, хп) -  Л„+ , (х„ *2, --------хп) ^  =  0.

Шунинг учун бундан кейин фа^ат бир жинсли булган тенгламалар 
царалади. Бундай тенгламанинг ечими и (хи х2, . . . , хп) ^уйидаги 
оддий дифференциал тенгламалар системаси

^Х1 _^х2 __ _ ^хп (1 49)
Л  “  А2 ~  "  • _  А„

нинг интеграли
и (х 1г х2................хп) =  с (1 50)

булади ва, аксинча, (1.50) системанинг интеграли булса, ы(лгь  х г, 
. . . , хп) бир жинсли хусусий хосилали дифференциал тенгламанинг 
ечими булади.

Ушбу

А Л х и  х , ) - ^ - + А я(х1, *2) ~  = 0  (1.51)ОХ̂  ОХ2

хусусий ^осилали дифференциал тенглама берилган булсин. (1.51) 
тенгламанинг ечими и (х1у х2) булса,

* * = * *  (1.52)
Л а

тенгламанинг интеграли
и(х  1,  х2) =  с

булади.
Х ^икатан хам, (1.52) система ечимининг тулн^ дифференциал и

йи (хг, х2) =  йх1 +  йх2 
дхх дх2

булади. Бу ифодада, (1.52) [га асосан, йх1 [ларни уларга пропор- 
ционал булган Л. лар билан алмаштирамиз, яъни йх1 =  Я,Л(. (1 =
— 1,2) (бу ерда X — пропорциопаллик коэффициента):

йи {хх, а'о) =  X ( а 1 +  Л 2
\  дх^ дх2

и (хь  х2) (1.51) тенгламанинг ечими булганлиги сабабли йи(хг, х2) =  
=  0 айниятни оламиз.

(1.52) системанинг ечими и(хи х2) ни охирги ифодага ^уйганли- 
гимиз сабабли у х, нинг функцияси булади ва унинг дифференци- 
али, демак, хосиласи хам нолга тенг булади, яъни у узгармас 
сон экан.

(1.52) системанинг интеграли (1.51) хусусий хосилали тенглама
нинг ечими булиши хам худци шундай курсатилади.

М и с о л .  К,уйидаги хусусий ^осилали дифференциал тенглама
нинг ечимини топинг:
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Х У ^ ~ ( * ?  +  У*)% =  0. 
дх ду

Бунда
А  (х, У) =  ху, Ао (х, у) =  — (х2 +  у2).

Демак, мос оддий дифференциал тенгламалар системаси
Ах _  Ау 
ху х -+ у 2

булади. Бу тенгламада х  эркли узгарувчи, у  унинг функцияси деб 
караб бир жинсли оддий дифференциал тенгламани ечамиз:

Ау х2-\-у'г Ау х  уЛ  — _  еки — = ---------- —.
Ах ху А I' у х

у „ Ау , Ао— =  V деб олиб, у  =  ох ва — =  V +  х  — ни топамиз ва тенгла- 
х Ах Ах

мага куямиз: 3
Аи 1 .. Ао 1-1-2 у2V +  X — = --------— V еки X — =  — ------- ,
Ах V , Ах V

V , Ах -------  ДУ =  — —,
1-)-2у2 х  ,,

1 А( 1 +2 у 2) Ах

4 1 -)- 2ь'- х  ’

-  1п (1 +  2у2) =  /л 1 — 1
4 Ий/ ; л I I

1 +  2о2 =  1(СЛ)4
, , О 'у* 1 ]1 +  2 —  = ------ , —  =  с десак,

.г- С*х- С \

и(х, у) =  х 4 +  2х'2у-.
Физик масалаларнинг купчилиги иккинчи тартибли чизицли ху

сусий ^осилали дифференциал тенгламаларга келтирилади. Иккинчи 
тартибли чизикли хусусий ^осилали тенгламалар умумий ^олда

А * И - + 2 В - ^  +  С ^  +  0 ^  +  Е %  +  Ы = / ( х , у)
дх2 дхду ду- дх ду

(1.53)
куринишга эга булиб, бу ерда А, В, С, И, Е, Р  коэффициентлар 
х  ва у  узгарувчиларнинг узлуксиз функцияларн, и (х, у) — номаъ
лум функция, }(х, у) — берилган функция.

Агар генглама коэффициентлари эркли узгарувчи х, у  ларга 
богли^ булмаса, у з^олда у узгармас коэффициентли тенглама 
дейилади. Агар (1.53) тенгламада }{х, у) =  0 булса, у бир жинсли 
хусусий цосилали дифференциал тенглама, }{х, у ) ф  0 булса, бир 
жинсли булмаган тенглама  дейилади.



( 1.53) хусусий хосилали дифференциал тенгламаларнинг ечими 
деб, тенгламага куйилганда уни айниятга айлантирадиган х  ва у  
нинг ихтиёрий и(х, у) функциясига айтилади.

Математик физиканинг асосий тенгламалари

I. Т у л ц и н  т е ' н г л а м а с и :
д2и 2 д2и .—  =  а — . (1.54)
дР дх3 У

Торнинг кундаланг тебраниши, стерженнинг буйлама тебраниши, 
симдаги электр тебранишлари, айланувчи цилиндрдаги айланма теб
ранишлар, гидродинамика, газодинамика ва акустиканинг тебраниш 
билан боглиц жараёнларини таджик, этиш шундай тенгламага олиб 
келади.

II. И с с и ^ л и к  т а р ц а л и ш  т е н г л а м а с и  ё к и  Ф у р ь е  
т е н г л а м а с и :

ди о д 2и / . с е ч— =  а - — . (1-55)
д( дх2 у

Иссикликнинг бир жинсли мух,итда таркалиши, диффузия х,оди- 
салари, фильтрация масалалари, э^тимоллар назариясининг баъзи ма- 
салалари шундай тенгламага келтирилиб урганилади.

III. Л а п л а с  т е н г л а м а с и :

^ + - ^ = 0 .  (1.56)
дх- ду2

Электр ва магнит майдонлари ^ак,идаги масалаларни, стационар
иссицлик холати хакидаги масалаларни, гидродинамиканинг сикил- 
майдиган суюкликнинг потенциал харакати ва стационар исащлик 
майдонларнга тегишли масалаларни ечиш Лаплас тенгламасига кел- 
тирилади.

Куп сонли }'згарувчиларнинг функциялари учун э а̂м тегишли 
тенгламалар ^аралиши мумкин. Масалан, агар изланаётган функция 
учта эркли узгарувчига боглик булса, тулкин тенгламаси

д-и _ 2 /  д2и , д2и

иссиклик таркалиш тенгламаси

Лаплас тенгламаси

—  +  —  +  —  =  0 (1.56')
дх- ду* дг'- 4

куринишда булади.
Юкррида келтирилган математик физиканинг асосий тенгламала

ри тегишли масаланинг физик мо^ияти, масаланинг цуйилиши ва 
ечилиш услублари билан бир-бирларидан фар^ланади.
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2- §. Иккинчи тартибли икки узгарувчили хусусий хосилали 
дифференциал тенгламаларнинг турлари ва каноник 

куринишлари
(1.53) тенгламани

I  = 1 ( Х ,  у). Г] = ц ( х ,  у) (2.1)
алмаштиришлар ёрдамида соддарок, куринишга келтириш мумкин. 
Алмаштириш бажарилаётган бирор Г) сох,ада |  (х , у) ва т] (л:, у) 
функциялар узлуксиз, икки марта дифференциалланувчи ва якобиан

Р ( 6 .  Г]) ^ 0  (2.2)
0(х. у)

булиши керак. (2 .2) шарт тескари алмаштириш

х  =  х{1, г)), у  =  у(Ъ, л) (2-3)
мавжудлигининг зарурий ва етарли шартидир. Янги узгарувчилар 
буйича з^осилаларни топамиз:

“х =  “5 & х + “лП*. и« =  и^ у  +  и^у>

“хх =  ЫББ Ы +  и 1 +  «Бл ^  п* +  “ пп <  +  “ л +

+  “ лБ \  ̂  =  “ ее ̂  +  2“ ел Ъ \  +  “ лл ^х±Лл +  “ п Ч**- 

“ху =  «б6 +  “ б ^  +  “ бл **  \  +  “ лл ^  \  +  “ л Ч* \  +

+  “ Елт> Л .

“ да =  “ пБ Ч  +  2“ Бл %  Г'</ +  “ лл К  +  “ ? +  “ л V '  (2-4->
(2.4) ни (1.53) га куйиб, цуйидаги тенгламани хосил ^иламиз:

а „ « ц  +  2а,2и5п +  а 13ыпп +  г), и, и., иц) =  0, [(2.5) 

бу ерда

а и а ,  ч ) = А Г ;  +  2 В Ъ х Ъу +  С Ц ,

га,з (I. Л) =  Л Л* +  2 В цх т)у +  С т)*,

й|2 (6, Т)) =  А ъх Г\х +  В\{1Х г\у +  ЪУ ц у) +  С 1и х\у. (2.6)

(2 .6) да |(л:, у) ва г](х, у) функцияларни шундай танлаймизки, на- 
тижада а и , а 13 коэф^фициентлар нолга айлансин ёки

А Ц  +  2 В 1 Х1У +  С Ц  =  о,

А  г)2 +  2 В \  +  С г)2 =  0 (2.7)

булсин. Бу тенгламаларни — ва — ларга нисбатан ечсак,
1У Лу



ифодаларнм х,осил цнламнз. Демак, (2.7) нинг х,ар бир тенгламаси 
хусусий ^оснлали биринчи тартибли чизикли

АЪх +  ( В - У В < - А С П у = 0 ,  А ц х +  { В + У В -  — АС)\\у =  0

(2.9)
тенгламаларга ажралади. Бундай тенгламалар олдинги параграфга 
асосан мос равишда

А х  Ли с!х й и— — --------- ' -------- ва — = ----------
А В —  | В - - А С  А В +  | В2— АС

тенгламаларга эквивалент ёки

А йу -  (В — У  В- —  АС) йх  =  0, (2.10)

А й у  —  {В +  У В - -  АС)йх^=  0.
(2 . 10) дан куринадики, иккала тенгламани битта тенглама курини- 
шида ёзиш мумкин

А й у -  — 2 В й х й у  +  Сйх- =  0. (2.11)
2.10) нинг умумий интеграллари ср(х, у) =  С1г г|з(дс, у ) — С2 бул
син. Бу ^олда улар (1.53) нинг иккита эгри чизицлар оиласини таш- 
кил килиб, тенгламанинг характеристикалари дейилади. (2. 11) 
тенглама эса (1.53) тенглама характеристикаларининг дифферен
циал тенгламаси дейилади.

(2.10) тенглама интегралларининг кандай булиши ва (1.53) тенг
ламанинг содда куринишга келтирилиши А — В - — АС  дискрими- 
нантининг ишорасига боглик булади.

Дискриминант кийматларига боглиь; раЕишда (1.53) тенгламани 
^уйидаги турларга аж ратиш  мумкин:

1) Агар Б  сохада А > 0  булса, берилган тенглама шу сохада 
гиперболик турдаги тенглама дейилади.

2) Агар Е) сохада Д < 0  булса, берилган тенглама шу сохада 
эллиптик  турдаги тенглама дейилади.

3) Агар Ь  сохада А — 0 булса, берилган тенглама шу сохада 
параболик турдаги тенглама дейилади.

Курсатилган турлардаги хар бир тенгламаларнинг узларига хос 
каноник куринишлари мавжуд. Уларни келтириб чицариш учун (1.53) 
ни келтирилган турлар буйича алохида-ало.^ида соддалаштирамиз.

1. А — В - — АС  >  0 булган ^ол. Бу х,олда (2.7) га асосан (2.6) 
дан ап  = 0 ,  а13 — 0 ва а12ф  0 эканлиги келиб чик,ади. Шунинг 
учун (2.5) ни 2 а , 2 га булиб

и1г]= Т ( с , ц , и , и г, и ц) (2 . 12)

тенгламани ^осил киламиз. Бу ерда Р =  — Р/2 а12. (2.12) гипербо
лик турдаги тенгламанинг каноник куриниши дейилади.

Агар (2.12) да |  =  а  р, т] =  р — а  алмаштиришни бажарсак, 
гиперболик турдаги тенгламанинг иккинчи содда куринишига эга 
буламиз
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иаа~ и№ =  Л ( « .  Р- “ а-  “ р)-Т! ( 2 1 3 )
2. А — В — Л С < 0 .  Бу з<рлда (2.9) ёки (2.10) нинг коэффициент- 

лари ва умумий интеграллари комплекс катталиклар булади. Шу- 
нинг учун эллиптик турдаги тенгламалар хакикий характеристика- 
ларга эга булмайди. Комплекс ечимлар к,ушма булиб,

|  =  ф 4- 1г|), т] =  ф — I (2.14)

куринишда булади; <р(х, у) ва ^ (х , у) функциялар хакик.ий функ- 
циялардир.

(2.14) ни (2.7) га цуйиб, хакикий ва мав^ум кисмларини ажра- 
тамиз:

А (фл +  I т|>,)2 +  2 В  (фх +  1 г|зх) (фу +  I +  С (ф^ +  < ^ ) 2 =  0, 
а  ф2 _  а  я|>2 г  2 в,(рх фу — 2 в  +  с  ф  ̂—;с  +
+  Ц 2 А  у х\рх — 2 В (у яу у +  ц у) +  2 С ф Д д  =  0 . , 

Комплекс функциялар хоссаларига асосан
А ф2 +  2 В ф^фу +  С =  А Щ +  2 В  +  С ф*,

4 2 А  +  В (Фх%  +  ФХФ„) +'.Сфу ^  =  0 
тенгликлар келиб чикади. Бу ердан (2.6) га асосан,

°11 = .а 13> °12 =  0 -
Бу з<,олда (2.5) ни а п  га булиб

“ й  +  “ пп =  Ч' и ' и1 ' и ц) (2.15)
тр

тенгламани ^осил киламиз. Рх — —- —  . Бу эллиптик турдаги тенг-
ап

ламанинг каноник куринишидир.
3. Д =  В2 — АС  — 0 булсин. Бу з^олда (2.10) нинг умумий ин

теграллари з^а^и^ий ва тенг булади. Икки тенглама бир хил булиб, 
битта тенгламага айланади:

А  ^  +  В —  = 0 .  (2.16)
дх дУ

(2.16) нинг ечими

& =  Ф ( х , у ) = С  (2.17)
булади.

Л (*. У) учун]якобиани ^  0 булган икки марта дифферен-

циалланувчи ихтиёрий функцияни оламиз. Бу з^олда (2.6) дан 
а 1г =  0 , а12 =  0 булиши келиб чикади.

(2.5) ни а,з га булиб, параболик турдаги тенгламанинг каноник 
куринишига эга буламиз:

“ чл -  Л  №. Л. «Е. “ч), [(2-18)
бу ерда]



Хусусий ^осилали дифференциал тенгламаларни классификация- 
лашни эркли узгарувчилар учта ва ундан ортиц булганда ^ам кел- 
тириш мумкин. Юцорида келтирилган классификациялашга цараб, 
шундай хулоса чи^ариш мумкин.

1- § даги тулцин тенгламаси
&и  „ дги
—  =  а2 —  
61- дх2

гиперболик турдаги тенглама, иссшушк тар^алиш тенгламаси
ди _ 2 д1и
д1 ~  дх2

параболик турдаги тенглама, Лаплас тенгламаси
д2и ^  сРи _ ^  
дх2 ду2

эллиптик турдаги тенглама булади.
М и со  л. Ушбу

2 д2и . 0 ди „ д'2и . ди . ди п
х 1 —  +  2 х у ----------1- у 2 ----- \ - х ----- 1- у  —  =  0

дх2 дх ду ду'2 дх ду

тенгламани каноник куринишга келтиринг.
Е ч и ш .  Берилган тенглама учун

А  =  х 2; В  — ху, С — у 2,
Д =  В 2—  АС  =  (ху)2 — х-у2 =  0

Демак, тенглама параболик куринишдаги тенглама экан. Унинг 
характеристик тенгламалари

х 2йу2 ■— 2 ху йх йу  +  у 2йх2 =  0
ёки

(х й у  —  у  йх)2 =  0, 
х й у  — у йх  = 0

куринишда булади. Шундай цилиб характеристикалардан бири

^  =  С
X

чизикдан иборат. Узгарувчиларни цуйидагича алмаштирамиз:
с У% = - ,  Ц =  УX

(иккинчи узгарувчининг ихтиёрийлигидан фойдаландик). Тегишли 
^осилаларни ^исоблаймиз:

дРи д2и у* . ди 2 у



д2и __ д2 и у д'-и у  ди 1 |
дх ду д ф  х3 д |  д т] х2 д 5 х2 , ’

ди2 __ д2и 1 д'-и 1 . д'-и
ду‘ д | 2 х2 д ± д г \  х  д т)2 

Буларни берилган тенгламага к,уйиб,
д'-и __ 1̂  д и _^

д г|2 т| д т|

куринишдаги каноник тенгламани ^осил ^иламиз.

3-§. Коши масаласи, чегаравий масалалар, аралаш масалаларнинг
цуйилиши

Физик жараёнларни математик ифодалашда масаланинг тегишли 
шартлар билан куйилиши му^им а^амиятга эгадир.

Маълумки, оддий ва хусусий ^осилали дифференциал тенглама
лар, умуман айтганда, чексиз ечимларга эга. Бирор физик масала
нинг ягона ечимини топиш жараённи ифодаловчи дифференциал 
тенгламалар билан биргаликда к,араладиган цушимча шаргларнинг 
аник; танланишига богли^дир. Масаланинг ^уйилишига к,араб бу 
шартлар бошлангич, чегаравий, аралаш деб номланган турларга бу- 
линади.

3.1. Коши масаласи. Тенгламаларнинг турларига караб, цушимча 
шартлар хам турлича куйилади. Агар тенглама биринчи тартибли 
булса, бу хрлда тенглама ечимини ифодаловчи функциянинг аргу- 
ментнинг бошлангич к,ийматига мос келувчи киймати берилади. Агар 
тенглама иккинчи тартибли булса, у ^олда функция ва унинг узга- 
риш тезлиги (биринчи тартибли ^осила) нинг аргуменгнинг бошлан- 
рич к,ийматига мос келувчи ^ийматлари берилади. Факат бошлангич 
шартлари билан берилган масала Коши масаласи дейилади.

Тулк,ин тенгламалари учун бошлангич шартли масаланинг цуйи- 
лишини курайлик. Узунлиги чегараланмаган торнинг эркин тебраниш 
тенгламаси

И-И =  д_и_ ^— |о о  < х < о о ,  { > 0 )  (3 .1 )
дР дх-

булади. Тор нук;таларининг вактга боглик булган холатини аницлаш 
учун ва^тнинг I =  О бошлангич пайтида унинг хар бир нуктасининг
абсцисса укидан ориши и ни ва бошлангич тезлиги —  ни билиш

д1
зарур. Демак, масаланинг куйилиши цуйидагича таърифланади: ик
кинчи тартибли хусусий ^осилали (3.1) дифференциал тенгламанинг

и (х, 0) =  /  (X), ?и(х; °У =  Р (X) ( - >  ;<  *?< ооГ  : (3.2)
д1

бошлангич шартларни к,аноатлантирувчи ечими топилсин. Шунинг* 
дек, куп узгарувчиларга богли^ булган тулкин тенгламаси, иссиц* 
лик тар^алиш  тенглам алари  учун Коши масаласини келтириш 
мумкин:
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1) иккинчи тартибли хусусий ^осилали
д'-и _ 3 /  д2и . д2и

~  й  ~дИ <кр,

дифференциал тенгламанинг — оо <  д :<  оо, — оо < у  <  оо, ( <  О 
со^ада ани^ланган ва

и (х, у, 0) =  /  (х, у), ’ди (х' у’ 0) =  Р (х, у)
д(

бошлангич шартларни каноатлантирувчи и(х, у, () ечими топилсин;
2) Иккинчи тартибли хусусий хосилали

д2и _ а / д-и д'-и . д-и
дС1 ~  I дх- дУ2 д(г 

дифференциал тенгламанинг — оо < * <  оо, — о о <  у ’<  оо, —|оо <  
< 2 < о о ,  1 > 0  со^ада ани^ланган ва

и(х, у , г, 0) = / ( х ,  у , г), ди (х' У' г' 0) =  /•(*, у , г)
01

бошлангич шаргларни каноатлантирувчи и(х, у, г, () ечими топил
син;

3) иккинчи тартибли хусусий хосилали
ди _  „ дги 
д( дх-

иссик;лик тар^алиш тенгламасининг —)оо< а < о о , ( > 0  со^ада аниц- 
ланган ва

и(х,  0) =  / (х) (— о о < х < о о )  
бошлангич шартни каноатлантирувчи и(х, I) ечими топилсин.

3.2. Чегаравий масалалар. Бирор сохада Лаплас тенгла
масини каноатлантирувчи ва иккинчи тартибли хусусий ^оси- 
лалари билан биргаликда узлуксиз булган функция шу сохада гар
моник функция дейилади. Куп физик масалаларни курилганда улар- 
нинг стационар ^олатини, яъни физик жараёнларнинг узгариши ва^тга 
борлик, булмаган ^олатини текширилади. Асосан бундай масалалар 
эллиптик турдаги тенгламалар орцали ифодаланади. Шунинг учун 
бу жараёнларнинг стационар х,олати фа^ат со^а чегарасида куйил- 
ган шартларга борлик; булади. К,уйида эллиптик тенгламалар учун 
цуйиладиган чегаравий масалаларни курамиз.

1) Бирор О  со^анинг ичида

—  +  —  =  0 : (3.3)
дх2 -  ду2

Лаплас тенгламасини [каноатлантирувчи ва"*со^а , чегараси 5  чизиц 
устида берилган |

и\  =  Т(х, У) (3-4)

^ийматни кабул килувчи и(х, у) гармоник функция топилсин. Бун
да и(х, у) ва Ц х, у) узлуксиз функциялар. Бу масала Дирехленинг 
ички масаласи ёки биринчи чегаравий масала дейилади. Агарда



и(х, у) функция 5  чегаранннг таш^арисида изланса (бу ерда Р  соха 
чексчз булади) бундай масала Дирехленнинг ташки масаласи дейи
лади.

2) (3.3) Лаплас тенгламасини каноатлантирувчи ва соха чегараси 
5  чизик устида нормал буйича хосиласи берилган

^  = Н х , У )  (3.5)
дп з

кийматни кабул килувчи и{х, у) гармоник функция топилсин. Бу 
масала Нейман масаласи (ёки иккинчи чегаравий масала) дейилади.

3.3. Аралаш масалалар. Бундай масалалар чегараланган жисм- 
ларда содир буладиган физик жараёнларни текширишда уларга мос 
тенгламаларнииг берилган бошлангич ва чегаравий шартларни кано
атлантирувчи ечимларини топишда куйилади.

1) Тулкин тенгламаси учун аралаш масалани уч улчовли тенгла
ма учун ёзамиз (бир ва икки улчовли тенгламалар учун шу тарзда 
ёзилади).

Иккинчи тартибли хусусий ^осилали
д ‘и ,  ( д-и , д'-и . д'-и \ ,0
----- =  а2 ------- -----------------  (3.6)
д1- V дх- ду- дг- )

дифференциал тенгламанинг (х, у, г) { V, I > 0  со^асида анникланган 
ва

«|,=0 =  /(* . У, г), [(3.7)
ди
д(

=  Ф (х, у , г)
1=0

бошлангич шартларни ^амда 
I. а |5 =  ц(х, у, 2, 0 .

II. —
дп

=  и (х, у, 2, /), (3.8)

III ( —  + Р « )
дп

чегаравий шартлардан бирини цаноаглантирадиган ечими топилсин. 
Бу ерда 5  — V со^анинг сирти, ц ва р функциялар 5  сиртда аник-
ланган узлуксиз функциялардир. —  — сирт ну^тасида нормал буйи-

дп
ча олинган х;осила.

2) Иккинчи тартибли хусусий хосилали

°1. =  а Ч — + — +  —  ̂ (3.9)
д( \  д х '- дУ-' дг* )

дифференциал тенгламанинг (х, у,  г ) I > 0  сохада аницланган

Н = о  =  /(*- У- 2) (ЗЛ°)
бошлангич шартни ^амда (3.8) чегаравий шартлардан бирини кано- 
атлантирадиган ечими топилсин.



Юцорида масалаларнинг ^уйилишидан курдикки, физик жараён- 
ларни ифодалайдиган тенгламаларнинг ечимлари бошлангич ва чега
равий шартларга борлиьу булади.

Баъзи ^олларда бу шаргларнинг озгина узгаришига ечимнинг 
жуда катта узгариши мос келиб к,олиши мумкин. Бу эса физик 
жараённи урганишда катта хатоликларга олиб келади. Ечим туррун 
дейилганда цуйилган шартларнинг озгина узгаришига ечимнинг оз
гина узгариши мос келиши тушунилади.

Агар масаланинг ечими мавжуд, ягона ва туррун булса, у ^ол- 
да бундай масала (коррект) тугри к^уйилган дейилади.

1. Бир жинсли (3.1) тенгламанинг (3.2) бошлангич шартларда 
Даламбер усули билан ечилишини куриб чи^амиз. Тенгламанинг 
умумий ечими иккита ‘ихтиёрий функциялар йириндиси сифатида 
к,идирилади:

Бу ф ва’л)з функцияларнинг иккинчи тартибли ^осилалари мавжуд 
булсин. У ваи.тда, кетма-кет ^осилалар олсак,

лар ^осил булиб, натижа (3.1) тенгламани цаноатлантиради. Демак,
(4.1) функция умумий ечим булади. (3.2) бошлангич шартлардан 
фойдаланиб, (р ва г|з номаълум функцияларни топамиз:

системага келамиз. Иккинчи тенгламани 0 дан х  гача булган ора- 
лицда интегралласак,

куринишдаги ифодага келамиз. Бу ерда С =  — ф (0) +  ^  (0) узгармас 
сон. (4.2) ва (4.3) тенгламалардан ф (*), гр (х) номаълум функцияларнй 
аницлаймиз:

4» §. Бир улчовли тул^ин тенгламасини 
Даламбер усули билан ечиш. 

Дьюамель принципи

и (х, I) =  ф (л: — а() +  4> (х +  а1). (4.1)

1Ы*1=  Ф' (х—  а() +  Ф' (х +  а1),
Ч™ =  Ф" (* “  а() +  V  (х +  а.1), 

и\ =  — а ф' (х — а1) +  а г|/ {х +  а1), 
ии =  а 2 ф" (х — а1) +  а2[г|/' {х +  а1)

(4.2)

X
— а [ф {х) — ф (0)] +  а’[г|) (х) — г|> (0)] =  _[ Р {х) йх

е

еки
X

(4.3)
о
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ф(*) =  у / ( * )  — ^  |  ^  (*)<**
О

л:

Ф(*) , =  у / ( * )  +  ^  |  +

с 
2 ’

(4.4)

Бу формулаларда аргумент х  ни х  — а1 ва х  +  а1 ларга алмаш- 
тириб, (4.1) форму лага купсак, и (х ,  I) функция топилади:

х —а1

и(х , I) =  — /  (х — а{) —  —  ( Р  (л:) йх  +  — /  (х  +  а1) +

х-\-а1

+ йх

2 а .

— а1) +  / ( *  + о / )
х-\-а1

+  2 ^  I  р  (■ *) Л Х '  ^ 4 ' 5 ^

х —а(

Бу (4.5) формула тор тебраниш тенгламаси учун ТСошы масала- 
сининг Даламбер усули билан топилган ечими дейилади.

Олинган (4.5) ечимнинг физик маъносини англаш учун и(х, I) 
ечимга кирган <р (х — а1) ва ср (х +  а() функцияларни ало^ида- ало- 
^ида текширамиз. ср (х — а() функцияни олиб, ( га I =  /0, I =  1Ъ
I =  *2 ва хоказо усувчи кийматларни бериб, унинг графигини ясай- 
миз (1.3-шакл).

Шаклдан куринадики, ик
кинчи график биринчисига нис- 
батан а{х микдорга, учинчиси 
а(2 ва хоказо микдорга унг 
томонга сурилган. Агар бу 
графикларнинг проекцияларини 
навбат билан экранга тушир- 
сак, гуё уларнинг юкоридаги 
биринчиси унг томонга «чо- 
пиб» утаётгандек булади. Тор- 
нинг бундай четланиши тулкин  
деб аталади. __

Тенгламадаги а =
коэффициент эса тулцинлар- 
нинг тар^алиш тезлиги дейи
лади. Энди -ф {х +  а() функ
цияни курайлик.  ̂ г а 4 < ^ 1<
< ^ 0 ^ийматларни берсак, 1.3- 
шаклдаги графикларда бирин
чиси пастдагиси булиб, тул
кин унгдан чапга а  тезлик би- 
лгн тар^алади. Энди Далам
бер формуласи (4.5) ёрдамида 
олинган ечимни текширамиз.

3 -2 9 2 8



Икки ^олни курамиз. Биринчисида тор нуцталарининг бошланрич 
тезлиги нолга тенг булиб, тор бошлангич четлатиш ^исобига теб- 
рансин, яъни ^(л:) = 0  деб олсак, (4.5) формуладан цуйидаги ечим- 
ни ^осил ^иламиз:

и{х, () =  *(Х- *Ш М  + Ф.. . (4 .6)

Бу ерда ({х) берилган функциядир. Формуладан куринадики, 
ечим и(х, I) иккита тулкин йигиндисидан иборат: биринчи Ц х  — а()

тулкин а тезлик билан унг томонга, иккинчи /  (х +  а() тулкин

шу тезлик билан чап томонга тар^аладиган тул^инлардир.

-у  /  (х — а() тугри тулкин, — Ц х  +  а!) эса |тескари тулкин |деб 

аталади.
Бошлангич I — 0 моментда иккала тулкин профили устма- уст 

тушади. Фараз киламиз, бошлангич моментда \{х) функция (— /, I) 
ораликда нолга тенг булмасин хамда жуфт функция булсин.
1.4-шаклдаги чап устунда ~  Н-х +  а() тул^иннинг чап томонга тар- 

цалиши, унг устунда эса вацтнинг турли моментларида ~  [ ( х — а.1)

тулкиннинг унг томонга тар^алиши, уртадаги устунда эса тул
ки нлар йигиндиси, яъни тор ну^талари умумий четланиши курсатил-
ган. К  — моментда иккала тулкинлар бир-бири билан устма-уст 

а
тушади; { =  —  моментдан бошлаб бу тулкинлар устма - уст туш- 

а
майди ва турли томонга ка раб узоклашади.

Энди иккинчи хрлни курамиз. Торнинг бошлангич четланиши 
ноль булсин ва бошлангич моментда тор ну ̂ талари бошлангич тез
лик олиши натижасида тебрансин. Бу ^олда тор буйлаб импульс 
тулкинлар тар^алади. (4.5) формулага /(л;) =  0 ни ^уйиб, и(х, () 
функция учун к;уйидаги ифодани оламиз:

х-\-а1

и (х, /) =  —  Г Р (х) йх  =  Ф (х +  а1) — Ф {х —  а1), (4.7)
2 а ^

х —а{

бу ерда
X

Ф ( х ) =  —  [ Г (х )й х  (4.8)
2 а ^

о
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X 0  

7

\ 1  \ 1  '

а

0

1

Г \

*  0  

/ ~ \

7 ;  7  ,  X 0  

4  4

и

/ " Л *

X

1

Г \

1

Г \

ж ^  

и

,  1

С >  Д

/ л

X

0 *  0  

\ Л

- ?  + б ’ '  /  +  а 1 *  

■ ш а к л

/Г

Бу формуладан куринадики, ечим и(х, I) юкоридаги каби, турри 
и 1 =  ва тескари ы2 =  ф  (* +  а() тулк,инлардан иборат
экан. Бошлангич / =  О моментда иг =  — Ф(л;), и 2 =  ф (х ) булиб, 
ы(дг, 0) =  0 булади. Агар Р (х) (— /, Г) ораликда аникланган булиб, 
Р (х) =  и0 бошлангич узгармас тезликка эга булса, у ва^тда Ф (*) =

1 С V
=  ~̂~а ^ уо йх  =  ^  х  булиб, бу ерда — I <; х  <  / булади. х  >  I 

о
- 1

кийматларда Ф(*) =  |  =  - ^  =  Л  ва х > — 1 цийматларда
б

—I

2а ] ” У0^  =  — у  булади. Бу ерда к = ~  булиб,
п
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- I

Ф(х) Ф(х) узлуксиз ва ток; функция- 
дир (1.5-шакл). Энди и(х, I)

__ ечимнинг I нинг турли ^ий-
матларидаги графигини ясай- 
миз 1.6-шаклда чап устунда 

л тескари тулкин и2 — Ф (х+ а ()  
нинг турли моментдаги холати, 
унг устунда тугри тулкин и1 =  
=  Ф {х —  а() нинг графиги, 

урта устунда эса тор нуцтала- 
ри умумий четланиши графиги келтирилган. Биринчи ^олдан фар^- 
ли уларок,, I =  Ода и(х,  0) =  0 булиб, I катталашиши билан нук,та 
юцорига кутарилади, чунки (4.7) формуладаги интеграллаш оралиги
кенгаяди. 1 =  —  булганда 

а

г

1.5- шакл

1.6- шакл

и (о, — )  =  —  Г у 0 йх =  - 2—  =  к
\  а ) 2 а ,] а

- I
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хосил булади. 1 > —  булганда хам и (О, 1 )= Н  булади, чунки

(— /, I) дан ташкарида Р (х) нолга тенг. Шунинг учун четлашиш 
функцияси и (0, () шаклда узгармас булиб крлади. Мисол учун
х 1 =  булсин. У ^олда I нинг дан кичик кийматларида тес-

кари ва тугри тулкинларнинг биргаликда таъсири натижасида нуцта
кутарнлиб боради. { > —  моментда тескари тулкин четлашиши бу

к  „ нуцтада доимии — га тенг булиб, ну^та тугри тулк,ин таъсирида
3 /ю кори га кутарилишни давом этади. моментда иккала тул-

циннинг четланиши ■—  га тенг булади ва и Ц ,  [функциянинг

киймати к га тенг булади.
Шундай килиб, и (х, {) функциянинг графиги I нинг турли ^ий- 

матларида куйидагича булар экан:  ̂ =  О да и =  0 — тугри чизиц;
0 < ^ <  — да чизик, профили трапеция шаклида булиб, унинг юцо-

а

ри асоси кутарилиб, катталиги камаяди: / =  — да профил учбур-
а

чак ва 1> — да профили кенгаядиган трапеция куринишида була-
а

ди (1.6- шакл). Шундай килиб, торга берилган (— /, I) ораликдаги 
бошлангич тезланиш натижасида тор тебраниб, к  баландликка кута- 
рилади ва ва^т утиши билан шу баландликда крлади (силжишининг 
колдиги). 0x1 текислигини олиб, х  — а( — + 1  ва х  +  а1 =  ± / — 
характеристик тугри чизикларни юкрри ярим текисликда чизамиз 
(1.7- шакл). Ф(х) функциянинг ифодасидан фойдалансак, тескари тул- 
ь̂ ин Ф (х +  а() нинг II, IV ва VI зоналардаги четланиши узгармасга
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тенглиги келиб чи^ади. III, V ва VI зоналарда турри тулкин
— Ф ( х — а1) нинг четланиши ^ам — га тенг. Шунинг учун VI

зона силжиш колдигидан иборат булиб, бу зонага мос келган функ- 
циямиз и(х , I) =  Ф (х  +  а1) — Ф (х  — а1) =  к  булади. IV зонада туг-

Нри тулкин четланиши — — га тенг; шунака четланиш V зонада

тескари тулкинда мавжуд. Шунинг учун IV ва V зоналар тор нукта- 
лари учун сокин зоналар булади. Ну^та текисликнинг IV зонасидан

н нVI зонасига утганда тугри тул^иннинг четланиши — — дан — гача 

узгаради.
Шу муло^азалардан фойдаланиб, х0>1  булганда и (х0, I) функ- 

циянинг цуйидаги ифодасини ёзамиз:

2. Энди Коши масаласини бир жинсли булмаган тенгламалар 
учун курамиз. Бир жинсли булмаган

тулкин тенгламасининг — оо < х < о о ,  / > 0  сохада аницланган ва

бошлангич шартларни ^аноатлантирувчи ечими топилсин. Бу масала- 
да хрсил булган тебранишни икки тебранишнинг йигиндиси шакли- 
да ^араймиз. Биринчиси, бошлангич огишдан хосил булган тебраниш 
(ташки куч таъсирисиз), иккинчиси эса факат ташки куч таъсирида 
юз берган тебраниш (бошлангич огиш хисобга олинмайди). Бу хол- 
Да

бошлангич шартларни ^аноатлантирувчи ечими, до (л:, I) функция эса

О, 0 <  / <  —— - ,
а

к ,
а

(4.9)

и |4=0 =  Ф(х), =  г|>(*) (— о о < л : < о о )  (4.10)
' д( 1=0

и (х, () =  V {х, I) +  ш (х, I) 

булиб, V (х, I) функция

(4.11)

д-и __д21> (4.12)
дР дх2

тенгламанинг — оо <  х <  оо,  ̂>  0 сохада

(4.13)

38



= 0* ^ + / ( * ,  () (4.14)
Л 2 дх2

тенгламанинг — оо <  х <  оо, / >  О со^ада 

[ад =  0, ^  
1=0 д1

=  0 (4.15)
1=0

бошлангич шартларни каноатлантирувчи ечими булади. (4.12), (4.13) 
масаланинг ечими маълумки,

х-\-а1
у  ( х >  I )  =  < Р ( * - ° а  +  Ф ( *  +  а О  +  1  ф  ( х )  й х  { 4 . 1 б )

х —а1

куринишда булади. (4.14), (4.15) нинг ечимини топиш учун к,уйида- 
ги кушимча масалани ечамиз:

(4.17)д2ш о д-со--: П- ---

ю

=  а  
д!2 дх2

тенгламанинг

со = 0 ,  ^ 1  =  /(* , т) (4.18)
1= т д1 | /= т

(х— параметр) бошлангич шартларни каноатлантирувчи ечими топил- 
син. Бу масала учун бошлангич момент I =  0 булмасдан, балки 1 = х  
булади. У холда (4.16) Даламбер формуласи

х + а  (1 - х )

| ( х ,  { —  т) = Г /(? . г) (II  (4.19)
2 а  ^ 

х —а (/—х)

куринишда ёзилади. (4.19) ечим ани^ булса, (4.14) нинг (4.15) ни 
каноатлантирувчи ечими

ю(х, () =  |'ш (х, I — х ) й г  (4.20)
0

булади. (4.20) нинг хаки^атан ечим эканлигини (4.14) га цуйиб тек- 
ширамиз. (4.20) ни I буйича дифференциялаймиз:

I
ха, (х, I) =  со |т=< +  [ со, (х , I —  т) й х

о
(4.18) шартнинг биринчи кисмига асосан:

1
и)( (х, I) =  [ соДх, I — т ) ^ т .  (4.21)

о
(4.20) ва (4.21) дан куринадики, ии(х, I) функция (4.18) бошлангич 
шартларни ^аноатлантиради. (4.21) ни яна I буйича дифференциал- 
ласак, (4.18) шартнинг иккинчи цисмига асосан

Щ  (*> 0 ’ =  т=/ +  ( (х, 1 — х)й х  =
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=  /(* , 0 + Г  (*, ( — х ) й х (4.22)

келиб чикади.
(4.20) ва (4.22) га асосан куриниб турибдики, хю(х, I) функция

(4.14) тенгламанинг (4.15) бошлангич шартни цаноатлантирувчи 
ечими булади. Демак,

I х + а и - Т)

0 = = 2 7 1 [ I [ {1' т^ ^ т - (4-23)
0 л—а (/—т)

Бу з^олда (4.9) нинг (4.10) бошлангич шартларни каноатлантирувчи 
ечими

и {х, I) = Ф (* — о*) +  ф (х+а1) 1
«г+а/

й х  +

(4.24)
I х + а ( г - т )

+гЛ[ I /«•’»«]«’
0 дг—а(<—т)

куринишда булади. (4.23) ва (4.24) Дьюамель принципит  ифода- 
лайди.

М и с о л. К^уйидаги бир жинсли булмаган
д -и  __  д2и  2

д Р  д х г

тул^ин тенгламасининг
. . дии ,_ п =  51П х, —
к - о  д ( 1=0

бошлангич шартларни каноатлантирувчи ечимини Дьюамель прин- 
ципидан фойдаланиб топинг.

Е ч и ш. а  =  1 ва
/  {х, I) =  х, ф (*) =  51П х, (х) =  л:

функциялар учун Дьюамель принципидан фойдаланамиз:
Х-\-(

51П (х  —  0 + 5 1 П ( д Г + 0  I 1и (х, I) =

I *+/—Т

+ 1 Я ! х Л х

О х - 1 + х

х - 1

+  — \ х й х  +

й х  = и х {х, () +  и г {х, ( ) + и 3(х, /).

Хар ^айси цушилувчини ало^ида- ало^ида ^исоблаймиз:
,  .. 51П (*  —  I )  +  51П ( х  - \ - 1 )  . ,

“ 1 (*. 0  -- ------1-------— -----  =  51П X С05

х+(
и2 (л:, I) =  — ( х  йх  =  — • — ' 2 ] 2 2 

х —1

(х  +  /)2 —  (.V —  1У

Х—1
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*2 +  2 х 1 + Р  —  х* +  2 x 1 —  Р _  ^
4

< лг+<—т
“ з(*. /) =  у  [ Г Г

О ЛГ—-/+Т
I

I

1

1 Г Г(.г +  < — т)2 — (* — / +  т)2 йг =

1 (* л-5 -+- /* +  т2 +  2 лг? — 2 хт — 2 — х2 — Р  — т2 +  2 х1 — 2 х х  +  2 1х д х  __

(х(— хт)йх  =  х1х
о

Демак, масаланинг ечими

< х т2 Г _ х /2
о ^ Т Г "  2~ 2

хР

булар экан.

и (х , <) — 51П х  С051 +  х1 +  —

5 -§ . Уч улчовли тулкин тенгламаси учун Коши масаласи. 
Пуассон формуласи. Гюгенс принципи

Уч улчовли
д*и
дР

тулцин тенгламасининг 

и

( Ё * .  А -
д-и

( дх2 ду2

ди
=  ф(*. У, г),

1=0 д( 1 = 0

д'-и
дг1

== 'Ф (х, у , г)

(5.1)

(5.2)

бошлангич шартларни каноатлантирувчи и(х, у, г, I) ечимини то- 
пиш масаласини курамиз. Бу ерда ср {х, у , г) функция учинчи тар- 
тибгача, (х, у, г) функция иккинчи тартибгача хусусий хосилала- 
лари билан биргаликда фазонинг барча нукталарида узлуксиз функ
циялар булсин деб ^исоблаймиз. (5.1) ва (5.2) масалани ечиш учун 
цуйидаги ёрдамчи масалани курайлик. (5.1) тенгламанинг хусусий 
^олдаги

=  0, дЛ .  
1=0 д1

=1{х,у,г) (5.3)

бошлангич шартларни каноатлантирувчи и^(х, у, г, I) ечими топил
син.

-Л .  =  V (х, у, г, I) 

десак, у з^олда (5.3) га асосан

у |<=о =  /(* . У’ г). 
ду I _  д2" /  
д( |/=о дР

_  д ? и /  +  д ’ и /  +  д ' и /  _  0  
/ = о  дх"* ду2 дг2
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шартларни ^аноатлантиради. Шунинг учун, агар и ,  функция учин- 
чи тартибгача узлуксиз ^осилаларга эга булса, (5.1) нинг (5.2) ни 
^аноатлангирувчи ечими

и (х, у, г, /) =  ^  +  (5.4)

формула оркали ифодаланади. Демак, (5.1) тенглама учун Коши 
масаласи и; функцияни аниклашга келтирилади. Бу функцияни

“/(*• У' 2- 0  =  т~— ГI /{Ъ' Л' ® а О г (5.5)4 л а ^ ^  г

куринишда ёзамиз. Бу интеграл (5.1) тенгламанинг маркази М (х, у,  г) 
нук,тада булиб, радиуси г =  а( булган 5 Г сфера сирти буйича 
олинган ечими булишини курсатамиз. / ( | ,  т], д) — нхтиёрий узлуксиз 
функция, й а Г сферанинг юз элементи. (5.5) дан

1Я
/(Е, т], Й . |г| 4 л г1 й а г <  шах 1/ | --------

булганлиги учун ^->-0 да 0 булиб, (5.5) шартларнинг биринчи 
цисмини ^аноатлантиради. Иккинчи цисмини цаноатлантиришини 
текшириш учун

Ъ =  х +  Г] =  у  +  р2/-, е =  2 +  Р3г (5.6)
алмаштиришларни бажариб, куйидагини ^осил ^иламиз:

=  Н х +  ^ г ,  г/ +  Р2л, г +  РзО ^О !. (5.7)
•̂ 1

Бу ерда Р] +  Р| +  Рз =  1, й а л — булиб, интеграл бирлик

сферанинг барча тайинланган х, у, г ну^таларида ^исобланади.
(5.7) ни I буйича дифференциалласак,

~  =  - ~  СС Н х + $ 1  г, У +  Ргг> г +  р3г)с?а1 +  дI 4 л 4) ^

+^Я (Р1|-+Р2̂ +Рз'|) (5-8)
5 ,

булади. (5.8) дан / -*■ 0 да -► /  (х, у, г) эканлиги келиб чица-
д1

ди. Энди, и)  функциянинг (5.1) ни ^аноатлантиришини исбот килиш 
кифоядир. (5.7) дан

&и/  л .  д*и/  I &и/  _  С П д1 1  л .  ИИ. л .  -
дг-



м . .

' ' ифодани ^исоблаш учун (5.8) ни ^уйидагича ёзамиз:

Лш  =  ч±  +  —  Г и р !  —  +  р2 — +  р3 — ) л о г  =
д( I Т 4 л г 1 )  Г х д 1  ^ Н2 дп н з а с /

=  *  +  -> -  Г Г Г ( ^  + * ± + Щ й Ы ^  =  ^  +  (5 Ю)
I 4 я г  .] ^  \ д 5 2 дг]2 д е : /  I 4 л  г

Уг

бу  ерда

«И Я  (&+3 +Я)**’*-
уг

Vг — маркази (х, у, г) нуктада булиб, радиуси г =  а( булган шар.
(5.10) дан:

д2и / _  __ м/ ___]_ <Эм/ д / (I) _ __1_______ I  (I) _
дР Р I д/ д( 4 л  а1 4 л  аР

=  —  т  +  ч±  | 1 (1) | 1 д,(1) /(/) 1 а/(<>
/2 4 л  ш2 4 па1 д/ 4 я  а/2 4 я  а/ д(

^  ифодани з^исоблаш учун сферик координаталар системасига 
д1

утиб, <1 аГ =  г2 51П 0 с10 й  гр эканлигини з^исобга олсак,

д1 . Щ д Г -  д п 2 д & )  

тенгликни оламиз. Демак,

=  Г ( 7  —  +  —  +  “ ) а ° г (5-П)дР 4 Л I . 1 I д V  дп* С - )
з г

булади. (5.11) ва (5.9) ни солиштирсак, (5.5) ор^али ифодаланган 
и /(х ,  у, 2, I) функция ^а^и^атан >̂ ам (5.1) тулкин тенгламасини 
каноатлантиради. (р(х, у, г) ва г|з (х, у, г) функциялар тугрисидаги 
мулохазалар ва (5.4) га асосан Коши масаласининг умумлашган 
ечими

и(х. у, г, +

+  П ~ Т 1,' Р а ° г] (5Л2)

куринишда ифодаланади. (5.12) ни Пуассон формуласи дейилади.
Фазода Пуассон формуласи оркали ифодаланган тулкин тар^а- 

лишининг физик мохиятини курайлик. Бошлангич тебраниш чегараси 
5  чизицдан иборат булган бирор И  со^ада содир булсин. Бу соз^а-



1.8- шакл

нинг таищарисида ср ва гр функциялар нолга тенг (ички ну^таларда 
нолдан фарь^пи). Му^ит ^олатининг узгаришини О  сщ а ташкарисида 
ётувчи тайинланган М  нук,тадан кузатайлик (1.8-шакл). М  ну^тадан
5  сиртгача булган энг якин масофа энг узо^ масофа с1., булсин. 
Маркази М  ну^тада булиб, радиуса г — а( булган 5 Г сфера
1 с  —  га^тда О со^ага етиб келмайди. Шунинг учун сфера ну^-

таларида ф ва 1|) лар ноль булиб, (5.12) га асосан и(х, у, г, I) =  О
булади ёки I — —  вактда 8 Г сфера 5  сирт билан ту^нашади, ёки

тул^иннинг олдинги фронти М  ну^тадан утади. Олдинги фронт 5  
сиртнинг ^ар бир ну^тасидан радиуси г =  а1 булган сфераларнинг
урамасидан иборат булади (Гюйгенс принципи). { =  —  ва / =  —

а а
вактлар орасида сфера ^  со^ани кесиб утади. Шунинг учун бу
оралиеда, (5.12) га асосан, и(х, у, г, I) ф  0. / > —  вацтда 5 ,  сфе-

а
ра О  ад ан и  уз ичига олади ва улар умумий ну^тага эга булмай- 
ди. Шунинг учун бу вактда, (5.12) га асосан, и(х, у, г, I) =  0 була
ди ёки бошлангич тебраниш М  ну^тадан утиб булади. Бу деган
суз, I =  —- вак,т тул^иннинг орка фронтининг М  чу^тадан утиши-

ни аницлайди. Демак, олдинги фронт тебраниш етиб келмаган нуц- 
таларни ажратиб турувчи чизиц, ор^а фронт эса тебранишдан тух- 
талган (осойишталашган) ну^талардан тебранаётган нуцгаларни аж- 
рашб турувчи чизиц булади.

6- §. Икки ва уч улчовли тул^ин тенгламаси учун Коли масаласи. 
Пасайиш (тушиш) усули. Масалани ечишнинг 

Дьюамель принципи

Олдинги параграфда курилган масаланинг хусусий ^олини ёки 
/  функция 2 га боглиц булмаган ^олини курайлик. Бу ^олда (5.5) 
га асосан и функция ^ам г га боглиц булмайди ва икки улчовли
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дги _ 2 /  д2и . д*и

~дР ~  а  ~дУ*

тулцин тенгламасини 

и / \ ди
=  ф(*. У), —  /=о д( 1=0 =  $(х ,  у)

(6 . 1)

(6 .2)

бошлангич шартларда ^аноатлантиради.
^исоблашларни осонлаштириш учун 5-§  даги (5.1) нинг ечими- 

ни хОу текислигида ифодалаймиз. Бунинг учун З г сферанинг юко- 
ри ва пастки кисмларини унинг хОу текисликдаги маркази М  (х , у) 
нуктада булган катта Сг доирасига проекциялаймиз (1.9-шакл). Бу 
^олда

1.9- шакл

, йСг Ло г =  г
С05 7

булиб, (5.5) интеграл куйидагича ёзилади:

5 Г Сг

Шаклдан:

С05 у =  Е Ы  =  уГ+ - \ Р хМ\* =
|М Р| г г

Шунинг учун:

Г Г / Д . П . О , ,  ГГ /(61 . ш м ь .
I )  г г - к ' — (ж — Б,)*-

(6.3)

5 Г С,

Демак, бу алмаштиришларга нисбатан (5.12) ни
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„ ( * ,  — !—  1 4 - Г Г Г  , | +1 2 л а  [Л  Ш  /^_(х -В *_ц г -т ,)*
сг

, ГГ Ч>(&. Т1)Л1 л 1 „ч
+ . и / г - - ( , - б ) . - ( , - „ ) . )  <б - 4 >

^г

куринишда ёзиш мумкин. Бу икки улчовли тулцин тенгламаси учун 
Пуассон формуласидир. У фазода олдинги фронти бор, орка фронти 
йуц (Гюгенс принципи бажарилмайди), цилиндрик тулцинларни ифо- 
далайди. Шу тарифа, агар /  функция факат х  га боглиц булса, и 
функция х;ам х  га бог лиц булиб, бир улчовли

—  (65)
д(1 дх1 к '

тулкин тенгламасининг

и =  Ч>(*),
/=о д/

=  Ц>(*) (6 .6 )
1=0

бошлангич шартларини 'цаноатлантирувчи ,ечими булади. Бу ^олда
х-\-а1

“/<*■ »• *• « " Т ^ Я  ' ^ Ч г « ° ’ =  Г а  |  ' ® *
х —а(

(5.5) куринишда булади (й а г =  2 я гй1). Шунинг учун, бир улчовли 
тулкин тенгламасининг (6 .6) шартларни цаноатлантирувчи ечими 
цуйидагича ёзилади:

х-\-а{ х —а1

“ <*• 1  'р® ,' | ] +  у
х —а( х —сА

х-\-а1
ф(дс+а<)+ф(дс—  а()

х — а/

Бу Даламбер формуласидир.
Юкрридаги, (5.1) — (5.2) Коши масаласининг (5.12) ечимидан

(6.1) — (6.2) ва (6.5) — (6 .6) Коши масалаларининг (6.4) ва (6.7) 
ечимларини келтириб чицариш усули пасайиш (тушиш) усули дейи
лади.

Энди уч улчовли бир жинсли булмаган
д-и о [ д-и . д-и , д^и \  . . / л п»

Ц Т  ~  а Ы  + 1 ?  +  а ? -) +  П * ’ у ’ *• 0  (6'8)
тенгламанинг — оо < х ,  у, г < о о ,  / > 0  сохада 

и(х. И, г, 0 |,_» =  Ч>(*, у.  2).

- ♦ ( * ,  У, г) (6.9)
д1 |/=о



бошлангич шартларни каноатлантирувчи ечими— узлуксиз и  (х, у,  г, I) 
функцияни топиш билан шугулланамиз. Бундай масала товуш 
таркалиш назарияси, электромагнит тулцинларнинг таркалиш наза- 
рияси ва физиканинг бошца сохаларида фундаментал а^амиятга эга. 
(6 .8) — (6.9) нинг ечими, бир жинсли

д-у 

дI-
=  а ‘ д-у д2у 

дх2 дУ’-
д'-у
дг-

тенгламанинг

<=о
ф(*. У, г),

до
д1 ( = 0

=  Ф (х, у, г)

(6 . 10)

(6 . 11)

бошлангич шартларни каноатлантирувчи V (х, у, г, I) ечими билан 
берилган (6 .8) куринишдаги

д-ш

д(-
д2ю д-и д'ю

Г  =  а 2 [ ^ + ^ + ^ )  +  Пх,  У, г, О

тенгламанинг

Ы'
1=0

ду- дг- 

=  0,
д1 (=0

=  0

(6 . 12)

(6.13)

бошлангич шартларни каноатлантирувчи ш (х , у ,  г , I) ечими йигинди- 
сидан иборат булади, яъни и =  V +  до.

(6.10) — (6.11) Коши масаласининг ечими 5-§ да Пуассон форму
ласи оркали топилган эди.

(6.12) — (6.13) Коши масаласининг ечимини эса Дыоамель прин- 
ципидан фоидаланиб топамиз.

Биринчидан,

д"о 1 __ 2 /  д -ы  . д-ш

дс2 ■ V д х -  д у 2

тенгламанинг I >  т учун (т — параметр) 

со(*, у, г, I, Т)

+
д-ы

~д?-
(6.14)

=  0 , ^  
1=т д1

Д(х, у, г, т) (6.15)

бошлангич шартларни каноатлантирувчи ечимини топамиз.
(6.14)— (6.15) масаланинг ечими Пуассон формуласи оркали ифо- 

даланади. Факат формуладаги I урнига I — т ни цуйиш керак, чуп- 
ки бу ерда бошлангич момент 1 =  х. Бу холда (5.7) ^уйидаги

м(х, у,  2, т) =  —̂ Г Д / [ *  +  Р* т)> У +  М ( * ~  т),
5 ,

2 +  Рз а Ц —  т)] а х

куринишда булади. Энди,

о (х, у , г, 0 =  Г <•>(*, У' г- т)<*а1 
о

(6.16)

(6.17)
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функция (6 .1 2 )— (6.13) масаланинг ечими эканлигини курсатамиз.
(6.17) ни I буйича дифференциаллаймиз:

дш
д1

(6.18)
(=Т

-- |^ - с ? х ] + й ) ( х ,  у,  г, I, х)
о

(6.15) нинг биринчи шар-гига асосан (6.18) даги иккинчи [цушилувчи 
нолга тенг, шунинг учун

I
\ди>

(6.17) ва (6.19) формуладан куринадики, и>(х, у,  г, {) функция (6.13) 
бошлангич шартларни цаноатлантиради. (6.19) ни яна { буйича диф- 
ференциаллаймиз:

д-ш С д2(л . . ди>----- =  -----Ах  Н------
а/2 ,! ер- а/

О

(6.15) га асосан:

(6 .20)
1=1

га2®
д(

=  ^ А х  +  Цх ,  У, г, (). (6.21)

Бу ерда со функцияси (6.14) тгнгламани цанозтлантиришини ^исоб- 
га олсак, (6.17) ва (6.21) ларга асосан, т функциянинг (6.12) ни 
каноатлантириши келиб чицади. Демак,

I

' > (х, у, г, I) (1]— х) Ах  ^ [Цх— '^ 'а Ц  — т),
о 5 ,

У +  [р2 а]Ц—  х), 2 + ;р 3 а  (*]—ЭД А\а, . (6.22)
(6 .22) да г = а ( ( — х) белгилаш киритиб, | = л :  +  р1г, ‘Ц = у  +  ^2Г>‘
2 =  2 +  р3г формулалар оркали сферик координаталар системасига 
утсак,

(г =  У ( х  -  1У +  ( у -  Л)* +  (2-  е)2 , р г +р 2  +  р г =  1),

Ы) 1 Г С С 1' 1~ ^ )(х, у,  2, \ ]  ]  — -------- ; ------- — А\Аг \Ас,  [(6.23)

формулани хосил циламиз. Бу ерда V , — маркази (х, у , г) ну^тада, 
радиуси г =а 1  булган шар. (6.23) ифода кечикувчи потенциал дейи
лади.

Шунингдек, Дьюамель принципи ёрдамида икки улчовли 
а2ы » ( д2и , д2и \



тенгламанинг
ди

=  № ,  у) (6.25)и =  ф(*. У)> ,,|*=о о/ 1—0

бошлангич шартларни каноатлантирувчи и(х ,  у,  I) узлуксиз ечимини 
топиш мумкин.

(6.24) — (6.25) Коши масаласининг ечими, бир жинсли
д2у _ 2 /  д2у . д'у  \
д12 \  дх2 ду2 )

(6.26)

тенгламанинг

=  ф(*. У),/=о д1 1= О
=  ^ ( * ,  У) (6.27)

бошлангич шартларни каноатлантирувчи V (х, у,  I) ечими билан

дГ-
д20! дги>
дх* дУ2

тенгламанинг

а> 1 = 0 ,  Ё Е .
/=о' д!

=  0
1=0

[(6.28)

(6.29)

бошлангич шартларни каноатлантирувчи ш(х, у, () ечими йигиндиси- 
дан иборат булади: и =  V +

(6.26) — (6.27) масаланинг ечими (6.4) формула оркали ифодала- 
нади. Ю.^орида келтирилганидек, (6.28) — (6.29) масаланинг ечимини

до~= со (л:, у,  х)]с1х (6.30)
о

куринишда топамиз. Бу ерда со’(л:, у ,  I)
д"-(й

тенгламанинг

(й

дР

д:ш ^  д2со 

<Эх'! ду'2

/= т
(6.31)

бошлангич шартларни каноатлантирувчи ечимидир. Бу ечим

со (х , У >0 Ь _ 1_ Г Г С Г  т .  ч . - о д е д д
2 л  а 3 ,) )  у' а2 (/ — т)- — г2 

о г< а  (1— х)

й х  (6.32)

куринишда ифодаланади.

7-§.  Лаплас ва Пуассон тенгламалари. Грин формуласи.
Урта циймат ^акидаги теорема ва гармоник функциялар учун 

максимум приицнпм

Турли стационар физик жараёнларни, жумладан, иссиклик утка- 
зиш назарияеи, электростатика, гидродмамика масалаларими урга- 
нишда ^уйидаги дифференциал тежгламага келамиз:
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Бу тенглама Лаплас тенгламаси дейилади. Тенгламанинг чап томо- 
нидаги ифода и функциянинг лапласиани, А белги Лаплас опера- 
тори дейилади.

Бир жинсли булмаган
д'-и , д-и , дги . ,  ...

- ^  +  [5 ?  +  =  № ' Р-2)
тенглама Пуассон тенгламаси дейилади.

Бу тенгламаларни текширишда Грин формуласи ва гармоник 
функциялар тушунчаси катта ахамиятга эга.

Грин формуласи. Вектор майдонлар назариясидан маълумки, век
тор майдоннинг хажм буйича таркалиши (дивергенцияси) ^ажмни 
чегараловчи ёпик сирт оркали майдон окимига тенг, яъни

/ [  ап й З  (7.3)
V 5

Агар и(х, у, г) ва V(x, у,  г) функциялар ёпиц V  сохада узлуксиз 
ва иккинчи тартибли узлуксиз хусусий хосилаларга эга функциялар 
булиб,

до ду д Vа =  и —, а =  и — , аг =  и — 
д х : у ду  дг

булса, у холда
д-о

д х2 ду1 дг'2 ~  "  у “ 1/

.. дах , да у . да, /  д2о , д-о
сЬу а =  —  +  —  ̂ Н------ -- =  и [ -------\- —

дх ду дг \  дх2 ду2 дг2
+

. ди до , ди до . ди ди , , , до
т - -  +  -  г  +  Т  т  =  мЛу +  ёгай и ■ §гас1 V, ап =  и — 

дх дх ду ду дг дг п дп

булади, бунда п — V соханинг 5  сиртига утказилган ташки нор
мал. (7.3) га асосан

^  | ^  ыДу (IV =  и ^  Аз — §гас1 и ■ §гас1 V й V

еки

о \ий  V =  ^  V у  йз — Л*!* §гас! V ■ §гас1 и й V.
V 5  V

Бу икки тенгликни бир-биридан айирсак,

Ж  <“ а — “ “) ^ = Я  (“ Е - 4 Э *  (7-4)
V 3

формулани хосил циламиз. (7.4) ифода Грин формуласи  дейилади.
Икки улчовли и(х, у) ва V(x, у) функциялар учун С эгри чи- 

зиц билан чегараланган 5  сохада Грин формуласи



( « Д у —  у Д ы ) с к  =  |

5 с
(7.5)

куринишда ифодаланади. Бу ерда й& =  д.у, (II — С эгри чизщ  ёй 
элементи.

Гармоник функциялар цуйидаги хоссаларга эга:
1- т е  о р ем  а. Агар и функция С эгри ч и зщ  билан чегаралан- 

ган соуада гармоник функция булса, у  холда

И с б о т .  Агар (7.4) да и =  1 десак, Ду = 0  тенгликка асосан
(7.6) тенглик келиб чи^ади.

2- т е о р е м а  (функциянинг урта циймати ^акида). Агар и ф унк
ция бирор М 0 нуцтани уз ичига олган бирор V со\ада гармоник 
функция булса, у  хрлда функциянинг шу нуцтадаги циймати  
маркази М 0 нуцтада булган шарнинг 8  сирти буйича олинган 
кийматларининг урта арифметигига тенг булади, яъни

Я  — сфера радиуси.
И с б о т .  и(х ,  у, г) функция Т  8  г сох;ада биринчи тартибли 

^осилалари билан биргаликда узлуксиз гармоник функция булсии.
— Т  сохани чегараловчи сирт. Ихтиёрий М  (х, у,  г) ну^та (1.10- 

шакл) О  =  Т — V  со^ада ётади. V  —  радиуси р булган шар, 5 р —

шу шарнинг сирти. М 0 (х , у, г) нукта V шарнинг маркази. у =  — 

функцияни курайлик, бу ерда г =  У ( х — х0)2 +  { у ~ у 0)'2 +  (г—г0)2 —

(7.6)

булади.

1,10- шакл
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М  ва М 0 нуцталар орасидаги масофа. V функция М  =  М 0 нуцтада 
узилишга эга булганлиги учун Т  сохада и ва V функцияларга Грин
формуласини цуллаб булмайди. Лекин И  сохада V =  — функция

_1
Г

чегараланган. Шунинг учун бу сохада и ва —  функциялар учун

(7.4) формулани цуллаймиз:

д I 1
дп \ г  ) г дп“д7^74“)41,=5Я +

(7.7)

О со^анинг ташки нормали буйича хосила катнашган охирги икки- 
та цушилувчини хисоблаймиз:

1 (1) = - 2 (1)1 = 1  
д п \ г } 5р дг [ г  )  |,=р р2

булганлиги учун

| | и  1  ( 1 ) ^ 5  =  1 - | | и * =  ^ 4 я р * и (Л 1 р )=  4ли(М р), (7.8)
5р 5р

бу ерда М р — 5 р сиртдаги ихтиёрий нуцта. Шунга ухшаш
ди (Мр )Г Г  — 4 лра

г дп р , и  дп р дп

Г ди (М0 )
ди

(7.9)

О  сохада л ^—) =  0 эканлигини хисобга олиб (7.8) ва (7.9) ни (7.7) 

га цуямиз:

Я К - 7 ) — Я К ( т - ) ” 1
С?5 +

+  4лы (Мр) — 4лр 

р —>- 0 да М р -+- М 0 булганлиги учун

«^-й Я [7й - 5(7

ди (М 0 )

дп
(7.10)

<1з -
4 я Я1т й У

(7.10')

булади. Бу ерда 
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. .  . ди (М0) п
Ьгп 4лр -----— —  =  О
р—>о дп

эканлигини ^исобга олсак,

и ( М 0) =  —
4 я  ,,

' ( 7 )
дп

1 ди
т дп о

(7.11)

келиб чи^ади. и — гармоник функция булганлиги учун Ди =  0. Д е
мак, (7.11) дан

( 7 )  ,
дп

ди' 

г дп
йз (7.12)

булади. Хусусий холда (7.12) ни маркази М 0 нуктада, радиуси 
булган сферага куллаймиз (и функция сферада ва унинг 5  я сирти-

да биринчн тартибли ^осилалари билан биргаликда узлуксиз ва
гармоник функция). Ташки п нормал сфера радиусига мос келади. 
Шунинг учун:

П т

дп
!А1

дг г =Н

Демак,

“< ^ Я
Зк

1 ди 

/ Г  дп.
йз гЛИ -

(9.6) ни .\исобга олсак,

“(Л1о)=гг^Я“* (7.13)

формулани ^осил циламиз.
3 - т е о р е м  а (максимум принципи). Чегараланган Т со\анинг 

ичида гармоник булган ва 8 Г +  Т ё п щ  сохада узлуксиз булган и 
функция (и ф  сопз!) узининг энг катта ва энг кичик кийматла- 
рига фацат со%ани чегараловчи сиртда эришади.

И с б о т .  Шартга кура ы ^ с о п з ! . Фараз ^илайлик, и функция Т  
соханинг ичидаги М 0 нуктада максимум ^ийматга эга булсин, яъни

н0 =  и{М 0) > и ( М ) . (7.14)

и0 =  и (М) эканлигини курсатамиз, бунда М  — соханинг. ихтиёрий 
нук,таси. Маркази М 0 нуктада, радиуси р булган ва Г  со^а ичида 
ётувчи 5 р сферани оламиз. (7.13) форму лада функцияни энг катта 
^иймати билан алмаштирамиз:
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и ( М 0) = - Ц  ГГ и(М)  ёз.
4 л  р2 ^

5Р

Урта циймат ^ацидаги теоремага асосан,

и(М„) =  и ( М р) • 4лр2 =  и ( Мр).

М р — 5 р сиртдаги ихтиёрий нуцта. Бу тенглик ва (7.14) дан

и0 =  и(М).  (7.15)
Шу тарифа (7.15) тенгликнинг Т  со^анинг барча нуцталарида бажа- 
рилишини исботлаш мумкин (хар гал кейинги олинган нуктада уни 
марказ килиб шар чизамиз ва юкоридаги муло^азадан фойдалана- 
миз; бу жараён охирги шар сирт билан уринганигача давом эта- 
ди).

8-§ . Грин функцияси. Унинг чегаравий масалаларни 
ечишда цуллаиилиши. Дойра ва шар учун Пуассон 

формулалари
Дифференциал тенгламалар учун чегаравий масалаларни ечишда 

Грнн функцияси усули куп кулланиладиган усуллардан ^исоблана- 
ди. Унинг мохияти куйидагидан иборат: аввало берилган масалага 
ухшаш масаланинг махсус ечими топилади ва у ёрдамида берилган 
масаланинг ечими интеграл орцали ^исобланади.

Грин функцияси куйидагича аницланади. 7-§ да Т  +  сохада 
биринчи тартибли хосилалари билан биргаликда узлуксиз булган ва 
Т  со.\а ичида иккинчи тартибли хосилага эга булган и функцияси 
учун Гриннинг интеграл формуласи

- 1 И [г «■ -  к Ш т" <8-,)
5  ̂  О

уринли эканлиги исботланган. Агар V(x, у, г) ёпиц О сохада гар
моник функция булса,

Я Я “ 4 “ - “ 4 “) ^  =  Я ( “ ;г1 - " Е ) *  (8.2)
О

формулани ёзиш мумкин. V — гармоник функция булганлиги учун 
Д V — 0. Демак,

(8 -3>

(8.1) ва (8.3) ларни цушамиз:
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\Щ( Ш~Ь +”)а у .

Агар

0 ( М ,  М 0) =
4л г

(8.4)

+  V, Г =  у  (х —  х 0)2 +  (у — у  о)'2 +  (г— г0)3 (8.5)

деб белгиласак,

«<*■>-И \°1 а с  ,■и —  аз
дп Я1С  А и О У (8 .6)

булади. (8.5) дан куринадики, О функцияни аницлаш учун Ду =  О
I=  — —  чегаравии шартни каноатланти- 

4лл
тенгламанинг махсус у

рувчи ечими у ни топиш кифоядир.
(8.5) куринишдаги 0 ( М ,  М 0) функция куйидаги шартлар ёрда- 

мида аник,ланади:
1) 0 ( М ,  М 0) функция М  ну^танинг функцияси сифатида ани^- 

ланиб, тайинланган М 0 нуктадан бошка нукталарда гармоник функ
ция ёки Лаплас тенгламасини каноатлантиради.

2) 0 ( М,  М0) функция М  =  М 0 нуктада чексизликка айланади.
3) О (М, М„) функция со^ани чегараловчи 8 Г сирт устида нолга 

тенг:

С (М , М 0) = 0 ,  М  е 5 Г. (8.7)

Юцоридаги шартлар ёрдамида аницланган 0 ( М ,  М 0) функция Д и — 
=  0 Лаплас тенгламаси учун биринчи чегаравий масаланинг (Ди- 
рехле масаласининг) Грин  функцияси дейилади. (9.6) да Ди =  0,
и | = / ( М )  булса, бу формула 

5г

“<"•>=-Я4>  = ~ И 'Ц*Зг 8Г
(8 .8)

куринишда булиб, фацат 0 (М, М 0) функцияга богли^ булади (би-
_ г ди

5 Г '  дп
ринчи чегаравии масалада и =  0 ва иккинчи чегара

вии масалада и =  0, ^  
дп

=  /(М)).  (8 .8) формула биринчи чега-

равий масаланинг, яъни Дирехле масаласининг ечимидир.
Грин функцияси Нейман масаласининг ечимини ва учинчи чега

равий масаланинг ечимларини топишда >;ам цулланилади. К,уйида 
Грин функцияси ёрдамида ечимлари топиладиган иккита масалани 
курамиз.
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Ш а р  у ч у н  Д и р е х л е  м а с а л а с и н и н г  е ч и м и .  Маркази 
М„ нуктада булиб, радиуси г ва [5,. сфера [билан чегараланган V

—► I
шарни курайлик. п  — ташки нормал, М г — сферадаги, М  — сфера 
танщарисидаги ихтиёрий нуцталар булиб, М 0М  чизикдаги N  нукта 
М 0Ы ■ М 0М  =  г тенгликни цаноатлантиради (1.11-шакл). N  нуцтага

1.11- шакл

бирлик заряд жойлаштирамиз. (8.7) шарт бажарилиши учун М  нук;- 
тага шундай бирлик заряд жойлаштириш керакки, сферада улар 
бир-бирини йукртсин. Агар с(|>ерада ихтиёрий /И1 нуцтани олсак, 
Д М 0М ХМ ю Д М 0М гМ  булади, чунки у  иккаласи учун умумий бур- 
чак ва бу бурчак томонлари пропорционал. Демак,

М Ю М М- ёки И =  г-  =  г-2.. (8 .9)
МдМх М аМ г гх г 2

Бу ерда г3 =  — • г2 булиб, V = ----- — гармоник функция сферада
г  ■

и — — гармоник функция кабул килган цийматларни олади. М  
Гг

нуктага жойлаштирилган заряд иотенциали — — дан иборат. Демак,
г0

Грин функцияси иккита заряд хосил килган майдон потенциали.

0(М1,  АО =  7 "
4л

(8.Ю)
/ з

куринишида ифодаланади. Юцорида келтирилгандек, Дирехле маса
ласининг ечими

ы ( л д = -  СС ПМг)^ав, « I  = /  (8.11)
■2 - дп5Г $г



куринишда булади Сферага утказилган таищи нормал п  нинг йу- 
налиши радиус йуналиши билан устма-уст тушади. Шунинг учун

— =  —  соз (п , г) .  Демак, 
дп дг

дО  __ 
дп 4я

Ц 1
дп \г 3 

!

г_ д_ М
г0 дп \ля

= ------ 7- СОЗ (г3 , П ),

,  в1т)
дп 'о

соз ( г2 , п ).

д М йМ дан г\ =  г2 4- г2 — 2 гг3 соз ( г 3 , п ), 

Д М 0М {М  дан г2 =  г2 +  г\ —  2г г 2 соз (г2 , п ),

еки

соз ( г3 , п ) =

соз ( г2 , л ) =

' 2 +  'з -  г1 
2 гг,

— г?
2г/-„

г, =
Го

тенгликларга асосан:

Г2 —  —гг +  ■

соз (л3 , п =  )-
2 г-

''о
• __ г 4 __  /-2г2 г 2 __  г -  4 -  г 2) 3 г0 г > 3

2г3г3 2 л / о

Энди (8.10), (8 12), (8.13), (8.14), (8.15) формулаларга кура

(8.12)

(8.13)

(8.14)

(8.15)

<эо 1 1 /-2 4 -  г2 _  г2 г2 '  1̂  г3 г0 , Г 'о ок
э

+ со
\о 1

4л 1 4 1 о ■> 2гг3 г0 г г  г - 2/-3 Го

4 яг п
(8.16)

Демак,

в ( Лу = 1 _  (8.16')
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Лул ад и. Бу формулами сферик координаталар системасида ифода- 
лаймиз. Сфера маркази М0 нуктада, (г, 0, ф) — М х нуцтанинг коорди- 
наталари, (г0, 0О, ф0) эса N  н у  к та координаталари, у  —  М 0М 1 ва М 0М 
радиус—векторлар орасидаги бурчак булсин. г \ = г  -\-г\ — 2/т0 соз у, 
алмаштириш якобиан» 1 =  г2 зш 0 булганлиги учун (10.16') фор
мула

^ ('о. 0 0, *|>(|)
г ,  Я

-----------------------Г /(^> ф) 5*п (8.17)

*<• ( г  —  г1  —  2 гг  о соб V) 2

куринишда булади. Бу формула Пуассон формуласи дейилади.
Д о й р а  у ч у н  Д и р е х л е  м а с а л а с и н и н г  е ч и м и .  Маркази 

М 0 нуктада булиб, радиуси г ва С айлана билан чегараланган О
доирани курайлик ( 12- шакл) п  — ташци нормал, М 1 айланадаги, М  
айлана ташцарисидаги нукталар булиб, М 0М  чизивдаги N  нуцта

М 0Ы ■ М 0М =  г  ёки г0г1 =  г2 (8.18)
шартни цаноатлантиради. А М 0ЫМ1 билан Д Л10М 1М ларнинг ухшаш- 
лигидан:

М

>ггя еки г ,= Г ?Г „

Го Г

Демак, юкорида цайд цилииганидек Грин функцияси

■ V е к и  1\ )  =  —  т  —
г., 2 л  г.

О (М , Л') =  1п 1  +  V ёки С ( М и  Л/) =  — 1п
2 л  г,  2л

(8.19)

2л

куринишда булади. Бу ердан О 

тенгламасининг ечими 
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=  0 , у
с I с

■ -  1п -
2 л  г3

г- 1п —
Г0Г2
(8 .20) 

Лаплас



и(М) =  -  Г /(Л*х) д—  йз (8.21)
'с дп

куринишда булади. Бу ерда
д О д а  1 1 Л— . . 1 1
—  =  —  соз ( п , г) = ----------- соз ( п г, Н —  — соз ( п ,  г Л.
дп дг 2л г3 2п г2

М 0М УЫ ва МоМ^М учбурчаклардан

г * + г \ - г 1  +  ' +  г * + г 1 - г \
соз (п , г3) = ------ ---------, соз (п , гг) = ----- ----------

2гг3 2ггг

булганликлари учун

_ а с  _  I /  1 г'+ г1 — Г1 1 г°-+Г2 — г\ 
с  2п \г3 2гг3 г2 2/т2дп

(8.18) ва (8.19) га асосан , г2_.2
1 Г 'о

2 я  г  г \

булади. (г, ф) — М х нукта кутб координаталари, (г0, Ф„) — N  нуцта
............................................  г 1 - г >  г \ -

д_а
дп

к,утб координаталари булса, М0М ^  учбурчакдан г\ =  г2 +  г\ ■
— 2гг0 соз (ф — ф0) булганлиги учун

д О 
дп

I
с  2лг г'- +  г\ — 2гг0 соз (ф—ф0)'О '

булиб, и | —- /  (ф) ва й$ =  гйО эканлигини хиеобга олсак, ечим

2Л 2 _ 2
“ ( т  =  М  ~  2 Л° ,-------; / ( ф М ф  (8.22)

2 я  ^  Н +  Гр — 2/т0 соз (ф—ф0)

куринишда булади. Бу формула дойра учун Пуассон формуласи 
дейилади.

9-§. Иссиклик таркалиш тенгламаси. Коши масаласи. 
Аралаш масала. Максимум принципи.

Иссиклик тар^алиши, диффузия ва ёпигщо^ сую^ликларнинг ,\а- 
ракати жараёнларини урганиш масалалари параболик турдаги

< 9 - 1 )

тенгламаларни текширишга келтирилади.
М а к с и м у м  п р и н ц и п и  ^ а ^ и д а г и  т е о р е м а  ( и с б о т -  

с и з ) .  О со^а ю^оридан Н кесма, ён ва паст томондан Г  билан 
чегараланган тугри туртбурчак булсин. Иссиклик таркалиш (9.1) 
тенгламасининг Э  со^ада узлуксиз булган ^ар кандай ечими узи- 
нинг энг катта ва энг кичик ь^ийматига Г  да эришади.



А р а л а ш  м а с а л а .  Бундай масала тенглама ечимининг I =  О 
да цаноатлантириши керак булган бошлангич шарт ва соха чегара- 
сида каноатлантириши керак булган чегаравий шартларнинг цуйили- 
шидан иборат булади (3-§.).

Чегараланган стерженда иссиклик тарцалиш масаласини курай
лик. Иккинчи тартибли хусусий ^осилали бир жинсли булмаган

о  (9.2)

дифференциал тенгламанинг 0 <  л: <  1, I > 0  сохада аникланган ва

“ | = “ (*. °) = Ф (* ) (9.3)

бошлангич шарт ^амда

и I =  и (0, 0  =  \|зх (/), (9.4)
1*=0

и I =  I — и (/, I) =  о|з2 (I)
1 х— 1

чегаравий шартларни цаноатлантирувчи и(х, I) ечими топилсин. 
1(х, I) функция стержен буйлаб ташки иссиклик манбасининг таъси- 
рини ифодалайди.

Ечимни иккита V ва ха функцияларнинг йигиндиси, яъни и — о+ха  
шаклда ифодалаймиз. Бу ерда V функция

(9.5)
д1 дх2

бир жинсли тенгламанинг у (.V, 0) =  ср (х) бошлангич шарт ва

М  = ^ ( 4  о |  =  Ч>*(0 (9.6)
1дг=0 'х=1

чегаравий шартларни к,аноатлантирувчи ечими, ха функция эса
дю д-т : . _
—  = а -■—  +  /(* , 0  (9.7)
д1 дх’

бир жинсли булмаган тенгламанинг

ха I = 0  (9.8)
Ь=о

бошлангич шарт ва бир жинсли булган

до I = 0 ,  до I = 0  (9.9)
1дг=0 'х=1

чегаравий шартларни каноатлантирувчи ечими булади. Дар бир тенг
ламани алохида- алохида ечамиз. (9.5) — (9.6) масаланинг ечимини

® У
V(x, )̂ =  ак (() 51П —  (9.10)

*= 1
куринишда излаймиз. Бу ерда



2 Г / л • клх , 
а к =  -  |  V (х , {) 51П —  ^л:.

I

(9.11) ни икки марта булаклаб интеграллаймиз:

<
2 Г / л • лу  I У (х, О 51П - у  ах =

V (х, I) — и, —  йх =  йи
дх

клх , . I клх51П -----йх =  йх), V = -------СОЗ -----
/ кл I

V (х, О I клх
— 1------—  С05 -----

кл I

I
+

I
I С ду 

кл
Г
) <Эх

ЙУ (ДГ, /) 521' , ,— 1------ =  и, —  йх =  йи
дх дх2
к л х  , . I клх

СОЗ ------  й х  =  ДУ, У =  —  51П ------
/ &Я /

клх , 
СОЗ —  йх 

I

2у(1, I)  ̂
кл

! 2ц (О, I) 2 
кл кл

I ди (х , I) . клх
----------- ------ — 31П ------
кл дх I

I I
I С д2у . клх ,—  51П -----йх

дх- I

2 , ,, ,,, 21 С . клх ,
=  —  о (О, О — ( —  1) У (I.  01 — - Г Г  —  5111 —  йх. кл к-л2 ^ дх2 I

о
(9.5) ва (9.6) га асосан:

а. (() =  -  [1]), (0 — ( -  1)* г|>2 (0 1 -------—  Г -  зш —  йх.
* Ая 1 ^ я 2̂  ^ а/ I

о
(9.11) ни ( буйича дифференциаллаймиз:

I
йак 2 С ду . клх ,—-  — \ —  31П -----йх.
<11 I .) д1 I

О
(9.12) ва (9.13) дан интегрални йуцотиб, ак га нисбатан

^  +  ак =  ^  (/) _  ( _  1)* ^  (0]

тенгламани ^осил циламиз. (9.14) нинг умумий ечими

- ( -  1 Г Ф .М 1 Л ], 

бу ерда Сп =  ак(0). (9.5) га асосан:

(9.11) 

Н- 

] -

(9.12)

(9.13)

(9.14)

(9.15) 
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и(х, 0) =  2  ак(0) 51П =  ф (х).
к—1

Демак,
I

ак(0) =  Ск =  ~  | ф(*) 5111 к- ^ - й х
о

булиб, ечим

00 (-— \*1 I
о(х, {) =  1 Г — Гф(л:)51'п дх +

I ■ * о3 1
* (— )2т

+  № ! ( * ) - ( - 1  )Ч » (т ) ] Л ]  (9.16)
о

куринишда булади.
(9 .7)— (9.9) масаланинг ечимини ^ам (9.10) куринишда излай- 

миз:

/(* . 0  =  V  / 4(0 81 л (9.17)
*=|

бу ерда

I

1к0) =  у  _[/(*> О зш (9.18)
О

ёйилмани ^исобга олган ^олда (9.7) дан

+ « - ; « , <0 =  /,< 0  (9.19)

тенгламани ^осил ^иламиз. Бу ерда ^к =  ^ ~ .  (9.8) га асосан:

г 2а ,  (/) =  |  * -“*<*-*) /,(т )  йх.
О

Топилган ифодани ечимга, (9.18) ни ^исобга олган ^олда цуй- 
сак,

I I
хю{х, 1 ) =  |  [ 0 ( х ,  I, I — т ) / ( | ,  т ) ( Л Л  (9.20)

о о

ифодани ^осил ^иламиз.
Бу ерда



булиб, у Грин функцияси дейилади.
Демак, (9.12) — (9.13) аралаш масаланинг ечими

кпа I

и (х, I) =  е 1 у  Г ф (л:) 51П йх +
I I ^ Iк= 1 О

1 ('— V г+ \  ̂̂ —  ̂  ̂̂т] з1п Т1'
О

+  С |С ( х ,  Е, * - т ) / ( | ,  т ) ^ т  (9.21)
о о

куринишда булади.

10-§. Штурм— Лиувилл масаласи. Хос функция ва хос 
к,ийматлар. Асосий хоссалари

Оддий дифференциал тенгламалар назариясида

[ф (*)*/']' — Ч(х)У +  Ь?(х)у  =  0 (10.1)
куринишдаги тенгламага Штурм — Лиувилл тенгламаси дейилади. 
Бу ерда ц>(х), ц (х), р(*) функциялар [а, Ь] кесмада узлуксиз функ
циялар булиб, ф (л :)> 0 , ц(х) > 0 ,  р ( х ) > 0  булади. X — тенглама 
параметри. (10.1) тенгламанинг нолдан фаркли ечимини топиш 
учун функция

а гу (а) — а 2у' (а) =  О,

М (* )  +  М '(& ) =  0 (10.2)
чегаравий шартларни каноатлантириши зарур.

Биз цуйида математик физика тенгламаларини ечишда куп кул- 
ланиладиган (10.1) нинг хусусий з^олини курамиз.

X параметрнинг шундай цийматлари топилсинки, бу кийматларда
Х "(х )  +  Х Х ( х ) =  0 (10.3)

дифференциал тенгламанинг

Х (0) =  0, Х (/) =  0 (10.4)
чегаравий шартларни цаноатлантирувчи нолдан фарцли ечими мав- 
жуд булсин. Бу масала Штурм — Лиувилл масаласи дейилади.

Я, > 0  булсин. Бу з^олда (10.3) нинг ечими

Х(х) =  С1 соз У X  х - \ - С г 51П У х  х  (10.5)

куринишда булади. (10.4) чегаравий шартларга асосан:
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| С 1 1 +  С2_0 =  0,
(С, соз У  X I +  С2 51П У  "к I =  0.

Бу ерда Сг =  0, С2 5111 У  "к I =  0 булади. С2 Ф 0 булсин (акс 
^олда X  (х) =  0):

51П У х  1 =  0, у Т  I =  Ля, А € 2 , К я  =  у-.

Шундай цилиб, (10.3) — (10.4) масаланинг нолдан фар^ли ечими

л* =  ( т ) *  (10-6)
цийматларда мавжуд булади. Бу цийматлар масаланинг хос ^иймат- 
лари, уларга мос келадиган нолдан [фарк,ли

а д  =  а п у ^  (10.7)

ечимлар масаланинг хос функциялари дейилади.
(10.6) дан куринадики, хос цийматлар сони чексиз, манфий эмас 

ва чегараланмаган

* ,(* ) , Х 2(х), . . . .  Х т(х), . . . , Х п (х), . . . , (ю .8)

кетма-кетликни ташкил цилади.
Хос функциялар куйидаги х о с с а л а р г а  эга.
1. \ а р  бир хос кийматга фащт битта хос функция мос ке- 

лади (узгармас купайтирувчигача ани^лик билан).
И с б о т .  Битта Хк =  X хос к.ийматга иккита хос функция Х т (х) 

ва Х п(х) мос келсин. Барча хос функциялар (10.2) чегаравий шарт
ларни ^аноатлантиради. Уларнинг биринчисидан

* хХ т (0) + ’а 2Х т (0) =  0, се, Х п (0) +  « X  (0) =  0 (10.9)

келиб чи^ади. а у ва а 2 лар бир взцтда нолга тенг эмас, шунинг 
учун (10.9) нинг Вронский детерминанта нолга тенг булади:’Щ

IX„  (0). К  (0)]|=  ХЛ0)] Х'п ( 0 ) \ - \ Х т (0)\Хп (0) =  0.

Демак, Х т(х) ва Х п(х) функциялар чизикли боглиц булиб, X =  
=  Хк булганда битта богликмас хос функция мавжуд булади, яъни 
Х т(х) =  СХп(х), (С =  сопз1).

2. Хар хил Хт ва Хп ф  Хт хос цийматларга мос келган икки- 
та Х т{х) ва Х п(х) хос функциялар [а, Ь] кеемада ортогоналдир 
ёки

$ Х т( х ) - Х п(х)-<1(х) =  0. (10.10)
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3. \ а р  хил кт ва Хп хос цийматларга мос келган иккита 
Х т(х) ва Х п(х) хос функциялар р (х) вазнли ортогонал булса, у  
%олда

Ь
| Х т(х) ■ Х п(х) • р(х)ах =  0, (т ф п ) (10.11)
а

бС/лади.
Биринчи хоссада цайд этилган узгармас купайтувчини шундай 

танлаймизки,

| |Х „ ||2 =  $ р ( х ) Х 2т( х ) а х = 1  (10.12)
а

булсин. Бу шартни каноатлантирувчи хос функциялар нормаллан.- 
ган дейилади.

Агар функциялар системаси (10.10) ва (10.12) шартларни к;а- 
ноатлантирса, у ^олда [а, Ъ] кесмада ортонормалланган система 
дейилади:

Гр(х)Х и (*) • Х я( х ) 0 х =  ! ° ’ агар т ф п ' (10.13)
^ 11. агар т =  п.

11- §. Чегаравий масалаларни ечишда узгарувчиларни 
ажратиш усули. Унинг татби^ининг умумий схема си

Математик физикада кенг цулланиладиган усуллардаи бири уз
гарувчиларни ажратиш усули ёки Фурье усули ^исобланади.

Айницса, бу усул гиперболик ва параболик турдаги тенгламалар 
учун ёпиц со^адаги чегаравий масалаларни ечишда цулланилади. 
Баъзи ^олларда эллиптик турдаги тенгламаларни ечишда з^ам цул- 
ланилади. )^ар бир турдаги тенгламалар учун биттадан масалаларни 
курайлик.

11.1. Чегараланган торнинг тебраниши. Биз икки томонидан 
ма^камланган торнинг эркин тебраниш тенгламаси

^  =  (Ц .1) 
дР дх* V '

нинг бошлангич шартлар
«I - / ( * ) .  —

1(- °  д! {=0
ва чегаравий шартлар

=  Г(х)  (11.2)

и \  = 0 ,  и I = 0  (11.3)
1дг=0 1*=/

берилгандаги хусусий ечимини топамиз. Бунинг учун Фурье усулидан 
фойдаланамиз. (11.1) тенгламанинг (айнан 0 га тенг булмаган) хусусий 
ечимини иккита X (х) ва Т  (I) функциялар купайтмаси шаклида ки- 
дирамиз:
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и(х, () =  Х(х) ■ Т{1). (11.4)
Бундан тегишли ^осилаларни топиб, (11.1) тенгламага цуйиб, цуйи- 
дагини хосил келамиз:

Х(х)  ■ Т"{1) =  а2 Х " (х ) Т ( ( )  
ва бу тенгликнинг ^адларини а 2 Х  Т  га булиб

Г Ч 0_ =  Х ^ с )  5
а Ч  (I) Х (х )

тенгликни э^осил ^иламиз. Бу тенглик узгармас сонга тенг булган- 
дагина уринли булади. Уни — X билан белгилаймиз. Шундай ^и- 
либ,

Пут ~ ~ х

Бу тенгликлардан иккита тенглама ^осил булади:
Х" +  ХХ =  0, (11.6)

Г '  +  а 2ХГ =  0. (11.7)
Бу тенгламаларнинг умумий ечимларини топамиз. Характеристик 
тенгламанинг илдизлари комплекс булганлиги учун

Х{х) =  А соз У Х х  +  В зш У Х  х, (11.8)

7 ( 0  =  С сое а У Х 1  +  0  81П а У Х 1  (11.9)
ечимларга эга буламиз. Бунда А, В, С, О — ихтиёрий узгаРмас 
сонлар. Х(х)  ва Т(() лар учун топилган ифодаларни (11.4) тенг- 
ликка ^уямиз:

и (дг, I) — (А соз У х  х +  В з т  У х  х) (соз а У Х {  +

+  О 51П а У  XI). (11.10)

Энди Л ва Б  узгармас сонларни (11.3) шартлардан фойдаланиб то
памиз. (11.8) га д: =  0 ва х =  1 цийматларни цуйсак,

0 =  А ■ 1 +  В • 0, 0 =  А соз У Х  I +  В з т  У Х  I 
тенгламалар ^осил булиб, биринчисидан А =  0, иккинчисидан 
В  з т  У \  I =  0 эканлиги келиб чикади. В ф  0, чунки акс ^олда 
X  =  0 булиб, и =  0 булиб колади. Бу шартга зид. Шунинг учун

31П У х  I =  0

булиши керак, бундан У Х  =  ™ (п =  1, 2, 3, . . .)  хос цийматлар- 

ни топамиз. Уларга мос келадиган хос функциялар

X  = В  з т  —  х  (11-11)
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тенглик билан ифодаланади. Топилган У  "к нинг ифодасини (11.9) 
га цуйсак, у

Т(1) =  С соз +  ^  (л =  1, 2, . . .  ) (11.12)
I I

куринишни олади. п нинг ^ар бир киймати учун топилган ифода- 
ларни (11.4) га цуйиб, чегаравий шартларни каноаглантирувчи 
ип(х, /) ечимларни хосил киламиз:

.. 1 ,\ ( спя . . апл . \  . пл
и п (х > 0  —  ( 1Ч ,  С05 - у -  /  -)- В п 51П - у -  1 I 51П —  X .

Тенглама чизикли ва бир жинсли булгани учун ечимларнинг йигин- 
диси _х,ам ечим булади ва шунинг учун

“ (*. »  =  2 ( с п с о , а- ^ 1  +  Оп 5 г п ^ Л й п ^ х  (11.13) 
я=Л  1 / 1

каю р билан ёзилган функция .\ам (11.1) тенгламанинг ечими була
ди. Сп ва Б п узгармас сонларни аницлаш учун бошлангич (11.2) 
шартдан фойдаланамиз. I =  0 булганда

/(* ) =  2  С» 5'п 7 х ( П .14)
п=  I

булиб, [(х)  функциянинг (О, I) оралицда Фурье цаюрига ёйилмаси 
мавжуд деб фараз цилсак,

I
Сп =  у  (х) 51П ~- х с1 х  (11.15)

о
га тенг булади. (11.13) тенгликда / буйича хосила олиб, I — 0 да

оог~> / \ т ~ \  апл . пк  г  (х) =  >  Б п ------ 5111 —  Xп [ I
п= 1

тенгликни ^осил киламиз. Бу цаторнинг Фурье [коэффициентларини 
аницлаймиз:



Шундай цилиб, биз С„ ва 1>„ коэффициентларни аницладик, демак, 
чегаравий ва бошлангич шартларни каноатлантирувчи (11.1) тенгла
манинг ечими булган и(х, I) функцияни ани^ладик. Фурье усули 
математик физиканинг куп масалаларини ечишда жуда к,ул келади.

И з о А г а р  говорила — Я, урнига +  к =  к* ифодани олсак, 
тенгламанинг умумий ечими (11.8):

х  =  Аекх +  Ве~кх

булиб, (11.2) чегаравий шартларни каноатлантирмайди.
Хос функцияни ик {х, /) =  ^Сп соз ( +  Оп з т  а-̂ ~  1 1 • з т  ~  

куринишда ^осил ^илган эдик. Уни шаклан узгартирсак,

ик(х, 0 = ^ * м п  ^  в 1 п {* у -1  +  чку  (11.17)

куринишга келади.

Бу ерда Рк =  У  С\ +Е>[ ва фк =  .

(11.17) формуладан куринадики, торнинг барча нук;талари бир 
хил а к частота ва ф* фаза билан гармоник тебранар экан.

клхТебраниш амплитудаси Рк з т  га тенг булиб, у х  га борлик, 

экан. к =  1 булганда (11.17) формуладан биринчи гармоника учун 

их{х, I) =  Рх з т  —  з т  ( у  * +  Фг)

формулани ^осил циламиз. х  = [0  ва х =  1 булганда цузралмас ну^- 
талар торнинг четлари^булиб,^*] =  у  да торнинг четланиши энг кат

та булиб, Рх га тенг булади^(1.13- шакл). Л =  2 булганда
/ л  г  2я* . /2ля \иг (х, 0  =  Ръ зш —  з т  I —  I +  ф4|  

булиб, ^узралмас ну^та учта булади:
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I 31
Амплитуда энг катта цииматига иккита х  =  — ва х =  — нуктада

4 , 4
клх '

эришади (1.14-шакл). Умуман з т  —  =  0 тенгламанинг илдизлари

х =  О, х =  х  =  /.

и

о

1.14- шакл

к,анча булса, [О, /] кесмада шунча цузгалмас ну^талар булади (улар 
тугун  нукталар дейилади). Тугун нуцталар орасида шундай битта 
ну^та мавжуд буладики, бу нуктада четланиш максимумга эришади; 
бундай нуцталар «тутамлик» нуцталари дейилади. Торнинг энг ки
чик уз частотаси

га тенг булади, бунда Т  — тор таранглиги, р — зичлиги.
(11.18) формуладан куринадики, таранглик Т  цанча катта булиб, 

тор цанча енгил (/ ва р лар кичик) булса, овоз шунча юцори булар 
экан. К,олган соА частоталарга мос келган овозлар обертон ёки гор- 
моникалар дейилади.

М и с о л .  Четлари л: =  0 ва х — 1 ма^камланган тор берилган 
булиб, тор нукталарининг бошлангич тезлиги нолга тенг. Бошлан- 
гич четланиши учи (с, А) нуцтада булган учбурчак шаклида булса 
(1.15-шакл), торнинг гебранишини топинг. (Т0 — таранглик, р — зич-

(11.18)

берилган).

Е ч и ш. и I =  /  (х) функция- и
нинг аналитик ифодаси берилган 
(1.15- шакл):

О С I X

1.15- шакл
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Масаланинг шарти буйича Р ( х ) — ~  I = 0 ,  демак, (11 16) га асо-
1<=о

сан ечимда барча Ик коэффициентлар нолга тенг. Ск коэффициент- 
ларни (11.15) формула ёрдамида топамиз:

I с
клх

—  I X  51ПСк =  7  ]  /(* ) 51П у — йх — —
о о

4 ------ —  [  ( I —  X)  5111 й х
I — с Л /

51П ------  йх 4-
/

Хар бир интегрални булаклаб интеграллаймиз ва ушбу натижага 
келамиз:

с
Р . клх , 1хI X 51Г1 ---- йх = -------
Л I кл

1х клх
— С05 ------
кл  I

. Г- . клх
Ч---------- 5111 -------

к2 л2 /

1с клс
-------------СОЗ --------

кл  I
. клс

------  51П ------
к- л2 I

|  (/ — X) 51П у -  йХ 1(1 — с) клс
— 5-------- — СОЗ -----

кл I
1г . клс ----- 81П -----

к2 л 2 /

Шундай килиб,

С . = 2 НГ-
51П

клс
к-л-с (I — с) /

эканини аницладик. Ск нинг ифодасини (11.13) формулага куямиз 
ва ушбу ечимни оламиз:

и (х, 0  =  — 2Н12
ОО

клс . клх кла1
„ , —  51П -----  81П ------  С05

(/ — с) лши к* I I I 
*= 1

Агар торнинг уртасидан тортилган булса, яъни с =  у  булса, =

=  ^  булиб, к нинг барча жуфт цийматларида у  нуцта цузгалмас 

нуцта булади. Шунинг учун ечимда тоц гармоникалар булади, яъни:

. ,, 8Н
“ (*• 0  =  -  V

(— 1)л . (2 я + 1 )л д г  (2 п -\- \)ла 1  
5111 - ----- -— '------  • СОЗ --------------------П1 (2п I)2 

п= 0

11.2. Чегараланган стерженда иссицликнинг тарцалиши. Иссиц- 
лик таркалиши

ди о д-и — — а1 —  
д1 дх2

(1 1 .1 9 )
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тенгламасининг

ы =  и (х, 0) =  Ф (х) (11.20)

бошланрич шартни ва

и I =  и (0, 0  =  0, и \ =  и{1, I) =  О ( 11. 21)

чегаравий шартларни каноатлантирувчи 0 < х <  1, ^ > 0  сщ ада 
и(х, I) ечими топилсин. (П-21) чегаравий шартлар бир жинсли бул- 
ганлиги учун Фурье усулини и,уллаш мумкин. и(х, () функциянинг 
(О, 0) ва (0, /) ну^таларда узлуксиз булиши учун Ф (0) =  ф (/) =  О 
булиши шарт. Бундан ташкари ф (х) функция узлуксиз биринчи тар
тибли ^осилага эга булсин. (11.19) тенгламанинг ечимини

иккита тенгламани х.осил ^иламиз. (13.23) чегаравий шартлардан

тенгликларнн ^осил и,иламиз.
(11.24) — (11.25) масала Штурм — Лиувилл масаласи булиб, 

унинг ечими 10-§ да урганилган ва

булади. Демак, (11.19) нинг (11.21) ни каноатлантирувчи ечими

( 11.22)

Т'(() +  а'ЛТ(()  =  0, 
Х"{х)  +  ХХ(х)  =  0

(11.23)
(11.24)

Х{0) =  0, Х{1) =  О (11.25)

(11.26)

куринишда булади. \ к нинг кийматини (10.5) га ^уйиб,

Т ' (() +  Т ({) =  О

тенгламани ^осил ^иламиз. Унинг ечими

(1 1 .2 7 )

булади. Бошланрич шартни цаноатлантириш учун



цаторни тузамиз. (11.20) га асосан:

кпхак 51П
*=1

и (лг, 0) =  ^  ан 5{п-----=  Ф (*)• 0 <  х  <  /.
*=1 1 

Агар
I

ак =у>к = у  у  Ф (л:) з т  йх (11.29)

ва

*=1

цаторлар абсолют ва текис яцинлашса, бу тенглик уринли булади. 
(11.29) ни (11.28) га ^уйиб масаланинг ечимини топамиз:

_ГЬпа_у ,

и(х,  /) =  ^ ф Ае 1 ' з т  — . (11.30)
*=1 1

Бу ечим масаланинг барча шартларини ^аноатлантиришини текши- 
риб куриш кийин эмас.

11.3. Дирехле масаласини дойра учун ечиш. -г  у"‘ =  Я1 дойра 
берилган булиб, унинг айланасида бирор /(<р) функция берилган 
булсин (ф — цутб бурча ги).

Лаплас тенгламасини цутб координаталарида ёзамиз:

^  +  _ 1 ^  +  =  ( Ц . 3 1 )  
дг2 г дг гъ д<рг

Функциянинг дойра айланасидаги киймати берилган:

и | = / ( ф ) -  ( П . 3 2 )
\г=  «

Ечимни

и =  Ф (ф) - Д ( г) (1 1 .3 3 )
деб фараз килиб, Фурье усулидан фойдаланамиз. Х,осилалар олиб, 
(11.31) тенгламага ^уямиз:

г2 Ф (ф) Я" (г) +  г (Ф) (Ф) Я' (г) +  Ф "  (ф) Я (г) =  0.
Узгарувчиларни ажратамиз:

Ф" (Ф) - гг Я2 (г) +  гЯ' (/•) _  , 2 П ]
Ф(Ф) Я (г) • ( • '

Бундан иккита тенглама з^осил булади:
Ф "(Ф ) +  Л2Ф(Ф) = 0 ,  (11 .35)



Г*К"(г) +  гН' (г)— т  ( 0  =  0. (11. 36)
Биринчи (11. 35) тенгламанинг умумий ечими:

Ф(ф) =  А соз кц> +  В зш ку.  (11. 37)

Иккинчи (11. 36) тенгламанинг ечимини /?(г) =  г т куринишда излай- 
миз. Бу ерда т ни топиш керак. г т ни (11 .36 ) тенгламага 
куйиб, ушбуни з^осил циламиз:

г2 т (т  — 1 )г т~2 + г т г  т ~ 1 — кггт = 0
ёки

т2 — к2 = 0 .

Бундан т — ±  к экани куринади. Хусусий ечимлар г к ва г ~ к бу
либ, умумий ечим:

К =  С г * + О Г к (11 .38)
булади. (11. 27) ва (11. 38) ларни (11. 31) формулага к;уйсак, уш
бу з^осил булади:

ик =  003 к Ф +  Вк 5ш к ф) ( С /  к +  Ок г~ку  (11. 39)

Биз доирада узлуксиз ва чекли ечимни излаймиз. г  =  0 булганда 
(11 .39) формулада Ок =  0 булиши керак. Агар к =  0 булса,
(11.35), (11. 36) тенгламалардан:

Ф " ( ф ) = 0 ,  Г^  (Г) + ^ ' ( Г) =  0 . |

Буларни интеграллаймиз ва

ио — (А0 +  Д>ф) (С0 1*1 Т) 
ни з^осил циламиз. и0 ни (11. 39) билан к =  0|да солиштириб, В0= 0,
О0 — 0 эканини топамиз. У вацтда и0 =  — булади. Бу ерда — =

2 2
=  А0Со деб белгиладик. к =  1, 2, . . . , п, . . . мусбат кийматлар 
билан чегараланамиз. Ечимлар йигиндиси яна уз навбатида ечим 
булгани учун

оо

и(г,  Ф) =  /.(созпф  +  ^ з ш п ф ) ^  (11.40)
п =  1

Бу ерда ап = \ С п-Ап, Ьп =  Сп Вп деб белгилаш киритдик. Энди 
ихтиёрий ап ва Ьп узгармасларни четки (11.32) шартдан топамиз. 

г  =  Я да (11. 40) дан:
00

/(ф ) ==~2~' +  2  (ап С05ЯФ +  &п 51п п ф ) # "  (11- 41)
п =  1

Бу тенгликдан
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л л
ай =  - ~ -   ̂ /  (0 соз пШ, Ь „ =  - 1 ^ - |  / ( / ) 3 т п Ш  (11.42)

—Л —Л

коэффициентларни аницлаб, (11. 40) га к,уямиз ва баъзи тригономет
рии алмаштиришни бажариб, ушбуни ^осил киламиз:

Л 00 Я

и (г, Ф) =  7 “ ] ' /(*)<** +  1  \ [ ( ( ) со&п (( — ф)Ш =
“  п =  1 я

оо

1 +  2 с оз п(1 —  ф)
п = 1

Л  =

е т (I -  ч>) е — т (/ -  ф)

«=  1 Я
Л=»

Л

-1 Н /« ‘ + 2 Я
п = 1

\ /1 »

■ +2 /  п=  1
X

х е -  1(1 ~  Ч>) V*
'2:1 (' /(О

I (I -  ф)

1 + К

1 _  —  е ‘ <' “  <р)
Я

+

+

-^1. е -  ф) 
Я

г
~Я

Л  =
2л

л,

1/(О-

(тГ
1 - 2 —  ( / - ф )  + Я л  =

- 5 Г  1/(Л г2—Я2
/?3 — 2Яг соз (/ — ф) +  ^

<и. (11.43)

Дирехленинг дойра учун куйилган масаласининг и (г, ф) ечими 
Пуассон интегралига келди. Бу формула (12. 31) тенгламани цано- 
атлантиради ^амда г-* -Я  да и (г, ф)-*- /(ф), яъни ечим булади.
11.4. Узгарувчиларни ажратишнинг умумий схемаси. Фурье усули- 
нинг гояси к,уйидагича: бир нечта узгарувчиларга боглиц булган из- 
ланаётган функция з^ар бири ало^ида бир узгарувчига боглиц бул
ган функцияларнинг купайтмаси шаклида изланади. Бу купайтмани 
берилган тенгламага цуйиб, бир нечта дифференциал тенгламалари
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хосил ^иламиз. Булардан баъзилари Штурм — Лиувилл маеаласини 
ташкил цилади.

а(() ^  +  с(х) ^ г  +  < Щ ) ^ .  +  е(х) & + М 0  + Ш ] и  = 0  
дг дх* 01 дх

(11.44)
куринишдаги гиперболик турдаги тенгламани курайлик. Бу а, с, й, е, 
/ , ,  / 2 коэффициентлар 0 <  х <  1 ва 0 <  * <  Г  сщ ада узлуксиз 
функциялар булиб,

а (/) >  а0 >  0, с (х) <  с0 <  0.
Берилган сох,ада узлуксиз булиб (11. 44) ни ва

и (х, 0) =  Ф1 (х), = [ф а (х) (П . 45)
01

бошлангич шартларни ^амда
/п I ди (0, I) ла 1и(0, I) +  а 2 -----г-----  =  0,

дх

Р,и{1, 0  +  Р2— =  0. (11.46)
дх

а\  +  а \ Ф 0 ,  р’ +  р’ ^ О

бир жинсли чегаравий шартларни каноатлантирувчи и (х, I) ечимни 
топайлик.

Аввало, олдинги параграфда курганимиздек, (11.44) нинг нолдан 
фарцли ечимини

и (х, I) = Т ( 0  X  (х) (11.47)
куринишда излаймиз ва бу ечим (11.46) шартларни каноатланти- 
ришини талаб циламиз:

а (/)Т " ( I ) Х ( х ) + с ( х ) Т (ОX"(х) +  й (()Г  (1)'Х{х) +  е { х ) Т (0 X ' (х) +  
+  1 Ш [ + Ш \  Т ® Х ( Х )  =  0

ёки
а (/) Г" (0 +  а (0 Г  (/) +  \ х (I) Т (/) _ с (дг) X" (х) -| - с (х) X' (х) +  [2 (х)Х (х)

т (0 Х{х)
=  — я.

Бу ердан

а ( 0 Г ( / )  +  й ( 0 Г ( 0 + [ Л ( 0  +  М 7’(0 =  0, (11.48)
с (х) X" (х) +  е {х) X'  (х) +  [/2 (х)\+ к] Х ( х ) = 0  (11. 49)

тенгламаларни з^осил циламиз. Т{ 1) ф  0 булганлиги учун (11.47) 
ни (11.46) га цуйиб, Т (I) га ^искартирсак, чегаравий шарт

а хХ  (0) +  а 2 X ' (0) =  0,
р1х ( о ; + р 2 л:, (/) =  о (Ц .5 0 )
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куринишда булади. (11. 49) нинг (11. 50) чегаравий шартларни цано- 
атлантирувчи нолдан фарцли ечимини топиш Штурм — Лиувилл ма- 
саласидир. Бу масала олдинги параграфда к,аралган. Шунинг учун 
хос цийматлар ва хос функциялар аницланган, деб фараз киламиз. 
Бу ^олда (11.48)

Ф  Т" (() +  й(1) Г  а) +  [ Ш  +  \ ] Т ( 1 )  =  0 (11 .51) 

куринишга келади. Бу тенгламанинг [умумий ечими Тк(() иккита 
чизицли борлиц булмаган Т^(1) ва Т<2) (I) хусусий ечимларнинг] чи- 
зицли комбинациясидан иборат булади ёки

Тк (0 =  С«*>Г<1» (0  +  С<*> 7<2> (0. (11.52)

С ва С[ь> лар ихтиёрий узгармаслар. Уларни шундай танлаймизки, 
/ =  0 да

Г '1) (0) =  1, Т <*'> (0) =  0, 7 р  (0) =  0, Т^У  (0) =  1. (11. 53)

Шундай цилиб, (11. 44) нинг (11.46) ни каноатлантирувчи ечими
ик (х, 0  = |[С (1*)7’<1> (!) +  С<*>|7<2> (() Х к(х), к =  1, 2, . . . (11. 54)

куринишда булади. (11.45) бошлангич шартларни ^аноатлантириши 
учун ечимни

|и (х, 0  =  2  [ С ^ )̂ 1) (/) +  С У]Т12) (01 Х к(х) (11. 55) 
к =1

куринишдаги катор орцали ифодалаймиз. (11.55) ни (11.45) га цу- 
йиб, (11.53) ни ^исобга олсак,

2  Ак Х к (х) =  ФхКх), (11.56)
к =э 1

2 ^ В кХ к (х) =  Ъ(х )  (11.57)

л
тенгликларни ^осил циламиз. Бу ерда
Ак =  С<‘>7<» (0) +  С<*>7 <2>'(0), Вк =  С{*>Т р '  (0) +;С«*)Т<2)' (0). (11.58)

(11.56) ва (11.57) цаторларни тгкис я^инлашади ' дэб фараз цилиб, 
А к ва Вк коэффициентларни аницлаш мумкин. Тенгликларнинг ик- 
кала томонини р (*)• X  (х) га купайтириб, 0 дан 1 гача интегралла- 
сак ва (10. 10), (10. 12) ларни ^исобга олсак,

I I
А к =  |  р (*) 4>1<х) Я>1(х)Хк(х) йх, В к =  |  р(*) ф2 (х) Х„ (*) йх



булади. Бу цийматларни (11.58) га цуйиб С{*> ва С(2к) ларни ани(\- 
лаймиз.

Фурье усулини узгарувчилар сони бир нечта булганда з^ам ^ул- 
лаш мумкин.

12- §. Штурм— Лиувилл масаласининг хос функциялари системаси- 
нинг тулалиги ва ёпи^лиги. Ейиш зодидаги теорема. Уртача я^ин-

лашиш

Хос функцияларнинг чексиз (улар ичида айнан нолга тенг бул
ган функциялар йуц)

ХЛх),  Х ш(х).............Х л (х)................Х п (х), . . . (12.1)

кетма- кетлиги берилган булсин. Бу кетма- кетлик берилган оралик,- 
да узлуксиз ёки чекли сондаги биринчи тур узилиш нуцталарига 
эга булган / ( х) функция мавжуд булсин. Х п (х) функцияларнинг 
ихтиёрий Сп коэффициентларда

П
З п(х) =  С1Х 1 ( * ) + ’ . . +  СпХ п (х) =  V Ся Х т (х)

( 12. 2)
чизи!у1и комбинациялардан шундайи топилсинки, у /(х) функцияга 
урта квадратик четланишда яцинлашсин ёки

Ь

[ Н х ) ~ $ п (х)]2 4х
Я

катталик эиг кичик ^ийматга эга булсин. (12. 2) дан
ь п ь п

§ 1 Н х ) - ^ С пХт(х)]* йх= ]* с„х
ь т=> I а т =  1

6 п ь

X |  т  Х т <*> Л* +  2  с ‘т ^  X I  (х)Лх,
а щ=1 а

| _ $ п  (х) Ах =  %т, ст =  — ^  ̂  /  (х) Х т (х) ах
а а

деб белгиласак,
ь п  п

8 „  =  |  ( , с , +  2 ] ‘ А
а т»1 т — I
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1Ш «рди охирги икки ифодани тула квадратга тулдирсак,
ь п п

а т =  1 т —1

булади, бундан куринадики, ап ифода Ст =  ст булганда энг кичик 
цийматга эга булади. Демак,

ь п Ь

6 „ =  |  Г Ч х ) а х - \ ^ Ъ  т С2т =  |  [/ (х) -  5 п (х)*] ах. (1 2 .3 )
а те=1 а

Бу тенглик Бессель тенглиги дейилади. (14.3) дан п-*- оо да
“  ь

2  ^  <*> ( I2- 4)
т  =  I а

тенгсизлигини ^осил киламиз. Бу тенгсизлик Бессель тенгсизлиги 
дейилади. (12. 3) дан куринадики, 5 п (х) функциянинг /  (х) функция- 
га уртача яцинлашиши учун

°° ь
^  Х т С2т =  \ГЧХ)С1Х (12.5)
т — 1 а

тенглик бажарилиши керак. Бу тенглик хар бир узлуксиз /(*) 
функция учун бажарилса, (12. 1) система ё п щ  дейилади.

Агар [а, Ъ] сохада нолдан фарцли функциялар мавжуд булиб, 
(12. 1) система функцияларига ортогонал булса, у ^олда бу система 
тула дейилади.

Умуман, (12. 1) системанинг тулалик ва ёпицлик тушунчалари 
тенг кучли маънога эга.

С т е к л о в  т е о р е м а с и .  [а, Ъ\ кесмада иккинчи тартибга- 
ча хрсилалари билан бирга узлуксиз булган ихтиёрий Р (х) функ
ция (11. 50) шартларни цаноатлантирса, (12. 1) система буйича 
Фурье цаторига ёйилади ва бу цатор текис ва абсолют ящнла-  
шади:

со

Р(х) =  У ^ С кХ к (х). (12.6)
к= 1

И с б о т. Бу к,атор текис яцинлашувчи булсин. Ск коэффициентларни 
аницлаш учун унинг иккала томонини р (х) ■ (х) М—ихтиёрий номер) 
ифодага купайтириб, натижани [а, Ь] кесма буйича интеграллаймиз. 
Текис яцинлашувчи каторни хадлаб интеграллаш мумкин булганли- 
гидан



ь *•» ь

|  р {х)Р (х) Х 1 (х) йх =  |  Р (лг) хк (х) X 1 {х) йх (12.7)
а к =  1 а

тенгликни ^осил киламиз. (10. 11) га асосан унг томонда фацат 
к =  1 булган ^адлар колади. Шунинг учун

Ь

§ Р  (*) р  (*) Х к (х) <1х

Ск= ^  =  ~ь-----------------------------  (12- 8)

|  р (х) х \  {х) ах
а

булади. Демак,
оо

? ( х ) = ^ Г кХ к (х), (12 .9 )
к =  1

у ерда Рк — Фурье коэффициентлари.

13-§. Бессель тенгламаси. Бессель функциялари ва уларнинг асосий 
хоссалари. Асимптотикалар

Математик физиканинг куп масалаларини ечишда
х'2у " +  ху' +  (х2 — V2) у  =  О, (V — сопз!) (13. 1)

куринишдаги чизи^ли дифференциал тенгламаларга келинади. 
Бу тенглама Бессель тенгламаси дейилади. (13. 1) тенглама х  =  О 
да махсус ну^тага эга. Шунинг учун тенгламанинг ечимини

у  =  хр {а0 +  агх +  а2х- +  . . .) (а0 ф  0) (13.2)
даражали цатор куринишида излаймиз. (13. 2) ни (13. 1) га куйиб, 
р  курсаткични ва ак {к =  1, 2, . . .) ларни аницлаймиз:

у'  =  рхр~ ] (а0 +  а±х +  а2х* +  . . .) +  х р (а1 +  2а2х +  . . .)

у" =  р (р  — \ ) х  р~ 2 (а0 +  а^х +  а2х2 +  . . .) +  рх  р~ ‘ (ах +  2а2х +
+  . . . +  рз? (<*! +  %а2х +  . . .) +  хр (2а2 +  3 • 2а3х +  . . . ) .

х  нинг бир хил даражалари олдидаги коэффициентларни тенглаш- 
тирамиз:

р 2 — V2 =  О,
[(/7 ч- I)2 — V2] а 1 =  0,

[(р 4- 2)2 — V2] 02 +  а0 =  О,
[(р — З)2 — (2 +  V2) ] о , +  =  О,

[(р  +  к)2 — V2] ак +  ак. _ 2 =  0.
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Биринчи тенгламадан р г =  V ва р 2 =  — V ларни аницлаймиз. р г =  
=  V дан

2 (2у  —  2)

а А ------------^ ----- (* =  2, 3, 4, . . . )
* л  ( 2 \  +  *)

а2* +  1 = 0  (Л =  0, 1, 2, . . .).

Жуфт индексли коэффициент ларни ^уйидагича ани^лаш мумкин: '

° 2 ~  2* ( у +  1) • 1! ’ ° 4 — 2« ( г +  1) (V +  2) -21 ’ "  ' ’ ^ 3 ' 3 ^

^  =  (~  ]) 2** (у+1)  . . .  (»+*)■*! <* =  1. 2 . 3, . . ) 

ав коэффициент ихтиёрий булганлиги учун уни

а =  — ----- !---------  (13.4)
2 Г (V +  1)

(Г (V +  1) — гамма— функция) куринишда танлаймиз. Бу ерда

Г (у +  1) =  V Г(у) =  V ^ е~хх ~  1 йх, Г {п +  1) =  п\. (13. 5’

(13. 3), (13. 4) ва (13. 5) тенгликлардан:
(— 1)*а  =  ---------------- '----------------------------

2“ + у Г (А +  V +  1) Г (к +  1)

а2к + 1 ва а2к коэффициентлар ^ийматларини (13 .2 ) цаторга цу- 
йиб, (13. 1) нинг ечимини э^осил циламиз. Бу ечим V-"тартибли I 
тур Бессель функциялари дейилади ва у̂ (х) ор^али белгиланади

/ , 2* —•»
'  <-п*(т)Уу ( х ) = У ----------Ш ------ , (13.6]

^ Г (А + 1 )Г (А + у + 1 )

р г =  — V киимат учун

00 Ь [ Х \  2>С~ У

(,3 .7 )
^ 0 Г (*+1) +  Г ( * - у + 1 )

булади. ^V(x) ва ^_V (х) хусуеий ечимлар чизи^ли воглиц булмаганлип 
учун умумий ечим

^ (х) +  (дг) (13. 8



куринишда булади.
Агар V =  п (п — бутун сон) булса,

. / - V  ( * ) = ( -  1 )  V  п ( х )

булиб, функциялар чизицли бог лиц булади ва (13. 1) нинг умумий 
ечимини топиш мумкин эмас. Бу ^олда тенгламанинг хусусий ечими 
тарикасида Уу (х) функция билан чизицли булмаган

(дг) соз Я я  — ^ „I х)
а д  = Нга (х) = Нт — II1

Я-»л 51П V Я

функция олинади. (х) функция Нейман функцияси дейилади ва 
умумий ечим

У ® С 1/ у (*) +  С 1А(у (х)

куринишда булади.
Бее*ель функиияларининг цуйидаги хоссаларини курамиз: 1) Бес

сель функциялари учун

«V  (*)---------- ''V + 1 Xйх
( Х ) ~ ^ К ( Х ) ,

2у/
1 (*) = -----К ( Х) — Я у - 1  (Х)

(13.9)

(13.10)

реккурент муносабатлар уринли. Бу ерда (х) — исталган Бессель 
функциясини ифодалайди.

2) (13.6) ва (13. 7) дан

9 \ (х) =  ] / Г - ^ - з т х ,  /  _  ^  (х) =  соз л: (13 .11)

асимптотик формулалар келиб чицади. Умуман

•м * ) = У т 7  [С05(* “  ~  т )  +  0 ( * - , )
3) Ушбу

х2у" +  ху'  +  (№х2 — \ 2) у  = 0 (13. 12)

тенгламанинг ечими у = ^ V (кх) куринишда ифодаланади. Бу ечим 
р(х) =  х  вазн билан [0, 1 ] оралицда ортогоналлик хусусиятга эга
еки

^ x ^ V [■^— x ) ^ V ( - ^ ^ - x ) а x  =  0, 1 ф } .  (13.13)

ц , ва лар ^V (л:) =  0 тенгламанинг мусбат илдизлари. Агар г =  /  
булеа, (13. 13) иииг унг томоии
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у А + М ( ' ’ > - Ч

булади.
14- §. Ханкел функциялари ва уларнинг асосий хсссалари. 

Ейилма тугрисидаги теорема

(13. 1) тенгламанинг Уг (х) ва (х) функциялардан тузилган

Щ'> =  (х) +  I (х), н у  =  /„ (* ) -  I N .  (х) (14.1)

чизикли комбинациялари хам унинг хусусий ечимлари булади. 
Бу функциялар Ханкел функциялари дейилади.

Ханкел функцияларини биринчи тур цилиндрик функциялар 
(Бессел функциялари) оркали ^уйидагича ифодалаш мумкин:

[](\) = ^ V{x) +   ̂ ' _ у  (х) =  / - у ( х ) - е ^ я ^ ( х ) ]
51П V XI I 51П V Л

^V(x)С05Vп — ̂ _V(x) ^ —^_x(x) +  е V̂Л̂ V x̂■)
51П Г Л I 51П Г Л

(14.2)

Бу формулалар V бутун сон булмаган ^оллардагина уринлидир;
V бутун сон, яъни V =  п булса, бу муносабатларнинг унг томони

0 шаклдаги ани^масликка айланади. у п деб, Лопитал ^оида-
0

сидан фойдаланиб лимитга утсак,
-д]^ (х)

л
н ^ ( х )  =  : п(х) +  -^- 

НП{х) =  ^ { х ) -

д\ - ( - I ) ' 1 дх
'д ^ V (х)~

- ( -  1)"

1 '>1
*̂

>

1 дх
V =  П д у

ларга эга буламиз.
V бутун соннинг ярмига тенг булган лолларда Ханкел функция

лари элементар функциялар оркали ифодаланади, хусусан:

н (;,(х) = 1 / и ^ 1
* г пх  ; »
2

н (1; (х) 2_
пхV

2

н <2,> (х) =  - У " 1 1  
1 т пх

н > ) = / : 2
лх

— и
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Агар (14. 2) да V ни — V га алмаштирсак (V — ихтиёрий),

н ^  {х) =  ] ' (х) в в ,
—  I 51П УЛ

—  ^ у  (Х)  е  1УЛ ^  _ у ( Х) — /VЯ V О*)- !- *

н !, (*) = ------------------------- ---  * ---------------------—V

ларга ёки

I 51П 'УЛ

я <.)(*) =  е ‘™ я < »  (х);

Щ $ ) ~ = е  ~ * п Н (? ( х )

ларга эга буламиз. Агар V =  п булса,
Я (1). (2) {х) =  ( _  !)"//<'>■ (2) (*).

Ханкел функцияларини аниклайдиган П4. 1) чизикли комбина- 
циялардан

С05 V X
е ‘ух  +  е

51П V X =
21

Эйлер формулаларига ухшаш ушбу
_ Н { 1) (дг) +  Н <*>(*)

К ( Х )  =
Н р ( х ) - Н М  (х)

21
тенгликларни келтириб чикариш мумкин.

Ханкел функциялари ^ам Бессель функциялари каби хоссаларга
эга:

п  < 1Ь(2) {х)= - н  ? х  V  (х) у -  н ( 1) .  (2)

йх
а н у -  <2)(х) 

йх 
2у>

(х),

Щ1). (2) (*) =  Я<1). (2) (*) -  Я  V' (*),

(14.3) формулада V =  0 деб олсак,
Н'0( х ) = - Н 1(х)

булади.

(14.3)

(14. 4)
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2) Ханкел функциялари куйидаги куринишдаги асимптотик фор- 
мулаларга эга:

[1 +  0 (х~  ’) ],
—  ‘ (* -  — )

Г пх

г —  - Ф -  —-  — )
Н ? Ч х ) =  У  е 1 2 4 >

г пх [ 1 + 0  ( * - ') ] ,

\ш т
//<•>(*) =  у ^ е ~ х е ~ Т  Т [1 +  0 (х- 1) 1

уШ I м

Н ^ ( 1 = с ) = У ± 1 е х е 2 \ 1 + 9 ( х  - 1)].

Энди ихтиёрий/(х) функциянинг Бессель функциялари орцали к,а- 
торга ёйилишини курайлик. Бу функцияни (0, I) ораливда текис 
яцинлашувчи

Пх) =  У , С ^ ( ^ х )  (М.5)
п-1 4 '

Катор куринишида ифодалаш мумкин булсин. Бу ерда 0 <  кх <  кг <  
< . . . . <  кп . .  . лар ^V(x) функциянинг илдизлари, V > — 1 х,ак,и- 
ций сонлар.

(14.5) ни х ] у ( ~ х ^  га купайтирамиз, бу ерда т бирор бутун 

сон. Х,осил булган купайтмаии 0 дан I гача интеграллаймиз:

|  х[ (х)  ( ^ х)й х  =  ^  С„ |  x^V ( -у -х )  ^ ( - ^ р х )  йх
0 п=1 0 '  ' \  1 1

I .

ёки (13.13) ни ва [ х ^ \ ( — х) йх =  — (к) эканлигини зукоб-
о \1 ' 2

га олсак,
I I

|  х Ц х ) ] ^ х у х = С п ^ х Р ^ х ^ й х  =  Ст1̂  у2+1 {кп)

га эга буламиз. Бу ердан 
2 1

Ст =  /3^+1 (* т ) $  ^  (-7= х) ах’ И =  1. 2, . . .) (14.6)

Бу формула билан Фурье — Бессель цатори деб аталувчи (14.5) 
цаторнинг барча коэффициентлари аник^панади.

Функцияни Фурье-Бессель цаторига ёйилиш шартини аницловчи 
теоремани исботсиз келтирамиз: агар



/ 1

I V  1/(01 <«

интеграл мавжуд булиб, булакли узлуксиз /  (х) функция о <  а <
<  Ь <  I шартни цаноатлантирувчи (а, Ь) оралиеда узгариши чегара- 
ланган функция булса, у  ^олда Фурье—Бессель к,атори якинлашувчи
булиб, 1  [/ (х — 0) +  /  (х +  0)] йириндига эга булади, яъни щатор

/(* ) функцияни унинг барча узлуксиз нукталарида ифодалайди.
Агар /(дг) функция (а, Ь) оралицни а =  х0<  хг <  х2<  . . .  <

<  хп_ } <  хп =  Ь нуцталар билан ихтиёрий равишда булакларга бул
ганда

| 2  |/(л(* т )~ /(* т -1 )1т = 1
й и р и н д и  х т ( 0  <  т <  п) ну^та ихтиёрий ^танланганда п га боглиц 
булмаган М  аник, юк,ори чегарага эга булса, у хрлда бу функция 
(а, Ь) оралицда узгариши чегараланган функция деб аталади.

15-§. Цилиндрик сохада тулкин тенгламаси.
Аралаш масаланинг ечими

Цилиндрик (г, ф, г) координаталар системасида тулкин тенгла
маси

дги . _1_ ди_ . _1_ д^и , &и _  \_ &и (15 П
дг2 г дг г1 дер2 дг2 а* д(г

куринишда булади, бундай тенгламаларга доиравий мембрананинг 
тебраниши, чексиз цувурда газнинг радиал тебраниши ва ^оказо ма
салалар келади. Шулардан амалиётда куп учрайдиган радиуси I 
булган айлана чегараси буйича ма^камланган мембрананинг тебра- 
нишини курайлик. Бу масала'

^ 4 - 1 1  На — 1  ^  п 5 2 ч
дгг г дг г* ду* ~  а2 д(г '  '

тенгламанинг
и и ,  =  о (15.3)

чегаравий шартни в а |

“  1<=о =  ф (г* Ф)> ^ = о  =  Ф (г> Ф) О 5 -4 )

бошлангич шартларни цаноатлантирувчи и (г, ф. () ечимини топиш 
масаласидир.

Ечимни Фурье усули буйича
[и(г, ф, 0  =  7 ( /)а (г ,  ф )  (15.5)

куринишда излаймиз. (17.5) ни (17.2) га цуйиб



дг2 г дг г2 дф2 '  1 7

тенгламаларни хосил киламиз. (15.6) нинг умумий ечими
Т  (/) =  С1 соза\1 +  Сг атаЯ / (15.8)

куринишда булади. (15.7) ни ечишни у|г= , =  0 чегаравий шартни 
каноатлантирувчи хос функцияларни топиш масаласига келтирдик. 
у функиия г =  0 нуктада чегараланган булиб, даври 2л булган 
функциядир. Масаланинг ечимини

у (г, ф) =  к  (Г) Ф(ф) (15.9) 
куринишда излаймиз. (15.9) ни (15.7) га к,уйиб

Ф " (ф )+  Р2Ф(Ф) = 0 ,  (15.10)
Ф(ф) =  Ф(Ф +  2л), Ф '(ф) =  Ф'(Ф +  2л ), (16 11)

К"(г) +  ~ Я ' ( г )  +  ( V Я =  0, (15.12)

/?(/) =  О, (15.13)
К(0) — чекли катталик, тенгламаларни ^осил киламиз. (15.10) —
— (15.11) масаланинг нолдан фар^ли даврий булган ечими р = п  
булганда мавжуддир.

(15.12) нинг умумий ечими р =  п булганда
^ ( г ) - О п^ г )  +  ЕпЫп(Хг)

куринишда булади. (15.13) шартга асосан
^п{М) =  0 ёки Уп(ц) =  0 (15.14)

тенглама чексиз куп

■I ,п) ч {п)М-1 I №  1 • • ■

Ц(п)
ечимларга эга. Бу хрлда Хпт =  (т =  1, 2, . . .  , п =  0, 1, 

2, . . .). Бу хос ^ийматга

*-(') =-Г- (44-I
хос функциялар мос келади. Шунинг учун (15.9) га асосан 

/И (п) \
т (г > ф) =  ^п ~  Г)  И я.« С05п ф +  Вп. т 5‘П «Ф1 ■ 

ечимни зрсил циламиз. Демак,
..(п> п „("> а



и*"»гт
X  И „ . т С05П ф + В п т 5 Ш П ф ] У ^ —  г

(15.4) бошланрич шартларни к,аноатлантириши учун куйидаги катор- 
ни тузамиз:

« (г, ф . о  =  2  2  [ 4 ^ * + 5 1 п ^ <, совйф +
п = 0 т =  а  ‘

+  ( ^ ). и » ^ - <+ в ?,>« 81п ^ у - ^ )  м п п ф у Д - !^ -  гу  (15.15)

(15.4) бошланрич шартлардан, (13.23), (14.2) дан фойдаланиб, уму
мий ечимни ёзамиз:

« ( Г, Ф .0 =  2 2  М п т ', п ( - 7— ) 5 1 П( / гф  +  Ф „т )51П ( - у ------- Ь
л=0 т = 0  \  1 !  \

+  *п

Бу ерда Мпт, г ^ ,  упгп лар А $ т, А ^ т, В<»т , В<2>т  коэффициент- 
лар оркали ифодаланади.

Б. А М А Л И Й  М А Ш Р У Л О Т Л А Р

1- §. Биринчи тартибли икки узгарувчили хусусий ^осилали 
дифференциал тенгламалар

Ушбу параграфда биринчи тартибли икки узгарувчили хусусий 
хосилали дифференциал тенгламаларнинг умумий ечимларини топиш- 
га дойр мисоллар царалади.

1- м и с о л . — =  1 тенгламани цаноатлантирувчи г  =  г(х,  у) функ-
дх

цияни топинг.
Е ч и ш . Берилган тенгламани интеграллаймиз ва

2 = Х  +  ф (у)
функцияга эга буламиз, бу ерда ф (у) — ихтиёрий функция. Х ^и ^а- 
тан ^ам топилган г(х, у) функция берилган тенгламани ^аноатлан- 
тирувчи функциядир.

2 - ми  с о л .
дг дг

х 1х +  у Ъ  =  г
тенгламанинг умумий ишегралини топинг.

Е ч и ш .
йх йу йг

системани ^араимиз.



йх йу  ,  у  „  йх йг
— =  — тенгламани ечиб, — =  Сх га эга буламиз. — =  — тенглама

ни ечиб, — =  Сг га эга буламиз. Шунинг учунX

ф ( ^ ,  у ) = °  ёки у  =

тенгламанинг умумий интегралидир. Бу ерда Ф ва ’Р ихтиёрий функ
циялар.

3- м и с о л . (х2 +  у 2) — +  2ху  — =  О тенгламанинг умумий ин- 
дх ду

тегралини топинг.
Е ч и ш . К,уйидаги системани ^араймиз:

йх __ йу __ йг
** +  у* 2 ху  О

Пропорциянинг хоссасидан фойдаланиб, — =  —  тенгламани
х2 +  </2 2ху

йх-\- йу _  йх — Ау
х* +  у2 +  2ху х2 + У 1 — 2хУ

ёки
й (х +  у) й ( х — У)

(х Ч- У)а (х — у)'

куринишда ёзиб оламиз.
Юкоридаги тенгламани интеграллаб,

1 + с, —-------- !— = с
Х + У  Х — у  Х —  у  Х + У

тенгликка эга буламиз. Бу тенгликдан
2 у  п  .. У „—   =  С еки -------- ---  С,

х* — у* х?— у* 1

эканини топамиз.
Системанинг иккинчи тенгламасидан йг =  0 ёки г  — С2 экани ке

либ чи^ади. Шунинг учун умумий интеграл

Ф ( —У— , г) = 0  ёки г =  'Р (— у— )
\ х * - у г )  \ Х * - У > )

куринишда булади. Юкоридагидек Ф ва Т  — ихтиёрий функциялар.

1- дарсхона топширщлари

К,уйидаги биринчи тартибли хусусий хосилали дифференциал 
тенгламаларгинг умумий интегралларини топинг:

, дг . дг п
1. уг — +  х г -  =  — 2ху.

дх ду

Ж: =  ! А*г - У \



2. — 510* Н----- 51П0 — 51Пг.
дх ду

М 1 Н (!И З
/ -  му ставил иш топширицлари

К,уйидаги биринчи тартибли хусусий ^осилали дифференциал 
тенгламаларнинг умумий интегралларини топинг:

, дг , дг
1. уг  -  +  хг —  =  *</.

дх ду

Ж : г2 — х2 +  -ф (у 2— х2).
„  дг дг ~2. у ------ х  — =  0.

дх ду

Ж : г  =  г|з (л:2 +  У2).

2-§. Икки узгарувчили иккинчи тартибли хусусий ^осилали диффе
ренциал тенгламаларни каноник куринишга келтириш. Характерис

тик тенглама
Икки узгарувчили иккинчи тартибли хусусий ^осилали ушбу 

А {х . у ) ? 1  +  2 Щ х , у ) ^ у +  С( х . у )  У . “ . ^ )  =  <>

тенгламани каноник шаклга келтириш учун

А й у  — (В +  У В > — АС)  йлг =  0,

А й у - ( В  — У  В2 — АС) с1х — О 
тенгламаларга ажралувчи

А (йу)2 — 2В<1хс1у +  С (4х)2 =  О
характеристик тенглама тузилиб, уларнинг умумий интеграллари то- 
пилади.

(У* и о1-м и со  л .  Ушбу х2 ------- у 2 —  = 0  тенгламани каноник кури-
дх* ду%

нишга келтиринг.
Е ч и ш .  А =  х2, В — О, С =  — у 2, А =  В2 — АС =  х2у 2 > 0 .  Д е

мак, бу гиперболик тенгламадир.
Характеристик тенгламани тузамиз:

х2{4уУ — у2(0хГ =  О
ёки

(хйу +  уАх) (хйу — уйх) — 0.

Бу цуйидаги дифференциал тенгламаларга ажралади:



хйу +  уйх =  0. 
хйу — уйх =  0

Буларни интеграллаб, ху, =  С1, — =  С2 тенгликларга келамиз. Б  

рилган тенгламани каноник куринишга келтириш учун 1 =  ху  в а |
у

■П= — янги узгарувчиларни киритамиз. Улардан фойдаланиб, те- 

гишли хосилаларини топамиз:
д и _ди ди у-
дх д% ^  дт] х2’
ди _ди ^  ди 1
ду д \ дп х '

,.2 _  о Ё а  У1 4 -  д2и У' , о ди у
Л '< У ЛУ -» •> • ” . ’ . I "  »дх- 01- д\дг[ х- дг|- х4 дг| х3

д-и _  ^ 2 д*ц ^  д2и д2и

дУ2 ~ Х д& д1дц х ' дц2 '

Юкорида г и л а р н и берилган тенгламага куйиб, соддалаштирсак

— 4 «/* +  2 -  • -2- =  0 
дЫ л дг) х

еки

2 д*1 ху 
ёки

д2// . 1 ди _  д

д^дт)' 2!; <Эг)

каноник куринишга эга буламиз.
0 д2г . „ п • <Э2г . о д2г ~2 - м и е о л .  —  51П2л: —- 2 у $ т х ------- [- и2 —  =  0

дх2 дхду ду2
тенгламани каноник куринишга келтиринг.

Е ч и ш . А =  51П% В — — узтх, С =  у 2 булгани учун
Д  = [ В 2 —  АС =  у 2 51П2Х —  у 2 з ш 2*  =  0.Ч

Демак, юкоридаги тенглама параболик тенгламадир.
з т 2* (йу)2 2 у  51П хйхйу +  у 2 {йх)2 =  0

ёки
( з т хйу ~т\уйх)2 — 0

берилган тенгламанинг характеристик тенгламасидир.
51Пхйу +  уйх  =  0 тенгламани интеграллаб,

1пу  +  1п1§ ■— =  1пС ёки у  =  С

ни ^осил киламиз. 
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Берилган тенгламани каноник шаклга келтириш учун

ц =  у

алмаштиришлардан фойдаланиб, тегишли хосилаларни топамиз:
дг 1 дг ___ 2 х
—  = ------ Г У5ес
дх 2 а г  2
дг __дг , х . дг
ду дг ® 2 дп’

дгг 1 д2г „ . х. . 1 дг ,  х , х
-  7  а ё  » 8ес 1  +  7  » а! 5ес % ?

2 1  = д±  ,? Л + 2  +
д</2 Й5- 2 д|дт) -  2 <Эп2

д2г 1 (д гг , х  . д2г \  ,  х , 1 дг ,  х
----- =  — | —  к ------------ У 5ес2 — ----------- аес2 —.
дхду 2 2 д%дц) 2 2 д% 2

Топилган хусусий ^осилаларни тенгламага куйиб,
1 дг „ х , х . « . г „ д 2г дг ,  х .Т ^ У ?  18 ? т ‘х + У  -  -  -  г/зес' -  зт* =.0

еки
д'2г дг .и ---  =  — 51ПХ
дт]2 д%

тенгликка эга буламиз.

X
21§ Т  ?2 . x  с

8Ш* = ---------- 7  =  -
1 + ^ 7  л

булганини эътиборга олсак, тенглама
&г _  21 дг 
а,|2 ~  |2 +  1)2 д1

шаклдаги каноник куринишга келади .
3- м и с о л .

—  — 2 —  +  2 —  =  0 
дх2 дхду ду2

тенгламани каноник куринишга келтиринг.
Е ч и ш .  А =  1, В =  — 1, С =  2, Д = В 2 — ЛС =  1 — 1. 2 =  —

— 1 <  0 булгани учун юкоридаги тенглама эллиптик тенгламадир. 
Энди характеристик тенгламани тузамиз:

(йу)2 +  2йхйу +  2 (йх)2 — 0,
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бундан (у'У -+- 2у'+ 2 = 0  ёки у ' — — 1 ±  / ни ^осил циламиз. Демак,
У +  X —  IX =  С ^ ]
У +  ■*+ IX =  Сг )

харак1еристеристик тенгламаларга эга буламиз. Ушбу
1 =  у +  х, 
г \ = х

янги узгарувчиларни киритамиз. Булардан фойдаланиб хусусий х,оси- 
лаларни топамиз:

д г _дг , дг д г ___ дг
дх д% дг]’ ду  5 ? ’

л .  2  - ^ 1  _1_ 
дх2 д|дт] дг|а’

&г_ &г___ д*г

дхду д%* д^дг\ ду2 д& '

Буларни берилган тенгламага ^уйиб соддалаштирсак, тенглама

^  +  * 1 = 0  
дп2

каноник куринишга келади.

2- дарсхона топширщлари 
К,уйидаги тенгламаларни каноник куринишга келтиринг:
,  2 д*г . 0  & г . „ дгг п

Ж : I  — А  г] — у,  7 ^ = 0 .
х дг]*

2. —  — 4 — -----3 — — 2 —  +  6 -  =  0.
дх* дхду ду2 дх ду

Ж : Е =  дг +  у,  л =  3* +  у,  — §  =  0.
д&«Э'п д \

3 . 1  +  1  ^ 1  =  о
х2 дх2 уг ду2

Ж: I =  у \  Л =  х2,

—  4- —  4 - 1  ( 1  — л- _!. ЁЛ — о 
ац3 2 1 5 дЬ Т] *!/

2- му ставил иш топширицлари
К,уйидаги тенгламаларни каноник куринишга келтиринг:

1. ( 1 + ^ ) ^  +  ( 1 + у 2) ^  +  х %  +  у  ^  =  0. 
ох дУ- дх ду

Ж: *]= 1п (х +  У \ +  х2), г) =  1п (у +  У 1 +  у 2),



Ё±.  +  д2 0 -  = 0  
а|* ая*

_ . , д*и п . д*и . ,  д*и л2.  51П х  —  —  2 у 51Пх  — —  +  у * —  =  0.
дх* дудх ду1

. х д ги 2? ди п

3.  р ;  — 2 со5 Х  ------- (3 +  5 т 1*) ^  —  у  ^  =  0 .
дх1 дхду ду2 ду

Ж: 5 =  2х +  з т  х +  у,

Г] = 2 х — 51ПХ— у,  
д*и . я  — % (  ди, Ч — I ( ди _  ди_\ _  

32 и .$  дг\ )

3- §. Бир жинсли тулкин тенгламасм учун Коши масаласини Да* 
ламбер формуласи билан ечиш

д*ц _  2 Ри 
д 1 * ~  дх*

бир жинсли тулкин тенгламасининг

и {х, 0) =  ф (х), 1 =  ^ (х) 
д( I I = о

бошлангич шартларни каноатлантирувчи ечимини (Коши масаласини) 
топишда Даламбернинг цуйидагн формуласидан фойдаланилади:

х  — а(

1- м и с о л .
дГ-и_д*и

~дР ~~дх*
тенгламанинг

и (*, 0) =  х* ва —  I = 0  
*  Ь  =  о

бошланрич шартларни каноатлантирувчи ечимини топинг.
Е ч и ш :  а —Л,  Ф (х) =  х® ва г|з (х) =  0 эканлигини эътиборга олиб, 

Даламбер формуласига биноан ечимни топамиз:

« (* . 0  = 4 ~ ( ( * _ *)2 +  (* +  *)*) +  у -  |  0-<*х =
X—/
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2- м и с о л  ,

тен гл ам ан и н г

д2и _ д д2и
д(2 дх3

и (х, 0 ) =  з т  2х, ди
д(

—  СОЗ X
I = 0

бош лан ги ч  ш артл арн и  ц ан о атл ан ти р у в ч и  ечи м и н ин г ( =  —  в актд аги

ц ийм атини ^и со б л ан г.
Е ч и ш .  а  =  3 , ф (х) =  51П 2 х ,  ф  (л:) =  соз х  эк ан л и ги н и  эъти борга  

оли б , Д ал ам б ер  ф орм ул аси д ан  ф ойдаланам и з:
х + З /

51П 2 (х 3/) + * П2 ( Х + 3 0  , 1 |  С 05хйх =и ( х ,  I)
2-3

х -3 1
2 51П 2х соя 6/ 1 , . , , _ . . . _ . .

=  -------------------- (- —  (31П (X +  3 /) —  31Л (X —  31) ) — 51Г1 2 х  соз 6 /  +
2 6

+  —  з т  3{ соз 2х.
3
л

Т о п и л ган  и  (х , {) га  I — —  цийм атни  к,уйиб, ечим ни  ^оси л  ц ила- 

м из, я ъ н и

и  (х ,  ^ - ]  =  з т  2 х  соз 6  • —  +  - 1  з т  3 - —  соз 2 *  =  — з т 2 ; е  —
\  2 ] 2 3 2

---------соз 2х.

3- дарсхона т о п и ш р щ л а р и

, д2и . д2и , .  ди
1. —  — 4 —  т ен гл ам ан и н г  и (х, 0) =  0  ва —  

дР дх2 д1
Рич ш артларн и  кан оатлан ти рувчи  ечим ини  то п и н г. 

Ж : и ( х ,  () =  х(.
п д2и д2и
2. —  =  от —  тен гл ам ан и н г  

д12 дх2

=  х  б ош лан -

и ( х ,  0 ) =  0  ва
ди
дГ

— с о з х
1= 0

бош лангич ш артларн и  к ан оатл ан ти рувчи  ечимини то п и н г . 

Ж :  и { х , I) =  1  с о з я з т а / .
а

94



0 д*и ,  д2и3. —  =  а 2 —  тенгламанинг
дР дх"-

и (х , 0) =  51П х ва —  
'  д1

=  1
I = 0

бошлангич шартларни каноатлантирувчи ечимининг / =  —
2 а

кийматини хисобланг.

Ж : и(х,  —  ) =  —
2 а )  2 а

3- мустащл иш топилири^лари
. д'-и д-и1. — = —  тенгламанинг 

д12 дх2

и (х, 0) =  з т  х ва — 
' а/

=  0
I = 0

бошлангич шартларни каноатлантирувчи ечимини топинг. 
Ж: ы (х, /) =  зш х соз I.

2. —  =  2 5 —  тенгламанинг 
дР дх2

и (х, 0) =  0 ва
ди

д(
=  30 51П X

бошлангич шартларни каноатлантирувчи ечимини топинг. 
Ж: и (х, 0 = 6  з т  х з т  5/.
„ дги д2и3. —  =  —  тенгламанинг

а/2 дх1
/ х ди и (х, 0) = -------  I ва —

' 1 +  х2 а<
=  51ПХ

1 = 0

ва^тдаги

бошлангич шартларни каноатлантирувчи ечимининг I =  я  вакт да г и 
цийматини ^исобланг.

х 4- я  , х — я
Ж: и (х, л) =  — 1 +  (х — л)2+  (х +  я)2

4- §. Бир улчовли бир жинсли булмаган тулкин тенгламалари учун 
Коши масаласини Дьюамель формуласидаи фойдаланиб ечиш
Бир жинсли булмаган

^ ==а« ^  +  / (х, I)
дг- ах2 '

гул^ин тенгламасининг — оо <  х <  +  о о ,  ̂ >  0 да аншутнган ва
ди

=  ф(*)
I = 0

бошлангич шартларни каноатлантирувчи ечимини (Коши масаласи) то- 
пиш учун ^уйидаги Дьюамель формуласидан фойдаланилади:

95



„ ь о - + * 1 ' + ° о  + Л .  г  + м л +

X — О/
I Г X +  а ( / -  Т) - I

+  1 7 1  1  Н 1 . ’ ) Л  ,
О х — а << — т) I

М и с о л . Куйидаги бир жинсли булмаган

—  =  4 — +  2*
дР дх2

тулкин тенгламасининг
..I 2 ды“ I = г ,  — =  соз X 1 '=0 а/

бошлангич шартларни каноатлантирувчи ечимини Дьюамель форму- 
ласидан фойдаланиб топинг.

Е ч и ш .  а  =  2 деб олиб, Дьюамель формуласиии ^уллаймиз:

,  л  (х — 2/)г +  ( х + 2 / ) 2 , 1 Х Г 2( , ,
и (х> 0  = ------------------------------1- —  | соз хйх +

х —21
I Гх +  2 « - т )

=  иг (х, /) +  я2 (х, 0  +  и3(х, /).+т! I
о

2хйх
х -  2 (/ -  г)

^ ар  ^айси цушилувчини алсцида ^исоблаймиз:

и, (х, () =  - * : - .4*/ +  4<2 +  *2 + ' ы  +  4/г =  +

х +2<
“2 (*> 0  =  —  С соз хйх =  —  31П X

4 Л 4
х - и

х + 2/

х — 21

=  —  (з1П (х  +  21) — зш (х — 21) ) =  — $ т  2 I соз х.

Гх + 2 « -/э 1) (1 Г* " х+2(< —2т)~
2хйх \ г*
* — 2 (/ —1) 0 х -  2(< — т)_

йт —

*

=  1 [ ( * +  21 — 2т)2 — (х — 21 +  2т)2]<*т =  
о

< /
=  ± - ^ 2 х  (М — 4т)йт =  2х | (/-«)<*'»  =

=  2 х Р — хР =  х(2.
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Топилган их(х, 1 \  и2(х,{), и3(х,{) ларни инобатга олиб, масала
нинг ечимини ёзамиз:

и (х,1) =  х2 -г  I" — хГ~ -1- 1  51П 21 соя х.
2

4- дарсхона топшириклари

1. Бир жинсли булмаган 
Ри
д(1 дх-

9 —  -г-А х1

тулкин тенгламасининг
Г =  Xи I =  ех, — 

' '  = ° 01 I= о

бошлангич шартларни каноатлантирувчи ечимини Дьюамель форму- 
ласндан фоидаланиб топинг. I

Ж : Ы (х, /)  = -- -------- — ------- - - х 1 ' г

2. Б( р жинсли булмаган 
д-и  _ 

д1- дх-

д2и . с  д-и  , 
—  =  16------г  Х-{

тулкин тенгламасининг

и | =  г ? !  
‘ 0 ' 0 1

— ОХ
1 - С

бошлангич шартларни каноатлантирувчи ечимини Дьюамель форму- 
ласидан фоидаланиб топинг.

„ —  X  —  и  !_ -  —  -V —  4 /  х р

Ж : и (х, /) =  —------------------------------ ----- ох1 ---------
2 о

4- мустакил иш топшириклари

1. Бир жинсли булмаган
д-и д-и ,

21
д1г дх-

тулкии тенгламаси учун

и I =  51П .V, — I = 2
‘ ' = ° *  !( = о

бошлангич шартларни каноатлантирувчи ечимини Дьюамель формула-
13

сидан фоидаланиб топинг. Ж: и(х, () =  5П1 х со5 / -г 21 Ь —•.

2. Бир жинсли булмаган
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тулкин тенгламаси учун
г)п

= 8х1 г, г дии =  2 соз ох, —I (= 0  д( I = 0

бошлангич шартларни каноатлантирувчи ечимини Дьюамель форму- 
ласидан фойдаланиб топинг. Ж: и(х, I) =  2 соз 5х соз 10/

5- §. Лаплас тенгламасининг баъзи содда ечимлари

К,уйида Лаплас тенгламаси учун бир нечта содда ички чегаравий 
масалаларнинг ечимлари билан танишиб чикамиз.

1- м а с а л а .
* д2и д-и д

дх* дУ'1

Лаплас тенгламасининг

и  I л:* 4- г/1 =  а’ ~  А  

шартни каноатлантирувчи х- +  У~ <  а2 доирадагн ечимини топинг. 
Е ч и ш .  и =  А,  чунки

ди _  ди _  д2и _  (Ри _  ^  

дх ду дх- ду1

и (Х< у )  I X1 +  а2 ~  А  I л" +  (/2 - а1 А .

2 - м а с а л а .  Лаплас тенгламасининг

I -и I Х1+У* - а* а

шартни каноатлантирувчи
х- +  у 2 <  а-

доирадаги ечимини топинг.
Ах

Е ч и ш .  и(х,  у ) \ х,+у,=а, =  — , чунки

ди _ А
дх а ’

д2и _ д2и _ди __  ^
дх’ ду1- ду

и (X, у) I =  — •'■ I х> + у‘ : а* а

3- м а с а л а .  Лаплас тенгламасининг



, Ау- , Вх°-ы I -—---------- 1-----
I д:г + у ‘ =  а* а2 а 2

шартни каноатлантирувчи,

х2 +  у 2 ^  а-
доирадаги ечимини топинг.

т ' . \ А ■! ■ В . В — А . .),Ь ч и ш . V (х, т — -------------------- ( а -  — и~)
2 2а2 -3 '

функцияни оламиз. х = а  сояф, у =  а з т  <р десак, чегаравий шарт

и  | х>+у’= а г =  А  5 ‘“ 2Ф ‘ Ь В  С05" ф

А А- Вкуринишни олади. V (х , у) функция эса ушбу V (х, у) =  — ---- 1-
/3_А

+  — -— (а2 соз2 (р —ст 51П2ф) =  А 51 п2 ф+ В  соз2 ф куринишга келади.2 и1
Демак, V (х, у) чегаравий шартни каноатлантиради. Энди хусу

сий ,\осилаларни хисоблаймиз:
(Ъ В — А
дх

х,а-

_  ВА
и2

»

В — А
дх-

д и _
Ту ~  и*

—  —  А  ~  В 
ду- аг

Ю^оридаи маълумки, V (х, у) тенгламани хам каноатлантиради. Д е
мак, V (х, у) ечим экан.

5- дарсхона топшириклари

Лаплас тенгламасининг
1' и У\г +  у2 а- А х у

еки

9 //I
х~ + У2 =2 - “ I а* ~  А  +  —  Уа

шартни каноатлантирувчи
*2 +  у 2 <  а2

доирадаги ечимни топинг.
Ж : 1. и (х, у) =  Аху.

2. и (х, у) =  А +  —  у.
а
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5- мустакил иш топшириги 

Лаплас тенгламасининг

. =  А ~  Ву
х я 4 - у 1 =■ а

шартни каноатлантирувчи

доирадаги ечимини топинг. 
Ж: и(х,  у ) —- А В у .

х- — у~ <  а2

6- §. Лаплас тенгламасини т^'грн туртбурчакда узгарувчиларни 
ажратиш усули билан ечиш

дх* дуг
Лаплас тешламасшш 0 <  х <  а, 0 <  у  <  Ь т\грп т\ ртбурчакда

у  = о • =  /(*), и \  =  ф (а),
1 у =* ь

и 1 =  й- (у), и'\I * = 0 4 ^ ' ■' л = а 7.1.'/)

ч е га р а в и й  шартларни каноатлантирувчи ечимини узгарувчиларни аж
ратиш усули билан ечишда (топишда)

/(0) =  гИ0), [(а) — '/(О),
1 Ф) =  ф (а), ф (0) =  1|- (/;)

шартлар уринли булиши ксрак.
Агар 1\уйилган бу шартлар бажарилса, масаланинг ечими \зга- 

рувчиларни ажратиш усули билан топилади ва у куйидагпга тенг 1

и (а , у) =  иа (х, у) ~- V

яп
--  (Ь — V)
а

-  /п

п -= 1

и5П —  X

%

и яп яп — ц
а

, Л;; — Ь
а

. л  п $Ь — Ь 
а

л  а
гЬ —  ( — х)

ЯП 
5Ь —  А' — Н

1г.
и Л"5п — а

Ь

ЯПбЬ —  а
Ь

яп

Бу ерда:

«о С*. у) =  А +  Вх -Г Су ~  Я  ху,

100



А =  /(0), В =  [{а)
а

_  Ч'^)-Ч-(О) 
ь

о  =  Ф(°) — ^ (0) — / (в) -!- / (°) 
аЬ

а

1 =  —  С (/(.«) — Н0 (дг, 0 ))а ^ а
о
с

(Г =  ---  \  ((р (а ) Ч0 (х , Ь))  51П -
а ,1 о

'* ~[п
7  =  —  I (-/.(»)— И0(0, у) )51П-^—  уйу,

Ь о

=  —  |  О И у )-« о (0 . У)) 31П - у - у й у .  
с

М н с о л .  Лаплас тенгламасининг 0 <  х <  1, 0 < / / <  2 турри 
туртбурчакда

и I =  .г,«  | =  * +  2,
1 у  0 1 * — *

Н I х = 0  =у <  “ I , =  1 = 1 + У
шартларни каноатлантирувчи ечимини топинг.

Е ч и ш . }{х) =  х, ср (х) х +  2,
■ф (У) =  У' X (у) =  1 +  У*

а —■ 1, 6 =  2

эканлигини .^исобга олиб, юкоридаги шартларнинг уринли булишини 
текширамиз:

/  (0) =  О, Ч>(0) =  0,
/(1) =  1, 7(0) =  1,

X (2) =  3, ср(1) =  3,
ср (0) =  2, 1(5(2) =  2.

Демак, тегишли шартлар бажарилди.
Энди А, В, С, Ь  коуффициентларни аниклаймиз:

А =  /  (0) =  О,
в  _ Н а ) - Н О )  _  _1_ =  !

1 1



_ У У*> ^  2 —0 ,
2

в  =  У (I) Ф (0) /(1) !-/(0) =  „
2

Шундай ^илиб,

и0(х, у) — х у,

Тегишли интегралларни хисоблаб, ф„ =  / п =  =  г|Г =  0 экан-
лигига ишонч ^осил ^илиш мумкин. Демак, ечим и (.V, у) =  х +  у  
дан иборат булади.

6- дарсхона тотиириклари

д̂ и д̂ и
1 . ------- 1-------------  0 Лаплас тенгламасининг 0 <  х <;'3, 0 <  и <

дх1 ду2 - ^
<  5 тугри туртбурчакдаги

и {х, 0) =  0, и (х, 5) =  О, 
и (О, у) =  Ау  (5 — у), 

и (3, у) =  О
шартларни каноатлантирувчи ечимини топинг.

Ж : и(х,  у) =  — р .  V  5 _________ 5
Л (2я +  1)* ' 3 (2я  +  1) л

5
п дги дги .  „

------1------= 0  Лаплас тенгламасининг 0 <  х <  л. О <  <  л
дхг дуг *

тугри туртбурчакдаги
и (х, 0) =  0, и (х, л) =  О, 
и (0, у) =  Ау  ( л — у),
и Г-т. у) ■■ О

шартларни каноатлантирувчи ечимини топинг.

8А яН (2п -1- 1) (л — л) м п  (2п +  1) у
кЬ (2п +  1) я  (2п+1) 3

п = о

6- мустацил иш топширщлари

д̂ и д̂ и
1 . ------1-----------  0 Лаплас тенгламасининг 0 <  х ^  10, 0 <  //

дх* ду*
<  20 тугри туртбурчакдаги

и (х, 0) =  0, и (х, 20) =  О, 
и (0, у) =  30 у  (20 — у),



и (10, у) =  0 
шартларни каноатлантирувчи ечимини топинг.

ь  ( 2 п +  1) ( 1 0 - х )  я

Ж : ^ --------- х
л 3 (2 п +  1 )а

п =  0

5.п (2п +  1)лу 

X —
(2п — 1) я  ьп ---------------

2

2. —  +  —  =  0 Лаплас тенгламасининг 0 <  х <  1, 0 <  г/ «5 2 л
дх2 ду2

турри туртбурчакдаги

и (х, 0) =  0, и (х, 2 л ) = 0 ,  
и  (0 , г/) =  тс у  (2л — у), 
и (1, у) =  О

шартларни каноатлантирувчи ечимини топинг

00

Ж: «  (х, у) — 32 " V

(2п + 1 )  (1 — х) . ( 2 п + \ ) у
м1-------- ---------- • $111 ----------7------

2 п +  1
(2п +  1)а -5Ь----

7- §. Чегараланган торнинг эркин ва мажбурий тебраниш тенгла- 
маларини узгарувчиларии алмаштириш усули билан ечиш

Чегараланган торнинг эркин тебраниши тенгламаси

д1 
д(

ни ушбу бошлангич шартлар

д2и _ д2и
№  дх2

ди

и\( = й =  (р(х), 

=  тр(х)
( =  О

и \х =  0 “

“ 1 , = /  = 0
чегаравий шартларни каноатлантирувчи хусусий ечимини узгарувчи- 
ларни алмаштириш усулидан фойдаланиб топсак, у
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л = 1

куринишда булади, бу ерда

сп =  —  ф (х) ЗШ —— хйх,

= апл ^ г|> ( * )  5Ш  - у хс1х.

М и с о л .  Торнинг эркин тебраниш тенгламасининг

и |
ди
д̂

I = 0 ~  С05 X,

— 2 соз х

бошлангич шартлар ва

и\хшш0 = 0 ,  и | =  0

чегараЕнй шартларни каноатлантирувчи хусусий ечимини топинг.
Е ч и ш . Сп ва й п коэффициентларни ^исоблаш учун аввал ушбу 

интегрални ^исоблаймиз:

СОЗ л; 5111
пл

хс1х =  |  СОЗ X ЗШ ^Х ^Х  =

31П (п х  +  х) +  зш (пх — х)

соз (лх  4 -  дг) соз (пх — дг)

йх =

п +  1
__ 1 ГСОЗ (я  4- пл) СОЗ (я  — пл)__ 1 Гсо5 (:

~  Т  [ п 1 п —  1

п —  1

+  -т —— +2 п +  1 п — 1

п* _  1

1 /соз(я ! - л я )  соз (л — пл) )п — 1 п — I

п жуфт Еа ток булганида мос равишда ушбуга эга буламиз:

п — ток,
п — 1

п  — 1
, п— жуфт.
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Буни эътиборга олсак, Сп =  —  | соз х з т  пхЛх =2 С

я  (п +  1) 
2

я (п — 1)

■, П —  ТОК, 

•, п — жуфт

о 1 =  - 1 —  Г 2
ап л

с о з х з т  пхйх =
а п л

апя (гс 1) 
4

ап я  (я — 1)

Демак,
оо

« (х, I) =  V

ОС

2(- *= !

* = 1
2

ал я  (4 -[■ 1) 

2

-, п — ток,

- ,п  —  ж у ф т .

соз а (2к — 1) I

— 51П а (2^ — 1) /  ̂ з т  (2к — 1) х ■

я  (2к — 1)
соз 2ак{ ■

апл (2к —  1)
з т  2ак{ ) з т  2кх.

о д2и , . , .
а- —  -г /  (*. Одхг

Энди чегараланган торнинг мажбурий тебраниш тенгламаси 
д2и 
дР

ни ушбу
ди |

~д1 I« | , =  о =  Ф ( 4 = >  *)

бошланрич ва

«I
чегаравий шартларни каноатлантирувчи хусусий ечимини топамиз. 

Ечимни ушбу куринишда излаймиз:
и (х, () =  V (х, {) -[- ю (х , I).

Бу ердагн V{x, I) функцияни шундай танлаймизки, у бир жинсли
дЧ> „ дги ■ =■■ а -
дГ2 дх2
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тенгламани

=  \р(*)
I => о

бошлангич ва

у | * = о = 0 ,  о | Х = 1 = 0  
чегаравий шартларда цаноатлантирсин. 'ау (х, () функция эса 

дгха 2 дгт , г .
-  -  =  а1 ------ \- Пх,  ()
д1* дх2

тенгламани

бошлангич ва

I г> д оим / =  0 =  0, —
1 дС I= О

.1 =  0

чегаравий шартларда каноатлантирсин.
Чегараланган торнинг эркин тебраниш тенгламасининг ечими 

ушбу ии (х, {) йигинди куринишида топилади:

К) (X,  () =  У  у к (I)  5Н1

к =  1

бу ерда

О
I

ё к ( 0  =  - у  |  /  (X, О 51П Л у —  йХ.

7- дарсхона топширщлари

, дги д*и
1. —  =  —  тенгламанин г

д12 д х 2

и (х, 0) =  0,
о1

= о
<=о

бошлангич ^амда

и (0, / ) = 0 ,  и (/, () =  А з т  со I 
чегаравий шартларни каноатлантирувчи хусусий ечимини топинг.
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Ж ,. Л51П сод: Я1П X 51П (О I ,: и л̂:, {) = -------------------------------|-
51П СО/

. 2 Л со 1 • п п (  п п х
Н------------->  , ----------------------------------51П ----------- 5111 ---------I ^ 1  П2Л2 I I

Л = 1  СО*- —

0 <Э2и д*и _ . .
2. —  = ------ \- ох (х— 1) тенгламанинг

дР дх'-

и (х, 0) =  0, —
4 д( =  о

* = о

бошлангич >^амда
и (0, 0  =  0, и (1, 0  =  0 

чегаравий шартларни каноатлантирувчи хусусий ечимини топинг.

Ж : и [х, 0  =  — ^  х (х3 — 2х- +  1) +

. 8 соз (2л +  •) л1 ' 5' п (2« +  1) лх
л 5 (2п +  I)5

п — 0

7- мустацил иш топшириклари
, дги . д-и
1. —  =  4 —  тенгламанинг 

дР дх*

и(х,  0) =  0, Л
а/

бошлангич ^амда

и (0, 0  =  0, н (л, 0 =  51П у /

чегаравий шартларни кгпюгплаптпруьчн хусусий ечимини топинг.
^  / 1 \ п — 1 

х ( 1 ХГЧ I—Ж : и (х, 0  =  51П ---  5Ь1------ 1------>  , 51П п1 +  51П пх
2 2 л  ^  ± _ _

п=1 4
п дги дги . . ,
2. —  = ------г  х ( х — 1) I- тенгламанинг

д1* дх*

и (х, 0) =  0, ^
д1

= 0
I = 0

бошлангич ^амда

и (0, 0  =  0, и (I, 0 = 0  
чегаравий шартларни каноатлантирувчи хусусий ечимини топинг.



Л» м ^  (2/1 1 )'■>

л? лшА (2п -г I)7

16 ?ш (2п ---1 ) л.у со; (2п 1)

8- §. Иссицлик утказиш тенгламасини Фурье алмаштиришлари 
усули билан ечиш

Бу параграфда чегаралапмаган еки бир томондан чегараланган 
стерженларда иссиклик таркалиш тенгламаларишшг Фурье алмашти
ришлари билан ечилшии каралади.

8. 1. Чегараланмаган стерженда иссицлик тар^алиши.

бошлангич шартни каноатлантирувчи ечими Фурье усули билан то- 
пилгаида цуиидагн

Пуассон интегралини хисоблашга тугри келади. 
М н с о л .  Ушбу

д2и д-и
----- =  а ' ------- , —  ос <  х  <  - -  сю
01 дх*

иссиклик таркалиш тенгламасининг
и (х , 0) =  х

бошлангич шартни каноатлантирувчи ечимини топинг. 
Е ч и ш .  Пуассон формуласига биноан ечим

ОО

иссиклик таркалиш тенгламасининг

" I ,= о =- 'I (*)■

и (х, I) =
2 а )  л  I ОО
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булади. Интегрални ^исоблаш учун — — =  1] янги узгарувчини
2 а  ( I

киритамиз. У з^олда:

и (х, 0  — — -гг (а' +  2о1) \  I )  е ~ п‘ =
У Л 5

2 оулио, о\ ерда
I Л ( .1

/ 2 =  1[ е ~ ц' й г), / ,  =   ̂ 1] с ~ 111 с?1).

У, Пуассон интеграли ва хе А" ток функция экаплигидан =  
=  У  д  на У2 = 0. Демак, ечим и(х,  {)  =  а  э к .ш

8. 2. Бир томондан чегараланган ^терженда иссиклик гарка- 
лиши.

Учюа

ди .1 (I-1-— -■ а1------. 0 <  а-
д: : ’х-

исеиклгк таркалиш тенгламасининг
и  (х, 0) =  <[ (а )

бошлангич шаргни хамда
и (0, I) =  и (!)

чегаравий ш а р т н и  каноатлантирувчи е ч и м и  Фурье ус\ л и  йил.ш топпш 
к л Т ш д а г и  интегрални хисоблашга келтирилади:

(I — у)~ _  а ~ у)= \
■4̂--' _ р \П:1 | с1'~и  ( а ,  I)  - --------------\  ф С 1 )  >е

2а I л  I ^  |

(1—1)-
и (т)(/ — т) е с1 т.

8- дарсхона топшириклари

ди д 2и
—  — -----  —  ос <  А <  " х
д1 д х 2

и с с и к л и к  тарчалиш тенгламасининг

1 . и ( а ,  0 )  =  е  ~  **

ёки
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2- “ <*• ° > "  й  $ > о ’
бошлангич шартларни каноатлантирувчи ечимини топинг.

+  00 / . , (л: — т)*,

Ж : 1. и(х,  ( ) =  Г
ЛIУ  л  1

+
Л . „ 2 Г 51ПИ2. и (х, {) = —  ------- соз сохе

л л О) •

йх.

— аЧ

8- мустщил иш топширщлари 

ди д-и
----  =  ----, —  оо <  X  <  +  оо
д1 дх2

иссиклик тарцалиш тенгламасининг

1. и (х, 0) =  е ~  |А| ёки

2 - “  <*• °> =  {о; й  5  ’г

бошлангич шартларни каноатлантирувчи ечимини топинг.
+  00 _ - и Ч

Ж : 1. и{х,  {) =  ( 0)2 +  1
о

' соз со со.

2. и (х, I) 1 ( мп ?, — соз со ^ з т  со • —--------- й<я.л
'о

9-§. Назорат иши
1. 1\уйндаги икки узгарувчили иккинчи тартибли тенгламаларни 

каноник куринишга келтиринг:

Ы .  ^  +  5 - ^ -  +  4 ^  =  0.
дх- дх ду ду1

1.2. —  +  4 - ^ -  +  4 —  +  3 —  +  б —  =  0.
дх- дх ду ду- дх дУ

1.3. —  — 6 —  + 1 3 —  = 0 .
дх1 дх ду ду2

. . д-и 0 д-и д-и -1.4. и - --------- 2 х у --------- Ь х~ -----=  0.
дх- дх ду ду- 

- о д~и о д-и п ди _
1.5. и - --------- х - --------- -2 х  —  = 0 .

дх2 ду- дх

1.6. —  +  х = 0  (х >  0 со^ада). 
дх- ду2



1.7.

1.8.

1.9.

1. 10. 

1.11. 

1.12.

1.13.

1.14.

1.15.

1.16.

1.17.

1.18.

1.19.

1.20. 

1.21 . 

1.22.

1.23.

1.24.

1.25.

1.26.

—  +  2  — ------------3 — + 2  —  +  6 —  =  0 .
дх2 дх ду ду2 дх ду

+  4 Л * .  +  5 —  -1- —  +  2 — = 0 .
дх2 йх д у ду2 ' дх ду

—  +  7 - ^ + 9 - ^  +  ы =  0.
дх2 дх ду ду2 дх ду
д'!и . -  д2и д2и . . л  _-------Ь 5 -------- Ь 1 1 -------Ь Ю и =  0.
дх2 дх ду дУ-
д-и ^  д-и д'и ди _ ^
дх2 дхду ду- дх

^  +  2 0 —  -  —  = 0 .
дх2 дх ду ду2

+  2 0  -  10 Ш  +  д~ !  =  0.
дх2 дх ду ду1 дх
д-и , . г д-и . д-и -  ди „
--------- Н 1 5 ------------1-------------- 5  —  = 0 .
дх3 дх ду ду2 ду

+  5  +  15 +  8  —  =  0.
дх2 дх ду ду1 дх

^ _  —  \2  +  3 0  —  +  5  —  =-= 0.
дх2 дх ду ду- дх

8 ^ _ ц ^ . : . 5 ^ : - 0 .  
дх2 дх ду дУх

Ю 8 ^  = 0 .
дх2 дх ду ду2

2 5  ------ — -----Ь ——  =  0.
дх2 дх дУ ду-

8 ±!1  +  1 з _ ^ _  +  ^ -  =  0 .
дх2 дх ду ду2

_ 4 ^  +  14 ^  =  0.
дх2 дх ду ду2

+  3  — ------7 =  0.
дх2 ду2 ду2

д-и . ч д:’н л 
---------г  X- ------  =  0.
дх2 ду2

2 * - ^ -  +  —  = 0 .
дх2 дх ду ду!

^  +  9 ^ - 1 9 - ^  --= 0 .
дх2 дх' ду ду2
дги __ ^  д2и д-и __ ^

дх2 дх ду ' ду2
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1.27. д-и
40

дги
+  11

д-и _
= 0.

дх* ~~ дх ду ду2

1.28. д*и
20

д-и __ 1 9 д-и
= 0.

дх- дх ду
10

ду-

1.29. д2и .
10

д-и
—  29

д-и
= 0

дх- дх ду ~ду> '

1.30. д-и
16

д-и
—  5

д2и
0.

дх- дх Оу ~дф ~

л д2и О д и
2.

д1-
= а-

дх3
тор теораниш

и Ф (а),
1^0 ОС 1=0

бошлангич шартларни каноатлантирувчи ечимини Даламбер форму- 
ласидан фойдаланиб топинг:

2 .1 . а  =  4, ф (а ) =  х \  ^  (л-) =  соз 2 х.
2.2. а  =  4 , ф (а) =  л'3, (л-) х т  2 л\
2.3. о =  4, ф (.г) =  а -, 1|: (а-) =  соз а .
2.4. а =  4 , ф (а ) =  а - , 1|1 (а ) =  з т  а .
2.5. а  =  9, ф (а ) =  а , л|; (а ) =  соз 3 а .
2.6. а =  9 , ф (а ) =  а 2, \|)(а ) =  31П З а .
2.7 . а =  9, ф (а ) =  а 3, ф (а ) =  соз 4  а .
2 .8 .  а  =  9, ф (а ) =  а 1, а|- (а ) - з т 4 а.
2 .9 . а =  16, ф (а )  =  51'п 5  а , 1|)(а ) =  со з 2  а .
2.10. а 16, ф (а ) =  з ш 5 а , »|'(а ) =  зш 2 а .
2 . 1 1 .  а — 16,  ф ( а ) — 3 1 п 4 а ,  ^ ( а )  =  с о з а .
2.12. а  =  16, ф (а ) =  з т  4 а , 1(5 (а ) =  з т  а .
2.13 . а  =  4 , ср (а ) =  соз 5 а , ф (а ) =  соз 2 а .
2.14. а =  4, ф (а ) =  соз 5 а , <|з (а ) =  зш 2 а .
2.15. а  =  4 , ф  (а ) - - соз 4 а , \|э (а ) =  соз а .
2.16. а =  4 , (р (а ) =  соз 4 а , г|з (а ) - = з т  а .

2.17. а =  9, ф (а) =  соз 5 а , \|э (а ) =  е к.
(л V

2.18. а  =  9, ф (а ) —- з т  5 а , ч[- (а ) =  е
2.19 . а  =  9, ф (а ) =  соз 4 а , яр (а ) =- е"\
2.20. о =  9, ф (а ) =  51п4а, ^ ( а ) =  е3л.
2.21. а — 16, ф (а) =  соз За, ф (а) =  е \
2.22. а =  16, ф (а) = з и] З а , г|)(А) =  ер\
2.23. а  =  16, ф(а) =  е ’х, \|;(а ) =  соз 2 а .

2 .2 4 .  а  = 1 6 ,  <р (а) =  е ‘\  (а ) =  зш  2 а .

2.25. а — 4, ф(а) =  с ~ 4'\ л[з (а) =  31п’;За.
2.26. о = 4 ,  ф (а) — е~5х, \|)(а ) =  соз 2 а .

2.27. а =  4, Ф (а) =  е-6х, ф (а) =  соз За.
2 .28 . о =  4, ф ( А ) = е ~ /г, 4' (а) =  з т 4 а .
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2.29. а =  9, ф(х) =  е х, (х) =  зш х  4- созх.
2.30. а =  9, ф (х) =  е~2х, ар (л:) =  соз'Зл:.

10-§. Штурм— Лиувилл масаласиЛ Лежандр куп^адлари

10.1 [а, Ь] кесмада (к (х) у'  (х))' —  д (х) у (х) — /ф  (х) у  (.г) =  0 теп г- 
ламани

у(а) =  0, у(Ь) =  0, 
у(а)‘=  0, у '  (Ь) =  О, 
у' (а) =  0, уф )  =  0, 
у ’ (а) =  0, у '  ф) --  О

шартлардаи бирини каноатлантирувчи у(х)  функцияни топиш маса
ласини Ш турм— Лиувилл масаласи дейилади, бунда к(х), у (х), 
р(х) — [а; /;| кесмада узлуксиз функциялар ва к(х) >  0, у (х) >  О, 
р ( х ) > 0 .  Барча X лар учуй Шгурм— Лиувилл масаласининг у(х) : О 
ечими доимо мавжуд булавермайди. у(х)  0 ечим мавжуд булган 
А.* тенгламанинг хос сони ва унга мос у* (я-) ечим тенгламанинг хос 
функцияси дейилади.

М и со л. [0; /] да
у" — [Ху =- 0, у  (0) =  у  (/) =  О

Ш турм—-Лиувилл масаласининг хос сони ва хос функцияларини то
пинг.

Е ч и ш . к- — X =  0 характеристик тенгламани тузамиз.
Икки холни караймиз: а) X >  0; б) X <  0^ _
а) к \ =  X ёки к х 2 =  ±  У  X ва у  — С, еу '■ х -- С ,е-1 '■ х . 

у(0) — 0 ва у(1) =  0 шартлардаи
|С ! - ; СА =  О
I С /  ' л - С._е~1' = 0

ёки С1 = С 2 =  0 экани келиб чикади. Бу ердан ; / (* )=  О булиб, 
масаланинг ечими йук.

б) к2 —  X =  О, X =  —  и! ,
к 2 г  и 2 = 0 ,  к х 2 =  ±  ц / ,  

у = Су соз и х  ~г С.2 51П и х. 
у ( 0) = 0 ,  у (/) =  0 шартлардаи

(С1 -  С2 • О =  О
,С1 соз (и I — Со 51П и / =  О

ёки
(С, =  О,
[II I =  к л

экани келиб чикади. Демак, хос сон ва хос функциялар мос равиш- 
да
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га тенг экан.
10.2. Ушбу

2 Пп\ йхп

Родрига формуласи оркали аникланган купхадлар Лежандр куп^ад- 
лари дейилади.

Хусусан,
Р0(х) =  1,
Р , (х) =  х,

Р 2 (х) =  ± ( 3 х * -  1),

Р-Л х) -  ~  (5  А'3 .3 А"),

Р\ (х) =; ~  (35 х 4 — 30 х2 +  3),
8

Рь (*) =  ~  (63 х5 — 70 а-3 +  15 а ), . .  .

Лежандр купхадлари учун куйидаги хоссалар уринлидир:
1. Бу купхадлар (— 1; 1) ораликда ортогонал купхадлардир, 

яъни

бу ерда Ьтп -  ... ■
О, т ф п .

2. Лежандр купхадлари жуфт п  лар [учун жуфт функция, тон̂  
п лар учун эса ток функциядир.

3. /> „ ( ! )=  1 ва Рп( -  1 ) - ( - 1 ) п.

4. Бу купхадлар Лежандрнинг
((1 — х-)у'У +  п ( п +  1 ) у  =  0

дифференциал тенгламасини каноатлант иради.
10- дарсхона топшириклари

1. К,уйидаги Штурм — Лиувилл масаласининг хос сон ва хос 
функцняларини топинг:

у " - х у  =  о, у'  (0) =  0, </'(0 =  0.

I р п(х) р т(х) с1х =  ьт,г
—  1
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у к(х) =  соз - у - * ,  ь =  1, 2,

2. Лежандр купхадлари учун
дп Ф (I, х)

Рп (*) =  —'  п\ д(п (= 0

эканини исботланг, бу ерда
Оо

Ф(*. х ) =  ^ Р п (х )Г =
I 1 — 2 1х -\-1-

71 = 0
10- мустацил иш топшириклари

1. К,уйидаги Штурм — Лиувилл масаласининг хос сон ва хос 
функцияларини топинг:

у " - \ у =  0, у'  (0) =  0, у'  ( 0 = 0 .

Ж : =  0, У0( х ) =  1, К  -  -  ( у /  ,

у к(х) =  с о з - ^ - х ,  к =  1, 2, ... .

2. Лежандр]куп\;ад лари учун цуиидаги ргкуррент формула турри 
эканлигини исботланг:

(п +  1) Рп+Х {х) — ( 2 п + \ ) х  Рп (х) -г п Р„_, (х) =  О, 

п =  1, 2, 3 ........
11-§. Лаплас тенгламасини доирадаги чегаравий шарт билан 

ечишда узгарувчиларни алмаштириш усули
К,утб координаталарида берилган

д-и  . 1  ди . 1 д 1и  _ „
* * Г~ 1 г  ̂ гдг- г дг г- д ф- 

Л аплас тенгламасининг

и (г, ф ) \Г=К =  /  (с р )

чегаравий шартни каноатлантирувчи дойра ичидаги ечимини топишда 
Пуассоннинг

/ ч 1 Г (К2- г 2)Ли(г,  ф) =  —  /(О
2 я  ,) Я2 — 2Яг соз (/ — ф)

—я

формуласидан фойдаланилади.
М и с о л . Ю:^оридаги Лаплас тенгламасининг

“ ('■- ф) |г—1 =  2 5111 Ф

чегаравий шартни каноатлантирувчи г <  1 дойра ичидаги ечимини 
топинг.



Е ч и ш .  Пуассон формуласига кура:

: (г ф) =  —  Г 2(1 ~  =  1 — г* ь м п |( /  — ф) т ф !  (II _
2 :1 , 1  1 — 2 г соъ (I — ф) -4- г- л  ,] 1 — 2 г соз (I — ф) — г2

—Л —я
л

_ (1 — г-) со< ф Г* Мп (<— ф) &1
л ,: 1 — 2 г соа (I — ф) — г 1

л
(1 — г-) ч]'п ф 1* <тк (! — ф) <Ц

1 т -л 1 — 2 соъ (/ — ф) — г-
—л

(1 — г -’) го> ф ! , (1 — / -) Ч1П ф ,
1 ' 1 11-

Энди / ,  ва У, шпегралларни хисоблаймиз.
Агар / ,  интегралда сурат ва махражии 2 г га купайгирсак, ин

теграл осой хисобланадн:

Л = 7 "  I - ■ 2г?МП (/~ фЫ'----- - =  1п (1 — 2 л соз (/ —• Ф) — г")!"1 =
2 г ,■ 1 — -  г со> (Г — ф) — 2 г 1-л

—д

=  —  ( 1Г| ( 1 —  2 Г СОХ (л —  <| ) г )  —  1п ( 1 — 2г С 05(—  л —  ф) — г® ) ) = 0 .
2 г
/ 2 ннтегралии хисоблашда аввал интеграл ости фупкцияспни

— 2 г га куиайтприб буламиз, ксйин суратга 1 — г'1 ни кушиб айи- 
рамиз, ш\ билан бирга

ГГ
’ с1х л

, (Я +  2 оЬ со> х -  Ь- |н- — Ь?| 
и

эканини эътиоорга олсак:
п

У ,  = ------------------ —  \  ( 1 - ^ с о М / - Ф  =

л

I
1 — 2 гсп- (С — ф) --  /•-’

л л
1 Г I 1 - '■■г- Л л — ---------  ( ----------------------------------  = -------

2 г ,] 2 л 1 — 2 л со--(? — ф) — г- г
—л —л

, 1 - - с3 2 л л , л (1 — г-)
2 г 1 — г- г г (1 — г2)

Демак,

и  (г, ф) =  1 ~ Г~ 51П Ф +  — 51.1 ф =  2 Г 51П ф.
— г г

Шундай ^илиб, масаланинг ечими и (г, ф) =  2 г з т ф  булади.



11- дарсхона топшириклари
д2и , 1 ди , 1 д-и _^
дг2 г дг г- д Ц.1

Лаплас тенгламасининг берилган чегаравий шартни каноатлантирув- 
чи дойра ичидаги ечимини Пуассон формуласидан фойдаланиб то
пинг:

!• “ 1г=а =  5‘п3(Р-
3 /  г \ 3

Ж : и (г, ф) == — г 51П ф — 4 — з т З ф .
а \  а )

2. и |г=5 =  2 з т 3ф 8.

Ж : и {г, ([) =  8 -^ -г зт ф  — 8 ( ^ з т 3ф.

/ 1- мустакил иш топшириклари
д2и , 1 ди , 1 д2и _  д 
дг2 1 г дг г2 дц -

Лаплас тенгламасининг берилган чегаравий шартни каноатлантирув
чи дойра ичидаги ечимини Пуассон формуласидан фойдаланиб то
пинг:

1. и |г_ 2 =  5 51П ф.
5

Ж : и (г, ф) =  — Л51П ф.

2. и \г=1 =  51П3ф.
Ж . И (г, ([) ~  3 51*П ф — 4л351ПЗф.

12"§. Доирадаги чегаравий шарт билан берилган Пуассон 
тенгламасини ечиш

Ушбу
д'2и , д2и , ,  ч
Т г ± Т 7  у)дх2 “ “  ду2

Пуассон тенгламасининг

и Iхг к* ®
шартни каноатлантирувчи ечими

и(х, у) =  у (х, у) +  к ( х ,  у)
куринишда кидирилади. Бу ерда V (х, у) функция Пуассон тенгла
масининг хусусий ечими ва ы)(х, у)

д 2ю  , д 2ы
=  0

дх2 ду-
Лаплас тенгламасининг

Ю |л-«+л«=Л» 0
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чегаравий шартни каноатлантирувчи ечимидир. 
л» д2и , д 2и ,М и  с о  л . -------- 1-------- =  — 4 П уассон тенгламасинингдх2 0у2

чегаравий шартни каноатлантирувчи ечимини топинг. 
Т енгламанинг хусусий  ечими

чегаравий шартни каноатлантирувчи ечимини топамиз. Бу ечимни 
топишда

X =  ГСОЗф, у  =  Г51Пф
деб олиб, кутб  координаталарига утамиз, у ^олда ш(х, у)

шартни каноатлантирувчи ечими булади . да (х, у )  ни топишда П уас
сон ф оумуласидан фойдаланамиз, яъни:

V (X, У) =  -  X2 — у -
булади , чунки

®  |л;«+</*=9 0  |а'+(/2= 9  ' ^Х ~ У ') \ х г+ У г= 9  ^

д 2̂ ' 1 д2т 1 д2т 
дг- г д г- г2 д ф2

Л ап лас тенгламасининг

Л

&(г, ф) =  т— Г 92 л I 9 — 6 г соз (I — ф) 4* г2

9 (9 -  г2) Г 
2 л .)

—л
.] 9 — 6 г соз (I — ф) +  г2

л

эканини эътиборга олсак,

еки

ш>(х, у) =  9.
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Д ем ак , и [х, у) =  V (х,\у) +  м{х, у) =  9 — х'2 — у 2 экан .

12- дарсхона топшириги
д-и . д -и  __

дх2 ду3 ^

Пуассон тенгламасининг

и |х2+1/!=16 О
чегаравий шартни каноатлантирувчи ечимини х2 +  у- <  16 дойра 
ичида топинг.

. . .  . . г-4 16 р1 (16 — л2) з т  2 / й1
Ж : и(г, ф ) = — — 5 ш 2 ф + —  I — ------- -------— —  .

24 л  ^  16 — 8 г соз (/ — ф) +  г2
—я

К у р с а т м а .  (х\ у) Д екар т  коордипаталар системасидан (г; ф) 
цутб координаталарига уи ш г.

12- м устаки л иш топшириги  
д2и . д 2и , г> / ■>
—  +  " г г  =  1 2 (х -— у )
дх2 д у2

П уассон тенгламасининг 1 <  г <  2 ^ал^ада

и |г=1 =  и |г=2 =  О 

шартларни каноатлантирувчи ечимини топинг.

Ж : и (г, Ф) = ( 1 7  г4 — 1 2 9 г2 +  — ^
17

13-§. Турри туртбурчак шаклидаги мембрананинг эркин тебраниш 
масаласини узгарувчиларни ажратиш усули билан ечиш

Турри туртбурчак (0 <  х  <  I, 0 <  у  < т )  ш аклидаги мембрананинг 
эркин тебраниш тенгламасини

дги __ 2 / д2и д2и \

д12 "  I дх2 ^  д у 2 }  

и\х=0 =  и\х=1 =  и ! ^  =  и\и=п =  0

чегаравий ш артларда ечиш учун  узгарувчиларни алмаштириш усули- 
дан фойдаланилади. Б у ечим

00 со , ---------------------

и{х, у, о = 2  2  (■А■*."С05л а У  ( у) 2+ +

к, т

куринишда булиб,

*=1 п=1 ' \ I 1 \п

+  Вь т 51ПЛ а у/  |2 +  |2 ^  5;п ^  з1п

. 4 "г Г / Ч • • ЛПг 1 <
Ак п =  Г  Ф 31П —  51П—  й ь й г ,  я,п 1т  .1  ̂ 1 тО О
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~  ---------------------------------- ” ^ , . . .  л*и . лпг . .
Вк „ =  . - ,/ 7 7 1  Г7ТГ I Г 1|>(у. 2)31П —  51П —  Ш гтя а / т  \ П ± ) 2  ■ ( - ! >  ]  ^ 1*, ( У ’ 2 )5 Ш  I 

} \ 1  ) ' \ т  )  0 0

формулалар буйича хисобланади.

М и с о л . Ю коридаги масалани ф(а‘, у) =  з т  з т  —1у ва
I т

4 (л ;,г/ )= 0  булган  ^олда ечинг.
Е ч и ш : 1)з(х, у =  0 булганидан Вк п =  0{к, п^N ) булади. 
Энди Л к п ни хисоблаймиз:

т I
л 4  Г Г • оя^ . олг . лагу ллг , ,Л. — — 5 1 П -------51П ----- 5 1 П -----81П ----  йойг.
к' п 1т 1 / т I т

А гар  к ф 3, п ф  8 булса, Ак п =  0 . Ш унинг учун  Л3 ,8 ни хисоб
лаймиз:

.  4 . „ З л г  . „ 8 л ?  , ,
Л о , =  — \ 51П-—  51П- —  йойг —

зл 1т  ■ .1 I т  о о

=  — 1* (1  — соз \ — соз ) йг —1т •’ V I ]  . IV  то
1 [  . бл:1 / у | т 16лг- V — 31П ------- г  — -----  51П ----

1 т 1 / / 6л ]о [  Ю л т

=  Г  [/ — 0] • [/« — 0] =  1.1т
Д ем ак ,

и (х, у, 0  =  Л , „ сохл а Л/  Л  -I- 1 з т  —  з т  8—  
3-8 У /2 ^  т* I т

ёки

и{х, у , =  созл а Л /  Л  л . Ё5 {з т  —  з т  — .
Г /2 1 т* I т

13- дарсхона топшириги

Мембрананинг
д 2и  „ [ д 2и  , д*и\— а2 1 '
дР \дх2 дуг]

эркин тебраниш тенгламасининг

и , =0 =  их=х =  ии_  ̂ = ’ы|у=1 =  0, 

и{х, у, 0) =  ху(  1 — х) ( 1  — у),

дЛ\ = 0
<3/ ) ( а ;  у ;  0)

чегаравий шартларни каноатлантирувчи ечимини топинг. 
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Ж: и (х, у, 1)
ГА04 V-1

2  соз У  ( 2 т  +  Г)2 +  (2п +  I)2 л а1
-Л-1

X
т=0 п=О

мп (2т -4- 1)х Мп (2п 4- 1 )у 
_  (2т — I)3 (2л +  1)3 ’ 

[13- м устаки л иш топшириги

Мембрананинг

^  = а г ( дЛ  +  ^1\
\дх2 ду2)

эркин тебраниш тенгламасини чегаравий шартлар] 

(Ы|,=0 =  “ \у=0 =  “ |л=1 =  “ 1^1 =  °-
ы (*, у, 0) =  О,

ди
д1 х у (  1 — х)(1  — У)

(ЛГ, у, 0)

булгандаги ечимини топинг.

16 00 00
Ж: и (х, у, () V  V  *’п (2 т  л - ' ) *  у  у{п <2п +  ^ У х

Л7а^ 0 ^ 0  (2т I)3 ' (2п -г I)3

X 51П п  а с  У"( 2 т  + I)2 4- (2л - - I)2 
У  (2т 4-Т)* ~  (2« -г 1)*
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ОПЕРАЦИОН ХИСОБ

Назарий мавзулар ва амалий машгулотлар

Операцион хисоб математиканинг мухим булимларидан биридир. 
Физика, механика, автоматика, телемеханика ва электротехниканинг 
купгина масалаларини ечишда операцион ^исобнинг усулларидан фой- 
даланилади. К,уйида операцион ^исобнинг асосий тушунчалари ва 
унинг баъзи дифференциал тенгламаларни ечишга татбиклари билан 
танишасиз.

1-§ . Лаплас алмаштириши. Оригинал ва тасвир.
Энг содда функцияларнинг тасвирлари

Фараз к,илайлик, ^а^икий узгарувчининг /(/) комплекс
функцияси берилган булсин. Баъзан [(() функцияни чексиз ( —
+  оо ) ораливда аникланган, лекин I <  0 да /(/) =  0 деб хисоб
лаймиз.

/(/) функциянинг Лаплас алмаш тириш и  деб, /? =  5 +  I т(5  > ’0, 
г  — ^акикий узгарувчилар) комплекс узгарувчининг

ПР) =  Ь (  1)е~р‘ си (1.1)
о

формула билан аникланадиган Р (р) функцияга айтилади.
(1.1) тенгликнинг унг томонидаги хосмас интеграл Лаплас ин

тегр ала  деб аталади. Бу интеграл я^инлашувчи булиб, бирор Р(р) 
функцияни аниь;лаш учун [(() функция куйидаги шартларни ^аноат- 
лантиради деб фараз ^иламиз:

а) /(О функция узлуксиз ёки I > 0  даги ихтиёрий чекли ора- 
ликда чекли сондаги I тур узилиш ну^таларига эга;

б) I нинг манфий ^ийматларида нолга тенг, яъни / <  0 да 
/ ( 0 ^ 0 ;

в) шундай М  >  0 ва з0 >  0 узгармас сонлар мавжудки,

1/(01 < М е'°‘

булади. 50 сон /(/) функциянинг усиш курсаткичи  деб аталади.
в) шартни барча чегараланган функциялар, масалан, з т /  ва 

соз I лар ^аноатлантиради, улар учун ?„ =  0, | / (х) \ =  М  деб олиш 
мумкин.
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Шу шартнинг узини барча 1к(к >  0) даражали функциялар хам 
каноатлантиради, чунки уларнинг хар бири е (50 =  1) курсаткичли 
функциядан секинро^ усади.

{ < 0  да /(/) =  0 талаб шунинг учун хам киритиладики, физика 
ва техниканинг купчилик масалаларида I аргумент вакт сифатида 
каралади ва шу сабабли вактнинг бирор бошлангич моментигача 
[(() функция узини ь^андай тутишининг а.\амияти йук.

а), б), в) шартларни каноатлантирадиган исталган функция ори
гинал (ёки прообраз) деб аталади. (1.1) формула билан аницланади- 
ган Р(р) функция / (/) ф унщ иянинг тасвири  (ёки образи) деб ата
лади. /(/) оригиналнинг тасвири Р (р) булса, бундай ёзилади:

р  (р)\-+ / (0  ёки Р (р) =  I  { / (0 }•

/(/) оригинал Р (р) таевирга эга булса, бундай ёзилади:
{(1)*-Р {р).

(« -> »  белги хамма вакт оригиналга ка раб йуналган.)
Агар функция а), б), в) шартларнинг хеч булмаганда биттасини

каноатлантирмаса, у  оригинал булмайди. Масалан, — ва функ

циялар оригинал булмайди, чунки улар учун а) шарт бузилади: ик- 
кала функция ^ам II тур узилиш ну^таларига эга.

е1 функция ^ам оригинал булиши мумкин эмас, чунки унинг учун
в) шарт бузилади: /->- оо да у  исталган М  ва 50 да М е5о< функция
дан тезрок, усади.

(1.1) таърифдан фойдаланиб, ^а^и^ий узгарувчининг бир катор 
элементар функцияларининг тасвирини топамиз.

1 - м и с о л .  Хевисайд бирлик функцияси
„ / а  =  ГО, агар I <  0 булса,

\ 1, агар  булса

нинг тасвирини топинг.
Е ч и ш .  Хевисайд функциясининг графиги 2 .1 -шаклда тасвирлан- 

ган. т](0 функция оригиналнинг юкоридаги шартларини клнолтлаи- 
тиради, унинг тасвирини (1.1) формула буйича топамиз:

ОО
Р(Р) -  |  е~р1[(1)<11 

= ] е - « с и  =
о

е~р‘ \СС= 1  
Р ° Р 

К ер =  5 > 0  дан 1-+
е~ри  0.

2 .1 -  шакл
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^акикатан ^ам, агар \е р'\ =  \е 4 + ,г‘\ =  е ‘5'( с 'г‘\ =  е 5'!со$г/ +

+  |51пг/1 =  е 5/(со$2г{ +  51П2г/) =  е~ я булса, у  холда I —->-оо ва
5 =  Кер >  0 дан I -»- оо булганда е_ я (->-0 га эга буламиз. Шундай 
килиб, г] ({) Хевисайд бирлик функциясининг Кер — з >  0 да Л аплас

интеграли якинлашади ва унинг Р(р) тасвири — функция б\лади,
[ '  Р

яъни ----- ёки 1 *------- .
Р Р

2 - м и с о л .  Ушбу курсаткичлп функциянинг тасвирини топинг:

[<() =  а гаР. ? < 0  булса,
\еа1 , агар, I >  О булса,

бу ерда а  — комплекс сон.
Е ч и ш .  Берилган функция оригиналшшг юкоридаги шартлариии 

цаноатлантиради. Унинг тасвирини (1.1) формула билан топамиз:

Р(Р) =-= ?  е - р ,е*< 11=  ?  е~{р~а)*41 =  
о о

ос 1

— (р — а) 
Демак. берилган функция учун

I

о р — сс
(Ке (р — а) >  0).

еа1^ — :1 (Я е р >  Ке а)

га эгамиз. Шунга ухшаш,
1

е~а1 ------ (Кер ■> К е(— «)).
р а

3 - м и [ с о л .  Ушбу функциянинг тасвирини топинг:
: п\ _  (0, агар  / <  0 булса,

{соно/, агар булса,
бу ерда со — хакикий сон.

Е ч и ш .  Берилган функция оригиналшшг юкрридаги шартларини 
цаноатлантиради. Унинг тасвирини (1,1) га асосан топамиз:

ОС ос

Р  (р ) =  ]  / (0  е~р1 й1 =  ( г _р/со5 о)/ (Ш =
о о

=  ] ' е~г , . \  [еш  +  е~‘ш \ 41 =  1  ] ' е-  ц  +
о с

■ 1 '  ■ 1 '2 ^ 2 р —  /со 2 р +  (ш
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1нтеграллаш натижасини соддалаштирио,
:р

/)2 —  (О2

ни хосил киламиз. Ш унга ухшаш, ушбуми хосил киламиз:
со

51ПЮ* ------------ .
р 2 - -  со2

4- м'и’с о'л . Ушбу функциянинг [оригиналини топинг:

ПО — (0. агар I <  О булса,
[з1ко I, агар I >  0 булса,

б\' ерда со — хакикии сон.
Ь ч и ш . .Маълумки, ь!ко I =  — (<?“' — е 0)1),

2
ш\ сабабли тасвнрнн ушбу формула буйича хиеоблаймпз:

сс х  , х
Р{р) =  1 д.1 =  ~ I (V0' — б""01 )(1/ =

о 6 б

О “ 0 к г

Ш >ндан килиб,

Ш унга ухшаш,

зЬ со/ -<-------- --—  (Кер >  |Кею1).
р2 — 0)~

сЬ ю г ------------- (Ке р >  |Ке ш1).
р- --- <0-

5 - м и с о л .  Ушбу даражали функциянииг орпгииалшш топинг:

I (I) =  10» а гаР  ̂ <с 0 булса,
1 1п, агар I >  0 булса

Е ч и ш .  (1.1) формулага асосан
ОС

Р(р) =  \ Г е ~ р‘ с11
о

п марта булаклаб интсграллаб] ва Ке/з >  0 да П т Г е = 0  (& =  

=  1, п) эканини хисобга олиб.
► Оо

Т Г е - Щ  =  — г,
6

ни хосил киламиз. Шундай килиб,
П ’

г
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Хусусан, п =  0 булганда

1 —

га , п — 1 булганда / -----га эга буламиз.
Р2

Пировардида Р(р) тасвир чизиклилик хоссгсига эга эканлигини 
айтиб утамиз, яъни:

а) агар С — сопз! ва {(1)+ -Р (р )  булса, у  холда

С [(()-<- СР (р); (1.2)
б) агар А (/) Р г (р) ва /2 (/) Р 2 (р) булса, у  холда

М О  +  Ш * ~ Р 1(Р )  +  Р 1 (Р).
Бу муносабатлардан ушбу натижа келиб чикади:

С1/1(0 +  Са/2( 0 +  . . .  + С П[П(1)+ -С 1Р 1 (Р) +  С2Р ,(Р )+  • • •  +
+  СпРп{р).

Чизиклилик хоссаси (1.1) дан ва интегралнинг чизиклилик хосса- 
сидан куйидаги келиб чикади:

00̂  00
[' С/ (/) е~р1(1( =  С 1' 1(1)е~р1й1 =  СР(р), 

о о
бундан (1.2) формулани хссил келамиз:

С Н О ^ С Р (р ).
Асосий оригиналлар ва тасвирлар жадвали:

2 .1 -  ж а д  в а л.

л» / (<) оригинал Г (р) тасвир

1 1
1

Р

2 (п
п\

Рп + 1

3
1

р — а

4 м п со/
со

р 2 +0>2

5 соз со 1
р

р 2 +  со2

6 зЬ со/
(0

р 2 — ш2

7 сЬ со /
Р

р 2— СО2
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1-дарсхона топшириклари
1. !( 1 ) = е 'х( 51П о)1 функциянинг тасвирини таърифдан фойдала

ниб хисобланг.

Ж ; Р(Р) =  ~------—  •
(р —  а ) 2 + ш 2

2. Чизикутилик хоссаси ва тасвирлар ж адвалидан  фойдаланиб, 
куйидаги  ф ункцияларнинг тасвирларини топинг:

а) / (0  =  а‘ \ ;г )  / (0  =  4/- — 2/ +  3;
б) / (0  =  4 — 5 е 2'; д) [(() =  соз3 {.
в) / (0  =  2 51 п 21 +  3 зН 21;

Ж: а) Г(р) =  —1 — ; б )Р (р )  =  - -
о— 1па р р— 2

ч и/  ч 4 I 6  ч г /  ч 8 2  ! 3
в) ь ш  т  > - 4 ; г) ^ 1м  ' ' -  ?  +  7 : 

д ) ^ ( р ) = 1 - р
4 р*-\-9 3 р2 +  1

1- м устаки л ши топшириклари

1) [(() =  с'1’ с05 Ш функциянинг тасвирини гаърифга кура то
пинг.

Ж : Р(р) =  р ~ ■? ----- .
(р— а ) 2 4 -  со2

2. Чизиклилик хоссаси ва тасвирлар ж адвалидан  фойдаланиб, 
цуйидаги ф ункцияларнинг тасвирларини топинг:

а ) / (0  ~  Р +  4 соз 21,

б) / (0  =  1  з т  31 — 5;

в) 1(1) =  соз'2
г) / (0  =  соз 21- з т  31.

г ,  ч 1 3 !  . 4р  , ,  г . , 1  ̂ г' 
ж : /=■(/?) -  -  — +  —— о) /Чр) =  -

Л гг л 2 -. 4 33 р ! р2 -, 4 3 р 2-;-9 р

. ,, , . 1 , 1  Р Ч с  / ч 1 / 1 I 2 5В) /• (/?) =  — +  -  • г) /• (р) -  1 -----------
2р  2  р 2+ 4  2 \ р 2 — 1 р 2+ 2 5 ,

2 -§ . Операцион ^исобнинг асосий теоремалари

1-§ да биз тасвнрларнинг чизиклилик хоссаси билан танишдик. 
Б у параграфда эса биз Л ап лас алмаштиришининг асосий хоссалари 
билан танишишни давом эттирамиз.

1. У х ш а ш  л и к  т е о р е м  а с  и (эркли узгарувчи масштабининг 
узгариш и). Агар [({)+ - Р (р) булса, у  холда а  > 0  булганда



/(а()+ -  ̂ }{аГ)е~Р1 й1.
о

Бу интегралда а1 =  г, сИ =— деб, куйидагшш хосил киламиз:
а

-  И-г
I(а1) ■*— -  I Ц г)е  “ </2 =  ± ^ / М  

а ,) а \а )
о

Шундай килиб, оригинал аргументининг а  мусбат сонга купай' 
тирилиши тасвпрни ва унинг аргументини шу а  сонга булинишига 
олиб келади.

2. К е ч  и ки ш  (ёки силжиш) т е  о р е м а  си.  Агар

К О ^ Н р )
булса, у холда  т >  0 булганда

1(1 Т) ч - с - ^ с Р(р)
булади.

И с б о т  и. Л аплас алмаштириши таърнфига кура

/ ( / - т ) + -  ( е~* /(/ — т) й(. 
о

Бу интегралда I — т =  г, с11 =  йг деб олиб, куйидагшш хосил ци- 
л ам и з:

/ (/ — т) -<—  ̂ е - ( г )  йг =

И с б о т  и. Лаплас алмаштириши таърнфига кура:

=  е~рх  ̂ е~рг [ (г )й г  - е~Р1 \ е - р- [ (г )й г  —
— Т —X

оо
+  | е~рг[(г)с1г — е~~рх Р(р),

о
о

чунки биринчи интеграл  ̂ е~рг [(г)й г  =  0 ( г <  О да /(г) = 0 ).
— I

Демак, оригинал аргументининг т мусбат микдорга кечикиши 
тасвирнинг е-рт га купайтирилишига олиб келади.

1-м и со  л. /(О — ( I — I)2 оригиналшшг тасвирини топинг.
Еч иш.  Тасвирлар жадвалидан даражали функция учун п =  2 

булганда
2

Р3



V2 ~  1) -  4  е-Р .рз

3. С и л ж и ш  (ёки суниш) т е о р е м  а с  и. Агар  /(/)-«- Р (р) булса, 
ц \олда исталган а  да

аа‘ Н 0 * - Р ( Р - * ) .
И с б о т  и. Да^икатан хам,

еа'/ ( 0 — ] ' е~р‘ е - х‘ ^  е~ {р~а)‘ 1 ({)с1( =  Р (р  — а).
о о

Шундай килиб, оригиналнинг еа< функцияга купайтирилиши р эркли 
узгарувчининг а  га силжишига олиб келади.

2 - м и  с о  л. [(I) =  еа<81П со/ оригиналнинг тасвирини топинг. 
Е ч и ш .  Ж адвалдан

, СО 
51ПС0ГЧ-----------------

Р2 4- со2

г ! эгамиз, у ^олда
. '*л 

в 5 1 1 1(0 ^-* -

га эгамиз. У  з^олда кечикиш теоремасига асосан а = 1 булганда

(р —  а ) 2 -)- со2

Шунга ухшаш,
а/ .е соз со / -

(р  —  со)2 +  со2

4. П а р а м е т р  б у й и ч а  д  и ф ф е р  е н ц и а л л а ш т е  о р е м  а с и.
Агар

!((, х) ч -  Р (р, х)
булса , у  холда

д[ ((, х) ( дР  (р , х) 
дх дх

И с б о т и. Хакикатан .^ам,
00.

Р (р , х ) =  I е~р‘ [((, х)(И 
о

булганлиги учун интегрални л: параметр буйича дифференциаллаб,

дР  « .  х) =  е - Р1 д { {I, х) ^
дх 3  дх

о
ни хосил киламиз, бундай,

д( ((, дг) дР  (р ,  х)
дх дх

Бу хосса куп  сондаги тасвирларни хосил килиш имконини беради.
3 -м  и со  л. ((() =  Г  оригиналнинг тасвирини топинг.
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Е ч и ш .  е“<ч_—-—  мосликнинг иккала томонини а  параметрр — а
буйича дифференциаллаб, цуйидагиларни ^осил киламиз:

( е а‘*-------- ------ ; 2
(р —  а ) 2 (р —  а ) 3 

-а ‘  3 !  - • *п м I . ______ Ц}_*»е" ч--------- ----- ; Г  еа
(р — а)* ' ‘ ’ (р — а)п+]

4 - м и с о л .  Д/) =  /соз со/ ва Д 0  =  /5тсо/ оригиналларнинг тас- 
вирларини топинг.

Е ч и ш .  з т  со / -<----------—  ва соз со(-<-------- - -----  мосликларнинг
р а +  со2 р 2 4 -  и)2

иккала томонини © параметр буйича дифференциаллаб,
, , р 2 +  ш2 —  2  0)2 2 р 0)
/ соз со / —------ ------------  ва I зш со I •*— (-

( р 2  _|_ 0)2)2  ( р 2  , р  о)2)2

ларни х;осил циламиз.
5. О р и г и н а л н и  д и ф ф е р е н ц и а л л а ш  т е о р е м  а с  и. Агар  

[({)-<— Р (р) булиб, /' (() оригинал булса, у  \олда
г  Ц ) ^ р Р { р ) ~ ! ( 0) 

булади.
И с б о т и .  /'(О ^осила учун Л аплас алмаштиришини ёзамиз:

Г  ( О - Г  Г (1)е~ Р(<И.
О

Булаклаб интеграллаб ва ы =е~~р\ йи =  — ре~р1(11, йи =  [' (()<!{,
V =  ДО деб олиб,

Г (0 ч- / (0 +  Р Т / (0 Л  (2.1)О
ни ^осил к;иламиз. /(/) учун 1-§ даги в) шартга асосан

ДО < Л 4е50'
га  эгамиз, шу сабабли, агар  Ке р >  50 булса, у  х;олда I -> оо да 

1 Д 0 е_р/| < М е (5“_Кер)' - ^ 0 .

Н атижада (2.1) мосликда биринчи кушилувчида — ДО) колади ва
(2.1) муносабат узил-кесил ушбу куринишни олади:

Г ® + - р Р ( р ) - № -  М
Хусусан, агар ДО) =  О булса, у ^олда

Г  (0  +-рР(р)-\
Теоремани такрор татбии, этиб, куйидагиларни ^осил ^иламиз:

г  {() ч -  р  [рР (р )  -  / (0)] -  г  (0) =  Р*Р ( р ) -  р !  (0) -  Г  (0),
Г  (0  р [р'Р (р) -  р№  -  Г  (0)1 -  Г  (0) =  р 3р  (р) -  

- р 2Д 0 ) - / > П 0 ) - П 0 ) .



(2 .2 ) формулани п — 1 марта т а т б щ  этиб, куйидаги  умумий 
формулани ^осил киламиз:

г  (о  + -р " р  (р) -  Рп~' / (0) -  г 2 Г  (0) -

— Рп~3 Г  (0) — • • ■ — (0). (2.3).
Хусусий ,\олда функциянинг ва унинг ^осилаларининг барча 

бошлангич кийматлари нолга тенг булганда

Г « ) ^ р пг  (Р)
ии хосил циламиз.

Ш ундай к^илиб, бошланрич кийматлар ноль булганда оригинални 
/!-карра дифференциаллаш унинг тасвирини рп га  купайтириш га кел- 
тирилади.

6. О р и г и н а л н и  и н т е г р а л  л а ш  ^ а ц и д а г и  т е о р е м а .  
Агар

П ( ) ^ г ( р )
булса, у  холда

* Р (р)
\!(1)41< -------— . (2.4)
о Р

I
И с б о т  и. Дифференциаллаш теоремасини ( / (/ )с11 оргиналга тат-

'о

бик этамиз ва

17(0 м +-0{р )
о

деб белгилаймиз.

(7 (0  Л  ) ■+-р С (р)— \ / (() <И (2.5)
. о / о '

С / (0  41 ] = / ( 0  ва 1 7 (0  л  =  о булганлиги  учун  (2.5) форму-
■ О / О

ла цуйидаги куринишни олади:

} ( ( )+ -рС(р). (2.6)
Бирок ш артга кур а

! ( ( ) ^ Г ( Р ) .  (2.7)
(2.6) ва (2.7) ни таккрслаб , куйидагини .чрсил киламиз.

р С (р ) =  Г  (р),
бундан

С(р) =  1 М '  (2.8)
р

яъни
‘ р (р)
| 7 (0  41+------ —  .
о Р



Д емак, оригинални 0 дан г гача интеграллаш тасвирни р га  булиш- 
га келтирилади.

7. Т а с в и р н и  д и ф ф е р е н ц и а л л а ш  т е о р е м а с и .  Агар  
[(()■*- Р (р) булса, у  холда

- т О ^ Р ' ( р ) .  (2.9)
И с б о т  и. (2.9) формулани ^осил килиш учун

Р (Р) =  Г / (0  е~Р‘ М
О

функция р параметр буйича дифференциалланади:

Р' (Р) =  ?  / (0 (—  0  е~Р‘ (11,
о

бу эса — 1 { ( 1 )* -Р '  (р) эканлигини англатади. Шундай цилиб, тас
вирни дифференциаллаш оригинални — / г а  купайтнришга келти
рилади.

Масалан, (2.9) формулани
1 -<— —

Р
мосликка кетм а-кет татбиц этиб, куйидагиларни хосил киламиз:’

< 1 < 1— {<-----------, яъни /->-------;
Р2 р 2

о 2 0
— /2-<------ , яъни /-->-—  ва х. к.

Умуман /п
Рп~ ] ’

00
8. Т а с в и р н и  и и т е  г р а л л а ш т е о р е м а с и. Агар | Р{г)с1г

р
интеграл якинлашувчи ва }{1)-^-Р(р) булса, у холда

/(О
—  •«- ( Р (г) йг,

1 р

яъни тасвирни р дан оо гача интеграллаш оригинални  ̂ га булиш- 
га мос келади.

с  г /̂ \ 51П /5 - м и  с о  л. / (/ ) = —— оригиналнинг тасвирини топинг.

Е ч и ш .  зт / -* ------ -—  ва
Р2 +  I

22 +  1 
Р

булганлиги учун

б.г ,
— агсстд 2 =  — агсс!§  оо +  агсс !§  р =  агсс1§ р

агсс1§р. (2 .10)

Агар (2.10) формулага оригинални интеграллаш хакидаги теоре
ма татбик этилса,



Г у‘п 1 агсс^  Р 
.! ( ро

М аълумкп, чап томонда турган интеграл элементар функциялар 
оркали ифодаланмайди ва элементар булмаган 311 (интеграл синус) 
функцияни аниклайди.

Келтирилган хоссалардан фойдаланиб, тасвирларнинг туларо^ 
жадвалини келтирамиз.

2.2- ж ад в а л

■V» [ (0 оригинал Р (р) тасвир

( 1 1
1
Р

2 1п
п\

рп+1

3 еа ‘
1

р — а

4 8111 Ш/
СО

р2 4- о2

5 СОЗ со/ Р
р2 +  О)2

6 зЬ со/
ш

р2 .— 0)2

7 сЬ со/ Р
р2 — СО2

8 са) СОЗ СО/ р — а 
(р — а)2 -)- со2

9 п1е 3111 СО /
со

(р — а)2 +  ш*

10 1п е а‘ п\
(р _  а)"+1

11 еоз со / р2 — со2
(Р2 +  (О2)2

12 / 31П со/ 2 р со
(р* +  СО2)2

13 51П (/ — а) с~ар — ---
Рг +  1
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Давоми

№ / (О  о р и ги н ал Р (р) та сви р

14 соз (1 — а) е- а р  , . Р .. 
Р2+ 1

15 5Ш 1 
1

агсс1§ р

16

1
Р 81П 1
З < ^0

агсс1д р 
Р

Операцион ^исобнинг асосий хоссаларини (теоремаларини) жамлаб 
келтирайлик:
1. Чизиклилик хоссаси: С1[ 1 (I) +  С2/2 (/) ч -  С 1Р 1 (р) +  СгРг (р).

2. Ухшашлик теоремаси: Да/)-*— — Т7 (— )
а. \ а /

3. Кечикиш теоремаси: /(/ — т )ч -/ г (р )-е "
4. Силжиш теоремаси: еа* [ Ц ) * - Р ( р — а).
5. Параметр буйича дифференциаллаш теоремаси:

агар Н{, х )+ -Р (р , х ) булса, у  ^олда —  ч-------.дх дх
6. Оригинални дифференциаллаш теоремаси:

г  Ц ) « - р Р ( р ) - Н 0 ) ,

/(п> (() ч -  рпР (р) _  рп- 1 ДО) -  . . .  -  /("_1) (0).
I

7. Оригинални интеграллаш теоремаси:  ̂ /(/)с7/ч- — Р(р)-
о

8. Тасвирни дифференциаллаш теоремаси: — //(/)ч - Р ( р ) .
ОО

9. Тасвирни интеграллаш теоремаси: ч -  | Р{г)йг.
о

2- дарсхона топширицлари  

1^уйидаги функцияларнинг тасвирларини топинг:

1. е-5<5Н5/. Ж: (Р +  5)2 — 25
/ 1

Р(Р2 +  1)

- 1)2 ег~х. Ж : — ------6
’ (Р -  I)3

4. ё~11 сН 7 1. Ж*.
(Р +  7)2 —  49
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5 (р2 +  4 со*) р*

2 - м у с т а щ л  иш топш ирщ лари  

К^'йидаги функцияларнинг тасвирларини топинг:

1. з т З ( / — 2). Ж :е ~ 2р —
Р2 +  9

‘ 1
2. | соз со I (П. Ж:

о

3. I соз/. Ж:

р2 +со2 

р2 — 1 
(Р2 +  I)2

4 . Ж: 1п р

5 . - ! ^ .  Ж: )п |/' > + ‘ ■
* Р

3-§ . Оригинални тасвир буйича топиш усуллари
Операцион ^исобда оригинални маълум тасвири буйича излаш 

учун ёйиш теоремалари деб аталадиган теоремалардан хам да тасвир- 
лар жадвалидан фойдаланилади.

Ё й и ш  т е  о р е м а  с и. Агар изланаётган  /(/) функциянинг Р(р)
тасвирини нинг дараж алари буйича даражали цаторга ёйиш 

мумкин булса, яъни
а0 С1\ 0-п

Р (р ) =  ~ + ~ 2 +  • • ■ + - Т Г 7 +  • ' • (3.1)Р Р2 рп+1

булиб, у  — < К  да Р(р) га ящ нлаш са, у  %олда оригинал цуйида- 
\р\

ги формула буйича топилади :

/(О =  «О +  а1 “  +  а г ^7 +  ■ • • +  ап ^7 +  • • • (3-2)

Бу цатор 1 >  0 щ й м а т л а р  учун яцинлашади ва I <  0 да / (0  =  0 
деб олинади.

И с б о т и .  Теоремани исботлаш учуй куйидаги учта шартларнинг 
бажарилишини курсатиш етарлидир:

а) (3.2) тенгликнинг унг томонидаги цатор барча / ларда я^ин- 
лашади;

б) унинг / (0  йигиндиси оригиналнинг б) шарти

1/(01 <
ни цаноатлантиради;

в) /(/) ва Р (р) функциялар орасида
‘/ (0  + -Р (р )

операцион мослик м авж уд .
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(3.1) каю р Р (р) функция учун Лоран катори эканлиги ва 
у  |/?|> —  да якинлашувчилиги сабабли якинлашиш со^асидаги ис- 

талган р да якинлашишнинг зарурийлик аломатига асосан

Пт -1М  =о.
о |рГ+‘

Бироц, бу холда каторнинг барча хадлари

тенгсизликни цаноатлантирадиган исталган р учун уз навбатида

<  к |  / ?Г ’ <  м (3 .3)
|рГ +

тенгсизликни каноатлантириши лозим, бу ерда М  >  0 — узгармас 
сон. (3.3) тенгсизликдан (3.1) катор коэффициентларининг модуллари 
учун

1°'.' <  ф
ба^они топамиз, сунгра ни Я га  исталгаича якип килиб таилаш 
мумкин булганлиги сабабли, бу ердан

Ы  <  <3 -4>

бахо келиб чикади. Д ем ак, оригинални аиицлайдиган (3.2) катор 
хадларининг абсолют к,ийматлари (/ > 0  да)

| 1п I „  М I"
\йп л! | Я',+1 

бахони каноатлантиради Биро1\,

V  м  Л  — —  V  -1- (— X
Кп+1 я! _  К —  я! I /? )п=0

мкатор барча I лар учун я^инлашади ва унинг йириндиси —  ек га
Р.

тенг. Бу эса (3.2) катор \ам барча I лар учун яцинлашишини ва 
унинг [(() йириндиси абсолют киймати буйича мажорант катор 
йипшднсидан орти^ булмаслигини исботлайди, яъни

г а к # . *  (3.5)
К

Шундай цилиб, а) ва б) шартлар исбогланди, в) шартнинг бажари- 
лишини курсатиш учун Л аплас алмаштиришининг чизиклилигидан 
келиб чи^адиган исталган к да тугри булган



операцион муносабатни ёзамиз. Агар бу операцион муносабатда 
|р| >  —  деб олинса, иккала даражали каторнинг текис якинлашув-

чанлигига асосан к -* -о о да лимитга утиш мумкин ва шу билан 
учинчи шарт в) нинг туррилигига ишонч хосил килинади:

Г  (Р )+-?(()■ ' (3.7)
Ёйиш теоремаси исботланди.

1 - м и с о л .  Р(р) =  —  е р тасвир учун оригинални топинг. 
р

Е ч и ш .  Р (р) функцияни р (р Ф 0) комплекс узгарувчининг бутун 
текислигида ушбу Лоран каторига ёямиз:

I

р 5 »  п’-р,,+1 р 1!р2 2!р3
Ёйилма биринчи теореманинг шартларини каноатлантирганлиги са
бабли бу функциянинг оригинали куйидагича булади: ( ___

' т = : | <3. 8)
т

Бу каторнинг й и р и н д и с и  ноль индексли I тур Бессель функцияси ор- 
Кали ифодаланади. Бессель функциясининг г нинг даражалари буйича 
цаторга ёйилмаси цуйидаги куринишдадир:

1-Г
а д = . 2 < - 1  <3 9 >

П~0

Хакикатан хам, (3.9) катор г -- 2 У I  булганда (3.8) каторга аила- 
нади. Шундай килиб, _

/(/)]= /0 (2 УТ)
ва биз кунидаги операцион муносабатни хосил киламиз:

_  \_

1й{ 2 \ ' Т ) ^ - е  р .
Р

Энди р нинг каср’  рационал функцияси булган тасвирнинг, яъни

Р(р) =  2 М .  
р (р )

нинг <2 (р) ва Р (р) р га нисбатан мос равишда гп ва п даражали 
(,т < п ) купхадлар оригиналини топиш усулини курсатамиз.

Агар Р(р) махражнинг барча илдизлари маълум булса, у  холда 
уни энг содда купайтувчиларга ёйиш мумкин:

Р  (Р) --- (Р —  Д )*1 {р —  Р *)*' • • • (Р —  Р г ) к г ,
бу ерда

к\ +  к2 +  . . .  +  кг =  п.
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М аълумки, бу >;олда Р (р) функцияни куйидаги куринишдаги энг 
содда касрлар йигиндисига ёйиш мумкин:

( Р - Р ,Г ' _5+1
бу ерда / индекс 1 дан г гача булган барча кийматларни, 5 индекс 
эса 1 дан к) гача булган барча кийматларни кабул цилади.

Шундай килиб, Р (р) ни куйидаги куринишда ёзамиз:

Р(Р) =  У . У . -------- % ■  ■ . (3.10)
%  ^  (Р - Р 1 ) к' - $+Х 

Бу ёйилманинг барча коэффициентларини

А‘$ =  И т (З-П )( 5 — 1) !  р _ р ;.

формула буйича аншугаш мумкин.
А-3 коэффициентларни аншумш учун (3 .11) формуланинг урнига 

интеграл кисобда рационал касрларни интеграллашда к,улланилади- 
ган элементар усуллардан фойдаланиш мумкин. Хусусан, бу усулни 
Куллаш Р (р) махражнинг барча илдизлари туб ва жуфт- жуфти би
лан кушма булганда максадга мувофикдир.

Агар Р(р) нинг барча илдизлари туб, яъни 
Р{Р) =  (р — Рг)(Р —  Рг) • • • (Р — Р„). бу ерда 1 ф к  да р ,ф  рк 

булса, ёйилма соддалашади:

р  (Р) =  2  ’ бу ерДа А > =  • (3 ' 12) ^  Р - Р !  р (Р;)

Р (р) нинг у  ёки бу усул  билан туб касрларга ёйилмасиии тузишда 
/(/) оригинал куйидаги формулалар буйича изланади:

а) Р{р) махражнинг туб илдизлари булган .\олда:

( 3 , 3 )

б) Р{р) махражнинг каррали илдизлари булган ^олда:

(3.14)
/=1 5=1 4 1

2 - м и  с о  л.  Р (р) = -------- - — ■— функциянинг оригиналини то-
р2 —  4 р +  8

пинг.
Е ч и ш .  р г =  2 +  2 1 ва р2 =  2 — 2 1  булгани учун, тасвирни 

оригиналлари маълум булган энг содда касрлар й и р и н д и с и  шакли- 
даги ёйилмасини топиш учун, элементар усуллардан фойдаланамиз:



р _  (р -  2 )+ 2  =  р — 2 2 
р2 — 4 р + 8 ( р - 2)̂  + 4 (р — 2)а +  4 (р _ 2 )2 +  4

2.2- жадвалнинг 8 ва 9 -формулаларига кура:

р 2 - е2/соз2(; -------- -------- •*- е2* 5 т 2 1 .
(р _  2)» + 4 (р  -  2)^+4

Шу сабабли
Р (р) = -------- -------  е '[ (соз 2 1  +  5т  2 /).

р2 -  4 р + 8

3 - ми  с о  л. Р (р) = —-—  функциянинг оригиналини топинг.
р3 — 8

Е ч и ш .  Яна интеграл хисобдан маълум булган касрлар ёйилма- 
сини топишнинг элементар усулларидан фойдаланамиз. Касрнинг 
махражи битта рг =  2 ^ацикий илдиз ва иккита ^ушма р2 — — 1 +  
+  1 У  3 ,  р3 =  \ — ь У 3 комплекс илдизга эга булганлиги учун 
(р2 ва р3 илдизларга р2 +  2 р  +  4 уч.\ад мос келади) берилган каср 
энг содда касрларга бундай ёйилади:

1 А ^  Вр + С
р З _ 8 р — 2 р2 + 2 р +  4 

А , В, С коэффициентларни топиш учун куйидаги айниятга эгамиз:
1 =  А (р- +  2 р  +  4) +  (р - 2 ){Вр +  С).

р — 2 деб, 1 =  12 А ни топамиз, бундан А .

рг олдидаги коэффициентларни нолга ва озод х;адни бирга тенг- 
лаб, цуйидаги оистемани хосил ^иламиз:

(А +  В =  О,
\4 А — 2 С  =  1.

Бундан В =  — А - —  , С =  2 А ----- - = ----- —. Шундай цилиб,
2 2 3

1 _  1 1 1 р + 4 _  1 1__

Демак,

Р(р) =

12 р — 2 12 р2 + 2 р +  4 12 р — 2
____ 1_ _ ( Р +  1) + 3 _

12 ' (р -+ 1)2 + (у З )2 '

1 1 1 1 р + 1
Р3 — 8 12 р - 2  12 (р +  1)* +  (у  3 )* 

У  3  у  3

12 ( р+ ! ) »  +  (* З)2
2 .2 -ж адвалдаги  3, 8, 9 - формулалардан фойдалансгк,

/(*) =  1  е~‘ (со$ У 3 1 +  У З  з т / З  I).

4- м и с о л. Р (р) =  -р тасвирнинг оригиналини топинг.
р(р4— О
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Е ч и ш.  Тасвирнинг махражи р х =  0, р2 =  1, р3 = — 1, р4 =  
рь =  — г туб илдизларга эга. Бу холда /•' (р) функциянинг ёйнлмаси 
(3.12) куринишда булади:

I/г(р) =  А  +  _ А .
Р Р — 1 Р +  1

-]-----
Р —  I

А 1, А 2, А 3, А 4 коэффициентлар

А -
1 Р' (Р,)

формула билан аникланади, бу ерда С}(р) =  р2 +  р +  I, Р'(р) =  
=  5/?4 — 1:

Л [ =  =  _ Л ;  9 1 ^ 0 = 1 ,
Р ' (0) ■ Р ' (1) 4 Я ' (— I) 4

А =  Ч Щ  =  1_. д  ( ? ( - « )
4 Р' (0 4 ’ 5 '  Р ' (— I) 4 '

Энди (3.13) формула буйича оригинални топамиз
г / А  1 0 '^  г 3  1-/ , 1 ^ < , / г’ ■ ( I  — I1 (1) =  — \ е  - — е —  е Н-----е ------- е

4 4 4 4
. —Л _2_ е*'*—  е~ ‘ 1 1 I I /о./ I К 1

2

- 1 + 4  (Зб* +
4

+ о - 21
— 14-----(Зе/ +  е ' ) ---------з т 1.

4 2

5- м и с о л . У7 (/?) »Р2

1Рг
- тасвирнинг оригиналини топинг.

Е ч и ш .  Р(р) =  (р2 — 1)3 =  ( р — 1)3(/ ?+ 1 )3 га эгамиз, шу сабаб
ли Р (р) нинг ёйнлмаси куйидаги куринишга эга:

Р(р) =
(р - 1 )3 (р — 1)3 (р — 1)2 р-

+

+  - ^ -  +
1 (р - Н )3 (р 1)-

+

Р +  1
(3.11) формулалар буйича ёйилманинг А .$ коэффициептларини топа- 
миз:

р2 1
А п  =  — П т  \(р — I)3 —

0 !  р_^, (ря _  1)з

-  11т - Рг 1 =  П т
11 р—>-1 Ар ,(Р +  О3. Р-*-1

А п  —

л 1 1 - А , з =  — П т —  
2! р->1 йр*

П т
Р -И  ( р + 1 ) :)
2 р  3 р2

(р +  1)з (р -г I)4
_1__

16’
Г Р2 1 =  — П т  

2 р—>1
Г 2 12р 12р2

1(Р+ I)3- .(Р + I)3 (Р + I)4 (Р + 1)5
__ 1

16

А%\ =  ~  И т  | (р +  I)3— ——  1 =  П т - 1—
0 !  р-*— 1 [ (Р—  I)3 ]  р -*~1 ( р —  1

140

И р-^-Ыр 1(р — 1)3! - Л  [ 2 Р Зр2
( р _ 1 ) з  ( р - 1 ) \ | 16’



2! (р -  О3М 2 — 1 1(р — : ( Р - 1 ) 4 ( р -  1 ) 4

Берилган тасвирнинг ёйилмаси узил-кесил цуйидагича булади: 
р2 _ 1 1 ___1 1 1 1  1 1

Н р) (р2 —  1)3 (р — I)3 16 (р — I)2 16 р — 1 8 (р-{-1)3
2  1 _1____1__
16 (р + I)2 ' 16 р + Г

16

+

Энди оригинални (3.14) формуладан (ёки 2.2- жадвалдан) фойдаланиб 
топамиз:

Ш 1 (2 I , 1 , ( 1 I 1 г- -I  , I , _/ . 1 -•
=  — • —  е  Н-------/ е ------- е --------- — с —  1е —  е

8 2 10 16 8 2 16 16
еки

Г(Р) Р2 1 1 $Ь/ +  — сЬ/.
( р - - 1)3 .8.

3- дарсхона топш ирщ лари

1. Куйидмт! таевирларнпнг оригиналларинн биринчи ёйиш теоремаси- 
дан фойдаланиб топинг:

а) Г (р)
1

б) Р(р) =  — е. 
Р

Ж: а) /(/) = V
п—\

(— 1)

оо
V /2 п

б) / (О  ^  (  1) „ ! (2 л !) '
л=0 '

2. К,уйидаги таевирларнинг оригиналларинн иккинчи ёнпш теоре м ; - 
сидан фойдаланиб топинг:

а) Р(р) =

б) Г(р)

в) Р{р) =  

Ж: а) [({)

(р2 +  1) ( р2 + 2 р  +  2)

(р — 1) (р2 — 4) 
р2— 1

Р(Р2 +  4)2

(со5/ +  2 з т 0  — — е 1 (соз/ +  Ззш/);

*?\ С 11\ 1 ( . 1 2/ , 1 —21.б) / (0  = -------е + - е  н----- е ;'  ' '  3 4 12

в) /(/) =  — (соз2/ +  5{$\п2{— 1).
1 б



3- м у с т а щ л  иш топширицлари
1. К,уйидаги тасвирларнинг оригиналларинн биринчи ёйиш теоре- 

масидан фойдаланиб топинг:

а) Р(р) =  р —  зш —;
Р

б) Р(р) =  р 1п(1 +  -М .
V Рг !

^  ,2 л +
Ж : а) /(/) =  2  ( - 1)" 1(2«+  ■)!]*•

00 ой
б) НО = 1  (-1 )" ТГТТТ7(я +  1) (2л!) •п=О
2. К,уйидаги тасвирларнинг оригиналларинн иккинчи ёйиш теорз 

масидан фойдаланиб топинг:

а ) Г ( Р) =  р +  3 •

б) Р (р) =

в) Г  (р) =

р(р2 -4р+3)
1

Р(р* —5 Р2 + 4)
Р2 + Р + 1

(р -  I)3 (р2 +  1)

Ж : а) / (0  =  1 - е 2'+  е3(; б) / (0  =  ^  сЬ/ +  ^  сЬ2/;

в )  / ( 0  =  3/2 ~  1 е ‘  +  — (31П^ +  С05/).4 4
4 -§ . Оригиналлар урамаси, унинг хоссалари. Ураманинг Лаплас

алмаштиришлари
Дастлаб урама деб аталадиган тушунча билан танишамиз.

/(/) ва §(() функцияларнинг урамаси  деб

С / С 0я(*— о я  (4.1)
о

интегралга айтнлади. Урама интеграл ости ифодасига кирувчи ва
(4.1) интегралнинг ю^ори чегара узгарувчиси булган I нинг функция- 
сидир.

Функцияларнинг урамаси
I

1 * 8  =  С Н -)8 У  —  -)М 2
о

каби белгиланади.
Ураманинг му^им хоссаларини келтирамиз:
а) Урама {(() ва § ( 0  функцияларга нисбатан коммутативдир, 

яъни
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/ * §  =  § * / .
Х.аци^атан ^ам, @* [  учун интегралда куйидаги урнига куйишни ба- 
жарамиз:

I — х =  т^йх =  — с(хх; т  =  0 да Т! =  { ва х =  I да хх =  О, 

у холда
I о

е * ! =  I  #(т)/(* —ТМТ =  — I  ё(*— ”1)/("1)<̂т1 =
о г

I

=  1 / С ч )2 (*  — *1)ЙТ1 =  [ * 8 ‘
о

Д емак, § * { = } * § .
б) Агар /(О ва § ( 0  оригиналлар б\лса, у  холда [ * §  йигма ^ам 

оригинал булади.
^акикатан  ^ам, [(х) ва §(х) оригиналлар булса, у  холда / * $  учун 

оригиналнинг биринчи ва иккинчи шартлари а), б) ни (1-§) текши- 
риш осон, в) шартни текшириш учун цуйидагидан фойдаланамиз: 
шундай а х ва а 2 сонлар мавжудки, улар учун

|/(/)| <  М 1е“1< ва |? (0 | < М ава*‘
булади. осх ва а г сонларнинг энг каттасини а  билан белгилаймиз. У 
хрлда (4.1) урамада интеграл остидаги [ ( ' ) § { ( — х) ифода ихтиёрий 
( 0 < х < / ) х  лар учун куйидаги тенгсизликни цаноатлантиради:

•|/ СО 8 (1  —  Т)1 <  ■ М 2еа ~ а) =  Меа1, 
бунда М  =  М 1 - М2. Интегрални бахолаш ^акидаги теоремага асосан 

*
\[*8\= \  [  / (т) ё'(1 ~  т ) 4-\ <  Меае ■ I <  /Ие(“+1)',

о

чунки барча { ларда I <  е‘ .
Шундай килиб, урама оригиналнинг в) шартини хам каноатлан- 

тиради, яъни агар  берилган /(/) ва функциялар оригинал булса, 
у холда урама оригинал булади.

1 - ми с о л .  / (0  =  е ва § ( 0  — 1 функцияларнинг урамасини то
пинг.

Е ч и ш :  Иккита функциянинг урамаси таърифига кура;

1 * 8  =  $ И т) 8 ( *  — ~) Л- =  | ех(( —  х )^т =
0 о

[и  =  I  —  х , Л и  =  —  А х ]

1
+  _[ ех йг - — / +  е%  =  — I +  е* +  1 •

о



Шундай килиб, е{ * I =  е* —  ̂— 1.
Ураманинг Лаплас алмаштиришини топишга утамиз:
Т а с в и р л а р н и к у  п а й т и р и ш т е о р е м а'с и (оригиналларнинг 

урамаси хакидаги теорема). Агар } (/) ч -  р  (р), д (1 )+ -С  (р) булса , у0 
\олда функцияларнинг / * §  урамасига тасвирларнинг купайтмаси  
мос келади:

» [ * 8 + -Р ( Р ) -0 ( р ) .  

Урама учун Лапл .с интегралини ёзамнз:
° ° . Г *

\ С /ООя(* — \')с1х е^сИ .

(4.3)

(4.4)

Бу интегрални 2.2- шаклда тасЕирланган О чексиз соха буйича олин- 
ган икки каррали интеграл сифатида цараймиз. Ташки интегралда I 
узгарувчи 0 дан оо гача, ички интегралда эса т узгарувчи 0 дан I га 
ча узгаради. (4.4) икки каррали интегралда интеграллаш тартибини 
узгартирамиз, яъни ташки интегрални т узгарувчи буйича 0 дан
оо гача, ички интегрални эса I узгарувчи буйича т дан оо гача 
оламиз:

ОО *
,1 <И \ №  8 ( 1 - ' * )  е~р,(И
О О
ОО 00 

=  1 '*

2.2- шакл

Унг томондаги ички интегралда I —■ " =  (г, <И =  (11̂  урнига куйишни 
бажарамиз, ^амда /(/) ва е~рх купайтувчилар интеграллаш узга- 
рувчисига боглик булмаганлиги учун уларни ички интеграл белгисидан 
ташкарига чикарамиз. У  холда куйидаги икки каррали интегрални 
^осил киламиз:

00 00
/ * Я =  [  ё ( 1 1) е - р1'<111.

6 б
Бу эса интегралнинг купайтмасидан иборат, чунки ички интеграл т 
га боглик эмас. Бу интегралларнинг биринчиси Р  (р), иккинчиси эса 
С(р) дан иборат, бу эса

1* 8 -* -\ Р (р )0 (р )
эканлигини билдиради.

Шундай килиб, иккита оригинал урамасининг тасвири уларнинг 
тасвирлари купайтмасига тенг.



(4.3) формуладан купинча берилган тасвирни оригиналлари маъ- 
лум булган купайтувчиларга ажратиш мумкин булган ^олда фойда- 
ланилади.

2- м и с о л . Р(р) =
рш функция оригиналини урама ^а-

(р* +  С02)2
цидаги теоремадан фойдаланиб топинг.

Е ч и ш .  Р(р) ни купайтма куринишида ифодалаймиз:

Р(р) =
Р‘ -р О)2 р2 + со2

Тасвирлар жадвалидан фойдаланамиз: 
Р

=  Г Л Р )?г(р )-

Р Л Р ) = \ ■ СОЗСО / =  /(/); Р г (р) = ■ З Ш С О  / = § ( / )
■р2 _|_ш 2 '  ' '  -  ”  ' р 2  _ Ш2 

Шу сабабли Р  (р) =  Р х (р) Р 2 (р) -*■ / * §, яъни:

1 1 ГЗШСО / +.5Ш (2о) - — СО/) (11 =Р  (р )  |  31ПСО / ■ СОЗСО (/ —  •:) й т  =  —  | 
о ■

1 Г 1
=  у  | - 31ПСО / —  2ш С05 (2® т ~  (о0

—  СОЗ (—  со/)

Шундай килиб,

о
‘ 1
о

I 81 ГКО I

1
=  2  / 5Ш (0 / 2ш СОЗ (со /) —

р(р)
рм I 81 пм I

НИ ^ОСИЛ И.ИЛДИК.

3-м ]и_сол. Тасвири Р(р) =

(р* -Н со2)* 

р 2 формула билан берилган ори-
(р2 +  I)2

гинални урама ^а^идаги георемадан фойдаланиб топинг. 
Еч и ш.  Р{р) тасвирни

Р(р) =
Р- + 1  Р2 +  1

■ соз/, шу сабабликупайтма куринишида ифодалаймиз, б и р о ^ ---------
р2 -г- 1

/(/) =  соз/ ва §(/) =  соз/.
Демак, изланаёган оригинал

Г 1 Г/ * д  =  | созт соз (/ — ~)(1~ =  ~  ] [соз/ +  соз (2 ' — /)] й~ =
о о

X соз/ +  — ЗЩ (2т — /)

=  —  (/ С О З /,+  31П/).
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Шундай килиб,

4- дарсхона топш ирщ лари
1. Функцияларнинг урамасини топинг:
а) /40 =  I ва §  (/) =  соз{; б) /(/) =  / ва §(() =  зт/ .
Ж: а) / * соз/ =  1 — соз/; б) / * з т /  =  / — зт/ .
2. У рама теоремасидан фойдаланиб, а) мисолнинг оригиналини 

топинг, колган мисолларнинг оригиналиии оригинал буйича диф
ференциаллаш ёки интеграллаш теоремаларидан фойдаланиб топинг:

Х,ар бир топшириеда берилган мисолларнинг биринчиси а) нинг 
оригиналини оригиналларнинг урамаси хакидаги теоремадан фойда
ланиб топинг. Крлган мисолларнинг оригиналларинн шу а) нинг ори- 
гинали буйича оригинални дифференциаллаш ёки интеграллаш тео
ремасидан фойдаланиб топинг:

в) Р (р) = ------------------------------.
р ( р + 1 ) ( р 2  +  2р + 2)

Ж : а) /(/) =  ё~\\ — соз/); б) [(/) =  е_*(зт1: +  соз/ — 1);

в) / (0  =  у  е~‘ (соз/ — зт /  — 2) +  .

б) Р(р) =  — 1— . р*~  1

Ж: а) [ ( ( ) = — (сЫ—  соз/); в) /(/) =  — (сЬ/+  соз[/— 2);
2 2

б) / (0  =  ~  (зЬ/ — зт * ) .

4- м устак и л  иш топшириклари

р ( р — 1) (р2 + 1)‘

Ж: а) / (0  =  ~  (е1 — з т / - — соз/); б) /(/) =  — (е' +  з т / — соз/);

в ) / ( 0 = - ^  (е‘ +  С 05/ — 31Г1/— 2).
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5- §. Дифференциал тенгламалар ва уларнинг системаларини 
операцион ^исоб усули билан ечиш.

Энди Лаплас алмаштиришини дифференциал тенгламалар ва 
уларнинг системаларини ечишга татбицини куриб чи^амиз.

5.1 К,уйидаги чизи^ли дифференциал тенгламани курамиз:

/ ( 0  +  а 1х (',_1)(/ )+  . . . +  а п_ хх'(1) +  а пх{I) = / (0 ,  (5.1)

бу ерда а и , ап 1 , ап — берилган ха^икий сонлар, /(/) — маъ- 
лум функция. Изланаётган х(1) функция, унинг ^аралаётган барча 
хосилалари ва / (0 функция оригиналлар булсин деб фараз килайлик. 
Коши масаласини ечиш, (5.1) тенгламанинг

х (0 ) =  0, х' (0) =  х ' .............. х (п~]) (0) =  х0(п- ' } (5.2)

бошлангич шартларни каиоатлантирадиган ечимини юпишдан иборат, 
бу ерда х0, х ’0> . . .  , х0{п~') — берилган сонлар.

х (1)+ -Х (р )  ва / (() Р  (р)

булсин. Оригинални дифференциаллаш ^акидаги теорема ва (5.2) 
шартларга асосан цуйидагиларга эга буламнз:

х Ц )+ -рХ  (р )— х0, 
х" (0  р2Х (р) — рх0 — х ’0,

х (п~Х) (() ■+- рп~х X  (р) — рп~2 х0 — рп~3 х'о . . .  — х0(п_2).
( л )  /,\ п V- / \ "“ > л —1 ' 1—2 '  1 1 ( л — 1)х  (0  Р X  (р) р Хи — р х0 — \ . хв

Тасвирларнинг чизиклилигидан фойдаланамиз | ва (5.1) тенгламада 
тасвирларга утамиз:

(р 1 X  (р) — рп~'х0 — рп~х х'о'—  . . .  — х0{п~1)) +  а 1 {рп~]Х (р ) —

— Рп~2х0 — ■ • • — х0{п~2)) '+ а пХ(р) =  Р(р).

(5.1) тенгламага мос тасвирлардаги тенгламани хрсил ^илдик. Уни 
тенгламанинг оператори деб атаймиз. Бу X (р) га нисбатан биринчи 
даражали алгебраик тенгламадир. Уни бундай ёзамиз:

(}п(р ) Х (р )= Г ( р )  +  Р>п_ 1(р), (5.2)

бу ерда С1п (р) ва /?п_, (р) — мос равишда п - в а  п — 1-даражали 
куп^адлардир, (}п (р) =  рп +  а грп~х +  . . . +  а„_ ,р  +  — (5.1) тенг
ламанинг характеристик тенгламаси, Яп_ х(р) эса бошлангич шартлар
га боглик, куп^ад. (5.2) тенгламадан,



чклпи келиб чикади. Биз (5.1) дифференциал тенгламанинг опера* 
трли  тенгламасини хосил килдик. (5.3) функция тасвири буладиган 

х(1) оригинал (5 .1 ) тенгламанинг (5.2) бошлангич шартларни ^зноат- 
лаитирадиган изланаётган ечими булади.

Хусусан, агар  барча бошлангич шартлар нолга тенг, яъни

х0 =  л-;= . . .  =  .г0('!- |,-=;о
булса, у  холда Вп_](р) =  0 ва

* ( * - > = • ! $ •  (5.4)

(5.3) ва (5.4) формулаларда тасвирлардан оригиналларга утиб, изла
наётган х ({) ечимни хосил киламиз.

Чизикли дифференциал тенгламаларни операцион усул  билан ин- 
теграллашнинг классик усуллардан устунлиги шундаки, биз бу хол- 
да дифференциал тенгламанинг берилган бошлангич шартларни ка- 
ноатлантирадиган ечимини дархол, (умумий ечимни .\осил цилишни 
четлаб утиб) топамиз.

Шундай килиб, Коши масаласини ечиш куйидаги схема буйича 
амалга оширилади:

Коши масаласининг 
ечими

Дифференциал тенглама 
-(- бошлангич шарглар 

(Коши масаляси)
-

Операторли алгебраик Операторли алгебраик
тенглама тенгламанинг ечими

1 - м и с о л .  А гар х (0 )  =  0, а-'(0) =  0 булса, х " — 2х' — Зх =  е31 
тенгламанинг ечимини топинг.

Е ч и ш .  Берилган тенгламадан рператорли тенгламага утамиз:
х(1)чг-Х{р),

V холда]
х' (I) ■*- рХ (р), х" (I) Ч- р*х (р).

р — з
ни топамиз.

Операторли тенглама куйидаги куринишда булади: 

р " - Х ( р ) - 2 р Х ( р ) - З Х ( р )

еки

бундан:

Х(р) =
1

( р - 3 )Ч р +  1)
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Рашюнал касрни энг содда касрларга ёямиз: 
Г1 А В

+
(р -  3)2 (р + 1) (р -  3)2 р -  3 р + 1

1 =  А (р +  1) +  В\{р -\ 3 )  (р +  1) +  С (р -  З)2.
А, В, С коэффициентларни куйидаги тенгламалар системасидан

топамиз:

Демак,^

Р =  ~  1
р =  +  3
Рг

1 -  16С,
1 =  4 А ,
О =  В +  С.

Шундай к,илиб,

4 (р — З)2 16 Ср — 3) 16 (р + 1)
Тасвирлар жадвалидан фойдаланиб хусусий ечимни (оригинални) то
памиз:

, . ч  1 , 3 /  1 з/ , 1 -/х(() =  — ( е -------е ------- е .
' 4 16 16

2- м и с о л . х" — 3,4:' - г  2а' =  I е тенгламани х (0) — 1, х' (0) =  — 2 
бошлангич шартларда интегралланг.

Е ч и ш .  х{1)< - Х{р) деймиз, у холда берилган бошлангич шарт- 
ларга асосан

\х’ а ) ^ р х { р ) - 1, 
х " ( 1 ) + - ? Х { р ) - р  +  2.

Тасвирлар жадвалидан тенгламанинг биринчи кисмининг тасвирини 
топамиз:

(р -1 )*
Берилган тенгламада барча функцияларни уларнинг тасвирлари 

билан алмаштириб, куйидаги операторли тенгламани х,осил циламиз:

(р*Х(р) - Р +  2 ) - 3 ( р Х  ( р ) -  1) +  2Х(р) =  — 1 -
(р — 1)2

ёки
1

х  (р) (р2 — Зр +  2) — р +  5 =
( р -  1)2

Бу тенгламадан X  (р) ни аник;лаймнз:

Х (р) =  ’ р ~ 5—  + --------------!--------------
р2_3р  +  2  ( р -  1 ) 2 ( р 2 _ З р 4 - 2 )

ёки
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Х ( Р )  =  Р » - 7 р » + 1 1 р - 4
(р — 1Р (р — 2)

X (р) нинг оригиналини иккинчи ёйиш теоремасидан фойдаланиб 
ани^лаймиз. Бунинг учун дастлаб рационал касрни энг содда каср- 
ларга ёзамиз:

Х { р )  =  - Л п _  +  +
(Р —  1 )3 (р —  I)2 р — 1 о — 2

Лп . Л12, Л 13, Л21 коэффициентларни (3.11) формула буйича ^исоб- 
лаймиз:

А п  =  1  И т ( „ _  1, =  1,т  р » - 7 ^  + ||Р - 4  _
О! 0> —  ■>> (Р —  2> р-»1 р —  2

л „  =  1  П т  +  цт / З Р - -1 4 Р + п  _
1! р— 1 V р  — 2 / р_ й \ р  — 2 

р3 —  7 р 2 +  11р  —  4  '

( р -  2)2 =  - 1 ,

Л 13 =  -  И т
2! р—>-1 I р - 2  (р - 2 )2
=  1  Пт  ( 6 Р -  14 _  З р « - 1 4 р + 1 1

2 р—>-1 \ р —  2 Р —  2
Зр2 —  14р Ч- 11 , 2 (р3 — 7р 2 -| 1 1р — 4) 

(р —  2)1 (Р —  2)3

1 -

Шундай цилиб.

= 3,
, 1 , „ ч р3 —  7р2 -|- 11 р  — 4 . .  рЗ — 7 р2 + 1 1 р  — 4 0Л21 =  -  11 т  (/? — 2) -------- - ■■■■■ ---------=  И т ---------^— ----- -----=  —2.

О! р ^ 2 и  —  1)3 (р —  2) р_*2 ( Р - 1 ) 3|

V/ Ч 1 1 , 3  2
(Р)

( р — 1)“ ( р — I)2 Р — 1 Р — 2
Тасвирлар жадвалидан фойдаланиб, тенгламанинг ечимини ^осил 

циламиз:

х(1) =  — ^  е ' — 1е‘ +  Зе' — 2е2' ёки л: (/) =  е‘ ^3 — I — ^  — 2ег(.

3- м и с о л . х" +  4х =  251112/ тенгламани х (0) =  — 1, х' (0) =  0 
бошланрич шартларда интегралланг.

Е ч и ш .  Тасвирлар жадвалига кура

2з1п2/-<------ -— .

р 2 +  4

х({)-<г-Х(р) десак, бошлангич шартларга асосан:^
*' (0 рХ (р) +  1. *" (0 Ч- р*х (р) +  р.

Ушбу операторли тенгламани тузамиз:

р*Х(р) +  р +  4Х (р) = - ^ ~ .
р2 +  4

ёки

Х(р)(р* +  4) +  р =  - Л -  
р 2 + 4



Бундан

* { р )  =  — ---------------— ■(Р 2 +  4 ) 2  р 2  +  4

Ечимни топиш учун бу тенгликнинг унг томонини умумий мах- 
раж га келтириб утирмаймиз, чунки иккинчи цушилувчи учун оригинал 
маълум:

Р
Р2 +  4

соз2/,

биринчи кушилувчини оригиналларнинг й и р и н д и с и  хакидаги теорема- 
дан фойдаланиб топамиз:

р2 _(_ 4

Шу сабабли

4 2 2

•51П2/.

(р2+ 4 )2 р2 +  4 р 2 + 4 :

Сунгги интегрални ^исоблаймиз:

Г 1 Г*) 51п2т з т 2  (I — -) йх =  — | (соз (4т — 21) — соз2/) ^т =
б б

=  7  ( 7  51п (4т “  2т) — - с о з 2 0 — у  соз2/

Бундан узил-кесил

Х (р )->  х (I) =  — 1-  соз21 — соз2/.

Шундай к,илиб, берилган тенгламанинг ечими куйидагича булади: 

х {() =  зш2/ — {I +  2) соз2/.

4 - ми  со л .  х 7 +  2х' +  5х =  /е* тенгламанинг умумий ечимини 
топинг.

Е ч и ш .  Умумий ечимни топиш учун куйидаги ихтиёрий бошлан- 
р и ч  шартларни оламиз:

х(о) =  Съ х '(0 )  —[С. 
х(1)-+-Х{р) деб олиб, бошлангич шартларнинг ихтиёрийлигига асосан 

х (I) рХ  (р))—  Сп, х" {{) <- р2Х  (р) — Схр — Сй 

ни топамиз. Тасвирлар жадвалидан:

{ е й -------
( р -  1)2

К,уйидаги операторли тенгламани тузамиз:



р'Х  (р) -  Сх -  С 2 + 2 р Х  (р) -  2Сг +  5Х  (Р) =  ■ 1
( р -  1)* 

ёки
1(р* +  2/7 +  5) X (р) -  Сг (р 4- 2) — С2 — -------- ,

(р — ‘ Г
бундан

Х(р )  - С\1р± -2±-  + ---- —---_ 4- 1
Р 2 +  2р-т5  р 2 +  2 р  +  5  ( р — 1р (Р2 + 2 / 7  +  5)

Тасвирлар жадвалидан фойдаланиб, бир неча айний алмаштириш- 
лардан сунг биринчи икки цушилувчининг оригиналини топамиз:

Сг + + +  =  С , <<’ + '>  + - С, |  2
р 2 + 2 р + 5  ^ ( р + 1)2 +  22 \ (р  +  1 ) 2 + 2 2  2  (р  + 1)2 +  22

->■ С ! [е~‘со$21 +  4  е ^!п2/) =  С 1е~/(соз2/ +  у 5 т 2 / ) ;

/-* 1 ^  1 С2 2  Со —I .С2 --------------- =  С .,----------------  =  — --------------------— е 5ш2/.
Р2 +  2 р  +  5  *(/» +  1 )8+22  2 (р +  1)2 +  22 2

Сунгги кушилувчининг оригиналини излаш учун уни интеграл хисоб- 
да рационал касрларни интеграллашда кул.таниладиган одатдаги кои- 
далар буйича энг содда касрларга ёямиз:

В . Ср + П
+(Р— О2 (Р-  +2р + 5) (р - 1 )2 р — 1 рз+2^ + 5’

бундан

1 =  А (р- - г  2р +  5) +  р ( р — 1)(/г +  2/>;+ 5) +  (С/? +  0 ) (р  — I)2. 
Ушбу

Р =  +  1 1 =  8Л,
О =  В +  С,
О =  Л — 5  +  25  + Я  — 2С,
Г =  5Л — 55  +  Д

тенгламалар скстсмасидан А, В, С, О коэффициентларни топамиз:

Р3
Р2
Р °

Л  =  —, 5  = ----- - ,  С =  1 , 0  =  - .
8  10 16 16

Шундай килиб,
1 1 1  1 1 . 1 р + 1

~г ■(Р— I)2 (Р2 +2р +5) 8 (р — 1)2 16 р — 1 16 (р +  1)2 + 4

-► — -1е‘ ----- - е‘ +  — е~1со%21.
8 16 “ 16

Барча цушилувчиларнинг оригиналларини жамлаб, берилган диффе
ренциал тенгламанинг ечимини хоснл киламиз:

х  (0  =  - — -  е +  ) соз2/ +  +  С'~ 81п2/.
16 V 16̂  2



еки

б у  е р д а

х(1)  =  —— -  е* +  е * (0^052/ +  Сг 5т2/), 
16

с х =  с, +  с., -  (Ь± з̂
1 1 16 2 2

Бир катор механика ва физика маеалаларининг операцион хисоб 
усуллари билан ечилишини келтирайлик.

5 .1 . 1. Гармоник тебранма х ар ак ат . Орирлиги Р  булган юк 
тинч турган холатидаги узунлиги I булган вертикал пружинага 
осилган. Юк бироз пастга тортилиб, кейпн куйиб юборилади. Пру
жина массаси ва хаво каршилигини хисобга олмай, юкнинг хара
кат крнунини топинг.

Е ч и ш .  Ох уцни юк осилган иуцта ор^али пастга вертикал йу- 
налтирамиз. Координаталар боши О ни юк мувсзанатда булган хо- 
латда, яъни юкнинг огирлиги пружинанинг реакция кучи билан му- 
возанатлашган нуктада оламиз (2.3-ш акл).

к  — пружинанинг айни пайтдаги 
узайиши, кс, эса статик узайиш, яъни % I
чузилмаган пружина охиридан мувоза-  ̂ ]
нат холатигача булган катталик. У хол 
да к  =  кС1 +  х  ёки к — кст =  х.

Х,аракатнинг дифференциал тенгла
масини Ньютоннинг иккинчи цонуни
Р  =  т а  дан топамиз, бу ерда т  —
-- ----------юк массаси, а

ё
харакат тез-

Т
X

_ к

4 -

О
V

т ~

' I

2.3- НШК.'1

ланиши, Р —- юкка кунилган кучлар- 
нинг тенг таъсир этувчиси. Курилаётган 
холда тенг таъсир этувчи куч иружп- 
нанинг таранглик кучи ва огирлик к у 
чи йигиндисидан иборат.

Гук конунига биноан пружинанинг 
таранглик кучи унинг узайишига пропорционал, яъни — ск га тенг, 
бунда с — узгармас пропорционаллик коэффициент, у пружнна- 
нинг бикрлиги дейилади.

Шунинг учун .^аракаг дифференциал тенгламаси куйидаги кури
нишда булади:

т  —  =  ск +  р. 
йР

Мувозанат ^олатида пружинанинг таранглик кучи огирлик кучи 
билан мувозанатлашгани учун Р  =  скСТ булади. Дифференциал тенг
лам ага Р  нинг ифодасини куйиб ва к — лсг ни х  билан белгилаб, 
тенгламани
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т —  =  — сх
№

куринишда ёки —  =  к2 оркали белгилаб,т

4 1  +  & х =  О 
л*

куринишга келтирамиз.
Бу тенглама юкнинг эркин теб р а н м а царакати тенгламаси  ёки 

гармоник осцилляторнинг тенгламаси  дейилади. Бу коэффициентлари 
узгармас булган иккинчи тартибли чизи^ли бир жинсли дифферен
циал тенглама. Келтирилган тенгламани операцион усул  билан ечай- 
лик. Бошлангич шартлар

* (0 ) =  х0, х'(0) =  у0
куринишда булсин.

Оператор тенглама
[р2Х  (р) — (х0р — 1'0)] +  к2Х  (р) =  О

куринишда, унинг оператор ечими эса

Х (р)= = Л!Р±Ео  =  * о_ Л _
р * + к 2 р2+*2 0р2+й8

куринишда булади. Изланаётган хусусий ечим

Х(1)] =  Х0 СОЗ М  +  —  5Ю Ы  
к

ёки
х{1) =  А з т (к1 +  а)

дан иборат; бунда

А = У ' 1 + (  «  * ( * ) •

Агар у0 =  0 булса, х({) — х 0соз Ы ёки х(() =  лг0з т  бу

лади.
5 .1 .2 . Сунувчи те б р а н м а  у а р ак ат . Юкнинг 5 .1-м асаладаги  

шартларда ^аракат крнунини топинг, бу ерда ^аракат тезлигига 
пропорционал булган х,аво каршилигини к исобга олинг.

Еч и ш.  Бу ерда юкка таъсир этадиган кучлар ^эторига ^авонинг

Каршилик кучи Я  =  — ц V (манфий ишора К куч  V тескари йунал- 
ганлигини билдиради) кушилади, Дйракатнинг дифференциал тенг
ламасининг Ох укка проекцияси куйидаги куринишга эга булади:

й-х йхт  —  =  — сх — ц, —,Й/2 Г (Ц

ёки — =  /г2, — =  2п деб, 
т т
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й 2х . „  й х  . л------ \-2п — \- к2х =  О
й Р  й1

тенгламани ^осил киламиз. Бошлангич шартлар
*  (0) =  ха, х  (0) =  у0

лардан иборат.
Оператор тенглама

\ргХ  (р) -  (х0р +  у0)] +  2п \рХ (р)— х0] +  к2Х  (р) =  0 
куринишда, унинг оператор ечими эса

Х(Р) =  ХпГ’ +  1У 2П;1° =  х0 +  (у„ +  2 пх0)р2 + 2яр  +  *2 “ р2 +  2 гф + * 2  р г +  2 пр + к*

куринишда булади.
к1 = У к ~ — п2 белгилаш киритиб, (к2 — п -)>  О д а изланаётган 

хусусий ечимни ёзамиз:

х(() =  х0е~~п‘ ( соъкх1 — —51Пк Л  +  ^  2п~—е~п1$'тк^1 =
\ 1̂ / А

=  е ~ с о 5 к̂ 1 +  ,!У"

К,уйидаги

=  ] /  2 , 1 I2, а  =  агс*§
г лг) " Г  V к., ) 1

ДС0*1
Хо “г  ' к?. ' 4" пхо

белгилашни киритиб, ечимни

х ({) =  Ле-п ,51П (кх1 +  а )

куринишда ёзиш мумкин. ______
Агар (к2 — п2) <  0 булса, у  ^олда /г =  У па — /г2 деб ечимни

л: (/) =  е~п1 (х„сЬ (/г/) +  пх°- зЬ (№))
Н

куринишда ,\осил ^иламиз.
Агар х2 — я 2 = 0  булса, у >;олда оператор ечим ушбу куриниш- 

ни олади:

X (Р) = хй —I --------Ь (о, 4- 2«х0) -------1—  =  лт0 р + пП-п +
°  ( р + я ) 2 ( Р + Я ) 2  ( р + я ) 2

о0 +  2пх0 _  х9 . Уд +  ПХд 

(р+п)*  р + я ( р + п ) 2’
бундан оригиналга утсак,

х {() =  х0е~п14- (у0 4- пх0)(е~п{ =  е~п‘[х0 4- (и0 4- пхй)1]

ни ^осил ^иламиз.
5 .1 .3  .М уцитнинг царили лиг и хисобга олинмагандаги мажбурий  

тебран м а хар акат. Узунлиги / булган пружинага Р  огирликдаги юк 
осилган. Ю кка цузгатувчи (Ззтсо/ даврий куч таъсир ^илади, бунда



(2 ва р — узгармаслар. Пружинанинг массасини ва мухитнинг карши
лигини ^чсобга олмай юкнинг .^аракат крнунини топинг

Е ч и ш .  5 .1 -мисолдагига ухшаш куйидаги тенгламани хосил ки
ламиз:

т  =  —  =  — ос +  <2 зтео/.
<И2

С окг =  —, а — белгилашлар киритсак, тенгламани 
т  т

—  +  кгх  =  а зшео /
№ 4

куринишда ёза оламиз. Бу тенглама узгармас коэффициентли иккин
чи тартибли бир жинсли булмаган чизикли тенгламадир. Бошлангич 
шартлар

х (0 ) =  х0, х'(0) =  V,,
лардан иборат булсин.

Оператор тенглама

[р-Х (р)\— (рхо'— I',,)] +  к2Х  (р) =
р 2 — СО2

куринишда, оператор ечими эса

X /р\ = ________ ____________и Х«Р + 1’о
(р 2 + к 2) (р2 +  0)2) ' р 2 +  к 2

куринишда булади.
Оригиналларга утишда куйидаги икки >рлни курамиз:
1 - ^ол .  (о'" =  к~. Бу холда

х ( ( )  =  — ——  (  — 51ПЮ/ — — 51П ^^ +  Х 0СО&к( +  —  51П Ы  —  
к2 —  со2 \ со к ]  к

V „ <Ца
к2 — со2 ” [ к  к (к2 -у ш2))

=  •— -—  зш со/ +  хп созк1 +  — (ь’п --------1 $тк (.
к2 —  со2 0 к I 0 к2 -  (|)2/

К,уйидаги

А ~  /  ч  +  «  -  а г с ( е ----------
'  и Ь2 и  Ь2 __  /.\2Л2 \ к» —  со2/ “ «о —  9м  (^2 —  <°2)

белгилашларни киритиб, ечимни

х(() =  ---- ----- 81П со/ +  А 51П (к( +  а)
к2 — ш2

куринишда ёзиш мумкин.
2 -^  о л. со- =  К1. Бу ^олда оператор ечим куйидагича булади:

, х0р  +  г.’0
В Д  =

(р 2 +  *2)2 Р2 +  * 2
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хуеусии ечим эса

х (() = ------ I соз/г/ +  х0соШ  +  — а0 Н----- ] 5>п^ -
2 к к \ 2 к

куринишда булади. 
Агар

х„ к , 2х,,А’2п =  агс*§ ■ 0
, ±  

1'0 +  2 к
<? — 2 ки0

белгилаш киритсак, хусусий ечимни куиидаги куринишда езиш мум
кин:

х (() ------- - / созк(
2 к -

А 51П (к( +  а).

5 .1 .4 . Э лектр  занжиридаги тебраниш лар хщ идаги масала.
Электр юритувчи кучи е(1) га тенг булган манбага кетма-кет 

уланган Ь индуктивлик ралтаги, /?0м каршилпк ва С сиримдан ибо- 
рат контур уланган. Агар бошланрич пайтда контурдаги ток ва кон
денсатор заряди нолга тенг булса, занжирдаги г токни I вактнинг 
функцияси сифатида топинг (2.4- шакл).

Е ч и ш. Кирхгоф кону- 
н ига биноан занжирдаги 
электр юритувчи куч индук- 
тивликдагн, царшиликдаги 
ва сигимдаги кучланишлар 
пасайиши йириндисига тенг: 
е (I) - и  ̂ -{- и^ -г  и
улар / ток билан куйидаги 
муносабатлар ор^али боглан- 
ган:

<Н
Ш

2 .4 -  шакл  

1 1
- Щ, ис =  —  ГI (т)йт.

с 'о
Э с л а т м а .  Бу ерда охирги тенглик ток ва конденсатор заряди ора- 

снда гимуносабатдан тогшлади: * =  ^ - ,  бундан <7= Г* (ТМ Т +<?0: сунг-

^« 1 Чора ис — —  булгани учун ис =  —  | / (т) с1 т  4------берилган маса-
с С 0 с

лада шартга кура <70 =  0.
Шундай цилиб, куйидаги тенглама хосил булади:

е (() =  Ь — +  &  +  —  |' г (т) (1 т .
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Бу иш егро-дифференциал тенгламадир, у  тенгламаларнинг энг 
мураккаб турларидан бирига мансубдир. Лекин мазкур ^олда уни I 
буйича дифференциаллаб, узгармас коэффициентли иккинчи тартибли 
оддий дифференциал тенгламага утиш мумкин:

. с121 , п  йи . 1 . с1е 
Ь --------К --------- ------I =  —  .

ш2 а( с  а  

Икки ^олни курамиз.
с1б

1. е(1) = Е  =соп51. Бу хрлда —  =  0 ва охирги тенглама бир
(II

жинсли
йЧ . К <Н , 1 п------------------- -------- I =  О
йР А а  1С

тенгламага айланади. Бу дифференциал тенглама ток учун механик 
тебранишларнинг мухитнинг каршилигини хисобга олингандаги тенг- 
ламасига ухшайди. Уни

1 (0) =  0, I' (0) =  |-

бошлангич шартларда операцион усул  ёрдамида ечайлик.
Оператор тенглама

р 21 ( р ) ~ у +  у р 1 ( р )  +  - ^ Ц р )  =  0,

оператор ечим эса

п  \ Е 1Ир) =  ~тI. К 1'-’+7'’+тг
куринишда булади.

— = 2 6  деб белгилаб, куйидаги уч ^олни курайлик:

1 Д2
1- ^о  л . ----------------= со | > 0 . Бу ^олда тасвирдан оригиналга

ЬС 4
утиб I (I) ток учун сунувчи электр тебранишларни ифодаловчи куйи
даги

■ /л Е —ы . ,I (1) = -------е 5111 (0 ^

ечимни з^осил киламиз.
02 ]

2 -к -о л . ---------------- = 8 2> 0 . Бу хрлда
л  4 А2 а с

1({) =  /.

I ток даврий булмайди ва занжирда кеч кандай тебранишлар содир 
булмайди.

Л2 1
3 -^ о л .  —  = 0 .  Бу колда оператор ечим



демак,

яъни бу ^олда >̂ ам (' (I) ток даврий булмай, электр тебранишлар 
булмайди.

ЛеII. е(() =  Е 5\пы{. Бу ^олда —  =  Е и  соз со/ ва куиидаги чизик,-
й1

ли иккинчи тартибли бир жинсли булмаган тенглама ^осил булади:

+  А  А  _1_ I =  -Ё щ соз со I 
№ Ь <и 1С ь

Бошланрич шартлар куйидагича:
К  0) =  0; Г ( 0 ) = 0

булсин, — —  =  <й] > 0 булган ^олни курайлик. Оператор тенг

лама

рЧ(р) +  ^ - р 1 ( р ) + Л -  1(р) =  4 гI* и : \1 рг + м2
оператор ечим эса

, ,  , Е со
П р) =  —I* К

куйидаги
(/,г + Т р + 1к ) (р2 + ш2)

------- =  б , ------  =  0)2 СОТ =  СО“ —  б 2
2 Ь ЬС 0 1  0

белгилашларни киритиб, тасвирдан оригиналга утсак :

I (/) =  —  . -----------Л ------------- ( е~Ы [(со2 — С05) соз со I —
I  (ш* — со|) +  4 б2 со* \ и

— — (со2 +  со-*) дщ со1 ]̂ _  (ы2 — И2) соз со / +  2 бсо з т  со Л .
(1)̂  )

Яна куйидаги

со2 — со̂  =  со2 -------— =  — (со ^ ------ — ) =  - 7-  О, С =  со/,------,
0 Ю I. \ со С ) Ь  со С

(со2 — со*)2 +  4 б2®2 =  ^ -  С2 +  - ^  со2 =  ^ ( 0 2 +  Д2) =  - ^ . - 2 2,

2 а =  С2 +

“ 1 +  “ " - “ ’  +  1 г = т ( “ '- +  ^ )  =  Г ° *  =  +  ^
белгилашларни киритсак, у ^олда



. , л  ЕЬ ( -61 I ({) =  —  | е
со 22 1

Ш Г  4. 6  СО „  .
—  О СОЗ 0)4 I -----------------С0 5111 О»! /
/. СО х /.

■ С СОЗ (О I +  2 6(0 5111 СО / [ =

Е Г е-6/ •)
=  [М1С С 05 С 01 /— б О 0 51ПСО1 /] —  О  С05 О) / — '/ ?5 1 П (0 1П

Энди
к о

—  = С 0 5 У , ----- =  5!П  Vг ' г г
СО] О б Оп

V  <0? 0 2  +  6 2  с *  _ _  5 Ш  7 1  ’  V  СО?С* +  6 2  0 5  С 0 5  Т1>

демак, у  холда

•  ̂У  ~Н ̂  05 —ы / , ч , ^ .
1 ( 0  =  ---------------- !-------------- -- е 81П (С02/ —  7 ! )  -I--------510(0),/  —  у ) .

Ш122 2
К,уйидаги

У  ШТ02 +  620 2,
_  =  со„г

тенглик уринли эканини курсатамиз. Дакикатан хам, илдиз остидаги 
ифодани куйидагича узгартирсак,

со;02 +  б2̂  =  (Ш2 _  64 о- +  б 01 =  0)2 с - +

+  б2 (02 -  О2) =  со %(? +  б2 (С0 +  С) (О0— О) =
, 2̂_ - 2 

412 со С и ' Ю
=  0)2 (С-’ +  Л2) =  со2 2 2

=  ©ад +  • 2 о ) -------=  о)2С2 Ч--------- Я 2 =о 1 АI г г  о ' ^

ни хосил киламиз, чунки =  0)5. 

Демак,

У  соу О б2 Од со0 2
2 =  ~ Т  =  Ш°- 

Юкоридагиларни эътиборга олиб узил-кесил куйидаги 
. щ  =  Е_щ е-ы  з1п^  { _ _  ^ ^  _Е $1п^  ^

О)! 2 л

ни хосил киламиз.
5.2. Узгармас коэффициентли чизикли дифференциал тенглама

ларни ечишнинг операцион усулларини бундай тенгламалар система- 
ларини ечишга хам татбик килиш мумкин. Фарк шундан иборатки, 
битта оператор тенглама урнига изланаётган функцияларнинг тас-
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вирларига нисбатан чизикли алгебраик оператор тенгламалар систе- 
маси ^осил булади. Бундай берилган дифференциал тенгламалар 
системасини олдиндан узгартириб олишга зарурат колмайди, масалан, 
уларни нормал ш аклга келтириш зарур эмае. Берилган ^ар кандай 
системани, у  кандай берилган булса, шу куринишда операцион усул  
ёрдамида ечиш мумкин.

Биринчи тартибли тенгламалар системаси берилган булсин:

х\ (0  +  V  а  хк (() =  /, (О,
к=\
п

куй и д аги

^  (*) +  >] а2кхки) =  [2({), 
к= 1

< (/ ) +  2  апкхк{1) =  /„(/). 
*=1

х ,( ° )  =  х  ( 6 = 1 ,  л)

(5.5)

(5.6)

бошлангич ш артларни каноатлантирувчи хусусий ечимни топиш та- 
лаб цилинсин, бунда

I {/*} =  Р к(р), р К (0} = х к(р).

Оператор тенгламалар системаси куйидаги

рХ  1 (/>) +  ^  (р) =  (р) +  х 10.
*= 1

(р) +  V  аок Хк (р) =  Р2 (Р) +  ^го- 
*=1

рхп (р) +  V  апк х к (р) =  Рп (р) +  X,
*=1

пО'

(5 .7 )

куринишда булади. (5 .7 ) алгебраик чизикли тенглам алар  системасини 
Х к(р) тасвнрларга нисбатан ечиб, сунгра топилган тасвирлардан 
хк(1) оригиналларга утиш керак , улар  биргаликда (5 .5 ) дифферен
циал тенгламалар  системасининг (5 .6 ) бошлангич ш артларни каноат
лантирувчи хусусий ечимини беради.

У згармас коэффициентли чизикли дифференциал тенгламалар  
системаларини операцион хисоб усуллар и  ёрдамида ечишга мисоллар 
курамиз.

5 - м и с о л .  Уш бу

\х' +  3 х  — 4 у  -  9 е21,
\2х-\- и' — Зу  =  3 е~\ 

чизикли дифференциал тен глам алар  системасини
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х(0) =  2, У( 0)=0
бошланрич шартларда ечинг.

Е ч и ш .  К,уйидагига эгамиз:

------
р — 2

х (0 X (р), у{()+-У (р) деб оламиз. Бошланрич шартларга асосан 
х ' (/ )ч -р Х (р ) — 2, у '(Я + -У (р )  

операторли тенгламалар системасмни тузамиз:
9

р Х  (р) — 2 +  3 А (р) — 4 У' (р) =

2 Х ( р ) + р У ( р )  — ЗУ( р)  =

р - 2  ’

Р — 2

еки

Х ( р ) ( р + 3 ) - 4 У ( р ) - 2  =

2 Х (р ) +  У ( р ) ( р - 3 )

Р — 2

р — 2

еки

Х (р )(р  +  3 ) - 4 У ( р )  = р — 2

2 Х ( р )  +  У ( р ) ( р - 3 )
р - 2

Бу системани X  (р) ва У (р) га нисбатан ечиб, куйидагини ^осил 
циламиз:

2 рг — р — 3 V (п\ — _________ р + 1
^  (Р2 _  1) (р -2 ) ’ Р (р2 — 1) (р — 2)

еки

* ( ? ) = . 2 . ~ 3 ~.  У(Р) =(р — 1) (р — 2) ( р - 1 ) (р - 2 )
Топилган тасвирларни энг содда касрларга ёйиб, ' куйидагини топа
миз:

Х (р ) = У (р ) =Р — 1 Р — 2 ’ 
Тасвирлар жадвалидан:

/А  ̂ I 2 /* ( 0  =  е + е  , 
у ( 0  =  е ' — е2'./

6 -м  и со  л. Ушбу

р — 1 р — 2
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(х' +  2 л- +  у ' — О,
( 3 * '  — у" +  2 у  =  0 

бир жинсли системанинг умумий ечимини топинг.
Е ч и ш.  Системанинг умумий ечимини топиш талаб этилаётганли- 

ги учун бошлангич шартларни куйидаги куринишда оламиз:

' х(0) =  Съ х' (0) =  С2, у  (0) =  С ,, у ' (0) =  С4
х (I) ч -  X  (р), у {1)< -У  (р) деб ’ олиб, бошлангич шартларга асосан 
куйидагиларни топамиз:

х ’ ( ()+ -р Х (р ) —  Сг, У (() рУ (р) — С3,
х" (() < -р 2Х  (р) — Схр ~  С2, у" (0  ч -  р*У (р) ~  С3р — С4.

Операторли тенгламалар системасига утсак:
((р> +  2 )Х  (р) +  рУ (р) =  С лр +  С , +  С „
[3  р X  (р) -  (р* — 2 )У  (р) — — С3р +  3 Са -  С4.

Бу системани ечиб, куйидагиларни хосил киламиз:
х  (я )  =  (Р3 +  Р> С 1 +  (Р2 -  2) С, -  2 С., -  рС4 

(р2— 1)(р2 +  4) 
у  / \ _  • 6 С\ -р 3 рС2 (р- 4~ 5 р) 4- (р2 -)- 2) С4 

_  (Р2 - 1 ) ( р 2 +  4)

Энди оригиналларни топамиз. Куйидагига эгамиз:
1 _  1 (р2 +  4) — 1р2 -  п  _  1

( р 2 _ 1 ) ( р 2  +  4 ) 5  ( Р 2 _  1 ) ( р 2 - . _ 4 )  5  \ р 2 _  I

— — (  5 Н I ------ -  51П 2  (
5  \ 2

Бундан, оригинални дифференциаллаш коидаспга кура, кетма-кет 
куйидагиларни топамиз:

--------- ---------------> — (с1] I— соз 2 (),
(Р2 — 1) (р2 + 4) 5 

р- 1
(р= —  1) (р2 _1_ 4) 5

(зЬ I -г 2 51П 2 {),

р - я* — (сЬ I +  4 соз 2 0 .
(р2 — 1) (р2 т  4) 5

Чап томонларда /(0) куринишдагп кушилувчилар, /(0) =  0 бул
ганлиги учун, пайдо булмайди. Хрсил килинган формулалардан фой- 
даланнб, Х (р)  ва У (р) нинг юкорида келтирилган ифодалари буйича 
берилган системанинг умумий ечимини топамиз:

/,ч 2 Сх — С4 1 , С*, ~г 2 С, , , . 3 С] 4- с 4 ^ . .
*  (0  =  — Ч —  с*1 * — —  3" * 4------ 1 соз 2 1 +о

3  С.,  4 -  С ,

5
3111 21,

у  (I) =  3 (Сг +  2 Сз) сИ /— -  (2 Сц — С4) зЬ / —
5  5
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— - ( З С 2 +  С 3) соз2 / +  - ( З С 1 +  С4)5\п2{.
5 5

Интеграллашда операцион усулларнинг классик усуллардан устунлик 
томонларини таъкидлаб утамиз:

а) умумий ечимни топмай туриб, хусусий ечимни топиш имконияти 
бор (5-мисол);

б) системанинг умумий ечими шундай цулай усулда ёзиладики, 
берилган исталган бошлангич шартларни бевосита, турридан- турри 
урнига цуйиб, керакли хусусий ечимни ажратиб олиш мумкин 
(6- мисол).

5.2.1. Занжирни элек тр  юритувчи кучи узгармас булган ман- 
бага улаш . Ь индуктивлик С сигим ва К. к,аршилик 2.5-ш аклда тас- 
вирланган схема буйича уланган. Занжир узгармас электр юригувчи

кучи Е га тенг булган ман- 
бага уланади, бунда ула- 
нишга ^адар занжирда ток 
ва заряд булмайди. Узин- 
дукция ралтагидан утадиган
1 токни I вак,тнинг функ
цияси куринишда топинг.

Е ч и ш .  Унг контурдаги 
токларни ва /2 орк,али 
белгилаб, Кирхгоф к,онуни 
асосида масаланинг тенгла
малар системасини тузамиз:

2.5- шакл

Ь —  + -  Г(» — Ч ) й т =  Е, <и с у  и (5.8)

с о
бунда I — 1Х =  1г. 
Бошланрич шартлар

I (0) =  (0) =  0 

булсин. Оператор тенгламалар системаси

^ ( Р )  +  77- [/(Р) — /х(Р) =  — . I р с-р Р

Ш 1 ( Р ) - ~ [ П р ) ~ ! г ( р ) ] = 0С р
ёки
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куринишда булади.
Бу алгебраик системанинг иккинчи тенгламасидан I (р ) ни топа

миз. / (р) нинг бу ифодасини алгебраик системанинг биринчи тенгла- 
масига куйсак,

Л  (р) = ьск
р [ р* +  - ^ р + -Ь)

Икки ^олни курамиз.
. 1 11 - ^ о л . --------

Ю 4 С2К2 
утиб, куйидагини топамиз:

со? >  0 булсин, бу ^олда оригиналларга

1(1) =  ± -  
СК

Е1
К

1
1

С1

I
' 2 КС

(  С05 СО,/ Н------------- С1П го /
\ 1 2 С К ь \ 11

2 НС !  г I 1 • Л 1 — е  С О 5 С 0 ,Н --------------- • 51ПС0,/
I 1 2 СК щ  1

Юкорида келтирилган I(р) нинг оператор тенгламасини, 1г (р) 
ифодасидан фойдаланиб, куйидаги куринишда ёзиш мумкин:

Нр)
Е

ЮК
С к  ■

р*+р/(СЯ) + \/Ю р[р2 + р/СКр + \/Ю 
Бу ифодадан оригиналга утиб, куйидагини топамиз:

I (() ЮК 

+  ■

СК — е

I
' 2  КС

1
2 СК

51П С04/

+

5!П СО̂ / "Г Ь С

Е_
К 
К

1

I
' 2 КС

I
2 КС

СОЗ С0Х/ +  

СОЗ С04/ +

1 / 1  К \ . .— --------------------- I 51П 0),/
мх \ 2 КС I  /

/2 (/) токнинг кийматини унинг I (/)— (/) айирмага тенглиги ифо
дасидан топилади.

2 - ^ о л .  =  р2> 0  булсин. Бу ^олда оригиналларга

утиб, куйидаги ифодани топамиз:

. ... Е1
«1(0 =  ~  а

1 — е
' 2 КС

(сЬр / + 2 СКР
зНр /

« (О УЧУН ^ам унинг оператор тенгламасидан фойдаланиб, куйидаги 
ифодани ёзиш мумкин:
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‘»-71'-'теН''+т(15с-т)у  ) сЬ р I
Р \ 2 КС

5 .2 .2 . И ндукти в богланган иккита кон турдан  и борат занжир- 
ни улаш . Электр юритувчи кучи Е  узгармас булган манбага 2.6- 
шаклда тасвирланган индуктив богланган иккита контурдан иборат 
занжир уланади. Агар занжирга улаш  ноль бошлангич шартларда 
ам алга оширилса, шу билан бирга ЬхЕг М 2 булса, з а̂р иккала 
контурдаги г, ва г2 токларни I вактнинг функцияси сифатида топинг.

Е ч и ш .  Кирхгоф конунига асосан масаланинг дифференциал 
тенгламалари системаси куйидаги куринишда булади:

К, М
----- '  !— г' Ч

----- !------1------------
1,

1 1

ь

©  Е ^ 2

2.6- шакл

+  М ^ = Е ,
ш (11

Ь* ——— (- /?2 Н- М  —-  =  0.
ш “ Ш

Бошлангич шартлар

*1(0) =  /,(0) =  0
дан иборат.

Оператор тенгламалар системаси

Р11 (Р) +  х (р) +  М р 12 (р) =  —
р

^ р 1 *  (Р) -т- #2/2 (р) +  М р1х (р) =  0

ёки

(5 9)

(Ц р  +  # 1) Л  (р) +  М р1г (р) =
Р

М/?/х(р) +  {^*Р +  Яг) /г(Р) =  0 I 
куринишда булади.

Охирги тенгламалар системасининг иккинчи тенгламасидан
Мр

Л  (Р)
1~гР "Ь ̂ 2

ни топамиз. Буни системанинг биринчи тенгламасига цуйиб, 
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М2р2 
1~2р +  К-1■) ш

Е_
Р

еки

1г(р) =
Е й

Iр +  ,̂■2

^ ^  г  ц ц  — м* н ^ 2 - м * )  
я 2

Ц. 1
.М2 \ 

■̂1̂ -2 )
Р Р* +

/?о У?!
+  ' -

1 —

И2
/. 1/.9

М2
1-11-2

К,уйидаги белгплашларни киритамиз:
/И2

^1^2
= * ’ , / ^  =  2 а ъ - ^ = 2 а 2, 7 3 ^ = ° .

У ^ о лда

/ »  = / -1 (1 -А’2)
1

| ^2 
+  ТГ

р2 + 2 а р

1

4 оцссд 
1 — *»

+

р (р2 + 2 о р +
4 а 1а 2 
1 — к'- -

Энди а 2 — 1^15* = р2> 0  булгани учун тасвирлардан оригинал- 
1 —  /г*

ларга утиб, цуйидаги ифодани топамиз:

< ■ « - * {
1 + е

- О / ат — а* зЬ р / — сЬ (3 * | .
[Р (1 — ^2)

Э с л а т м а .  р — ^ацикий сон, чунки
2 __ 4 а 1а 2 _  («1 +  СС2)а __4 а 1а 2 _

1 —А* (1 — А2)2 1 — к2

__ а\ — 2 +  «2  +  4 а 1а г ** _  (а х — а,,)2 +  4 > 0
(1 — б2)" _  (1 — к*)*

12 ({) нинг ифодасини топиш учун дастлаб оператор тенгламалар 
системасидан /2 (р) оператор ечимни топиш зарур ва ундан сунр 
тасвирлардан оригиналларга утиш керак.

5- дарсхона топш ирицлари
1. Берилган дифференциал тенгламаларнинг берилган бошлангич 

шартларни каноатлантирувчи ечимларини топинг:
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а ) х" +  2 х ’ +  х  =  е х(0) =  1, х' (0) =  0;
б) х" +  4 х  =  соз 3 1, х (0) =  2, х' (0) =  — 2;
в) X я —  9 х  =  5Ь/, х (0 ) =  1, х' (0) =  3.

б) х (/) =  —  со5 2 1 ----- - с о з З /  +  з т 2 / ;
5 55
9^ I

в) х{1) =  - ^ 5ЬЗ/ — с Ь З / ----- - з Ь/ .
24 5

2. Берилган дифференциал тенгламаларнинг умумий ечимларини 
топинг:

3. Берилган дифференциал тенгламалар системаларининг ечимла
рини берилган бошлангич шартларда топинг:

4. Берилган дифференциал тенгламалар спстемасннинг умумий 
ечимини топинг:

Ж: х  (/) — Сг зЬ / — С3 сЬ /,
у(() =  С4 —  С3 зЬ / — С2 сН / +  сЬ / 4- соз /.

5- м у с т а щ л  иш топшириклари

1. Берилган дифференциал тенгламаларнинг ечммларшш берилган 
бошлангич шартларда топинг:

а) х" +  4 х =  51П 2 /, х  (0) =  1, х' (0) =  — 2;
б )  х!" — х" =  е  , х (0) -  1 , а - ' ( 0 )  =  х" (0) 0.

Ж : а) х  (/) =  соз 2 / — — з т  2 / •— -  соз 2 /;
8 4

а) х" +  9 х  =  соз 3/;
б) х я +  2 х '  = (е ~ 2‘

Ж : а) х(1) =  Сг соз 3/+ С 2 з т  3 / +  — з т З  /;
6

-21

Ж :' а) х (/) =  I с о з/, «/(/) = — / з т / ;  
б) х(() =  е2‘, у(() =  Зе21.

X я +  у '  =  сЬ ( — 31П /, 
у "  +  х' =  с!т { — соз /.

б) х(() =  3  +  ( +  (1 —  2)е  .

2. х я +  х ' = е ~ ‘ $ т  I дифференциал тенгламанинг умумий ечн 
мини топинг.



Ж: *  (0  =  Сх +  С2е +  у  е (сох I —  з т  О-

3. Берилган дифференциал тенгламалар системаларининг ечимла- 
рини берилган бошланрич шартларда топинг:

( х " - у ' =  0, х (0 ) =  у ' (0) =  О,
(л:' — у" =  2 соз (0) =  г/ (0) =  2.

Ж : *(/) =  з т /  +  зЬ/, у(1) =  соз/ +  сЬ I.
4. Берилган дифференциал тенгламалар системасининг умумий 

ечимини топинг:
(х" +  */ '= / ,
[у" — х' =  0.

Ж : х (0  =  Сх +  С2 з т I +  С3 соз
у (/) =  С4 +  С3 з т  / — С2 соз / +  у  .

6 -§ . Дьюамель интеграли, унинг татби^и
Бу параграфда биз йирма ва тасвирларни купайтириш теоремаси 

билан танишишни давом эттирамиз.
1. [(1 )-^ Р (р )  на § {1)+ -С (р )  булсин, у .\олда / (0  вз §  (() функ

цияларнинг йирмаси

! * е  = 17(т) е ( * — г М т
о

интеграл булади. Тасвирларни купайтириш теоремасига асосан: 

? (р )С (р )  Г /(*)§•(* — т) й т.
О

Бу ердаи оригиналларни дифференциаллаш теоремасига асосан

рр(р) С ( р ) - + Л  ^ / (т )в г (/ — (6 1)
О

чунки
о

^ .| 7 (* )я (*  — =  |7 (*)*(* — х)сгх =  о.
<=0 о

(6.1) формуланинг унг томонидаги интеграл учун I параметрдир, шу 
билан бирга унга интеграл остидаги функция > а̂м, интеграллаш нннг 
юкори чегараси >̂ ам боглиц.

Математик анализ курсидан ани^ интегралнинг параметр буйича 
дифференциаллашнинг куйидаги ^оидаси м аълум :

*,(0 х,(1) и
| ф {х, I) йх=ц> {хг, — ф(хх, 0  |  йх.

* !« )  АГ,(0
Буни (6.1) формуланинг унг томонига татби^ этсак:



р  р  (р) о  (р) - + 1 ( 1 ) ё  (0) +  (' / (т )^ ; а  — т) а  т. (6.2)
о

Бу формуланинг унг томони Дьюамель интеграли  деб аталади. 
Йирманинг ушбу

1*8 =  8*!-
ёки

(7(т) 8(1 -  т)й! т =  |’ я(т) /( /  — т)4т
о о

коммутативлик хоссасига асосан (6 .2 ) формулани бундай кайта ёзиш 
мумкин:

р Р ( р ) о  (Р) - + е ( 1 ) 1  ( 0 )  +  ( §  ( т ) / ;  (г  —  т )  ^ т .  ( б . з )
о

1-м н е  о л .  ̂ г ! 1 з таевнр учун оригинални Дьюамель фор-

муласини татби^ этиб топинг.
Е ч и ш .  Берилган ифодани кейинги ^исоблашлар кулай булади- 

ган ш аклга келтирамиз:
1 _  __1___ _ 1 _

( р *  +  1)рЗ  ~ Р  ' Р 2 +  1 ■ р 4

Ифодаларни белгилаймиз:

^ >  =  Т Г 7 -  6 (р ) ~  ~ т •Р2 + 1 Р4
Тасвирлар жадвалидан фойдаланиб, куйидагига эга буламиз:

Р(Р ) = - / =  /(/),
Р +  1

Бундан:

2(0) =  о, 8'(0 =  "7 ■
Энди Дьюамель формуласига кура куйидагига эга буламиз:

I
р р  (Р) О (р) =  --------------------------V 51П / • 0  +  —  Г 51П Т (? —  Т) Й Т.

( р 2  +  1 ) р З  2  ]
о

Икки марта булаклаб интеграллаб, масаланинг ечимини ^осил ^ила- 
миз:

1 ** I 4 1------ [- соз  ̂— 1.
(Р2 + 1) Р3 2

2 - м и  с о  л. Дью амель формуласини татбик; этиб,
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р
(Р — 1) (Р +  О

тгсрирьинг оригиналини топинг.
Е ч и ш .  Бу ерда

- Ц - - е ' = / ( 0 ,  =  § (/ ), / (0) =  е° =  1, Г « )  =  е‘
р — 1 Р + 1

булганлиги учун (6.3) Дьюамель формуласи буйича куйидагига эга 
буламиз:

I
р Р (р )С {р )  =  р ~  ■ - ± - - * е - ‘ - 1 + \ е - '  - е ‘- т с1т =  

р  — 1 р +  1 ^
0

=  е- '  +  е‘ \ е~2х й т  =  е ~‘ е ■ е~2х\‘ =  е~* е '(< Г 2' - 1 )  =   ̂ |0 2
о

=  у  (2 е~‘ — ё~‘ +  е ) =  - у  (е( +  е-<) =  сЬ

2. Дьюамель интегралидан дифференциал тенгламаларни интег- 
раллашда фойдаланиш мумкин. Бошланрич шартлари ноль булган 
узгармас коэффициентли чизикли дифференциал тенглама учун Коши 
масаласи Дью амель формуласи ёрдамида унг томони 1 га тенг бул
ган ёрдамчи тенглама учун уша масалани ечишга келтирилади. 

Узгармас коэффициентли

х(п} +  а ух(п 1),+  . +\ап_ хх' +  апх  =  /(/) (6.4)

чизикли дифференциал тенгламанинг

х (0 ) =  х' ( 0 ) ; -  . . . =  х {п~и (0) =  0
бошлангич шартларни каноатлантирадиган ечимини топиш талаб 
этилсин. Бу тенглама билан биргаликда чап томони шу тенглама
нинг узи, унг томони эса 1 га тенг цуйидаги тенгламани ^ам ка- 
райлик:

г <п) 4- а 1г<"“ 1) +  • • • +  ап_ р ’ +  апг =  1. (6.5)

Бу тенгламанинг ^ам^

2 (0) — 2' (0) — . . . = 2 <"“ ') (0) = 0  
бошлангич шартларни каноатлантирадиган ечимини излаймиз. Энди

Х {р )-* -х (  ()„ 2 ( р ) -+ г ( 0 ,  Р (р ) -+/((), - — » 1
Р

деб олиб, (6.4) ва (6.5) тенгламаларга мос операторли тенгламаларга 
утамиз:

рп X  (р) +  а 1рп- 'Х ( р )  +  . . . +  ап_ х р Х  (р) +  ап Х (р ) =  Р  (р ),



рп 2 ( р )  +  а лрп х7.(р) +  . . . +  а п^ р 2 ( р )  +  ап2(р )  = - у  ,

бу генгламаларнинг ечимларини топамиз:

Р (р) 1
Х (Р) =  - 7 Г Т Г ’ =  <6-6 )С1п (Р) Р$п (Р)

бу ерда Я „(р)= рп +  а 1рл~1+  . . . -\-ап_ хр + а п. (6 .6) муносабатлардан

Х ( р ) = р Р (р )  2(р).
(6.2) ёки (6.3) шаклдаги Дьюамель формуласини татбиц этиб, (6.4) 
дифференциал тенгламанинг ечимини куйидаги шаклда ^осил кила
миз:

р р ( р ) 2 ( р )  X  (р) х ({) =  |'/(т) г'{1 —  т ) й х  =
О

=  2 (0  /(0) +  (’ г  (т) /' (/ — х)й х . (6.7)
о

Бу формулалар узгармас коэффициентли чизшуш дифференциал 
тенгламанинг бошланрич шартлари ноль булгандаги ечимини бу тенг
ламанинг унг томонидаги /(/) функциянинг тасвирини топмасдан 
туриб ани^лашга имкон беради.

Шундай килиб, (6.4) диффереипиал тенгламанинг ноль бошлангич 
шартларни ^аноатлантирадиган х(1) ечимини, агар  чап томони ушан- 
дай, унг томони эса 1 га тенг (6.5) тенгламанинг ноль бошлангич 
шартларни каноатлантирадиган г (/) ечими маълум булса, квадратура 
шаклида топишга имкон беради. Дьюамель интегралининг чап то- 
монлари бир хил, унг томонлари эса турлича булган бир неча диф
ференциал тенгламаларни дифференциаллашда татби^ этиш айникса 
фойдалидир.

3 -м  и со  л . х" — 5 д с ' +  б х  =  $ т *  дифференциал тенгламани 
х  (0) =  х' (0) =  0 бошлангич шартларда Дьюамель интегралини тат- 
б щ  этиб ечинг.

Е ч и ш .  Д астлаб ёрдамчи

г" — 5 г ' +  6 г  =  1
тенгламанинг г (0) =  г' (0) =  0 бошланрич шартларни каноатлантира
диган ечимини топамиз. Мос

рг2  (р) — 5 р 2  (р) +  6 2  (р) =  —
Р

операторли тенглама

1 1
2(Р )= , -'  Г*р(р2 — 5р + 6) Р(Р — 2)(р — 3) 

ечимга эга. Рационал касрни энг содда касрларга ёямиз:
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1 = А ( р - 2 ) ( р - 3 )  +  В р ( р - 3 )  +  С р ( р - 2 ) .
А, В, С коэффициентларни куйидаги системадан хисоблаймиз:

р =  О 
р =  2 
р =  3

1 = 6  А,
1 = - 2  В, 
1 =  ЗС .

Бундан:

А = В  =  ■

Шундай цилиб,

*(/>) =
1 1

С =

I
6 р 2 (р — 21 3 (р — 3) 

Щу сабабли тасвирлар жадвалидан фойдаланиб,
2/г  (0  = ----------- - е'

6 2
± е 3‘
з

ни ^осил ^иламиз, бундан:
/ / А I „3/г (() = — е +  е .

Берилган тенгламанинг ечимини излаш учун (6.7) нинг биринчи фор 
муласидан фойдаланамиз. Бизнинг х,олда / {() =  з т I, демак,

I I
х{() =  (' / ( т )  2 '  {I — х)йх =  | '5 Ш т ( г 3('  т)— ч) йх2(К 1к I _

•е3<[ е  Зтз т т ^ т — е2< |'е 2тз т т ^ т .  
о о

(6 .8)

Икки марта булаклаб интеграллаб, куйидагини ^осил киламиз:

I  — [ еах з т  т й г
о

IЙ1=  — е  соз т

= Ы  ==еах йи =  а  еах й т
ЫО =  51П Т йХ, V =  — СОЗ Т

I I
4- а  ( еах соз т й  т =  1 — еа соз / -Ь а  [ еат соз х й х 

о о
I

= ) и  = ё~’ й и =  а е  йх  ( =  { __е“' с03, +  а (е ах з1п т)еат йи  = а "
=  СОЗ Т й Т, У — 51П т

- а  [ еа т з т т й ч — 1 — е“ соз/ +  а еа $1П( — а 2 [ <?а т з т  Vй т,
о о

бундан

/ =  1 — еа< соз / +  а  еа' з т  I — а 2/,а'



Д емак,

I =  ( еах з т  т  й х =  —-—  (1 — еа‘ соз / +  а  еа‘ з т  {).
3 1 + » 2О

Бу натижани (6.8) формулага ^уйиб, а  — — 2 ва а  =  — 3 булган
да масаланинг ушбу ечимини хосил киламиз:

х{1) =  -уо~(1 — е~ъ‘ соъ1 —  Зе~ 3'з т / )  =  — -^ - (1  — е~2'со з/  —

— 2 е~21зш /) =  —  (е31 — 2 е21 — соз I — 3 з т  { +  2 соз I +
'  ю

+  4 з т  {) =  (е3' — 2 е2‘ +  соз I +  зш I).

4 - м и с о л .  Дьюамель формуласидан фойдаланиб, х" +  х  =  еа< 
тенгламани х(0) =  х '(0)  =  0 бошланрич шартларда ечинг.

Еч и ш.  г" +  г =  1 ёрдамчи тенгламани г (0 ) =  г (0) = 0  бошлан
рич шартларда караймиз. Унинг

г г { р ) + \ г ( р ) -  —  
р

операторли тенгламаси

а д  =  — !—  =  -- ------------- р—
Р (Рг + 1) Р Р- +  1 

ечимни беради, бундан 2 (0  =  1 — соз/ ни хосил к^иламиз. (6.7) фор
м улага кура 2'(/) =  51П/, ! ( 1 ) = е х‘ да дастлабки тенгламанинг *из- 
ланаёгган ечимини ^осил циламиз: '

х({) =  С /;(т) г ’ (I— ’т) й т =  ехх з :л (/ — х)'й х =
о

I

1 • (е,л — сс — а з т ’/).
- а2 +  1

5 - м и с о л .  Уш эу Коши масаласини Дьюамгль формуласидан фой
даланиб ечинг:

х" +  х  =  соз /, х  (0) =  х' (0) =  0.
Е ч и ш .  Бу тенгламанинг чап томони олдинги мисолдаги тенгла

манинг чап томони билан бир хил булганлиги учун ёрдамчи тенгла
манинг ечими яна уш а функциянинг узи булади: (

2 (/) =  1 — соз /, г' (/) =  з т  /.

(6.7) формула буйича /(/) =  соз I булганда берилган тенгламанинг 
х(() ечимини ^осил киламиз:

I <
* (/ ) =  | соз Т 31П (/  —  т) (I X =  - у  |* (31П / +  31П (/ —  2 т)) й X =  

о о



-  - у  (т 51П I +  - у  соз (I — 2 т)) =  —  и  зш Н ------ соз I —
О 2 4 2

-------- — СОЗ / ) =  —  ( 5111 I.
2 ) 2

7 »§ . Л аплас ва Фурье алмаштиришларининг богланиши

Операцион хисоб Лаплас алмаштириши билан боглиик булиб, 
у  хакикий узгарувчининг /(/) функциясига комплекс узгарувчининг 
Р(р) функциясини

00
Р(р) =  ]' (7 .1 )

о
муносабат ёрдамида мос куяди.

Юкорида айтганимиздек, операцион хисобда орнгиналлар деб 
аталадиган ва а), б) ва в) шартларни (1 - §_ га ка ран г) каноатланти- 
радиган /(/) функциялар к^аралади.

Гармоник анализ функцияларни тригонометрик каторларга ёйиш 
хакидаги тушунча булиб, Ф урье алмаштиришларига боглик. М ате
матик анализдан маълумки, Фурье алмаштириши /(О функция Р(со) 
функцияни
«деЬы! ... . ^

^ И ! =  (7.2)
—оо

муносабат ёрдамида мос куяди .’
Фурье алмаштириши барча абсолют интегралланувчи функциялар 

учун аншуланган, яъни унинг м авж уд булиши учун
+ 00 

(' |/(0| Л
—  оо

интегралнинг якинлашувчи булиши талаб этилади. Бундан ташкари, 
оригиналлар ^аноатлаитирадиган биринчи шарт Фурье алмаштнриши- 
даги мос шарт билан устма-уст тушади. Лаплас ва Фурье алмашти- 
ришлари орасидаги богланишни аниклаймиз. Бир томонлама Фурье 
алмаштиришнн карайлик. Бу алмаштиришда [({) функция /<  б да 
нолга тенг деб ^исобланади. У  холда (7.2) формула ушбу куршшш- 
ни олади:

Р(*) = ]т )е- шй1.
о

Агар (7.1) Л аплас алмаштиришида /? = /со деб олинса, яъни р 
комплекс сонни соф мавхум сон деб хисобланса, Г  (со) нинг унг 
томони шу (7 .1) Л аплас интеграли билан аник устма-уст тушади. 
Бироц Лаплас алмаштириши яна в) шарт

1/ (0 ) <  М е ° ‘
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ни з^ам каноатлантирувчи функциялар учун кулланишини назарда 
тутиш лозим, шу билан бир вактда Фурье бир томонлама алмашти- 
ришининг м авж уд  булиши учун

" 1/(01 Л (7.з;о
интегралнинг якинлашиши талаб к,илинаДи. / (0  функцияга унинг 
усиш тезлиги (в ) шарт) шартидан з^ам анча цатъий чеклашлар цуя- 
ди. Хатто содда ва гез-тез учраб турадиган 1] (() бирлик функция 
з т / ,  соз/, /, С2, . . .  функциялар учун з^ам (7.3) интеграл узо^ла- 
шувчи булади.

Шундай килиб, Лаплас алмаштиришида /(/) оригинал к,ушимча 
равишда (7.3) интегралнинг якинлашувчанлиги шартини з^ам каноат- 
лантирса, у  з^олда унинг учун Фурье алмаштириши >̂ ам м авж уд ва 
бу алмаштиришнинг барча хоссалари Лаплас алмаштиришининг хос- 
саларидан р комплекс узгарувчини I со соф мавз^ум узгарувчига ал 
маштириш билан з^осил булади.

6- дарсхона топшириклари
1. Берилган тасвирлар учун оригиналларни Дьюамель формула

сидан фойдаланиб топинг:
а) Р2

(Р — 1) (Р2 +  1) '
б)  — --------.

р* +  4) (о* +  9)

Ж: а) ( е +  соз  ̂+  з т  /);

б) —  сЬ / +  соз /).
2

2. Дьюамель формуласидан фойдаланиб, [Коши масаласининг 
ечимини топинг:

а) х" — Зх' +  2х =  х (0) =  х' (0)’ =  0;
б) х" — 2х' +  х =  зЬ /, х (0 ) =  х' (0) =  0;
в) х" +  х =  е~‘\ х (0) -  х ‘ (0) =  0;

г) х" +  х =  1..-  , х (0 ) =  х ' (0) =  0;
2 +  со!I

д ) х " + х  =  \ - г , х (0 ) =  х' (0) =  0. 
1 +  е

Ж: а) х(/) =  е - е 2‘ +  1е2>;

б) х  (/) =  — 1 - е ----- -  / е '----- -- зЬ /;
' '  4 4 4

в) х (1) =  51ПТС! т — бу интеграл элементар функциялар
о

оркали ифодаланмайди;
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Г) х  (0  =  51ПI  ^  — ~ = -  агс 1§ (“ ^  ))  +  с051 1п 2  +  ™&< ;

д) * ( $  =  —  (е* — 1 —• / е ' ) +■ зЬ / • 1п —5—  •

6- мустацил иш топшириклари

1. Берилган
______ _______

(р*— 1) (р2 +  1) 

гасвир учун оригинални топинг.

Ж : —  (Зз1пЗ< — 2 31П2 0.
5

2. Коши масаласининг ечимини Дьюамель формуласидан фойда
ланиб топинг:

а) х" — х ’ =  1е , х(0) =  х  (0) =  0;
б) х'" +  х ’ =  е х  (0) =  х  (0) =  х" (0) =  0;

в) х" — х' =  —Ц  , х (0) =  х' (0) =  0.
1 +  е

Ж : а) *(/) = ( - у  - / +  1У  -  1; 

б) х (0  =  ( у - / + 1  У  - 1 ;

в) х  (/) =  е — 1 — {I +  1п 7) (е +  1) +  ( е +  1) 1п ( е ‘ +  1).
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СОНЛИ УСУЛЛАР

Хозирги замон техника ва технологиясининг тарак^иёти матема
тик услубларнинг мухандислик тадкикотларига кенг микёсдаги тат- 
б\щи билан тавсифланади. Халк хужалигининг купгина илмий- 
техникавий масалаларининг муваффакиятли ечими Э^М ларнинг омил- 
корлик билан кулланишига борлик булиб, бу ма^саднинг амалга 
оширилиши учун математиканинг тегишли сонли усуллари ишлаб 
чикилган.

Табиий-илмий муаммоларни ^исоблаш математикаси воситалари 
билан тадкик килиш математик моделлаштиришдан бошланади, жа- 
раён чекланган аникликда алгебраик, дифференциал ёки интеграл 
тенгламалар ёрдамида тасвирланади. Одатда, бу тенгламалар асосий 
физик микдорларнинг — энергия, харакат микдори ва хоказоларнннг 
сакланиш конунларини нфодалайдн. Математик моделлаштириш амал
га оширилаётганда албатта масаланинг турри к,уйилганлиги, бошлан
рич маълумотларнинг етарлилиги, куйилган масала ечимининг мав- 
жудлиги ва ягоналиги текширилади.

Купгина холларда энг содда моделлар учун хам ечимни аналитик 
шакл да олиб булмайди. Айтайлик, масала ушбу

2х —• соз Зх =  О

бир узгар/вчили тенгламани ечишга келтирилган булсин. Бу тенгла
манинг илднзларини аналитик усуллар билан топиб булмайди. Гра
фик усуллар билан хам тегишли аникликдаги ечимни олиш кийин. 
Бундай холларда илдизларни топиш имконини берадиган сонли 
усуллардан фойдалаиилади.

Барча сонли усуллар учун бир умумийлик булиб, у хам булса 
математик масалани чекли улчамли масалага келтирилишидир. Ку- 
йилган масала дискретлаштирилади, яъни узлуксиз фуикциялардан 
узлукли, дискрет функцияларга утилади.

Сонли усуллар билан олинадиган ечим куйилган масаланинг так- 
рибий ечими булади. Масала ечимининг умумий хатолиги бир неча 
ташкил этувчилардан иборат булиб, улардан биринчиси тадкик кили- 
наётган жараённи узининг математик моделига каичалик мувофикли- 
ги билан белгиланади. Одатда масаланинг бошлангич ва чегаравий 
шартлари, тенгламаларнинг коэффициентлари, унг томонлари доимо 
маълум бир хатолик билан берилади. Натижанинг аниклиги дастлаб- 
ки маълумотларнинг аник,лигига боглиц булади.

Бирор масаланинг аниц ечими Н булсин. Моделлаштирилиб урга- 
нилаётган жараённи узининг математик моделига тулиц мувофик ке- 
лолмаслиги ва дастлабки маълумотлардаги аииксизликлар натижаси-
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да аниц ечим урнига бошка ^  ечнм олинади. уносил буладиганд1 =  
=  К  — /?, хатоликдан масалани ечиш давомида олиб бориладиган 
хисоблашлар жараёнида кучулиш иложи йуклиги сабабли бундай 
хатолик й у^ от илм ас  х а т о л и к  дейилади. Тадкикотчи бу хато- 
ликларнинг катталигини билиши ва шунга кзраб натижанинг йуко- 
тилмас хатосини бахолаши керак.

Масалани ечишга киришилар экан бирор усул танланади (маса- 
лан, сонли усул) ва хисоблашларни бошламасдан ечим урнига # 2 
ечимга олиб келувчи янги хатоликка йул куйилади. д2 =  — /?2 
хатолик у с у л  х а т о л и г и  дейилади.

Ва н1цоят хисоблаш жараёнидаги оралик натижаларда куп хо- 
нали сонлар ^осил булади ва уларни яхлитлаб олишга турри келади 
(масала Э^Мда ечилганда хам сонлар яхлитланади). Шундай килиб, 
масалани ечишда хисоблашни аник олиб бормаганлигимиз натижа- 
сида хам хатоликка йул куйилади ва /?2 ечимдан фарцли Кя ечим 
хосил булади, Д3 = /?2 — К3 хатолик х и с о б л а ш  х а т о л и г и  дейи- 
лзди

Т^лик, х а т о л и к  юкорида айтиб утилган хатоликлар йиринди- 
спдан иборат булади:

Д =  Дх +  Д2 +  Д3 =  К  — +  /?1 —  $ 2 —■ /? 3 == /? — /?3.

Масала ечимининг аннклиги борасида тасавв\’рга эга булиш учун 
хатоликнинг барча турлари тулик та.ушл цилиниши керак.

[А. НАЗАРИЙ МАВЗУЛАР

1- § .  Хатоликлар назариясининг элементлари

1.1. Бирор микдорнинг аник киймати .V, бу микдорнинг такри- 
бий киймати а булсин.

л; аник ссн билан унинг а такрибий киймати орасидаги л: — а 
айирма х микдорнинг такрибий киймати а  нинг х а т о л и г и  деб ата- 
лади.

Агар л: — а > 0 ,  яъни а <  х булса, у холда а сон х га к а м и  
б илан  яцинлаш иш ,  агар х — а <  О, яъни х <  а булса, у ^олда 
а сон х га орт иги  билан  яцин лаш иш  деб аталади. Масалан, 
У 2 учун 1,41 сони ками билан такрибий киймат, 1,42_сони эса 
ортири билан такрибий киймат булади, чунки 1,41 <  У 2 <  1,41.
3,14 сони л  сони учун ками билан такрибий киймат булади, чунки 
л  > 3 ,1 4 ; 2,72 сони е сонининг ортиги билан такрибий киймати бу
лади, чунки е <  2,72.

Агар а  сон аник х  соннинг такрибий киймати булса, бу бундай 
ёзилади: а « х .  Масалан, У 2 ~  1,41 ёки У 2 «  1,42, л « 3 , 1 4 ;  
е «  2,72.

Бирор х аник сон такрибий киймати а нинг абсолют хатолиги 
деб, улар орасидаги айирманинг абсолют киймати |х — а\ га айти- 
лади.

х нинг аник киймати номаълумлиги сабабли |х — а\ абсолют ха
толик ^ам номаълум булади. Ленин абсолют хатонинг узгариш че-
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гараларини курсатиш мумкин. Шунинг учун ^ам абсолют хатолик 
урнига ч е г а р а в и и  а б с о л ю т  х а т о л и к  тушунчаси киритилади.

1 - т а ъ р и ф .  а тацрибий соннинг чегаравий абсолют хатолиги 
деб, бу соннинг абсолют хатолигидан кичик булмаган д сонга ай- 
тилади:

\х — а\ <  д.
Бундан буён «чегаравии» сузини тушириб колдирамиз.
Сунгги тенгсизликдан х  ани^ сон цуйидаги ораливда ётиши ке

либ чикади:
а — д <; х <  о +  Д.

Демак, а — д сон х соннинг ками билан якинлашиши, а +  Д эса 
ортири билан я^инлашишидир. К,иск,алик максадида куйидаги ёзувдан 
фойдаланилади:

х =  а ±  А .
1 - м и с о л .  л сонини алмаштирадиган таьфибий 0  =  3,14 сони- 

нинг чегаравий абсолют хатолигини топинг.
Е ч и ш .  3,14 <  л <  3,15 тенгсизлик уринли булганлиги учун 

|я  — а |< 0 ,0 1  булади. Демак, А =  0,01 ни чегаравий абсолют хато
лик учун цабул ^илиш мумкин.

Амалиётда куиинча «0,01 гача аниклик билан», «1 см гача аник- 
лик билан» ва хоказо ифодалар кулланилади. Бу нарса абсолют ха
толик мос равишда 0,01; 1 см га тенглигини оилдиради ва хоказо.

Та^рибий соннинг абсолют хатолиги х  ани^ сонни унинг а так- 
рибий киймати билан як,инлашиш сифатини етарлича тавсифлай ол- 
майди. Масалан, Д =  0,5  м абсолют хатолик хонанинг буйини улчаш- 
да хаддан ташкари катта, уп цуриш учун ер майдонини ажратишда 
йул цуйилиши мумкин, шгхарлар орасидаги масофани улчашда эса 
сезилмайди хам.

Улчаш ёки ^исоблаш натижаси аниклигининг х,а^икий курсаткичи 
унинг н и с б и й  х а т о л и г и д и р .

а  такрибий соннинг нисбий хатолиги деб
|х — о|

И
нисбатга айтилади.

2 - т а ъ р и ф .  а тацрибий соннинг чегаравий нисбий хатолиги
деб, нисбий хатоликдан кичик булмаган  6 сонга айтилади, яъни

\х — а\ & .. * Д 1------- 5 <  о еки 6 = ------- .
1а1 N

Бундан
д =  |а| • б

нисбий хатолик купинча процент (фоиз) ларда ифодаланади. Масалан,
3,14 сони л  сонининг тацрибий циймати. Унинг хатолиги 0,00159  
. . .  га тенг; чегаравий абсолют хатолик Д = 0 ,0 0 1 6  га тенг, чегара
вий нисбий хатолик эса

б =  ——  =  0,00051 =  0,051 %
3,14

га тенр деб ^исоблаш мумкин.
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1.2 . Агар а гакрибий соннинг абсолют хатолиги бу сон охиргн 
раками хонасининг бир бирлигидан (ярмидан) ортик, булмаса, у ^ол- 
да а соннинг барча ра^амлаги кенг маънода ишончли (тор маъно
да ишончли) рацамлар  деб аталади.

Такрибий сонларни факат ишончли ракамларни еаклаган ^олда 
ёзиш лозим. Масалан, а =  52400 сонининг абсолют хатолиги д =  
=  100 булса, у ^олда бу сонни куйидаги куринишда ёзиш керак: 
а =  524 • 102 ёки 5,24 • 103.

Ишончли ра^амлари билан ёзилган 37-10; 370; 370,0; 370,00 
тацрибий сонлар турлича аниклик даражасига эга, уларнинг чега
равий абсолют хатоликлари 10; 1; 0,1; 0,01 га тенг.

Такрибий соннинг хатолигини, у нечта ишончли кийматли ракамга 
эга эканлигини курсатиш билан ба^олаш мумкин. К,ийматли ра^ам- 
ларни санашда биринчи нолдан фаркли ракам дан чапда турган нол- 
лар ^исобга олинмайди. Соннинг охприда турган ноллар доимо 1\иймат- 
ли ракамлардир (акс холда уларни ёзилмайди). Масалан, цийматли 
ракамлар билан ёзилган а = 0,002080 сони туртта кийматли ракам, 
яъни 2, 0, 8, 0 га эга.

Такрибий соннинг нисбий хатолиги кийматли ракамлари сони 
билан богли^дир.

Агар а сон п та ишончли кийматли ракамга эга булса, у холда 
унинг б нисбий хатолиги

тенгсизликни каноатлантиради, бу ерда к шу а соннинг бприн- 
чи раками. Ва аксинча, нисбий хатолиги б булган а соннинг п та 
разами ишончли булса, у холда п ушбу

тенгсизликни ь^аноатлантирадиган энг катта туб сондир.
2- м и с о л .  Агар а =  47,542 такрибий соннинг чегаравий нисбий 

хатолиги б =  0,1 % булса, унинг ишончли ра^амлари сонини ашщ- 
ланг.

Е ч и ш .  (1.1) тенгсизликни тузамиз: бу ерда к =  4, б =  0,1 % =  
=  ±  —  =  1 
~  10 100 1000 ’

Равшанки, п — 1 = 2  ёки п =  3. Демак, а =  47,542 сони учта ишонч
ли ракам: 4, 7 ва 5 га эга.

Маълум бир маънода бундай ^исоблаш мумкин: фа^ат битта 
ишончли ракамнииг борлиги 10 % тартибида нисбий хатоликка, 
иккита ишончли ракамнинг борлиги 1 % тартибида нисбий хатолик
ка, учта ишончли ракамнинг борлиги 0,1 % тартибида нисбий хато
ликка мос келади ва ^оказо.

(1- 1)

/1-1
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Математик жадвалларда барча сонлар ишончли ракамлари билан 
берилади. Масалан, жадвалда 1§ 2 =  0,3010 берилган булса, у хрлда 
Д =  0,0001, 6 =  0,03 %.

1.3. Агар такрибий сонлар ортикча (ски ишончсиз) ракамларга 
эга булса, уни яхлитлаш лозим. Яхлитлашда факат ишончли рацамлар 
сакланади. Ортикча ракамлар ташлаб юборилади, шу билан бирга 
биринчи ташлаб юборилаётган ракам 4 дан катта булса, у холда 
сэклаб колинаётган охирги ракам битта орттирилади. Агар ташлаб 
юборилаётган кием факат битта 5 ракамидан ёки 5 ва колганлари 
ноллардан иборат булса, у холда одатда охирги саклаб колинадиган 
ракам жуфт сон буладиган килиб яхлитланади.

3- м и с о л ' .  Сонларни берилган аникликда яхлитланг:
а) а  =  10,547 ни 10 “ 2 =  0,01 =  Д гача аникликда туртта ишонч

ли ракам билан;
б) а =  5,1997 ни 10 ~ 3 =  0,001 =  Д гача аникликда туртта ишонч

ли ра^ам билан;
в) а =  3,855 ни 10 “ 2 =  0,01 = Д  гача аникликда учта ишончли 

ракам билан.
Е ч и ш .  а) а =  10,5474 «  10,55 ортиги билан;

б) а =  5,1997 »  5,200 — ортиги билан;
в) а =  3,88 « 3 ,8 8  — ками билан.;

1.4. Абсолют ва нисбий хатоликларнинг асосий хоссалари. Куйи
даги иккита масалани карайлнк: аргументнинг абсолют хатолиги 
буйича функциянинг абсолют хатолиги топилсин; 2) функциянинг 
йул куйиладиган абсолют хатолиги маълум булса, аргументнинг нис
бий хатолиги топилсин (тескари масала).

Бу масалаларни хал этишда куйидаги асосий теоремадан фойда- 
ланилади:

Т е о р е м а .  Функциянинг чегаравий абсолют хатолиги аргу
мент чегаравий абсолют хатолигини бу  функция хосиласининг 
абсолют киймати билан купайтмасига тенг:

Р = « ! / ' ( * )  I, (1.2)
бу ерда а  — шу л: аргументнинг чегаравий абсолют хатолиги, р эса 
у = [ ( х )  функциянинг чегаравий абсолют хатолиги.

Агар х аргументнинг чегаравий нисбий хатолигини бл. оркали, 
у  =  /  (х) функциянинг чегаравий нисбий хатолигини 8у оркали бел- 
гиласак, у холда (1.2) тенгликдан фойдаланиб, ^уйидагини хосил 
циламиз:

Г (Об = (1.3)
/(*)

4- м и с о л . у  =_1п х  функциянинг чегаравий абсолют хатолигини 
топинг.

Е ч и ш .  у  — 1п л: функция учун (1. 2) формуладан фойдаланамиз:
1

У = — ■X
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У холда
Р =  а =  б.

Демак, логарифм нинг чегаравий абсолют хатолиги (5, аргументнинг 
чегаравий нисбий хатолиги га тенг.

5 - ми  со  л .  у  — хп функциянинг чегаравий нисбий хатолигини 
топинг.

Е ч и ш .  у' =  пхп~ 1 булганлиги учун (1.3) формулага асосан 
куйидагини ^осил киламиз:

, п — 1
б, =  \п\ 6Х.

Демак, даражанинг чегаравий нисбий хатолиги бу аеоснинг чегара
вий нисбий хатолиги 8х ни даража курсаткичнинг абсолют кийма- 
тига купайтирилганига тенг.

Хусусан, дойра юзининг чегараЕий нисбий хатолиги радиуснинг 
чегаравий нисбий хатолигидан 2 марта катта, чунки 5  =  я  г2 булга- 
ни учун:

*5 =
5 ' 

г — б г = Г •
2 пг

5 Г л гг
бг =  2 б-.

Икки узгарувчили и =  /  (х, у) функциянинг чегаравий нисбий 
хатолигини ба^олашда (1.2) тенгликка ухшаш ушбу формулани ^о- 
сил киламиз:

. ди
а  +  — аР =

ди I

дх I ду У
бу ерда а х — узгарувчи х  нинг чегаравий абсолют хатолиги;

а у— узгарувчи У нннг чегаравий абсолют хатолиги;
Р— эса и — /  (х, у) функциянинг чегаравий абсолют хато

лиги.
Охирги тенглик исталган сондаги аргументлар функцияси учун 

умумлаштирилиши мумкин. Масалан, ы =  х +  г/ +  2 +  . . . -\-1 
функция учун

............... "  "" -  1,
ди ди ди ди
дх дУ дг д!

шунинг учун
Р — &х +  а у + « 2 +  • • • +

демак, йигиндининг чегаравий абсолют хатолиги р кушилувчиларшшг 
чегаравий абсолют хатоликлари а х, а  , а г, . . . , а 1 нинг йигинди- 
сига тенг.

Йигиндининг чегаравий нисбий хатолигини аниклашда ушбу икки 
з^олни ажратиш керак:

1) Барча кушилувчилар бир хил (аншушк учун— мусбат) ишора- 
ли. Йигиндининг чегаравий нисбий хатолиги

б =
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га тенг. 6А„ бу, . . . , 6, — мос равишда х, у, . . . ,  I нинг чегара
вий нисбий хатолижлари булсин. У холда а х= Ь х -х, а у =  Ьу -у, . . .
а  , =  6, /. 6тах ва бт1п оркали бл, Ьу............. 8( сонларнинг ичида
энг каттаси ва энг' кичигини белгилаймиз. У урлда

6 х - х + 6 н у +  . . .  + 6 , - 1  ^ (х +  у  +  . . . ( )  б т а х  _  л  

х  +  у  +  . . .  + 1  х  +  у  . . .  + 1

ёки б <  б тах. Ш унга ухшаш, б >  бт|п ни ^осил киламиз. Шундай 
цилиб,

б . <  б <  б .ним т а х

Демак, бир хил ишюрали цушилувчилар й и р и н д и с и н и н г  чегаравий нис
бий хатолиги цуши.лувчиларнинг энг кичик ва энг катта чегаравий 
нисбий хатоликлари орасида ётади.

2) К,ушилувчилаф турли ишорали, масалан, агар и =  х — у  бул
са, у ^олда унинг чегаравий нисбий хатолиги

а г 4-  а „
б =  —------ у-

\х — у\

га тенг. Демак, х ва у  сонлар бир-бирига якин булса, у холда х 
ва у  сонларнинг чегаравий нисбий хатоликлари, хатто жуда кичик 
булганда хам, улар айирмасиминг чегаравий нисбий хатолиги жуда 
катта булиши мумкин. Масалан, ишончли раи;амлар билан ёзилган 
х =  1,245 ва у  =  1,235 сонлари уч'-н куйидагига эга буламиз:

а д. -  0 ,00 ), с/., =  0,001; бд. -  0,08%; бу -  0.08%;
, __ 0,001 -• 0,001

С . 01
■100% - 2 0 % .

2 -§ . Функцияларнинг ципматларини ^исоблаш.
Купхадлар учун Горнер схемаси

2.1. ^исоблаш  змалиётида купинча бирор функциянинг берилган 
нуктадаги кпйматппи хисоОланпа т\гри келади. Бунда шунн шзар* 
да тутиш кераккн, математик эквивалент булган ифодалар уларнинг 
цшшагларшш пн учу;; *арур булган амаллар сони маъносида
хамма вакт хам тенг кучли булавермайдн. Масалан, 

о~ 4  р-аЬ 4- Ь~ - \(с1 -}- Ь)~

айниятнинг чап кисмини хпсоблашда туртта купайтириш амалини ва 
иккита куш;;ш а.малшш бажариш зарур. Унг кисмини хисоблаш учун 
эса бор-йу!.. битта к.ушиш ва битта купайтириш амалини бажариш 
зарур.

Функцияларнинг (ушматларини ^исоблаш одатда элементар ариф
метик амаллар кетма-кетлигига келтирилади. Бу амалларни такрор- 
ланувчи циклларга булиб, уларнинг сонини камайтириш маъкулдир. 
Мисол тарикасида Горнер схемасини куриб чикайлик.
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2.2 . Горнер схемаси — бу куп хадни икки ^адга булишда тулик- 
мас булинма ва колди^ни топиш усулидир.

Даражали куп хад деб, ушбу
Р п (х) =  а0хп +  а ххп +  . . . +  ап-\Х  +  ап (2.1)

куринишдаги ифодага айтилади, бу ерда а0,аъ  . . .  , ап коэффици- 
ентлар— ^а^и^ий сонлар, шу билан бирга а0 ф  0 ; ап — куп^аднинг 
озод хади деб аталади.

(2 . 1) купхаднинг л: =  |  нуктадаги киймапши .^исоблаш талаб 
килинсин.

Рп (л:) ни (х — I) га буламиз, у ^олда
п I м -1 I I I / |  г? — 1 | * п-—2 I I

с1оХ +  ахх +  . . . +  ап—\х ап ~  \̂ ох “Ь +  • • • +
+  ьп̂ ) ( х - 1) +  ьп

га эга буламиз. Бу тенгликда х  урнига |  ни куйсак,

Ьп = Р « ®
келиб чикади.

Демак Р п(1) ни хисоблаш учун Ьп ни топиш етарли экан. (2.2) 
тенгликда х нинг бир хил даражалари олдидаги коэффициентларни 
тенглаштириб,

а0 =  ^0’
0 1 = 6 1 — Ь0Ъ, 
а 2 =  Ь2 — Ь&

а ,  =  К  ~  Ьп-15 
м у и о са б а т л а р г а  эга  буламиз. Бу т ен гл и к л а р д а п

во =  «о.
в1 =  ох +  Ь01,
62 о2 "г' Ь1̂  (2.3)

Ьп =  а п +  К - &

ни хосил к::.-.с;ми.ч.
^псоблаш жараёиида (2.3) тенгликларни ушбу

а0 а г а 2 а3 . . . ап _х ап ||_

ь0% ь,% ьЦ ... ьп_2$ ьп_хЬ_____
Ь0 Ьу Ь2 Ь3 ..  . Ьп_ | Ьп 2 =  Рп (5)

жадвал шаклида жойлаштириш х,исоблаш ишларини енгиллаштира- 
ди. Бу ерда Ь0 =  а0 булиб, охирги ^атордаги бош^а сонларнинг ^ар 
бири унинг устида турган иккита соннинг йигиндисига тенг. Келти- 
рилган усул Г о р н е р  с х е м а с и  деб аталади.

Агар факат Ьп =  Р п (|) ни ^исоблаш талаб цилинса, у хрлда Гор
нер схемасини



Рп {I) =  {■ ■ ■ ((я0! 4- а,) ? +  а 2) +  . . .  +  ап _,) I +  ап (2.4)

куринишда ёзиб олиш мумкин. Бу усул купхад кийматини хисоб- 
лашда хакикатан хам самарали усулдир. Чунки (2.4) формула ёрда
мида Р п(1) ни хисоблаётганда биз факат п марта купайтириш ама-
лини бажарамиз. Оддий йул билан хисоблаганда гса Ё2, Р , . . .  I" 
даражаларнн ^исоблаш учун (п — 1) марта купайтириш амалини Еа 
а01п, а х|" -1 , . . . , купайтмаларни хосил килаётганда яна п та
купайтириш амалини, хаммаси булиб, 2п — 1 та купайтириш амалини 
бажаришга тугри келар эди.

1- м и с о л . Р ъ (х) =  хь +  Зх4 — 2х3 +  х2 — х +  1 купхаднинг х = 3  
даги кийматини Горнер схемасидан фойдаланиб хисобланг.

Е ч и ш .  Бу купхад учун Горнер ехемасини тузамиз:

1 3 — 2 1 — 1 1 |_3
3 18 48 147 438

1 6 16 49 146 439 
Шундай килиб, Р ъ (3) =  439.

Биз Горнер схемаси буйича х.исоблашлар бажарганимизда факат 
Ь п =  Р п (?) ни ^исоблабгина колмасдан, балки Р п(х) купхадни х  — е 
икки хадга булишдан хосил буладиган туликмас булинма булмиш 

(х) купхаднинг коэффициентларини хам аниклаймиз. Хакикатан
х;ам

Ф,,_](*) =  Рох ' 'гЬ  $1х>г " ' + • ■ •  +  Р„_2 (2.5)
ва

РпМ  =  < ) п - 1 Ш х - ® : + к  (2-6)
булсин, шу билан бирга Безу теоремасига асосан (1 -жилд, 267-еа хи
фага ^аранг) булишдаги р„ колдик Рп (?) га тенг, яъни Р„{1)-
(2.5) ва (2.6) формулалардан

Рп(х) =  (Рох’- 1 +  Р .х - 2 +  . . . +  рп_,) (х -  ?) +  р„ 

ни з^осил киламиз. Кавсларни очиб, ухшаш хадларни ихчамласак,

Рп (х) =  р0хп +  (Рх -  р0?)хп- 1 +  (Р, -  р !? )? -2, +  . . . +
+  (РЯ_ , - Р П_ 2̂ +

га эга буламиз. Бу тенгликнинг чап ва унг томонларидаги х  узга- 
руЕЧининг бир хил даражалари олдндаги коэффициентларни гакцос- 
лаб, куйидагини .%осил киламиз:

ао =  Ро. 
а 1 =  Р1 Ро?>
аг =  Рз Р ^

ап- 1 Рл-1 Рп—2-’
ап = Р Л— Р„-15-
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Ро = ао “  Ьа,
рх =  а х 4- р„? =  Ьи 
Р2 =  а, +  Р ^  =  Ь,,

Ра —1 =  ап-I Рл-2; =  °п 1’
Р» =  ап +  Р„-1? =  Ьп-

Ана шуни исботлаш талаб этилган эди.
Шундай килиб, (2.3) формула, ва демак, Горнер схемаси хам, 

булишни бажармасдан туриб, (?„._! (*) булинманинг коэффициентла- 
рини ва Рп{1) колдикни топиш имконшш беради.

2 - ми со л .  Рп(х) =  12л:4 +  19л:3— 4 купхаднинг Е =  — 2 нукта- 
даги кийматиии хисобланг ва Р 4 (х) ни л- +  2 икки хадга булишдан 
чикадиган С23(л:) булинма купхаднинг коэффициентларинн аннкланг. 

Е ч и ш .  Бу купхад учун Горнер схемасиии тузамиз:

12 19 0 0 - 4  1 ~ 2 
—24 10 — 20 4 0

12 —5 10 — 20 36 =  Р ( — 2) — колдик.
Шундай килиб, Я4(— 2) =  36 ва ф., (х) =  12л'3 — 5л:- 10* — ?0 — 

(х) ни л'+ 2  булишдан чикадиган булинма купхад.
2.3. Горнер схемасидан фойдаланиб, берилган Р п (х) купхаднинг 

ха кик ий илдизлари чегараларини топиш мумкин. Айтайлик л = р ( р >  
>  0) да Горнер схемасидаги барча Ь  ̂ коэффициентлар манфиймас 
шу билан бирга биринчи коэффициент мусбат булсин, яъни

Ь0 =  а0 >  0 ва >  0 (г =  1, /г),

у холда Рп{х) купхаднинг барча хк .\акикий илдизлари р дан чап да 
жойлашган, яъни

хк <  р(/г =  1, т, т <  п)

булади. Хакикатан хам,

Р п (*) =  (Ьох" - 1 +  . . . +  &„_,) (х -  Р) +  Ьп

булганлиги учун исталган х  >  Р да юкорида келтнрилган шартлар- 
га асосан Рп ( х ) >  0 булади, яъни р дан катта исталган _сон Р п (х) 
купхаднинг хеч ^ачон илдизи була олмайди. Шундай .килиб, куп
хаднинг хк хаки^ий илдизларини юьрридан бахоладик. 

хк илдизларни куйидан бахолаш учун

<Э„ (х) =  ( - -  1)'‘ Р  ( ~  х) =  а0хп -  а 1Хп~ [ + . . . + ( _  \ ) \

купхаднн тузамиз. Бу янги купхад учун шундай х — а ( а > 0 )  сон- 
ни топамизки, мос Горнер схемасидаги биринчи коэффициентдан таш- 
^ари барча коэффициентлар манфиймас булсин, биринчи коэффициент 
эса равшанки, мусбат булади. Юкоридагига ухшаш муло^аза юри-

Бундан:
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тиб, С?п(х) купхаднинг хк(к =  1 ,т )  хакиций илдизлари учун хк <  
^  а  тенгсизликни хосил киламиз. Демак, хк — сс купхаднинг ха'  
цик,ий илдизлари учун хуйи чегарани хосил килдик. Шундай килиб, 
Р п(х) купхаднинг барча хацикий илдизлари [— х, Р] кесмада жой-
лашган (3 .1 -шакл).

3.1- шакл

3- м и с о л . Р К(х) =  X* —
— 2х3 +  Зх- +  4х  — 1 купхад
нинг хакикий илдизлари чегара- 
ларини топинг.

Е ч и ш .  Р 4(х) купхаднинг, масалан, х =  2 даги кийматини х11' 
соблаймиз. Горнер схемасини тузамиз.

1 —2 3 4 - 1  12
2 0 6 20 —

1 0  3 ^ 0  ^ 1 9 = Р (2 ) .

Барча коэффициентлар манфиймас булганлиги учун Р4(х) куп
хаднинг хаки^ий илдизлари, агар улар мавжуд булса, хк <  2 тенг
сизликни каноатлантиради. Демак, хацикий илдизларнииг юьрри че- 
гараси топилди.

К,уйи чегарани бахолаш учун янги купхадни тузамиз:
( х )  =  ( —  I ) 4 Р 4 ( —  х )  =  л:4 +  2 х 3 +  З * 2 -  4 х ~ \ .

Унинг кийматини, масалан, х — 1 да хисоблаймиз. Горнер схемасини 
тузамиз.

1 2 3 - 4  — 1 II
1 3  6 2

1 3 6 2 1

Барча коэффициентлар мусбат, демак, — хк < \ ,  яъни хк >  — \. 
Шундай килиб, хаНШ\ИЙ илдизларнинг к,уйи чегараси топилди. Д е
мак, берилган Я4 (х) купхаднинг барча хакикий илдизлари [— 1, 2] 
кесманинг ичида жойлашган.

2.4. Куп^адда узгарувчинн алмаштириш. Ушбу 

Р п (*) =-- айхп +  а ухп ~\ +  . . .  + а п 

купхадда х  узгарувчини

Х =  у  +  Ъ

формула буйича алмаштириш зарур булсин, бу ерда у  янги узгарув
чи, |  — тайин сон. Урнига цуйгандан сунг унга нисбатан янги

Р п(у +  1 ) = А ' 0 п +  А 1у п~ ' +  . . .  + А п

188



купхддни х,осил циламиз. Энди куйидагиларни курсатиш мумкин:

\ = р па),

А п- 1 =  Рп- \ ©■ бУ еРДа Рп- \ ( х) —  берилган Рп(х) куп^адни (л: —
— I) га булишдан чиадан булинма;

Ап_о =  Рп_2(|), бу ерда Рп_ 2(дс) — Р п_,(х) ни х — 1 га булишдан 
чиккан булинма;

А 0=  Р0(Ь, бу ерда Р0 (х) — шу Рп{х) ни х  — ё га булишдан чир
кан булинма.

Р п(1),Рп_ |(I), Рп-'г(?), • • • , Р Л )  кийматларни ^исоблашда ушбу 
умумлашган Горнер схемасидан фойдаланилади: 

а„ а х а2 а3 . . . ап_ х ап
Ь01 ЬХЪ Ь2Ъ . . . Ъп_ 21 + Ь п_,е_________

ао = Ь0 ьх Ь2 Ъ3 . . . ьп_х Ьп= Р п(1) =  Ап 
с01 сл1 с2% . . . сп_ 21

Ь<> =  со С1 С2 с з^ • • • Сп —1 =  Р п —I ( - )  =  А п - \

4 - м и с о л .  Р х(х) =  х * —■ 8х3 +  5х"-{ -2 х — 7 купхадда узгарув- 
чининг учинчи даражасини йу^отиш учун х  =  у  +  2 деб олинг ва 
алмаштирилган куп^адни топинг.

Е ч и ш .  Умумлашган Горнэр схемэсини татби^ этамиз (1 =  2 да):
1 — 8 5 2 - 7  | | - 2

2 — 12 — 14 — 24 ---------
1 —6 — 7 — 12 - 3 1  = Л 4

2 —8 — 30
1 —4 — 15 — 42 =  А 3

2 — 4 
1 — 2 — 19 =  Л2 
_______2

1 0 =  А х 
1 =  А,

Демак, Р  (у +  2) =  у 1 — 19*/2 — 42у  — 31.

3-§. Функцияларни аппроксимациялаш

3.1. Функцияларни аппроксимациялашдан купгина амалий маса
лаларни ^ал этишда фойдаланилади.

Бирор экспериментни угказиш жараёнида берилган х0, х и . . . , хп 
нуцтала||да у  =  1(х) функциянинг

У о =  /  (*о). Ух =  /4*1). • • • . Уп =  [ (хп)



кийматлари хосил килннган булиб, бошка х Ф х^1 =  0, п) нуцталар- 
да /(х) функцияни тиклаш талаб килинсин.

Аппроксимациялашнинг боцща кенг таркалган масалаларидан би- 
ри берилган у 1 =  /  (х.) (I =  о, п) кийматлар буйича / ' (х) ^осилани ва

Ь

[ [(х )й х  интегрални аниклашдан иборатдир.

(ЦБу каби масалаларни .^ал этишда классик ёндошув усули шун- 
дан иборатки, /(х) функция ^акида мавжуд маълумотдан фойдалан- 
ган холда / (х) га бирор маънода якин булган бошка <р (х) функция 
каралади ва ф (х) устида тегишли амални бажариб, бундай алмашти
риш хатолигини олпш имкони булади.

Бундай ёндошувни амалга оширншда ушбу туртта масалани ку- 
риб чикиш ксрак.

1. /(х) функциянинг берилиш шакли хакидаги масала. Бу ерда 
иккита асосий хол булиши мумкин. Функция ё аналитик усулда, ёки 
жадвал усулида берилган. Функциянинг график усулда берилишнни 
аник масалага боглик равишди ё биринчи хол га, ёки иккинчи хол га 
киритилади. Бундан кейин биз [я, Ь] кесмада узининг етарли тар- 
тибгача ^ослалари  билан узлуксиз булган ва х. (бунда а <  х. <  Ь ва
I =  1,/г) тугунларда узининг //. =  /(х„) кийматлари билан аникланган 
/(.г) функциями цараймиз.

2. Аппроксимацияловчи функциялар синфи, яъни / ( х) функция 
кандай ф (х) функциялар билан аппроксимацияланиши ^а1\идаги маса
ла. Бунда ушбу икки факторга амал килинади. Биринчидан, аппрокси
мацияловчи функция аппроксимацияланувчи функциянинг узига хос 
хусусиятларини акс эттирсин, нккиичидан, унинг устида тегишли амал- 
ларни бажариш кулай булсин.

Сонли анализда уч гурух, аппроксимацияловчи функциялар кенг 
кулланилади. Биринчи гурух— бу 1, х, . г ,  . . . х'1 куринишдаги 
функциялар булиб, уларнинг чизнкли комбинациялари ёрдамида да- 
ражаси п дан юцори булмаган барча куп ,\адлар сннфини хосил ки- 
лиш мумкин.

Иккинчи гуру.\ни Фурье каторлари ва Фурье интегралини х;осил 
киладиган з т а х  ва сохах функциялар хосил килади.

Учинчи гурух, еа'х экспоненциал функциялардан иборат.
К,уйида биз купхадлар билан аппроксимациялаш устида батаф- 

силрок тухталамиз, яъни аппроксимацияловчи функция устида бирор 
п-даражали купхадни караймиз. >

3. Аппроксимацияловчи ва аппрокеимацияланадиган функциялар
нинг якинлиги масаласи, яъни ф(х) функция каноатлантириши лозим 
булган мувофиклик мезонини танлаш хакидаги масала,

Мувофиклик мезони хакидаги масала шундан иборатки, бунда бирор 
йул билан аппроксимациялануви ва аппроксимацияловчи функциялар
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орасидаги «фар^ланиш» аникланади, кейин эса барча аппроксимация- 
ловчи функциялар синфидан бу «фаркланиш»нинг энг кичик булиши- 
ни таъминлайдиган функция танланади.

Кенг таркалган мувофиклик мезонларидан бири Чебишев мезони 
булиб, унда «фар^ланиш» тушунчаси х1 тугунларда ф (х) функциянинг 
/(х) функциядан четлашшиининг максимал микдори деб каралишига 
асосланади:

Д =  шах | / Ц )  —  ф (лг,-)'|.

Бу ерда аппроксимацияловчи функция учун Д =  0 буладиган >рл 
энг катта ахамиятга эга. Бу ^уйидагини билдиради: узининг у с =  
=  /  (х.) кийматлари билан берилган у  = /(х) функция учун (3.1-жад- 
вал) х. тугунларда шу < / = / ( х )  функциянинг кийматлари билан бир

3.1 - ж  а  д в а л

X х п

у =  П*) Уо Ух Уп

хил, яъни ф (х.) =  у  1 булган аппроксимацияловчи ф(х) функцияни 
тузиш талаб цилинад :. / (х )  ва ф(х) 1 ункцияларнинг х. тугунларда 
бир хил булиш мезонига асосланган бундай аппроксимациялаш усу
ли интерполяциялаш (ёки интерполяция) деб аталадн.

Мувофиклик мезонига яна бир мисол келтирайлик. Функциялар 
орасидаги «фаркланиш» тушунчасини х. тугун нукталарда улар четла- 
нишларини квлдратлари йипшдиси сифатида бундай киритамиз:

р ]=  «  [/ (х,) — <( (х,.)]2.
1=0

Энди аппроксимацияловчи функция сифатида бу р минимал булади
ган нуцтани танлаймиз Бу мезондан унча юкори булмаган аникликда 
берилган катта микдордаги маълумотлар берилган холларда фойда- 
ланиш макс-пдга мувофикдир. Бу мезонга асосланган аппроксимация
лаш усули купинча э н г  к и ч и к  к в а д р а т л а р  у с у л и  деб аталади 
(2-жилд, 336-са^ифага к,аранг).

4. )^осил дилинган ечимнинг ани^лик масаласи куп жихатдан 
асосий масаладир. Бу ерда такрибий ечим аник ечимдан берилган е 
дан орти^ фар к, килмаслиги лозим. Бу /(х) функцияни исталганча 
даражада аник; якинлаштириш масаласи булиб, у юкорида санаб утил- 
ган «параметрларга» (х(. тугунлар, ф(х) функциялар синфи, /(х) ва 
ф(х) нинг мувофиклик мезони) боглик булиб, умумий холда очикли- 
гича крлади ва ^ар бир тайин аппроксимациялаш жараёнида алохида 
таджик, килиниши керак.

3.2 Бирор тупламда узларининг хрсилалари билан биргаликда 
узлуксиз булган

Фо(*)> Ф1 (х).............ф„(х)
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функциялар системаси берилган булсин. Бу функциялар системасини 
а с о с и й  с и с т е м а  деб аталади. Ушбу

<2„ (*) =  аоФо (*) +  «!<('! (х) +  . . .  +  ап <рп (х)
куринишдаги функция п- т а р т и б л и  у м у м л а ш г а н  ф у н к ц и я
деб аталади, бу ерда а0, а { , . . .  , ап узгармас коэффициентлар.

Хусусий х,олда, асосий система х узгарувчининг бутун манфий- 
мас даражаларидан иборат, яъни

Фо (*) =  1, Ф1(*) - х, <р, (х) =  х \  . . .  , фп(х) =  х'! 
булса, у холда одатдаги п- даражали

( (х) = а 0 +  а^х +  а,х- +  . . . +  апхп

купхадга эга буламиз. Агарда
Фо(*) =  1. Ч>1 (х) =  СОЗХ, ф2 (х) =  51ПХ, . . . , ф2л_,(.г) =  соз пх,

ф 2п(х) =  31П/7ЛГ

булса, у холда п- тартибли
<?„(х) =  а0 +  а гсо&х +  а2&тх +  . . . +  а ,п ^сочпх +  а.2пь \т х

тригонометрик купхадга эга буламиз.
Шундай килиб, функцияларни аппрокснмациялаш масаласи куйи- 

дагича цуйилади: берилган }(х) функцияни берилган п- тартибли 
(х) умумлашган ф (х) =  С?п (х) купхад билан шундай алмаштириш 

керакки, / (х )  функциянинг 0 п(х) купхаддан /маълум маънода) кур- 
сатилган тупламда фаркланиши энг кичик булсин. ф(х) =  <3;!(х) куп
хад умумий холда аппроксимацияловчи купхад деб аталади.

Агар курсатилган туплам алохнда
х0, хх. . . .  , хп

нуцталардан иборат булса, у холда аппрокснмациялаш нуцтавий 
якинлаштириш деб аталади. Агар бу туплам а <  х <  Ь кесма бул
са, у'^олда аппрокснмациялаш интеграл якинлаштириш деб аталади.

Амалиётда функцияларни оддий ва тригонометрик куп^адлар би
лан аппрокснмациялаш жуда мухнм ахамиятга эга.

«Иккита функциянинг (фаркланиши» атамасига келсак, у вазиятга 
караб турлича тушуниладн. Шунга мувофик аппроксимациялашнинг 
турлича масалаларига эга буламиз: уртача квадратик якинлаштириш, 
текис якинлаштириш ва хоказо.

4- §. Энг яхши ну^тавий ва интеграл уртача 
квадратик якинлашишлар

1(х) функцияни ф (х) функция билан энг кичик квадратлар усу
ли ёрдамида аппрокснмациялаш'натижасида бу функциялар орасида
ги фарцланиш улчови уртасида нуктавий яцинлашишлар учун,

Р =  2  (/(*,)) — ф (*,))*,/— 1
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Р =  1 (/ (*) — Ф (х))Чх
а

олинади ва у уртача квадратик яцинлашиш деб аталади.
а) Ну^тавий яцинлашиш. Айрим хи х2, . . . , хп нукталардаги 

Ух, Уп • • • , Уп кийматлари маълум булган у  =  {(х)  функциянинг 
аппроксимациялайдиган

у  =  ф ( х ,  аъ  а2.............ап)

функцияни топиш талаб килинсин. Энг кичик квадратлар усули бу
йича ср(х, а ъ . . . , ат) функцияни

П

Р =  2  (/(*•) — Ф (*,))*, бунда /  (X;) =  у.,I — 1
микдор энг кичик буладиган килиб танланади. р микдорнинг барча 
«1, а2, . . .  , ат узгарувчилар буйича хусусий хосилаларини топамиз. 
Бу хусусий хосилаларпи нолга тенглаб, а 1У а 2, . . . , ат номаълум- 
ларни топиш учун ушбу т  та номаълумли т  та

—  — 0, —  = [0 .............—  =  О
даг да., дат

тенгламалар системасини ^осил киламиз. Бу тенгламалар системаси
ни ечиб, а и а2, . . . , ат ларни топамиз. Бу коэффициентларга эга 
булган у  =  у  (х, а а 2, . . .  , ат) функция энг кичик уртача квад
ратик четланиш рт1п га эга булади.

Хусусий ^олда
у  =  ф (х, а, Ъ) =  ах Ь 

куринишдаги чизикли богланиш изланаётган булса, а  ва Ь коэффи
циентлар ушбу чизикли тенгламалар системасидан топилади:

интеграл як^инлаштиришлар учун эса

а 'У х ^ - г Ь '%  х. =  V  х .у [ ,
1 =  1 1=1 (4.1)

а ^ х ^ Ъ - п  =  2  у . .
' 1=1 1=1

Агар у  =  ф (х, а, Ь, с) =  ахг +  Ьх +  с
куринишдаги уртача квадратик четланиш изланаётган булса, у ^ол- 
да а, Ь, с коэффициентлар ушбу чизикли тенгламалар системасидан 
топилади:

П
И  .а ^ х '  +  Ъ ^ х ^  +  с ^ х ]  =  ^ х } у 1, 

1=1 1 = 1 1=1 1=1

а  2  х 1 +  Ъ 2  х ]  +  с 2  Х1 =  2  Х 'У р (4.2)
1 = 1

п
1 = 1 1=1 1=1

а '2 1х* +  Ь % х .  +  с п  =  2 ) у 1. 
1=1 1=1 1= 1
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б) Интеграл я^инлашиш. Изланаётган у  =  [(х)  функцияни [а, Ь\ 
кесмада аппроксимацияловчи у  =  у  (х, аъ  а2, . . .  , ат) функцияни 
энг кичик квадратлар усули буйича топиш талаб килинсин. ц>(х, а х, 
а 2, а3, . . .  , ат) функцияни изланаётган у  = / ( х )  функциядан фар^- 
ланиш улчови сифатида

Ь

Р =  I/ (х) — ц>(х)]2с1х
а

кабул к,илинади. Энг яхши уртача квадратик аппроксимациялашда 
р мицдор энг кичик ь^иймат кабул килади.

а) банддаги каби

—  =  О, —  =  0, . . .  , ^  = 0
д а х да., д а т

тенгламалар системасини хосил циламиз ва буни ечиб, а} , а 2, . . .  , 
. . .  , ат номаълумларнинг р минимал буладиган ^ийматларини то
памиз.

Одатда аппроксимацияловчи функция сифатида 'куп^ад танланади. 
Интегралли аппроксимациялашда аник интегралларни ^исоблаш- 

га тугри келади, улар жуда мураккаб булиши ёки элементар функ
циялар оркали умуман ифодаланмаслиги ^ам мумкин. Шу сабабли 
ну^тавий аппрокснмациялаш усули афзалроцдир.

М и с о л .  у  =  3х функцияни [— 1; 1] кесмада учинчи даражали 
куп^ад билан уртача квадратик аппроксимацияланг.

Е ч и ш .  Изланаётган функцияни
С}3 (х) =  а0 +  а хх агх- +  а3х3

купх>ад куринишида танлаймиз. Ушбу
1

р =  I (3* —■ ап — а ух  — а2х- — а3х3)-(1х 
-1

мшуцэрнинг энг кичик ^ийматини

= 0 ;  1 = 0 ^ 3
да,

шартлардаи топамиз. Ушбу тенгламалар системасини >*осил ^иламиз:

—  =  — 2 Г (3* — о0 — а хх  — а2хг — а ^ й х  =  О, 
да 0 _1

=  — 2 ( (3х — а0 — ахх  — а2х2 — а3х3) хс1х =  О,
д°1 - I

^ -  =  — 2 Г (3х — а0 — а хх — а 2х2 — а3х3)хЧ х =  О, 
да* —1

—  =  —  2 Г (3х — а 0 —  а ух  —  а 2х* —  а 3х 3)х3й х  =  0.  
да3 _ 1



1 '0 , п тоь  ̂ булганда,
Г — 2

-1  1/Г + 2' П жуФт булганда

эканлигини ^иеобга олиб, куйидагига эга буламиз:
о 1

2а0 Н—  а2 =  [ 3" йх.
3 -1

2 2 ^
— а 1 +  7  «3 =  Г хЗ* йх,о О _|

■7 а0 +  4  а* =  Г х23х йх,О О * |

— аг +  — а3 =  Г х?Зхйх 
5 7

еки
6а0 +  2а2 =* 7,2819;
2а, +  1,2аз =  2,4739;
2а0+  1,2а3 =  2,7779;
2 ,8 ^  +  2а3 =  3,5366

системани ечамиз:
а0 =  0,9944; а, =  1,1000, а2 =  0,6576; а3 =  0,2335.

Шундай цилиб, изланаётган функция
(?3 (л:) =  0,9944 +  1,1000* +  0,6576л:3 +  0,2335л:3 

куринишга эга булади.

5-§. Функцияларга алгебраик купхадлар билан 
энг яхши текис яцинлашиш

}{х)  функцияни <р(дг) функция билан як;инлаштиришда бу функ
циялар орасидаги фаркланиш улчови сифатида

Д =  гпах |/  (л:) — Ф (*) |
микдор ^абул килинса, бундай я^инлашиш текис якинлашиш деб 
аталади.

Якинлашиш энг яхши булиши учун бу микдор [а, Ь] кесмада 
бошца функцияларга нисбатан энг кичик булиши талаб ^илинади.

1(х) функцияни (Зт (х) алгебраик купхадлар билан аппроксима
циялаш учун ушбу Вейерштрасс теоремаси уринли: агар  /  (л;) ф ун к
ция [а, Ь] кесмада узлуксиз булса, у  %олда исталганча кичик е >  0 
учун етарлича катта т- даражали шундай 0,т (л:) к у щ а д  топи- 
ладики, унинг учун

\[ (х )— С}т( х ) \ < е

булади.



х(:[а, ь]

мицдорга энг кичик циймат берадиган бундай С}т(х) купхад /(х) 
функцияга [а, Ь] кесмада энг яхши текис я^инлашувчи купхад ёки 
/(л:) функциядан [а, Ъ] кесмада энг кам фаркланадиган функция  
деб аталади.

т ш д т  =  Е т

энг кичик фарцланиш [а, Ь] кесмада /(х ) нинг энг кичик фарцла- 
ниши деб аталади.

Куйидаги теорема уринлидир: ёп щ  чегараланган тупламда  (бу 
[а, Ъ] кесма ёки чекли сондаги х х, х2, , хп ну^талар системаси 
булиши мумкин) узлуксиз булган исталган /  (х) функция ва истал
ган т натурал сон учун даражаси т дан орт щ  булмаган ва энг 
кичик Е т фарцланишга эга булган  <3,„ (х) купхад мавжуд, ш у би
лан бирга бундай купхад ягонадир.

^т(x) купхадга баъзан кушимча чеклашлар цилинади, масалан, 
а т — 1 деб олинади, бу холда

<2т (х) =  а 0 +  а хх  +  . . .  +  х т

га эга буламиз:
Хусусан, /  (х) =  О булса, у холда

рт  = т а х |О т (х)|
Х̂  [0.6]

микдорга энг кичик киймат берадиган С}т (х) купхад [а, Ь] кесмада 
нолдан энг кам фаркланадиган купхад деб аталади. Ана шундай 
хоссага Чебишев купхадлари эга булиб, улар сонли усуллар наза- 
рияси ва амалиётида катта ахамиятга эга.

6- §. Чебишев купхадлари

Чебишев купхадлари [— 1, 1] кесмада
Т т (х) — соз (т  агссозх), т >  0 (6.1)

формула билан берилади.
Агар т =  0 ва т =  1 булса,

- Т 0 (х) =  1 ва Т ; (х) =  х
га эга буламиз. Сунгра

соз (т — 1) <р +  соз (т +  1) ф =  2 соз ф соз т  ф
ёки

соз ( т +  1) ф =  2 соз ф соз т  ф — соз (т — 1) ф 
айниятдан фойдаланиб ва ф =  агссозх деб олиб, (6.1) га асосан

Т т+\ (х) — 2 х  Т м (х) Т т_ х (х) (6.2)

ни хосил к,иламиз, бу ерда т =  1 , 2 , . . . .
Бутун Ох сон у^ида Т 0 (х) =  1, 7 \  (х) =  х деб ва (6.2) рекуррент



формулани бутун Ох укига ёйиб, бу формула буйича кетма-кет 
куйидагиларни топамиз:

Т г (х) =  2 х Т 1(х) +  Т 0(х) =  2 л:2 — 1,
Т 3(х) =  2 х Т г (х) +  Т 1{х) =  4х* — Зх ,

Т ь (х ) =  2 х Т 3 {х ) +  Т 2 {х ) =  8 х * —  8 х 2 +  6,

Т ъ (х) =  2 х  Т л (х) +  Т 3 (х) =  16л;5 — 20 л:3 +  5х .

Ч е б и ш е в  к у п х а д л а р  и н и н г  х о с с а л а р и :
1. Чебишев купхадлари т  жуфт сон булганда жуфт, т  ю ц  сон 

булганда то^ функциялардир.
2. т >  1 да Т т(х) купхаднинг юкрри коэффициенти 2т~ га 

тенг.
3. т >  1 да Т т(х) купхад (— 1, 1) ораликда т  та турли х;аци- 

ций илдизга эга ва улар
2 к — 1 , т-----х к = с о 5 ----------- л, к = 1 , т

к 2т
формула билан ани^ланади.

4. Т т (х), 0 купхад модулининг [— 1, 1] кесмадаги энг
катта киймати 1 га тенг, яъни

шах \Тт(х)\ =  1.
« [-1 .1 ]

шу билан бирга хп =  соз И  , п =  0, т да Т т(х) =  (— 1)" .

Бундан барча л: 6 [— 1, 1] учун

М  <  1
булиши равшан.

Т т (х) оркали юкори коэффициенти 1 га тенг булган Чебишев 
куп^адини белгилаймиз:

тт(х) =  г1- ”* • тт(х),
у холда, равшанки,

т а х  \Т т {х)\ =  2х~т.
хь[—1,1]

5. т -даражали ( т  >  1) Тт(х) Чебишев купхади т ( т >  1) дара
жали ва юкори коэффициенти бир булган бош^а <2ОТ(*) куп^адга Ка
раганда нолдан энг кичик фарц ^илади, яъни гпах | Т т (х)| «5

_  ж б[-1.1]
<  шах |<гт (х)|. Бу к,уйидагини англатади: т- даражали ва юцори

хе[—1, 1] _

коэффициента бир булган исталган (}т(х) купхад учун

шах |фт  (*)| 3* 21_т
хе[—1, 1]

тенгсизлик уринли.
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Бундан таш^ари /  (л:) =  хт, т >  1 функция учун [— 1,1] кес
мада энг яхши я^инлашувчи (т —  1)-даражали ( З ^ ^ х )  = а 0 +  а 1х  +

+  • • • +  ат- \  хт~ ' купхад

<2т̂ (х )  =  хт - Т т(х) (6.?)

булади, бу ерда Т т(х) юкори коэффициент бирга тенг булган Че
бишев куп^ади.

Ха^икатан э^ам,

/(*) ~  <Эт _1 (х) =  хт — ат_ ххт~ х — . . .  — щх — а0

айирма масала маъносига кура [— 1] кесмада нолдан энг кичик 
фар^ланадиган куп^аддир, яъни у Т т(х) Чебишев купхад и дан иборат. 
Бу ердан (6.3) формула келиб чикади.

5-хоссадан фойдаланиб, ихтиёрий [а, Ъ] кесмада нолдан энг ки
чик фаркланадиган т- даражали ва юкори коэффициента 1 га тенг 
булган Т т(х) купхадни тузиш мумкин. Х,ак>И1<атан ,\ам,

а 4 -  Ь , Ь — а ,X =  — 1---------------- I
2 2

алмаштириш а  <  х  <  Ь кесмани — 1 <  I <  1 кесмага алмаштиради, 
шу билан бирга 1т олдидаги юцори коэффициент ^   ̂ а га 

тенг. Бу ердан куйидагини ^осил циламиз:

< 6 4 >

(6.4) формуладан Т т(х) купхаднинг нолдан ориши

га тенглиги келиб чикади.
М и с о л .  / ( х) =  х2 функциянинг [0, 1] кесмада биринчи даража

ли С^^х) =  Ах +  В купхад ёрдамида энг яхши текис я^ннлашишини 
топинг.

Е ч и ш. А Еа В  коэффициентларни

Е г —  шах \хг — (х)|
«[0; 1]

мивдор энг кичик буладиган цилиб танлаймиз. Демак,;

(}2 (х) — х2 — Ах  — В

купхад [0,1] кесмада нолдан энг кичик огади.
а =  0, Ь =  1 кийматларни урнига цуйиб, (6.4) формуладан ь^уГи- 

дагиларни ^осил ^иламиз:
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шу сабабли Е г =  —  о р и ш  учта нуктада: х г =  0, хг =  ~  , х  =  1 да 
8  ̂

руй беради. Бу энг яхши якинлашиш куп^адларнинг узига хос 
хусусиятидир.

Геометрик нуцтаи назардан у= С }1(х) функциянинг графиги А (О, 0) 
ва В (  1, 1) ну^талар оркали утувчи ватар билан бу ватарга параллел 
уринма уртасидан уларга параллел булиб утган турри чизиадир, 
бунда эгри чизиц у = х 2 функциянинг графигидан иборат (3 .2-шакл).

7-§. Функцияларни интерполяциялаш.
Хатоликни ба^олаш

7.1. Интерполяциялаш дейил- 
ганда функциянинг жадвал усу- 
лида берилишидан аналитик усул- 
да берилишига утишни тушуни- 
лади.

Энг содда интерполяциялаш 
масаласи цуйидагидан иборат:
[а, Ь] кесмада интерполяция ту- 
гунлари  деб аталадиган л +  1 та

*0> Хй, . . . , Хп

ну^та ва бу ну^таларда бирор 
у  =  /  (х) функциянинг

У о =  /(*<>). Ух = / (* ! ) .  У 2 =
=7»(**)............*/„ =  /(*„)

Кийматлари берилган. Бу маълу- 
мотлар жадвал шаклида ёзилган 
булсин (3.2-жадвал).

У



3.2- ж а д в а л

X Хо Х\ Х2 х п

У Уо У1 У2 Уп

Маълум синфга тегишли булган ва интерполяция тугунларида 
У  =  Цх) функция цабул киладиган кийматларни кабул киладиган, 
яъни

Н х 0) =  Уо. Р{хх) =  У и  Р{х2) =  У г, ■ • • . Р(хп) =  Уп

булган у  =  Р  (х) функцияни (аппроксимацияловчи функцияни) топиш 
талаб килинади. Геометрик нуктаи назардан бу берилган

М „(*о . Уо). М х(х1г Уг), М г (х2, у 2), . . . , М п(хп, у п)

нукталардан утадиган маълум типдаги эгри чизикни топиш лозим- 
лигини англатади (3.3-шакл)

3.3- шакл

Масала бундай умумий куйилганда чексиз куп ечимлар туплами- 
га эга булиши ёки мутлако ечимга эга булмаслиги мумкин.' Бироь 
ихтиёрий Р(х)  функция урнига

Р „ Ы  =  Ус Р п(х,) =  у  г, Р п(хг) = у л. Р п(хп) =  у п

шартларни каноатлантирадиган даражаси п дан ортик булмага? 
Р п(х) кУп^ад изланадиган булса, масала бир [кийматли ечилади. Б} 
шартлардан фойдаланиб, номаълум а0, а ,, аг, а  коэффициент- 
ларни аниклаш учун куйидаги (п +  1) та номаълумли (п +  1) и  
тенгламалар системасини ^осил киламиз:

ае +  +  а 2х1 +  . . . + а п хп0 =  у 0, 
а0 +  +  а2х\ +  . . . +  ап х? =  у ъ

«о +  а1хп +  Ч Х1 +  . . . +  ап хпп =  Уп.
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Агар х0, х и хг, . . . , хп кийматлар бир-биридан фарцли булса, сис
тема ягона ечимга эга эканлигини айтиб утамиз. Бу системани ечиб, 
а 0, а ъ  а 2, . . . , ап коэффициентларнинг кийматларини аник;лаймиз 
ва ^уйилган масаланинг ечимини берадиган Р п(х) интерполяцион 
купхадни х,осил ^иламиз.

1-м и с с  л. Ушбу жадвал (3.3-жа два л).

3 .3 - ж а д в а л

X 0 1 2

У 1 1 3

билан берилган /  (х) функция учун интерполяцион купхаднинг дара- 
жасини ва узини топинг.

Е ч и ш .  Тугунлар сони ва параметрлар сони п +  1 = 3  шу са
бабли, инте г - оляцион купхаднинг даражаси п =  2 булади. Р„ (х) ни

Р 2 (*) =  й0 +  а 1Х +  а2х2
куринишда ёзамиз ва жадвалдаги маълумотлар буйича ушбу чизицли 
тенгламалар системасини тузамиз:

ав ~Ь а1 ' О "I- а 2 ' 0 — 1,
а 0 +  0 ^ 1  +  а2- \ 2 =  1, 
а0 +  +  а а-22 = 3 .

Бу системани ечиб, а0 =  1, ах =  — 1, а2 =  1 ни топамиз, демак, 
интерполяцион купхад бундай куринишда булади:

Р 2{х) — 1 — х +  х2.

У^куйилган шартларни каIюатлантиришини аниклаш кийин эмас. ‘
7.2. Интерполяциялашда мувофиклик мезони сифатида [(х)  ва 

Р п(х) функцияларнинг интерполяция тугунларида устма-уст тушиши 
шарти кабул к,илинади. _

!(х)  функциянинг бирор х  ф  х̂  нуцтадаги кийматини хчсоблаш 
зарур булган холда интерполяция хатолиги А деб, аник, ва тацри- 
бий кийматлар орасидаги

Р п(х) =  \ ? ( х ) - Р п(х)\

айирмага айтилади, бу ерда Кп (л:) — интерполяция формуласининг 
хатолиги.

Тайин х  нук;та учун хатолик ушбу тенгсизликни цаноатланти- 
ришини исботлаш мумкин:

бу ерда
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п _  __ _  _
©„(*) =  П  ( х  — х1) = ( х ~ х 0) ( х — х 1) . . . ( х  — хп),

1 = 0

М п+1 =  шах | / л+1 (х) [.
Л€[а, Ь]

[а, Ь] кесмада / ( х) функцияни Рп{х) купхад билан интерполяциялаш

натижасида ^осил буладигаи хатолик куйидаги муносабат оркали 
аникланади:

\Рп(х)\ =  шах \[(х) — Рп(х)| шах | со„(*)|,
х€.(о, &) *е[а, Ь]

бу ер а

П
юл = П  (* — *,)•

1=9

2 - м и с о л .  Интерполяция тугунлари сифатида 
х0 =  100, х х =  121, х, =  144

ни танлаб, у  =  У х  функция учун интерполяцион купхад ёрдамида
V  П 7 ни кандай аникликда хисоблаш мумкин?

Е ч и ш .  Энг аввал М 3 =  шах |(К х ) '" | ни аниклаймиз. Бунинг
ЛГ6[ 100, 114]

учун куйидагиларни топамиз:

_  _1_
/  1 X  2 "  1 — 3/2  3  — 5/2

У = —  , У — ---------*  , У =  —  X .
а  2 4 8

Бундан:

(7.1) муносабатга асосан:

)

144)| « 0 , 1 2  • Ю-2.

М 3 =  — Ю0“ 5/2 =  — 10" 
3 8 8

|Я .(П 7)| <  — • Ю |(117 — 100) (117,— 121)(117
8

8-§. Лагранж ва Ньютоннинг интерполяцион купхадлари

Р„{х) интерполяцион купхаднинг а1 коэффициентларини хисоб- 
лаш юкори тартибли тенгламалар системасини ечиш билан боглик. 
Шу сабабли амалий масалаларни хал этишда интерполяцион куп
хаднинг махсус турлари билан иш курилади.

8.1. Лагранжнинг интерполяцион формуласи деб ушбу
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(X —  Х0) (х — х х) . . .  (х — ) (х — х1+{) . . .  (х —  хп )

(То <Х1 — Хо) (*«' — *!)••• К- — **-!> (*<■ — ̂ +1) • • • К  — *П !

интерполяцион куп^адга айтилади. Каернинг сурат ва махражини 
(х — х )  га купайтириб хамда

(■*) = { х — хо)(х — Х г ) . . .  (х— хп),

%  (*,■) =  (*,- — х0){х1 — х1) . . . (х  — х._,)(х. — х.+1) . . . (х. — х„)

ларни ^исобга олиб, (8.2) Лагранж интерполяцион куп^адини бун
дай куринишда ёзиш мумкин:

0)„ (*) -----
у ,  лар олдида турган 1Ах) = ------------ ;------ , 1 = 0 , п  коэффициент-

(х —  х0) шп (х1 )
лар Лагранж  купайтувчилари деб аталади. Улар учун куйидаги 
тенглик уринли:

V  / , ( * ) =  1.
1 = 0

3 - ми  со  л. /(*) функция 3.4-жадвал билан берилган.

3.4- ж  а д  в а л

X 0 1 2 6

У — 1 — 3 3 1187

Унинг х =  4 нуктадаги кийматини Лагранж интерполяцион куп- 
^адидан фойдаланиб хисобланг.

Е ч и ш .  (7.3) формула!а х _ ва у, нинг ^ийматларини цуйиб, 
п  =  3 ва х  = [4  да цуйидагини ^осил ^иламиз:

I  (4) =  _  1 . ( 4 - 1 )  ( 4 - 2 )  ( 4 - 6 )  _ 3  _ 4 • (4 — 2) ( 4 - 6 )  ,
(—  1) (—  2) (—  6) 1 - (1 —  2) (1 —  6)

+  +  Ц 87 . 4 (4 - 1)(4~ 2> =  255.
2 ( 2  — 1) (2 — 6) 6 (6  — 1) (6 — 2)

Одатда хисоблашлар кулай булиши учун ушбу ёрдамчи жадвал 
тузилади (3.5-жадвал):
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3. 5- ж  а д в а л

х —  х0 Х0 — Х1 х0 —  х2 х0 —  хп к0

*1 — Х„ X — хх XI— Х2 * 1 - Х я

Х2 —  ДГ0 х2 — хх х  —  х 2 х2 —  хп кз

хп —  Х 0 х п  Х1 х - х п К

Бу ерда х0, х 1г х 2, . . .  , хп — интерполяция тугунлари, х  — аргу
ментнинг киймати булиб, унинг учун Лагранж интерполяцион куп- 
Кадининг киймати аникланади. г- сатр элементлари купайтмаларини 
к (1 =  0, п) оркали белгилаймиз:

ко — (х ■ *о) (*0 ^ 1) • • • (хо — хп),
К  =  (*1 — х0) (х — Х1) . .  . (хг — Х п ),

К  =  (Хп  —  Х о) (х п  —  Х х) (Х п  —  Х2) . . . ( Х  —  Хп).

к0, кг, к2............кп сонларни жадвалнинг унгдан охирги устунига
жойлаштирамиз. К^ушимча равишда бош диагоналда турган элемент- 
лар купайтмасини ^исоблаймиз:

(0п{ х ) = { х  — хо) (* — ■*!)■ • • •  •(* — *„)•

Энди (8.3) Лагранж интерполяцион купхадини бундай куринишда 
ёзиш мумкин:

/.„(*) =  ©„(*) ^  у - -  (8-4)
1 = 0  ‘

4 - м и с о л .  3 -мисолни (8.4) формуладан фойдаланиб ечинг: 
Е ч и ш .  Ж адвал тузамиз (3.6-жадвал):

3.6- ж а д в а л

О1 0 1 0 — 2 0 1 ст> *0 = - 4 8

о1 4 — 1 ' 1 — 2 1 — 6

юII

2 — 0 2 — 1 4 — 2 -У. 2 — 6 __ кг =  —  16

о1СО 6 — 1 6 — 2 4 — 6 ка =  — 240

(8.3) формулага ва жадвалга асосан:
©з(4) =  4(4 — 1)(4 — 2) (4 — 6) =  — 48.
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Функциянинг х — 4 нуктада г и такрибий цийматини, яъни /(4 ) я? 
«  ^ 3(4) ни ушбу формула буйича ^исоблаймиз:

(4) -  М  2 Д  -  -  «  ( - = ! •  +  = ^ +  ^ :)  -  255.
1 =  0  1 '

8.2. Энг куп кулланиладиган интерполяциялаш масаласи тенг 
узокликдаги тугунли интерполяциялаш масаласидир. Бу холда ин
терполяцион куп^адларнинг шаклигина эмас, балки хисоблаш жара- 
ёнининг узи хам ихчамлашади.

Тенг узокликдаги тугунли интерполяцион купхадларни тузишда 
чекли айирмалар деб аталадиган микдорлардан фойдаланилади.

у  = [ ( х )  функция тенг узокликдаги тугунли жадвал билан берил
ган булсин (3 .7-жадвал):

3.7- ж а д в а л

X Х0 Х\ Х2 Х п

У Уо У1 У2 Уп

Бу ерда х х— х0 =  х , — х х =  . . .  — хп— хп_ 1= к  — сопз1, к - щ -
дам  деб аталади,

Биринчи тартибли чекли айирма деб, функциянинг тугуидаги 
ва ундан олдинги тугундаги кийматлари орасидаги айирмага айти
лади, яъни:

А Уо ~  У\ У (>■>
А У1 =  Уг —  Уъ 

= У з  — У2,

Ь У п - \ = У п — У п - 1 -

Иккинчи тартибли чекли айирма деб, тугуидаги ва уидаи олдинги 
тугундаги биринчи тартибли чекли айирмалар орасидаги айирмага 
айтилади, яъни:

Д 2*/о =  л  */1 —  Д Уо>
Д2У1 =  А Уг —  А У1,

Ихтиёрий 6 -тартибли чекли айирмалар ,^ам шунга ухшаш аниклана- 
ди, яъни:

ва ^оказо.
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Чекли айирмаларни жадвал шаклида ёзиш цулай булади (3. 8- жад
вал):

3. 8- ж а д в а л

1 X У Ь у А*у д зг/

0 *0 Уо ЬУо =  У1 — Уо \ 2у 0 =  Д</2—А(/! Д З ^ Д 2!/!—
- а  %

1 Ч У1 &У1 =  У2 — У1 Д 21/1 =А{/2—А г/1
Д З г /^ Д 2̂  —

— Д2г/1

2 *2 У* А г/2 =  Уз — У2 Д -г/г=А г/з—Дг/2 Д3г/г==А2г/з— 
— а  2</2

3 х 3 Уз А Уз =  У* — Уз Д"г/з=Д!/4— Д г/з д 4г/3= Д  2//4— 
— а 2 г/з

п —  1 х п - 1 У п - 1
А Уп—1 =  Уп 

— 2/л -1

п хп Уп

5 - м и с о л .  у  =  х3 Зх2 — х  — 1 функциянинг х0 =  0 дан бош- 
лаб к  =  1 1\адам билан 4- тартиблигача чекли айирмалари жадвали- 
ни тузинг.

Е ч и ш .  Берилганларга асосан п =  5 ва х0 =  1, х х =  1, . . . , 
хй' = 5  да у  =  х3 +  Зх2 — х — 1 функциянинг мос кийматларинн то
памиз ва жадвалга киритамиз. Чекли айирмаларни бевосита жадвал- 
да ^исоблаймиз (3. 9- жадвал):

3. 9- ж а д в а л

< X У а г/ А2 У Д 3У д 4г/

0 0 — 1 2—(— 1) =  3 15 — 3 =  12 6 0

1 1 2 17 — 2 =  15 33 — 1 5 =  18 6 0

2 2 17 5 0 — 17 =  33 57 _  33 =  24 6

3 3 50 107—50= 57 87 — 57 =  30
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да во ми

1 * 1 У А У I А2 у А °у 1 А *у

4 4 107 194— 107=87

5 194

Юкоридаги жадвалдан куриниб турибдики, учинчи тартибли чек
ли айирмалар узгармас. Бу /  (х) функция учинчи тартибли купхад 
эканлиги билан тушунтирилади. Учинчи тартибли чекли айирмали 
д п Р п (х) =  п\а0Н п формула буйича хнсоблаш хам мумкин эди.

8.3. Тенг узокликдаги х. =  х0 - -  Иг (I = 0 ,  п) кадамлар учун Ьп(х) 
Лагранж купхади Ньютон интерполяцион купхади шаклида ёзилиши 
мумкин:

Р п { х ) = У о  +  ^ у - ( х  — х0) +  ^ ^ ( х  — х0) ( х  — х 1) +  . . .  +

+  Г (* — *о) (х — ъ )  • • • (х — хп _  ,), (8. 5)

бу ерда Д у 0, Д2у 0, ДЗу 0, . . . .  А "г/о ~  турли тартибли чекли аннр- 
малар.

Энди

деб, (8. 5) Ньютон интерполяцион купхад и ни ушбу куринишда ёзиш 
мумкин:

Р п (х )  =  У  о +  <7 д  Уо  +  “  д 2  У о  +  - ■ • +

+  ? ( ? - ■ )  ■■■ ( Я - п Л -  1). дя (8
п\

(8. 5) ёки (8. 6) Ньютон формуласида к — 1 деб олиб, ушбу чнзикли 
интерполяциялаш формуласини хосил киламиз:

Р 1 (х) =  Уо +  <7 д у 0 ёки Р г (х) =  у 0 +  (х — х0) (8. 7)

п =  2 булганда квадратик интерполяция формуласи хосил бу
лади:

Р г  ( х ) —  У о +  <7 д  Уо +  — ~  д 2  У о

ёки
Рг (х) =  у 0+  ( х -  х0) +  У2~ 2̂ ± У о С* - х0) (х -  л,). (8.8)

(8. 5) ва (8. 6) формулалар Ньютоннинг биринчи интерполяцион 
формулалари  деб аталади. Уларни [х0; х,] да интерполяциялащда 
цулланилади. [хп _ 1, хп\ да интерполяциялашда Ньютоннинг ушбу 
иккинчи интерполяцион купхадларидан фойдаланилади:



ДУ„ 1 &2У п - 2
Рп (*) =  У п + -----—  ( * — *„) +  ..2!Л2 ' ( х - х п) ( х - х п _ 1) +

+  . . . +  д - (х (х —  хп _ 1) .  . . (х — х 4) (8. 9)
Щ П “

к

белгилашни киритиб, (8. 9) ни ушбу куринишда ёзамиз:

Рп (*) =  Уп +  Л У п-1 I +  * {‘ 2 "  А*'Уп-2 +  ■ . • +

+  <(* +  1) • • •  « +  я ~ 1 1 _ д ;  у 0. (8. 10)
п!

6- м и с о л . Ж адвал билан берилган у  =  3х функциянинг хг =  
=  0,63 ва х2 =  1,35 ну^талардаги кийматларини Ньютон купхадла
ри ёрдамида (туртта ишончли ракам билан) хисобланг (3. 10- жад
вал):

3.10- ж а д в а л

X 0 ,50 0,75 1,00 1,25 1,50

У 1,732 2,280 3,000 3,948 5,196

Е ч и ш .  Чекли айирмалар жадвалини тузамиз (3 .11 -жадвал):

3.11- ж а д в а л

* X У ^У Д *у А3у Д *у

0 0,50 1,732 0,548 0,172 0 ,56 0,16

1 0 ,75 2,280 0,720 0,228 0,72

2 1,00 3,000 0,948 0,300

3 1,25 3,948 1,248

4 1,50 5,196
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Сунгра х х =  0,63 жадвалнинг бошида, х2 =  1,35 эса охирида 
жойлашганлиги учун /  (0,63) ни хисоблашда Ньютоннинг биринчи 
интерполяцион куп^адидан, /  (1,35) ни хисоблашда эса иккинчи ин
терполяцион купхадидан фойдаланиш лозим.

Шундай цилиб, х0 =  0,5 деб олиб, ц ни ^исоблаймиз:

а =  , х ~ х° =  ?-63~ ^1.5 =  о,52.
7 к 0,25

<7 нинг бу и,ийматини Ньютон биринчи интерполяцион куп^ади- 
нинг (8.6) ифодасига куйиб ва чекли айирмалардан] фойдаланиб куйи- 
дагига эга буламиз:

/  (0 ,6 3 )«  />4 (0,52) =  1,732 +  • 0,52 +  • 0,52 ( -  0,48) +

1 0,053 -0 ,52(— 0.48) (— 1 ,4 8 )+  - ^ - ( - 0 , 4 8 ) ( — 1 ,4 8 ) ( -  2 ,48 )»
3! 4!

«  1,999
(туртта ишончли ра^амни ^олдириб, долган рацамларни яхлитлай- 
миз). Шунга ухшаш, х4 =  1,50 деб,

I =  ** =  1.35 -0 ,5 0  =  _  0 б0
к 0,25

ни ^исоблаймиз ва Ньютоннинг иккинчи интерполяцион куп^ади 
ифодаси (8.10) дан фойдаланиб, куйидагини хосил ^иламиз:

/ ( 1 ,3 5 ) « .Р 4 (— 0,60) =  5,196 +  ( _ о ,6 0 ) +

+  ( - 0 ,6 0 )  -(0 ,40)]+  - ^ - ( - 6 0 )  -(0,40) -(1,40)+

+  А Н  (— 0,60) (0 ,4 0 )(1 ,40 )-(2 ,40 )«  4,407.
4!

9- §. Сплайнлар билан интерполяциялаш

[а, Ь\ кесма п та тенг [хр х . +  1 ] ^нсмий кесмаларга булинган

булсин, бу ерда х. =  а +[/А , 1 = 0 , п,  хп = Ь ,  к =  ь ~ а .
п

Сплайн деб, бутун [а, Ъ) кесмада бир неча хосилалари билан 
узлуксиз, хар бир цисмий кесмада эса алохида бирор алгебраик куп- 
Хаддан иборат булган функцияга айтилади.

Барча к,исмий кесмалар буйича купхадларнинг даражаларининг 
энг каттаси сплайннинг даражаси, сплайннинг даражаси билан [а, Ь] 
да узлуксиз хосилалаРнинг энг катта тартиби орасидаги айирма 
сплайннинг дефекти деб аталади. Масалан, узлуксиз булакли — 
чизикли функция (синих чизиц) дефекти бирга тенг булган биринчи 
даражали сплайндир, чунки фацат функциянинг узи (нолинчи тар
тибли хосила) узлуксиз, биринчи хосила эса узлукли булади.
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Амалиётда [а, Ь] да узлуксиз иккинчи ^осилага эга булган учин
чи даражали сплайнлар кенг таркалган. Бу сплайнлар кубик сплайн
лар деб аталади ва 5 3 (х) оркали белгиланади.

Сплайнлар воситасида интерполяциялаш берилган х 1 нуцталарда
берилган у . =  /  (х.), г =  0, п кийматларни и,абул киладиган ва цу- 
шимча шартларни каноатлантнрадиган интерполяцион купхадни ту- 
зишни англатади. Масалан, [а, Ь] да бир нечта куп^адлардан «улаб» 
тузилган ва узлуксиз иккинчи хосилага эга булган 5 3 (х) кубик 
сплайн учун ушбу шартлар куйилади:

(9.1)5 з (*,•) =  У, . * =  о. п

$  3 (•** + 0 )

5 3 (*,-_о) ~  ( х ^ 0), 1 =  1, п -1; 5 3 (я0) =  5 3 (хп) =  0.

Демак, >̂ ар бир кушни тугунлар жуфти оралигида интерполяцион 
функция учинчи даражали купхад булиб, уни бундай куринишда 
ёзиб олиш кулан булади:

5 3 (х) =  а . +  Ь1 (х — *._,) +  с. (х — *_ !)- +  <И (х — *._,)»,

Х,_1 <  * <  Х,\ 1 = 1 ,  П.

Хосилаларни топамиз:
5 ' (х) =  Ь .+  2с;(х — >:._!) +  3й1 (х — лг._,)2 

5 3 (х) =  2с. +  б а ( (х— х._,).
(9 .2)

(8. 11) шартларни тузиб, а Ь г  с(, с1р 1 — 1 , п ларни топиш учун
чизикли тенглама системасини хрсил киламиз. Масалан, п =  2 бул
ганда тенг узокликдаги учта х0, х2 тугун нукталарга ва функ
циянинг уларга мос у 0, у х, у2 кийматлари учун (3.4- шакл) [х0, х г] 
кесмада

У

Г

а=х. л, а:= Ь

3.4- шакл

■ X

8 3 (х) = а 1 +  Ь1 (х — х0) +  сх(х — 
— хоУ +  а ^ х — х0)3 

купхад га, [хи х2] кесмада эса

5 3 (х) =  02 “Ь ^2 (х х}) с2 (лг — 
-  х ^  +  а ^ х — х у

куп^адга эга буламиз.
(9.1) ни ^исобга олсак, (9.2) 

шартлар бундай куринишни ола
ди:
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у 1 = а 1 +  Ь̂ к +  с Л3,
Ьг =  Ьг +  2с +  З ^ Л 2, 

сг| =  Сх +  3^ /г, 2с* =  0, с2 +  с12Н =  О.
Бу 8 номаълумли 8 та тенгламалар системасини ечиб, каР бир кес- 
мадаги 5 3 (*) куп^адни топамиз.

10- §. Чизм^ли тенгламалар системаларини ечиш усуллари

Чизикли тенгламалар системаларини ечиш усуллари аник; усуллар 
(Крамер коидаси, Гаусснинг номаълумларни чи^ариш усули, Гаусс— 
Жорданнинг яхшиланган усули) ва итерацион усуллар (уч диагонал- 
ли системаларга татбик, этиладиган «прогонка» усули, оддий итера
ция усули, Зейдель усули ва бошкалар) га булинади.

Итерацион усуллар (такрибий усуллар) системанинг ечимини бе
рилган аникликда косил килиш имконини беради.

11-§. Гаусс — Жордан усули. Матрицаларни алмаштириш ва де- 
терминантларни ^исоблаш

11.1. Олий математиканинг умумий курсидан маълумки, чизикли 
тенгламалар системаларини Гаусс усули билан ечишда бу система 
учбурчакли система шаклига келтирилади. Номаълумларнинг киймат- 
ларини бевосита топишга имкон берадиган Гаусс—Жордан яхшилан
ган усулини куриб чикамиз.

Ушбу ихтиёрий чизикли тенгламалар системаси берилган булсин:

( 1 ц  ^ 1  1 ^12^2 1" • • ■ + о }ахп =  Ь1,
@21^1 ^22 ^ 2 • • • "Ь й 2п Х п ~ (11-1)

% , Х1 +  а т / 2 +  • ■ ■ +  !а ™  =  Ът

(11. 1) системанинг кенгайтирилган матрицасини караймиз:

( а 11 «12 • • ■ а ы
6 ‘\

В  =
а 21 а 22 • • ■ а2п

\  о. т а т \  т1 т1 ' ' « т л ь „ )

В  матрицада нолдан фар^ли а.к элементни танлаймиз. Уни %ал

этувчи элемент деб атаймиз; матрицанинг I- сатрини \а л  этувчи 
сатр, к- устунини эса щ л  этувчи устун  деб атаймиз. В матрица ус- 
тида элементар алмаштиришлар бажариб, бу матрицага эквивалент 
ва к- кал этувчи устунида а (к дан бошка барча элементлари ноллар 
булган янги матрицани косил киламиз. Шундай килиб, сатрлар ус- 
тида элементар алмаштиришлар ёрдамида, кал этувчи элемент си
фатида бир хил номерли сатр ва устунларнинг кесишган жойларида 
турган элементларни танлаш йули билан В матрица ушбу куриниш
га келтирилиши мумкин:
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/ 1  0 . . . О а ’1г+] . . . а[п Ь{  
/  О 1 . . .  О а'2 г + 1  . . .  а'2п Ь '

0 0 . . .  1 а'

0 0 ___ 0 0 . . .  О I
0 0 . . . 0  0 . . . 0  ь

1

(П.2)

(бунда система матрицаси ранги г <  п).

(11.2) матрица ушбу системанинг кенгайтирилган матрицасидир:

бу система эса (И . 1) системага эквивалентдир.
1) Агар Ь;+1 , . . . , Ь ’т  сонлардан хеч булмаганда биттаси нол

дан фаркли булса, у холда (11. 3) система, ва, демак, (11.1) систе
ма хам биргаликда эмас.

2) Агар Ь'г1 + , =  . . . =  Ьт =--■ 0  булса, у холда
а ) г <  п булганда система биргаликда ва чексиз куп ечимлар туп

ламига эга хамда (11.3) формулалар х ъ х2, . . . , хг баъзи номаълум- 
ларнинг хг+1, хг+2, . . .  , хп озод номаълумлар оркали ошкор ифо- 
даларини беради .

б) г =  п булганда бу системанинг ечимлари ягонадир.
1- ми со  л .  Ушбу тенгламалар системасини ечинг:

х 1 а \. г +  1 Х г+ 1 +  • • • +  ®‘\пХ  п ~  Ь 1, 

+  а 2, г +  1 Хг + 1 +  • • • "Ь а 2п ХП =  К  ’

х  Г  +  <  Г + 1 X г+1 +  . . . +  агп хп =  Ь'г (11.3)

6*!— 5х2 +  7х3 +  8х4 =  3, 
Зхх +  1 \х 2 +  2х3 -р 4х4 =  6, 
Зхг +  2х .2 +  Зх3 — 4х4 =  1,
Х1 +  х% +  х3 =  0.

Е ч и ш .  Системани бундай кайта ёзиб оламиз:

Х1 “Ь х2 +  х 3 — 0,
Зхх 1 1х2 +  2х3 -}- 4х4 — 6, 
ЗхТ +  2л:2 +  Зх3 +  4х4 =  1, 
6хх — 5х2 +  7х3 +  8х4 =  3.

Кенгайтирилган матрицани тузамиз:
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\ а л  этувчи элемент сифатида а п  =  1 ни (биринчи сатрнинг биринчи 
элементини) оламиз:

В

Олдин учинчи сатрни (— 1) га купайтириб, иккинчи ва учинчи сатр- 
ларнинг уринларини алмаштирамиз:

1 1 1 0 0
0 8 -  1 4 6
0 — 1 0 4 1
0 — 11 1 8 3

/ 1 1 1 0
° \

| о И 1
0 — 4

“ М
I 0 8 - 1 4 6\ о - -11 1 8 3 /

Х,ал этувчи 
оламиз:

В .

элемент сифатида а 12 =  1 (2- сатрнинг 2- элементи)ни

1 0 1 4 1 \ /1 0 1 4

0 1 0 —4 1 | [ о 1 0 — 4

0 0 — 1 36
14

I - 1•° 0 П ~  1 - 3 6
0 0 1 —36 8 / \ о 0 1 — 36

/1 0 0 40 15 \

1 ° 1 0 —4 - 1 \
0 0 1 —36 - 1 4

\° 0 0 0 6 /
Система биргаликда эмас ( а) ^ол).

2 - м и с о л .  Ушбу тенгламалар системасини ечинг:
к2 +  2 х3 +  5 х4 =  О,(*1

3 хх +  хг — х3 
4 х 1 — х2 +  х 3

=  - 1 ,
= 6,

2 хх — Зх2 + х 3— 2 =  8.

Е ч и ш .  Кенгайтирилган матрицзни тузамиз ва элементар алмаш
тиришлар бажарамиз:

В  =

2 5 
1 О 
1 1
1 — 2

1 - 1 2  5 
О 4 — 7 — 15 
О 3 — 7 — 19 
0 — 1 — 3 — 12
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/ 1  — 1 2
0 - 1 — 3 — 12
0 3 — 7 — 19 

\ 0  4 — 7 — 15
1 0  5 17 
0 1 3 12
0 0 — 16 -  55

ч0 0 — 19 - 6 3

5 0^
12 — 8

— 19 6
— 15 -  1у

“ 8\
- 8 \

15 ~
8

— 31

1 0  0 — —
11 '

16 8
« , « 27 19
0 1 0  —

16 8
55 15

0 0 1 —
16 8 .

\ л ^ 37 37
\  0 0 0 -------
\ 16 8 /

1 0 0 - -  3/16 11/8
0 1 0 27/16 — 19/8
0 0 1 55/16 — 15/8
0 0 0 т — 2

/ 1
0 0 0

! \

0 1 0 0
1

0 0 1 0
5

\ 0 0 0 1 - 2 /

Система биргаликда ва ушбу ягона ечимга эга:
*1 =  1, х2 =  I, х3 =  5, хх =  — 2.1]

3 - м и с о л .  Тенгламалар системасини ечинг: 
хх +  2 х2 +  х3 +  лг41 =  5,

х г "Ь хз “Ь *и =
Х 1 +  Х 2 =  2.

Е ч и ш .  Кенгайтирилган матрицани тузамиз ва элементар алмаш- 
тиришларни бажарамиз:

1 2  1 1
В =  I

_1_
0
1

2 1 1
1 1 1 
1 0 О

/1 0 --1 --  1 “ Г\
° 1 1 1

3\0 0 0 0 о)
Система биргаликда, иккита параметр (п — г  =  4 — 2 =  2)х3 Еа х4 
га борлиц булган ушбу чексиз куп ечимлар тупламига эга:

Х1 =  Х3 +  Х4 —  1,
х , = 3 - Х, —  Х.
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11.2. Элементар алмаштиришларни бажариб, тескари матрицани 
топиш мумкин. Бунинг учун берилган п- тартибли А квадрат матри
ца учун бу матрицанинг ёнига унг томондан ушандай тартибли Е 
бирлик матрицани ёзиб, п X 2 п улчамли (А/Е)  тугри туртбурчак 
матрица тузилади. Агар А матрица махсус матрица булса, сатр- 
лар устида элементар алмаштиришлар бажариб, тузилган матрицани 
хар доим (Е/В)  куринишга келтириш мумкин. У хрлда В  матрица 
А матрица учун тескари матрица булади, яъни В =  А ~ \

/1  2 24
4 - ми  со  л. А = 1 2  1 — 2 матрица учун тескари матрицани 

\ 2  — 2 1.1
элементар алмаштиришлар усулидан фойдаланиб топинг.

Е ч и ш .  Янги (А/Е)  матрица тузамиз ва унинг устида элементар 
алмаштиришлар бажарамиз:

/1 1 1 2 2 1 0 0 \ ( 1  2 2
(А/Е) =  у 1 — 2 0 1 0 ~  0 — 3 -- 6

\  2 — 2 1 0 0 \ ) \ 0  — 6 -- 3

1

2/3

2

О

3
о

п 0 — 2 - 1 / 3 2/3 ° \
0

1 2 2/3 -- 1 / 3
°

\ 0 о ш 2/9 -- 2 / 9 1 /9 /

(10 0 1/9 2/9 2 / э \

° 1 0 2/9 1/9 — 2/9
0 1 2/9—-2/9 1/9 /

Демак, тескари матрица:
/1 /9  2/9 2/9 \

А ~ х =  2/9 1/9 -  2/9
\2 /9  -  2/9 1 /9 / .

Детерминантларни ^исоблашда бунга ухшаш алмаштиришлардан 
бош диагоналдан таш^арида ётадиган барча элементларни нолга ай- 
лантириш учун фойдаланиш мумкин.

5 - м и с о л .  Детерминантни ^исобланг:
1 1 — 2 О
3 6 — 2 5
1 0  6 4
2 3 5 — 1
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Е ч и ш .  К,аралган усулни мазкур детерминантга татбик, этамиз. 
Ушбу хоссадан фойдаланамиз: агар детерминантнинг бирор сатри 
элементларига бошка сатр элементлари цушилса (ёки айирилеа) детер
минант узгармайди:

ш . 1 — 2 0 1 1 — 2 0 1 1 — 2 0

3 6 — 2 5 0 3 4 5 0 ш  9 — 1
1 0 6 4 0 — 1 8 4 0 — 1 8 4
2 3 5 — 1 0 1 9 — 1 0 3 4 5

1 0 — И 1 1 0 0 40/17 1 0 0 0
0 1 9 — 1 0 1 0 - - 4 4 /1 7 0 1 0 0
0 0 м л 3 --- ■

0 0 17 3 --------
0 0 17 0

0 0 — 21 8 О О О 240/17 0 0 0 240/17

=  (— 1)• 1 • 17 • —уу =  — 240. Демак, берилган детерминант — 240 

га тенг.

12-§. Уч диагоналли системаларни ечишнинг «прогонка» усули
К,уйидаги махсус куринишдаги чизшуш алгебраик тенгламалар 

системасини курайлик:

— Ьгх г +  сххг =-
й2*1 Ъ%Х 2 +  С%Х3 =

®зХ% Ь3х 3 СдХ, =  с13,
« 4 * 3  ~  & 4 * 4  + С 4 Х 5  * =  й? 4

а„х„ , —  Ь„ хпП Л — 1 Л Л =  4 ,
бу ерда х,, х 2, х3, , хп — номаълумлар, ар Ь0 <1С, с. лар маъ
лум сонлар.

(12.1) системанинг А матрицасини тузамиз:
1 - Ь 1 0 0 0  . . 0 0 0

О-г —ь2 С2 0 0  . . 0 0 0
0 - Ъ» с3 0  . . 0 0 0
0 0 а4 -ь* с4 . . 0 0 0

\ 0
0 0 0 0 . .  0 а п-- Ь п /

Уч диагоналли матрицами хосил килдик, унинг бош диагонали 
ва унга куш ни иккита диагоналида 'ётмайдиган барча элементлари 
нолга тенг.

(12.1) тенгламалар иккинчи тартибли [айирмали тенгламалар 
ёки уч нуцтали тенгламалар деб аталади.

Агар ушбу

\ Ъ \ > Н  +  \с\
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шарт бажарилса, у хрлда (12.1) система ягона ечимга эга ва уни «про
гонко(» усули ёрдамида топиш мумкин.

Усулнинг мо^ияги ^уйидагича: (12.1) системанинг биринчи тенг
ламасини х г га нисбатан ечиб,

*1 =  ^ -'х 2 — ёки х г =  а хх2 +  (12.2)
! Ьх Ьх

ни хосил киламиз, бу ерда

а 1==а  ва =  (12.3)
Ь1 Ьх

(12.2) ни (12.1) системанинг биринчи тенгламасига к,уйиб ва уни х2 
га нисбатан ечиб,

х2 = а 2х3 + $ 2 (12.4)
ни \осил киламиз, бу ерда

„ _ С2 д _ °2 Р1 --  <1'1
2 , > Р2 .Ь2 — а.2 а х Ь2 — о2 а 1

х2 учун топилган (12.4) ифодани (12.1) системанинг навбатдаги тенг
ламасига нуйиб, х3 ва х4 ни богловчи тенгламани хосил киламиз ва 
хрказо. Энди

хк = а Л ± \  +  К  ( 12-5)
ифода топилган деб фараз килайлик, бу ерда

к̂ о к̂ —1 к̂ /1 о с\а.  = --------------- , р к = -------------------. (12.6)
ьк ~ ак ак- \  ьк ~  ак ак-\

Шундай килиб хк, хк+х, к =  1 , п  — 1 кушни кийматларни богловчи
(12.5) тенгламаларнинг коэффициентларини [<х1, ва (12.3) да но
маълум булганлиги учун] (12.6) рекуррент муносабатлардан к =  
=  2 , п — 1 да топиш мумкин.

(12.1) системанинг сунгги тенгламасига хп нинг [(12.5) формула
дан к — п —■ 1 учун] ифодасини куйиб,

_  Рп +  «п Рп—

ни з^осил киламиз, бу ерда]

=г Рп +  п Рп-1 (12 7)
1 -  «„ •

р ,  =  — г -  < 1 2 - 8 >
Ь п  п

Сунгра (12.5) формула буйича ушбу кетма-кегликдан долган л:П_ 1, 
хп_„, . . . , хх номаълумларни топамиз.

а к, рд, к =  1, п коэффициентларни (12.6) формулалар буйича ^и- 
соблаш жараёни «прогонка» нинг тугри. йС/ли, хк номаълумларни
(12.5) ва (12.7) формулалар буйича топиш эса «прогонка» нинг тес
кари утиш йули деб аталади.
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М и со  л. «Прогонка» усули билан ушбу тенгламалар система- 
сини ечинг:

- 3 *] -(- Х-2 
х х — 4 х2

2 хъ — 5 х3

=  - 5 ,  
=  8, 

- =  —  6,
• 3 х4 =  — 8.

Е ч и ш .  Коэффициентлардан жадвал тузамиз (3.12-жадвал):
3.12- ж а д в а л

а Ь с а

1 3 1 — 5
2 1 4 — 1 8
3 2 5 1 —6
4 1 3 —8

Турри «прогонка» йули а к ва $к коэффициентларни (12.3), (12.6) 
ва (12.8) формулалар буйича ^исоблашдан иборат:

а ,  =  ■

а ,  =

— 2̂ 0̂1

Р1 =  —  =  — ; ьг з

=  -  т т ;  Р
°2 Р1 — 2̂ 
Ь2 —  а2

аз Рг —

11
28
61

а .
1

Ьг 3ЬА 3
Тескари «прогонка» йули хк номаълумларни (12.5) ва (12.7) форму
лалар буйича топишдан иборат:

х  _  Р4 а $ :<  _  д .

4 1 — а 4«з

*з =  « 3 * 4 +  Рз =  1;
х х =  а г х2 +  (5Х =  1.

Иккинчи тартибли дифференциал тенгламалар учун уч нуцтали 
айирмали схема уч диагоналли чизшуш системаларга олиб келади.

13- §. Тенгламаларни ечишнинг итерация усуллари.
К,узгалмас ну^та ^ак.идаги теорема. Итерация 

жараёнининг якинлашиши
13.1. Алгебраик тенгламани ечишнинг энг му^им усулларидан 

бири итерация усули ёки кетма-кет якинлашиш усулидир. Бу усул- 
нинг асосий афзаллиги ^ар бир цадамда бажариладиган операциялар 
бир хиллиги булиб, Э^М  лар учун итератив алгоритмларга асос
ланган дастурлар тузиш ишини жуда осонлаштиради.
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Усулнинг мохияти куйидагидан иборат. Ушбу тенглама берилган 
булсин:

/(*) =  0, (13.1)
бу ерда /  (х)— узлуксиз функция. ^ нинг хакикий илдизларини то
пиш талаб килинади. Берилган (13.1) тенгламани унга тенг кучли

х = ф ( х ) .  (13.2)
тенглама билан алмаштирамиз. Бирор усул билан бу тенгламанинг 
илдизи яккаланган [а, Ь] орали^ (яъни бу тенгламанинг фа^ат бит
та илдизини уз ичига олган оралик) ажратилган булиб, х0 бу ора- 
лицнинг исталган нук,таси булсин. Уни илдизнинг нолинчи яцинла- 
шиши деб атаймиз. Навбатдаги х г я^инлашишни топиш учун (13.2) 
тенгламанинг унг томонида х нинг урнига х0 ^ийматни к,уямиз, яъни

* 1  =  Ф (*<>)•

Кейинги якинлашишлар ушбу кетма- кетлик буйича амалга ошири- 
лади:

х2 =  ф (*,),
=  Ф (■*«)>

..................  [(13.3)
* „  =  Ф ( * „ _ , ) •

1-т е  о р е м  а. Агар  ф (х ) функция узлуксиз ва (13.3) кетма- кет
лик яцинлашувчи булса, у  %олда унинг лимити (13.2) тенглама
нинг илдизи булади.

И с б о т  и. Теорема шартига кура {хп} кетма-кетлик якинлашади,
демак, п -► оо да унинг лимити [мавжуд, уни х ор^али белгилай- 
миз:

Н т  хп — х . (13.4)
П—► оо

(13.3) муносабатларни ^исобга олиб, (13.4) тенгликни

х =  Нш ф (х ,)
л + “

куринишда ёзамиз.
ф(х) функция узлуксиз булганлиги сабабли бу тенгликда функ

циянинг ва лимитнинг ф ва П т символларининг уринларини алмаш
тириш мумкин, яъни:

х =  ф (Н т хп_,),
п ~*сх>

бу ерда (13.4) ни эътиборга олсак,

х =  ф (х )
га эга буламиз. Шуни исботлаш талаб этилган эди.

13.2. Энди (13.3) итерация жараёни цандай шартларда я^инла- 
шишини куриб чи^айлик.



2 - т е о р е м а .  А гар  ср(х) функция [а, Ь] кесмада аницланган ва 
дифференциалланувчи булиб, шу билан бирга унинг барча циймат- 
лари [а, Ь] га тегишли ва а < . х < Ь  да

|Ф'(*)| <  <7 <  1 (13.5)
булса, у  холда (13.3) итерация жараёни исталган х0 ^ [а, Ь] да 
яцинлашувчи булади.

<7 сон сифатида ^осила модули |ф' (х)| нинг 0 <  х  <  Ь даги энг 
катта ^ийматини (ёки ю^ори чегарасини) олиш мумкин.

И с б о т  и. [а, Ь] кесма х =  ф(х) тенглама илдизининг яккалани- 
ши оралиги булиб ф (х) функция дифференциалланувчи булсин ва 
унинг ^осиласи теорема шартини каиоатлантирсин. х0^ [<я, Ь] кесма- 
нинг исталган нук,таси ва хх =  ф (х0) биринчи якинлашиш булсин. 
Агар х бу тенгламанинг аник илдизи булса, у холда, Лагранж тео- 
ремасига кура,

х  — хх =  ф (х.) — ф (х0) =  ( х — х0) ф' (х0)

ни ^осил киламиз, бу ерда х0 нук,та х ва х0 нукталар орасида 
(яъни [а, Ь] оралиеда) ётади. (13.5) тенгсизликка асосан,

I* — хх\ =  |х — х0| ■ | ф' (х0)| <  д \ х — х0\.

Шунга ухшаш, х2 =  ф (*]) иккинчи якинлашиш учун (теорема 
шартига кура хх нук,та [а, Ь] га тегишли)

х — х2 =  ф( х )  — ф(Хх) =  (х — хх) ф' (хг)

га эга буламиз, бу ерда х х яна а  ва Ь орасида ётади. Олдинги тенг- 
сизликни татбик этиб,

| х — х2| <  ц2 1 х — х0| 
бахони аниклаймиз. Бу жараённи давом эттириб,

\ х ~  хп\ < д п \ х  —  х0| (13.6)

ни ^осил киламиз. (13.5) га асосан д <  1 булганлиги учун п —> оо 
да 17я —>■ 0. Энди (13.6) тенгсизликда лимитга утиб,

Пш ( х  — х ) =  0
П—>-00

ни ^осил ^иламиз, яъни

П т хп =  х ,
П-+- оо

шуни исботлаш талаб ^илинган эди.
Шундай ^илиб, итерация жараёнининг я^инлашиши учун царала- 

ётган ораликда |ф' (х)| <  1 булиши етарлидир.
13.3. 2 -теорема иеботининг асосида ётадиган роядан итерация 

жараёнида эришилган ани^ликни ба^олаш учун фойдаланиш мумкин.
Илдизнинг ани^ ва такрибий кийматлари орасидаги айирмани 

курайлик:



=  Ч К X -  Хп) +  (хп —  х п_ ,) |  <</ |  х - х п\ +  ч\хп — хп_ х\. 

Бундан ^уйидагига эга буламиз:

\ х  —  х \  К  —  х п - \ \  ( 1 3 -7 )

ёки

\ х  ~  х п\ <  Г = ^  \Х 1 ~  Х о\- ( I 3 -8 )

(13.8) муносабат биринчи итерациядан кейинок илдизни берилган 
е аницликда х;исоблаш учун зарур булган итерацияларнинг энг кат
та сони N  (е) ни топиш имконини беради. Ха^икатан хам,

| х —  хп1 с  е

тенгсизлик бажарилиши учун

булиши етарлидир, бундан

' “ т М -■V (с) > — 1й— ^

д <  булганда (13.7) хатолик бахоси соддалашади ва ушбу 

куринишни олади:

\ х ~ х п\ <  \хп— хп_ _ \< г .  (13.9)

Умумий >рлда итерация жараёнини иккита кетма- кет якинлашиш 
учун

— 8 (13Л°)I я
тенгсизлик бажарилмагунга ^адар давом эттириш лозим, бу ерда е 
х  илдизнинг берилган чегаравий абсолют хатолиги ва |ф ' (х)| < ^ ' < 1 .  
У холда (13.7) формулага асосан ушбу тенгсизликка эга буламиз:

яъни х  =  хп +  е.

13.4. Итерация жараёнининг як,инлашиши учун тенгламани
х  — ф (х)

шаклда ёзилиши хам маълум ахамиятга эга, чунки |ф' (х)| айрим 
^олларда изланаётган илдизнинг атрофларида кичик булиши, бошка 
бир хрлларда эса катта булиши мумкин. Шу сабабли /  (х) =  О тенг-



ламани *  =  ф (*) куринишга 1ф' (х)1 <  д <  1 шарт бажариладиган ци- 
либ келтириш учун уни ушбу

х =  х  +  1 Ц х )  (13.11)

эквивалент к5'ринишда ёзиб оламиз, бу ерда А сонини

1ф' (х)| <  1

тенгсизлик бажариладиган килиб танлаш лозим. (13.11) формула- 
дан

ц>(х) =  х  +  Х} (х)  (13.12)
булиши келиб Ч1щ а д и . А параметрни итерация жараёнининг якинла- 
шиши учун етарли булган (13.5) шартдан аниклаш мумкин:

1ф'(*)| = |1  +  А / '( * ) |< 1 .  (13.13)
Агар

1 +  * /'(* „ ) =  О
деб олинса, нолинчи якинлашиш х  =  хд атрофида (13.12) тенгсизлик 
бажарилади ва бундан / '  (х0) ф  0 булганда

А =
/' (*о)

(13.14)

ни хосил киламиз.
13.5. Пировардида итерация жараёнининг геометрик маъносини 

ва итерация жараёни яцинлашадиган (13.15) шартни куриб чикамиз.
1(х) =  0 тенглама берилган булсин. Бу тенгламани х  =  ф (х) 

куринишга келтирамиз ^амда у  =  х  ва у  =  ф (х) функцияларнинг 
графикларини чизамиз (3 .5-шакл). Бу функциялар графиклари кеси- 
шиш ну^тасинннг х  абсциссаси берилган тенгламанинг илдизи бу
лади. Мумкин булган турт ^олни куриб чикамиз.
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1) Агар ф' (х) >  0, |ф' (л:)| <  1 булса, у х;олда жараён якинлаша- 
ди (погонавий якинлашиш). х0, хх, х2, . . , кетма-кет я^инлашиш- 
лар монотон камаяди, А 0В 1А 1В2А 2 . . . синщ  чизи^, «погонавий» 
шаклда булади.

2) Лгар ф' (х )< 0 , \ф ' (х)| <  1 булса, жараён я^инлашади («спи
рал» буйича якинлашиш). х0, х и хъ  . . . якинлашишлар х  илдиз 
атрофида тебранади. А 0В гА хВ 2А 2, . . . синик, чизик, «спирал» шак- 
лида булади (3.6- шакл).

3.6- шакл

Шундай ^илиб, агар ф '(х) хосиланинг ишораси бир хил сак,лан- 
са ва |ф '(х)| <  <7 <  1 тенгсизлик бажарилса, у холда кетма-кет 
якинлашишлар ф/ (х )>  О да илдизга монотон якинлашади ва ф '(х )< 0  
да илдиз атрофида тебраниб якинлашади.

3) Агар ф ' ( х ) > 0  ва ф/ (х) >_]_ булса, у холда жараён узоклаша- 
ди. «Якинлашишлар» х илдиздан Л 0В1Л1В 2/42 . . . «погона» буйича 
узоклашади (3.7-шакл).
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4) Агар ф' (х) <  0 ва |ф ' (х)| >  1 булса х*ам жараён узоцлашади. 
«Якинлашишлар» х  илдиздан А0В1А 1В 2А 2 . . . «спирал» буйича узо^- 
лашади (3.8-шакл).

М и с о л .  2 х  — ]п х  — 4 = 0  тенгламанинг катта илдизини е =  0,01 
гача ани^ликда зугсобланг.

Е ч и ш .  Бу тенгламани 2 х  — 4 =  1пх куринишида ёзиб олиб, 
у  =  2 х  — 4 ва у  — 1п х  функцияларнинг графикларини битта чизма- 
га чизсак, катта илдиз 2 ва 3 сонлари орасида ётишини курамиз 
(3 .9-шакл). Илдизга нолинчи якинлашиш сифатида х0 =  3 ни ола- 
миз. Берилган тенгламани, бу ерда /  (х) =  2 х — 1пх  — 4 эканини 
хисобга олиб, (13.11) куринишда ёзиб оламиз:

3.9- шакл

х  =  х  +  А, (2 х  — 1п х  — 4). 
Я, параметрни (13.14) шартдан топамиз:

—  1 1

(13.15)

Х =  -
/ ' («о) 2 — ---

X

= - 0 ,6 .

х 0—3

Хисоблашлар кулай булиши учун Я =  — 0,5 деб оламиз, бунда )^ам 
жараён якинлашишининг етарлилик шарти (13.13) бажарилади. Да- 
^и^атан, К = — 0,5 цийматни (13.14) га цуйсак, куйидагини ^осил 
киламиз:

■1пх+  2, (13.16)

шу билан бирга

Ф(х) =  —  1пх +  2,

ф ' (х) = ----- ва [2, 3] кесмада |ф '  (х)| <  1.
2 л

Энди итерация жараёнини [(13.15) формула буйича х , =  3 да 
белгилаймиз:
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=  -у  1п 3 +  2 =  2,549,

*2 =  у 1 п  2,549 +  2 =  2,467,

*3 =  1п 2,467 +  2 = 2 ,4 5 1 ,

= - 1  1п 2,451 +  2 =  2,448,

х5 =  -^-1п 2,448 +  2 =  2,447. 

Туртинчи якинлашишнинг абсолют хатолиги

<7 =  шах |ф' (х)| =  гпах
2<х<3 2<х<3

—  I =  — <  —
2 x1  4 2

ни хисобга олиниб, (13.9)]ва (13.10) формулалар буйича бахоланади: 

\ х  — х4\ ^  |х4 — х3| =  0,003 <  0,01.
Шундай цилиб, 0,001 гача ани^ликда илдиз 

х ^  х4 =  2,448 «  2,45
га эга булдик.

14-§. Тенгламалар системаларини ечишнинг итерация усуллари. 
Оддий итерация усули. Якинлашишнинг етарлилик шартлари
14.1. Итерация усулини, умуман айтганда, чизикли булмаган 

тенгламалар системаларини ечишга татбиц этиш мумкин. куйидаги 
тенгламалар системаси берилган булсин, соддалик учун, фа^ат икки- 
та тенглама билан чекланамиз:

[1Лх, у)'.= 0, П4 .4
1/г(х > У)] =  0.

Бу системанинг ечимини берилган аникликда хисоблаш талаб этила- 
ди. х0, у 0— (14.1) система ечимининг нолинчи якинлашиши булсин, 
уни график усул билан топиш мумкин. (14.1) системани

Г* =  Ф1(*. у)  (14 2)
\У =  Ъ ( х , У )

шаклда ёзиб олиб, итерация жараёнини татбик этамиз, у маълум 
шартларда илдизларнинг берилган к.ийматларини аниклаштирнш им- 
конини беради. Бунинг учун (14.2) система тенгламаларининг унг 
томонларига х  ва у  нинг урнига нолинчи якинлашиш кийматлари 
х0, Уо ни ^уямиз ва биринчи я^инлашишни ^осил циламиз:

Х1 =  Ф1 (*о> Уо)< У1 =  Фа (*о. Уо)- 

Иккинчи якинлашишлар ^ам шунга ухшаш хосил килиниб,

х г =  Ф1(х1, у х), у 2 =  Фг (*1, у \)
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ва, умуман, «-якинлашишлар ^ам шу тартибда зугсобланади:

=  Фх */„_,), Уп =  ф2 (*„_!• «/„_,)•

Агар Ф! (х, у) ва ф2 (х, у) функциялар узлуксиз хамда {хп} ва {уп} 
якинлашишлар кетма- кетликлари я^инлашувчи булса, у ^олда улар
нинг лимитлари (14.2) системанинг, ва демак, (14.1) системанинг 
х;ам ечими булишини исботлаш осон. Бу ^олда итерация жараён и 
я^инлашади дейилади, яъни

Игл хп =  х ,  Н т  у п =  у ,
П—► X» Л—>-оО

бу ерда х, у  — берилган системанинг ечими.
Агар итерация жараёни узоклашса, у ^олда ундан фойдаланиш 

мумкин эмас.
14.2. Ю^орида тавсифланган итерация жараёни як,инлашувчи 

булишининг етарлилик шартларини тавсифлаймиз.
Т е о р е м а .  Агар  1) # :{а ёпи^ сохада (14.2) система-

IС У  ^  С1

нинг битта ва фацат битта х  =  х , у  =  у  ечими мавжуд;
2) Фх (х, у) ва ф2 (х, у) функциялар х =  а, х =  Ь, у  =  с, у  =  й 

тдрри чизицлар билан чегараланган турри туртбурчакда аницлан- 
ган ва  узлуксиз дифференциалланувчи:

3) х0, у 0 бошлангич якинлашиш ва кейинги барча хп, у п яцин-
лашишлар К  турри туртбурчакка тегишли ва бу  т\]рри т урт 
бурчакда

дЧ>1 +д ф2

дх дх

<?Ф1
+

д ф2

ду ду

(14.3)

тенгсизликлар бажарилса, у 5^олда итерация жараёни (14.2) система
нинг х, у  ечимига яцинлашади, яъни

Н т  хп =  х ,  Н т  уп =  у.
_П—У- со П—>-со

Агар (14.3) шартни

д ф х
+

3ф1
дх ду

д ф2 
дх

+
дфг

ду
<<7г< 1

(1 4 .4 )

шарт билан алмаштирилса ^ам, теорема турри булаверади, 
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3.10- шакл

(14 .5 )

со.^аси сифатида Я :

0,

(Теореманинг геометрик талкини (3.10-ш аклда тасвирланган).
М и с о л. Итерация усули билан

{ /г (х, У) =  * +  31§х  — у й =  0,
{!2 (х, у) =  2 х2 — ху  — 5 д: +  1 =  0

системанинг илдизларини турт- 
та кийматли рак,амлари билан 
топинг.

Е ч и ш .  График усулда эг
ри чизшуларнинг кесишиш ну^- 
таларини топамиз (3.11-шакл).
Улар иккита ну^та булади.
Улардан мусбат координата- 
ларга эга булган ну^тани ца- 
раймиз. Илдизнинг яккаланиш

|3  < х < 4 ,
\2 < ( /< 2 ,5  

тугри туртбурчакни олиш мум
кин. Энди системани (14.2)

.куринишга келтирамиз. Буни 
турли усуллар билан амалга 
ошириш мумкин. Масалан--

3.11- шакл

(х =  у 2 — 31е*. У холда фх (х, у) =  г/3 — З^лг, 

у  = 2 х  +  ------5, у ^олда ф2 (х, у) =  2х  +  — — 5.
* х

Хусусий ^осилаларни топамиз:
аф_1 =  _  31бв; Зфх =  2 йфг =  2 _  _1_.. дер* =  о 
дх х '  ду ’ дх д ду

Булардан куриниб турибдики, ^аралаётган турри туртбурчакда ушбу 
тенгсизликлар уринли:



*Р1 +  |^Е* >  1,
5ф!

+ <5ф2
дх 1 дх ду ду

>  1.

Бу эса система бундай куринишда булганида итерация жараёни 
узоцлашишини курсатади.

Энди х  ни (14.5) системанинг иккинчи тенгламасидан, у  ни эса 
бу системанинг биринчи тенгламасидан аницлаймиз:

х  =  У х <5 , у холда ф х (х , у) у  _(5 +  & — 1;

У =  У 31§* +  *, у *олда ф2 (х'у)  =  У 31§х +  х.
Бу ерда

5 +  у 3ф1Эф1 1
дх 2 У Т  У 'х {Ь  +  у ) - Г  <Э(/ 2 / 2  У х  (5 +  </)— 1 ’

1 +
31§е

<5фг _

дх 2 У х 3 \ %  х'  ду

Илдизнинг яккаланиш со^аси
(3 <  х <  4, 
12]<  у  <  2,5

да
|5ф1

+ дф>
<  1,

<*Р1 +
д<р2

| дх дх ду ду
<  1

шартлар бажарилади. Демак, итерация жараёни яцинлашади. Нолин- 
чи якинлашиш сифатида, масалан, х0 =  3, 4; ва у 0 =  2,2 ни оламиз, 
долган я^инлашишларни

(5 -  уп_ х) ~

У п - У  +  3  •§  х п 1

формулалар буйича ^исоблаймиз. З^исоблаш натижаларини 3.13-жад-
валга езамиз:

3.1 3- ж  а д в а л  .

п хп Уп

0 3 ,4 2 ,2
1 3,426 2,243
2 3,451 2,2505
3 3,466 2 ,255
4 3,475 2,258
5 3,480 2,259
6 3,483 2,260

Шундай цилиб, х =  3,483, у  =  2,260 деб олиш мумкин.



15-§. Чизщли системаларни ечишнинг оддий 
итерация ва Зейдель усуллари

15.1. Номаълумлар сони катта булганда чизик,ли тенгламалар 
системаларини ечишда баъзан такрибий сонли усуллардан фойдала- 
ниш кулайро^ булади. Булар жумласига оддий итерация усули, Зей
дель усули ва бошкалар хосдир.

п та номаълумли п та чизицли тенглама системаси берилган 
булсин:

Энди (15.1) системани матрицали тенглама шаклида ёзамиз:

<2Ш а22, . . . , апп диагонал элементлар нолга тенг эмас, деб з^исоб- 
лаб, (15.1) системанинг биринчи тенгламасини х1 га нисбатан, ик
кинчи тенгламасини х2 га нисбатан ечамиз ва ^оказо. Натижада 
куйидаги эквивалент системани ^осил киламиз:

а1\Х1 -"Ь ОпХ2 "Ь • ~^а \пХп^ ^1'
«21^1 &22Х2 +  • • • “}* «2пХП (15.1)

К ,  X! +  ап2 х2 +  . . .  +  аппхп =  Ьп. 

Ушбу матрицаларни киритамиз:

Ах =  Ь. (15.2)

Х 1 Р 1 ~Ь СС12Х 2 “Ь  а 13Х 3 "Ь  • • • "Н 

Х 2 Р г “Ь  ^ 2 1 ^ 1  “Ь  ^ 2 3 ^3  . . ~Ь ®2л Х п ' (15.3)

ХП ~  Р п  +  а п\Х 1 +  а п2Х 2 +  • • • + « , 'п  л —1 Хп - Ъ

бу ерда
ь1

Р,- = ---, 1 ф ]  булганда а ц =

ва

/=■■ /  (*, 1 =  1, п) булганда а..  =  0.

Ушбу матрицаларни киритамиз:
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бу ерда а  матрицанинг бош диагонали элементлари нолга тенг.
(15.3) системани

х =  р +  ах.  (15.4)
матрицали тенглама шаклида ёзиш мумкин.

Э^осил булган (15.4) системани кетма-кет якинлашишлар усули 
билан ечамиз. Нолинчи якинлашиш сифатида, масалан, озод хадлар 
устуни

*(0)= р

ни оламиз. х (0> ни (15.4) нинг унг томонига ’.\уйиб,

^ <1) =  Р +  а  х (0)

биринчи я^инлашишни оламиз. х(,) ни (15.4) нинг унг томонига к,у- 
йиб, иккинчи я^инлашишни оламиз. Жараённи такрорлаб,

„(0) г (1) А к )
Л  у Л  , • . . , Л

якинлашиш кетма-кетлигини хосил киламиз, бу ерда исталган к- 
якинлашиш

х (к) = §  +  а - х (к~ Х) (15.5)

формула буйича ^исобланади. Агар {х(А)} [якинлашишлар кетма-кет- 
лиги

г (*>
6—*-оо

га эга булса, у 5^олда бу лимит (15.3) системанинг ечими булади.
(15.5) формула билан ани^ланадиган кетма-кет якинлашишлар 

усули оддий итерация усули  деб аталади.
Агар а  матрицанинг элементлари абсолют кийматлари буйича ки

чик булса, у х;олда итерация жараёни яхши я^инлашади, яъни (15.1) 
системанинг ечимини берилган аникликда ^осил ^илиш учун зарур 
булган якинлашишлар сони катта булмайди. Бошкача суз билан айт- 
ганда, итерация жараёнини муваффакият билан ^улланиш учун А 
матрица бош диагонали элементларининг модуллари бу матрицанинг 
шу диагоналидан таш^аридаги элементларига нисбатан катта булиши 
лозим.

Итерация жараёнининг якинлашиш шартини исботсиз келтирамиз.
Т е о р е м а .  Агар  (15.3) система учун

2  К 7| <  1 (»‘ = Т 7п ) ёки 2  К ,| <  1, 0' =  Г7л)
/=1 1=1

шартлардан %еч булмаганда биттаси бажарилса, у  цолда итера
ция жараёни бошлангич яцинлашишнинг танланиишга бог лиц б ул 
маган равишда бу  системанинг ягона ечимига яцинлашади.

Н а т и ж а .  (15.1) система учун
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К 1 > 2 К / 1 -  * =  1- л
ж

(1 5 .6 )

тенгсизликлар бажарилса, яъни (15.1) системанинг х;ар бир тенгла
маси учун бош диагоналдаги коэффициентлар модули долган бошка 
барча коэффициентлар (озод ^адларни ^исобга олмаганда) модуллари 
йигиндисидан катта булса, итерация жараёни якинлашувчи булади.

М и с о л .  Чизшуш тенгламалар системасини итерация усули 
билан ечинг:

4*х +  0,24х2 — 0,08*3 =  8,
0,091*! +  Зл:2 — 0,15*з =  9,
0,04*! — 0,08*2 +  4*з =  20.

Е ч и ш .  Бу системада бош диагоналдаги 4, 3, 4, коэффициент
лар (х,ар бир тенгламадаги) номаълумлар олдидаги коэффициентлар- 
нинг абсолют кийматлари йигиндисидан катта. Юкорида таърифлан- 
ган натижага асосан итерация жараёни якинлашувчи булади. Систе
мани (15.3) куринишга келтирамиз:

(*! =  2 — 0,06*2 +  0,02*з.
*2 =  3 — 0,03*! +  0,05*з, (15.7)

!*з =  5 — 0,01*! +  0,02*2-

Бу системани матрица шаклида бундай ёзиш мумкин:

( х Л  / 2 \  (  0 - 0 , 0 6  0 ,02 \ /* Л  
*2 =  3 +  - ° , 03 0 0,05 *2 

\* 3/  \ 5 /  V — 0,01 0,02 0 /  \* 3/

Берилган система ечимига нолинчи якинлашиш сифатида 

*1(0) =  2, [*2(0) =  3, *3(0) =  5

кийматларни оламиз.
Бу кийматларни (15.7) тенгламаларнинг унг томонларига цуйиб, 

биринчи яцинлашишни хосил киламиз:

*!(1) = 2  — 0,06-3 +  0,02-5 =  1,92,
*2(1) =  3 — 0,03-2 +  0,05-5 = 3 ,1 9 ,  
х3(1) = 5  — 0,01 -2]+  0,02-3 = 5 ,0 4 .

Сунгра бу топилган яцинлашишларни (15.7) тенгламаларнинг унг то
монларига цуйиб, ечимларга иккинчи я^инлашишларни топамиз:

*!2) =  1,9094; *2(2) =  3,1944; *3(2) =  5,0446.

Янги урнига цуйишдан сунг учинчи я^инлашишларга эга була
миз. Натижаларни жадвалга ёзамиз (3.14-жадвал):
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3.1 4- ж  а д в а л

к *<*> М )х 2 4*>

0 2 3 5
1 1,92 3,19 5,04
2 1,9094 3,1944 5,0446
3 1,90923 3,19495 5,04485

15.3. Зейдель усули оддий итерация усулининг модификацияси- 
дан иборат булиб, х. (г >  1) номаълумнинг (к +  1) - я^инлашишини 
^исоблашда х и х2, . . .  , номаълумларнинг (к +  1) -якинлаши-
шидаги топилган кийматлари хисобга олинади. (15.3) келтирилган 
тенгламалар системаси берилган булсин. Танланган

у(°) „(0) (0)
Х\  у %2 , . . .  у Х п

нолинчи я^инлашишни (15.3) системанинг биринчи тенгламасига 
^уйиб, х,(1) биринчи я^инлашишни зфсил циламиз.

(15.3) системанинг иккинчи тенгламасига 
г,(1) г? А 0) у (0>Х \  у Л2» **3 » • • • » Хп

ни цуямиз ва х2(1) биринчи яь^инлашишни ^осил циламиз. Системанинг 
учинчи тенгламасига

„(1) г (1) г (0) <0)
Х \  -Х2  , Х з  , . . . , Хп

ни щуямиз з^амда д^1) биринчи я^инлашишни зфсил ^иламиз ва ^ока- 
зо, хМ  ни зфсил ^илингунга цадар шу жараён давом эттирилади.

Иккинчи, учинчи ва з^оказо итерацияларни шунга ухшаш бажа- 
рамиз.

Оддий итерация учун я^инлашиш теоремаси Зейдель усули учун 
з^ам уринли булади.

16- §. Чизицли булмаган системаларни ечишнинг 
Ньютон усули

Чизи^ли булмаган системаларни ечишнинг яна бир усулини ку- 
риб чицамиз. Иккита номаълумли иккита тенглама системаси булган 
з^олни тазушл к,иламиз:

[ ! Л х , у )  =  0, (16Л)
\ П( х , у )  =  0. К ’

Бу система ечимининг (х0, у 0) яцинлашишларини маълум деб з̂ и- 
соблаймиз. Тегишли ашщликка эга булмаган бу кийматларга тузат- 
маларни Н ва к  ор^али белгилаб, уларни излаймиз. Ечимнинг х  ва 
у  ани^ цийматларини

х  =  х„ +  к, у  =  у  о +  к
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куринишда ёзамиз. Шундай цилиб, (16.1) система урнига

]7х (хо +  А, Уо +  Щ ~  О,
1/г (хо +  А, У о +  =  ® 

га эга буламиз. / х (х) ва / ? (дг) функцияларни к  ва к  нинг даражалари 
буйича Тейлор каторига ёямиз:

/1 (хо +  А, Уо +  ^) ^  /х (*о> Уо) +  М и  (*о> Уо) +  1 у (*о. Уо)!+ ®х (й, 6)
/2 (*0 +  А, Уо +  ^) ~  /г (*0. Уо) +  А/д* (*0> Уо),+ ^ 2у (хо< У о) +  О 2{Н, к).

Бу ерда О! (Л, к) ва 0 2 (Л, Л) лар к ва к га нисбатан юК°Ри тартиб
ли кичик ^адларни уз ичига олади. Бу ^адларни эътиборга олмас- 
дан, яъни к  ва к катта эмас деб цабул цилиб, к ва к тузатмалар- 
иинг такрибий ^ийматларини аницлаш учун ушбу чизикли тенглама
лар системасини хосил киламиз:

(к  (*о. Уо) +  А/и (*о- Уо) +  е д х 0, Уо) =  О,
1/г (*0. Уо) +  Щ х (*о- Уо) +  кГ2у (хо> У о) =  0- 1 ' '

(16.2) системадан тузатмалар учун (Крамер формулалари буйича) ку- 
йидагиларни хосил ^иламиз:

и

— /х(*о, Уо) /[„(*0. Уо)1 
— 1ЛХ0. Уо) К у ( х о- Уо) 1

1 —
/и  (лго> Уо) /У *о. Уо)
?2х(х о>Уо) К у ( Ч ,  Уо)

/ и (*о. Уо) /1 (х о, Уо)

ъ —
/ 2* (Х0 , Уо) /2 (•'-01 Уо)

*1 —
/и  (хо> Уо) /у ^ о -  Уо)

К ?2х (Х0< У о) / 2у  (*0. Уо)

(16.3)

Шундай цилиб, илдизларнинг (х0, (/„) га Караганда аникро^ ушбу 
кийматлари хосил булади:

Х 1 =  Х 0 +  А х ,
Ух = У о + * 1-

Худди шу йул билан х и у х ларнинг такрибий ечимлигини инобат- 
га олиб, кейинги тузатмаларни х,осил ^илиш мумкин. Баён дилин
га н усул Ньютон усули  деб аталади.

М и с о л. 14- § даги мисолда келтирилган

х  +  31&К —  У2 =  О,

2х2 — ху  — Ъх +  1 =  0.
тенгламалар системасини Ньютон усули билан ечинг.

Е ч и ш .  14-§даги мисолдан х0 =  3 ,4  ва # , =  2,2 га эгамиз. 
Сунгра
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?2х (*• У) =  4 х —  у  —  5; ^2у (*. у) =  —  ■*•

М * . У)> ! Л Х>У) функцияларнинг кийматини ва уларнинг хосила- 
ларининг кийматини (л:0, г/0) нуктада хисоблаймиз:

/ ,(3 , 4; 2,2) =  0,1545; /,(3 ,4 ; 2,2) =  — 0,3600,
/ | , ( 3,4; 2,2) =  1,383; / ', (3 ,4 ;  2 ,2 )=  6,400;
/ 14, (3,4; 2,2) =  -  4,400; / ',(3 ,4 ; 2,2) =  -  3,400.

Шундай цилиб, (16.2) тенгламалар системаси ушбу куринишда була
ди:

/0 ,1 5 4 5 +  1,383/4 — 4,4/4 =  О,
1 -  0,36 +  6,4/4  — 3,4*! =  0.

(16.3) Крамер формулалари /4  =  0,089, /4  =  0..063 [ечимни беради. 
Шунинг учун ечимларнинг биринчи якинлашиши

х х =  3.4 +  0,089 =  3,483; 
у 1 =  2,2 +  0,063 -  2,263

га тенг. Илдизларнинг ^осил килинган кийматларини бошлангич кий
матлар сифатида олиб, яна бир кадам аниклаштириш мумкин:

/ ,  (3,489; 2,263) =  -0 ,0 0 4 1 , /,(3 ,489; 2,263) =  0,0056;
!\х (3,489; 2,263) = -  1,3734, / ',(3 ,489 ; 2,263) =  66930;
1\у (3,489; 2,263) =  — 4,526; / ^ (3,489; 2,263) =  3,489. 

Топилган цийматларии (16,3) формулаларга куйиб,
А, =  — 0,0016, к3 =  — 0,0014 

ни ^осил ^иламиз, бундан:
х2 =  3,489 — 0,0016 =  3,4874, 
у г =■ 2,263 — 0,0014 =  2,2616.

Агар бу иккинчи якинлашиш учун шу ишларни яна такрорласак, 
туртинчи ра^амдан кичик булган тузатмаларни оламиз.

17-§. Сонли дифференциаллаш
17.1. Купгина амалий масалаларни ^ал этишда жадвал шакли- 

да ёки мураккаб аналитик ифода шаклида берилган у  =  /  (х) функ
циянинг турли тартибли ^осилаларининг кийматларини ^исоблашга 
турри келади. Бундай лолларда дифференциал з^исоб усулларини бе- 
восита татби^ этишнинг ё иложи булмайди, ёки бу жуда кийин бу
лади. Шунинг учун уларга тщрибий сонли дифференциаллаш. усул- 
лари  цулланилади.

Сонли дифференциаллаш формулаларини келтириб чикариш учун 
аввал берилган }(х)  функцияни бирор [а, Ь] кесмада Р п {х) купхад 
билан интерполяцияланади, кейин.эса

1\х (х, у)  =  1 +  ; / , ;  (X, у)  =  -  2у,



Г ( х ) ^ р п(х)

деб олинади.
Агар Рп(х) интерполяция купхади учун

Ка {х) =  П х ) - Р п (х)
булса, у холда Р'п (х) ^осиланинг гп (х) хатолиги 

г п{х) =  Г ( х ) - Р ' п(х) =  Р'п(х)

формула билан топилади (яъни интерполяция купхади ^осиласининг 
хатолиги бу купхад хатолигининг ^осиласига тенг).

Сонли дифференциаллаш интерполяциялашдан кура камроц аниц- 
ликка эга булган операциядир, яъни [а, Ь] кесмада у  =  Н х) ва у  =  
=  Р п (х) эгри чизи^лар ординаталарининг бир-бирига як;инлиги бу 
кесмада уларнинг (х) ва Р'п (х) хосилаларининг бир-бирига я^ин бу- 
лишлигига кафолат була олмайди.

17.2. у  =  [{х) функциянинг ^ийматлари [а, Ь] кесмада тенг узоц- 
ликдаги х0, хи  х2, . . . , хп тугунларда берилган булсин:

У о = 1 ( х о), У =  / Ы ............. У„ =  /(*„)•

[а, Ь] кесмада у'  =  / '  (х), у" =  /"  (л:) ва хоказо хосилаларни топиш 
учун у  функцияни шу тугун нукталар системаси учун тузилган
(8.6) Ньютон интерполяцион купхади билан алмаштирамиз.

у  «  у 0 +  ЯА у 0 +  —ч~ ~  а2У0 +  {)31(Ч~ 2) д3 У о +

+  ^ 5 - 1 )  ( 9 - 2 )  (? - 3 )  д 4 у о +  ^

бу ерда д =  ва к  =  х.+1 — х., I =  0, п.

(<7— 0  куринишдаги биномларни купайтириб, к,уйидагини хреил 
циламиз:

, . с р  —  <7 ,  „ . —  3<?2 - 4 - 2  о ,  .У «  у о +  <?Д у0 +  Д- (/о +  ^ | ----- - Д3 Уо +
, —  6<уЗ +  11^2 —  б у  4

^  24 .................

Сунгра

йх ^  <1х к Л?

булганлиги учун

у > » 1 [ л < / 0 +  ^ Д ^0  +  3 9 г ~ 6б,? +  23  А 3 Уо +

+  ^ 1 ± 1 1 ^ - 3 дЧ + . . . ]  (17.1)
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Ш унга ухшаш

и" =  —  (и'\ — Ау' а<1 — 1 й у ' 
йх йд йх к йх

булганлиги учун

у" =  ±  [а2 у0 +  ( д -  1) Д3 у0 +  698 -  % +  -1-1 А4 у0 +  (17.2)

г/ =  /  (х) функциянинг исталган тартибли хосилаларини хам шунга 
ухшаш з^исоблаш мумкин.

Тайин х  нуктадаги хосилаларни топишда х0 сифатида аргумент- 
нинг жадвалдаги шу х 0 га энг якин кийматини танлаш лозим.

Жадвалдаги х. ну^талардаги хосилаларни топишда сонли диффе
ренциаллаш усуллари соддалашади, чунки жадвалдаги хар бир кий- 
матни бошланрич киймат сифатида олиш мумкин булганлиги учун 
х =  х0, 7 =  0 деймиз, у хрлда (17.1) ва (17.2) дан куйидагини хр- 
сил киламиз:

у '(х0) (д у 0 -  • • • ) , (17.3)

у " { х 0) =  ^  ( а 2Уо — А3Уо +  — |  Д Ч  — •••)• (17.4)

Шунга ухшаш, учинчи, туртинчи ва х. к. тартибли хосилалар учун 
тегишли формулаларни >̂ осил килиш мумкин:

У"' (х0) »  ~  (&3Уо — | -  дЧ'о +  • • •). (17-5)

У1у(х0) « (А4г/0 — . . . ) .  (17.6)

к кичик булганда ушбу такрибий формулаларни ^осил ^иламиз:

У' (*о) »  ^ ° ,  I/" (*о)»  У"' (*«) ~ ^ Г .  • • •

Бу формулалар хосилаларни тегишли тартибли чекли айирмалар би
лан борлайди.

Биринчи хосила учун хатолик ушбу формула буйича х,исоблани- 
шини айтиб утамиз:

" Н (п - \- \)

1 - м и с о л .  3.15-жадвал билан берилган у  =  1§х функциянинг 
у'  (50) хрсиласини топинг.

3.15- ж а д в а л

X 50 55 60 65

18* 1,6990 1,7404 .1,7782 1,8129
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Е ч и ш .  Бу ерда к  =  5 • х  =  50 ну^та интерполяция тугуни х0 =  
=  50 билан устма-уст тушмокда. 5^осилани ^исоблаш учун (17.3) 
формуладан фойдаланамиз. Аввал чекли айирмалар жадвалини туза
миз (3.16-жадвал).

3.16- ж а д в а л  .

X А</ Д 2г/ А 3У

50 1,6990 0,0414 —0,0036 0,0005
55 1 ,7404 0,0378 —0,0031 —
60 1,7782 0,0347 -- —
65 1,8129 --- -- —

Шундай килиб, (17.3) дан куйидагини ^осил циламиз:

у '(5 0 )»  -(0 ,0 4 1 4  — - ° '0036 +  С̂ ^ ' )  = - ( 0 ,0 4 1 4  +  0,0018 +
5 \  2 3 / 5

+  0,0002) =  0,0087.
2 - ми с о  л . у  =  1(х) функция 3.17-жадвал билан берилган.

3. 17- ж[ад’в а л

X 0 1 2 3 4 5 6

У 0 2 10 30 68 130 222

/ '  (3,5) ва /" (3,5) ларни хисобланг.
Е ч и ш .  Бу ерда к =  1. Чекли айирмалар жадвалини тузамиз 

(3. 18- жадвал):

3. 18- ж  а д в а л

1 X У Ду Д 2«/ А3у А4!/

0 0 0 2 6 6 0
1 1 2 8 12 6 0
2 2 10 20 18 6 0
3 3 30 38 24 6

4 4 68 62 30 --
5 5 130 92
6 6 222

3 5 __з
х0 учун х = 3 ,5  га энг яцин дг0= 3  ни олиб, <7 = — |----  = 0 ,5  га

эга буламиз (17. 1) ва (17. 2) формулаларни татбик этиб, хосилаларни 
хисоблаймиз:
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/ '  (3,5)да I  (38 +  Я’?.5-Т.Л . 24 +  3-0,5»-6-0,5 + 2  01 =

/ "  (3,5)да (24 +  (0,5 — 1) 6 +  б;(0,5)г ~  1128 0,5 +  11 • 0) =  21.

17.3. Такрибий дифференциаллаш формулаларини Ньютоннинг 
иккинчи интерполяция формуласидан ^ам з^осил цилиш мумкин:

, . , , < (/ +  1) 9 , * ( / + 1)(< +  2) .
У < * У п + Ь У п - 1 * +  \ - ~ Ь У п - 2 +  3! Уп—I +  • • • ,

бу ерда

А Уп_1 +  Д2Уп_2 + ” + 66' гЬ- г- 4 Ч - » +  • • ■ ]  (17 -7 )

у "  »  —  А2у „_2  +  (  ̂+  0  д 2У п-з +  ■ • (17.8)

ва ^оказо.
3- м и с о л .  у = [ ( х )  функция 3. 19-жадвал билан берилган (/г =  

=  0,1 кадамли):

3.19- ж а д в а л

X 0,6 0,7 0,8 0 ,9 1,0 1,1 1,2

У 1,8221 2,0138 2,2255 2,4596 2,7183 3,0042 3,3201

/ '(1 ,06 ) ни ^исобланг.
Е ч и ш .  Чекли айирмалар жадвалини тузамиз (3. 20- ж а д в а л ) :

3. 20- ж  а д  в а л

/ X у — !(х) Ьу А 2У А 3У

0 0,6 1,8221 0,1917 0,0200 0,0024
1 0,7 2,0138 0,2117 0,0224 0,0022
2 0,8 2,2255 0,2341 0,0246 0,0026
3 0 ,9 2,4596 0,2587 0,0272 П ПП9Я
4 1,0 2,7183 0,2859 0,0300
5 1,1 3,0042 0,3159 —
6 1,2 3,3201
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Энди х =  1,06 учун ^осиланинг кийматини аницлаш талаб цили- 
наётганлиги туфайли (17.7) формулани татбик; киламиз, бунда хп 
учун х =  1,06 га энг якин 1,1 ни оламиз:

ва ни^оят,

/ '  (1,06) =  ( 0,2859 +  ~ ? ’422- + -1- 0,0272 +

+  3-0,1б’-6 -0 ,4  +_2_ .0 0026 |  =  2>8865.

18 - §. Сонли интеграллаш. Турри туртбурчаклар, трапециялар, 
Симпсон усуллари.

18.1. Ушбу

аник, интегрални хиеоблаш талаб этилаётган булсин. Математик ана
лиз курсидан маълумки, [а, Ь] кесмада узлуксиз /  (х) функция учун 
бу интеграл мавжуд ва у /  (х) учун бошланрич функция Р (х) нинг 
Ь ва а нуцталардаги кийматлари айирмасига тенг:

бу ерда Р' (х) =  /  (х).
Бирок; купчилик амалий маеалаларда бу бошланрич функциялар

ни элементар функциялар оркали ифодалашнинг иложи булмайди. 
Бундан ташцари, /  (х) функция купинча аргументнинг маълум к,ий- 
матлари буйича узининг кийматлари жадвали оркали берилади. 
Бу доллар эса интегрални такрибий хиеоблаш усулларига булган 
э^тиёжни юзага келтиради ^амда бу усуллар шартли равишда ана
литик ва сонли усулларга ажралади. Функцияларни, сонли интеграл- 
лашнинг айрим усулларини куриб чи^айлик. Улар интегралнинг сон
ли кийматини бевосита интеграл остидаги функциянинг тугунлар деб 
аталаётган нукталардаги берилган ^ийматларига асосланиб хиеоблаш 
имконини беради.

Интегрални сонли аниклаш жараёни квадратура, тегишли фор
мулалар эса квадратура формулалари деб аталади.

а

ь

аа

ь

Сонли интеграллаш I /  (х) йх интегрални
а
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I = 1

квадратура формуласи буйича топишдан иборат булиб, бу ерда д:, 
нуцталар формула тугунлари деб аталади ва улар [а, Ь] кесмага 
тегишли, А, ^акикий сонлар вазнлар ёки вазний коэффиииентлар 
деб аталади. Формуланинг унг томонида турган йигиндининг кури- 
ниши интеграллаш усулини,

Я =
« = 1

айирма эса усулнинг хатолигини ани^лаб беради.
Квадратура формулалари турли мезонлар асосида тузилади: интег

рални интеграл й и р и н д и  куринишида ифодалаш, интеграл остидаги 
функцияни аппроксимациялаб ёки интерполяциялаб, кейин интеграл
лаш ва х- к.

18.2. Олий математика курсидан маълум булган энг содда квад
ратура формулаларини ёдга олайлик. у  =  /  (х) функция [а, Ъ] кес
мада ^ийматлар жадвали билан берилган булсин (3. 21-‘жадвал):

3. 21- ж а д в ’ал

X а =  х  0 Х1 х1 -  1 Х1 . . . II ОТ

у  — 1 (х ) Уо . . . У 1 -  1 У1 II О

Бу ерда х 1 — х0 =  х2— х 1 =  . . . =  х .— х ь_ х =  . . .  = х п —  хп_ х =  Н ; 

Н =  -— -  — интеграллаш радами.
П

ь

а) |* / (х) йх интегрални хиеоблаш учун чап турри туртбурчаклар
а

формуласи

Ц х )й х ж  (у0+  у х +  . . .  + У п_ 1) =  Н У  у {
п ^ о

куринишда, унг тугри туртбурчаклар формуласи 
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п — 1

/  (л:) й х : — (У1 +  У 1 +  ■ ■ ■ +  Уп- 1) — Ь ^ У 1
I — о

куринишида булади. Бу формулаларнинг номлари интегралнинг гео
метрик маъноси билан борлик. Агар Оху текисликда у  =  /  (х) эгри 
чизи^ни чизиб [а, Ь] кесмани х1 нуцталар билан п та тенг булакка 
булинса, у х;олда чап турри туртбурчаклар формуласи интегралнинг 
тацрибий ^иймати сифатида 3. 12- шаклдаги штрихланган турри турт
бурчаклар юзлари йириндисини беради, унг турри туртбурчаклар фор
муласи эса 3. 13- шаклдаги штрихланган турри туртбурчак юзлари 
йириндисини беради.

3.12- шакл 3.13- шакл

б) ^  /  (х) йх интегрални ^исоблаш учун трапециялар формуласи

ушбу куринишда булади:

с1х: 'Ь — а (Уо +  Уп
+  Ух +  У 2 +  • • • +  Уп- 1 Г

Геометрик ну^таи назардан у интегралнинг такрибий 'иймати сифа- 
т'ида 3. 14- шаклда штрихлаб курсатилган турри бурчакли трапеция
лар юзлари йириндисини беради.

16-2928
3.14- шакл
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в) |  /  (х) йх интегрални ^иеоблаш учун Симпсон формуласи ушбу 
*

куринишда булади:
Ь

|  /(*) йхж  - у  (у0 +  у2п +  А(У1 +  у3+  . . .  +  у 2п _  ,  ̂ +
а

+  2 1уъ +  г/4 +  • • • +  У‘2п-2

бу ерда [а, Ь] кесма 2п та тенг булакка булинган ва
6 —ак
2п

Симпсон формуласини бошк.ача параболик трапециялар форму
ласи деб хам аталади, бунга сабаб шуки, уни келтириб чикаришдз 
функциянинг [а, Ъ] кесмадаги графиги у п  _  2 , у2[_ , , у% киймат-
лар буйича ясалган парабола билан такрибий алмаштирилади (интер- 
поляцияланади).

Симпсон формуласи юкори аникликка эга.

М и с о л . ^  У  1+х- йх интегрални [турри туртбурчаклар, тра

пециялар ва Симпсон формулалари буйича хисобланг. Натижаларни 
интегралнинг аник киймати билан таккосланг.

Е ч и ш .  [О, 1] кесмани 10 та тенг булакка буламиз. у  — У  \ + х 2 
функциянинг булиниш нуцталаридаги кийматлари жадвалини тузамиз 
(3. 22- ж а д в а л ) :

3. 22- жа два л

1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 '9 10

Х1 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 0,10

Ус 1,000 1,005 1,020 1,044 ,1,077 1,118 1,166 1,221 1,281 1,345 1,414

а) Турри туртбурчаклар формуласи:

к =  —  =0 , 1 ;  Ю
1
^ У \ + х 2йх =  0,1 (1,000 +  1 ,005+  1 ,020+  . . .  +  1,345) да 1,128
о 
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(чап турри туртбурчаклар, 3. 12- шакл);

| У Т + ^  4х =  0,1 (1 ,005+  1 ,020+  . . . +  1,414) =  1,169 (унг тур

ри туртбурчаклар, 3. 13- шакл);
б) трапедиялар формуласи: /г =  0,1.

( 1,10° +21- 41- -  +  1 .055+  . . .  +  1,345) =  1,158.
0

в) Симпсон формуласи:

к =  = 0 ,1 :Ю
1

| ] Л  +  *2 " ах ж (1 ,000+  1,414 +  2 (1 ,0 0 5 +  1 ,044+  1,118 +
о
+  1,221 +  1,345)+ 4 (1 ,020+  1 ,077+  1 ,166+  1 ,281) )= 1,1478.

г) аник ечим:
1 А_

1 + г *  ах + ^ ~ 1 п  (К 2  +  1) =  1,147.
о

Интегралнинг Симпсон формуласи буйича хисобланган к,нймати 
унинг аник кийматига энг якиндир.

18.3. Турри туртбурчаклар, трапециялар ва Симпсон формулала- 
рининг унг томонлари тегишли интегралдан Кп хатоликка фарк ки- 
лади. Бу микдор ушбу тенгсизликлар билан тавсифланади.

Турри туртбурчаклар усули учун:

Яп <  —  (Ь — а) М ъ бу ерда =  шах
2  '  [а, б]

/ '  (*) • (18.1)

Трапециялар усули учун:

'ГЛХ) I. (18-2)Н2/? <  —  (Ь — а) М 2( бу ерда М г =  шах
12  [ а ,  ь]

Симпсон усули учун:

рт (х)\ (18.3)&4К < -------  (Ь — а) М4, бу ерда М4 =  шах
п 180 [а. о]

Агар /  (х) функцияни, т- даражали ихтиёрий алгебраик купхад би
лан алмаштирилганда

Ь П

\ Н х ) а х ж  У  Л ./ (х)  (18.4)
п 1=1
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такрибий тенглик ани^ тенгликка айланса, у хрлда бу квадратура 
формуласи т- даражали купхадлар учун ани^ формула деб аталади.

Крлдик; хадларининг (18. 1), (18. 2), (18. 3) ифодаларидан кури- 
ниб турибдики, турри туртбурчаклар формуласи нолинчи даражали 
купхад учун, трапециялар формуласи биринчи даражали купхад учун, 
Симпсон формуласи эса учинчи даражали купхад учун аник форму- 
лалардир, чунки улар учун ^олди:-: хад нолга тенг.

Бундай масала юзага келади: (18. 4) квадратура формула лари 
орасидан п та хг тугунни [а, Ь] кесмада шундай жойлаштириш ва А( 
вазнларни шундай топиш керакки, уларга мос квадратура формуласи 
максимал даражали алгебраик купхадлар учун уринли булсин.

19- §. Гаусснинг квадратура формуласи
19.1. Бизга Лежандрнинг купхадлари х,акида баъзи маълумотлар 

керак булади. Ушбу

р«(х)= ~ 4 --- [(^2 — 1) 1". ” = 0. 1. 2, . . ." 2" л! <1х

куринишдаги купхадлар Лежандр купхадлари деб аталади.
Асосий хоссалари:

а) Рп (1) =  1, Рп ( -  1) =  ( -  1)”, п =  0, 1, 2, . . .
1

[б) ^ Рп (х) (}к (х) йх =  0, к >  0 булганда. бу ерда С?к (х) —  дара-
-  1

жаси п дан кичик булган исталган купхад.
1 в) Рп (х) (п =  0, 1, 2, . . .) Лежандр купхади (— 1, 1) ораливда п

та турли хакикий илдизга эга. *
Лежандрнинг биринчи бешта купхадини ва уларнинг графикла- 

рини келтирамиз (3. 15- шакл):

У.
к  Ро(х)

1\ \  Р»(х)
1\  \ / Ч  ^
1 \  У  X  
1 \ / \  /  \

/Г

к / ! '  / \  / / /  1 _
4  Д  V  / \  X  / /  1

/  / V - . У С г  р< И
/  X  м*)

, _ 1

244

3.15- шакл



Р0 (х) =  1, Р , (х) =  X- Р2 (х) =  —  (Зх2 -  1),

Р з (Х) =  -у (5х3 —  Зх), Р4 (х) =  - I  (35х4 — ЗОх2 +  3).

19.2. Гаусснинг квадратура формуласини келтириб чикариш. 
Аввал [— 1, 1] кесмада берилган у  =  /  (/) функцияни караймиз. Уму
мий холдаги [а, Ь] кесмани бизнинг холга эркли узгарувчини чизик- 
ли алмаштириш йули билан келтириш мумкин.

Масалани бундай куямиз: I. тугунлар ва Л . коэффициентларни 
шундай танлаш керакки,

квадратура формуласи мумкин булган энг юкори т- даражали куп- 
Хадлар учун аник булсин. Бизнинг ихтиёримизда 2/1 та /. ва А. (I =
=  1, п) узгармаслар булиб, (2п — 1)-даражали купхад эса 2п та 
коэффициентлар билан ани^ланганлиги учун, бу энг юкори даража 
умумий холда (2п — 1) га тенг булиши равшан.

(19. 1) тенглик каноатлантирилиши учун

П
(19. 1)

/ ( 0 = 1 ,  I, Г2, , 1 2п~ х

тенгликлар уринли булиши зарур ва етарлидир. 
^ацикатан,

1к Л 1 = ^  А 1 /*, к =  0,2п— 1 (19.2)

ва

2 п —1

/ ( 0  =  2

деб, к.уйидагига эга буламиз:

п  2л — 1 п

Шундай килиб,
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I

I
-  1

1 — (— 1),*+ 1

к +  1
к ж уф т булганда,к +  I

О, к ток, булганда
муносабатни ^исобга олсак, куйилган масалани ечиш учун / 1 ва А 1
ларни ушбу 2п та тенглама системасидан аниклаш етарлидир, дегян 
хулосага келамиз:

2  А - = 2 ,

2 М = ° -
1=1

:2л — 2
(19.3)

I = 1 2л — Г

2
1=1

(19. 3) система чизи^ли эмас ва уни одатдаги йул билан ечиш катта) 
математик ^ийинчиликлар билан боглик. Лекин бу ерда ушбу сунъий 
усулни ц у л л а ш  мумкин.

Ушбу куп^адларни караймиз:

по ^ крп т к = о ^ г ,

бу ерда Рп (0 Лежандр куд^адлари.
Бу купх,адларнинг даражалари (2п — 1) дан орти^ булмаганлиги 

учун (19. 3) системага асосан улар учун (19. 1) ва 
1

Г ( к Рп (1)с11= 2  А { (к Р Л ) ,  к = 0 , п - 1  
-  1 < = 1

(19. 4)

формула уринли булиши керак. Иккинчи томондан, Лежандр куп- 
^адларининг ортогоналлигига асосан (б) хосса)

1
к < п да \ / ( Рп (I) <И =  О

—1

тенгликлар бажарилади, шунинг учун
Л

2  ъ  р п ^  =  ° > к = °- « - ь (19.5)
1 =  1

(19. 5) тенгликлар, агар 
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Рп (*,) =  0, 1 =  1, п (19.6)

1 1 1 . . 1
1̂ 2̂ /3 . . • К

д = 1  • • ■ <1
/п-12

деб олинса, х,еч сузсиз бажарилади, яъни (19. 1) квадратура форму
ласи энг юкори аникликда булиши учун 11 нукталар сифатида тегиш
ли Лежандр купхадларининг нолларини олиш етарлидир. Маълум- 
ки, [в) хосса], бу ноллар х,акикий сонлар, турли ва (— 1, 1) ора- 
лицда жойлашган. I. абсциссаларни билган холда (19. 3) системанинг
биринчи п та чизикли тенгламасидан Л (., 1 =  1, п коэффициентлар
ни топиш осон. Бу системанинг дастлабки п та тенгламасининг де- 
терминанти Вандермонд детерминантидир:

П  ( * ,-* ,)  =  о
«■>/

Демак, А' лар бир кийматли аникланади. (19. 1) формула 
Гаусс квадратура формуласи деб аталиб, унда 1( лар Рп (() Ле
жандр куп^адининг ноллари ва Л., I =  1, п лар (19.3) системадан 
аникланади.

1 - м и с о л .  п =  3 учун Гаусс квадратура формуласини келтнриб 
чицаринг.

Е ч и ш .  Учинчи даражали (п =  3) Лежандр купхади бундай бу
лади:

Р3 а) =  - ^ ( 5 1 3 - 3 / ) .

Бу куп^адни нолга тенглаб, илдизларини топамиз: 

и = — У ± - «  -  0,774597;

4 =  0;

(3 =  у Л1  да 0,774597.

Лц Л2, Л3 коэффициентларни аниклаш учун, (19.3) га асосан, 
ушбу тенгламалар системасига эга буламиз:

Лх +  Л2 -+- Л3 =  2,_

- У т А' + У 1 А’ = 0’
— Л4 +  — Л3 =  —,
5 1 5 3 3

бундан Л1 = Л 3 = —, Л2 =  — ни олами?.

Демак,

247



1 / < ^ - ? Н - / 4 ) + 8' <о> + 5^ 4 ) 1 -

Гаусс квадратура формуласининг нокулайлиги шундаки, тугунлар 
ва А1 вазнлар, умуман айтганда, иррационал сонлардир. Лежандр 
куп^адининг илдизлари I =  0 нуктага нисбатан симметрии жойлашган, 
А( вазнлар эса мусбат ва исталган п да симметрик тугунларда устма-уст 
тушади. л =  1,4 учун Гаусс формуласидаги тугунлар ва А. вазн- 
ларнинг кийматлари жадвалини келтирамиз (3.23-жадвал):

3.'23- ж а д в а л

л 1 и

1 1 0 2
2 1,2 гр 0,57735027 1
3 1:3 =р 0,77459667 5

2 0 — =  0,555 555 56
4 1,4 +  0,86113631 9

2 ,3 =Р 0,33998104 8
— — 0 ,888 888 89

0,34785484
0,65214516

19.3. Энди Гаусс квадратура формуласини
Ь

|  /  (х)йх
а

интегрални хисоблашга куллайлпк. Узгарувчини бундай
Ь +  а  , Ь —  а  ,X =  —— Н--------I

‘  2 2

алмаштириб, куйидагини ^осил киламиз:

| ! Ш *  =  *=-“ /  !  +  *-=2 <)*■

Бу интегралга (19.1) Гаусс квадратура формуласини татбик килиб,

У ^ А Н х , )  (19.7)
;=1

га эга буламиз, бу ерда

+  *■ =  !.«• (19.8)

I, лар Рп(1) Лежандр купхадининг ноллари, яъни РпЦс) =  0.
п та тугунли (19.7) Гаусс формуласининг колДиК ^ади бундай 

ифодаланади:
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п <  (б -д ^ + Ч я !)"  та х  I ^  ( 
л [(2я!)]»(2л + 1) *€[в .ь] 1 1 К ’

бу ердан куйидагиларни х.осил киламиз:

1 3 5  \  2 ] хе[а, ь у

К3 <  —— (-— -Углах | / <6)(*)|,
3 1 5750 \  2 )х̂ [а. ь] '  1

К4 < ----- !----- ( шах I /<8> (дс)\
3472875 I 2 /  ле[0. ь]1' 1

ва ^оказо.
1 .

2 - м и с о л .  \ V I  +  2хйх интегрални Гаусс формуласини татбик
о

этиб хисобланг (п =  3).
Е ч и ш .  а =  0 ва Ь =  1 га эгамиз. (19.8) формула ва келтирил- 

ган жадвалга асосан х. тугун лар (бешта кийматли ракамгача) ушбу 
Кийматларга эга булади:

хх =  1  +  1 / ,  =0,11270;
1 2 2 1 '

х2 =  1  +  1  /2 =  0,50000;

V =  1 +  1  / =  0,88730.
3 2 2 3

(19.7) формуладаги мос коэффициентлар бизнинг >;олда бундай бу
лади:

ь — ас, = -Л, = - • -  = -  =  0,27778;
2 1 2 9 18 

1_а Л2 =  1  • -  =  -  =  0,44444;
2 2 2 9 9

с* =  ^  А, =  — • — =  — =  0,27778.
2 " 3 2 9 18 

Кейинги хисоблашларни жадвалга ёзамиз ( 3 . 2 4 - жадвал):
3.2 4- ж а Д в а л

( Х1 С1 с у1< / ,= У  1+ 2х{

1 0,11270 1,10698 0,27778 0,30747
2 0,60000 1,41421 0,44444 0,62853
3 1 0,88730 1,66571 0,27778 0,46270

2 1,39870

Демак,
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1 ______  3
Г V 1 +  2* ах =  2  с, у. =  1,39870.
0 1-1

Хатоликни бахолаш учун у  = /(х) =  1 — 2х функциянинг ол- 
тинчи тартибли ^осиласини топамиз:

_  п

/ (С)(*) = — 945(1 +  2*) 2 -
Бу ердан:

шах I / (6,(х)| =  945. 
л-е[о. I] 1 1

Демак, формуланинг абсолют хатолигн бундай кийматга эга бу
лади:

п . 1 Ь — а\У , ,(б), ч , 945 / 1 \7 1
°з ^  -----  -----  тах  / ( * )  — ------ — ~  ---- .15750 \ 2 I л€[а,„] I I — 15750 \ 2 /  2000

Солиштириш учун интегралнинг аник кийматини келтирамиз:

|' V 1 +  2х ах -  У З  — -  »  1,39872.
о 3

20- §. Монте-Карло усули

20.1. Масалаларни тасодифий микдорлардан фойдаланиб ечиш 
усуллари умумий ном билан Монте-Карло усули деб аталади. Улар- 
нинг номи Монте-Карло шахри номи билан борлик.

Монте-Карло усулининг мохияти куйидагидан иборат: бирор урга- 
нилаётган мшуюрнинг а кийматини топиш талаб килинади, бунинг 
учун математик кутилиши а га тенг булган X  мицдорни танланади:

М (Х )  =  а.

Амалда эса бундай йул тутилади: п та синов утказилади, бунинг 
натижасида X  нинг п та мумкин булган циймати олиниб, уларнинг 
урта арифметик киймати

» й т
Хисобланади ва X  ни изланаётган а соннинг а ба^оси (такрибий кий
мати) сифатида кабул килинади:

а ж а  = X.

Монте-Карло усули куп сондаги синовлар утказилишини талаб эт- 
ганлиги учун уни купинча статистик синовлар усули деб аталади. 
Бу усул назариясида X  тасодифий микдорни кандай килиб энг мак- 
садга мувофик равишда танлаш, унинг мумкин булган кийматларини 
Кандай килиб топиш курсатилади.



20.2. X тасодифий микдор математик кутилиши а нинг бахосини 
^осил килиш учун п та эркли синов утказилгзн ва улар буйича X  
танланманинг урта киймати топилган булиб, у изланаётган бахо си
фатида цабул цилинган булсин: а = Х .

Агар синов такрорланадиган булса, у холда X  нинг бошца мум
кин булган кийматлари олиниши равшан, яъни бошца уртача ^иймат, 
ва, демак, бошка а бахр хосил булади. Бундан математик кутилиш- 
нинг ани^ бахосини хосил килиш мумкин эмаслиги келиб чикади. Йул 
Куйилиши мумкин булган хатолик хакидаги масала юзага келади. Биз 
факат берилган у эхтимоллик (ишончлилик) билан йул куйилиши мум
кин хатоликнинг юкори чегараси б ни излаш билан чекланамиз:

Я ( [ Х - а |  < б )  =  у.
Бизни кизи^тираётган хатоликнинг юкори чегараси б математик ку- 

тилишни танланма урта киймати буйича ишончлилик ораликлари ёр
дамида бахолашдир.

Олий математика умумий курси (эхтимоллик назаарияси) натижа- 
ларидан фойдаланиб, ушбу уч ^олни куриб чикамиз:

а) X  тасодифий микдор нормал тацсимланган ва унинг урта квадра
тик четланиши маълум. Бу холда у ишончлилик билан юкори чегара

б =  Д =  (20.1)
у  п

га тенг, бу ерда п — синовлар сони; / — Лаплас функцияси аргу- 
ментининг Ф (0 =  у  буладиган киймати, б — шу X  нинг маълум

урта квадратик четланиши.
1 - м и с о л .  Урта квадратик четланиши 0,5 га тенглиги маълум 

булган X  нормал микдорнинг математик кутилишини бахолаш учун 
100 та синов утказилган булса, б хатоликнинг юкори чегарасини
0,95 ишончлилик билан топинг.

Е ч и ш .  Бу ерда п =  100, б =  0,5, у =  0,95, Ф(/) = у  =  =

=  0,475. Лаплас функцияси жадвалидан / =  1,96 ни топ ам и ч  Ха
толикнинг изланаётган юкрри чегараси:

б =  1 , 9 6 = 0 , 0 9 8 .
/100

б) X  тасодифий микдор нормал таксимланган, шу билан бирга 
унинг урта квадратик четланиши о номаълум. Бу холда у  ишонч
лилик билан хатоликнинг юкори чегараси

б =  * - 4 =  (20.2) 
у  У  п

га тенг, бу ерда п — синовлар сони, 5  — танланма урта квадратик 
четланиши, (у — жадвалдан топилади.

2-м ис ол .  Агар нормал таксимланган X  тасодифий микдорнинг ма
тематик кутилишини бахолаш учун унинг устида 100 та синов уткази- 
либ, улар буйича 5 = 0 ,5  танланма урта квадратик четланиш топилган 
булса, хатоликнинг юкори чегарасини 0,95 ишончлилик билан топинг.
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Е ч и ш .  Шартга кура 5  =  0,5, ^  =  0,95 ва п =  100. Шунинг 
учун I =  1,984 хатоликнинг изланаётган юкори чегараси:

б =  1,984- =  0,099.
\ 100

в) X  тасодифий микдор нормал таксимотдан фаркли таксимотга 
эга. Бу холда X  тасодифий микдорнинг урта квадратик четланиши 
б маълум булса, синовлар сони етарлича катта (п >  30) булганда 
хатоликнинг юкори чегарасини у ишончлилик (20.1) формуласи буйи
ча хиеоблаш мумкин, агарда б номаълум булса, (20.1) формулага тан- 
ланма урта квадратик четланиш 5 ни куйиш мумкин ёки (20.2) фор
муладан фойдаланиш мумкин.

Агар п канча катта булса, иккала формула берадиган натижалар 
орасидаги фарк шунчалик кичик булишини айтиб утамиз. Хусусан 
(1 ва 2 -мисолларда), п =  100 ва Х =  0,95 булг анда хатоликнинг юьр- 
ри чегараси (20.1) формула буйича 0,098 га ва (20.2) формула буйи
ча 0,098 га тенг, куриб турибмизки, фарк унчалик катта эмас.

Хатоликнинг олдиндан берилган б юкори чегарасини таъмин эта- 
диган энг кичик сондаги синовлар сонини аниклаш учун п ни (20.1) 
ва (20.2) формулалардан топиш керак:

/2 6*
I ь ------— , / --  с9

§ 2  О2

Масалан, б =  0,098, (у =  1,96, ст =  0,5 булса, хатоликнинг 0,088 дан 
ортмаслигини таъмин этадиган синовлар сони

1 ,062-0,52
0,0982

=  100.

20.3. Юкорида 20.1-бандда биз Монте—Карло усули тасодифий 
сонларнн татбик этишга асосланганлигини айтиб утдик. Энди бу 
сонларни таърифлаймиз.

Тасодифий сонлар деб, (0,1) оралпкда текис таксимланган Я та
содифий микдорнинг мумкин булган г кийматларини айтилади.

Аслида эса мумкин булган кийматлари, умуман айтганда, чексиз 
сондаги ракамларга эга булган текис таксимланган Я тасодифий 
микдордан эмас, балки мумкин булган кийматлари чекли сондаги 
ракамлардан иборат булган Я* квази текис тасодифий микдордан 
фойдаланилади. Я ни Я* га алмаштириш натижасида микдор аник 
таксимотга эмас, балки такрибий таксимотга эга булади.

20.4. Узлуксиз X  тасодифий микдорнинг / ( х) таксимот зичлиги- 
ни билган холда унинг мумкин булган ХДг =  1, 2, . . . ) кийматла
ри кетма-кетлигини топиш талаб килинаётган булсин.

X  устида синов утказиш коидасини келтирамиз: } ( х )  таксимот 
зичлиги маълум булган узлуксиз X  тасодифий микдорнинг мумкин 
булган X . кийматини топиш учун г . тасодифий сонни танлаш ва

XI
|  / {х)йх =  г. тенгламани ёки |  / (х)ё.х =  г.
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тенгламани хс га нисбатан ечиш лозим, бу ерда с — шу X  тасоди
фий микдорнинг мумкин булган энг кичик киймати.

3-м и со л. Узлуксиз X  тасодифий микдор

1{х) =  \ е ~ Хх, х > 0

курсаткичли конун буйича таксимланган X  нинг мумкин булган кий* 
матларини олиш учун ошкор формулани топинг.

Е ч и ш .  Келгирилган коидага мувофик

X | е 'Хйх =  г.
о

тенгламани ёзамиз. Иитеграллаб,

ни хосил киламиз. Бу тенгламани Х с га нисбатан ечамиз:
_  И

Х .=  >-1п (1 - г . )

г1 тасодифий сон (0,1) ораликка тегишли, демак, 1 — г. хам тасо
дифий сон ва (0,1) ораликка тегишли. Бошкача айтганда Я ва 1 — % 
микдорлар бир хил таксимланган. Шу сабабли Х 1 ни излаш учун яна
Хам соддарок

Х, =  - | . 1 п г ,

формуладан фойдаланамиз. Масалан, агар А =  5 булиб, =  0,73 
танланган булса, у холда мумкин булган Х у киймат бундай булади:

Х г =  — — 1п 0,73 =  0,2 0,31 = 0 ,062 .
5

Нормал тасодифий микдорнинг мумкин булган кшшатларини топиш 
коидасини келтирамиз: а =  0 ва ст =  1 параметрли нормал X  тасоди
фий микдорнинг мумкин булган X. кийматини топиш учун 12 та эрк- 
ли тасодифий сонларни кушиш ва хосил булган йигиндидан 6 ни 
айириш лозим:

12
=  2  г* - 6**= 1

4 - м и с о л .  а =  0, о =  1 параметрли нормал X  тасодифий мик
дорнинг мумкин булган кийматини топинг.

Е ч и ш .  Тасодифий сонлар жадвалидан 12 та сонни танлаймиз, 
уларни кушамиз ва хосил булган йигиндидан 6 ни айирамиз.

Х 1 =  (0,10 +  0 ,0 9 +  . . . +  0,67) — 6 =  5,01 — 6 =  — 0,99.



Агар а ф  0 ва о ф  1 параметрли нормал тасодифий микдорнинг 
мумкин булган кийматини топиш талаб килинаётган булса, у хол
да шу банддаги сунги коида буйича мумкин булган кийматни топиб, 
кейин изланаётган мумкин булган кийматни

2- —о К.  -)- о

формула буйича топамиз.
20.5. Аник интегралларни Монте — Карло усули буйича хисоб- 

лашнинг куплаб усуллари яратилган. ^Улардан бирини — интеграл 
остидаги функциянинг урта кийматини топиш усулини келтирамиз.

Ь

Ушбу [х)йх аник, интегрални хиеоблаш талаб этилаётган булсин.
а

(а, Ъ) интеграллаш оралигида /(*) = ----- г зичлик билан текис так-
Ь — а

симланган X  тасодифий микдорни караймиз. У холда математик ку- 
тилиш

М [ф (X)] =  ф (х) [ (х)йх =  — Г ф (х) йх.
ь ~  « а

Бундан

С ф (х) йх =  (Ь — а) М [ф (X)].
а

Л4[Ф(Х)] математик кутилишни унинг ба^оси, яъни танланма ур
та киймати билан алмаштириб, изланаётган интеграл учун ушбу так- 

. рибий тенгликни хосил киламиз:

. V Ф ( X ,  )

\Ч > (х)йх~ (Ь -аУ = '  . . , (20-3)
а  П

бу ерда X. — шу X тасодифий микдорнинг мумкин булган киймати.

X микдор (а, Ь) ораликда /  (х) =  — зичлик билан текис таксим-
Ь — а

ланганлиги учун X . ни ушбу формула буйича топилади:
Хг , X,
] 1{х)йх =  г —  с йх =  г..
а а

Бундан
X. =  а+  (Ь — а) г (20.4)

бу ерда г( — тасодифий сон.
Хиеоблаш натижалари жадвалга ёзилади.

з
5 - м и с о л .  |  ( х +  1)йх интегрални Монте — Карло усули билан

1
Хисобланг: а) хисоблашнинг абсолют хатолигини топинг; б) хатолик
нинг юкори чегараси а =  0,1 булишини у =  0,1 ишончлилик билан 
таъминлаб берадиган синовларнинг энг кичик сонини топинг.
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I  (х +  1) йх да 2  ф (Х\) 1 П /— 1

Е ч и ш .  Ушбу

3 Ь — а "

1 1 = 1

форму ладан фойдаланамиз, бу ерда а =  1, Ь =  3, ф (х) =  х  +  1. Сод- 
далик учун синовлар сонини п =  10 деб оламиз. У з^олда

$ ( х +  1)4* да у  2  (Л, +  1),
I 0  1 = 1

бу ерда X. нинг мумкин булган кийматлари ушбу формула буйича 
топилади:

Х ( =  а +  (Ь — а) л. ёки Х 1 =  1 +  2гг

г. сонлар тасодифий сонлар жадвалидан вергулдан кейин учта 
ра^ам билан олинган.

Унта синов натижаси жадвалда келтирилган (3.25-жадвал). Жад- 
валдан куриниб турибдики,

10 10

2<Р(*,) =  2 ( Х , +  1) =29,834.
1 = 1  1 = 1

Демак, изланаётган интеграл:
3 1
[ (х +  1)4* да — • 29,834 =  5,967.
1 й

а) Интегралнинг аник киймати:

=  6 .

Шунинг учун абсолют хатолик:

6 — 5,967 = 0 ,033 .
б) Хатоликнинг юкори чегараси б =  0,1 булишини 7 =  0,95 

ишончлилик билан таъминлайдиган энг кичик синовлар сонини
_  I2 62 

П ~  6*

формула буйича ^исоблаймиз. I сонини Ф(/) =  ~  =  0,75 формула

буйича Лаплас функцияси жадвалидан топамиз: I =  1,96.
X тасодифий микдор (1,3) ораликда текис таксимланганлиги ва 

унинг дисперсияси

0 ( Х ) = а 2 = 1 ^ 1 *  =  1  
• 12 6

га тенглигини ^исобга олиб, урта киймати топиладиган ф (х) =  х +  1 
функциянинг дисперсиясинн ^топамиз:
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3.2 5- ж а д в а л

1 Г1 20 X, — 1 -\-2г 1 ф№)=-Х*+1

1 0,100 0,200 1,200 2,200
2 0,973 1,946 2,946 3,946
3 0,253 0,506 1,506 2,506
4 0,376 0,752 1,752 2,752
5 0,520 1,040 2,040 3,040
6 0,135 0,270 1,270 2,270
7 0,863 1,726 2,726 3,726
8 0,467 0,934 1,934 2,934
9 0,354 0,708 1,708 2,708

10 0,876 1,752 2,752 3,752

V—1 29,834

а2 = Я ( Х +  1 ) = Щ Х )  =
3

Энди изланаётган энг кичик синовлар сонини топамиз:

1,962 ( I )
„ = ^ = _ Ы  =  128. 

б2 0,1

21-§. Биринчи тартибли оддий дифференциал тенгламаларни 
Эйлер усули билан ечиш

21.1. Биринчи тартибли

У’ =  /  (х, у)

дифференциал тенглама текисликда йуналишлар майдонини, яъни 
текисликнинг /  (х, у ) функция мавжуд булган хар бир нуктасида бу 
нукта оркали утувчи интеграл эгрн чизикнинг йуналишини аниклай- 
ди. Коши масаласини ечиш, яъни у ’ =  /  (х, у) тенгламанинг у  (х0) =  
=  у0 бошлангич шартини каноатлантирадиган ечимини топиш талаб 
этилаётган булсин.

Хатто энг содда дифференциал тенглама учун хам бу шартларни 
к,аноатлантирадиган ечимни чекли сондаги математик амал чар ёрда
мида топиш, умуман, мумкин эмас. Бу нарса дифференциал тенгла
маларни такрибий ечишнинг турли сонли усулларининг яратилишига 
олиб келди. Бу усулларни уларнинг ечимларини кандай шаклда бе- 
рилишига караб асосан уч гуру^га булиш мумкин:

а) аналитик усуллар, дифференциал тенгламанинг такрибий ечи
мини аналитик ифода шаклида беради;

б) график усуллар такрибий ечимни график куринишида беради;
в) сонли усуллар такрибий ечимни жадвал шаклида беради
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Бундай тавсиф маълум маънода шартли эканлигини айтиб утамиз. 
Масалан, Эйлер синиц чизицлари график усули бир вацтда диффе
ренциал тенгламанинг сонли ечимини хам беради.

21.2. у{х0) =  у 0 бошлангич шарт билан берилган биринчи тартибли

У' =  /  (*. У)

дифференциал тенгламани (Коши масаласи) такрибий интеграллаш- 
нинг Эйлер усулини куриб чицамиз.

[х0, х] кесмани, х =  к  деб олиб, хъ х2, . . . ,  хп =  х  нукталар

билан п та булакка буламиз, бу ерда к — интеграллаш радами.
у' функция биринчи кесманинг ичида х0 дан хх гача /  (х0, у 0) уз

гармас ^ийматни саклайди, деб фараз киламиз, у холда интеграл эг
ри чизикни бу булакда унга М й (х0, у0) нуктада утказилган уринма 
билан алмаштириб,

у 1 =  Уо + к ?  (х0, г/о)

ни хосил киламиз, бу ерда у г — изланаётган функциянинг х х =  х0 +  
+  к даги циймати. Ю^оридагини такрорлаб, изланаётган ечимнинг 
кетма-кет кийматларини х°сил киламиз:

У г =  У1 +  к[(хх у г), 
у3 =  у 2 +  N  (х2, у2),

У1+1 =  ^  +  к[ (*,, у ,.).

Шундай килиб, интеграл эгри чизик учлари М. (хг  у.) нукталарда 
булган синик чизикдан иборат булади, бу ерда

х1+1 =  Х1 +  Н’ У1+1 =  У( +  Н 'П ХГ У()- ■ (2 1 Л )

Бу усул Эйлер синиц чизщлар усули ёки оддийгина Эйлер усули 
деб аталади.

Эйлер синик ч и з и р и н и  хосил килиш учун Р (— 1, 0) кутбни тан- 
лаймиз ва ординаталар укида ОА0 =  /  (х0, уа) кесмани куямиз. Рав- 
шанки, РА0 нурнинг бурчак коэффициентн /  (*0, у0) га тенг, шунинг 
учун Эйлер синик ч и з и р и н и н г  биринчи буринини хосил к и л и ш  учун 
М п (х0, Уо) нуктадан МоМг турри чизикни РА0 га параллел килиб, 
х  = х г турри чизик билан бирор М х (х1у у г) нуктада кесишгунга ка‘ 
дар утказиш етарлидир. Сунгра М г (хъ у{) нуктани бошланрич нук- 
та килиб олиб, ординаталар укида ОАг =  / \  (хъ у х) кесмани куямиз 
ва М х нукта оркали М гМ 2 || РАХ турри чизикни х  =  х 2 турри чизик
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билан М г нуктада кесишгунга цадар ^ткаэамиз ва хоказо (3.16- 
шакл).

Эйлер усули дифференциал тенгламани энг содда сонли интег- 
раллаш усулидир.

1- ми с о л .  у  (О) =  1 бошлангич шартни каноатлантирадиган

дифференциал тенглама интегралининг [0, 1] кесмадаги кийматлари 
жадвалини, Эйлер усулидан фойдаланиб, тузинг. к =  0,1 деб олинг.

Е ч и ш .  Аргументнинг кетма- кет кийматларини тузамиз: х0 =  О, 
х у =  0,1; хг =  0,2; . . .  ; х10 =  1. Изланаётган функциянинг мос кий
матларини (21. 1) формула

Уи. 1 = У 1 +  Ь Ц{х 1, У,)
буйича хисоблаймиз, бу ерда

7 ( * . < / )  =  ~ -

Дисоблаш натижалари жадвалда келтирилган (3. 26- жадвал).
X2

Жадвалнинг сунгги устунида у  == е 4 аник ечимнинг кийматлари так- 
Кослаш учун келтирилган.

Жадвалдан куриниб турибдики, у 10 кийматнинг абсолют хатолиги
1,2840 — 1,2479 =0,0361,

нисбий хатолиги эса такрибан 3 % га тенг. Эйлер усулининг, уму- 
ман айтганда, аниклиги х;ам ва хатолик маъносида нисбатан к°ни- 
карли натижаларни к кадам кичик булгандагина беради. Эйлернинг 
баъзи бир такомиллаштирилган усулларини куриб чикамиз.

21.3.
У' =  /  (х,  у )



3. 26- ж а д в а л

1 X У / ( х ) У  =  ^ Н  (*, у) у = е х г/ 4
2 ани^ ечим

0 0 1 0 0 11 0,1 1
1 ,005

0,005 0,005 1,00252 0,2 0,1005 0,0101 1,01003 0,3 1,0151 0,1523 0,0152 1,02274 0,4 1,0303 0,2067 0,0206 1,04085 0,5 1,0509 0,2627 0,0263 1,06456 0,6 1,0772 0,3232 0,0323 1,09427 0,7 1,1095 0,3883 0,0388 1,13038 0,8 1,1483 0,4593 0,0459 1,17359
10

0,9
1,0

1,1942 
1,2479

0,5374 0,0537 1,2244 
1,2840

дифференциал тенгламани

У (*о) Уо
бошлангич шарт билан ечиш талаб килинсин. к кадамни танлаб ' 
Эйлер усулига асосан изланаётган ечимнинг кетма-кет кийматларини 
Х 1 — хо +  » ' =0 ,  п лар учун

У1+\ =  УI +  к[(х- у ;)
такрибий формула буйича >;исоблаймиз.

Такомиллаштирилган Эйлер синиц чизшушри усулининг аниклиги 
ю^орирок булиб, бунда аввал

У{ + ±  =У1 +  4 - Н х ,, Уд
2

оралиц кнйматлар ^исобланади ва интеграл эгри чизи^лар йуналиш- 
лар майдонининг киймати С* 1 > У  ̂ , ) урта нуктада топилади,

‘ 1  ‘+ Т
яъни

Ч-т'^т)
Кисобланади, кейин эса бундай олинади:

У1+х = У { +  к [ (х  1 + ± ,  У _1_ )  (21.2)
'  2 п /
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(3. 17- шаклга царанг).

- X

3.17-шакл

21.4. Эйлернинг бош^а такомиллаштирилган усулларидан бири 
Эйлер — Коши усули булиб, бунда аввал ечимнинг дастлабки яцин- 
лашиши аницланади, яъни

У 1 +1 = У { +  к ( х 1, у ,), 

рал эгри чизиц.

/  (*,+, • 7,+х )•

бундан фойдаланиб, интеграл эгри чизицлар йуналишлари майдони 
топилади:

Сунгра

У Ц., =  У1 +  -т- (/ (*„ у ,) +  /  (*,.+„ V )2 ~ ‘ ' ‘"г- -1+1 • 

буйича тацрибий ечим ^исобланади (3 .18 -шаклга каранг).

(21.3)

3.18- шакл
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2- м и с о л . Бошлангич шартлари у  (0) =  1 булган

тенгламани [0, 1] кесмада к  =  0,2 кладам билан Эйлернинг биринчи 
ва иккинчи такомиллаштирилган усуллари билан интегралланг.

Е ч и ш .  Бу ерда к =  0,2; /  (х, у) =  у ---- — . Бу тенгламанинг

такомиллаштирилган синиц чизицлар усули (21 2)

У 1+1 =  У1 +  М ^ х 1 + ±-< У1 +  1 - )

билан ^исобланган интеграллаш натижалари 3. 27-[жадвалда берил
ган.

3. 27- ж  а д  в а л

/ Х1 У1
Н

- VI ) * /+ - ! -2
У1+1

ЛЖ < + _Ц 

У1+1)

0 0 1,0 0,1 0,1 1,1 0,1836
1 0,2 1,1836 0,0846 0 ,3 1,2682 0,1590
2 0 ,4 1,3426 0,0747 0 ,5 1,4173 0,1424
3 0,6 1,4850 0,0677 0 ,7 1,5527 0,1302
4 0,8 1,6152 0,0625 0 ,9 1,6777 0,1210

. 5 1.0 1,7362

3. 28- жадвалда берилган тенглама интегралини Эйлер — Коши- 
нинг такомиллаштирилган усули билан хиеоблаш натижалари кел- 
тирилган, бунда кадам аввалгидек, Л =  0,2 деб олинган.

3. 28- ж а]д_в а]л

( Х1 У1 ^  /  (*| - Ус ) Х1+ 1 У1+1 7 / (*<+Ь 

У1+0

\  (/ </,)+ 

+ / ( Х!+ 1> У(+1))

0 0 1,0 0,1 0,2 1,2 0,0867 0,1867
1 0,2 1,1867 0,0850 0 ,4 1,3566 0,0767 0,1617
2 0 ,4 1,3484 0,0755 0,6 1,4993 0,0699 0,1454
3 0,6 1,4938 0,0690 0,8 1,6318 0,0651 0,1341
4 0,8 1,6279 0,0645 1,0 1,7569 0,0618 0,1263
5 1,0 1,7542

Таццослаш учун

у = У  2 х +  1 
аниц ечимни келтирамиз, бундан;

у  (1) =  У Т »  1,73205.
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21.5. )^ар бир у. кийматларни итерациялаб Эйлер — Кошининг 
такомиллаштирилган усулининг аниклигини ошириш мумкин. Аввал 
ушбу

=  0 , +  * /(* ,, У() (21.4)

дастлабки якинлашиш танланади, сунгра ушбу

У \ %  1 =  У{ +  у  [/ (*,; у,) +  / (*<+1, »)] (21.5)

итерация жараёни тузилади.
Итерация жараёнини бирор икки кетма- кет ва у|<™1+|) яцин-

лашишни ^исоблаш учун керакли рацамларгача устма- уст тушгун- 
га кадар давом эттирилади. Шундан кейин

(т)
У1+\ ~  У 1+1

деб олинади, бу ерда шу у*™*, ва + '* яцинлашишларнинг 
умумий цисми.

Агар Н нинг танланган цийматида уч-турт итерациялашдан сунг 
керакли рак,амлар устма-уст тушмаса, у ^олда Н ^исоблаш кадами- 
ни кичрайтириш лозим.

3- ми со  л .  Итерациялаш усулидан фойдаланиб у (0) =  1,5 бош
ланрич шарт билан берилган у'  =  у — х  дифференциал тенглама 
интегралининг «/(1,5) кийматини туртта унлик рак,амнинг устма-уст 
тушиш аниклигида топинг.

Е ч и ш .  К,адамни Н = 0 ,2 5  деб танлаб ва (21. 4), (21. 5) итера
ция жараёни

= У ,  +  М (х 1, Ус), 

у П  1 =  У. +  у  [/ (*<• Уд +  /  (*1+1 - У\к+ \ 1()

ни татбик этиб, кетма- кет ^исоблаймиз:

«40) = Уо +  М  (х0, Уо) =  1,5 +  0 ,375 =  1,8750;

*/,(1) =  ‘/ о + у  (/(*„, У о ) + Н х  1. У[°>)) =  1,5 +  0,125 (1 ,5 +  1,8750 —

— 0,25) =  1,89062;

У12) =  У, +  у  (/ (*о. «/о) +  /  (*г, У',1’) ) =  1.5 +  о, 125 (1,5 +  18962 -

-  0,25) =  1,89258;

У[3 )= У о + ~  (/(*„• &) +  / ( * .  у<2>)) =  1,5 +  0 ,1 2 5 (1 ,5  +

+  1,89258 — 0,25) =  1,89282.

«/{4) =  Уо +  у  (/ (*., У.) +  /  (*х, У{2>)) =  1.5 +  0,125 (1,5 +

+  1,89282— 0,25) =  1,89285.



Сунгги икки яцинлашишда туртта ракам устма- уст тушмоеда. 
Шунинг учун яхлитлаб,

у хж  1,8929
деб олиш мумкин.

Яна (21.4) ва (21.5) формулалардан фойдаланиб, цуйидагиларни 
Хисоблаймиз:

*/<°> = ^  +  А/(х„  Уг) =  1,8929 +  0,25(1,8929— 0,25) =  2,3036, 

№  =  У1 +  - ^  (/(*!• У.) +  / ( ^ .  У<°>)) =  1.8929 +  0,125 (1,6429 +  

+  2,3036— 0,5) =  2,3237;

У Г =  Уг +  {  (/ (*1- Ух) +  /  <*». ^ 1)) ) =  1*8929 +  ° ’125 ^ - 6429 +  
+  2,3237— 0,5) = 2 ,32622 

^ 3) =  Уг +  \  (/ (*ь Ух) +  /  (*«. У?}) =  Ь 8929 +  0,125(1,6129 +  

+  2,32622— 0,5) =  2,32654. 

уР  =  « / ! + } ( /  (*х. У1) +  /  (*,. 2̂3) )) =  1.8929 +  0,125 (1,6429 +

+  2,32654 — 0,5) =  2,32658.
Итерацияни тухтатиш ва

уг «  2,3266
деб цабул цилиш мумкин.

(21. 4) ва (21. 5) формулаларни цуллашни давом эттириб, берилган 
тенгламанинг ечимини хосил циламиз. Х,исоблаш натижаларини 3.29- 
жадвалга жойлаштирамиз.

3. 29- ж  а д в а л

1 Х 1 У 1 У 1 + 1
„(!)
У { + \

„(2)
^+1

„(4) 
У  1+1 У1 +  1

0 0 1,5000 1,875 1,89062 1,89258 1,89282 1,89285 1,8929
1 0,25 1,8929 2,3036 2,3237 2,32622 2,32654 2,32658 2,3266
2 0,50 2,3266 2,78325 2,80908 2,81231 2,81271 2,81276 2,8128
3 0 ,75 2,8128 3,3285 3,36171 3,36586 3,3664 3,36645 3,3664
4 1,00 3,3664 3,9580 4,0007 4,00603 4,0067 4,00679 4,0068
5 1,25 4,0068 4,6960 4,7509 4,75776 4 ,75870 4,75872 4,7587
6 1,50 1,7587

22- §. Рунге — Кутт усули

Эйлер усули бошлангич шартлари билан берилган дифференциал 
тенгламани (Коши масаласи) сонли ечишнинг энг содда ва биринчи 
тартибли аницликдаги усулидир.
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Рунге — Кутт усули юцори аницликдаги усуллардан биридир.
[*(„ х] кесмада

У(х0) = у и (22.1)
бошланрич шартлари билан берилган

У ' = ! ( х , у )  (22.2)
тенгламанинг сонли ечимини топиш талаб цилинсин.

Бу кесмани
х 1 = х 0 +Иг.

(бу ерда 1 = 1, п  ва Н =  -— — интеграллаш радами),
П

нукталар билан п та тенг булакка буламиз.
Рунге —■ Кутт усулининг мох^ияти изланаётган ^ийматларни

я
У1+1 = 0 1 + 2  А*к «

5 =з 1
куринишда излашдан иборат булиб, бу ерда

к\ =  НЦх{, у,), 

к[ =  Н1 (х. +  а 2Л; у : +  $ А ) ,  
к13 Л/ (*(. СХ3Л, 1/(. Рз1^1 Рз2̂ г)>

^4 М  (■*•( “Ь К4Л, У4- +  (̂ 41̂ 1 “Ь 1̂ 42̂ 2 Р43̂ э)>

^  =  М  (*, +  а ^ ;  У1 +  Р,1*1 +  . • . +  Р<;, „ _  1 й ,_ ,).
Л1? Л 2, . . . , Л^, а 2, . . . , а ?, р21 . . .  Р? ? _ ,  — бирор параметр- 
лар.

Рунге — Кутт усули ёрдамида турли тартибли аницликдаги схе- 
маларни тузиш мумкин. Масалан, <7 = 1, Л =  1 да ушбу

У1+1 =  Ус +  М  (* ■; У()
биринчи тартибли аницликдаги Рунге — Кутт усулига эга буламиз. 
Бу усул бизга Эйлернинг синиц чизицлар усули номи билан маъ- 
лум [(21.  1) формула]. Шунга ухшаш

<7 =  2, Л х =  Л 2 =  — , а 2 =  1, Р21 =  1

да иккинчи тартибли аницликдаги Рунге — Кутт усулига эга була
миз, яъни

У1+1 =  У,- +  у  (/ (*,. У() +  /  (*ж . У^+ Щ (*,. Ус) )

Бу эса бизга Эйлер — Кошининг такомиллаштирилган усули номи 
билан маълум [(2 1 . 3) формула].
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Шундай килиб, <7 ни ва параметрларни танлаш йули билан турли 
аницликдаги цисоблаш формулаларини хосил килиш мумкин:

Рунге — Куттнинг ушбу

Уц.1 =У1 +  \  (*!*+ 2^2 +  Щ  +  К )’ ‘ =  0. ~ 1  (22. 3)

туртинчи тартибли аницликдаги схемаси кенг цулланилади, бу ерда 
К  =  й/ (хр у.), 

к‘ =  Щ ( х ( +  ~  у ,+

**. =  < ■ /(* ,+  (22.4)

=  л/  (** +  л > У,- +  ^з)

*{, *2‘, к\ сон лар геометрик маънога эга.
Айтайлик 3. 19-шаклдаги Л40 СтИ] чизик; (22. 1) бошлангич шарт- 

ли (22. 2) дифференциал тенгламанинг ечимини ифодаласин. Бу эгри 
чизицнинг С нуцтаси Оу уцца параллел булган ва х.+1] кесма
ни тенг иккига буладиган турри чизикда ётади, В  ва ^  эса эгри 
чизицца М0 нуцтада утказилган уринманинг АС ва ордината
лар билан кесишиш нуцталари. У з^олда кх сон М 0 нуктада МдСМ-х 
эгри чизицка утказилган уринманинг И, купайтувчи цадар аншушк- 
даги бурчак коэффициента, яъни к[ =  Ну' =  й/ (х{, у (.).

3.19- шакл

В нуцта
I Ь 

* =  *1+  7 *

1 *1 </ =  < / , + т

координаталарга эга, яъни
265



В ( Х1 + 2 ’ У1+ 2 )

Демак, к2 сон интеграл эгри чизицца В  нуктада утказилган уринма
нинг к купайтувчи аницлигидаги бурчак коэффициенти (ВР — бу 
уринманинг кесмаси).

М 0 нуцта оркали ВР кесмага параллел тугри чизик; утказилади,
у ^олда О нук,та х  =  х1 +  у  =  у . +  —  координаталарга эга

2 2
булади, яъни:

0 [ х < +  Т ’ У‘ +  7 ) .

Демак, к 1г сон интеграл эгри чизицца й  нуктада утказилган урин
манинг к  купайтувчи аниклигидаги бурчак коэффициенти — 
бу уринманинг кесмаси).

Ни^оят, М 0. нуцта оркали га параллел тугри чизик утказа- 
миз, у давомини У?2 (*. 4- к, у .  +  к‘3) нуктада кесиб утади.
У холда к\ сон интеграл эгри чизицца нуктада утказилган урин
манинг к купайтувчи аниклигидаги бурчак коэффициенти булади.

3. 19-шаклда а ъ а 2, а3, а 4 шу к[, к{2, Ц, к\ бурчак коэффици- 
ентларга мос бурчаклар.

Рунге — Кутт усули буйича цисоблашни ушбу схемага жойлаш- 
тириб амалга ошириш цулай булади (3. 30- жадвал).

3.30-жа два л
) X У =  к  /  (*, у) Д у

Хо Уо *!<«>

0

к

Х о +  2

л{°>
Уо Н-------

2
*<°> 2 4°)

к

*0 + 7
А<°>

Уо + -----
2

*<°> 2 *<°>

х о +  Л Уо + *<°>

1
У \ *</>

М и с о л. у(0) =  1 бошланрич шарт билан берилган
У'  = х  + у

дифференциал тенгламанинг [0,05] кесмадаги кийматини к =  0,1 деб 
олиб, Рунге — Кутт усули билан ^исобланг.

Ечиш:  ^исоблаш жараёнининг бошланишини курсатамиз. у х ни 
Хисоблаймиз. Кетма-кет цуйидагиларга эга буламиз:
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к[щ = Н Н х 0, «/„) = 0 , 1 ( 0 + 1 )  =  0,1;

^ 0 ) = Л / ( * о  +  у .  У о + у ) = 0 , 1  (о +  ° ^ - + 1  +  °-^) =  0,11,

С = Л / ( * о  +  - | ,  Уо + ' ^ )  =  0 , 1 ( 0  +  ^ + 1  +  - ^ - )  = 0 , 1 1 0 5 ;

А:1Ч) =  Л/(л:0 +  Л, у 0 +  к 3) =  0 ,1 (0  +  0 ,1 +  1 +  0 , 1105) =  0,12105.
3.31- ж а д в а л

( X У *== 0,1 (х +  у) А У

0 0
0,05
0,05
0,1

1
1,05  
1 ,055  
1 ,1105

0,1
0,11
0,1105
0,1210

0 , 1000' 
0,2200 
0,2210 
0,1210

—  • 0,6620 =  0,1103  
6

1 0,1
0,15
0,15
0,2

1,1103 
1,1708 
1,1763 
1 ,2429

0,1210
0,1321
0,1326
0,1443

0,1210
0,2642
0,2652
0,1443

—  • 0,7947 = 0 ,1 3 2 4  
6

2 0,2
0,25
0,25
0 ,3

1,2427 
1,3149 
1,3209 
1,3998

0,1443
0,1565
0,1571
0,1700

0,1443  
0,3130  
0,3142  
0,1700

—  - 0 ,9 4 1 5 =  0,1569  
6

3 0 ,3
0,35
0 ,35
0 ,4

1,3996 
1,4846 
1,4904 
1,5836

0,1700
0,1835
0,1840
0,1984

0,1700)
0,3670
0,3680
0,1984

4 - -  1,1034 =  0,1840  
6

4 0 ,4
0 ,45
0 ,45
0 ,5

1,5836 
1,6828 
1,6902 
1,7976

0,1984
0,2133
0,2140
0,2298

0,1984
0,4266
0,4280
0,2298

—  • 1,2828 =  0,2138  
6

5 0 ,5 1,7974
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Бу ердан:
Л Уо =  — (0,1 +  0.11 + 0 ,1 1 0 5 +  0,12105) =  0,1 ЮЗ.

6
Демак,

Уг =Уо +  ЬУо =  1 +  0,1103 =  1,1103.
Кейинги ^исоблаш натижалари 267-бетдаги 3.31-жадвалда келтирил
ган. Шундай килиб,

Рунге — Кутт усули, узининг серме^натлигига карамаедан, диффе
ренциал тенгламаларни Э^Мда сонли ечишда кенг к,улланилади.

23- §. Иккинчи тартибли оддий дифференциал тенглама учун 
чизикли чегаравий масалани ечишнинг «прогонка», 

коллокация ва Галеркин усуллари

23.1. Чегаравий масалада, оддий дифференциал тенглама учун 
Коши масаласидан фар к,л и уларок, изланаётган функциянинг кийма
ти (ёки функция ва унинг косиласи комбинациясининг киймати) 
битта нуктада эмас, балки ечимни аниклаш талаб этилаётган кесма- 
ни чегаралаб турган иккита нуктада берилади.

Иккинчи тартибли •

оддий дифференциал тенглама учун чегаравий масалани ечишни ку
риб чикамиз. (23.1) тенглама учун энг содда икки нуктали чегара
вий масала куйидагича куйилади: [а, Ь\ кесманинг ичида (23.1) тенг
ламани, кесманинг охирларида эса

чегаравий шартларни каноатлантирувчи у  =  у  (х) функцияни топиш 
талаб этилади. (23.1) тенглама учун икки нуктали чегаравий масала
нинг баъзи турларини куриб чикамиз.

Масалан, иккинчи тартибли

дифференциал тенглама у  (а) =  А, у(Ь) =  В (а <  в) чегаравий шарт
лар билан берилган, яъни изланаётган у  =  у(х) функциянинг [а, Ь] 
кесманинг х  =  а ва х  =  Ь чегаравий нукталаридаги кийматлари маъ
лум булсин. Бу ^олда (23.3) тенгламанинг ечими геометрик нуктаи 
назардан берилган М (а, А) ва Л/(Ь, В) нукталардан утувчи у  =  у(х) 
интеграл эгри чизикдан иборат булади (3.20-шакл).

у (0,5) =  1,7974.
Солиштириш учун

У =  2 е — х  — 1 
аник ечимни келтирамиз, бундан

0 (0 ,5 ) =  2 К ё  — 1,5 =  1,79744 . . .

у , у ', у") =  0 (23.1)

(23.2)

У" = !{х ,  У. У') (23.3)
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Энди (23.3) тенглама учун 
изланаётган функция хосиласи- у 
нинг цийматлари чегаравий нуц- 
таларда маълум булсин, яъни 
У' (а) =  Лг, I/' (Ь) =  Вх. Бу хол
да (23.3) геометрик нуцтаи на- 
зардан тенгламанинг ечими х = а  
ва х =  Ь тугри чизицларни мос о 
равишда а= агс!§ /41, ( ^ а т с ^ # !  
бу рча к ла р ̂ остида кесиб утувчи 
интеграл эгри чизикдан иборат 
булади (3.21-шакл).

Нихоят, (23.3) тенглама учун бир чегаравий нуктада изланаётган 
функциянинг киймати у (а) =  А, иккинчи чегаравий нуктада бу функ
ция хосиласининг киймати у ' (В )= В1 маълум булсин. Бундай масала 
аралаш чегаравий масала деб аталади. Бу холда (23.3) тенгламанинг 
ечими геометрик нуктаи назардан М (а, А) нуктадан утадиган р.а х=Ь  
турри чизицни Р =  агс(§ бурчак остида кесадиган у  =  у(х) инте
грал эгри чизиадан иборат булади (3.22-шакл). Агар дифференциал
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тенглама ва унинг чегаравий шартларн чизицли булса, у холда бун
дай масала чизицли чегаравий масала деб аталади цамда (23.1) диф
ференциал тенглама ва (23.2) чегаравий шартлар цуйидагича ёзилади:

у ” +  р (*) у' +  ц{х) у  =  /(*) (23.4)

\ а 0у(а) +  а ху' (а) =  у и (2о -
\Ро У Ф) +  0! у ' ф) — Уг,

бу ерда р{х), ц(х), [(х) — шу [а, Ь] кесмада маълум булган узлук
сиз функциялар; а„, а 1( р0, Рк ?1 V» ~  берилган узгармас сонлар, 
шу билан бирга

|«о1 +  |а 11 ^  0 ва |Р0| +  1РЛ Ф 0.

Агар а <  х <  Ь да {(х) = 0  булса, тенглама бир жинсли, акс хол
да бир жинсли булмаган тенглама деб аталади.

Агар =  0 ва 72 =  0 булса, у холда мос чегаравий шарт бир 
жинслилик шарти деб аталади.

Агарда диффгренциал тенглама хам, чегаравий шартлар хам бир 
жинсли булса, у х°лДа чегаравий масала бир жинсли масала деб 
аталади.

23.2. (23.4) чизицли дифференциал тенглама (23.5) икки нуцтали 
чизицли чегаравий шартлар билан берилган булсин.

Бу чегаравий масалани ечишнинг энг содда усулларидан бири 
уни чекли айирмали тенгламалар системасига келтиришдан иборат 
(чекли айирмалар усули). Бунинг учун [а, Ь] кесмани Н узунликдаги
п та тенг булакка буламиз, бу ерда Н = ------- — цадам.

п

Булиниш нуцталари х0=а, хп=Ь, х ,=  х0+  Иг (г =  0, п ) абсцисса- 
ларга эга. у =  у{х) функциянинг ва унинг у '  =  у'(х), у ” =  у ”(*) 
Хосилаларининг х. булиниш нуцталаридаги цийматларини мос равиш- 
Да У1 = У (х 1), у\  =  у' (х) у] =  у" (х.) оркали белгилаймиз. Яна 
р1 =  р(х1), д1 =  ч(х1), /, =  /(*,) белгилашларни хам киритамиз. [а, Ь] 
кесманинг хаР бир х. ички нуцтасида у ’ (х.) ва у ” (х.) хосилаларни 
тацрибан

, =  У(+1 — У1 ■ =  У1+2 -  2 У1+1 +  У,- (23.6)
у 1 А н2

чекли айирмали нисбатлар билан алмаштирамиз, чегаравий х0 =  а 
ва хп = Ь нуцталар учун эса

У'о =  ^ ,  у 'п -  7 П~ '  ( 2 3 ' 7 )

деб оламиз. (23.6) ва (23.7) формулалардан фойдаланиб, (23.6) тенг
ламани ва (23.6) чегаравий шартларни ушбу тенгламалар системаси 
билан тацрибий алмаштирамиз:
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но»о | т — Га-

Шундай килиб, я +  1 та номаълумли /г +  1 та алгебраик тенгла
ма системасига келдик. Бундай системани ечиш натижасида изланаёт
ган функциянинг такрибий кийматлари жадвалини косил киламиз. 

Агар у ' (х) ва у" (V) ни

Ус =
У 1+1 —  У1 — 1 

2 Н У1 =
У1+ 1 — 2 Ус +  У1—1

н*
марказий чекли айирмалар билан алмаштирилса, у колда яна хам 
аникрок формулаларни косил килиш мумкин. Х,осилалар учун чега
равий нукталарда (23.7) формулалардан фойдаланиш мумкин. Бу 
Колда ушбу системани косил киламиз:

У1+1 — 2 Ус + У(+1 , „ У(+ 1 — У1-1 , ,
----  +Р1 -----  +  ЪУ1 =  ^л»

У\ —  Уо

У п - У п - 1
к

VI. (23.9)

=  1 = 0 ,  п — 1.

1-м исол .  Ушбу чегаравий масаланинг ечимини чекли айирмалар 
усули билан 0,001 гача аникликда топинг:

(у" — ху' +  2 у  =  х +  1,
у (0 ,9 )- 0 , 5  у ' (0,9) =  2,

Ы 1 , 2 )  =  1.
Еч иш.  [0,9; 1,2] кесмани к =  0,1 каДам билан кисмларга була

миз. У холДа

л'0 =  0,9; ^  =  1,0; х2 =  1,1; лг3 =  1,2
абсциссали туртта нукта косил килинади.

Берилган тенгламани х, =  1,0 ва *а =  1,1 ички нукталарда
У 1 + 1 -2 У , + у , - .1 У 1+ 1-У 1-1 + 2  +  ^  ( /  =  1, 2 )  (23.10)

к2 ‘ 2 к
чекли айирмали тенглама билан алмаштирамиз. Чегаравий шартлардан 
фойдаланиб, чегаравий нукталарда чекли айирмали

У1 — У0 _  9
к ’ (23.11)Уо +  0,5

IУз =  1
тенгламаларни косил киламиз.



Ухшаш ^адларни ихчамлаб ва Л = 0 , 1  ни ^исобга олиб, (23.10) 
ва (23.11) тенгламаларни мос равишда цуйидагича ёзиб оламиз:

у{_ ;(2 +  0,1 ду -  4 у, (1 -  0,01) +  У{+1 (2 -  0,1 *,.) =  0,02 х„
1,2 г/о—' Ух — 0,4,

Уз = 1 ,  I =  1, 2.
Берилган масала

(1,200 — 0 ! =  0,4,
2 , 1 00 - 3 ,9 6 0 ! +  1,9 у г = 0 ,0 4 ,

[2,11 0Х— 3,96 02 +  1,89 0з =  0,042

тенгламалар системасини ечишга келтирилади. Системани ечиб,

0о =  1,406; 0 ! =  1,287; 0 3 =  1,149; 03<= 1,000

ни ^осил циламиз.
23,3. Иккинчи тартибли чизикли дифференциал тенгламалар учун 

чегаравий масалаларга чекли айирмалар усулини татби^ этилганда 
уч ^адли чизикли алгебраик тенгламалар системаси ^осил булиб, 
уларнинг ^ар бири учта цушни номаълумни уз ичига олади. Бундай 
системани ечиш учун «прогонка» усули деб номланувчи махсус усул 
мавжуд.

(23.9) чекли-айирмали тенгламалар системаси тегишли алмашти- 
ришлардан сунг

У1+1 +  Щ 0,. +  п, 0(._, =  Г/1'. (23.12)

(23.13)
-  = ?2 , * =  1, П — 1

куринишга келтирилади, бу ерда

, У{ ~  Уо
« 0 0 0 +  « 1 ------ 7-----  = ? 1 .п
о  I о  ^  —1 __  • 1 г
р о 0 „ + р ! -------- 1 --------= 7 2 .  * =  1, П —  1

1 -  Р{ Н2 — <7, № ~2 П -  и  
/л,. =  — = ------—  , /, = -----—  ■ (23.14)

’ + у - Л  1 + - у Л 1 + - Т Л

(23.12)— (23.13) чизикли система у0, у ъ . . . , уп номаълумларга 
нисбатан (я+1) та биринчи даражали тенгламадан иборат. Бу система
ни одатдаги усуллар билан ^ам ечиш мумкин, аммо биз бу ерда 
«прогонка» усули билан ечишни курсатамиз. (23.12) тенгламани у( 
га нисбп.тан ечсак,

=  4  <2 3 1 5 >
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га эга буламиз. (23.12) — (23.13) тулиц система ёрдамида (23.15) 
системадан номаълум йуцотилган, деб фараз цилайлик У холда
бу тенглама

у. =  с. Ц  — у 1+[) (23.16)

куринишни олади, бу ерда с., / =  1, п — 1 — бирор коэффициент
лар. Бундан

'*/.-! =  С,-1 (^-1  —
эканлиги равшан.

Бу ифодани (23.12) га цуйсак,

У,+ 1  +  Щ у, +  п, с<_ 1 -  у,.) =  /> -,

ва, демак,

_  ( / П|С1 —1 1) У|+1 (23 17)
у ‘ ~  т1 — гц с,—4

(23.16) ва (23.17) формулаларни тацкослаб, с. ва й[ коэффициентлар- 
ни аницлаш учун ушбу формулаларни хосил циламиз:

1
С1 =  п ц - щ с ^  ’ 4  =  № — п1с1 - А - 1  =  !. п -  !)■ (23.18) 

Энди с0 ва с10 ни аницлаймиз. Биринчи чегаравий шарт (23.13) дан
_  VI* —«101

У о .а0л — а х

ни хосил циламиз. Иккинчи томондан, I = 0  булганда (23.16) дан

Уи —'.Со №о — У1) (23.19)

га эга буламиз. Сунгги икки тенгликни таццослаб,

с0 =  — ^ ---- , ^  =  —  (23.20)а 0Л —сс4 а х

ни топамиз. (23.18), (23.20) формулаларга асосан с,, й,, I =  1, п —1 
коэффициентлар сп_ 4 ва е?л_ , гача (улар хам киради) кетма-кет то- 
пилади (турри йул).

Тескари йул уп ни аниклашдан бошланади. (23.13) даги иккинчи 
чегаравий шартдан ва (23.16) формуладан 1 = п — 1 деб, ушбу тенг
ламалар системасини хосил циламиз:

(М о +  р / - Я г ^ = ^  (2321) 
Уп-1 = С „_ |У „_ 1- у я).

Буни уп га нисбатан ечсак,
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Энди (23.16) формула буйича кетма-кет уп_ х, уп 2...........у0 лар-
ни топамиз.

Назорат цилиш мацсадида биринчи чегаравий шартнинг бажари- 
лишини текшириб курит мумкин.

Х,исоблашларни жадвал куринишида жойлаштириш ^улай булади 
(3.32- жадвал).

РоЛ +  Рх (сл_1 +  1) '  ;

га эга буламиз.

3.32- ж а д в а л

( 0 1 2 п — 2 п —  1 п

ч
с0 (23. 20) 

дан С1 с, СЛ-2 Сп-1

*1
<1в (23.20) 

дан Лг ^ п -  2 ^п—1

*1 *о — а *1 X1 хп-2 хп - 1 Хп -  ь

У1 Уо У1 У1 Уп—2 Уп~ 1
Уп (23-22) 

дан

2 - мис о л .  Ушбу
у " = х + у ,  (23.23)

у  (0) =  0, 1/(1) =  0 (23.24)
чегаравий масалани «прогонка» усули билан ечинг.

Еч и ш.  а 0 =  1, =  0, ро =  1, рц =  0, =  у., =  0 ларга эга
миз. к = 0 , 1  деб оламиз ^амда (23.23) тенглама ва (23.24) чегара
вий шартлардан тегишли

У1+1 +  т(у. +  п . =  /"Л3, ! =  Г л ~ 1

Уо =  0. « / 1=0
чекли- айирмали тенгламаларга утамиз, бу ерда т.  =  — 2 — к 2, 
п 1 =  1, Д- =  * =  1к.

(23.20) ва (23.18) формулаларга асосан 
со =  0, с0̂ 0 =  у,,

бундан

с. =  —  =  — 0,498; ^  =  / х/1а — =  0,001 
т

(23.18) формулалар бизнинг холда



ни беради. ___
с. ва й( (» =  1,9 » нинг топилган цийматлари жадвалнинг биринчи 

иккита сатрида ёзилади. Сунгра (23.16) формуладан ва маълум 
у 10 =  0 цийматдан фойдаланиб, у9, у8, . . . , у х ни ^исоблаймиз.
Таедослаш мацсадида жадвалнинг сунгги сатрида У е2—1 X
Х з Ь х —• х  аник, ечимнинг цийматлари берилган (3.33-жадаал).

3.33- ж а д в а л

1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

С) 0 —0,498 —0,662 —0,878 -  0,890 —0,900 —0,908 —0,915 -0,921 —0,926 _
0,001 0,002 0,004 0,008 0,012 0,016 0,022 0,028 0,035 —

У1 0 -0,025 — 0,049 — 0.072 -0,078 —0,081 —0,078 —0,070 -0,055 0,032 0

У1 0 —0,015 —0,029 —0,041 -0,050 -0,057 0,058 —0,054 —0,044 —0.026 0

23.4. Чегаравий масаланинг тацрибий цийматини аналитик ифода 
шаклида топиш имконини берадиган усул билан танишамиз.

Ушбу чизицли

^ [у] =  У" +  Р (*) У' +  Я и)  У =  ! (х) (23.25)
дифференциал тенгламани ва

/Гв [у] =  а 0 У (а) +  у '(а) =  VI, (23 26ч
1Г» [у] =  Р«У Ф) +  №  Ф) =  72- к ]

бунда |а 0\ +  |сх1| ф  0, |р0| +  1(̂ 1 Ф  0 чизицли чегаравий шартларни 
цаноатлантирадиган у  =  у{х) функцияни аницлаш талаб этилаётган 
булсин.

Шундай цилиб бирор чизицли эркли
и0(х), и^х) ,  . . . , ип(х) (23.27)

функциялар (базис функциялар) тупламини танлаймизки, улардан
и0(х) функция бир жинсли булмаган чегаравий шартларни цаноат- 
лантирсин, яъни

га [и.] =  71, ГЙ 1“о] =  72 (23.28)
булиб, цолган и1 (х), г =  1 , п  функциялар эса мос бир жинсли чега
равий шартларни цаноатлантирсин:

Га [и,.] =  О, Ть [и.] = 0 ,  I =  1, п . (23.29)

Агар (23.26) чегаравий шартлар бир жинсли (7Х =  7 а =  0) булса, 
у холда и0 (х) =  0 деб олиб,



функциялар системасинигина ^араш мумкин.
(23.25) — (23.26) чегаравий масаланинг ечимини Сазис функция

ларнинг чизикли комбинацияси

у  =  и0 (х) +  V  с. и. (х) (23.30)
1=1

шаклида излаймиз. Бу холда у  функция равшанки, (23.26) чегаравий 
шартларни каноатлантиради. Х,акикатан хам, чегаравий шартларнинг 
чизикли эканлигига асосан,

г 0 [у] =  Г, [ы0] +  2  с, ГЙ [и,] =  Т1 +  V  с.-0 =  VI 
1 =  1  1 =  1

га эга буламиз. Шунга ухшаш, Гл [у] =  у2.
(23.30) ифодани (23.25) тенгламага куйиб, уйгун булмаган функ

ция деб аталувчи
К (х, съ съ . . . , сп) =  Ь [у] — Цх) =

=  Ь[ии] - П х )  +  У1 с .![« .], (23.31)
(= 1

функцияга эга буламиз.
Агар с . (I =  1, п)  ларнинг бирор танланишида

а <  х  <  Ь да К (х, си с2, . . .  , сп) =  0

тенглик бажарилса, у функция (23.25) — (23.26) чегаравий масала
нинг аник ечими булади.

.Биро^ с. коэффициентларни бундай муваффа^ият билан танлаш, 
умуман айтганда, мумкин эмас. Шу сабабли бундай натижа билан 
чекланилади: Я (х, съ с2 . . .  , сп) функция [а, Ь] даги берилган етар- 
лича зич ну^талар системаси х ъ хг, . . . , хп (кол локация ну ̂ талари) 
да нолга айланиши талаб к ил и на ди, бу нукталарда, шундай килиб, 
(23.25) дифференциал тенглама ани^ цаноатлантирилади; коллока- 
ция ну^талари сифатида, масалан, [а, Ъ) кесмани тенг булакларга 
булувчи ну^талар танланиши мумкин. Натижада ушбу

[Ж *!, сх, сг, . . . ,  сп) =  0,
...........................................  (23.32)
(хп, съ сг . . .  , сп) =  0

чизикли тенгламалар системасини ^осил циламиз.
(23.32) система биргаликда булган ^олда съ с2, . . . , сп коэффи

циентларни одатдаги усуллар билан ани^лаш мумкин, шундан сунг 
^аралаётган чегаравий масаланинг такрибий ечими (23.22) формула 
билан топилади.

и{ (х), 1 =  1, п
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Чизицли чегаравий масалани бундай ечиш усули коллокация усу
ли деб аталади.

3 - мис ол .  Ушбу чегаравий масалани коллокация усули билан 
ечинг:

[у" +  {\ +  х2)у  +  1 = 0 ,  (23.33)
\ у ( 1 ) = 0, у{  1) =  0.

Еч и ш.  Базис функциялар сифатида

ип{х) =  х2п~2(\ — х2), п =  1, 2. . . .

куп^адларни танлаймиз, улар чегаравий шартларни каноатлантириши 
равшан:

и « 0 ) = 0 ,  « „ ( - 1 )  = ° .
Коллокация нуцталари сифатида

1 _  1х0 0, х+ —  ̂ , х_  ^

ларни танлаймиз. Иккита базис функция билан чекланиб, 
у =  сг (х — х2) +  с2 (ха — х4) 

деб оламиз. Буни (23.33) дифференциал тенгламага цуямиз:
К (*) =  -  2 с1 +  с2 (2 -  12 х2) +  (1 +  х2) [сг (1 — *а) +

+  с2(л:2 — х 4)] +  1 =  1 —  сх ( 1 + х 4) +  с2( 2 —  1 1 г - Д  (25.34) 

Коллокация нуцталари
л 1 1=  0, х+ =  —  , х _ =  — —

да Я(хп)=0,  Я{х+) =  0, Я(х_)  =  0. Бундан, (23.34) формуладан фой
даланиб, ва с2 коэффициентларни аниклаш учун ушбу чизикли 
тенгламалар системасини ^осил циламиз:

(1 — сх +  2 с2 =  0,
17 49 „ (23.35)

1 -------с . -------- с2 =  0.
I 16 1 64 2

Бу системани ечиб,
сх =  0,957, с2 =  — 0,022

ни топамиз, демак, ушбу
у  ж  0,957 (1 — х2) —  0,022 {х2 — х4) =  0,957 -  0,979 х3 +  0,022 х ‘

такрибий ечимга эга буламиз.
Хусусан, у  (0) =  0,957.
23.5. Г а л ё р к и н  у с у л и .
Ушбу

^  [у] =  У" +  Р (х) у'  +  я (х) у  =  /  (х) (23.36)

чизикли дифференциал тенглама ва
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Га] [у] =  а „у (а) +«!«/' (а) = у ъ Гь [у] =  р„ */ (Ь) + р ,у ' (Ь) = у 2 (23.37)

берилган, бунда |а„| +  Ф 0 ва |ро| +  |р,| ф  0.
Бирор тула системанинг ^исми булган базис функцияларнинг 

чекли системаси

и„(х), иг (х)...........ип(х)

ни танлаймиз, бунда и0 (х) функция бир жинсли булмаган чегаравий 
шартлар Га [ы0)= у 1, Гй [и0] = у 2 ни, иг (х), . . . , ип(х) функциялар эса

г «, =  г ь (“*]. * =  Г п "

бир жинсли чегаравий шартларни каноатлантирсин.
Чегаравий масаланинг ечимини яна

у =  и0(х )+  с1и1(х) (23.38)
1 = 1

куринишда излаймиз. Бу у  функция и{ базис функцияларнинг тан- 
ланишига кура (23.37) чегаравий шартларни с1 коэффициентлар их
тиёрий танланганда ^ам ^аноатлантиради. (23.38) ифодани (23.36) 
тенгламага цуйсак,

/?(*, с„ с„ . . . , сп) =  Ц и 0] +  V  с. [м.] — /(*)
1=1

оришни беради. Аниц ечим у учун Н =  0. Аник; ечимга як,ин булган 
такрибий ечимни топиш учун с. коэффициентларни шундай танлаймиз- 
ки, Я функция бирор маънода кичик булсин. Галёркин усулига кура 
/? ни и.(х), I =  1, п базис функцияларга ортогонал булишини талаб 
^иламиз. Бу эса и1 (х), 1 =  1, п функциялар сони етарлича катта 
булганда оришнинг уртача кичик булишини таъминлайди, бирок, 
бу ерда такрибий ечимнинг ани^ ечимга ^анчалик як,ин эканлиги 
масаласи очиц к,олади.

Сц с„ . . . , сп коэффициентларни топиш учун ва и( (х),
/ = 1 , п функцияларнинг ортогоналлигидан фойдаланиб, ушбу чи- 
зицли тенгламалар системасини тузамиз:

<ь
|  {х)К{х,  с1г са........... сп)йх =  0,

а
Ь
{и ,(*)/?(*, си С2, , сп)(1х =  0,

ь
I ип (х)К(х, с„ с,)........... сп) ах =  0,

а

ёки батафсилрок, ёзилса,
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V  с Г и . (х )/, [и .] йх =  ( и. (х)
| = 1 X ^

ь

! и 1 ( х ) /  (X )  -  I  [ « „ ]

а

Лс, 1 =  1, п

4- м и с о л . у (0) =  1, у  (1) =  0 чегаравий шартларни цаноатлан- 
тирадиган

у "  +  ху'  +  у  =  2х
тенгламанинг тацрибий ечимини Галёркин усули билан топинг.

Е ч и ш .  Ушбу функцияларни базис функциялар сифатида тан
лаймиз:

и0 (х) =  1 — х, 
иг {х) =  х (1 — х), 
ы2(х) =  х2(1 — х),
и3(*) =*®(1 — х).

Масаланинг тацрибий ечимини
у  = ( 1  — х) +  схх ( \  —  х) +  с2х2 (1 — х ) +  ^ ( 1  — х)

купх,ад шаклида излаймиз. Буни берилган дифференциал тенглама
нинг чап томонига цуйиб, ушбу огишни хосил киламиз:

/?(х, с2, . . .  , сп) =  (1 — 4х) 4- сх (— 2 +  2х — Зха) +
+  с2 (2 — 6х +  Зха — 4х3) 4  с3 (6х — 12х2 4- 4х3 — 5х*).

К функциянинг иг, и2, и3 функцияларга ортогоналлик шартидан 
фойдаланиб, ушбу системани хосил циламиз:

1
[ (х — х2) К (х, си с2, с3) йх =  0,
‘о 
1

I  (х2 — *»)К(х, сх, с2, с3) ах =  О,
о

I  (— X* 4- X3) Я ( Х ,  сг, сг, с3) ах =  0.

Бу системага К (х) нинг цийматини цуйиб ва интеграллаб, ушбуга 
эга буламиз:

133сх +  63 с2 +  З6с3 =  — 7 0 ,
140сх +  108с2 +  79с3 =  -  98,
264сх +  252с2 4 - 2 1 1с3 =  —  210.

Буни ечиб, сг = - 0 ,2 0 9 0 ,  с2 =  — 0,7894, с3 =  0,2090 ни хосил цй- 
ламиз. Шу сабабли изланаётган ечим

у  =  (1 _  Х) (1 _  0,2090 х — 0,7894х2 +  0,2090х3)
булади.
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24- §. Математик физиканинг чегаравий масалаларини ечишнинг 
турлар усули. Дифференциал олераторларни айирмали аппроксима- 
циялаш. Схема нинг тургунлиги ^ацида тушунча. Ошкор ва ошкор-

мас схемалар

24.1. Маълумки, китобнинг «Математик физика тенгламалари» 
булимида царалган тулцин тенгламаси ёки тор тебраниш тенгламаси 
(1.54), иссиклик утказувчанлик (Фурье) тенгламаси, Лаплас тенгла
малари (1.56) нинг ечимлчрини бир цийматли аниклаш учун бошлан
гич ва чегаравий шартлар деб аталувчи цушимча шартларнинг хам 
берилиши лозим. Лекин, купгина тенгламалар ечимларини аналитик 
шаклда олишнинг иложи йуцлиги сабабли уларни ечишда тацрибий 
ёки сонли усулларга мурожаат цилишга турри келади.

Биз хосилаларни айирмали аппроксимациялашга асосланган сон
ли усулларни куриб чицамиз. Бундай ёндашиш айирма усули, ёки 
чекли айирма усули ёки турлар усули деб аталади.

24.2. Турлар усулининг мохияти куйидагича. Айирмали схемани 
тузишда олдин берилган тенглама аргументларининг узлуксиз узгариш 
сохаси С ни уларнинг дискрет узгариш сохасн 0 % турли соха (ёки 
оддий айтганда тур) билан, яъни тур тугунлари деб аталадиган 
(х{, у '■) нукталар туплами билан алмаштирилади. Тур соха квадрат, 
турри туртбурчак, учбурчак ва хоказо катаклардан иборат булиши 
мумкин. Турли сохани танлаганда, унинг Гд контури берилган О со- 
Х анинг Г контурини иложи борича яхши аппроксимациялайдиган бу
лиши керак.

Мисол сифатида к  цадам билан квадрат тур тузамиз: 
х ,  =  Х0 +  1к, у. = у 0 +  }к\ /, /  =  ±  1, ±  2............

бунда турнинг (*., у;) тугунлари ё С сохага тегишли ёки унинг че-
гарасидан к  дан кичик булган 
масофада ётади. Тур тугунла
ри ушбу куринишларда бу- 
лишлари мумкин: цушни, ич
ки ва чегаравий тугунлар.

Кушни тугунлар бир- бири- 
дан координата уклари йуна- 
ли ш и  буйича тур кадами к  га 
тенг масофада ётади.

Ички тугунлар О сохага, 
уларга цушни булган туртта 
тугун эса турга тегишли, акс 
Холда уларни чегаравий тугун
лар деб аталади. Бунда чега
равий тугун бу турнинг цуш- 
ни ички тугунига эга булса, 
у /  тур чегаравий тугун деб 

аталади; акс холда II тур чегаравий тугунга эга буламиз. 3. 23- 
шаклда ички тугунлар очик доирачалар билан, I тур чегаравий нуц-
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талар цора доирачалар билан белгиланган; А, В, С, И тугунлар
II тур чегаравий тугунлардир. Ички тугунлар ва I тур чегаравий 
тугунларни щсоблаш тугунлари деб атаймиз. Энди изланаётган и =
— и (х, у) функциянинг (х., у.) тугундаги кийматини ы,;. =  и (х., У/)
оркали белгилаймиз.

24.3. Айирмали схемани тузишда навбатдаги ^адам ^  [ы] диффе
ренциал операторни бирор айирмали ифода билан алмаштиришдан 
иборат. Бу операторларни 24. 1-бандда эслатиб утилган тенглама
лар учун келтирамиз:

а) ушбу
д2и д2и _  ^ 
дх2 д у2

Лаплас тенгламасига мос чекли- айирмали тенгламани з^осил килиш 
учун

г г 1 д-и , д2и[и = ------------
дх* ду1

дифференциал операторда хусусий ,\осилаларни ушбу формулалар 
буйича алмаштириш керак:

д2и 1 , п I \
К _ 1 . / - 2“ */ +  “ *+,. /)•

д2и 1 , л I \

У холда Лаплас дифференциал тенгламаси >*ар бир (х., у.) нуктада 
чекли- айирмали

=  (ы._,  . +  + и 1+ , / +  и. / + 1 — 4и . ,) =  О (24.1)

тенглама билан аппроксимацияланади. Бундан и .̂ ларнинг цийматла- 
рини хрсил киламиз:

1и,, =  ч 4 (“ , _  X, 1, ,• +  и,-, / _  1 +  « с, / + 1). (24. 2)

бу ерда (х1+)> у  /+1) — .чисоблаш ну^талари.
Агар берилган масала учун

(х, у) € Г да и (х, у) =  ф (х, */)

чегаравий шарт берилган булса, у ^олда турнинг I тур чегаравий 
нуктасида

ч. . =  и {х ,, </;.) =  ф (х, у)

деб оламиз, бунда (х, у) шу Г чегаранинг (х(., г/;) чегаравий ну^тага 
энг якин нуцтаси.

281



Хрсил цилинган (24. 1) айирмали тенгламалар изланаётган функ
циянинг турнинг айрим тугунларидаги цийматларининг чизикли ком- 
бинациясидан иборат. Айирмали схемани тузиш учун фойдаланила- 
диган тугунларнинг бундай конфигурацияси «цолип» (шаблон) деб 
аталади. Бизнинг холда «колип» бешта тугунга эга (беш нуцтали «цо- 
лип»), Бундай «цолип» «хоч» (крест) деб номланади (3. 24- шакл).

Шундай цилиб, (24. 1) чизикли 
бир жинсли булмаган тенгламалар 
системасини хосил киламиз, унда 
номаълумлар сони тенгламалар сони- 
га (яъни турнинг ички тугунлари 
сонига) тенг. Бундай система хаР 
доим биргаликда ва биргина ечимга 
эга. Уни ечиб, изланаётган и =  
=  и(х, у) функциянинг Он тур со- 
Ха тугунларидаги ечимларини хосил 
киламиз.

1- м и с о л .

1 + 1, I

3.24- шакл —  +  —  =  О
дх* ду* ~

Лаплас тенгламаси учун
С =  {0<  х <  1. 0 <  у <  1} квадратда Дирихле масаласини цуйи- 

даги чегаравий шартлар билан ечинг:
О, агар * =  0 в а 0 ^ г / < 1  булса;
О, агар у = 0 в а 0 < х < 1  булса;

у  У {у +  1), агар х =  1 ва 0 <  у <  1 булса,
“ (*. У) =

—  х ( х +  1), агар у  =  1 ва 0 <  х  <  1 булса.

Е ч и ш .  Н — — ка дам билан Сн турли сохани тузамиз: х к =
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У у— у .  / — 0, 3. О, А, В, С тугунлардан ташцари бар

ча тугунлар хиеоблаш тугунларидир 
(3. 25- шакл). Лаплас тенгламаси 
учун чекли айирмали (24. 2)

3.25- ш акл

+  / —1 +  “ /. /+  |Х бУ еРДа / =

=  1,2 системага эгамиз. I тур чега
равий нуцталарда чегаравий шартлар 
ушбу куринишда булади:



и 01 =  ию ~  0, агар х =  0, О <  у <  1 ва у - =  О, О<  х <  1 булса,

и _  /(/ + 3)  ̂ агар х  _  ^  о <  у <  1 булса,
2-32

“ в =  ~ "2~̂  ’ агаР У =  1’ 0 < х <  1 булса/

бу ерда I, /  =  1. 2.
Равшанлик учун чегаравий шартлар ва номаълум цийматларнинг 

(^исоблаш тугунларида) бошлангич жадвалини тузамиз (3.34- жадвал).

3. 34- ж а д в а л

С ы,;, =  0222 «гз =  0,556 В

и 02 =  0 и 12 «22 и3., =  0,556

с 0 1 о “ 11 «21 «31 -  0,222

0 и 1» =  0 «20 ~  ^ А

Б у жадвалдан ва «хоч» крлипидан фойдаланиб, дастлабки (24. 2) 
тенгламалар системасини ёзамиз:

« и  =  -7 -  (0  +  и21 +  0  +  ы 12),
4

и,. =  — (0 +  и22 +  мп +  0,222)
4

ы21 =  -у- (И ц  +  0 ,222 «22 "Ь  0)»
4

м22 =  -  («» +  0,556 +  и21 +  0,556)
4

Туртта номаълумли туртта чизик, л и бир жинсли булмаган тенг
ламалар системасини ^осил к,илдик (яъни номаълумлар сони ички 
тугунлар сонига тенг). Бу системани ечиб,

и10 =  0,084, ы12 =  ы21 -= 0,166, ы22 =  0,362

ни х,осил циламиз.
б) Иссиклик утказувчанлик тенгламаси

ди _ о | г /
т ~ =  а —  +  /  (*. ')Ы д х *

га мос чекли-айирмали тенгламани э^осил цилиш учун соддалашти- 
риш мацсадида а — 1 деб оламиз ва



дифференциал операторни киритамиз ва унда хусусий хосилаларни 
ушбу формулалар буйича чекли айирмалар билан алмаштирамиз:

бу ерда Н — турнинг х  координата буйича кадами, т — турнинг I ко
ордината буйича кадами. Бундай аппроксимацияга мувофиц равишда 
иссиклик утказувчанлик тенгламаси учун ушбу иккита айирмали 
схема тузамиз:

Бу ерда =  /  (х;, 1̂ ) шу билан бирга купинча (24. 3) схема учун

Хосил цилинган бу айирмали, схемани турт нуктали «колипда» 
тасвирлаймиз. (24. 3) схема ошкор схема (3. 26-шакл), (24. 4) схема 
эса ошкормас схема (3. 2 7 -шакл) деб аталади. Бундай деб номла- 
ниши шу сабабданки, (24. 3) схема и (х, I) функциянинг навбатдаги 
( / '+  1)- катлам нукталаридаги цийматларини функциянинг олдинги 
/- цатламдаги цийматлари оркали ошкор аникланди. Тур цатлами де- 
ганда бирор горизонтал (ёки вертикал) тугри чизикда ётувчи тугун
лар туплами тушунилади. Шундай цилиб, ушбу

формула буйича кетма-кет исталган и. /+1 кийматларни хосил ци- 
лиш мумкин [(24. 3) келиб чицади], бу ерда

еки

ёки

г ~  
1 И "
нади.

=  /  (**. ^ +  -у), (24. 4) схема учун эса / .; =  /  (*., /у. ---- -̂) оли-

(24.5)

РЧ+1 Рп Гт-1

3.26- шакл

3.27- шакл
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(24. 4) схема изланаётган функциянинг кийматларини ошкормас 
куринишда — тенгламалар системаси орк,али беради.

в) Торнинг тебраниш тенгламаси
д*и д2и , с , ,>
—  = ------/  (*, О
<Э/2 дх*

га мос чекли- айирмали тенгламани ^осил к,илиш учун

=  —  —  —
~~ дР дхг

дифференциал операторни киритамиз ва ундаги хосилаларни ушбу 
схемалар буйича чекли айирмалар билан алмаштирамиз:

да —  (и, , [ — 2иг  +  и- .• I | ),Я/2 т2 *• / Ч ' ' 1 т 1
а*и 1 , —  да —  (и, •2«17 +  ы, + 1. ,)
бл;2 №■ ' ‘ ~  ’’ ’

Тор тебраниш тенгламасининг айирмали аппроксимацияси ушбу 
куринишни олади-

■ 2и (7 +  ,•+1 )—

—  (и. 
й2  ̂ ‘ ■1. / (24.6)

Бу айирмали схема беш нуктали «хоч» «крлип» ида ани^ланган 
(3. 28- шакл) ва изланаётган функциянинг (/ +  1)- катламдаги кий
матларини унинг олдинги /- катламидаги ^ийматлари оркали ани^- 
лайдиган ошкор схемадир. Изланаётган функциянинг ;. + [ киймат
ларини ушбу формула буйича кетма- кет хрсил килиш мумкин
[ (24. 6) дан келиб чи^ади]:

.! + Т 2 +

сохта

+  и Н-1./) +  2 ( 1 - 7 * ) И у +  ^ / , У) 

бу ерда V =  И,- _ ,  (/ =  0 да)Л
номаълум булиб, уни бошланрич шартлардан 
ани^лаб, кейин (24.6) тенгламага ку™111 
мумкин.

1 , 1-1

3.28- шакл

24.4. Чегаравий масалаларни тур усули билан ечишда чекли- 
айирмали схеманинг туррунлиги ^а^идаги масала юзага келади.

Агар дифференциал операторни аппроксимациялаш ва ^исоблаш- 
лар жараёнида йул куйилган кичик хатоликлар жорий ^атламнинг 
тартиб разами чекланмаган ^олда ортганида йуколиб кетса ёки ки- 
чиклигича колса, бундай чекли айирмали схема тургун. схема деб 
аталади. Акс >рлда схемани тургунмас схема деб атаймиз.
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Айирмали схемалар назариясида, масалан, Лаплас тенгламаси 
учун биз куриб чиццан «Дирихле масаласи»га тузилган (24.2) «хоч» 
схеманинг туррун схема эканлиги исботланади.

и  X 1(24. 3) айирмали ошкор схема г =  — <  — булганда биргина ечим-
Н2 2

га эга ва туррундир, г >  —  да эса туррунмасдир. (24. 4) айирмали

ошкормас схема биргина ечимга эга ва ихтиёрий г  учун туррундир. 
Та^лиллар шуни курсатадики, торнинг тебраниш тангламаси учун
тузилган (24. 7) айирмали схема у2 = (— ) < —!—, е >  0 да тур-

V Л /  1 -(-е
рундир.

Б. АМАЛИЙ МАШГУЛОТЛАР

1- §. Таодибий сонлар билан амаллар бажариш. 
^исоблашлардагн хатоликларнн бодолаш

1.1. Мисолларда абсолют ва нисбий хатоликлар, ишончли рацам- 
лар тушунчаларидан фойдаланишни, такрибий сонларнинг ёзилиши- 
ни, улар устида амаллар бажарилишини курсатиб утамиз.

1 • м и с о л . Агар тацрибий соннинг ёзилишида битта ишончли 
разами булса, унинг нисбий хатоси 10 % дан ортмаслигини курса- 
тинг.

Е ч и ш .  Исботлаш учун (1.1) формуладан фойдаланамиз (п =  1;
1 <  к ^  9):

б ^  —  ёки б =  -  • 100 % =  10 %.
9 10

Хакицатан, битта ишончли ракамда (гг =  1 да) нисбий хато 10 % 
дан ортмайди.

2- ми со л . Тацрибий сонни унинг барча ишончли ракамларини 
сацлаган ^олда ёзинг:

а) 2566 ± 3 ;  б) 40203 ±  0,01.
Е ч и ш .  а) Тацрибий соннинг чегаравий абсолют хатоси Л =  

=  3 > 1 , шу сабабли берилган тацрибий соннинг охирги разами 6 
ишончсиз, уни яхлитлаш керак.

К,уйидагиларга эгамиз:
2566 ж  257 • 10 ёки стандарт шаклда 
2 5 6 6 »  2,57 103.
Соннинг ишончли рацамлари: 2, 5 ва 7.
б) Та1фибий соннинг чегаравий абсолют хатоси А == 0,01, яъни 

охирги сацланадиган рацамнинг бирлигига тенг булиши керак.
Шунга кура 40203 я» 40203,00 ёки стандарт шаклда 40203 «  

«  4,0203 104.
3- м и с о л . Ёзилган рацамларининг ^аммаси ишончли булган 

ушбу ах =  25,3 ва а а =  4,12 таьрибий сонларнинг купайтмасини 
топинг.
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Чегаравий ниобий хатони ва ишончли рацамлар сонини ба^оланг. 
Е ч и ш .  =  25,3 сонининг ишончли рацамлари 3 та, шу сабаб

ли (1. 1) формула буйича 6Х нисбий хатоликни п =  3, к =  2 да то-

бунда п — 1 = 2  ёки п =  3 Бу эса жавобда 3 та ишончли рацам 
сацланиши кераклигини, колган ракамларни яхлитлаш зарурлигини 
билдиради. Шундай цилиб, ками билан а =  25,3-4,12 =  104.

1.2. Кам микдордаги хиеоблаш ишларини бажариб, етарлича 
аникликни олиш имконини берадиган ракамларни хиеоблаш коида- 
ларини келтирамиз.

1. Такрибий маълумотларни уларда ишончли рацамларнигина ва 
ацалли битта тула ишончли булмаган ракамни сацлаган ^олда яхлит
лаш керак.

2. Такрибий сонларни цушиш ва айириш натижасида >̂ осил була- 
диган сонда унли хоналари энг кам булган такрибий сонда улар 
нечта булса шунча унли хоналарни сацлаб цолиш керак. (Соннинг 
унли хоналари деб каср белгиси— вергулдан унгда турган рацам- 
ларга айтилади.)

3. Такрибий сонларни купайтириш ва булиш натижасида х,оеил 
буладиган сонда кийматли ракамлари энг кам булган сонда нечта 
Кийматли ракам булса, шунча кийматли ракам цолдириш керак.

4. Такрибий сонни квадрат ва кубга кутариш натижасида ^осил 
булган сонда даражага кутарилаётган сонда нечта цийматли ракам 
булса, шунча кийматли рацам цолдириш керак (бунда квадратнинг 
ва айницеа кубнинг охирги разами, асоснинг окирги рацамига Кара
ганда ишончлилиги кам булади).

5. Такрибий сондан квадрат ва куб илдиз чицариш натижасида 
Косил булган сонда илдиз остидаги такрибий сонда нечта цимматли 
ракам булса, шунча цимматли ракам олиш керак (бунда квадрат, 
айницеа, кубимизнинг охирги ракамидан илдиз остидаги соннинг 
охирги разами ишончлировдир).

“ 4 100 400 
ах ва а2 такрибий сонларнинг купайтмаси

а =  а1 а2 =  104,236; 
унинг нисбий хатоси эса:

(1.1) форму лага кура к =  1 ва б =  0,0075 да
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6. Оралик натижаларни з^исоблашда юцоридаги коидаларда ай- 
тилганидан битта хона ортик олиш керак. Охирги натижада бу за
дира ракам ташлаб юборилади.

4- м и с о л . Езилган ракамлари ишончли булган такрибий сон- 
ларни куишнг:

215.21 +  14,182 +  21,4.
Е ч и ш .  2- коидани куллаб, кушиш натижасида хрсил булган 

сонда битта унли ишорани крлдириб, колганларини яхлитлаймиз:
215.21 +  14,182 +  21,4 =  250,792 да 250,8 (ортиги билан).
5- м и с о л . Езилган ракамлари ишончли булган такрибий сон- 

ларни купайтиринг:
25.3-4,12.
Е ч и ш .  3- коидани куллаб, купайтириш натижасида з^осил бул

ган сонда 3 та ишончли ракам к0ЛДиРиб. колганларини яхлитлай
миз:

25.3-4,12 =  104,236 да 104 (ками билан)

[1- дарсхона топшириклари

1. Куйидаги сонларни берилган аникликда яхлитланг:
а) 1,5 783 ни 0,001 гача; б) 23,4997 ни 0,001 гача; в) 0,07964 

ни 0,001 гача; г) 15 9734 ни 103 гача; д) 471,2583 ни 10 гача.
Ж: а) 1,578; б) 23,500; в) 0,080; г) 160-103 =  1,60-105; 

Д) 471,26.
2. Такрибий сонни, унинг хамма ишончли ракамларини саклаган 

зфлда ёзинг:
а) 2684 ±  3; б) 39804 ±  0,1; в) 94,86 ±0 , 1 .
Ж: а) 268-10 =  2 ,68 -103; б) 39804,0; в) 94,9.
3. Ишончли ракамлари билан ёзилган сонларнинг чегаравий нис

бий хатоларини топинг:
а) 2; б) 0,02; в) 0,2.
Ж: а) 50 %; б) 50 %; в) 50 %.
4. Ишончли ракамлари билан ёзилган кайси тенглик ашщрок: 

у Ч б  = 6 ,7 8  ми ёки =  0,54 ми?

Ж : биринчиси, чунки
„ 0,01 . 0,01 к01   ^  Оп.
1 6,76 0,54

5. Такрибий сонларнинг ишончли ракамлари сонини аникланг 
ва уларнинг ёзилишларини курсатинг:

а) 37,542 ни 3 % ли аникликда;
б) 14,9360 ни 1. % ли аникликда.
Ж : а) битта; 4-10; б) иккита, 15.
6. Такрибий сонлар йириндисини топинг:
аг =  12,5 784 ±  0,00005; а2 =  37,54 ±  0,003 ва а3 =  2,3 ±  0,02. 

Йириндининг чегаравий абсолют хатосини бахрланг.
Ж: 52,4; 0,02305.
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7. Ишончли рацамлари билан ёзилган сонлар устида амалларни 
бажаринг:

а) 1 ,038+  12,5 +  2,34 9845;
б) 2,34 0,027; в) 173:24,567;

г) 0.41582; д) ^ 2 ,7 1 5 .

Ж : а) 15,9; б) 6,3-10 ~а; в) 7,04; г) 0,1729; д) 1,648.

1- му ставил ши топшириклари .

1. Сонларни берилган аникликда яхлитланг:
■ а) 4,761 ни 0,01 гача; б) 31,009 ни 0,01 гача;

в) 28,34 ни 103 гача; г) 0,00025 ни 0,001 гача.
Ж : а) 4,76; б) 31,01; в) 0; г) 0,000.
2. Ишончли рацамлари билан ёзилган сонларнинг чегаравий абсо

лют ва нисбий хатоларини топинг:
а) 38,5; б) 62,215; в) 3,71.
Ж : а) 0,1; 0,26 %; б) 0,001; 0,0016 %; в) 0,01; 0,27 %.
3. Ишончли ракам лари билан ёзилган сонлар учун кайси тенг- 

ликнинг аниклиги юкорироц:

а) з т  15° =  0,259 ми ёки ]/ 17 =  4,12 ми?

б) 1§31 =  1,49 ми ёки =  0,414 ми?
8

в) 1п 87 =  4,466 ми ёки соз —  =  0,87 ми?
’ 6

Ж: а) иккинчиси; б) иккинчиси; в) биринчиси.
4. Тацрибий сонларнинг ишончли рацамлари сонини аницланг ва 

уларнинг ёзилишларини курсатинг:
а) 48361 ни 1% ли аницликда;
б) 592,8 ни 2% ли аншушкда.
Ж: а) иккита; 48-103; б) битта; 6 102.
5. Квадрат томони купол улчанганда а ж  12 см булди. Квадрат- 

нинг юзини хисоблашда:
а) чегаравий абсолют хато 0,5 см2 дан;
б) чегаравий нисбий хато 1 % дан ошмаслиги учун унинг томо

ни узунлигини кандай аникликда улчаш керак?
Ж: а) 0,021 см; б) 0,06 см.
6. Ишончли рацамлари билан ёзилган сонлар устида амалларни 

бажаринг:
а) 25,386 +  0,49 +  3,10 +  0,5;
б )3 ,49-8 ,6 ; в) 0,144:1,2;
г) 65,23; д) /8 1 ,1 .
Ж : а) 29,5; б) 30,0; в) 0,120; г) 277-10*; д) 9,006.
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2-§. Куп^адларнинг цийматларини хисоблаш. Горнер 
схемаси. Энг кичик квадратлар усули билан эмпирик 

формулалар тузиш

2.1. Горнер схемаси — ихтиёрий даражали Рп (х) куп^адни чи
зикли иккихадга булиш усули булиб, у  х  — а  да купхаднинг кий
матини тез хисоблаш ва купхад илдизларининг чегараларини топиш 
имконини беради (2-§).

1-мнсол.  х  =  — 1,5 да Р5(л:) =  — х5 +  2х4 — х3 +  Зх2 — 4х+1 
купхаднинг кийматини ^исобланг.

Еч иш.  Берилган купхад учун Горнер схемасини тузамиз:

— 1 2 — 1 3 — 4 1 |— 1,5

________1,5 — 5,25 — 9,375 — 18,5625 33,84375______________
— 1 3,5 -  6,25 12,375 — 22,5625 34,84375 =  Рп (— 1,5) 

Шундай килиб, Р 6(— 1,5) =34,84375.
2- м и с о л. Р» (х) — х& — За:3 +  Ъхг — 4 купхаднинг х  =  2 нукта- 

даги кийматини хисобланг. Р>(х) купх,адни х  — 2 иккихадга булиш
дан чиккан булинма — (3 1 {х) купхаднинг коэффициентларини аник* 
ланг.

Е ч и ш.  Берилган купхад учун Горнер схемасини тузамиз:

1 0 — 3 5 0 — 4 | 2

2 4 2 14 28

1 2 1 7 14 24 =  Ръ (2)
Шундай килиб, Ръ {х) купхаднинг х  =  2 даги киймати Ръ (2) =  

=  24 цолдикка тенг, изланаётган купхад — булинма:
|(?4 (*) =  х4 +  2х3 +  х2 +  7 х +  14.■ВТ"

3- м и с о л. 2- мисолдаги Ръ (х) =  х5 — Зх3 +  5х2 — 4 куп хаднинг 
Хакикий илдизларининг чегараларини топинг.

Еч иш.  Берилган купхад учун 2-мисолда тузилган Горнер схе- 
масидан фойдаланамиз. Горнер схемасида Ь{ коэффициентларнинг 
Хаммаси мусбат булгани сабабли (2-§ нинг 3-бандига каранг) куп- 
Хад хакикий илдизларининг юкори чегараси 0 = 2  булади.

1^уйи чегарани бахолаш учун янги купхад тузамиз:
<?5 (х) =  (— I)5 Ръ(— х) = х ъ ~  Зх3 — Ъх- — 4.

Бунинг, масалан, а  =  3 даги кийматини хис°блаймиз. Горнер схе
масини тузамиз:

1 0 — 3 — 5 0 — 4 | 3

3 9 18 39 117_________

1 3 6 13 39 113



Горнер схемаси да Ъ[ коэффициентларнинг хаммаси мусбат, шунинг 
учун Ръ{х) купхад ^ациций илдизларининг куйи чегараси — а = —3 
сонидан иборат.

Шундай цилиб, берилган Рь {х) купхаднинг барча ^акиций ил
дизлари [— 3; 2] кесманинг ичида ётади.

4 - ми с о л .  Горнер схемасидан фойдаланиб
Я4 ( х) =  12х* +  Юл:3 — 5

купцадда х  =  у — 1 формула буйича янги у  узгарувчига утинг.
Еч иш.  Масалани ечиш учун |  =  — 1 да Горнернинг умумий 

схемасини тузамиз (2- § нинг 4- бандига царанг):

12 10 0 0 — 5 | — 1

— 12 2 — 2 2

1 2 — 2 2 — 2 — 3 Р { ~  1) =  Л4
— 12 14 — 16

12 — 14 16 — 18 Рп {—  1) =  А 3

— 12 26
12 — 26 42 Р 2 (— 1) =  А 2

—  12

12 — 38 Ра(— 1 ) = А 1

12 =  А0
Л0, А ъ А 2, А 3, цийматлар изланаётган купхаднинг коэффи

циент ларидир:
Р Л У ~  1) =  12у4- Щ 3 +  42*/2 -  1 8 у - 3

ёки
РА(х) =  12 (х+  I)4 — 38 (х +  I)3 +  42 ( х +  I)2—

— 1 8 ( х +  1) — 3.
2.2. Тажрибадан жадвал ёки график куринишида олинган функ

ционал борланишларни тасвирловчи формулалар эмпирик формула
лар дейилади. Берилган / ( х ) функцияни тацрибий тасвирлаш учун 
Ф (х) аппроксимацияловчи функция танланади. Аппроксимациялаш- 
ни амалга ошириш усулларидан бири энг кичик квадратлар усули- 
дир (4- §).

5 - мис о л .  Энг кичик квадратлар усули билан цийматлари 3-35- 
жадвалда берилган функцияни аппроксимацияловчи у  =  а +  Ьх 
функцияни топинг.

3.35- ж а д в а л

X 1 3 4 5

У 1 2,5 2 3
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Еч и ш.  а ва Ь параметрлар куйидаги системадан аникланади:

а 2  4  +  Ь 2  Х1 =  2  х1 у ,, 
1=1 *=1 /=1

а 2 * ,  + 6-я =  2  у‘- 
1 = 1  1 = 1

2  х г  2 * < •  2  у‘’ 2  х‘у ‘ 1=1 (=1 1=1 1=1
йигиндиларни топиш учун п =  4 да куйидаги жадвални тузамиз 
(3.36- жадвал):

3.36- ж а д в а л

( ХС Ус А Х1 У1

1 1 1 1 1

2 3 2,5 9 7,5

3 4 2 16 8

4 5 3 25 15

п

21-1
13 8,5 51 31,5

Шундай кнлиб, чизикли тенгламалар системаси куйидаги кури- 
нишни олади:

Га-51 +  Ь -13 =  31,5,
[ а - 13 +  6-4 =  8,5.

Бу системани Крамер усули билан ечиб, а =  0,44 ва Ь — 0,69 
эканини топамиз. Демак, изланаётган функция

у  =  0,44л: + 0 ,6 9 .
2- дарсхона топшириклари

1. я =  |  да Рп (х) купхад кийматини Горнер схемасидан фойда
ланиб топинг:

а) Р,(х) =  3 х * - 2 х *  +  х3- 2, & =  3;
б) Р '{х) =  2хв +  Зх5 —  4х3 — 2х- +  5, 1 =  4.
Ж: а) 592; б) 10981.
2. Рп {х) куп^адни { х — а) иккихадга булиш натижасида чика

диган <Эп_ , (*) булинма ва /? к0лдикни Горнер схемасидан фойдала
ниб топинг:

292



а) Р5 (х) =  2хъ — 6х* — Зд:2 +  4х ни (л:— 3) га;
б) Р4 (х ) =  Юл:1 — Зх2 -г 2х — 5 ни (х +  2) га.
Ж: а) (л:) =  2л:4 — Зл:— 5; К =  —  15;
б) <Эз (х) =  Юл3 — 23л:2 +  46л: — 90; /? =  175.
3 . Р 3(х) =  2х3— л:2 — 5 купхаднинг хациций илдизлари чегара- 

ларини Горнер схемасидан фойдаланиб топинг.
Ж: [ -  1; 2].
4. Горнер схемасидан фойдаланиб, Рп (х) купхадни (х— 3) нинг 

даражалари буйича ёзинг:
а) Р3 (х) =  2х3 -  18л:2 +  108;
б) РА(х) =  х* — 6л:3 +  18л:2 — 54л: +  84.
Ж: а) /> ,(* )=  2 ( х -  З)3 — 54 (л: — 3);
б) Р 4(л:) =  (х — 3)4+ 6 (л : — З)3 +  18(л:— З)2 +  3.
5. Ушбу жадвал билан берилган функциянинг энг яхши аппрок- 

симацияларини (чизикли ва квадратик) энг кичик квадратлар усули- 
дан фойдаланиб топинг:

3 . 3 7 - ж а д в а л

X 0,5 1 1,5 2 2 ,5

У 0,70 0,58 0,82 0 ,48 0,50

2- му ставил иш топширицлари
1. Горнер схемасидан фойдаланиб, Рп {х) купхаднинг х =  |  даги 

цийматларини хисобланг:
а) Р  (х) == 2л:8 — 4л:4 — х 2 +  1, \  =  7;

б) />(х) ^ х 3 — Зх2 +  5 х + 7, |  =  — 1

Ж: а) 23962; б)
8

2. Горнер схемасидан фойдаланиб, Рп {х) купхадни (л:— а) икки- 
Хадга булишдан чицадиган (х) булинмани ва Я  цолдицни то
пинг:

а) Р3 (л:) =  5л:3 — 26л:2 +  25х — 4, (л: — 5),
б) Р5 (х) = х ь +  Зх4 — 20л:3 -  48л:2 +  64л:, (х +  5).
Ж: а) (?2 (2) =  5х2 — х +  20; Я =? 96;
б) С?4 ( х )= х *  —  2х3 —  Юл:2 +  2х +  54; Я  =  — 270.
3. Р3(х) =  5х3 — 4л:2 +  Зл: — 2 купхаднинг хакиций илдизлари 

чегараларини Горнер схемасидан фойдаланиб топинг.
Ж: [ - 1 ;  1].
4. Рп (х) купхадни, Горнер схемасидан фойдаланиб, (л:+ 2 )  нинг 

даражалари буйича ёзинг:
а) Р3 (х) — 2х3 +  Зх2 — 2х —  3;
б) Р4 (х) =  х4 — Юх2 +  9.



Ж: а) Р3 (х) =  2 (х +  2)3 — 9 (дг +  2)2 +  10 (л: +  2) — 3;
б) РА(х) =  (х +  2)4 — 8 ( х + 2 ) 3 +  14(х +  2)2 +  8(* +  2) — 15.

5. Ушбу жадвал билан берилган функциянинг аппроксимация- 
ларини энг кичик квадратлар усулидан фойдаланиб топинг:

3.38- ж а д в а л

X 1 2 3 4 5

У 0,60 0,97 0,84 0,52 0,69

а) у  =  ах +  Ь — чизикли функция билан;
б) у  =  ах2 +  Ьх +  с — квадратик функция билан.

3-§. Интерполяцион ку п^адларни тузиш. Чизикли 
ва квадратик интерполяциялаш

Функцияларни алгебраик купхадлар билан интерполяциялаш 
яъни х0, х {, х2, . . . , хп интерполяциялаш тугунларида У1 — Рп (х1)’
I =  0 ,п кийматларни кабул цилувчи даражаси <  п булган Рп (х) 
куп^адни тузишга дойр мисолларни куриб чикайлик.

1-м и со  л. 3.39-жадвал оркали берилган функциянинг интерпо
ляцион куп^адини топинг:

3.39- ж а д в а л

X 0 1 2

У 2 0 2

Еч иш.  Интерполяцион тугунлар сони 3 га тенг, шу сабабли 
изланаётган интерполяцион купхаднинг даражаси п =  2 булади. 
Рг (х) ни куйидаги куринишда ёзамиз:

Р2 (х) =  а0 +  ахх  +  а2х2.

Р» Ц ) ~  УI О' =  2) шзртни тузамиз. Берилган жадвалдан фойда
ланиб, куйидаги чизикли тенгламалар системасига эга буламиз:

(а0 +  0^-0 +  а2- О2 =  2,
| а 0 +  а х - 1 + а 2 -12 = 0 ,
(а# +  а1-2 +  а2-22 =  2.

Бу тенгламалар системасини ечиб, а0 =  2, ах =  — 3, а, =  1 эканини 
топамиз:

Шундай килиб изланаётган интерполяцион купхад куйидаги кури
нишга эга:

Р,(х) =  2 - З х  +  х2.
2-ми со л .  3.40-жадвал билан берилган функция учун Лагранж- 

нинг интреполяцион куп^адини тузинг.
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3. 4 0 - ж а д  в а л

X 1 3 6

У 10 16 4

Е ч и ш . Лагранж куп^адини тузиш учун (8.4) формуладан фой- 
даланамиз:

^ ( * ) = с о п (* ) V
1 = 0  к 1

бунда со„ [х) — бош диагоналда жойлашган (уларнинг тагига чизил- 
ган) элементлар купайтмаси, к. эса 8 -§, 1-бандда келтирилган ёр
дамчи жадвалдаги I- сатр элементлари купайтмаси.

Берилган масала учун ёрдамчи жадвал тузамиз (3.41-жадвал):
3. 4 1 - ж а д в  а л

х — 1 1 — 3 1 — 6 К  =  ( - 2 )  ( - 5 )  ( х - 1 )  =  ю  (х — 1)

3 — 1 * — 3 3 — 6 кх =  2 (— 3) (* — 3) =  — 6 (х — 3)

6 — 1 6 — 3 х — 6 к2 =  5-3 (х —  6) =  15 (х — 6)

м 2 (*) =  (* — 1) (х — 3) (х — 6)

Юцорида келтирилган формула буйича Лагранж куп^адини тузамиз: 

Ьг {х) =  ю2(*) ^  — = ( х —  1) (х — 3) (х — 6) (ж_  !) +  _ 6 (Х_ з) +

+ т ? ^ Ь г ) = (" - 3 ) ( ^ - 6 ) - 1  о ( — б )+

+  1  ( * - 1 ) ( * _ 3 )  =(л:г - 9 х +  18) -  1  (** -  7* +  6 ) + (х2 -
1о 3 15

— Ах +  3) =  2,8 +  8 ,6 л: — 1,4л:2.
3- м и с о л , х0 =  1 бошлангич циймат буйича интерполяция када- 

мини й =  0 , 2  деб олиб,
у =  х2 — Зх + 2

купхад учун чекли айирмалар жадвалини тузинг.
Е ч и ш . 8 - §, 2 - бандда келтирилган формуладан фойдаланамиз. 

хв =  1; хг — 1, 2 ; . . . ; х10 =  3 деб олиб, функциянинг тегишли 
цийматларини топамиз ва жадвалга ёзамиз, шу ернинг узида чекли 
айирмаларни ^исоблаймиз (3.42-жадвал).



3. 4 2 - ж а д в а л

X У Д У А гУ д  Зу

0 1 0,00 —  0 ,1 6  — 0 ,0 0  =  — 0 ,1 6 0 ,0 8 0

1 1.2 —0 ,1 6 — 0 ,2 4  — (—0 ,1 6 ) =  — 0 ,0 8 0 ,0 8 0

2 1 ,4 —0 ,2 4 —0 ,2 4  — (—0 ,2 4 ) =  0 ,0 0 0 ,0 8 0

3 1.6 —0 ,2 4 — 0 ,1 6  — (—0 ,2 4 ) =  0 ,0 8 0 ,0 8 0

4 1,8 — 0 ,1 6 0,00  — ( - 0 ,1 6 )  =  0 ,1 6 0 ,0 8 0

5 2 ,0 0,00 0 ,2 4  — 0 ,0 0  =  0 ,2 4 0 ,0 8 0

6 2,2 0 ,2 4 0 ,5 6  — Ь ,24 =  0 , 32 0 ,0 8 0

7 2.4 0 ,5 6 0 ,9 6  — 0 ,5 6  =  0 .4 0 0 ,0 8 0

8 2.6 0 ,9 6 1 ,44 — 0 ,9 6  =  0 ,4 8 0 ,0 8 —

9 2.8 1,44 2 , 0 0 —  1 ,44  =  0 ,5 6 — —

10 3 ,0 2,00 — —

4- м и с о л . Ньютоннинг интерполяцион куп^адидан фойдаланиб, 
Куйидаги жадвал маълумотлари буйича з т  26° 15 ни топинг:

$1п 26° =  0,43837; 
з т  27° =  0,45399; 
з т  28° =  0,46947.

Е ч и ш . Олдин чекли айирмалар жадвалини тузамиз (3.43- жад
вал):

3. 43- ж ад в а л

1 X У Д У Д *у

0 26° 0,43837 0,01563 — 0,00014
1 27° 0,45399 0,01548 —
2 28° 0,46947 — —
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Бунда х  =  26° 15' булиб, жадвал бошидаги цийматга яцин, шу са
бабли Ньютоннинг биринчи интерполяцион купхади (8 .6 ) ни куллай- 
миз:

=  Уо +  У» +  4 !Уо +  ■ • • +  1

+  +  ‘>А. у и
п!

х0 =  26° Н =  1° =  60', л: — 26° 15' деб олиб хисоблаймиз:
=  х — х0 ___ 26° 15' — 26° _  15' _  1 

 ̂ ~  Н _  60' 60' 4 ’
Энди

1 /  I

81п26°15' = 0 ,4 3 8 3 7 +  -  0,01562
4

7 ( 7 - ' )
2 !

(—0,00014) =0,44229.

3- дарсхона топихирщлари
1. 3.44, 3.45-жадваллар билан берилган функциялар'учун интер

поляцион куп^адларни топинг.

3. 44- жадвал
а)

X
° [ '

2

У 1 1 2

б)
3.45-ж а д в а л

X 0 1 3 4

У 0 2 0 1

Ж: а) 1 — 0,5л: +  0,5л:2; б) х — |  х  ̂+  ^ х 3.

2. Биринчи топширицдаги б) >̂ ол учун Лагранж интерполяцион 
функциясини тузинг ва х =  2  да унинг цийматини хисобланг.

Ж: -  х3 — -  х- +  —х; - .
6 3 2 3

3. х  ва у  микдорларнинг цийматлари жадвали (3.46-жадвал) бе
рилган.

3. 46- жадвал

X 1 2 3 4 5 6

У 3 10 15 12 9 5

Чекли айирмалар жадвалини тузинг. 
4. 3. 47- жадвал берилган.
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3.47- ж а д в а л

X 1 2 3 4 5

1§* 0,000 0,301 0,477 0 ,6 0 2 0 ,6 9 9

1§1,7; 1§2,5; 1§3,1; ва 1^4,6 сонларни чизикли интерполяциялаш 
билан топинг.

Ж: 0 ,2 1 1 ; 0,389; 0,490; 0,660.
5.3.48- жадвал билан берилган функция учун Ньютоннинг бирин

чи интерполяцион куп^адини тузинг.
3 .4 8 - ж а д в а л

X 0 1 2 3 4

У 1 4 15 40 85

Функцияни х  =  1,5 да ^исобланг.
Ж: 1 + х + х 2 +  х3; 8,125.
6 . Функция 3.49-жадвал билан берилган, х =  5,5 да унинг кий

матини Ньютон куп^ади ёрдамида топинг.
3 . 4 9 - ж а д в а л

X 2 4 6 8 10

У 3 11 27 50 83

Ж: 2 2 .
3-мустацил иш топшириклари

1 .3 .5 0 - жадвал билан берилган функция учун интерполяцион 
куп^адни топинг.

3.50- ж а д в а л

X 0 1 2 8

У 1 —2 0 8

2. 1-топширик учун Лагранжнинг интерполяцион куп^адини 
ёзинг.

Ж : ! _ ■ « ? , + ЭЮ * _ ! » * .
168 112 336

3. Функция 3.51-жадвал билан берилган.
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3. 51- ж а д в а л

X —2 1 2 4

У 25 —8 — 15 — 23

Лагранж куп^адини тузинг ва х =  0 да функция цийматини топинг. 
Ж: х2 — 10х +  1; 0.
4. Функция 3. 52- жадвал билан берилган.

3. 52- ж а д в а л

X 0 1 3 4 5

У 1 — 3 25 129 381

Функция кийматини х  =  0,5 ва х =  2 д а :
а) чизицли интерполяциялаш ёрдамида;
б) Ланграж формуласи ёрдамида хисобланг.
Ж: а) - 1; 11; б) - Ц ;  - 3 .

1о

5. 3. 53- жадвал берилган.

3. 53- ж  а д  в  а л

X 1000 1010 1020 1030 1040 1050

3 ,000 3 ,0 0 4 3 ,0 0 9 3 ,0 1 3 3 ,0 1 7 3,021

Ньютон формуласидан фойдаланиб, 1§ 1014, ва 1§ 1044 ни хи
собланг.

Ж : 3,006; 3,019.
4- §. Гаусс— Жордан усули. Учбурчакли системани «прогонка»

усули билан ечиш

Чизицли тенгламалар системалари ечимларини Гаусс — Жордан 
Еа «прогонка» усуллари билан топишга дойр мисоллар курамиз.

1-м и с о л . Ушбу чизицли тенгламалар системасини Гаусс—Жор
дан усули билан ечинг:

Зх, — х2 +  2х3 — 4;с4 =  — 7,
X] +  2 ха — х3 4 - Зх4 =  8 ,
2хх — Зх2 +  х3 — х4 =  — 1;
Х 1 —  Х2 + Х 3 — х4 =  — 2.
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Е ч и ш . Бу системани ечишда элементар алмаштиришлардан фой
даланилади. Биринчи ва сунгги тенгламаларнинг уринларини алмаш- 
тириб, В кенгайтирилган матрицани тузамиз:

Р П  -  1 1 - 1
- 1  3В = 1

2
3  — 1

1
2

— 1 
— 4

Дал цилувчи элемент сифатида биринчи сатрдаги биринчи элемент- 
ни оламиз. Янги эквивалент системага биринчи (з̂ ал цилувчи) сатрни 
узгартирмасдан кучириб ёзиб, биринчи (з̂ ал к,илувчи) устундаги з̂ ал 
Килувчи элементдан ташкари барча элементларни ноллар билдн ал- 
маштирамиз. Янги матрицанинг д о л г а н  элементларини «турри турт
бурчак кридаси» дан фойдаланиб з^исоблаймиз:

В

1 — 1
0 3
0 — 1
0 2

- 1 - 2
1 3
4 10

—1 — 1

Дал цилувчи элемент учун иккинчи сатрдаги иккинчи элементни 
олиб, бу матрицани з̂ ам алмаштирамиз:

1 0  2 — 2

0 1 1 — 1
0  0  “ р > |  7 

ч0  0  — 3  1

В

Дал цилувчи элемент сифатида учинчи сатрдатучинчи уринда тур- 
ган элементни олиб, цуйидагини з^осил ^иламиз:

В

Туртинчи сатрда турган туртинчи элементни х,ал цилувчи элемент 
сифатида олиб, цуйидагини з̂ осил ^иламиз:

/1 0 0 4/5 13/5 \

1 0 1 0 2/5 4/5 \

0 0 —5 7 19
\ ° 0 0 — 16/5 —32/5 /

В-

/ 1 0  0 0 
0 1 0  0 
0  0 —5 0  

,0 0 0 — 16/5

1 0  0 0 
0 1 0  0 
0 0 1 0  
0 0 0 1
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Демак, система биргаликда ва у ушбу ягона ечимга эга: хг =  1, 
х2 0 , х3 1, Х4 2 . I о

Э с л а т м а  : «Турри туртбурчак цоидасини» эслатиб утамиз (3.29- 
шакл):

. _  а 1т '  а 1к —  а1к ' а т  

а/т
бу ерда а[к — хал цилувчи элемент,

а1м — алмаштирилиши керак бул
ган В  матрицанинг элементи;

л1* алмаштирилган янги матри
цанинг элементи.

2-ми с о л. Ушбу чизшуш тенгламалар системасини Гаусс — 
Жордан усули билан ечинг:

хг — 2хг +  Зх3 — х± =  2,
Зхх -г  х2 — х3 —  2х4 =  3,
2хх +  Зх2 — 4х3 — х4 =  1, 

хг +  Ьх2 — 7х3 — — 1.

Ечиш . Берилган системанинг В кенгайтирилган матрицасини 
тузамиз ва унинг сатрлари устида элеменгар алмаштиришлар бажа-
рамиз:

( Ц — 2 3 — 1

В =  \ 3 1 — 1 — 2

2 3 — 4 — 1

\ 1 5 — 7 0

/ 1 0 1/7 5/7

1 0 7 — 10 1

Г
0 0 0

\о 0 0 0

2\ /

3 1 - 1
1

- 1/ \

8 /7 \

- *  IО 

О

Система биргаликда ва у 
куп ечимлар тупламига эга:

)

— 1 2 \
1 -  з 1
1 - з
1 - 3 /

5/7 8/7\
1/7 —3/7
0 0

0 0  у
ушбу куринишда ёзиладиган чексиз

8 1 , 5    х.,-\— X,,
7 7 “ 7 4

3 , 10 1
— ------------------ Х , —  — Хх

7 7 3 7

Бу ерда хъ х2— базис номаълумлар, х3, х  ̂— эркли номаълум- 
лар.

3-ми со л. Ушбу чизицли тенгламалар системасини Гаусс — Жор
дан усули билан ечинг:
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х г — 2 х 2 +  х 4 =  —  2 ,
’ ̂ 2 "Ь ЗХд ■ Х4 1 ,

2хх +  х2 — х3 +  2х4 =  2 ,

х х +  Зх2 — х3 +  х4 =  3.

Е ч и ш .  Берилган системанинг В  кенгайтирилган матрицаси усти- 
да элементар алмаштиришлар бажарамиз:

В  =

О О | ~ - 9 |

^0  0  — 9 10

' 1 0  0

О 1 О
О О 1 — 10/9

ч0  О О О
Система биргаликда эмас.

4 - м  и с о  л. Ушбу чизицли тенгламалар ]"системасини «прогонка» 
усули билан ечинг:

Зхх —  х 2 =  5,
х ± —  4 х 2 +  х 3 = 6 ,

2 х 2 — 5 х 3 —  х 4 =  10, 
х 3 +  4 х 4 —  х & = —  1, 

х 4 +  5 х ь =  11.

Е ч и ш .  Коэффициентлар жадвалини тузамиз (3 .5 4 -жадвал).

3.54- ж а д в а л

1 а Ь с а

1 0 —3 — 1 5

2 1 4 1 6

3 2 5 — 1 10

4 1 —4 1 — 1

5 1 —5 0 11

Система ечимга эга, чунки
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\Ь 1 \ > \ а 1\ +  \ с , \

шарти бажарилмовда. Турри «прогонка» йулини бажарамиз (12-§) 
(12.2), (12.3), (12.6) ва (12.8) формулалар буйича а к ва коэффи- 
циентларни ^исоблаймиз:

«1 —
=  7 -  0 * =

1
^

|я 11 5

3 ’

я 13 II с2
11 2

а-$1 --- а 2 13

V — а 2«1 Ь2 — о2а ! 11’

« 3 = -- =  —  Р3
49 1 3

_  а 3р2 — 'ж3 136.

Ьз -- а 3а 2 — #зСС2 4 9 ’

п —— с4 -  49 а 
185’

о4рз — а 4 87 .сс 4
Ъ4 - - а 4а 3 *4 — а 4а 3 185’

а  =  Ж  ______ I  к  -  — 2 » - -
Ьъ 5 Ъь 5

Тескари «прогонка» йули х5, х4, х3, х2, хх номаълумларни (12.5) 
ва (12.7) формулалар буйича топишдан иборат:

X — Ре 5̂̂ 4 __ 2
5 “  1 -  -«5^4

х4 =  а 4х5 +  р4 =  1, 
х3 &3х4 4  Рз 3, 
Х2 сс2х3 4~ Ро 2, 
хх ссхх2 +  Р1 =  1 .

4- дарсхона топшириклари

б) (хх +  4х2 7,
{2хх — Зх2 +  х3 =  — 7, 

х1 +  5х2 — 2х3 =  6 ;

1. Чизикли тенгламалар системасини Гаусс — Жордан усули би
лан ечинг:

хх — Зл:2 4  х3 +  х4 =  5,
2хх +  х2 — 4х3 +  х4 =  13, 

х х 4- 2х2 4- Хд — Зх4 =  — 9; 
хх — 2хг 4  Зх3 — х4 =  — 5;

2хх — х, 4- Зх3 +  2х4 =  1,
Х 1 +  х 2 — 2 х3 — х4 =  3, 
хх — 2хг +  5х3 +  Зх4 =  — 2,

Зхг 4- х3 4" х4 =  4
Ж: а) Ху =  1, х2 =  — 2 , х3 =

б) хх =  —  1, хг =  3, х3 =  4;

в) чексиз куп ечимлар туплами:

а)

в) г) хх — Зх2 +  2х3 — х4 =  1, 
3*! +  2 х2 — х3 +  Зх4 =  2 , 
2хх +  5х2 — Зх3 4 - 4х,=5; 

4  хг —— х3 1 1. 
3, х4 =  1;

(4 -  * 3 — х4), хг =  у  (5 +  7х3 4- 4х4);
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г) система биргаликда эмас.
2. Чизицли тенгламалар системасини «прогонка» усули билан 

ечинг:
а) 4ху +  х2 =  6 ,

хх Ъх2 х 3 =  1 1 ,
2х2 5х3 +  х4 =  5, 

х3 * Зх4 +  х§ — • 10, 
6 ;х4 ~Ь Зхъ

б) (Зху— х2 = 9 ,
хг — 4л:2 — х 3 = — 11,

2хг — 5х3 +  х4 =  —112,

хз ~  4х4 =  5-8
Ж: а) х х =  — 1, х2 =  2 , х3 =  — 2 , х4 =  3, х5' =  1; 

б) Ху =  2 , х2 =  — 3, лг3 =  1 , л;4 =  — 1.

4-мустщил иш топшириклари
1. Чизикли тенгламалар системасини Гаусс — Жордан усули би

лан ечинг:

а) б) Ху — Зх8 — х3 +  х4 = — 1 , 
2хг +  х2 — 4х3 — х4 =  2,
X! +  2х2 +  х3 +  2х4=  3,

д:! — 5 х 2 +  Здг3 +  х4 =  2,‘
*1 +  — * 3 +  2 -*4=  1 2 ,

2*! — Зх2 — 2л:3 +  х4 — 17,
Зхх +  2 л:2 +  х3 — х41 =  —3;

Ж: а) Х у = 2 ,  х3 =  — 1, х 3 =  — 3, х4 =  4;] 
б) система биргаликда эмас.

2. Чизикли тенгламалар системасини «прогонка» усули билан 
ечинг:

Зху — 2х2 — Злг3 =  5.

а) 4Ху — х 2
Ху “|“ 5*2

Хо -
■ 2 Хо

=  13,
=  - 6 , 

—  И ,4х3 +  х4
2х3 +  6х4 — х5 = — 9, 

х4 — 4хъ =  —  6 :
б) — Зху — х2 = 8 ,

Ху +  3̂ 2 Ч- х3 - - 2 ,
2х2 — 5х3 +  х4 =  — 9, 

х3 Ч- Зл:4 =  — 1 .
Ж: а) хх =  3, х2 =  — 1, х3 =  2 , х4 =  — 2 , 

б) Ху =  — 3, лг2 =  1 , х3 =  2 , дг4 =  — 1.
1 ;

5-§. Тенгламаларни ечишнинг итерация усули
/  (л:) =  0  алгебраик тенгламани ечиш босцичларини, яъни якка- 

лаш оралирини ажратиш ва уни итерация усули билан торайтириш- 
ни мисолларда курсатамиз.
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1-м и со л. х3— Зх — 6  =  0 тенгламанинг илдизини ажратинг. 
Ечиш . у  =  х3 — Зх— 6  =  /(*) функцияни курайлик. х =  0 да

у  =  — 6 <  0  га, х  =  3 да эса у  =  12  > 0  га эгамиз, яъни [0 ; 3] 
кесмада тенгламанинг илдизи мавжуд, чунки яккаланиш оралири- 
нинг .маълум биринчи шарти бажарилмоада:

/(0)-/(3) =  — 6-3 =  — 12 < 0 .
у ' =  Зх2 — 3 ^осила (— оо ; — 1) II (1; +  оо) сохада мусбат 

(у' > 0 ), (— 1; 1) сохада манфий (у' <  0). Биро^ топилган [0; 3] 
кесма ^еч бирига тулалигича тегишли эмас. Уни [1; 3] кесмагача 
торайтирамиз, чунки х =  1 да у  =  — 8 < 0  ва биринчи шарт бажа- 
ршшщда: /(1 )-/(3 )<  0, бунда у '  > 0, яъни биринчи косила [1; 3] 
кесмада ишорасини са^лайди, шунинг учун яккалаш оралигининг 
иккинчи шарти ^ам бажарилмо^а. Иккинчи ^осилани ^исоблаймиз: 
у"  =  6 х, у курсатилган оралицда мусбат (ишорасини са^лайди). 
Шундай цилиб, [1; 3]' ораливда учала шарт ^ам бажарилмокда, шу
нинг учун у илдизни яккалаш оралигидир, берилган тенгламанинг 
илдизи шу ораливда тегишли.

2 - ми со л. 2х соз х — з т х  =  0  тенгламанинг энг кичик мусбат 
илдизини ажратинг.

Ечиш . Тенгламани куйидаги эквивалент шаклда ёзиб оламиз:

2х =  х.

Битта чизмада у  =  2х ва у  =  х функцияларнинг графиклари- 
ни чизамиз (3.30-шакл).

Чизмадан куриниб турибдики,
изланаётган 0̂ ; |  яккалаш ора-

лири битта ва факат битта энг  
кичик м усбат илдизни уз ичига 
олади.

3- м и с о л . 5х3 — 20* +  3 =
=  0  тенгламанинг [0 ; 1] кесмада 
ётган илдизини итерация усули 
билан е =  0 ,0 0 0 1  гача аншушкда 
топинг.

Ечиш . Берилган тенгламани 
х  =  ф  (х)

куринишга келтириб оламиз. Буни бир неча усуллар билан бажариш 
мумкин, масалан,

х =  х +  (5л:3 — 20л:, +  3) 
десак, у ^олда фх (л;) =  5л:3 — 19л -+- 3;

х — — (5л:3 +  3)
20

десак, у ^олда

3.30- ш акл
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Кетма-кет якинлашишларни хиеоблаш учун хосил цилинган ф (х) 
функцияларнинг кайси биридан фойдаланиш лозимлигини ани^лай- 
миз.

Агар ф (х) функция [а; Ъ] кесмада

| ф ' ( * ) |  < < 7 <  1 
(13.5) ни каноатлантирса, итерация жараёни якинлашади.

[0; 1] кесмада | ф,' (х) | =  \ 15хг — 19/ > 1 ;

[0 ; 1] кесмада | ф'(х) / =  ^  х2 =-^-х3<  1 .

Демак, ф2 (х) функциядан фойдаланиш ва кетма-кет якинлашишлар
ни итерация усули билан

* п - ^ ( Ч - ,  +  з>

формула буйича излаш мумкин.
Нолинчи якинлашиш сифатида [0; 1] кесмага тегишли булган 

х0 =  0,75 кийматни оламиз.
Эндн

<7 =  гпах I ф' (х) I =  шах — х2 =  — =  0,75 
0<*< 1 0< л <1 4 4

ни хисобга олган холда берилган е = 0 ,0 0 0 1  аницликка эрншилиши 
учун иккита кетма-кет якинлашиш орасидаги айирма кандай були
ши кераклигини (13.10) дан ани^лаймиз:

I — *п- 1 1 <  ^  е =  0,00003.

Шундай цилиб, иккита кетма-кет якинлашиш орасидаги айирма
0,00003 дан ортик булмаганида итерация жараёнини тухтатиш ва 
берилган аникликка эришилди деб хиеоблаш мумкин. ^исоблашлар- 
ни ушбу жадвал шаклида олиб бориш цулайдир (3 .5 5 - жадвал):

Ф. (*) =  ~  (5*3 +  3).

3.55- ж а д в а л

п х п * 3лп * п + 1= Ф  (жя)

0 0 ,7 5 0 ,4 2 1 8 8 0 ,25547
1 0 ,2 5 5 5 0 ,0 1 6 7 7 7 0 ,154144
2 0 ,1 5 4 1 0 ,0 0 5 6 5 2 0 ,151413
3 0 ,1 5 1 4 0 ,0 0 5 4 4 3 0,151361
4 0 ,1 5 1 3 6 0 ,0 0 5 4 4 2 0,151361

Мана шу ерда итерация жараёнини тухтатиш на е =  0,0001 гача 
аникликда



деб хисоблаш мумкин.
5-дарсхона топшириклари

1. х3 — 9х2 +  18л: — 1 = 0  тенгламанинг хак;ихий илдизларини 
яккалаш оралицларини график усулда топинг.

Ж: (0 ; 1); (2 ; 3); (6 ; 7).
2. Тенгламаларни 0,01 гача аникликда итерация усули билан 

ечинг:
а) х3— 12л: — 5 = 0 ;
б) л:3 — 2л:2 — 4л: — 7 =  0;
в) 4х =  соз х.
Ж: а) 0,42; б) 3,62; в)’0,24.

5- мустащл иш топшириклари
1 . л?— 12* + 1 = 0  тенгламанинг ха^иций илдизларини [якка

лаш орали^ларини график усул билан топинг.
Ж: ( - 4 ;  - 3 ) ;  (0 ; 1) (3; 4).
2. Тенгламаларнинг илдизларини итерация усули билан 0,01 га

ча аникликда топинг:
а) х3 — 5л: +  0,1 = 0 ;
б) хь — х — 2 = 0 .
Ж: а) 0 ,0 2 ; б) 1,27.

'5- §. Тенгламалар системаларини ечишнинг 
итерация усуллари

Итерация усулини тенгламалар [ечимини ани^лаштиришга татби^ 
этамиз.

Ми со л.' |л:2 +  !/2 — 1 = 0 ,
\х3— у  =  0

тенгламалар системасини (15.2) куринишга келтиринг ва уни ,0,01 
гача аникликда итерация усули билан ечинг.

Ечиш . Бошланрич якинлашиш сифатида х0 =  0,8, у 0 =  0,55 ни 
оламиз (уларни график усулда топиш мумкин).

Берилган системани (14.1) формула билан тавдослаб,
1/1 (*, у) =  х2] + у 2 — 1 ,
\Ь(х, У) = х 3— у]

га эга буламиз. Бу системани (14.3) шартларга риоя цилган холда
(14.2) куринишга келтириш учун бундай йул тутамиз. Берилган сис- 
темага эквивалент ушбу тенгламалар системасини тузамиз:

х =  х +  сс[1{х, у) +  р/,(х, у ) ^ ( р 1 (х, у),
У = У  +  У[Лх, у ) '+ Ь [2{х, у ) '=  ф2 (х, у).

а, р, у, б параметрларни шундай танлаймизки, ф^х, у) ва 
фа (х, у) функцияларнинг хусусий хосилалари нолинчи яцинлашишда 
нолга тенг ёки унга я^ин булсин, яъни а, р, 7 , б ларни ушбу тенг
ламалар системасининг тацрибий ечими сифатида топамиз:

л: =  0,1514
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=3  ̂ +  о / ] л (х 0, */0) +  р /2л. (х с* у 0) =

~~ 1» (*0’ Уо) “1“ N Чу ^О 1 У  о) =

V/ 1х.(Ло’ ^о) ~Ь $/2* (-'•О’ ^ 0̂  =  О’

^  =  1 +  Упу (х0, у 0) +  бГ2у (хс, у 0) =  О.

Бизнинг холда

(0,8; 0,55) =[2-0,8 =  1,6;
[\у (0,8; 0,55) = 2 -0 ,5 5 =  1,1;
4 (0 ,8 ; 0,55) =  3-0,8 2 =  1,92;

(0,8; 0,55) =  -  1.

Берилган системага эквивалент системани ушбу куринишда ёза-
миз:

|х  =  х +  ос (х2 +  г/2 — 1) +  р (х3 — г/),
1*/ =  У +  7 (х2 +  у 2 — 1) +  б (х3 — у).

а, р, у, б нинг мос кийматлари сифатида ушбу

1 +  1,6 а  +  1,92 Р =  О,
1 , 1 а  — р =  0.
1,6 у +  1,92 6 =  0,

.1 + 1, 1 7 — 6 = 0

тенгламалар системасининг ечимларини танлаймиз, яъни 
а ~ — 0,3; Р « — 0,3; 7  «  — 0,5: 7  « 0 ,4 .

У холда берилган системага эквивалент булган ушбу

х =  х — 0,3 (х2 +  у 2 — 1) — 0,3 (х3 — у), 
у  =  у  — 0,5 (х2 +  у 2 — 1) +  0,4 (х3 — у)

тенгламалар системаси (14.2) куринишда булади, шу билан бирга 
х0 =  0,8, у 0 =  0,55 нук,танинг етарлича кичик атрофида (14.3) шарт 
бажарилади.

Биринчи, иккинчи ва долган якинлашишларни, токи иккита куш- 
ни яцинлашиш орасидаги фарц 0 ,0 1  дан кичик булмагунча, топиш- 
га киришамиз. Хиеоблаш натижаларини жадвалга ёзамиз (3.56-жад
вал).



3.56- ж а д в а л

п хп Уп лп х3п У2 о , 2
х-п +У п х1 + у1 -  * х3~~У лп ^п Ах Ау

0 0 ,8 0 ,5 5 0 ,6 4 0,51  г |о  ,325 0 ,9 4 2 5 — 0,0575 -  0,038 0 ,0 2 9 0 ,0 1 4

1 0 , 82э| 0 ,5 6 4 0 ,6 8 7
1 1

0 ,5 6 9  0 ,318 1 ,005 0,005 0,005 -0 ,0 0 3 — 0 ,0 0 0 5

2 0 ,8 2 6  0 ,5 6 3 5 ’ 
1 1

Шундай дилиб, тенгламалар системасининг ечими 0,01 гача аниц- 
ликда

да 0,83; у да 0,56 
булади. Система фацат ишораси билан фарк киладиган ечимга хам 
эга: х д а — 0,83; у д а — 0,56.

6-дарсхона топшириги
Ушбу тенгламалар системасининг ечимини 0,01 га аникликда 

итерация усули билан хисобланг, бунда бошлангич я^инлашишни 
график усулда топинг:

а) х я +  у _ 4 = 0 ,
у  — 1§ х  — 1 =  0 ;

б) 20хъ =  \ — 2х3 +  4у3,
Юу =  5 +  2х2 — 3 у 2

(нолинчи якинлашиш учун х0 =  0,3, Уо = 0 ,5  ни олинг).
Ж: а) х  =  1,67, у = 1 ,2 2 ,

б) х  =  0,26, у  =  0,48.

6-мустщил иш топшириги
Тенгламалар системаси ечимини 0,01 гача аникликда итерация 

усули билан топинг:

з т *  — у  =  1,32, 
х  — соз у  = 0 ,85

(нолинчи якинлашиш сифатида х0 =  1 , у 0 =  0  ни олинг).
Ж :*  =  1,79, у  =  — 0,34.

(7-§. Чизикли тенгламалар системаларини оддий итерация 
усули ва Зейдель усули билан ечиш

Итерация усули ва Зейдель усулининг чизикли тенгламалар сис
темаларини ечишга татбик этилишига оид мисоллар курамиз.

1-мисол. Ушбу чизикли тенгламалар системасини (0,1 гача 
аникликда) оддий итерация усули билан ечинг:
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8хг +  хг +  х3 =  26, 
х х +  5 х 2 —  х 3 =  7, 
Х1 — х2 +  5лг3 =  7.

Ечиш
миз:

. Берилган системани махсус (15.3) куринишга келтира-

(хг =  3,25 — 0,125x2 — 0,125*3, 
\х2 =  1,4 — 0 ,2х ,+  0,2х3,
(х3 =  1,4 — 0,2*! +  0,2х2.

Ушбу матрицаларни тузамиз:

0 —0,125 — 0,125 
а  =  | —0 ,2  0  0 ,2  

—0 ,2  0 ,2  О

Кетма- кет яцинлашишларни амалга оширамиз. 
шиш сифатида х<0> =  р олииади:|

х  =

Нолинчи я^инла-

Биринчи яцинлашиш: =  р +  а

—0,125 -0 ,125

Иккинчи я^инлашиш : х {2> =  р +  а х {

х<2> =

Учинчи я^инлашиш:

. ... . 3,25
4  Ч м

О —0,125 —0,125 
- 0,2  0 0,2 

—0 ,2  0 ,2  О
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Шундай и,илиб, х \  = 2 ,99 , х% =  1,01, хз  =  1,01 ва 0,1 гача 
аникликда хг =  3,0, х2 =  1,0, х3 =  1,0 ни ^осил циламиз.

2- ми со л . Ушбу тенгламалар системасини 0,001 гача аницлик- 
да Зейдель усули билан ечинг:

Е ч и ш . Итерация жараёни як^инлашади, чунки ушбу

(15. 6 ) шарт бажарилади.
Берилган системани (15. 3) куринишга келтирамиз:

ечимларини оламиз. Зейдель жараёнини (15- §) кетма-кет цуллаб, 
куйидагиларни кетма- кет х,осил циламиз:

х{') =  1,2 — 0,1; 1,3— 0,1-1,4 =  0,93;
4» =  1 ,3— 0,2-0,93 — 0,1-1,4 =0,974 

( 4 »  =  1,4 — 0,2-0,93— 0,2-0,974 =  1,0192; 
лг<2> =  1,2 — 0,1 -0,974 — 0,1 • 1,092 =  1,0007, 
х<|> =  1,3 — 0,2-1,0007 — 0,1 • 1,0192 =  0,9979, 
^(2) =  1,4 — 0,2-1,0007 — 0,2-0,9979 =  1,0003;

( х{3> =  1,2 — 0,1 -0,9979— 0,1 • 1,0003 =  1,0002, 
4 3> =  1,3 — 0,2-1,0002 — 0,1 1,0003 =  0,9999, 

( 4 3 ) =  1,4 — 0,2-1,0002 — 0,2-0,9999 =  1,0000.

Тенгламалар системасининг ечими сифатида учинчи я^инлашишни 
^абул циламиз:

Юл:1 +  х2 +  х3 =  12, 
2ху +  Юх2 +  х3 =  13, 
2ху 2х2 -)- 10х3 =  14.

|йц =  10 >  <Зхо1 1̂ 1з1 2 .
|о22 =  1 0  >  ^21! +  Игз1 3, 
1̂ зз 10  >  о31| 1̂ 32! 4

Нолинчи якинлашиш сифатида
4°) =  1,2; 4°> =  1,3; *<°> =  1,4

хг =  1,0002; х2 =  0,9999; х3 =  1,0000.
0 ,0 0 1  гача аникликда ечим

хг =  1 ,0 0 0 ; х2 =  1 ,0 0 0 ; лг3 =  1 ,0 0 0



булади. Тацкослаш учун системанинг аник ечимини келтирамиз:

I Х1 — 1. х 2 =  1> Х3 =  !•{}
7- дарсхона топшириклари

1. Берилган чизикли тенгламалар системасининг ечимини оддий 
итерация усули билан 0 ,0 0 1  гача аникликда топинг:

[7,6*г +  0,5д;2 +  2,4*з =  1,9,
2,2*! +  9 ,1*2 +  4,4*з =  9.7,

| — 1,3*! +  0,2*2 +  5,8*з =  — 1.4.
Ж: *1 =  0,236; *2 =  1,103; *3 =  — 0,214.
2. Чизикли тенгламалар системасини Зейдель усули билан [0,001 

гача аникликда ечинг:
[2 *1  — *2 +  2 *з’=  1,
|  * 1  3 * 2  =  1,

[2*! +  4*3 =  — 2.

Ж: *1 =  4,83;1:*2 =  1,94; *3 =  — 2,91.

7- му ставил иш топшириклари

1. Чизикли тенгламалар системасини оддий [итерация усули би
лан 0 ,0 1  гача аникликда ечинг:

[8,3*! — 0 , 1*2 +  0,2*з =  16,1,
10,3*1 +  4,5*2 — 0 , 1*3 =  — 3,6>
(о,4*1 — 0,2*2 +  5,5*з= —15,5.

- Ж: ани^ ечим *х =  2 , * 2 =  — ], * 3 =  — 3.
2. Чизикли тенгламалар системасини Зейдель усули билан 0,01 

гача аникликда ечинг:
4,3*1 — х2 +  2*з =  13,6,
*!+5,1*2 =  — 13,3,"”
0,3*! — 2 ,1*2 +  6,2*8 =  13,1.

Ж: аник ечим: х х =[2,  *2 = —• 3, *3 =  1.
8-§.  Сонли интеграллаш. Тугри туртбурчаклар, трапециялар, 

Симпсон формулалари. Гаусс квадратураси

Турли формулалардан фойдаланиб, сонли интеграллашга оид ми- 
соллар курамиз.

2
' — СОЛ. / У Т  йх интегрални [1 , 2] кесмани | 1 0  та [тенг

;  ______

к;'суга булиб, турри туртбурчаклар, трапециялар, Симпсон формула
лари буйича хисобланг. Хатоликни ба^оланг.
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Е ч и ш .  18- § даги формулалардан фоидаланамиз. Бизнинг ^ол-
2 _1

да п =  10, к =  - =0,1- Интеграллаш тугунлари:

х0 “  1» Ху = 1 ,1 , х2 1,2, . . .  , х$ =7 1,9, Ху$ 2.
у  =  У х  функциянинг тегишли кийматлари жадвалини тузамиз (3.57- 
жадвал):

3. 57- ж  а д в  а л

1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Х1 1,0 1.1 1,2 1 ,3 1 ,4 1 ,5 1,6 1 ,7 1,8 1 ,9 2 ,0

У{ 1 1,049 1,095 1,140 1,183 1,225 1 ,2 6 5 1,304 1,342 1,378 1,414

а) Турри туртбурчаклар формуласидан фойдаланамиз, чап турри 
туртбурчаклар учун:

2

[ V х  а х ж  0,1 (1 +  1,049 +  1,095 +  1,140+ 1,183+ 1,225 +
1

+  1,265 +  1,304+ 1,342+ 1,378; =  0,1-11,981 «  1,20;
унг турри туртбурчаклар учун:
2 _
[ У х  йх =  0,1 (1,049 +  1,095+ 1 ,140+ 1 ,183+  1,225+ 1,265 +

+  1,304 +  1,342 +  1,378+ 1,414) = 0 ,1 -1 2 ,3 9 5 »  1,240. 
Хатоликни (18. 1) формула буйича бахолаймиз:

<. —  (Ь — а) Му. бу ерда Му — шах|/' (х) |.
2 *€1а. ь1

[  (х) =  У х  функциянинг >рсил си: / ' (х) — 2 ^  — • Х0^-™ [0 ; 1]

кесмада энг катта кийм , га х =  I булганда эришади.
Шундай цилиб,

М у  =  т а х  | / '  (х ) | =  
*е1>:21 *

Абсолют хатолик:

К „ < Т < 2 - 1 >  • Т  =  ° ’025'
Демак, чапки турри туртбурчаклар формуласи учун:
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[ У х  й х х  1 ,2 0  ±  0,025 
‘ 1

га, унг турри туртбурчаклар учун 
2 __

Г У х  йхж  1,240 ±  0,025
1

га эгамиз.
б) Трапециялар формуласидан фойдаланамиз:

2 _
[ У х  ах ж 0 , 1 /'.! +  1'414 +  1,049 +  1,095+ 1,140+ 1,183 +  

+  1,225 +  1,265 +  1,304 +  1,342 +  1,371 =  1,2188.

Хатоликни (18. 2 ) формула буйича ба^олаймиз: 

■а) М 2, б;

Г  (х) -

ул
Вп < 77 (6 — а) бу ерда М2 = тах |/" (х) |.

1 *■ дге[о; ь]

4 >/дг3

косила га эгамиз. Иккинчи хосила энг катта ^шматига * — 1 бул
ганда эришади, шу сабабли М 2 =  тах  | /" (х) I =  — . Шундай килиб,

дге[1; 2] 4
абсолют хатолик учун:

< 1 7  1 - - ^ = 0 ,0 0 0 2 .
2

Демак, § У х  йх да 1,2188 ±  0,0002 га эга булдик.}
1

в) Симпсон формуласидан фойдаланамиз:
2

] У Т й х ъ  - Ц -  ((1 +  1,414)+ 4 (1,049 +  1,140 +  1,225+ 1,304 +

+  1,378) +  2 (1,095 +  1,183 +  1,265 +  1,342)) =  ^  • 36,568 =
/ 3

=  1,2189333.

Хатоликни (18. 3) формула буйича бахолаймиз:

К  <  Ф — а) М4, бу ерда М 4 =  шах |^1У (х) |.
х̂ [а; б]

куйидагиларни хисоблаймиз:

Г  И  =  —  — —  /  1У (х) = ---- --------—  ■
8 у ^ г '  16 у *  '



=  шах 1 / 1У (дс) 
*е[1: 2] |

1 1
16'

Абсолют хатоликни ^исоблаймиз: 

Демак,

/? <  —  ■ 1 • —  =  0,0000005. 
п 180 16

2

\У~х й х &  1,218933 ±  0,0000005.
1

г) Такдослаш мацсадида интегрални Ньютон — Лейбниц формула
си буйича з^исоблаймиз:

2  2
1 =  — (2>^2 —1) «  1,2189513.' г —  2 -  Л—у х  йх =  —  х у  х

Шундай цилиб, интегралнинг анщ  киймати ^а^икатан з̂ ам а),
б), в) бандларда топилган оралицларда ётади. Интегралнинг а ниц 
цийматига Симпсон формуласи буйича ^исобланган циймат энг якин- 
дир.

2

2 - м и с о л . ^ У~х йх интегрални Гаусс формуласини я =  3 да

цуллаб, ^исобланг.
Е ч и ш.  Гаусс формуласи 19- § да баён этилган. Бу ерда а =  1, 

Ь =  2 га эгамиз. Тугунларни ушбу формулалар буйича топамиз:
Ь +  а Ь — а

19- § даги жадвал маълумотларидан /г =  3 да фойдаланиб, ^уйи- 
дагиларни ^осил киламиз:

х, =  Ш  +  —  (, =  —  +  —  (— 0,77459667) «  1,11270;
1 2 2 * 2 2 '

*2 = Т + Т  *, =  | + -±--0  =  1.50000;]

* 8 =  Т  +  Т ' 8 =  Т +  'Г  (°-77459667) ~  1-88730'

Интегралл Гаусс квадратура формуласи буйича эугсобланади:

— С‘  ̂ (*‘)‘ 
а •=! <=>

Бу формуладаги тегишли А. коэффициентларнинг^цийматларини 19- § 
даги жадвалдан оламиз:



2 " 3 2 9 18 

Кейинги хисоблашларни 3. 58- жадвалга ёзамиз.

3. 58- ж а д в а л

1 II

-ч

с, С 1 У{

1 1,11270 1,05485 0 ,2 7 7 7 8 0 ,29301
2 1,50000 1,22474 0 ,4 4 4 4 4 0,54431
3 1,88730 1,37379 0 ,2 7 7 7 8 0,38161

2  С, У; =  1,21893

Делак,

Г у Т 4 х =  V  С, у ,  =  1,21893.
1 1 - 1  

Хатоликни (18. 13) формулаларда п =  3 деб ба^олаймиз:

#з <  7 ^ л (н Г ^ Г  тах I ^  М  I-15750 \  2 ] *е[а; &] I

у  =  /  (х) =  У~х функциянинг олтинчи тартибли ^осиласини 
соблаймиз:

_ _  и_
у У 1 ^ _  1 • 3 • 5 • 7 • 9 2 =  /У , М (

2е

шах I / У1 (х) I да 14,7.
*е[1; г I :2е

Энди абсолют хатоликни ^исоблаймиз: 
1

15750
(— У* — да 0,0000078 <  0,00001. \  2 ) 2е

Тавдослаш ма^садида интегралнинг ани^ ^иймати
2

/  У х  0х =  1,2189513

ни келтирамиз.



Аниц цийматга яцин натижа Симпсон формуласи буйича [1- в) 
мисол] п =  10 да, Гаусс формуласи буйича п =  3 да олинди.

8- дарсхона топширицлари

Интегрални вергулдан кейинги иккита рацамигача ^исобланг:
1

1. \е~*' йх — трапеция формуласи буйича, п =  3 деб олинг.
'о

Ж : 0,75.

2 .

Ж: 0,24.
2

3 . Г —-  Гаусс формуласи буйича, п =  3 деб олинг. Аниц кий-
1 X

мат билан солиштиринг.

8- мустсщил иш топшириги

йх
1 _^хг" интегрални ^исобланг ва натижаларни такцосланг

о
(турри туртбурчаклар, трапециялар ва Симпсон формулалари буйича, 
п =  8  деб олинг ва Гаусс формуласи буйича п =  3 деб олинг). Хато- 
ликларни бахоланг ва аник, натижа билан солиштиринг.

9- §. [Монте — Карло усули.

Монте — Карло усулини интегралларни хисоблашга цуллайлик.
2

М и с о л .  Г ( 2 х + 1 ) й х  интегрални Монте— Карло усули билан
1

^исобланг:
а) ^исоблашнинг абсолют хатолигини топинг;
б) хатоликнинг юцори чегараси 6 =  0 ,1  булишини] V =  0,95 

ишончлик билан таъминлайдиган синовларнинг энг кичик сонини 
топинг.

Е ч и ш .  (2 0 . 3) формула

Г ф (х) йх ~  Ь- ^ -  2  Ф (*,)
а П 1=1

дан фойдаланамиз. Бизнинг х,олда а =  I, Ь =  2, ф (х) =  2х +  1 га 
эгамиз. п =  10 деб оламиз. У холда

^ - 1я * й х—Симпсон формуласи буйича, п =  4 деб олинг.



С I 10
^ ( 2 * +  1) Л * - ^  2 ( ^ + 1)

ни хосил к,иламиз, бу ерда мумкин булган х1 кийматларни (2 0 , 4 ) 
формула

х. =  а +  {Ь — а) г ( 

дан топамиз, бизнинг холда
Х1 =  1 +  Г1У

бу ерда г1 сонлар тасодифий сонлар жадвалидан вергулдан сунг учта 
ра^ам билан олинади.

Унта синов натижасини 3. 59-жадвалда келтирамиз.
3. 59- ж а д в а л

Х1 — 1 + 2 х( = 2  + 2г; Ф (*г ) =
=  2x1 +  1

1 0,100 1,100 2,200 3 ,2 0 0
2 0 ,9 7 3 1,973 3 ,9 4 6 4 ,9 4 6
3 0 ,2 5 3 1,253 2 ,5 0 6 3 ,5 0 6
4 0 ,3 7 6 1,376 2 ,7 5 2 3 ,7 5 2
5 0 ,5 2 0 1,520 3 ,0 4 0 4 ,0 4 0
6 0 ,1 3 5 1 ,135 2 ,2 7 0 3 ,2 7 0
7 0 ,8 6 3 1,863 3 ,7 2 6 4 ,726
8 0 ,4 6 7 1 ,467 2 ,9 3 4 3 ,9 3 4
9 0 ,3 5 4 1,354 2 ,7 0 8 3 ,7 0 8
10 0 ,8 7 6 1,876 3 ,7 5 2 4 ,7 5 2

ю
, 2 <Р^ ) = 3 9 >834 

1 = 1

10

Жадвапдан 2  ф (*,) =  39,834. Демак, изланаётган интеграл

2

|  (2х +  1) йх «  • 39,834 =  3,9834.

а) Интегралнинг аник киймати:

|  (2х +  1) йх =  ГЯ 1 ± Л ! =  4.
1

Шу сабабли ^исоблашнинг абсолют хатолиги

булади.
4 — 3,9834 =0,0166
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б) Хатоликнинг юцори чегараси 6 =  0,1 булишини 7 = 0 ,9 5  
ишончлилик билан таъминлайдиган синовларнинг энг кичик сони п 
ни (2 0 . 1) формула

/2о2
п = 2 - г6*

Vбуйича ^исоблаймиз. Бу формуладаги I сонни Ф (() =  —  =  0,475

тенгликдан Лаплас функцияси жадвали буйича топамиз: ( =  1,96. 
Бунда 6  нинг цийматини X  тасодифий микдор [1; 2] ораликда текис 
тацсимланган деган шартдан топамиз, шу сабабли унинг дисперсияси 
цуйидагига тенг:

а (Х) =  1 * ^ 1  = 1 1 = 1 .
'  12 12 12

Энди Ф (X) =  2Х  +  1 функциянинг дисперсиясини топамиз:

Я ( 2 Х + 1) = 4 0  (X) = 4 - ^ = 1 - .

Демак, 62 =  О (2Х +  1) =  —.3
Шундай цилиб, изланаётган синовлар энг кичик сонини ^исоблай- 

миз:
1

(1,96)2- —  
я =  =  3 _ 1 2 8

V2. (О, I)2

9- дарсхона топшириклари
1

1 . I" (1 — Х-) йх ашщ интегрални Монте — Карло усули ёрдамида 
-о

^исобланг, бунда тасодифий сонлар жадвалидан кетма- кет 30 та 
цийматни вгргулдан кейинги учта разами билан олинг. Абсолют ва 
нисбий хатоликларни топинг.

Ж : 0,685; 0,018; 2,7 %.
2

2. ( 1п хйх аниц интегрални Монте — Карло усули ёрдамида ^и- 
1

собланг, бунда тасодифий сонлар жадвалидан 10 та цийматни вер- 
гулдан кейинги учта разами билан олинг. Абсолют ва нисбий хато
ликларни топинг.

Ж : 0,371; 0,015; 3,9 %.

9- му ставил иш топшириклари

1. Монте—-Карло усулидан фойдаланиб,
з

* I* {х2 +  х3) йх
2
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интегрални з^исобланг, бунда тасодифий сонлар жадвалидан 2 0  та 
Кийматни олинг. Абсолют ва нисбий хатоликларни топинг.

Ж : 21,894; 0,689; 3 ,1% .
2. Монте — Карло усулидан фойдаланиб,

1
Г  й х

3 1 + *о

интегрални хисобланг, бунда тасодифий сонлар жадвалидан 10  та 
Кийматни олинг. Абсолют ва нисбий хатоликларни топинг.

Ж: 0,6968; 0,0037; 0,5 %.

10- §. Оддий дифференциал тенглама учун Коши масаласини 
Эйлер усули билан ечиш

Эйлер усули билан Коши масаласини ечишга мисоллар курайлик.
1-м и со л. Эйлер усулидан фойдаланиб,]

дифференциал тенгламанинг у  (0 ) =  1 бошлангич шартни каноатлан
тирувчи у  функциясининг кийматларини ^исобланг, ^адамни Л =  0 , 1  
деб олинг. Унинг биринчи туртта кийматини топиш билан чекла- 
нинг.

Ечиш . Аргументнинг кетма-кет кийматларини топамиз: 
ха =  0; л:х =0 ,1 ; х2 =  0,2; х3 =  0,3: х4 =  0,4.

Изланаётган функциянинг мос кийматларини (21.1) формула

У1+1 =  Ус +  М  (*,, Ус)

буйича ^исоблаймиз, бу ерда I — 0,3 , к =  0,1, /  (х, у) =  - ~ -х .
У +  х

Дисоблаш натижаларини 3.60-жадвалга жойлаштирамиз.
3.60- ж а д в а л

1 X У У —  х У +  х
у  — *

/  (*> у) — ,
У +  х

Л-/ (х , у)

0 0 1,000 1,000 1,000 1,000 0,1000
1 0,1 1,100 1,000 1,200 1 ,833 0 ,0 8 3
2 0 ,2 1,183 0 ,9 8 3 1,383 0 ,711 0,071
3 0 ,3 1,254 0 ,9 5 4 1,554 0 ,6 1 4 0,061
4 0 ,4 1 ,315 — --- —

2-ми со л. Эйлернинг биринчи ва иккинчи такомиллаштирилган 
усулларидан фойдаланиб,
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; Ъференциал тенгламанинг у  (0 ) =  1 бошлангич шартни цаноатлан- 
11_ ’вчи у функциясининг цийматларини топинг, к =0,1- Биринчи 
Г'1 цийматни топиш билан чекланинг.

|иш. Бу ерда к =  0,1, /(*, у) = .
: — , у +  х
Ь тенглама интегралини синиц чизицлар такомиллаштирилган 

усули формуласи (2 1 .2 )

У1+1 =  У{ +  Ь - Н х 1+ Ь  У1+1 ),

(бу ерда х 1+^  =  х{ +

?,+ ■! +  У) 

билан ^исобланган натижалари 3.61-жадвалда келтирилган:

3.61- ж  а д  в а л

1 Х1 У1
Н

^  /  (*/• Уд х' + 4 * / ( * /+ - ■  У1+
2 2

0 0 1,000 0 ,0 5 0 0 ,0 5 1 ,050 0,091
1 0,1 1,091 0 ,0 4 2 0 ,1 5 1 ,1 3 3 0 ,0 7 7
2 0 ,2 1,168 0 ,0 3 5 0 ,2 5 1 ,2 0 3 0 ,0 6 6
3 0 ,3 1,234 0,031 0 ,3 5 1 ,2 6 5 0 ,0 5 7
4 0 ,4 1,291 --- — — —

Навбатдаги жадвалда (3.62-жадвал) берилган тенгламанинг ин
тегралини Эйлер — Коши такомиллаштирилган усули (21.3) форму
ласи

н
У1+1 =  У1+  ^  (/(*<• +  /(*,+ !• 0 ,+!)).

(бу ерда г/ (+1 =  у. +  к[ (х{, г/.)) буйича ^исоблаш натижалари келти
рилган.

3.62- ж  а д в  а л

1 У1
Н

~ ^ Н х 1>Уд У1+1 Н
- / ( * , '+ ! ,  У1+1 у  (/ (*1. Уд +

+  /  К + 1’ ^1+ 1))

0 0 1,000 0 ,0 5 0 0,1 1,100 0 ,0 4 2 0 ,0 9 2
1 0,1 1,092 0 ,0 4 2 0 ,2 1,176 0 ,0 3 6 0 ,0 7 8
2 0 ,2 1 ,170 0 ,0 3 5 0 ,3 1,240 0 ,031 0 ,0 6 6
3 0 ,3 1,236 0,031 0 ,4 1,298 0 ,0 2 7 0 ,0 5 8
4 0 ,4 1,294 --- — — --- ---
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3-м и сол . у' =  2 х  — у  тенглама учун г/(0 ) =  — 1 бошланг : 
шартли Коши масаласини Эйлернинг итерация усули билан ечи г. 
К,адамни Н =  0 ,2  деб олинг. Ечишни учта унлик ракамлар V и- 
уст тушгунга кадаР давом эттиринг.

Ечиш . Бу ерда /1 = 0 ,2 , / (л;, у) =  2 л: — у. Маълум 1.4) 
=  Ус +  Л/ [Хр у {) формулага кура I =  0  булганда куйида. * но

линчи яцинлашишга эга буламиз:

У[0)= Ь Н х о, уо) =  - 1  +  0 ,2 (2 -0 +  1) = - 0 ,8 0 0 .  
у х ни (21.5) формула

У 1#  1 =  Ус +  7  \ ! ( Х с  У ,) +  I ( * ,+ 1 , г/-” !1)] 

буйича итерациялаймиз:

У[1 ) =У о +  -^1Пх0, у 0) +  [ ( х 1, < > ) ] .= - 1 + 0 ,1  [1 +  2-0,2 -

— (— 0,800)] =  — 0,780;

У[2) =Уо +  ^1Н хо, </„)+/(*!, У}1»)] =  - 1  +  0,1 [1 +  2 - 0 ,2 -

— (— 0,780)] =  — 0,782;

У(!3) =  Уо +  7  I/ (*», Уо) +  /  («1, У}2’)] =

=  -  1 +  0,1 [1 +  2-0,2 — (— 0,782)] =  — 0,782. 
у г =  — 0,782 ни зфсил ц и л д и к .  (21.4) формула буйича у (20) нинг 
кийматини ^исоблаймиз:

*/<0) = У 1 +  кПхг, У г ) = ~ 0,782 +  0,2(0,2-2 +
+  0,782) =  — 0,546. 

у г ни (21.5) формула буйича итерациялаймиз:

У р  =  Ух +  у  [/ («1, Ух) +  I (хг, г/(°))] =

=  — 0,782 +  0,1 [2-0,2 +  0,782 +  2-0,4 — (— 0,546)] =  — 0,529;

У(22) =  Ух +  7  [/ (*г, Ух) +  /  (х2, г/<‘>)1 =

=  — 0,782 +  0,1 [2-0,2 +  0,782 +  2-0,4— (— 0,529)] =  — 0,531;

*43) “  «/1 +  7  [/ (•*!, Ух) +  I (*2. ^ 2))1 =

=  — 0,782 +  0,1 [2-0,2 +  0,782 +  2-0,4— (— 0,531)] =  — 0,531.
у2 =  — 0,531 ни ^осил килдик. Шунга ухшаш хисоблаб, у 3, уА, 

у ъ ни топамиз (3.63-жадвал).



3 .6 3 - ж а д в а л

( XI У1 ИЙ?! у\+ 1
„О) 
У 1+1

0 0 — 1 —0 ,8 0 0 — 0 ,7 8 0 — 0 ,7 8 2 — 0 ,7 8 2
1 0 ,2 — 0 ,7 8 2 —0 ,5 4 6 — 0 ,5 2 9 —0 ,531 — 0,531
2 0 ,4 —0,531 —0 ,2 6 5 — 0 ,2 5 2 — 0 ,2 5 3 — 0 ,2 5 3
3 0,6 — 0 ,2 5 3 0 ,0 3 8 0 ,0 4 8 0 ,0 4 7 0 ,0 4 7
4 0 ,8 0 ,0 4 7 0 ,3 5 8 0 ,3 6 5 0 ,3 6 6 0 ,3 6 6
5 1,0 0 ,3 6 6 — --- — —

Топилган у { кийматлар
у  =  е~х +  2 х — 2

хусусий ечимнинг {0 ; 1] кесманинг мос нуцталаридаги кийматлари 
билан 0 ,0 1  гача аникликда устма-уст тушишини текшириб куриш 
цийин эмас.

10- дарсхона топширицлари
1. Эйлер усули билан

, __ ( х + у )  (1 — ху) 
х +  2 у

тенгламанинг г/(0 ) =  1 бошлангич шартли сонли ечимини [0 ; 1] кес
мада топинг, к =  0 ,2  деб олинг.

Ж : у {  1) =  1,27.
2. Эйлер усули билан|

У' = * ] + У
тенгламанинг у  (0 ) =  1 бошлангич шартни каноатлантирувчи ечимини 
к =  0 ,1  кадам билан туртта нуцтада цисобланг.

Ж: у (0,4) =  1,52.
3.2-масалани ушбу уч усул билан ечинг:
а) синиц чизицлар такомиллаштирилган усули;
б) Эйлер — Коши такомиллаштирилган усули;
в) итерация усули.

10- мустацил иш топширщлари
1. Эйлер усули билан

*2 +  у2
тенгламанинг у  (0 ) =  1 бошлангич шартли сонли ечимини [0 ; 1] кес
мада топинг, к =  0 ,2  деб олинг.

Ж: у (  1) =  1,328.
2 . у { 2 ) = 4  бошлангич шартли у' =  у2 +  — тенгламанинг ечими

ни к =  0 ,1  кадам билан туртта цийматини ушбу усуллар билан то
пинг:

а) Эйлер усули;



б) синиц чизицлар такомиллаштирилган усули;
в) Эйлер— Коши такомиллаштирилган усули;
г) итерация усули.
Ж: а) у  (2,4) =54,86.

11-§. Сонли дифференциаллаш. Юцори аницликдаги сонли 
дифференциаллаш формулалари

Сонли дифференциаллашга бир нечта мисоллар курайлик.
1-мисол.  Синуслар жадвали к =  0,2 кадам билан берилган. 

х =  0 ,6  нуктада биринчи ва иккинчи тартибли ^осилаларни топинг 
(3.64- жадвал).

3.64- ж  а д в а л

1 X у  =  / ( х )  =  5Ш  X 1 х у  =  / ( Х) =  51П .V

0 0 0 5 1,0 0 ,8 4 1 4 7
1 0 ,2 0 ,19867 6 1,2 0 ,93204
2 0 ,4 0 ,38942 7 1,4 0 ,98545
3 0,6 0 ,56464 8 1 , 6 0,99957
4 0 ,8 0 ,71736 9 1,8 0 ,97385

Ечиш.  Чекли айирмалар жадвалини тузамиз (3.65-ж адвал).
1 3 . 6 5 - ж а д в а л

/ X у  =  51П X А У Д2</ А3 У А4 у А 6 У Л6 у

0 0
0,2

0 0 ,19867 — 0,00792 —0,00761 0 ,00064 0,00022 0 ,00010
1 0 ,19867 0 ,1 9 0 7 5 — 0,01553 —0,00967 0 ,00086 0 ,00032 —0,0019
2 0 ,4 0 ,3 8 9 4 2 0 ,17522 —0 ,2 2 5 0 —0,00611 0 ,00118 0 ,0 0 0 1 3 0,00005
3 0,6 0 ,5 6 4 6 4 0 ,1 5 2 7 2 —0,02861 —0,00493 0,00131 0 ,0 0 0 1 8 —0,00009
4 0 ,8 0 ,7 1 7 3 6 0,12411 —0,0 3 3 5 4 —0,00362 0 ,00149 0 ,0 0 0 0 9 —
5 1,0 0 ,84147 0 ,09057 — 0,03716 —0,0 0 2 1 3 0 ,00158 --- —
6 1,2 0 ,93204 0,05341 — 0,03929 —0,0 0 0 5 5 — --- —
7 1,4 0 ,9 8 5 4 5 0 ,01412 — 0,03984 — — --- —
8 1,6 0 ,9 9 9 5 7 —0,02572 — — — --- —
9 1,8 0 ,9 7 3 8 5 — — — — --- —

х0 =  х3 =  0,6 деб олиб, (17.3) ва (17.4) формулалар буйича хоси- 
лаларни ^исоблаймиз:

Г (0,6)
1

0,2
0,15272 (— 0,02861) (— 0,0493)

. 0,00131 + —  • 0,00018 ------ ( — 0,00009)
4 5 6

/" (6 )
0
—  [— 0,2861 — (— 0,00493) +  —  • 0, 
,22 |_ 2

=  0,82540; 

00131 —

— —  • 0,00018 +  —  ( -  0,00009) 
6 180

=  — 0,56742.

2-мисол.  Функция 3.66-жадвал билан берилган.
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3 . 6 6 - ж а д в а л

X 0 1 2 3 4 5

У — 5 — 1 19 73 179 355

х =  1,5 ва л: =  4 ,2  нуцталарда биринчи ва иккинчи тартибли *о- 
силаларни топинг.

Ечиш.  Чекли айирмалар жадвалини тузамиз (3.67-жадвал).

3.67- ж а д в а л

2 X У А У Д гу А 3У Д *У

0 0 — 5 4 16 18 0
1 1 —  1 20 34 18 0
2 2 19 54 52 18 —

3 3 73 106 70 — —

4 4 179 176 — — —

5 5 355 — — — —

а) (17.1) ва (17.2) формулалардан фойдаланамиз. Жадвалга кура 
Л =  1 . Хосилаларни л: =  1,5 нуктада ^исоблаш учун хд =  1 деб ола-

х  —  х0 1 , 5 — 1 „ гмиз, у цолда = --------= ------ -—  =  I), о;Л 1

Г(1,5)ж у ^ 2 0 +  2 ' ° ’25~ -  • 3 4 +  ^ ^  -0,5 +  2 ]8|  =  19)25.

/"(1,5) (34 +  (0,5 -  1) 18) =  25.

б) (17.7) ва (17.8) формулалардан фойдаланамиз. х  =  4,2 нуцтада 
(у унг охирига яцинроц) хосилаларни ^исоблаш учун хп =  4 деб 
оламиз, у холда

I =  — Х-Л =  4'2 ~ 4 =  о,2 ;
Л 1

/ '  (4 ,2 ) »  у  106 +  2 ' +  1 . 5 2  +  3-0,2*+ 6 -0 .2 +  2 18|  =  152)3б; 

/" (4,2) «  [52 +  (0,2 +  1) • 18] =  73,6.

1 1 -дарсхона т оп ш и рщ лари

1. < /= /(* ) функция жадвал билан берилган. (3.68; 3.69; 3.70- 
жадваллар). ^осиланинг цийматини курсатилган х х ва х 2 нуцталарда 
топинг:



а)
3. 68- ж а д в а л

X 1,8 1 ,9 2 ,0 2,1 2 ,2 2 ,3 2 ,4 2 ,5  1

У 1,44013 1,54722 1,67302 1,81973 1,98970 2 ,18547 2 ,40978 2 ,6 6 5 3 7

хх =  2,03 ва х2 =  2,22.

3. 69- ж а д в а л
б)

X 1,0 1,1 1,2 1 ,3 1,4 1 ,5 1,6 1 ,7

У 1,0083 1,1134 1 ,2208 1,3310 1,4449 1,5634 1,6876 1,8186

хг =  1,14 ва хг ~  1,42.

3 . 70- ж а д в а л
В)

X 2 ,8 2 ,9 3 ,0 3 ,1 3 ,2 . 3 ,3 3 ,4 3 ,5

У 3,92847 4,41016 4 ,9 3 8 2 8 5,51744 6 ,15213 6 ,84782 7 ,61045 8,44671

хг =  3,02 ва х2 =  3,31.

Ж : а) Г (2,03) =  1,42249; / '  (2,22) =  1,87640
б) / '  (1,14) =  1,0704; (1,42) =  1,1698;
в) Г  (3,02) =  5,63133; / '  (3,31) =  7,34833.

2. у  = /  (х) функция 3. 71- жадвал билан берилган. / '  (дс) ва / "  (х) 
з^осилаларнинг кийматларини х  =  2  нуктада ^исобланг.

3. 71- ж а д в а л

X 1 2 3 4 5 6

У 1 5 21 55 113 201

Ж: Г  (2) = 9 ; /" (2 ) =  112.
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1. у  =  I (х) функция 3. 72; 3. 73- жадвал билан берилган. Хрси- 
ланинг кийматини курсатилган хг ва х2 нуцталарда цисобланг.

11- мустщил иш топширицлари

3. 72- ж а д в а л
а)

X 0 ,7 5 0 ,8 0 0 ,8 5 0 ,9 0 0 ,9 5 1,00 1,05 1,10

У 0 ,2 8 0 3 0 ,3 1 8 6 0 ,3 5 9 2 0,4021 0 ,4472 0 ,4 9 4 5 0 ,5 4 3 8 0 ,5952

хх =  0,82 ва х2 =  1,03.
3. 73- ж а д в а л

а)

X 1,1 1,2 1 ,3 1 ,4 1 ,5 1,6 1 ,7 1,8

У 0 ,8 8 0 2 0 ,9 1 0 3 0 ,9 3 4 0 0 ,9 5 2 3 0,9661 0 ,9764 0 ,9 8 3 8 0,9891

хх =  1,34 ва х2 =  1,65.
Ж : а) / ' (0,82) =  0,8077; / ' (1,03) =  0,9914;

б) /'(1,34) =0,1873; / ' (1,65) =  0,0741.
2. у' =  /  (х) функция 3. 7 4 -жадвал билан берилган. / ' (х) ва 

/" (х) ^осилаларнинг кийматларини х =  2,5 нуцтада хисобланг.

3. 74- ж а д в а л

X 0 1 2 3 4 5

У 1 3 19 85 261 631

Ж: /'(2,5) =  63,5; /" (2,5) =  75.

12- §. Иккинчи тартибли оддий дифференциал тенглама учун 
чизицли чегаравий масалани ечиш

Чегаравий масалаларни ечишга битта мисол курайлик.
М и с о л .  у" +  х2у  +  2 = 0  дифференциал тенглама учун

У (— 1) =  0 , У (1) =  0  

бошлангич шартли чегаравий масалани [— 1) 1] кесмада чекли айир
малар усули билан ечинг. Бу кесмани туртта тенг булакка булинг.

Е ч и ш .  [— 1; 1] кесмани Л =  0,5 цадам билан туртта тенг бу
лакка (п =  4) буламиз;
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*0 1. х г ------0,5; х2 — 0; х3 —,0,5; х4 =  1 .
Бунда у 0 =  У (— 1) =  0 ва у х =  у  (1) =  0 цийматлар маълум. 

Ушбу учта цийматни ^исоблаш лозим:
У \ = У {  0,5); у 2 =  у  (0); у 3 =  у  (0,5).

(23. 9) формулаларда 1 =  1, 3 деб, у ъ  у 2, у 3 кийматларни ^и- 
соблаш учун тенгламалар системасини тузамиз:

> - >  +  ». + ^ 1 +  г =  0.

,* - 2в + » .  + $ у г +  2 = о ,

> -  у . +  », + ^ у> +  2  =  0 .

У о = 0 ,
«/4=0.

Н =  0,5 ни урнига куйиб ва системани соддалаштириб, ^уйида- 
гини )̂ осил киламиз:

16*/0 — 31г/4 +  16г/2 = — 8 ,
2 У х ~  4у 2 +  2у3 =  — 1,

16*/2 — 31у3+16г/4 =  — 8 ,
Уо = 0 ,

«/4=0.
Бу ердан:

Уо 0, у х 0,8, у 2 1,05, у 3 =  0,8, у4 =  О,
12- дарсхона т опш ириклари

Берилган кесмани п та тенг булакка булиб, дифференциал тенг
ламани курсатилган чегаравий шартларда чекли айирмалар усули 
билан ечинг.

1. х 2у" — х у ’ =  Зх3;
1/ ( 1) =  2; у ( 2) =  9; [1; 2]; я =  4.

Ж : г/г =  2,953; у2 =  4,375; у 3 =  6,359.
2. х2у" +  ху' — у  =  х2;

*/(1) =  1,333; у '  (3) =  3; [1; 3]; п =  7.
Ж: у х =  1,926; у 2 =  2,593; у 3 =  3,333; 

у х =  4,148; =  5,037; у в =  6 .
3. у" +  (х — 1) у' +  3, \2Ьу =  4х;

У (0) =  1; у { \ )  =  1,368; [0; 1]; я =  10.
Ж: у г =  1,17; у 2 =  1,31; у 3 =  1,42; у х =  1,50; у ъ =  1,64; 

ув =  1,66; у -  =  1,63; =  1,58; у 9 =  1,49.
12- м у  ст авил иш т опш ирщ лари

Берилгаи кесмани я та тенг булакка булиб, дифференциал тенг
ламани курсатилган чегаравий шартларда чекли айирмалар усули 
билан ечинг.



1. х*уп — 2у = 0 ;
у (1 )-2 у '(1 )  = 0 ; у  (2) = 4 ,5 ; [1; 2]; п =  5.

Ж : Уо =  2; у х =  2,273; у 2 =  2,674; у3 =  3,185; у4 =  3,796.
2 . у" +  .п/' + у  =  2 х;

у ( 0) =  1; г/ (1) =  0; [0; 1]; « =  10.
Ж : Ух =  0,874; у г =  0,743; г/ 3 =  0,611, у4 =  0,482; */5 =  0,362; 

у в =  0,253; =  0,161; у 9 =  0,087, =  0,033.

13-!§. «Прогонка» ва коллокация усуллари

«Прогонка» ва коллокация усуллари билан бир нечта мисоллар
нинг ечимларини келтирайлик.

1- м и с о л .  «Прогонка» усулй билан
У" +  х2у  =  — 2; у (— 1) =  0; */ (1)=0

чегаравий масалани (12- § даги 1- мисол) [— 1; 1] кесмани тенг турт 
булакка булиб ечинг.

Е ч и ш .  /г =  4; Н = 0 ,5 ; х ь =  х0 +  М га эгамиз. Чегаравий шарт-
лари билан берилган масаладан мос (23- 12) ва (23. 13) чекли айир
мали тенгламаларга утамиз. Ечилаётган масалада

р { =  р  (*,-) =  0 ; я, =  я Ю  =  х г  ! с =  /  (*/) =  — 2 ;
« о 1 =  Ро =  VI =  0 ,

« 1  = 0 , =  0 , =  0 ,
*/« =  */(— 1) = 0 , */4 =  у ( 1) = 0 .

т,., пг  лар учун (23. 14) формулаларни тузамиз: 

т .  =  (/.й2 — 2  =  0,25хг; л. =  1, /. =  — 2 .

Ечимни (23. 16) формула буйича топамиз:

у ,  =  с , Ц  —  У 1+ , ) ,  1 =  1, 3 ,  

бу ерда с0 =  0 , йа =  0
______________________1______________________

‘ _  0 ,2 5 ^  — 2 — С(. _ 1

й, ~  0,5 _1 *̂ *_р  ̂ 1,3.

Жадвални тулдиришга утамиз (3. 75- жадвал).

Аввал с(, с1, ларни, кенин (23. 16) формулалар буйича 
=  1 , 3 ларни ^исоблаймиз (тескари йул).

(23. 20) 

(23.18)

У о 1 =
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3. 75- ж а д в  ал

* 0 1 2 3 4

С1 0 —0 ,5 1 6 — 0,6 7 4 — 0,791
— — 0 ,5 —0 ,7 5 8 — 1,011 —

х < —  1 — 0 ,5 — 0 ,5 1

Ус 0 0 ,7 9 9 1,049 0 ,7 9 9 0

2 - м и с о л . 1- мисолдаги чегаравий масалани коллокация усули 
билан ечинг.

Е ч и ш .  1̂ уйидагига эгамиз:

у" +  хау  =  -  2 , 
у ( - 1 ) = у ( 1 )  =  0.

Базис функциялар сифатида ип (л:) =  х 2п~2 (1 — х2), п =  1 , 2 , . . .  
куп^адларни оламиз.

Чегаравий шартларни каноатлантирувчи ушбу иккита

щI (л:) =  1 — х'2, и2 {х) =  х2 — х 4

базис функция билан чекланамиз.
У ^олда

у  =  сх ( 1 — х2) + с .2 (х2 — х4).

Буни дифференциал тенгламага куйганимиздан сунг,
К (*) =  сг (х2 — х* — 2) +  с2 (х4 — х6 — \2х2 +  2 ) +  2

фарцни оламиз. Коллокация нукталари сифатида
1 г, 1хл ----------. х2 =  0 , хч =  —1 2 2 . 3  2

ни олсак, бу нукталарда

/ ? ( ± у ) = 0 , Д(0 ) =  0 .

Шундай 1̂ илиб, сг ва с2 коэффициентларни аницлаш учун
^2 " 1 О»

-  СХ + -  с2—  2 = 0  
16 1 64 2

тенгламалар системасини ^осил киламиз- Бу ердан сх =  1,068 ва 
с2 =  0,068. Шундай килиб, ушбу такрибий ечимни ^осил килдик:

у  »  1,068 (1 — х2) +  0,068 (л:2 — х4) =  1,068 — л:2 — 0,068л:4.
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1. «Прогонка» усули билан чегаравий масалаларни ечинг:
а) у" — 2ху' — 2у  =  — 4х;

У (0) — у' (0) =  0 , у(1) =  3,718; » =  Ю; 
б) у" + у  =  — х\

0 (0 ) =  0, 0 (1) = 0 ; я =  4.

13- дарсхона топширицлари

0 з =  — 0,072; 
0 в =  — 0,078; 
09 =  — 0,032;

Ж : а) 0 ! =  — 0,025; у 2 =  — 0,049;
0 4 =  -  0,078; 0 , =  — 0,081;
0 7 =  — 0,070; 0 8 =  — 0,055;

б) 0 ! =  0,039; 0 2 =  0,063; у 3 =  0,055.
2. Коллокация усули билан ушбу чегаравий масалани ечинг:

У" + У  =  — х,
0 (0 ) = 0 ,  у(1) = 0 ; п =  4.

Натижани 1 (б)- масала ечими ва аник ечим билан такдосланг.

13- мустацил иш топшириги 

«Прогонка» ва коллокация усули билан
у" +  0  =  х,

0 (— 1) =  0 , 0 (1) =  0

чегаравий масалани ечинг. Натижаларни аник ечим билан таккос- 
ланг.

14- §. Лаплас тенгламаси учун турлар усули

Турлар усули татбикини битта масала ечиш мисолида курсатай- 
лик.

М и с о л .  Лаплас тенгламаси
дги . дЬг _  р  

Л ?  ду2

нинг бирлик квадратдаги
0 , агар 0  <  л: ^  1, у =  0  булса,
—  0  (6 4 0 2 — 600  +  29), агар л; =  0, 0 <  у  <  1 булса,
3

— (1 — х) (64л:2 — 6 8 л: +  3), агар 0 <  1, 0  =  1 булса,
3

О, агар х =  1, 0  <  у  <  1 булса

и {х, у) =

чегаравий шартлар буйича ечимини топинг.
Е ч и ш .  Н =  0,25 деб олиб,

О =  {0  <  х <  1 , 0  <  0  <  1} 
квадратни х. =  Их, у. =  /А (/, / =  0, 4) турри чизиклар билан Он 
турли сохага алмаштирамиз.



3. 31- шаклдаги А, В, С, О тугунлардан ташцари барча тугунлар 
^исоблаш тугунларидир.

1Л11Т Г Ч ' ( у. .

у

1 V

Г" V 

1 ( V (7 V1 ■ ■

х — Иг, у  =  ]Н алмаштиришдан 
сунг, чегаравий шартлар биринчи 
тур чегаравий тугунларда (шакл
даги цора доирачалар) ушбу ку- 
ринишни олади:

А

3.31- шакл

ию Ы4/ ® 1 . 3)

“ /о == - 7 л -/(64(Л/)* - 60 ( А/ ) +  

+  29) =  (4/ 2 -  15/ +

+  29) (/ =  1, 3),

ии =  у  (1 - \ )  (64 (к,)* - 68к. +  33)
1=  4- (4 — 0 (1б1а — 6 8 / +  132). (1 =  1, 3)

Чегаравий шартлар ва номаълум кийматлар (хисоблаш тугунлари- 
да — шаклда буялмаган доирачалар) жадвалини келтирамиз (3. 76- 
жадвал):

3. 76- ж  а д в а л

с

оII С го 1 ! Ю О «з» — В

иоз ~  40 «13 «23 «33 « 4 3 =  0

^02 =  ^0 «12 «22 «32 «42 =  0

^01 =  Ю «11 «21 «31 «41 = 0

О С О

II О «20 == 0 «30 =  0 А

Айирмали схемани (24. 2) формула буйича тузамиз:

и Ц =  К -  I. у +  “ /  +  1.‘ Д +  у -  I + ■  у +  1) ’

бу ерда (х.± у ,±1) — хисоблаш тугунлари.
Келтирилган жадвалдан ва беш нуктали «хоч» (3. 28- шаклга к )  

«Колип» идан фойдаланиб, ушбу айирмали схемани тузамиз:
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«21 ~  ~7~ (ЫИ 3̂1 “Ь и22 4“ 0)»4

«3 1 =  —■ («21 +  0 +  «32 +  0)>4

«12 =  ~  (2 0  +  «22 +  «11 +  «1з)>

«22 ~  “  («12 ~~Ь «32 “Ь «21 4" «2з)>

«32 =  ~Г («22 +  0 +  «31 +  «33),4

«1з =  — (40 +  «2з +  40 +  «12),

«23 =  ~Г («13 +  «23 +  20 +  Ы22)'4

«33 =  -у  («23 +  0 +  «12 +  «32)•

Симметриклик хоссасига асосан:

«11 =  «33> «12 «2 3> «21 «32 •

Шу сабабли хосил килинган айирмали схема соддалашади:

«И =  — (1 2  +  «21 +  «12),

«21 =  у  («11 “Г «31 +  «за),

«31 =  у  (̂ 21 4  «32) у  «21>

«12 =  ---(20 4" «22 4" «11 4  «1з)>4

«22 у  («12 4- «32 4  «23 ”Ь «21) («12 4~ «21),

«13 =  у  (40 +  «зз 4  «12 4  40) = 2 0  4- —  и12.

Бу системани оддий итерация усули ва Зейдель усули билан 
ечамиз (15-§).

Нолинчи як,инлашишни чегаравий цийматлар буйича чизикли ин
терполяциялаш ёрдамида (8 . 7) формула (сатрлар буйича)

“?/ =  %  +  (ии - “о / ) т

орцали ^исоблаймиз.
/ =  1 булганда

ззз

ип  =  (12 +  ы21 +  ы12 +  0),



га эга буламиз, бу ерда г =  1, 3 ни узгартириб, 
и)® =  9, и°п =  6 , ы3° =  3

ни хосил циламиз.
Симметрикликни хисобга олиб

«32 ~  «21 “  «33 =  ы и =  9

деймиз. ыу2 ва и2°2 ни хисоблашда (8 . 7) чизикли интерполяция фор
муласидан / =  2  да ва топилган ы°2 ^ийматдан фойдаланамиз:

и  а  =  «<>2 Н-  («32 « 02) у  =

=  2 0  +  (6  -  2 0 ) ± - 2 0 ( 1 - ^ ( ) .

Бундан 1 =  1 ,2  ни узгартириб,
и °  =  15,33; ы, 2 =  10,66 

ни х°сил циламиз. Симметрикликни хисобга олиб,

“23 =  «12 =  1 5 -3 3

деб оламиз.
Сунгги хийматни /  =  3 сатр учун чизикли интерполяция фор

муласи буйича хисоблаймиз ва бунда топилган и2° цийматдан фойда
ланамиз :

«оз =  «оз +  («аз -  «оз) ~  =  40 +  (15,33 -  40)— ЕI 11

бундан г =  1 да и {° =  27,67 ни хосил ^иламиз.

Топилган нолинчи я^инлашишни жадвал шаклида ёзиш мумкин 
(3.77- жадвал):

3. 77- ж а д в а л

и°, =  1 2 + ( 0 - 1 2 ) у  =  1 2 ^ 1 -  -^ 1

и, з° =  27,67 «2з =  15 ,33 “ зз — 9

и12 =  15,33 “22 =  10,66 “ 32 =  ®

“ 11 =  9 “21 =  6

СОII3

З^осил булган тенгламалар системасини ечишни икки усул: од
дий итерация (15.2-§) ва Зейдель усуллари (15. 3- §) билан амалга
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оширамиз. ^исоблашни то иккита кетма- кет ечим ^ар бир узгарув- 
чи буйича 0 ,1  гача аникликда устма-уст тушгунча давом эттирамиз.

Оддий итерация усули буйича хисоблашда туртта итерация, Зей
дель усулида эса 3 та итерация талаб этилди. Ечимлар жадвалларда 
келтирилган (3. 78; 3. 79- жадваллар).

3 . 7 8 - ж а д в а л  3 . 7 9 - ж а д в а л

40 20 12

40 2 8 ,6 17 ,0 8 ,6 0

20 17,0 11 ,4 5 ,7 0

12 8 ,6 5 ,7 2 ,8 0

0 0 0

40 20 12

40 2 8 ,5 17 ,0 8 ,6 0

20 17 ,0 1 1 ,3 5 ,6 0

12 8,6 5 ,6 2 ,8 0

0 0 0

Оддий итерация усули Зейдель усули

14-дарсхона топшириги

— д*и_ _  д л аилас тенгламасининг такрибий ечимини квадрат 
дхг ду2

учун курсатилган чегаравий шартларда ечинг:
16,18 38,63 б) 17,98 39,02

0 ,0 0 * • • •  50,00 0 ,0 0 * • • •  50,00
0 ,0 0 * О О •  30,10 0 ,0 0 * О О •3 0 ,1 0
0 ,0 0 * о О •  12,38 0 ,0 0 * о О •1 2 ,3 8
0 ,0 0 * • • •  4,31 0 ,0 0 * • • •  4,31

26,15 29,34 29,05 29,63

3 . 8 0 - ж а д в а л  3 . 8 1 - ж а д в а л

Ж:

0,00 16,18 38 ,6 3 50 ,0 0 6 ) 0,00 17,98 39 ,92 5 0 ,0

0,00 14,12 2 6 ,0 9 3 0 ,1 0 0,00 15,18 3 6 ,3 9 3 0 ,1 0

0,00 15,20 2 0 ,5 3 12,38 0 ,00 16,37 2 1 ,2 6 12 ,38

0,00 2 6 ,1 5 29 ,3 4 4 ,31 0,00 2 9 ,0 5 2 9 ,6 3 4 ,3 1

14- мустацил иш шопшириги

Лаплас тенгламаси =  0 нинг такрибий ечимини к
дх* ду2

=  кадам билан квадрат учун курсатилган шартларда ечинг:
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9,81 19,78 29,12 40,16 42,31
0,00» • • • • • • 50,00
0,00» 0 О О о о • 40,16
0,00* 0 о О о о • 33,11
0,00* 0 о О о о • 19,14
0,00* о о о о о • 13,0
0,00* о о о о о • 6,98
0,00* • • • • • • 4,31

17,28 31,96 40,00 30,50 17,28
Ж:

3,82- ж а д в а л

0,00 9,81 19 ,78 29 ,1 2 4 0 ,1 6 42,31 5 0 ,0 0

0,00 8 ,9 7 17,58 2 5 ,3 6 32 ,1 8 36,11 4 0 ,1 6

0,00 8,68 16 ,0 2 2 ,2 9 2 6 ,8 6 29 ,6 9 33,11

0,00 8 ,3 6 15,59 20,71 2 3 ,0 5 2 2 ,6 2 19,11

0,00 9 ,4 3 17,22 21,71 2 1 ,8 5 18,55 13,00

0,00 12,20 2 2 ,0 9 2 6 ,9 6 24,01 16,70 6 ,9 8

0,00 17,28 3 1 ,9 6 4 0 ,0 0 3 0 ,5 0 17,28 4,31

15- §. Иссиклик утказувчанлик ва тор тебраниш 
тенгламалари учун турлар усули

Иссиклик утказувчанлик ва тор тебраниш *тенгламаларини тур
лар усули билан ечишга мисоллар курайлик. ^

1- мис о л .

ди д2и __^

д1 дх2
иссиклик утказувчанлик тенгламаси учун

О {0 <  х <  1 ,0  <  I <  0 , 1}
турри туртбурчакда 0  <  х <  1 да и(х, 0 ) =  х (1 — х) бошлангич 
шартлар ва 0  <  I <  0 ,1  да

и (0 , I) =  0 , ы( 1, I) =  0

чегаравий шартлар билан берилган масалани ечинг.

Ечиш.  О со^ада х координата буйича к =  —  ^адамли ва I ко-
N



ордината буйича т =  кадамли турри туртбурчакли текис тур ки-

ритамиз: х{ =  Ш (/ =  0,ЛГ); 1Ь =  у% (т =  0, т). Н =  0,25 (Л/ =  4) деб
т 1оламиз. Ошкор схема туррун булиши учун (24- §)/■ =  — < — бу

лишини талаб циламиз, бундан
т <  0,03.

Булишлар сони М  бутун сон булиши учун т =  0,025 деб тан- 
лаймиз (М  = 4 )  (3.32 шакл).

V

V

0,025

0 0,25 1

3.32- ш акл 

Х,исоблаймиз: г =  =  0,4.

(24.3) ошкор схема шакл алмаштиришлардан сунг (24.5) кури- 
нишни олади:

Н  /+ 1  =  г («._,_ ] +  ы(+1_;) + ( 1  -  2 г) иц +  т/...
Бизнинг ^олда г =  0,4; =  0 булганлиги учун

ж  =  °> 4  (“ « - I ,  / +  “ н - 1 . у) +  ° - 2 “ <Г 

Бошлангич ва чегаравий шартлардан: 

«.0 =  ы (*, 0) +  //1(1 -  /А) =  4  (1 -  I )  =  1 ( 4 ~ И г
4 \  4 /  16

«о/ =  “ (°. N  =  °. им =  и (1, /т) =  0  (/ =  оГЗ; /' =  ОГЗ).
Бу формулалар буйича изланаётган функциянинг / =  0 да но

линчи катламдаги кийматларини (бошланрич шартлар) ^исоблаймиз:
Ь  ( 4 - 1  )

16
Ы10 = 0,1875;

=  -2(4.„ 2) =0,2500; 
10
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и , п =
3 (4 -  3) _

16
=  0,1875.

Т^рли О н соха схемасини келтирамиз (схемада изланаётган но
маълум кийматлар буялмаган доирачалар билан белгиланган (3.33- 
шакл)).

0 ,0

0 ,0

0 ,0

0 ,0

1— *

-------- 1 — 1 

(

—

V
)---------(

* ) ---—

*---------> —т ) тх

0 .0

0,1875 0,2500 0,1875 

3.33-шакл

0,0

0,0

0 ,0

Изланаётган функциянинг кийматларини навбатдаги /  =  1 бул
ган ’̂ атламда турт нуктали «колип» дан фойдаланиб хисоблашга ута
миз (3 .33 -шаклга ц).

« и  =  0,4 (и00 +  и20) +  0 ,2«10 =  0,4 (0 +  0,2500) +
+  0,2'- 0,1875 =  0,1375;

и21 =  0,4 (и10 +  из,) +  0,2и10 =  0,4 (0,1875 +  0,1875) +
+  0,2 -;0,2500 =  0,2000;

и31 =  0,4 (и20 +  «40) +  0,2 ы30 =  0 ,4  (0,2500 +  0) +

+  0 ,2-0 ,1875 =  0,1375

Функциянинг навбатдаги /  =  2 ,4  булган катламда ги кийматлари 
хам шунга ухшаш хисобланади (3 .83-жадвал).

3.83- ж а д в а л

/
“ о/ “ 1/ 11V из/ “ 4/

0 0 0 ,1876 0 ,2500 0 ,1 8 7 5 0

1 0 0 ,1 3 7 5 0,2000 0 ,1 3 7 5 0

2 0 0 ,1 0 7 5 0 ,1 5 0 0 0 ,1 0 7 5 0

3 0 0 ,0 8 1 5 0 ,1 1 6 0 0 ,0 8 1 5 0

4 0 0,0627 0 ,0 8 8 4 0 ,0627 0
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_ дги дги п  ,
2 - м и с о л . --------------=  0  торнинг тебраниши тенгламаси учун

д12 дхг
С? {О <  д: <  1 ,0  <  ^ <  0 ,6 } турри туртбурчак

диО <  х <  1 да и (х, 0 ) =  л: (1 — х), — = 0
д‘ 1(=о

бошлангич шартлар ва
О <  / <  0 ,6  да ы (0 , /) = 0 , ы(1 , х) =  О 

чегаравий шартлар билан берилган масалани ечинг.
Ечиш.  О со^ани х1 — Ш, =  / - х(г =  1, N. / =  1, М ) тур би

лан крплаймиз. Н =  0,25 деб оламиз, у з^олда г <  0,25. [0; 0,6] 
кесманинг узунлиги 0,6 буЛгани учун т =  0,2 ни танлаймиз, чунки 
М  бутун сон булиши керак (3.34-шакл).

(24.7). Хисоблаш фэрмуласи-
дан

Ш ’ =
/,■ =  0  ва V2 

=  0,64, и( /+) =  — ии / _ 1 +

+  0,64 (ы,_, , — и[+и ,) + 0 ,72  иц

а  = пзг у = т
Бошланрич ва чегаравий шарт

лар бундай ёзилади:

и1. О =  “ (Х1’ °) = Х№  ~ Х)  =

± ,

0,6

П.2

0 0,25 1
X

3.34- шакл

=  ^  (4 — 0, О’ =  1,3),

ди

д1
и(, 1 — иЛ -1

0,2
=  0(» =  1,3),

и0. =  и (0, /т) =  0, и41 =  и (1, /т) =  0 (/ =  1,3)

Изланаётган функциянинг нолинчи цатламдаги кийматларини ^и- 
соблаймиз (бошланрич шартлар):

.. _  1( 4- 1)
‘ 10 16

=  0,188;

«го =  2(4 . , 2) =  0,250; 
10

«30 =  -3 '4- ~ -) = 0 , 1 8 8 .
16
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Ол турли седа 3.35- 1аклда тасвирланган.

-------------- < -------------- <

к {

---------------

}___  ■ 1
>------------ “ Чг

ч . ^ ) _________ _
)-------------* / *

<Ч8& 0,250 0,168 

3.35- шакл

Энди изланаётган фУ[Кдиянинг навбатдаги цатламдаги ^иймат- 
ларини V — 0 Да «хоч» <0липи буйича ^исоблаймиз, лекин аввал
и,-, _[ ( /= 0 )  сохта 1\ИЙма ларНИ бошлангич шартлардаи бундай аниц- 
лаб оламиз:

- 1  =  “я- 
Шундай ь^илиб, бири!чи ^адамда

иа =  — ип +  0,64 0 +и,-+], 0) +  0,72«го
га эга буламиз. Бу ерда!

ип =  ^32 о +  ы,.+1_ 0) +  0,36и.0.
г =  1 булганда

ии =  0,32 (и0о “Ьи20) 0,364ц, =  0,32 (0 +  0,250) +
Н- 0,36-0,188 =  0,148;

1 =  2 булганда

ип =  0,32 щ10 +  ыд +  0,364и20 =  0,32 (0,188 +  0,188) +
4-0,36-0,250 =0,210;

/ = 3  булганда

и31 =  0,32 (ыи  4 им) 4- 0,36«30 =  0,32 (0,250 4  0) +
+  0,36-0,188 =0,148.

Изланаётган функциянинг кийматларини иккинчи кадамда (г / =  1 
да) х,ам шунга ухшаш >^сил ^иламиз:

“в =  “  ию 0,64 (и,_1# ! +  и(+1, ,) +  0,72«(. !, 
бу ердан ^уйидагига эга буламиз:

ы12 =  ыю +  0,64 (ы01 +  ип ) +  0,72 • ип  =
=  -  0,188 +  0 ,(54  (о +  0,210) +  0,72 • 0,148 =  0,053;



н2, =  — «го +  0,64 (ип  +  и31) +  0,72 • ип  —
=  — 0,250 +  0,64(0,148 +  0,148) + 0 , 7 2  0,210 =0,091. 

и3: =  ы12 =  0,053.

Симметрикликни х,исобга олсак. л;исоблашлар кейинги цадамларда 
(/ =  2  ва / =  3 да) хам худди шундай бажарилади. Хисоблаш нати
жаларини жадвалга ёзамиз (3.84- жадвал).

3.84- ж а д в а л

“ 0/ “ 1/ “ 2/ «3/ “ 4/

0 0 0 ,1 8 8 0 ,2 5 0 0 ,1 8 8 0
1 0 0 ,1 4 8 0,210 0 ,1 4 8 0
2 0 0 ,0 5 3 0,091 0 ,0 5 3 0
3 0 —0 ,0 5 2 —0,0 7 7 —0 ,0 5 2 0

15- дарсхона топшириги
ди д2и— =  —  иссиклик утказувччнлик тенгламасининг 
д1 дх2

и(х, 0 ) == (1, 1л:2 +  1, 1) з т  лх, 
и (О, I) =  0 , и( 1 , /) =  0  

шартларни каноатлантирадиган такрибий ечимини 0  <  / <  0 ,0 2  учун 
топинг. х аргумент буйича цадамни к =  0 ,1  ва г =  у  деб олинг.

Ж:
3.85- ж а д в а л

X 1,0 0,2 0 ,3 0 ,4 0 ,5 0 ,6 0 ,7 0,8 0 ,9

0,000
0 ,0 0 5
0,010
0 ,0 1 5
0,020

0 ,3 4 3
0 ,3 3 6
0 ,3 2 8
0 ,3 2 0
0,311

0 ,6 7 2
0 ,6 5 6
0 ,6 3 9
0,621
0 ,6 0 2

0 ,9 7 0
0 ,9 4 3
0 ,9 1 4
0 ,8 8 5
0 ,8 5 5

1,213  
1 ,172 
1,131 
1,088 
1,045

1,375 
1 ,318  
1,262 
1,206 
1 ,150

1,423 
1,351 
1 ,281 
1,212 
1 ,145

1,237
1,243
1,162
1,084
1,018

1,062 
0 ,9 7 3  
0 ,8 8 7  
0 ,8 2 4  
0 ,7 6 4

0 ,6 1 8
0,531
0 ,4 8 6
0 ,4 4 3
0 ,4 1 2

15- мустащл иш топшириклари
, ди д2и
1 . — =  иссиклик утказувчанлик тенгламасининг

и(х, 0) == (1,1л:2 +  2,3)е-*, и(0, /) =  2,3 ва ы(1, 0 =  3,4т- 1 

шартларни цаноатлантирадиган такрибий ечимини 0 <  / < 0 ,0 1  циймат-
лар учун топинг. х  аргумент буйича цадамни к =  0 ,1  ва г =  —

6
деб олинг.



Ж: 3.86- ж а д в а л

X 0,1 0 ,2 0 ,3 0 ,4 0 ,5 0 ,6 0 ,7 0 , 8 0 ,9

0,000 2,091 1,919 1,777 1,660 1,562 1,480 1,410 1,350 1,297
0 ,0 0 1 7 2 ,0 9 7 1,924 1,781 1,663 1,564 1,482 1,411 1,351 1,298
0 ,0 0 3 3 2,102 1,929 1,785 1,666 1,567 1,484 1,413 1,352 1 ,299
0 ,0050 2 ,1 0 6 1,934 1,789 1,670 1,570 1,486 1,415 1,354 1 ,300
0 ,0067 2,110 1,939 1,794 1,673 1,572 1,488 1,416 1,355 1,301

.  .  .

2. Ушбу
д-и дги __ 1

дР ~~ дхг 2 

тор тебраниш тенгламасининг
О = { 0  < 2 , 0  <  1}

сох;адаги

и (л:, 0 ) =  х3, — =  зш х, 
д‘  1 = 0

и (0 , () =  е1 — 1, и (2 , 0 = 4  соз *
шартларни цаноатлантирадиган такрибий ечимини топинг. х аргу
мент буйича цадамни к =  0 ,0 0 2 , I аргумент буйича цадамни эса 
т =  0 ,0 0 1  деб олинг.

Ж:

3 .8 7 -ж а д в а л

0 ,00 0 ,4 0 0 ,8 0 1,20 1 ,60 2,00

0 ,0 0 ,0 0 ,1 6 0 ,6 4 1,44 2 ,5 6 4 ,0 0
0 ,2 0 ,22 0 ,2 8 0 ,8 2 1,67 2 ,8 0 3 ,9 8
0 ,4 0 ,4 9 0 ,4 8 1 ,08 1 ,96 3 ,1 0 3 ,6 8
0 ,6 0 ,8 2 0 ,9 2 1,41 2 ,3 3 3 ,1 9 3 ,3 0
0 ,8 1 ,23 1,42 1 ,82 2 ,7 6 3,11 2 ,7 9
1,0 1 ,72 1 ,97 2 ,4 6 2 ,9 7 2,88 2 ,1 6

[Сос^ич (курс) иши

Талабалар томонидан Э^М да мустакил бажариладиган боскич 
ишининг маазуси: Иссиклик утказувчанлик тенгламаси учун аралаш 
масалани ечиш. Ошкор ва ошкормас схемалар.

Ва з и фа .  Масалани ечиш учун дастур тузиш ва уни синаш. 
К,адамни танлаш. ^исоб ишларини бажариш. Олинган натижаларни 
та^лил ^илиш.

342



1 - и л о в а
10 (^) =  0 ва 1х (ц) -  0 характеристик тенгламаларнинг илдизлари

И Л О В АЛ А Р

п А> (ц) =  0 тенгла
манинг илдизлари

/1 (ц) =  0 тенгла
манинг илдизлари

1 2 ,4048 3 ,8317
2 5,5201 . 7 ,0 1 5 6
3 8 ,6537 10,1735
4 11,7915 13,3237
5 14,9309 16,4706
6 18,0711 19,6159
7 21 ,2116 22,7601
8 24 ,3 5 2 5 2 5 ,9037
9 27 ,4 9 3 5 29 ,0468

10 30 ,6346 32,1897

2- и л о в а

—  = ------- ц характеристик тенгламанинг илдизлари
Л(и) 1к

1Н =  п Ц1 ц 2 Цз И4 Ц5 Не

0 ,0 0,0000 3 ,8317 7 ,0156 10,1735 13,3237 16,4706
0,01 0 ,1412 3 ,8343 7 ,0170 10,1745 13,3244 16,4712
0,02 0 ,1 9 9 5 3 ,8 3 6 9 7 ,0184 10,1754 13,3252 16,4718
0 ,0 3 0 ,2 8 1 4 3,8421 7 ,0213 10,1774 13,3267 16,4731
0 ,0 6 0 ,3 4 3 8 3 ,8473 7,0241 10,1794 13,3282 16,4743
0 ,0 8 0 ,3960 3 ,8525 7 ,0270 10,1813 13,3297 16,4755
0,10 0 ,4417 3 ,8577 7 ,0298 10,1833 13,3312 16,4767
0 ,1 5 0 ,5376 3 ,8 7 0 6 7 ,0369 10,1882 13,3349 16,4797
0,20 0 ,6970 3 ,8 8 3 5 7 ,0440 10,1931 13,3387 16,4828
0 ,3 0 0 ,7465 3,9091 7 ,0582 10,2029 13,3462 16,4888
0 ,4 0 0 ,8 5 1 6 3 ,9344 7 ,0723 10,2127 13,3537 16,4949
0 ,5 0 0 ,9408 3 ,9594 7 ,0864 10,2225 13,3611 16,5010
0 ,6 0 1,0184 3,9841 7 ,1004 10,2322 13,3686 16,5070
0 ,7 0 1,0873 4 ,0085 7 ,1143 10,2419 13,3761 16,5131
0 ,8 0 1,1490 4 ,0325 7 ,1282 10,2519 13 ,3835 16,5191
0 ,9 0 1,2048 4 ,0562 7,1421 10,2613 13,3910 16,5251
1,00 1,2558 4 ,0 7 9 5 7 ,1 5 5 8 10,2710 13,3984 16,5312
1 ,5 1,4569 4 ,1902 7 ,2 2 2 3 10,3188 13,4353 16,5612
2 ,0 1,5994 4 ,2910 7,2884 10,3658 13,4719 16,5910
3 ,0 1,7887 4 ,4634 7 ,4103 10,4566 13,5434 16,6499
4 ,0 1,9081 4 ,6 0 1 8 7,5201 10,5423 13,6125 16,7073
5 ,0 1,9898 4,7131 7 ,6177 10,6233 13,6786 16,7630
6 ,0 2 ,0 4 9 0 4 ,8033 7 ,7 0 3 9 10,6964 13,7414 16,8168
7 ,0 2 ,0937 4 ,8772 7 ,7797 10,7646 13,8008 16,8684
8 ,0 2 ,1286 4 ,9384 7 ,8464 10,8271 13,8566 16,9179
9 ,0 2 ,1 5 6 6 4 ,9897 7,9051 10,8842 13,9090 16,9650
10,0 2 ,1795 5 ,0332 7 ,9569 10,9363 13,9580 17,0099
15 ,0 2 ,2509 5 ,1 7 3 3 8 ,1422 11,1367 14,1576 17,2008
20,0 2 ,2 8 8 0 5 ,2 5 6 8 8 ,2534 11,2677 14,2983 17,3442
3 0 ,0 2,3261 5 ,3410 8,3771 11,4221 14,4748 17,5348
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1Н =  л И1 ц2 Из Ив Ив

4 0 ,0 2 ,3455 5 ,3 8 4 6 8 ,4432 11,5081 14,5774 17,6508
5 0 ,0 2 ,3572 5 ,4112 8 ,4840 11,5621 14,6433 17,7272
6 0 ,0 2,3651 5,4291 8 ,5116 11,5990 14,6889 17,7807
8 0 ,0 2 ,3750 5 ,4 5 1 6 8 ,5466 11,6461 14,7475 17,8502

100,0 2 ,3809 5 ,4652 8 ,5678 11,6747 14,7834 17,8931
2,4048 5,5201 8 ,6537 11,7915 14,9309 18,0711

3- и л о в а
/о (ц) Д̂ о (к  ц) — Ы0 (|х) / 0 (к  (1) =  О характеристик тенгламанинг |х„ илдизлари

п На Н.2 Из И4 И5

1,2 15,7014 31 ,4126 47,1217 62,8304 78 ,5385
1,5 6,2702 12,5598 18,8451 25,1294 31 ,4133
2 , 0 3 ,1230 6 ,2 7 3 4 9 ,4182 12,5614 15,7040
2 ,5 2 ,0732 4 ,1773 6 ,2754 8 ,3717 10,4672
3 ,0 1,5485 3,1291 4 ,7038 6,2767 7 ,8487
3 ,5 1,2339 2 ,5002 3 ,7608 5 ,0196 6 ,2776
4 ,0 1,0244 2 ,0809 3 ,1322 4 ,1816 5 ,2306

4- и л о в  а

1§ц = — ——— характеристик тенгламанинг илдизлари

Н И1 И2 Из И4 Из Ив

0 1,5708 4 ,7 1 2 4 7 ,8540 10,9956 14,1372 17,2788
0 ,1 1,6320 4 ,7 3 3 5 7 ,8667 11,0047 14,1443 17,2845
0 ,2 1,6887 4 ,7544 7 ,8794 11,0137 14,1513 17,2903
0 , 3 1,7414 4,7751 7 ,8920 11,0228 14,1584 17,2961
0 , 4 1,7906 4 ,7956 7 ,9046 11,0318 14,1654 17,3019
0 ,5 1,8366 4 ,8158 7,9171 11,0409 14,1724 17,3076
0 ,6 1,8798 4 ,8358 7 ,9295 11,0498 14,1795 17,3134
0 ,7 1,9203 4 ,8556 7 ,9419 11,0588 14,1865 17,3192
0 , 8 1,9586 4,8751 7,9542 11,0677 14,1935 17,3249
0 , 9 1,9947 4 ,8943 7 ,9665 11,0767 14,2005 17,3306
1,0 2 ,0288 4 ,9132 7 ,9787 11,0856 14,2075 17,3364
1,5 2 ,1746 5 ,0037 8 ,0382 11,1296 14,2421 17,3649
2 , 0 2 ,2889 5 ,0870 8 ,0965 11,1727 14,2764 17,3932
3 ,0 2 ,4557 5 ,2329 8 ,2045 11,2560 14,3434 17,4490
4 ,0 2 ,5704 5 ,3540 8 ,3029 11,3349 14,4080 17,5034
5 ,0 2 ,6537 5 ,4544 8 ,3914 11,4086 14,4699 17,5562
6 ,0 2 ,7165 5 ,5 3 7 8 8 ,4703 11,4773 14,5288 17,6072
7 ,0 2 ,7654 5 ,6 0 7 8 8 ,5406 11,5408 14,5847 17,6562
8 ,0 2,8044 5 ,6669 8,6031 11,5994 14,6374 17,7032
9 ,0 2 ,8363 5 ,7172 8 ,6587 11,6532 14,6860 17,7481

10,0 2 ,8628 5 ,7 6 0 6 8 ,7083 11,7027 14,7335 17,7908
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к И1 Иг Из И4 Иб Ре

15,0 2 ,9 4 7 6 5 ,9 0 8 0 8 ,8898 11,8959 14,9251 17,9742
20,0 2 ,9 9 3 0 5,9921 9 ,0 0 1 9 12,0250 15,0652 18,1136
3 0 ,0 3 ,0 4 0 6 6,0831 9 ,1 2 9 4 12,1807 15,2380 18,3018
4 0 ,0 3,0651 6,1311 9 ,1986 12,2688 15,3417 18,4180
5 0 ,0 3,0801 6 ,1 6 0 6 9 ,2420 12,3247 15,4090 18,4953
6 0 ,0 3,0901 6 ,1 8 0 5 9 ,2715 12,3632 15,4559 18,5497
8 0 ,0 3 ,1 0 2 8 6 ,2 0 5 8 9 ,3 0 8 9 12,4124 15,5164 18,6209

100,0 3 ,1105 6,2211 9 ,3 3 1 7 12,4426 15,5537 18,6650
ОО 3 ,1416 6 ,2 8 3 2 9 ,4248 12,5664 15,7080 18,8496
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