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Mazkur kitob differensial tengiamalar kursini o'rganish uchun
yoztlgan qo'llanmaning ikkinchi jildidir.

Unda differensial tenglamalamin
ststemalar, avionom sistemalar,
yechimning parametrga sillig bog’
o'rgantlgan,

Bundan tashqari, bilimlarni chugriashtirish va mustahkamlash
uchun masalalar berilgan. Bu masalalarning ko'pini yechish uchun
ko rsatmalar-vasyoki javobiar ham berilgan.

Qo'llanma  “matematika” va “amally matematika va informatika”
yo'nalishlari  bo'yicha tahsii oluvchi  bakalayriat talabalari uchun
ditferensial tenglamalar kursi dasturini to'la gamrab olgan. Kitobdan
differensial  tenglamalamni mustaqil  o’rganmoqchi bo'lgan barcha
xchlovehilar unamii foydalanishiari mumkin.

g nochiziqli va chizigli normai
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Hyligi va uning tatbiglari kabi sohalari
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So’z boshi - : g

Mazkur ikki jildli  kitob “matematike” va “amaliy
matematika va informatika® yo'nalishlart bo'yicha tahsj| oluvehi
bakalavriat taiabélé_r_i uchun  differensial  tenglamalar kursi

dasturining barcha mavzularini o'z ichiga gamrab olgan bo'lib, u
shu kursni o'rganish ychun 0'quv qo’llanma sifatida yozilgan. |
Kitobning ikkinchi jildida_ nochizigli normal sistemaiar,
chizigli normal sistemalar, avionom sistemalar, Lyapunov bo'yicha
turg’unlik, yechimning parametrga silh'q bog'ligiigi va uning
tatbiglari, xususan, birinchi tartibli chizigli  va kvazichizigli
xususiy hosilali differensial tenglamalarﬁ?gani!gan. '
Mavzularga-bid misollar to'la yechimiari bilan birgalikda
keltirilgan. Bundan tashqari, paragrafiar oxirida.mus;taqil yechish
wchun masalalar takiif ctilgan. Bu masalalarning yechimlari va
Javoblart ham berilgan.. |

Qo’shimcha misol va masalaiarn; muallifiing “Differensial
tenglamalardan mustaqil ishlar” (Qarshi, 2010} kitobidan topish
mumkin. Bundan tashqari, kitob oxirida keltiritgan adabiyotlardan
ham foydalanish maqsadga muvofig bo'ladi.

Muazllif qo'Hanmadagi o’quv materiallarini aprobatsiyadan
0'tkazishda yordam bergan barcha shogirdlari va talabalaridan
hamda kasbdoshiaridan, bundan tashgari, fagrizchilardan ham,
minnatdor ekanligini mamnunlik bilan e’tirof etad;.

Kitob hagidagi fikr va mulohazalaringizn; nosir_d@mail.ry
clektron manzilga yozsangiz, muatlif sizdan minnatdor bofadi. g
. .

Asosiy helgilashlar ro’yxati .- -
ixtivoriy, har i iylik kvanjori),  SFR5L
day, ixtivoriy, har bir (umu!my' ka " . N
gr :112_?52 k.'):mida bitta mavjid (:naf{|udlak kvantori}.
— — kelib chigadi {(implikatsiya belgisi}.
< — teng kuchli (ekvivaient).

g —ta’rifga ko'ra ekvivalent {teng kuchli}.
= —farifgakorateng. . :
{ éE1;(x]}g——E to'plamping  P(v) xossaga cga b
glementlari to plami. ) . 3
N — naturat sondar (o p!atm:
R — haqigiy sonlar to"plami. _
€ — kompleks sonlar to’plami. .
R" — n o lchamli hagigiy Evkiid Iazus1: R
fs) — ixtiyoriy o zgarmaslar {doimiylar).
€0, Oy nn e -
const— o'zgarmas {doimiy) miqdar,

! y — ingerval.
(cr,b)g{.xeRixrﬁ.\'f\b} {a < by —inery
{a,b]'ﬂ{x eR|a<x<h} (a4 <b)-—seement ;

| ; 3 i — ydrim segment;
(a,b]dg{xeﬁéagxsb} {er < b) —yiirim seg -

[a,b) ";’{r eRla<x<b} (a<by— ywimsegment. 4
def
R+ =[0’+m) - - - Fete ]
{ sanii oraliq (ichi bo'sh bo’ linagan bog lenishl sonli to’plam).
_ "ni ochiq “lanishli to'plam. -
— soha, ya'ni ochig va bog ]aniq_ i S
2ax£' —E)"s?)nli to'plamning maksimumi (eng.kasta Llumtﬂl.l)v e
min& — & sonli to'plamning minimumi {eng ku:h}k elementi). -
supls — F sonti to'plamning supremumi { yuqorl chegaralarning eng
L i chegara). . ) o ) st ani
quir)l)ft‘lgn-].l—c.’fﬁionli to placning infimumi {quyi chegaralamning Lilg_.l\attd‘sl q
quyi chegara). . o
I | — norna (yoki matritsa) belgist
JE — E 1w plamning chegarasi. - N N
E—E to’planmming {garalayotgan fazogacha) to'ldiruvehisi., - s

g

Bslay— & radiusli @ markazii (ochiq) shae. _ 'Eﬁ
Bi= B0 ‘ ':«_.:_:_,n = .
Xx ) — to'plamlarning 10'g’ri { Dekart) ko pa)-'lmass.:_._.__E "
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. .\ —mos ravishda to'plamiar birlashmasi, kesishimasi, ayirmasi.
FiX—=Y — X w'plunda aniqlangan. qi_\"nxatlari ¥ to'plamda _ioylashéma i
funksiva ¢aksluntirish).
IX)— f funksivaning aniqlanish to ptami ¢sohasi).
Ap. = S funksivaning £ to’plamga torayishi.

A=fla) .
¥/ —f vag fanksiyalar kompozitsiyusi (ketma-ket bajarilishi),

. t:?“'"' 4

fxi=olgix)), x>a, — asimptatik  ftenglik  (kichik  o)u

Ax)=e(x)y-g{x}, lim £(x) = 0. ckanligini anglatadi.
N .

Ax)=0(g(x)), x> a,— (kama o) u f{x) funksiva g{x) ni & nuqtaning
biror atrofida chegaralangan h(x) finksiyaga ko'paytirishden hosil bo'lishini
(f{x)=hix) g(x)) anglatadi,

C(AX:Y) —barcha uzluksiz /' X — ¥ funksiyalar 1o plami,
Ot =C(X,R).

CH(X:¥) — barcha k- tartibli bosilatari {demak. undan past tastiblilari ham)

uzluksiz bo'lgan #: XY funksiyalar sinfi.
dist{ X, J'} — to'plamlar orasidagi masofa (distance — masofa},
. dimX — X fuzoning o’lchami ( dimension — o'lcham).
. degP — P ko'phadning darajasi (degree — darajc).

M, {R) — haqigiy sonlardan tuzilgan nx# olchamli mairitsalar
to plami.
M, (L) — kompleks sonlardan tuzilgan #Mx 1 o’lchamli matritsalar

ua'planii.

X, e foaun, p.g.... (galin harflar) — vektorlar.,

MYaT — mavjudlik va yagenalik teoremasi.
DT differensial tenglama.
" ODT— oddiy differensial tenglama.
g — masala (misol} yechilishining, teorema (jumia) ishotining
boshianishi belgisi.

& }nasala {misol) yechilishining, teorema (jumla) isbotining
tugallanganligi belgisi.

fILI. Yordamchi ma’lumotiar. R” fazoda analiz elementlari

o'ziga to'g’ plam ek
" bilan belgilaymiz: R = BRxEx..xR. R ning E:le.lljie_.ngi_‘l_lllrl’_ll

ustun ko‘rinishida yozilgan vektor deb tushuﬁamiz:

I )

.

[if BOB. NOCHIZIQLI NORMAL SISTEMALAR

" iqi ar to‘plami ®ni » marta o'zim
7’ R" fazo. Haqigiy sonlar to‘p ‘ . .
ri k£‘paytiﬁshdan hosil bo‘lgan to‘plamni odatdagidek

7 marta

X R PRS0 et S U
1 B

R —
x=| 0 t= (0% X,) s

X

0’

Bu yerda - transﬁozitsiya belgisi.

R” fazoda vekforlarni qo¢shish,” vektorni . songa

ko*paytirish odatdagicha kiritilgan deb hisoblaymiz, ya'ni: qﬁwfé‘i“ .

al H Xt W
X ¥z X, +¥,
X+ y - + R = . :
xf! K yn x” +yn H‘?:“ e B TF S 1
kel v
{ X, (ﬂ--x] .' ¥
" X Ax _ _ e
Ax=AlT =T, AeR, xeR
: : AR

" “ £l
\‘]’n J . Y

XA = Axdeb tushuniladi. Ma'lumki, bu amallarga nisbatan R?

to'plam # o'lchamli vektor (chizigli ) fazoni tashlal etadi. Bunda:

nol vektor 0=(0,0,...,0) € R”" kabi tasvirlanadi.* B )
R" ni nugtaviy (affin ) fazo sifatida ham garash mumkic.”




Bunda nuqtaning  koordinatalarini satr  bo'ylab  yozamiz.
X=X, X, X,)eRY va p= (Vs 21505 9,1€R” nugtalardag
boshi X da oxiri ¥ da bo‘lgan
Yax=0-x.y-x,., ¥, —x,) vektorni tuzish mumkin.

R" fazoda

Ixll= a2 +x,2 4 4?2 (IL1.1)
norma (vektor uzunligi ) kiritiigan deb hisoblaymiz. Ma’lumki,
bunda R” ushbu p(x, p)= “x-_v” masofa bilan birgalikda metrik
fazoga aylanadi. (IH.1.1} norma Evidid normasi deb ataladi.
x-y=(x,y) :ij.yf skalyar

=l

bo'ladi),  chunki

Evkhd  normasi  ushbu

ko‘paytmadan induksiyalanadi  (hosil

l.'-*H’ =(x.x}. Skalyar ko'paytma uchun ushbu

Cemi<iel- ] ({xp}<r)
Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi o'rinlidir.
@ € R" nugtaning & - atrofi deb ushby
By@={xcR" ||| x-ali< 5]
sharga aytiladi. Qisqalik uchun B, = B.(0) deymiz.

Biror £cR" ito'plam berilgan bo‘lsin. Agar g nuqta
0°zining biror atrofi bilan birgalikda ¥ to'plamda joylashsa, bu g
nuqta £ ning ichki nugqtasi deyiladi. Barcha nuqtalari ichki
nuqtalardan iborat bo‘lgan to*plam 6chiq  to‘plam  deyiladi.
Ma’lumki, har qanday By(a) shar ochiq to'plamdir. Ushbu

’ Y n . . )
E{ 2{.l'= (xf"”'x-‘"""ln) cR ‘x; > O} (f =15 2;---5 n)  yarim

fazo ham ochig to*plam. Ochiq to‘plamlarning 1Xtiyorty birlashmasi
va cheklita ochiq to* plamiar kesishmasi ham ochiq to'plamdir.
Agar £ to‘plam to*laligicha biror sharda joylashsa, ya'ni

JaeR" Ip>0 Ec B,(a)

10

bo'lsa, u holda £ to‘plam chegaralangan to‘plam deyiladi.
o'ls

~ Norma quyidagi xossalarga ega;
ixtiyoriy Ac R, xeR", yeR" lar uchun

|2 0; x| =0 x =0,
e+ 2l <[l + 4
ax] =2 <]

- (HL1.2)

Bundan tashqari, “|x"-—l|yu| < “x — y“ téngsizlik fram o‘rinli.

R” da (1I.1.1) Evklid normasidan boshga norma ham

Kiritish mumkin. Lekin R" dagi har qanday IHL na;)rmaT
garalayotgan (HL1.1} Evklid norrﬁasiga ekvivalent bo‘ladi, ya'ni

shunday ¢, >0 va ¢, >0sonlar mavjud bo‘ladiki, ixtiyorly
I .

x € R" uchun )

+

X

|
ol st se, s
go‘sh tengsizlik bajariladi. Ekvivale_nt normalar bir xil limi
(yaqginlashish) tushunchasiga olib keladi.

Agar R” dagi x' (x* eR", keN) ketma-ketiik va
¢ e R"uchun ﬂxk - f” .
ga yaqinlashadi {yoki x* ping Lmiti £ ga teng) deyiladi va
x€ -3 & (yoki limx* = &) ko‘rinishda yoziladi .
koo ‘
. t k kAT
Agar x* = (xf ) e x L E = L ED
desak, ushbu
- £ = .

(xj =g =il =gl 2wy =gl =t
tengsizliklardan R" dagi yaqinlashishning koordinatalar bo‘yicha
yaqinlashish ekanligini ko'ramiz: L
' Imy =¢ < lim =g, j=1n

k=

— [ bo‘lsa, u hoida x* ketma-ketlik &

k—p

(HE1.4)
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Biror £ < R" to'plamva &e R" nuqta berilgan bo'lsin.
Agar E ning & dan fargli nugtalaridan tuzilgan va & nugtaga

intifuvehi ketma-ketlik {x*‘} (x*eE, x"=#&, x* - & ) mavjud

bo'lsa, u holda & nuqta E to‘plamning limit nuqtast deyiladi.
Barcha limit nugtalari o‘ziga tegishli bo‘'lgan to‘plam yopiq
to‘plam  deyiladi. FcR"yopiq to'plamning fazogacha

toldiruvehisi, ya'ni F* Y R"\F ochiq to'plamdir va aksincha,
ya’'ni ochiq to*plamning to'Idiruvehisi vopig. '

E < R" to‘plam bilan uning barcha limit nuqtalarini
birlashtirish natijasida hosil bo‘lgan to'plam E ning yopilmasi
deyiladi va E bilan belgilanadi, Analizdan bilamizki, £ ning
yopilmasi £ ni goplovchi eng kichik (tor) yopig to'plamdan iborat:

E=[]F.

Mok
F—yomy

Ma'lumki, .R" to‘la fazo, ya’ni R” dagi xt ketma-
ketlikning vaqinlashuvchi bo‘lishi uchun uning fundamental
bo'lishi zarur va yetarlidir. Ketma-ketlikning fundamental
ekanligi quyidagini anglatadi:

. ixtiyorly £>0 songa ko'ra shunday v natural son
topiladiki, barcha k >v va j>v nomerlar uchun | x* -xX'Il<e

tengsizlik o°rinli bo'ladi, ya'ni || x* — 4/} ——50

k=

Agar K cR" to'plamdan olingan ixtiyoriy ketma-
ketlikdan Hmiti shu K da joylashgan yaginlashuvchi gismiy
ketma-ketlik ajratish mumkin bo'lsa , u holda K to*plam kompakt
to'plam deyiladi. Ma’lumki, R"ning K qismi kompakt bo‘lishi
uchun uning chegaralangan va yopiq bo‘lishi zarur va yetarli.
K, cR" va K, cR" kompaktlaming K, x K, cR™ to'g'ri
ko‘paytmasi ham kompaktdir,

Jumla. Agar K < R" kompakt, F < R" yopig 1o ‘plam va
ROF =@ bo'lse, u holda war orasidagi masofa gat’ly musbat
b ladi, vani

12

dist(K,‘F)"'é"inf{n x—-ylllxek,ye F} > 0.
| g— Teskarisini faraz gilamiz, ya’ni jumianing shartlan

o‘rin.li lekin dist(K,F)=0 bo'lsin. Aniq quyi chegara (inf )

“ia’rifiga ko‘ra shunday fx'Yc K va {p/}c F ketma-ketliklar

im|x’' - p|=0 boladi. K kompaki
mavjudki, ular uchun lfgl;”f ¥y u 0 bo'ladi omp

bo'lganligi uchun {x’}c K ketmaketlikdan K ning biror
& elementiga yaqginlashuvchi gismiy ketma-ketlik ajratish mumkin,
Shuning uchun umumiylikni buzmasdan {x’}C &  ketma-
i i e limeyd =
Ketlikning o‘zi yaqiniashuvchi deb hisoblaymiz: lflwzl:lcx =& E. K.

l_i holda lim y’ =& € F ham bo*ladi, chunki
J

o<|y -e<ly - =+ =gl va limfx-y7=0.
lim]x! ~&|=0. Shunday qilib, { € KN F . Buesa KN I'=0
f=e .

ckanligiga zid. Demak farazimiz noto'g'ri. &

R" fazoda gator deb ushbu’ Zx", x*eR", formal
. e

yigiindiga ayiiladi. Agar uning xususiy y_ig‘in_di__lgrida:\n tualgan

: H LI - .;t" . n
5f = Zx-’, ketma-ketlik yaqinlashuvchi, ya'nt. }(19331 = s e R
J=1 : . S

bo'lsa, u holda R" dagi Zx"‘ qator ham yaginlashuvchi deyiladi
REJ . . N -

va bu in‘ =s kabi yoziladi.

| k=1 _ o o

I 2°. Skaiyar argumentning vektor-funksivasi. EC R va

f :E—>R", ya'ni har bir 1< £ songa bitiadan fineR

vektor mos keltirilgan bo‘lsin. Bu holda f: E — R" akstantirish

' s | o 13



(no'lchamli) vektor-funksnya {yoki gisgacha: funkSJya ) deyiladl
L =), 1,0, £, S iE->R,j =1n n, devl:k Bu
yeidagi J; lar f vektor-funksnyamng koorﬂlnata funks;yalarl
deb ataladi.
o f) vektor~funk51yamng t, € £ nuqgtadagi uzluksizligi
quyidagini anglatadi: ‘ixtiyoriy € >0 songa ko‘ra shunday & >0
son topiladiki, ‘r~r0]<5tengsiziikni qanoatlantiruvehi  barcha

(e £ (teB, (¢, )NE)lar uchun ﬂf(i’)-f(fﬂ)” <& (ya’'ni

FUyeB.(£(4)) bo'ladi.

Tushunarliki, (1) vektor-funksiyaning # nugtada uzluksiz
50, i=4n,
funksiyalari shu fo nugtada uzluksiz bo‘lishi yetarli va zarurdir.

Agar  f:E-»R" vektor-funksiya E ning har bir
nugtasida uzluksiz bo‘lsa, u £ to‘plamda wzluksiz deyiladi va bu
£ € C(E,R") ko‘rinishda yoziladi.

Agar G R” to'plamga uning ixtiyoriy ikki xe G va
y€ G nugtasi bilan birgalikda shu nuqgtalarni tutashtiruvehi kesma
{x+5{y—x)| O0<Ls il} ham qarashli bo‘lsa, u hoida G to‘plam
qavariq to*plam deyiladi,

Agar G < R" ning ixtiyoriy ikki X va y nuqtalarini G da
Joylashgan uzluksiz chizig bilan tutashtirish mumkin bo‘lsa, ya’ni

bo'lishi  uchun wuning barcha koordinata

#:[01] > G, u0)=x, a{l)=y, xususiystlarga ega bo'lgan -

uzluksiz  @() funksiya mavjud bo‘lsa, u holda G to‘plam
bog‘lanishli {chiziqli bog‘lanishli) to‘plam deyiladi.

Bog*lamishli ochiq to'plam soha deb ataladi.

Agar f(1} vektor-funksiya # nugtaning biror atrofida
aniglangan va biror £ € R” hamda barcha yetarli kichik %€ R lar
uchun

S+ = flo)=Ch+a(h, e(h)—>0, (HL15)
. 14 '

munosabat o'rinli bo‘lsa, v holda f (1) vektor-funksiya /7y nuqtada

dlfferensmllanuvchl, Eh va £ esa meg shu nugtadagi

differensiali df{f;) va mos ravishda hosilasi I (1 } deylladl
df (1) = 1)k, dfr(t,) =&h, f'({,)=¢ . Ravshanki,

| dft,y dhi  df ao)]?‘

ya’'ni o |
M o Mk }
] dr w
dfty)=| . |h= (N1.1.6)
LAY df, ),
dar edr

Vektor—funksiyaning differensiatlanuvchiiigi _ uning‘ harcha
koordinata funksiyalarining differensiallanuvchiligiga ekvivalent.

I :[a,b] — R" vektor-fuksiyaning [a,b] segment bo'yicha
integrali skalyar funksiyaning integraliga o‘xshash kiritiladi. [a,b]
segmentni @ =f, <f <, <..<{, =hnuqtalar bilan & ta [r AR

LAY RUPN A
bo'lakchadan ixtiyor 1}/ o; nuqta tanlab, quyzdagi mtegraI ytg'indini

y = Zf(a AL, Af=t -1

bo‘lakchalaiga  ajratamiz  va  [t_.7]

tuzamiz:

Ravshanki,
¥y =(0’,,O'3,...,O',,)7 R o, "vf {«a }&E 1

r={

Agar d maxAt — 0 bo'lganda y integral yig'indiming Timiti

1=i<n

«; €{t.,t] nugtalaming tanlanishiga bog'ligsiz holda mavjud.
bo'lsa, u holda f(/) vektor-funksiya [a,b] segmentda
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integrailanuvehi deyiiadi va uning shu segment  bo' y:c‘la

integralini udatdagldek If(()dr bilan belg;lanadl

WOJ . LLY)

ff (et = imy wy - j' S (t)dt

Ravshanki, f(.t) vektor-funksiyaning [a,ﬁ]

chitigi uning f,(7), £3(8),.... £, (1) koordinata funksiyalarining shu
segmentda integrallanuvchanligiga ekvivalent va

s r.
JYm¢=UmeIﬁmm Jﬂmw]: (1.1.8)

Jumla.  Agar ~ f(f)  vekior-fimksiva [a b] du
mfegmf!anm:ck: ba'lsa, [[ f (f)'l hagigiy jum’(s:ya ham [a b] da

integrallanuvchi va quyidagi tengsizlik o ‘vinli;

[ j]| Flr.

{rina <
f
a~—1 Haqlqamn ham normaning xossalariga ko* 1

Wy li= Zf(a)m “ an(a)nm

r=l

da integrallanuv-

(N1.1.9)

Bu tengsizlikda d = max A, > 0 deb limitga o‘tsak,

“ consly-Jjrond . —Jf(t)a‘r”)

bo*Iganligi uchun, (I11.1.9) tengsiztikni hosil gilamiz. &
Agar f:]a,b] > R" vektor-funksiya (@,6] segmentda

uzluksiz bo'isa, ushbu

{chunki

[r©a

18

g If(s)ds—f() (reiabl)

formula (Nyuton- Leybnits formutasi) ¢ r1r111 bo’ lad1 (chunkl u har
bir koordinata funks:yas! f_ uchun ofvindiy. ~ °

. J B oraliqda aniglangan f* 1/ —>R", ke N, vektor-
funksiyalar ketma- ketllgl benlgdn bo'lsin. Agar f:I >R’

vektot-funksiya uchun ushbu uf - f (e‘)" skal}at funksiyalar

nolga  tekis  intilsa, ya'mt

J da
FH) vektor-

ketma-ketligi
SUth - f(f)li———ﬂ) bo‘lsa, u holda

fr—yaz
relk
funksivalar ketma-ketligi f{/} vektor-funksiyaga' /7 da tekis
/ . . .
intiladi deyiladi va J*(t) X £(¢) kabi yoziladi. Shunday qilib.
R E _ i
roz3roeIrfo-ron3o

(f'0) 3 16y = swplif* - £ =29,

Vektor-funksiyalar ket.rha—ketiigi-ning tekis yaginlashishi
koordinata funksiyalarining tekis yauinlashishiga ekvivalent:

I
fk({) :-}_) j'{:} @ f] ~—".; i LJ":I’H'
F ar da

:

S 3 fF) vo'lsa, f(f) ham 7 da uzluksiz bo* ladl ya'ni

Y613y

uzleksiz va

Ma'lumki, agar

uil_uksrz funksiyalarning tekls limiti uzlukslzdlr

Ushbu Zf"‘ (£ funksrona! qatommg tekls yaqmiashtsht

P
ishini

#=l /‘
AXBORG* RESURS
MARKAZI

Ay s
L BAVIAT UvERS



shunday ¢, sonlari mav;ud bo‘iib, Vre [ uchun ”f (I)” <, va

anglatadi. qatorning I da tekis

> i) funksional
b=1

& yaqinlashuvchi bo'lishi uchun uning Koshi mezonini { da tekis

ganoatlantinshi yetarli va zarurdiz:
kv p

PWHG
F=k

vaginlashish uchun Veyershtrass alomati:

Ve>0 3dv Vi>v VpeN Viel <eE.

Tekis agar

Zar <+ bo‘lsa, u holda Zf‘ () funksional gator / da
k=t

lel\ls yaginlashuvchi bo‘ladi.

Zf (t} funksional gqator [ orallqda

k=1

tekis

. yaginlashuvchi va uning barcha hadlari [ da uzluksiz bo‘lsa, u

. holda bu funkstonal gatorning yig‘indisi ham 7 da uzluksizdir.

£

3° Skalyar  argumenining matrifsaviy  funksiyasi.
- s i=1n, j=1m, haqiqiy ( yoki kompleks) sonlardan tuzilgan
- ushbu _ '
Gy By el
iy Gy . dy, .
A= (gisqaroq A={a,] )
anl au2 v amn

Jadval hagqiqiy ( yoki kompleks) matritsa deb ataladi. a; lar uning
elementlari: i — satr nomeri, J— ustun nomeri. Bu matritsaning
o'ichami nxm. Matritsa songa ko‘paytirilganda uning barcha
elemenilari shu songa ko'paytiriladi, ya'ni Ala]=[1a,];
Ala,] =[a,}A deb qabul gilinadi. Bir xil sxm oflchamli fa,] va

15,] matritsalar qo‘shilgs_mda ularming mos elementlari go*shiladi,

18

"M {C) kompleks

Ja’ni [01]4‘[5,;] ={a, +b,}. Bo amaliarga nisbatan barcha tayin
nxm o'lchamli matritsalar chizigli fazoui tashkil etadi. Bu fazoni
(R) (yoki M, (€} ) bilan belgilaymiz. M__(R) haqiqly
o‘ichami o‘xshash
n-moea

Nam
J'I)\f”

fazoning shunga

ham
BeM, (C) mairitsalarning ko‘paytmasi
C=AB

n-mga
fazoning o°lchami

teng;
teng,

far)

A e MHKIN(C) va
C = AB € Mnx.f(ﬁ)

elementlari

aniglangan. Bu matritsaning

fir . N
f, - Zad\bﬁ; - 5 == n ]-QI . T RS
: c vt g
formula bilan amqfanadl (A matntsamng {-satri B matrltsamng -
ustuniga skalyar ko*paytiriigan}.
Barcha elementlari 0 dan iborat bo‘lgan matrltsa nol
matritsa deyiladi va 0 bilan belgilanadi. Usiibu ;

5, 1, agarl*;boisa
B 0, agar i # j bo'lsa’

belgi Kroneker belg:s: deylladl Elementlari Kronekel belgmdar
iborat g, = c}-_rf bo*lgan kvadrat matritsa birlik matritsa deyiladi va

u £ bilan be!gilanadi Agar AeM (C) kvadrat matritsaning
determinanti noidan farqli bo‘lsa (det 4 # 0), u holda bu matritsa
teskarilanavehi bo‘ladi, yani A"  mateitsa mavjud va

A'4= 447" = E _Bir xil olchamli 4 va B kvadrat matritsalar
uchun det AB =det 4 -det B bo‘ladi. :

M.,,,.(B)fazoni (unga izomorf bo‘lgan) n-m o'lchamh

Evklid fazosi R"™ tenglashtivib (M, _,(R) = R,
M, (R) fazoda yaqlnlashlsh uzluksiziik, hosila, lntcgral va

R

bilan

fLEAL

shunga o ‘xshash  tushunchalami  odatdagicha kiritamiz.
AeM__(R) matritsaning Evklid normasi llAH: rz . Har
. . L

BRI T A L
g0 |



ganday x € R" vektor uchun Koshi—Bunyakovskiy tengsizligiga
ko'ra

jaxf —z.'mxf z<za,m*<zz’a,kzx -

J=t J=1 k=l 1=t k=] k=i

=Y @ =l =4 1<,
ik
ya'ni '
fax| <ja] -hx -
Yana Koshi-Bunyakovskiy tengsizligiga asosan ||AB”S|[A||HB”
ekanligini ham ko‘rsatish giyin emas.

Ixtiyoriy AeM (R} kvadrat matritsa tayinlangan

HAR

bo‘lsin. Har qanday X ¢ R" vektorga y=AxeR’ vektorni mos -

keltirib, 4:IR" — R" chiziqli operatorni aniqlaymiz. Agar biror
A € Rson va biror x # 0 vektor uchun 4x =A4x bo'lsa, bu x =0
vektor A matritsaning A xos son {qiymaf)iga mos keluvchi xos
vekteri deb atajladi. Xos sonlar ushbu det{(d-AFE)=0
xarakteristik tenglamaning ildizlari sifatida topiladi.

A matritsaning (operatorning) R fazodagi normadan
induksiyalangan ||A||i normasi quyidagi formula bilan aniglanadi:

“ “ sup"Ax"

s i

Bu normani hisoblash uchun quyidaglcha ish tutish mumkin.
ifef
I)Ax’} (Ax) Ax =x'A'Ax =x'Sx, S§=A4,
formanti qarayhk Ma'lumki, §=A4"4 simmetrik matritsani biror
O ortogonal (O™ =’ ) matritsa yordamida diagonailashtirish
mumkin, ya'ni OSQ™' = A — diagonal matritsa, S =0 'AQ. § va
A matritsalarning xos sonfari bir xil. § matritsaning xos sonlari
x'Sx =|dx| 20va  Sy=2Ay
20

kvadratik

nomanfiy.  chunki uchun

¥y = ,1[|y“2 ] ~ Demak, A =diag(sy, 55,05, )

(s, 20, =L )
ifodani kvadratlar yig‘indisi ko'rinishiga kelfirish mumkin:

NAxil =x'Sx.= (Q ' S(0"2) = 2 Q0 AQQ T =
H.;"ZAz S‘SZ

.r*i :

x=0"z “almashtisish yordarmda ‘|Ax|

Tushunarllk; |lx“ -“z“ =1 bo“lganda “Ax“ nmg eng katta
qiymati maxs; dan ibovat. Shunday qlhb '
I<fsn

Bl =maxs, T

formula o‘rinli.

Dl MHW(R) akslantirish re/cR - skalyar
argumentning (hagiqiy) matritsaviy funksiyasi deyiladi. U har bir

1=l songa Dy e M (R) matritsani mos keltiradi. Ushbq__
VD _ gy -
dt

formula bilan @ ning hosilasi kmtliadn R™ fazodagl yaqmlashlsh
kordinatalar bo‘yicha bo‘lgani uchun

hm [(D(t+h) (IJ((J]

i o, () @, (1) . dr dt
N o) den® T deu0)
i t e (t B ——=
@ (1) @, (1) 7 e
Ravshanki, agar A:f—>M _(Ryva B:l->M (R)

matritsaviy  funksiyalar hosilaga ega bo‘lsa, u hoida
(ABY = A'B+ AB' bo‘ladi. ®©(f) matritsaviy funksiyaning
integrali vektor-funksiyaning integrali kabi kiritiladi. Bunda, agar
®(t) wmatritsaviy funksiya {a.b] segmentda integrallanuvchi
bo‘lsa, baholashlarda ish!atiladigan ushbu
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“]'@(r)dz < fﬂ]@(r)ﬁdt

tengsiziik ham o'rinli bo‘ladi ( {Il1.1.9) tengsizlikka qarang).

4. Ko'p o<zgaruvchining vektor-funksiyalari. G R" -
ochig to'plam bo'lsin. f:G —R" akslantitish G da aniqlangan
m  ta haqiqiy o'zgaruvchining n o‘Ichamii vektor-funksiyasi
deyiladi. f ning koordinata funksiyalari f.:G >R, i=Ln, m
ta haqiqly o‘zgaruvchining skalyar funksiyalaridan iborat bo‘ladi.

Agar berilgan vektor-funksiyaning barcha koordinata
funksiyalari G da chegaralangan be'lsa, u holda bu vektor-
funksiya ( da chegaralangan deyiladi. Vektor-funksiyaning

chegaralangantigi |£(x)] normaning chegaralanganiigiga

ekvivalent,

f :G — R" funksiyaning  uzluksizligi uning barcha
koordinata funksiyalarining uzluksizligiga ekvivalent.

Kompaktning uzluksiz aksi kompaktdir, ya’ni agar

KcR" kompakt va f :K—>R" uzluksiz funksiya bolsa, u
holda K ning f(K) aksi ham kompaktdis.

f:G—>R" vektor-funksiya va x° € G berilgan bo‘lsin.
Agar biror 4e€ M (R) matritsa uchun ushbu |

NS+ B~ F(x7) = All=o(| B])), k-0,
asimptotik tenglik o‘rinli bo‘lsa, £ :G — R" funksiya x° nuqgtada
hosilaga ega (differensiallanuvchi} va bu hosila A matritsaga
teng deyiladi va f(x°)=4 (f'(x°)= 4) ko‘rinishda yoziladi.
f:G - R" vektor-funksiyaning x° nugtadagi hosilasi ushbu

22

(o (x°)  Ofi(x") o (x )
ox, 0x, ox,,
_. of(x o  oh(x")
f;(xu) =l ox ox, 0x,,
of.(x")  of,(x") of,(x")
L. ox, ox, ox, |
U Yakobi

xususiy hosilalardan tuzilgan matriisadan iborat.
matritsasi deyiladi. G ochig to‘plamning har bir nuqtasida
differensiallanuvchi (hosilaga ega) funksiya G da
differensialianuvchi (hosilaga ega) deyiladi. ‘

Agar  f:G—R" funksiyaning barcha koordinata
funksiyalari x° € G nuqtaning biror atrofida  barcha birinchi
tartibli xususily hosifalarga ega va bu hosilalar shu x° nugtada
wziuksiz ham bo'lsa, u holda f funksiya x° nugtada
differensiatianuvchi bo‘ladi.

Agar  f:G->R" funksiyaning barcha koordinafa

. funksiyalari G sohada barcha birinchi tartibli uzluksiz
gj;—k L k=lLn,i=lLm, xususiy hosilalarga ega bo‘lsa, u holda

i

S funksiya G da uzluksiz differensiallanuvchi f‘unk’s':i);a deyiladi

va  bu  feCYG,R") kabi yoziladi. Sohada nzluksiz
differensiallanuvchi funksiya shu schada differensiallanuvchi
hamdir.

Differensiallanuvchi f va u fuﬁksiﬂ?élar kofnpozitsi-yasi
Jog ham differensiallanuvehi hamda { fou) =f'%' matritsaviy

tenglik o'rinli. Bu tasdiqdan foydalanmagan holda matritsalarni
ko Ppaytirish qoidasiga ko'ra quyidagi tasdigni osongina tekshirib
ko*rish mumkin: :
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agar GCR" . DR, me C{{G,D_), felC'(D,RY
bo'lsa, o holda g=fonue C“(G, R™) va
g.(x) = f (s x))-u (x) matritsaviy tenglik o'rinti bo‘ladi.

G R"™ - gavarig soha va feC{(G,R"Y bo'lsin.
{x. y} <G uchun w(3)=x+s5{y—x),0<s<l, funksiyani
garayltk. G qavarig bo‘lgani uchun  se[0ll = u(s)eG.
Ravshanki,

SO Fx)= j‘fﬂ“(“”d

Cekin LD~ £10u5))- (). Dok,

I .
SO = F10)= [file+sty—)ds-(y-x)  QiL110)
1t
Bu formula chekli orttirmalar formulasi deyiladi. U f{y)}—~ f(x)
chekli orttirmani hisobfashga hamda baholashga imkon beradi:

IFf(J’) SO = supll i+ 5(y =Nl -y~ xII

i=¥=l

Aga!_f chegamlanﬂan ya’ni bo* lsa, u

Ifi()<e, e>0,
holda, ravshanki,
L= f(x)i< Supllf(xﬂ(y—r))il Hy—xjl<clly x|

deys]
baholash o'rinli bo‘ladi.

5°. Lipshits sharti. Differensial tenglamalar sistemasi uchun

Koshi masalasi yechimining mavjudligi va yagonaligi to‘g‘risidagi -

teoremani : fodalashda  Lipshits  sharti  kerak bo‘ladi.  Shu
tushurichani kiritaylik.

£ c R"" — ixtiyorly to‘plam, G < R'™ - soha bo‘lsin.

R'"™ fazoning nuqtalarini (r,x), teR, xcR",
belgilaymiz.
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ko‘rinishda

[ E-R", (t,x)—> f(t,x),
vektos-furiksiva berilgan bo‘lsin. Agar shunday L > 0 soni mavjud
bo'lib, V({I,x')e E, V(1,x’) € E nuqtalar uchun, ‘

N FExY - FE XIS Lix =27 (IL1.11)
tengsiziik o'rinli bo‘lsa, u holda f funksiya £ to‘plamda “x” -
o‘zgaruvchi bo‘yicha (global) Lipshits shartini ganoatiantiradi
deyiladi. Bu tengsizlikda yozish mumkin bo‘lgan eng kichik £ som
Lipshits doimiysi deyiiadi. U ushbu

IO CE T Hz’{(nxl),@’xz)}cE,
| x' = x| :
formula bilan hisoblanishi mumkin.

Endi G R"™™  schada berilgan fF:G-oR",
(t,x)—> f{,x), funksiyani qaraylik. Agar har bir (tﬂ,x'})e G
nuqtaning biror atrofida bu funksiya Lipshits shartini “x " bo‘yicha
ganoatlantirsa, u holda f({, x) funksiya & schada “x” bo'yicha
lokal Lipshits shartini ganocatlantiradi deyiladi. Ravshanki, agar
J{f,x) funksiya G da (global} Lipshits shartini (" x” bo‘yicha)
qanoatlantirsa, u G da lokal Lipshits shartini ham (“x” bo'yicha)
ganoatiantiradi. o :

Normaning ta'rifidan ravshanki, f{/,x) funksiyaning
Lipshits shartini ganoatlantirishi uning barcha koordinata
funksiyalari f/(t,x),i=1Ln,

(S0 = ([ (1), L0, (6N eR™)
ning Lipshits shartini ganoatlantirishiga teng kuchli.
Misol. Chegaralangan matritsaviy funksiya

A:f->M,_(R) orgali  tuzilgan fIxR" >R,
J@.x)=4(x, xeR”, vektor-funksiva I xR™ to‘plamda x
bo‘yicha Lipshits shartini qanoatlantiradi. Hagigatan ham, A4

chegaralangan bo‘lgani uchun 3L >0 Vre ! ||A(D]< L . Endi
ravshanki,

L=sup
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If @ x) = FxD =AD" - W <40 [l - 57 <

| | <ijxt-2f
dumla. Agar £ G- R, GeR"™., (L,x)—> f(i,x),
S =(F(0.x), LX) [ X)), Sunksivaning koordinota
- funksivalari Xy Xgan X, 0 zgaruvehilar bo'vicha G da wzluksiz
birinchi tartibli xususty hosilalarga ega bo ‘Isa, u halda bu funksiya
G da x=(%,%...X,} bo'vicha lokal Lipshits shartini
ganoatlantiradi, S '
&~ Berilgan funksiya ixtiyoriy (e‘o,xo')eG nugtaning
biror atrofida x bo‘yicha Lipshits shartini qanoatlantirishini
ko'rsatish kerak. G ochiq bo'lgani uchun (t,,x*)e G nugta
o‘zining biror sharsimon yopiq atrofi # bilan birgalikda G da
joylashadi.  f(/.x} funksiya F da Xx bo‘yicha uzluksiz
differensiallanuvehi bo‘lgani uchun uning f hosilaviy matritsasi

—%  chegaralangan  xususiy hosilalardan tuziigan. Demak,

K

L0 VLxyeF |[f <L (L=L(F)). Endi chekii
Y {(I,x'), (t,xz)} < F uchun

ortirmalar formulasidan

B

={ ff;(r,x‘ A P

_ﬂ[j (6, x" +3(x’ —x? ))"ds "t -x "41. lx' - 7.
_ b
ekanligini topamiz. &

Teorema. Agar f(t,x) funksiva ( f:G — R"} Gda x
bo ‘yichir lokal Lipshils shartini qanoationtirsa, u G ning ixtivoriy
_ Kompakt gismida -x  bo'yicha global Lipshits shartini han
T gomoatiantivadi.
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g— Teoskarisini faraz gilaylik. U holda biror KCG

kompakwda  f(f,Xx)
qanoatlan*nmdydl va'ni
vieN 3, )y e K LS fUy Nz jllx -yl
(1i1.1.12)
{(ﬁsl"j)} c K va

funksiya x bo‘vicha. Lipshits “shartini

K —kompakt bo*lgani uchun
¢,y )} < K ketma-ketliklardan yaginlashuvchi qismiy ketma-

keiliklarni ajratishimiz mumkin. Yozuvda gisqalik uchun ularning
o‘zi yaqginlashuvchi deb hisoblaymiz. Aytaylik, j—>ooda

1 =1, , X = x,p’ = y° bo'lsin. K kompakt (demak, yopiq)
4 - .
(10,):’}) cK va (tn,yzo)e K . Shunday
qilib, £ =1, , x' = x*, y’" - y* ketma-ketliklar uchun
¥ ; r
(| f,,x) =@, y)zjlix" -y} (UL.1.13)

tengsizlik o'rinfi, S
Agar x" =3 bo'lsa, bu tengsizlik f(z,x)funksiya

o' lganligi uchun

(£, x")={1,,»") € Gnuqta atrofida x bo'yicha Lipshits shartini
ganoatlantirmasligini angiatadi. Bu b_eri'lganga zid.

Endi x°# y" bo'lsin, (t,.x") va (t,,»") nugtalarning
yetarli kichik atrofida f ning normasi | soni bilan yuqoridan
chegaralangan (Bu f ning shu nuqtalar atrofida Lipshiis shartini
qanoatlantirishidan ravshan) {lIl 1. I3)tengsrzhkdan yetarh katta j
lar uchun ushbu B

22 jlle =]
tengsizlikni hosil qilamiz. Bu tengsizlikda j— codeb limitga
o‘tamiz. Bunda “x"’ —y-"” - “x° ~y°” >0 bo*kgant uchun yana

ziddiyatga (2 > @ 9) kelamiz.
Shunday gilib, farazimiz noto*g‘ri va teorema isbotlandi. &
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- 6°. Oshkoreas funksiya to‘g ‘visida.

Ba'zan ushbu _ .
‘FI("YI=x2’"‘f‘xm'*yl’y'_?““’yn)=0".'
F} X 5:’\ 1""x" > s Vanens ¥V 505 :
{ I 2 ! y! y_ .}u) (I”llz’)
[j;;f(‘\"l’xEV"‘-'xm’yl’}"l""’yn)30
sistemadan 3, ¥,,..., Y,  o‘zgaruvchilarm Xi Xy X,

o'zgaruvchilarning sillig funksiyalari sifatida topilishi uchun yetarli
shastlar kerak bo‘ladi. Qisgalik uchun, odatdagi belgilashlardan
foydalanib, (111.1.14) sistemani vektorli ko‘rinishda yozaylik
: F(x,y)=0. (HHL.1.15)
Teorema (oshkermas funksiya to‘g* risidagi). 4ytaviik,
% x'eR" va Y e R" uchun F(x°,y°)=0;
2°. F(x,y) funksiva (x°, yu) e R™ nugtaning biror airofida
C' sinfea tegishii;
3 (x®. ¥y e R™" nugtada

o oR
_ ayl ”" 8}’,,
YeScLibed BERRNRIERNFR P
ay
oF, oF,
&))I . a.y;g .

shardar bajarilsin. U holda x° € R nugtaning shunday U < R”™
va ¥ € R nugtaning shunday V c R” atroflari mervjudki, har
ey xell wehan (R !_4} '{;avki ({11130 tenglamalar
sistemasi V-da yagona y = f{x) eV yechimga ega va bu yerdagi
J) vektoﬁﬁ?;-:ké:{vc‘i CU VY  sinfga bo'ladi.
{Hi.1- rasm).

tegishli
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H | . .
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-

Lil. - rasm.,

Oshkormas funksiya to‘g'risidagi teoremaning xususiy holi
bo‘igan teskari funksiya to‘g risidagi teoremani ham keltiraylik.

Teorema (teskari funksiya to‘g‘risidagiy. Avaviik G-
R"  fazodagi  ochig to'plom, f:GoR"  wzluksiz
differensiallanuvchi  vektor-funkviva va  det f(@)=0,ae G,
boIsin. U holda a nugiani o'z ichiga olgun shunduy U < G ochig
toplam va b= fla) nuquani o'z ichiga olgan shunday
V c R" achig - U T
Junksiya {7V U teskari
Sunksiyaga egava ¥y eV uchun

UY=L ON @)=

Masatalar

to ‘plamiar maviudki,

uzluksiz  differensiallonuvehi

1. 4 :[; j)"matritsa. uchun ||4] va ||A|]*.ﬁorm.éla’i:r:ni hiébblang.

2. Teskarilanuvchi 4 M

b
-

A7) = o
H " "A“ T

ekanligini iekshiring: ) P

(R) matritsa uchun -
] :

SR




3. Ayaylik, G<R™ - qavarig soba, f:G->R
differensiallanuvchi funksiya bo'lsin, x& & va y € G nugtalar uchun

!lf(y}—.f(x)!lé(fup N+ s{y— iy — x|}

<<l
tengsizlikning o rinli ekanligini isbotlang.
4. G R" - qavariq socha, f:G >R’ differensiallanuvchi
funksiya va Ae M, (R)bo'lsin. xe G, x+f e G vchun ushby

HA(x+d)~ flx)-Ah) < sup |l fi{x+sh)— 4| || &)

D<x<l
tengsizlikni ishotlang,

5. (Lagranj formulasi). G < R™ - ochiq to'plamva f:G > R
differensiallanuveln funksiya berilgan bolein. Agar xe G va X+Ac G
nugtalarni tutashtiruvehi {x+s#j0<s <} kesma G da joylashsa,
ftolda shunday . € {0:1) son mavjudki, uning uchun ‘

Fx+m)—f(x)= f{x+uhyh.
va'mi |

LSO B X B =[x x, )= f (),

Lagranj formulasi o'rinli ekanligini ko'rsating. -

6. @, x)=[lx], xeR", funksiya x bo'yicha R"da Lipshits
shartini ganoeatlantirishini ko rsating. Bu funksiya differensiatlanuvchimi?

7. Agar  f:E->R" {EcCR"™)
f:E->R,i=lLn, Kkomponentalari £ da Lipshits shartini
qanoatlantirsa, u hoida f ning o'zi ham £ da Lipshits shartini
ganoatfantirishini  ishotlang. Teskari tasdiqning ham o‘rinliligini
ko'rsating, N

8. j'(x):uxﬁl, xeR", funksiva har qunday K cR"
kompaktda Lipshits shartini qanoatfanticishini ko 'rsating.

. N
f(!‘xl,xg]={‘;’§x1x35;':‘ +f3 ] funksiva {ri<1, [x[<1, |x,i<]

+i"

vektor-funksivaning

to'plamda ), x,bo'yicha  Lipshits  shartini  qanoatlantiradimi?
lel<l, e <lyi<l, € <lix)<l (0<s& <!} to'plamda-chi?
9. EcCR’ toplamda ;' E— R"funksiya Lipshits shaitini
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Dok ‘E’,‘r);“.t* E LA IJ|

AL>0Vx, G} CE ()~ FR)IST I — X

Pt

qanoatlantirsin:

Ixtiyoriy X € R" u';hu'?_

Feo=infF I +LIx-pl;
deb, yangi funksiyani aniglaylik. £ to'plamda f: fva f funks:jya'
R” fazoda Lipshits shartini ganoatlantirishini ko'rsating (:;7‘ funksiva

f ﬁing Fdan X"gacha Lipshits sharti sagiangan holda "dav_loml
A5 0

ettirilishidir).

1112, Umumiy ko‘rinishdagi differensial teagiamalar r' :
sistemasini birinchi tartibli tenglamalar sistemasiga keitirish ¢

Soddalik uchun ikkita x=x(¢) va y=y{f) { skalyar
argumentning noma’lum hagiqiy funksiyalariga nisbatan ushbu
Flt,x,% 8, 0,5 ) =0
Gl x, 5 X e, 0 =0
differensial tenglamalar sistemasini qaraylik. Bu yerda F va G
funksiyalari m+n+3 dona haqiqiy o‘zgaruvchilaming haqiqiy
funksiyalari; ular R™”*" fazoning biror D) sohasida aniqiangan
va uzluksiz deb faraz qgilinadi; f-erkli o‘zgaruvchi, x va y lar¢
ning noma’lum funksiyalari. Agar x funksiyaning (H1.2.1)
sistemada qatnashgan hosilalarining maksimal tartibi m bo'lsa, u
holda (il[.2.1) sistema x ga nisbatan s~ tartibli differensial
tenglamalar  sistemasi deyiladi. Differensial tenglamalar
sistemasining y ga nisbatan fartibi shunga oxshash
aniglanadi. Agar (111.2.1) sistema x ga nisbatan m- tartibli, y ga
n.isbatan esa  partibli bo‘lsa, u holda m+wm somi (11.2.1)
sistemaning tartibi deyiladi. ' B
Masalan, ushbu
{x‘“ cost —ix> + yx'+ y"sint - (x)* =0

(mneN) (0.2.1)

(122)
x7sin +x"+ y"cost 1y -1=0 T
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sisteima S5-taribli  bo'lib, u
esa 2- tartiblidie.

Agar I — R oraligva x =(p(t)

x ganisbatan 3- ¥ ga nisbatan

y= ;y(t) funkswalm

uchun
) PO C O o
. _{F((,x(r); HDea X (O KO, ey () 20, Vi
NG x@), X D, P, V), () =0, Vi e ]
shartlar bajarilsa, u holda  x=¢(f) , y=w() funksiyalar

(HL.2.1) sistemaning / oraliqda aniglangan yechimi deyiladi.

Agar (II1.2.1) sistemani x'",va  y*” hosilalarga msbatan
yechish mumkin bo‘lsa, u holda uni

]’ L} f(! X, x .{ur l]’y yr’““’y(n—l))

l (g _g(t x, X (n l},y, T”" Im I:}
ko'rinishda yozish mumkin.
nisbatan yechilgan déb ataladi.

Yuqorida misol  sifatida keltirilgan  (111.2.2) sistema

quyidagicha yuqon hosifalarga nisbatan yechiigan ko rinishga
keltiriladi: y .

(111.2.3)

(_!I[.B.B, sistema yuqori hosilalarga

Jx"’—(n +(\) —Tyx)COSf‘f‘(],T!J) —x")sin¢
b '-(tx +(Y) yx)sml+(x —ry —~1)cos?

{n+ m} *-tdl‘tlbll J(N.2.1) sistema(n+m) dona birinchi :

rambh d:fferensml tenglamalar sistemasiga keltirish mumkin. -
Bamng uchun quyidagi belgilashlarni Kiritaylik:

24

unx,,x = XX =y,
s e (=1} § (IIIZ 5)rj
l_y m+l ’ y = xm-‘-?! y - xJu-H:t

- Bo belgﬂashlar nat:_;amda (III 7 l} sistema o‘rniga ,1 o o

TS
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X, — Xy =0
X3 =Xy =0
x:ﬂ—-1 —xﬂ'i __0

' y=0.

2.6)
E F(:,xn 'X.‘Jnxu!xmﬂyu--sxn{m s Xpin (I" ' )

4 — =
X m+a-1 X it 0 AERE GEVE
I r — -
G(f x! EN xms }“m E mfl paeres YH+HI' ’me!) - O .
sistemaga Lelamlz

(I1.2.5) belgilashlar l‘lﬁtljaﬁldd (1iL.2.3) sistcmadan esa

ushbu I
CIbg E,-..ﬁé i
x] - xz iy, on ;
X, = x], e‘,li_’i’:"r} ¥ o .
.- = Ui TR
T =X
x.m—l “m e Y = ll 2 7
: 3% = f X seeenn Xy xm,,....xm") (111.2.7)
A o o
Xpar ™ Xaer2
’ _ x . )
Xipen-1 ™ Fomn
{x:m-u = g(£7 x1-‘«‘ xm’xm+19 xmhl)

sistemani hosil qilamiz. SR
Shunday qilib, agar x =) va y=w() funksiyalar
(HI1.2.1) (yoki (111.2.3)) sistemaning yechimi bo*isa, u holda
X =), x, =@/'(t),..x, =@ (),
Xy U Fpa =W O Ky =90 .
funksiyalar (1[1.2.6) (mos ravishda (111.2.7)) sistemaning yechimi

-




bo‘ladi. Alsincha, agar _
Y =X)L = () ey X, =X, 000, = 5, () XL, = X,,,00
tunksiyalar {I11.2.6) (yoki (II1.2.7)} sistemaning yechimi bo‘lsa, u
holda x=x (/) va  y=x, (¢ funksiyalar (HL.2.1} ( mos
ravishda (I11.2.7)) sistemaning yechimi bo*ladi {tekshirib ko‘ring).

. Shunday gqilib, (I11L.2.1} differensial tenglamalar sistemasi
birincht tartibli differensial tenglamalar sistemasini yechishga
keltirtldi. Yuqori hosilaga nisbatan yechilgan differensial
tenglamalar sistemasi esa quyidagi normal sistema deb ataluvchi
sistemani yechishga keltiriladi:

X = [l X s X))

L X=X, X
L -,-.e_.a\_:..-\ ) 2 .)‘-2 {. H L3 ) (I 11.2.8)
R ..{ ........ .............

X = filhX e X, )

Shu munosabat bilan, biz asosan (11.2.8) ko‘rinishdagi normal

_ s1slemalarni o°rganamiz.

Quyidagi birinchi tartibli differensial tenglamalar sistemasi
berilgan bo‘lsin: :

{Fl (X)X, X ey X, ) =0

Fy{, XX X e X 3 =0
6%, . ) (111.2.9)

.................................

'
F (fa xls """ xn"xl L x:f) = O

Ba’zt ma’lum shartlar bajarilganda bu sisternani yechishni bitta 7- .'
tartibli differensial tenglamani yechishga keitirish mumkin. Dastlab

(IiL.2.9) ni x/,x},...x; hosilalarga nisbatan yechamiz (buning
mumkinligi faraz gilinadi). Natijada ushbu o
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X = fill, X X,) . | | ;

%y = ol X %) 2.1y,
i

l\x:r = f;: {t’xla"'!xn) : ’;‘;‘

sistemani hosil gilamiz. Endi X ga nisbatan bitta #-tartibli’
i i it hun differensiatlash va

i sial tenglama hosil  qilish  ue & '
dg‘k::?sh usulidan foydalanish mumkin. Bu usulga} ko‘ra .(HI.Z.I(.))
Zistgmadagi I-tenglikni n—1 marta ketma-ket dlf’f'ere_nsmllaymlz
{buning. mumkinligi faraz qilinadi) va bunda Eiar bir qadgm}da

(1£.2.10) dagi tengliklardan foydalanib nomia lum - funksiyalar,

hosilalarini yo‘gotib boramiz:

N

"o oy éx,,

Endi x,,x,,...,%, o‘zgaruvchilarni yo‘gotish uchun quy:dag1
sistemani tuzamiz: . '
x =g (t,%,.X,)

xr:gz(r:x|}""x”)

(fi=8) .
Cu21y

xf"} = g,,(f, x] ] -“‘J‘xn)
Bu sistemaning dastlabki #—1 ta tenglamasidan
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Xy = 2,0, %0 X x)
(H1.2.12)
Cx,=x (1, Xp Xl ,x,“ I’)

larni topib {buning mumkinllgl faraz qilinadi), oxirgi tenglamaning
o'ng tomomga qo'yamz. Natijada »- tartibli yuqori hosilaga

msbatan yechllgan tenglamaga kelamiz:
(n]

..—‘g (f x5 % (f, %, XX (1, X, X, =
=g(t, x, ¥y x0T,
(11.3.13)

Ba’zi shartlar bajarilganda (IH.3.13) tenglamadan topilgan

X, =x,{f} yechim va unga ko‘ra (111.2.12) tengliklar yordamida -

aniglangan x, = x,(#),...,x, = x,{#) funksiyalar (J11.2.18) normal

sistemaning  yechimini tashkil etishini ko‘rsatish mumkin., Biz
bunda to xtalmaymiz.

Biz * yugorida ikki noma’lum funksiya gatnashgan
differensial tenglamalar sistemasi {I1.2.1) uchun yechin;_-};.
tushunchasini kiritdik, uni birinchi tartibli differensial tenglamalar™
sistemasiga keltirish bilan shug‘uilandik. Ixtiyoriy chekli sondagl
X, Xy, ..., X, nNOMa’ lum furiksiyalarga nisbatan nshbu

Lm Ly} {""n) =
'F;(!‘xlvxlﬂ"' \ lﬂx‘? A'J" xﬂm x xn’ ﬂ )_0

F.:J (l" xI ’x; 2 (ml) x”‘l’ L lim ) »T xi?’xn L U" }) D
sistemia uchun ham yechim tushunchasi yuqorldaglga o‘xshash
kiritiladi. Bu sisteman] ham normal sistemani yechishga keltirish
mumkin {ba’zi shartlar bajarilganda),

Lzoh. Ba’zi hollarda # - tartibii normal sistema bir dona n-
tartibli tenglamaga keltirilmaydi.

Masalan, ushbu

{f:x
¥ =y

tkkinchi tartibli tenglamalari ajralgan normal sistema, tushunarllkl.
36
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bir dona ikkinchi tartibli differensial tengiamaga keltirilmaydi. Bu

s:stemamngyechlmu x=c€ ,y=ce (¢y¢, —const). o
Yugort tartibli differenmal _tenglarpalar ma_v.temasrdag
umumiy holda bitta noma’luin funksiyaga nisbatan blttad yu}c;;on
tartibli differensial tenglam rsil gilish mumkin. Bunha]1 aén
differensiallash va yo‘gotish .- - lan foydalamiadl Ba’zi ho a:jr‘ a;
esa yo‘yotish jarayonida ohy .ugebranmg rezultanfl?r metodin
ishlatish mumkin. . ;
Misol. Ushbw N
¥ —xy—-y=0
V-x+2y +x=0

sistemadagi ¥ = y(f) noma’lum funksiya ganoatlantiruvchi bitta
differensial tenglamani topaylik. |
g—r Berilgan sistemadagi ikkinchi
ditfcrensiallaymiz va bunda hosil bo'luvchi x’ hQSilani birinchi
tenglamadan x = xy + y ekanligini topib, yo'qotamiz:
Y -2xx' +4y +x' =0, _2x(xy+ y)+4p +xy+y 0,
Y rdw - yx - 2yx” =0. "
Endi berilgan sistemaning ikkinchi tenglamasi va h
tenglamadan tuzilgan

Y4230 +x-x" =0
Yy +y-px =2y =0

sistemadan x nema’lumni yo'qotish kerak. Bu ishmi radlkallarsm
bajarish mumkin. Buning ur.,hun oxirgi sistemaning tenglamalarini

X pa ko'paytirib, 1 %, x2,x° noma’lumlarga nisbatan quy1dag1
chizigli bir jinsli algebtaik sistemani tuzaylik: :

tenglamani

Y2yt 1 -1 o]
Y +dyy+y -y -2y 0 ¥
S0 Y+dp' vy v Wy Nx)
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‘Bu sisterna notrivial- yechimga ega bo‘lganligi sababli {masalan,
yechimning birinchi. komponentasi noldan farqli:1#0) uning
determinant nolga teng bo'lishi kerak:

s !
l( e 1

- e B 1
[ N B —1]*
i iy e+ y —y 2y *
- 0 Virdy' vy -y _~—2y1

Bu yerdagi determinantni hisoblab, v = y(¢) noma’lum funksiyaga

nisbatan quyidagi ikkinchi tartibli differensial tenglamani hosil
qilamiz

"4y -8y’ —Dy" 4y Yy — Y + 28y - Ty =0

_ %% . % Ushbu i T
s (X' —xy—y=0 .
i)ﬁ’—x2+y3+2x=0

sistemadan v = y{¢) noma’lum funksiydyqenoatlantiuveln bitta oddiy
differensial tenglama hossl qiling. '
2. Ushbu

o .
e N T4

\ .
x'-.— IJ,.P —y" - x3 = 0 ‘3 {1) L
: Yy —xy-x =0 .. {2)
sistemadan x = x(/) noma'lum funksiya uchun bir dona
tenglama tuzing.

differensial

T11.3. Mavjudlik va yagonalik teoremasi

Vektor ko'rinishda yozilgan  differensial tenglamalar
sistemasi uchun quyidagi Koshi masalasini qaraylik: ..
x'= f(t.x) . (IH3])
Lx], =x" (11L.3.2)
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Bu yerda X =x{f)- nx1 o‘lchamli noma’lum vektor-funksiya,
£ x) vektor funks:ya Dc R"" sohada aniglangan va uzluksiz,
fit,x)e C(D, IR") va (ro,x e D). Bu Koshi masalasini

yechish (111.3. 1) srstemamng biror [, t e !, oraliqda aniglangan

va (U1.3.2) ‘boshlang'ich shartlami

topish demakdir .
(U1.3.0, QI3 2) Koshi masalasmmg skalyar ko‘ nmsh;

_f]‘(tsxpxg! =37 .u)
Xy = flt X Xy

e.; 1c:atlantlrm.rclru yechimini

%“r B hsshuns s

xﬂ) ' Jrh'%- 3

X, = LX) X X, )

. .
1c|,| x| s xﬂr "x'!! ey xﬂl!‘] =X

(U13.1), (11L.3.2) Koshi masalasiga quyidagl vektor ko*rinishda
yoziigan integral tenglamalar sistemasini mos qoyaylik :

x(()=x"+ J’ f(s.x(s))ds -

(111.3.3)
Agar / oraligda aniqlangan @ :/ —> R" vektor-funksiya uchun

1} ¢ e CU,R") - ¢ vektor-funksiya / da uzluksiz

2) Veel uwchun ¢(f)=x"+ j (s, 0(s))ds,
4
ya'ni x =@(;} vektor-funksiya / da ({11.3.3) ni qancatlantiradi
shartiar bajarilsa , u holda x = @{f) vektor-funksiya  (111.3.3)
integral tenglamalar sistemasining 7 oraligda yechimi deyiladi.
Ekvivalentlik lemmasi. &/, (4,x")eD bo'lsin
X =@(t) vektor-funksiva ({11.3.1), (I11.3.2) Koshi masalasining

yechimi bo ‘Hishi uchun uning (111.3.3) integral tenglama yechimi
bo lishi yetarli va zarurdir.

#— Isboti bevosita tekshirish yo'li bilan amalga oshiriladi, &
39



. Endi (111.3.1), (111.3.2} Koshi masalasi lokal (fy nugtaning
biror atrofida aniglangan ) yechimining mavjudligi va yagonaligj
to'g'risidagi teorema (MYaT)ni keltiramiz. U Koshi-Pikar-
Lindelyof teoremasi deb ham yuritiladi.

Teorema (Koshi-Pikar-Lindelyof, MYaT) Aytaylik,

S= 1(1 x) ‘:R’*“hf —lga,|x-x"fsb}  (@>0,6>0)
fie.x)eC(S,R"Y va v Sdo x=(x],x3-',-..-_:;.xn')

bo'yicha Lipshits shartini ganoatlantirsin. S kompakt  bo'lgani
uchun S da uzluksiz f vektor-funksiya chegaralangan :

AM >0V (r.x) eS| £, o|sM

§ t.’mdr ;

(111.3.4)
h:min{a,_}f’?} deylik. U holda  (II1.3.1), (II.3.2) Koshi
f

musalasining € [t, -ht,+h} segmentda oniglangan yechimi
mengjuct va bu yechim yagonadir,

83— #n=1holidagidek ish tutamiz.
(IIL.3.1}, (10.3.2) Koshi masalasining o‘rniga unga ekvivalent
bo‘lgan  (U1.3.3) integral tenglamani yechamiz. Yechimning
mavjndligini  ketma-ket  yaginlashishlar metodi yordamida

ishotlaymiz. | ~/;j< h segmentda ketma-ket vaqginlashishiar deb
x'(O,xW,..., xF {#),... vektor-funksiyalar ketma-
ketligini quyidagicha (rekurrent usulda } anigiaylik:

(0 =x°,

ataluvchi

¥ =x"+ il-f(s,.r"" (sOds, keN .

Bu verdagi barcha integrallar mavjud bolishi uchun jt=t}sh
bo'lganda har qanday £ =0,1,2;.= uchun ~ (6, X(0)) €8
bo'lishini ko‘rsatish kerak. & =0 bo‘lganda bu tushunarli. £ =1 da
(111.3.5) formuladan fe{r,—A.5,+h] lar uchun quyidagi
baholashlarni bajaramiz: o '

(111.3.5;)
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eo-x )= 1 ff o (s))ds )dst < M' fuas|=

'_ —M|r 101<Mh<M%:b
Demak, FET AR bo‘lgahda (¢, x_l(t))r €S va
x2(f) yaginlashish  aniglangan. Endi matematik induksiyani

qo‘llaymiz. Faraz gilaylik, |f~{{<h bo‘lganda &.x' @) es
bo'lsin. Biz |f—f,| <k bo'lganda (f,x**'(1))" €S ekanligini
ko*rsatishimiz kerak. Farazimizga ko‘ra

() =x"+ j’ £ (s, x*(s))ds

funksiya | £ —f,| < & oraliqda aniglangan. Demak,

< imf(s,x"(s)j"ds <

[0

[res.xt (snds

: < M [t—t,| £ Mh< b
ya'ni [{—§{ < h bo'lganda (¢, Jt:JHI ) e S . Shunday qilib, 0'sha
tlar uchun (I11.3.5, } dagi barcha integrallar mavjud hamda x (r)
laming hammasi uzluksiz funkmyalardzm ihorat bo‘ladi. (Ashda x*
lar C' sinfga teglshll Nega?). .

Qurilgan x*(f) yaginlashishlar [, -4, '+h]‘ segmentda
tekis yaginlashuvehi bo‘ladi. Buni isbotlash uchun ushbu -
X0 + (2 () - X))+ (@) - x()) F et
" () - x () ) +... o (3
Vekto:-funksxyaiardan tuzilgan funksional gatorning  tekis
yaqinlashuvchi ekanligini ko‘rsatish kifoya. Buni ko‘rsatish uchun

©sa  funksional qatoming tekis yaginlashishi - to‘g‘risidagi
Veyershtrass alomatidan foydalanamiz. Buning uchuna (111.3.6) qator
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hadlarini.  normasi bo‘yicha yugoridan baholaymiz. (II1.3.5))
tormuladain’ : . : T Lo

(111.3.7))

[0} s

SMli—t)| .

_ Agar L bilan Lipshits doiymisini belgilasak, ya’ni
ixtiyoriy  (1,x)e S va ({,¥)eS ‘nuqtalar  uchun

Ifexy —f(.8)|<Ljx-%] bolsa, u holda materatik
induksiya prinsipi yordamida ko*rsatish mumkinki, ¥ 4 € N uchun

. i k

- {1

!| x (- x”“(f)“ < M ‘—?;’—J-, telty— i, +h ], (I1.3.7)
tengsizhklar  o'rini  bo'ladi.  (113.7,) tengsizlikdan tekis

yaqnlashish to'g'risidagi Veyershirass alomatiga ko'ra  ([11.3.6)
qatorning, jr —ful_éh bo‘lganda tekis yaqinlashishi =1
holidagiga o*xshash kelib chjciadi. Shunday qilib, x*(f} funksional
ketma-ketlik tekis yaqinlashuvchi. Uning limitini @(f) bilan
belgilaylik :

' %igx*(x):g:(r), telt,—ht,+h]. (1113.8)
Uzluksiz funksiyalarning tekis limiti sifatida () funksiya uziuksiz
bo'ladi. : '

@) ning [4, — it +h] da (1113.3) integral tenglama
yechimi ekanligi # =1 holidagidek isbotlanadi.

5 Endt - (4, — hyt, + 1 ] segmentda aniglangan (111.3.3) ning
boshga yechimi - yo'qligini. ko'rsataylik. x=w(f)
[{, — Aty + ] ] segmentda aniglangan ixtiyoriy yechimi bo‘lsin:

uning

C YO=X"+ [faptnds, relt,~ R, +h]

4y

Y ugorida qﬁrilgaﬁ' x* (1) ketma-ket yaginlashishlar bifan w{f)
orasidagi fargni baholaymiz. Ravshanki, - -
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po-xol-lo-<1-

ﬁle*foli'L'-"' "

J £ (s.w(s)ds

:
Matematik induksiya prinsipi yordamida v % e N uchu
- f+l .
: A
k *-l——“-— creft,—hi, +h, (1IL3.9)
s O M rel—hl kL G
ekanligini ko‘ramiz. (IIL3.9) da k — oo deb, (H1.3.1) ga k_o_ 1.'a
uy;(t)-—w(r)“ﬁﬂ- ekanligini hosil gilamiz. Oxirgi _tengs_lz_h_k
vieft, ~ht,+h] uchun w(f)=@(/) bo'lishini ko'rsatadi.
Teoremaning yagonalik gismi ham isbotland. & :
Eslatma. () =@(). [t —4i<h, o'ly ‘
(111.3.9) dan ketma-ket yaqinlashishlarning - xatoligini baholovchi
tengsizlikni hosil gilamiz:

i—t
(k+ 117 _ )
. i
Teorema. Aytaylik, GcRY - soho, f:G—oR

wzliksiz va v G da lokal Lipshits shartini ganoatiantirsin. U holda
G sohaning ixtiyoriy (tﬂ,xo) nugtasidan  (111.3.1) tenglamaning
integral chizigi o‘tadi. Bunda (zn,x") nugta orgali o'tuvchi
ixtiyoriy ikki yechim wlurning umumiy aniglanish oralig 'ida ustma-

ust tushadi. L
8 {{,,x")e G nugtedan o'tuvchi integral chizigning

bo‘lgani  uchun

£+l

o) - o ()] < ML lf=1,1<h .

mavjudligini isbotlaylik. (ru,xﬂ) ‘nugta uchun >0 va b>0
sonlarini shunday kichik tanlaylikki, ularga ko‘ra qurilgan ushbu
s={@.x) eR"||1-f|<a, | x—x°| <b} o
silindr G da joylashsin: S < G . Agar kerak bo‘lsg', u .va"b lam!
Kichraytirib, f(f,x) funksiva S da x bo‘yicha Lipshits shartlm.
qanoatlantiradi deb, hisoblaymiz. (Aslida bunga hojat yo'q, chunki
26- betdagi teoremaga ko'ra G dagi har ganday kompaktda - f
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{unksiya x bo'yicha Lipshits shartini qanoatiantiradi {albatta hg,

bir kompaktda o'zining Lipshits konstantasi bilan). Endi shu § ga
tatbiq etilgan Koshi-Pikar-Lindelyof teoremasidan (. x"eG
nugta orgali o‘tuvchiqintegral chizigning mav; udligi ravshan.

Faraz qilaylik, /,oraligda aniglangan @,(f)va 1, oraligda
aniglangan  @,(1) yechimlar (o xNe G nuqea orqali d‘tsin,

ot ) =o5(,) = x° (el N5) Biz 111,  oraligda

@) =p,(D) ekanligini  ko‘rsatishimiz kerak. £, ning o'‘ng
tomonidagi  +e/ N1, nugtalarda @ (1) = @, (¢) ekanligini
ishotlaymiz. {; ning chap tomoni uchun isbot shunga o‘xshash
bajariladi. ' _ '

Agar {, dan o'ngdagi biror 7« LM,  nugtada

@)= g, {I)bo'lsa, 7 = inf{s | Vr e (s,7] @ = %(e‘)}
deymiz. Ravshanki, f, <7 <7 va ?2(r) =, (7), chunki, agar
,(1) = p,(r) bo‘lganda edi, », (1) va 9,{f) uzluksiz bo‘lgani
uchun 1 nuqtaning chap tomonidagi unga yagin ¢ nugtalarda ham
(1) = @,{t) bo'lardi. Buesa ning inf ekanliliga zid.

Shunday qilib. @,(r)=@,(r)= %, lekin < ning o'ng
tomonidagi 7 g2 yetarlicha yaqin barcha ¢ lar uchyn o) #p,(5).
Bu (7.%)€G nugtadan ikkita

anglatadi.
Bu esa

integral chiziq chiqqanligini

she nuqta uchun tathiq etilgan MYaT ning
yechimning yagonaligi to*g*risidagi xulosasiga zid. & SR
- Umumiy holda (4, %) € G “nugta - orqali - o‘tuvchi
yechimning MYaT. (Koshi-Pi kar-Lindelyof) teoremasi ta’ minlovchi
mavjudlik segmenti '[tn—h_.,-a‘o_e-kh] ning uzunligi 2% shy
{£p. X, ) nugtaga bogliq bo'ladi. Ya'ni turli (fpsX%,)€G  ringtalar
uchue bu segmentning. uzunigi umumiy holda har «xil, Shu
munosabat bilan quyidagi teoremani ke}timiz.
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Teorema. G R — soha’, i, x)e C(G,]R")wlz f
j ;;O da (x bo'vicha) lokal Lipshits shartini qanoarkmnrj;n‘
furen G da yotuvchi ixtiyoriy K kompakt uchun shunday

L . 4]
ghﬁfz ), 6 >0, soni topiladiki, K ning ixtiyoriy {te-x7)

j hfﬂi
faSidﬂ??. kaﬂiida [tﬂ 6,1‘} + 5] segmentda m!qlangaﬂ yec
nugl . - -
.( L <t i (Iﬂﬁ .0) uqt g g “Iq mds, i
[ ‘fﬂdl b (4 d ‘5 fon A . c JC ”‘ aga bo, €S 1(

o bos J_COIO;)'CG ixtiyoriy kompakt bo'lsin. K dan G ning
C gacha bo‘lgan masofani  d ‘ deylill:
d=dist(K,0G). K to‘'plam G sohada yot;vcl;i ks:f;di
bo'lgani uchun KN8G =& ve, / > 0! OChiq_
G, = {x e Gidist{x,K) <d/2} deyhk. RavsharT i ,‘ G o

va KcG, C G, cG. f funksiya G da uzluks.,?z bo lgiim yv un
u G ning gismi bo'imish Gﬂ kompaktda ham. uzluksiz hamda

chegarasi  0G

demak,

chegaralangan: . _
jfe.ol<M, ¢x0)es,

chun

Ixtiyoriy (t,.x")e K nuqta | u o

i

S={(t.x)eR"|jt-1t,|<d/2 || x-x"||<d/2} silindrn

G <M va
qaraylik. Tushunarliki, § < G, . Demak, S da | f(t,x)‘“ -
F (£, x) funksiya x bo‘yicha Lipshits shartim qamaﬂaﬂmad; nk_l
Kos';li—Pikar-Lindeiyof  teoremasidan ravshanki,

J =min {%,5%—} > {0 soni hgm.ma (a‘ﬂ,x“) e K nugtalar uchun
umumiy % =§ bo'lib xizmat giladi. &
Misel 1. Ushbu
X =2x+y,
y=x4+2y,
x(0) =1, y(0)=-1;
45
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Koshi  masalasini yechishga ketma-ket yaqmlashlshlar imnetodin;
latb:q etayhk

B lewony

,s e,y el Hri<a, (x—l)'+(y+l) <b? }(a>0£1>0)
silindrda MYaTning  shartlari S, y)=2x+y,
Jx.y)=x+2y funksiyalari § da uzluksiz va. . X, )

o'zgaruvchilar: bo'yicha Lipshits shartini ganoatiantiradi.

Berilgan masalaga ekvivalent ~ integral
'Sistemasam yozamiz: '

bajariladi:

tengiamalar
x(ty=1+ j[zx(s) + y(s)]ds
0 ) )

yiey=~1+ [[x(s) + 2y(s)}ds

Nolinchi yaginlashish: x°(¢)=1, 3%() =—1.
Birincli yaginlashish:

=1+ fi25"(5)+ " (s)]ds =1+ fre~1ids=1+¢,
it Q

Yy=-1+ j[.x“(s)+2y°(s)]ds =1+ f[1-2}ds =11

!I\kmdu yaqmlashlsh

3
¥ (!)~I+I[2r (s)+y (s)]a[s—1+I[2(l+s)—]-5]ds—[+!+£2—

_vj(r) =—1+ J‘[x[(s)+2yl(s)]ds =—1+ I[1+S + 2(—1—5_)]ds =

f"
=—]—f——
2

k — yaqinlashish ham shunga o*xshash topiladi, Undan esa
46 "

hmx (r)-e , hmy (y=—¢

kanligi  hosil bo ladi, Bevosita tekshirib ko‘rish mumkinki,
e

¢, y=—€  funksiyalar berilgan  Koshi  masalasining
x-— - .
yechimidir. &
Misol 2. Ushbu
- 2
"= x'siny + 1y
- xay tomor
sisternaning o'ng omont
f(rxy) x+2yx° smy+ry L%, 3)= X’y
(1,x, V)€ R? nugtalarda uzluksiz va ixtiyoriy kompakida
chegaralangan
o o _
Qf af' = + 28, == =3x’y, ==
L= 2xsiny, —- =x* cosy + 2ty o 5)}

3 . .
xususiy hosilalarga ega, ya'ni f, va fytar R'da 101{?[ Lipshits
shartini qanoatlantiradi. Demak, ixtiyoriy (t.x,y)e R’ nugtadan

= o " di %
bu sistemaning yagona integral chizig'i o'ta o
Teorema (yechimning global mav_ludhgl to'g rls!(;ia)._
Faraz  qilaylik, (1.3.3)  sistemaming O ‘ng tomonidagi

St %) funksiva ¥t e[a;b], VxeR" bo ‘Yganda aniglangan va
uzhiksiz, hamda X vekior o'zgaruvchi bo ytcha Lipshits shar;m

it
ganoatlantivsin. U holda V', €{a;b] va vx’ e:R. 'uchlfn- (K)
masalasining birato ‘Ea [a.b] da aniglangan yechrm:_mavjud v
yagonadir.

g— Yana (111.3.5) ketma-ket yaqmlashlshlarm tuzayi[k
(5,),..-,(5,),... integrallar endi V! e&|[a; b} uchun ma’noga £ga,
chunki f(s,x(s)) vektor funksiya Vs €a; b} uchun aniqlangan.
Teoremaning shartiga ko'ra

- resdfs s
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Bundan

e ofi<reseche-s]

| 7. X< A+ L]x- x“", 4? max | /(r,4")]. o

te[e A
Endi (1{3.10) baholashdan foydalanib,  (111.3.5) ketma-keg
yaginfashishlar uchun quyidagilami hosil qilamiz. |

')~ XA -1

- Fo-xo)s _[[ Sl X ()= fs,5°(s)) ] ds < .

G
1Ea

st

L{, iﬂ]';r!(a')—xﬂ(g)Ilds < L-AJ_{;'B,_-, |

T I e

|

I () - &1 < L]l!x“ ()= (s)]ds SL*'I“"'E‘-Z?L

Hosil qilingan bu baholashlarda 'fe[a;b],rn &[a;b] bo‘lishi
kerak. Demak, (Il1.3.6) funksionat qator {ela;b] da tekis
yaginlashuvchi. Qolgan fikr yuritishiar Koshi-Pikar-Lindelyof
teoremasining isbotidagi kabidir, &

MYaTdan yugori tartibli
skalyar noma
borligi va yag

hosilaga nisbatan yechilgan
lum funksiya uchun Koshi masalasining yechimi
onaligl to'g'risidagi teoremani keltirib chigardylik.

_ Skalyar 7 o0°zgaruvchining skalyar no‘malum funksiyasi
Y=x{) ga nisbatan ushbu

¥ =gy, Yy Ny (n3.11)
tartibli  yuqori hosilaga nisbatan yechilgan differensiai

tenglamani qaraylik. Quyidagi boshlang‘if:h shartlarni go*yaylik:
48 '

R —

Bl
;

I omu D e 32
y|fu:y0! y‘fuzyos"‘v Y o y() ( }

i 7
i ..

(1i1.3.1 1) tenglaman ! - = s
. y = xl’ y - xl""’ y - xu ; \.-\_-,-\, ',.{:. 1 :
garuvchilarga nisbatan_birinchi tartibli differe l?iteng ama.:ar |

o'Z ) P A

gistemasiga keltlrzrirr’uz. e

Xy =%,
X5 = X
|
x:r—! = x!l
X = g(8, X5 X,)

Bu sistemaning vekior ko‘rinishi e . _.m.3 5
x’=f(i,x),f(t,x)=(xz,xp...,x",g(r,xl,...,x,,)) . (1.3,
(111.3.12) boshlang'ich shartlar
' xllx.,:}}m X2
ko'rinishga mos keladi. Uni oy
xLﬂ:xo (X0 =3y, X3 = Yooos X, = V5 )

= Yo K|, =200 (H13.06)

'!IJ

(11L.3.17)

ktor ko‘rinishida yozamiz, ' . L
;iunday qilib, (I1.3.15), (II1.3.17) Kosh; masalasi 1-{0511 bo }dx
Agar (f,,x°) nugtaning biror atrofida g{(#,x) hagiqiy funksiya

. . Jg g
uzluksiz va uning —,...,

xususiy hosilalari chegaralangan
i H

bo‘lsa, u holda (I1[.3.15) dagi f(¢,x) vektor funksiya x vektor

0°zgaruvchi bo‘yicha shu atrofda Lipshits shartir.li q.anoatl?ntirladi%
Demak, bu holda normal sistema uchun Koshl—Plka‘r—Lmde ?ro'
teoremasini  qo‘llab, (IL.3.11), (_III.3.13)‘ Koshi masalasi
yechimining mavjudligi va yagonaligini ko‘ran_nz. o

Agfr {IIIJ.3.1) sistemaning o'ng tomon}dgn fazqat _uzlpkszzhk_
talab gilinsa, quyidagi mavjudlik teoremasi o'rinli boladi.

bra b,
Teorema (Peano). DcR™ sohada

Agar
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FU.x)e C(LDR") bolsa, ixtivoriy (2, %" € D uchun (1. 3.0,
(I11.3.2) Koshi masalasi kamida bitta yechimga egd beladi.

Agm (M1.3.1)  sistemaning o ng
f{! t‘) €C{O.R") dan boshga shart talab gilinmasa, “yechim

yagona ba* lmasligi mumkin. Buni M. A. Lavrent’ yev . mlsoh
asoslaydi.

o
Tk Fege L
RS

AR g

Masalalar
T 1 R f‘azoda quyidag? qismiy tartibni k]r:tay]ak
R xsperx'<sy j=1n; F
X —

. Xx<yox<y j=ln. .
Benlgan r: (a £]— R" funksiva uchun Dinj hosilalari

D fin= H_n; M (yuqori chap flosi]a)
D)= tim L f(r+h) f0)

=l
tormulalar bilam aniglanadi. Quyidagi lasdiq]arm ishotlang:

Faraz gilaylik. f e C(fa,b]xR",R"} va V¢ & [a,5] uchun
xSy, x' =y’ ekanligidan f/(r.x) < £y, y) tengsizlik kelib chigsin
(j =1.#). Bundan tashqari,

RN

{quyi chap hosila)

@(!) uchun

?{f)—f(f QD(!)) IE[u £], bo'lsin. U holda, agar ue C([a,56],R") va

ﬂ)mn>fuuona<;<b
. ut@)> pta)
bo° Iaa i )>¢>{!) ! € [a, b], baholash o'rinli; agar v & C([q,b],R") va
{Dvﬁ}qjuvan,a<r<b "
v(ay<p(a)
bo- Isa €sa,. u(t; <@(1),  €fa,b], tengsizlik o'rinli bo*ladi,

2. Faraz qilayfik, feC(R,R)}hamda x= x{7) funksiya
x“= f(x) tenglamaning / & [a,b] segmentda aniglangan yechimi bo*lsin.
Agar x(a)=x(b) bo'isa, x{s)=const’ ckanligini isbotlang. Bu tasdig
feC(R,R"), n>1, holida o'rinli emas. Lekin, agar feCR R

S 50 : T

tornomdan

funksiya biror g e C'(R",R) skalyar funksiyaning gradiyentidan iborat,
U

wi f =grade bo'lsa, yugorida keltirilgan tasdig o'rinli bo’ ladi.
ya’'

Shularn isbotlang. . 1
3. Faraz gilaylik, f e C({o, b]x]R 14 )va

(FEx)~F3)(x- y)«a“

hart o‘rinli bo°Isin. U holda
s x'= fln,x)
x|,

,a<tsh, {xg}cR" 0<9<1§§

gla,bl, x°cR")
boshlang ‘ich masalaning ko‘pi bilan bitta yechimi borligini isbotlang. o
4. DcR™ — soha, (1,,x°)e D va feC(D;R") funksiya:

ot = 'Yo (!0

quyidagi shartni qanoatlantirsin |
Yz, Y, x)eD Vi, yye D

(fl.x)- £t y)-(x-p)<2)x-y[-p(x~y])
bu yerda ¢ € C{[0; +); R ) o'suvchi funksiya, p(0) =0 va

Jﬁ% =+w (r >0).

ik

C g

U holda o
[x'= f(r x)

o=

(K

ru

Koshi masalasi ¢ > {, da yagona yechimga ega bo‘lishini ko‘rsating. Shu
tasdiqga o‘xshash tasdiq ¢, dan chap tomonda, ya'ni ¢ < #, da ham o'ripli.
Yechimning yagonaligi quyidagini anglatadi: agar (K)
masalaning grafiklari D da joylashgan ikkita yechimi bo‘lsa, u }mlda bu
Yechimlar wiaming umumiy aniglanish sohasida o‘zaro teng bo‘ladi.

5. D R™ - soha, f e C(D;R") funksiya uchun



D NLx)e D YL Y)e D If(_f, x) = fi, y)|s go{lx~~ y').

bo‘lsin: bu yerda ¢ € C([0:-+%0); B )— o‘suvchi funksiya, p(0)=0 va

U holda V(tu,.t“) e [ uchun BTN EN ;ﬁ';;i-gg;; TP
. "_‘_f{f,x) ;

B

g

' -r;s'_;?.?ﬁ??f-"fi-‘f.ﬁ. I8P e g
Kashi‘masalasi ydgona vechimga ega bo‘ladi, Shenj ish
s i :

1I1.4. Davomnsiz yechim _.;;-;

Ushbu. i
TR N = fLx)

sisternani  qaraylik, bu paragrafda

S, x)

vekior-funksiya
D cR™ sohada uzluksiz (feC(D,R") va D da joylashgan
har qanday kompakida x vektor o'zgaruvchi bo'yicha Lipshits
shartini qanoatlantiradi deb faraz qilinadi. By farazimizga ko‘ra
Y(t,.x") € D uchun ushbu b

(X'= F1,X) e
x|, = x° ' AR
Koshi masalasi biror [1,, 1, + #,] (7, >0) segmentda aniglangan
yagena X =@(l) vechimgaega, - -

Agar x=@(f) funksiya (111.4.1) differensial tenglamaning
! ={u, b] oraliqda, X =yl €sa  uning
J :[a;bé],_' b<bh', yoki J=[a;b"), b<b", oraligda aniglangan
yechimi bo‘lib, ular / da ustma-ust ham tushsa, u holda x = ()
yechim  x =gp(/) yechimning fdan .J gacha o‘ngga davomi
52

{i11.4.2)

funksiya

’ ‘!(
2
i
i

eltiramiz.

tirilishi) deb ataladi. t : .
hi?ll‘lSinlg boshqa tur oraliglardan o'ngga hamda chapga davomi
A ‘ iglanadi.
et " amaq zt:ilr::nrom ettirishni amalga oshirishdan avval

H i O‘ngg . k]l © ir i i
Yecil:iﬁzﬁ%yelimlash (biriktirish) bilan bog'liq bolgan bir jumlani
ec

‘dave

Jumia 1. dgar x =) funksba (II1.4.1) differensial
tenglamaning (t,,f,] segmentda, X= @ (t) esa uning {t,.1,]
¢ A ¢
egmentda aniglangan yechimiari bo ‘1ib, () =@ (1)) shart hain
5

pajarilsa, v holda bu yechimlarning yelimlanishi (birikuirilishy)

bo lgan 1
(LAY ]'Q(t), agar § E[Zu,f]] bo'lsa _

1(01(!), agar ! €1,,{,] bo'lsa . |
funksiya (TL4.1) differensiad  tenglamaning  [fy.4) ] segmentda
aﬁfqlangan yechimini beradi, ya'ni x=w(t) yechim x=(p(t)
yechimning [t,.4,} segmentdan ifos-] Segmen!gacha.davo.vn.rdfm
iborat.

§— Berilganga ko‘ra A

[;'/(f) e Ci({!uar!]); w'(() = f(E,I,V(f)): te [(ustl};-::...._.' "
v eCUeLD; WO =/lyOielhbl -
w(, -0 =)=t =y +0). |

Shuning uchun

V-0 =g't) = F.o) = fULa @) = ot =y +.0)'
Demak, p'(4) maviud, w(n)eC ({f,0]) va yii) funksiya
(lI1.4.1) differensial tenglamani [{,1,] segmentda ganoatlantiradi.

w(f)=

Yechimning o‘ng uchi bo'lmish 3
(ﬂ:xl)d—.e_f.(tﬂ + Ay, i, + hq)) eD nuqta%a'-- coflra.

i



J x'=fle,x) o -, ) by
- L": f,:x’ ' _ . :

Koshi masalasini yechib, [fl,f,+h,] {(h >0) segmentda

aniglangan yagona X = ¢, (f) yechimni topamiz. Yugqoridagi ikki .

yechimni yelimlanishi (biriktirilishi)dan ushbu s
}9"’({), agar { €[4,,1,] bo'lsa, g
B 160; (1), agar t €11, +h ] bo'lsa #%. g~

(4 =1+ Ry, 01) = ¢ (1,)= x")
funksiyani quramiz. Jumia t ga ko'ra bu @' (t) funksiya (I11.4.2)
masalaning [£,.4,JU 1.1, + A1 =[1,,1, + A] segmentda aniglangan
yechimidir. U {#,, 7, + 4] da aniglangan x = () yechimhing
[t5.1, 7] segmentgacha (o‘ngga) davomidir. Bu yechimni
{funksiyani) yana x={t) bilan belgilaymiz; endi bu x = ¢(t)
funksiya (111.4.2) masalaning [r,,¢, +7] segmentda aniglangan
yechimidir. Yechimning bu davomi bir qiymatli aniglanadi. Endi bu
yechinum yana o'ngga davom ettiramiz va hokazo.
Yechimning chapga davomi yuqoridagiga o°xshash amaiga
oshiritadi. _ _
Endi davomsiz yechim tushunchasini kiritamiz.
Monoton kengayib (o*sib) D ga intituvchi K, kompaktlar
ketma-ketligint qaraylik: ' o

T .,. .:;,«" . fp;(f)
L v

o §E=.§_<;_"f_ﬁ,_;;:¥« RN

KicK,c..cK,c.,|JK,=D. (11L4.3)
=1

Masalan,
K, = { .x)e D| dist((r, x),6D) 2 L., EFA L Es j}
J

deyish mumkin.

Berilgan (1,,x") € D nugta K, dayotsin, (fo,xﬂ) ek,.

54 ,

: - ¢ 111.4.2) masala

' raf 45- betdagi teoremaga lfo_ ra) ( ) masak

mi—nﬂ?‘ﬁ%“gga o'zgarmas gadam uzunligi bilan davom’ ettirid,
ye

chekli gadamdan so'ng (el nekK, (>4 )"nuqt;mi h{):“sll
qilamiz (vechim =1 da K, kompaktdan _tashqarlda)._ Aytayl.lk,
.ot NeK, bo'lsin ( f, < j, bo‘lishi ham mumkin; .bumng
ahamiyati yo'q) . Endi yechimni dan o'ngga K, dan chiqqunga

i ‘suvchi
adar davom ettiramiz va hokazo. Natijada monoton 0'suve
q

f,t { ketma-ketlikni hosil gilamiz. Demak, chekli yoki
LR LR R

CthSiZ. T =hm {j manUd va [fmn]u[rlstzlu'"u{{m—l’tmlu'“= IU’T)
fre

ho'ladi. Davom ettirish natijasida biz (111.4.2) masa‘laning [ru,i‘")
oraligda aniglangan x = @{1) yechimini hosil gilamiz. IB'u y;chlt?
grafigi Dda joylashgan har gqanday kompaktdan chigib etz.z i
Hagiqatan ham, agat {(!,(p(!)) eR"{f st < T} grafik biror
K c D kompaktda joylashgan bo‘lganda edi, u ho_lda_ bu grafik K
ni qoplagan biror K, da yotardi, bunday bo‘lishi mumkin emas,

chunki f,dan boshlangan yechim o‘ngga  davom ettirilishi

patijasida chekli qadamdan so'ng o‘sha K, dan tashqariga chigishi.
e ed‘le‘el::him t, dan chapga ham shu yo'sinda davom f.fl'til'ﬂad‘f.
Natijada (dx7) intervalda aniqlangan X = (f) nghirp ho_sn?
bo'ladi (7 =—o0 yokifva T =4o0 bo'lighi mumkin).' Bl} yechim
{K) masalaning (D sohadagi) davomsiz yechimi deyiladi.

Endi ¢(#)davomsiz yechim (1IL4.3) dagi K, (jel)
kompaktiaming tantanishiga bog‘liq emasligini ko‘r_satay!il-‘f.

Faraz gilaylik, f{; kompaktlar ham monoton o'sib D ga
intiluvehi].ya’ni B s

“ . N ey
S N SAEOE N W §
ek e Ryemie
j=1 - -

e o B T PTG TR 0




Xususiyatga . ega va ularga ko‘ra qurilgan (I114.2) Koshi
i} |né$alési|1_ing davomsiz yéchimi' .(i“';f) intervalda aniglangan .¢(2)
- tunksiyadan iborat bo'Isin. _
Jumla 2. @(tyva §i2) davomsiz yechimiar ustima-ust
- tushadi, ya'ni (7;T)=(F;T) va Vie{n;TY=(5;T) uchun
o) = @l1).
8= lkkala @{f)va @(f)davomsiz yechim ham bitta

(111.4.2) Koshi masalasining yechimi bo’igani uchun yechimning
yagonalik xossasiga ko'ra' ular aniqlanish sohalarining tengligidan

{ (T:_T_):{f;i‘:) } bu yechimlarning tengligi, ya’'ni jumlaning
isboti kelib chigadi. Demak, 7=fF va

kifoya. Biz T=T tenglikni
=7 ekanligi shunga o' xshash isbotlanadi.

Fataz qilaylik, 7+ T bo'lsin. Aniglik uchun 7 <7 deylik.
Tushunarliki, 7" —chekli son va Vre(r,T)uchun @)= @(t).

Demak, JE?}(}@U);_@(T) limii. mavjud va (T,¢(T)eD.
Ravshanki, K (/e N) kompaktiarning birortasi, masalan K, .
{(Lp@) e R |1, <1< T} grafikni aoplaydi:
K, :a{(!,(p(()) € R“" L1, <1 <T} . Lekin x=¢() davomsiz
yechimming qurilishiga ko‘ra uning biror ¢ €[t,,7) dagi giymati
£, kompakidan tashqarida bo‘lishi kerak edi. Hosil bof.l;gé.n

=T ekanligini

isbotlashimiz ko'rsatamiz,

ushbut

ziddiyat farazimizning noto‘g'ri va, demak, 7 =7 ekanligini
isbotlaydi. &

Shunday qilib, (lil.4.2) Koshi masalasining davomsiz
yechimi bir giymatli aniglangan.
- Davomsiz yechimning xususiyatini quyidagi teorema ochadi,

_ Teorema. Furaz qilaylik,  f(t,x} vekior-funksiva
DR sohadu yzhiksiz (f € C (D.RY) va D da joylashgan

anday kompakida X bo 'yicha Lipshits shartini ganoatlantirsin
aar ¢ i

o ‘:fcr (+.x°Ye D uchun qo yilgan (111.4.2} Koshi masalas:frmg
e 7:T) intervalda aniglangan b6 Isin.

= f) devomsiz yechimi ( ; . . .
; h f’da ixtiyoriy K< D kompat wchun  shmday  chekli
o

re(r;T) va Le(mT) lar mavjudk
L ’ - -
Fe(rin) whm (Fs@(D)e K va har qandey

; ladi.
un (00 € K bo .‘ B
- Ixtiyoriy K C D kompakt berilgan bo Isin.

z. 7, uchun ishot shunga o'xshash

hor - qanday
re(1,T)

B

i isbotlaymi _ .

Teoremani 7, uchun isbot k
1 L3 y t‘

bo‘ladi. (IIL.4.3) munosabatlarga ko'ra K, (je N) kompakilar

i ' . Agar

orasida K kompaktni qoplovehi K, mavjud, K, - K. Aga

barcha f (7T lar uchun @Uf) & K, bo'lsa, teorema isbot bo’ldi;

chunki bu holda, masatan, T, ={, olish mumkin. Endi faraz

gilaytik. shunday t, € (r,T) maviud bo‘lsinki, uning uchun

oty K, borlsin, U holda usnbu A% {r e @, D (.ol1) € K,}

to'plam bo‘shmes (f,€A4) va chegaralangan ( chunki K, -

1 1 1 )
kompakt ). Demak, chekli supA mav;u;l. T, =supA deylik. U
holda supremum te’rifiga ko'ra barcha ¢ e (7,T) far uchun
- 1. . &
(¢t e K, va, demak, (¢;¢(1)) & K ham bo‘ladi.

Biz yugorida (111.4.2) Koshi masalasining _davoir:!siz
yechimini qurdik. (IILIV.1} differensial  tenglamaning buror

yechimini davom ettirish va davc_amsi.Z vechim tusl}ul.iln;::‘l;als;
yugoridagidan bevosita  kelib chigadi, chun.kl. (hbu
tenglamaning  oraliqda aniglangan x = @(¢) yechimius s
X' = f(t,x)
x!r"'_" plty) (€ 1)

: a7




iKoshi masalasining yechimi demakdir. Bu masala yechimining /

- dan 1ashqariga davomi (u f,e/ga bog'liq emas) I oraliqda

aniglangan x = ¢(t) yechimning davomidir.

Yuqoridagi tekshirishlardan quyidagi teorema bevosii

kelib chigadi.
Teorema. gilaviik, f(1,x)  vekror-funksiva
D R™ sohada wzliksiz ( FeCD,R"Y) va D da joyiashgan
har gandey kompaktda X bo ‘vicha Lipshits sharting ganoatiantirsin
va (IL4.1) differensial tenglamaning x = @(1), @ :4,;T) > D.
Yechimi berilgan bo'lsin. U holda bu yechimnng o'ngga davom
eltirilishi  mumkin  bolishi  uchun b yechim grafigi

{{! pNeR"" |, <t < T} nmg D sohada  joylashgom bnor
- Kompaktde yotishi vetarli va zarurdir.

Faraz

Cyse g I Masaialar B 9
1.Ushbu ‘ g G
dx 'y gt | e
aTr o
di, X IE
a0
=1, y(h=0

g <nd :
masa]a.mrrJ davoinsiz )Lchmﬂ (0, +c-o) lnterva!da amqlangan ekanllgm:
ko rsating.

2. Faraz qiaylik, x¥' = f(x) tenglamaning o'ng tomoni x e (7

Iardd {G c &" - soha) aniglangan va tenglama uchun yechimning
ma\Juc[hk va yagonalik xossasi o'rinhi bo‘lsm Agar bu tengiamaning
Cran i, <) segmentda aniqlangan @(t}) yechimi uchun
@1, )= (¢,) bo'lsa, be yechim te(—oo;+oo) oraligga davom ettirilishi

i ; mumbanligini ko*rsati ing.
3. Ushbu ' = 3~ +x°, 3(0) =0, masala [C;2,6)oraligda

amqlangan vechimga ega emas (yechim [0;2,6) gacha davom etmas)
lugml isbotlang.
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4 (.2} C(R,R) va G(x) = jg(s)ds funksiyalar uchun |}

Im>0VreR Gx)zmx va¥yeR yf(y)20 i
shartlar o°rinii bo’ isin. Ushbu A '
X+ f(xHY+glx)=0
{rw) Xo, X' (D)=, ({tu,vo}CR).

boshlang'ich masalaning yechimi o'ngga [0,+c0) gacha_davom etlshlm

oy rﬁ‘ B
R. r :

ko‘tsating.

[11.5. Mubim integral tengsizlikiar

Differensial va  integral tenglamalar ya{;himlaril‘li
baholashda qo°] keluvchi muhim integral tengsizliklar bilan bog'lig
tasdiglarning ba’ziiari bilan tanishamiz. _ .

Teorema 1 (Bihari tipidagi tengsiziik). Aytaylik,  biror
a 20 son, wzluksiz nomanfiy u:[x,,0) > R,. k:[x.0) >R,
funksivalor hemda uzluksiz va (keng ma’noda) o 'suvchi vzluksiz
musbat g R, {0, +c0) funksiva uchun

sl

ux)<a+ ]k(s)g(u(S))dS, xe [xo";:a_.f‘-f)‘:a: H(LIL5.1)

tengsizlik gancatiansin. Ushbu
- ’

e, teR*, i
g(o*) :

Sunksiyani anigleylik va uning teskarisini G - bilan beigffayffr‘f-' v

G, ()= (a5.2)

holda G (Jk(s)ds) mia 'noga ega bo'lgan barcha x €[x,.5) lay

Rl

uchun

H(x)sG;'(}k(s)Hs) (I1.5.3)
Ao . .
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behofash o rinti bo ‘fadi.

&~ Dastlab a > 0 deb faraz qilamiz, Ushby

Lo VX =a+ jk(s)g(r.g(s))ds', x E [x,,b), )

iy
: funksiyani aniglaylik. Ravshanki, v{xy)=a veC'([x by R,)
. ) * 0> L +
va a(x) £ v(x), xelx,,b). Demak, & funksiya o'suvchi (keng
ma’noda) va £ > ¢ bo'lganligi uchun

VXY = k(x)g(u(x)) < Kx)g(v(»)), x efx,, ),

2

tengsizlilc o'rinli. Bundan & >0 bo'lgani uchun . o

AUy refx b
- gy~ RO
) .' tengsizlik  kelib chigadi, By tengsizlikni - u:zx dan
I =xxe(x,,b), gacha mtegrallaymiz: st o
SR ' x W Wk
e ¢ GV [k, xelx by sy
- D _ s cir
Pushunarliki, G, funksiya qat’iy o'suvchi
[ dG (1) I '
(T 0N 0. teR, ] va uning qiymattar to*plam;

/4

U

[e,d], < _.é_f_Q'__f__ def 7 )
I, ¢ ag(g)( WSc<), d= f—g—‘%g__) (0 <d < +4<0),

orelliiqdan. iborat. Demak, G teskari funksiya [c,d] oraligda
amidangan va qat’ty o'suvchi bo'ladi. Ravshanki, (HL.5.4) va

u(x) < V(x) iengsizliklardan G Iff('S)ds) ma’noga ega bo*lgan

barﬁhg. Ye [x,.5) lar uchun

u(x) < v(x) < G ]‘k(s)d.s) ;

(111.5.3) tengsizlik kelib chigadi.

Endi @ =0 bo‘lsin. U holda (IIL.5.1) tengsizlik ixtiyoriy
a > uchun ham o'rinli. Yugorida isbotlangan (11.5.4) tensizlikda
a —» 0+ deb limitga o‘tamiz va teoremaning isbotini tugatamiz, &

Isbotiangan teoremadan foydalanib  Gronuoli-Betlman
tipidagi tengsiziiklarni hosil gilish mumkin.

Teorema 2 (Gronuoll-Bethman tipidagi tengsizlik).
Aytaylik, biror @ 20,820,y >0 sonlar va wzluksiz  nomanfiy

u:x,,0) >R, uelC([x,,b),R,), fimksiva uchun ushbu
u(x)Sa+ Blx—x,)+7 fu(s)ds, xe[x.b),  (U5.5)

Ky £

tengsizlik bajariisin. U holda _
u(x) < g’ 4 —{;(eﬂ-"‘*“ —1), x€[x,.4), (IIL5.6)

baholash o ‘riniidir.
F~ 1. Teorema | dan foydalanib isbotlash. Teoremaning

shartlarida, ravshanki, ixtiyoriy £ > 0 uchun
u(x)<a+pBlx—x)+y ]u(s)ds+ sy(x —x,), x €[xy,5),
ya'ni K | N
u(x) <a+ ;v](u(s) +Bly +&)ds, x € [x,,5),

tengsizlik o'rinli bo'ladi. Agar A(s)=y. g(c)=c+ fly +¢
desak, teorema 1 ning barcha shartlari bajariladi. Bu holda

gty

Sa g




z r do _ do _ I+ﬂ/}r +g
v 280} Jo+piy e h’1‘9"*-"ﬁ/3f+e_’_ 5

Gl =(a+ fly +&)e' ~ Bly —¢ (yeR),

_]_k(s)ds = f(x-x,)

)

e

va teorema 1ga ko‘ra quyidagi tengsizlikni topamiz:
W)@+ Bly + 63’0~ Bly g, xe[x,,b).

Oxirgi tengsizlikda sni 0+ga mtlitlrlb limitga o‘tamiz va (Ill,? 6}
tensizliknt hosil gilamiz,

:fgf}i
[L. Bevosita (teorema 1dan mustaqil) isbotlash. Ushbu .

H)=a+ flr—x )ty "J‘N(S)ds, veln.b),
X

yordamchi funksiyani qaraylik. U holda u(x) < v(x}. Endi v(x) ni
yugoridan baholaymiz. Ravshanki, Vix)= B+ yu{x) < B+yvix).
Demak, v(x)—yv(x}< . Bu tengsizlikning har ikkala tomonini

e wga ko'paytiramiz: (‘-’(x}é'*?"_) <pe”

. Oxirgi tengsizlikni
x, dan x €[x,.5) gacha integraltaymiz: J
e e B e n 5y
p(xle ™ —v{J_cﬂ)e e ;—y—(e % g )
Bundan v(x,)=a ekanligini hisobga olib, (I11.5.6) tengsizlikni
hosi! qilamiz. &
Natija (Gronuoli-Bellman tipidagi tengsizlik). Agar
ueCl(a,bLR,) funksiva va a 20, £20,y >0, x, €{a,b)

sofor wckin "

L R : g;;e

|
u(:.)<a+ﬁ|x x|+ fu(s)dsi xe(ab) (1[157}

M

: P
vl 62
._l;'

jengsiziik o vinli bo lsa, w hOIAC  gii% i e Sy
ux) s a1 £ (e”*‘r l 1), x € (a,B), (11153)

holash ham o rinlidir.
: g x2x, holi yuqorida isbotiandi. ¥ <X, bo‘lganda

X, =X, — X deb, v(z)= u(Zxo — 2z} = u(x) funksiyani
Z—=Ag =0 _ . -
Kiritamiz. U holda z='x; va

‘ o g
ju(s)ds Iv(()d: |x—x, =2~ x{, ) b
% .

bo‘.ladi va 1abot1anad1gan tengsizlik yana yuqorxda

ishotlangandan kelib chiqadi. & o _
* (%ronuoii—Bellman tipidagi tengmzl:k?ardan foydalanib
yechimning mavjudlik oralig‘ini baholash musmkin.

Masalalar o
i. Ushbu ' =y*+x’, y(0)=0, masala yechimi aniglangan oraligni
baholang.
2. Ushbu y' =3x" +y, y(\)—l masala yechimi o‘ngga va chapga
gayergacha davom etadi?

NL6. Yechimning boshlang‘ich ma’lumot va parametrlarga
uzluksiz hog‘hqhgi

Dastlab skalyar x noma’lum funksiya uchun

- ixw{t g)x =gt p2)
x(t)=¢ .
chizigli boshlang'ich masalani qaraylik; bu yerda 4 —haqiqiy

parametr,

pe(ua),rel  va  {p.ghe CUx( 1))
Tushunarliki, bu masalaning yechimi na fagat fga, balki u
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boshlang*ich’ ma’lumet 7,§ va u parametrlarga ‘bog'* l‘.lC]s U,
ma’ fumki,

— | pis, thhds :
<t5r, £y =-e fr + L

J:P(Jmai? j:q(r Li)-e fp{s,ﬂ}dsdr

formula bitan kvadraturalarda 1fodalanad1 Bu formula ko‘rinishidan
ravshanki, qo‘yilgan shartlarda yechim C(IxJxRx (4, u1,))

sinfga tegishli; xususan, yechim boshlang'ich ma’lumotlar va
parametrga uzluksiz bog'liq. Umumiy holda differensial tengiama
chizigli emas va qo‘yilgan masala yechimning oshkor formulasi
mavjud bo‘lmaganligi uchun ‘uning Jboshlang‘ich ma Iumotlar va
parametrlarga uzfuksiz bog‘ligligini o rgamsh 0SON emas.

-Endi ushbu - :

BEEERTS

o SR R

H=(L, ,uj oo, YEM (M CR” —soha) g parametr{lar)ga
bo'gliq bo‘lgan Koshi wmasalasini qaraylik. Faraz qilaylik,
S(t.x, 1y  vektor-funksiya {t,x)eD, ge M bo'lganda
aniglangan va  (barcha argumentlari -'bo‘y'i'cha) uzluksiz
(f e C(DxM.R")yhamda Dx M sohada x vektor o‘zgaruvchi
bo'yicha lokal Lipshits shartini ganoatlantirsin, ya’ni har ganday
(t, x, gt € Dx M nugtaning yetarlicha kichik atrofi uchun shunday
L >0 son mavjudki. shu atrofdagi‘barcha (£, x', ) va (t,x7, 1)
nugtalar uchun _ _
| fx? )= flx', s Liix* - x|

~ tengsizlik o‘rinli. Oxirgi shart bajarilishi uchun, masalan, ixtiyoriy
9,

A

.(t',_x.;u) ceDxM nugtaning biror atrofida <const bo‘lishi

yetarli. Qo‘yilgan shartlarda har ganday (f,,x°, gy e Dx M uchun

4
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(i11.6.1) masala yagona davomsiz x=¢r(r;r0._.x°,;z), tel,
yechimga ega. Bu -davomsiz -vechimning aniglanish intervali,
tushunarliki, tayinlangan (7,,x°, z7) qiymatlarga bog‘liy bo‘ladi,
] =1{t,x" j).  Demak, x = t;1,,x°, 1) |
(00, X 1y Ix Dx M < R*™"  gohada aniqlangan.  Agar

yechim

(;mx“)- tayinlangan bo‘lsa, u holda x=fp(r;to,xﬁ, H) yozuv

o'rniga X = @{{; g} yozuvni ishiatamiz.

Matematik modellar tuzilganda odatda f, va x°

poshlang'ich ma’lumotiar hamda o‘ng tomondagi f{f.x,u)
vektor-funksiya kichik xafolikka ega bo‘lgan har xif ¢'lchashiar
yoki hisoblashlar yordamida topilgan bo‘ladi. Shuning uchun “bu
kichik xatoliklar hisobiga yechim chekfi (kaita) qiymatga o‘zgarib
ketmaydimi?” degan savolga javob berish muhim amaliy
ahamiyatga ega. Albatta, amaliyotga tatbiq nugtai nazaridan kichik
xatoliklar vyechimni ko'p ofzgartinnasligi, ya’'ni boshilang‘ich
ma'lumotlar va parametrlarning kichik o'zgarishi yechimning
kichik o'zgarishiga olib kelishi kerak.

Biz bu bandda yechimning boshlang‘ich ma’lumotlar va
parametrlarga uzluksiz bog'ligligini o‘rganamiz. Bu bog‘tanishning
silligligini VI1.1- bandda tekshiramiz.

Dastlab yechimning parametfriarga uzluksiz bog'ligligini
ifodalovchi  teoremani isbotlaymiz, so‘ngra esa yechimning
boshlang'ich ma’lumotlarga uvzluksiz bog'liqligini ana shu
teoremadan keltirib chigaramiz. '

Teorema (yechimning parametrlarga aezluksiz bog ‘ligligh).

Faraz qilaylik, f(1,x,u)e C(DxM,R") ((1,x)e D, ge M)
bo Isin va D.x M sohada x vektor o'zgarwvchi bo yvicha lokal
Lipskits shartini gasioatlantirsin hamda = 4 bo lganda (IH.6.1)
masala | e [4,.4,]1 {t, €ft,.1,1 (!U,xﬂ,#u) € Dx M) segmentdu
aniglangan x = @(¢;, 1) yechimga ega bo Isin. U holda shunday
Yelarlicha kichik 50 son maviudki, || p— ﬂﬂ \<& bolganda
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X =@ 4) (= @lts1,, X°, @) yechim

aniglangan va

barcha t€(ty,i,] lardy
(£; 1) o'zgaruvchilar bo'yicha uziuksiz vekior.
Junkstvadan iborat boladi, oL ) e C([1,4,1x B, (4°)).

8= Tushunarliki, berilgan yechim grafigi bo‘lmish
R f<r<s,, x =g )} to'plam R™Y fazody
yopiq va chegaralangan hamda u D sohada joylashgan (11f.2-

rasmy. ;.. T

RETRO

24 x ; f;?_::_'z T T K f'-i;-i‘.. s '-*.-':-’

= ;/Jx-/ = zé_ji_}ﬁ-z,o Co

W 0 ___i_ﬁ-;_:;;;_;_a@»x’/’f?/fﬁ:\:rk"r/}
5 R B :>» PR
N : : = @t Y i
ir o D et x= (p(f.,ﬂq)ﬂ.{k
LR I W, o ©shamne
. I P .
o : SRR R & £,y e R
f.;,):;" a .
= 1}11.2- rasm

Deiﬁék,_bu grafik va G‘D orasidagi masofa q.at"iy musbat va biror
vetarlicha kichik p > 0 uchun usiiby
K={(t,.x)eR"™| t <r< Ly llx—@it 22 < py nay kompakit
to'plamdan iborat bo‘ladi va u ham 2 sohada yotadi.
Yetarlicha kichik o > 0 uchun
Bo(p)={uecR"| ju-p|< o} CM boladi. KxB,(u’)
to'plam DxM sohada yotuvchi kompakt bo'lgani uchun bu
kompaktda f{¢,x,4) vektor-funksiya x vektor o‘zgaruvchi
bo_‘yj(:ha Lipshits shartim qanoatlantiradi, ya'ni shunday £ >0 son
mavjudki, (&, x e KxB, 1) . va
SR : - : A
{(r,.x", p)e K x B, (") nugtalar uchun )

LA = fex, mli< Ll x? -2

ixtiyoriy
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_ghunday

rengsiziik bajariladi. Ushbu  f(#,@{f; 12,1 vektor-funksiy.a
(t, ) € [, 1. 1% Eg(,uﬁ) kompaktda uzluksiz, demak, tel:us

> ksiz ham. Shuning uchun ixtiorty £ > 0, < p, songako ra}
- §=6(&)>0, 8 <o, topiladiki, | g~ 1 ll< 8 shartni

oatlantiruvchi barcha g lar va ixtiyoriy fe€[f,f,] uchun
qan .

i f(Lp ). )~ F oG HY), < e bO‘.ladi. Ixtiyoriy 4,
| - p’ll< S, uchun x =@ u) yechim .bfror. te I‘C' {r.1,]
oraliqda aniglangan. Bu yerdagi 6 >0 _ sonini kl.(}hl‘a}’tll:.b, .mloz
x=@:H), HE B, (u'). yechimlarn_! le [il,fg:] crra 1qqa;1 '
davom ettirish mumkinligini ko*rsatamiz. Yec.hllmt:ntg granlg;
K nayda yotgan [ paytlar uchun (grafik K dan chigib ketmagung

oot

qadar) .
i Fl ot - Fou )=

<|| @i, i)~ £ u ), )l + 0
i f U0l ), 1) — F@ ), p) IS
<Lt ) -l u) || +e

va, demak, :

Wt ) - (s 4= “ If (5, @(s; 2}, p)dls — jf (s, (508" ) 40 )dls

=

fu

i 7 ptsi = r(s.ptss s 0 s

{ll

<
<

é“@ H@(s;p)—'-:v(s;y“)IHE)dsiﬂ

n

fiiotss 0= pts: a0l ds
ll‘n .
Gronuoll-Beliman tengsizligiga ko‘ra ( (111.5.7) formula)
| o 67
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lot ) -0 u’) s £ (e”’ ol

2 ndl &> O sonni shunday kichik taniayhkki umng uchun

L;r roj

= sup (e ~-D<p

L refn .t ]
bo'lsin. Shu & >0 songa ko'ra topilgan §>90, 5 <o, sonni
tayinlaylik. U -holda || gg—2'< 5 shartni ganoatlantiruvehi
ixtiyoriy peB(U) va ixtiyoriy telr.n] ‘uchua
he: ) -l 1) < p bo'ladi, yani x=@(tz) yechim
telf,5,] paytlarda K nayning yon sirtiga yetib boroimaydi va,
demak, [f.f,]gacha davom etadi. Endi X = @(t; 1) vektor-
funksiyaning aytilgan ¢ va g lar bo'yicha uzluksiz ekanligini
ko‘rsatishimiz qoldi. Analizdan malumki, agar bu funksiya
g€ B, (4"} tayinlanganda ¢ bo yicha [£,4,]da uzluksiz (bizda
esa uning / bo'yicha hosilasi ham uziuksiz) va M bo‘yicha
t<{t,,f,)ga nisbatan tekis uzluksiz bo‘lsa, u holda X = @ 1)
vektor-funksiya (f;2) €634, 1% B, (4") o‘zgaruvchilar majmuasi
bo'yicha uziuksiz bo'ladi. Demak, biz quyidagini ko‘rsatishimiz
kifoya: har qanaday e B,(#°) uchun yetarlicha kichik ixtiyoriy
7>0 son berilganda ham shunday @ >0 topiladiki,
fp=dli<w shanai qanoatlantiruvchi barcha e B,(4°) lar va
barcha fe|f.4;]lar uchun || @(1; 4)— @(t; fi) I|<rj; tengsizlik
o'rinli  bo‘ladi. Ixtiyoriy ,&EB‘).(;JU) parametrni tayinlab,
(L) e[t 1)x By (4"} ning ushbu  £(6,01: ) 2 vektor-
funksiyasini qaraylik. Yugoridagiga o‘xshash fikr yuritib,
l@(: ) —@(t; )| ni baholaymiz.  f(¢,@(t; 1), 1) funksiya
[£,.1, ]XB (u° ) kompaktda uzluksiz b’lgani uchun u shu yerda

tekis uzluksiz hamdir. Demak, ixtiyoriy & >0 son berilganda ham
shunday  w=ew(¢, j2)> 0 . topiladiki, | u—jfif[<e shartni
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noatlantiruvehi barcha pe B lar va istiyorty (€[]
qa

schun | f e m— £, @i u )H<6‘ bo‘ladi. Endn
yuqorldagi baholash!arga o*xshash ushbu '

|t iy~ @l IS (e“‘ “on,relnnl o,
tengsizhkm topamiz. Agar € >0 SOfH - : R
2 sup. (e”"_fOI 1<n
L HSERY | i
shartdan tanjab, unga mos @ = wlf. f1) >0 sonni mpsak u holda
| = ji||<w ekanligidan barcha ¢ €t,,4,] lar uchun

L Ot a Lty '
l!¢(t;#}—¢>(f;m-usf(e"" o< T sup (¢ -1 <y

tejt.t]

ekanligi kelib chigadi. &
gB:z teoremaning shartlarida quyidagi tenglikning o'rinli
ekanligini 1sbmladik
ol 1) =t B+ R (GA),
bunda ro(r; A qoldiq (farq) pt o' zgaruvchi 4’ ga intilganda
) IE[I! 21
t €[t,t,]ga nisbatan tekis nolga intiladi, ya'ni #,(4; 1) :; 0
.u—n!-
(r,{r, 1t} qoldiq tekis o — %) dan iborat).
Demak, #°ga yaqin glarda @(5; ) = @(r; ") desak, bunda
qilingan xato ki 1) =o{u— "), bo*ladi, va’'ni
0 .
oy =) +olu—p), p>u .

Keltirilgan tenglikda yechimlar ayirmasining {:hagamla-nga)ra
va tayin [f,f,] segmentda qaralayotganligi (baholanayotganiigi)
muhimdir, Buni guyidagi misollar asoslaydi, . ..o s

Misol 1. Ushbu . .

={x+uy (>0
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skalyar tengtamani qaray[ik; bunda s —kichik musbat paramet,
Uning u=u4,=0 bo'lganda x(0)=0 boshlang‘ich shartn;
yechimi  x=g(10)=0, 0<f <400, Leki
garalayotgan tenglamaning o‘sha x(0)=0 boshiang‘ich sharty;
qanoatlantiruvchi yechimi, topish qQiyin emaski, '

ganoatlantiruvchi

r=gluy =ty
1—ut .

formuia bilan .aniq1anadi. Bu O<t<l/u
{44 > Q) oralig'ida aniglangan va A parametr nolga intilganda by
oraliq cheksiz kengayadi va x= P 8} yechim x = pfr;0)
yechimga shu oraligda tekis intilmaydi; aslida

2y

. yechim

sup ’@(fJH)"CO(T;O)[: sup =400, &
bsrelpp Osietpu b= gt
Misol 2. Ushbu
' ., (420, w>0)
IJJ =—p{Hy—arx
sistemani qaraylik. U elastik prujinaga - berkitilgan moddiy

nugtaning  harakatiga tezlikka proporsional qarshilik kuchi bilan
to’sqinhik giluvchi muhitdagi harakatini tfodalaydi:

x'=—ux' - w’x. (*)
Qarshilik yo‘qoiganda =0 va garmonik ossilyator tenglamasi
hosil bo‘ladi: o '

=y i
J f ,  yoki x"=—p'x;
1y o
uning TRy yechimi

x =@, 0) = Acos(wr +a,}
(A.oy —const ). o
Qurshilik kichik, aniqrog'i 0 < g < 2w bo*lganda qaralayotgan (*)
tenglamaning (sistemaning) urumiy yechimi

1=l = ~ - 'd4w2_ | "--4-
x =t 1) = Ae ™ cos(dr + Xy ), W= ——f—f- (4, a, ~const)

formula bilan beriladi. Ixtiyoriy chegaralangan vagt araiig‘id.a hir
\31 boshlang‘ich sharti x=g@{f; ) va x=¢(£0) yechimlar
idchik 4 larda yagin bo'ladi. Lekin cheksiz vaqtlar uchun ular
yagin bo‘lmaydi, chunki @(/; #)——0, @(,0) esa (o'zgarmas
amplitudali, so‘nmnias) garmonik tebranishiami ifodalaydi. & o
Yechimning boshlang'ich ma’lumotlarga bog‘lighgim
o‘rganish magsadida Keshi masalasini ushbu
W[_JC'=}“(_M:_.,¢J!)
X.=¢ o o
ko‘rinishda  yozib olaylik, bunda f(¢,x, )} \Jektor—fuqksqya
yudorida aytilgan shartlarni qanoatiantivads deb faraz ‘qihvnad_t:_ BL}
masalaping yechimi x=@(;r,£. 1) kabi yoziladi. Yangi
s=1-7,y=x—£ o‘zgaruvchilarga o‘tamiz. Natijada ushbu

[@:f(s-k_r,y+§,_#)

1ds
Mo=0

yangi masalani hosil gilamiz. Bu masatada endi (r,&, u)
o‘zgaruvchilar parametriar rolini o'ynaydi:
| %:g(s,y,r,ff;u) |
¥le=0 :
(bunda g(s, y, 7,6, ) = f (s + 7.y + &, 41)) '
Yechimni p=w(s,7,&, ) bilan belgilaymiz. Bunda ravshanki,
eski x = (7, &, 4} vayangi y=w(s,7.&, ¢) yechimlar orasida
P, u)=E+yp(f—-1,7,&, 1) bog'lanish o‘rinli. Ishotlangan
teoremani (111.6.3) masalaga, ya'miyp=w{s,r,&, 1) yechimga
qo'llab, oxirgi munosabatga ko‘ra quyidagi teoremani hosil gilamiz.
Teorema (yechimning beshiang‘ich ma’lumotlar va
Parametrlarga  wzluksiz = bog‘ligligh). Faraz  gilaylik,
JSeC(DxM,R") bolsin va u DxM sohada x vekior
0 2garuvehi bo‘'vicha lokal Lipshirs shartini ganoatlantivsin hamdu
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(111.6.2)

(111.6.3)



= (11.6.1)  masala
(e [t.4,] (tg. x°, 1) e Dx M)

x:(o(t;r(,;xo,,uu) yechimga ega bo'lsin. U holda  shunday

bo ‘tgunda teft,t]

segmentda  aniglangon
yetarlicha  kichik 8>0 soni mavjudki, ushbu |T~1,[<5,
1€-x"1<é < va fu—pl<s
X=@( 1,6, ) yechim barcha t€lt),t,] larda aniglangan va

shartlar  bajarilgande
(6,1, 1) (t  yechimning argumenti, (r,&) boshlang'ich
ma'lumotlar, U parametrlar) o'zgaruvchilar bo'yicha uwzluksiz
vektor-funksiyadan iborat bo ladi, ya'ni :
i : . 4 0
olt,7, &, ) e C([1, 4, 1x (6 = 5,4, + E)x By(x ) x B_d-'(ﬂ- )
Masalalar

1. Quyidagi teoremani isbotlang.

Teorema (yechimming boshlang'ich giymatlarga uziuksiz
bogliglig). Aviaylik. f(t,x) vektor-funksiva (f,x)e D {DcR™)
- sohada wzluksiz va x bo'yicha Lipshits shartini qancatiantirsin hamda
{1y, &) € D uchun ushbu

' (X = ()
xl fo = 50
x=@(t;£%) yechimi telt;t,] oraligda
aniglangan bo'lsin. U holda shunday & > O soni mavjudki, ”f -.;’f”" <d
ho tgand

boshlang ich masalaning

[x'= f{t,X)
1,
maselaning  x = @4, &) yechini ham te[t;¢,] oraligda anjglangan va
& boshlang'ich gqiymat bo yicha Lipshits shavtini qanoatlantivady, ya'ni

shunday L >0 soni maviudki, telt;t,]. “5' —e_‘;'““ <0 . Hg__‘f" —.;50” <8
ckanfigidan Hg:g(t; EV~o(: £ s LYE - & tengsizlik kelib chigadi
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IV BOB. CHIZIQLI NORMAL SISTEMALAR

Iv.1. Chiziqli differensial tenglamalar norma} siStemasi'ning
umumiy xossalari

i. Biz bu yerda ushbu ?
;,;I' =a, (X, +ap()x, +..+a,()x, +£,() 1
s, . : _ A

L dfh = (I)X] * O (I)xz Foot dy, (f)x"_-‘r- &> U) e
ax, ' ' '
*C}'f-_ e (r)xi ) (I)x?- +..ta, (“)xr: +g, (n

n- tartibli chizigli normal  sistema yechimlarining  umumiy
xossalarii  o'rganamiz. Qulaylik uchun bu sistemani vektori
ko‘rinishda yozamiz:

' X' =Ax+glt), (IV.L.1)
bunda

Ay =|a, )]e C(ILM, R)),
g0 =(g g, (.....g, 1) «CUR",

X = (xl,xz,...,xn)r, x=x(f), tel,
deb hisoblanadi. Bu shartlarda, ma’hunki, ushbu
{x’ = A()x+g(t)

x, =x" ({,el,x’ eR")

Koshi masalasi birato‘la f oraliqda aniglangan yagona yechirﬁga '
ega. '

Jumla 1 (Superpozitsiya prinsipi). Agar
X = x'(1) vektor-funksiya x' = AOx + g1y sistemaning,
X = x*(1) vektor-funksiya esa X' = A(£)x + g* () sistemaning
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yechimlari bo'lsa, w holda x = ﬂqxl(!) + A, x*(1) {4, A, ~const )

vektor-funksiva ushbu x'= A(£)x + 4, g+ A, g Sistemaning

yechimi bo 'ladi,
#— Isboti oson. Berﬂganga ko 1a

de = A()x' +g' (1) va d':z = A(D)x* + g7 ().

Bu ayniyatlarning birinchisini 4, ga, ikkinchisini esa A, ga
ko' paytirib hadma-had qo‘shsak, jumla isbot bo*ladi:

d(Ax' +2,x" . )
"“’"_d?—) = AOAK +Ax' )+ A8 (O + Lg (D) &
(IV.1.1) ga mos bir jinshi chiziqli sistema deb
x'=A{Hx
differensial tenglamalar sistemasiga aytiladi.

Jumla 2. (J¥ 1 1) sistemaning barcha yechimlari (vmumiy
vechimi) uning biror {xususiy) yechimiga mos bir jinsli sistema
(IV.1.2) ning barcha yechimlarini (unumiy yechimini) qo'shishdan
hosil bo ladi.

g X = x_ () vektor-funksiya {IV.1.1) sistemaning

RY/AS

(1v.1.2)

biror tayin yechimi bo‘lsin, —-3& = Alt)x,, +g{). Uning
. ! '

.. . d
ixtiyoriy x =(t)" yechimini olaylik, _df‘i = At +g().
Superpozitsiya prinsipidan ravshanki, x =x, () tg-y/(t)—x,‘_w({)
vektor-funksiya (IV.1.2) bir jinsli sistemaning  yechimi:

. Demak,- (1) = x,,(£) +x, (), ya'ni (IV. 1.1}

sistemaning ixtiyoriy X ={f} yechimi uning x =x_, (1) xususiy
yechimiga mos bir jinsli sisterna (IV.1.2) ning x = x,, (/) yechimini

qo*shishdan hosil bo‘lgan. Ikkinchi tomondan, yana superpozitsiva
prinsipidan ravshanki, (1V.1.1) sisternaning yechimiga mos bir jinsli
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sistema (1V.1.2} ning yechumin ¢o'shib, yana (IV.1.1) sistemaning
yechlmml hosi} gilamiz. &

2. Yechimning yagonalik xos'%amdan kelib c.hlquvchz
quy;dagl natijani alohida e’tirof etayhik: 3

agar x=x{f) vektor-funksiya {IV.1.2) bir- Jms
sistemaning I oraligda yechimi va biror £, € { nuqtada x(t y=90
bo'lsa, u holda [ oraliqda yechim aynan nolga teng, ya'ni x(:‘) =40,

bo'ladi. o o
" n- tartibli bir jinsli sistema {IV.1.2) ning barcha yechimlari

to‘plamini ¥, bilan belgilaylik: o e

V = {x(r) e CLR")| x'(0)= A()x (), 1€ 1}
Bu ¥, to‘plamda elementm (vektor-funksiyani) elementga (vektor-
furksiyaga) gqo‘shish va elementni (vektor-funksiyani} songa
ko‘paytirish amallari odatdagidek, ya’ni nuqtama-nuqta aniqlanadi.
Agar V_ to‘plam bu amallarga nisbatan yopiq bo‘lsa, tushunariiki, u
chizigli (vektor) fazoni tashkil etadi. Bu holdau C'(Z;R"} chizigli
(vektor) fazonining qismfazos: ham bo*ladi.

Teorema. Bir jinsli sistema (\W.1.2) ning ixtiyoriy ixki
x=x'(t) v x=x'()
X=Ax )+ A,xHEy (A, Ay —const ) chizigli kombinatsivasi
ham shu sistemaning yechimidiv. Demak, V., chizigli Jazo. '

[k
| z

94X a0 va T = aox
s - i

yechiniining ixiiyoriy

" §—x Benilganga ko‘ra

Superpozitsiya prinsipiga ko'ra har ganday A,va A, sonlar uchun
x=Ax" (!)+Az.v3(f) vektor-funksiya ham (IV.1.2) ning yechimi.
Demak,

XXV, = Ax' +Ax el . &

V, fazoda nol-vektor x{t)=0 trivial yechimdan iborat. x($) V,
vektorning qarama-qarshisi (- Dax{t) =—x(}e ¥, vektordir.

i)

75



=3

Masalalar -

LV, ={x() e CULR") | x'() = ) xt), 1 AN C{IM,, (R)))
ning Ehiziqii fazo ekanligini bevosita va qat’iy isbotlang.

2. ¥, chiziqli fazomi R”chizigli fazoga akslantirishni quyidagicha
kiriiamiz.

t.ed I‘qufaﬂE: tayinlab, har bir x{t)€ ¥, yechimga uning x(t,}e R"
qiymatini mos qd"yaylik: K- R, x(t)—> x(t,).

Bu akstantirishning chizigli fazolar izomorfizmi ekanligini (in"yektivligini
sywyektivligini va chizight amallarni saglashini) ko‘rsating. Izomorf
chizigli fazolarning o'lchamiari teng bo‘lishidan dim¥, =dimR" = #
ekanligini asoslang.

IV.2. ChizigH erkli va chizigli bog‘langan vektor-funksiyalar.
R _ ‘Vronskian

x'(f_)',x!(t),...,x”’(f) vektoﬁfunksiyalarriing chizigli
kombinatsiyasi deb ushbu o
| AX O+ A (D + -+ A, 0" (1)
ifodaga aytiladi. Bu yerdagi A,4,,...,A4, sonlar chizigli
kombinaisiyaning koeffitsientlari deb ataladi.  Koeffitsientlar
A=A, =+-= 2, =0 bo'lganda trivial chizigli kombinatsiya hosil
bo'ladi. Ravshanki, trivial chizigli kombinatsiya nol-vektordan
iborat. ' _
Agar x'(}),x}('r),'...,.\:"‘(r), tel, véktor-funksiyalaming
biror notrivial chizigli kombinatsiyasi [ oraligda nol-vektorga
teng, ya'nt kamida - bittasi noidan farqli bo‘lgan Ay Aysin A,
FATH] A 4+ A, 1% 0 ) sonlar mavjud bo'lib, ular uchun
A0 0+ + A" (1) =0, 1 ],
ayniyat o‘rinli bo‘lsa, u holda by x'(t),xz((),...,x"’(f) vektor-
funksiyalar / oraliqda chizighi bog‘langan deyiladi. Aks holda,
ya'm berilgan vektor-funksiyalarning faqat trivial chizigli

76

inatsiyasig iborat bo'lsa, wlar chizigh erkli
.ambinatsivasigina nol-vektordan 1b01atl bo'lsa, ‘ !
i‘:hni]ziqﬁ bog'lanmagan) vektor-funksivalar deb ataladi. Demalk,

OR R ) fuqksiya!aming 1 oraliqda chizigli erkliligi
UShbu K it 3
AX' O+ Ax O+ +L,x" () =0(el) =
> A4 =4,==4,=0

implikatsiyaning rostligini anglatadi.

Misol. Ushba
I (1 2, J
X (t}=Lr , X (= ﬂ)

vektor-funksiyatami tayinlangan ixriyorty [ < [1;+ec) :oraii_qda

Chizigli erklilikka tekshiraylik.
8~ Faraz qgilaylik, biror A, va A4, sonlar uchun

() oo

|bo‘lsin. Bu veldor tenglikning skalyar ko‘rinishi
{ﬁu,~l+ﬁ,zt ={

. fe
It A N=1=0
Bu yerdagi birinchi ayniyatning o‘zidan A, =A4,=0 ekani'ig‘ini
topamiz. Demak, berilgan funksiyalarping u_"ivial chizigli
kombinatsiyasigina / da aynan nolga teng. Shuning uchun ular
ixtiyorty [ <[1,+00) oraligda chizigli erkii.
Hshbu

I.

-

(P 1 2 2
to-{ o)

funksiyalar esa (—<0,+w) oralig'ida chiziqli bog‘langan, F:htmki
ularning quyidagi notrivial chiziqli kombinatsiyasi nof-vektorga
teng:
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R R B HE R
. 1)\ 2 0
S Agar biror )l,,;ip---;flm sonlar uchun .
X(0) = 46 (O + ApX (@) oo+ A" (1)
tenglik o'rindi bo'lsa, x(f) vektor-funksiya x! 0, x(@),..., x" D)

vektor-tunksiyalar orqali chizigli ifodalangan deyiladi.
Teorema 1. x' (1), x'(f),...,x" () vektor-funksivalar I

craligda chizigli bog'langan bo'lishi uchun wlarning birortasi

golganiari orgali I da chizigli ifodalanishi yetarli va zarurdir.
g Yetarliligi. x'(), x°(1),..., x” () vekior-funksiyalar-

it

ning birortasi, masalan, X'{() qolganlari x*(},...,x"{?) orqali
chizigli ifodalansin, ya'ni '

"{{)—/“L,xz(f)# + A,,x" () bo‘lsin. Bundan quyidagi
notrivial chizigli kombmatmyamng not-vektorga tengligi kelib
chigadi: :
(—1)x‘(£)+ﬂ,2x2(t)+---+}L,,,x'"(t):O.

Zarurligh.  x'(¢), X* (..., x" (£}  vektor-funksiyalar chizigli
bog‘langan, ya’m1 ulaming biror nretrivial chizigli kombinatsiyasi
nol.vektordan iborat bo'lsin:

AX () + A B+ + A,x" () =0.
‘Bu )erda koeffitsientlarning kamida b:tta51 noldan farqli. Aniglik

uchun /1 # () deylik. U holda x (I)---I (!)—---—;;’".x”’(r)
1 *J

ya'ni x'(#) qolgantati orqali chlzlqh ifodalangan. & gy
nx1 o‘lchamii
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'xf () [/xz{ﬂl : X{t) E
le(f) ,xZ(i) x}() rr() A‘2”:(!{) o

o) kxﬁ(r) o 0 _%gi

X {=

'“fiMU)xﬁﬂ - ﬁ@)“
Sl AORPAG Ix;’(:)_

ERGIEN () r;-.r x,,(r) s E

determinantga aytiladi. S &
Teovema 2. Agar X' (1), X°({),.. ,x” (¢} vektor- ﬁm}rs:yagar

I orafigda chizigli bog langan bo ‘lsa, ularning vronskiani g a

aynan nolga leng. :
8— Berilganga ko‘ra kamlda bittas: noldan fa}‘ qli

Ary Ayyenis i, sontar (JA 1+ A1+ 41 4, ]2 0) uchun i

(muq maq X (0
R 2 o
A, lz-:(t)w;t xz:(f)l+ +A, %:(r) = O

»lel,

2 (7

L%@U 20)

ayniyat o‘rinli. Bu tenglik W[x', x*,
crasida ixtiyorly fe/ nuqgtada chiziqii bog‘lanish mavjudligini
anglatadi. Algebradan ma'lum teoremaga ko'ra, bu determinant

o) lo)

x"} vronskian ustunlari

ixtiyoriy ¢ € I nuqtada nolga teng, &

Natija Agar x' (), x°(0),...,x" (1) vektor- funksryafar}ﬂ'ng
vignskiami 1 oraliquing bivor nugtasida noldan fa: qh ho !m bu
vektor-funksivalur 1 da chiziglhi evkli. - - e <k

#—r Hagiqatan ham, agar berilgan funksiyalar chiziqii‘ r’;‘
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- bog'liq bo‘lganda edi, u holda isbotlangan teoremsga ko'ra

vronskian aynan nolga teng bo‘lardi; bu esa berilganga zid. &
Umumiy holda vronskianning nolga tengligidan mos

vekior-funksiyalaming chizigli bog‘langanligi kelib chigmaydi.

Lekin (IV.1.2) sistemaning yechimi bo‘lgan funksiyalar uchun —

 kelib chigadi. Buni quyidagi teorema asoslaydi.

Teorema 3. n- sartibli bir jinsli sistema (IV.1.2)ning
ndona x'0),x*(6)....,x" (1), 1el,
wlarning vronskiani W (1} bo Isin. Ouyidagt alternaiiva o ‘rinli:

yechimiari berilgan va

" yo W(t)biror muqtuda ham nolga aylanmaydi va bu holdy

. vechimfar chizigli erkli; yoki W {t) aynan nolga teng va bu holda

'?"yuqorldagl natijaga ko'ra berllgan X (!) x° (!)
" vechimlar chizigli elk!r

yechimiar chizigli bog langan.
8~ W {I)biror nuqtada ham nolga aylanmasin. U holda

LXT 0D, tel,

Endi faraz qilaylik, x'(),x%(0),...,x"(1), tel,

yechimlarning W (f} vronskiani biror ¢ =/, € I nuqiada nolga teng

- bo'lsin. Demak, ushbu

'yechlmga ko‘ra

‘ﬂ'lxll (!U)+2’2xlz(t[l)+'“+£’nx;;(fo) = 0
Ay (fu)+/13x§{fa)+---+&,,x;’(to) =0

[“(af)+.«’i2 (:)+ + 4 ‘C"(l‘)=0

"

chizigli bir jinsli algebraik sistema biror notrivial A,,4,,...,4

i

(|/1 |+H [+---+| A |#0) yechimga ega. Ana shu notrivial

x(1) = A () + A, X3 () 4+ A,x"(t} vektor-

_S}:funkmyam tuzayhik. Yechimlarning chizigli kombinatsiyasi sifatida

,\(l) ham (1V.1.2) bir jinsli sistemaning yechimi. A,,4,,...,4,

. laming tanlanishiga ko'ra Xx(f,)=0. Yechimning yagonalik
‘. xossasiga ko‘ra x(f) =0, ya'ni

N 80

bog‘langan ckanligini vronskxan to‘laligicha amqlashga imko
= beradi. : S R -

,llx‘(f) + A+ -+ A X" (=01 Bu ayniyat
| A |+] Ay |+ +[ A, 120 bo'lgani uchun X (r),xl (©),...,x" (1),
¢t e I, yechimlarning chmqh b og‘langantiginm isbotlaydi. Demak,

ularting vronskiani aynan nolga teng. ©
Shunday qilib, yechimiarning chizigli. erkli. yoki ChlZlﬁll

Masalalar

1. [ oraligda amqlangan vektor-funksiyalar benlgan bo lsm Agar bu
" funksiyalar

a) biror[" </ orallqda Chlz:lqh erkli bo Isa, ular 7 orahqda ham: chizigli
‘erkli boladi; -

b) I oraligda chizigli bog‘langan bo* lsa, ular ixtiyoriy [ </ oraligda
ham chiziqli bog'langan bo‘ladi.

Shu tasdigtarni ishotlang.

2. Ushbu

10, agar £ <0 bo'lsa

H(r)={

funksiva yordamida' aniglangan _
1(t) VN 1~H(J‘)]_
X6y = [ ) , X {ly= - E)

vektor-funksiyalarni chizigli erklilikka tekshiring.

fR il

I, agar £ =0 bo'isa

s
1V.3. Fundamental matritsa. Chiziqli bir jinsli normal®
* gistema emumiy yechimiping tuzilishi -

H
"m. T

v - tartibli (FV.1.2) bir jinsli sistemaning » dona chizigh erkli
yechimtari bazis yechimlar yoki yechimlarning fuudamenial
sistemasi (fundamental sistema) deb ataladi. i

xX=p O, x=¢ ()., x = @"(f) bazis yechm-lammg
koordinatalarini ustunlar bo*ylab yozishdan hosil bo'lgan usht

i
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e @) - g
1 2 an

. 4 t t

SO =[p' 0, 0. g")=| 2O 2O EO

@0 i) ep::(r)J
matritsa  fundamental matritsa deb  ataladi. Ravshanki,
fundamental matritsaning  determinanti mos yechimlarning
vrouskianidan  iborat.  det®{/) =W (/)= 0bo‘lgani  uchun

tundamental matritsa teskarilanuvchi, ya’ni CD_I{z‘) teskari matritsa
maviud: @ (D) =B (N =E, E-nxn o'lchamli birlik
matritsa.
Agar Xx=¢' (O, x=p (..., x =" () {tel)
yechimlardan tuzilgan @) =[@'(t), (1), ..., @' ()] matritsa
biror £ =, nuqtada‘teskarilanuvchi, ya'ni det D, )= 0bo'lsa, u
holda barcha re/ nuqtalarda ham  det D= ()= 0va
x=@' (X =@ (1),....x=0"(t) yechimlar chizigli erkli,
berilgan ®(¢) matritsa esa fundamental matritsadan iborat bo'ladi.

Bazis  yechimlaming  (fundamental matritsaning)
mavjudligini va umumiy yechimning ko‘rinishini quyidag: teorema
itodalaydi.

Teopema. (IV.1.2) bir jinsli sistema bazis yechimlarga egu
va uning ummmiy yechimi biror fundamenial Sistemasining ixtivorfy
chizigli kombinatsivasi sifatida  ifodalanadi, ya'ni yechimlar
Juzosining o lchami sistemaning rartibiga feng: dimV, =»n .

g-x R”

e' =(1,0,0....,0)" .
bilan belgilab, ushbu
{x' = A{)x

x{t,)=e’

fazoning  standart  bazisini  odardagidek

-ez 2(0,1303"-90);!-!"'98” :(0"0""’0’1)?‘
* J‘=i_;’; 3

rn dona Koshi masalasini qaraylik. Bu masalalarning har biri 7
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oraligda aniqlangan yagona yechimga ega. Yechimlarm mos
javishda x=¢' (0, x=@°(t),...,x =@"(1) bilan belgilaylik. Bu
vechimlar chizigli erkli, chunki ularning vronskiani {, nuqtada

solden farqli (birga teng). Shunday qilib, topilgan yechimlar

_1.2) sistemaning bazis yechimliaridir. ' B
® )Endi faraz gilaylik, (Iv.1.2) sistemaning

x= q:’ (#),x= @*(1),...,x =@ (r) fundamental sistemasi berilgan
bu‘]siﬁ; bu yechimiér yugorida qurtlgan yechimla-rdan 1ho_ra1_;
bo'lishi shart emas. (IV.1.2) sistemaning umumiy yechimi

x=¢@ (O+09 (+-+c,9"(t) fomula bilan ifodalanishini
ko‘rsatishimiz kerak; bunda ¢ ,¢,,...,C, —ixtiyoriy o‘zgarmaslar.

Birinchidan, bu formula o‘zgarmaslaming-. ixtquriy qiym_at.lda}
(Iv.1.2)  sistemaning  yechimi (yechtmlarpmg chizigli
kombinatsiyasi sifatida). lkkinchidan, (IV.I.Z) ning har qan@ay
yechimi shu ko‘rinishda ekanligini ko‘rsatish kerak. (IV.1.2) ning

ixtiyorty x = x{f) yechimi berilgan bo‘lsin, Biror §, € [/ nuqtani

tayiniab,  x{f,)eR" P, @ () 9" (1)

vektorlarning chizigli kombinatsiyasi ko‘rinishida ifodalaylik:
x(1,)= @' )+ 6,0 (t)++c.@" (1)

Bu yerdagi c,,¢,,...,¢, sonlar bir giymatli aniglanadi, chunki

vektorni

x=¢' (1), x = @*(),...,x =@"(#) chizigli erkli yechimlarning
vronskiani noldan fargli: o ;

() =@, € =(¢,,Cpp0mr,) = =D (f)x(8,).
ushbu

Shu ko'ra

() =cp' () + o9’ (!)+~-+c,,¢>" (t) funksiyani tuzaylik. U

{IV.1.2) ning yechimi (yechimlarning chizigli kombinatsiyasi

sifatida) va X(t,) = x{f,) (€,4Cys...,¢, larning tanlanishiga ko‘ra).

Shuning uchun yechimning yagomalik xossasidan X(f)= x{{),

x()=c @' () +c,@ () +-+c,@" (1)  kelib

Shunday gilib, (IV.1.2) ning ixtiyoriy x =x(z) yechimi berilgan
83

€1:€35---5C, sonlarga

ya'ni chigadi.



bazis yechlmlammg ch1z1q1r kombmatswas: ko rmlshxda bir.

qyym‘ti:ll ifodalandi: -
x=®()c, (w i 4)
bunda S _ .
O = [0 D). @ O s 0" (D)), €= (e prer 6, SRS
- Demak. (IV.1.2) sistemaning barcha yechimlarini {(umumiy
}echimini) topish uchun uning # dona chiziqli erkli yechimlarini,,

ya'ni fundamental matritsasini topish yetarli.
Bu yerda shuni.e’tirof etish kerakki, umumiy holda bazis

yechimlarni _qurish algoritmi {usuli) mavjud emas. Biz ulammg
ma\uudllgml lsbﬂtladik xolos.

7.11

IV.4, Fundamental matritsa xossalari

| Jumlal hmdamenml matritsa DO =D(1) ushbu
: = A(£)D
matritsadi differensial ‘renglamam ganoatlantiradi.
matritsalarni  ko'paytiriskming

(iv.4.1)

g— Isboti

osongina kelib-chigadi:
') =g @) (). ..,
=4 @), AP (1), -,

(@"Y ()] =
A" ()] =

= ADO[P' (1), 92 (1), ... @" ()] =
= AODE). &
Juinla 2. Ushw K
O = 4D
{(‘D(lu) =0,,detP, =0

megritsali - Koshi. masalasining  yechimi (IV.1.2) sistemaning

Jundamenial matritsqsidir.
o O =) =9 (). 9*{1), ..
@'= A{¢)D tenglamani qanoatlantirgan uchun uning ustunlasi

(IV.1.2) sistemaninig yechimlaridan iborat bo'ladi. det CD(:‘ }=0
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[ G,

xossalaridan

. @"(5)] matritsa

bo'lgani * uchun’ esa tp](f), (!) a4 @U(0) lar chizigli erkli

yechimlarni tashkil etad;. &
Natija, Adgar detC =0 bo'lsa, Ot} bilan bergahkda
d)(f)ﬂ hat fundamental matritsadir.

Teorema. (1V.1.2) bir jinsli Sistemaning  ixtivoriy  ikki
Sunidamental matritsasidon biri ikkinchisini biror teskarilanuvchi
o0 'zgarmas matritsaga o ‘ngdan ko ‘paytivishdun hosil bo lad;,

g DP=D()va O=D() fundamental matritsalar

beritgan bo‘lsin;

@' = AN, det{b(:);eo va @' = A{1)D, det(b(f)¢0
. ‘ _ {IV.4.2)
Biz biror teskartlanuvohi o‘zgarmas € matritsa  uchun

P =D()C  bo hshml ko‘rsatishimiz kerak. Quyidagilarga
egamiz:

OGP ()= E = M:O =

dt
dj( o1y + ()

L dd
(() Q- : o
clt

Oxirgj tenglikdan teskari matritsa hosilasi uchun quyidagi formuta

kelib chigadi:
dtb_l(f)
Cdr
Endi &7 {NDOW0) matritsaning hOSllaSl nol-matritsadan iborat

ekcfm]igini (V.43) va (IV42) formulalardan  foydatanib
ko‘rsatamiz: : ' !

A D) g .
clt

dfb(:)

=0 (@) (v.a3)

= Ehn+ o )"Ti(’)

dd)(r) dd(r)

-0 ——a" (:)(D(:)+(D (= e
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=@ (1) A1) DD (1) D)+ O () AND(1) =
=(Q. . |
Demak, CD‘lU)tiJ{t) matritsa ©o‘zgarmas, ya'mi ixtiyoriy i€ /f
uchun
. OHDH =C, (IV.4.4)
bunda
C =07 )DY,), det C = det D(s, ) /det @) =0, 1, e 1.

Nihoyat, (IV.4.4) formuladan  &(f) = @(I)C ekantigini topamiz, &
Endi ushbu
{x’ = AN x
| xl, = x° (1 € 1.x° € R")

Koshi masalasini yechaylik. Umumiy yechim formulasi (IV 1.4)
x=M(¢ ga ko‘ra boshlang‘ick shart ganoantlanishi uchun

av.4.s)

' =®)e. yani e= ®7'(1,)x" bo'lishi kerakligini topamiz.
Demak, (IV.4.5) masala yechimi x = Q{)d™' (4, )x” ko‘rinishda
bo'ladi,
Lishbu
Bt} = DHOD(1,) (1Y .4.6)
f={, nuqtada normalangan (D(,.7,) =D, Yo' (1) =E)

fundamental matritsani  kiritib, (IV.4.5) Koshi masalasining
yechimini :

| & =0, 1,)x"° (v.4.7)
ko'rintshda sfodalaymiz. G
Misol. Ushbu 2k
. 2 , 1 2
X=X, X =-x——X% ((>0)
-t i Is {

sistemaning barcha yechimlarini topaylik.
#— Berilgan  sistemaning darajali  funksiya sifatidagl
yechimlari mavjudligi uning shaklidan ko'rinib turibdi. Yechimni
86

x, =al . Xy = ,5:‘* ko‘rintshda izlaymiz. Bu funksiyalarni
sistemaga qo‘yib, quyidagi munosabatlarga kelamiz:
{ak=2a+5ﬂ=0‘: {(Z—k)a +50=0
Pk=a-28 a—-2+k)B=0
o, larga nisbatan bu chizigli bir jinsli algebraik tenglamalar

sisterasi notrivial yechimga ega bo‘lishi uchun uning cletcrmmantl
nolga teng bo‘hshl kerak:

2~k 3

i ~-2-£ .
Yuqondagl (1vV.4.8) chmq]: sistemadan k=3 va k=-3 larga
mos @, larni aniglaymiz:

k=3: a=5 =1,
k==-3: a=1, f=-1.
Shunday qilib, biz berilgan sistemaning

]

| [5[3] 2 1_1

X{y=| , | va x{)= |
F

(IV.4.8)

=0 < k=13

t}
yechimlarini topdik. Ular chizigli erkli, chunki mos vronskian
: 5¢ l3
W[x‘(z), xz(f)] = g | =~620,
3
LE

Demak qaralayotgan sistemaning umumiy yechimi topiigan
Y60h1mlammg chiziqii kombinatsivasidan iborat:

{1

[«’ﬁ (t)] 5t i
=g +6,

x,(r) 7 b

A

Yoki skatyar ko’rinishda
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a0
[x, (1) =5c" +—=+
g ¢, ¢, —const, &

Iz
[Iz{.f) zcll"j’ —‘?%‘

Teorema (Liwvill formulasi). dgar 1 1a vektorfﬁmffsiya

n- dartibli (WV.1.2) bir jinsli  sistemaning [ oraligda yechimi.

hor s, v holdea warning W) veonskiani uehum [ da ushbu

W)= W(rn-)exp[ je‘rA(s}ds ] (r,el)

Liwvill  formulasi  o'rinli;  bunda  frA(s) =Za_y.(s) migdar

f=I
A(S) matritsaning izi.

@ (v.1.2}
yechimlari vronskiani

K@ X)X ()

sistemaning

M) X - x)

0 K0 - 50

'f” Ll) x" (t) o x: (‘)

ning hosilasini hisoblaylik. Determinantni differensiallash quidasigd—

ko'ra
WA =W+ W,(0+--+W (5,
bunda W (1) determinant
elementlarini ularning hosilasi biian almashtirishdan hosil bo‘lgan.
@

(IV.4.10)
W{tydan uning j- satridagi

W,(t) ni hisoblaymiz (x/(f} =

88

(v.49)

ORGS0

. 1 LIRN i
' t IR0
=_Pf’,(f):x2.() 'x‘*.() . xz_() . (IV.4.11)
x(6) 5 o x@0)
X0, XD, X "(£) funksiyalar (IV.1.2) smtcmanmg yechimi

bo* lgam uchun

()= Za.k(r)x;,(r) NOE Zam(r)xm
(IV.4.12)

X (@0)= Zam(f) (!‘)

Bu f'ormula!arm hisobga olib, (IV.4.11) determinantning 2 -satrini
(~a, ) ga. 3 - satrini (-—alj(l))ga va k., 7 -satrini (~a,, (7)) ga
ko‘paytirib l-satrga go‘shamiz. Bunda determinantning qiymati
o‘zgarmaydi va natijada o

a4, (@) @R (E) - a, 0% ol

O N OB ()

AGE =a, {HW (1)

%6 A N A O I
munosabatga kelamiz. Shunga o'xshash almashtirishlarni bajarib,
qolgan WJ {(r) determinantlarni ham hisob!aymiz "

Wy (t)=an,(OW (), ..., W () =a, O ().
Hisoblangan #,(¢)lami (IV.4.10) formulaga qo*yib,

W6y =(a, () + ap{O) +--+a, ()W (),
¥a'nj
W) =trA(t)-W ()

ckanligini topamiz. Oxirgi tenglik W (f) ga nisbatan birinchi tartibli
chizigli differensial tenglamadir. Undan (1V.4.9) Liuvill formulas
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ravshan. & :

Liuvill formulasidan bizga ma’lum bo'lgan quyidagi tasdig
¢'z-o'zidan kelib chigadi: agar  (IV.1.2) bir- jinsli sistema
yechimlarining vronskiaui biror £, € / nuqtada nolga teng bo‘lsa, u

barcha ! € I nuqialarda ham nolga teng.

Baziy yechimlariga ko‘ra chizigli bir jinsli sistemani tikiash

Biz yugorida (IV.1.2} bir jinsli sistema uchun bazis
yvechimlarning mavjudligini ko‘rsatdik. Endi bazis yechimlariga
ko'ra mos bir jinsh sistemani tiklash masalasini qaraymiz.

Teorema. Aviaylik, @' (1), @ (0, ..., " (O} < C'(I;R”)
funksivalarning  W{)=W[@' (1), @), ..., 9" ()] vronskiani

[ oraligda nolge oylunmasin. U holda bazis yechimlari shu

funksivalardan iborat bo'lgun X' = A(1)x ko 'rinishdagi normal
sistema mavind,  yugena va u X = @O (Ox, bunda
Dl ':[tpl(r), @ (. ..., " (O], sistemadan iborat.

g Dastlab teoremaning yagonalik gismini isbotlaylik.
x'=A(t)x
x=@{n), f=12,...,n, yechimlarga ega bo'lsin. Demak,

¢ (=A@, 11, j=1n
ayniyatlar  o'rinli. Ularni  bitta  matritsaviy  ayniyat
©'(1) = A(ND). t £ 1, (@) =[¢'(). ¢*(D), ... 9" (O]
ko'rinishida yozib. A(/) matritsaning A(f) = DD (1), e 1,

formula bilan bir qivmatli aniglanishini topamiz.
Endi teoremaning mavjudiik qismini isbotlaymiz. Buning

Faraz golaylik. ko'rinishdagi sistema

uchun ushbu x' :(D'(()fD_E(!)x cizigli normal sistemaning bazis
yechimlari x=@'(t), j=12,...,n, eckanligini ko'rsatamiz.
Ixtiyoriy o'zgarmas ¢ € R" vektor uchun  x =®{f)c funksiya
garalayotgan x'= (D'(r)(I_)"' (f)x sistemaning yechimi:

-
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(e =P D ()e =D (1) Ec =D (e .
=K '
¢ omiga e eR”,j=12..n bazis vektorlarni  olib
xX= g}"({-)_, j=l,2,...',n, lar  yechim ekanligini  ko'ramiz.
det d(¢) =W{t) nwoldan fargli bo'lgani bu yechimlar  bazis
yechimlarni tashkil etadi.

Eslglma. Izlangan normal sistemani quyidagi ko‘riniéhd_a ham
yozish mumkin: '

9@ - ¢ty o @
. X ‘;pil(f) e ’;Oij(t) @F(t)
n @B - e - dw|=01=12,. .n

El

)

5, 2 - el - @0 |
. AV.4,13) &

Masalalar
L Avtaylik, A(r)e C(1;M,,,(R)) matritsa ushbu A7 (1) = —A(s), e I,
shartni qanoatlantirsin. Agar
X' = A(H)x
sistemaning ®(¢) fundamental matritsasi biror'to e { nuqtada ortogonal
(DD (1,)= E) bo'lsa, w ixtiyorty re/ nuqtada ham ortogonal
bo'lishini isbotlang,
2. Faraz qilaylik, -A(f) E-C(I;MM, (R))matritsa har ganday tef
Duqtada simmetrik, ya'ni 4”(1)= A(t) bo‘lsin. Agar
‘ _ x'= A(t)x
Sstemaning @(r) fundamental matritsasi biror {, e I nugtada simmetrik
Bo'lsa, u ixtiyoriy ¢ € / nugtada ham simmetrik bo*lishini ko rsating,
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" s IV.S. Bir jinshi bo‘imagan normal sistemani yechish

Bir jinsli bo'lmagan chizigqli differensial tentrlamalar
sistemasi {(1V_1.1) ga qavtaylik.
IV.l. paragrafda isbotlagan edikki, (IV.L.1) s:stemanmg

umumiy yechimi uning biror (xususiy) yechimiga mos bir jinsii

sistema (IV.1.2) ning umumiy yechimini go‘shishdan hosil bo'ladi.
(1V.1. 1} ning xususiy yechimini esa mos bir jiinsli sistema (IV.1.2}
ning fundamental matritsasi ®(f)orqali topish mumkin. Buning

uchun bir jinsli sistema (IV.1.2) ning umumiy yechimidagi ixtiyoriy
o'zgarmaslar (c,c,,...,c,) =¢ ni variatsiyalaymiz (Lagranj
metodi) va (IV.1.1) ning xususiy yechimini
xX(8) =D(H)ult) = (IvV.5.1)
ko'rinishda izlaymiz. bunda #&{f)—hozircha noma’lum vektor-
tunksiva. {IV.5.1) dan (IV.4.1} ga ko'ra _
X0y = Q) + OO (1) = AOD( () + DO @) -
Buni va (IV.5.1)ni  (IV.1.1) sistemaga qo'yib, #{#) noma’lun:"l
vekior-funksiya uchun ;
AP (1) + D' (1) = AP u(r)+ g{t),
ya'm
(=0 {Hg)

tenglamani hosil qilamiz. Oxirgi tenglamaning
wu(t) = j@ (s)g{s)ds

xususiy yechimni olamiz va unmi {IV.5.1) ga go‘vib, (IV.L. l)nmg

1izlangan i

X(1)=d(r) ch" (¥)g(s)ds (wsz]

R i
xususiy  yechimini fopamiz. Bir jinsli bo'imagan ({IV.1.1)
sistemaning (!V.3.2) xususiy yechimiga unga mos bir jinsli
sistemnaning  wmumily  yechimni goshib, (IV.1.1) sistemamng
umumiy yechimi uchun ushbu

-

g2

e

g bajanb

(w 5‘ 3)'

formulani topamlz bunda ¢ ¢ R” — ixtiyoriy o° zgarmas vektor
Endt (IV 5.3} umumiy yechimdan foydalamb ushbu

| {x = ANx+ g)

x|, =x° (1, e ,x"eR")

x(f) ) j @ (5)gls)ds + G)(r)c ot

I

L avsa

boshlang'ich masalaning yechimi

x(t) = O(t,1,)x" + f O, 5)g(s)ds H7 (1IV.5.5)
5
ko‘rinishda bo‘lishini osongina topamiz. Bu (1V.5.5) formula Koshi
formulasi deb ataladi.
Misol. Ushbu _ ,
7 5 Tl et . ;‘-:'-i-‘.t} .

x| :—;—x, +}“x2 +&,{1) - .
| 4810, 8,13} < C{(0; 40} R),
X) :';xi T + &)

chizigli sistemaning x,(I) =1, x,(1) =~1 boshlang‘ich shartlarni
qanoatlantiruvchi yechimini topaylik.
#— DBerilgan sistemaga mos bir jinsli snstcmamng bazis

yechimlarini yuqorida (IV.4 dagi misolga qarang) topgan edik.
Ungz ko‘ra

TS s
tb(f):[ - 1 U0y .o
<
ﬂomlaiangan fundamental matritsa D(f, ) ni hisoblash uchun

D7(s) teskari matntsam topish kerak. Kerakli hlsoblashlaml

=



ekanligini topamiz. Demak (/> 0, §> 0) _
5!‘ (_3 ! 5_3 5_3 ] 5:»\
D, ) =O(HD™ ( =
( (NP7 4s) = 8L —r‘J[ s ~5)
(s s stk s o
L7 -0 PsTess ) '
Endi (IV.5.5} Koshi formulasiga ko'ra izlangan yechimni topamiz”~

x, (1) _1(513“'-" 5:3—5r3] N,

o) el & -7 Pyst f-1)

‘“

[5?“‘5_’-%!_333 57— Sr‘JS‘\[gE(s))
S

+ 3.-3 3.3
s =17 PsT s s 2,(s)

o=

. -
_ yoki soddalashtirishlardan keyin uni :
e/ . Se o o) :

x!({)z% +é (5:3 g;(s);gg(s)JFs (5&(;33 82(5)))‘:!3’;_

*

(=gt (,s () +2:() 5 Sg.(s)+g1(s>))
X r) & S‘? Sr
{bunda 7 > 0)
skalyar ko'rinishga keltiramiz. ©

IV.6. Sistemani kompleislashtirish

Biz yuqorida x' = A{f)x+ g(¢) sistemani hagiqiy sohada
o‘rgandik, ya'ni berilgan tunksiyalar va yechim haqiqgiy edi. Ba'zan
bunday sisternalami kompleks sohada qarashga to'g‘ri keladi.

" Kompleks sonlar maydoni ustida quritgan

T ={w=(m. o) |w, €C, j=1n} chizigli (vektor)

fazoni ushbu C" =R"DIR" to'g'ri yig'indi sifatida tasvirlaylik,
yvani C' ={w=u+ivi{avicR"} deylik; bu yerda

- -

94

Rew=ucR", Imw=veR" hagiqiy vektorlar weC"
kompleks vektorning mos ravishda haqigiy va mavhum gismlari
deb amaladi. Bunda A=a+i8 ({@, B} < R})kompleks son uva
w=u+iveC" kompleks vektor uchun Eﬁ
Aw ={a +if)u+iv)=au-pv+i(av+ fy) |§;
va wW=u+iel w=w+ilecC" kompleks vekto? )
uchun
w!+w? = (i +lv)+(u +iv’)=u' + 0’ +i(y +v) C“

i
bo'ladi. C" fazoning bunday tasvirdanishi R” fazoning
kompieksiashtirilishi deb ataladi. C" fazoning ReC’ =R" ® 0
gismi R” fazo bilan tenglashtiriladi. w = u+ jy € C" kompleks
vektorning qo'shmasi deb W=H+W =u—iveC" kompleks
vektorga aytiladi,

Jumia. R"  fazoning ixtiyoriy  bazisi uning
kompleksiashtirilishi bo lgan C" fuzoning ham bazisidir,

8 B.b°, ... 0" vekiorlar R" fazoning ixtiyoriy bazisi
bo'lsin. Ixtiyoriy w=u+iveC" (ucR" ve R")  vektorni
olaylik. u=ab +a,b’ +-+a b . va

v= g5 +;32b’ +---+ A b" bo‘Igani uchun ,
we=o bl b+ a b i SE + BB+ +;3 5"y =
=(o, +if)b' +(a, +if,)b" + +--+(a, +if 6",
ya’ni ixtiyorly w=u+iveC" vektor b'.b*.....B" vektorlar
orqali chizigli ifodalanadi. Endi  8',4%,..., 5" vektorlarning C"
fazoda  chizighi  erkli ckanligini  ko'rsatamiz.  Agar

l(a VB + (0, +iB,)B 4+ (@, +if, )8 =0+i0 bo'lsa, u
10{dg -'.

b Ool et G BT KB 4 B BB = 0410
va bundan [
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ab v b+, = 1 e ea, ~ﬂ| ip =0
BO + B0+t Bl =0) U
Demak, b'.8°,..., 8" vektorlar fC""fazoning ham bazisi. & -
nxin o‘lchamhii A4 matritsaning elementlari kompieks
sonlardan iborat bo'lse (A€M, _(C)), uholda A=Red+ilmA
deb yozish mumkin, bunda {RedImA}c M, (R} matritsalar

haqiqiy elementlardan tuzilgan va rxn o'lchamli, ular 4 ning
{mos ravishda) haqigiy va mavhum qismlari deb ataladi.

¢t € [ hagiqiy o'zgaruvchining kompleks giymathi vektor-
funksivasi w:f — C" akslantirishni angjatadi. Bu funksiya har bir
!e! haqiqiy songa w(¢)=u(f)+iv(t)eC" kompieks vektormi

I

mos kehiradi, bunda w:/->R", v:J > R" —haqiqiy vektor-
funksiyatar; wlar w:J/ — C" kompleks vektor-funksiyaning (mos
ravishda) hagigly va mavhum gismiari deb  ataladi. Agar
Rew(r) = a(r) = (1,11, (), 2, ()Y e R,

Imw() = v(1) =V (O, (....», ) €R” desak, w: ] >
kompleks vektor-funksiyani 27 dona u (1),v,(f) (j:fag)
haqigiy funksiyalar (koordinata funksiyalari} orqali berish mumkin.
A >M, _(C) maritsaviy qiymatli funksiya har bir fe/
haqiqiy songa o '
A =Red() +ilmAN e M, (C) ({Red(r),ImA) M, ,(R))
matritsani mos keltiradi. Analizning kompleks vekior-funksiyalar

(kompleks matritsaviy qiymatli funksiyalar) uchun limit,
uzluksiziik, hosila, integral va hk. tushunchalari, odatdagidek,
ya'ni koordinatalar bo"ylab kiritiladi. Masalan, W) = u(t)+iv(t)
kompleks vektor-funksivaning hositasi

o (e —uyy . vt r ) —v()
w () =+ (D= hm—'ﬂ—tﬁl—lﬂ—)-1L1Fl1m—(-——~~—)_——(2 =

Ji—0) h =G h

wir+h)—w(t)

I—nu }T

- =lim
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formula yordamida aniqlanadi.

C(I,C") bilan barcha w:/->C" uzluksiz kompleks
vektor-funksiyalar, C(L;M | (C)) bilan  esa  ‘barcha
AT ->M, (C) uzluksiz matritsaviy funksiyalar sinfini
belgilaymiz.

Endi

x'=A(tx+ g
kompleks chizigli sistemani garash mumkin, bunda

A(!) < C‘(I: Mnxn (ﬂ:)) 2

£ =(2,0)g:(0-.2,00) €CULC),

x = x(¢)—noma’lum kompleks vektor-funksiya. Bu sistemaning
nazariyasi hagiqiy sohadagiga juda ham o‘xshash. Hagiqiy holdagi
deyarli barcha teoremalar kompleks holda ham o'z kuchini saglaydi.
Endi faqat R” chiziqli fazo o'rnida € chizighi fazoni ishlatish
kersk. Masalan, x'=A(f)x bir jinsli sistemaning yechimlari
to‘plami # o‘lchamii kompleks chizigli fazoni tashkil etadi. ] -

Haqiqiy sohada berilgan x' = A(H)x, )
AnyeC(d M, (R)) sistemani qaraylik. Bu  sistemaning
kompleks yechimlarini izlash sistemani komplekslashtirish deb
ataladi. Agar bu sistemaning kompleks yechimi topilgan bo‘lsa,
uning haqiqiy va mavhum qismlari ham bu sistemaning yechimi
bo'ladi. Haqiqatan ham, faraz gilaylk, X = u(¢)+iv(t) hagigiy va
mavhum gismlari ajratilgan kompleks yechim bo‘lsin. Demak?

(D + () = A(f)(u(r)-i-:v({)) tel,

yoki
#y+iv'(t) = A(!)u(r) +iAlOw(t),t el
Ay~ haqigiy matritsa bo‘lgani uchun oxirgi tenglikdan
()= ADaln), vy = Atw().iel,
Aniyatlami hosil gilamiz. Ular a()va v(t) larning yecnim
ekanligin anglatadi.

97



Masalalar :
1. Hagigiy sohada x'= A{r)x va x'=A(f)x+g(1) sistemalar uchun
ma’lum 1asdiglarnt kompleks holga o' tkazing, :
3. Agar x = x(7) kompleks vekior-funksiya ushbu

X' = A(Ox+ g,
bunda A(f)e C(I; M, (R})(haqiqiy) va g(t) e C(1;C") (kompleks),
sistemaning yechimi bo‘lsa, u holda x = Rex{s) (x =Imx(f)) haqiqiy
vektor-funksiya X' = A{f)x+Reg(t) (mos . ravishda
X' = A()x + Img{1} ) bagigiy sistemaning yechimi ekanligini isbotlang.

IV.7. O‘zgarmas koetfitsientli bir jinsli sistemaxni
eksponensial matritsa yordamida yechish

Ushbu’
= Ax (Iv.7.h)
o'zgarmas koeffitsientli bir jinsli sistemani yechish magsadida
matritsaning ko‘rsatkichli fusksiyasi tushunchasini kiritamiz; bu

yerda x = x(t)—noma’iun vektor-funksiya
;
(x=(x.x,,....,x,) €R"},
dy G -y,
ay Uy . by, . .. .
A=} | : - | —o‘zgarmas haqigiy #x #-mairitsa,
anl a.ul e a;'m
yani Ac M, (R).
Ma lumki,
Jx' =ax _
5 { &1, ¢ — berilgan o zgarmas sonlar)
|x(ty=¢

skalyar Koshi masalasining (—cc,+w)da aniglangan yagona
yechimi

a8

2
o

H
x=e"p= 2 a .
(1+ar+2!t Foto sl )e, te R,

formula bilan berilad:,
Ushbu -
x' = Ax ) S o
£(0)=c - - (IV.7.2)
(Ae M,  (R)- berilgan matritsa, ¢ € R" — beril gan vektor)
K(?shi masalasining yechimini shunga o‘xshash formula bilan
aniqlash uchun bu masalaga teng kuchli bo‘lgan f
. .
xX=c+ IAx(s)ds
4]

integral‘ tenglamani ketma-ket yaginlashishilar metodi yordamida.
yechamiz. Ketma-ket yaqinlashishlarni hisoblaymiz:

¢

X =,

*' =c [4x(s)ds=c + [Aeds = (E+ b,
] o

N , o |
2
x :c+ij'(s)ds=c+_[A(E+As)cds=(E+A-r+%f-ﬁ)c-,
0 0 S A

zey qux*"(s)a's=(£+,4f+ﬁz-zz +...+-‘£tk)c
§ 2! a ’

.................

Endi (1v.7.2) masalaning yechimi
_ A
bundg X -e. <, _ _ (IvV.7.3)

acd A A
e -E+.Af-_f-'§Tf +...+—'k'-!-tk+... yoki
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exp(Af) = %—r" (4° = E),

(iv.7.4)
ko'rinishda bo*lishi kerakligini topamiz. exp(Ar)zeA’ deb
- tushunifadi,  (IV.7.4) qatorning  ixtiyoriy segmentda tekis
vaginlashuvcht va ~ (IV.7.3) vekior-funksiya (IV.7.2) Koshi
masalasining yechimi ekanligi bizga ma’lum. Hozir b1z bu
tasdiqlarning mustaqil isbotini keltiramiz.

=

7?!
k=0 :
ixtiyorly  {1|1£80 (6 >0) ordligda tekis va absolyut
vugindashuvehi.  Uni hadmoa-had - differensiallash - mumkin - va
az o A
ot

Teorema 1. Ushbu t* matritsaviy daraja.?i q_(i:or

= de” formula o'rinli.

S (L4116
k!

$— Ma'lumki, ushbu sonli qator
' k=0

yaginlashuvehi  (uning  yig'indisi e ga feng). Demak, u
fundamental, ya’nt ixtiyorty & > 0 songa ko‘ra shunday v natural

sonni topish mumkinki, barcha m>3 nomerlar va ixtiyorty

M+l k i
pelN uchunz(” I-8)° <8b01d12A t vaz Attki[

k=nr Fean} k. i
tunksional qatorlar if|<5 oraligda tekis vaginlashishning Koshi

mezonini qanoatlantiradi. Haqigatan ham, o'sha &,v,m, psonlar

uchun
m+p a+ ; :
4 §£:£4“ ZZHA“lﬂ .
= 2Ll =
k=in k=3 ke ’
g W+ :."-";:('
:EHAI qrff 22Hm35* E
k=mr K=y
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Demak Z

yaqmlashuvchl Bundan tashqari gator hadlarmmg hosilalaridan
® kel '
tozilgan

g Z(k—l)’ "= 4. kZ@ I r" gator ham

lH<d orahqdd tekis yaqmlashuve}n bot lgam uchun. analizdan

qator ]!I<5 01‘al|qda tek:s va absolyut

n

A H
ma lum teoremaga ko‘ra Z-—.f qatorm. hadma-had

k=0
differensiatlash mumkin: . A
g4 . oo ‘ o =
——exp(A)=— Ak A PR ey
ar A Z(k—i)r’ =
k=t a1
= A . Am "o by oy hglinfa
z‘ A-exp(4n, & 7.-5} X

=0y

Nafija.® ' R > M (R}, ‘ZD(I) ex : 9,5}.;:3?
it p( Al), matrzfs
Junksiya ushbu e f?’?:

‘ {mv)=A@g) ff
D(0) = £ § S
masalaning yagona yechimini, x = exp(/{t)c vektor ﬁmk,s iva esq
{x = Ax
Kosh; masalasinin o , |
) = explAr)~ (1V.7.1)sisterioning oo oy ek
¢ fundamental matritsasi,
Endi exp(4r) matritsaning xossalarini o‘rganamiz,
. (IV.7.4)  formulada ¢ =1 deb quy idagi tenglikni hosil




Shunday qilib, ixtiyoriy Ae M, (R) matritsa uchun uning
eksponentasi.exp(A}eMM;(R) matrifsa ﬁniq]andi. Ravshanki,
exp(O)=E (OcAd=M__ |

Agar AeM  (R) matritsa katakli-diagonal tuzilishga

ega, ya ni

B Oy
A:[ (}._AGMWP(R),BGM

(K} — nol-matritsa).

lf,‘{q(R)ﬂ p+q :H,IO"’]']O]—

oo
matritsa, bo'lsa, u holida

B* 0O . et o) T
Ak:[o L&),keN,va,demak,e”‘=|i} c

e
bo‘ladi. Bu yerda O bilan kerakli tartibli nol-matritéalar
belgilangan. Xuddi shuningdek, 4, 4,,..., 4,, ~ kvadrat matritsalar

uchun
exp(diag(A[ * AE LA Am )) = diag(exP(A] )$ exp( AJ ):- --rexp_(Am ))
formula o'rinli. Endi tushunarliki, e” = eE tenglik ham o‘rinfidir.
Teorema 2. Mtritsa eksponentasi quyidagi xossalarga ega:
1 Agur {A,B.S}c M, (R)mairitsalar uchun ¢

A=S8"BS bo'lsa, e’ =87'"S tenglik ofriuﬁ; _
.Agar AB = BA bo'lsa, e™® =¢%e® boladi;

) (e,-i}—! =e—,4‘

b

[PS]

#= A=S"BS bolsin. U holda, ravshanki,

A" =87'B'S, k e N, bo‘ladi. Demak,

SN S T e = pk RN
o' = % =y ES f! S g [ %JS =S7e’S.
k=0 k=0 k=G .
Endi 4B = BA deylik. U holda A*B=RA4" keN,
bo‘ladi. Bundan (I'V.7.4) formulaga ko'ra ixtiyoriy ¢ € R uchun
¢” B = Be" (IV.7.7)
ckanligi kelib chigadi. {1V.7.5) va (IV.7.7) formulalarga ko‘ra
102

(e“e‘f‘f) = (e”') e’ +e” (e"B} = de"e"” + o™ Be®
::Aer,-{em +B€!.4er‘3 :(A'Q‘B)emefg.
Pemak, X =X(1) =e"e” funksiya
X' =(4+B)X .
Elstemaning yechimi va X(0)=E. Ba sistemaning  shu
o;,,_fa:mg‘ich shartni qanoatlantiruvchi yechimi, ravshanki, ¢
hamdir. Yechimning yagonalik xossasiga ko'ra har ganday e R

uchun " = g"e® 1o lishi kerak B i i
uchun ¢ . Bu tenglikda £ =1 go*
ikkinchi xossani isbotlaymiz. M Rtk
Uchinchi xossa ikkinchisidan osongins i iqadi
gina kelib chigadi:
A(=4) = (~4) 4 bo'igani uchun !

~A A _ _A-A
=e"=E{Ce M, (R)—nol-matritsa),

4 -4
g " =g "¢" =¢

. - 4 R R .
yam ¢ matritsa teskarilanuvehi wva uning teskarisi ¢
matritsadan iborat, &

Yuqoridagi fikrlar (e” ning ta’tifi, teorema va hk.)
kompieks elementli 4 e M., (C) matritsa uchun ham oriali.

Masalalar
= diag(ex',e%,.. .,e'l") tenglikni isbotlang.
2. Agar {A4,B}c M, (C)matritsalar uchun ™% — g%  Holsa
AB = BA ekanligini ko‘rsating, ,
3. Aytaylik, £: (=r,7) > R funksiya darajali qatorga yoyilsin:

1, 2B Ao, 14y

_ tz [n
f(’)*au+“|f+az§—!+---+ann—!+--- dtl<r,

AEMM(R) matritsaning barcha A xos sonfari uchun esa fAdl<r
tengsiziik o‘rinti bo'lsin. U holda

: »n:

Tat:tsaviy qatorning absolyut yaginlashuvchi ekanligini ko‘rsating,
PO AcM,,, (R) matritsa simmetrik (4 = 4) bo'sa, ixtiyorly
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t R uchun ¢”' matritsa ham simmetrik bo‘lishini isbotlang.

5 Asar AcCM {R) matritsa ortogonal (A’ —A") bo* isa, 1xt1yor1y '

Lk

_ AT
(eR uchun ¢ matrisa ham oriogonal (¢ (" ) E) bolishini _

ko rsating, .
6. AcM, (R) va reR bo'lsm
Z_i‘ - LT

; 2y va H [A——.‘T-—'l)"j .
V. cosidg —Z( 1} a7 ]‘A sin E( (2-}.+1)!

funksivalarning aniglangan ekanligini asoslang;

i+l

a0 _L:—(COSJFA) va ;—i(Sil'ifA} hosilalami hisoblang,
eit {

3", ushbu
’ = _"A '1\"' L1

o d (x=x(NeR",y=y0)eR") g%

¥y =4x >

sistemani yeching, }g
_ e

1V.8. ¢ ni matritsaning Jordan kanonik ko‘rinishidan i

: foydalanib hisoblash. Lo

* Biz bu bandda 4  matritsaning  Jordan  kanonik
ko‘rinishidan foydalanib e'  matritsani  hisoblash usulini
keltiramiz. _

Chizigli algebradan ma'lumki, ixtiyoriy A e, (C)
matritsani  Jordan kanonik ko‘rinishiga keltirish mumkin, ya’'ni
shunday teskaritanuvchi S matritsa topiladiki, uning uchun

J=8"4S8 (4=5J5" . o
: \{J}l-ﬂl . \

ERERE] J,{j_'n‘_ ) = Jﬂ,bﬂ' 2

"Jﬂ.,’.,ﬂ;
(IV.8.1)
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bo‘ladi, bunda J Jordan (katakli-diagonal) matritsasining
diagonali bo‘ylab Jordan kataklari, boshga o‘rinlarda esa nollar
joylashgan bo‘lib, u quyidagicha tuziladi. Faraz qilaylik, A
matritsaning turli xos sonlari A, 4,,...,4 {§<#) mos ravishda
kiky,. ok karrali (k +k,+...+k =n) hamda A, xos songa
mos kelgan chizigli erkli vektorlar soni 2, yan
dim{x|(A4-4, E)x=0=p, (p, -—n—rank(A A,E}) bo'lsin.
U holdz A4, xos senga, p, dona

’
2, 1 3
A, 1
J"‘Lv'dw = /1‘!‘ : € de-xdw- (C)!
i
\ A’q
J=L2,...,p, (d +d,+. q:kq)

dqi,dq,, dqpq o‘lchamli Jordan katakiari mos keladi; bu yerda

bo*sh ofrinlarda nollar yozilgan deb tushunish kerak. Ravshanki,
/1 ga mos kelgan Jordan kataklarining eng katta olchami

k = max {dfl,dﬁ, W?J .._k ho‘ladi. (IV.8.1} formuiada
Jordan katakiari Doshqacha indekslangan. _
A4=8JS" bo'lgani uchun £4 =S(t)S™ va oldingi banddagi
teorema 2 ga ko‘ra

“ = 86’ S = Sdiag(e . e ey g
{1v.8.2) .

Demak, biz Jordan katagini /ga ko‘paytmasining eksponentasini
hisoblashimiz kerak. Ushbu
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(21 -
J’i"ﬂ = * EMFXP(C) .- N
A 1
A) .
tipik Jordan katagini claylik. Qulaylik uchun o
| 0 1
( .
! i R
Ep = . 1 NP = te S
! 0 1
G)

=AE, + N, formulani
= N, £ bo‘lgani uchun teorema 2ga ko‘ra

p prolchamli matritsalarni kieitib, J, |

hosil gilamiz. £ N,
{ - ".u il N)

e"' I L'IH‘ ehvl" = e”lel U (IV83)

Endi ¢" ni hisoblaymiz. Osongina ishonch hosil gilish mumkinki,

NN matritsalar  nol-matritsaga ‘ aylanadi. Demak,
matritsaning eksponentasi ta’rifidan
rt n-t
'eh”ﬁE +N P iy TS
1 21 (p-1!

. Keraklt hisoblashlarni bajarib, (JV.8.3) formulaga ko‘ra fopamiz:
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w 11 2T
i ._;jiterﬁ.
0. T
0 0 0

: \ 0 ﬂ‘& 0 0
Shunday qzllb agar 4 matritsani Jordan ka

rp—leh'é
(p-1)!

fp_zebl

(-t
4 , 2)! (V.8.4)

nonik ko'rinishiga

keltiruvchi .§ mamtsa ma’lum bo‘lsa, u holda (1V.8. 4) va (IV.8.2)

formulaiar orqali e (f € R ) matritsani hisoblash mumkin.

Misol, Ushbu

matritsa uchun e ni hisoblang,
8—r Dastiab A4 matritsaniqg x0s sonlarin
47 i [ -
-1 2-4 - {
| -1 -t 2-4

vektor:

(A~ ZE)v

=0 & (AL2)(A-3)=0; 4, =2,4,, k3.

Oddiy  xarakteristik son }, 2: a:.e_:' mos keluw{chl xaraktegistik

1 topavlik:

Ikki karrali =3 xarakteristik -ﬁééﬁpg}a%'ikkita ch@i‘c{li:}ierkﬁ vektor

mos keladi:




!(1 [’-1
(A—3Eyw=0;w,=| -1}, w, = 0
0 1

Demak,

-t 1 -1 (1 1 1}
S=fv.w.wi=| 1 -1 01, 87=]1 © 1},
10 1J (-1 -1 0
matritsa A4 matritsani Jordan kanonik ko'rinishiga {misolda
diagonal ko'rinishga) keltwadi: e
P 2 0 0 ba
4=5|0 3 ols™. o

D 0 3
~Endi  (IV.84) va ([V.82) formulalarga ko'ra ¢ matritsani

hisoblash oson:

i (7 0 0) -1 1 -1\fe' 0 0 (l i1
g;,"?*i?-.e SL 0 &M 0iS 1 o & 0

I i 0 1

¢ 0o ) 1o 1o o ¢ L—} -1 9
yak: ko' paytirishlarni bajarib,

- fg 233: _ezr e?l.r __e?.l eBr _ezr

e :i M e N

L___E.?: +€2I "__eﬁa +el! et g,{

JAETYE

' ekanligini topamiz. © |
| Umumiy holda (1V.8.4) va (IV.8.2) formulalardagi mos
" mnatritsalarni ko'paytirish amaliarini bajarib, quyidagi teoremam
- hosil gitamiz. '
&% Teorema L. Har qanday Ae M, (C) kompleks matriisd

o ) l . -, * - . rt‘
uchun ¢ (1 € R) eksponensial matritsaning ba cha elementla
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ZPI(I)EM ko rinishga ega., buna'.qi__ . P, (r)_'l;‘l kompleks

=1 ' :
koeffitsientli ko ‘phadlar, degpj(t)s:%.—-l, fgj Cbilan A
matritsaning Kk kareali A, xos gqiymatiga mos kelgan Jordan
kataklarining eng katra tartibi belgilangan (I'E_ SRy 5= (D
xos giymatiar soni. :

Agar A matritsa haqiqiy bo‘lsa,
) = (cos(ﬂf)+isin(ﬁt)_) Eyler formulasini hisobga olib,
(IV.8.4) va (IV.82) formulalarga ko‘ra kerakli hisoblashlarni
bajaramiz. S, 57 matritsalar (IV.8.2)
quyidagi

kompleks  bo‘lsada,
formuladan haqgigiy e” matritsa topiladi. Natijada
teoremant hosil gilamiz.

Teorema 2. Itiyoriy AcM (R) hagigiy marritsa
ucg;en e’ (te R Y eksponensial matritsuning barcha elementlari
usnbu

i e (pj. (Dycos(B 1)+ g (1) sin(.ﬁjt)) }

=l

(IV.8.5)

ko'rinishga  egu.  Bu  verda a,+ip,j=12,..,5,— 4

matritsaning turfi xos (givmatlari) sonlari: P, (£} va ¢ ; (t)—
hagigly koeffitsientli ko ‘phadiar; agar o +iff, xos songa mos
kelgan Jordan kataklarining eng kana tariibi k ; bo'lsa, u holder bu

Pt} va 4 (&) ko phadlarning darajalari R: ; ~ 1 dan oshmaydi.

¢ matitsaning ko‘rinishini bilgan holda uni hisoblash

Murokin. Buring uchun uning (1V.8.5) elementlarini noma’lum
koeffitsientlar orqali  yozib, ushbu (e“Y = de", 4 = E
Ayniyatdan noma’lum koeffitsientlar uchun chizigli tenglamalarni -

tzib,  ularni yechish kerak. Lekin bu usul ba’zan uzoq
hisoblashlarni talab etishi mumkin, §
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Matritsaning Jordan kanonik ko‘rinishidan foydalanib
mafritsaning  logarifmini  aniglash mumkin. AdeM,  (R)

matritsaning logarifmi deb e” = 4 tenglikni qanoatlantiruvchi B
matritsaga aytiladi va u B =1In.4 kabi belgilanadi.
Teorema. Har ganday teskarilamchi A (detd=Q)

mOritsa logarg'fmga egdu. .
g— Dastlab 4deM , (R) matritsa Jordan katagidan

iborat bo'lgan holni garaylik. Bizga teskarilanuvchi JM, (up#0)
Jordan katagi berilgan bo‘lsin:

i 1
Jop THE, N, yoki J, = 'u(E.n +;Nrj)'
Anahzdan ma’lum ushbu
= J
In(l+0) =Y (1" ‘7 (1< D)
1=l

yoyilmadan kelib chiqgib, | .
: 1
nJ,, = K,Inu +ln(EP+§N,,,)=

a.pn
1 /
=N,
=E np+ )y ——| —
,In ; —
(In g =Inju] +iarg g}
deb qabul gilamiz. Bu yerda O = N/ = N/*' = _.. bo‘lgani uchufft
) T e pel s e+l 4 E
. _ ’ (-1) Nf’
B L0 Ve o
*+ formula hosil bo‘ladi. Endi o
. _ exp{inJ, ,}=J, _ | {,«*)
ekanligini Ko‘rsatamiz. Ravshanki, i

explindt - ) = exp( 3 %)_=1+r (tk<. " }

r
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Demak,"‘ T PR «}

e (-1 /3;&‘-" _”E’*
exp(;—"“——j ’\ P J )‘e

L

- ._1 il N, S . ;
SRS E/S I
) =i J A M B 4 2

Bundan foydalanib, eksponensial matritsaning xossalariga ko‘ra (*).

ni isbotiaymiz:

LTI

. ’ . -1 . ; oot ah
. - —'1 A+t N £t
L =/ £ g

- '-".-"" =l 1y g "
ot e 1
o . ) H

= p#[Ep "“‘;FJ:,HEP + Nﬂ =Jﬂ,p- f i ‘

Endi ixtiyoriy teskarilanyvchi 4 eM_ (R) matritsaning

logarifimini aniqlaymiz. 4 matritsan;
. . itsanj Jorda ik kafrinich:
keltiramiz: n kanonik ko rinishiga

A=SJS7 J =diag(J, , ,....J )

L/NURTINY S B
) - AL Aty
Bu formulaga ko‘ra tabiiy ravishda

Ind=S"InJS, InJ =diag(inJ, ,......0nJ, ....InJ, ). |
deb qabul gilamiz; by o LT A S
_ a 75 yerdagi barcha Jordan kataklari &
teskfmlanuvch] va, demak, ularning logarifmi aniglangan, ’ al‘l
En_di exp(ln4) = A ekanligini quyidagicha ko‘rsatamiz: 5 '
p(ind) =S exp(diag(In, , ,....InJ, , ... InJ, ))S= : |
=§7dj e
1ag(_exp.(}]nJ£P,,l),-...,exp(llljjb,,z),...,exp(ln.}j‘_m)),5': 1

=3 dlag(.fj__nl',...,JAJ‘"J,,_,Jimﬁ )S = ;

=d. & . 4

Natija.  Zetiyori NPT QPR
liyoriy teskarilaimehi AeM, (R) p

etd=0)  marisa  uchum B = A, meN, tenglikni' |
qaﬁﬂ(ﬂfﬂ}ﬁ' hi i 2y " . -
vkl B mairitsa mavjud (B=44). ik

SRR e T AR Y ‘:.j . i
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§— B matritsa bo‘lib B=exp(%lnf{) matritsa Xizmat
yiladi. Hagigatan ham,

o 3 L g Hi _ _

B = (exp(m nA}) =exp(lnd)=4. &

Bu verda matritsaning xos {xarakteristik) som bilan bog‘lig
bir tasdigni e'tirof etaylik. Agar 4 matritsaning xos soni 4 bo‘lsa
(Ax=4ix, x#0), A" soni, ravshanki, 4" (meN) matritsa-
ning xos soni bo'ladi (A4"x =A"x, x #0). Agar teskarilanuvchi
A matritsaning xo0s soni A (A #£0) bo‘lsa, keltinlgan natijaga

ko‘ra -'zﬁ givmatlarning (ular # dona) birortasi %’/2 matritsaning
xos sonidan iborat bo‘ladi.

. Masalalar :
§. Formulani isbotlang: S
AT

&
ol e !i“_l[EJr%A} (keN,Ae M, (R).LEcM, (R)-birlik

malritsa ).

2. Agar detA £ 0 bo'lsa, det 4 =™} formulani isbotlang.

3. Agar X'{r) kvadrat matritsa (-, +oo)oraligida differensiallamuivehi va

X{+5)=X(O)X(s), {t.sjc R, bo'lsa, X(t)=e""" bo'lishini
ko'rsating, Polia bu tasdiqning uzluksiz X (f) matritsa uchun ham o‘riali
ekanligini isbotlagan. -

IV.9.x' = Ax sistema umumiy yechimining tuzilishi
Endi vugoridagi natijalarni
\»echlmlanm qurish uchun tadbiq etaylik

= Ax sistemaning bazis

¢ matritsa bu sistemaning fundamental matritsasi.

{IV.8.2) formulaga ko‘ra ' -
- : . . . [EEA i 3 it Sion .

D(ry =5 = Se” = Sdiag(e ™™™ ,..,e""", e M) matritsa

»
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ham . shu - sistemaning fundamental mairitsasi bo‘ladi (chunki

det S = 0). Fundamental matritsaning ustunlari bazis yechimlarni.

Azt

rashkil " etadi.  Sdiag(e”",....e" 2", e" 5 ) kopaytirishni
bajarib, har bir Jordan katagi o'z chiziqli erkli yechimlar guruhini
aniqgiashini ko‘ramiz, ya’ni chizighi erkli yechimlarm - har bir Jordan
katagiga lm & 1loh1da-aioh1da guruh sifatida tOplb va ularm
birlashtirib, 3 yechimlaml qurish mumkin. -~

A matritsa n ta har xil A;;4,,..., 4, xarakteristik sonlarga

ega bo‘lsin. U holda A matritsaming Jordan ko‘rinisht

J =diag(4,4,,...,4,) diagonal maftritsadan iborat bo‘ladi.
Demak, '

D) = Se” = Sdiag(e® e, ..My =[5! e 5, e8],
bunda  [s'.8%,...,8"]= 8, (e™s') = de's’ & /1}.5 = As’,
ya'ni 8 matritsa xos vektorlamni ustuntar bo‘ylab yozilishidan hosil
bo‘lgan. Shuning uchun xarakferistik sonlar oddiy (bir karrali}
bo‘{ganda har bir .& X08 songa mos keluvchi s’ xos vektorni

Azl 2

topib, x =e*s' x =e¥'s’,... x=¢’ 5" baz:s yechimiarni qurish
mumkin, Umumiy yechim endl a

x=ce's' +c,e™'s? +;-—+c",re’z”‘s"
formula ‘bilan beriladi, bu yerda c,¢,,...,¢, — ixtiyoriy
o' zgarmaslar. -

Endi karrali xarakteristik son mavjud bo‘lgan holni
garaylik. Faraz qilaylk, A soni & karrali (k22, k<n)
xarakteristik son bo‘lsin, Bu A xos songa mos keluvchi chizigli
erkli-  xos  vektorlar  soni  p ° bo'lsin,  ya'ni

dim{x|{(4-AE)x =0} = p, p=>1. Chiziqli algebradan ma’lumki,
U (A4—-AE) matritsaning rangi 7 orqalt p=n—r formula bilan

hisoblanishi ham mumkin,

Agar p=k bo‘lsa, A matritsaning & karrali 2 X0S
soniga kK dona bir o‘lcham!i Jordan kataklari mos keladi; A
matritsaning X dona §',§°,...,§" chizigli erkli xos vektoriari, (1)
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- . 1 2 Ak Y .
sistemaning esa k dona e ‘st ets? .. .e™ st chizigh erkli

yechimliari mavijud bo'ladi. : :
Agar p <k bo'lsa, I =k~ p deb, x' = Ax sistema ushbu

x=(af +rartae” avae.ly
ko‘ripishdagi k dona chizigli erkli yechimlarga ega ‘ekanligini

ko‘ramiz. bunda {#,.4,,...,4,} CR" hozircha noma’lum vektor-
Kkoeffitsientlar. Ularni topish uchun (1V.9.1) ifodani sistemaga
qo'yamiz va "' ga qisqartiramiz:

@l a2 ra M@ A ) = Algt + et +a).
Bu ayniyatda o°xshash hadlar koffitsientlarini  tenglashtirib,

i,,d,,....a, vektorlarni topish uchun quyidagi chizigli algebraik.

tenglamalar sistemasini hosi! gitamiz:

Aa, = Aa,,
. I

Aa, = Aa,_ +la,,

da; = Aa, +20,,

Aa, =Aa,+4 .
Oxirgi sistemada [ +1 ta vektor tenglama bor. Undan &,,.....4;,4,
noma'lum vektorlar komponentalariga nisbatan (/ + 1) 2 skalyar
tenglama hosit bo'ladi. Bu (/+1)n tenglamali sistemada & ta
noma’lum erkli bo'lib, qolgantari shular orqal chizigli ifodalanadi,
ya'm noma’lumlar & ta erkli skalyar o‘zgarmasga bog'liq holda
topiladi. o _
' _ Yuqoridagi. ishiarni har bir xarakteristik son nchun bajarib,
topilgan yechimlardan berilgan (1) differensial tenglamalar
sistemasining bazis yechimlarini (fundamental matritsasini) fuzamiz
va, demak, umumiy yechimini topamiz. '

Berilgan sistemada A hagiqiy matritsa bo°lsa, odatda:

hagiqiy yechimlarni topish masalasi qo‘yiladi. Bunday holda

Lhompleks sohaga chigib, kompleks bazis yechimlarni topgach,

ulardan Eyler formulalariga ko'ra haqiqiy bazis yechimlarni
114

Ed

guramiz.
e sz)h. (IV.E%.I) differensial tenglamalar sistemasining bazis
yechimlaridan uning @) fundamental matritsasi  tuzilgach,

id __ -1
e’ = @)D (0) formuia yordamida e“ matritsani ham hisoblash
mumikin.
Misol 1, Ushbu

xY x) 0 -4 -2
y| =4yl 4={-1 0 1| (1V.9.2)
z z P23

sistemaning wmumiy yechimini quring. ¢ matritsani hisdblang.

& Berilgan sistema 7 =3- tartibli, uning xarakteristik
ko phadi

~A -4 2
det(A-AE)=|~1 -2 ~1 |=—(A+1)(A-2). .
1 2 3-3 S |

Xarakteristik sontari 4, = -4, = 4. =2
Oddiy xarakteristik son A =~1 ga berilgan sistemaning

5,
—_ ! .
Y|=e |5 - (IV.9.3)
z 5 :

ko‘rinishdagi yechimi mos keladi, bunda §,5,,85, — hozircha

noma’lum sonlar. Ulami topish uchun (IV.9.3) ’

Sistemaga qo'yib, uning qanoatlanishini talab qil'ar'niz:
S5 —48, —2s, =0

ni  bertlgan

¥ —_ = — .
]+Sl S} 0 = Sl —-“"2,5‘3’3‘2 :—_33_ .
5 +25,+ds, =0

D _ + .
emak, s, = -1 deb, quyidagi yechimni topamiz:
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o x g x=2e",

o tyl=e’} 1| yoki qy=e", L {1V.9.4)

d o zJ -1 [z:—e" '

Endi ikki karrali A =2 xos songa mos kelgan yechimlarni
-2 -4 -2

quramiz.  rank(4-2FE)=rank -1 =2 -1]|=1 bo'lgani
r 2 1

uchun bu xos songa 3—1=2 ta chizigh erkli xos vektor mos keladi
(bizda n=3,k=2r=1) Ularga ko‘ra berilgan sistemaning

(xy (e
ol

ko'rinishdagi yechimlarini topish mumkin. Buni sistemaga go'yib,
. b.¢ noma’lum koeffitsientlarmi antqlaymiz:

[-2a~4b-2c=0, a=cy,
l—g-2b-¢=0, = sh=q¢,
o a+2b+c=0. ]_c:—cg—}:}.

( (:3',5.'3 — ixtiyoriy o‘Zgarmaslar)

Demak, ikki karrali A =2 xos songa mos kelgan yechimlar

&
] .
4
_c” )

~2qJ
formula bilan beriladi. Endi oldin topiigdn (1V.9.4} yechimni

(1V.9.5)

o
1
w
e

1]

ixtiyoriy 0" zgarmasga ko® paytmb uni (IV.9.5) yechimga qo shale

va beriigan sistemaning umumiy yechimini topamiz:

—f

X
. ﬂ”f‘l yl=e

<

2¢,

+ ez' o

Cl K] ¥
- z ) -0y —2¢y )
yok;! skalyar ko‘rinishda : .
. 5 e sualely
o ‘r;;.‘i PN X = 2Cr - cze". N

s mm —
}—cle +C3e .

z=—ce

-{c, + 201 e

' U.m%lmiy yechim topilgach, 4 matritsa uchun:endi ¢
matritsant hisoblash giyin emas. Topilgan umumiy yechimdan

L
D(t) =

fundamental matntsam

mairifsa

4 _ @(f)&’"(ﬂ) -

ya'ni
1 2r 2 —i
—€ +—g
3 3

em - -—;82’ +"]—(.’_r
3 3
i i
Zp? — e
3 3

ko'rinishda boladi. &

tuzamiz.

e

Ravshanki, et

76’4 (32’ A 2 1 0 -1
— 0 T 62! 1 0 l‘\x 1

Misol 2, Ushbu s

oo

Pty
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J
l

X =x+3y-2z
Y =—x+4y
I=y+z

(IV.9.7)

. sistemaning umumiy yechimini toping.

§— Berilgan sistemaning tartibi # = 3, matritsasi
1 3 —1]
A=|-1 4 0 ’,
0 1t 1y

" xarakteristik tenglamasi

1-4 3 -1

. I 1
- xarakteristik sonlari 4 =4, =2, = 2, ya’ni k=3 Kkarrali bitta
‘A =2 xarakteristik son bor.

-1 3 -1
r=rank(d—-AEY=rank(4A—-2E)=rank| -1 2 0 [=2
0 1 ~1

bo*lgani uchun bu xarakteristik songa p=rn-r=3-2=1 ta xos
vektor (o'zgarmas skalyar ko'paytuvchi anigligida) mos keladi.
Demak, s =k — p =2 va yechim ushbu

‘x w, ¥, I,
o yl=liw, [P+l v, 4w, | e (IV.9.8)
z Wy v, oy

ko'rinishda bo'lishi kerak. Umumiy nazerivaga ko‘ra bu yerdag!

toqgiz  koeffitsienthing k=3 tasi erkli ho'lib (hozircha

qaystlariligini  bilmaymiz), qolganlari esa ular orgali chizighi

ifodalanadi. Yechim wchun (1V.9.8) formulani berilgan sistemaga

qo'yib va e* ga qisqartirib, quyidagi ¢ bo‘yicha ayniyatlarni hosi]
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gilamiz;

. : Vs vy ¥y B
. 3, ) r W, v, 720 R ,_
. = A[ W, o Yy, v, |1+ A i,
L, W, v, | "

Bu tenglikning har ikkala tomonidagi £7 ¢ va ° darajafar oldidagi
koeffitsientlarni mos ravishda tenglashtirib, ushbu

(w, (0\| r v, £ w, \I rt‘!! \] ( ;,‘]
(AmQE)! w, j=| 0 ,(A—-ZE)F vy [=21w, AA=2E) o, L—“ v
l\wj 0 lLv ] w. ’ | l \

3, 3 “3} v

vekiorli tenglamalarni hosil qilamiz. Birinch; vektor|

: . t lenglamada
Wy =6 nl erkli noma’lum deb qabul gitamiz va W, ;

I‘ >W, lami ¢
0 H - A " -

rqall topamiz: 1w =2¢,w, = %>, =¢ . Bularga ko‘ra ikkinchi
vektorli

tenglamada v, = ¢ p; erkli

W =26+2c,,v, = 26, +¢,,v, = €, larni

noma’lum  deb
‘ ~ aniglaymiz. . Uchinchi
vektor]; tenglamada 1, = ¢, nj erkij noma’lum deb hisoblaymiz Vﬁ
u;, =—2¢, -.1-c2 +2¢;, My =646, u = lami topamiz. Topilgan
Gtymatlami (IV.9 8) formulaga qo'yib, berilgan sistemaning
[x =(-2¢, +c, + 26+ 2c, v ey )+ 20}
I_y = (62 o+ (20 4o, )+ ¢’ ) e

z=(g, +otvalt)e”

Umumiy yechimini hosil qilamiz, &
Misol 3. Ushby

=5 (99 |



i

(IV.9:10)

wistemani yeching. 3 R
g§—r Berilgan sistemaning tartibi # =3, matritsasi

I 302 -1y w

s’i“ A=1-1 3 i : _
Lo 0 1 2 x@j’mﬁ Snndifens

&

Xarakperistik sonfar:®*

it el i,

ol 3-a 2
1 0

=2 xaraktenistik songa

bl o T K £
© e
s
e
v

f{o‘rinishdagi yechim mos keladi. Buni berilgan sistema IV
qo*yib, §,,8,,8, larni aniglaymiz (5, =1 tanlangan}.

\ 2 —I Sl 0\ l_!.‘] 1\ N =

: E(_] . Szt:U1:5 8, =0

1 _ L 6 1 © S3J O,J S I

g'ﬁl‘emak, A =2 xarakteristik songa mos yechim

¥ x I |

¢ (y I (1v.9.11)

Endi A4 =3+ xos songa mos kelgan

. “120

X (7]
y =e(3<—r’]r b
4 44

. yechimlarni topamiz. Buni berilgan sistemaga qo‘yamiz'va | a,b,c

larni topamiz:

( - 2 -1 o 0 [a=2~f; i ! ‘

1 =i 1 {b]={0] = Jp=14+i

l‘ 0 1 -i-ijlc) lo
Demak, sistema yechimi
f {/x 2-i 21
. Ey =M i =M | 14
> LZJ i ]
yoki, &' =(cost+isint) Byler formulasiga ko'ra hagigiy va
mavhum qismlarni ajratsak, =

tc=I{taniangan}.

§30rGiT

s (X (2 cos? +sint {2sint~cost) |
. R "l R i
sl yl=er i cosf—sins |+ie¥| cost+sine |
1 R |
z \ cosf . sins

Yechimning hagigty va mavhum gismiari ham yechim bo‘lgani
uchur bundan A =31t/ xarakteristik sonlarga mos kelgan ikkita
haqigiy yechimni aniqlaymiz ' :

x 2¢os¢ +sint 'x} ( 2sins ~cost

v =e”| cosf—sint .| y1=€e"! costising |. (Iv.9.12)

l\z ' Cost z, S/
Endi sistemaning umumiy yechimini (IV.8.11) va (iV.9.12) bazis
yechimlarning ixtiyoriy chizigli kombinatsiyasi sifatida yozamiz -
x } 2cost+sinq (2sint—cost‘

_ ki 3 - , k] :
Yi=ae 1 0{+ce™i cosi—sint +ee cost+sing |,
z Al - cost L sins

bunda ¢, ¢, & - ix‘t’i%ﬁy hfi’ffiqiy o‘z-gannas?f%}- d ‘
e ‘

o




x' = Ax sisiemaning yechimini qurishning boshqa bir usuli
bizga ma’'lum. Bu usulga ko‘ra to‘g‘ridan to‘g'ri e eksponensial
matritsani hisoblab, x =e*¢, ceR", formulaga asosan smumiy

yechimni yozamlz

EE el
S W A R

s Masalalar
1. x'=Ax, AcM__(C), sistema va A4 matritsani Iordan ko rinishiga

i

keltiruvehi SeM (C) matritsa {A=5J5"') berilgan bo'lsin

LB
Sistemada x = Sy (¥’ yangi noma'tum vektor-funksiya) almashtiriskni

bajaring va hosil bo'lgan sisteman: skalyar ko'rinishda yozing. Bo
sistemani yeching va eski xnoma’lumga qayting. Topilgan amumiy
yechim tuzilishini tahlil giling.

2. Ushbu

Ax AcAcM (C),

firi

‘Eyler smtemasuda r=In¢ (¢ > 0) almashtirish bajanng va uni yeching.
3. Ushbu
| X =AX + XB
\X(@=C
mairitsaviy Koshi masalasining yechimi X = “Ce™  formula bilan
berilishini isbotlang.

s {A: B’ C‘} < Mar:ﬂr (R) *

-

IV.10. ¢ oi hisoblashning yana bir vsuli

Keli-Hamilton teoremasiga ko‘ra A matritsa o'zining xarakteristik
tenglamasini qanoatlantiradi, ya'nl _
r(A)y=0, R (Iv.10.1)
bunda ,((A,) det(A A E) — xarakteristik ko'phad. {1‘* -
Bayonning uzluksiz va mustagil bolishi maqsadlda bu
tasdigning ishcti paragrafning oxirida keltirtlgan.

. (IV.10.1)  tenglikni ¢”  ga  ko'paytiramiz  va

i i
de . g¢ (k=0.1,2,..) ekanligini hiscbga olib,
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L ey Z(;?; DU G

. . ud . .
munosabatni topamiz. Demak, ¢ matritsaning har bir elementi
ushbu

Z(dl )x(f) Q

n- tartibi: skalyar differensiai tenglamam qanoatlantrradi Bu
tenglamaning quyidagi » ta chizigli erkli @ (f) yechimiarini
topaylik: ' -

rd qo (0)
M Ge =0, —5==0, (i, j=0L..n=1). (V.102)
Demak, e matritsaning eiementlari

CU%(t)-i-c,gol (£)+...+c,_ @, (f) ko‘rinishga, o'zi esa
e =B, + o ()B +0, (DB, + ..+ ¢, (1)B,

A=l

ko‘rinishga ega. Bu yerdagi B8, (j=0l1.,n-1) noma’lum

matnitsalarni topish uchun bu tenglikni / (i =0,1,...,#-1) marta |

differensialtaymiz va £ = 0 deymix:

| '
de” : d'9{0)
= A=) OB =B (=0,
i=6
Demalk,

e =g, (NE+g () A+p,() A Fot i, (DA (V.103)
bu  yerdagi Qj({) (j=0,1,...n-1) funksiyalar  (IV.10.2)

maszlalarning yechimi.
- Misol . Ushby

fa o f egm-"'}é-«-— T

- E "fi,e» :
L ,3 a} Ji; hagi ’3’ soniqr

B=z0)

Mmatritsa uf._‘.hun e m&tgitsﬂ'ﬁi.'.l}isobian 2.
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¥ g~ Berilgan matritsaning xarakteristik ko'phadi
Bic o . 3 :
o

B

=A'2ei+a’+ 3.
o .

a-A
Z{(4) :det(A—/lE}=] _p

x(—%)x(r) — (0 differensial tenglamaning xarakteristik sonlari

A=axiff (F=-1).
Uning umumiy yechimi x(r) = ce“cosft +c,e”sinfit. Bundan
foydaianib, (=1, x(0)=0 va x(0)=0, x' (0} =1
boshlan_g" ich shartlarga ko'ra bizga kerakli x(f)=¢;({} va
x(1) = @, () yechimlarni topamiz: :

\t'?_. e
Bt

(pu(t)zg‘”cosﬁt - af? sinf3t w () =5 B smﬁt

L4

Endi (IV.10.3) formulaga ko‘ra e matritsani hisoblaymiz: -

u 1 0 o (a ;ﬂ .
: wt we i T € o Do
e =(e"'cosft - 7 smﬁr){o !J 7 L‘ﬁ a!}

| o cosft  singt s
~-sinff  cosft
Misol. Berilgan

B A R | 2_;{” C 2 S “_1 ] o ';.
A =detd-2E) =) -1 -1-2 1 |=(1-2.
S _l -7 . 2..,,1[ '

x(g?)x(t)zo differensial tenglamaning xarakteristikﬁsoni bitia

A=1: uch kammali, Bu differénsial tenglamaning umumiy yechimi

x(f)=ce +cpe’ +et’e’ Bundan foydalanib
¥(0)=1, x'(0)=0, x"(0)=0: x(0)=0, x'(0)=1,2"(0)=0 va
x(0y=0, x(0) =0, x"(0)=1 boshlang'ich shartlarni

qancatlantiruvchi  x(F) =@ (1): x(N =g, (1) va  x(f) =@, (f)

. yechimlarni topamiz: I

: , : i

p()=e" —1e +%!2€{ s @ty =te' 1’ va ,(0) = l{ﬁe' .
Endi (IV. 10 3) formulaga ko'ra kerakli hlsoblashlamn bd}&nb e
matritsani quramu:

1 R I H
e e !‘e’}EJr(ze :Ze‘)A+g«:2e‘A?,_

y 7
e i [ ' P
= ' (e +le e U T
a . e({{ — __I_e! ef _ Qtea Je,r ) %} t
—fe' =2t &+t J

Keli-Hamiltor - teoremasining isboti. S matritsa A4
matritsani Jordan ko'rinishiga keltirsin:

A:SJ‘S_] y of = dlag( Apir " len i ?Ji;,..n.e )

Apiq]ik uchun B
(4= de(a-2E) -ZM" (= (1), @, = detd)
1=0
deylik. Ravshanki, =SJ'8, A EssS DEmak_"Ij
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x(4dy= Za & —Za WA —Sza J's —Sx(J)S'

jal
Kuddi shunga o xshash shakl almashtirishlarni bajaramiz:

y(fy= Za (dLag( FIPIRTOY SR .,JAMJ)J e

=0
=Y adiag(J] oSy > 4M);j Y
JEU 3 .'... o
'-—dza;,(Za T3y o Za Ay > Za Jhm) = ¥y
_—..dlag(x(-.;jhnt ey x(.]'al‘”g) L ,Z(Jl‘_ nk)) \ )-;1‘

Shunday qilib, SATH
2(A)y=Sdiag{x(J,,) s X i) e KT VST
Endi (S, ) =0, s X g ) = O (g0 ) = o
ekanligini ko‘rsatsak, isbot tugaydi; bu yerda {0 — kerakli tartibli
nol-matritsa. Jordan katagining ixtiyoriy birini olib, uni J, , bilan

belgilaylik; bunda g— A matritsaning & karrali xarakteristik

soni, p— Katakning tartibi (px p— uning o‘lchami), p = ksn
bo*ladi. o ww -
Ushbu ER
1 0 1 | o
0 . | N

J,, =pE, + N, boladi
Nyuton binomi formulasiga ko‘'ra (uE, va N, matritsala

kommutatsiyalanuvehi) quyidagi hisoblashlarni bzgaramsz

.ﬁ‘u»xﬂ: W ,_.&

px po’lchamli  matritsalar  uchun
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2, = Zawgfmyz

J=0

= Z @, CouE, V(Y

Oxirgi-yig mdlda qo shmh tartibini almashtmb ft(]'pa.l’an’

2’(‘}# p) Z Z r)' o 5170

sl o

74) :Z“f’v ko‘phadning 7 - tartibli hosilasi ||

i=t

27 (A= Za JG=D. u~r+m"‘ Zaf

Bundan
2” : J! ; .
“ E}__r_}_fﬂ = Z{ }(,U) i

M sgni K karrah xarakieristik son bo‘lgani uchun b

(J—f')lﬁ"a -

"}({ rl - i

Z(‘U) =0, ,«Y’(.U) :0 ._,,,([k “{}u) ——0 v(*l{#) ¢-o ‘ e

Tushunarliki, & matritsaning p- va undan yuqori damjalariéﬁb

matritsaga aylanadi. p—1<£ =1 ekanligini ham hisobga olib,
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IV.11. Chizigli o*zgarmas koeffitsientli bir jinsh .
bo‘lmagan sistemalar . ' 51’“

Ushbu "

X' =Ax+g(t), AeM, (), g(reC,C"), (IV.ILD
chiziqli o‘zgarmas koeffitsientli bir jinsli bo‘lmagan sistemani
ixtiyoriy o'zgarmaslami variatsiyalash metedi yordamida yechish
mumkin. Bu holda mos bir jinsli sistemaning fundamental matritsasi
D) =¢" va O®'(s)=e ™ bo'lgani uchun (IV.5.5) Koshi
formulasiga ko'ra umumiy yechim
;J u{\.i‘f\

x(()= J'e“"‘“g(s)ds+e”c, toel,

ta o

ko‘rinishda ifodalanadi, bunda ¢ € C” — ixtiyoriy o‘zgarmas vektor.
Bu formuladagi integrallash amali qatnashgan had (IV.11.1)
sistemaning xususiy yechimini ifodalaydi.

Agar sisternaning ozod hadi

2= plye”, plry=b"t" + -+ B+ 5" (b",..,.0',8° cC",

y € C. m - darajali vektorli kvaziko‘phaddan iborat, ya’ni berilgan
sistema

&= Ax+ (" 4+ b1+ B)e” (av.11.2)
ko'rinishda bo‘lsa, xususiy yechimni noma’lum koeffitsientiar
metodi yordamida integrallash amalini ishlatmasdan turib topish
mumkin, '

Buni - ko'rsatish uchun (IV.11.2) sistemada x=FHy
( y—yangi noma’lum vektor-funksiya) almashtirishni bajaramiz,
unda A —bilan A matritsani Jordan ko‘rinishiga keltiruvchi
matritsa, J = H ' AH . belgilangan. Natijada

Hy' = AHy+ p()e”, yani ¥ = H AHy ¥H ' p(0)e”

yoki .

Y =Jv+ p(tye”, pit) = H p(&), _(IV.1L3)
sistemani hosil gilamiz. Bu . yerda
S=diag(J, , soresy,snsdz,, ) katakli-diagonal  matritsa
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bo‘lganligi uchun {IV.11.3) sistema bir-biriga bog‘lig bo'tmagan

teng]az:n.algr | gurublariga ajraladi. Aniglik uchun J . Jordan

katagiga mos keigan tenglamaiar guruhini yozaylik: "

| N=Ay+y+ Bl

’ :,V; z_ll._}’3+J’3 '*"152([)‘3”, -
....................... N ' .-_‘(IV'”-@

Vs = A 0+ By 0

L Yoy =y + B, (D
Bu yerdagi * 5,(1) (j=12,...;n) ko'phadning = darajasi
deg p : (¢} <m. Qolgan Jordan kataklariga mos tenglamalar guruhi

ham (IV.11. a .0 ‘ladi i
i 9,: 1 '4) ga .0 xs:hash bo'ladi.  (IV.11.4} sistenada
y,=e"z,, j= 1,2-,...,;7, » almashtirishni bajaramiz va -

*

Z; =z, + p (el
z§ = z_,_‘+ _52 (Hyer

................ SRR N ATES)
ZHI_] - z".i +ﬁ"=_;(!)e(}’—ﬂ|h’

-t

. 41'?: Zﬁﬂ; (z)e(?i“.iﬂf

sistemani  hosil qiami;. Bu tenglamalarni oxirgisidan boshiab
kgtma-ket yechamiz. Bunda ikki hol bo'lishi mumkin: y—A4,#0
vay—-A,=0. - |

_ Faraz qilaylik, y-4,#0 bolsin. U holda bo'laklab
tntegrallashlarni bajarib, |

2, = [Bo (07 dr =, (P

Xl!susiy. yechimni topamiz, bunda'-:ﬁr’ni(t) ko‘phadning darajasi
P,(t)nikiga teng. Topilgan z, ni (IV.11.5) sistemaning oxiridan

tkinchisige qo‘yib, z, | i topamiz va h k. Natijada
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z,.r' = q;({)eﬁ?"im!.sj‘ = 1‘2,,__,nl . deg &;({) <m,
vechimni hosil gilamiz. y, =™z, j=12,....,n, almashtirish

formulalariga ko'ra
mos

y, =q,0e", j =12, .., degg () <m,

larni topamiz.
Endi

A74M =1 va (IV.11.5) sistemadagi ozod hadlar ko'phadiardan

iborat bo‘ladi. Har bir integrallashda ko'phadning darajasi bittaga

ortadi. #, marta integrallashni bajarib, ([V.11.5) sistemaning

2 =G0, ) =120, degd S mm,

yechimini topamiz. Bularni almashtirish formulalariga go‘yib, mos

faraz  gilaylik, ¥ —4,=0 bo'lsin. Bu holda

¥, lami aniqlaymiz:
y,=q0)" i=b2m, deg g () Sm+n,.

Yugqoridagicha ish tutib, (IV.11.3) sistemani yechamiz va
x=Hy almashtirish formulasiga ko'ra izlangan noma’lum
funksiyaga qaytamiz. Bunda quyidagi xulosaga kelamiz:

agar ¥ son A matritsaning Xos qiymati bo‘Ilmasa, u holda
(IV.11.2) sistema X = g(t)e” ko‘rinishdagi yechimga ega, bunda
git)— Qektor-kéefﬁtéicﬁt_l'_i_ ko‘phad va degq(r) = deg p();

agar y son 4 matritsaning & karrali xos qiymatidan iborat
bolsa, u holda (IV.11.2}
yechimga ega, bunda g(t)— vektor-koeffitsientli ko‘phad va
degq(t) =degp{t) +&.

Shunday gilib, (IV.11.2) sistemaning xususiy yechimini
topish.uchun quyidagicha ish tutish mumkin:

Dastlab k sonni aniqlaymiz: agar ¥ son A mairitsaning
xos qiymati bo'lmasa, k= 0 deymiz; aks holda esa & bilan ¥
ning necha karrali xos son ekanligini belgilaymiz. Endi yechimni

sistema X =¢g{(f)e” ko‘rinishdagi
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et MR iy e
Lot e,

hozircha noma’lum bo‘lgan vektor-koeffitsientli (s + k) - darajaii
kvaziko‘phad

X =" (@™ b d't + d°) |
ko'rinishida yozamiz. Nihoyat, buni (IV.11.2) sistemaga qo‘yib,

-uning qanoatiamshidan izlangan noma’lum vektor-koeffitsientlarni
topamiz va xususiy yechimnt gquramiz. '

Endi haqiqiy sohada :
X'=Ax+g({t), AeM . (R), g(t)e CU;R"Y, (V.11.6)
sistemani garaylik. Magsad —
yechimini topish.

bu ‘sistemaning haqiqiy xususiy
Faraz gilaylik, ozod had N

g(r)ze‘”(p(r)cosﬁt+q(1)sinﬁf}- (VLD
__haqiqiy kavaziko'phaddan iborat bo‘lsin, ya’ni
X' = Ax+e™ ( p(r)cos Bt + ¢(£)sin Br) (IV.11.8)

ko'rinishdagi sistemani garaylik, bunda ¢, ff —hagqigiy sonlar va
p{t),q(t)— hagiqiy vektor-koeffitsientli ko‘phadlar. Haqigiy

xususiy yechimni kompleks sohaga chigib topish mumkin, Eyler
formulasiga ko‘ra

cos Bt =Re e”, sin Bt = — Re(;ie*ﬁ‘ ).
Demak, o L .
g() =e” (p(t)cos fr+q(t) sin ﬁr) =Re{ p(t)—ig(r)) """,
Endiushou . L

x' = Ax +{ p(£) - ig(t)) e |

(IV.11.9)

sistemaning biror kompieks yechimini.topib, uning hagigiv qismini

ajratsak, (IV.11.8) sistemaning haqigiy xususiy yechimini topgan
bo*latniz. S | | SR

_ {Iv.i _1.8) sistemaning xususiy yechimini kompleks sohaga
chigmasdan ham topish mumkin. Buning uchun yechimni
to*g'ridan-to* g'ri ushbu S ‘ :

x(t) =™ (r(t)cos Bt + s(¢)sin it )
ko'rinishda izlash lozim, bunda r{fyva s(t)lar (m+k)- darajali
hagiqiy vektor-koeftitsientli ko‘phadiar,
131



m= max{degp(t) degg(t)}, k bilan a+if xarekteristik
sonning karralilik darajasi belgilangan; o +if xarakteristik son

- bo‘lmaganda esa k =0 deb hlsoblanadt ;
- Misol. Ushbu
; _ 2 = .
X'=x+ytde | (IV.11.10)
y' =-x+3y+25cost

'sistemaning umumiy vechimini toping. o
g— lzlanayotgan umumiy yechim mos bir jinsli sistema-
ning umumiy yechimiga berilgan sistemaning Xususiy yechimini
gu'shishdan hosil bo'ladL.
Bir jinsli sistema
ST J r=xvy oo aviiian
{g“f« B Ly' =-x+3y i
'-":--;-;;_uning matritsas] _ I

-1 3 ) : i
_ “xarakteristik tenglama o
1-4
-1 3-4
- demak bitta k=2 kamrali xarakterisiik son A=2 mavjud.

=(1-2)' =0, | 9

i

- Shuning uchun (IV.11.11} sistemaning umumiy yechimi

CHET R o

' ko'rinishda bo‘lishi kerak. (IV.11.12) ni (V.11.11) ga go'yib.

uning qanoatlanishi shartidan

(o)A

' ayniyatni hosil qilamiz. Oxirgi ayniyatdan
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Aalla) A5)L (o)

shartlaml hosll qilamiz. Bu yerdagi birinchi sistema J-Z
.. a4 .

e i1V o\ ‘,,, P
it (—1 a}de:2(dJ’ o

Bundan c¢=d =, — ixiiyorty o‘zgarmas ekanligini toparmz

n"mw*ﬂxr{gm

i

ikkinchi sistema endi

ko‘rinishmi oladi. Bu sistemadan @ =¢,.h =, +f;2 (¢, — ixtiyoriy

g
o

o‘zgarmas }, yechimlarni aniglaymiz. Topilgan q|ymatlarm (y) ga
qo‘yib (b) sistemaning ;

( N (e ( e .
=ir J1+ Podle” L (VLI
Wy < ¢+, PR N

ﬁmumly yechimini hosil gilamiz.
Endi (IV.11.10) (1V.11.10) sistemaning xususry yechimini
topishimiz kerak. Bu yechimni superpozitsiya prinsipiga ko'ra

x'= x+y+4e ‘
SR B z«-x+3y o
va _ _ L
el X=xvy U RNy
e [ v ' S (IV.11.15)

Iy -——x+3y+25003!
sistemalarnin g xususiy yechimlan yig'indisi sifatida topamiz.
{(IV.11.14) sistema uchun degp{f} =m=0 va y =2 ikki

karrali xarakieristik son. Demak, k=2 va {IV.11.14) sistemaning
Xususiy yechimini

Gy

!ko rinishda izlash mumkin. {IV.11.16) nt (IV.11. 14) ga qo‘yamiz va
133 :

(IV.11.16)
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IS - - H
¢ ga gisqartirainiz

z(“"}{ )Tz[ *]ﬁ+z["']z+z(”’J=

. wl vz 2 .vZ ul
'___ . ~_~A(W' t2+A(v‘)r+A[u']
Jiw‘!"‘} wz’ V2 "2

Qxi‘rgl aymyatdan

A
A=l )

{enblamalarni hosit gilamiz. Bu tenglamalar chizigli bog'langan.
Shunlnu uchun yechimlar cheksiz ko*p. Biz ushbu

o w=w,=-2vw=4v,=t=u4=0
yechimni tanlaymiz va ularni (IV.11.16) ga qo‘yib, (IV.11.14) ning

o X A 1 4 M :
s = 1!‘ + |t ]e” v
| STRNCEVEIAN

xususuy yechimini hosil gilamiz.
L (VI1.15) Ststemanmg xususiy yechimi ushbu

x =X+Yy

_ (IV.11.18)
bz’ =-x+3py+ 25e"

kompleks sistema yechimining haqigty qismidan iborat, chunki
Re(25¢")=25cost. (IV.11.18) sistema uchun degp{r) = m =0,
y=i va bu A xarakteristik son bo‘lmaganligi sababli £ =0.
Shuning uchun (1V.11.18) ning xususiy yechimini

("L{”}eﬂ (V.11.19)
y] \b,

ko' rmlshda --1z]ayrmz (IV.11.19) ni (IV 11.18) ga go'yib, hosil
bo*igan '

CEEE e

in=a+b, ib=-ag+3bh+125
134

. I|
tenglamalardan a=3+4i, b =-7 -/ qiymatlarni topamlz.*l}j
(IV.11.19) ga go'yib, (IV.11.18} ning yechimini topamz. .-

m (Ml}v ((3?}+u H(coswrfsinr)="*"""'“"‘}5'

y) \~7-i
"

{stf{jl]m,-[(;}iﬁ;(1}%3‘7?

Bu yechimning haqigiy gismi bo‘Imish

- =1 Cos{ — Lo 7 ST

funksiya (1V.11.15) sistemaning xususiy yechimini beradi.
AV.ILI7}  va (IV.11.20)  yechimlami qo‘shib, (IV.11.10)
sistemaning -

[xJz((_ZJ{“_(ﬁF}\)Z! {3 } 4

l L o Ja +(_7}coar-(q1); sint (IV. 11 2:)

xususiy yechimini topamiz. Nihoyat, (IV.11.13) va (IV.11. 21y iialrnl

qo sth berilgan smtemamng
. {x—( 24 +{¢, +4) +c,)e” +3cosi~4sins I

Ay =2+t +c L +oy)e” 4+ smf—?cosr
umumly yechimini hosit gilamiz, £

u_ 1V.12. Chiziqli davrly s:stemalar
1% Ushby
x'=Ax+ f {‘r)
{Iv.i2.1)

vgktomma:tritsa ko‘rinishida ifodaiangan b‘zgarmas koefﬁtmyenﬁl
differentsial  tenglamalar  sistemasini qaraylik; bu  yerda

A= "a“ !L M, (R)- o'zgarmas matitsa, f e C(R,R")
davriy funksiya, f(t+T)= f (r) teR, T>0. Tabily ravishda
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“M{IV.12.]) sistemaning T dawrli yechimi bonn_i’?” degan savol
tug'iladi. Bu savolga quyidagi teorema javob beradi.
Teorema 1. Agor A matritsaning spektri (xos sonfar

2rk . . i
o plami)ga mavhum o'qning —T—I, keZ, nugtaiori tegishli
bo linasa, u holdu {IV.12.1) tenglama o'nig tomonidagi ixtiyoriy
uziuksiz ‘T davili f (1) Junksiva uchun ‘T davrli yagona yechimga

ega' . "
8— Ma’lumki, (IV.12.1) ning umumiy yechimi

H
xX(O)=e"x’ + [ f(s5)ds (IV.12.23
¢

ko;ﬁﬁ_ish'da-ifd_dalanadi; bunda x° = x(.O). _

Yechimning  vagonalik  xossasiga  ko‘ra (W(l?.'.l)
sistemaning T davrli yechimga ega bo‘lishi uchun uning
x(0) = x(Ty shartni qganoatlantiruvchi yechimga cga_bo‘hshf
yetarli va zarurdir. Demak, davriy yechimning mavjudlik sharti
(IV.12.2) formulaga ko‘ra

N
X =ty 4 J'e“’""‘-‘" f(5)ds (IV.12.3)

0
kabi yoziladi. Bu tenglikdagi integralda t=5-T o'zgaruvchini

kiritib, va f{r+T)= f(z) ekaaligini hisobga olib, (IV.12.3)
shartni '

0
~e" =B’ = [ f(r)dr (Iv.12.4)
~T

ko'rinisshga keltiramiz. .
Agar 4 matritsaning A, A,,...,A, x0s sonlari mos
ravishda &, k,, ... .k, karrali bo‘lsa, u holda " matritsaning xos
sonlari &' e ™ mos ravishda k., Kk, ...k, karrali
bo‘ladi. Shuning uchun _ ,1 o
det(e™ — E) = (" —1)h (™ —1)"r . (™ D)o |
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Demak, agar _ 1
AT#2zki ke?,.
ya'ni i

‘) - 4
,lfi“:;r—kf, I=te.mkeZ, «iriaw.

bo‘lsa, u holda e™ - f matritsaning determinanti noldan fargli va
3 0 AT ~y— | —dr . -
{IV.12.4) ga ko‘ra x =—(e” — £} J-e JS(#)dr boshlang'ich

shartli yechim T davrga ega bo*lgan yagona yechimmi aniglaydi. &
Bu yerda shuni ta’kidlaylikki, bu holda bir Jinsli tenglama

notrivial T davrlj yechimga ega bo‘la olmaydi, chunki aks holda
e’ Tx = x° tenglama x° %@ yechimga ega bo‘lar edi; bu esa
(e’T - E) ring mavjudligiga zid. Shunday gilib, quyidagi tasdiq
isbotlandi:

, 2rk L .
Agar A4  matritsa _——]:—1, keZ, ko'rinishdagi xos

qiymatga ega bo‘sa, u holda (IV.12.1} sistema ba’zi T davrli f
larda T davrii yechimga ega bo'ladi, ba’zi T davrli £ larda esa

birorta ham davriy yechimga ega bo'lmayd i o
Eslatma, Agar 4 matritsa X0s giymatlarining hagiqiy
qismiari 0 dan kichik bo‘lsa, u holda barcha uzluksiz T davriy £
funksiyalar uchun (IV.12.1) ning davriy vechimi mavjud bo‘libh,
I —>+ec bo'lganda (IV.12.1) ning har ganday vechimi shu davriy

yechimga yaqinlashadi. Nega? :

- Koeffitsienttari T davrli funksiyalardan iborat bo*igan ushby
x'= A(f)x (IV.12.5)

chizigli bir jinsli tenglamalar sistemasini qaraylik; bu yerda
Aty e CR,M,,_(R)); (7 + Ty=4(t),reR, T>0. (1v.12.6)
Tushunarliki, agar x= P(t)  funksiya (IV.12.5) ning
yechimi bo'lsa, v holda ¥ = @ +T) ham (IV.12.5} ning vechimi,
Lekin bu x= @t} yechim davriy bo‘lishi shart emas, chunk;
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uning argumenti T ga ortganda u o'zgarmasga ko'payishi yoki
unga chiziqli bog‘liq bo‘Imagan yechim go‘shilishi mumkin.

R" fazoning €',e°,....e" standart bazisiga ko'ra tuzilgan
x(0)=e* (k=1,...,n) boshlang‘ich shartni ganoatiantiruvchi
(IV.12.5) sistemaning yechimini x = @*(¢) bilan belgilab,

@' (N....,@"(t)  bazis yechimlardan  @(f) =[@'(t),...9"(t)]
fundamental matritsani tuzaylik. Bu fundamental mairitsa /= 0
nuqtada normalangan, ya'ni ®(0)=£. (IV.12.5) sistemaning har
qanday yechimi - : : .

: : x{f) = D()x(0)
formula bilan ifodalanadi. @(f) fundamental matritsa quyidagi
Koshi masalasining yechimidir: C
' (1) = A(DD()
{(D(O) =F£
Tushunarliki, ixtiyoriy € R uchun det @(¢) # 0 ham bo'ladi,

Ravshanki,

@'t +T)= A+ TYD(t + Ty = A(OD( + T}.
Shuning uchun, ®(7) bilan birgalikda ®(f +T) ham fundamental
matritsa va u D(/)ni o‘ngdan biror o'zgarmas teskarilanuvehi C
{ det C#0 ) niat_r_it_saga ko*paytirishdan hosil bo‘lishi kerak:
L Du+T)= DNC . - (1V.12.7)
Bu tenglikda =0 desak, ®(T)=C hesil bo'ladi .Demak,
{(Iv.12.7) ga ko'ra :
®+T)=DOP(T). {1v.12.8)
Bu vyerdagi ®(T) matritsa  (IV.12.5) sistemaning
monodromiya matritsasi  deyiladi.  ®(T) matritsaning  xo08

qiymatlari (1V.12.5) sistemaning multiptikatortari deyiladi.
Monodromiya matritsasi haqiqiy, lekin multiplikatorlar

kompleks bo‘lishi mumkin.
Teorema?2. A kompleks son (IV.12.5) sistememing

multiplikatori bo lishi uchun shu sistemaning
138

X +T)=Ax(t) (IV.12.9)
shartni  qonoatlantivuvchi  x(i)  notrivial vechimga ega
bo lishi zarur va vetarlidir. h

8¢ Zarurligi. Faraz gilaylik, A son (IV.12.5) sistemaning

" multiplikatori bolsin. U holda

3x° %0 O(T)x" = Ax°.
x(r) = ®(Hx° vektor-funksiva (IV.12.5) sistemaﬁing .r.lotrivial
yechimidir. (IV.12.8) ga ko'ra : -
x(+T) =D+ T)x" = OHR(Tix® =
= ®(NAx" = AD()x" = Ax{).
Demak, (IV.12.9) shart bajariladi. S
 Yetarliligi. x(¢) veltorfunksiya (1V.12.5) sing (IV.12.9)
r;h:rgl; ec{;)a:z;z;&;::;tz}:nwchl notrivial yechimi bo‘lsin. {IV.12.9) da
x(T) = Ax(0) ' (IV.12.16)
x(f) yechim x(f} = ®{)x(0) ko‘rinishga ega. Bundan
x{T)=O(T)x(0} va buni (IV.12.10) bilan taqgoslab, o
P(T)x(0) = Ax{0) ' (IV.12.11)
tenglikni topamiz. Berilgan nofrivial x(z) yechim uchun x{0) = ¢
bo'lishi kerak, chunki aks holda x(f)=0 trivial yechim bo'iardi
Endi (IV.12.11) tenglikdan  x(0) vektor {1)('1) monodromiye;
n'latritsan.ing x0s vektori, 4 esa uning xos soni, ya'ni (IV 12.3)
sisternaning multiplikatori ekanligini ko*ramiz. ©
Natija. (IV.12.5) sistema T devrli notrivial Yechimga ega

4 g DIroF 1{!}?4’ kﬂf{) 7 A 1 b 4

Teorema, (IV.12.5) sistepianing D7) . fundamental
matritsasi T davrli biror V() marritsaviy Junksiva va o ‘zgarmnas
M matritsa orgali '

Q1) = ¥()e'
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Jormula bilun ifodalanadi. _
g~ detd(T)=detC # 0 bo‘lgani uchun monodromiya

matritsasining  logarifmi  mavjud. M= % InC, vyam

O(T)=C =¢" deylik. Demak,
O+ T)=D)e™ .
Ushbu '
_ W) =D(ne
matritsaviy funksiva T dawrli va det'¥(t) # O dir. Haqigatan ham
WA T =0+ T Y =d()e™ e M e = d(ne = P(1)

Cva det‘i‘(:)_s__de_td)(f)‘dete"“” #0. 9, |
 Natija. (IV.12.5) sistema mT (meR)davrli nowivial
yechimge  ega  bo'lishi  uchun 41 ning  biror giymati
multiplikatordan iborat be lishi yetarli va zarurdir.

_ Isboti. Fundamental matritsaning ~ ®(¢) = ¥()e'"
ko-rinishida ifodalanishidan (IV.12.5) sistemaning yechimi uchun
quyidagi formulani yozamiz: .

x() =¥ (e x*
Bundan _ _

T x(amT =P+ w0 =

o . =LP(I)€fMBMTMXO.

- Endi, ravshanki, |
x(t+mT)=x{1) < POV ™Ml =M’ o e‘"fﬁix“:xo,

ya'st | '
xt+mM=x() < (Y x"=x"%

: 36, Endi bir jinsli bo‘lmagan tenglamalar sistemasimi

- qaraylik:

: X = A{H)x + gl1), (1V.12.12)

 buyerda AN e C(R,M,_,(R)). gieC(R, R") va
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AG+T)=A(), git+T=g().1eR, T>0.

N TeureI.na 3. Agar (IV2.5) bir jinsli sistema T duvrli
norrz?iaf yechimga ega bo'lmasa (harcha mudtiplikatoriori 1 dan
Jorglh), w holda (IV2.12} bir jinsli bo lmagan sistema ixtiyoriy

. T davrii g(0) e C(R,R") 0'ng temon uchun yagoua T davrli
yechimga ega ' : :
8 Isbotni teorema 1 ning isboti kabi bajaramiz.

(IV.12.12} ning ixtiyorly vechimi, ma lumki, quyidagicha
ifodalanadi: '

x(r)= @(I)xo + I(’D(l')(])‘?{s)g(s)ds, . u:w(lV 12.13)
i

bu yerda ®{f) matritsa (IV.12.5) ststemaning yuqorida kiritilgan
fundamentat matritsasi. A(¢) va g(s) larning T davrliligidan x{1)
yechim T davrli bo‘lishi uchun :

. X(T) = x{0) (IV.12.149)
shartning bajarilishi yetarli va zarur ekanligi kelib ofyi adi
(IV.12.14) davriviik shartini (1V.12.13) dan foydatanib !

T / o
£ a - .
O(T)x° +O(T) jfp ")g(s)ds=x* B
0 L

yoki S

(AV.12.15)

e

. T : g .-

(D(T)~ E)x* = -(T) [0 (s)g(srdls ™

8 . TR

ko‘rinishga keltiramiz, : o

Endi faraz gilaylik, (1V.12.5) sistemaning multipiikafortari
! dan farqli bo'lsin. U holda det{®(T)— £} 0, chunki aks holda
(CD(T} -E)a=0 bir jinshi algebraik sistema @ # 0 yechimga ega.
ya'mi A=1 (IV.12.5) sistema uchun multiplikator bo‘lardi.
Demak, {(®(T)~ E)"' teskari matritsa maviud. Shuning uchun
(IV.[2.15) tenglamadan x° bir qiymatli aniglanadi. (1V.12.12)
. ps gl L e
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sistemaning  ana shu x° boshlang‘ich giymatli yechimi T
davrlidir. & ' :
S Magalalar

i L= f(x,y) tenglamada flxy)e C(R*Y bo'lsin  Agar bu
tenglama T davrli yechimga ega bo'lsa, f(x,y) funksiya x bo‘yicha T
davrli bo‘lishini isbotlang.

2. Faraz qilaylik, f(x.y) funksiya C'(R") sinfga tegishli, x

bo*yicha davriy va O;f(a_xy’_ﬂ >0 bo'lsin. U holda 3" = f{x, y) tenglama
bittadan ke‘p davriy yechimga ega bo‘lalmasligini ko'rsating.

o V BOB. AVTONOM SISTEMALAR

I s PR . ;
1‘ EE . . &

- i V.1, Avtonom sistema yechimlarining umumiy vossalari

bar. Ushbu ;

(V.1.1;

lx:r = f;:(xJ'XE""’x;J)

differensial tenglamalar sistemasini  qaraylik. Bu yerda
sisfemantng o'ng tomoni erkli haqiqiy o‘zgaruvehi 7 ga
bog'iig emas. Shu sababli bu sisterna avtonom (muxtor)
sistema  deyiladi. Harakati  avtonom sistemalar  bilan
tavsiflanadigan mexanik sistemalar harakatini  boshqaruvch
qonunlar, va kuchlar vaqt o'tishi bilan  o'zgarmaydi, ya'ni ular
{ vaqtga bog'ligq bo‘imaydi.
_ (V.1.1} sistemada erkh o‘zgaruvchi  t  vaqt deb
tushunilganda, bu sistema dinamik sistema deb yuritiladi.

(V.1.1) avionom sistemani E
. X =f) S (V12)

“vektorli ko'nmshda ifodalaylik; bu verda
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\‘E;E X . X S f}(x)

X, . olx ' Al o
=1L x=l 0], fla)= . ,XeGaR",
xfa )F x:: - f{;(x)
X =x(/) noma'lum funksiya ~ nx1 o‘lchamli  vektor
funksivadan  iborat. Sistemaning o‘ng tomoni aniqlaﬁgaﬁ va
X =x(#} yechimlarning qiymatlari joylashgan G soha by

sistema uchun fazalar fazosi deb ataladi.

Biz by paragrafda  avionom (dinamik) sistemalarni
o‘rganamiz. G sohada f(x) vektor-funksiya  o‘zining barchg
birinchi tartibli xususiy hosilalari  bilan birgalikda uzluksiz,
ya'ni feCHG;R") deb hisoblaymiz. U holda ixtiyoriy x"ecG
uchun .!cL":x[j shartni  qanoatlantiruvchi yagona yechim

x=x{t) mavjud bo‘ladi. Bu X =x{(f). yechim fazalar {azosida
parametrik ko‘rinishda berilgan chizigui (voki nugtans;) ifoda]aydi.
U(V.12) ning (r=fda x=x"€G nudtadan o‘tuvchi )
fazaviy tracktoriyasi deb ataladi. Vaqt o'tishi biln  v(f)e G
mijia  tracktoriya .  bo‘ylab . harakat qiladi; bu harakat
yo‘na]ishirfi msmda odatda strelka bilan ko‘rsatiladi. {(V.1.2)
avto.nf)m sistemaning - barcha fazaviy trackiorivalari uning fazaviy
tasvirt {portreti) deyitadi. )

(V.1.2) ning o‘ng tomonidagi f(x) funksiya vektor
maydonni (tezliklar  maydonini) aniglaydi. (V.1.2) tenglama
tracktoriyasining  ixtiyoriy x = x(/) ‘nugtasidagi  x'(#) tezlik
vekior maydonning  shu nugtadagi  f{x(s}) qiymatiga teng:
X0 = flx(). Traektoriya o'zining har bir x -huqtasida shuy
nugtadagi f'(x) vektorga urinadi.

Agar @ € G nugta uchun () =0 bo'lsa, a4 nugta f{x)
vektor maydonning maxsus (kritik) nugtasi deyiladi. Bunda hosil
bo‘luvghi x(t}=a 0°zgarmas yechimning fazaviy tracktorivasi a

SR N R
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nuqtadan 1borat bo‘ladi va u {V.1.2) sistemaning muvozanat
nugqtasi yoki muvozanat (statsionar) holati deb ataladi.

Shum ta'kidlaylikki, integral chiziq yechimning 1+#
o'lchamli  R™ ={(!,x)]tE]R,x€-R"} fazodagi grafigidan
iborat  bo'lib, uning R” (o‘lchami bitiaga kam) fazodagi

ortogonal proyeksiyasi fazaviy traektoriyani aniglaydi. Shuning
uchun avtonom sistemani uning traektoriyalari orgali o‘rganish

qulay.
Eslatma. Avionom bo‘lmagan

- x'=f(t,x)

sistemaga qo‘shimcha y=¢ funksiyani Kiritib, uni ushbu

{y! _ l
x'=f(yx
avtonom ko‘rinishga keltiish mumkin. Lekin bu yerda y=¢
va X..X, o‘zgaruvchilarning mohiyatlari har xil va fazalar
fézbsi (_]I/,x)-nuqtz‘i'!ai‘ to‘plami bo‘lmish 1+ » o'lchamli R™" fazo
gismidan iborat bo'ladi.

Avtopom  sistema  (V.12) ning yechimiari va
tracktoriyalariming ba'zt xossalarini keltiramiz. :

1°. dgar x=x(1), te{wb). yechim bo'lsa, ixtiyoriy
ceR  wchun x=x(t+c), tela—cb-c¢), funksiva hani
yechim hamda ularning tracktoriyatari ustma-ust tushadi.

8= Shartga ko'ra _

x'(1)= f(x() (te(mbN = X' (1 +c)= flx(t+0) (te(a-c;b-c))

va, demak,
f;-x(!'+c} =x{i+c)-1= f(x(t+c)) {tela—~c,b—¢)).
{

Bu X =x(1) va x=x(t+c) yechimlarning
traektoriyalari bir xil bo' l_adi, chunki x = x(f) traektorivaning
x(7) nugtasidan x=x(f+¢) yschim f=f—c bo‘lganda,
X =x{{+¢) traektoriyaning x(7 +¢) nuqtasidan esa x = x(?)
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yechim { = +¢ bo‘lganda o'tadi. &
Demak, x =@t t,,x") fazaviy tracktoriyani

e e - 0 .
x=@(—t,,x) ko'rinishda yozish mumkin, ya’ni avtonom

. sistema uchun vaqt boshi £, ahamiyatsiz.

|] - . . .
2. Agar x=@(t) va x=w() yechimlar *uclum
ety =wl{t,) | ba ‘lvc_'{, q){r) =Y{t+L,—4) bo'ladi. Demak,
umumiy nugqtaga ega bo‘lgan traektovivalar usima — ust tushadi,

ya'ni fozalar fazosining har bir nugtasidan  yagona fazaviy
tracktoriya o tadi. '

#— Yugoridagi 1" xossaga kora X =w() yechim
bo‘lganligi uchun x=y{{+t,—1) ham yechim va ulaming
tracktoriyalari bir xil.  x=@(t) va  x=y(+1,-1)
yechimlarning qiymatlari r=t1'_ da  teng bo‘_]ganligi“ uchun

yechinning yagonalik xossasiga ko‘ra bu vechimiar, ustma-ust
tushadi, ya’ni @() =w(r+1, ) &

Natija. Ixtiyoriy ikki traektoriva yo HIMUMLY nuqlaga ega
emas, yoki ustma-ust tushadi.

3. dgar  x=x() !raéktorfya_ uchun lmx{t)=a

{a= (a,,az,...,a”)r cGCR") bolsu, & nugta muvozanar
nuglodir.

8—« Teskanisini faraz qilaylik, ya’'ni a nuqfa muvozanat
{maxsus, kritik} nuqta bo‘lmasin. U holda f (d) %0 bo'ladi.
Aniqlik uchun f(a) vektorning birinchi koordinatasi noldan fargli,
ya'ni f(@)=0 deylik. Fikrlashni yanada aniglashtirish “uchun
fi{a)y=a >0 deb ham hisoblaymiz. # uzluksiz bo‘lgani uchun
rl_i)r*nmj‘](x(i)): J{ay=e >0, Limiming ta’rifiga ko‘ra shund.asr

!, topiladiki, har ganday 7>, uchun Skx()) > al2 bo'ladi.
Demak, shu £24 lar uchun x{)=fi(x("))>a/2. Buni
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integrallab, x(f)-x(6)>(E-t)al/2, 126 , teagsizlikni
topamiz. Oxirgi tengsizlikdan ;i_i>1330x,(1)=+w. Lekin berilganga
ko'ra lim x,(/) = a € R bo'lishi kerak edi. &

4'. Agar o'zgarmasdan (muvozanat muigtadan) fargli biror
X =@(f) yechimucinm @(§)=@(L) , |, #1,, bo'lsa, bu yechim
eng kichik musbat davrga ega bo'lgan davriy funksiyadan, uning
traektoriyasi esa sodda {o'z-0'zini kesmaydigan} yopig chizigdan
iborat bo ladi. _

B Aniqlik uchun 7 =1, —# >0 deylik. Yugoridagi 2%,
xossaga ko‘ra @(7)=@{f + 7). Bu tenglikdan foydalanib yechimni
o'ngga va chapga cheksiz davom ettiramiz va X = @(f)
yechimning (-—o0;+e) oraligda aniglangan 7>0 davrli
funksiyadan iborat ekanligini topa'miz. Endi bu yechimning eng
kichik musbat davrga ega ekanligini isbotlaymiz. T bilan x = @(t)
funksiyaning barcha musbat davrlan to*plamini belgilaylik;

T={0>01ViteRep@+&)=p()}.

'+, chunki 7 € T. T -quyidan nol bilan chegaralangan, demak,
T aniq quyi chegaraga ega. r,=inf7 deylik. Ravshanki,
<7, £r. Aniq quyi éhegara ta'rifiga ko‘ra 1,ga intiluvchi
musbat davrlar ketma-Ketligi 0,./elN, mavijud:
0, —>1,.0, € T x=g(f} funksiya uzluksiz bo‘lgani uchun
p(i+8,) = gp.(_t) (6,eT) munosabatda  limitga o‘tib,
(i +14) = (1) _- ayniyami topamiz. Agaf 75 ¥ 0 bo‘lishini
ko'rsatsak, 7, eng kichik musbat davr ekanligini isbotlagan
bo'lamiz. Korsatilishi kerak bo‘lgan tasdigning teskarisini faraz
gilaylik, ya'ni 7, =0 deylik. Demak, infimumning ta’rifiga ko'ra,
xohiagancha. kichik musbat davrlar mavjud. x=¢@{(¢) vyechim
o‘zgarmasdan farqli bo‘lgani uchun shunday 7, €R topiladiki,

i
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. - de .
uning uchun a‘=|‘q;0(r3)—(o(r2)”>0 bo'ladi.  x = @(r) funksiya
uzluksiz bo‘lgani uchun * esa £, e R nuqtaning shunday Bt
atrofini  topamizki, bu atrofdagi barcha ¢ lar  uchun

. ”qo(:‘)—(a(g)" <& bo'ladi. Yetarlicha kichik musbat € davrni va

keZ sonni tanlash evaziga f=1,+k0 nugtani B(1,) atrofga
tushirish mumkin. Ana shunday /=7, +k0 ¢ B(1,) uuqta uchun
& ={lplty) =~ o) = ol + k) —@(t)|<s  ziddiyat  hosil
bo‘lladi. Demak, farazimiz nofo‘g‘l‘i va 7, eng kichik musbat davr.
Bundan v=¢(2) (0<757)) tracktoriyaning sodda yopiq chizig
ckanligi kelib chiqadi, chunki @(0) = @(r,) . Agar bu yopiq chizig
o'z-o'zini kesganda, ya’ni {0;7,] orahqdagi biror 1, va r, (4, >4))
tac ({6} {07 ), 1, ~1 <7) wchun (1)) = @(f,} bo‘lganda
edi, u holda x =@(r) yechim &=y, —f <1, mushat davrga ega
bo‘lardi. Bu esa r,ning eng kichik musbai davr ek&ﬂligiga zid.
Demak, x = @(t) { yopiq) tracktoriya o*z-0°zini kesmaydi.
Osongina  ko'rsatish mumkinki, x = @(/) yechimning
ixtiyoriy 7 davri 7, ga karrali bo‘ladi. Faraz gilatlik, 7 >0 dave
Toga karrali bo‘lmasin, ya'ni ixtiyoriy ke N uchun. Tk,
bo'lsin. Tushunarliki, 7> 7, bo'lishi kerak. 47, <7 tengsizlikni
qanoatlantivuvehi eng katta 4AeN ni m devlik, ya'ni
mey <T,(m+Dr,>7T (meN). Demak, I —mty <7, davr
mavjud. Bu esa 1, ning eng kichik musbat davr ekanligiga zid.
Shunday qilib, farazimiz noto*g'ri va har qanday davr 7, ga karrali, ©
Teorema. Yugorida ayiilgun | f e CH{G;R™) shart
bgjarilganda  X'= f(x} avienom sistemaning  har Ganday

iraektorivasi (yechimi) qztjzidagf uch turning bittasige meomsub
bo ‘ladi: L
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— nuqte, va'ni muvozanat nugtasi (vechinming ;_fdvrr'
ixtiyoriy sou);
L g'z-0'zini kesmaydigan yopig chizig (eng kichik musbat
davrli yechim); .
— o'z-o'zini kesmavdigan yopiqmus chizig (davrsiz
yechinm), s
#— Ixtivorly x=(f) yechimni qaraylik. Mantigan
quyidagi uch hol bo! lishi mumkin xolos.

1). (1) = const ; bu holda tracktoriya nuqtadan iborat.

2). @(ry=const, lekin biror f; va [, #/ lar uchun
@(t,)=(t.): bu holda 3  xossaga ko'ra trackioriya 0°z-0'zini
~ kesmaydigan yopiqg chizigan iborat,

3). Barcha £, va f, =4 lar uchun (1) # ¢{f,); bu holda
tracktoriya 0'z-0 zini kesmaydlé,an va yopiq bo'lmagan chu_xqan
Jbolat(Vl rasm). &

: 0O'z-0'zini kesmaydigan yopiq chiziqdan iborat bo‘lgan
tracktoriya sikl (davra) deb ham yirritiladi.

<
(D

(

Yepuj tragktonya Yopigmas waektoriya

V.1l-rasm.

ORGS0 A vtonem sistema yechimlarining gruppaviy Xossasi.
Bu bandda (V.i.2) avtonom sistemaning barcha yechimlarini
{—02;+0) uraligda aniglangan deb hisoblaymiz.

x =@(t,E)bilan x(0) =& boshlang'ich shartni ganoatlantiruvchi
yechimni belgilab,  ixtiyoriy fe€R uchun g:G>C

akslantirishni g &)y=9(.& (£cG, {—parametr) formula
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bitan kiritaylik. U  holda  bir pamametrli- - g G =G
akslantirishlar oilasi hosil bo‘ladi. S eCY(G; IR") bo* lganhgr
uchun  g'(£) = @(t,£) e C{R x G: ) ham bo‘ladi. ‘ .

Jumla. g':G—>G almashtirishlor oilasi kompbéitszjza
amaliga nisbatan Abel gruppasini tashkil etadi, ya ni
). (g og eg' =g"o(g’og), {r,5,1} R, {assotsiativiik);
2). glog' =g'og' =g"" Vhommutativiik); -
3). g'og' =g'og" (birlik elementming maviudligi); L
4). g7 og' =g'og™ = g° (teskari elementning mavjudiigi)...

&= Assotsiativlik xossasi har ganday almasitirishlar
uchun o'rinli. Agar g'cg" = g'"" munosabatni isbotlasak, undan
isbotlanishi kerak bo'lgan baoshqa xossalar bevosita kelib chigadi.
gog'=g" tenglik  QP.EN=+5E) (£eC)
ckanligini anglatadi. ~ Oxirgi tenglik x=¢@(f,9(s5,&)) va
X=@(f+5,&) yechimlarning /=0 nuqtada tengligi va
yechimning yagonalik xossasidan ravshan. E

Agar g :G—G, te R, bir parmetrli ; almashtirishlar .
majmuasi uchun ushbu

- Y=1- G m aymy almashtmsh ya m -
g(s‘) §.6eG: |
— g =glog', {Ia}c:]R
- g'(&) e C(RxG;G)
shartlar o‘rinli bo‘lsa, uholda G da g’ :G > G, t R, dinamik
sistema  berilgan deb  ataladi. Agar bundan. tashqari
2'(&) e CYRxG;G) harn bo'lsa, . qaralayotgan
g 1G>G, 1 e R, dinamik sistema fazaviy oqins deyiladi. * -

Shunday qilib, yuqorida kiritilgan

g0 G, g (E)=p(t&),teR,  almashtirishlar  fazaviy
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ogimni tashkil etadi.

(V.1.2} avionom sistema G da amqlangan g' fazaviy oqim

orqah bir giymatlii tiklanadi.
Jumla. Ushbu

ag’

di =/

=0

Jormula o 'rinii.
g~ Ixtiyoriy &eG uchun quyidagi hisoblashlarni

bajaramiz:
dg’

& - &) _dot.g)
dat

[EH dI Ir =i} df

=f§.5

=l

6. Traektoriyalarning limit to*plamlari. (V.1.2) avtonom

sistemanining x=@() yechimi berilgan bo‘lsin.
F={xeR"| x=9(), t (-, +0)} traektoriyaning yoki
uning F={xeR | x=p(), fc [fg,+0)} . musbat

varimiraekioriyasi uchun  @-limit nugta deb shunday peR”
nuqtaga  aytiladiki, uning uchun biror  #,4,,...,4,... > +©
ketina-ketlik topilib, p:klﬁi)r&;o(t‘_)bo‘ladi. [" tracktoriyaning
barcha @ -limit nuqtalari to'plami [ ning @-limit to'plami deb
ataladi va  CXI") bilan belgilanadi. AN A P e

bo'lganda yuqoridagiga o‘xshash e« -limit nuqtalar va ¢ -Hmit
¥ to'plamlar tushunchalari kiritilads.

Agar x=@(¢) yechim wuchun Lm @{f}=a ( masalan,

X = @{l) = &4 — muvozanat holat) bo‘lsa, bu  yechim-?

tracktoriyasining @ -limit to*plami, tushunarliki, bitta @ nuqtadan
iborat bo‘ladi. Agar x=@(t)— eng kichik musbat 7t davrli

yeclum bo‘lsa, unga mos yopiq traektoriya I' yopig chizigdan

tborar, ixtiyoriy £ uchun

»
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- lim @(r + k) = lim (1) = @(1)
va pel’ nugtaga ' ning nugtalari bo‘ylab yaqinlashib
bo‘lmaganligi uchun mos yopiq traektoriyaning @ -limit fo plan:i
shu I"dan iborat, (D) =0". Agar x=@(#) yechimning [
traektorivasi f-—>+w da T yopig traektoriyaga yaqginfashsa
(spiralsimon buralsa), u holda I tracktorivaning o -limit to'plami
[ yopiq tracktoriyadan iborat bo‘ladi, ") =1".

’ Yopiq bo'lmagan traektoriyaning ¢ -limit to*plamini
tekshirish katta ahamiyatga ega, chunki bu fo‘plam tracktoriyaning
t — +o dagi tabiatini aniglaydi.

Jumia, I"={xeR"| x=@(t), t €[t,,+x)} yarim)
rraekzoriyahfng @ -limit to'plami bo'sh to ‘plamdan iborat bo lishi
uchun ushbu || @) || ———=>+0 shartning bajorilishi yetarli va

[t

zarurdir. EE
g~y Yetarliligi. Agar || @(¢) || ———>+ bo'lsa,

I+
ravshanki, [* ={xeR" | x =¢(?), t €[l +0)} =D
Zarurligi. Agar || @(¢)}| — > +o0 shart bajarilmasa, v

f—widia

holda shunday B, ‘shar va f,f,,....0,,...—>+0 ‘ketma-ketlik
topiladiki, ular uchun ot e B, (keN} bo'ladi. Bu
@if,) (ke N) chegaralangan ketma-ketlikdan yét;_iniashuvchi
qismiy ketma-ketlik ajratib, I'" ning @ -limit _nuqt_as_ini _topgmiz,
yvani [" 2@ . &

Teovema. Aytaylik, T" ={xeR" [x (), te[ra,+oo)}
yarim lraektoriya chegaralangan va o'zining biror atrofi bilan
birgatikdu (G sohada joylashgan bo lsin. U holda Y1) to plam

bo ‘shmas, chegaralangan, yopiq va butun traekioriyalardan tashkil
fopgan bo ladi. .

g UT*)  to‘plamning  bo‘shmasligi  hozirgina
isbotlangan jumladan kelib chigadi. ' .
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| YT} chegaralangan, chunki I'* chegaralangan.
= QIT) - to'plamming yopialigini ko'rsataylik.  p  nugta
I'")  uchun himit nugta bo‘lsin. Demak, p ga intiluvchi

A ;Q(I Ty (k=12....) nugtalar ketma-ketligi mavjud, -

Py == F . Ixtiyorly £=2"" sonni qaraylik. 5/2 ga ko'ra
shunday p, topamizki, uning uchun p, —pli £/2 botladi,
pi « Q) . nugtaga ko‘ra ~ shunday

G F=h20 4, = +0)  ketma-ketlikni topamizki, uning

uchun o, ;)“"‘_)Pa- be'ladi. Limitning ta'rifiga ko'ra esa

=t

shunday :}':_i(k_) nomer mavjudki, uning uchun ¢, ., >k va
Wi, ) — Pil < €/2 bo‘ladi. Endi ravshanki, . R .
. . RO RECES -F
E| @(zk._,’im) _PHSH 'P(f;.-\_;-m) =M ” + ” b, '_p“‘C
<gl2+e/2= PEEY et |
._,é—z' .' 9

va i, leﬂo demak, ya'ni peQ(T)

Q(F ) butun traektoriyalardan tuzﬂgan ya ni 1xt1y0r1y
beﬂ(] ) nuqtadan otgan I, tracktoriya to‘laligicha Q™)
- p]amda yotadi. Shu Fasdlqnl isbotlaymiz. =0 da be Q)
nugta orqali o‘tuvchi yechimni  x =y (f) (p{0)=5) bilan
beigiléylik.' b nugta T yarimtraektoriyaning biror F(F cG)
yopige -atrofida  yotadi (£>0). D={(,x)|tcR.xeF}
deylik. Tushunarliki, (0,8)e D. x=w(f} yechim yo barcha
 e{—=e0,;+o0) Harda aniglangan, yoki u biror f=fda F ning
: d1egaras:gad1:qad| P =w(f)edF . Demak, :

' dist(p,I")=¢. (VUL
be_@{f”)nuqtaga ko‘ra shunday f,,/,,...,7,, —)+oo ketma-
ketlik  topamizki. wuning uchun @) ——b _ bo'ladi.

b —rton
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xossasiga ko'ra {ssilka}

n=el+i) (k=1,2,..) funksiyalami qaraylik. x=@{1)
bilan birgalikda ular ham yechim va ¥, {(0) > b=y (0)-
Yechimning  boshlang'ich qwmat]arga uzhiksiz  bog ligligi

)=y =p. V.1
fekin yetarlicha katta ¢ lar uchunj, (= tp{!‘ +fyel" va
(V.1.4) munosabat (V.1.3) ga zid. Demak. x=() yechim
F ning chegarasiga chiqa olmaydi va u (—o0,+0) intervalgacha
davom etadi. Yana yuqoridagiga ofxshash ixtiyotiy £ (—,+o0)
uchun @ +4,) = 2, ({)——> (). Bundan barcha ¢ lar uchun
w(t)e I ekanligi ravshan. &

Eslatma.  Teoremaning  shartlarida r* yarim
traektoriyaning e -limit to‘plami bog'lanishli to‘plamdan iborat
bo-ladi. Buning isboti, masatan, [ 7] da keltirilgan.

R”.n23, fazoda @-limit to‘plamlar tuzilishi- kam
o'rganilgan. Tekislikda traekioriyalar xossalari bilan V.2- V.4
bandlarda tanishamiz, © '

7. Tekislikda avtonom elstcmal‘:r Bu bandda ikki
o‘lchamli ushbu

T eGeR L
¥ =glx,»)

avtonom sistemani qaraymiz; bu yerda {j' g}cCWGR)
Sistemaning ( U‘(r v glx, y)) vekior maydonnmg) Maxsus

(V15)

nuqtalari to*plamini G, _
G, ={(x,y)e G| fi(xy)+ g (x.y) =0} bilan belgilaylik. U
holda =G\ (G, ochig to'plamda (anigrog’l, uning bog‘lanishli

komponentatarida) ushbu o

g{x, yyde= fx, y)dy, (x y)eG (V.1.6)
differensial tenglamani hosil gilamiz. vl
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Jumla. Farar gilayitk, {f,2}c C'(G;R) bo'lsin. U

holda (N.1.5) sistemaning mrvozanat holatidan farqli har gqonday
rraeltorivasi (V.1.6) ienglamaning integral chizig'idan iborat va
aksincha, ya'ni (V.1.6) tenglamaning ixtiyoriy integral chizig'i
(V.1.5) sistemaning muvozanat holatidun fargli traektoriyasidan
ihorat bo'ludi.

- (V.1.5) sistemaning muvozanat holatidan fargli

x=x{f
{ ) (V.1.7)
= (1)

tracktoriyasini qaraylik. Bu tracktoriya muvozanat nugtadan farghi
bo‘lgandigi uchun v (, bilan umumiy nuqtaga ega emas.
Tracktoriya f =1, paytda (xu,y,})eé nugtadan o‘tgan bo'lsin.
Aniglik uchun  f{xy, ) =0 devlik. 4] holda
U= FOU YO = F(X5, %) =0 va,  demak, (V.L.7)
sistemadan (x,.);) € G nugtaning yetarlicha kichik atrofida v ni
xning y= v(¢(x)) funksiyasi sifatida ifodalash mumkin hamda

dy _dy(i(x)) _ V' (t) _ g(x y(1)

a o d e feay L

Bu tenglik y = y(#(x)} funksiyaning (V.1.6) tengiama yechimi
ekanligini anglatadi. Shunday qilib, {V.1.7) fazaviy trackicriya
o‘zining  ixtivory  {x,, yo)eé nugtasi atrofida (V.i.6)
tenglamaning integral chizig‘idan 1borat.

Endi (V.1.6) tenglamaning ixtiyory » < G integral chizig'ini
qaraylik. Biz uning (V.1.5) avtonom sistemaning muvozanat
nugtadan fargli bo‘lgan {raektoriyasi ekanligini ko‘rsatishimiz
kerak. ¥ ning nuqtadan fargli ekanligi ravshan, chunki u o'zining

ixtivoriy  (x,. % )eyC G nuqtasi atrofida  f(x,,y,)=0

d . , .
bo'lganda _ciji = f(x,y) tenglama, ya'niy = y(x) (¥{(x,)=¥)
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. d
yoki g(x,,¥,)#0 bo'lganda E;E =g(x.y) tenglama, ya’ni
Ly

x=x{¥) (%(y,)=x,) ko'rinishda ifodalanadi. Aniglik uchun

) S (x5, ) %0 deylik. U holda #, e R nugtaning kichik atrofida

x = x{£} funksiyani Llshb_u -z% = f(x, y(x)), x{t,) =x,.

masalaning yechimi sifatida aniglab, y = y(x(z)) funksiya uchun
dy _dydx _ g(x, y) f(
dr dx a’r fx,

munosabatlarni - hosil q:Iam;A. Demak, qurilgan x=x(/) va

v, )= g(x, 1), y(x(t)) = v,,

y=y(x({}) funksiyalar (V.1.5) sistemaning yechimi, vya’ni
(V.1.6) tenglamaning ixtiyoriy y = G  integral chizig'i ofzining
ixtiyoriy {x,,),) nuqtasining yetarticha kichik atvofida (V.1.5)
sistemaning shu nugty orgali o'tuvchi tracktorivasi bilan ustma-ust
tushadi. y integral chizigni shusaqa atroflar bilan qoplab va
yechimning vagonalik xossasidan foydalanib, Yy integral
chizigning to‘laiigicha (V.}.5) sistema traektoriyasidan iborat
ekanligiga ishonch hosil gilamiz. &
Misol 1. Ushbu

fx'z{i—y)x . .
, (o >0— o'zgarmas; ¥>0,y>0)

ly =a@x-ny o
Volterra-Lotka sistemasini qaraylik. Bu sistemadan
dy _a(x-1)y . : : _
—_— = tenglamani  vozib, wva  uni  yechib,
dex  (1-yx
tracktoriyalarning

. };x{]’ o .
S ax =€ . C— 0'Zgarmas son,
e’e

fenglama bilan oshkormas ko'rinishda berilishini  topamiz.

Ravshanki, x=1,y=1 o'zgarmas vechim; u {l1;1} muvozanat

nuqtani aniqlaydi. Traektoriyalar (& =1/2 holida)} V.2-rasmda
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keltirilgan,

ETr I TT YA T T FT IR T Y PRI TITETETT 7L
- -

o @95 1 15 2 286 3 X

V.2- rasm.

 Misol 2. Tekislikda ushbu

X =—y+x(l-x"-y")
V.13
Y=x+p(-x"-y%) 8
avtonom sistemani qarayiik. Bu sistemani tekshirish uchun fazaviy
tekislikda ~ (r.@).r 20, qutb koordinatalarini kiritamiz:
x=rcos@, p=rsing. (V.[.8) sistemada bu almashtirishlarni
bajaramiz: :
{r' cosg—rg'sing =—rsing +r(1—+")cosp,
_ r'sing+re cosp =rcosg +r(l-rt)sing.
Bundan
r=r(l-r?),
@' =1

Bu sistemaning tenglamalari ajralgan. Ularni alohoda-alohida
yechib, topamiz:

1
= S —
r=0, Jitege™
@=i+c,.
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Demak, (V.1.8) sistemaning tracktoriyalari:
x =y =0 — muvozanai suqtasi hamda.

x= = V= = ;¢eR > — spirallar{c, #0) va
| \fl +ce™ yi+ee™
birlik aytana (¢, = 0). _
Bundan ravshanki, bitta yopiq tracktoriya »” +y" =1 (¢, =0 da

hosil bo‘luvchi) mavjud bo‘lib, muvozanat nugtasidan boshqa
barcha tracktoriyalar vaqt o‘tishi bilan shu davraga intiladi. .

j[ cos(f+¢,) sinf{t +c¢,)
X= ;= 5

V.2. Tekislikda chiziqli avtonom sistemalar
faraviy porireti

i
i
i
i
ENTEEEIN
!
A

Ushbu

£
Ao

Jx’ =ax+by yoki [‘c] - A[x] 4= (a b J 3 E(V.E‘l)

Y =ext+dy ¥ vyl e d
sistemaning  yechimlari tabiatini  (x,y) fazalar tekisligida
o‘rganamiz. Bunda a,b,c,d koeffitsientlar haqigiy sonlar va bu
sistema yagona maxsus nuqtaga ega, y'a’ni' ‘det 40 deb faraz
qilinadi. Demak, (V.2.1) sistema x=x(#)=0.y =y} =0 bir
dona muvozanal nuqtasiga ega. i
A matritsaning xos (xarakteristik) sonlari

a—a
¢ d-2
tenglamadan topiladi. Xarakteristik sonlarni A, va A, bilan
belgilaylik. det 4 = ad - bc # ( bo'lgani uchun A, 20 va A: 0.
Dastlab xarakteristik sonlar kompleks sonlardan iborat
bo*lgan holni qaraylik. 4 matritsa haqigiy bo‘lgani uchun uning
A, va A, xos sonlari o‘zaro qo‘shma  bo‘ladi:
Ary=atifia,fic R, =0, oaniglik uchun G >0deb

i
=0 yoki A —{a+d)A+(ad~bc)=0
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hisoblaymiz. Mos xos vektorlar @ Fib ham o‘zaro qo‘shma (a.b-
haqiqiy vektoriar). U holda |
Ala~ib) = (a +if)a—ib) yoki {Aa saatpb
' ' Ab=-Ba+ab
Demak, agar &,b vektorlar koordinatalarini ustunlar bo‘ylab yozib,
I’ =[a,b] matritsani tuzsak, u holda

AT '; Ala.bl={4a, Ab)={aa+ Bb,—PBa+ab] =

. ;[a.b]( o _ﬁ]zT(_q —ﬁ] :
Bl g 7 a

bo‘ladi. Bund_an_ __ T tcsi:_arilanuvc_hi bolgani uchun _
) o -
T7'AT =[ p ﬂJ : (V.2.2)

(24
tenglik kelib chigadi. Eadi (V.2.1) sistemada

[-70) ()] o

chizigli almashtirishni bajarib,

(ﬂ ={§ ;‘8 }[:] yoki {;:;z;iv (V.2.4)

sistemani hosil qilamiz. (u,v) fazalar tekisligida (@) queb
koordinatalarini ma'lum
i =FCcosQ
{v =rsing
formulalar bilan kiritib, (V.2.4} sisternani ushbu

{r"ﬁ ar
@'=p

sodda ko‘rfniéhga kelﬁramiz. Bu sistéma oson gin'a yechiladi:

B
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o

“L‘;":"ﬂf"‘%
Vaqt o‘tisht bilan harakatlanuvchi nuqtaning @ qutb

(r, = 0.0, —ixtiyoriy o‘zgarmaslar). (V.2.5)

_ koordinatasi ortadi (> 0). Agar @ =Reld, =Red, #0 bo'lsa,

(V.2.5) yechim spiral deb ataluvchi traekioriyalarni aniglaydi. Bu
holda (0,0) maxsus nuqta fokns deb ataladi.c <G bo‘iganda
bu spii*alning radiusi vaqt o‘tishi bilan kamayadi (furg‘un fokus),
a > 0 bo*lganda esa - ortadi (rroturg‘ar fokus) (V.3-rasm).

V. 3-rasm. Turg‘un.\ra noturg’un fokuslar.

Agar a =0, ya’m xos sonlar sof mavhum bo‘lsa,
traektoriyalar markazlari O(0,0) hugtada joylashgan aylanatar

oilasidan (r = r, .1, — const) iborat bo‘ladi(V.4- rasm):
'l-"“

5\\ N
~/

V 4-rasim. Markaz

<
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Oxy tekisligida esa tracktoriyalar O(0,0) markazi;
ellipslar kabi fasvirlanadi. Bu holda (0,0} maxsus nugta markaz
deb yuritiladi.

Endi xarakteristik soular haqigiy bo*lgan holni qaraymiz.
Bunda A, = 4, yoki A, =A, bo'ladi. Xos scalar turli bo*lsin,
_Ma’lumk_i,'bu turli xos sonlarga mos keluvchi 4, va &, xos
vektorlar ( A, = Aja,, Aa, = A,4,) chiziqli erkli. Bu vektorlar
koordinatalarini ustunlar bo'ylab yozib, S=[a,,a,] matritsani
tuzayhik. @, va @, vektorlar chizigit erkli bo‘igani uchun det S = 0,

ya'm S matritsa teskarilanuvchi. Ravshanki,

AS =Ale i =14, da,}=[Aa, J’z“zlziauﬂ:}(;’l ?L;]zsl\ A =[§I i—’)
\ = -

Demak, :
A=S"'AS. (V.2.6)
Yangi u,v noma’lumlarmi

o) () o

formula yordamida kiritaylik. Bu chizigli almashtirish natijasida
{V.2.1) sistema

) u} u' =4
=A yoki (V.2.8)
v v)

vi= A
korinishga o'tadi. Oxirgi (V.2.8) sistemaning yechimlari
quyidagicha: '
L= c,e‘t" LV = c,__e’if' (¢, ,c, —ixtiyoriy o'zgarmaslar). (V.2.9)
Bu formulalar fazaviy traektoriyalarning parametrik tenglamasini
tfodalaydi. # ni yo‘qotib. traektoriyalami ushbu

v :cz(—g]—)i‘; (¢, #0) vau=0 (¢ =0),bunda v>0 yoki v <0,
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o‘shkor ko*rinishda ham yozish mumkin.
(V.2.1) sisfemaning umumiy yechimi

At )
=S| t=[a,a,} " l=ceta +ceta;,

“forsnula bilan beriladi.

Dastlab 4,4, xos sonlar bir xil ishorali, ya'ni A4 -4, >0
hoini garaylik. Bu holda (0,0) maxsus nugta tugun deb ataladi.

ALIA>1 (J4]>1A4]) bolganda v=cz(£.i—)4' teaektoriyalar

O o'giga urinadi, 4,/4, <1 (|4,]<|4!) bo‘iganda esa ular Ov
o*giga urinadi. (V.2.7} chizigli almashtivishda Owo'qi @, xo0s

vektor, Ov o'gi esa @, Xos vektor orgali o'tgan o'qqa almashinadi:

S _
[;J = S(EJ =[a, ,azl(zﬂ =ua, | (;J =[a, ,az](:j =vl,.

Demak, Oxyp tekisligida tracktoriyalar moduli bo‘yicha kichik xos
songa mos kelgan xos vektorga urinaci. _
Agar xos sonlarning ikkalasi ham manfiy bo‘lsa
(A <0,4, <0,4 #4,), (V.29 yechimlarning (w,v) fazalar
tekisligidagi tasviri V.5- rasmda ko‘rsatilgan tabiatli bo’ladi. Vaqt
o‘tishi bilan fazaviy nugta keoordinatalar boshiga (muvozanat
nugtaga) intiladi: limu = limce® =0, limv = limc,e™ =0.

[ R 1= {—=+m t—r+0
Bu (0,0) maxsus nuqta &g ‘un tugan deb ataladi.
Turg‘un tugunga kiruvchi to'rt dona koordinata yarim o°qlaridan
iborat bo*igan tracktoriyalar ham mavjud.
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b V. 5-rasm. Turg*un tugun. o

Agar ~ ikkala  xos son ham  musbat bo‘lsa
(A4 >0.4, >0,4, 24,), (V.2.9) yechimlarning fazaviy tasviri
V.6- rasmda keltirilgan. Bu holda (0,0} maxsus nuqta sefurg‘an

tuguen deb yuritiladi. Noturg'un tugundan chiguvchi to‘rt dona
koordinata yarim o'qlaridan iborat bo'lgan tracktoriyalar mavjud.

TN v

N

“Hoturg untugun, 4, >4 =0 Momrg untugen, A 4, =0
" V.6- rasm. Noturg‘un tugun.

Agar xos sonlar turli ishorali bo'lsa (4,4, < 0,4, = 4,),
- faza tasviri, masalan, V.7-rasmdagidek bo'ladi. Bu holda
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(0,0} maxsus nugla egar deb ataladi.

R
§ 5

V J-tasm. Egar. -y

Egardan chiquvchi yoki unga kiruvehi hamda traektoriyalar
oilasini to‘rt gismga ajratuvchi io‘rt dona tracktoriya (koordinata
yarim o°qlarl) separatrisalar deb yuritilad.

Endi 4 matritsa karrali xos sonfarga ega beo'lgan
A=A, =AcR holni qaraymiz. Agar 4 matriisaning bu xos

soniga iiki dona chizighi erkli xos vektorlar mos kelsa, ya'ni A4
matritsa diagonallashiiriluvchi bo'lsa, bir xil ishorali tutli xos sonlar
(A4, > 0) holidagi fikr yuwritishlar bu holda ham o'z kuchini
saqlaydi. Bu holda maxsus nuqia dikritik tugan deyiladi (V8-
rasm). Traektoriyalar maxsus nugtaga kiruvehi (turg‘un dikritik

%tugun) yoki undan chiquvchi (noturg‘un dikritik tugus) nuriardan
- iborat bo‘ladi. S - .
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V .8-rasm. Dikritik tugun 4, = A, <0
(A4 = A, >0 holda yo’nalishlar teskari)

Endi 4 matritsa diagonallashtiriluvchi beflmasin deyli...
Bu holda shunday b=0 wvektor topiladiki, uning wuchun

(A-AEY#0  va (A—AEY'H=0 bo'ladi; bunda
1 O -
E= {0 | J— birlik matritsa. Haqiqatan ham, agar bunday vekior

topilmaganda edi, u holda har qanday A#Q vektor uchuo
(A—AEYo =0 yoki (4—AE)'b=0 bo'lardi. Bundan esa b
sifatida 4 matritsaning  xos vektorini tanlab, ziddiyat hosil

gilardik. Shunday qilib, (A—AEYz0 va (A—-AEVE=0
shartlarni qanoatlantiruvchi & » 0 . vektor bor. Shu vektorga ko‘rs;
(A—AE)y=a vektorni tuzaylik. U holda (A-AE)a=0, ya'ni.
Aa=la, a#0, va Ab=a+Ab bo'ladi. Topilgan 20 va’

b =0 vektorlar chizigli erkli, chunki aks holda @ = ub (u=0)

bo'lib, 0= %(A—AE):: - %(A—&E)pb=(A¥lE)b Ziddiyat

hosil bo*lardi. Demak. ushbu 8 =[a.b] matritsa teskarilanuvchi.
Quyidagilarga egamiz:

164

AS-= Afa bl =[Aa, Ab]=[Aa.a+Ab]=

T A Ay
=[“’b}[0 }J:s(o AJ’ 4=5 (u[iJS"’

| Endi (V.2.1) sistemnada (V.2.7) almashtirishni bajarib, uni

w=Au+v
{v' =Av

ko‘rinishga keltiramiz: - Oxirgi  sistemaning yechimi osongina

topiladi: . .
u={cl+ec,)e”

v=ce”

Qaralayotgan (A, = 4, ) holdagi maxsus nuqia aynigan tugun deb

ataladl, OQuv tekisligida traektoriyalav O o*qiga, Oxytgkisligida

esa ular @ xos vekiorga urinadi. Fazaviy tracktpri_ya_l'a; V.9-

rasmda ko‘rsatilgan.
Ly

sy

V.9-rasm. Aynigan tugun 4 = A, <0
(A = A, > U holda yo*nalishlar teskari).

A < 0 bo‘lganda(0,0) maxsus nuqta turg' un aynigan tugundan
{ rasm), A >0 bo‘lganda esa u noturg’ un aynigan tugundan iborat.
Oxy faza(lar) tekisligidagi waektoriyalar mazmunan Ouv

faza tekisligidagi traektoriyalarga o‘xshash bo‘ladi, chunkt (x,y)
va {u,v)} o'zgaruvchilar chizigli almashtirish bilan o‘zaro
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“ bog'langan. Bunda Owv tekisligida yarim to'g'ri chiziqdan iborat
. bo'lgan traektoriyalar Uxy tekisligada ham yarim to‘g‘ri chizigdan
" iborat bo‘lgan traektoriyalar sifatida tasvirlanadi- Traektoriyalar
bo'ylab harakat vo'nalishi berilgan sistemaga bog'liq. Shunday
gitib, Oxy tekisligidagi traektoriyalar joylashishi, va’ni maxsus
~ nugtaning tipi A matritsaning 4,, 4, xos sonlari bilan aniglanadi.
Biz yuqorida (V.2.}) sistemada detA4= (0 deb uni
i tekshirdik. Agar det4=0 bo‘lsa, u holda {V.2.1} sistemoning
" muvozanat nuqtalari cheksiz ko‘'p bo'iadi. Masalan, ad —bc =0
lekin la| +]b}# 0 bo‘lsa, muvozanat nuqtalari butun bir to'g'r
chiziq ax+by =0ni tashkil etadi, traektoriyalar ess ushbu

Ly

o I =const ko'rinishdagi osongina yechiladigan tenglamaning
o . _

&_ye-chimlaridan iborat bo‘ladi. Tracktorivalar uchi ax+by =10
_.J’tn‘g‘ri chizigda joylashgan o'zaro parallel nurlardan iborat bo‘ladi
~{V.10- rasm),

r

Z

2.

V.10-rasm,

Bu yerda shuni e’tirof etaybkk, ushbu (x, y) = (ux, gy)
yoki (u.v) —> (uu, puv) gomotetik almashtirishda traektoriya yana
tracktoriyaga akslanadi. Demak, tracktoriyalar o‘zaro gomotetik

chiziglardan iborat bo‘ladi. Bu izoh ba’zan fazaviy portretni
chizishda qeo° keladi. Bundan, masalan, (V.2.1) chizigh avtonom
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i
sistema yakkalangan (alohida ajralgan) yopiq traektonyPLa ega
emasligi kelib chiqadi. _

Misol 1. Ushbu

= _ - .g;;fi: sk

sistemaning maxsus nuqtasini tekshiring va maxsus nuqta atrofida

tracktoriyalarini chizing. _
g— Xarakteristik sonlarni topam 1z

2-2 -1

o aaal |

Re A,>0 bn‘]ganiig_i uchun {0;0) maxsus nuqta hoﬁﬁg‘un
fokusdan iborat. Traektoriyalarning (spirallarning) buralish
yo'nalishini aniglash uchun, masalan, (L;0) nugtada tezlik

vektorini quramiz:

<0, A, =241

x'=2,y =1 M
Demak, tracktoriyalar bo‘ylab harakatlanuvchi nuqta '_i mili
aylanishiga teskari yo‘nalishda harakatlanadi va u (0; 0) gtadan

uzoglashadi (V.1 1- rasm) &

Misol 2. Ushbu




x'=2x+3y -
V =x+4y

sistemaning maxsus nugtasini tekshiring va maxsus nuqta atrofida
tracktoriyalarini chizing,

#— Berilgan sistemaning xarakteristik sonlari
2-4 3
1 4-1
(0;0) muvozanat nugta — tugun. Endi yarim to‘gri chiziglardan
iborat bo'lgan x=t, y=kr (£>0 yoki {<0) traektoriyalarni
aniglaymiz. Bularm berilgan sistemaga qo‘yib
1 =21+ 3kt
{_k =1 +4dk
ekanligini topamiz. Demak, y=x, y=-~x/3, x>0 yoki x <0,
yarim to'g‘ri chiziglar izlangan (traektoriyalami ifodalaydi.
Traektoriyalar bo‘ylab harakat yo'nalishim topish uchun
(x;3)=(0;0) va (x,:,)=(-0,5-0,5) nugtalarda tezlik
vektorlarini hisoblaymiz: (x5 =(2:1) va
(x"s¥")=(-2,5;-2,5). Tracktoriyalar portreti V.12- rasmda

=0; 2,=1,4,=5.

3 -2k-1=0: k=14 =-1/3

tasvirlangan. ©

lliy_

/

N

s

V.I12- rasm.
168

V.3. Tekislikda nochizigli avionom sistemalar: :

fazaviy portreti .i:-:i_"
Endi :
{Irzf(x,}’), ILl J (V-3'1)
y'=gxy)

nochizigli avtonom sistemani garaylik. Bu yerda, soddgl'ik ochun,
f va gflunksiyalarni ikki marta uzluksiz differensiaitanuvchi

df.grc C?} deb hisoblaymiz. Sistemaning maxsus nugtalari
Jy)=0, g(x,y)=0

tenglamalardan topiladi. (x,,y,) maxsus nugtani tekshirish uchun

bu nuqta atrofida Flx,yy va g(x,y) funksiyalami, " Teylor

formulasiga ko'ra r—\/(x xo) +{(y— yuj =0 bo’ Eganda
JCp)=alx—x,)+b(y = yo)+ O,
— a.f'{xosyﬂ) b - 6.,{('1‘(]’}'0

6r > @} >
glr,y)=c(x—x,)+d(y =)+ 00",
_ %%, 5) ,_ 98(%, %) _‘ i
x a it

ko‘rinishda tasviriab, (V.3.1) sistemada x=x,+u, y =y, +v
almashtirishni bajaramiz, ya'ni koordinatalar boshini (x,,y,}
maxsus nuqtaga ko‘chiramiz. Natijada
(o' = au +bv + O 0 5%
’ (pz) > pz\fuz_i‘vz_}o [ 31 T
Vi=cu+dv+O{p*) : 3{5

tenglamalamni topamiz. Bu yerdagi yuqori tartibti cheksiz kichik
migdorlarni tashlab yuborishdan hosil bo*luvchi ushbu !é%\ .

' =au+by u\l u fa b j
ki =4 ) A= Fu (V.32
{v’ = CHf + dv yoxt [v) [w) ( L(; afj % ( )
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chizigli avitonom sistema (V.3.1) nochizigli- avtonom sisternaning
(0,0) maxsus nugta atrofida chiziglilashtiritishi (yoki birinchj
yaqinlashishi) deyiladi. (V.3.2) sistemaning (0,0) maxsus nugtasi,
CFya'mi (V3.1) sistemaning (X,,),) maxsus nuqtasi tabiatini
quyidagi teorema ochadi.

Teorema. Agar A matrilsaning xos sonlari uchun
Reig #0 va Re,i. 0 bo ‘Isa, (V.3.2) nochizigli sistema (0,0)
maxsus  nuglasining  tipi  (furi) ch:thhfashurn‘gaﬂ {(V32)
sistemaning  maxsus nugtasi tipi (twr} bilan bir xil. Bunda
. tracktorivalarning buralish va maxsus nuqtaga yaginlashish yoki
undan  uzoglashish  yo'nalishlari  hamda  twrg wnlik  tabiatari
U saglanadi. . _

Bu teoremaga qaraganda  (kuchlireq) 'umumiyroq
~ teoremaning ishoti [9] da keltiritgan. & -
Barcha maxsus nogtalarning tabiatini  tekshirib, ba zi
., sohatarda tezliklar maydoni yo‘nalishlarini aniqlab, mstemanmg

traektorl}ralan manzarasini chlzam1z
' Mlsoll Ushbu

T item ¥ =20 x+y’ 1
Y =6x—y°

*alstemanmg traektﬂrlyalar portretlm chizing,
&« Sistemaning muvozanat (keitik) nugtalarini topamiz:

P 'l ; 2x-f-y2 -1=0 ]
| 6x~y =0

Ular ikkita: (0;-1) va (0;1). Har bir kritik nugqta atroﬁda ben!gan
sistemani chiziglilashtiramiz,
{0;1) nugta atrofida chiziglashtirilgan sistema

¥

x(fr) p [HJ 4 [(2x+y2 -0 @x+y 4-1)'}')’ (2 -2\i
_ P EA AL ' = SNEIY oy ’ = ,
v ! (6x— ") (6x—y), . 6 2)
e (0;-1) nugta atrofida chiziglashtirilgan sistema
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o\ o[, [ B2 mﬂ-ﬂ-—n‘)' -{* 2).,4]
) T Gt Byt W6 2

matritsaning xarakteristik sonlari kompleks

Ca=2+i05,4,=2-i25  va  Re(Z)=Re(%,)=2>0.

Demak, (U; l)muvozanat nuqta not:mg url fokus.
A, matritsaning xarak‘tcl !stl}r. sonfari  turli  ishorali:

Ay=—44 = 4. Demak {0; E)muv{azanat nugta — egar. Egar orqali
o‘tgan to'rtta tracktoriya o nal;shmr amq!a ﬁmz Buning uchun

(z{\ u o fu=2u2v b |
yani e ]
v A2 , ¥a vp — 6” _2v ..‘;':_. ‘ )

sistemada v = ku deymiz va noma'lum X sonni fopamiz:
(4 = 2u +2ku

J K +2k-3=0, tk =1,k =3}
Lk = 60— 2k |
Demak, (0;1) wuvozanat  nuqtadan  tracktoriyalar

—arctg(l)=45° va ¢, =aretg(~3)~=72" burchak ostida
o'tadi. :
2x+y' ~1=0 va Ox-— y* =0 parabolalar - tekislikni
beshta bo‘lakka ajratadi, Har bir bo‘lakda tezlik . vektorlarini
tasviriab, ularga urintirib bir nechta aeklonyalarm quramiz {v.i3-

rasm). . i
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= e T e e e :r
. T, * i -

Misol 2. Ushbu
{x' =xy—4
Y=(x—4)y-x)

sistemaning traektoriyalar portreti (manzarasi) ni tasvirlang.

& Muvozanat nugtalari;
{4;1)— egar, (2;2) — noturg*un fokus, (~2;-2) - egar.
Traektoriyalar V.14- rasmda tasvirlangan. &

BAL AR ELAE e v g n
. 3 I‘I 1 5‘ ) 'r _-'

V.1d-rasm.
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V.4, Teldslikda avtonom sistemalarning sikHari

{davralari)
Tekislikda ushbu
{xrz e pged@r),  wva
Y =gxy) ' ' a

avtonom sistemani qaraylik. -

Dastlab ba’zi tushuncha va tasdiglamni eslaylik. _

O*z-o'zini kesmaydigan yopiq tracktoriyani sik! (davra) deb
atagan edik. Sodda, ya'ni 0*z-0‘zini kesmaydigan va yopiq uzluksiz
chizig Jordan chizig'i- deb ataladi. Jordan chizigéi aylananing
uzluksiz biyvektiv aksidan iborat boladi.
Jordan teoremnasipa ko‘ra har ganday Jordan chizigt tekislikai
chegaralari shu chiziqdan iborat bo‘lgan ikkita chegaralangan va
chegaralanmagan sohalarga ajratadi; chegaralangan soha berilgan
Jordan chizig'ining ichki tomoni (gismi), chegaralanmagan soha
esa uning tashqi tomoni (gismi) deb ataladi. Agar G R* sohada
jovlashgan har ganday Jordan chizig'ining ichki tomoni (qismi)
ham to‘laligicha G da joylashsa, G soha bir bog‘lamli soha deb
ataladi. Noanigroq aytadigan bo‘lsak, bir bog'lamli soha -
“teshiklarga” ega bo‘lmagan soha. '

Sikllarning mavjudligini isbotlashda quyidagi teoremadan
foydalanish mumkin. . )

Teorema (Puankare). Agar G - bir bog'lamli soha, | -
(V.4.1) sistemaning G dua joviashgan yopiq traektorivasi bo Isa, i
holda U ning ichki gismida kamida bitta kritik (statsionar) rugto
mavind o :

gy Qat’ly va to‘la isbot topologiva elementlarini bilishni

talab giladi {1]. Biz isbotning asosiy g'oyalarini keltiramiz, G -

bir bog-lamli bo‘lgani uchun ' € G yopiq traektoriyani uning

ichidagi ixtiyorly O nuqtaga uzluksiz deformatsiyafash mumkin,

ya'ni shunday se({0;1] parametri va uzluksiz o'zgaruvchi

I, sodda yopiq chizigfar oilasi mavjudki, uning uchun [ =T va

I, = O bo'ladi. Faraz qilaylik, (f,g) vekior-maydon I’ ning
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1chki qismida nolga aylanmasin. U holda I da va uning ichidagi h
qandagf ‘nuqtada (/. g)#(0,0)bo‘lgani uchun shu vekto?gl;il:;
(.)x .o‘ql o'rasédagi 8 burchakni uzluksiz o‘zgaruvchi funksi
Sifat.]d?l aniqlash mumkin. T, ni bir marta oftilganda (ayla:i)i
chigilganda) & burchak biror 27k, k € Z (k # 0), orttirma oladi
B‘u yerdagi & butun sonni I, ning (f,g) vektor—maydonge;
n!sbatan tartibi deymiz va uni 7, bilan belgilaymiz. 7, butun
qlymatlar qabul giladi va v 5 € [0;1] ning uzluksiz funks;yasidir
Dért?ak: 7, —o*zgarmas, yvani I,=const=k,€Z, se [0;1].
boillshl keralk. Lekin [ =T, tracktoriyaning ixtiyoriy nuqtasidag;
t(r_;, lf,; iri;zzllt I\;ebktori Sff". nuqtafia ["ga urinadi, demak, shu
ot tosm};ylasici?tc?:llg yo“nalishida {yoki teskari yo*natishda)
e i ‘:galganda e burch?k +275 {mos ravishda
a oladi, ya'ni 7, =1 (mos ravishda 7, =—1). 7 esa

Og.a teng, chunki [} = O nuqtaning yetarlicha kichik atrofida
(;f "_g) vzhiksiz vektor-maydon deyarli o‘zgafmaydi. Hosil bo'lgan
ziddiyat | farazimizning noto‘g'riligini va  (f,g)  vektor-
maydonning [" ning ichki gismida kamida bitta krit,ik (statsionar)
nuqtaga ega ekanligini isbotlaydi, ©

Natija. Agar bir bog'lamli G sohada (V 4.1} sistemaning

kritik nugiasi bo'lnas ; Y :
mavjud emas. nasa, uning G do yopig traektoriyasi ham

Sikllarning  mavj e e
jud  emas! cr .
teoremadan ham foydalanish mumk?;sl.!gm] isbotlashda  quyidagl

o "I‘-eore.ma (Bendikson-Dyulak). Agar G bir bog'lamli
soha bo lib, biror he CHG) funksiya uchum G sohada
: Ok ath
(hf), k)

tengsizlik bajarils : .
e yariisa, u holda (V .4.1) sistema G sohada sikiga ega
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g— Teskarisini faraz gilaylik, ya'm (V.4.1) sistemaning r

<ikli mavjud bolsin, T ning ichki qismini G" bilan belgilaylik. U
Jan ma’lum bo‘lgan Grin formulasiga ko'ra

holda analiz
a(hy)  8hg) |
onT) 2NNy ey — (g~ fi).
H( r ay) =M fdy)
G* !
Bu tenglikning chap tomoni misbat son, o'ng tomoni €sa nolga
teng, chunki [~ (V.4.1) sistemaning wracktoriyasi, ya'ni I da
gdx— fdy=0. Hosil po‘lgan ziddiyat siklning mavjud emasliginl
ishotlaydi, &
" Limit davralar
(V 4.1) sistemaning limit davrasi deb uning (yakkalangan)
ajratilgan sikliga aytiladi. Aniqrog'i, agar I’ siklning vetarlicha
Kichik atrofida I” dan boshqa sikl mavjud bo‘lmasa, u holda [T fimit

siki (yoki limit davra) deb ataladi. Turli traektoriyalar umumly

bo'folmaganligi sababli Jordan teoremasiga ko‘ra T’

nuqtaga ¢ga
yo T ning ichki

sikldan farqli har ganday tracktoriya to‘laligicha
gismida, yoki uning tashqi qismida joylashadi.
Misal. Ushbu |
x' ==y
V= x
sisterna cheksiz ko‘p yakkalanmagan sikllarga ega:
x =¢, cos{t +¢,)} , 33
. , X ¥y =¢.
y = ¢, sin{f + €y)
Qutb koordinatalariga o‘tib. ushbu
' [x'=—y+xsi11(x2+y2)
Lv" =x +ysin(x’ + %)
sistema cheksiz ko'p _
x=~kmrcost . . o
k=12, (X" +y = k)
y= \,[;f; sin/ : .

yakkalangan sikllarga (limit davralarga) ega ekanligini va
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sikidan iborat va bu holda teorema isbot bo*idi.

Endi faraz gilaylik, x =@(f) yechim davriy bo‘lmasin.
Tushunarliki, na fagat QI'") @-limit to‘plamda, balki uning
yetarlicha kichik airofida ham muvozanat nuqtalari mavjud emas.
Biz ana shu atrof bilan chegaralanamiz. Ixtiyorly beOI™)
nuqtani tayinlaylik va u orgali o‘tgan traektoriyani I" bilan
belgilaylik. & wnugta orqali (F(B),g(B))=0 () da
muvozanat nugtalari yo'q) vektorga kollinear bo‘lmagan shunday
kichik £ kesma o‘tkazaylikki, uning nuqtalari orqali o‘tkazilgan
tracktoriyalar L kesmapga urinmasin {(kesib o‘tsin) (V.16- rasm).

s

V. 16-rasm
I yopiq tracktoriya emasligi va & nuqta T ning e -limit
nuqiasi bo‘igani sababli I'" trackioriya L kesmani cheksiz ko'p
turli  nugtalarda kesib o‘tadi (V.16-rasm), Bu kesishish
nugtalarining ixtiyoriy ikkita bevosita ketma-ket Kelganini

a=@t)y va a =) (i, $H<t)  bilan I ning
fxeR"| x=@{t), 1 €lt,,1,]} qismini esa [, bilan belgilaylik.
[a,;a,] kesma va [, egri chiziglar birlashmasi A yopiq chiziqni
tashkil etadi va u tekislikni tashqi G, va ichki G, sohalarga ajratadi

(V.17-rasm).
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V.17-rasm.

h>0 sonni shunday kichik tanlaylikki, @(t,~h) =G, va
o(t,+h) € G, bo'lsin, yani @t ~h) va @(t,+h) nugtalar
Aning turli tomonlarida joylashgan. Hech qanday traektoriya I,
orgali’ G, sohadan ‘G, sohaga yoki aksincha o‘tolmaydi, chunki
traektoriyalar kesisholmaydi va I, — traektoriya qismi. faa,]
kesma orqali esa traektoriyalar G, soha orqali G, sohaga kiradi,
lekin aksincha emas. I}, tracktoriya qismi L kesmani o‘zining
chetlari bo'lmish 4, va a, nuqta{ardagina.kesadi xca!ns.-Shuﬁiﬁg

achun L kesmaning uchlari A yopiq chizigning turli tomonlarida
joylashgan. L kesmaning G, sohadagi- uchini a4 deylik. I'*

traektoriyaning £ > ¢, + 4 qismi w*laligicha (7, sohada yotadi va u
[@:a,] kesma bilan umumiy nugtaga ega bo‘lolmaydi. Demak, &
nugta [a;;a,] kesmaga tegishli emas, v [aia,] kesmada yotishi
kerak. [™* traektoriyaning L kesma bilan &, nuqtadan bevosita
keyingi  uchrashish  nugtasini a; = p(6y) (¢, <t,) deyiik.
Yuqoridagi fikrlashlardan ravshanki, a,efb;a,] boladi. T

tracktoriyaning L kesma bilan navbatdagi ketma-ket uchrashish
nugtalarini a=@t), . a =@t} ... (<< <..)
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bilan belgilaylik. Yuqoridagilardan tushunarliki, @y, &, ... @ -
nqtalar L kesmaning [a,;4] qismida joylashgan monoton ketma-
kethikni tashkil etadi. Demak, ular  yaginlashuvchi,
ya'ni JkIli"r:‘!ntzﬁ. =h.b=bh ekénligini ko.‘.rsatamiz. Dastlab £, —> +®©
bo'lishini  isbotlaylik.  Teskarisini faraz gilaylik, ya'ni
lim #, =1 <-to0 bo'lsin. U holda

o

pLey = {p(g-liﬂl,l*) = ﬁlﬂi:g)ak =h wva P'(1) = klir&ﬂ -
&

tezlik vektori birinchidan, Q;(:-):S nutadagi (f(ﬁ},g(s))

vektorga teng, ikkinchidan u shu vektorga kollinear bo*lmagan L
kestna bo'ylab yo'naigan. Bu ziddiyat klirgjrk = 400 ekanligini
sbotlaydi. Demak, x=g(f) tracktoriya =1, bo‘lganda L
kesmani @, &y, ..., f, , ... noqtalardagina kesadi xolos, ya'ni bu
qracktoriya L kesmada bir dona b -limit nugtaga ega. Shuning
uchun 5:_.6 bo‘lishi kerak, Bu yerda shuni e'tirof etaylikki,
hezirgacha biz bor yo'g'i be Q(T™) nugtaning muvozanat nugta
emasligidan foydalandik xolos. '

TEndi x =@(f) tracktoriya hech qanday boshqa X =/{(f)
wacktoriyanaing @ -limit to*plamida yotmasligini ko' rsatamiz.
Teskarisini - faraz qilaylik. U holda I'" tracktoriyaning har bir
nugtasi, xususan &, = @(f,) nugta ham, x =w(f) vchun & -limit
augta. bo'ladi. @, nuqta muvozanat nuqta bo‘lmaganligi sababli
yugoridag fikrlashlarda x = @(#) traektoriyani x =(1) bilan, b
aogtani esa @ bilan  almashtirib, I kesmada X =w(i)
rektorivanaing  bor yo'gti bir dona @ -limit nuqgtasi borligini (o
jam bo‘lsa a,) topamiz. Bu esa a, =@(t,) e’ nuqulaming
parchasi X =y{/) tracktoriya uchun @ -limit nugta ekanligiga zid.

Shuuday qilib, quyidagi jumla isbotlandi.
Jumla. Agar biror tracktoriya yopigmas va yning o -limit
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nugralori orusida muvozanal nugtalar bo'lmasa, u holdg bu
iraekioriya hech ganday fraekioriya uchim e -limit 1o ‘plant
bo Tolmaydi. 3 _ :

Qurilgan T’ traektoriya to‘laligicha Q™) @ -limit
toplamda joylashads, ya'ni [ traektoriyaning ixtiyoriy nugtasi
I uchun @ -limit nugta bo‘ladi. &(I"") yopiq to*plam bo*lganligi
uchun Q(f)CQ(F#). Demak, (') @-limit to‘plamda ham
muvozanat nugtalar yo‘q. Bu holat, agar I' traekioriya yopiq
bo* Imasa, hozirgina isbotlangan jumiaga zid bo'ladi. Demak,
[ — yopiq traektoriya. Yuqoridagilardan ravshanki, I'" tracktoriya
i ga spiralsimon o'raladi va, demak, T*) to‘plam bir dona T
yopiq tracktoriyadan fborat bo‘ladi, & :

Misol. Aviotebranishlar generatori. Ba'zi fizik sistemalarda
tashqi ta’sirsiz doimiy ravishda takrorlanib turuvchi  (davriy)
o'zgarishlar (harakatlar) kuzatiladi. Masalan, mayatnikli soat,
yuqori chastotali elektr tebranishiar generatori bunaqa sistemalarga
misal bo'ta ofadi. Elektr tebranishlar gencratori tricdlar yoki
tranzistorlar asosida tuzilishi mumkin.

Eng oddiy tranzistorli elekir tebranishlar generator; LCR
tebranishlar konturi, 7 ga induktiv bog'liq bo'lgan va tranzistorga

ulangan I galtak (M — induksiya koeffitsientl) hamda elektr
manbasidan iborat {V.18-rasm}.

V.1 8-rasm.
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Kirxgof gonuniga  ko'ra i=i +i.. Me'lumki,

kondensatordagi tok . ZCE' Yana Kirxgof gonuniniga ko'ra

. : -di,
u=Ri + L“““{{'ﬂ Demak,
L ar .
. L di d'
i=i +CRL+CL=— ., (V.4.6)
g i dt’
Bundan tashgari,
di, . di,
M,,‘- = }"{_—1 i= .f(um') = f‘(M—_J- ’ (V'4‘?)
T o dt
bu yerda /= f(v)— tranzistorning xarakteristikasi , u / tokning v
kuchlanishiga - bog lanish qonunivatini ifadalaydi. Bu

bog lanishningtipik grafigi V.19- rasmda keltirilgan.

A
i

i= 7

*

V.19-rasm,

{(V.A4.7)ni (V.4.6) ga qo'yib, i, tok uchun quytdagi ikkinchi tartibli

differensial tenglamani topamiz:

d di di
CLE e L CREL _ (M) +i, =0. (VAS
- = S .df) i (V.4.8)

Bu yerda shuni e’tirof etaylikki, uch elektrodli elekiron
lampali generatordagi anod toki ham (V.4.8) keo'rinishdagi
tenglamani qanoatlantiradi [9].

Qulaylik  uchun (V.4.8) tenglamada VIC =7,

i, (1Y~ f{0) = x{7) almashtirish bajaraylik. U holda ushbu
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d’x dx
22 F(EY+x=0
27 ( dr) x=0, (V.49)

ten giamaga kelamiz; bu yerda

C M

F )=R\/: — === y)+ (], F(0)=0. (v.4.10

( LJ” f(\/zz;)") J( (0} . ( )
QOdatdagicha {V .4.9) tenglamadan

dx A _
dr—-y, i x—F({y) (VA

sisternaga o'tamiz. Ravshanki, (V.4.11) sistema yagona kritik
(muvozanat) nugtagaega: x =0,y =0.

Jumla. Faraz qilavliik, FeC', F(0)=0,F'(0)<0,
yzb (b>0) bolganda F{(yY>m, y<-b bo'lganda esa
F(y)<k {(k<m) bholsin. U holda (V.4.11) sistema yopig
traektorivaga ega. (Agar [ —chegaradlangan, ¢C'  hamda
M) > RC bo'lsa, (V.410)dagi F  funksiva keltirilgan faraz
shartlarini gonoarlantivadi.)

&~ X, ytekislikda shunday yopig xaigasimon soha K ni

quramizki, har qanday vechim uning ichidan tashqariga chiqib
ketmaydi.

K ning ichki chegarasini x* + y* =7 aylana ko'rinishida
tanlaymiz.  #>0ni  Kkichik  tanlaymizki, uning  uchun
0<[y{<rbolganda yF(y)<0bo'lsin. [M{<r bo'lganda

(V.4.11) sistemaning yechimi uchun Ed—(xz +3')=-2yF (1) 20,
_ T

demak, vechim x° +y2 = r” aylanadan uning ichiga kirolmaydi.
t K ning tashqi chegarasinj bir necha qismdan iborat gilib
UzZatiz, Uningyzb  yarim  tekislikdagi  chegarasi

s L4

(-'h_Lm) +y2 ~ R? aylananing 4 A, yoyidan iborat bo'lsin, R ni
k?)’mroq_ tanlaymiz, V.20-rasmga qarang. Bu yoyda (V.4.11)
Sistemaning yechimi uchun
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d e
:]—((x“rnr)‘ +37 )y =2ptm— F(¥)) <0,
' .
chunki y>b bo'lganda F(y,>m. y<-b yarim tekislikda
(x+k) +y* = R’ aylananing A:4.3 voyini olamiz. 4,4, va 4.4,

. . . r
vertika] kesmalarda mos ravish@a X' =y>0 va x'=y<Qva,

demak, ular orqali tracktoriyalar Kga kif‘ﬁdi-
by

* ’
- /}
. \ e
\ /
AN/ 4
: ¥ :

V.20- asm.

A A va A;A; kesmalaming burclak keeffitsienti —b/(m— k). Bu

' o dy  x+F(y ' :
kesmalatni kesuvchi tracktoriyalada E"x-‘—"w———*—(y—}. R>0 ni
yetarficha kaita tanlash evazigg |x| ni kattalashtiramiz va
{—!y—' < _ tengsizlikning bajitilishini ta’mintaymiz. U holda
e m—K

tracktoriyalar 4, A va A.A, kesmlar orqalt K ga kiradi.
Shunday qilib, qurilgan yopiq xaiqasimon K sohada
maxsus nugta yo'q va (V.4.11) sstemaning traektoriyalari K dan
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chigib ketmaydi. Puankare-Bendikson teoremasidan K da (V.4.11)
sistemaning yopiq iraekioriyasi mavjud ekanligi kelib chigadi.
izoh. Hilbertning §6- muammosi tekislikda

x' = A(x, y)

¥ = B(x, )
polinomial sistemaning maksimal limit davralar sonini va ularning
o'zaro joylashuvini amiqlash bilan bog'liq. A(x,y)va B(x,y)
ko‘phadtar darajalarining kattasini n bilan, sistemaning maksimal
limit davralar sonini Ff bilan belgilaylik. Ma’lumki. H, =0,
H =0,H, >4, H =8, toq nlar wchun H, > (n-1)/2, hamda

H <+, Lekin hatto H,=4 degan (gipoteza) taxmin ham
hanuzgacha to'la ishotlanmagan [llyashenko, Y. and 8. Yakovenko,
Eds. {1993). Concerning the Hilbert 16th Problem. Providence,
AMS].

, bunda A(x, y) va B{x,y)ko‘phadiar,

Masalalar
1. Bir o*lchamlj

xX'= f(x)
avtonom sistema uchun f(x)e C'(R) va f(x) ikkita nolga ega bo'lsin:
Fa)=0, f1by=0 (a<b). Bu sistemaning har gqanday tracktoriyasi
(- a), {a},(a;B),{b},(b;+0) to'plamlamning biridan iborat bo‘lishini
isbotlang,

2. Faraz gilaylik, berilgan x"= f(x) avionom sistemaning o‘ng

tomoni xeR" da aniglangan bo‘isin. Bu sistemaning  x = x(7)
wacktoriyasidagi / parametr o'miga T=7(f) paramewni ushbo

%f=~,f!+l|f(x)ﬂ2 tenglamaning vechimi sifatida kiritaylik. U holda
%‘;= Ix) . Oxirgi sistemaning yechimlari 7 & {~o0;+00)
2
@Wﬂﬁl )

?m]iQ_dﬂ aniqlangan va uning fazaviy tasviri berilgan avtonom sistemaning
zavty tasviri bilan bir xit ekanligini ko‘ysating. _
3. A4-3x3 oflchamli hagiqiy matritsa bo‘lsin. Teskarilanuvchi
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Shﬁi%jéy .5 matritsad - topish * .mumkinki, - ‘uning uchun . quyidagi -

terigliklarning biri o'rinli bo‘ladi: - . -

(@ A.0Y a0 0y A1 0
'?Ls%s*:hﬁ o 9 ,SAS“‘:IO a0 SaS” =0 2 -OJ.
: 9 0 i) {0 0 w Lﬁﬁp

o f{rrooy . |
. S48~ :E 0 A l} (o, B, A, pi,v —hagiqiy sonlar va 2= Q).

{o o 4] B

ii‘ hu rasdigni isbotlang. Undan fovdalanib ushbu Frv et
' XY x
Y ‘? Al y
2'J \ 2

b 4. Fataz qilaylik, 7 e C(R,{0,+oo)) funksiya r>0 davrga ega
bo'lsin. Agar x = x{t) funksiys x'= f{x)tenglamaning yechimi va

ol
r= [
PRACY
botlsa, u holda har qanday re R uchun x(7 +¢)-x(+}=r bolighini
isbotlang. f funksiya devriy va ishorasini almashtiruvchi bo'lgan holni
ham tekshiring.
5. Ushbu

uch E‘.Ichamli avionom sistemaning tracktoriyvalarini tekshiring, .

{x*:y » PN eCR), p(y)>0,
' =—pOy-x i

sisteina limit siklga ega emasligini isbotlang.
6. Ushbu

[x'=f(x.»)
| 1 =)
sis:;gbjganing x0) =&, ¥(0) =7 nuqtadan o*tuvchi T,  traektoriyasi

’ {Ffp(t,éen)

Af. g < CYUGR),

e e - Wy=vsm
Pa@{nemk ko‘riryshda ( t"‘—'?:aramct'f) hamda (a]‘a:‘) nuqtadan o‘tuvchi
AR : 2 :
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va (B, ;) # 0 yo'naltiruvchi vekiorga ega bo‘lgan £ to'g'ri chizig

x=a, + fu
y=o,+
beritgan bo'lsin. 4 parametrnl L to'g'ri chiziqdagi koordinata deb
hisoblaymiz. Faraz gilaytik, F‘;Wu trackioriya i, paytda L to'gri

{—o0 < u < +z0)

chizigni uning «, koordinatali nuqtasida kessin:

{(o(f{n EooTlo ) =0y + B, ;
Wity Sorllo) = €y + Poity
lekin urinmasin:
a(ﬂ(fo,éo,ﬂo) Oy {ty, gos 7?0)
ot _ ot
#{-

A, b,

Quyidagilami isbotlang:

1°. Shunday &> 0 va &> 0 sonlar topiladiki, {]& —Z j< &, | —n,|<6} -

sohada ' sinfga tegishli va S
{40(1(5,1?)=f§, 7y =0, + P&, )

w(t & nhdm= o, + falE,n)

(&) -ty < e ' _ .

shartlarni qanoatantiruvchi (&, 77) va u(£,77) funksiyalar mavind.

28 Mavjudligi tasdigiangan (&, ny va u(&,n) funksiyalar yagona, ya’ni,

agar | £~ <8, |n—-n,|< 8. |1 —,|< & bo'lganda ushbu .

o, E0) =ty + P

‘ W E.nm=a,+ Bu
tengliklar qanoatlansa, u holda, atbatia,

[r=1&m
(=&,

5 r(éﬂ =.7?n) =l u(gm??n) = ”ov

bo'ladj,
i:lly_erdlagi 1* va 2% xossalar geometrik nuqtai nazaridan quyidagini
Blatadi. + =0 paytda (£,,77,) nuqtaga yetarlicha yagin bo‘lgan ixtiyoriy
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{&,n) nuqtadan chiquvehi T iraektoriya L to'giti chiziqni u,nugtaga
vagin o =u(&,77) nuqiada r, ga yaqgin ¢ =/(£, i) paytda kesadi, bunda
biror |r—rl< & paytlar uchun bu kesishish nuaqtasi yagona hamda
w=u{&, 7y va { = {&, 1) funksiyalar C' sinfga tegishli bo‘ladi. -
3%, Yugoridagi shartlarga qo*shimcha :
[x U, ‘50:'?{1
Ly =wi )
vechim eng kichik mushat davrga ega, va'noi .T‘gﬂ — yopig trafbktoriya
bo’istn. U holda shunday y > 0 son tepiladiki, {# ~u,| <y bo'iganda
[x=g(t,0, + Bu,a, + Byu) = o(t,u)
{ y=yil,a + Bua,+ Su) =yt u)
waektoriya L to'g'ri chizigni />0 va (<0 paytlarda kesadt. ¢> 0
bo'lgandagi birinchi kesishish paytint r,(1), Ldagi () koordinatasini
bilan. /< bo‘lganda teskari yo'nalishdagi birinchi kezishish paytini
f{u), Ldagi koordinatasini y_ (u} bilan belgilaylik. 1, € L nuqtaning
yetarlicha Kichik atrofida ushbu
g (2}, 1 (), L (u), Zﬂ(“)
funks.iyaiér aniglangan va C' sinfga tegishii, .
W) =7, p () =y, 1 (0) = =7, 7. (1) =1,
shartiarni qanocattantiradi. Bundan tashgari, shu atrofda
Ll =u, 2 (x(w) =u
ayniyatiar ham o rinii bo*ladi ()f] va y_, funkstyalar o'zaro teskari).
: 7. Ushbu -
L e s (e-lyey) BRI

f
ES\Stemamng tracktorivalar portretini quring.

" 8. Ushbu

,sbwpa i -_

!

[¥'=2x+2y-xy~3 "
L x

Y=oy

sistefaning traektoriyalar portrefini quring,.
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'8, Ushbu . -
M =(1-my-2)

Y =*(xf1){x—3)

31stemanmg faz.awy portret:m quring.
" 10. Ushbu

x'=p(1~-x7 -y
¥ =6-x(7-3"-)%)

sistemaning fazaviy portretini quriiig.
11, Sistemaning fazaviy portretini quring:

x =siny
_ ¥ =sinx
) 12, Quyidagi sistemalar davriy yechimga ega emasligini

isbotlang:

-------

N ke 2y{f=xmﬁ+&y+ql
V' =—ax—by+ax’+ 8y ¥ =y(a,x+by+c,). a

3) {x' = y+x(14 Gy)x* + )y +1),

Y =—xr(y= fENE 4
13. ... betdag Jumlam Puankare-Bendikson teoremasidan
foydalanmay, ya’ni to' g 'ridan-to’ g ri isbotlang,
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sNLIK
UNo\f' BO‘YICHA TURGU
vi BOB. LYAP

Turg‘unlik mshunchasi
\YNE

: inalamin
a JuTIeSER 'n;;(s)lrl:inahaarakagt;
. y . F I ]

Ko'plab Jarayoﬂij:_hﬂalammgdf5|;;15 ;e'rliaglamdlal' cheksiz
asboblaming va boshga 9 | tavsifland i e yechin bilan
ditferensial tenglamalar b.lla , tegiShh-Jﬁm)ifymaﬂarga mos keladi.
ko'p yechime? &2 bo.lsl':if boshlan ";;os?l bo*luvchi yechim vagt
aniqlanadi_va u ma’lum Loz gargaﬂda‘ b icha qole dimi_Cturg*un
Bolshl_ang.‘ ich qiymatlar Sﬂeshil g3 lgimi (hoturg un yechim)?
o‘tishi bilan dastlabkt ¥ ashib feta 5 améiiy -hamiyatga ega.

yechim) yoki undan _U?O‘:i h juda katt i ega o luvehi
degan savolningjavobml‘_c Jymatiar XE aiglanadi va  bu
Chunki odatda bf)“"{hla“g.fo sshlar -orqata’qirini ifish nihoyatda
o'lehashlar, taqribly 8 g vechi®E? BR 00 dastlabkisidan
qiymatlarning sal o'zgari®"’ o7y 'R P T L tini katta f
muhimdir, li\gar yeClll;!;i olgan jarab’onm it
vzoglashib ketsa, o'tg#" o o won, Lagran,
larda oldindan aytib bo‘l“’ﬁt}:1 i wrifl ﬂ"g‘} ;lju:punovga! Ko'ra
Turg‘unlljikngnglar \iritishgan- 1z Ly
Lyapunov va boshgal® )
turg untik bilan mnisham‘i;ﬂ da diffat‘cﬂsng{azn
Turg unkik nazaW™ oay o' rEANT 8w
= {abt .
vechimiarining ¢ —» +0 ¢ ;iamiﬂg quyidagi norin
_ Differensial tengla™ VLY
qaraylik: ) f(t.x}"
=
R B
bu verda f e C{IR,* D?R) o' yicha loka X ’
f(t.x) vektor-funksiy? = pu shartlarda (t,, X ) € Rx
' 1 _

ganoatiantiradi deb hisobla""

glama]ar gistemast

al sistemasini

- [0, 4%, DR —soha) va
B 1 Lipshits shartini

uchun ushbu o= f(iax)
x(!o) - .
Jangan (o‘ngga daVOﬂlSlz) yagona
) iqlangs™® *
masala f €t,.7) oraliqd? & -
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= x({,to,xﬂ) yechimga ega. Biz o‘ngga cheksiz davom etgan
(T =+0), ya'ni r€ [£,,+c0) oraligda aniglangan yechimlaming
turgunhik xossalarini o‘rganamiz.

Bizga (VLi.1) tenglamaning R, da aniglangan x = @(1) ,
R — D, yechimi berilgan bo‘lsin. Agar ixtiyoriy £, € R, va
£ >0 sonlariga ko‘ra shunday o >0 soni topilsaki, {(VLE.1)
tenglamaning x(to)fxn boshlang‘ich giymatli x = x(7,1,,x")
yechimlari I]xo—f;?(fn)”(ﬁ bo‘lganda mavjud va o'ngga -+
gacha davom  ettirilib, barcha 1e[f,+w0)  paytlarda
x(f, 1, x°)—@()|[[<&  bolsa, u holda x=g(t) yechim

Lyapunov ma’nosida (yoki Lyapunovga ko‘ra) turg‘un yechim deb
ataladi. : :

Keltirilgan shart boshtangich qiymatlarning vaqinligidan
(nx” - @1, )H < &) Dbarcha keyingi paytlarda ham yechimlarning

yaqintigi (Jj x(2,4,,x°)—@(t)|l< £, t €ft,,+0)) kelib chigishini
anglatadi (VL.1-rasm}.

X,

VL -rasim.

Turgun yechim ta’rifidagi “barcha 1 €[f,,+o) paytlarda
Il
X(1, 0, ") ~@()|<é& bolsa” shartni - ushbu
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“supll x(7.2,,x" )}~ @(f)||[< & bo'lsa” shart bilan almashtirish
=t _

mumikin.

Oldindan beriladigan ixtiyoriy & >0 sonni vyetarlicha
kichik deb higoblasa Bo'ladi, chunki biror £, > 0 ga ko'ra topilgan
0 =3, >0 soni har ganday £2>g, son uchun ham & bo'lib
xizmat giladi. Demak, barcha & € (0;5,] sonlar, ya'ni yetarlicha
kicliik & lar uchun ularga mos & larni topish kerak xolos.

Umumiy holda topiladigan & >0 soni tayinlangan
f, R, va berilgan £>0 sonlarga bog'liG bo'ladi, ya’ni
& =08(£,.6).

Agar wrg‘unlik @2’rifidagi & > O sonini #, €[0,+0) ga
bog‘ligsiz holda tanlash mumkin, ya'ni & =5{(g) bo‘lsa, u holda
yvechim (R, da)y (yoki 1/, €[0,+o) ga nisbatan) tekis turg‘un

vechim deb ataladi. -
. Turg'un bo'lmagan yechim noturg‘un yechim deyitadi.
Agar
1} x=@(t) yechim turg'un va

2) shunday &, >0 mavjud bo'lib, ]]x“ ~ (i, )]]<5[, ekanliligidan
Hm i 20,4, ")~ @(0) = bo'lishi ham kelib chigsa, u holda
X =@} yechim asimtotik turgun yechim deb ataladi.

Umumiy holda turg'unlikdan tekis turg'unlik  kelib

chigmaydi; bundan tashqari, wrg'uniikdan asimpiotk turg‘uniik
ham kelib chiqmaydi. Bu fikrlarni quyidagi miso! asoslaydi.

Misol (X. £.. Massera). f(r}e C'([0;+);R) funksiyani
quyidagicha aniqlaylik. Har qanday #eN uchun funksiya
la—2"n] orahgda f(n—-2")=exp(2™" —n) . giymatdan

(1) =1 giymaigacha o'sadi, {s5;n+27"] oraligda u f(s)=1dan
fir+2"y=exp(~27" —n) gacha kamayadi hamda
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[n,z‘";n-kZ*"] ko‘rinishdagi oraliglarning tashqarisida /(1)
funksiya exp(—f) funksiya bilan ustma-ust tushadi (V1.2-rasm;

schlar silliglashtirilgan, funksiya & C*).
- A ':

¥
:
¥

Ushbu
S
x_,=—"i~(—2x,r20, (V1.1.2)
| f
tenglamani qaraylik. Uning umumiy yechimi
: X,
x=x(41,,%,) =—2~ £{¥) (V1.1.3)
@)

ko'rinishga ega. (V1.1.2) tenglamaning x(¢)=0 vechimi turg‘un,
chunki  x(t;£,,x,)} 5§21:p[x(r;:ﬂ,x0)l =|x,| /f{t,) <& bo'lishi
]

uchuo ¢ sifatida §=8(,,&)=2- f(f,)ni tanlash kifoya.
Tushunarliki, bu & ni yaxshilab, ya’ni kattalashtirib bo‘lmaydi.

Lekin x(f)=0 yechim tp20 ga nisbatan tekis turg‘un emas,
chunki :ggﬁ(fe,e)zs-fg‘;f(fo):ﬁ. Umumiy yechim uchun
{(VLL3} formuladan x{({y=0 vyechimning asimptotik turg‘un

:umaf“gi ham kelib chigadi. Hagigatan ham, agar u asimptotik
BN bo‘lganda edi, u holda yetarli kichik |x,| lar uchun

X X,
II(”fu,xg)[z-‘-—"-l—-f(c‘)——-——p-O bo'lardi. Lekin {=nda

f(rﬁ ) e
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| %] 1%

x(m t WX — —— va ziddi Bt hosil bo® fardi. &
| ( b n)l T )f( ny= Tt) y

Berilgan tenglamaning ixtiyoriy _tayinlangan
x=@(), t =0, yechimini turg-unlikka tekshirishni boshga bir
tenglamanmg trivial, ya'ni nolga teng yechimini turg'unlikka
tekshirishga keltirish mumkin, Buning uchun (V1.1.1) tenglamada
y=x-@(/) almashtwish bajarish kerak. Yangi noma’lum
quyidagi tengiamani qanoatlantiradi:

V=5 y+ro)-fi,0()=2gly), g(0)=0.
Oxirgi differensial tenglama y =0 trivial vechimga ega. Bu
yechumning turg'unligt (astmptotik turg‘unligi} (VL1.1) tenglama
x = @() yechimining turg‘unligiga (asimptotik turgunligiga) teng’
kuchfidir.

[ 3

//'_

&

Vi.3-rasm.

Nol yechimning turg'unligi quyidagini anglatadi: Fazalar
fazosida ixtiyoriy B(0,£) sharni otaylik ; yetarlicha kichik § >0

radivsli shunday B8(0,6) shar topiladiki, t =7,da bu shar ichidan
chiguvciti ixtiyoriy waektoriya ¢ 2 £, paytlarda to‘laligicha B(0,¢)
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shar ichida goladi (VI.3- rasm)
(VL1.1) ning o‘ng tomonidan talab q:hngaq shartlarda -
x=@() yechim boshlang‘ich qiymatlarga uzhiksiz bog‘liq, ya'ni
Via, fl1< [l +0) segment va Ve>0  son uchun shunday
§>0 topiladiki, ¥ e[a, f] paytda z° giymat qabul giluvchi
x = x(1.7,2") yechim, agar
120> 7.2) =@ =l 2 ~@(1)]] <& bo'lsa, barcha 1 [, 4]
larda aniqlangan va VYt e[a, ] uchun “x(t ¥.2%) - cp(t)“<£

xossadan
(asimptotik

tengsiziikni qanoatlantrrad: Bu
X =@(1) yechimning  turg'unligi

ravshank:,
_ turg*unligi)
boshlang’ich payt 1, €[0,+0) ning tanlanishiga bog‘lig emas,
X = x(t,4,,@(4,)) yechim
turg*un (asimptotik furg“un) bo*lsa, u holda ixtiyoriy f, €[0,4<0)

ya'ni agar biror 1, € [0,+) uchun

uchun ham mos  x = x(r,7,
turg‘un) bo‘ladi.

:@(%)) yechim turgun (asimptotik

VL2, Chlziqh sistemalarning turg un]:gl

Bu bandda ushbu
T X'=A()x + b1} (VI2.1)
;lﬂqll sistema yech;mlannmg turg‘unligini tekshiramiz; bunda
(1) & C{[0;+00); M,,.(R)) va b(r)ec([o,m),w)' deb

hisoblanadi, Demak, ixtiyoriy X, =x" eR", t, & [0;+00),

b “
oshlang‘ich shart uchun bira-to‘la [0 +0} oraligda aniglangan

- yagona yechim mavjud, (V12,1
bir jins|; siStema Jud. ( ) ga mos

Y =A@y (VI 2 2}

ko'rinishda ot ladi. '
Teorema 1. (Vi2.1y chmqﬁ smemamng har qanday
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yechimining  furg ‘unligi (asimptotik turg'unligiy mos bir jinsh

sistema (V1.2 2ning bitta y =0 wrival yechimining turg unligiga

{mos ravishda asimptotik turg unligiga) teng kuchli.
#— Teoremaning turg'unlikka oid gismini isbotlaymiz,

Uning asimptctik  turg'unlikka oid qistrms shunga  ofxshash -

isbotlanadi. (VI1.2.1} sistemaning ixtiyority bir x =@({f) turg‘un
yechimini olaylik. Demak, ¢ € [7;, +0) uchun

| @'(t) = A1)+ b(1),

' —pU) <8 = fx(e1,xy-@Ol<s, 124, (V123)

bu yerda & >0 son oldindan berilgan ixtiyoriy £ >0 songa ko'ra

twgtunlik  ta’rifidan toptlgan. Biz (VI2.2) sistemaning
y= y(f;iﬂ,yu) yechimi uchun S
170 <8 = iyt p)lI< 8.1 24, (Vi24)

imphkatsiyamng o'rinliligini ko' rsatishimiz kifoya, chunki bu holda
(V12.2) ning p =0 yechimi turg‘un bo'ladi. Agar y=x-@(7)
desak. u holda bu yerdagi x=y+@(/) fonksiva (V1.2.1)
sistemaning yvechimi bo'ladi va (VI.2.4) imphkatsiva (V1.2.3} dan
bevosita kelib chigadi. Endi faraz gilaylik, (V1.22)ning p=0
vechimi turg'un, ya'ni (V1.2.4) implikatsiya o‘rinli bo‘lsin, (VL2.1)
ning ixtiyoriy x = @(f}) yechimi turg‘un ekanligini isbotlash kerak.
Bu esa yana o'sha p=x-—@{f) almashtirish yordamida

yugoridagiga o*xshash asoslanadi. &

Shunday qiiib, quyidagi alternativa o*rinli:
vo (VL21) chizighi sistemaning barcha vechimlari turgun
(asimptotik turg‘un): bu holda (V1.2.1) sistema rurg'un sistema
{mos ravishda asimptotik turg‘un sistema) deb ataladi,
yoki uning barcha yechimlari noturg‘un; bu holda esa (VI.2.1)
sistema noturg‘un sistema deb ataladi. :

Biz endi (V1.2.2) sistemaning trivial yechimini turg‘unlikk
tekshiramiz. Bu wmrg'unlik  (VE2,1) va (V]1.2.2) sis‘iemalarning
turg'uniigiga teng kuchh. (V1.2.2) sistemada noma’tumn!
odatdagidek x = x{t) bilan belgilab, uni _
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x'=Ax _ (VIL.2.5)
ka'rinishda yozib olamiz.
| Ma'lumki, (V12.5) sistemaning f=f{ paytda xga
aylanuvchi yechimi x.= x(t;zg,x{’) ushbu
_ X(t:0,, X)) = D(t,1,)x° (V1.2.6)
formula bilan ifedalanadi. Bu yerdagi D(t,1,) matritsa (V1.2.5)

sistemaning normalangan fundamental matritsasi, ya'ni uning
ustunlari (VI.2.5)ning 11 dona chizigli erkli yechimlaridan tashkil
topgan va ®(f,,£,) = E — birlik matritsa.

(V1.2.6) formuladan ravshanki, ixtiyorty A va i sonlar va
ixtiyoriy # € R” va be R” vektorlar uchun
x{t5ty, Aa+ pb) = Ax(r; lo, @)+ ux(t; 1, b) .
Bu formula (V1.2.5) sistemaning x = x(:;ta,xo)yechimi x°

boshlang'ich qiymatga  nisbatan chizigli funksiya ekanligini
angfatadi,

Teprema 2.Chizigli  bir jinsli tenglamalar  sistemasi
(VL2.5) ning urg'un bo lishi nchun uning biror (va, demak, hor
qanday) fundamental mairitsasining  ixtiyoryy [i;+ew) oraliqda
chegaralan gan bo lishi yetarli va zarurdir

G (Vl.z.S)njng ixtiyoriy  fundamental matritsasi

normalangan §(z,¢,) . fundamental matritsani biror teskarilanuvchi

?v?g;nnas_matritsaga ko‘paytirishdan hosil bo‘ladi, Shuning uchun
o -2.5) ning fundamental matritsalarining barchasi bir vagtda yo
€garalangan yoki chegaralanmagan.

o Avtaylik, @(r,2,) fundamental matritsa chegaralangan
bolsin, ya'ni '

0 Im>0Vrzy, | @, < m. (VI2.7)
»X") yechim uchun (V1.2.6) formuladan (V1.2.7) ga ko‘ra
. ] )
oo X)) DG, 1,)x <1 Bet,) - f Xl <m|l x°).

Demag, Ve>0 soni uchun §=¢&/m desak, u hoida
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i &%l <8 ekanligidan V1 >, uchun’
__ W x(t:ty, x Vil <mf| x°lf < S =&
bo‘lishi kelib chigadi. Bu ¢sa (VI.2.3) ning frivial yechirmining
turg unligini anglatadi. Demak, (VI1.2.5} sistema ham targ‘un.
Endi faraz gilaylik,  (V1.2.3) sistema turgtun bo®lsin.
Demak, xususan, uning trivial yechimi ham turg*un. Shuning uchun

£ = 1songa ko‘ra shunday &, > Otopamizii, i x°}}< &, bo‘lgarida
(V1.2,5) ning x{(t:1,,x") yechimi uchun ' '
Vi 2f, paytda || x(rif,, x") <l (V12.8)

it

bo'ladi. € .e’, ..., ¢" vektorlar R"ning standart bazisi bo'lsin.

Ularga ko'ra qurilgan x(f;1,,e'}, j =1n, yechimfar  (V1.2.5)
ning fundamental sistemasini  tashkil etadi. Yechimning
boshlang'ich qiymatga nisbhatan chiziglilik xossasidan
o ,t(r;fﬂ,(c50{2)e_f)=(§0a’2)x(f;tﬂ,e"), j=Ln,
Bundan || (5, / 2)e’ )= 8, /2 < &, bo‘lgani uchun (VI.2.8) ga ko‘ra
| ”(50jz)x(f;lﬂse})”(la

ya'pi - |

| x(tst,,e )< 2/8,, 124, j=Ln. .
Shunday qilib, qurilgan bazis yechimlar chegaralangan. Demak,
ulardan tuzilgan fundamental matritsa bam chegaralangan. &

“Teorema 3.Chizigli bii- jinsli differensial tenglamalor
sistemast  (VL2.5) ning asimptotik turg'un bo'lishi uchun wning
biror {va. demiak ixtivoriy) fundamental matritsasining 1 — +0
dagit limiii nol-matritsadan iborat bo lishi yetarli va zarisrdiv,

#— Faraz ‘qilaylik, nol yechim asimptotik turg‘un bo‘lsin.

Demak, || x'il< 3, boshlang'ich giymatiar uchun
X(t3t5,x") — 0. (VE2.9)
el et ) :

Biz biror fundamental matritsanihg nolga intilishini ko rsatishimiz
kifoya. Ushbu '
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x(t;1,,(8, /1 2)e’y = (8, / 2)x(t:45,€”), j=1.m,

yechimlarni garaylik.  Ularning  boshlangich  qiymatlari

e /2)e’ II< &8, bo*lgani uchun (V1.2.9} farazimizga ko'ra
x(1;4,,(8, /e’y — 0

Demak, ana shu x(£4,,(5,/2)e’), j= 1,#, yechimlardan tuzilgan
fundamental matritsa nolga intiladi.

Eadi faraz gilaylik, biror fundamental matritsa £ — +oc da
nolga intilsin. Demak, ®(r,7,) normatangan fundamental matritsa

ham nolga intiladi:
| @} = 0.

Ixtiyoriy x(f; tg,xﬁ) yechim uchun
(05, XY |=] D1 IS @) X || > 0.

Demak, x(t;tﬂ,xn) — 0. Bundan esa nol-yechimning asimptotik
I ]

turg‘unligi kelib chiqadi. &
Endi chizigli o‘zgarmas koeffitsientli sistemalarning
turg‘ualigini o ‘rganamiz.
O‘zgarmas koéffitsientli ushbu
x'= Ax (VI.2.10)
sistemani garaylik, bunda A —haqigiy sonlardan tuzilgan nxn
matritsa, ya'ni 4eM  (R). Bu sistemaning turg‘unligi

(noturg‘unligi) 4 maritsaning xos sonlari bilan aniglanadi.
Teorema 4. :
1" . Agar xos sonlarning hammasi manfty hagigiy qismlarga ega
bo'lsa, u holda (V1.2.10)
, Sistema asimplrotik turg un bo ladi.
2. Agarxos sonlarning barchasi nomusbat hagigiy qismiarga ega
bo Iip, hagiqiy qismi nol bo'lgan xos sonlarga fagat I- tartibli
J“fffg‘? kataklari mos kelsa, u holda  (V12.10) sistema twrg'un
0 tad, ’

- Agar xos sonlarning birortasi musbat hagigiy gismga ega
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ho'lsa, yoki hagigiy gisni nol bo'igan xos sonlarning birortasiga
kamida ikkinchi tartibli Jordan katagi mos kelsa, u holda (V1.2.10)
sivtema noturg un be ladi. ' ' o

A A mateitsaning = (twrl)  xos sonlarini

A Asa. oA, (s < p) bilan, E, bilan esa A, ga mos kelgan Jordan

Kataklarining eng Katta tartibini belgilaylik. 4 (j=15) xos’

sontaring laqigiy va mavhum qismlarini ajrataylik: 4, =a, +78,.

U holda fundamental matritsaning elementlari :
> e ( p,rycos(B,0) + q,(1sin(B,1) ) (VI21D)
IE]]

ko'rinishda yoziladi, bunda p (f} va g{¢) kof}f;hadlarning
darajalari k, —1 dan kichik yoki unga teng. . | - _I
Analizdan ma’lumki, ixtiyoriy @ <0 son va ixtivorly p(1)

ko'phad uchun lim p{H)e™ =0. Demak, 1° holda barcha

o, =Rek < 0 bo‘Igani uchun
‘ = et . . . .
\Ze (pl.(!)cos(ﬂjf)-rqf.(f)sm[ﬁft))S
i=1

<l p, 01 +ZI g, e™ =0,

I —r+a0
=1

‘ya'ni tundamental matritsaning hamma elementlari ¢ —>» -+ da
nolga intiladi. Shuning wchun 1%  holda (V1.2.10) sistema
asimptotik turg un.

2" holda (VL2.11) dagi a, =Red, <0 sonlarga mos
keluvehi go'shiluvchilar ixtiyoriy [¢,;-+w) oraliqda chegaralangan
(1" holdagi singati), @ =Red, =0 sonlarga mos keluvchi

qo-shiluvehilar ham chegaralangan, chunki ular nolinchi darajali
ko'phadlardan (o'zgarmaslardan) iborat. Demak, fundamental
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matritsaning barcha elementlari  [/;;+c0) da chegaralangan va:
(V;,z_w) sistemna trg un, o '
Endi 3° holni gqaraylik. Agar biror a; = Re/’lj >0 bo'lsa,u
holda (V12.11) dagi shu songa mos kelgan go‘shiluvchilar va ,
demak, fundamental matritsa ham {f,;4+) da chegaralanmagan.
agar @, =Red; =0 va k, 22 bo‘lsa, u holda (V1.2.11) dagi shu
songa mbs kelgan
¢ (o, (D cos( BN+ g, (Nsin(B D) = p(cos(B1)+q,(sin(B,1)
qo‘shifuvchida deg p, (1) 21, degq,(r) 21 bo‘igani uchun u
[#,;400) da chegaralanmagan. Demak, fundamental matritsa ham
chegaralanmagan. Shuning uchun (V1.2.10) sistema turg‘un emas.

&

Izoh. Teoremada A wmatritsaning o'zgarmas ekanligi
muhim. Quyidagi misol bu tasdigni asoslaydi. Ushbu

x'=(-3+4c0s’3f)x + (-3 +2sinbst)y
3 =(3+25in6f)x + (-3 +4sin’3r)y

o'zgaruvchi  koeffitsientli  sisternani  qaraylik.  Bu  sistemaning
matritsasi:

o {-3+4dcos’ - i
A1) = + c.oq 3t 3+ 2s‘1n76r .
3+2sin6r  —3+4sin’ 3
Uning xos sonlari:
Ay =~ iiﬁ (/ ga bog'lig emas).
Osongina tekshirib ko*rish mumkinki, garalayotgan sistema

{x =ce'cos3t

T (e #0)
y = ce’sin3f

ko'rinishdagy yechimga ega. Bu yechim Red,, <0 bo'lishiga

E,aramasdfm_ f =+ da chegaralanmagan. Bundan garalayotgan

fi?f:ma tl'lvw_.l yechimining turg'un emasligi kelib chigadi. Shunday

Quip, umumy holda koeffitsientlari o‘zgaruvchi bo‘lgan chizigh
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sistema matritsasining xXos sonlari uning turg‘unligini aniglamaydi. -
Misel 1. Ushbu

i: 2)).—2
v=3x~2z
{E=5x—4y

sistemani turg‘unitkka tekshirayiik.
#—= Sistemaning xarakteristik tenglamasi

1 B,
3 =4 2|=-A"+94-8=0.
5 -4 -4|

Ravshanki, - A =1>0 bu tenglamaning ildizi. Demak, (boshga
xarakteristik sonlarning giymatlaridan qat’iy nazar)  berilgan
sislema noturg‘un. ©

Misol 2. Ushbu

X'=—x+) y =2x L 72 '=x+ z
X =- )—Z.} = —— R N T = —_— ) — -
3773 3773
sistemani turg' uniikka tekshiring,
g Sistemaning xarakteristik sonlari
-1-2 1 -1
1 7 5
2 -—-3-—11 -3 =0 = A,=-2,4,,=-1%i
4
2 By
3 3

Barcha xarakteristk sonlarning haqiqiy qismi manfiy bo‘lgani
uchun sistema asimptotik turg'un. &
Ushbu
ad" +a, A+ rad +a,=0, a, >0, (V1.2.12)
haqigiy koeffitsientli algebraik tenglama ildizlarining haqiqiy gismi
manfiy bo‘lishini aniglash uchun foydalaniladigan mezonni isbotsiz
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Shyg

keltiramiz. Dastiab ushby S cae -
G 0 6.0 o ¢ 0 00

aﬂ -2 aﬂ—] a 0 0 0 0 '

"

‘an—d a,_, a, ; a.r.l-l a, 0 I

o o
L e i )

s 2,5 d, 4 4,.; -2 Oy &

’ 0 0 0 0 0 g 4 & Gy a
-1 0 i} 0 0 0 0 0 a & a

0 0 0 0 o 9 00 0 g
determinantni  tuzaylik, Uning bosh diagonalida ‘(V'[.Z.IZ)

ko‘phadning a’», a;;—|; gﬂ“j’ . al’ % kocfﬁtsienﬂari, sa‘[r]arida

esa @, lar indeksning o‘sish tartibida joy]aShgan bo'lib, bunda

J<0 yoki j>n indeksiar uchun a, =0 deb hisoblanadi. Bu

determinantning bosh diagonal minorlarini

g 0 0]
Aeg.a @ 0 ”
n Ty, A”_] = . A:r—-] =|dy.2 Ay 4,4,
an—l au—l . . o a
[ =3 H—3
a, 0 0 0
' 4 a, a ¢
3 -
'ﬂ'n—-S = " -1 7 . -

a”—‘f aﬂ—3 dy a.'!’i
. aﬂ-—ﬁ t,_s an—d 2,3
bitan belgijaylik.
bay fl'e:tirema (I’enar-Shipar mezoni). (V1.2.12) renglama
cha ddizlarining mavhum gismiari manfiy bo "1isht uchun ushbu

1) barcha alor mushat, ya'ni
) a,>0,a_ >0, a,,>0, ..., a>0,8>0;
DA >q 8,.>0,A,_ >0, ...
"arning piy vagtda bajarilishi yetarli va s0r i,
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i VL3. Lyapurov funksiyalari yordamida
. turg‘nnlikka tekshirish

© Bubandda {paragrafda} ushbu
xi=f,xy, f0)=0,120,

funksiyalaridan foydalanish bilan tanishamiz. (V1.3.1) sistemada
FeCR xB,,R"), bunda R, ={0,+c0),

B ={xeR"|[xl<po} )—nolning p radiusli atrofi (p>0)

£

va f(f,x) vekior-funksiya X bo‘yicha lokal Lipshits shartini
ganoatlantiradi deb hisoblanadi.

Bir misoldan boshlaylik. m massali (m >0} moddiy

nﬁqta x lar o'gida harakat qilsin va v x nuqtada bo'lganda unga
uni koordinatalar boshiga gaytaruvchi F, = —kx (k =const > ()

elastiklik kuchi ta'sir etsin. Nugtaning harakat tenglamasi,

Nyutonning ikkinchi gonuniga ko'ra,
mx +ix =10
ko'rinishdagi garmonik ossilyator tenglamasidan iborat bo‘ladi.

]

. . X
Harakatdagi nugianing to‘la mexanik energiyasi © uning k?

12

potensial va m—-2- kinetik energivalarining yig‘indisidan iborat,

K ‘,1

. b - .
y ani zJ:k—?{Fm———. Harakat tenglamasini normal sistema
ko'rinishiga otkazsak.
o .
X'=y, ¥ - X
n

1

hosil bo'ladi. Harakat davomida v =o(x, )z}=k52—+my? to'ls

energiya, ma‘lumki, sagianadi. Endi faraz gilaylik, harakatlanuvehi
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| (VI31.
sistemaning x(#) =0 yechimini (muvozanat holatini) turg unlikka |
 tekshirishda Lyapunovning to'g'ri metedi, ya'ni Lyapunoy

nugtaga B, = —H(6 X0 (1= p(x,x) 20, pe C')
qarshilik kuchi ta’sir etsin. U holda harakat tenglamasi
x’ =y ‘
, k
y=F )
n m
ko‘rinishda ifodalanadi. Ixtiyoriy x =x(7), y = y(f) harakatni |
qaraylik. Shu harakat davomida to‘la mexanik energiya
a0
2

2
o(t)=v(x{0), y() =% x 2("_) N

o'zgaradi. Uning 0°zgarish tezligi
do(t) _ ov(x(1), y()) dx(t) L oo}, () dy(e)
dr ax dt dy dar
= kx(@Ox' (1) +my(r)y'(1) =

boglanish  bo‘yicha

= kx(O) () + my(r)(—gx(r) —i‘ﬁ‘%i(”l W)=

= —p(x(1), y(N)- Y} () <
<0,
Demak, harakat davomida v to‘la energiya ortmaydi, ya'ni barcha :

¥ 2
, x'(t
120 paytiarda v(f) =k 2( ) +m 2@) £, bo‘ladi. Bundan

:a: x{1), y = y(t) yechimning (harakatning) chegaralangantigi va
On’;l;agafnﬁq paytlarda‘ mavjudlig 'kclib chigadi. © energiyaning
li o __g! va quylldan nol bilan chegaralanganligi uchun
dmot)=r =0 mavjud. Agar #>0 bo‘lsa x=x(t), y = y(f)
2 2

hal' PR X
akat vagt o'tishi bilan k—j-+m—‘%—:r ellipsga yaginlashadi

(lim x( : -
¥} va ‘llrgy(f) limitlar mavjud, chunki X'(f)va »'(¢) lar
*hegaralangay

niladi )r=0 bo‘lganda esa x() va  y(f)lar nolga
- BW o yerda shuni ta'kidlaylikki, qaralgan v =v(x,y)

207



funksiya (to'la mexanik energiya) yechimlarning tabiatini ochishga
vordam berdi. Fekahlr[igan misolning juda ham uzogqa boruvchi
umumlashishi Lyapunovning ikkinchi metodini tashkil etadi. Bu
metodda yechimiarning xususivatlari Lyapunov funksiyalari deb
ataluvehi (misoldagl ©=70(X,ylga o'xshash) funksiyalar orqali
o'rganiladi. Lyapunov bu metodini o‘zining 1982 yilda yozgan
doktorlik dissertatsiyasida bayon qilgan. Hozirgi zamon turg unlik
nazariyasi ana shu ishdan boshlangan deb hisoblanadi.

Biror v{(f,x) =0(1,%,X,,"..,%,), v(t,x)eC (RxB,),
funksiya berilgan bo‘lsin. Bu funksiya (VI.3.1) sistemaning
x = x(1) = (x, (), %, (£}, %, (£)) yechimida ¢ o'zgaruvchining

ushbu ol ()=, (1), %, (1), .., x, (1))
aylanadi. Uning hosilasi

funksiyasiga

d 61? Ju dx Jv dx
fj{f,,t l' qu\ e " f = — -.——-L-}. v — L/
dt (1% (0),- %, (1)) = ot axi dr Ox, dr
v oo an '
s e S
a8t 0Ox, 4 Ju

formula bilan hisoblanadi. Shundan kelib chlqlh,_ o{f;ny
funksiyaning (V1.3.1) sistemaga ke‘ra hosilasi deb ushbu

do| or  dv ov n

— =—d— _ﬁ, Foeeb e f, (VI13.2)

dti, o ox RO x, o T
funksiyaga aytiladi. Agar v funlﬁlya ¢ ga bog'lig bo’ lmay, faqat

X ga bog'lig, ya'ni v=v(x) bo'lsa, bu funksiyaning (VL3.1)
smtemaga ko'ra hosilasi

i

d v F oo . 8v du
= e - +— e —
), . 8% 'f' ax, % ax,. %
ycdgi}
Ayl dv oo av
—| =gradv- f, gradv —_( —_—
E di! ~F S ¢ \8x, 6,\ al

i
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formula bilan aniglanadi.

Agar o(x) (/ ga boglig bo‘lmagan) funksiva x =0
nugtaning biror B; (5> 0) atrofida C' sinfga tegishli, ?(0)=0
va shu atrofdagi barcha x £ G nugtalarda v(x) >0 bo‘lsa, u holda
pu ©(x) funksiyani amiq musbat funksiya deymiz va buni
(x)> O kabi ifodalaymiz, | |

Masalan, v(x) 3| x||? yoki uMumiyrog
wx) = Ax} 420 4+ A X2, bunda A > 0,4, > 0,..,4,>0,
funksiya  (kvadratik  forma)  anmiq  musbatdir.  Lekin
o(x,y)=(x-y) funksiya nomanfiy bo‘lsada, anig musbat emas.

Tushunarliki, (x) aniq musbat funksiya x=0 nugtada

minimumga ega. Demak, uning shu nugtadagi xusu51y hosilalari
rolga teng:

0 ov(0) _ Jo(0) -0

ox, ox, Ox, '

Faraz qi]aylik; ?(x) funksiya x=0 nuqtadaning Siror
atronida C* sinfga tegishli, hamda

o0)=0,% DO _ | 200
dx,  Ox, ox,
bo‘isin. U holda Teylor formulasiga ko‘ra
s
o(x) =~ Z a5+ a5, a, = 22D a(x)——0.
.&) | ' 6 ax ¥

‘ , i
Bu formuladan ravshanki, agar 5 Z a,X, X, kvadratik forma aniq
P

musbat, ya’m Z %X, 2 Al x|| (4, > 0) bo‘lsa, u holda
£J !
v(x} funksiya ham aniq musbat bo‘ladi. Agar bu kvadratik forma

nomanfiy bo'lsa, ?(x)ning aniq musbatligini yoyilmadagi yuqori
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tartibli had, ya'ni a(x)|| x|{* aniglaydi.
. Kvadratik formani aniq musbatlikka tekshirish uchun
aigebradan wa'lum bo'igan Sil’vestr mezonidan foydalanisi

¥
murnkin, Bu mezonga ko‘ra Z a,x,X; kvadratik forma aniq
k. j=b '

musbat bo‘lishi uchun uning matritsasining ushbu

| | a, .. a,
4y

AI:a”,Aj:[ oA =

&,y

barcha bosh ﬂiagonal imnoriari musbat bolishi yetarli va zarurdi
Misol 1. Ushbu o=0v{x,y)=1+x"+x —cos(x—}
fuhksiyéni aniq musbatlikka tekshirayhk.
&—r Tevlor formulasiga ko'ra

| ?
IJ=-2—(3x2 —2Xy+ ¥ ) +...,

bunda ... bilan yuqgor tartibli hadlar belgilangan. En
3¥2-2xv+ p kvadratik formaning matritsasini tuzib, uning bo
diagonal minariarini hisoblaymiz:
C3 0 - 3 —ll
LA =3>0, A= =2>0.
-1 1 P

Demak, Sil'vestr mezoniga ko'ra 3x* —2xy+y° kvadratik forma,

va, demak, berilgan o(x,y)=1+x" +x° —cos(¥—-)) funksiva
ham aniq mushat. ©
fzoh.  3x”-2xp+ ‘y2 kvadratik  formaning  anig

musbatligint  Sil’vestr mezonisiz ham asosiash mumkin. Buning
uchun bu kvadratik formadan io‘la kvadrat ajratish kifoya

3 = 2xy 4y = (x—yY +2x7.
Endi (V1.3.1) sistemaning x{¢) =0 yechimini turg unlikka
tekshirishda ishlatiladigan ba’zi teoremalar bilan tanishamiz.

-
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Teorema  (Lyapunoveing  turgtuplix  haqidagl
(eoremasi). Agar (VI1.3.1) sistera uclun ushihu

do
o(x)> 0 vu __1 <@

ih
shartiarni  ganoatlantiruvchi ©(x) (aniq mwmsbat va (VL?':I)
sistemaga ko 'ra hosilasi noldan kichik yoki unga teng) Junksiva
maviud bolsa. w holda (V13.1) sistemaning x(t)=0 yechimi

furg ‘uit beo ladi. )

#— Yetarficha kichik ixtiyoriy £ >0 (g<p, £<P) 50
erilgan bo'lsin. S ={xeR"| ||x|=¢} sferada (S— kompakt)
o(x) funksiya vzluksiz. Demak, u Sda o‘zining eng kichik
giymatiga biror x, € § nuqgtada erishadi: mi?v(x) = v{X) =M.

p(x)>=0 bo‘lgantigi uchun m=v(x.)>0. o(x) funksiva
vzluksiz va ©(0)=0 bo‘lganligi uchun esa uzluksizlik ta'mifiga
ko'ra shunday- 5 >0(& <e) topamizki, f|x||<& ekanligidan
o(x) <m tengsizlik kelib chigadi. Endi topilgan & ning turg'uniik
ta'rifidagi ¢ bo'lib xizmat qilishini ké‘rsatamiz. Buning uchun
(V13.1) sistemaning boshlang'ich giymati |x°| =] x(z,)) < & shartni
qanoailantiruvehi  ixtiyorty x=x(f) = x(t;:ﬂ,x“) yechimini
qaraylik. Bu yechim bo‘ylab v(x) funksiya o smaydi, chunki
berilganga kora
duo(x(t)) _dv <0
dt dati,,

Demak, barcha ¢ 2, paytlar uchun
o(x() s p(x(t, ) =o(x") <m,
Chunki {{x®l< § = v(x") < m . Shunday gilib, x = x(f) yechim

bech gachon § sferaga yetib borolmaydi, chunki bu Sfefadﬂ_l
(x) > Demak, x = x{(} yechim o‘ngga cheksiz davom etadi
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va Barcha ¢ > £, lar uchiun || x(9)f < & hafn bo‘ladi. &

Turg'untik haqidagi teoremaning geomefrik ma’nosini
ochaylik. ©{x)} aniq musbat funksiyaning o(x)=¢ (¢>0 va
yetarli kichik) sath to'plami x =0 nuqtani qurshab oluvchi yopiq
sirtdan iborat. -0<c;‘-<c? bo‘lganda v(x)=¢, sitt ®{x)=c, sirt
fchida joylashadi (V].4- rasm}. -

wWx)=cy

V1.4-rasm. 2{x) aniq musbat funksiyaning sath to'plamlari

Ma'lumki, grade vektori ©(x)=¢ siriga perpendikulyar
va. .. 7{x) funksiyvaning 0°sish yo*nalishini
dv

ot

aE

ko‘r_sz‘t_'tadi =gradv: f <0 shart grade normal vektor va
f tezlik vektorining orasidagi burchak o°tmas yoki 7/2 ga teng
ekanligini anglatadi, Bu esa tracktoriya ©(x)=c¢ sittning ichiga
qarab Kirishini yoki shu sirtda qolishini bildiradi. Demak,
S=IxeR"| ix|=s! sferaning ichida joylashgan v{x}=¢
sitdan  boshlangan yechim shu sirtdan tashqariga chiqib
ketolmaydi, ya'ni u S={xeR"|||x|j=¢} sferanining ichida
qoladi (V1.5-rasm). Boshqacha qilib aytsak, (V1.3.1) sistemaning
nel-yechimi turg un.
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VI.5-rasm. Harakat #(x) = ¢ sirtning ichi tomonga yo'nalgan

Isbotlangan teoremadagi ikkinchi shartni k iri

. : hgan _ uchaytirib,

asimptotik turg‘unlik hagidagi teoremani hosil qilish mumk:in.ﬁm

o T.e)mjma gl;[‘ya(l‘:;x novning asimptotik turgfunlik hagidagi
remasi). Aveali [.3.1) sist ] ror

i ) sistema uchun nol nuqlaning biror

dv
{x)>=0 va i = -wx)<0, x=z0,
m
sharilarni ganoatlantiruvehi v(X)va wliksiz w(x) funksipalar

maviud bo'lsin, U holda (V1.3.1) sistemani
; 1) aning x(f)=0 i
asimptotik turg ‘un bo ladi. g x(0) yechimi

» &~ Bundan oldingi teoremaning isbotida yetarlicha kichik
"f fyorty £>0 son uchun shunday & >0 topdikki ‘i
Qlymati | %9 =fx(t) <& shamfi qanoatifaili]::':r;:io Siia::fo:{:];
ij(t) yechim uchun barcha 21, paytlarda |[x(f)|| < & bo‘ldi
i: :;;::iﬂ;ist.emaﬁing x{t) =0 yechimi turg‘up. Endi biror e’
o S0 ni t:aymla?, boshlang‘ich qiymati | x| =| x(f0)| <5
Qancatiantiruvchi barcha x = x(f) yechimlar uchun

X} =0 ham bo‘lishini ko‘rsatamiz va x({)=0 yechimning
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asimptotik turg untigini isbot_}aymiz.

Dastlab aytiigan har ganday X = x{f), |x(1))} <&, yechim
uchun lim_z:{x(t)):o ekaniigini ko‘rsatamiz. Berilganga ko‘ra
do(x(t)) dv _

qux) )) —i <0 bo'lgani uchun w{(x(7))
dr di L

funksiya keng ma'noda kamayuvchi va chekli . limoe(x(t))= r,
[—%tat

mx(M=0,

rz{0, limitga ega. Biz r>0 bo‘lohmasligini isbotlaymiz.
Teskarisini faraz gilaylik, ya’ni r >0 Bo‘lsin. U holda limitning
ta'rifiga ko'ra shunday f, topamizki, barcha f24f lar uchun
x(1)>r /2 bo'ladi. Endi v{x) ning wvzivksizligipa ko‘ra
shunday A.>0 ropamizki. ||xfj<d. bo'lganda v(x)}<r/2
tengsizlik bajariladi. Demak, f = £, bo‘lganda [{x(/)l= 5.

tengsizlik o'rinli bo'ladi. Shunday qilib, ¥ 2 1. paytlarda x = x(1}
yechim 9, <|{xl|< & kompaktda joylashdi. Berilganga ko'ra w(x)
uzluksiz  funksiya uehun  x#0 da  w(x)>0. Demak,

S.<lxfl<&  kompaktda w{x)}> min w(x) = f>0. Yana
a5l <

berilganga ko‘ra

e P —

P

{x(tN—vix{,)) = j.

ya'm of \‘l’[))——-—)wo' bu esa barcha ¢ >¢, lar uchun o‘rinli
bo'lgan o{x(1)}>r/2 tengsizlikka zid. Shunday gilib, farazimiz
noto'g'riva r=0, ya'ni hm 2?(.1{!))

Endi tim v(x(!)) =0  munosabatdan lim x(r) =0

ekanl'ig”iﬁi keltirib chigarish goldi. Teskarisini faraz gilaylik, ya'n
X = x{f), i,k(rﬂ}‘ <. yechim uchun  shunday £, >0 va
LY SO A .=+ topilib, ulal uchun || x|z 80, keN,
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engsiziiklar o‘rinli bo'lsin. Bunda £, <& bo‘lishi kerak, chunki
{x(¢l<e.  RaVshanki, Sllxll<s kompakida
p(x) 2 mimmumo(x) 2 > 0. Demak
so<iise
R N=m>0, keN.
uesa Jim o(x(1))=0 bo‘lishi kerakligiga zid. &

Lyapunov  0v{x)»>0 funksiyalar o‘rpiga umumiyrog
o(t,x) funksiyalarni ishlatib, keltirilgan teoremalarga qaraganda
auchlitog  teoremalarnt  isbotlagan., Yechimlarni  turg‘unlikka
ekshirishda ishlatiladigan funksiyalar Lyapunov funksiyalari deb
staladi. Lyapunov funksiyalarini qurishning umumiy metodi mavjud
emas. Konkret sistemalar uchun uning tuzilishidan kelib chiqib,
Lyapunov fimksiyalarini u yoki bu ko‘rinishda tanlashga harakat
qilish mumkin. Ba’zan Lyapunov funksiyasini kvadratik forma
ko*rinishida qurish mumkin bo*ladi.

Misol 2. Ushbu

X = y+axty? -4y
¥ =-x-2y" -4dx'y
sistemaning x({)=0,y(1)=0 yechimini (muvozanat holatini)
turg‘unlikka tekshiraylik.
&—r Lyapunov funksiyasi sifatida ushbu

(V13.3)

' 1 . .
0=p(x,y}= E(x2 + yz) kvadratik formani tanfaymiz. Uning aniq
musbat ekanligi ravshan. © ning berilgan sistemage ko‘ra hosilasi

drv 1
— =—{(2xx+ 2"y =
i (VI3 4

=%(x('_y+4xz_yl 4%y + p(-x~2)° ~4x' y)) =

=—(2x% + y').
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Démak, - wix y3=2x"+p"  deb tanlasak, Lyapunovning
asimptotik  turgtunhk haqidagi teoremasining barcha shartlay
bajariladi.  Bu teoremaga ko'ra  (V13.3) _ sistemﬂqing
x(N) =0, (1) =0 vechimi asimptotik turg'un, &

Chetayevming quyidagi teoremasi Lyapunovning noturg'ip
yechim hagidagi teoremasining mubim umuomlashishidir,

Teorema  (Chetayevning noturg‘unlik  hagidagi
teoremasi). Avraylik, (V1.3.1) sistema vwchun quyidagi shartiarn
'gfa@?(}adam‘innﬂd?i U soha va ©v=0(x) funksiva (Lyapumoy
j‘i__:ﬁks{;fdsi) maviud bo ‘lsin: 3 -

- 1U soha 0eR” nugtaning biror B, atrofida yotadi,
yani U'c B, va bedl

WooeCual), U sohada ©>0C, lekin U ning
B, dagi gismida 0(X) |oinp =00 '

¥oe YUY va biror we C(UVBU) funksiva uchun
fefli+we) xel’ bolganda

iz’_zj 2uw(x)>0.
L L
[/ holda (V1.3.1) sistemaning x(£y =0 yechimi noturg un bo ‘ladi.
g Teskarisini faraz qilaylik, ya'mi x{r)=0 yechim
turg'un bo'lsin. U holda ta’rifga asosan g, >0 songa ko'ra
Shunday &>0

topiladiki, boshlang‘ich giymatl

fx¥f=(lx()ll< &  shartni = ganoatlantiruvehi har  qanday
x=x(fy=x(r:4,.x"} yechim uchun barcha {2/, paytlarda
lxll< e,  x(1)e B, ) bolad. '
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VI.6-rasm.

0edl/ bolganligi uchun x° =x(t,)eU.||x’||<38, tanlab,
shunaqa boshlang‘ich qiymatli x = x{f) yecbimlar uchun barcha
121, farda ham {{x(#)[j< & bo'lavermasligini ko‘rsatamiz.

x(hel tegishlilik saqlangunga gadar teorema shartiga ko‘ra

ﬂ:@ﬂzi‘;—’ >0, yani ©{(x(f)) o‘suvchi bo‘ladi Demak,
f {

m
bunday  flar  uchun  o{x())>o(x{¢))=v,>0. Endi
O ={xel/wdl|v(x)=1v,} to‘plamni qaraylik. Bu U toplam
yopiq, chunki I/ al/ yopiq, 7{x) esa uzluksiz bo’lganligi uchun
Uning ixtiyoriy p  limit nugtasi uchun pelUwolU va
vy)zuv,, ya'ni ye . U to'plam chegaralangan hamdir,
chunki uning' nugtalari  wchun  {|x||I€£s5,.  Demak,
GCUU@U—kompakt va Uda w{x)= >0 hamda v(x)
Yuqoridan chegaralangan. Qaratayotgan  x(¢f)  yechim U
to*plamining chegarasi*gacha vetib kelolmaydi: A7 ning B, dagi

Gismida v(szzin >0, lekin ©{x) Iah,nﬁ;l:(}'; - aU  ning
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OB, dagi qismida )jx{|=&,, yechim uchun esa barcha 27

paytlarda [|x(f)]l < &,. Teoremaning shartiga ko‘ra x{f) yechim

uchun . ffﬁ(d-xf'(_f)) zwlx{H)zp>0. Bundar
o(x(N) Z o(x(f N+ Pt~ 1 )y 0. Bu munosab:f

o{x)ning U da chegaralangantigiga zid. Demak, farazimiz
note*g'ri va teorema isbot bo‘ldi. &

Misol 3. Ushbu
x'=y—2x*
y=2xy+y’

sistemaning x{?) =0, p(+) = 0 yechimini turg‘unlikka tekshiraylik.

g U soha sifatida birinchi chorakni olib, o{x, y)=xy
funksiyani qaraytik. Ravshanki, (0,0)éd8/va U  sohaning
chegarasida o{x,0)=ov(0,3}=0. 0o(x,y}=xy funksivaning
berilgan sistcraga ko‘ra hosilasi I/ sohada

- d
=Xy = (p= 2y a2y ) = ey

dv |

= =w(x, ) >0, w(x,)) =y +x", x>0, y>0.
t

Chetayev teoremasining barcha shartlari bajarildi. Demak, berilgan
sistemaning x(¢) =0, 1(f) =0 yechimi noturg'un. &

V1.4, Bivinchi yaginlashishga ko‘ra turg‘nnlik

{VL3.1} sistema ushbu
X' =Ax+g(1,X) _ (vid.1)
ko‘rinishda bo'lsin, bunda AeM, (R), geC(RxB;R').
g(t,x) vektor-funksiya x bo'yicha lokal Lipshits shartin
qa.noatfani:iradi va |lg(r, )< a(0llx). a(x)—+0, deb
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hisgt?lanadt. Xusgsan, &€1,0) =0 va
yechimga cga.

C Agar {(VI41y o
& ) sistemads X0 da yuqori tartibli cheksiz

kichik migdor g{l,x} p; tashl
ab P . * x
Csemasi deb atauveh, yuborsak, birinchi yaginlashish

(V8I4.1) sistema x(¢)=0

- 0 it Y = Ax V42
sistemani  hosil gilami, T (VL & )
chiziglilashtirilishi deb by OXirgi chizigli sistema (V1.4.1) ning

Dastlab (W.{z;ngumiladi.

o itinchi yaq; i i i
ov funksivasing yaginlashish sistemasi uchun
Lyap_un fiv b ;]y "M barcha Xarakteristik sonlarining haqigiy
gismi manity bo'lganda Quraylik
Lemma. Agar -
A A matrisaning barcha A , xarakreristik
fari uchun Red < ‘ !
::n ?r:%lik haqida;;g bo'lsa, y hoigq Lyapuncvning asimptotik
1g i CCorenige: . ; i
Lynpunov fisnksiyasi mavyj,, de’nml Shartlarini  qanoatlantiruvehi

g— Lyapunov fonksiyasini

'U(x) = (.J.',O.t} = x?Qx .
. (QeM & ; ;
::’ve‘!dratlk. forma ko'rinishig, iZ]ami;TjRi) stmmem].& 1"f\atr1tsa)
o°ra hosilasi - Uning (V1.4.2) sistemaga
dv dx’
o =——{IX + 57 dx " "
Aty e dt O+ Q;‘,;:(Ax)‘gx +X'QAx =
= -‘:TATQX: =+ ‘-'3" .
- QA'X‘: e 4T,
Demak, agar Q maﬂ‘itsam uShbu X (A Q+QA)x .
40404 _
shartdan tanlasek, 1 hoidaQ Tk (V1.4.3)
do .
1 ey o
gz T (o) Sl )

(VI.4.4)



matritsaviy Koshi masalasini garaylik. Bu masala
X(H=E+A"- IXI’r)dT+ JX(r)a'z" A (VI45)

integral tenglamaga ekvwalent. Agar uning 1‘->+ooda nol-
matritsaga intiluvchi yechimi mavjud va mos xosmas integratiar
yaginlashuvch bolsa, u holda

4" [X@ydr+ [X(e)dr-A=-E
tenglik o'rinli bo'ladi, ya'ni {(V1.4.3) tenglamaning
Q= j)((r)d:

yechlml topiladi. (VI1.4.4) KOSh! masalasining yech:mml
X(H=Y2(n

ko‘rinishda izlaymiz. Buni (VI.4.4) ga go‘yib,

}”(z)Z(;‘) +¥(DZ'(1) = A"'Y(t)Z(t)+ Y(HZ(HA,

YiOZ()=

munosabatlar qanoatlanishi uchun _

ViOy=A"Y(1), Z)=Z(NA , Y(0) = E, Z(0) = E,

deymiz. Bularni vechib, _

| Y=, Z(1)=e"

ekanligini topamiz. Demak, (Vi.4.4) Koshi masalasmmg yechimi

ushbu .

Ar(r) r{ J A
simmetrik matritsaviy funksiyadan iborat. R
Endi €7  matritsaning  elementiarini  baholaymiz.

a,=Rek , B,=Im2, deb, ¢" matritsaning elementlarini
> e {pf {i)cos(ﬁ_fr)+q_,.(f)sin{ﬁjl))
j=t
ko'nnishda  yozamiz, bunda p (), g,{t) - haqiqiy koeffitsientli
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ko'phadiar, Shartga ko'ra maxa,;<0. Ushbu maxa, < -o <0
A i
shartni  qanoatiantituvehi ixtiyorly @ >0Osonni  olaylik.

max &, +0 <0 bo'lgani uchun shunday ¢ > son topiladiki,

un;ng uchun

Sl M p O] <c, e Mg ) <e (120,7=12,...,5)
bo‘ladi. Endi €” | @,,{1)]} matritsaning elementlari quyidagicha
baholanadi:

o, (0= (2,0 cos(ﬂ_,r)+ ¢,(Dsin(B,) <

4=t

,m{z (a;+ nr}f (f) +Ze[a’;+alf (f)f ]
J=i

<2sce™ (1> 0). o C(VIA.6)

" ) T - 5 ) 3 .
(e*Y =¢“ bo'lgani uchun ¢ matritsaning elementlari uchun

ham shu (VL4.6) baholashlar o'rinli. Demak, X(,!‘)=e”’re""j
matritsaning X, (1) elementlari uchun

+a

I |x,,(#)jdt < const - f e dt < +o0 |
i

Shuning uchun (V1.4.5) tenghkda f— +oo den hm:tga o‘tish -

mumkin. Natijada

0= TX (*)dr = Te"“é"‘*dt Q' =0

{x, ()< const-e”

deb
Zi(x)_x Ox = J'x; e xdl = J'(emx e”x)df j“ e.-qx” df

f”“I'iSl,\,atm topamiz. Oxirgi formuladan ravshanki, {x)}»0.
Qu“hShlga ko‘ra

2™



. o

Lt

= (). w(x) x|

&1

Shunday gilib, qurilgan z?(x'jz ﬁle”’xl]zdl 'funksiya iziangah
.f\} .

Lyapunov funksiyasidir. &

Teorema (Birvinchi vaqmlashlshga ko‘ra asimptotik
turgrunlik - hagidagi). Agar A matritsaning  barchg
A, xorakterisuk  sonlari  wchun  Reld <O bo'lsa, (Vig)

sistemaning x(£) =0 yechimi asimptotik turg un bo ladi.
#— Asimptotik turg‘unlik haqidagi Lyapunov

teoremasidan foydatanamiz. Lyapunov funksiyasi sifatida birmchg
vaqmlashlsh sistemasi uchun qurilgan

+al

v(x) = Z 4, %%, = x'Qx = jﬁ{e"*.\',e"“x)dr,
3}

kd=1
0= fe"edr =|\gll -
3]
Lyapunov funksiyasinit olanuz. Uning (VIA4.1) sistemaga ko'ra @

d!
hosilasint hisoblaymiz -

dvi = gradv - ( Ax + g(1,x)) = gradv - Ax + grade- g(r, x)
di fvidy
(Vid'
Bu yerdagi birinchi qo*shiluvchi uchun lemmaning isbotida
E{E\ =grade- Ax =~ ||x}i* (V[_4‘8)
at Ic&; '

ekﬁhlig’i ko‘rsatilgan edi, . Ikkinchi 'qo‘shiluvchini baholaymiz.
Tusht__marliki,
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o
= G XX =2 % { R
&, 5‘1’ ;: ety = Z‘?H j= )

Deinak, Koshi-Bunyakovskiy tengsizligiga ko'ra

Z4=2 g}qj,x,

ax ;

gz Zqif HxH 55“”” b }':1,2,---,71;
i=1

bunda c= Zmax Zqﬂ . Demak,

=l

lgradofi= /21-671 < el x) .
£= i

vana Koshi-Bunyakovskiy tengsizligiga ko‘ra
grade - g(t, x) sligrade]l [ig(r, x)li <
< el xjla()fix]| = (V1.4.9)
=ncoflx)|l x|’
ndi {VI.4.9) va (V1.4.8) munosabatiardan foydalanib, (VI.4. ?) dan
1 : . .
Wx)< P shartni ganoatiantiruvchi barcha xlar va ixtiyoriy
¢

'

20 uchun

dv

dr
<anligini topamiz. Demak, (VI4.1} sistema uchun asimptotik
tg‘unlik hagidagi Lyapunov feoremasiga ko'ra uning x(f) =0
:chimi_ asimpiotik turg‘un, &

Misol 1. Ushbu |
X"+ ()" +x=0 _

Yenard tenglamasini qaraylik, bunda he C '(R) va h(()j'.: 0.Bu

"glama x(£) =0 nol yechimga ega. Uning turg-unligi deganda
0g

el ool <= P
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J¥=y-nx

{y' =-x
normal sistema nol yechimming turg'unligi tushuniladi. Oxirg;
sistemani chiziglilashtivamiz; :

x'=-H({0)x+y

{y' =X
Bu chizigli sistemaning xarakteristik tenglamasi

A+ HMYA+1=0. .

Ravshanki, agar #'(0) >0 bo'lsa, xarakteristik sonlarning haqiqiy
- qismi manfiy. Shuning uchun yuqoridagi sistemaning va, demak,
L’yenard tenglamasining nol yechimi asimptotik turg'un.

h{x)=x—-x"/3 bo'lganda L yenard tenglamasi ushbu
x"+(I~x)x'+x=0
Van der Pol tenglamasiga aylanadi. Van der Pol tenglamasining nol
yechimi turg undir, &

Teorema (Birinchi yaqinlashishga keo‘ra noturganlik
haqidagi). Agar A matriisaning biror A, xarakteristik soni uch
Red, >0 ho'lsa, (VL) sistemaning x(1) =0 yechimi noturg'un
ha ladi.

Bu teoremani isbotsiz qabul gilamiz.

Agar maxa, =maxRed, =0 bo'lsa, turg‘uniik yoki
s '

noturg‘unlik birinchi yaginlashishga ko‘ra hal qilinmaydi: Bi_i'holda
x(f}=0 yechimning turg‘unligi yoki noturgiunligi (VI4.1)
sistemadagi yuqori tartibli had  g(£,x) (jg(t, x}|< a(x)||*!;
a{x}——~>0) bilan aniglanadi. '
Misol 2. Ushbu
x'=y+dx’y? —4x°

{y’ =-x-2)" —4xy
sistemaning nol yechimi asimptotik turg‘un. (V1.3. banddagi misol
2 ga qarang). Uning chizigli gismi
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q'ilgan va 0=10,6=8/3
Siste ’ ,

Vo=—x

sistemadan tborat. Xarakteristik sonfar ’11.2 =1i. Demak, birinchi

Yaqinlashishga ko‘ra nol yechimni turg”unlikka tekshirib bo‘lmaydi,
' Misot 3. Ushbu '

X =yp-25
Y =2xp+

sistemaning  nol yechimi, bizga ma’lumki, noturg‘un (VL3
banddagi misol 3 ga qarang).
Sistemaning birinchi yaqinlashishi

xX'=y
y=0

uchin  xatakteristik  soniar 4, =4, =0, -Demak,  birinchi

yaqinlashishga ko‘ra nol yechimnining turg‘unligi hagida hech
narsa deb bo‘lmaydi, €

VLS. Lorens sistemasining muvozanat holatlarini
turg‘unlikka tekshirish

Ushbu
X =—ox+oy
Y=r~y—xz
Z'=—bz+xy
Lorens differensial tengiamalar  sistemasini garaylik, bunda

O, r. h-—- J H
1,6 musbat o‘zgarmaslar, Bu sistemani Lorens (Edward N.

Lor .
atmg?;:z - M{:tssachusetfs texnologiva institutida metereolog olim)
Sieradagi havo ogimlarining matematik modeli sifatida hosil

a # =28 holida o‘rgangan. - Lorens
Masining muvozanat hotatlari
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A

s A ST BT Seinsi i s

—ox+oy=
rx—y—xz=0
\—bz+xy=0

sistemadan topiladi. Ixiiyorly r>0 uchun  bu  sistem;
x=0,y=0,z=0 yechimga ega. Agar r>lbo'lsa, yana ikkit
Jmuvozanat nuqtasi hosil bo‘ladi:

: X=X Y= Vp =52y va X=—Xp Y= =Yy 252
%i(z‘az};ﬂz1/f7(r~ D,z =r-1) -
:'f x=0,y=0,z=0 muvozanat nuqtani turg‘unlikk:

’tekshuayi:k Bu nugta atrofida  Lorens  ststemasinip
¢ chiziglashtirilishi

X' =—cx+ay

Y=p—y
7' =~hz
ko' nm.ghga cga- Xarakteristik tenglana
|-c-4 o o]
r -1-4 0 |=0.
0 0 -h-A1

Xarakteristik soniar

A= A, = %(4 —otfiro) —do-1)).

Agar 0<r <1 bo‘lsa, hamma xususiy sonlar manfiy va, Loren
sistemasining nof-yechimi asimptotik turg un.

Agar P> bo'lsa, /12=—1;(—1*0'+J(1+O')j-40'ﬂ—f')j

xarakteristik son musbat va Lorens sistemasining nol-yechitm
noturg un. Demak, r =1 da nol-yechim turg* unligi almashinadi:
r= bo‘lganda xarakteristik - sonla
Ay==h, A, =0, A, =—(I+0) va chiziglashtiriigan sistem
Lorens sistemasi nol-yechimining turg’unligi hagida hech nars
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deya oimaydi. Lekin bu holda Lyapunov funksiyasini qurishga
|1a:akat qilish mumkin. Kvadratik forma ko* rmss}udagt ushbu

U—’U(x y:z) /o +y +22
anig musbat funksiyani qaraylik. Bu funkmyaning Lorens .
sistemasiga ko‘ra hogilasi A

‘;‘;?-2 (—ox+oy)2y(rx—-y— xz)+2¢( bz*xy)— ..

=—2((x-“£§ly)z +[1—L Zlf ]yz +bzl).

Agar r <1 bo'lsa, qurilgan 7 funksiya Lyapunovning asimptotik
turg'unlik hagidagi teoremasi shartlarini qanoatiantiradi; demak
yana nol-yechim asimptotik turg‘un.

f=1 holini qaraylik. Bu holda 7 fuoksiva Lyapunovning
turg'unlik haqidag: teoremasi shartlarini qanoatlantiradi; demak, bu

holda nol-yechim  turgfun. ﬁ=~2((x y) +bz,) hosifa

x=32=0 to'gri chizigda nolga aylanib, boshga nugtalarda
qat’ty manfiy. Noldan fargli har ganday yechim bu to‘g‘ri chizig
bilan uchrashgach, undan albatta chigib ketadi, chunki bunda
2'=-bz+xy =x* # 0. Shuning uchun vaqt o‘tishi bilan yechim
o=x*/c +y' +z° funksiyaning x /o +y’+z' =c(c>0)
sath to'plamlarini (eljipsoidiami) ¢ ning kamayish yo‘nalishida

kesib boradi va koordinatalar boshiga intiladi, ya'ni =1 holida
nol-vechim asimptotik furg‘un hamdir, '

Endi  r>1  holida x=x,y=y,z=27, va
Y=—xpy==-y,,z= Z muvozanat nugtalarni turg'unlikka
tekshiramiz, Buning uchun Lorens sistemasida ' '

x= u+x0,y«a-v-e-v{,,z—w+é0 o

almashtirishn; bajaramiz, bunda w,v,w— yangi nema’lum
funksiyatar. Nati jjada : ' \
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[u' =~autav -

x,=~JB(r-1)

SISteﬂaga kelamiz. Bu sistemaning birinchi yaqginlashishi uchuu
xarakteristik tenglama

v =u—v- X W — Uw

W= X+ X, —bwt uv

oA o Q
1 -1-4 -x,

Xy x, —b-A4

=0.

Bu tenglama x,ning ishorasi o‘zgarganda o‘zgarmaydi, ya’'ni
X=—X,¥=—),,Z=2, muvozanat nugta uchun ham shu
xarzkteristik tenglama hosil bo‘ladi. Xarakteristik tenglamani

A b+ DA +B(e+ A+ 20b(r-1)=0
{(oc>0,b2>0,r>1),
ko'rinishda yozish mwumkin., Bu tenglama ildizlarining haqiqiy
qismi manfty bo‘tisht uchun L enar-Shipar mezoniga ko‘ra

(o+h+ D o+r)p-20b(r-1)>0
shart bajarilishi kerak, Oxirgi shart
{c-b-r<o(oc+h+3)

o =10, b=8/3 holini garaylik. Oxirgi
tengsiziikdan r <r,, r, ~ 22,74, ni topamiz. Demak, 1<r <7

téngsi?:likka teng kuchli.

bo‘lganda qaralayotgan muvozanat nuqtalar asimptotik turg un,
#>r, bo'lganda esa ular noturg'un (Lorens tekshirgan holdz
r=28>7 bo'lgan). r=r, da bitta manfiy haqigiy qismii va

ikkita sof mavhum xarakteristik sonlar mavjud. Bu kritik holm
tekshirmaymiz.

Qaralayotgan mstemamng vechimlarini (}'—10 b=8/3.
r=728 holida Lorens sonli usullar yordamida o‘rgangan. U
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yechémlarning to'satdan betartib ravishda 1o (~J72;\#72 ;27), tc

(_,v7 72;27) noturg‘un muvozanat nuqtaleri atrofida buralz

poshlashini aniqlagas (V1.1.7-rasm). Bunda yechlmiammg necha
marta bir muvozanat nuqtasi atrofida buralib so‘ngra ikkinichisi
atrofidga o°tib buralishi ham betartib bo‘igan. Yechimlaming
tartibsiz o'zgarishi boshlang‘ich giymatga kuchii bog'liq bo‘lgan.
Yechimning bunday betartib tabiati xaos deb ataladi: Xaos
nazariyasida nochizigli dinammk sistemalarning turg‘un bo* !nagan
davrsiz yechimiari tabiati o‘rganiladi.

VI.7-rasm.
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Masalalar : 7, Ushbl

._._‘. ’_ ) 2 )
1. Chizigh o'zgarmas koeffitsientli sistemaning turg'unligi tog'risidag; I At Hhe(x® +y7)
teorema shartiarining zarur ekanlgini isbotiang. _ VE-x+(x” + v?)
2. Agar 4 matriisaning barcha A, xarakteristik sonlari uchun ReA. <9 sisternaning nol-yechimi k>0 holida

ba'lsa, ushbu ' noturg'un ckantigini ko'rsating,
8. Quyidagi sistemalaring fazaviy pertretlarip; quring:
&

wrg'un, k<0 holida. es;

o(x) = 'J'(e“ x,e”x)de funksiya ma'noga ega va uning X' =Ax ¥ =, [y —
; 1. { o 2. i o
: Y EXT Ay =2 2
sistemaga ko'ra hosilasi uchun il =—{ix{® bo‘lishini bevos_ig-% | T
A =Ax - - ' ’
isbotlang, . 3. {} L 4). !x T
3. Faaz qilaylk. {4,B,C}cM, =yt —6x y 4t V' =x/2- 7

(RY bo'lsin Agar A va %?
mairitsalarning barcha & J\araklensuk sonlari uchun Re;p <€ bo'lsa

g .
5). { ARSI CD {x‘ = (1= x-pp),

holda SR F N AT (u=>1)
e | =y D=, Y= A=Y+ px).
X = J' eMCe dr (¥ el ]
| - 7 FEAE0-0), e et 1y,
matritsa an'q{smgan {xosmas mteg{al yaqm]ashuvchl] hamda u - ¥ = x4 (l~x by C
: TAX+ XB=-C ' Y =2y -2 -xp).
tcnglamanmg ye;hmn bo*lishini ko rsating. , 5 . »
4, Ushbu P : . ' gy JF Ty +axy© -y,
L 7 (#=0,7=0)
J'x =—j+l =AY —x + o,
lv ‘-—'_x+v S [
F_ 4 + .9

aistemamnﬂ nol-ycchlmlm turg unlikka tekshirmg L 10} T =(=-3x"+6x"y" + P+ y2 )"3”‘,.;_
5. Ushbu . o : o i__v’:ngﬁ(xz _’_yz)-yz_

j Y= YT P 9. Fazaviy portretni quring:

Wi=osim | ‘= = xe

s:stemamng ne!-yechumm turg‘unlikka tekshiting. - ) { , ¥ -x+y) 2) 4":
6. Ushbu . . Y =y2-x-y) y'=~——_x;-___ﬂ

[x'zy_-x} [ 1+3x2 Y

A . “ ‘

lly' = _—x-‘ - y-' 3) * 2’}] " * k}
sistemaning nol-yechimini turg ‘unfikka telshiring. V=x_ x—y (+x'+x-x =0)
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4) {x i (X" +x’+x+x =0) 3) ]l,_ .sm_v
V- —x—y \y = 8inx
16, Ushby
[x'=-ox+ay
! ¥ =X — p Xz {o,r, b —musbat sonlar)
L' =—hz+xy

L.orens sistemasining yechimlari {—w, +e0) oralig'ida anqlanganligini v;

uning barcha iracktoriyalari nol hajmii to'plamga intilishim ishotlang.
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~ <I'y}I BOB. YECHIMNING PARAMETRGA SILLIQ
" BOG'LIQLIGI VA UNING TATBIQLARI

v'ﬂ.l..'Yechimning boshlang‘ich ma’lumotiar va pa_raﬁiét::

- bo‘yicha differensiallanwvchligi ' o
‘Ushbu ' -
x;:f(taxaﬂ) s :
| (VIL1.D)
x|, =% |

u={s s By )eM (M R" —soha) g parametr{lar)ga
bo‘glig  bho‘lgan  Koshi  masalasini  aqaraylik, bunda
(t.x)e DcR™. Faraz qilaylik, har bir (1, X", }e DxM
uchun (VIL1.1) masala ¢e/ intervalda aniglangan yagona
davomsiz yechimga epa bo‘lsin. Bu yechim na fagat ¢ ga, balki
tayinlangan (fu,xﬁ,,u)e Dx M qiymatlarga ham bog‘liq bo‘lad:
va uni biz X = @(5;4;, x“,,u) ko‘rinishda belgilayimiz. Davomsiz
yechimning aniglanish intervali tayinlangan (to,xq,ﬂ) qiymatlarga
bog'liq bo‘lgani (I =1(t,,x",2)) uchun x=g@(t;f,,x°, 1)
vechim (r:4,,x%, g)e IxDxM c R*™™ sohada aniglangan.
Agar (1,,x") tayinlangan bo‘lib, fagat i parametr turli giymatlar
qabul gilsa, u holda x=@(s;4,,x°, &) yozuv o'miga gisqaroq
X=@(f, 4) yozuvni ishlatamiz. Biz vechimning parametriarga
uzluksiz bog‘ligligini L6 bandda o‘rpangan edik. Endi uning
differensiallanuvchiligini o‘rganamiz.

_ Soddalik uwchun parametrlar sonini birga teng deb
hisoblaymiz. Bu holda m =1 , M —soniiinterval, #=pe M.

) Teorema 1 (yechimning parametr botyicha
d‘ffere.nsiallanuvchiligi). Aytaylik, f{t,x,ti).
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FUxB) oy e LORB

X, _ - du
(r.x.p)e DxM  sohade  uzluksiz, (VIL1.YY  masalaning
x=@{t )y yechimi  esa har  bir .y eM  uchum
1€t 1,1, el 1} segmentda aniglangan boIsin. U holda bu
o 1)

Su
(L) el i 1x M bo'lgunda wuzluksiz va u variatsiya uchun
tenglama deb ataluvehi ushbu I

du —%u+éf~

(ee=wu(l, 1)) “hasilasi

i

yechinming }/]

dt dx  Ou
chizigli tenglamani qanoatlemtiradi, bunda  xususly hosilalar
X =@t p) ho'lganda hisoblangan, ya'ni
o _u.xp) o A x.m)|

ox , Ox lx=@(rg0) ou op lx=tp(r;y)
Varidrsiya wchun (VIL1.2) vektorli tenglamaning skalyar ko ‘rinishi

quyidagi vaviaisiyalor vchun tenglamalar sistemasidar iborat:

u| (VIL1.2)

=y

1]

du, N9 9 -0 (=1 |
?‘Z?ax—”f o ¥l =0 (=L, (VILLD)

=1 4

#— Teoremaning shartlariga ko‘ra har qanday iz M

uchun  (VIL1.2) chizighi masalaning ¢ €[f,f,] segmenida
aniqlangan yagona # = u(f; ) yechimi mavjud va {11.6 banddagi
teoremaga ko'ra #(f; 1) € C{[t,.6,]x M} . Bu yechim, ravshanki,

ushbu
i

o Ff‘**’;j*“)‘”u(s;mds N I@f(s,q:ﬂ(:;y),ylds

I i

(VIL14)
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tenglamani qanoatlantirad. Teoremani isbot qilish uchun hostlaning
t2'rifiga ko'ra i€ M tayinlanganda . :

N . . : .
wit ) = o 1)~ @t 1) — ity ) — 1) (FFe M) (VIL1.S)
funksiya uchun ' '
W) l=o(@— 1), B u,
asimptotik tenglikning  o'rinli ekanligini ko‘rsatamiz. Bunda
x =@t jt) vektor-funksiya (VILL.1) masalaning parametr I ga
teng bo‘lgandagi yechimi, ya’ni

do(t, i .
iﬁ’@* = (.9 1), 1)

(VILI.6)
P, =x".
Demalk,
PULE =x"+ J' £(s,@(s: ), f)ds . VILL7)
Shunga o'xshash "
P =x"¢ I Fs, (5, 1)ds (VIL.1.8)

Iy
Endi (VIL1.7), (VIL1.8) va (VIL.1.4) formulalarga ko‘ra (VIL1.5)
dan quyidagini hosil gilamiz:

Wit o) = jly(;; Ads (VIL1.9)

iy

bu yerda gisqalik uchun

H ) S F s, )= (- ) LOEEL 5, -
h(ﬁﬁ#)w, (VILT.10)

ou

F(s. 1)< f(s,0(s:), 1)~ /(5,005 0.0)  (VILLID)
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deb bellgitangan. F(s) = (F (), Fy (). F,{s}) vektor-funksiya
koordinatalarining ko‘rinishini Lagranj formulasi va (VIL1.3) dan
topilgen @13 1)~ @ ) =W (F; H)+(H— el ) tenglikka
ko*ia yuyidagicha almashtiramiz:

Fos = f(s.pss ). @) - f,(s. 005 10), W)+

S +( f (5. 0053 ), m F(ssp(si 00, 1)) =
iﬁ_fL_‘ P(s: 4 1) ) Gf( (g,(:, )y~ e(s )=
| :'n_af?‘“"w‘““)’” )(ﬁ-#)+

1' : o

;,@_fﬁ%ﬂ(w@; )+ (= s ) -
5 o

bu ye;’da

W O (- ). X" = @(s; 1)+ 8, (@5 1)~ (83405
0<8,,.8, <1, j=l.,n  (VIL1IZ

[

Shurjday qilib,

s b of (s, @(s; J). ¢’ ) Of (3, x7, p) ) ~
:_Ep;.(. D ( » S Hss) (A-u
(5. 1"
+ajj(3’x ”u_) wis; t). (VIL.1.13)
. | - ox .
i Bpgj (VIL1.10) dan (VILL.11) va (VI11.13) ga ko'ra quyidagin
: hosit qilamiz:
| | [(aﬁ(s,@(s;y),#”) 5,]€(S,¢(S;ﬂ),#))+
0o e Y= {11 — e e ——
: W}-“‘*#) ()u Ju a't( 5ﬂ
0
(8f{¢ x! ,H) f(S @(s; 11}, ﬂ)) (s ”u)]*
ox cx
236

;__aﬁ(s » x"4e)
ox
- & M o‘zgaruvchining {tayinlangan) ¢t € M ga yaqgin
,ymaﬁaﬂda (VIL.1.14) formulaning o‘ng tomondagi o'rta qavs
ichldagl birinchi va ikkinchi go‘shiluvchitami xoblagancha klchlk
gilish mumkinligrmi ko‘rsatamiz.
Ixtivoriy & > soni berilgan bo'lsin. Uzluksiz funks:yaiar

IRAASLGTION:
ou
funksiya S€[f,,f,] va g ga yetarlicha yaqin 4 lar uchun tekis

uzluksiz bo‘ladi (Kantor teoremnasiga ko'ra). Demak, £ >0 soniga
ko're shunday O =258(¢)>0 topish mumkinki, }ﬁ-pkﬁ o

w(ss@). (VL4

kompozitsiyasi sifatida g (s, 77 =1,..,1)

ekanligidan barcha s € [f,,£,] lar uchun

|01 (s.p(s3 0. 1) 8f (5.5 HHHh
| ou O |
bo‘lishi kelib chiqadi. |fI— <0 bo‘lganda (VIL1.12) ga ko'ra
bie" — pl<| @~ p|< 8 va, demak, s et,.t,] lar uchun
0, (ss@(si )y 1) 3 f(5,0(s: ), 1)
ou - Op
va,demak, vektotning normasi uchun

of (s, pls; )iy 0 (s, (51000 p0)

<&  (VIL1.15)

<ne (VILL.16)

ou ' il
engsizlik ham o*rinli boladi. -
. 3}
Endi 7/{s,x)= f( ( k—l 1) funksiyani
Xk

Waylik. U D sohada _;oylashgan ixtiyorty kompaktda tekis
Urluksiz. Uni D da yotuvehi va @(s; 1), s €[t,,1,] , funksiyaning

&rafigini o' ‘ichiga oluvchi kompaktda qaraymiz. Demak, shunday
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o=oa(e)>0 mavjudki, |¥-x|<o tengsizlikdan barchy
& e[f],lz'] lar uchun '

}aj]g;i‘,ﬂ) - aﬁ-(;;&ﬁ}lrg'_ o (__Vli.l,n)
. &

cké‘nligi Lelib chigadi. @(s; %) funksiya sef,h]. g€ B%(;;;)
( 8, — yetarlicha kichik musbat son) bo'lganda tekis uzluksiy.
Demak, shunday &, =8,(£)>0  topiladiki, |4-ul<g
_ ho'lishidan barcha s €{z,,4,1 Jar uchun

| lp(s B —els; ] <o (VILLIR)
tengsizlik kelib chigadi. &, =& deb hisoblaymiz (har doim ularmi
Lichiklashtirish mumkin). Shunday qilib, |7 —uj<d bo‘lganda

barcha selt, ] lar uchun (VIl.1.12) ga ko'ra

Ha” —pls; i<l i -e(s <o va (VILLIZ) va -

(VIL.1.17) tengsizliklarga asosan

ofisx ) _dfsotsmm|
3x, ax, ]

va, demak, matritsaning normasi uchun '

f(s,x" )  Of (s, (s; 1) #_)1%_;;,5 (VIL1.19)

ox gx

bo'ladi. u(s;u) funksiya self,t], e B;,;I(y) bo*lganda

chegaralangan, ya'ni biror L >0 sons uchun

Jucss nf < L

" baholash o'rinli; shunga ofxshash biror L>0 va barchd -3

selt,t,], ge B, (4)taruchun

PSP

LX
B

<L. . (viL12)

(V20 |

rengsizlik ham o‘rinki bo'ladi,
~ Nihoyat,  ixtiyorly  geBy(ud  va  ixtiyoriy
celhty) uchun (VILLI6), (VIL119), (VILE20) va (VILI.21)

rengsizlikiarga ko'‘ra (.VII.LM) formuiadan Koshi-Bunyakevskiy
tengsizligidan foydatanib, quyidagi baholashlarni amalga oshiramiz:

[l IIJ“#I{H Of (s @(s; 0 p™) _ BF (5,005, 1]
ou E2

+

+“ 8f(s.x”, ) _Of (s.@(s; 1), 1)
| ox dx

|
|

<\~ ul(ne +nely+ Liw(s; .
Oxirgi tengsizlikka ko‘ra (VIL1.9} formuladan barcha f1e B,(u)
va f€[4,,1,] tar uchun ushbu o

s

N 7GR 975 I
Rl e

lvesm|<im-uma+ Dyntr-sls + 1| flwtss o) ds

baholashni topamiz. Bundan Gronuoll-Bellman tengsizligiga ko‘ra
((I11.5.8) formulaga qarang): -

o)< im-pn*E e e

B P ,
U‘tengmzhkdan tel4.1,] ga nisbatan tekis baho(lash)ni “fiam
topish mumkin: - - |

1+7,

l¥ s m) <17 - uin—= sup (% -pe <

tefty b ]
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i 22)

< |fi-pin s 1L iy

Shuaday qitib, xtiyorly £ >0 soniga ko‘ra shunday & >0 soni
topildiki, 17— pul<d tengsizlikdan (ViLi 22} tengs;ziik kelib
chigdi. Bu [lw(t; @) l=o(d@—p), A—> 4, ya'ni

Wi ) = w e p)+ e ) — ﬂ)+0(ﬂ .u)

|‘E|.‘ il

(off—-p)y 3 0. p—>p).

ekanhgmlam,iatad: &
Teorema pararnetrsar soni bittadan ko'p. bo 1ganda ham

ominli: Bu holda  x = @{f; i), tys..n i, ) yechimning har bir

=

I.
' —Z-Q)—(_Ju’-ﬁ—) (j =1,...m) xususiy hosilasi variatsiya uchun mos
au,
(VIL.1.2) chizighi fenglamani qanoatlantiradi:
w9
d__ = —‘Lu’ | i, u.fL =0 (j=1,...m).

Ay, dt Ox N ou, :
Keltirilgan  teoremani quyidagicha _Eg-__;qisqaroq (lekin

noanigroq) ifodalash mumkin:

Agar x'= f(i,x, 4) sistemaning o'ng tomoni fi,x, ‘u)eC’

ho'isa, uning x = @(f; H) yechimi ham ("' sinfga tegishii bo‘ladi.

Variatsivalar  uchun (VIL4.24) tenglamalar sistemasini
(yoki uning (V11.1.2) vektor ko*rinishini} hosil gilish uchun ushbu

de(f, 1)

—%r—g*: FGw e, (. 1), (=11
ayniyatlarni g bo'yicha differensiallash va aralash . hosilalarda
differensiallash fartibini almashtivish kerak. Agar x =@ 7y

yechim biror g da ma'lum bo'lsa, # ning shu giymatida

_eGA G i)
dpe
¢voki(VI1.]1.3)) masalani yechib aniglash n}umkin.

40

vechimning z  bo'yicha hosilasi

Misoi 1. Ushbu _
x'=x+4px’, x(0)=1

masalaning  x=@{{; ) yechimi uchun _6__%(_{,_0_) hostan
* hisoblang. :
Berilgan tenglamaning - o'ng tomoni

fexm=x+ux*eC'®Y), aslida  €C”(RY). Demak.
isbotlangan teoremani qgo‘llash mumkin. Tenglamaga x =¢(/; 1)
yechimni  qo‘yib, hesil bo'igan aynivatni  u  bo‘yicha
differensiallaymiz  va

oot uy .~ . - : :
(u(t; 1) =-%;~— kattalik yechimning parametr o‘zgarishi bilan

variatsiya uchun tenglamani ‘topamiz

o‘zgarishini (variatsiyasini} xarakterlaydi): .

du
(f DA s piy+ @85 )+ 33002 (3 2 ),

dp(0; 11}
Opd
Biz u(1;0)= 991:9)
dut
{teng$mada) u =0 deb, topamiz:
dult, 0)
di
Bu yerdagi ¢(¢; 0) funksiya berilgan masalada 4 =0 deb topitadi:
=x, (=1, ya'ni @/ (£;0)=(1:0), p(0;:0) =1,
Bu masalani yechib, g(f;0)=¢" ekanligini aniglaymiz. Demak,
u(t,0) uchun

u{0; pe) = =0.

ni hisoblashimiz kerak. Oxirgi masalada.

u(t; G)+¢J(r B, uw(0;0)=0.

du(t;0)

y7a u(t;0)+ ¢, u(0;0) =0,

Masala hosil bo‘ldi. Bu masalani yechib, u(t:,(}):%(es.« - &Y
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topamiz. Shunday qilib, berilgan masalaning x = @(/; 1) yechimi
Bep(1:0 ' .
nchun —ﬂ‘—)_ =u(£;0) = l(e” -é'}.
B 3

‘Endi yechimni boshlang‘ich qiymatlar bo‘yicha _
differensiallash masalasi bilan shug‘ullanamiz. Buning uchun

x'=f{t,x)
: __ (VIL1.2:
- H=e
ko'rinishdagi = Koshi  masalasin o qarajrlik; bung

(I,x) eD {(t,,5)e D), D-R"" fa_z_odégi soha. Bu masalanir
yechimini x:qa(.t';«f) (0(,:6) =.§).I_kq‘rinjshda belgilaym
{.bosh]ang‘ich payt fO:‘tayinlangan). .' -

Teorema 2 (yechimning boshlang‘ich giymatiar bo‘yich
differensiallanuvehiligi). Aytaylik,  f{1,x) vektor-funksiya 1
URIngG —u—————af;t X) xususfy hosilasi I} sohada uzluksiz hame
(VIL1.23}) masalaning & =¢&° dagi x=@,E)  yechimi
1 €[t,.1,] ‘oraligda aniglangan bo'lsin. U holda E° nugianing
biror B@‘(éo)a!mﬁga tegishli bo‘lgan barcha & lar  uckun
x=@;&)  yvechimning bosklangich qiymarlar  bo'yicha

,,.:-_:M( j=lon)  hosilalari (6E)€ [t ]1% By (£

oZ,
to 'plamda uziuksiz va ular quyidagi masalalar yechimlaridir:
dw’ & . _
.'_?s; . l:v :—ftvj . wJL zef
B dr O ' .
(e =(0..,0, 1L .0,.0)"; j=1,...n)
J-o'ren

of _afi.x}
Qf‘"da ax - 61‘ . .\':g![f;&'l.'
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LI PT T

b Yangi p=x-¢ noma’lumga o‘tamiz,

vshbu é;"Natijada
o =S y+&) :
y'.f:},,z{}

yangi masalani hosil gilamiz. By masalada endi &=(& & E‘f )"
kattafiklar parametriar rolin 0‘ynaydi: 129232 by,

d
d—f=g(f,y,§)_

(bundag(t, y. &Y= £(1.y+ £ (v
V=0 y+&)) (VIE1.24)

‘tec:ilmn’l y=’q(i(f;«f}_ Wt;:£)=0) bifan belgilaymiz. Bunda
ravs'mnki, eski x =@(;£) va yangi  y =5 &) yechimlar
orasida qa(t;:’;’)‘.zﬁ-i-‘;a’(rﬁ) bog'lanish mavjud. Yechimning
?Sérilzt;]ar bo'yicha dlffcrensiallanuvchuligi hagidagi teoremani
r. -24) masalaga, ya’ni y=w{<s) yechimga qo‘llab, o_xirgi
o{ ,f,‘);‘é-#w(f; £) munosabatga ko'ra teoremani isbotlaymiz, &
atija.  Yechimning  boshianeich i ;
. Nat . gich * givmatiar Vi
differensialian wvehiligi hagidagi teoreme shartgrfida u.c:;zbubo vicha
) . f n ’
dot 0Pt ) - exp ZQ{;(S&(S;IO,IE*’))
__ o ;o

o =] xf

Jormula o ‘vini;.
.. &= Teoremadan ravshanki,. |

oy v = R0, 8%

. I
chizigli sistemaning fundamental matritsasi ushby
q}=[w',w2,...,w"]=[§2§f;_‘f_) cPLe) O &)
o5 Tag, e A

A2



_ops) :
T .

matritsadan iborat. Bundan tashqari CD],_:,'I:E. Endi Liuvill

formulasi isbotni tugatadi. ©
Nihoyat, yechimning boshlang‘ich payt bo'yichay
differensiallanuvchiligini garab chigamiz. Ushbu _
x'= f{t,x)
) (VIL1.25
xl.=x
boshlang'tch masalani qaraylik; bunda (f xyYeD ((z.xe D)
Bu masalaning yechimini X =17} (@(r:7) =x°) ko‘rinishda
belgilaymiz (boshlang'ich qiymat x° tayiniangan).
Teorema 3 (vechimsing boshlang‘ich payt bo‘yicha
differensiallanuvehiligh. Ayfaylik, f1,x) vekior-funksiya va

By _
uning f; -) xususiy hosilasi, D sohada uzluksiz hamda
x -

(Vil.1.25) masalaning T =1t, bo'lgandagt x = @(t;,) yechimi

angan bo Isin. U holda t, nuglaning biror

te .[f, ,-,fg] oraliqda anig!
yetarli kichik {t, =&, 1, + 0, ) atrofiga regishli bo‘lgan barcha T

Jar uchun X =@(;7) yechimning boshlang ich payt bo ‘yicha

p = opt1) hosilalasi (£,7) €11, 1% {t; =g fu + 8,) to plamda

or

uzluksiz va u ushbu
.

dw ’ - 1
—-‘—iE— = f-_.-(fa‘p(lf‘r))" (Vlll%]

wli=1’ = _f{rs xG*)

masalaning yechimidan. iborat bo Hadi..
' g Yangi s =1 —7 erkli o zgaruvchini kiritamiz. Natijad¢

(VIL.1.25) masala o‘rmiga ushbu
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dx ‘
A
. x‘.\':—.ﬂ -:. xﬂ
_ yangi masalani hosil gilami : '
rolint o'ynaydi: Atiamiz. Bu masalada endi 7 katlik parametr
dx

2 —8lsxn) ( |

: bunda g s,x' }= ; -
M= B(,X.0)= fls+5,0)) (VILI27)
Yechimni x =y/(s; . .

echimni X =y(s;7) (p(0;7) = x°) bilan belgilaymiz:
dw(s;r) o
T =f(s+r,wis;t))

Bunda, ravshanki, eski '

: ; I X=p(f7) va i
yechimlar i , rry ot
P(s+7,7) = e da QT =p(t~1,7) W-(( 0131'
bolvich’ dj— ¥(s5.7)) bog‘lanish mavjud. Yechimmin .
I ] . A I &

ma;alagz; ‘;‘l;fl‘a;:nslailangvchmgi haqgidagi teoremaﬂig(s?ﬁrz‘;f
i - 'q ab, X = (s;r) vechim ¢ parametrning ¢ ga"e; it
qtymatiarida . (lr—¢,| < 3, {5, >0 S

mavyj ’
Wis, )= ?fé(_ss_ﬂ _ jud,  whing
T

hosilasi uzluksiz  haimda w(s, 7)) 0
ekanligini . . e
n lg.ml topamiz. P(1;7) = (s - 7,7) formulaga ko'ra

Oty Bwir-
w(tr)=2PUT) oyl -1.1) :
(52) ar *T'(—D-k%g___ﬂ_@:
_ =—flwli—r,en+w <1 ¢
hos}lahamUZIUkSiZ“E[ﬁJa],Ir_'ta;<;;)va
N o]

ot
(VII.1.28)

Bu (vy Wlier == f (5.0 0) +5(0.7) =— (7. x°)
o .1.22) dagi ikkinchi munosabat x—(é)(.’"r.) j
T uchy o —PNLT) yechi
n, v (VILLI.25) dagi differensial tenglama::
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jancatlantiradi: @, (1.7} = f{t,@(t:7)) - Bu tenglikni 7 bo’yicha
jifferensialiaymiz: @.{7;7) =f;(r,¢(r;r))¢:(t; 7). Bu tengiikning
yng tomoni uziuksiz. Demak, uning chap tomonidagi @.{f;7)
wralash hosita ham uzluksiz. Differensiallash tartibini- o*zgartirib,
"VI1.1.26) dagi birinchi tenglikni hosil gilamiz. ©

Eslatma. & > x=@(66.5) akslantirish &' nogta

atrofida  teskarilanuvehi va & =@{138,x); bu yechimning
yagonaligidan ravshan. Yugoridagi teorema shartiarida to'g'nl va
teskari akslaitirishlar barcha o‘zgaruvchilar bo‘yicha lokal '
sinfga tegishh bo‘ladi.

Agar x' = ft.x, 12) tenglamaning o‘ng tomoni X va p
bo'yicha m marta uzluksiz - differensiallanuvchi bo‘lsa, umng
x=@(; ) yechimi ham 4 bo'yicha m marta uzluksiz
differensialianuvchi  bo‘ladi. Bu tasdigning aniq ifodalanish
quyidagi teoremada keltirilgan. '

Teoremad. Yechimning parametr bo ‘yicha
dgﬁ‘er?ngiaﬁam_{mhf!zgi hagidagi tecrema 1 shartlariga qo_’shimcha
_{aofgi’a‘f(r,'x,y) Sunksiva x,,...,x"-,,u lar bo'yicka C" sinfga
fegishli bo'!&{n. U holda x =@, p) yechimming I. i bo‘yicha
birinchi tartibli, 1 ho'yicha esa m-— tartibgacha hosilalar
uzluksiz bo ladi.

g— m bo‘yicha matematik  induksiya metoding
go‘aymiz. m=1 holi teorema lda garalgan. Faraz gilaylik,
teorema m=12,.. k-1 (k22) giymatlar uchun o'rinli bo'lsi
Teoremani m=4&  uchun isbotfash  kerak. Ravshankl,
dowp) _ 8w, O9BEY 0w funksiya (VILID

aﬂk aﬂk—l au
masalaning yechimi, ya'n
i = [ @i+ [0 ), ), =0
v yerdagi differensial tenglamaning ¢'ng tomoni #y,.... M4, M |ar

246

Uholda

i f th—! - . -
]boltj; - Ck ?mfga tegishli ekanligini ko*rsatish kifoya, chunki u
iwolda m=a—1 uchun induksiya‘ farazini oridagi m

. . : int yuqoridagi ma
go'llab, # yechimning gz  bo'yicha m:kfl tzﬂ?ti?

& u _ et

= o hosilasi uzluksiz ekﬁnligini topamiz,
Birinchidan, teoremaning shartiga ko‘ra S funksiya x X
o £ . e e e M
lar bo'yicha C" sinfga tegishli. Demak, S va £ xususiy
X )

hosilalar  X,,...,x,, 2t lar bo'yicha k-1

differensiaﬁ]anuvchi. Ikkinchidan Vs

induksiya farazi ¢
fiffrens : hic m ga ko‘ra
@ 1) yechim g4 bo‘yicha C* sinfga tegishli. Shuning

uc‘ u.n JAL@(E10) va f(,00; 1)) murakkab funksiyalar g
bo'yicha, f (L@ pRu + £, (1, 9(t; 1)) funksiya esa u,,...

’ H,, U
. PRI - "
lar bo'yicha C™7 sinfga tegishli ekanligi ravshan. &

Masalalar
1. Ushhu -t
X'= flt,x ;= £
{ U {«x =fl.x)+r(x)

x|, =x*
I-'.. X xi’”:xﬂ‘-

Mmasalalarning  yechimlarini  y = @0, %% va  (mos’ ravishd .
el ' \ is :
X =y (i1, x") bilan belgilaylik; bunda ' 7

{re,». f10,5), rit.x), r'
VX [0 %), £, x), (L x)) c CRT™ LR ilinadi
Quyidagi belgilashni kiriraylik: } B e far'az ‘ql]‘l#adl.

(b(;;{m x‘)) —_ Ml ;

o

D . 0 !
s, xh = o(t;4,, X"} + j@(!;s,y/(s;tﬁ, XN S(s,w(s; ly, x)ds

{V. A. Alekseev formulasi).
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2) @ltsty, ") = @(t:4y, x°) + fﬁb(t;tn.x“ +s(y" —x*)ds(y* -}
: ’ 0
3 wlhitg, Yy =95t x) + jcb(r;:o,x‘* +s(p° —x")ds(p® - x")+
. . . o

S+ I<D(t;s,w(3;fmy°))f (s,W(s30,, 37)ds .

teng[ik'lami isbotlang.'

V1L2. Kichik parametr metodi

Differensial-tenglamalarning taqribiy yechimlarini topishda kichik
parametr metodi muhim o rin tutadi. Ushbu

x! = f(taxs ,U)

x|,"=x'}
nochizigli masalaning 4 skalyar paramets givmati  u=0
bo'lgandagi yechimi x=p"(t) ma’lum bo‘lsin. U holda u
parametrning 0 ga yaqin (kichiky qiymatlarida bu masalaning
taqribiy ~ yechimini kichik parametr metodi yordamida qurish

mumkin.
Teorema. Aytayiik, VIL1 dagi teorema 4 ning shartlari

(.xe D, |ul<e (e>0) sohada o'rinli, p=0 bo ‘tgandagi
(1, €[1,.1,]) masalaning X = ¢° (1)  yechimi t€[ty,ty] oraligda
aniglangan bo'lsin. U holda (VIL. 4. 22) masalaning X =@, i)
(1 €{t,,1,]) yechimi uchun

ot 1) = @' () + @ O+ @ O+t @ (O +o(u"), 0
(VIL2.0)

asimptotik yoyilma o ‘rinli; bundan tashqari kichik 0 1€l ,1ga
nishatan tekis ham bo ladi.
g— Bu teorema VIL1 paragrafdagi teorema 4 nind
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pevosita natijasidir. ©
Konkret masaiala i : .

%, @), 220 alar yechilganda (VIL2.1) yoyilmani, ya'ni
@ (1), o) (f} . vektor-funksiyalarni  aniglash
achun bu yoyiimani qaralayotgan tenglamaga QO‘yib o l

¢ _’ R . LI

'), do'() Aoty o

di dt dt .
d¢m(f)
ot = " "=
a H +o(u") = flt, o0t u), 1), 4 — 0,

o'ng tomonni L ming darajalari bo*vicha yoyib,

a9’(t) de'(ty . de*(n dp”
+ . 2 / m
" = L+ 7 M +...+...£—Q,u +to(u")= ..

dt _
1000+ (LLE DD g1 S CF GO0, |
| .

87 (0" (1:0).0) | |
+-._+(——T—m!¢)”’ {t) +-...=),u’" +o(u™y, n >0,

{[jmsz{ bo ‘Iganctcng‘likning chap va o'ng tomonlaridagi H ning bir xit
arafalart oldidagi koeffitsientlarni tenglashtirish kerak;

g_dn‘,‘D“(F) 0

K== f1,0°(50),0)
VA9 _af (Le"(6:0),0) "
R 2:0) i 2L :90°(:0),0)

Opt

g AP B0 (10),0)
ot dx

Bunda ! 2
@ ({)5 (F’ (l'),..., @m (l‘)funksi al .
tenglamalar hosil bo' ladi. yatar uchun

mlp" () +.. .

 chizigli

Boshlang*ich shartdan

e, =x" =
(u)i":’n =X -ﬂﬁo(r)r.!:r“ +¢‘ (t)lg;!“ﬂ +¢2(I)L=\f ﬂz -+

cHe @D 1" o)L, 0,
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yani ' :

¢D ([)L=fn - xa , $} (f)],ﬂ” — O, ¢2 (I)L=,“ 3 03 . ,wm (t}|{=“] ':‘. 0
shartlar hosil bo‘ladi. Hosil gifingan tenglamatardan (N day
boshlab ketma-ket @'(1), @ ()., " () yechim!arni Mos

boshiang‘ich shartlarga ko'ra topish kerak.
Misol, Ushbu

x'=3y+ pix

Y =204 pxy

x|,=1, Y.=1
masala yechimining kichik g parameir bo‘yicha yoyilmasidagi
dastlabki uchta hadni quring. '

g— Berilgan sistemaning o'ng tomoni ({,x,3)e D=R’,
| (] < +9¢ schada xohlagancha marta uzluksiz differensiallanuvchi.
Demak, teoremaning shartlari ixtiyoriy # uchun o‘rinli, Biz

x =gy () + o (D + @, (N +0(t’)

Y=o+ O+ (O +o(u’)
yoyilmalardagi koeffitsiyentiarni topishimiz kerak. Bu yoyilmalarni
berilgan sistema va boshlang‘ich shartlarga qo‘yamiz (o(pz)
migdorlar z# —» 0 da tushuniladi).

@40+ PO+ @O +o(p’) =
= 3w () +yr, (D +y, (VI +o(u' )+
+ (D + P (Op+ @, (D1 +o(u)),

z—0,

oD +y (Ou+y O Folut) =21+
+ 1, (1) + @ (O + @, (047 + (1))
sy () +w (O + v, (O +o(i)s

250

@A+ DO+ () + o™= 1,

o) +w (D +y, ()1 + o1 =1.
pu yerdagi buinchi va ikkinchi tenglamaning’ r:‘ng. tomoninj:
oing darajalari bo'ylab voyamiz (gqavslarni  ochib t":‘:ﬂ ’“_
‘uz gacha bo‘lgan hadlarni-saglaymiz); - -

@5(1‘)'*‘59;({)# +‘P£.(f)fr‘2 +O(P3') =3, (0 + '
+B O+ 2, + Gy + g () +0(u?)
v VORI O Foliy =204

+ @, (O () e+ ((00 Dy, (1) + @, ft)!Vn (I))tuz +0(ﬂ2) 2
o, () +@(Dp+e,(Mu +o(uh),_ =1, |
oD+ g M+, (D +o(u? ), =1.

Endi g ning bir xil darajalari oldidagi i
i e agi koeffitsientlarni
quyidagi masalalarni tuzamiz; o (enelashuirit

(03(1) =3y, (1)

,tho : Jy{;(t)'z 2t R
oM=L, p (=1
J 2O =3y, +p,())
H 2wy = (w0

bl

2, (1)=0, i (h=0

| J GO=3O+am .
1O =g+ o (Opory
oh=0,p,()=0

Bl.l m

2selalarni  birinchisi '

L tsid

Widagitarni topamiz: sican boshlab  ketma-ket yechamiz va
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( 7 { Il :’rs +£—
T R - e
. £ ’

, g6 e 7
okt = lwf(f)ﬁ 5

Demak, berilgan masala yechimi uchun ushbu

w, ()= 42 28

__r+(14 4)P+(140 192 20)”

El 3

Ju-—}r(}

asimptotik yoyﬂmalar o'rinli. &
Masalalar

1. Quyidagi masalani qarang:
X -x+ ,uxe =0,
o

a). Masala yechimining klchlk i parametr bo’ yicha yoyilmasidagi

dastlabki uchta hadni quring. . N
b). Aniq yechimni toping (Bernulli tenglam ‘
4} Aniq yechimning kichik bo'yicha yoyilmasini topmg va uni a}

panddagi yoyilma bilan taqgoslang.
2. Ushbu
VL . .
r=y : . (xu:_x_#x_) )
Y =X axt
JCL=0 = xﬂ 4 x’L:D: Vo
masala yechimining kichik g pararete bo
uchta hadni aniglang.
3. tshbu
[ =Y ; {(x"=—x- 4x” — Dyuffing tenglamaSi)
Jl =—x—pux'

‘[L = \.'Gg xl l} Yy

‘yicha yoyilmasidagi dastlabki

hki
g kichik g paramewr bo’ yicha yoyilmasidagi dastla
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masala yechiminin

ycitta hadnj aniglang,
4, Ushhy

=y ”
¥ =—x+ u(l-xyy b = _"'+.U(!~x“)x’—Van-der—PoItcnglamasi )

_— o
- lx5r=o_xﬂ’ X b= g

masala yechimining kichik M parametr bo*
uchta hadni quring.

yicha yoyilmasidagi dastlabki
VIL3. anch: mtegrallar

Quy:dagl Sistemani qaraylik:

= =), (VI3

Biz bu yerda f ECI(D R™y deb Insﬂblaymrz (D R
f (‘.f;’ f;l)

x[,:,t]:x boshiang‘ich  shartni

~soha),
Avvalgidek. {(VIL3.D sistemaning
qanoatlantiruvchi  yechimini
X = (4,4, x") bilan belgilaymiz.

O‘zgarmasdan fargli « =u(t, xye "' (D.R) funkslyam
c-ltaravhk Agar (VI1.3, 1§ sistemaning (1) da Joylashgan)
@1} yechimida {yechimt bo® viab)

o' Zgarmasga  aylansa, va'ni
u(l, x) funksiya (vIL3.1)

birinch; integrali deyiladi.
Miso}I Ushbu

mtlyorty
u(f, %) funksuya
ul,g(f)) =const ho* Isa, u holda

sistemaning (D sohada aniqlangan}

f X =X,
[
X = —X,
Sist
emamng birinchi integrali

H= x +xj, chunkl Ixt!yon
=x(), *, =X,(f) yechim bo‘ylab .

%f'f-(r
-L ! ’
> x ) M X+ XX =0 demak, x? +x2 = const &
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Misol 2. H =H{(p, o PusGurn )y €CT funksiyaga
ko'ra tuzilgan ushbu _
S . oH . OH .
p=—m— g, =5 T 1,....n, (VIL3.2)
oq, op, _
sistemani qaraylik. (VIL3.2) differensial tenglamalar sistemasi
Hamiitonning kanonik tenglamalar sistemasi deb ataladi. Bu
verdagi H funksiya Hamilton funksiyasi deyiladi. ' Fizikada
uchraydigan ko'p jarayonlar (VIL3.2) sistema bilan boshqariladi.
Hamiltonning  H  funksiyasi (VIL3.2) kanonik

ifodalanadi.
tenglamalar sistemasi uchun birinchi integraldir.
g—r Hagiqatdan ham, ixtiyotly p, = D; (), 4, =4q,(t)
yechim bo‘ylab _ .
JH(p (Do a0 D0, S 8H 5O,
- arees Py = sYy _ sndall v .
(i i=1 ap__ =t aq‘

o OH S
=1 ap;‘_ aq; =l aq,. apa

va, demak, H =const bo‘ladi. &
a1. Ozgarmasdan fargli 4 e CY(D,RY fimksiya

Teorem
(V11.3.1)  sistemaning birinchi  integrali  bo'lishi uchun D
sohada
du(t,x) < ou(t,x)
X S f(x) =0 (v11.3.3)
ar ; fx,

ing o 'rinli bo Jishi yetarli va zarurdir.

g Yetarliligi., weC  funksiya (vir33) shadtt

x =glf)
anadi, chunk

tenglikn
qanoatlantirsin. (VIL3.1} sistemaning  ixtiyoriy

ye_qhimida 1_4_=u(_r, x) funksiya o'zgarmasgd ayl
(VIL.3.3) ga ko'ra uning hosilasi nolga teng:
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Y

M Con |

R £y 2 N
. REETN *=g (1) =1 Ox, | .. X, =
= E_Z{- - -'.. ) 4 a . . . —?.(‘)
ar a r + ___if - ":.. - ’
s=e(n) T Ox, 7 =0
o oL i XEe(r)

Zarurligi. y f

: C oy e € funk

;t}lt;iahkbol Isin. V(z,E)e D
€ iR [ .

G({)_u(?n 1{g1m ko*rsatish ychuy X = gt Munosabatning -
= s t,”‘ 3 -~ = ,f: . .
bog'liq e 0l.7.6)) funksiyani - tuzaylik §) vechimni olip,

mas (i birinchj integral b. . Bu funksiya /! ga

{ bo'yicha hosilasi o' lgani
asi nolga teng (7 gam uchun). D
g ([ =T i emaks U
. qtada ham)

siva (VIL3.1) g ) -
nugtada (VI3 _;l;lema“'“g birinchi

ing

0=“—i€(—{l — 61[} # ey [
df _ - 5_ X=mir e 2y F E{l_ i
t=z 74 J___r?’-’:*-f) e 7
’ g@x!. ‘}flj‘:__'—;?’{f,r.ﬁ =

- OUEE) | 3 ouiz, §)

ot Ox, FACHSE

biz bu yerd =l
a 4
Eslatmi(r, r;i) =)§ ekantigidan fovdatandik. &
- : »X)  funksiyaning s o
sirti I¥anin 1 .
) deb {(;__ )| u(t, x) = ¢ const} %{Sith to'plami (chizig*;,

Demai

oo L) i
Ntegrahting b yechim grafigi (in

‘ te AT

£ oitta sath to‘plamida to‘]aiajgmhgar?! lbhlzlq) birinchj

joylashadi,

Agar u
s
UChun wshiby i ’x)’“-&?«‘& {t,%) .k < g biringhi
> chi

to'plamga aytiladi.

mtegrallar

ou, & '
Ly Gy Sy,

B(u e i
5—((-*.;131)_ NET B
X, ==t -
I ,I’: axj

) Ouy By, o,
obj o on o,
bi Matritsasining ber; A .
2 berilgan nuqtadagi rangj % ) b
ga teng bo‘sg
SH, 1
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holda .Uy birinchi integrallar qaralayotgan nuqtada erkli deb

ataladi.
n — tartibli (VIL3.1) sistemaning

nchi integrallart birinchi integrallarin

n dona erkii U, ¥y, U,
g to'la sistemast deyiladi.

biri
A | . . . ) )

Bu holda gx-‘— kvadrat matritsaning determinantt noldan fargfi.
Birinchi integraliarning to‘la sistemnasi ..., uchun  (VIL.3.3}
shartiar

B - Ou , ou du

TN S =0,i=L..n, (ya'mi —+—- =0)

ot o ox, ! ot dxf

(VIL3.1} sistemnaning O'Ng tomonini bir giymathi aniqlaydt
i 4_) u |
krix of
. odu d{uy,.- U
bu yerda u={u],...’un“)f; ———=—(-—‘——-—-L)-.
de  d(x;,%,)

Teorema 2 (birinchi integrallarning to‘la  sistomasi

hagida). Agar feC "(D,R"} bo'lsa, (VIL3.1) sisteina ixtiyoriy
(in,xg)e- D nugtaning yelarlicha kichik atrofida hirinchi
u(t, x)= qa(ro,f,x)

integrallarning (0 da sistemasiga ega. U

Jornula pilon  omiglanadi. (VIL.3.1)y  sisitema birinchi

integrafiarimng 10 Ja sistemasini aniglash wehun wning yechimit
chinmnmf

Y tenglikden & ni topish kerak; ve
1.1, X) hosil bo ‘Tadi).
fe C'(D,R") ghattd?

%) e R nugeanioé

heruvchi x = @t
yagonalik xossasiga kora &=¢(
g f 88 nisbatan qo'yilgan

x = @lr,7.5) yechim (r,7,&) ={fgs oo

yetarlicha kichik atrofida € ' sinfga tegishhi ekanlig!

do(t.1, s :

llamdaﬂc}gjl —E bo'lishi bizga ma’lum. pemt
(=7
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!

az .. Gl sukosi
Uy Tyr X°) nugtani . . o
+Tgs qtaning  vetarli -
‘ ha kichi
aytaaydi i tichik  atrofida
. | ham nol
_ : ";
VILI- ragm. | 0
\ ( pawd- L payida & nuqgtada bo’lgan yechj
a x= ' -
(D(f‘,fa,vf) nugtada bo’ladi’
Teskari funksi i .
stya hagidagi teoremaga ko‘ra (7., x°
»X)e D

e matritsaning rangi 7

u(t, x) _ iga teng, ya'ni u teskarilan'. . h

; B =(u { R ] i uve 1“ E -

Siste ' ( I\I,-\.),...=y”(f,x))r .- ) ] nudi
maning ix¢j ~ vektor-funksiya

yoriy yechimida o‘zgarmasg (VIL3.1)

qoldi, -

' =@ P i JEy

bo‘Isin, &Ee)h_yechlm“l olaylik AyfayIiljylam(Shm! ko'rsatish
C ; ) d )= >

u(!‘,‘?’(!‘))z@([ﬂ r"@nn(inf ) yagonalik xﬂsfagi;_@(f,_fo,o)
LU, 5. 0)) ' ko‘ra

o -(. \i— ncm?st ekanligi ravshan, &
o ¢ 13.1) sistema uchun- birinchi
a u( #{i,x) = (u, (1, ), .,u (1 X));I

u(t,x) = ! e
}=¢ (ceR — 0'zgarmas vektor}

£a nisbatan ,
) yechib, (v ,
hosil gilamiz: (VIL3.1) sistemaning x = gy, ¢)

. ShUnda\, rre
) [i
]megTaHal‘ning to?]i ib,
topi] 2
8an bU(lsa
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e
% =

I
- -
. duy ol
du dx ‘_f"_=_[__) —

.{ t):c_ — §£+E;”§{__O = df dx o vl
i o (VIL3.4)
. istermia bolgani uchun

in i f,x) —{o"ia sistema
Lekin #( Vitas)

dr' ou
vkt
L5y
Demak, (VIL3.4), (VIL3.5) ga ko'ra 7

T I 1 = y i iy E:Chim!'li

ifodalﬂydK";)‘pmcha u(f, x) birinchi integral

irinchi integral deb ataladi.
= osabat ham birinchi in ; ‘ |
) eorem 3. Agar ”'—‘(Hp.-ﬂn)r birinchi infegrallarning
Teorema 5. (e
wlf, x) esa ixtiyory |
o' fumksiya mavjudki,  wNE uchim

5 B ladi, vami
u (t,x)) munosabat o'vinlt bo ;ad{. g i
aAFs ‘.I{I Fistemaj‘l Of‘qﬂl

orgati yozilgan

: bo'lza, o
. birinchi insegrol
da si asi
to'la sistemast,

holda - shinday

- ::(0(_” (rsx)"'"‘ . ;
- iy birinchi integral integralaning 1
T Y )

her gt o .
ifodatanad!. » i
g X Q.mlgayangl(r:or;) y (V”.Mg
y=ull, . "
U holda (VUI3.1) sistema ¥

fa bilan kirilamiz. |
for}ll-l:ﬁzhga kelad. (\rll,3_.6) dan X my (?rﬂ
pi j funksiyani ham y orgal ifoda
= (t,y). ultX st
iy pit. y=ult Y .
:stemaning birinchi integra’

i ifodalaymiZ
1ab5 ‘p(r' 'v]
(p(h.}')t
bo*l2s
8(0_ = Dr

=p= 0 ) 00 . .y, pemak,
. —'—;‘I' Ly =0, 3
uchun i o 0 Bundan 3 i

funkstyani hosil  gilamiz;

w(f.x) funksiya (VIL3.1) s

g bog'lia
ni @ funksiya ¢ ga oshkor holda
ya
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em3s

u(t, %) =P(¥)=pu). & .
Misa! 1. Ushbu
e Heyoody  x-i
o iexdt yex
;.sistemaning_umumiy intealini topaylik, )
, R . Tenglamalarni hadma-Fad Q{i‘shan1iz.
% dx+y) _x-y _ dx+y)
dt y—x di

Demzk, integrallanuvchi kombinatsiya hosil bo‘ldi. Unj vechib,
birinchi integralni topamiz:

(VIL3.19)

X+)y=—i+te. (VIL3.11)
Birinchi tenglamaning har ikkala tomonini x ga, ikkinchisini y ga
ko' paytirib, hosil bo‘lgan tengiiklarni hadma-had qo’shamiz:
d{x* 3 xt—y d{x+y”
-] === = —{ 7 | —f
ar\. 2 2, y-x gl
Oxirgi integrallanuvehi kombinatsivadan yana bir dona
Nyl =—r i,
birinchj integralni topamiz.

(VIL3.11) va (VIL3.i2) birinchi
sistemaning  umumiy integralini beradi
tekshirish o‘quvchiga havola etiladi). &

Endi  muxtor
sistemasida te'xtalaylik.

Muxtor sistema e

CX=f(x) _(VILAh
vektor ke‘rinishida berilgan bo‘Isin. Eslaylikki, agar f(by=0
bolsa, seR" nugta (VIL37

bo'ladi. Biz (vir
"Uqtasi bo‘lmagan

VI3

integrailar (Vil.3.10)
(vlarning erkli ekanfigini

sistema  birinchi - integrallarining  to‘la

) sistemaning muvozanat nugtasi
3.7) sistemani uning muvozanat {statsionar)
nuqia atrofida tekshiramiz.

Teorema 4. Fgrgz gilaylik,  f(B)=20 va BeR"
””fﬂam'ng biror arrofide f € (" bo'fsin. U holda b  nugiaiing

258

P ——
BN R R AN R B R AR A A N B N A B A B A A AR A B B B R



birov kichik atrofida (Vi1.3.7) sistemaning (n~1) ta erkli birinchi

integralari mavind.

o= LB ={f,(b),-.(f,(8)) #0 bo‘lgani uchun
f.(b), k=1,...,n, qiymatlaming birortasi noldan fargli. Aniqlik
uchun f(b)#0 deylik. f| eC'  bo‘lgani uchun b

nugtaning biror atrofida ham  f(x) =0
Shu atrofda

a4x,
== f{x,00X,
|5 = )
dx,
£ =[x, X,

[ 52 = )

dx

—L = f{X],nX,

Ldf fn( 1 )

[ixl % H [— LR HM
va —= f; #0 bo‘lgani uchun / o'riga X, erkli o'zgaruvchin
kiritamiz hamda

dy _ S o _ Lo &, _L
dv, fi dx  ho dy,

sistemani hosil gilamiz. Oxirgi sistema uchun yuqoridagi teoremaga
ko‘ra birinchi integrallaming to‘la sistemasi mavjud. Bu birinchi
integrallar  (VIL.3.7) sistemaning { o"zgaruvchiga bog'liq
bo*imagan (7 —1) ta erkli birinchi integrallarini tashkit etadi. LY
Agar (VIL3.1) sistemaning & ta erkli birinchi
integrallari 4, {f, X).....u, (£, x) topilgan bo'lsa, u holda
w (£,X) X, ) =€

ME(tsxl.ﬂ'--sxn) = CE a (VH}S)

uj— (,sxl EXERT) xn ) = Cﬁ'
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sistemadan x, s X, Nomz’lumlaming % tasing qolganlari orqali
ifodalash  mumkin, Aniglik uchun XX, o‘zgaruvc:illa;
Xpaos¥, (€50, hamda ¢} orgali ifodalansin deylik:

5= (X, x, i€ € 1)

X, = (X o X5 Chyiny €y 2)

X, = - .
* Qﬂ (“:k+]5"'s;‘-},;c| ,--.,C‘k,l')

Bu munosabatlarni (VII.3.1) sistemaning keying.i (n—k)ta

tenglamalariga go‘yib x“,,...,'x” noma’himlarga nisbatan ushby

(.. _
d{ -“‘f;&“—l (Q]!‘-.>¢&7xk+l""?xfr)
dx, -
J ar =Jea(, P Xy v'"frn) (VIL3.9)

..................

—?i—!_ = -fﬁ‘ (@I 3....,@1, ?x;c'i-l 3"'!xn)

sistemani hosil qilamiz.
simmag{iv\ii?ﬂ sistema uchun  birinch mtegrallarning o'l
e int&g(rai]ﬁ'.a) muno}sabatlar birgalikda (VI1.3.1} sistema
: ' fallarining  to’la  sistemasini 1 i [
Sistemani nyzchr‘sh masalasini hal giladi.. i berd, ya'n ViD
hollardaB;;Z:‘cihi mte_grallami topishning umumiy usuli yo'q. Ko*
songing tigan s:stema-teng]amalarini almashtirish 'yordamidi
ntegrallanuvehi  differensial tengiama hosil gilish

Mumkin, 1 .
Stalag, unnday tenglama mtegrallanuvchi kombinatsiya deh

Beri i ;
Mavehi korll%:?n dllffere_r.lsial tengiamalar sistemasining integralla
L]maoan)m l:;a;:j::ya!anm tuzib, sistemaning  (o°zaro bOg‘[i_
sal} ekl birmchi integrallaring opi ‘ 4
Misol 2. Ushbu pish mumkmn,
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==y { o = const > 0)
V' =a{x-1y -

Volterra-Lotka sistemasini garaylik (x > 0.y>0). |
g— Bu sistemaning birinchi integralini  topish uchuy

ikkinchi tenglamani birinchisiga hadma-had bo‘layhk:
dy a(x-hy
dx  (1-y)x

Bu o‘zgaruvchilari ajraluvchi tenglanmi osongina yechamiz:

i . .
YX_ _ ¢, ¢ e R—o‘zgarmas son.
T ;

e e

XY — b
= — birinchi integ

: x T ar ¥
Demak, u(x,y) TR

i

al iyani i V11.2-rasiuda keltirilgan.
1= ulx, y):ém_j‘_ funksiyaning grafigi V11.2-ta

VIL2-rasm
- 262

Bu yerda shuni e’tirof ctish mumkinki, agar x({0)= Xy,
y(0) =y, boshlang‘ich giymatlar va x ning ¢ paytdagi qiymati
;((;) ma’lum ( u yoki bu usul yordanida topilgan) bo‘lsa, u holda
1) qiymatni  berilgan  differensiat  tenglamalar  sistemasini
yechmasdan turib, birinchi integraldan foydalanib topish mumkin.
Buning uchun _

yxi(n _ Yo¥a

e’e™) T ghg
transendent tenglamani ¥ (= y{f)) ga nisbatan yechish kerak (biror
sonti usul yordamida), &

Birinchi integralning differensial tenglamani tekshirishdagi
tathig'i sifatida to‘g'ri chiziq bo‘ylab (imersial sanog sistemasida)

F(x) kuch ta’sirida harakat giluvehi, massasi hirga teng
bo‘lgan moddiy nuqia harakatini o*rgananiiz. Bu holda Nywonning
ikkinchi gonuni : )

¥=F(x) (VI1L.3.13)
tenglamani  beradi; bu yerda x = x(t) nugtaning ¢ paytdagi
koordinatasi, X = ¥(#) -uning tezlanishi: biz F(x) funksivani biror
intervalda differensiallanuvchi deb faraz qilamiz.

(VIL3.13) tenglamada x, =x, x, =% deb uni quyidagi
sisteméga keltiramiz:

i Xy

. i} — x) . .
. N (VIL3.14)
X, = F(x) o :
{VI1.3.13) yoki (V11.3.14) sistema uchun
2 2
X X, v
7= 5= —2L — Kkinetik energiya U/ =— I F(s)ds potensial
— . dU o ) )
fRiya { F(x)= —7 E=T+U - to'la mexanik energiva
X )

Ueb atatadi,

. Teorema § (energivaning saqlanisk qonuni). 7o

ergiye  E (VIL3.14) sistemaming  birinchi integralidir (har
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ganday Larakatda 1o 'la energiya saglanadi).

a— Isboti oson:

dE  d [ x5 } . -
*3{-‘—‘—‘—&;[%+U(xi(f)}]=x2'xz +U ‘X =
=x2F(x,)»F(x‘)—'x2=O‘éb-

(V11.3.2) sistema traektoriyasining har biri energiyaning sath
to‘plamidajoylashadi, Energiyaning

2
b
{(x,,xz}e R? —22—+ Ux)=E= const}

g'i) sistemaning muvozanat holatidan, ya'ni

{(x,,xl) \ F(x)=0,x,= 0}
talar atrofida silliq chizigdan thorat

sath to*plami {chizi

nugta(lar)dan boshga barcha nuq

bo* ladi, chunki bunday nuqtalarda

?_E_ = —F(x,), 'g'x_; =X

" 0 ga teng emas va oshkormas funksiya

ra sath to‘plami bu nuqtalar  atrofida
X, = X%,(%)) differensiallanuvehi

iborat bo‘ladi. Energiyaning sath chizig'

]

hosilalarning kamida biri
haqidagi teoremaga ko'
x, = x{X) yoki
funksiyaning grafigidan
(to*plami)
|x,|= 2 E-Ux)
beriladi. U (x, ) funksiyaning grafigiga
{ Vl1.3-rasm).

(Vi1.3.15)
tengiama  bilan ko'ra
(ViL3.15) chizigni chizish qiyin emas
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<

3
Fybo-\ /
E‘& :“'4'3'-?“ f \:74
£ EErtih ol

VII.3-rasm
.Tzl
tg
t./] a2
a\.‘cl b,

Vil4-rasm. U'(@) = 0,17'(6)# 0, Uy =U(b)= E .

Vild-rasmda ko'rsati
) 2 atil fi i : -
integraldan gan fazaviy traektoriyani qaraylik. Birinchi

%=+ f2(E-U(x) (VIL3.16)

tengt ; .
(Vlg! ;‘“;Zf;i tﬂpan?lz. Bu tenglamada o‘zgaruvchilar ajraladi
" ning x(t,) = x ) = .
. g =x .
Yanoatlantiruveh; ¥ = (F} yechimi o) , >0 shartni
w ds
n N 2AE-U(s))

ten M = a
glikdan anigianadi. U'(ay = 0, U'(h) # 0 bo'lgani uch
. 1 uchun

Qm-[___L
S2 hJAE-UGY
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chekli sondan iborat (integral yaginlashuvchi).
Demak, {(VIL3.17) formula (VH.3.1}) ning x = x(f} vyechimiaj

biror 7 S¢=<1#,

oraligda aniqlaydi, bunda xt)=a, x(1,)=5, t,-H =w/2
bo*ladi. | |

Endi x(#) yechimni [f,,fz] segmentdan -[12,13 +§]
segmentgacha '_ o

x(t; +1)=x(t; ~7), 0<r<w/2 formulaga ko'ra davom
ettiramiz. So‘ngra  x({ + @) = x{{)
— <! <o  oraligqa davriy davom ettiramiz. Hosil bo‘lgan
x=x() funksiya (VIL3.1) tenglamani VieR nugtada
ganoatiantiradi hamda x(f,) =x,, x(f,) = x, bo‘ladi. Qurilgan
¥ =x(t) yechim @ davrli; uning fazaviy traektoriyasi VII4-
rasmda ko‘rsatilgan silliq yopiq egri chiziqdan iborat.

munosabat bilan uni

Masalalar
1. Ushbu '

X =x+ y2
y'=2iyp

sistemani yeching.
2. Ushbu
x'=-x
y'=-y

ajraigan sistemani garang. Quyidagi tasdiglarni isbotlang:

) Sistema ixtiyoriy &>0 uchun B, = {(x,y)e R E x?2 +y2 <8
doirada aniqiangan birinchi integralga ega emas.

2) Sistema x > varim tekisiikda birinchi integalga ega.

3. Ushbu -
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x'=1+3y

V’:x);’f
)

£ =—xz

gistemaning ikkita erkH birinchi integralini topmg

{x =(i-y)x (& >0)
L.‘”=a(x‘fl)3’

volterra-Lotka sistemasining x > 0, y >0 sohadagi fazaviy tracktoriyalari

sodda vopig chiziq (yechimlar davriy) ekaniigini ishotlang,
5. Quyidagi avtonom sistemaning ikkita erkli birinchi mtegrahm topmg va
ular yordamld.. sistemaning tracktoriyatarini tekshiring:

- 4, Ushbu

X =X, X,
X=X - X
Xy =X, - X,

VIL4. Birinchi tartibli xususiy hositali differensial tenglamalar
Aseosiy ta’riflar
Qisgalik uchun  x=(x,%,..x ) e R*", ucR va
P=(Ps: Ps-ns pn) eR"™ belgilashiarni kiritaylik. Ushbu
F(x u, p) F(Y(]"‘l"" Y}p‘lu AD[)'-‘ADI’""pM)
haqigiy funksiya (x,u, p) vektor o‘zgaruvchi bo‘yicha biror

G <R’ sohada aniglangan, py,p;.....p, o'zgaruvchilar
bo‘yicha o'zining birinchi tartibli xusisiy hosilaiari bilan birgalikda

uzluksiz (€ C') bo‘lsin. Shu G sohada Z OF1 .0 deb ham
=0 apa
hisoblaymiz.
Ushbu o
F{x), %), X, o Ou 6&_)20 (Va1
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M

tenglama & =u{x,,%,.....,x,) noma’'lum funksiyaga nisbatay

birinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglama deyiladi.
Agar u=u(x,,X,,.,x,) funksiva D R"™ sohada

ot Sut

ax-l ,...53—%
uzhiksiz hosilalarga ega, ya'ni weC'(D,R) bo'lib, (VII4.1)
tenglamani ayniyatga aylantirsa (ganoatlantirsa), v holda shy 4
funksiya (VI1.4.1) tenglamaning (D sohada aniglangan) yechim;
deyiladi. Tabityki, bu holda :

VX = (X, Xy X, Y € D uchun

Ou
ox, |

(xﬂ,x,,...x"_,u,%,%,...,% "€ G bolishi ham kerak.

Misol 1. = xy+y-vx°+1 funksiya ushbu
Su Bu du Ou

Xx—+y
& T3y ox dy
ikki o‘zgaruvchining # = u{x,y) noma’lum {unksiyasiga nisbatan
xususiy hosilali differensial  tenglamaning yechimi ekantigini

asoslang.
g—r Kerakli tekshirishlarmi bajaramiz:

du yx S 3 P
& Vxlel Oy ( )

. Ou ow Ou Ou o oyx J"z—'
e P =x{y+ =)+ yix+vx +1)-
e w e U A
(e )Y =0.
x* +1

u =u(x) yechimning (X.1)=(X,,X,,...,X,,u) o‘zgar¥
chilar fazosidagi ( R fazodagi) grafigi tenglamaning integral
sirti deb ataladi. :

.. 268

Arrar Al . -
T Fx e Xt Do Py ) funksiya
pgaPIr---)p,, o'zgaruvcnilarga nisbatan chizigli (amiqrog'i affin),
ya’nl F ? a

Flxu, py= Z a, (%, u) p, —b(x, u) |
y=l)

bo*lsa, (\f'I.I.4.1_) ter}gl_ama kvazichizigli tenglama déﬁ afa]adi
Demak, b!rlnchl tar;zbh xususiv hasilali kvazichizigli differensi
teng]amanm g umumzy ko rinishi quyida gicha: o

fil R au - - |
g}:a,-(x,u(x))—a; = b(x,u(x)) (VILA2)

Agar  F(x,u, p funksiva u = vya Dos Plaens
. . : Sl 03 e Py
o‘zgaruvehilaming chizigli (atfin) funksiyasidan iborat ho‘lsa, u

holda {VIL4.1) tengiam hizigli oo r
tenglema glama - chiziqli tenglama deyiladi. Cizigli

ia;(x "@E =BV + e - '
S, T ) (ViL4.3)
ke'rinishga ega. ' ’

Yechimlar majn j / 3
ymiasi hagida “mumiy ma’ligmotlar

echi leirmch‘i tart%bli oddiy differensial tenglamaning barcha
taéh: mlar majmuaSI. wmumiy holda (maxsus yechimlardan
qari) bir parametrli yechimlar oilasidan iborat,
murakka}ilrmcgl rfu'ém!r xususiy hosilali tenglama holidagi vaziyat
r6q bo‘ladi. Bu holdagi tenglamani i ] .
bo'ladi. | himlar ba’z
Maxsus yechimiarni hisgb 1 orag ilardan
Y ¥ g2 olmaganda erkli o'zear i
e Fim, his o'zgaruvchilardan
fung?;;p?;ny;:g funtlfsufaga ham hog'lig bo‘ladi. Bu IXtivoriy
- aniig argumentiart soni tenglama vechiminine ar i
sonidan bittaga kam boladi (umum?y holda). o gume'nﬂm
Misollar garaylik. .
L o u= u(x,y) ikki argumentning funksiyasiga nisbatazf -.

Su

0 (Vil4.4)

fe . .
Nglama berilgan bo*lsin. Bu tenglama yechimning y ga bog‘lig
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emasligini anglatadi. Demak, berilgan (VI1.4.4) tenglamaning ha,
ganday u = #{x,)) yechimi '

_ u = @(x)
ko‘rinishda bo‘ladi: bunda ¢(x) — bir argumentning ixtiyoriy sillig
funksiyast '
2. Endi ushbu _
' Ou Ou
(. pau) = (%, ¥, u)——=0 (VIL4S
LGy — S & )

kvazichizigli tenglamani qaraylik, bunda berilgan f funksiya
nafagat x,y erkli o‘zgaruvchilarga, balki u noma’lum funksiya

1 = u{x, y) ga ham oshkor ko‘rinishda bog'liq.

Bu tenglamadan ixtiyoriy #(x, y) yechim va
F(x.9)=f(x, y,u(x,y)) funksiyalaring yakobiani nolga teng
ekanligi kelib chigadi:

o u
)y _|ox ¥ Jﬂ.(ﬁﬁiéﬂ.}ﬁj.(ﬁ&ﬁiﬂ{]g
axy) |of of| > \&y dudy) op\ox ou o

N .
of du Of du

o ooy

Demak, analizdan _ '_ma’lum teoremaga ko'ra, w(x,y)va
f{x, y,u{x, ¥} funksivalar bog'lig, ya'ni (VIL4.5) tenglamaning
u(x,y) yechimi
B u(x. ) = p(f (x,3,u(x,3))
munosabat bilan beriladi; bunda @{<)— ixtiyoriy silliq funksiya.
Oxirgi tenglik #(x, ) yechimni oshkormas ko‘rinishda aniglaydi.
Masalan, (VII.4.5) tenglamaning xususiy holi bo‘lgat
ushhu
' u +ur, =0 _ (V11.4.6)

!

tenglamaning yechimi

U=P{x—ul) _
gormula  bilan  oshkormas  ko‘rinishda  beriladis bunda
Q(o)-— ixtiyorty silliq funksiya. (Vi1.4.6) differcnsial teng}amaga
quyidagicha ma'no berish mumkin. Aytaylik, zarrachalar to* gy

chiziq boylab harakat qilayotgan bo'lsin, Agar UIT1¢3)! ni ¢

paytda to*g'ri chiziqning x(¢) nuqtasidagi zarrachaning tezlig; deb
tushunsak, u holda (VIL.4.6) differensia] tenglaima barcha
zarrachalarning tezlanishi nolga teng ekanligini anglatadi:

dut.x (1) _
dt !

i Sy !
g —gr——ul+uu_‘_ =0.
Chizigli tengiama - ‘
Birinchi tartibli  xususiy hosilali chizigli diffe‘”ehsial
tenglama - S

ao(x)g% +a, (x)gii— +---+ﬂ;,.(x)% =b(x)u +c( X} (V-'HA.?)
ni qaraylik; bu yerda  a,(x).q (x),...,a,i'(.\'), b(x),c'(fx) —  berj.
gan funksiyalar Dc R"™ “sohada uzluksiz diffé;‘%ﬂg;anaﬁu\rchi
handa har bir xeD nugtada a.{x), ('-’C)""ﬁ a,{x)
koefﬁtsjy,cntla@ing kamida bittasi 0 dan farqli, ya'ni .. -
a (X} +a’ () +..+a, (x)>0 _

deb faraz Qilinadi. Bu shart (VI11.4.7) tenglafnaning har bt x¢
nu.qtatda differensial tenglamadan ib:(')_rai bo‘lishini ta>miniayd;. Riz
2mglik uchun D sohada a,(x) nolga aylanmaydi deb hisOblayy,,
Shu schada (VI14.7) tenglamaning har ikkala tomoni “o{X) 2a
E:]‘Iliiba,mjic;: o‘zgaruvchini. ¢ bilan bel gi;al?, um quyldagl kO‘rinishga
Ou a

a{ +j;(fg-r) ++_f; (I, XJ*“—:—: g(h x)u_!_h(t, x) - (VH48}

ox, o
B , :

“Yerdaendi = (0.0 %, )" Va fiyn £ g,k funksiy@lar < o
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Ushbu
[ cx
"d'"_; - ﬂ (ts x)
j ......
dx
n. _ t,
I JAGEY

yéki vektor ko‘rinishida .
9 _ fu,x) (ViL4s)
at '
oddiy differensial tenglamalar sistemasi (VI[.4.8) xususiy hosilali
tengiamaning xarakteristik sistemasi deyiladi. {(VIL4.9) sistema
yechimlarining (f,X} € R"" fazodagi grafiklari (VIL.4.8) ning
xarakteristikalari deb ataladi. :

Farazimizga ko‘ra f{{,x)= (S, x)e s j;,(r,x))" e C'{D).
Demak, D sobaning har bir (f,,&) nugtasidan (VI4.8)

tenglamaning yagona xarakteristikasi otadi.
(ViL48)  sistemaning yechimini ~ ((VI.4.8) ning
xarakteristikasini) ushbu

x=9(t.1,8) (@Ue,t0.8)=¢)
E- <" <b, (. x")e D

a,b— vetarlicha kichik musbat sonlar) bo‘lsa, u holda (VIL4.10}

(VIL4.10)

ko'rinishda yozaylik. Agar \rn —IE <4,

tenglamani & ga nisbatan yechib,
S E=p,,1.x)
ekanligini topaniz. Ma'lumki,

Pt x) = Plig.1.X) ={Gﬂl("asfax)»---,%(fmfsx)f

vektor-funksiyaning komponentalari (VI1.4.9} sistemaning erkll

birinchi integrallar sistemasini aniglaydi:

a¢, n a¢ . P
—t+ Lt=0,i=1n,
of ,Z:;'f’ o

(VL1
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. W

;.r ]
_ &
VIl.5-rasm.
yoki vektor yozuvida
. e op
—+—f =0
o & f
' _ Ravshanki,
Do(t.4,,8) -
T D& im“ = E ( £ —birlik matritsa )

Demak, /, ga yetarlicha vagin flar uchun .’?_‘2 matritsa

De

teskarilanuvehi hamda

Dett,,1.£)
DE e,

bo'ladi .Demak, (;,X )€ D nuqtaning vetarlicha kichik atrofida
(t.x)e D

O'zgaruvchilari  (koordinatalari) o‘miga  yangi (7.8}

=£

®'zgaruvchilarni (koordinatalamni)

. =1, E=@(t, x) = @(i,,1,x)
Ormulalar yordamida kiritish mumkin (VI1.5-rasm)
Bunda ‘

{i=1, x:gp(f,fﬂjg)

Bo‘lagi_ 4 :
- # noma’lum funl i : s L ]
%qali ifodalaymiz: unisiyaning hosilalarini yangi o'zgaruvchilar
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{ 0
o _Oou Oulpl,x) Ou . Oudplyx) . (VIL4.13

o Ot 0§ o ax o0& ox
Dastlab (VI[.4.8) ning xususiy holi bo’lmish ushbu

Cu St on  Ow Ou

—+ i, ) —+. .+ [ x)—=—+—f =0 (VIId.13
o TN Gt X £=0 (I
tenglamani yechaylik. _

Almashtirish  formulalari (Vil4.i2)ga ko‘ra (VI[4.13)

tenglama

du  ou za_u+§g(a<o(r,x)+aqv(r,x)f}@:o
o ox dr. O& or dx or
ko rimishni oladi. Oxirgi tenglamadan {VIL4.13) tenglamaning har
ganday yechimi t ga bog'liq bo'lmay, balki faqal
0=1(0,,...0,) ge bog'lig bo'lishi kelib chiqadi, Shunday gilib.
(V11.4.13) tenglamaning har ganday yechimi (VH'.4.9) xarakteristik
sistema ~birinchi integrallart to‘la sisternas
& =@ {t,x),:.. ¢, = @, {¢,x) ving funksiyasidan iborat, ya'ni
u=u(t,x)=c(@g{t.x),...0,(, X)) ;
bu yerda c(&,....& )~ ixtiyoriy € C' funksiya. Shunday qilib,
(VI1.4.13) tenglamaning umumiy vechimi  ixtiyoriy funksiya
o(&,....&) gabog'li. |
(VI1.4.9) sistemaning har qanday birinchi integrali birinch!
integrallarning to'la sistemasi bo‘lmish @, (¢, X),...,@, (f, x) laming
funksiyasidan iborat bo‘lgani uchun qo'yidagi teorema isbot bo' tdi.
Teorema 1. Faraz gilayiik, (4,,x°) nugtaning atrofida
A x),.... 1,6, x)  funksivalor  weluksiz dfﬁerensfaﬂamﬂ’d”
bolsin. w {E.x).....yp, (£,x)  dar bilan (VI4.9) sistemanii
(t,,x") nugte arofida cmiglangan erkli birinchi integrallar it

o
belgilaylik. U holda (NN1.4.13) tenglamaning yechimi (ﬂv?ll
o n’
nugtaning  hiror atrofida  maviud va har ganiday yeeh?
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AL R (t, x} laraing funksivasi sifatida ifodalanadi:
u=c(y{1,x),....w, {,x)).
Misollar garaylik. I.Rf_‘,y‘:, fazoda noldan fargl; {a;b;c}

~ o‘zgarmas vektor berilgan bo‘lsin. Agar u(x,y,z) =0 sirtning

du Ou Ou : N
E’E? ; E; normal vekiori berilgan vcktorga perpen_di!gplyar
bo'lsa, uholda # = u(x, y, z) funksiya uchun
ou 0o .
a—+b—?-"-+c%=0 ()
ox * Jy oz

tenglama hosil gilamiz.
Mos xarakteristik sistemani tuzamiz,

& _dy_dz
: a b ¢
yoki cdx —adz =0, cdy — bdz = 0.

Ikkita birinchi integral osongina topiladi:
cx-az=c¢, cy-bz=e, o
Xarakteristika berilgan {a;b;c} vektarga paralle] to*g'ri chiziglar-

dan iborat, (*) ning yechimlari ana shu xarakteristikalaridan tuziladi
vay

Blcx —az,cy —bz) =0
kf)‘_rinishda beriladi; Bu verda @ —ikki o‘zgaruvchining ixtiyoriy
silliq funksiyast. Oxirgi tenglama yasovchilari {a;b;c} vektorga
paralle! bo‘lgan silindrik sirt tenglamasini ifodalaydi. &
2.{x,¥,2) nuqtadagi normal vektori berilgan A(a;b;c)
fuqtadan shu (x, y,z) nuqglaga o‘tkazi lgan vektorga perpendikulyar
bo'lgan u(x, y,2)= 0 sirt uchun

Ou ou o
(K~ —+(y-B)—+(z~c)—=0
ox o TG

*ngtama hosil bo*ladi,
Xarakteristik sistema
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& _ dy _ dz
x—a y—b z-c
Uning birinchi integraltari
B o PR
._ ad azci, 4 =c,
z—¢ z—¢C

Xarakteristikalari berilgan A{a,b.c) nuqgta orqali o‘tuvehi to'g'ri
chiziglar oilasidan iborat. Integral sirt ana shu to*g‘ri chiziglardan
tuziladi, Uning tenglajpasi _

(D[x-a, y-bJ‘_‘O

z—¢ z-¢C
kocrinishda boladi. Bu tenglama uchi berilgan A(a,b,c) nuqtada,
joylashgan konik sirtni ifodalaydi. >
Endi (VIL4.8) tenglamaning
u},z,o =u, (X). Uy € c', (VIL4.14)
shartni qailoatlaﬁtiruvchi yechimini topish masalasini, va’'ni Koshi
masalasini, garaylik. (VIL4.13),(VIL4.14) Koshi. masalasining
yechimi (VI.4.10). ga Ko'ra i =u,(@(l,.1, %)) korinishda
ifodalanadi. -+ - - : .
Misol. Ushbu

@E -+ vgﬁ =0 (v =const} (VIL4.15)
-t ax .
tenglamani yechaylik. Bu tenglama uchun xarakteristik tenglama

- =y osongina yechiladi:
dt D
L= Q?(E,fo,g} =&+t _Iu)a é= @(rustsx) =x—w{ '_IU}

Demak, (Vil.4.15) tenglamaning umumiy yechimi

a = u(t, x) = U (x —v{f —13)) (V11.4.16)
ko'rinishda bo‘ladi. Bu yerda Uy (x)=1u |f=ru boshlang'ich
. teztik

funksiya. (Vi[.4.16) formula x o'qi bo'ylab o'zgarmas VY
hilan harakat giluvchi to*lginn anglatadi.
Endi umumiy ko‘rinishdagi chizigh
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tenglaﬁaa (VILAB) ™

yechishga q'aﬁalik. (Vil4.5) tenglam

gisbatan quyidagi ko*rinishni oladi: 7 (7,6) o‘zgaruvchilarga
Ou : '

61‘ g( ',@(T?(n,g))u+h(f,¢(f,fﬂ,(§))

Bu tenglama osonginia yechiladi; ' '

frI

Eln' = GXP[ ]‘g(‘s" @(r-:to + f))d?Jc('f) +

‘ + t - o
i ;;[ exp[ {! glr.ot, ¢ ))er (s, @530y, EV)ets:

bu yerde o(S)=e(8,..¢)- |
(integrallash "o’ “ -:;é},) itiyoriy €C' funksi
) ' O'Zgarmasi"), Oiro: ' Siya
o‘zgaruvehilarga qaytamiz. Bizga ma, ' tenglikda (t, x)
¢{S’rﬂ!¢;(.tus!sx))x : -
mun(')sa_batdan foydalanib, '(Vl!.rl‘g) P{s,0,x)
yechimi, agar u mavjud bo‘isa, ushhy, tenglamaning har qanday

[
u= exp{ jg(.s‘,g??(& f,-l‘))dSJ c(§)+

;II

i .
_ 0 )
+ |expt - | glF, b
Jow! - gtr- vty o
e L @5, 5, x))ds (VI14.17)
1‘0 .rlm_shda ifodalanishini topamiz. Lo
f?]ifh.‘! elfanllgid?n foydalanib, (V!I,‘*.la‘;g‘h funks;ya]ari C'sinfga
wks;_:}fanm‘g _haqlq‘at‘dan ham (Vil43 t ) formula bilan berilgan »
irib ko'rish qiyin emas, englama yechimi ekanligini

Endt  amumj ' '
v _ y yechim . '
S-;:;IAIZBJ,(VIIA.M) Koshi masalasiniﬁformmas' (VIL4.17)  dan
Pamiz: 8 yagona yechimini osongina

=CXp[ J g(s,@(s,l,x))dSJ”q(fh

fy
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: ! L1 - .
+ [exp {— [gtr.otr.e, x))dr} (s, (s, 0, x))ds - (VIL4. 13
Shunday qilib, biz quyidagi teoremani isbotladik.

Teorema 2. Faraz qilaylik (6, X%y € R™"  nugtanin g biror

atrofida 1,4, X),.., 1,6, X), 8, X), At x) funksiyalai ' sinfia
tegishli bo'lsin. U holda shu nuqtaning yetarlicha kichik afrofiy
(VILA.8) tenglama yechimga ega va uning har qanday vechip
(VIL4.17) formula bilan (c € C"y ifodalanadi: (VILAB)(VIL4 14y
Koshi masalasi yagona yechimga ega va bu yechim (Vil4.} 8)

formula bilan aniglanadi. ‘
‘ Eslatma. Teoremadagi ushbu

(£ X 1,020, 800,2), Bt x)} = C

shart ahamiyatlidir. Agar biz funksiyalardan faqat uzluksizlikni
talab qilsak, u holda (VIL4.13},(VIL.4.14) Koshi masalasi (yoki

(VI1.4.13) tengiama) birorta ham 1 € al yechimga ega bo‘Imasligi

mumkin. Aytaylik, g{x) — sonlar o'gi Rda uzluksiz, lekin

birorta nugtada ham differensiallanuvchi bo*tmasin. 17 hoida ushbu
Ou o g(x=Nu (V11.4.19)
o Ox

tenglama notrivial yechimga ega bo‘lolmaydi. Teskarsini fa.raz
gilaylik. # € ', u(ty,%,) # 0, funksiya (VI1.4.19) tenglamaving
yechimi bo'lsin. Umumiylikni buzmasdan (%, x,) >0 deb
hisoblaymiz. Yangi r={,&=x—! koordinatalarda (VIl4.19)
tenglalﬁa u! = g{(&)u ko‘rinishni oladi, '
Bu tenglamani yechib,

u=exp[(T—1)2(]e(£)

Yo = exp[(!. —!G)g(x—r)]c(x—i) (viL4.20)

- L . _ x‘
bo‘lishi  kerakligint toparmz: Farazimizga ko‘ra ul*« =
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funksiya X, € R nuqtaning Kichik atrofida musbat va uzluksiz
differensialianuvehi. (V11.4.20) ga ko'ra

u(t,x) = exp(s —l)8(x—O)]ug(x —t +1,)
funksiya (#g»X,) nugtaning vetarlicha kichik atrofida ufz,x) >0

boIgani uchun, shu atrofda (VI1.4.20) dan

{(t—t)g(x—1t) = ln[uﬂ (x—1+1)/ue, x)]
tenglikni topamiz. Bu tenglikdan E#i, da g(x—¢) ning
differensiaflanuvchi ekanligi kelib chigadi, Bu esa berilganga zid.
Hostl bo'lgan ziddivat (Vil.4.19) tenglamaning noldan fargli
yechimga ega bo‘la olmasligini isbotlaydi.
Yuqorida aytilgan g(x) funksiyaga ko‘ra ushbu

gli‘+ u =g{x—#)

of  o&x &
tengiamani tuzaylik. Bu tenglama  tekislikning hech ganday
sohasida %€ C' yechimga ega bo'la olmaydi.Teskarisim'_.faraz
qilaylik, u holda (V11.4.36) tenglamaning ixtiyoriy 2 e (' yet.:himi.

u=t-gx—1)+e(x—1)

ko‘rinishda ifodalanadi. Yuqoridagiga o‘xshash fikr yuritib, bu
funksiyaning  hech qanday sohada birinchi tartibli xususiy
hosflalarga ega bo*la olmasli gini ko‘rsatish giyin emas.

Demak, (VIL4.21) tenglama birorta ham # e C? yvechimga
€82 emas.

(VIL4.21)

Rvazichizigli tenglama
Ushbu

i . o .
zai (x’u)—_il_. = an#(‘x_:u) {Vil.4.22)
=0 ax,-

k"'ﬂZiChiziqli tenglamani qaréyiik; bu yerda afx.u), i=0,n+1

funksiyalari biror {(x,u)e G R"™ sohada aniglangan, C' sinfga
tegishli va ’ | .
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| i|a,(x.u)|> 0

=0

linadi: ' . R '
deb faraz(\qllllz.zl.n) tenglamani  yechishni  chizigli  tenglama);

»-ecliisl1ga keltirish mumkin. (VII-4.22) tenglamaning i = u(x)
;echimini
} wWx,2) =0 (VL4 23
tenglama bilan berilgan oshkormas funksiya sifatida izlaylik.

holda (V11.4.23) dan fopifgan
ou _ Ov g ov

— = i=0n (VI1.4.29)
dx,  3x ' Ou
hositalami (Vil.4.22) ga qo'yib, N
2 ov
- x,uy)—=0 (V11.4.25)
D6 () 2 (o)

=N ) ‘
tenglikni hosil gilamiz.{VIL4.25) munosabat (VI1.4.23) bog*lanish

asosida o'rinli bo‘lishi kerak, ya'mi bu yerda (x,u) erkli
o'zgaruvchi emas. Biz (VILA25) ni Xp,%,.., %, = U erkli

o-zgaruvchilarga  bog'hig _ bo‘lgan V= V(Xg, X, s Xyd)

funksiyaga nisbatan chiziqgli tenglama sifatida qaraymiz. (VI1.4.25)
tenglama uchun xarakteristik sistema

dx L =
—aglxu), i=0,m

dr 4 () (VI1.4.26)
@ =4, g (x’ u) . ’

ar ligida

(Vil.4.26) sistemada 7 —parametr; u additiv o‘zgarmas aniq

m+2 dagi
. - ; GcR sohadag!
kiritiladi (V11.4.26)  sistemaning (x.u)€ <arakteristikalari

traektoriyalari  {Vii.4.22) tenglamaning

. " - 3 . - tia i. . - o li
xarakteristik chizigiari} deb‘yurttl s _ i chiria
( Bu yerda shuni ta’kidlash lozimki, xususty hosi g

kalari yugorida kir

differensial  tenglamaning xarakteristt doi (.0

ko‘ra x lar fazosida joylashgan. Ular hozirgi ma ne
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jar fazosida yotuvchi xarakteristikalarning  x o‘zgaruvehilar
fazosidagi ortogonal proyeksiyalaridan borat ba'ladi.
Faraz qilaylik, y/i(x,u),...,ww(x,u) funksiyalar

(VI1.4.26) xarakteristik sistema uchun birinchi integrailaming to*la
sistemasi bo‘lsin, '

U holda (VIL.4.25) chizigli tenglamaning umumiy yechimi

v=cly,(x,u),..., W, (X, u)) = vix,u) {(ViL4.27)

ko‘rinishda ifodalanadi. Agar R

W)y, (u)) =0 ((x,u)=0)

tenglikdan # = u(x} funksiya aniqidnsa, hamda
S vl 4'0

B b S (VIN428)
shart bajarilsa, u holda '(VII.4.24) formulalarga ko'ra topilgan

hosilalarni (VIi.4.22) tenglamaga qo‘yib, uning (V 11.4.25) ga ko‘ra
qanoatlanishini ko‘ramiz.

‘Shunday qilib, quyidagi teorema isbotlandi.

Teoremald.  Farazr  gilaylik (VILA.25)  chizigli
tenglamaning Ixtiyoriy yechimi v{x,u) berilgon . v(x,u)=0
tenglama esa biror xe D R™ sohada u— u{X) fimbksivan;
aniglagan hamda (VI1.4.28) rengsizhik bajarilgan bo'isin, u holdy
t=u(x} fimksiva D sohada kvazichizigli tenglama (VH.4.22) ning
Yechisni b fadi, : ' A

 Kvazichiziqli tenglama (Vi1.4.22) uchun Kﬁshi masalasini
Yechishda geometrik yondoshish va xarakteristik chiziq tushunchasi
Juda han go*| keladi.

Endi biz ana shu xarakteristikalar metodi deb atatuvchi
Metodda to* xtalaylik.

(VI1.4.22) tenglama G c R™? sohada siliiq vektor maydon
a(x,u) =[(a,(x,u), a(x,u),....,a,, (x, u)]T

i apiqlaydi. Agar u=u(x) funksiya (VIL.422) tenglamaning
Yechim; bo‘Isa, bu yechimning grafi giga normal bo'lgan
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T r=iXx)= e ant i B
[6x0 ox,  ox,
vektor a(x,u) vektor maydonga mos nugtada ortogonal bof!ﬁ (by
vektorlarning skalyar ko‘paytmasi nolga teng ): )
(alx,u),n(x))=0
Bu shart @ vektorning integra! sirtga urinma ekanligini anglw.,
QOxirgi tenglikdan quyidagi tasdiq kelib chigadi.

Teorema 4. u=u(x}cC ' funksiya (V11.4.22) }engia};;ém”g
yechimi bo ‘lishi uchui uning grafigi o ‘zining har bir nuqtasida shy
nugtadagi a(x,u) maydon veltoriga urinishi yetarli va zarurdir.

Xarakteristik sistema  (V11.4.26) xarakteristikalarining «
vektor maydonga urinma ekanligi ravshan.

Agar S C R"** (giper)sirtning har bir nugtasidan (VIi.4.26)
sistemaning yagona yechimi o°tsa va S sirtda joylashsa, u holda §
sirt (V11.4.22) tenglamaning xarakteristikalaridan tuziigan deyiladi.

Teorema 5. v =u(x)eC ' funksiva (V11.4.22) {englamaning
yechimi  bo lishi uchun  uning  grafigi  shu tenglamaning
varakteristikalaridan ((VI1.4.26) sistemd yechimlaridan) tuzilgan
ho lishi yetarli va zarurdir.

a— Faraz gilaylik, u=u{x)¢€ '~ (V11.4.22) ning yechini,

I, esa uning grafigi bo‘lsin. Ixtiyoriy (x“,u(x“))eFH nugtadan

(VI1.4.22) ning yagona xarakteristikasi ((VIi1.4.26) ning yechimi)
o'tadi. Bu xarakteristikani Y  bilan belgilaymiz. % ning

to*laligicha T, da yotishini ko' rsataylik. x = x{(r) bilan ushbu
ax

: —t =g I/ f = 6—_ .
AL x(0)=x" ’
masalaning  yechimini  belgilab, parametrik  tenglamast

x = x(7), u =u(x(r)) bo'lgan ' chizigni qaraylik. q' <l
ekanligi ravshan, u = u(x) (VI1.4.22) ning yechimi bo*igani uchurt
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tenglama x = x(r) d2 ham qanoatlanadi.
(VI1.4.29) va (VIL4.22) ga ko'ra
die(x(2) SRR
= (XL u(x()), u(x(0)) = x°: (VIL4.30)
(VI1.4.29) va .(VII.4.30) dan 7" ning (x”;u(.r“))er dan
o'tuvchi xarakteristika ekanligi kefib chiqadi. Bu xarakteristika
yagona bo‘lgani wchun  9=u" cT,. Endi faraz qilaylik
“=u(x) ning r"c'ﬂ{"” grafigi  (VI1.422) tenglama
xarakteristikalaridan tuZiigan bo'lsin, ¥ = u(x) funksiya {VI1.4.22)
tenglama yechimi  ckanligin Ixtiyoriy
(x ;u(xa))e . nuqia orqali o‘tgan xarakteristika {((VI1.4.26)

ko‘rsatamiz.

g yechimi) I',da yotadi va u (VIL4.26) ga ko‘ra shu nuqgtada

a{xo;u(xa ) Demak,

(‘xﬂ;u(‘x")) efu nugtada I, sirt ”'a(..!cﬁ;u(xﬁl})

”Enafji' Bundan esa # =#(x) ning (V“-"r-ﬂ) t.cn.glama yechimi
exaniigi kelib chigadi. : |
Endi (V11.422) tenglama uchun Keshi ;
: e a2 uchun  Keshi masalasi  bi
shug ulanamiz. Dastiab {(VI[.4.22} _t__e:llg-iaﬁ'ia' O‘rﬁiga ushbjgl bilan

vektorga urinadi. ixtivoriy

vektorga

ou < Bu
o ’ 'rs s —=f
a‘ﬁ;;fe(_ x “3. o FonltXa) (VA3

;‘It!illgan tenglamani qatayniiz; ~ bu yerda
. (x,...x ) eDcR™. (Vil4.29) nin
rakteristikalari , x.tynugtalar fazosida

tenglamaning

= ] t? A U P = } 3

o FA y» i=ln

du (V11.4.32)

-_= -f;!+| {{- xg u)

Sistﬂm ) f .- .

Ot adan  aniglanadi ‘(bu holda xarakteristikada t - parametr
8a erkli o*zgaruvehi 7 1i 0ldik). (YI14.31) tenglamaning
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ul | =u () (()eCD) (ViLay

=iy
boshlang‘ich shartni ganoatlantiruvchi yechimini fopish Kogh;
masalasi deb ataladi.-
Up

_ %r
VIL.o-rasm.

- Yugorida ishotlangan teorema (Vi1.4.31),(VI11.4.33) Koshi
masalasining yechimini qurishga  imkon beradi. Izlanayotgan

yechim grafigi
(f()s;!un (5)}
nuqtalar orgali o‘tkazilgan xarakteristikalardan tuziladi. Bu
xarakteristikalar (V11.4.32) sistemaning
.x!:n =&, u|.'.,, =1y (&)

boshlang‘ich shartli yechimlardan iborat (VIL6- rasm). Bu
vechimlarni Koshi ko‘rinishida yozaylik:

X =D, Eu (EN u=y (1,4, Eu,(E). (V434
(VH.4.34) tengliklar yec‘him grafigining parametrik tenglamasini
beradi (£ -parametr, f, -tayinlangan). Yechimning parametriargd

s:lllq hog'ligligl hagidagi teoremaga ko'ra @ va y funksiyalari /
va & o‘zgaruvchilaming  wuzluksiz differensiallanuvehi
funksiyalaridan iborat. u=u(f,x}eC' vyechimni topish uchun
(V1L.4,34) dagi birinchi tenglikdan & ni ¢, x orqali
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5 E=E{t,x) -
ﬁmkalya sifatida ifodalab, (VIL 4 23) tengh}dca qo'yish kerak.
o |

bo‘lgani uchun teskari funksiya haqidagi tcoremaga ko‘ra [, ga

yetarlicha yaqgin ¢ larda (Vil.4.34)'dagi O funksiya 'iﬁ':i\éjud va u
C'sinfga tegishli, chunki Il,w, € C'. Shunday qilib, #,ga
yetarlicha yaqin ¢ farda (VIL4.31), (VIL4.33) Koshi masalasi

w=ult,x) =yt 2, X), 1, (B, X))
yagona yechimga ega.

Bu yerda shuni ta’kidlash lozimki, (VIL4.31), (VIL.4.33)
Koshi masalasining yechimi mavjud bo‘lgan vagt oralig'i sillig O
(VIi4.34) funksiyaning mavjudlik shartidan aniglanadi. Bu oralig
umumly holda yechimning berilgan #, giymatiga bog*liq bo‘ladi.

- Misol. Ushbu

— g (x) (35,2 C'(R))

ou +u Ou 0 |
— Pa— ” Ul
a , ar =0
Koshl masalasml yechaylik. o

§—r Xaralkteristik sistema (VIE4. 32) quyidagi ko‘rinishmi: -
oladi; . -

— =y au_ 0.
_ dt dt

Bu sistemani x},ﬂ} =£, “[:=n = u, (£ ) boshlang‘ich shartlarda
yechib, izlanayotgan yechim  grafigini tashkil etuvchi
Xarakteriskalarni topamiz: '

U= uplE) x = g (E) + £

Jmu_miy holda oxirgi munosabatlar qaralayotgan masalaning
‘echimini barcha £>0 paytlarda aniqlamaydi. Hagigatan ham,
\gar biror £ =+{. da§ ga nisbatan x =41, (£} +¢ tenglama ikkita

E -
= * &, yechimga ega bo'lsa, & o‘zgaruvchini { =£,da (x,!)ning
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bir giymatli funksiya sifatida ifodalab bo‘lmaydi. &
X=Xy X X, ¥ nugtalar fazosida regulyar gipersirt - §
berilgan bo'lsin. § ning reguiyarligi u o‘ziming har bir X, e8
nugtasi atrofida
Flxy=40 {V11.4.35)
sillig tenglama bilan berilishi mumkinligini anglatadi; bunda F(x)
funksiyva. x" ¢ R"™ auqtaning biror ateofida ("' sinfiga tegishli
hamda

oF OF oF
gradFli\_,,: [E——E——fi—] =0 {VI1.4.36)
: ox, ox,  ox, @

bo™lisht keruk (8 st uzluksiz o° zgaruvehi normal vektorga ega ).
Endi (Vil.422) tenglamaning § sirtda berilgan g & C'
funksiyaga aylanuvchi ya'ni o
U =g (VIL4.37)
sharini  qancatlantiruvehi  yechimini  topish  hagidagi  Koshi

masalasini yechaylik. s i
Aniglik uchun '

devilik. U helda S sirt x = (XUO, xiﬁ .

atrofida ., by
X =8(X....%,) (seC')

(X5, X000, ) O°Zgaruvchilar

s x”ﬂ )T = é};\;-}nuqtaning biror

(VI1.4.38)

oshkor ko'rinishda ifodalanadi.
o'mniga yangi  ({,¥,,..., ¥, ) o'zgaruvchilami ushbu

. PN
= F(I“,XI,..,.\,,;

a L
it Y =x—x : {:'ﬁ’

H ﬁé

i - G i
skl wohain ! Y, =X, - X, 4_'@"?

286

formula bilan kiritaylik. Almashtirish yakobiani x" & R nuqtada

gt Xedoer) [ _BF)
a(x{))x]:'"ﬁme x° 6x0 [.‘L’O ’

Demak, shu nugtaning biror atrofida sistemadan (xa,xl,...,x,,)

¢

o'zgaruvchilar - (#,y,,...,y ) o‘zgaruvchiiari orqali bir giymatli
ifodalanadi: '
xﬁ = F*(IS}’J} '!“Syn)
¢
X, =)+

0 .
Ay = yu + X, A

va bunda F'e(! bo'ladi. Ana shu (&, %50,

(VIL4.39) *

JaY

o‘zgaruvchilarda S sirt ¢ = 0 tenglama bilan beriladi va (VIL.4.37)

Keshi sharti ushby
“i =0 = &

(VIL4.40) -

L

ko'rinishni oladi. (VIL4.39) o'tish formulalariga ko‘ra quyidagi -

hosilalarni hisoblaymiz:

augf*;' ou . —

— =2 oM L ou _ .
Ox, Ot ox, &, o ox &, i=Ln
Buni (VH422)ga qotyib, .
” OF Su 5 Bu
g, —— 4+ g
; f ax’_ of _,Z=[;: o, ayj a0 (V"44 1)

tenglikni hosil gilamiz. Shunday qilib, (VI1.4.22),(VI1.4.37) Koshi
Masalasi  (r, ¥} erkli 0‘zgaruvchilarda (VIL4.4]), (VIL4.40}) .
masalani yechishga keltiriidi. |

Faraz qilaylik, x° e § nugtada S sirt (xo-,u(xo)) nuqtadan
®tgan xarakteriskaning R7"
Va'ni

fazodagi proyeksiyasiga urinmasin,
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. _ : \
' ?a,{xg,zr(xﬂ}}—aii 0
pe . a,

bo'lsin. U hoida x° nugtaning -~ § sirtdagi biror atrofida ham

(VH.4.42) tengsizlik saqlanadi va x° ning kichik - atrofida

1VIL4.41) tengiama (VIL431) ko'nnishidagi tenglamaga keladi.
Yugorida isbotlanganga ko'ra (VIL4.41), (VIL.4.40} masala yagona

yechimga ega. Hosil bo'lgan natifani teorema sifatida ifodataylik. -

Teorema 6. S (VIL435) regufvar sirtning (VI1.4.42)
sharted ganoatleativivehi har ganduy meqrasining yetarlicha kichik
atrofidla (VHA22) EVILA3TY Koshi masalasi yagona yechimga
ecga.  Yechimning  grafigi {( x..u}‘ xe8, u :u(x)} sirt
nugtalaridan o 'thazilgan xarakteristikalaridan ruzilgan.

CAgar x = x° nugtada ve Tk

3 oF
Y a(xux) =0 (VIL4.43)
=t ) aa\’, L
bo'lsa,.u holda (VIL4.41) tenglik
iY a
Z 4 “—Z‘i = (V11.4.44)
_’——-|

%,

ko'rinishga keladi va u berilgan g funksivaning hosilalari orasidagi
bog‘lanishni  ifodalaydi. Tabiiyki, umumiy holda bu shart hech
qanday atrofda o‘rinhi bo‘la olmaydi. _

Agar (Vi1.4.43) va (VIL4.44) tengliklar x* nugtaning $
sitdagi biror atrofida ham qanoatlansa, u holda (VIL.4.22),
(VIL.4.40) Koshi masalasi cheksiz ko'p yechimga ega bo’ladi.

Eslatma. Umumiy ko rinishdagi ushbu

cu Ou e
F{x, xoox ae—-. o) =0
- ox, Ox,  Ox,
tenglama ham xarakteristikalar (aniqrog’i xarakteristik polosa) usuli
vordamida tekshirilishi mumkin,
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(ViLa43y

Masalalar

1. g(¥) — Rdauzluksiz, lekin birorta ny .
Gtada ham diffe i
o' Imasin. Ushbu erensiallanuy...,

Su  Ou

_— = —

PR S
t;ngl'amani qaraylik. Tenglama tekisliknin
ycchlmga ega bo‘]a' olmasligini isbotlang.
2. Quyidagi Koshi masalalari (0,0) nugta atrofida analitik yechimg:

& hech qanday sohasida y e

egami?
a) _af;:_a_’iJ =1,
2 N
a 2
b).ﬁ=£3”u[ -1
& e Mm ST
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JAVOBLAR, KO'RSATMALAR, YECHIMLAR

ifn.1.
1 = 30 A =52
3. Ixtiyoriy tayinlangan zeR” uchun @(s)=(z, f(x+s(y-—x)))1
5 € [OLI],'bir o’zgaruvchining funksiyasini garang. @ ﬁmksiya_ming .[0;11
da differensiallanuvehifigini asoslang va bir o‘ggamvchining haqiqiy
funksiyasi uchun Lagranj teoremasiga ko'ra birer we(0;1) uchyy
() - p(0) ={@'(e)| < suple'(r)] ekanligidan foydalanib, fikriashy;
davom eftiring, o
8. Funksiva |/l<1 . |xl<l,|x,]<] to'plamda x,x,bo’yicha Lipshitg
shartini qanoatlantismaydi, |7|<1, e <lx|<], £ <|x <l (B<g<

w'plamda esa — ganoatlantiradi.
9. Agar x £ E ho'lsa, ixtiyoriy y e E uchun berilganga ko'ra

H = sIfx)y-fni< Lix -y = f)L/(p)+ Lix~p)
va anig quyl chegara (inf) ta’rifiga ko'ra .
S Sinf i/ (p+ Lix -yl = f(x).

Ravshanki, x € E bo'lgani uchun f(x)=inf{f{y)+L]x-p[} < F(x)
yell F

" { y = x olish mumkin). Demak, x € £ uchun ‘fn‘{.\') = f(x). Badi }F nin

Lipshits shartinl ganoatiantirishini ko'rsatamiz. xeR" va ze
bo'lsin. U holda Lix-y|<Llz—y| + L|x—2  uchburcha
tengsizligiga ka’ra

flx)= i.”f{furHL!x.—.vl} Siﬂf{f{y)+£|z—y! +Llx-zl}=
:If(z)+L|x— 2l

va'ni _f(x);glf'(z)+ Llx—z/. Bu yerda x va z nag o'rinlarini

almashtirib, ‘f-"{z_] < f”( x)+ Liz- x| tengsizlikni ham topamiz. Demak.,

|F(x)- fzf<L)x—g.
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M2,

#l 2 I 2 r 3 4
1. Y —4y(-y.+l)y =163y +4(3* - 3)y* =0.
2. SIstamadagJ’ (]}.teng!amani differensiallash natijasida hosil bo’igan
tenglamadan y/ hosilani (2) tenglamadan foydalanib yo’goting:

| 430 -y +3x )y ~x’ +2y° =0 3)
Endi (1) va (3) tenglamalardan Y noma’lummi yo’qotish uchun (3)ni
yga, 1 ai ¥ va 3’ ko’paylirib, quyidagi tengliklar sistemasini hosil
giling:

x'+3x2x'-x3-(x’+3x3)y~agf+2y3:0 3
(x'+3x2x’—x3)—(x'+3x2)y:'hxy’+2y"'=O 4
X+’ —xp—3t =0 (n
(X+x)y-x? -y =0 (3)
(x'+x3)yz—.1}-'3—y4 =0 (6)

Bu sistemani 1, y, »°, 7, “noma’lumler”ga nisbatan chizighi bir jinsii
algebraik  tenglamalar sistemasi deb garab, u notrivial yechimga ega

1}? lgani sababli uning determinantini nolga tengligi shartinj yozib
lz:angan tenglamani ioping: ,

X" {xx’ = Tx' - 8x% — 237 Jax'—x +(9x% 26y + 12)x%x ~

~(32x% = ZIx =y —45° +155° +8x” +x% =0,

o Im.3.
u(t) va  g(r) funksiyalaming /=4 nugtada uzluksizligidan
ﬂ({) >@(t) tengsizlikning biror / [a,a+8] (& > Q) oraliqda bajarilishi
kelib chiqadi. Agar bu tengsizlik {a,b] segmentda bajarilmasa, ya’ni
'5 <b-a bo'lsa, u holda shunday eng kichik ¢ > 2+6 son va Felln]
Ihdekg topiladiki, ular uchun ’

) > (1), a<i<c, u(c) 2 plc), wWic)=g'(c
bo'ladi. By holda shartga ko’ra v

Dul(e)> 11 ue) 2 £/t p(e)) = g7 (o).

1.

Lekin

Dyitey= tim W e+ -u'(c)  — p'(c+h)— o’ ,
O Iy T s i DOy,
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2. X1y = f(x(r)) ayniyatni x'(¢) ga ko’paytirib, uni hadma-had 7 €[4, b]
segment bo’yicha integrallaymiz va x[\a} x(#) ekanligini hisobga olib
topamlL :

J} (et = J‘f().(r))x(?)cr’f {d (W) dt = F{x(b)) - F(A(a)) 0.

bu verda F(x) = [f(s)ds- x'l({) uzhiksiz va nomanfiy bo’lgani uchun
&

k

‘[x_'z(;)d( =0 tenglikdan ¥'(1)=0, re[a,b]. ya'ni x(t)=const
ekaniigi kelih chigadi.
Tasdigning e C(R°,R"), #n>1, holida o'rinli emasligi
quyidag! miseldan kelib chiqadi:
fx =-x,
[x; =X
sisiema x, = cosf, x, =sins ©o'zgarmasdan fargli yechimga ega va bu
yeehim uchun x (0) = x, (27}, x,(0) = x,(27).
Endi faraz gilaylik, f=gradg ., we C(R",R), bo’lsin. Bu
holda x'= f(x) sistemaning x = x(¢),f €{a,b]. x(a) = x(b}, yechimi
uchun qu,:daailarna enamlz

J]lx(r)ll dt = J(\(r) X))t = f(f(x(t)),x(r))dr*

" e x delx(t
IZ o _,( ). _{E)dfzj o) 4y
= p(x(B)) ~ p(x(a)) = 0.
Demak, ux'(r)ﬂs 0, rela.b], yami x{r) = const.
4. (K) masalaning 1 27, da x=2a(7} va y= p{¢) yechimlari berilgan
bo'lsin:
X(t)= F, %), Y(O=fFp0), x(1,) = plt;)=x".

Ushbu  z(r)= x(1)- y(), u(n)={z(r)]  belgilashiarni . kiritaylik.
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Ravshanki, z{r}- z(f) = Jz(r)f2 =u’(t), u{t,) = 0. Quyidagilarga egamiz

du(t) P
2u(r)2A1) “( = 220228 =20y~ yay-c 1 )= £,y
< 2.0y = (O @x0E) - 30O = 20t (ale).
Demak, B '
u(r)%1 < u(typ(u(s)), u(t,) =0 *)

Biz f = ¢, bo'lganda u(r) =  bo'lishini ko'rsatishimiz kerak. Teskarisini .
faraz qilaylik, ya'ni biror #, >z, nugtada u(2,)>0 bo'lsin. u(t)
funksiyaning [1,:4.] segmentdagi nollari o’ plamini 'qaraylik:

F= {t ety 6 u(t)y= O}U

F#, chunki (), € F. u(t) ning uzluksizligidan F ning yopigligi

ravshan. F yugoridan 1, bilan chegaralangan. Demak, uning aniq yugor

chegarasi mavjud

ey
t=supF, r<t,.

£ yopiq bo'lgani uchun f e F, ya’ni u(t) 0. Bundan 1<, ekariligi

kelib chiqadi. Endi ravshanki, (r, t.] oraligda u(f} >0 va (*) dan shu
oraliqda

U -
LION <1, re(it].

| pu(r))

Oxirgi tengsizlikni [7;2,T < (7,4,] segmentda integrallaymiz:
r]~ dz;(l‘) <t

_ F plu(t))
ya'mir-
: uif}

SL-T. t<r<t,.

LIER)] @(S)

:Oxh'gi tengsizlikda ¢— r+0 deb limitga o’tib,
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wida )
Crgs L |
—— =t — T <+

0 49(5 )
MUNOSanaini nosl guamiz. Bu esa benlganga zid. Shunday qilib u(t) 0
ya'ni x(t)= y(i}.
5, Yuqoridagi inasaladan Koshl Bunyakovskiy tengsizligiga ko'ra
Kelib chigadi.

H1.4.
1. Yangi r=In! ekli o’zparuvchiga o'ting. Yechim ko'rinishidan -
ravshanki, u # =0 nugtaga davom etraydi,
3. Teskarisini faraz qilamiz.
(v >0, )20 = y-o'suvchi= y(x) = +n

26—

Vixy=y () +x 2y +£7°, 6 Sx<2,6 (D<g < 2,6)
y( ‘)

c{}

I: —{arctg =< —arcig —@) >x-
£

v+

} .
arctg ——= y( al at‘ctg (5} >a{x~g).buyerda x 52,6~ deymizva
£ 3
arctg ne) < £ - 5(2‘6 - gy ni hosij gilamiz; oxirgi tengsizlikda £ =1,3

deb ziddiyatga kelamiz: arctg y(}:) <= (1,3 <

4. Faraz q;tayhk. ber{lgan Koshi masalasmmg x=x{r) yechimi

[0.0) (< +o0) oraligda aniglangan bo'lsin.  Odatdagidek normal
sistemaga o’tamiz;
=g 1)
[ X(0) = x,, X(O)=v,.
X'+ f(x"Y+ g(x)=0 tenglikni x"ga ko’paytirib, uni 0 dan ¢ gacha
integrallaymiz. Berilgan G{x)>mx>, y/{y)=0 shartlarga ko’ra ushbu

LUAOF +mlx@) s Sivf +mlxf . r€(0,8).
) 4

tengsizlikni hosil gilamiz. Demak, x{r) ., ¥{t} yechim chegaralangan, va

shuning uchun u [0, +0) gacha davom etadi.
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IIL.S.
1. Yechim [0, 5] da aniqlangan aniglangan bo'Isin. Bu oraligda

v >0, y(0) =0 = y(x)>0. Ravshanki,
s = [ e opds =24 [ aps < Ze [y

I
u(x):%+£y1(sw5 deylik. U  holda  y(x)<u(x) va

* 2 - ' t ! . I 1
w'(x) = »*{x) £#’(x). Bundan _3%31, H{_) €], e
) u “ u(0) u(x)
3
—33—“———1 =z, }?—x= ! . w(x) = b - Demak,
b u(x) b u(x) 3-b'x

3
wWxysu(x)= bb cxe[0;3/8°]. b=3/p =¥ "3:>b~l316l
Yechim kamlda [0;5] = [0,1,3!61] oraligda aniqlangan.
x ni —x, y n -y bilan almashtirib, yp(x) yechim kamida
[-&,5]={-1,3161;],3161]oraligda aniglanganligini topamiz.

2.1 masalaning yechilishidan foydalanib, yechim o'ngga kamida
[1:5]={1;1,1549] pacha davom etishini asoslang; aniq hisoblashiar

vechim [I;1,25609]gacha davom efishini ko'rsatadi. Yechimni chapga
davom eftirish uchun x =1—¢ almashtirish bajaring.

H1.6.
1. Teoremani to’g'ridan~to’g ri ushby

e -8 ) =8 -8+ _[(,f (5:0(5;8")) ~f(5,0(s;EN)ds
tenglik va Gronuol! tengsizligidan foydalanib isbotlang. '

Iv.4,
1. @#}y = A()P(¢) bo'lganligi uchun berilganga ko'ra
M (AP = (A () = - (N AQ)-

Demak, ¥ = (D () quyidagi Koshi masalasining yechimi:
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W= YA
Yl =07()
W = @ '(r) ham shu masalaning yeéhiini, chunki

dP'()

ehi

=-® ‘(I)'d%;)’ ') = ~¢"(f)A(f)¢(f)¢"(f) == "(I)A(f)":

va {s,) ertogonal mairitsa bo'iganligi uchun D7) = @' (¢,)- Chizigli-

normal sisitema uchun vagonalik xossasiga ko'ra @' (1) = @), ya’si
{1 ) - ortogonal matritsa. '
2. /) fundamental matritsa

(1) = O, + I AYD(sds
mteoral tenglamalar sistemasinining yechimidir. Uni ushbu
Do) =Bl D (O =Bt + { AD()ds, k=123,

ketma-ket yaqgintashishlarning fimiti sifatida topish mumkin. Ravshanki,
simmeirik matritsalar ko’ paytmasi va yig'indisi yana simmetrik matritsa
bo'ladi. Shuning uchun ketina-ket yaginlashishlarning barchasi simmetrik
matrizsalardan iboral. Demak, alarnining ilimiti be'lmish d&(¢) ham

simmetrik matritsadir,

: V.7,
2. Beritganga ko'ra

FANYY __eu Hf}

¢ %:>€H !B rb'em’ demak,

i i
(.’J 12l .2'"3 }

(}3‘+.afA.+!'—2_~A2 +...)(E+tB+%B: +...)=

’ 3 - 2
= (E+rB+%B*+‘..)(E+1A+%A1+...)'

i* oldidagi koeffitsientlarni tenglashtiramiz:
i 3 . 3 2
AB+— A +l.B’ = BA +i B +-]-A' = AB=1DBA4.
2 2 2 2 :

6. 2. L (cost) = — dsinitA. i{Si‘”A) = Acostd.
dt d[ ,
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IV.8, .
. A4 matritsaning Jordan kanonik ko tinishidan foydalanmg, yoki

[, )“ ‘ S |

el Ey4 Zf-——Cf)A* < oM f1+—‘A

L (244 Gt e )
baholashni asosiang,

3. Berilgan ayniyami differensiallang va X'(r) = X(O)X(r) tenglamani

hosil giling.

VY. :

1. Berilganga ko'ra  f(x) funksiya (—o;a),(a; b}, (b; +o0) oraliglarining
har birida o'z ishorasini saglaydi. Ixtiyoriy x = x(f) yechimni qaraylik.
Aytaylik, biror ¢ uchun x, = x(¢,)e (2;5) bo’lsin. U Thelda 7 ning
o’zgarish jargyonida bu yechim chekli paytda o ga ham & gz ham yetib
bora olmayd: (yechinwming yagomalik xossasiga ko'ra). Demak, u  barcha
te€{~o,+0) larda amiqlangan va  x{()e(a;b). x=x{¢t) yechim
monoton be’lganligi uchun  f(x) funksiya (a;h) da o’z ishorasini
saglavdi) bu funkstyaning giymatlar to’plami, ya'ni fazaviy tracktoriya
(a;b) intervaldan iborat bo’ladi,

Endi faraz qilaylik, x=x{f) yechim uchun biror f=( da
X, = x(#,) € {(—=;¢) bo’lsin. Aniqlik vchun f(_x0)<_0' déylik. Demak,
x=x(t} kamayuvchi. 7 kamayishi bilan x(#) ortadi va limx(f)=a
bo’'ladi. ¢ ortishi bilan esax{f) kamayadi va u yo chekli pr;yt;a —coga
ketib goladi, yoki [z,;+00) ocraliggacha davom etadi. Oxirgi holda ham
lim x{t) = 0 bo’ladi, chunki aks holda x(#) quyidan biror & seon bitan

=

cheparalangan, ya'ni x(1)2 ¢ , t€[f,;+w), va
X(0) = (<) sup /() = B <0, 1€ty
baholashlardan hosil bo'luvchi (Vs Bl —t)+x,, 1€lt;+0),

tengsizlikdan yetarlicha katta ¢ lar uchun x(t) <o ziddiyat tosil bo'lar
edi.

4. F(x)= ].

1]

ds deylik,  F(x+r1)- F(x) funsivaning
F(s) :
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o'zgarmasligini va F(x(h)) — F(x(e))=b—a ekanligini ko'rsating.

8. Busistéma ~ p(¥")x" qarshilik (ishqalanish) kuchi va —x elastik kuch
ta'siti ostida moddiy nugtaning (m = 1) harakati tenglamasini ifodafaydi.
v = —_p(,\:')x" ~ x . -Moddiy nugtaning v = (x, W= +37)/2 to'la
mexanik energiyasini qarang. x = x(/), y = y(r) harakat mobaynida by
energiya kamayadi? : - : :

-d—li:-—,.':r(y)y2 <0, p=0.

et
Sistemaning biror
s = x| !
Jl *t) ,O0<greT,
ly=»0

'T davny yecinu maVJud deb hisoblab, bu yechim ho’ylab
_[wdr

mteoralm ikki usul bllan htsoblab ziddiyat hosil qi]lng
6. Oshkormas funksryaiar haqidagi teoremam

'?0(":51’?) a + P
o _ LG n)y=a, +fu
sistemaga qo’Hab, uni £ va & noma’lumiarga nisbaian yeching [12).
7. Muvozanat nugtaleri va ularning tebiatini aniglang. {(_];y), iyl<l}

A

kesmaning hamda ()] ~eo< 3}, KLyl y>1).
’{ x; 1,.-‘)} p=2 .—_1'1),5. <1} va {(x; y)i y=2-x,x>1} nurlarning

tracktoriya ekanligini asoslang. = Tezliklar maydonini  va _maydon
vekrorlariga urimavehi chiziglarni (traektorlyalarm) quring. ’

B. Muvozanat nuqtalar to’rita;
{(I;1)—egar, chunki chiziqlashurilgan sistema matitsasinig xos sonlari

2= ”‘l_ 0;5_——5-@;0;

(3;3) ~ turg’un tugun, chunki mos matritsaning xos sonlari

A =-3<0,4,=-440;

(\E ; *ﬁ y—noifurg 'un Higun, chunki mos matritsaning xos sonlari

2433+ 12317 2433124317

=d4.6>0 = — =D 0
2 . 2 An 2 6>

(-—ﬁ; \ﬁ y— turg’un fokus, chunki mos matritsaning xos sonlari o
2-3/3 i
P 23#_)”,u'izxf"’mfﬁ%_!’6“3!]:31 2-343 Jtzﬁ»r 6B

Re(d}=Re(1,} <0

,ll=

9. To'ttia mtvozanat nuqtas: bor. Ular:
(1;1) va (3;2)- markazlar;
(1:2) va (3;1) -egarlar.
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11. Davriy manzarping bir qismi quyidagi rasmda tasvirlangan:
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12. 1). Bendikson-Dyulak teoremasidan foydalaning ( /2 = be ™). o | .

2). Bendikson-Dyulak teoremasidan foydalaning (h=x"y': k,I farni
tanlang}. -

3). (x> + ") 2 0 munosabatdan foydalaning.

13. f-?- va f;lhosi]alaming ishoralarini o'rganing va 4,4, kesmaning

dt dr

ixtiyorty {x;0)nutasidan chigqan yechim ¢ ning ortishi bilan (0;0)}nugta
atrofida  aylanib, A, Aning  (p(x%,0) nugtasiga qaytishini
ko'rsating. g x) ning o'suvehi va uzluksiz funksiya ekanligini asoslang.
x=x, 4 @(x)-x>0, x=x, da esa p(x}-x< 0bo'lgani uchun
3xe(x,;x,] @(F)=Xx. Sistemaning ¥ nugtadan chiqqan traektoriyasi

yopiq chizigdan iborat.

: VI
4, Nol-yechim noturg’un, o= x" + 3.
5. Nol-yechim turg'un, L : Do
v=x+y-In{l+x}-In{l+ 3}, {x, ) eV, U={-Dx(-;1).
6 p=x*+2y7.

8. 1). %J_’z_‘gy_ tenglamada y = xu deb tracktoriyalarni (birincﬁii
X A
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integralni} toping.
7). x* +3" = ex” egri chiziglar tracktoriyalari ifodalaydi.
dy ¥y —6xp+x’
dx F'yY

4).Birinchi integralni toping.
5). Muvozanat nuqtalari atrofi da traekmnyalar tabiatini tekshiring.

7). Tekshirishda v{.x,-.y)_(). -he™ ¥ ning Lyapunov  funksiyasi
ekanligidan foydalaning.

10}, Quib keordinatalariga o'ting. _

10, Yetarlicha katta x,y.z faruchun (rx’+oy” +o(z~2rY )Y <0 va
sistema  aniglagan mos ogimning divergensivasi (o +b+1)ga teng
ckanligini ko’rsating.

3}

tenglamada y = v"u almashtirish bajaring.

VILL.
1. l)leqallk uchun (1) = yf{r rn x")deyiik. Ma’lum (VIL.1.26)
opU3 1y, X' o3ty X"))
) - [.x
a, ax’ It
formulaga ko‘ra
@5 y(s) _ Qs wlsh | OQUs.Ws) vy
Js di, ox®
= Ot s, WY () - f(s.p(s)) =
. =05, W (sHrisp(sh -
Bu = tenglikni 5= dan s=tgacha  integrallab,  va

@64, (£)) = p(i)ekanligidan foydalanib, V. A Alekseev formulasini
hosil giling.

2%. Ushbu
G, x" + sy’ -x")

Oy
ayniyatni integraliang.
3). Bu formmulani 1) va2) formulalardan kelirib chigaring,

= B{t30,,x° +5(5° - x")(° - 20, s € [0 1]

VIL.2.

hy= O
1+ z(e =)
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VIL.3.
1. Tenglamalamn hadma—bad qo’shib va ayirib, topmg

{( <+ )Y = (x+ )
=) =(x-py
Teng[amalarm alohlda-a[chlda yeching (x+y 20, x~p#0 deb faraz

qiling): - .
&b :
+ ____>

AN _-U

- ] f
Yo'qolgan yechimlami toping.
2. 1). Teskarisini faraz gilaylik: biror B; doirada amiglangan u(x, y)
birinchi  integral maviud  bo'lsin, Demak, u(x,y)eC'(B,),
u(x,y) = const va berilgan sistemaning B, da joylashgan har ganday
x=x{f), y= (1) yechimi bo'ylab  u(x(¢), y{¢)) = const . Ixtiyoriy

(x5 ¥, )€ 8B, ﬂUfHaﬂi olib, berilgan sistemaning
x(fy=xe” . y(1) = ye”' yechimini qaraylik. Rayshanki, ixtiyoriy 7 >0
uchun G ) =(x,e7", pe”' )€ By - Demak,

u{xe™, y,e”) = 1y, ¥,), £ 2 0. Demak, u(x€', ¥oe') = u(x,,¥,)- Bu
ayniyatda f— +o0 da limitga o'tamiz. Natijada ixtiyoriy (X5, ¥o) € B
uchun  2(0,0) =u(x,.y,) ekanligini hesil qilamiz. Bu esa -
u(x, ) # const ekanligiga zid,
2). x > 0 yarim tekistikda aniglangan birinchi integral qSongna-tobiladi:
xy —yx'=0 = (%) =0 = -‘l—f:c

3. Sistemaning ikkinchi va uchinchi tenglamalaridan bitta birinchi
integralni topamiz

oy +y2'=0 = zy=c, (¢ — ixtiyoriy o’zgarmas ). -
Demak, har qanday x=x{(7), ¥=3(t), z=z() yechim bo’ylab zy
ko’paytma o’zgarmas. Ikkinchi tenglamani birinchisiga hadma-had bo’lib,

va vechim bo’ylab ¢, = yz ¢’ Zgarmas ekanhg:m lusobga o]:b ushbu

S D e b el A
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& X

dx  1+3y° :
o zgaruvchilari ajraladigan tenglamani hosif gilamiz, Bundan
X v Gy . 2 PO
=y =2, ya’ni v —-2y-2y =c¢,

‘27T 2] ‘ o ,
ekanligi kelib chigadi. Oxirgi ienglikdan yechim bo'ylab ¢ = yz
bo’lgaaligi uchun vana bir birinchi integralni hosil gilamiz: '

Fyz—2p-2y =¢,. :
Topilgan u, = yz va u, = x yz~2y~2y" birinchi integrallarni erklilikka
tekshiramiz. Buning uchun ushbu

Oy Oy Sy
A & & ¢ z )
o duy Gw | |29z ¥z-2-6 xy)

By .

E0ix @y oz
Yakobi mairitsasini tuzib, uning rangini hisoblaymiz. Agar y =0 bo’lsa,
quyidagi tkkinchi tartibli minorning qiyinati noldan fargh:

&

= p(2+637) =03

_ x'z—2-6y" x'y _
demak. wzitgan matritsaning rangi ikkiga teng va y >0 (yoki y<0)
sohada topilgan birinchi integrailar erkli.
4. Volterra-Lotka sistemasining x » 0,y >0 sohadagi birinchi integrali
topilgan edi: :
’ o
ux,y) = =
ete

Har hir tracktoriya w'laligicha bitta u(x, y) = const sath chizig’ida yotadi.
u(x, )7} funksiyani va uning sath chiziglarini tekshiring.
3. Sistemaning birinchi integrallari:

X +xy+x, =0 = x +x, +x; = ¢ (lekislik)

X X, =0 = x4 xS+ xl =, (sfera)

Demnak, tracktorivalar aylanalacdan iborat,

Vi. 4.
1. & = x—~i. r = almashtirish bajaring.
2. 11Ha; ) Yo'q.
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