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SO'Z BOSHI 

Darslikning ikkinchi jildi olti bobdan iborat bo'lib, unda quyidagi 
masalalar bayon etiladi. 

Beshinchi hobda predikatlar mantiqi bayon etilgan. Bu yerda 
predikat tushunchasi, predikatlar ustida mantiqiy amallar, umumiylik va 
mavjudlik kvantorlari, predikatlar mantiqining formulasi va uning qiymah, 
predikatlar mantiqining teng kuchli formulalari, predikatlar mantiqi 
formulasining normal shakli, bajariluvchi va umumqiymatJi formulalar, 
yechilish muammosi, xususiy hollarda formulaning umumqiymatliligini 
topish algoritmlari, predikatlar mantiqining matematikaga tatbiqi, 
aksiomatik predikatJar hisobi haqida ma'lumotlar keltiriladi. 

Kitobning oltinchi bob matematik nazariyalarga bag'ishlangan 
bo'lib, aksiomatik nazariya tushunchasi, birinchi tartibli til, term va 
formulalar, mantiqiy va xos (maxsus) aksiomalar, keltirib chiqarish 
qoidasi, algebra, geometriya va analizda mavjud bo'lgan matematik 
nazariyalar, nazariyada isbotlash tushunchasi, tavtalogiya xususiy 
hollarining isbotlanuvchanligi, deduksiya teoremasi, nazariya tilining 
interpretatsiyasi (talqini), berilgan interpretatsiyada formulalarning chinlik 
qiymatlari, nazariyaning modeli, interpretatsiyaning izomorfizmligi, 
nazariyaning qat'iyligi, nazariyaning zidsizlik, to'liqlilik va yechilish 
muammolari. predikatlar hisobining zidsizligi, natural sonlar nazariyasi, 
Gyodelning to'liqsizlik haqidagi teoremasi singari masalalar yoritilgan. 

Kitobning yettinchi bobida algoritmlar nazariyasining elementlari 
atroflicha bayon etilgan. Bu yerda algoritm tushunchasi va uning xarakterli 
xususiyatlari, yechiluvchi va sanaluvchi to'plamlar, Post teoremasi, 
algoritm tushunchasini aniqlash, hisoblanuvchi funksiyalar, qismiy 
rekursiv va umumrekursiv funksiyalar, A.Chyorch va S.Klini tezislari, 
Tyuring mashinalari, Tyuring mashinasida algoritmni realizatsiya qilish, 
natural sonlarni qO'shish algoritml, Evklid algoritmi, algoritmlar 
nazariyasining asosiy gipotezasi, Markovning normal algoritmlari, Markov 
bO'yicha qisman hisoblanuvchi va hisoblanuvchi funksiyalar, qismiy 
rekursiv (umumrekursiv) funksiya bilan Markov bO'Ylcha qismiy 
hisoblanuvchi funksiya 0 'rtasidagi munosabat, normallashtirish prinsipi, 
algoritmik yechilmovchi muammolar, matematik mantiqda keltirib 
chiqaruvchanlikni tanish muammosi, o'z-o'ziga tatbiq etuvchanlikni tanish 
muammosi kabi masalalar ko'rilgan. 
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Kitobning sakkizinchi bobida matematik mantiqning texnikaga 
tatbiqlari keltirilgan. Bu yerda rele-kontaktli sxemalar, kontaktli sxemalar 
va ularning sintezi, funksional elementlar va ulardan sxemalar yasash, ko'p 
taktli sxemalar, funksional elementlar sistemasining to'liqligi. sxemalami 
minimallashtirish muammosi, teskari bog'lanishi bo'lmagan avtomatlar, 
chekli avtomat haqida umumiy tushunchalar, Mili va Mur avtomatlari kabi 
masalalar ko'rib chiqilgan. Mantiq algebrasi funksiyalarini sxemalar 
(avtomatlar) orqali realizatsiya etish masalasiga alohida ahamiyat berilgan. 

To'qqizinchi bobda matematik mantiq funksiyalarini minimal
lashtirish muammosi bayon etilgan. Bu yerda diz'yunktiv normal shakl 
(DNSh)ni soddalashtirish, eng qisqa DNSh, qisqartirilgan DNSh, tupikli 
DNSh, Kvayn DNSh va minimal DNShlarni yasash algoritmlari keltiril
gan. Analitik va geometrik tarzdagi algoritmlaming ekvivalentligi ko'r
satilgan. 

O'ninchi bobda graflar nazariyasi elementlari qaraladi. Dastlab graflar 
haqida qisqacha tarixiy ma'lumotlar, grafning abstrakt ta'rifi va u bilan 
bog'liq boshlang'ich tushunchalar hamda graflarning geometrik ravishda, 
maxsus turdagi ko'phad yordamida, qo'shnilik va insidentlik matritsalari 
vositasida berilishi yoritiladi. Grafning elementlari ustida sodda am allar, 
graflarni birlashtirish. biriktirish va ko'paytirish amallari, marshrutlar va 
zanjirlar, grafning bog'lamliligi, Eyler va Gamilton graflari. grafda masofa 
tushunchasi, minimal uzunlikka ega yo'l haqidagi masala, daraxt va unga 
ekvivalent tushunchalar, grafning siklomatik soni ushbu bobda bayon 
qilinadi. Shu bobda tannoq tushunchasi. maksimal oqim haqidagi masala 
va uni hal qilish uchun Ford algoritmi ham keltirilgan. 

Darslikdagi qayta ishlangan va to'ldirilgan qismlar SamDU "Mate
matik modellashtirish" kafedrasi dotsenti LAzizov bilan hamkorlikda 
bajarildi. Darslikning I bobidagi 1-3- va 6- paragraflar, III bobidagi 1-9-
paragraflar va X bobi H.T.To'rayev va LAzizov, I bobidagi 5, 6 va 7-
paragraflar, II bobi 1. Azizov. IV-IX boblar H.T. TO'rayev tomonidan 
yozilgan. 

Nazariy masalalarni bayon etishda misollardan keng foydalanilgan, 
deyarli har bir paragrafning oxirida mustaqil ishlash uchun mashqlar, savol 
va topshiriqlar berilgan. O'quvchilarga tavsiya etilayotgan ushbu darslik 
"Matematik mantiq va diskret matematika" hamda «Matematik mantiq va 
algoritmlar nazariyasi» fanlari bO'yicha Respublikamiz davlat ta'lim 
standartlarida kO'rsatilgan o'quv dasturlariga to'liqjavob beradi. 

Mualliflar 
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V BOB 
PREDIKATLAR MANTIQI 

Ushbu bobda predikat tushunchasi, predikatlar ustida mantiqiy amallar. 
umumiylik va mavjudlik kvantorlari. predikatlar mantiqining formulasi va 
uning qiymati, predikatlar mantiqining teng kuchli formulalari, predikatlar 
mantiqi formulasining normal shakli, bajariluvchi va umumqiymatli 
formulalar, yechilish muammosi, xususiy hollarda formulaning umum
qiymatliligini topish algoritmlari, predikatlar mantiqining matematikaga 
tadbiqi, aksiomatik predikatlar hisobi haqida ma'lumotlar keltiriladi. 

5.1. Predikat tushunchasi. Predikatlar ustida mantiqiy amallar 

Predikat Predikatlar mantiqi. Birjoyli predikat. Ko 'p joyli predikat. Predikatning 
chinlik to 'plami. Aynan chin predikat. Aynan yolg 'on predikat. Predikatlar ustida 

mantiqiyamallar. 

5.1.1. Predikat tushunchasi. Mantiq algebras ida mulohazalar 
faqatgina chin yoki yolg'on qiymat qabul qilishi nuqtai nazaridan qaralib, 
mulohazalarning tuzilishiga ham, hattoki, mazmuniga ham e'tibor 
berilmaydi. Ammo fanda va amaliyotda mulohazalaming tuzilishi va 
mazmunidan kelib chiqadigan xulosalardan (natijalardan) foydalaniladi. 
Masalan, «Har qanday romb parallelogrammdir; ABCD - romb; demak, 
ABCD - parallelogramm». 

Asos (shart) va xulosa mulohazalar mantiqining elementar mulohazalari 
bo'ladi va ularni bu mantiq nuqtai nazaridan bo'linmas, bir butun deb va 
ularning ichki tuzilishini hisobga olmasdan qaraladi. Shunday qilib, mantiq 
algebrasi mantiqning muhim qismi bo'lishiga qaramasdan, ko'pgina 
fikrlarni tahlil qilishga qodir (yetarli) emas. Shuning uchun ham 
mulohazalar mantiqini kengaytirish masalasi vujudga keldi, ya 'ni 
elementar mulohazalarning ichki tuzilishini ham tadqiq eta oladigan 
mantiqiy sistemani yaratish muammosi paydo bo'ldi. Bunday sistema 
mulohazalar mantiqini o'zining bir qismi sifatida butunlay o'z ichiga 
oladigan predikatlar mantiqidir. 
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Predikatlar mantiqi an'anaviy fonnal mantiq singari elementar 
mulohazani subyekt va predikat qismlarga bo'ladi. 

Subyekt - bu mulohazada biror narsa haqida nimanidir tasdiqlaydi; 
predikat - bu subyektni tasdiqlash. 

Masalan, «5 - tub son» mulohazada «5» - subyekt, «tub son» -
predikat. Bu mulohazada «5» «tub son bo'lish» xususiyatiga ega ekanligi 
tasdiqlanadi. Agar keltirilgan mulohazada ma'lum 5 sonini natural sonlar 
to'plamidagi x o'zgaruvchi bilan almashtirsak, u holda «x - tub som; 
ko'rinishidagi mulohaza shakliga ega bo'lamiz. x o'zgaruvchining ba'zi 
qiymatlari (mas alan, x=13, x=3, x=19) uchun bu shakl chin 
mulohazalar va x o'zgaruvchining boshqa qiymatlari (masalan, x =10, 
x =20) uchun bu shakl yolg'on mulohazalar beradi. 

Ravshanki, bu shakl bir (x) argumentli funksiyani aniqlaydi va bu 
funksiyaning aniqlanish sohasi natural sonlar to'plami (N) hamda 
qiymatlar sohasi {I, O} to'plam bo'ladi. 

1- t a ' r i f. M fo 'plamda aniqlangan va {I, O} fo 'plamdan qiymaf 
qablll qilul'chi bir argllmenfli P(x) funksiya bir joy/i (bir o'rinli) predikat 
deb ataladi. 

M to'plamni P(x) predikatning aniqlanish sohasi deb aytamiz. 
P(x) predikat chin qiymat qabul qiluvchi hamma x E M elementlar 

to'plamiga P(x) predikatning chinlik to'plami deb ataladi, ya'ni P(x) 
predikatning chinlik to'plami Ip = {x: XE M,P(x) = I} to'plamdir. 

1- m i sol. «x - tub som> ko'rinishdagi P(x) predikat N to'plamda 
aniqlangan va uning I p chinlik to'plami barcha tub sonlar to'plamidan 
iborat. «sin x = 0» shakldagi Q(x) predikat R haqiqiy sonlar to'plamida 
aniqlangan va uning 1 Q chinlik to'plami 1 Q = {kn: ,k E Z} , bu yerda Z -
butun sonlar to'plami. «Parallelogramm diagonallari x bir-biriga 
perpendikulyardin> degan cjJ(x) predikatning aniqlanish sohasi hamma 
parallelogrammlar to'plami, chinlik to'plami esa hamma romblar to'plami 
bo'ladi. Bu misolda keltirilgan predikatiar bir joyli predikat xususiyatlarini 
ifodalaydi. _ 

2- t a' r i f. Agar M fo 'plamda aniqlangan P(x) predikat uchun 

I p = M (1 p = 0) bo'lsa, u aynan chin (aynan yolg'on) predikat deb 

ataladi. 
Endi ko'p joyli predikat tushunchasini o'rganamiz. Ko'p joyli predikat 

predmetlar orasidagi munosabatni aniqlaydi. 
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«Kichik» munosabati ikki predmet orasidagi binar munosabatni 
ifodalaydi I . « X < y» (bu yerda x, y E Z) binar munosabat ikki 

argumentli P(x,y) funksiyani ifodalaydi. Bu funksiya ZxZ to'plamda 

aniqlangan va qiymatlar sohasi {l,0} to'plam bo'ladi. 

3- t a' r if. M = MI X M~ to 'plamda aniqlangan va {1,0} 

to 'plamdan qzvmat oluvchi ikki argumentli P(x,y) junksiya ikki joy/i 

predikat deb ala/adi. 
n joyli predikat ham shunga o'xshash aniqlanadi. 
2- misol. «x=y» shakldagi Q(x,y) ikki joyli predikat 

R2 = RxR to'plamda aniqlangan «x..Ly» x to'g'ri chiziq y to'g'ri 

chiziqqa perpendikulyar - F (x, y) ikki joyli predikat bir tekislikda 

yotuvchi to'g'ri chiziqlar to'plamida aniqlangan. _ 
3- m i sol. Bir joyli predikatlarning aniqlanish sohasi R, ikki joyli 

predikatlarning aniqlanish sohasi esa R X R bo'isin. Quyida berilgan 
mulohazalarni tahlil qilib, ularning qaysilari predikat bo'la oIishini 
aniqlaymiz: 

1) x+5=1; 2) x 2 -2x+l=0; 3) x+2<3x-4; 

4) (x+2)-(3x-4); 5) X
2 +y2 >0. 

1) Tenglik shaklida berilgan ifoda bir joyli predikatdir. Agar uni A(x) 

deb belgilasak, u holda 1 A = {-4} bo' ladi. 

2) x 2 
- 2x + 1 = 0 ifoda bilan berilgan mulohaza ham bir joyli 

predikatdir. Uni A(x) bilan belgilaymiz. 14 = { I } . 
3) Tengsizlik shaklida berilgan ifodani mulohaza deb hisoblasak, bir 

joyli A(x) predikatga ega bo'lamiz. Ravshanki, fA = (3, + 00) . 
4) Ikkita ikki hadning ayirmasi shaklidagi ifoda bilan berilgan 

mulohaza predikat bo'la olmaydi. 
5) Berilgan ifodani ikki joyli A(x,y) predikat deb hisoblash mumkin 

va I4 =RxR\{(O,O)}._ 

4- m i sol. Quyidagi 
aniqlaymiz: 

1) x 2 + y2 ~ 0; 

predikatlarning qaysilari aynan chin bo'lishini 

3) sin 2 x + cos~ x = 1; 

I Bir joyli predikatm unar predikat deb atash ham mumkm. 
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4) (x + 1) 2 > x-I; 5) X 2 + 1 ~ (x + 1) 2 • ' ,~ __ ~,<----",\ 

Ravshanki, 1), 3) va 4) predikatlar aynan chin (' I J t \ 1 B ) 

predikatlardi~ .. 2) pr~di~atda x = 0, y ~ 0 qiymatlar "., A -,i,,---~ 
uchun tengslzhk o'nnh emas. 5) predlkatda esa, x -
o'zgaruvchining hamma musbat qiymatlarida tengsizlik 1- shakl 

o'rinli emas. Demak, 2) va 5) predikatlar aynan chin predikatlar bo'la 
olmaydi. _ 

5- misol. M=M1 xM2 cRxR to'plamda A(x,y) va B(x,y) 
predikatlar berilgan bo'lsin. A(x,y) H B(x,y) predikatning chinlik 
to'plamini topamiz 

A(x,y) H B(x,y) = (A(x,y) ~ B(x,y» '" (B(x,y) ~ A(x,y» 
bo'lganligi uchun 

IAHB = (J.HB )n(f 8-.A) = «CIA UIB)n (CIB UIA» = 

= (fA n 18 ) U (Cl A n Cl B)' 

IA HI 8 chinlik to'plami 1- shaklda bo'yalgan soha sifatida 
ko'rsatilgan._ 

5.1.2. Predikatlar ustida mantiqiy amallar Predikatlar ham 
mulohazalar singari faqatgina chin yoki yolg'on (1 yoki 0) qiymat qabul 
gilganliklari tufayli ular ustida mulohazalar mantiqidagi hamma mantiqiy 
amallami bajarish mumkin. 

Bir joyli predikatlar misolida mulohazalar mantiqidagi mantiqiy 
amallaming predikatlarga tatbiq etilishini ko'raylik. 

4- t a' ri f. Berilgan M to plamda aniqlangan P(x) va Q(x) 
predikatlarning kon 'yunksiyasi deb, faqat va faqat X E M qiymatlarda 
aniqlangan hamda P(x) va Q(x) lar bir vaqtda chin qiymat qabul 
qilgandagina chin q~vmat qabul qilib, qolgan barcha hollarda yolg'on 
qiymat qabul qiluvchi yangi predikatga ayti/adi va u P(x) '" Q(x) kabi 
belgilanadi. 

P(x) '" Q(x) predikatning chinlik sohasi 1 p n I Q to'plamdan, ya'ni 

P(x) va Q(x) predikatlar chinlik sohalarining umumiy qismidan iborat 

bo'ladi. 
6- m i sol. P( x): « X - juft son» va Q( x) : « x - toq S011» predikatlar 

uchun «x - juft son va x - toq son»: P(x)",Q(x) predikatlar 
kon'yunksiyasi mos keladi va uning chinlik sohasi 0 - bo'sh to'plamdan 
iborat bo'ladi. _ 
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5- t a' r i f. Ber;{gan M to 'plamda aniqlangan P(x) va Q(x) 

predikatiarning diz 'yunksiyasi deb, faqat va faqatgina x E M 
qiymatlarda aniqlangan hamda P(x) va Q(x)predikatlar yolg'on qiymat 

qabul qilganda yolg 'on qzvmat qabul qilib, qolgan barcha hollarda chin 

qi:vmat qabul qiluvchi yangi predikatga aytiladi va u P(x) V Q(x) kabi 

belgilanadi. 

P(x) v Q(x) predikatning chinlik sohasi I p U I Q to'plamdan iborat 

bo'ladi. 

6- t a' ri f. Agar hamma x E M q(vmatlarda P(x) predikat chin 

qiymat qabul qilganda .volg 'on qzvmat va X E M ning barcha 

qiymatlarida P(x) predikat yolg'on qiymat qabul qilganda chin qiymat 

qabul qiluvchi predikatga P(x) predikatning inkori deb ataladi va u 

P(x) kabi belgilanadi. 

Bu ta'rifdan I p = M \ I p = Cl p kelib chiqadi. 

7- t a • r i f. Faqat va faqatgina x E M lar uchun bir vaqtda P(x) 

chin qiymat va Q(x) yolg 'Oil qiymat qabul qilganda yolg 'on qiymat qabul 

qilib, qolgan hamma hollarda chin qiymat qabul qiladlgan P(x) ~ Q(x) 

predikat P(x) va Q(x) predikatlarning implikatsiyasi deb alaladi. 

Har bir tayinlangan X E M uchun P(x) ~ Q(x) == P(x) V Q(x) teng 

kuchlilik to'g'ri bo'lganligidan Ip--7\2 =lp UlQ = elp UlQ o'rinlidir. 

5.2. Umumiylik va mavjudlik kvantorlari 

Umum(vlzk, mavjudlik kvantorlari. Kvantorli amallar hilan kon :vunksiya va 
diz ~vunksiya amallari orasidagi munosabat. 

M to'plamda aniqlangan P(x) predikat berilgan bo'lsin. Agar 

a E M ni P(x) predikatning X argumenti o'miga qo'ysak, u holda bu 

predikat Pea) mulohazaga aylanadi. 

Predikatlar mantiqida yuqorida ko'rilganlardan tashqari yana ikkita 
amal mavjudki, ular bir joyli predikatni mulohazaga aylantiradi. 

5.2.1. Umumiylik kvantori. M to'plamda aniqlangan P(x) predikat 

berilgan bo'lsin. Har qanday XE M uchun P(x) chin va aks holda 

yolg'on qiymat qabul qiluvchi mulohaza ifodasini "ixP(x) shaklda 
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yozamiz. Bu mulohaza endi x ga bog'liq bo'lmay qoladi va u quyidagicha 
o'qiladi: «har qanday x uchun P(x) chill». V simvol umumiylik 

kvantori deb ataladi. Aytilgan fikrlami matematik ifodalar vositasida 
quyidagicha yozish mumkin: 

{
l, barcha XE M uchun P(x) = 1 bo'lganda, 

'ixP(x) = 
0, aks holda. 

P(x) predikatda x ni erkin (ozod) o'zgaruvchi va VxP(x) 

mulohazada x ni umumiylik kvantori V bilan bog'langan o'zgaruvchi 
deb ataladi. 

5.2.2. Mavjudlik kvantori. P(x) predikat M to'plamda aniqlangan 

bo'lsin. Hech bo'lmaganda bitta x E M uchun P(x) predikat chin va aks 

holda yolg'on qiymat qabul qiluvchi mulohaza ifodasini ::JxP(x) shaklda 

yozamiz. Bu mulohaza x ga bog'lig emas va uni quyidagicha o'qish 

mumkin: «shunday x mavjudki, P(x) = 1 », ya'ni 

{
l' birorta XE M uchun P(x) = 1 bo'iganda, 

::JxP(x) = 
0, aks holda. 

::J simvol mavjudlik kvantori deb ataladi. ::JxP(x) mulohazada X 

o'zgaruvchi ::J kvantori bilan bog'langan bo'ladi. 
1- m i sol. N natural sonlar to'plamida P(x) predikat berilgan 

bo'lsin: «x - tub son». Kvantorlardan foydalanib ushbu predikatdan 
quyidagi mulohazalami hosil qilish mumkin: VxP(x) - «Hamma natural 

sonlar tub sonlar bo'ladi»; ::JxP(x) - «Shunday natural son mavjudki, u 

tub son bo'ladi». Ravshanki, birinchi mulohaza yolg'on va ikkinchi 
mulohaza chindir. _ 

Ma'lumki, 'ixP(x) mulohaza faqat P(x) aynan chin predikat 

bo'lgandagina chin qiymat qabul qiladi. ::JxP(x) mulohaza bo'lsa, PCr) 

aynan yolg'on predikat bo'lgandagina yolg'on qiymat qabul qiladi. 
Kvantorli amallar ko'p joyh predikatlarga ham qo'llaniladi. Masalan, 

M to'plamda ikkijoyJi P(x,y) predikat berilgan bo'lsin. Agar P(x,y) 

predikatga x o'zgaruvchi bo'yicha kvantorli amallami qo'llasak, u holda 
ikki joyli P(x,y) predikatga bir joyli 'ixP(x,y) (yoki bir joyli 

::JxP(x,y)) predikatni mos qilib qo'yadi. 
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Bir joyli xP(x,:v) (3xP(x,y») predikat faqat y o'zgaruvchiga 
bog'liq, x o'zgaruvchiga esa bog'liq emas. Ularga y bo'yicha kvantorli 
amallarni qo'llaganimizda quyidagi mulohazalarga ega bo'lamiz: 

VyVxP(x,y) , 3yVxP(x,y), Vy3xP(x,y) , 3y3xP(x,y). 
2- m i sol. To'g'ri chiziqlar to'plamida aniqlangan P(x, y) : « x .1 y )) 

predikatni ko'raylik. Agar P(x,y) predikatga nisbatan kvantorli amallarni 
tatbiq etsak, u holda quyidagi sakkizta mulohazaga ega bo'lamiz: 

1. x yP(x,y) - «Har qanday x to'g'ri chiziq har qanday y to'g'ri 
chiziqqa perpendikulyan>. 

2. 3y xP(x,y) - «Shunday y to'g'ri chiziq mavjudki, u har qanday 
x to'g'ri chiziqqa perpendikulyan>. 

3. Vy3xP(x,y) - «Har qanday y to'g'ri chiziq uchun shunday x 
to'g'ri chiziq mavjudki, x to'g'ri chizig'i y to'g'ri chiziqqa 
perpendikulyan>. 

4. 3y3xP(x,y) - «Shunday y to'g'n chiziq va shunday x to'g'n 
chiziq mavjlldki, x to'g'ri ChlZiq y to'g'ri chiziqqa perpendikulyam. 

5. VyVxP(x,y) - «Har qanday y to'g'ri chiziq har qanday x to'g'ri 
chiziqqa perpendikulyan>. 

6. Vx3yP(x,y) - «Hal' qanday x to'g'ri chiziq uchun shunday y 
to'g'ri chiziq mavjudkl, x to'g'ri chiziq l' to'g'ri chiziqqa 
perpendikulyan>. 

7. 3x3yP(x,y) - «Shunday x to'g'ri chiziq va shunday y to'g'ri 
chiziq mavjudki, x to'g'ri chiziq y to'g'ri chiziqqa perpendikulyan>. 

8. 3xVyP(x,y) - «Shunday x to'g'ri chiziq mavjudki, u har qanday 
J' to'g'ri chizlqqa perpendikulyan>. _ 

Bu misoldan ko'rinib turibdiki, umumiy holda kvantorlar tartibi 
o'zgarishi bilan mulohazaning mazmuni va, demak, uning mantiqiy 
qiymati ham o'zgaradi. 

Chekli sondagi elementlari bo'lgan M = {Gl'G2 , ... ,Gn } to'plamda 
aniqlangan P(x) predikat berilgan bo'lsin. Agar P(x) predikat aynan 
chin bo'lsa, u holda peal ),P(a2 ), ... ,P(an ) mulohazalar ham chin 
bo'ladi. Shu holda VxP(x) mulohaza va P(al )/\P(a2 )/\ ... /\P(a n ) 

kon'yunksiya ham chin bo'ladi. 
Agar hech bo'lmaganda bitta ak E M element uchun P(ak ) yolg'on 

bo'lsa, u holda VxP(x) mlliohaza va P(al ) P(a2 ) P(an ) 

kon'yunksiya ham yolg'on bo'ladi. Demak, 

11 



VxP(x) = P(a1) /\ P(a2 ) /\ ••• /\ Pea,,) 

teng kuchli ifoda to'g'ri bo'ladi. 
Yugoridagidek fikr yuritish yo'li bilan 

3xl\x) = P(a1) v P(a2 ) v ... v P(an ) 

teng kuchli ifodaning mavjudligini kO'rsatish mumkin. 
Bu yerdan kvantorli amallami cheksiz sohalarda kon 'yunksiya va 

diz'yunksiya amallarining umumlashmasi sifatida qarash mumkinligi kelib 
chigadi. 

Muammoli masala va topshiriq/ar 

1. M = {3, 4, 5, 6, 7, 8} to'plamda ikkita A(x): «x - tub son» va 
B( x): «x - tog son» predikatlar berilgan. Bu predikatlaming ChlOlik 

jadvalini tuzing. 
2. M = {l, 2, 3, ... , 20} to'plamda guyidagi predikatlar berilgan: 

A(x): «x son 5ga goldigsiz bo'linmaydi»; B(x): «x - juft son»; C(x): 
«x - tub son»; D(x): «x son 3ga karrali». Quyidagi predikatiarning har 
biri uchun chinlik to'plamini aniglang: 

a) A(x) /\ B(x); b) C(x) /\ B(x); d) C(x) /\ D(x) ; 

e) B(x) /\ D(x); t) B(x) /\ D(x); g) A(x) /\ D(x); 

h) B(x) /\ D(x); i) A(x) /\ B(x) /\ D(x); j) A(x) v B(x); 

k) B(x) v C(x); I) C(x) v D(x); m) B(x) v D(x); 

n) B(x) v D(x); 0) B(x) /\ D(x); p) A(x) v B(x) v D(x); 

g) C(x) --t A(x) r) D(x) --t C(x); s) A(x) --t B(x); 
-- --

t) (A(x) /\ C(x» --t D(x); u) (A(x) /\ D(x» --t C(x). 

3. R to'plamda P(x): «x2 +x+ 1> 0» va Q(x): «x 2 -4x+3 = 0» 
predikatlar berilgan bo'lsin. Quyidagi mulohazalarning qaysilari chin, 
gaysilari esa yolg'on ekanligini aniqlang: 

a) VxP(x); b) 3xP(x) ; d) VxQ(x) ; e) 3xQ(x). 
4. Quyidagi predikatlarning qaysi birlari aynan chin giymatga ega 

bo'ladi: 
a) x 2 + y2 +(x+ y)2 ~ 0; b) x 2 + y2 +(x+ y)2 > 0; 
d) cos2 x-sin 2 x=cos2x;e) sin2x=2sinxcosx; 
t) (x+ 1)2 < x-3; h) x 2 + l::; (x+ 1)2. 
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Mustaqil ish/ash uchlln savollar 

1. Predikat tushunchasini bilasizmi? 
2. Predikatlar ustida qanday mantiqiy amallar bajarish mumkin? 
3. Umumiylik va mavjudlik kvantorlari deganda nimani tushunasiz? 
4. Predikatlami qanday qtlib bir joyli va ko'p joyli predikatlarga 

ajratish mumkin? 
5. Predikatning chinlik to'plamini aniqlash uchun nima qilish kerak? 
6. 8erilgan predikatning aynan chin yoki aynan yolg'on predikat 

bo'lishini qanday aniqlash mumkin? 

5.3. PredikatIar mantiqining formulasi. Predikatlar mantiqi 
formulasining qiymati. Predikatlar mantiqining teng kuchli 

formulalari 

Predikatlar mantlqinmg slmvollari. Formlilanmg fa 'r!fi Formlilaning qlymatl 
11Ishlinchasi. Teng kuchh formulalar. A IOsil' le'1g kuchlt formula/ar. 

Predikatlar mantiqida quyidagi simvollardan foydalaniladi: 
1. p, q, r ... simvollar - 1 (chin) va 0 (yolg'on) qiymatlar qabul 

qiluvchi o'zgaruvchi mulohazalar. 
2. x, y, Z,... - biror .111 to'plamdan qiymat oluvchi predmet 

o'zgaruvchilar; xo, Yo, zo,'" - predmet konstantalar. ya'ni predmet 
o'zgaruvchilaming qiymatlari. 

3. PO, F(·) - bir joyli o'zgaruvchi predikatlar; Q(.,. , ... , . ), 
'---y-----" 

R( ',' , ... ,' ) - n joyli o'zgaruvchi predikatlar. 
~ 

flfa 

4. pO (.), QU ( . , . , ... , . ) _ o'zgamlas predikatlar simvoli. 
5. A, V, ~,--, - mantiqiy amallar simvollari. 

6. \:;fx, ::Jx - kvantorli amallar simvollari. 

7. (, ) va, (qavslar va vergul) - qO'shimcha simvollar. 
5.3.1. Predikatlar mantiqi formulasining t a ' r i fi. 

nta 

1. Har qanday 0 'zgaruvchi yoki 0 'zgarmas mulohaza (elementar) 
formula bo 'fadi. 

2. Agar F(·,· , ... ,.) n joyli 0 'zgaruvchi predikat yoki 0 'zgarmas 
~ 

nta 

predikat va x\> x 2 , ... , X n - predmet 0 '::garllvchilar yoki predmet 
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konstantalar bo'lsa, u holda F(x"x2 , ••• ,xn ) formula bo'ladi. Bunday 

formulani elementar formula deb ataymi::. Bli formulada predmet 
o '::garuvchilar erkindir, ya 'ni kvantorlar bilan bog'langan emas. 

3. Agar A va B shunday formulalarki. birarta predmet 0 '::garuvchi 
birida erkin va ikkinchisida bog'/angan 0 'zgaruvchi bo'imasa, u holda 
A vB, A A B, A ~ B ham formula bo 'Jadi. Bu formulalarda dastlabki 

formulalarda erkin bo '/gan 0 'zgaruvchilar erkin. bog'langan bo'lgan 
o 'zgaruvchilar esa bog'langan 0 'zgaruvchilar bo '1adi. 

4. Agar A Jormliia bo '1sa, u holda A ham formula bo'ladi. A 
formuladan A formulaga 0 'tishda 0 'zgaruvchilarning xarakteri 
o 'zgarmaydi. 

5. Agar A(x) formula bo'isa va uning ifodasiga X predmet 
o 'zgaruvchi erkin holda kirsa, u holda \fxA(x) va 3xA(x) mulohazalar 
formula bo'ladi va x predmet 0 'zgaruvchi 1Iiarga bug'langan hulda 
kiradi. 

6. 1-5- bandlarda formulalar deb atalgall mulohazalardan farq 
qiluvchi har qanday mulohazaformula bo 'lmaydi. 

1- m i sol. Agar P(x) va Q(x,y) - bir joyli va ikki joyJi predikatlar, 

q, r - o'zgaruvchi mulohazalar bo'lsa, u holda quyidagi mulohazalar 

formulalar bo'ladi: 

q, P(x) , P(X)AQ(XO,y), \fxP(x)-+3xQ(x,y), 

(Q(x,y) v q) -+ r. 

\fxQ(x,y) -+ P(x) mulohaza formula bo'la olmaydi, chunki pre
dikatlar mantiqi formulasi ta'rifning 3- bandidagi shart buzilgan: X 

predmet o'zgaruvchi \fxQ(x,y) formulaga bog'langan holda, P(x)ga 
esa erkin holda kirgan. _ 

Predikatlar mantiqi formulasining ta'rifidan ko'rinib turibdikI, 
mulohazalar algebrasining har qanday formulasi predikatlar mantiqining 
ham formulasi bo' ladi. 

2- m i so]. Quyidagi ifodalarning qaysilari predikatlar mantiqining 
formulasi bo'Iishi va har bir formuladagi bog'langan va erkin 
o'zgaruvchilarni aniqlash talab etilgan bo'Isin: 

I) 3x\fz(P(x,y) ~ P(y,z»; 

2) (p -+ q) 1\ (r v p) ; 
3) P(x) 1\ \fxQ(x); 
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4) Vx(P(x) ~ Q(x» H (3xP(x) ~ VxR(x,y»; 

5) (P(x) H Q(x»v3y(VyR(y)); 

6) 3xVz(P(x,y) ~ P(y,z». 
Predikatlar mantiqi formulasining ta'rifiga ko'ra 1),2),4) va 6) ifodalar 

formulalardir. 
3) va 5) ifodalar fonnula emas. Haqiqatdan ham, 3) ifodada /\ amali 

P( x) va VxQ(x) fonnulalarga nisbatan qo'llanilgan bo'lib, P(x) da x 

predmet o'zgaruvchi erkin ya VxQ(x) da esa umumiylik kvantori bilan 

bog'langan. Bu holat formula ta'rifining 3- bandiga ziddlr. Shuning uchun 
3) ifoda fonnula boOla olmaydi. 5) ifodada esa, ::Jy mavjudlik kvantori 

bilan Vy umumiylik kvantori orasida ziddiyat bor. 

t) formulada y erkin, x va Z o'zgaruvchilar esa bog'langan 

o'zgaruvchilardir. 2) fonnulada predmet o'zgaruvchilar yo'q. 4) fonnulada 
x bog'langan o'zgaruvchi, y esa erkin o'zgaruvchidir. _ 

5.3.2. Predikatlar mantiqi formulasining qiymati tushunchasi. Endi 
predikatlar mantiqi fonnulasining qiymati tushunehasini aniqlaylik. 
Predikatlar mantiqi fonnulasining ifodasiga kiruvehi predikatlaming 
aniqlanish sohasi A1 to'plam berilgan bo'lsa, bu fonnulaning mantiqiy 
qiymati haqlda so'z yuritish mumkin. Predikatlar mantiqi fonnulasining 
mantiqiy qiymati ueh xii o'zgaruvchilar: 1) fonnulaga kiruvehi o'zga
ruvehi mulohazalaming; 2) M to'pIamdagi erkin predmet o'zgaruvchi
laming; 3) predikat o'zgaruvehilarning qiymatlariga bog'liq bo'ladi. 

Deh XII o'zgaruvehilardan har birining ma'lum qiymatlarida predikatlar 
mantiqining fonnulasi chin yoki yolg'on qiymat qabul qiluvchi 
mulohazaga aylanadi. 

3- m i sol. Quyidagi fOl111Ulam tahlil qilamiz: 
yVz(P(x,y) P(y,z». (1) 

(1) fonnulada P(x,y) ikki joyli predikat MxM to'plamda 

aniq langan, bu yerda M = {O, 1, 2, ... , n , ... }. (1 ) formula ifodasiga 

o'zgaruvchi predikat P(x,y) va x, y, z predmet o'zgaruvchilar kirgan. 

Bu yerda y va z - kvantorlar bilan bog'langan o'zgaruvehilar, x - erkin 

o'zgaruvchi. 

P(x,y) predikatning ma'lum qiymati sifatida tayinlangan pO(x,y): 

«x < y» predikatni olamiz, erkin o'zgaruvchi x ga XO = 5 E M qiymat 
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beramiz. U holda y ning XO = 5 dan kichik qiymatlari uchun po (xo ,y) 

predikat yolg'on qiymat qabul qiladi, P(x,y) ~ P(y,z) implikatsiya esa 

z ning hamma :: E M qiymatlari uchun chin bo'ladi, ya'ni 

3y\fz(po(x,y) ~ pO(y, z» mulohaza chin qiymatga ega bo'ladi. _ 

4- misol. Natural sonlar to'plami N da P(x), Q(x) va R(x) 
predikatlar berilgan bo'lsa, \fx(P(x) J\ Q(x) ~ R(x» formulaning 
qiymati quyidagi hollarda topilsin: 

I) P(x): «x son 3ga qoldiqsiz bo'linadi», Q(x): «x son 4ga 
qoldiqsiz bo'linadi», R(x): «x - jufb>; 

2) P(x): «x son 3ga qoldiqsiz bo'linadi», Q(x): «x son 4ga 
qoldiqsiz bo'linadi", R(x): «x son 5ga qoldiqsiz bo'linadi». 

Ikkala holda ham P( x) J\ Q( x) formula «x son 12ga qoldiqsiz 
bo'linadi» degan tasdiqni ifodalaydi. O'z navbatida hamma x lar uchun x 
son 12ga qoldiqsiz bo'linsa, u holda x son 2 ga ham bo'linadi (juft 
bo'ladi). Demak, 1) holda formulaning qiymati chindir. 

x sonning 12ga qoldiqsiz bo'linishidan ba'zi x lar uchun x ning 5ga 
qoldiqsiz bo'linishi, bundan esa 2) holda formulaning yolg'on ekanligi 
kelib chiqadi. _ 

5- m i sol. P(x ,y) predikat M = N X N to 'plamda aniqlangan va 
pO (x, y) : «x son y sondan kichik» bo'iganda 'v'x3yP(x, y) ~ 
~ 3x'v'yP(x, y) formulaning mantiqiy qiymatini topamiz. 

P(x,y) predikatning ko'rsatilgan qiymati uchun \fx3yP(x,y): «har 

qanday x natural son uchun shunday y natural son topiladiki, u x dan 

katta bo'ladi" degan chin mulohazani bildiradi. 3x~vP(x,y) esa 

«shunday x natural son mavjudki, u har qanday y natural sondan kichik 

bo'ladi" degan tasdiqni bildiradi. Bu tasdiq yolg'ondir. Demak, berilgan 
formulaning mantiqiy qiymati yolg'on bo'ladi. _ 

5.3.3. Predikatlar mantiqining teng kuchli formulalari. Predikatlar 
mantiqida ham teng kuchli formulalar tushunchasi mavjud. 

1- t a' r if. Predikatlar ma'ltiqining ikkita A va B formulas I 0 'z 
tarkibiga kiruvchi M sohaga oid hamma 0 'zgaruvchilarning qiymotlarida 
bir xii mantiqiy qiymat qabul qilsa, ular M soh ada teng kuchli 
formulalar deb ala/adi. 

2- t a ' r i f. Agar ixtiyoriy sohada A va B formulalar teng kuchli 
bo'lsa, u holda ular teng kuchli formulalar deb ataladi va A == B 
ko 'rinishda yoziladi. 
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Agar muiohazalar aigebrasidagi hamma teng kuchii formuialar ifodasl 
tarkibiga kiruvchi o'zgaruvchi mulohazalar o'miga predikatlar mantiqidagi 
formulalar qo 'yilsa, u holda ular predikatlar mantiqining teng kuchli 
formulalariga aylanadi. Ammo, predikatlar mantiqi ham o'ziga xos asosiy 
teng kuchli formulalarga ega. Bu teng kuchli formulalaming asosiylarini 
ko'rib o'taylik. A(x) va B(x) - o'zgaruvchi predikatlar va C -
o'zgaruvchi mulohaza bo'lsin. U holda predikatlar mantiqida quyidagl 
asosiy teng kuchli formulalar mavjud. 

1. \ixA(x) == ::3xA(x). 

2. ::3xA(x) == VxA(x). 

3. VxA(x) == ::3xA(x). 

4. ::3xA(x) == VxA(x). 

5. VxA(x) 1\ VxB(x) == VX[A(x) 1\ B(x)]. 

6. C 1\ VxB(x) == Vx[C 1\ B(x)]. 

7. C v VxB(x) == Vx[C v B(x)]. 

8. C -7 VxB(x) == Vx[C -7 B(x)]. 

9. Vx[B(x) -7 C] == ::3xB(x) -7 C. 
10. ::3x[A(x) v B(x)] == ::3xA(x) v ::3xB(x). 

11. ::3x[C v B(x)] == C v ::3xB(x). 

12. ::3x[C 1\ B(x)] == C l\::3xB(x). 

13. ::3xA(x) 1\ ::3yB(y) == ::3x::3y[A(x) 1\ B(y)]. 

14. ::3x[C -7 B(x)] == C -7 ::3xB(x). 

15. ::3x[B(x) -7 C] == VxB(x) -7 C. 
16. VxA(x) == VyA(y). 

17. ::3xA(x)==::3yA(y). 

Bu teng kuchli formuialarning ayrimlarini isbot qilamiz. 
Birinchi teng kuchli fOlIDula quyidagi oddiy tasdiqni (dalilni) bildiradi: 

agar hamma x lar uchun A(x) chin ho'lmasa, u holda shunday x 

topiladiki. A(x) chin bo'ladi. 

2- teng kuchlilik: agar A(x) chin-bo'ladigan x mavjud bo'lmasa, 11 
"~-:.~-,-.-

holda ham rna x Iar uchun A(x) chin bo'ladi d~gaQ rilri~2fi.;i~mi bTICrladi. 
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3- va 4- teng kuchliliklar 1- va 2- teng kuchliliklaming ikkala tarafidan 
mos ravishda inkor olib va ikki marta inkor qonunini foydalanish 
natijasida hosil bo'ladi. 

5- teng kuchlilikni isbot qilaylik. Agar A(x) va B(x) predikatlar bir 
vaqtda aynan chin bo'lsa, u holda A(x) /\ B(x) predikat ham aynan chin 
bo'ladi va, demak, VxA(x) , VxB(x) , VX[A(x) /\ B(x)] mulohazalar 
ham chin qiymat qabul qiladi. Shunday qilib, bu holda 5- teng 
kuchlilikning ikkala tarafi ham chin qiymat qabul qiladi. 

Endi hech bo'lmaganda ikkita predikatdan birortasi, masalan, A(x) 
aynan chin bo'lmasin. U holda A(x) /\ B(x) predikat ham aynan chin 
bo'lmaydi va, demak, VxA(x) , VxA(x) /\ VxB(x) , Vx[A(x) /\ B(x)] 
mulohazalar yolg'on qiymat qabul qiladi, ya'ni bu holda ham 5- teng 
kuchIiIikning ikki tarafi bir xii (yolg'on) qiymat qabul qiladi. Demak, 5-
teng kuchlilikning to'g'riligi isbotlandi. 

Endi 8- teng kuchlilikning to'g'riligini isbot qilamiz. O'zgaruvchi 
mulohaza C yoIg'on qiymat qabul qilsin. U hoida C --7 B(x) predikat 
aynan chin bo'ladi va C --7 VxB(x) , Vx[C --7 B(x)] mulohazalar chin 
bo'ladi. Demak, bu holda 8- teng kuchlilikning ikkala tarafi ham bir xiI 
(chin) qiymat qabul qiladi. 

Endi o'zgaruvchi mulohaza C chin qiymat qabul qilsin. Agar bu holda 
o+zgafuvchi predikat B(x) aynan chin bo'lsa, u vaqtda C --7 B(x) 
predikat ham aynan chin bo'ladi va, demak, VxB(x) , C --7 VxB(x) , 
Vx[C --7 B(x)] mulohazalar ham chin qiymat qabul qiladi, ya'ni bu holda 
8- teng kuchlilikning ikkala tarafi ham bir xiI (chin) qiymat qabul qiladi. 
Agar B(x) predikat aynan chin bo'lmasa, u holda C --7 B(x) predikat 
ham aynan chin bo'lmaydi va, demak, 

V xB(x), C --7 VxB(x) , V x[C --7 B(x)] 
mulohazalar yolg'on qiymat qabul qiladi. Shunday qtlib, bu holda ham 8-
teng kuchliIikiaming ikkala tarafi bir xiI (yoIg'on) qiymat qabul qiladi. 
Demak, 8- tcng kuchlilik o'rinlidir. 

Shuni ta'kidlab o'tamizki, V.x(A(x)vB(x)] formula VxA(x)vVxB(x) 

formulaga va 3x[A(x) /\ B(x)] formula 3xA(x) /\ 3xB(x) fonnulaga 

teng kuchli emas. 
Ammo, quyidagi teng kuchliliklar o'rinlidir: 

VxA(x) v VxB(x) == VxA(x) v VyB(y) == 

== VX[A(x) v VyB(y)] == VxVy[A(x) v B(y)] , 
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::IxA(x) /\ ::IxB(x) == ::IxA(x) /\ ::IyB(y) == 

== ::Ix[A(x) /\ ::IyB(y)] == ::Ix::ly[A(x) /\ B(y)]. 

Vx[A(x) v B(x)] formula VxA(x) v VxB(x) formulaga teng kuchli 

emasligini ko'rsatamiz. Buning uchun Vx kvantor v diz'yunksiya 
amaliga nisbatan distributiv emasligiga misol keltirish yetarIidir. Faraz 
qilaylik, M={1,2,3,4,5}, A(x):«(x-l)(x-2)=0» va B(x): 

«(x-3)(x-4)(x-5)=0» bo'lsin. Ravshanki, M sohada VxA(x) va 

VxB(x) mulohazalar yolg'on va, demak, VxA(x) v VxB(x) mulohaza 

ham yolg'ondir. Agar Vx kvantor v ga nisbatan distributiv, ya'ni 
Vx[A(x) v B(x)] = VxA(x) vVxB(x) bo'lganda edi, Vx[A(x) v B(x)] 

chin mulohaza bo'lganligi uchun qarama-qarshilik hosil bo'lar edi. 
Demak, VX[A(x) v B(x)]:;t: VxA(x) v VxB(x) o'rinlidir. 

Endi bu teng kuchliliklarning o'ng tomoni har doim chap tomonidagi 
mulohaza bilan bir xiI qiymat qabul qilishini ko'rsatamiz. Agar 
VxA(x) == I yoki VxB(x) == I bo'lsa, u holda bu teng kuchlilik to'g'ri 

ekanligi aniq, chunki bu holda teng kuchlilikning ikkala tomoni ham bir 
vaqtda chin qiymat qabul qiladi. Bu holda faqat VxB(x) == VyB(y) 

ekanligini ko'rsatish kifoya. Ammo oxirgi teng kuchlilik tabiiydir, chunki 
x predmet o'zgaruvchi ham, y predmet o'zgaruvchi ham M sohaning 

har bir elementini qiymat slfatida qabul qiladi. 
Endi VxA(x) == 0 va VxB(x) == 0 bo'lsin. U holda teng kuchlilikning 

chap tarafi 0 (yolg'on) qiymat qabul qiladi. O'ng tomonida Vx 
kvantorning ta'sir sohasi A(x) v B(y) formula bo'lsada, B(y) 
predikatda x predmet o'zgaruvchi qatnashmaganligi sababli, Vx 
kvantorning ta'siri faqat A(x) ga tarqaladi. Xuddi shu kabi, V)' kvantor 
faqat B(y) ga ta'sir etadi. Demak, VxVy[A(x) v B(y)] formula ham 
yolg'on qiymatga ega bo'ladi. 

Kcltirilgan ikkinchi teng kuchlilikni ham xuddi shu kabi isbot qilish 
mumkin. (Bu ishni o'quvchiga havola etamiz.) 

6- m is 0 I. .:lxVy(A(x) /\ B(y» == ~y.:lx(A(x) /\ B(y» teng kuchlilik 

o'rinli ekanligini ko'rsatamiz . 

.:lxVy(A(x) /\ B(y» == .:lx(A(x) 1\ VyB(y» == ::IxA(x) 1\ VyB(y), 

Vy::lx(A(x) /\ B(y» == Vy(::IxA(x) 1\ B(y» == ::IxA(x) 1\ VyB(y). 

Demak, keltirilgan teng kuchlilik o'rinlidir. _ 
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5.4. Predikatlar mantiqi formulasining normal shakli. Bajariluvchi 
va umumqiymatli formulalar 

Formulaning deyarli normal va normal shakllari. Formulani normal shaklga 
keltirish. Bajariluvchi, umllmqiymatli, aYllan chin, aynan yolg 'on formulalar. 

Mantiq qOl1l1ni. 

5.4.1. Predikatlar mantiqi formulasining normal shakli. 
1- t a' r if. Agar predikatlar mantiqi formulasi ifodasida faqat inkor, 

kon 'yunksiya, diz :vunksiya (-', /\, v) amallari va kvantorli amallar 
(V, :3) qatnashib, inkor amah elementar formulalarga (predmet 
o 'zgaruvchilar va 0 'zgaruvchi predikatlarga) tegishli bo'lsa, bunday 
jormula deyarli normal shaklda deyiladi. 

Ravshanki, predikatlar mantiqi va mulohazalar algebrasidagi asosiy 
teng kuchliliklardan foydalanib, predikatlar mantiqining har bir 
formulasini deyarli normal shaklga keltirish mumkin. 

1- m i sol. (:3xP(x) ~ VyQ(y)) ~ R(z) formulani deyarli normal 

shaklga keltiramiz. 

C3xP(x) ~ VyQ(y)) ~ R(z) = (:3xP(x) v VyQ(y)) ~ R(::) = 

Demak, 

= :3xP(x) v VyQ(y) v R(z) = :3xP(x) v VyQ(y) v R(::) = 

=:3xP(x)/\:3yQ(y)v R(z). 

(3xP(x) ~ \iyQ(y)) ~ R(z) = 3xP(x) /\ 3yQ(y) v R(z) .• 

Predikatlar mantiqining deyarli normal shakldagi formulalari orasida 
normal shakldagi formulalar muhim rol o'ynaydi. Bu formulalarda 
kvantorli amallar yo butunlay qatnashmaydi, yoki ular mulohazalar 
algebrasining hamma amallaridan keyin bajariladi, ya 'ni normal shakldagi 
formula quyidagi ko'rinishda bo'ladi: 

(0- x,)(o- xz) ..... (0- x,,) A (x"XZ'''''xm ), n:S; m, 

bunda (0- x,) simvoli o'mida \ix, yoki 3x, kvantorlardan biri yoziladi 

deb tushuniladi va A formula ifodasida kvantorlar bo'lmaydi. 
1- teo rem a. Predikatlar mantiqining hal' qanday jormulasini 

normal shaklga keltirish mumkin. 
Is bot i. Formula deyarli normal shaklga keltirilgan deb hisoblaymiz 

va uni nomlal shaklga keltirish murnkinligini ko'rsatamiz. 
Agar bu formula elementar formula bo'lsa, u holda uning ifodasida 

kvantorlar bo'lmaydi va, demak, u normal shakl ko'rinishida bo'ladi. 
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Endi faraz qilamizki, teorema ko'pi bilan k amalni qamragan formula 
uchun to'g'ri bo'lsin va uni shu faraz asosida k + 1 amalni qamragan 
formula uchun isbot qilamiz. 

A formula k + 1 amalni o'z ichiga olgan formula va uning ko'rinishi 
0" xL(x) shaklda bo'lsin, bu yerda (7 x kvantorlarning birini ifodalaydi. 

L(x) formula k amalni o'z ichiga olganligi tufayli uni normal shaklga 
keltirilgan deb hisoblaymiz. U holda 0" xL(x) formula ta'rifga asosan 
normal shaklda bo'ladi. 

A formula L ko'rinishda bo'isin, bunda L formula normal shaklga 
keltirilgan va k amalni o'z ichiga olgan deb hisoblanadi. U holda 

-- --
\fxA(x) == 3x A(x) va 3xA(x) = \fxA(x) 

teng kuchliliklardan foydalanib, inkor amalini predikatlar ustiga 
tushiramiz. Natijada A formulani normal shaklga keltirgan bo'lamiz. 

Endi A formula LI v L2 ko'rinishda bo'isin. Bu yerda LI va L;>. 
normal shaklga keltirilgan formulalar deb qaraladi. 

L2 formulada bog'langan predmet o'zgaruvchilami shunday qayta 

nomlaymizki, L1 va L2 formulalardagi hamma bog·langan predmet 

o'zgaruvchilar har xiI bo'isin. U holda LI va L2 formulalarni quyidagi 

ko'rinishda yozish mumkin: 

L1 ==(a xj)(a x 2) ... (a x,J a l (XI>X2 , ... ,Xl/), m:5 n, 

L2 == (a YI)( a Y2) ... (a Y,,) a 2 (YI' Y2 , ... , Yq), P :5 q . 

C v \fxB(x) = \fx[C v B(x)] va \fxA(x) = 3xA(x) teng kuchliliklardan 

foydalanib, L2 formulani (ax1),(ax2 ), •.• ,(axm ) kvantor amallari ostiga 

kiritamiz, ya'ni A formulani ushbu ko'rinishga keltiramiz: 

A == (a xl)(a x 2 ) ••• (a xm)(al (xl>x2, .. ,xJ v 

v (0" Y1)(a Y2)···(a Y,,)a 2 (YI'Y2'···'Yq». 
So'ngra a 1 (X I ,X2 , ... ,x,J formulani (a Y1),(a Y2), ... ,(a Yp) kvan

tor amallari ostiga kiritamiz. Natijada A formulaning normal shaklini 
hosil qilamiz: 

A == (0" x1)(a x2) ... (a xm)(a Yl)(a Y2) ... (a Yp) x 

x (a1 (xPx2, ... ,x,Jva2 (YI,J'z, ... ,J'q)). 

21 



L\ I\. L2 ko'rinishdagi A formulani normal shaklga keltirishning isboti 
xuddi yuqorida kabi bajariladi. _ 

Agar fonnulani normal shaklga keltirish jarayonida 3xA(x) v 3xB(x) 
yoki VxA(x) I\. VxB(x) ko'rinishdagi ifodalami ko'rishga to'g'ri kelsa, u 
holda 

VxA(x) I\. VxB(x) = Vx[A(x) I\. B(x)] , 

3xA(x) v 3xB(x) = 3x[A(x) v B(x)] 

teng kuchliliklardan foydalanish kerak bo'ladi. 

2- misol. A==Vx3yP(x,y)1\.3xVyQ(x,y) formulani normal 

shaklga keltirish talab etilsin. A formulada teng kuchli almashtirishlami 
o'tkazib, uni normal shaklga keltiramiz: 

A == Vx3yP(x,y) I\. Vx3yQ(x,y) == Vx(3yP(x,y) 1\.3zQ(x,z)) == 

== Vx3y(P(x,y) I\. 3zQ(x,z)) == Vx3y3z(P(x,y) I\. Q(x,z)). _ 

5.4.2. Bajariluvchi va umumqiymatli formulalar. 
2- t a ' r if. Agar A formula ijodasiga kintvchi va M sohaga oid 

o ':;garuvchilarning shunday qiymatlari mavjud bo 'lib, bu q~vmatlarda A 
formula chin qiymat qabul qilsa, u holda predikatlar mantiqining A 
formulasl M soh ada bajariluvchi formula deb ataladi. 

3- t a' r if. Agar shunda.v soha mavjud bo'lib, unda A formula 
bajariladigan bo '/sa, II holda A bajarilul1chiformula deb alaladi. 

Demak, agar biror formula bajariluvchi bo'lsa, bu hali uning istalgan 
sohada bajariluvchanligini bildirmaydi. 

4- t a' r if. Agar A ning ifodasiga kiruvchi va M sohaga aid hamma 
o 'zgaruvchilarning qiymatlarida A formula chin qiymat qabul qilsa, u 
holda A fonnula M sohada aynan chin formula deb ataladi. 

5- t a' r if. Agar A formula har qanday sohada aynan chin bo '{sa, 1I 

holda A umumq;ymatli formula deb ataladi. 
6- t a ' r if. Agar A formula ifodasiga kiruvchi va M sohaga oid 

hamma 0 'zgaruvchilarning qiymatlarida A formula yolg 'on qiymat qablll 
qilsa, u holda A formula M sohada aynan yolg'on formula deb ataladi. 

Keltirilgan ta'riflardan ushbu tasdiqlar kelib chiqadi. 
1. Agar A umumqiymatli formula bo'lsa, u holda u har qanday sohada 

ham bajariluvchi formula bo'ladi. 
2. Agar A formula M sohada aynan chin formula bo'lsa, u holda u 

shu sohada bajariluvchi formula bo'ladi. 
3. Agar M soh ada A aynan yolg'on formula bo'lsa, u holda u bu 

sohada bajarilmaydigan formula bo'ladi. 
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4. Agar A bajarilmaydigan formula bo'lsa, u holda u har qanday 
sohada ham aynan yolg'on formula bo'ladi. 

Demak, predikatlar mantiqi formulalarini ikki sinfga ajratish mumkin: 
bajariluvchi sinflar va bajarilmas (bajarilmaydigan) sinflar formulalari. 

7- t a' r i f. Umumqiymatliformula mantiq qonuni deb ataladi. 

3- m is 0 l. 'v' x3yP( x, y) formula bajariluvchidir. Haqiqatan ham, agar 
P(x, y): « x < y» predikat M = Ex E sohada aniqlangan (bu yerda 
E = {O,1,2, ... ,n, ... }) bo'lsa, u holda x yP(x,y) formula M sohada 
aynan chin formula bo'ladi, demak, bu sohada u bajariluvchi formuladir. 

Ammo, agar E] = {O,I,2, ... ,k} uchun «x < y» predikat chekli 
M] = E] xE] sohada aniqlangan bo'lsa, u holda 'v'x3yP(x,y) formula 
M] sohada aynan yolg'on formula bo'ladi va, demak, AI] sohada 
'v'x3yP(x,y) formula bajariluvchi emas. Ravshanki, 'v'x3yP(x,y) 
umumqiymatli formula bo'lmaydi. _ 

4- m i sol. 3x3y[P(x) /\ P(y)] formula bajariluvchidir. Haqiqatan 
ham, agar P(x): «x - juft son» predikat E {O,l,2, ... ,n, ... } uchun 
M = Ex E sohada aniqlangan bo'lsa, u holda bu formula M sohada 

aynan chin bo'ladi, demak, u M sohada bajariluvchi formuladir. Ammo, 
agar P(x): «x - juft son» predikat E] = {2,4,6,8, ... } uchun 
M] = EI X E] sohada aniqlangan bo'lsa, u holda 3x3y[P(x) /\ P(y)] 
formula M] sohada aynan yolg'on formula bo'ladi, demak, bu sohada u 
bajarilmas formuladir. _ 

5- m is 0 I. 'v'x[P(x) v P(x)] formula ixtiyoriy M sohada aynan chin 

bo'ladi. Demak, u umumqiymatli formula, ya'ni bu formula mantiqiy 
qonundir. _ 

6- m i sol. 'v'x[P(x) /\ P(x)] formula ixtiyoriy M sohada aynan yol
g'on va shuning uchun ham u bajarilmas formuladir. _ 

Endi predikatlar mantiqidagi formulalarning umumqiymatliligi va 
bajariluvchanligi orasidagi munosabatni ko'rib o'taylik. 

2- teo rem a. A umumqiymatli formula bo'lishi uchun uning inkori 
A bajariluvchi j()rmula bo 'lmasligi ~arur va yetarlidir. 
Isboti~Zarurligi. A umumqiymatli formula bo'isin. U holda, 

ravshanki, A istalgan sohada aynan yolg'on formula bo'ladi va shuning 
uchun ham u bajaril~s formuladir. 

Yet a r I iIi g i. A istalgan sohada bajariluvchi formula bo'lmasin. U 
holda bajarilmas formulaning ta'rifiga asosan A istalgan sohada aynan 
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yolg'on fonnuladir. Demak, A istalgan sohada aynan chin fonnula bo'ladi 
va u umumqiymatlidir. _ 

3- teo rem a. A bajariluvchi formula bo'lishi uchun A ning umum
qiymatliformula bo 'lmasligi :carllr va yetarlidir. 

Is bot i. Z a r uri i g i . A bajariluvchi formula bo'lsin. U holda 
shunday M soha va A fonnula tarkibiga kiruvchi o'zgaruvchilarning 
shunday qiymatlar majmui (satri) mavjudki, A fonnula bu qiymatlar 
satrida chin qiymat qabul qiladi. Ravshanki, o'zgaruvchilaming bu 
qiymatlar satrida A formula yolg'on qiymat qabul qiladi va, demak, A 
umumqiymatli formula bo'la olmaydi. 

Yet a r I iIi g i. A umumqiymatli fonnula bo'lmasin. U holda shun
day M soha va A formul~tarkibiga kiruvchi o'zgaruvchilarning shunday 
qiymatlar satri mavjudki, A fonnula bu qiymatlar satrida yolg'on qiymat 
qabul qiladi. Bu qiymatlar satrida A formula chin qiymat qabul qilganligi 
uchun u bajariluvchi formula bo'ladi. _ 

7- m i sol. A == Vx(P(x) ~ Q(x)) ~ 3xP(x) /\ VxQ(x) formulaning 

umumqiymatliligini isbotlaymiz. A formula istalgan M sohada 
aniqlangan deb hisoblab, quyidagi teng kuchli almashtirishlami bajaramiz: 

== Vx(P(x) ~ Q(x» v 3xP(x) /\ VxQ(x) == 

== 3x(P(x) v Q(x» v 3xP(x) v VxQ(x) == 

A == Vx(P(x) ~ Q(x» ~ 3xP(x) ,\ VxQ(x) == 

== 3x(P(x) /\ Q(x» v 3xP(x) v 3xQ(x) == 

== 3x(P(x) /\ Q(x» v 3xQ(x) v 3xP(x) == 

== 3x(P(x) /\ Q(x) V Q(x» v 3xP(x) == 

== 3x(P(x) v Q(x» v 3xP(x) == 

== (3xP(x) v 3xP(x) v 3xQ(x) == 1 v 3xQ(x) == 1, 

ya'ni A formula istalgan soh ada har qanday P(x) va Q(x) bir joyli 

predikatlar uchun aynan chin, demak, u umumqiymatli formuladir. _ 

8-m i sol. A == 3x[(F(x) ~ F(x» /\ (F(x) ~ F(x»] formulaning aynan 

yolg'on formula ekanligini ko'rsatamiz. (F(x) -7 F(x» 1\ (F(x) -7 F(x» == 
== F(x) - F(x) o'rinli va F(x) H F(x) formula aynan yolg'on formula 

bo'lgani uchun A == 3x(F(x) H F(x) ham aynan yolg'on formuladir. -
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Muammoli masala va topshiriqlar 

1. Quyidagi ifodalaming qaysilari predikatlar mantiqining formulasi 
bo'lishini aniqlang. Har bir formula uchun erkin va bog'langan o'zga
ruvchilarni aniqlang. 

a) 3x3yP(x,y); b) V.1'P(.1') v VyQ(x,y); d) Vx3yP(x,y); 
e) p --.:; VxP(x,y); f) 3.1'P(.1',y) I\Q(y,z). 
2. P(x,y): «x < y» predikat M = Nx N to'plamda aniqlangan 

bo'isin. Quyida berilgan predikatlarning qaysilari aynan chin va qaysilari 
aynan yolg'onligini aniqlang: 

a) 3xP(x,y); b) VxP(x,y); d) yP(x,y); 

e) VyP(x,y) f) 3xVyP(x,y); g) Vx3yP(.1',y); 

h) Vy3xP(x,y); i) VxVyP(x,y); j) VyVxP(x,y); 

k) 3yVxP(.1',y); 1) 3x3yP(x,y); m) 3y3.1'P(.1',y). 

3. Quyidagi teng kuchliliklarning to'g'riligini isbot qiling: 

a) VxA(x) == 3xA(.1'); b) C 1\ V.1'A(x) == Vx(C 1\ A(x)); 

d) 3xA(x)==VxA(x); e) CvlixA(x)==Vx(Cv A(x»; 

f) 3x(A(x) v B(x)) == 3xA(x) v 3xB(x); 

g) 3x{ C v A(x» == C v 3xA(x); h) 3x(C 1\ A(x» == C 1\ 3xA(x); 

i) 3xA(x) 1\ 3yB(y) == 3x3y(A(x) 1\ B(y»; 

j) Vx(A(x) --.:; C) == 3xA(x) --.:; C; 

k) 3x(C --.:; A(x» == C --.:; 3xA(x); 

I) 3x(A(.1') --.:; C) == VxA(x) --.:; C . 
4. A(x) va B(x) ixtiyoriy predikatlar bo'isin. Quyida berilgan for-

mulalarning qaysilari 

aniqlang. 

a) A(x) v B(x) ; 

e) B(x) --.:; A(.1'); 

h) B(x) --.:; A(x). 

A(x) --.:; B(x) forrnulaga teng kuchli bo'lishini 

b) A(x) v B(x); d) A(x) --.:; B(x); 

f) A(.1') 1\ B(x); g) A(x) 1\ B(x); 

5. Quyida keltirilgan formula laming qaysilari umumqiymatli 
bo'lishini aniqlang. 

a) 3x(~(x) 1\ ~ (x» --.:; (3x~ (x) 1\ 3XP2 (x)); 
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b) 3x(~ (x);\ P1 (x» H (3x~ (x);\ 3x~ (x» ; 

d) (\ix~ (x) v \ixP2 (x» ~ \ix(~ (x) V P2 (x»; 

e) (\ix~ (x) v \ixP2 (x» H \ix(~ (x) V Pz (x)); 

f) \ix(q ~ ~ (x» H (q ~ \ix~ (x); 

g) \ix(P(xl ) ~ P2 (x)) H (\ix~ (x) ~ \ixP2 (x»; 

h) 3x(~ (x) ~ P2 (x») ~ (3x~ (x) ~ 3xP1 (x» ; 

i) \ix(~ (x) ~ Pz (x» H (3xP(xl ) ~ \ixP1 (x»; 

j) \ix(AI(x) ~ A2 (x») ~ (\ixAI(x) ~ \ixA2 (x»; 

k) \ix(AI (x) ~ A2 (x» ~ ( xAI (x) ~ xA2 (x»; 

I) 3x(AI(x) ~ A2 (x)) H (\ixAI(x) ~ \ixA 2 (x»; 

m) 3xQ(x) ~ \ixQ(x); 

n) \ixQ(x) ~ 3xQ(x); 

0) \ixP(x);\ \ixQ(x) H \ix(P(x);\ Q(x»; 

p) \ixP(x) v \ixQ(x) H \ix(P(x) v Q(x»; 

q) 3xP(x);\ 3xQ(x) H 3x(P(x);\ Q(x»; 

r) 3xP(x) v 3xQ(x) H 3x(P(x) v Q(x». 

Mustaqil ish lash uchun savollar 

1. Predikatlar mantiqining simvollari va formulasi tushunchalarini 
bilasizmi? 

2. Predikatlar mantiqi fonnulasining qiymati deganda nimani 
tushunasiz? 

3. Fonnulalaming teng kuchli formulalar bo'lishi yoki bo'imasligi 
qandayaniqlanadi? 

4. Qaysi fonnulalar asosiy teng kuchli formulalar deb yuritiladi? 
5. Fonnulaning deyarli normal shakli deganda nimani tushunasiz? 
6. Fonnulaning nonnal shakli uning deyarli nonnal shaklidan nimasi 

bilan farq qiladi? 
7. Qanday formulani nonnal shaklga keltirish mumkin? 
8. Bajariluvchi va umumqiymatli formulalar deganda nimani 

tushunasiz? 
9. Aynan chin va aynan yotg'on fonnulalaming bir-biridan farqi 

nimada? 
10. Bajariluvchi va umumqiymatli formulalar haqidagi teoremalarni 

bilasizmi? 
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5.5. Yechilish muammosi. Xususiy hollarda formulaning 
umumqiymatliligini topish algoritmlari 

Yechilish muammosi. Chekli sohalar Yopiq formula. Formulaning umum~v 
)'opilishi. Formulaning mavjudhgini yopish. Tarkibida bir turdagi kvantor amali 

qatnashuvchi normal shakldagiformulalar uchun yechilish muammosi. 

5.5.1. Yechilish muammosi. Predikatlar mantiqida yechilish muam
mosi mulohazalar algebras ida qanday qo'yilgan bo'lsa, xuddi shunday 
qo'yiladi: predikatlar mantiqining istalgan formulasi yo umumqiymatli, yo 
bajariluvchi, yoki aynan yolg'on (bajarilmas) fommla ekanligini aniqlab 
beruvchi algoritm mavjudmi yoki yo'qmi? Bu mas ala yechilish muam
mosi deb ataladi. Agar bunday algoritm mavjud bo'lsa edi, u (xuddi 
mulohazalar algebrasidagidek) predikatlar mantiqidagi istalgan formula
ning aynan chinligini aniqlab beruvchi mezonga keltirilgan bo'lar edi. 

Agar ushbu muammo mulohazalar algebrasi uchun oson yechilgan 
bo'lsa, predikatlar mantiqi uchun bu muammoni yechish jarayonida katta 
qiyinchiliklar borligi aniqlandi. XX asming 30- yillarida algoritm 
tushunchasiga aniq ta'rif berilgandan so'ng mazkur muammo umumiy 
holda ijobiy hal etilishi mumkin emasligi, ya'ni izlangan algoritm mavjud 
emasligi aniqlandi. 1936- yilda A. Chyorch2 predikatlar mantiqining 
yechilish muammosi umumiy holda algoritmik yechilmasligini isbotladi, 
ya'ni predikatlar mantiqining istalgan formulasi qaysi formulalar 
(umumqiymatli, bajariluvchi yoki bajarilmas) sinfiga kirishini aniqlab 
beradigan algoritm mavjud emasligini isbotladi. 

Yechilish muammosi predikatlar mantiqi uchun ijobiy hal etilmasada, 
predikatlar mantiqi formulalarining ba'zi sohalari uchun bu muammo 
ijobiy hal bo'lishi mumkin. Quyida shunday sohalardan ba'zilarini 
o'rganamiz. 

5.5.2. Chekli sohalarda yechilish muammosi. Yechilish muammosi 
chekli sohalarda ijobiy hal bo'ladi. Haqiqatan ham, bu holda kvantorli 
amallami kon'yunksiya va diz'yunksiya amallari bilan almashtirish 
mumkin. Natijada predikatlar mantiqi formulasi mulohazalar algebrasi 
formulasiga keltiriladi. Ma' lumki, mulohazalar algebrasi uchun yechilish 
muammosi ljobiy hal bo'ladi. 

Masalan, V.dy[P(x,y) v P(x,x)] formula M = {a,b} ikki ele

mentli chekli sohada aniqlangan bo'lsin. U holda uni quyidagi ko'rinishga 
keltirish murnkin: 

2 Chyorch (Alonzo Church, 1903-1995) - AQShlik matematik. mantlqchl. 
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'v'x3y[P(x,y) v P(x, x)] == 'v'x[P(x,a) v P(x, x) v P(x,b)] == 

== [P(a,a) v P(a,a) v P(a,b)]!\ [PCb, a) v P(b,b) v PCb, b)]. 

Hosil qilingan kon 'yunktiv normal shakldagi formulaning har bir 
elementar diz'yunksiyasi ifodasida bitta mulohaza o'zining inkori bilan 
birgalikda qatnashmoqda. Demak, mulohazalar algebrasining bu formulasi 
doimo chin qiymat qabul qiladi, ya'ni u aynan chindir. 

5.5.3. Tarkibida bir turdagi kvantor amali qatnashuvchi normal 
shakldagi formulalar uchun yechilish muammosi. 

1- t a' r if. Agar predikatlar mantiqi form ulas i tarkibida erkin predmet 
o 'zgaruvchilar bo'lmasa, u holda bunday formula yopiq formula deb 
ataladi. 

2- t a' r if. Agar predikatlar mantiqi jormulasi C tarkibida 

x1'x2, ... ,xn erkin o'zgaruvchilar mavjud bo'lsa, 11 holda 

A == 'v'X I 'v'X2 ... 'v'xnC(x l ,x2 , ... ,xn) formula C formulaning umumiy 

yopi!ishi va B = 3xI3x2 ... 3xnC(xl'x2, ... ,xn) formula C formulaning 

mavjudligini yopish deb ataladi. 
1- teo rem a. Agar predikatlar mantiqining normal shakldagi yopiq 

jormulasi, tarkibida (ilodasida) jaqaf n fa mavjudlik kvantori qatnashgan 
hamda bir elementli istalgan sohada aynan chin bo '/sa, u holda u 
umumqiymatli formuladir. 

Is bot i. Predikatlar mantiqining normal shakldagi formulasi 

B == 3x,3x2 • .. 3xn C(q, ,q2 , ... , ~ ,P2 , .. ·,Q" Q2 , ... ) (1) 
ko'rinishda bo' lsin, bu yerda C formula ifodasida kvantorlar 
qatnashmaydi, q, - mantiqiy o'zgaruvchi, p, - bir joyli predikatlar, Q, -
ikki joyli predikatlar. Bu formulaning chinlik qiymati uning tarkibida 

qatnashayotgan q"q2'''' mantiqiy o'zgaruvchilar hamda ~,~, ... va 
Ql' Ql , ... predikatlarga bog' liq. 

Teoremaning shartiga asosan bitta a elementJi istalgan M = {a} 
sohada bu formula aynan chin, ya 'ni 

C(q, , ql , ... ,~ (a), P2 (a),···,QI (a, a), Ql (a, a), ... ) (2) 
formula aynan chin bo'ladi. Ravshanki, (2) formula mulohazalar 

algebrasining formulasi bo'ladi. 
(l) formula umumqiymatli em as deb faraz qilamiz. U holda shunday 

M, soha va o'zgaruvchilarning shunday qiymatlar majmuasi 
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o 0 DO pO QO QO . dk' d 1) ~ I ql ,q2 , ... ,F1 ' 2 , ... , I' 2"" mavJu I, un a ( lormu a 
qiymat qabul qiladi, ya 'ni 

::3XI::3X2 ... ::3X,,c(q~, q~ , ... , ~o, p20 , •.. , QIO, Q~ , ... ) = O. 
(3) fom1Ulaning inkorini aniqlaymiz: 

::3Xl::3x2 ... ::3XII(q~ ,q~ , ... ,~o ,pl
O 

, ••• ,Qlo ,Q~ , ... ) == 

== 'IIXI'llX2 ... 'IIxIIC(q~ ,q~ , ... ,~o,P20 , ... ,Qlo ,Q~ , ... ) = 1. 

yolg'on 

(3) 

Bu yerdan C(q1o ,qg , ... ,~o ,Pz
iJ 

, ••• , Qlo ,Qg , ... ) formulaning MI sohaga 
oid predmet o'zgaruvchiiaming qanday olinishidan qat'i nazar aynan 

chinligi kelib chiqadi. MI sohadan ixtiyoriy Xo elementni olib, uni 
yuqorida ifodalangan fOlmuladagi predmet o'zgaruvchilar o'miga qo'yib 
chiqamiz. U holda 

C(q~, q~ , ... ,~o (xo ),P20 (Xo ), ... , QI(I (X\H Xo ),Q~ (Xo ,Xo ), ... ) = 1. 
Demak. 

C(q~J , q~ , ... , ~o (XI)' PeG (xo ), ... , Qlo (xo' Xo ), Q~ (xo, .1'0 ), ... ) = 0 . 
Bu natija (2) formulanmg aynan chin ckanligiga ziddir va (1) formula 
umumqiymath emas, degan farazimizning noto'g'riligini ko'rsatadi. 
Shunday qilib, (1) fonnula umumqiymatlidir, _ 

2- teo rem a. Agar predikatlar mantiqinillg normal shakldagi .vopiq 
formulasi ifodasida n fa umllmiylik kvantori qatnashsa va bu formula 
ko 'pi hilan n fa elemelltli har qanday to 'plamda (sohada) aynan chin 
bo'lsa. u holda II umumq(vmatli bo 'Iadi. 

Is bot i. Predikatlar mantiqining normal shakldagi formulasi quyidagi 
ko'rinishda bo'isin: 

A == 'IIxl'llx2 ... 'IIx/lC(ql'q2,,,,,~,P2, .... Ql,Q2'''')' (5) 
bu yerda ql,Q2'''' - mantiqiy o'zgaruvchilar. ~'Pz"" - bir joyli 
predikatlar, QI' Q2 , ... - ikki joyli predikatlar. (1) formula umumqiymatli 
emas deb faraz qilamiz. U holda n tadan ortlq elementga ega bo'lgan MI 
soha mavjudki, bunda (l) formula aynan chin ho'lmaydi. Boshqacha qilih 

d ' h'l' h d (I 0 pfJ po QO QO aytgan a, 0 zgaruvc 1 ammg s un ay ql' q2 , ... , j , 2 , ... , I' 2 , ... 

qiymatlar majmuasi mavjudki, 
'IIxl'IIx2 ... 'IIxnC(Q~ ,q~ , ... ,~o ,p2

o , ... ,QIO ,Q~ , ... ) == O. (6) 
Bu yerdan 

'IIXj'llX2 ... 'IIX"C(q?, q~ , ... , ~o, p2
0 , ... , QIO ,Qg , ... ) == 

== ::3xl::3x2 ... ::3xn C(q~, q~ , ... , ~o, Pzo , ... , Qjl), Q~ , ... ) == 1. 
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Shunday qilib, predmet o'zaruvchilarning shunday x~ ,x~ , ... ,x~ E M) 
qiymatlari mavjudki, 

--------------------------
C(q~ ,q~ , ... , ~o, P20 , .•. ,Q10 ,Q~ , ... ) ==] , 

ya'ni C(q~ ,q~ ""'~o ,p2
0 , ... ,Q)O ,Q~ , ... ) == 0 bo'ladi. 

Demak, M] sohadan ko'pi bilan n ta elementi bo'lgan shunday M 
sohani ajratish mumkinki, u yerda bu formula aynan chin bo'lmaydi. Bu 
natija teoremaning shartiga ziddir va u (1) formula umumqiymatli emas 
degan noto'g'ri farazimizdan kelib chiqdi. Demak, (1) formula 
umumqiymatli formuladir. _ 

Tarkibida faqat bir joyli (bitta predmet o'zgaruvchiga bog'liq bo'lgan) 
predikatlar qatnashgan formulalar uchun yechilish muammosi ijobiy hal 
etilishi quyidagi teoremadan ko'rinadi. 

3- teo rem a . Predikatlar mantiqining tarkibiga n ta bir joy/i predikat 
kirgan A formulasi biror M to 'plamda bajariluvchi bo '/sa, u holda bu 
formula elementlari soni 2" dan katta bo'lmagan M[ to 'plamda ham 
bajariluvchi bo 'fadi. 

3- teoremadan quyidagi natija kelib chiqadi. 
Nat ij a. Predikatlar mantiqining tarkibiga faqat n ta bir joyli 

predikat kirgan A formulasi elementlari soni 2" dan ko 'p bo'lmagan 
ixtiyoriy to 'plamda aynan chin bo'lsa, u holda bu formula ixtiyoriy 
to 'plamda ham aynan chin bo '/adi. 

Quyidagi teorema ham predikatlar mantiqining katta sinfini tashkil 
qiluvchi fOlIDulalari uchun yechilish muammosi ijobiy hal bo'lishini 
tasdiqlaydi. 

4- teorema. Agar predikatlar mantiqining A formulasi biror cheksiz 
sohada bajariluvchi bo 'Isa, U hold a u chekli sohada ham bajariluvchi bo '/adi. 

Muammoli masala va topshiriqlar 

1. Ushbu A=(P(x)~Q(x»~3xP(x)/\VxQ(x) formulaning 

umumqiymatli ekanligini isbotlang. 
2. Agar M to'plamda aniqlangan A(t) va B(x) predikatlar chin 

qiymatli bo'lsa, u holda quyidagi formulalar uchun ulammg chinlik 
to'plamlari qanday shartlarni qanoatlantirishi kerakligini aniqlang: 

a) VX(A(x) ~ B(x» /\3x(A(x) /\B(x»; 

b) 3x(A(x) /\ B(x» /\ (\f(A(x) ~ B(x))); 

d) 3x(A(x) /\ B(x» ~ (Vx( A(x) ~ B(x»). 

30 



3. M = {1,2,3, ... ,20} to'plamda A(x): «x son 5 ga qoldiqsiz 

bo'linmaydi»; B(x):«x -juftson»; C(x):«x -tub son»; D(x):«x 3 

ga karrali» predikatlar berilgan. Quyidagi predikatiar uchun chinlik 
to' p lamlarini toping: 

a) A(x) 1\ B(x); b) C(x) 1\ B(x); d) C(x) 1\ D(x) ; 

e) B(x)I\D(x); f) B(x)I\D(xL g) A(x)I\D(x); 

h) B(x) 1\ D(x); 

k) B(x) v C(x); 

i) B(x) 1\ D(x); 

I) C(x) v D(x) ; 

j) A(x) v B(x); 

m) B(x) v D(x); 

n) B(x) v D(x); 0) B(x) v D(x); p) A(x) v B(x) v D(x); 

q) C(x) ~ A(x); r) D(x) ~ C(x) ; s) A(x) ~ B(x); 

t) (A(x) 1\ C(x» ~ D(x); u) (A(x) 1\ D(x» ~ C(x). 

Mustaqil ish/ash uchun savollar 

1. Predikatlar mantiqida yechilish muammosi deganda mmam 
tushunasiz? 

2. Chekli sohalarda yechilish muammosi haqida nimalami bilasiz? 
3. Yopiq formula nima? 
4. Formulanmg umumiy yopilishi deganda nimani tushunasiz? 
5. Fonnulaning mavjudligini yopish tushunchasi qanday ta'riflanadi? 
6. Tarkibida bir turdagi kvantor amah qatnashuvchi nonnal shakldagi 

fonnulalar uchun yechilish muammosini bilasizmi? 

5.6. Predikatlar mantiqining matematikaga tatbiqi. Aksiomatik 
predikatlar hisobi 

Matematik fa 'rifva teoremalarni predikatlar mantiqi tili vositasi hilan 
Ifodalash. Sonlar ketma-ketligi. Limit. Funksiya. Uzluksizlik. 0 'suvchi. 

chegaralangan./imksiva. Qarama-qarshi tasdlqlar. To 'g'ri, teskari va qarama
qarshi teoremalar Yetarh va zarllriy shartlar. Aksiomatik predikatlar hisobi. 
Predikatlar hisobi aksiomalar sistemasi Umwl1Z1'lik, mavjlldlik han/orlarni 

kmtish qoidalari rechilish, zid~iz/rk, to 'liqli1ik va erkinlik muammo/ari. 

5.6.1. Matematik mulohazalarni predikatlar mantiqi formulasi 
ko'rinishida yozish. Quyida asosiy matematik tushunchalar - ta'rif va 
teoremalami predikatlar mantiqi tili vositasi bilan ifodalashni o'rganamiz. 
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Matematikaga oid har qanday fan sohasi shu fimda qaralayotgan 
obyektlar haqidagi mulohazalar bilan ish ko'radi. Mulohazalar mantiq va 
to'plamlar nazariyasining simvollari hamda berilgan fanning maxsus 
simvollari yordamida predikatIar mantiqining formulasi ko'rinishida 
ifodalanishi mumkin. Predikatlar mantiqining tili matematik tushunchalar 
o'rtasidagi munosabatni ifodalashga, ta'rif, teorema va isbotlarni yozishga 
imkoniyat yaratadi. Bu yozishlarni misollarda ko'raylik. 

Sonlar ketma-ketligi limitining ta'rifi. Sonlar ketma-ketligi limilining 

ta 'riJini quyidagicha yozish mumkin: 

a = lim an H \1£ > 03no'dnE N(n ~ no ~I a" -a 1< £), 
n~oo 

buyerda A(£, n,no): (n~no ~lal1-al<£) -uchjoylipredikat. 

Funksiyaning nuqtadagi limiti fa'rifi. Bu ta'rifnz lIshbu shaklda 
yozish mumkin: 

b= lim/ex) H\I£ >038 >O'dXE E(O~ X-Xo 1<8 ~ /(x)-bl<£), 
X~Xo 

bu yerda B(£,8,x): (0<lx-xol<8 ~I/(x)-bl<£) - uch joy/i 

predikat. 
Funksiyaning nuqtadagi uzluksizligi ta'rifi. E 10 'plamda 

aniqlangan lex) fimks~va uchun Xo E E da 

'd£ >038>O\lxE E(lx-xo 1<8 ~I/(x)- /(xo)I<£) 

bo'lsa, lex) funksiya Xo E E nuqtada uzluksiz deb ataladi, bu yerda 

P (£,8, x) - uch joy/i predikat. 

O'suvchi funksiyaning fa'rifi. E to 'plamda aniqlangan lex) 
funksiya uchun 

\Ix] E E\lx2 E E(x] < x2 ~ /(xl ) < /(x2 » 
bo'lsa, lex) funkszva E to 'plamda o'suvchi funkszva bo'ladi, bu yerda 

Q(xp x 2 ): (XI <x2 ~ /(x]) </(x2 )) -ikkijoylipredikat. 

Chegaralangan funksiyaning ta'rifi. Aniqlanish sohasi E bo'lgan 

lex) .funks~va uchun 

3M E R+ 'dxE E(I lex) I::; M) 

bo'lsa, u holda lex) funksiya E sohada chegaralangan deb ataladi, bll 

yerda F(x, M): (I lex) I::; M) - ikkijoy/i predikat. 
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Ma'iumki, matematikada ko'p teoremalar shartli mulohazalar shaklida 
yoziladi, ya'ni «Agar x bo'lsa, u holda y bo'ladi» tarzida ifodalanadi. 
Masalan, «Agar nuqta burchak bissektrisasida yotgan bo'lsa, u holda u 
burchak tomonlaridan teng uzoqlashgan (masofada) bo'ladi}}. Bu 
teoremaning sharti «Nuqta burchak bissektrisasida yotgam} va xulosasi 
«Nuqta burchak tomonlaridan teng uzoqlashgan (masofada)}} jumlalardan 
iborat. Ko'rinib turibdiki, teoremaning sharti ham, xulosasi ham 
R2 = R x R to'plamda aniqlangan predikatni ifodalaydi. Bu predikatlami 
XE R2 uchun mos ravishda A(x) va B(x) bilan belgilab, teoremani 
quyidagicha yozish mumkin: 

VXE R2(A(x) ~ B(x». 

Shu sababli, teoremaning tuzilishi (strukturasi) haqida gapirganda, unda 
uchta qismni ajratish kerak: 

1) teorema sharti: R2 to'plamda aniqlangan P(x) predikat; 

2) teorema xulosasi: R2 to'plamda aniqlangan Q(x) predikat; 

3) tushuntirish qismi: bu yerda teoremada gap yuritilayotgan obyektlar 
to'plamini ifodalash kerak. 

5.6.2. Qarama-qarshi tasdiqlarni tuzish. Agar biror A matematik 

tasdiq berilgan bo'lsa, u holda A unga qarama-qarshi bo'igan tasdiqni 

ifodalaydi. Predikatlar mantiqi teng kuchli almashtirishlar vositasida A 
formulaga muayyan nuqtai nazardan yaxshi shakl (ko'rinish) bera oladi. 

1- m is 0 I. Chegaralangan funksiyaning ta'rift 

3ME R+VXE E(I/(x)I:::;M) 
formula orqali berilishini ko'rgan edik. Bu formulaning inkori uchun teng 
kuchli almashtirishlar bajarib, chegaralanmagan funksiyaning ta'rifini 
hosil qilamiz: 

3M E R+ VXE E(I I(x) I:::; M) == 

== VM E R+ VXE E(I I(x) I:::; M) == 

== Vlv! E R+3xE E (I I(x) I:::; M) == 

== Vi'vf E R+3xE £(1 f(.r) I> M). 

Oxirgi V ME R+::lx E £ (I I(x) I> M) formula chegaralanmagan 

funksiyaning ta'rifini ifodalaydi. _ 
Keltirilgan misoldan ko'rinib turibdiki, hamma kvantorlari oldinda 

lurgan predikatlar mantiqi formulasi orqali ~rodalangan tasdiqqa qarama-
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qarshi tasdiqni yasash uchun hamma kvantorlarni qarama-qarshisitj~ 
(va 'ni V ni :3 ga va :3 ni V ga) almashtirish va kvantorlar ostida turger ~l 
predikatning inkorini olish ki/oya. 

2- m i sol. b 1: lim I(x) tasdiqm quyidagi fonnula ifodalaydi: 
t~'(!J 

'lit: >0:38 >OVXE E(O<1 X-Xo 1<8 ~/(x)-bl<t:)= 

=:3t: >0'118 >03xE E(0<1 X-Xo 1<8 ~ f(x)-bl<t:)= 

=:3t: >0'118 > 03xE E(O<1 X-Xo 1<8/\1 f(x)-bl~t:). -
3- m i sol. Berilgan teoremaning to' g' riligini rad etadigan tasdi q 

yasashni ko'ramiz. VXE E(P(x) ---7 Q(x») teorema berilgan bo'lsin. B u 
teoremani rad etadigan tasdiq quyidagicha bo'ladi: 

-----
VXE E(P(x) ---7 Q(x)) = :3xE E(P(x) ---7 Q(x)) = 

= 3XE E(P(x) /\ Q(x». 
Oxirgi fom1Ula faqat P(x) = 1 va Q(x) = 0 bo'lgandagina chin qiymatga 
egadir. Demak, 'l/x(P(x) ---7 Q(x» teoremaning noto'g'riligini isbotlash 
uchun shunday XE E elementni ko'rsatish kerakki, bu element uchun 
P(x) chin, Q(x) esa yolg'on qiymat qabul qilsin, ya'ni kontrmisoI 
keltirish kerak. _ 

5.6.3. To'g'ri, teskari va qarama-qarshi teoremalar. Quyidagi to'rtta 
teoremani ko'rib o'taylik: 

VXE E(A(x) ---7 B(x» , 

Vx E E(B(x) ---7 A(x» , 
-- --

VXE E(A(x) ---7 B(x)) , 

VXE E(B(x) ---7 A(x». 

(1 ) 

(2 ) 

(3 ) 

(4 ) 

1- t a ' r if. Birining sharti ikkinchisining xulosasi va ikkinchisining 
sharti birinchisining xulosasi bo'lgan juft teoremalar 0 'zaro teskari 
teoremalar deb ataladi. 

Masalan, (1) va (2) teoremalar hamda (3) va (4) teoremalar o'zaro 
teskan teoremalardir. Bu juft teoremalaraning birini (ixtiyoriysini) to'g'ri 
teorema deb hisoblasak, u holda ikkinchisini teskari teorema deyish 
joizdir. 

2- t a ' r if. Birining sharti va xulosasi ikkinchisining sharti va xulosas i 
lIchun mos ravishda inkorlari bo'lgan juft teorema/ar o'zaro qaramtl
qarshi teoremalar deb ala/adi. 

Masalan, (1) va (3) teoremalar hamda (2) va (4) teoremalar o'zaro 
qarama-qarshi teoremalardir. 
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4- m i sol. «Agar to'rtburchakning diagonallari teng bo'lsa, u holda bu 
to'rtburchak to'g'ri burchakli bo'ladi» degan (I) teoremaga ((Agar 
to'rtburchak to'g'ri burchakli bo'lsa, u holda uning diagonallari teng 
bo'ladi» degan (2) teorema teskari teorema bo'ladi. (1) teoremaga qarama
qarshi teorema «Agar to'rtburchakning diagonallari teng bo'lmasa, u holda 
u to'g'ri burchakli bo'lmaydi» degan (3) teorema va (2) teoremaga 
qarama-qarshi teorema ((Agar to'rtburchak to'g'ri burchakli bo'lmasa, u 
holda uning diagonallari teng bo'lmaydi» (4) teorema bo'ladi. _ 

4- misoldagi (I) va (4) teoremalar bir vaqtda chin bo'ladi. (l) teorema 
uchun kontrmisol sifatida teng yonli trapesiyani keltirish mumkin. 

Ravshanki, to'g'ri va teskari teoremalar, umuman olganda, teng kuchli 
bo'lmaydilar, ya'ni biri chin, ikkinchisi yolg'on bo'lishi mumkin. Ammo, 
( 1 ) va (4) teoremalar hamda (2) va (3) teoremalaming teng kuchli 
formulalar ekanligini osongina isbotlash mumkin. Haqiqatan ham, 

VXE E(A(x) ~ B(x)) == VXE E(A(x) v B(x)) == 

==VXE E(B(x)vA(x»==VXE E(B(x)~A(x». 

Xuddi shunday 

VXE E(B(x) ~ A(x» == VXE E(A(x) ~ B(x». 
Bu teng kuchliIiklardan quyidagi xulosaga kelamiz: agar (1) teorema isbot 
qilingan bo'lsa, u holda (4) teorema ham isbot qilingan bo'ladi va agar (2) 
teorema isbot qilingan bo'lsa, u holda (3) teorema ham isbotlangan 
hisoblanadi. 

5.6.4. Yetarli va zaruriy shartlar. Quyidagi teoremani kO'raylik 
VXE E(A(x) ~ B(x». (5) 

A(x) ~ B(x) predikatning chinlik to'plami CIA U I B to'plamdan 
iborat bo'ladi. Demak, bu predikatning yolg'onlik to'plami 
C(CIj UIH)=(1A nCIH) to'plamdan iborat. Oxirgi 104 nCIH to'plam 
faqat I~ c J B bo'lgandagina bo'sh to'plam bo'ladi. Shunday qilib, 
A(x) -7 B(x) predikat XE E ning hamma qiymatlarida A(x) 
predikatning chmlik to'plami B(x) predikat chinlik to'plamining qism 
to 'plami, ya 'ni 14 c I B bo' Iganda va faqat shundagina chin bo' ladi. Bu 
holda B(x) predikat A(x) predikatdan mantiqiy kelib chiqadi deb 
aytiladi. B(x) predikat A(x) predikat uchun zaruriy shart va A(x) esa 
B(x) uchun yetarli shart deb ataladi. Masalan, ushbu (Agar x natural 
son bo'lsa, u holda y butun son bo'ladi» teoremada B(x): « x - butun 
son» predikati A(x): «( X - natural son» predikatidan mantiqiy kelib 
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chiqadl va « X - natural son» predikati « x - butun son» predikati uchun 
yetarli shart bo'ladi. 

Shunday hollar mavjudki, bularda 
VXE E(A(x) -? B(x)) (6) 

va 
VXE E(B(x) -? A(x) (7) 

o'zaro teskari teoremalar chin bo'ladi. Bu hoI faqat 1"1 = I B' ya'ni A(x) 
va B(x) predikatlar teng kuchli predikatlar bo'lgandagina o'rinlidir. 

Qaralayotgan holda (1) teoremaga asosan A(x) predikat B(x) 
predikat uchun yetarli shart va (2) teoremadan A(x) predikat B(x) 
predikat uchun zaruriy shart ekanligi kelib chiqadi. Demak, agar (l) va (2) 
teoremalar chin bo'lsa, u holda A(x) shart B(x) uchun ham yetarli, ham 
zaruriy shart bo'ladi. Xuddi shu kabi bu holatda B(x) shart A(x) uchun 
yetarli va zaruriy shart bo'ladi. Biz ayrim vaqtlarda «zarur va yetarli» 
mantiqiy bog'lovchilar o'mida «shunda va faqat shunda» mantiqiy 
bog'lovchilarini ishlatamiz. Bu yerda (1) va (2) mulohazalar chin 
bo'lganligi uchun quyidagi mulohaza ham chin bo'ladi: 

VXE E(A(x) -? B(x» /\ VXE E(B(x) -? A(x» = 
= VXE E(A(x) H B(x». 

5- m i sot. Ushbu teorema: «Agar x son 6 ga qoldiqsiz bo'linsa, U 

holda x son 3 ga qoldiqsiz bo'linadi» chindir. A(x): «x son 6ga 
qoldiqsiz bo'linadi» predikati va B(x): «x son 3ga qoldiqsiz bo'linadi» 
predikati bo'lsin. B(x) predikat A(x) predikatdan mantiqiy kelib chiqadi, 
ya'ni A(x) -? B(x). A(x) predikat B(x) predikat uchun yetarli, B(x) 
predikat esa A(x) predikat uchun zaruriy shartdir. 

Endi quyidagi teskari teoremani tahlil qilamiz. «Agar x son 3ga 
qoldiqsiz bo'linsa, u holda x son 6ga qoldiqsiz bo'linadi» noto'g'ridir 
(yolg'ondir). Shuning uchun bu yerda B(x) predikat A(x) predikat uchun 
yetarli shart, A(x) predikat esa B(x) predikatga zaruriy shart bo'la 
olmaydi. _ 

5.6.5. Teskarisini (aksini) faraz qilish usuli bilan isbotlash. 
Teskarisini faraz qilish usuli bilan isbotlash quyidagi sxema orqali olib 
boriladi: 

VXE E(A(x) -? B(x» (8) 

teorema noto'g'ri, ya'ni shunday x o'zgaruvchi mavjudki, A(x) shart 

chin va B(x) xulosa yolg'on deb faraz qilinadi. Agar bu farazdan 
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manttqlY fikrlash natijasida qarama-qarshi tasdiq kelib chiqsa, u holda 
qilingan faraz noto'g'ri ekanligi va teoremaning to'g'riligi hosil bo'ladi. 

6- m i sol. Yuqoridagi sxemadan foydalanib (1) teoremaning chinligim 
ko'rsatamiz. Haqiqatan ham, (1) teoremaning noto'g'riligi (yolg'onligi) 

(farazga ko'ra) VXE E(A(x) -7 B(x» formulaning chinligini ko'rsatadi. 

(I) teoremani noto'g'ri deb qabul qilgan farazimizdan kelib chiqadigan 

qarama-qarshi tasdiq D 1\ D kon 'yunksiyadan iborat bo'ladi, bu yerda D 
- biror mulohaza. Shunday qilib, teskarisini faraz qilish usuli bilan 

isbotIash sxemasi VXEE(A(x)-7B(x»-7DI\D formulaning chin

Iigini isbotlashga keltirildi. Oxirgi formula (8) fomulaga teng kuchlidir. 
Haqiqatan ham, 

VXE E(A(x) -7 B(x» -7 D I\D == 
======= 

== Vx E E(A(x) ~ B(x) V D A 15 == Vx E E(A(x) ~ B(x» .• 
5.6.6. Aksiomatik predikatlar hisobi haqida. Aksiomatik predikatlar 

nazariyasini ham xuddi aksiomatik mulohazalar nazariyasi kabi yaratish 
mumkin. Bu yerda quyidagilarni ko'rsatish zarur: 

1. Predikatlar hisobi formulasining ta'rifi predikatlar mantiqi 
formulasining ta'rifi bilan bir xiI. 

2. Predikatlar hisobi aksiomalar sistemasini tanlashni (xuddi 
mulohazalar hisobidagidek) har xiI amalga oshirish mumkin. Shunday 
aksiomalar sistemasidan bittasi quyidagi: mulohazalar hisobining o'n bir 
aksiomasi (4ta guruh aksiomalar) va ikkita qo'shimcha: 

Vx(F(x) -7 F(x» , F(t) -73xF(x) 
aksiomalardan iborat sistema bo'lishi mumkin, bu yerda t o'zgaruvchi X 

o'zgaruvchini o'z ichiga olmaydi. 
3. Mulohazalar hisobidagi keltirib chiqarish qoidasiga yana ikkita qoida 

qo'shiladi: 
a) umumiylik kvantorini kiritish qoidasi -

F -7 G(x) 

F -7 VxG(x) ' 

b) mavjudlik kvantorini kiritish qoidasi -
G(x)-7F . 

----'--'----, agar F x ga bog'hq bo'lmasa. 
3xG(x) -7 F 

4. Xulosa va isbotlanuvchi formula tushunchalari xuddi mulohazalar 

hisobidagi kabi aniqlanadi. 
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5. Xuddi hamma aksiomatik nazariyalardagidek ushbu muammolar 
ko'riladi: 

a) yechilish, b) zidsizlik, d) to'liqlik, e) erkinlik. 

Muammoli masala va topshiriqlar 

1. Quyidagi ta'riflami predikatlar mantiqi tilida yozing: 
a) Chiziqli tartiblangan to'plam (tartiblangan to'plam chiziqli deb 

ataladi, agar shu to'plamning har qanday x va y elementlari uchun yo 

x = y , yo x < y, yoki x> y bo'lsa). 

b) Juft funksiya C((x) juft funksiya deb ataladi, agar uning amqlanish 

sohasi koordinata boshiga nisbatan simmetrik va aniqlanish sohasining har 
bir x elementi uchun f(x) = fe-x) bo'lsa). 

2. Quyida berilgan jumlalardagi nuqtalar o'miga yo «zarur, ammo 
yetarli emas», yo «yetarli, ammo zarur emas», yo «zarur emas va yetarli 
emas» yoki, qayerda mumkin bo'lsa, «zarur va yetarli» so'zlarini shun day 
qo'yingki, hosil bo'lgan mulohazalar chin bo'lsin: 

a) To'rtburchak to'g'ri burchakli bo'lishi uchun uning diagonallarining 
uzunligi teng bo'lishi .... 

b) x 2 
- 5x + 6 = 0 bo'lishi uchun x = 3 bo'lishi .... 

d) f(x) funksiya [a,b] segmentda integrallanuvchi bo'lishi uchun 

f(x) chegaralangan bo'lishi .... 

e) f (x) funksiya [a, b] segmentda integrallanuvchi bo' lishi uchun 

la,b] segmentda f(x) uzluksizbo'lishi .... 
~ 

f) ~>k sonli qator yaqinlashuvchi bo'lishi uchun liman = 0 bo'lishi 
k=l n-~~ 

3. Quyidagi tasdiqlaming (teoremalaming) noto'g'riligini isbot qiling: 
a) Agar funksiya biror nuqtada uzluksiz bo'lsa, u holda u shu nuqtada 

differensiallanuvchi bo' ladi. 

b) Agar sonli qatoming n - hadi nolga teng bo'lsa, u holda bu qator 

yaqinlashuvchi bo'ladi. 

d) Agar to'rtburchakning diagonallari teng bo'lsa, u holda bu 

to'rtburchak to'g'ri burchakli bo'ladi. 
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e) Agar funksiya [a,b] yoplq intervalda integrallanuvchi bo'lsa, u 

holda u shu intervalda uzluksiz bo'ladi. 
4. Ushbu kvantorli mulohazalarning inkorlarini toping: 
a) 'v'x::3yF(x,y); b) 'v'x::3y'v'zA(x,y,z); 

d) 'v'x[F(x) v 'v'yB(x,y)]; e) ::3x::3y'v'z[A(x,y)J\B(y,z)]; 

f) ::3xA(x,z) J\ ::3x'v'yB(x,y) ~ 'v'x'v'yC(x,y,z); 

g) ::3x(A(x) J\ B(x) J\ C(x»; h) 'v'x(A(x) ~ 'v'yB(y»; 

i) 'v'x(A(x) ~ B(x» J\ ::3x(D(x) J\ R(x»; 

j) ::3x(R(x) H P(x»; k) 'v'x::3y'v'z(P(x,y,z) -7 Q(x,y,z». 

Mustaqil ish/ash uchun savollar 

1. Matematik ta'rif va teoremalarni predikatlar mantlqi tili vositasi 
bilan ifodalashni bilasizmi? 

2. Sonlar ketma-ketligi limitining ta'rifini predikatlar mantiqi tili 
vositasida qanday ifodalash mumkin? 

3. Funksiyaning nuqtadagi limiti va uzluksizligi ta'riflari predikatlar 
mantiqi tili vositasida qanday ifodalanadi? 

4. O'suvchi funksiyaning va chegaralangan funksiyaning ta'riflarini 
predikatlar mantiqi tili vositasida ifodalay olasizmi? 

5. Qarama-qarshi tasdiqlarni tuzish uchun nima qilish kerak? 
6. To'g'ri, teskari va qarama-qarshi teoremalar bir-biridan nimasi 

bilan farq qiladi? 
7. Yetarli va zaruriy shartlar deganda nimani tushunasiz? 
8. Teskarisini (aksini) faraz qilish usuli bilan isbotlash sxemaSlfil 

yoza olasizmi? 
9. Aksiomatik predikatlar nazariyasini qanday yaratish mumkin? 
10. Predikatlar hisobi formulasining ta'rifi qanday kiritilishi mumkin? 



VI BOB 
MATEMA TIK NAZARIYALAR 

Ushbu bobda birinchi tartibli matematik nazariyaning tili, term va 
formulalari tushunchasi, mantiqiy va xos (maxsus) aksiomalar, keltirib 
chiqarish qoidasi, nazariyada isbotlash tushunchasi, tavtologiya xususiy 
hollarining isbotlanuvchanligi, deduksiya teoremasi, nazariya tilining 
interpretatsiyasi (talqini), berilgan interpretatsiyada formulalaming chinlik 
qiymatlari, interpretatsiyaning izomorfizmligi, nazariyaning modeli, 
qat'iyligi, zidsizlik, to'liqlilik va yechilish muammolari, predikatlar 
hisobining zidsizligi, natural sonlar nazariyasi, Gyodelning to'liqsizlik 
haqidagi teoremasi singari masalalar yoritilgan. 

Mulohazalar algebrasi va mulohazalar hisobida formulaning tavtalo
giya bo'lishi yoki bo'lmasligini aniqlashning samarali usullaridan biri 
chinlik jadvalidir. Ammo predikatlar mantiqida bu holat batamom o'zga
radio Predikatlar mantiqida ixtiyoriy formulaning umumqiymatli yoki 
umumqiymatli emasligi haqidagi masalani yechadigan samarali usul 
mavjud emas. Shuning uchun ham predikat va u bilan bog'liq kvantor 
tushunchalaridan foydalanadigan matematik nazariyalarda aksiomatik 
usullardan foydalanish zarur bo'lib qoladi. 

Berilgan aksiomalar sistemasi negizida qurilgan aksiomatik nazariya 
deb shu aksiomalar sistemasiga tayanib isbotlanuvchi hamma teoremalar 
majmuasiga aytiladi. Aksiomatik nazariya formal va formalmas 
nazariyalarga bo' linadi. 

Formalmas aksiomatik nazariya nazariy-to'plamiy mazmun bilan 
to'ldirilgan bo'lib, keltirib chiqarish tushunchasi aniq berilmagan va bu 
nazariya asosan fikr mazmuniga suyanadi. 

Qaralayotgan aksiomatik nazariya uchun quyidagi shartlar bajarilgan 
bo'lsa, ya'ni: 

1) nazariyaning tili berilgan; 
2) formula tushunchasi aniqlangan; 
3) aksiomalar deb ataladigan formulalar to'plami berilgan; 
4) nazariyada keltirib chiqarish qoidasi aniqlangan bo'lsa, formal 

aksiomatik nazariya aniqlangan deb hisoblanadi. 
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Matematik nazariyalar orasida birinchi tartibli nazariya alohida o'rin 
tutadi. Bu nazariya yuqori tartibli matematik nazariyalardan quyidagi 
xususiyatlari bilan farq qiladi: 

- predikatlar va funksiyalar bo'yicha kvantor amallari (operatsiyalari) 
bajarilmaydi; 

- argumentlari boshqa predikatlar va funksiyalarni qabul qiluvchi 
predikatlar mavjud emas. 

Birinchi tartibli matematik nazariya boshqa bir qator ma'lum 
matematik nazariyalarni ifodalash uchun yetarlidir. 

6.1. Birinchi tartibli til. Term va formulalar 

Term. Formula. So 'z. Bo'sh so 'z. Nazariyaning tili. Birinchi tartibli til. Tilning 
signaturasi. Funksional harflar. Predikat harjlar. Blrinchi tartibli nazariyanmg 
simvollari Predmet a 'zgaruvchilar. Predmet konstantalar. Kvantorning ta'sir 

etuvchi sohasl. 

1- t a' r if. Har qanday simvollarning bo 'sh bo 'lmagan chekli to 'plami 
alfavit deb, altavitning simvollari esa harflar deb ata/adi. 

2- t a ' r if. Qaralayotgan A al!avit harflarining chekli ketma-ketligi 
A alfavitdagi so'z deb ataladi. Harjlarning bo 'sh ketma-ketligi bo'sh so'z 
deb ataladi va /\ bilan belgilanadi. 

3- ta' rif. Agar A a!!avitdagi G I G 2 ... a n va b1h2 ... bk so'zlar uchun 
n = k va G I = b l , G 2 = b2 , ... , G n = bk bo'lsa, bu so 'zlar teng deb ataladi 
va ([IG2 ... an = b1b2 ... bk ko'rinishda yoziladi. Eu yerda n son so'zning 
uzunligi deb ataladi. 

4- t a ' r if. Agar biror T nazariyanll7g alfaviti A(T) bo'lsa, u holda 
A(T) a(!avitdagi E(T) so 'zlar to 'plami T nazariyaning ifodalar to'plami 
deb ataladi. 

5- t a' rif. < A(T),E(T) > jujilik T nazariyaning tili deb ataladj. 

Birinchi tartibli tillar birinchi tartibli nazariyalarda qo' llaniladi. 
Birinchi tartibli nazariyaning simvollari quyidagilardan iborat: 
/\, v, --7, ---, - mantiqiy amallar; 
V, 3 - kvantor amallari; 
(, ) - qO'shimcha simvollar; 
A; (n, j ~ 1 ) - n joyli predikat harflaming sanoqli to'plami, bu yerda 

yuqori indeks joyning sonini va quyi indeks predikat harfining raqamini 
bildiradi; 
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J;' (n,jzl) ~ chekli (bo'sh bo'lishi ham mumkin) yoki sanoqli 
funksional harflarning to'plami, bu yerda yuqori indeks funksiya tarkibiga 
kiruvchi o'zgaruvchilar soni va quyi indeks fimksional harfning raqamini 
bildiradi; 

Q, (i z 1 ) ~ chekli (bo'sh bo'lishi ham mumkin) yoki sanoqli predmet 
konstantalar to' plami. 

Mantiqiy amallar zanjiri ham funksional harflar sifatida qaralishi 
mumkin. 

6- t a • r if. Predikat harJlar to 'plami, funksional hmjlar va 
konstantalar to 'plami bilan birgalikda berilgan nazar(ya tilining 
signaturasi deb ataladi. 

Shunday qilib, birinchi tartibli T nazariyada ayrim yoki hamma 
funksional harflar va predmet konstantalar va ayrim (ammo hammasi 
emas) predikat harflar mavjud bo'lmasligi mumkin. 

Birinchi tartibli har xiI nazariyalar bir-biridan alfavitdagi harflar tarkibi 
bilan farq qilishi mumkin. 

T nazariyani to'liq tavsiflash uchun term va formula tushunchalarini 
aniqlashimiz kerak. Term va formula ~ bu £(T) so'zlar to'plamining ikki 
sinfidir. 

7- t a ' r if. 1) Predmet 0 'zgaruvchilar va predmet konstantalar 
termdir; 

2) agar r1, r2 , .•• , r/1 lar term, A esa n joyli amalning simvoli bo'lsa, u 
holda A,

n (rj, r2 , ••• , 1~,) termdlr; 
3) T nazariyada 1- va 2- bandlarda amqlanganlardan tashqari hech 

qanday term mavjud emas. 
Tabiiy interpretatsiyaga (talqinga) asosan term bu ayrim olingan 

predmetning ismidir. 0' zgaruvchilar va predmet konstantalardan tashqari 
amallarning simvollari vositasida o'zgaruvchilar va predmet konstan
talardan hosil qilingan zanjirlar ham term bo'ladi, chunki interpretatsiyaga 
ko'ra term biror funksiyaning qiymati sifatida aniqlanayapti. 

8- t a ' r i f. 1) Agar A ~ n joyli munosabat simvoli (predikat yoki 
funksiya) va rl'r2 , ••• ,r" termlar bo'lsa, u holda A('1,r2""'~') formula. 
XUSlisan, agar A ~ predikat harJi A,it bo'lsa, u holda A;' ('1, r2 , ••. , 1~,) 
elementar formula deb ataladi; 

2) agar A va B jormulalar bo 'Isa. 1I holda A 1\ B, A vB, A ~ B, 
A ham jormuladir; 

3) agar A formula va y hmj A Jormulaga erkin kiruvchi yoki A 
tarkibiga kirmagan predmet 0 'zgaruvchisi bo'lsa, u holda VyA, ::JyA 
([odalar formula bo '/adi. Bu ho/da A kvantorning ta'sir etuvchi sohasi 
deyiladi; 
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4) 1-3- bandlarda aniqlanganlardan tashqari boshqa hech qanday 
formula mavjud emas. 

6.2. Mantiqiy va xos (maxsus) aksiomalar. Keltirib chiqarish qoidasi 

Mantiqiyaksiomalar. Ma.YSIIS aksiomalar. Keltirib chiqarish qoidasi. Xulosa 
qoidasl. Umumlashtinsh qoidasi. 

6.2.1. Mantiqiy va xos (maxsus) aksiomalar. Birinchi tartibli nazariya 
aksiomalari ikki sinfga: mantiqiy va xos akslOmalarga bo'linadi. 

Mantiqiy aksiomalar: A, B va C lar T nazariyaning qanday 
formulalari bo'lishidan qat'i nazar quyidagi formulalar T ning mantiqiy 
aksiomalari bo'ladi: 

I) A --7 (B --7 A); (I) 

2) (A --7 (B --7 C)) --7 «A --7 B) --7 (A --7 e)); (2) 

(3) 

4) 'v'x,A(x,) --7 A(t), bu yerda A(x, ) - berilgan T nazanyanmg 

formulasi, t esa A(x,) formulada erkin bo'lgan T nazariyaning termi. 

Ta 'kidlash kerakki, t term x, bilan mos kelishi ham mumkin, u holda 

'v'x,A(x,) --7 A(x, ) aksiomaga ega bo'lamiz; 
5) agar x, predmet o'zgaruvchi A formulada erkin bo'lmasa, u holda 

'v'x, (A --7 B) ~ (A --7 'v'x,B). 

Oldingi bobda Xl aksiomali klassik mulohazalar hisobi o'rganilgan edi. 

Ammo kam aksiomali mulohazalar hisobini ham yaratish mumkin 

(masalan, 1-3- mantiqiy aksiomalar asosida). 
Xos aksiomalar. Xos akslOmalalTIl umumiy holda tavsiflash mumkin 

emas, chunki ular bir nazariyadan ikkinchi nazariyaga o'tishda o'zgaradi, 
ya'ni har bir nazariyaning o'zigagina xos aksiomalari bo'ladi. 

Birinchi tartibli nazariya xos aksiomalarga ega emas. Bu nazariya sof 
mantiqiy nazariyadir. Bu nazariya birinchi tartibli predikatlar hisobi deb 
yuritiladi. Ko'pchilik aksiomatik nazariyalarda tenglik tushunchasidan 
foydalaniladi. U ikki joyli predikat «x = y» sifatida kiritiladi. Shu 
sababli aksiomalar qatoriga ikkita xos aksioma kiritiladi: 

1) 'v'x(x = xL 
2) agar x, y, z har xiI predmet o'zgaruvchilar va F(z) formula bo'lsa, 

u holda 'v'x'v'y(x = y --7 F(x) = F(y). 
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6.2.2. Keltirib chiqarish qoidasi. Xuddi mulohazalar hisobidagidek, 
H formulalar majrnuasida keltirib chiqarish tushunchasidan 
foydalanamiz. H formulalar majmuasiga kiruvchi rnulohazalarni (for
mulalami) shartIar deb ataymiz. Agar H majmuadan keltirib chiqarilgan 
ifodaning oxirida A mulohaza (formula) joylashgan bo'lsa, u holda A 
mulohaza H dan keltirib chiqarilgan deb aytamiz va HI- A ko'rinishda 

yozamiz. Xususan, H = 0 bo'lsa, u holda 1- A ko'rinishda yoziladi. 

Birinchi tartibli nazariyaning keltirib chiqarish qoidasi tarkibiga ushbu 
ikkita qoida kiradi. 

1. Xulosa qoidasi (yoki modus ponens): 

I-A, I-A -'tB 

I-B 
2. Umumiylik kvantori bilan bog'lash qoidasi (yoki umumlashtirish 

qoidasi): 

I-A 
1-\ix,A' 

Muammoli masala va topshiriqlar 

1. Qanday shartlar bajarilganda aksiomatik nazariya formal ak
siomatik nazariya bo'lishini aniqlang. 

2. Birinchi tartibli nazariya yuqori tartibli matematik nazariyalardan 
qanday xususiyatiari bilan farq qilishini izohlang. 

3. Mantiqiy amallar zanjiri ham funksional hartlar sifatida qaralishi 
mumkinligini isbotlang. 

4. Agar 1- Al 1\ ". I\Am -'t B bo' lsa, u holda Al "'" Am 1- B 

bo'lishini isbotlang. 

Mustaqil ishlash uchun savollar 

1. Aksiomatik nazariya deganda nimani tushunasiz? 
2. Formal va formalmas aksiomatik nazariyalar bir-biridan lllmaSl 

bilan farq qiladi? 
3. Birinchi tartibli til nima? 
4. Terma va formulalar ta'rifini bilasizmi? 
5. Funksional va predikat hartlar deganda nimani tushunasiz? 
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6. Birinchi tartibli nazariyaning simvollari qanday aniqlanadi? 
7. Predmet o'zgaruvchilar va konstantalar ta'rifini bilasizmi? 
8. Kvantorning ta'sir etuvchi sohasi qanday aniqlanadi? 
9. Mantiqiy va xos (maxsus) aksiomalar bir-biridan nuna bilan 

faqlanadi? 
10. Keltirib chiqarish qoidasi deganda nimani tushllnaslz? 
11. Xulosa qoidasi qanday ta'riflanadi? 
12. Umumiylik kvantori bilan bog'lash qoidasini bilasizmi? . 

6.3. Algebra, geometriya va analizda mavjud bo'lgan matematik 
nazariyalar 

Qisman tartiblash nazari),asl. Guruhlar nazariyasi. Kesmalar tengligi 
nazariyasi. Natural sonlarning akslomaflk nazariyasi. 

Ushbu paragrafda algebra, tahlil (analiz) va geometriyalarda mavjud 
bo'igan matematik nazariyalardan misollar keltiramiz. 

6.3.1. Qisman tartiblash nazariyasi. T nazariya bitta AI2 predikat 
harfga ega bo'lsin. Bu nazariya funksional harf va predmet konstantalarga 
ega bo'lmasin. 

Odatda, A(XI ,X2 ) va A I
2 (xl'x 2 ) formulalar o'rnida XI <x2 va 

XI 1. x2 munosabatlar yoziladi. 

T nazariya yana ikkita maxsus aksiomalarga ega bo'lsin: 
a) 't/x l (XI < XI) - irrefleksivlik; 
b) 't/X I 't/X2't/X3 «X I <X2 )I\(X2 <X3 )-j(XI <X3 » -tranzitivlik. 
Bu nazariyaning har qanday modell qisman tartiblangan struktura 

(tuzilma) deb ataladi. 
6.3.2. Guruhlar nazariyasi. T nazariya bitta AI2 predikat harfga, bitta 

/.,2 funksional harfga va bitta a l predmet konstantaga ega bo'isin. 
Algebrada qablll qilingan belgilashlardan foydalanib, 

AI
2 (r,s) o'mida I=s, j'/(/,s) o'rnida I+s. 

a l o'rmda 0 yozamiz. Bu yerda quyidagi formulalar T nazariyaning 

maxsus aksiomalari bo'ladi: 

a) 't/X I't/X2't/X,(XI +(X2 +X3 » = «XI +X2)+X,) -assosiativlik; 

b) 't/xI (0 + XI = XI) - nolning xususiyati; 

d) 't/x I3x2(x l + x 2 = 0) - qarama-qarshi elementning mavjudligi; 

e) 't/X I (Xl = XI) - tenglikning refleksivligi: 
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f) 'v'X,'v'X2((X, =X2)--7(X2 =X,» -tenglikningsimmetrikligi; 

g) 'v'x, 'v'X2 'v'X) ((x, = X2) --7 ((X2 = X3) --7 (x, = X3))) -tenglikning 

tranzitivligi; 

h) 'v'.\i'v'X2'v'X;((x2 =x3)--7((x, +x2 =x, +X) A (X} +X, =X; +.\i) - tenglikni 

o'rniga qo'yish. 
Bu nazariyaning har qanday modeli guruh deb ataladi. Agar guruhda 

'v'x, 'v'x2 (x, + x 2 = x2 + Xl) chin formula bo'lsa, u holda bu guruh abel 

guruhi' yoki kommutativ guruh deb ataladi. 
Guruhga quyidagiJar misol to'la oladi: 
1- m i sol. M to'plamning o'zini o'ziga barcha o'zaro bir qiymatli 

akslantirishlari to'plami shu akslantirishlarning superpozitsiyasi amali 
bilan birgalikda qaralganda guruhga misol bo'la oladi. _ 

2- m i sol. Hamma butun sonlar to'plami Z butun sonlami qO'shish 
amali bilan birgalikda qaralganda guruh bo'ladi. _ 

3- m i sol. Tekislikning hamma V2 vektorIar to'plami vektorlami 
uchburchak yoki parallelogramm qoidasi bO'yicha qo'shish amali bilan 
birgalikda qaralganda gumh bo'ladi. _ 

Qisman tartiblash va guruh nazariyalari samarali (effektli) aksioma
lashtirilgan nazariyalardir, chunki bu nazariyaiarda istaigan formulaning 
mantiqiy aksioma bo'lishi yoki bo'lmasligini samarali tekshirish 
imkoniyati bor. 

6.3.3. Geometriya (kesmalar tengligi nazariyasi). S - hamma kes
malar to'plami bo'lsin. Bu nazariyada tenglik munosabatini «x = y » 
shaklda yozamiz va uni «x kesma y kesmaga teng» deb o'qiymiz. 
Nazariyaning maxsus aksiomalari: 

I) 'v'XE S(x=x); 2) 'v','v'y'v'=((X=Z)A(y=Z»--7(x=y)). 

6.4. Nazariyada isbotlash tushunchasi. Tavtologiya xususiy hollarining 
isbotlanuvchanligi 

lsbotlash tushullchasi. Teorema. lsbotlanuvchi Inlilohaza. 
Tavt%giya xususiy hol/arining isbotlal1l1vchan/tgi 

6.4.1. Nazariyada isbotlash tushunchasi. AlohiJa likrning chinligini 
(to'g'riligini) asoslash usuli isbotlash deb yuritiladi. 

1- t a' r i f. Ko'rilayotgan nazariya mulohazalarining s,' s 2 , ... , SA 

ehekli ketma-ketligi uehun bu mulohazalarning har biri yo aksioma, yo shu 

I Bu ibora Norvegiya matematlgl Abel Nils Xenrik nomi bIlan bog'liq. 
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ketma-ketlikning birorta mulohazasidan, yaki ketma-ketlikda 0 'zidan aldin 
turgan birorta mulohazadan mantiqning keltirib chiqarish qoidasi orqali 
hosil etilgan bo'lsa, bu ketma-ketlikka isbot (isbotlash) deb ataladi. 

2- t a' r if. bbotlashning oxirgisi bo '/gan mulohaza teorema )-'oki 
isbotlanuvchi mulohaza deb ataladi, 

6.4.2. Tavtologiya xususiy hollarining isbotlanuvchanligi. Ravshan
ki, har qanday aksioma teorema bo'ladi. Bu teoremaning isboti bir 
qadamdan iborat bo'ladi. 

Teo rem a. Agar birinchi tartibli T nazariyaning A formulasi 
tavtologzvaning xlIsllsiy holi bo'lsa, 11 holda A jormula T nazari),aning 
teoremasi bo'ladi va lin; ushbu bobning 2- paragrajidagi (1), (2) va (3) 
mantiqi)' aksiomalar va xlIlosa qoidas;11l qo '!lash yo'li bilan keltirib 
chiqarish mumkin. 

Isboti. XPX2"",XI1 - B formula tarkibiga kiruvchi o'zgaruvchilar 
majmui va A formula B tavtologiyadan o'mlga qo'yish qoidasi orqali 
hosil qilingan bo' lsin. Ma'lumki, bu holda B formulani H = {XI' x2 , ... ,xn} 
majmuadan keltirib chiqarish mumkin. BUlling uchun quyidagi qoida 
bO'yicha o'miga qo'yish amalini bajaramiz: 

1) agar blror x, o'zgaruvchi B fonnula tarkibida bo'lsa, u holda har 
bir keltirib chiqarish formulasi tarkibidagi .\, o'rniga T nazariyaning A 
fonnulasini hosil qilish uchun B dagi o'sha XI o'zgaruvchi o'rnini 
oladigan fonnula qo'yiladi; 

2) agar biror XI o'zgaruvchi B tarkibida bo'lmasa, u holda keltirib 
chiqarish formulalari tarkibidagi shu o'zgaruvchining har bir joyiga T 
nazariyaning ixtiyoriy bitta formulasi qo'yiladi. 

Shunday qilib keltirib chiqarilgan fonnulalar ketma-ketligi nazariya
dagi A formulaning T nazariyada keltirilib c11lqarilishi bo'ladi. 

Teoremaning isbotida faqatgina ushbu bobning 2- paragrafidagi (1), 
(2), (3) aksiomalar va xulosa qoidasldan foydaJanildi. _ 

6.5. Deduksiya teoremasi 

Dedllb'lya teoremasi. Formulalar majmllasidanformlllani keltirib chiqarish. 
Deduks~1'a feoremasining lsbotl 

6.5.1. Deduksiya teoremasi. Mulohazalar hisoblda 

H,CI-A 

HI-C -7 A 

deduksiya teoremasi o'rinli edi. lxtiyoriy birinchi tartibli T nazariyada bu 
teorema ayrim o'zgartirishlarsiz o'rinli bo'lmay qoladi. Masalan, har 
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qanday birinchi tartibli nazariyada AI-VxA o'rinlidir, ammo har doim 

ham A ~ VxA formula isbotlanuvchi bo'lavermaydi. Haqiqatan ham, 
hech bo'lmaganda M = {a,b, ... ,} to'plamning ikki elementini qamragan 

soha berilgan holni qarab bunga ishonish mumkin. 
T - predikatlar hisobi va A formula All (x) ko'rinishda bo'lsin. 

Ai (x) formula faqatgina a element egallagan xususiyatga ega deb 
interpretatsiya beramiz. U holda All (x) formula a elementi bo'igan M 
to'plamda bajariluvchi bo'ladi, ammo shu bilan birga o'zida VxA(x) 
formula M to'plamda bajariluvchi formula emas. 

Mulohazalar hisobidagi deduksiya teoremasining shartlarini biroz 
kuchsizlantirganimizdagina u birinchi tartibli nazariyada o'rinli bo'ladi. 
Buning uchun birinchi tartibli nazariyada formulalar majmuasidan 
formulalarni keltirib chiqarish qoidasini aniqlab olaylik. Shu maqsadda, 
avvalo, bir yordamchi tasdiqni isbot qilamiz. 

H, A formulalar majmuasi va bu majmuadan keltirib chiqarilgan 
B1 ,B2 , ... ,B" formulalar ketma-ketligini ko'raylik. Bu keltirib chiqarishda 
Bk formula A formula bilan quyidagi ikki holda bog'liq bo'ladi deb 
aytamiz: 

1) Bk formula A formulaning o'zidir va u keltirilib chiqarilgan 
formulalar tarkibiga H, A formulalar majmuasida mavjud bo'lgan 
formula sifatida kiritilgan; 

2) Bk formula B"B2 , ••• ,B" keltirilib chiqarilgan formulalardagi 
o'zidan oldin turgan forrnulalardan xulosa qoidasi va kvantorni bog'lash 
yo'li bilan hosil qilingan. O'zidan oldin turgan formulalarning hech 
bo'imaganda birortasi A formulaga bog'liq. Masalan, {VxA ~ C, A} 
formulalar majmuasidan A, VxA, VxA ~ C, C, VxC formulalarni 
keltirib chiqarish mumkin. Bu formulalarning har biri A formulaga 
bog'liq. 

L e m m a . H, A formulalar majmuasidan keltirib chiqarilgan 

BI , B2 , ... , B
ll

_
J 

, B formula/a,. ketma-ketligidagi B formula A formlliaga 

bog '/iq bo 'lmasa, u holda HI- B. 

Is bot i. Lemmaning isbotini matematik induksiya metodi bilan 
o'tkazamiz. 

Baza. n = 1 hoi uchun lemma to' g'ridir. Haqiqatdan ham, agar H, A 

formulalar majmuasidan B formula keltirilib chiqarilgan bo'lsa va u A 
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fOlmulaga bog'liq bo'imasa, u holda yo BE H, yoki B fonnula 

isbotlanuvchi formula bo'ladi. Ikkala holda ham HI- B. 

Induksion o'tish. Endi lemmaning xulosasi k < n uzunlikdagi keltirib 
chiqarish fonnulalari uchun to'g'ri deb faraz qilamiz va uning n 
uzunlikdagi keltirib chiqarish fonnulalari uchun to'g'riligini isbot qilamiz. 

Agar BE H yoki isbotlanuvchi formula bo'lsa, u holda HI- B. 

Agar B formula o'zidan oldin turgan bitta yoki ikkita formulalardan 
keltirib chiqarilgan bo'lsa, u holda B formula A formulaga bog'Jiq 
bo'imaydi, chunki induktiv farazimizga asosan keltirib chiqarish 
formulalari takibidagi A dan oldin turgan hamma formulalar A ga bog'liq 

emas. Demak, HI- B .• 

Deduksiya teo rem a s i. H, AI- B va H, A formula/ar 

majmuasidan keltirib chiqarilgan B formula mavjud bo'lsin. A 
formulaga bog'liq bo'lib ke/tirib chiqarilgan formulalarga kvantor bi/an 
bog'lash qoidasini qanday qo'llashimi=dan qat'i na=ar A formulaga 
kiruvchi erkin 0 'zgaruvchilarning birortasi kvantor bi/an bog'lanmasin. U 
ho/da H,A ~ B. 

Is bot i. Bi' B2 ,,,., Bn_i' Bn = B formulalar H, A formulalar 
majmuasidan keltirib chiqarilgan teoremaning shartlarini qanoatlantiruvchi 
fonnulalar bo'lsin. Isbotni matematik induksiya metodi bilan olib boramiz. 

Baza. n = 1 hoi uchun teorema to'g'ridir. Haqiqatdan ham, agar B 
formula H, A majmuaning keltirib chiqarish fonnulasi bo'lsa, u holda: 

a) yo BE H, b) yo B - isbotlanuvchi formula, d) yoki B formula 
A formulaning o'zidir. 

a) va b) hollarda HI- B va B ~ (A ~ B) formula isbotlanuvchi 

fom1Ula bo'lgani uchun xulosa qoidasiga asosan HI-A ~ B natijaga ega 

bo'lamiz. 
d) holda A ~ B formula A ~ A formulaga aylanadi, ya'ni 

isbotlanuvchi formula bo'ladi. Shuning uchun HI-A ~ B bo'ladi, bu esa 

A ~ B formulani H dan keltirib chiqarish mumkinligini anglatadi. 
Induksion o'tish. Endi k < n uzunlikdagi keltirib chiqarish formulalari 

uchun teorema to'g'ri bo'lsin va uni k = n uzunlikdagi keltirib chiqarish 

formulalari uchun isbot qilamiz. BI'B2 , ... ,Bn_"B formulalar H,A 
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fonnulalar majmuasining keltirib chiqarish fonnulalari bo'lsa, faqatgina 
quyidagi hollar yuz berishi mumkin: 

a) BE H, 
b) B - isbotlanuvchi fonnula, 
d) B formula A formulaning o'zidir, 
e) B formulasi keltirib chiqarish formulalari tarkibidagi o'zidan oldin 

keladigan B, va B
J 

(i < j < n) fonnulalardan xulosa qoidasiga asosan 

hosil qilinadi, 

f) B formula keltirib chiqarish fonnulalari tarkibidagi B, (i < 11 ) 

fonnuladan kvantomi bog'lash qoidasiga asosan olinadi. 
a), b), d) hollar uchun teorema isboti 11 = 1 hoI uchun berilgan isbot 

bilan bir xildir. 
To'rtinchi e) holni ko'raylik. Bu yerda B fonnula ikkita B, va B, 

(i < j < 11) fonnulalardan keltirib chiqarilganligi tufayli B, fonnula 

B, ~ B ko'rinishga ega bo'ladi va 

I-A~B" (1) 

HI-A ~ (B, ~ B) (2) 

tasdiqlar to'g'ri bo'ladi. 
(A ~ (B ~ C» ~ «(A ~ B) ~ (rt. ~ C)) fonnula bilan 

ifodalanuvchi ikkinchi aksiomadan foydalanib, quyidagini hosil qilamiz: 

I-(A ~ (B, ~ B» ~ «A ~ B,) ~ (A ~ B». (3) 

Murakkab xulosa qoidasidan foydalanib, (3), (2) va (1) fonnulalardan 

HI-A~B 
fonnulani keltirib chiqaramiz. 

Oxirgi beshinchi f) holni ko'ramiz. H, A fonnulalar majmuasidan 

keltirilib chlqarilgan fonnulalar orasida B, (i < 11 ) shundayki, B fonnula 

'VxIB, bo'lsin. 

Farazimizga ko'ra HI- A ~ B, yo B, formula A fonnulaga bog'liq 

emas, yoki Xl o'zgaruvchi A formulaning erkin o'zgaruvchisi bo'lmaydi. 

Agar B, fonnula A fonnulaga bog'liq bo'lmasa, u holda lemmaga 

asosan HI- B,. Bu HI- B, fonnulaga kvantomi bog'lash qoidasini 
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qo'llab HI- 'VxIB, formulani hosil qilamiz, ya'ni HI- B. Shundan so'ng 

A ~ (B ~ A) formula bilan ifodalanuvchi birinchi aksiomadan 

foydalanib, HI-B ~ (A ~ B) formulani keltirib chiqaramiz. Demak, 

HI-A~B. 
Agar XI o'zgaruvchi A formulaning erkin o'zgaruvchisi bo'lmasa, u 

holda 'Vxl (A ~ B,) ~ (A ~ 'VxIB,) formula bilan ifodalanuvchi beshin

chi aksiomadan foydalanamiz. HI-A ~ B, bo'lgani uchun kvantorni 

bog'lash qoidasidan foydalanib HI-'Vxl (A ~ B) formulani hosil qila

miz. Bu formuladan xulosa qoidasiga asosan HI-A ~ 'Vxl B, formulani 

keltirib chiqaramiz. Bundan o'z navbatida HI-A ~ B formula kelib 

chiqadi. 
Shunday qilib, deduksiya teoremasi beshala hoI uchun ham to'g'ridir .• 
6.5.2. Deduksiya teoremasining natijalari. Arnalda deduksiya 

teoremasidan kelib chiqadigan quyidagi natijalardan foydalanish qu
layroqdir: 

1 - nat i j a. Agar H, AI-B va A ning erkin 0' zgaruvchisiga 

kvantorni bog'lash qoidasini ishlatmasdan keltirib chiqarilgan formulalar 

mavjud bo'lsa, u holda HI-A ~ B. 

2 - nat i j a. Agar A formula yopiq va H, AI-B bo' lsa, u holda 

HI-A ~B. 
6.6. Nazariya tilining interpretatsiyasi. Nazariyaning modeli 

Interpretatsiya. Formulaga interpretatsiya berish. Berilgan intelpretatsiyada 
formulaning chinlik q~vmatlari. Formulaning bajariluvchanligi tushunchasi. 

Nazar~vaning modeli. 

6.6.1. Nazariya tilining interpretatsiyasi. 
1- t a ' r i f. Formula tarkibiga kiruvchi hamma konstantalar. 0 'zga

ruvchilar, funksional va predikat hat/larga aniq mazmun va hamma erkin 
o 'zgaruvchilarga 0 'zgarmas qiymal berishga formula yoki formulalar 
majmuiga interpretatsiya berish deb alaladi. 

1- misoJ. 3x]A]2(f]2(xl'ao),x2 )formulaga ikki xiI interpretatsiya 
berishni ko'raylik. Birinchi interpretatsiyada hamma o'zgaruvchilar 
haqiqiy qiymat oladi, a()=l, J;2(X,y)=x+y, AI

2
(X,y)=x<y va 
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erkin o'zgaruvchi X 2 = 2 deb hisoblaymiz. U holda quyidagi chin 
arifmetik mulohazaga ega bo'lamiz: «Shunday Xl mavjudki, Xl + 1 < 2 » 
ikkinchi interpretatsiyada hamma o'zgaruvchilaming M o'zgarish sohasi 
ikkita ao va a harflardan iborat, erkin o'zgaruvchi x, = aI' 1/ funksiya 
va Al2 predikat quyidagi 1- va 2- jadvallar bilan berilg~n deb hisoblaymiz: 

1 d I -la va 2 . d I -Ja va 

X y .1/ X y AI
2(X,y) 

ao ao ao ao ao yo 

au a l au ao a l 
yo 

a1 ao a1 a1 ao ch 

a l a) I au a l a l 
yo 

U holda Xl o'zgaruvchiga bog'liq bo'lgan A == Al2 (f;2 (XI ,ao ).al ) 

predikatning qiymati 3- jadval bilan aniqlanadi. A predikat 
o'zgaruvchilarining hamma qiymatlar satrida yolg'on qiymat qabul 
qilganligi uchun 3x) A(x1 ) mulohaza yolg'on qiymat qabul qiladi. _ 

Demak, istalgan interpretatsiyada fonnula mulohazaga aylanadi. Bu 
mulohazaning chinlik qiymatini biz aniqlay olamiz. 

M to'plam interpretatsiyaning predmet sohasi deb ataladi. Bu 
to'plam cheklanmagan bo'lishi ham mumkin. 

Shunday qilib, interpretatsiya 3 d I -fa va 

deganda tarkibida quyidagicha 
to'plam va moslik bo'lgan SIS

temani tushunamiz: 
1) interpretatsiya sohasi deb 

ataladigan bo'sh bo'lmagan M 
to'plam; 

Xl 

an 

a l 

2 y=t; (x1'(/0) A)2 (y, a l ) 

an yo 

a 1 
yo 

2) T nazariya tilining har bir elementiga M to'plamning yagona 
elementini, aniqrog'i, < A(T), E(T) > aniqlanish sohasi va qiymatlar 
sohasi M to'plarnning qism to'plami bo'lgan funksiyani mos qilib 
qo'yadigan biror moslik. 

2-bandni quyidagicha tushunish kerak: har qaysl predikat 
A;' E < A(T),£(T) > harfga M to'plamning qandaydir n joyli 
munosabatini, har qaysi funksional f(n E < A(T), £(T) > harfga M 
to'plamdagi qandaydir n joyli ama ni va har qaysi a, predmet 
konstantaga esa M to'plamning qandaydir elementi mos qo'yiladi. 
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Berilgan interpretatsiyada predmet o'zgaruvchilar M to'plamdan 
giymat oluvchi o'zgaruvchilar sifatida garaladi, mantigiy va kvantor 
amallari simvollariga bo'lsa odatdagi mazmun beriladi. 

Bunday interpretatsiya uchun: 
1) erkin o'zgaruvchisi bo'lmagan har ganday formula (yopig formula) 

chin yoki yolg'on giymat gabul giluvchi mulohazani ifodalaydi; 
2) erkin o'zgaruvchisi bo'lgan har qanday formula interpretatsiya 

sohasiga nisbatan biror munosabatni ifodalaydi. Bu munosabat 
o'zgaruvchilarning interpretatsiya sohasidagi ayrim giymatlarida chin, 
boshga giymatIarida esa yolgon giymat gabul qilishi mumkin. 

2- m i sol. lnterpretatsiya sohasi sifatida butun musbat sonlar 
to'plamini olaylik va A,2 (xi' x 2 ) predikatga x., :S; x 2 deb interpretatsiya 
beraylik. U holda A,2 (x" x 2 ) predikat a:S; b munosabatni ganoat
lantiruvchi hamma tartiblangan (a, b) butun musbat sonlar juftligi uchun 
chin giymat gabul giladi. 

'ifx2 A,2(X"XJ formula «Har qanday butun musbat x 2 son uchun 
x, :S; x 2 » degan munosabatni bildiradi. Bu munosabat faqatgina bitta I 
soni uchun chindir. 

3x,'ifx2 A,2(x"x1 ) formula bo'lsa, eng kichik musbat son mavjudligini 
bildiradi va u butun musbat sonlar to'plamida chin bo'ladi. _ 

6.6.2. Berilgan interpretatsiyada formulaning chinlik qiymatlari. 
M sohali qandaydir interpretatsiya berilgan bo'lsin. G - shu M 
sohadagi hamma sanoqli ketma-ket keluvchi elementlar to'plam!. 
S = (b, ,b2 , ••• ,bn , ••• ) E G ketma-ketlikda A formulaning bajariluvchan
Iigi tushunchasini aniqlaylik. 

QiymatIar sohasi M bo'lgan hamma termlar to'plamida aniqlangan bir 
argumentli (o'zgaruvchili) S· funksiyani quyidagicha induktiv aniq
laymiz: 

I) agar t term XI predmeto'zgaruvchi bo'lsa, uholda S*(t)=ql; 
2) agar t term XI predmet konstanta bo'lsa, u holda S (t) bu 

konstantaning M dagi interpretatsiyasi bilan mos tushadi; 
3) agar M sohada g interpretatsiyalanuvchi fJ" funksional harf va 

1,,1 J , ••• ,1 termlar bo'lsa, u holda 
- " S·V/I(t"tz, ... ,tn»=g(S¥(t,), ... ,S*(tJ). 

Shunday gilib, S - bu S ketma-ketlik bilan aniglanadigan va hamma 
ternllar to'plamini M sohaga akslantiradigan funksiyadir. Boshgacha 
aytganda, har ganday S = (b"b z ,. •. ,bn , ... ) ketma-ketIik va ixtiyoriy 1 
term uchun S' (t) funksiya M to'plamning elementidir. Bu element I 
term ifodasiga klruvchi hamma XI o'zgaruvchilar o'rniga b, elementlarni 

53 



qo'yish va undan keyin I termning funksional harflariga mos keluvchi 
hamma interpretatsiya operasiyalarini bajarish natijasida hosil bo'ladi. 

3- misol. I term 122(x3 ,1/,(xl'al ») va butun sonlar to'plami 
interpretatsiya sohasi bo'lsin, 122 - oddiy ko'paytma, 112 - qo'shish va 
a[ 5 soni sifatida interpretatsiyalanadi. U holda ixtiyoriy 
S = (bp b2 , ••• ,bn , ••• ) butun sonlar ketma-ketligi uchun S"(t) funksiya 
b3 X (b l + 5) butun sonni ifoda etadi. _ 

Endi formulaning induktiv ta'rifiga o'xshash qilib, bajarilgan formula 
tushunchasini aniqlaymiz: 

1) agar A ushbu A7(tl't2 , ••• ,t
ll

) elementar formula va B~' munosa
bat unga mos bo'lgan interpretatsiya bo'lsa, u holda A formula 
B;(S*(/I),S*(t2), ... ,S*(tn» munosabat B; munosabatga qarashli 
bo'lganda va faqat shundagina S ketma-ketlikda bajarilgan deb 
hisoblanadi; 
_ 2) agar A formula S da bajarilmagan bo'lganda va faqat shundagina 
A formula S da bajarilgan bo'ladi; 

3) agar A formula S da bajarilmagan yoki B formula S da bajarilgan 
bo'ganda va faqat shundagina A ~ B formula S da bajarilgan bo'ladi; 

4) agar A formula S dan faqatgina i komponenti bilan farq qiluvchi 
G to'plamning ixtiyoriy ketma-ketligida bajarilgan bo'lganda va faqat 
shundagina 'v'x,A formula S da bajarilgan bo'ladi. 

Bu ta'rifdan ko'rinib turibdiki, A formula ifodasidagi erkin kiruvchi 
x, o'zgaruvchilar o'miga b, ni qo'yish natijasida hosil bo'ladigan 
mulohaza berilgan interpretatsiyada chin qiymatga ega bo'lsganda va faqat 
shundagina S = (bl ,b2 , ... ,bl! , ... ) ketma-ketlikda A formula bajarilgan 
bo'ladi. 

2- t a ' r if. Berilgan interpretatsiyada A formula G ning istalgan 
ketma-ketligida bajarilgan bo 'Isa, shunda va faqat shundagina u chin deb 
alaladi. 

3- t a' r if. Berilgan interpretatsiyada A formula G ning har qanday 
ketma-ketligida bajarilmagan bo'lsa, shunda va faqat shundagina u 
yolg'on deb alaladi. 

6.6.3. N azariyaning mod eli. 
4- t a ' r if. Nazariya tilining intelpretatsiyasi shu nazariyaning modeli 

deb ata/adi. 
Boshqacha aytganda, birorta nazariya berilgan bo'lsa, bu nazariyaning 

boshlang'ich tushunchalariga yangi ma'no beramiz. Agar ayrim 
predmetlar majmuasi va interpretatsiya sifatida olingan ular orasidagi 
munosabatlar nazariyaning hamma aksiomalarini qanoatlantirsa, u holda u 
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beriIgan aksiomatik nazariyaning modeli deb ataladi. Masalan, oIdingi 
paragraflarda Bul algebrasini aniqlagan va uning ikkita modelini 
ko'rsatgan edik: mantiq aIgebrasi va to'plamlar algebrasi. 

Muammoli masala va topshiriqlar 

1. Quyidagi shartlar vositasida beriIganlaming har biri guruh bo'
lishini isbotlang: 

a) M to'plamning o'zini o'ziga barcha o'zaro bir qiymatli 
akslantirishlari to'plami shu akslantirishlaming superpozisityasi amali 
bilan birgalikda qaralganda. 

b) Hamma butun soniar to'plami Z butun sonlami qo'shish amah 
bilan birgalikda qaralganda. 

d) Tekislikning hamma Vz vektorlar to'plami vektorlarni uchburchak 
yoki paraIIeiogramm qoidasi bO'yicha qo'shish amali bilan birgalikda 
qaralganda. 

2. Agar H,AI-B va A ning erkin o'zgaruvchisiga kvantorni 
bog'lash qoidasini ishlatmasdan keltirib chiqarilgan fonnulalar mavjud 
bo'Isa, u hoida HI-A --? B ekanligini isbotlang. 

3. Agar A formula yopiq va H,AI-B bO'lsa, u holda HI- A ~B 
bo'Iishini isbotlang. 

4. Interpretatsiyaga va uning sohasiga doir misollar keltiring. 
5. I-(A --? B) --? (B --? C) --? (A ~ C)) bo'lishini isbotlang. 
6. Agar AI' ... ,Aml-B bo'lsa, u holda Al A. .. /\Am --?B ekanligini 

isbotlang. 

Mustaqil ish/ash uchun savollar 

1. Qisman tartiblash nazariyasini bilasizmi? 
2. Guruhlar nazariyasi deganda nimani tushunasiz? 
3. Natural son laming aksiomatik nazariyasi qanday ta'riflanadi? 
4. Kesmalar tengligi nazariyasi nima? 
5. Nazariyada isbotlash tushunchasi haqida nimalarni bilasiz? 
6. Isbotlanuvchi mulohaza deb nimaga aytiladi? 
7. Tavtalogiya xususiy hollarining isbotlanuvchanligini qanday 

tushunasiz? 
8. Deduksiya teoremasini bilasizmi? 
9. Formulalar majmuasidan formulani keltirib chiqarish qanday 

amalga oshiriladi? 
10. Nazariya tiJining interpretatsiyasi nima? 
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11. Interpretatsiya va interpretatsiya sohasi deb nimani tushunasiz? 
12. Berilgan interpretatsiyada formula laming chinlik qiymatlari 

qanday aniqlanadi? 
13. Formulaning bajariluvchanligi tushunchasini bilasizmi? 
14. Nazariyaning modeli nima? 

6.7.Interpretatsiyaning izomorflzmligi. N azariyaning qat'iyligi 

lzomorji=m. Na=ar~yaning qat'iyligi. Bajariluvchiformula. l:omorf 
J1 -qat'iy nazariya. 

6.7.1. Interpretatsiyaning izomorflzmligi. 
1- t a' r if. Agar birinchi tartibli T nazariyaning berilgan II 

interpretatsiyasini shu nazariyaning 12 interpretatsiyasiga 0 'tka:ul'chi 
(izomorjizm deb ataladigan) 0 'zaro bir qiymatli akslantirish mavjud 
bo'lib, shu bi/an birga: 

1) agar A~' predikat harfning 11 va 12 interpretatsiyalari mos ra
vishda (A;)1 va (A~')2 bo'lganda, M,1 sohadagi bp b2 , ••• ,bn larning 
qanda)' bo'/ishidan qat'i nazar, (A;)-(g(bl),~(b2), ... ,g(bn» bajari
luvchi bo'lganda va faqat shundagina (A;) (g(b1),g(b2 ), ••. ,g(b

l1
» 

bajarilsa; 
2) agar fi' funksional ~arfoing 11 va 12 intelpretatszyalari mas 

ravishda (1')1 va (fn r ba'lganda MI sohadagi hal' qanday 
b1,b2 ,···,bn Iaruchun (1/) (bl,b2,· .. ,bn)=(~n)ZCg(bl),g(bJ, ... ,g(b,,) 
bajarilsa; 

3) agar fredmet konstantaning Ii va 12 interpretatsiyalari mos 
ravishda a

J 
va a~ bo '/ganda, a

J 
= g(a~) bo '/sa, 11 holda, II 

interpretatsiya 12 interpretatsiyaga izomorf deyiladi. 
Ravshanki, agar 11 va 12 interpretatsiyalar izomorf ho'lsa, u holda 

ulaming sohalari bir xiI quvvatga ega bo'ladi. 
Teo rem a. Agar g berilgan 11 va 12 intelpretatsiyalarning 

izomorjizmi bo 'Isa, u holda: 
(1) T nazariyaning A formulasi va Ml soha elementlar; ketma-ketligi 

S = (bp b2 , ... ,bn )ning qanday bo'/ishidan qat'i nazar, A formula mas 
g(S)=(g(b1),g(b2), ... ,g(bn» ketma-ketlikda bajariluvchi bo'lganda 
va faqat shundagina S da bajariluvchi bo 'ladi, va, demak, 

(2) A formula M2 sohada chin bo'lganda va faqat shundagina MI 
sohada chin bo 'Iadi. 

I s bot i. (2) xulosa (l) xulosadan kelib chiqadi. (l) xulosani A 
formuladagi kvantorlar va mantiqiy bog'lovchilar soniga qarab induksiya 
metodi bilan isbotlashni o'quvchiga havola qilamiz. _ 
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6.7.2. N azariyaning qat'iyligi. 
2- t a ' r if. Agar matematik nazariyaning hamma model/ari izomorj 

bo'lsa, u holda lInga qat'iy matematik nazariya deb ataladi. 
3- t a ' r if. J.L - birorta to 'plamning quvvati bo'isin. Agar birinchi 

tartibli T nazariya: 
(1) hech bo 'lmaganda bitta J.1 quvvatli modelga ega va; 
(2) uning J.1 quvvatli har qanday ikkita modeli izomorj bo 'Isa, u holda 

bunday birinchi tartibli T na=ariyaga Jl-qat'iy nazariya deb ataladi. 
1- m i sol. Guruhlar nazariyasi qat'iy nazariya emas, chunki izomorf 

bo'lmagan guruhlar mavjud. Ammo ayrim quvvatlarda guruhlar nazariyasi 
qat'iydir, masalan, J.1 = 3 quvvatda shunday bo'ladi. _ 

2- m i sol. Evklid geometriyasi qat'iy matematik nazariyaga misol 
bo'la oladi, chunki uning istalgan ikkita modeli izomorfdir. Haqiqatan 
ham, Evklid geometriyasining istalgan modeli arifmetik model bilan 
izomorf ekanligini osongina ko'rsatish mumkin. 

Evklid geometriyasining ixtiyoriy modelida to'g'ri chiziqni olamiz va 
unda 0 nuqtani belgilaymiz. Bundan keyin o'sha chiziqda 0 nuqtadan 
farq qiluvchi M nuqtani tanlab olamiz. OM kesmani birlik sifatida qabul 
qilamiz. To'g'ri chiziqda musbat yo'nalishni tanlab olish natijasida sonli 
o'qni hosil qilamiz. 

O'zaro perpendikulyar bo'lgan sonli to'g'ri chiziqlar to'g'ri burchakli 
dekart koordinatalar sistemasi deb yuritiladi. Bu sistema tekislikdagi har 
bir nuqtaga shu nuqtaning koordinatalarini o'zaro bir qiymatli ravishda 
mos qo'yadi. Xuddi shu kabi, bu sistema tekislikdagi har bir to'g'ri 
chiziqqa uning tenglamasini mos qo'yadi. Evklid geometriyasining boshqa 
modelida ham tekislikda xuddi shu tarzda ish ko'ramiz. 

Evklid geometriyasining har xiI modellari o'rtasida izomorfizmni 
o'matish natijasida analitik geometriyani yaratish mumkin. _ 

6.S. Nazariyaning zidsizlik, to'liqIilik va yechilish muammolari 

Zidsiz nazariya. Ziddiyatga ega bo 'lgan nazariya. Zidsizlik muammosi. 
Absolyut to'liq nazariya. Tor ma 'noda to '/iq nazariya. To 'liqlilik muammosi. 

Yechilish muammosi. Birinchi tartibli predikatlar. Predikatlar hisobi. Predikatlar 
hisobining zidsizligi. 

6.S.1. Zidsizlik muammosi. 
1- t a' r if. 3gar T nazariyada shunday S mulohaza topilib, u 

o 'zining inkori S bi/an birga teorema bo'lsa, Ii holda T ziddiyatga ega 
bo'igan nazariya deb alaladi. Aks holda T zidsiz nazariya deyiladi. 
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Agar T nazariyada S mulohaza topilib, u o'zining inkori S bilan bir
ga teorema bo' lmasa, shunda va faqat shundagina u zidsiz nazariya 
bo'ladi. 

T nazariyada keltirib chiqarish qoidasining biri sifatida xulosa qoidasi 
mavjud bo'lganidan, ziddiyatga ega bo'igan nazariyaning istalgan 
mulohazasi teorema bo'ladLHaqiqatan ham, T nazariyaning istalgan A 
mulohazasi uchu.!} S ~ (S ~ A) ifoda teorema bo'l~i, chunki bu 
mulohaza S ~ (S ~ A) tavtalogiyadir. Bu yerda S va S ning teorema 
ekanligini hisobga olgan holda ikki marta xulosa qoidasidan foydalanib, 
A teoremadir degan xulosaga kelamiz. 

Aksiomatik nazariyalarda zidsizlik muammosini ko'p hollarda model 
tushunchasi orqali yechish mumkin. Haqiqatan ham, agar T nazariya 
ziddiyatga ega bo'lsa, u holda uning modeli ham ziddiyatga ega bo'ladi, 
chunki nazariyaning bir-biriga qarama-qarshi bo'lgan juft teoremalari 
model holida bir-biriga qarama-qarshi bo'igan mulohazaga aylanadi. 
Demak, nazariya zidsiz bo'lishi uchun unmg ziddiyatdan holi bo'Jgan 
modeli mavjudligini ko'rsatish kerak. Mulohazalar hisobining zidsizligini 
xuddi shu sxema orqaJi isbot qilgan edik. 

Agar T nazariya uchun shunday interpretatsiyani topish mum kin 
bo'lsaki, uning interpretasiyasi chekli to'plamdan iborat bo'lsa, u holda bu 
interpretatsiyada ziddiyat mavjud emasligi masalasini yechish to'g'ridan
to'g'ri shu chekli to'plamni ko'rish bilan hal bo'ladi. 

Masalan, bir elementli to'plam a elementga ega bo'lsin. Agar bu 
to'pJamda a· a = a amali aniqlangan bo'lsa, u holda u ziddiyatga ega 
bo'lmagan guruh nazariyasining modeli bo'ladi. Demak, guruh nazariyasi 
zidsizdir. Ammo, kO'pincha modelning zidsizligini isbotlash ancha 
murakkab fikr yuritishni talab qiladi. Bu, ayniqsa, T nazariya faqat 
cheksiz modellarga ega bo'lgan hollarda ko'proq yuz beradi. 

Masalan, agar Evklid geometriyasining tushunchalari Lobachevskiyl 
geometriyasining interpretatsiyasi sifatida foydalanilsa, u holda Lo
bachevskiy geometriyasining zidsizligi masalasini Evklid geometriya
sining zidsizligi masalasiga keltirish mumkin. 

Shuni ta'kidlash kerakki, Evklid geometriyasining zidsizligi va haqiqiy 
sonlar nazariyasining zidsizligi hozirgacha isbot qilingan emas. 

6.8.2. To'liqIiIik muammosi. Agar biror nazariyaning zidslZligi isbot 
qilingan bo'lsa (yoki isbo! qilinishi mumkin deb hisoblansa), u holda bu 
nazariya uchun to'liqlilik muammosini qo'yish ma'noga ega bo'ladi. 

I Lobachevskiy Nlkolay Ivanovich (HI1KOJlaif I1BaHOBI1l.J JIo6a1IeBCKI1H, 1792-
1856) - rus matematigl. 
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2- t a ' r if. Agqr T nazariyaning istalgan S mulohazasi uchun yo S, 
yoki uning inkori S teorema bo 'Isa, u ho/da bu nazariya absolyut to'liq 
deb ataladj. 

Bu ta'rifda ushbu hoi hisobga olingan: T nazariyadagi istalgan S 
mulohazasining biror modelidagi interpret,!!siyasi yo chin, yoki yolg'on 
bo'ladi. U hold a T nazariyada yo S, yoki S teorema bo'lishi kerak. 

Bir vaqtda zidsiz va to'liq bo'lgan T nazariya zidsizlikka nisbatan shu 
ma 'noda maksimal bo'ladiki, bu nazariyaga aksioma sifatida shu 
nazariyada mumkin bo'lgan istalgan (ammo uning teoremasi bo'lmagan) 
mulohazani qo'shganda, ziddiyatga ega bo'lgan nazariya hosil bo'ladi. 

Ko'p matematik nazariyalar bir vaqtda zidsiz va to'liqlilik xususiyatiga 
ega emas. 

3- t a ' r if. Aksiomalari qatoriga hamma keltirib chiqarish qoidalarini 
saqlagan holda, ista/gan isbot/anmaydigan tasdiqni qo'shganda, 

ziddiyatga ega bo'lgan nazariya hosil ho'ladigan aksiomatik nazariya tor 
ma'noda to'liq deb ataladi. 

Har qanday absolyut to'Iiq nazariya tor ma'noda ham to'liq bo'ladi. 
Haqiqatan ham, biror absolyut to'liq nazariya tor ma'noda to'liq 
bo'hnasin. U holda bu nazariyada isbotlanmaydigan shun day A tasdiq 
topiladiki, avvalgi aksiomalar va yangi aksioma sifatidagi A tasdiqdan 
yaratilgan yangi nazariya zidsiz, demak A yangi nazariyaga tegishli 
bo'ladi. lkkinchidan, dastlabki nazariyaning absolyut to'liqligidan va unda 

A isbotlanmaydigan tasdiq bo'lganidan A isbotlanadigan tasdiq bo'ladi. 

Shunday qilib, yangi nazariyada A va A isbotlanuvchi bo'ldi, ya'ni 
qarama-qarshilikka keldik. Demak, farazimiz noto'g'ri va har qanday 
absolyut to'liq nazariya tor ma'noda ham to'liq bo'lar ekan. 

6.8.3. Yechilish muammosi. Yechilish muammosi algoritmik 
muamrno bo'lib, unda berilgan A to'plam uchun shunday algoritm (uni 
V bilan belgilaymiz) tuzish kerakki, bu algoritm Ani boshqa B 
to'plamga nisbatan (A c B) yechuvchi (hal etuvchi) bo'lsin, ya'ni bu V 
algoritm B ning har bir elementiga tatbiq etiladi hamda x E Alar uchun 
Vex) = 1, X E B \ Alar uchun esa Vex) = 0 deb hisoblanadi. 

Yechilish muammosiga oddiy misol sifatida mulohazalar algebrasidagi 
yechilish muammosini kO'rsatish mumkin, u shunday algoritmni topishdan 
iboratki, bu algoritm vositasi bilan mulohazalar algebrasidagi har bir 
formulaning yo aynan chin, yo aynan yolg'on, yoki bajariluvchi ekanligini 
aniqlash mumkin. Algoritmik muammoning muhim sinfi formal 
nazariyalar uchun yechilish muammosidir, ya'ni hamma isbotlanuvchi 
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formulalar to'plami uchun formulalar nazariyasidagi (A to'plam) 
nazariyaning hamma formulalar to'plamiga (B to'plam) nisbatan 
yechilish muammosidir. Biz uni muIohazaIar hisobining aksiomatik 
nazariyasi uchun ko'rgan edik. 

6.8.4. Predikatlar hisobining zidsizligi (maxsus aksiomalarsiz 
nazariya). 

4 - t a ' r if. Maxslts aksiomalarga ega bo'lmagan birinchi larlibli 
nazariya hirinchi tartihli predikatlar hisohi deb ala/adi. 

Teo rem a. Ixtiyoriy birinchi tartibli predikatlar hisobi zidsizdir. 
Is bot i. Ixtiyoriy A formuIadan quyidagicha o'zgartirishIar 

natijasida hosil qilinadigan ifodani H(A) bilan belgiIaymiz. A 
formuladagi hamma kvantor va termJar qavslar va vergullari bilan 

birgalikda tashlab yuboriladi. Masalan, VXAI
2 (x,y) -7 Ai (z) formula 

yuqorida ko'rsatilgan o'zgartirishlardan keyin AI2 -7 All ko'rinisbni oladi, 

ya'ni H('\IxAI2 (x,y) -7 All (z») ifoda A
J

2 
-7 Ai ko'rinishga, xuddi shu 

kabi H(3tA~(x,y,t) -7 A~(z» ifoda A~ -7 A~ ko'rinishga keladi. 
- --

Ravshanki, H(A) == H(A) va H(A -7 B) == H(A) -7 H(B). 
Osongina ko'rsatish mumkinki, predikatlar hisobining A formulasi 
uchun H (A) formula muIohazaIar hisobining formulasidir va qandaydir 
sxema vositasidai 1-5- aksiomaIardan hosil qiIingan har qanday A 
aksioma uchun H(A) tavtoIogiya bo'Iadi. Bu 1-3-aksiomalar 
shundaygina ko'zga tashlanib turibdi. VxA(x) -7 AU) aksioma uchun 
H(VxA(x) -7 A(t» formula A -7 A ko'rinishda bo'ladi, ya'ni u 
tavtologiyadir. 'ilx(A -+ B(x» ~(A ~ 'ilxB(x» aksioma uchun 
H('\Ix(A -7 B(x» -7 (A -7 '\IxB(x»))) ifoda (A -7B) -7(A -7B) munosa
batga aylanadi, ya'ni bu ham tavtologiyadir. 

Agar mulohazalar hisobidagi xulosa qoidasini A , A -7 B 
tavtologiyalarga qo'llasak, u holda B tavtologiyaga kelamiz. Shunday 
qilib, agar H(A) va H(A -7 B) tavtologiyalar bo'lsa, u holda H(B) 
ham tavtologiya bo'ladi. 

H opcratsiyani A va '\IxA formulalarga 40'l1ash natijasida olingan 
natijalar bir xiI bo'Iganligi uchun, agar H(A) tavtologiya bo'Isa, u holda 
H('\IxA) ham tavtologiya bo'ladi. 

Demak, agar predikatlar hisobida A teorema bo'lsa, u holda H(A) 
tavtologiya bo'ladi. 
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Yuq~ridagilardan shu narsa kelib chiqadiki, agar predikatlar hi sob ida 
B va B isbotlanuvchi bo'ladigan shunday B fOTInula mavjud bo'lsa edi, 
u holda mulohazalar hisobida H(B) va H(B) tavtologlya, ya'ni 
lsbotlanuvchi formulalar bo'lar edi. Ammo bu mumkin emas. Demak, 
predikatlar hisobi zidsizdir. _ 

1a 'kidlaymizki, H operatsiya predikatlar hisobining bir elementli 
sohaga interpretatsiyasi bilan teng kuchlidir. Predikatlar hisobining hamma 
teoremalari bu interpretatsiyada to'g'ridir (chindir). 

6.9.Natural sonlar nazariyasi. Gyodelning to'liqsizlik haqidagi 
teoremasi 

Peano akslOmalar sisfemasi. Natural jonlar nazariyasil1ing maXSliS aksiomalari. 
Aksiomalar sistemasldan kehb chiqadigan natijalar GWJdelning to'liqsl::lik 

haqidagl birinchi m ikkil1chl feoremalan 

6.9.1. Natural sonlar nazariyasi. ~atural sonlar nazariyasining 
aksiomatik tavsifnomasini 1888- yilda Dedckind 1 tomonidan berilganiga 
qaramasdan, natural sonlar arifmetikasining aksiomatik tuzilishini 
ko'pincha «Peano2 aksiomalar sistemasi» deb atashadi. 

Aksiomatik natural sonlar nazariyasi tili alfavitining harfi quyidagi 
formal simvollardan iborat: 0 - konstanta, sonli o'zgaruvchilar, = -
tenglik simvoli, +, " ' (1 ni qo'shish) funksional simvollar va 1\, v, 

~, ....., (yoki ), V, :3 - mantlqiy bog'lovchilardan iborat. 

1- t a' r if. Formal simvollarnmg chekh ketma-ketligl formal ifodalar 
deb ataladi. 

Masalan, ) x 0 =, = +) x y va x y.:) =, (x)'+y ko'rinishdagi 

ifodalar fonnal ifodalardir. 
Formal ifodalar ikki sinfga bo'hnadi: termlar sinfi va formulalar 

sinfi. 
Konstanta 0 va sonli o'zgaruvchilardan funksional simvollar orqali 

termlar tuziladi. 
2- t a ' ri f. 1) 0 - termdir: 2) x, y,': '''. sonli 0 '::garuvchilar termdir:. 

3-5) agar r va S term bo'lsa. uholda (r'), (1')+(s) va (r)'(s) ham 

1 Dedekmd Yulius Vilgelm Rixard (Julius Wilhelm Richard Dedekind, 1831-
1916) - olmon matematigi. 

2 Peano (Giuseppe Peano, 1858-1932) - Italiya matematigi. "latino-sine-fleksione" 
(lotinchadan "so'zlari o'zgamlagan lotincha" ma'nosini beradi) nom Ii xalqaro 
sun'iy til ijodkori. 
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term bo'ladi. 6) 1-5- bandlarda aniqlangan term lard an boshqa hech 
qanday term yo 'q. 

Bu nazariyada elementar formulalar termlar va ularning tengliklaridan 
iborat bo'ladi. Boshqa formulalar elementar formulalardan /\, v, ~, 
V, 3 mantiqiy bog'lovchilar vositasida hosil qilinadi. 

3- t a' r if. 1) Agar r va S termlar bo 'lsa. u holda (r) = (s) formula 
bo'ladi;. 2-5) agar A va B formulalar bo'isa. u holda A ~ B. A. 
A /\ B, A v B ham formulalar bo'ladi; 6-7) agar A formula va x 

o 'zgaruvchi bo '1sa, u holda Vx(A) va 3x(A) formulalar bo 'Iadi; 8) 1-7-
bandlarda aniqlanganformulalardan boshqa hech qanday formula yo 'q. 

Formulalar aksiomatik natural sonlar nazariyasida arifmetik 
formulalar deb ataladi. 

1- iz 0 h. 2- ta'rifdagi «r» va « s» formal simvollar emas. Ular 
metatilda foydalaniladigan matematik o'zgaruvchilardir. Shuning uchun 
«(r)+(s)>> formal ifoda emas. Agar «r» va «s» o'rniga termlar 
qo'yilsa, u holda u formal ifoda bo'ladi. 

2 - i Z 0 h. 3- ta'rifdagi « A» va « B» hamda «x» matematik 
o'zgaruvchilardir. Ularning o'rniga mos ravishda ma'ium qiymatlari 
qo'yilgandagina, ta'rifdagi ifodalar formulalarga aylanadi. 

Peano aksiomalar sistemasi quyidagilardan iborat: 
1) 0 - natural son; 
2) har qanday x natural son uchun boshqa x' natural son mavjud va 

uni x son ketidan keJadigan deb ataladi; 
3) har qanday x natural son uchun O:f. x' ; 
4) agar x'= y' bo'lsa, u holda x = y ; 
5) agar Q biror xossa bo'Jib, ayrim natural sonlar bu xossaga ega 

bo'lishi, boshqa natural sonlar esa bu xossaga ega bo'lmasJigi mumkin 
bo'lsa va agar: 

(I) 0 natural son bu xossaga ega va; 
(2) har qanday x natural son uchun, agar x son Q xossaga ega 

bo'lishidan x' natural son ham Q xossaga ega bo'lishi kelib chiqsa, u 
holda hamma natural sonlar Q xossaga ega bo'lishi kelib chi qadi 
(induksiya qonuni (prinsipi)). 

Bu aksiomalar to'plamlar nazariyasining ayrim fragmentlari bilan 
birgalikda, E. Landau) ko'rsatganidek, nafaqat natural sonlar, balki 
haqiqiy, ratsional va kompleks sonlar nazariyalarini yaratishga yetarlidir. 

) Edmund Landau (Edmund Georg Hermann (Yehezkel) Landau, 1877-1938) -
DImon matematigi 
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Ammo bu aksiomalarda intuitlv tushunchalar mavjud, masalan, xossa 
tushunchasi. Bu narsa butun sistemani qat'iy formalizatsiya qilinishiga 
to'sqinlik qiladi. Shuning uchun Peano aksiomalari sistemasiga asoslangan 
yangi birinchi tartibli T nazariya yaratarniz. T nazariya elementar 
arifmetikaning hamma asosiy natijalarini keltirib chiqarishga yetarlidir. 

Bu birinchi tartibli T nazariya bitta AI2 predikat harf~ yagona a l 

predmet konstanta va uchta .1; I, J., 2, .r.." funksional harf1arga egadir. 

Formal emas arifmetika bilan aloqani uzmaslik uchun uning belgilaridan 

foydalanib, A12, a] va .r.. J (j = D) quyidagicha yozamiz: 

a, o'miga 0, 
A,2(t,S) o'rniga t=s, 
1,1 (t) o'miga t, 
I/(t,s) o'rniga t+s, 
.~2 (t, s) o'rniga t· s, bu yerda t \'a s - termlar. 
T natural sonlar nazariyasi quyidagi maxsus aksiomalarga ega. 
I. XI = X 2 ~ (Xl = X.l ~ Xl = x3 )· 

2. x, = x2 ~ Xl '= X2" 

3. 0 to (Xl)' . 
4. x l '= X2'~ x\ = x2 · 

5. x\ +0 = x\. 
6. x\ + x2 '= (XI + x2 )' . 

7. x\ ·0=0. 
8. XI 'x2 '=x\ ,x2 XI; 

9. A(O) ~ (\fx(A(x) ~ A(x')) ~ \fxA(x)) , 
bu )erda A(x) - natural sonlar nazariyasining ixtiyoriy formulasi. 

1-8- aksiomalar anig formulalardir, ammo 9- aksioma cheksiz 
aksiomalar to'plamini tug'diradigan aksiomalar sxemasidan iborat. 

Bu aksiomalar sxemasi matematik induksiya I prinsipi deb ataladi va 
u Peano aksiomalar sistemasidagi 5- aksiomaga llmuman mos kelmaydi, 
chllnki 9- aksiomalar sxemasi fagat T nazariyasi formliialari orqali 
aniqlanadigan sanoqli xossalar to'plami bilan ish ko'radi. 

Nazariyanll1g 3- va 4- aksiornalan Peano aksiomalar sisternasining 3-
va 4- aksiomalariga mos keladi. 

Peano aksiomalar sistemasidagl 1- va 2- aksiomalar 0 ning va «ketidan 
keladigan» amalning mavjudligini ta'minlaydi, T nazariyada esa, bularga 

, II bobning 1- paragrafiga qarang. 
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o predmet konstanta va III funksional harf mos keladi. T nazariyadagi I
va 2- aksiomalar tenglikning ayrim zaruriy xossalarini ta'minlaydi. 
Dedekind va Peano bu xossalarni intuitiv aniq deb faraz qilgan edilar. 
Nazariyadagi 5-8- aksiomalar rekursiv tengliklarni ifodalaydi. Bu 
aksiomalar qo'shish va ko'paytirish amallarini aniq/aydi. 

Dedekind va Peano bu aksiomalarga mos keladigan hech qanday 
postulatiar1 ifodasini berishmagan edi, chunki ular intuitiv to'plamlar 
nazariyasidan foydalangan edilar. TO'plamlar nazariyasida T nazariyadagi 
5-8- aksiomalarni qanoatlantiruvchi +, . amallar chiqariluvchidir. 

9- aksiomalar sxemasidan quyidagi induksiya qoidasini hosil qilamiz: 
agar A(O) va VX(A(x) -7 A(x' ) bo'lsa, u holda VxA(x). 

T nazariyaning aksiomalar sistemasidan quyidagi natijalar kelib 
chiqadi. Bu natijalardan formulalarni soddalashtirish va, umuman olganda, 
teoremalarni oddiyroq isbotlash uchun foydalaniladi. 

1- Ie m rna. T nazariyaning har qanday t, s va r termlari uchun 
quyidagiformula/ar T da teorema bo "Iadi. 

1'. l=r~(I=s~r=s). 
2'. t = r ~ 1'= r'. 
3'. O::;t: t'. 
4'. t' = r' ~ f = r . 
5'. t + 0 = t . 
6'.I+r'=(t+r)'. 
7'. 1·0 = O. 
8'. t·r'=(f·r)+t. 
2- Ie m rna. Har qanday I, s va r term/ar uchun quyidagi 

formula/ar T nazariyada teorema bo 'ladi: 
a) 1= t ; 
b) t=r~r=t; 
d) I = r ~ (r = S ~ t = s) ; 

e) r=t~(s=t~r=s); 

f) t=r~t+s=r+s; 

g) t = 0 + t; 
h) t'+r :::: (t + r)': 

i) t + r = r +t; 
j) I = r ~ s + I = s + r ; 

I Postulat - aksiomaning sinonimi. 
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k) (t + r) + s = t + (r + s) ; 
I) [ = r -of ( . s = r . s ; 
m) O· t = 0; 
n) [' . r = t . r + r ; 

0) (·r=r·t; 
p) [=r s·t=s·r. 
6.9.2. Gyodelning to'liqsizlik haqidagi teoremasi. Gyodelning 

to'liqsizlik haqidagi teoremasi deganda Gyodelning quyida ifodalangan 
ikkita teoremasiga qo'yilgan umumiy nom tushuniladi. 

Gyodelning birinchi teo rem a s i 
(to'liqsizlik haqida). Minimum arifinetikani 
qamrab olgan har qanday qarama-qarshilikka 
ega bo'lmagan formal sistemada va, demak, 
natural sonlar nazariyasida formal yechil
movchi jikr topi/adi, ya 'ni shuf!!:!ay yopiq A 
formula topiladiki, na A , na A ni sistemada 
keltirib chiqarish mumkin emas. 

Gyodelning birinchi teoremasi quyidagini 

bildiradi: arifmetikada qanday aksiomalar tizimi 

tanlashimizdan qat'iy nazar, formal nazariya 
Kurt Gyodel tiJida ifodalangan natural sonlar haqida shunday 

mulohaza topiladiki, uni berilgan nazariyada na isbot qilib bo'ladi va na 

rad etib bo'ladi. 
Gyodelning ikkinchi teo rem a s i (to'liqsizlik haqida). Tabiiy 

qo 'shimcha shartlar bajarilganda A 0 'rnida ko'rilayotgan sistemaning 
qarama-qarshilikka ega emasligi haqidagi tasdiqni olish mum kin. 

Muammoli masala va topshiriqlar 

1. Agar g berilgan I I va 12 interpretatsiyalarning izomorfizmi 

bo ' lsa, u holda T nazariyaning A formulasi va MI soha elementlari 

ketma-ketligi S = (b l , b2 , • .. , b,J ning qanday bo ' lishidan qat'i nazar, A 
fonnula mos g(S) = (g(b l ),g(b2 ), • . • ,g(b,,)) ketma-ketlikda bajariluvchi 

bo'lganda va faqat shundagina S da bajariluvchi bo'lishini A formuladagi 

kvantorlar va mantiqiy bog'lovchiiar soniga qarab induksiya metodi bilan 

isbotlang. 
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2. Agar II va 11 interpretatsiyalar izomorf bo'lsa, u holda ulaming 
sohalari bir xiI quvvatga ega bo'lishini isbotlang. 

3. Evklid geometriyasining qat'iy matematik nazariyaga misol boola 
olishini ko'rsating. 

4. Har qanday absolyut to'liq nazariya tor ma'noda ham to'liq 
bo'lishini isbotlang. 

5. Predikatlar hisobining A formulasi uchun H(A) fonnula 
mulohazalar hisobining formulasi bo'lishini ko'rsating. 

Mustaqil ishlash uchun savollar 

1. lnterpretatsiyaning izomorfizmligi deganda nimani tushunasiz? 
2. Nazariyaning qat'iyligini qanday tushunish kerak? 
3. Bajariluvchi formula nima? 
4. f.1 -qat'iy nazariya deganda nimani tushunasiz? 
5. Zidsiz va ziddiyatga ega bo'lgan nazariyalarga misollar keltira 

olasizmi? 
6. Zidsizlik muammosi deganda nimani tushunasiz? 
7. Absolyut to'liq nazariya bilan tor ma'noda to'liq nazanya bir-

biridan qanday farq qiladi? 
8. To'liqlilik muammosi deganda nimani tushunasiz? 
9. Nazariyaning yechilish muammosi nima? 
10. Birinchi tartibli predikatlar hisobi va uning zidsizligi haqida 

nimani bilasiz? 
11. Peano aksiomalar sistemasi qanday sistema hisoblanadi? 
12. Natural sonlar nazariyasining maxsus aksiomalarini bilasizmi? 
13. Aksiomalar sistemasidan qanday natijalar kelib chiqadi? 
Gyodelning to'liqsizlik haqidagi birinchi va ikkinchi teoremalarini 

qanday tushunish kerak? 



VII BOB 
ALGORITMLAR 

Ushbu bobda algoritm tushunchasi va uning o'ziga xos xususiyatlari, 
rekursiv va rekursiv sana]uvchi to'plamlar, Post teoremasi, algoritm 
tushunchasini aniqlash, hisoblanuvchi funksiyalar, qismiy rekursiv va 
umumrekursiv funksiyalar, A.Chyorch va S.Klini tezislari, Tyuring 
mashinalari, Tyuring mashinasida algoritmni realizatsiya qilish, natural 
sonlarni qo'shish algoritmi, Evklid algoritmi, algoritmlar nazariyasining 
asosiy gipotezasi, Markovning normal algoritmlari, Markov bo'yicha 
qisman hisoblanuvchi va hisoblanuvchi funksiyalar, qismiy rekursiv 
(umumrekursiv) funksiya bilan Markov bO'yicha hisoblanuvchi (qismiy 
hisoblanuvchi) funksiya o'rtasidagi munosabat, normallashhrish prinsipi, 
algoritmik yechilmovchi muammolar, matematik mantiqda keltirib 
chiqaruvchanlikni tanish muammosi, o'z-o'ziga tatbiq etuvchanlikni tanish 
muammosi kabi masalalar ko'riladi. 

7.1. Algoritm tushunchasi va uning o'ziga xos xususiyatlari 

A/goritm tushllnchasi. Yechuvchi protsedura. Yechilish muammosi. A/goritmning 
intuitiv fa'rifi, 0 'ziga xos xllsusiyaflari, diskret/igi, aniq/anuvchanltgi, 

ommaviyligi, natijaviyligi. Algoritm qadam/arining elementarligi. 

7.1.1. Algoritm tushunchasi. Matematikaning asosiy tushun
chalaridan biri algoritm tushunchasidir. Algoritm so'zi (ba'zan, bu so'z 
algorifm ko'rinishida yoziladi) IX asrda yashab ijod etgan vatandoshimiz, 
buyuk matematik Abu Abdullo Muhammad ibn Muso al-Xorazmiy 
nomining lotincha "Algorithmi" tarzida buzib yozilishidan kelib chiqqan. 

Har biriga "ha" yoki "yo'q" degan javob berish mumkin bo'lgan ayrim 
sanoqli-cheksiz matematik yoki mantiqiy masalalar sinfini ko'raylik. 
Chekli son qadamda ushbu sinfdagi har qanday savolga biz javob bera 
oladiganjarayon (protsedura) mavjudmi? Agar shunday protsedura mavjud 
bo'lsa, u holda u berilgan savollar sinfi uchun yechuvchi protsedura yoki 
yechuvchi algoritm (algorifm) deb ataladi. Yechuvchi protsedurani izlash 
muammosi bu sinf uchun yechilish muammosi deb ataladi. 
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Fomlal sistemalar uchun yechilish mllammosini kun tartibiga birinchi 
qo'ygan olimlardan Shryoder J (1895), Lyovengeym2 (1915) va Gilbertni3 

(1918) ko'rsatish mumkin. 
1- m i sol. QlIyidagilar yechuvchi aigoritmiarga misol bo'la oladi. 
1. Soniar ustida arifmetik amallami bajarish qoidalari . 
2. Kvadrat ildiz chiqarish qoidasi. 
3. Eng katta umllmiy bo'luvchini topish qoidasi (Evklid algoritmi). 
4. Kvadrat tenglamaning yechimini topish qoidasi. 
5. n - tartibli ko'phadning hosilasini topish qoidasi. 
6. Ratsional funksiyani integrallash qoidasi. _ 
Yuqorida keltirilgan har bir misolda bir xii tipli (turdagi) masalalar sinfi 

bilan ish ko'rishga to'g'ri keladi. Bir xii turdagi masaialar sinfi ommaviy 
muammo deb ataladi. Bunday sinflaming masaialari bir biridan faqat 
ifodasidagi parametrlar bilan farq qiladi. Masalan, ax 2 + bx + c = 0 
kvadrat tenglamaning yechimini topish masalasida a, b va c parameh'lar 
qatnashadi. Ulaming qiymatiarini o'zgartirish yo'li bilan bir sinfga mansub 
turli xii masalalarga kelamiz. 

Aytilganlami hisobga olib algoritmning 
quyidagi intuitiv ta'rifini berish mumkin. 

1- t a ' r if. Berilgan ommaviy muam-modagi 
barcha masalalarni umumiy bir xiI shaklda, aniq 
ma 'lum bo'lgan lIsul bi/an yechish jarayoni 
algoritm deb ataladi. 

Bunday ta'rifni qat'iy deb hisoblash mllmkin 
emas. Haqiqatan ham, unda aniq mazmuni 
noma'lum so'zlar uchraydi. Bu fikr, Xllsusan, 
«usu!» so'ziga ham tegishlidir. Shuning uchun 
ham algoritmning bu qat'iy bo'lmagan ta'rifi 
intuitiv ta' rifdir. 

7.1.2. Algoritmning o'ziga xos xusu
David Gilbert 

siyatlari. Endi algoritnming o'ziga xos xususiyatlarini ko'rib o'taylik. 
Algoritmning diskretligi. Algoritm - miqdoriarni shunday ketma-ket 

qurish jarayoniki, boshlang'ich holatda miqdorlaming dastlabki chekli 
sistemasi berilglli'1 bo'lib, har bir navbatdagi momentda miqdorlar 
sistemasi ma'ium aniqlangan qonun (dastur) asosida oldingi holatdagi 
miqdorlar sistemasidan hosil qilinadi. 

I Shryodcr (Ernst Schroder. 1841-1902) - olmon matematigi. 
2 Lyovengeym (Leopold Lowenheilll, 1878-1957) - 01111011 l11atel11atigi. 
J Gilbert (David Hilbert, 1862-1943) - oll11on l11atematigi. 
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Algoritmning determinatsiyalanuvchanligi (aniqlanuvchanligi). 
Boshlang'ich holatdan farq qiluvchi boshqa holatda aniqlangan miqdorlar 
sistemasi ilgarigi holatlarda hosil qilingan miqdorlar sistemasi orqali bir 
qiymatli aniqlanadi. 

Algoritm qadamlarining elementarligi. Ilgarigi miqdorlar siste
masidan keyingisini hosil qilish qonuni sodda qadamlardan iborat bo'lishi 
kerak. 

Algoritmning ommaviyligi. Boshlang'ich miqdorlar sistemasini ayrim 
potensial cheksiz to'plamdan tanlash mumkin. 

Algoritmning natijaviyligi. Miqdorlami topish jarayoni chekli bo'lishi 
va natijani (masalaning yechimini) berishi kerak. 

Matematik amallar asosiy rolni o'ynaydigan algoritmlar sonli 
algoritmlar deb yuritiladi. Bundan tashqari, mantiqiy algoritmlar ham 
mavjud. Mantiqiy algoritmlardan biri quyidagi misoldagi o'yinda 
ifodalangan. 

2- misol. Ikki kishi (boshlovchi va uning raqibi) ishtirok etayot-gan 
o'yinda har bir o'yinchi navbat bilan 15 ta predmetdan yo bitta, yo ikkita, 
yoki uchta predmetni oladi. Kim oxirgi predmetni olsa, o'sha kishi o'yinda 
g'olib hisoblanadi. Boshlovchi o'yinda g'aJaba qozonishi uchun bu 
o'yinda qanday strategiyani qo'llash kerakligini aniqlaymiz. Boshlovchiga 
bu o'yinda yutuq ta'minlaydigan strategiyani mantiqiy algoritm sifatida 1-
jadval shaklida ifodalash mumkin. 

Haqiqatan ham, boshlovchi bunday strategiya natijasida 
3+(4-n)+(4-m)+(4- p) = 15-(n+m+ p) predmet, raqib esa 

n + m + p predmet oladi, ya 'ni ikkalasi birgalikda 15ta predmet olishadi. 
Oxirgi predmetni albatta boshlovchi olganligi tufayli, u o'yinda yutuqqa 
erishadi. _ 

l-jadval 

Yunsh Boshlovchining yurishida Raqibning yurishida olingan 
raqami olmgan predmetlar soni predmetlar sonl 

I 3 n 

2 4-n m 

3 4-m P 

4 4-p -
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7.2. Rekursiv va rekursiv sanaluvchi to'plamlar 

Rekursiv, eflektiv rekursiv sanaluvchi to 'plam. Post teoremasi. Rekllrsiv to 'plam 
bi/an eflektiv rekursiv sanaluvchi to 'plamlar a 'rtasidagi munosabatlar. 

7.2.1. Rekursiv, rekursiv sanaluvchi to'plam tushunchalari. Biror 
alfavit berilgan bo'lsin. Su alfavitdagi hamma so'zlar to'plamini S bilan 
va S to'plamning qism to'plamini M bilan belgilaymiz. 

1- t a' r if. Agar x so '~ning M to 'plamga qarashlilik muammosini 
hal qila oladigan algoritm mavjud bo'lsa. u holda M rekursiv to 'plam 
deb ataladi. 

2- t a' r if. Agar M to 'plamning hamma elementlarini sanab chiqa 
oladigan algoritm mavjud bo 'Is a, u holda M effektiv rekllrsiv sanaluvchi 
to 'plam deb ataladi. 

7.2.2. Rekursiv va rekursiv sanaluvchi to'plamlar xossalari. 
1- teo rem a. Agar M va L effektiv rekursiv sanaluvchi to 'plamlar 

bo'lsa, II holda M U L va M n L ham effektiv rekursiv sanaluvchi 

to 'plam bo 'ladi. 
Is bot i. M va L efTektiv rekursiv sanaluvchi to'plamlar bo'lsin. U 

holda, 2- ta'rifga asosan, ularning har biri uchun alohida algoritm 
mavjudki, ular orqali mos ravishda M va L dagi hamma elementlarni 
sanab chiqish mumkin. M U L va M n L to'plamlarning effektiv 
sanaluvchi algoritmi M va L to'plamlarning effektiv sanaluvchi 
algoritmlarini bir vaqtda qo'llash natijasida hosil qilinadi. _ 

2- teo rem a (Post teoremasi). M to 'plamning a 'zi va to'ldiruvchisi 
CM effektiv rekursiv sanaluvchi bo 'lganda va faqat shllndagina M 
to 'plam rekursivdir. 

Is bot i. a) M to'plam va uning CM to'ldiruvchisi effektiv rekursiv 
sanaluvchi bo'lsin. U holda, 2- ta'rifga asosan, bu to'plamlarning 
elementlarini sanab chiqa oladigan A va B algoritmlar mavjud bo'ladi. U 
holda M va CM to'plamlarning elementlarini sanab chiqish paytida 
ularning rO'yxatida x element uchraydi. Demak, shunday C algoritm 
yuzaga keladiki, u orqali x element M to'plamga qarashlimi yoki 
qarashli emasmi degan muammoni hal qilish mumkin. Shun day qilib, M 
rekursiv to'plam bo'ladi. 

b) M rekursiv to'plam bo'lsin. U holda, 1- ta'rifga asosan, x bu 
to'plamning elementimi yoki elementi emasmi degan muammoni hal 

70 



qiluvchi algoritm mavjud bo'ladi. Bu algoritmdan foydalanib, M va CM 
to'plamlarga kiruvchi elementIarning ro'yxatini tuzamiz. Shunday qilib, 
M va CM to'plamlar elementlarini sanab chiquvchi ikkita A va B 
algoritmni hosil qilamiz. Demak, M va CM to'plamlar effektiv rekursiv 
sanaluvchi to'plamlar bo'ladi. _ 

I- m i sol. M = {I, 4, 9, ... , n 2 
, ••• } natural sonlar kvadratlari to'plami 

effektiv rekursiv sanaluvchi to'plam bo'lishi yoki bo'imasligini 
aniqlaymiz. 

M to'plam effektiv rekursiv sanaluvchi to'plam bo'ladi, chunki uning 
elementlarini hosil qilish uchun ketma-ket natural sonlarni olib, ularni 
kvadratga ko'tarish kerak. Bu to'plam ham rekursiv bo'ladi. Haqiqatan 

ham, birorta x natural sonning M to'plamga kirish yoki kinnasligini 

aniqlash uchun uni tub kO'paytuvchilarga ajratish kerak. Bu usul x natural 

son biror natural sonning kvadratimi yoki yo'qmi degan savolga javob 
topish imkonini beradi. _ 

2- m i sol. Tartiblangan natural sonlar juftliklaridan iborat to'plam 
effektiv rekursiv sanaluvchi ekanligini isbotlaymiz. 

Tartiblangan natural sonlar juftliklaridan iborat to'plamning effektiv 

rekursiv sanaluvchi ekanligini isbotlash uchun diagonal metodi deb 
aytiluvchi usuldan foydalanamiz. Buning uchun hamma tartiblangan 
natural sonlar juftliklarini 1- shakldagi ko'rinishda yozamiz. 

Yuqori chap burchakdan boshlab ketma-ket 1- shaklda ko'rsatilgan 
yo'nalishlar bO'yicha o'tib to'plam elementlarini sanab chiqamiz. U holda 
bu juftliklarning 

(0,0), (1,0), (0,1), (2,0), (1,1), (0,2), (3,0), (2,1) 

(1,2), (0,3), (4,0), (3,1), (2,2), (1,3), (0,4), ... 

ro 'yxatini hosil qilamiz. _ 
3- teo rem a. Rekursiv bo'irnagan efJektil' rekursiv sanaluvchi 

natural so/ziar to 'plami rnavjud. 
Is bot i. Effektiv rekursiv sanaluvchi ixtiyoriy U natural sonlar 

to'plami berilgan bo'lsin. U to'plamning rekursiv emasligini isbotlash 
uchun, Post teoremasiga (2- teorema) ko'ra, uning CU to'ldiru\'chisi 
effektiv rekursiv sanaluvchi emasligini isbotlash yetarli. 
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~O,O/ (0,/ (0,/ (0,3/ (0,4) 

(1,0) (1,1) (1,2) (1,3) (1,4) 

/ / / / 
(2,0/ (2,/ (2,2/(2,3~ (2,4) 

(3,0/ (3,1/ (3,2)/(3,3/ (3,4) 

(4,0) (4,1) (4,2) (4,3) (4,4) 

1- shakl 

M O,Mp M 2 , ••• - hamma rekursiv sanaluvchi natural sonlar to'p-

lamlaridagi effektiv sanab chiqilgan to'plamlar bo'lsin. Demak, har 
qanday n E N uchun M" to'plamni tiklash mumkin. 

Endi U to'plamning hamma elementlarini sanab chiqadigan A 
algoritmni kiritaylik. Bu algoritm (m, n) raqamli qadamda mE M" III 

hisoblab chiqadi. Agar bu son n son bilan ustma-ust tush sa, bu holda A 
algoritm uni U to'plamga kiritadi, ya'ni n E U H n E Mil . 

Bundan ko'rinib turibdiki, har qanday rekursiv sanaluvchi to'plamdan 
CU to'plam hech bo'lmaganda bitta element bilan farq qiladi, chunki 
CU shunday n elementlardan iboratki, n e: Mil' Shuning uchun ham 
CU rekursiv sanaluvchi to'plam emas. Demak, Post teoremasiga asosan 
U rekursiv to'plam bo'lmaydi. _ 

I Z 0 h. lsbot qilingan bu teorema aslida Gyodelning formal arifme-tika 
to'IiqsizIigi haqidagi teoremasini oshkormas tarzda qamrab olgan. 

7.3. Algoritm tushunchasiga aniqlik kiritish 

Diofant teng/amasi. Fermamng «buyuk teoremasi». Matzvasevich va Chlldnovskiv 
natijalari. Uch asosiy yo 'nalish. EfJektiv hisoblanllvchi fimksiya. A -aniqlanuvchi 
fimkszvalar. Umumrekursiv funksiya. Chyorch va Klini natijalari. Chyorch fez;si. 

Gyodel natijalari. Tyuring tezisi. Tyuring bo 'yicha hisoblanuvchi jimksiyalar. 
Tyuring mashinalari. Post natijalari. Normal algoritmlar. 

7.3.1. Algoritm tushunchasini aniqlashdagi muammolar. 
Matematika tarixida bir xiI turdagi savollar to'plamiga «ha» yoki «yo'q» 
va bir xiI turdagi funksiyalar sinfi «hisobIanuvchi» yoki «hisoblanuvchi 
emas» degan javoblar berilishi mumkin bo'lgan algoritmlarni iziash uzoq 
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davom etdi. Ayrim vaqtlarda bu lzlanishlar natijasiz tugadi. Bu hollarda, 
tabiiyki, algoritmning mavjudligiga shubha bilan qaraladi. 

1- m i sol. Fennaning «buyuk teoremasi» deb ataluvchi tasdiqni 
qaraymiz. 1637-yillar atrofida Fenna quyidagi teoremaning isboti o'zida 

borligini e' Ion qildi: «xn + y" = z" tenglama n > 2 bo'lganda musbat 

butun son qiymatli x,Y,z,n yechimga ega emas». Bu teorema faqatgina 
2000-yilda Angliya olimi Endryu Uals tomonidan isbotlandi. _ 

2- m i sol. 1900-yilda Parijda 0 'tkazilgan ikkinchi xalqaro 
matematikiar kongressida oimon matematigi David Gilbert yechilishi 
muhim bo'lgan 23 matematik muammolar ro'yxatini o'qib berdi. Bu 
rO'yxatda Gilbertning 10- muammosi deb nom olgan quyidagi muammo 
ham bor edi: «Koeffitsiyentlari butun sonlardan iborat bo'lgan har qanday 
algebraik tenglamaning butun sonli yechimi mavjudmi?». Gilbert butun 
sonli koeffitsiyentlardan iborat bo'lgan har qanday algebraik tenglama 
butun sonli yechimga egami degan muammoni yechadigan (hal qiladigan) 
algoritm yaratish kerakligini ko'rsatdi. _ 

Matematikada butun sonli koeffitsiyentlarga ega bo'lgan algebraik 
tenglamalar Diofant tenglamalari l deb ataladi. Masalan, 

X2 + y" - 2x.::- = 0, lOx s + 7x~ + 5 = 0 
kO'rinishdagi tenglamalar diofant tenglamalari bo'ladi, ulardan birinchisi 
uch o'zgaruvchili va ikkinchisi bir o'zgaruvchili tenglamadir. Umumiy 
holda tenglama istalgan sondagi o'zgaruvchilarga bog'liq bo'lishi hamda 
bunday tenglamalar butun sonli yechimlarga ega bo'lishl ham, ega 
bo'lmasligi ham mumkin. Masalan, X2 + y2 - 2xz = ° cheksiz ko'p 
butun sonli yechimlarga ega, lOxs + 7x 2 + 5 = ° tenglama esa butun 
sonli yechimga ega emas. 

Bir o'zgaruvchili diofant tenglamasining hamma butun sonli 
yechimlarini topish algoritmi anchadan beri mavjud. Aniqlanganki, agar 

P ( ) ,,"-1 0 " X = aox + aJx + 00. + an_Ix + an = 
butun sonli koeffitsiyentlardan iborat tenglamaning ildizi butun son bo'lsa, 
u holda bu ildiz an koeffitsiyentning bo'luvchisi bo'ladi. Bu tasdiqqa 
asoslanib, quyidagi algoritmni tavsiya etish mumkin: 

1) an sonning hamma bo'luvchilarini topish: d[, d2 ,oo.,d" ; 

I Bu tushuncha qadlmgi yunon matematIgl Diofant Aleksandriy (L'1.l6<pavwc; 6 AAc~a\'op£1JC;, 
eramizmng 250 y.) noml bllan bog'hq. 
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2) all sonning har bir bo'luvchisi uchun P" (x) ning qiymatini aniqlash: 

Pn(d,) (i=l,n): 
3) agar 1,2, ... , n sonlardan birorta i uchun Pn (d,) = 0 bo'lsa, u holda 

d, tenglamaning yechimi bo'ladi. Agar barcha i E {I, 2, ... , n} uchun 
P" (d,) :t. 0 bo'lsa, u holda tenglama butun sonli yechimga ega emas 
(aJgoritm tugadi). 

Gilbertning 10- muammosi bilan dunyoning ko'p matematiklari deyarli 
70 yil mobaynida shug'ullanishdi va nihoyat, 1968-yilga kelib Sankt
Peterburglik yosh matematik Yu. V. Matiyasevich l va sal keyinroq, 
aniqrog'i, 1970-yilda rus matematigi G. V. Chudnovskil bu muammoni 
hal qilishdi. Aniqlandiki, qo 'yi/gan masalaning yechimini bera oladigan 
algorUm mavjud emas. 

Algoritmning intuitiv ta'rifi qat'iy emasligiga qaramasdan, u muayyan 
masalaning yechimini topadigan algoritmning to'g'riligiga shllbha 
lIyg' otmaydi. 

Matematikada shunday yechimi topilmagan algoritmik mllammolar 
mavjudki, ular yechimga egami yoki ega emasmi ekanligini aniqlash 
muammosi paydo bo'ladi. BlI mllammoni yechishda algoritmning intuitiv 
ta'rifi yordam bera olmaydi. Bu hollarda yo algoritmning mavjudligini, 
yoki uning mavjud emasligini isbotlash kerak bo'ladi. 

Birinchi holda masalani yechadigan jarayonni tasvirlash kifoya. Bu 
jarayonning haqiqatan ham algoritm ekanligiga ishonch hosil qilish uchun 
algoritmning intuitiv tushunchasi yetarli bo'ladi. 

Ikkinchi holda algoritmning mavjud emasligini isbotlash kerak. BlIning 
uchun algoritmning nima ekanligini aniq bilish talab qilinadi. XX asrning 
30- yillarigacha algoritmga aniq ta'rif berilmagan edi. Shuning uchun 
algoritm tushunchasiga aniq ta'rif berish keyingi davr matematikasining 
asosiy masalalaridan biri bo'lib qoldi. Bu ta'rifni ishlab chiqishjarayonida 
ko'p qiyinchilik borligi ma'lllm bo'idi. Birinchidan, bunday ta'rif algoritm 
intuitiv ta'rifining mohiyatini aks ettirishi, ikkinchidan esa, u formal 
aniqlik nuqtai nazaridan mukammal bo'lishi kerak edi. 

Bu muammoning tadqiqotchilari tomonidan algoritmning bir nechta 
ta'rifi ishlab chiqildi. Ammo vaqt o'tishi bilan bu la'riflaming o'zaro teng 
kuchliligi aniqlandi. Ana shu ta'rifhozirgi zamon algoritm tushunchasidir. 

I Matlyasevlch Yuny Vladimlrovlch (MaTHlICeBHG JOpHH BJIaJ:\HMHpOBHG. 1947 yilda tug'llgan) 
- rus matematigl O'sha vaqtJa u allgl 21 yoshda edi. 

2 4YJ:\HOBCKHH r.B. )J,Ho<jJaHfOBbl npeJ:\HKaTbl, YMH. 25, NQ 4. 1970, CTp. 185-186. 
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7.3.2. Algoritm tushunchasini aniqlasbga yoodashishlar. Algoritm 
tushunchasini aniqlash bO'yicha yondashishlami uch asosiy yo'nalishga 
bo'lish mumkin. 

Birinchi yo'nalish effektiv hisoblanuvchi funksiya tushunchasini 
aniqlash bilan bog'liq. Bu YO'nalish bO'yicha A.Chyorch, K.Gyodel, 
S.Klini 1 tadqiqot ishlarini olib borishgan. 

1932-1935-yillar davomida A.Chyorch va S.Khni tomonidan 
o'rganilgan va «A -aniqlanuvchi funksiyalaf» deb atalgan, to'g'ri aniq
langan hisoblanuvchi nazariy-sonli funksiyalar sinfining « A -aniqlanuvchi 
funksiyalan; sinfi bizning intuitiv tasawurimiz bo 'yicha hisoblanuvchi deb 
qaraladigan hamma fimksiyalarni qamrab olishi mumkin degan fikr 
tug'ilganligi 1935-yilda e'lon qilindi. Bu kuttlmagan natija edi. 

lErbranning2 bir g'oyasi asosida 1934-yilda K.Gyodel tomonidan 
aniqlangan va «ummnrekursiv funksiyalaf» deb atalgan boshqa 
hisoblanuvchi fuoksiyalar sinfi ham «A -aniqlanuvchi funksiyalaf» 
xossalariga o'xshash xossalarga ega edi. 

1936-yilda A.Chyorch va S.Klini tomonidan bu ikkita sinf bir xiI sinf 
ekanligi isbotlandi, ya'ni har qanday A -aniqlanuvchi funksiya 
umllmrekllrsivfllnksiya bo '/ishi va hal' qanday lIlnumrekursiv jimksiya A
aniqlanuvchi (unksiya ekanligi tasdiqlandi. 

1936-yilda Chyorch quyidagi tezisni e'lon qildi: hal' qanday intuitiv 
effektiv (samarali) hisoblanuvchi fonksiyalar umumrekursiv funksiyalardir. 

Bu teorema emas, balki tezisdir: tezis tarkibida intuitiv aniqlangan 
effektiv hisoblanuvchi funksiya tushunchasi, aniq matematik atamalarda 
aniqlangan umumrekursiv funksiya tushunchasi bilan aynan tenglashti-ril
gan. Shuning uchun bu tezisni isbotlash mumkin emas. Ammo Chyorch va 
boshqa olimlar tomonidan bu tezisni quvvatlovchl ko'p dalillar ko'rsatildi. 

Ikkinchi yo'nalish algoritm tushunchasini bevosita aniqlash bilan 
bog'liq: 1936-1 937-yillarda, A.Tyuring3 Chyorch ishlaridan bexabar holda 
yangi funksiyalar sinfini kiritdi. Bu funksiyalami «Tyuring bO'yicha 
hisoblanuvchi funksiyalaf» deb atadilar. Bu sinf ham yuqorida aytilgan 
xossalarga ega edi va buni Tyuring tezisi deb aytamiz. 1937 -yilda 

1 Stiven Koul Kilm (Stephen Cole Kleene, 1909-1994) - AQSh matematigi. U o'z famlilyasml 
"Kleyni" shaklda talaffuz etishiga qaramasdan. soblq Sovet IttIfoqlda unmg 11mlY Ishlarini rus 
tIliga (rus tlhdan esa o'zbek t1liga ham) "Klim" nOl11l bilan tarJlma qlilshgan. 

2 Jak Erbran (Jacques Herbrand. 1908-1931) - fransuz matematigi 
3 Tyuring Alan Malison (Turing Alan Mathison. 1912-1954) - Ingliz matematlgl, mantlqchisi. 

knptografi 
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A.Tyuring lining hisoblanuvchi funksiyalari A -aniqlanuvchi fimksiyalar
ning 0 'zi va, demak. umllmrekursiv funksiyalarning xuddi 0 'zi ekanligini 
isbotladi. Shuning uchun Chyorch tezisi bilan Tyuring tezisi ekvivalentdir. 

1936-yilda E.Post (Tyuring ishlaridan bexabar holda) aynan Tyuring 
erishgan natijalarga mos keladigan natijalami e'lon qildi va 1943-yilda, 
1920-1922-yillardagi nashr etilmagan ishlariga asoslanib, to'rtinchi 
ekvivalent tezisni nashr etdi. Shunday qilib, algoritm tushunchasini 
bevosita aniqlashga va so'ngra uning yordamida hisoblanuvchi funksiya 
tushunchasini aniqlashga birinchi bo'lib bir-biridan bexabar holda E.Post 
va A.Tyuring erishdilar. 

Post va Tyuring algoritmik jarayonlar ma'lum bir tuzilishga ega bo'l
gan «mash ina» bajaradigan jarayonlar ekanligini ko'rsatishdi. Ular ushbu 
«mashinalam yordamida barcha hisoblanuvchi funksiyalar sinfi bilan 
barcha qismiy rekursiv funksiyalar sinfi bir xiI ekanligini ko'rsatdilar va, 
demak, Chyorch tezisining yana bitta fundamental tasdig'i yuzaga keldi. 

Uchinchi yo'nalish - Rossiya matematigi A.Markov] tomonidan ishlab 
chiqilgan normal algoritmlar tushunchasi bilan bog'liq. 

Muammoli masala va topshiriqlar 

1. A = {4,9,25,49,121, ... } tub sonlar kvadratlari to'plami effektiv 

rekursiv sanaluvchi to'plam bo'lish yoki bo'lmasligini aniqlang. 
2. Algoritm tushunchasi ta'rifini ishlab chiqish jarayonida qanday 

qiyinchiliklar yuzaga kelishini o'ylab ko'ring. 
3. Gilbertning «Koeffitsiyentlari butun sonlardan iborat bo'igan har 

qanday algebraik tenglamaning butun sonli yechimi mavjudmi?» kabi 
ifodalanuvchi 10- muammosini yechish algoritmi mavjud yoki mavjud 
emasligini o'rganing. 

Mustaqil ishlash uchun savollar 

1. Algoritm tushunchasi ta'rifini ish lab chiqish jarayonida qanday 
qiyinchiliklar yuzaga kelishi mumkin? 

2. Yechuvchi protsedura nima? 
3. Yechilish muammosi deganda nimani tushunasiz? 
4. Algoritmning intuitiv ta'rifini bilasizmi? 

I Bu yerda bir xii Markov Andrey Andreyevich (MapKoB AHllpeii AHllpeeBHlJ) lsm-shanfga ega 
Rosslya matematiklan ota-bola A. A. Markovlarning kichlgi (1903-1979) nazarda tutllgan. 
Ensiklopedlyalarda A. A Markodarnlllg kattasllll (1856-J 922) rus, klchlgml esa sovet 
matematigl deb ham atashadl 
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5. Algoritmning qanday o'ziga xos xusllsiyatiari bor? 
6. Algoritmning diskretligi, determinatsiyalanuvchanligi, qadam

larining elementarligi va natijaviyligi deganda nimani tushunasiz? 
7. Rekllrsiv va rekursiv sanall1vchi to'plamlar nima? 
8. Rekursiv to'plam bilan effektiv rekursiv sanaluvchi to'plamlar 

o'rtasida qanday munosabatlar bor? 
9. Algoritm tllshllnchasiga aniqlik kiritishning uch asosiy yo'nalishini 

ta'riflay olasizmi? 
10. Effektiv hisoblanllvchi fllnksiya deganda nimani tllshllnasiz? 
11. A-aniqlanuvchi fllnksiya va hisoblanllvchi funksiya bir-biridan 

qanday farqlanadi? 
12. Umumrekursiv funksiya nima? 
13. A.Chyorch va S.Klini erishgan natijalarni bilasizmi? 
14. Chyorch tezisini ifodalay olasizmi? 
15. K.Gyodel natijalarini bilasizmi? 
16. Tyuring tezisi nima? 
17. Qanday funksiya Tyuring bo'yicha hisoblanuvchi funksiya deb 

ataladi? 
18. Tyuring mashinalari deganda nimani tushllnasiz? 
19. E.Post qanday natijalar olgan? 
20. Normal algoritmlar nima? 
21. Yu.V.Matiyasevich va G.V.Chudnovskiy GIlbertning 10-

muammosini qanday hal qilishgan? 
22. Nega Chyorch bilan Tyunng tezislan ekvivalent? 

7.4, Hisoblanuvchi funksiyalar. Qismiy rekursh' va umumrekursiv 
funksiyalar 

Ar!fine!lkfimksiya. jitnkslya. boshlang 'lch funksivalar. Funks/yalar 
sllperpozi!s~1'asi. Primi!iv rekursiva sxemasi. Mil11mallash operatszvasi (J1 -
operator) Pnmitiv rekursiv fzmksiya. Qismiy rekllrsiv (rekursiv) ftmksiya. 

Umumrekursivfzmksiya. Chyorch te;:isi. 

7.4.1. Hisoblanuvchi funksiyalar. 
1- t a' r if. Agar birorta funkszyaning aniqlanish sohasi ham, 

qiymatlar sohasi ham natural sonlar to 'plamining qism to 'plamlari bo 'Isa, 
u holda bunday funksiya arifmetik (sonlz) Junksiya deb ataladi. Natural 
sonlar to 'plamida berilgan har qanday munosabatlarga arifmetik 
munosabat deyiladi. 
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Masalan, natural sonlar to'plamida !(x,y) = x·y (ko'paytma) - ikki 

argumentli arifmetik funksiyadir, x + y < z - uch argumentli arifmetik 

munosabat. Arifmetik funksiya va arifmetik munosabat tushunchalari 
intuitiv tushunchalardir va hech qanday fonnal sistema bilan bog'langan 
emas. 

Arifmetik (sonli) funksiyaning qiymatini hisoblovchi algoritm 
mavjudligini aniqlash algoritmik muammolardan biridir. 

2- t a' ri f. Agar g = I(xl' x 2 , ... , x n ) funksiyaning qi)'matini 

hisoblovchi algoritm mavjud bo 'Isa, u holda u effektiv (samara") 
hisohlanuvchi funksiya deb ataladj. 

Bu ta'rifda algoritm tushunchasi intuitiv ma'noda tushunilganligi 
sababli, effektiv hisoblanuvchi funksiya tushunchasi ham intuitiv 
tushuncha bo'ladi. Ammo algoritm tushunchasidan effektiv hisoblanuvchi 
funksiya tushunchasiga o'tishning o'ziga xos ijobiy tomoni bor. Masalan, 
algoritm tushunchasiga qo'yilgan hamma talablar (o'ziga xos xususiyatlari 
sifatida) rekursiv (qaytarish) funksiyalar majmuasi deb ataladigan hamma 
hisoblanuvchi funksiyalar majmuasi uchun bajariladi. 

Gyodel birinchi bo'lib biror fonnal sistemada aniqlangan hamma sonli 
funksiyalar sinfini rekursiv funksiyalar sinfi sifatida ifodaladi. 1936-yilda 
Chyorch ham boshqa asoslarga suyanib rekursiv funksiyalar sinfini 
tasvirlagan edi. Bu yerda hisoblanuvchi funksiyalar sinfi quyidagicha 
tuziladi. 

3- t a ' r if. Quyidagi sonli funksiyalar hoshlang'ich (oddiy, hazis) 
junksiyalar deyiladi: 

1) nol funksiya (bekor qilish operatori): har bir x lIchun 0 (x) = 0; 
2) bimi qo 'shish (siljish operatori): har bir x uchun A(X) = x + 1; 
3) proyeksiyalash funks~vasi (proyeksiyalash opera/ori): hamma 

xI,x2, ... ,xl1laruchun,l;'"(xpx2, ... ,x,)=xm (n=I,2, ... ; m=I,2, ... ,n). 

Argumentlarining barcha qiymatlarida aniqlangan funksiyani hamma 
joyda aniqlangan funksiya deb aytamiz. 

Ravshanki, 3- ta'rifdagi uchala boshlang'ich funksiya hamma joyda 
aniqlangan va intuitiv hisoblanuvchi funksiyalardir. 

Quyidagi uchta qoida vositasi bllan mavjud funksiyalardan yangi 
funksiyalar hosil qilinadi. 

Funksiyalar superpozitsiyasi. q>(xp x 2 , ••• ,xm ) va J;(xl'x2 , ••• ,xJ, 
h(x),x2 , ••• ,xn )""'!m(x),x2 , ••• ,xn ), funksiyalar berilgan bo'lsin. 
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4- t a ' r if. Quyidagi 

lfI(x], x2 , ... , xn) = cp (f.. (x]' x2 , .•. , xn ), ... , /,,, (Xl' X2 , ... , X/I») 

tenglik bilan aniqlangan lfI(xl'xc, ... ,x,,) funksiva cp va f;,12, ... ,fn 
fttnksiyalarning superpozitsiyasi den araladi. 

Agar biz biror usul bilan cp va .J;, Ic , ... , fm funksiyalaming qlymatini 

hisoblash imkoniyatiga ega bo'lsak, u holda lfI funksiyani quyidagicha 

hisoblash mumkin: x]' x 2 , ..• , xn o'zgaruvchilarga mos ravishda 

a1' a2 , ••• , an qiymatlami beramiz. Hamma f (al' a2 ,· •• , a" ) lami 

hisoblab, b, = f,(a],a z , ... ,a
l1 

)lami topamiz. Keyin cp(bl ,b2 , ••• ,bm )ni 

hisoblab, c = lfI(a p a2 , ••• ,a,,) nI topamiz. 

Agar cp va J;, 12 , .... 1m lar hamma joyda aniqlangan bo'lsa, u holda 

lfI funksiya ham hamma joyda aniqlangan bo'lishi aniq. Haqiqatan ham, 

agar /;,I2 , ... ,1", laming hech bo'lmaganda birortasi hamma joyda 

aniqlangan bo'lmasa, u hold a lfI funksiya hamma joyda aniqlangan 

bo'lmaydi. Shu bilan birga ikkinchi tomondan. argumentlaming shun day 

a l ,a.1..!..:.:...,a" qiymatlari topllishi mumkinki, b, =f,(al'a2 , ••• ,a,,) 
(i = I,m) bo'lsa, cp (bl'b2 , ••. ,bm )ni hisoblab bo'lmaydi. Bu hold a ham 

lfI funksiya hamma joyda aniqlanmagan bo'ladi. 
Shun day qilib. agar q>, II' I2 , ... , f" funksiyalar intuitiv hisoblanuvchi 

bo'lsa, u holda lfI funksiya ham intuitiv hisoblanuvchi bo'ladi. 

Shuni ham ta 'kidlab o'tamizki, .I;, f~ , ... , f;" funksiyalaming barchasi 

ham xl' x2 , •.• , xn argumentlarning hammasldan bog'liq bo'lmasligi 

mumkin. Bu hollarda lfI funksiyani hosil qilish uchun soxta 

argumentlardan va 1 ~n (x],.," x n ) funksiyalardan foydalanamiz. Masalan, 

lfI (x,y,z) = cp(J; (X), 12 (x, y,z),y,x) funksiya q>(xp x2 , X3'X4 ) va 

F; (x,y,z) = J;(x), Fe (x,y,z) = 12(X,y,=), F; (x,y,z)=I;(x,y,z), 

~ (x,y,z) = I~ (x,y,z) funksiyalaming superpozitsiyasidan hosil qilingan. 

Primitiv (0 'ta sodda) rekursiya sxemasi. cp (x 2 ' X 3 , ... , x" ) va 

lfI (xl' x 2 , •.. , X n' XI/+1) (n > 1) funksiyalar berilgan bo'lsin. Quyidagi 

tengliklami qanoatlantiruvchi yangi l funksiyani ko'ramiz: 

f(0,x 2 ,x3 , ... , x,,) = CP(X2' Xl , ... ,x,,), 
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fey + l,x] ,X3 , ... ,xJ = If/ (y,/ (y,x2 ""'Xn ),X2 , ... , XII)' (1) 

bu yerda q> funksiya n -1, If/ funksiya n + 1 argumentga, f funksiya 

esa n argumentga bog'Jiq funksiyalar. 
5- ta'rif. Agar /(x

J
,x2 , ••• ,xn ) funksiya q> va If/ fimksiyalardan 

(1) munosabat orqali hosil qilinsa, u holda / funksiya q> va If/ 
funksiyalardan primiliv (o'la sodda) rekursiya sxemasi orqali hosil 
eli/gan deyiladi. 

Agar q> va If/ funksiyalar intuitiv hisoblanuvchi funksiyalar bo'lsa, u 
holda / ham intuitiv hisoblanuvchi funksiya bo'ladi. Haqiqatan ham, 
xPx2, ... ,xn argumentlaming qiymatlar majmuasi al'a2, ... ,a" bo'lsa, u 
holda quyidagilami ketma-ket topamiz: 

f(0,a2 ,a3 ,···,aJ = q>(a2 ,a3 , .. ·,a,J = ho, 

f(l,a2 ,a3 , .. ·,a
l1

) =If/(0,hO,a2 ,a3 ,···,an ) = h
J

, 

/(2, a2 , a3 , ... ,an) = If/(I, bp a2 , a3 ,. •. , an) = b2 va hokazo. 

Ravshanki, agar q> va If/ funksiyalar argumentlarning barcha 

qiymatlarida aniqlangan bo'lsa, u holda / funksiya ham argumentlarning 

barcha qiymatlarida aniqlangan bo'ladi. 
Endi primitlv rekursiya sxemasi orqali yangi funksiyalarni hosil qilishni 

misollarda ko'ramiz. 
1- misoI. q>(x)=x va If/(x,y,z)=y+l bo'lsin hamda f(y,x) 

funksiya quyidagi tengliklar orqali aniqlansin: 

{
f(O,X)=X, 

f (y + I,x) = /(y,x)+ 1. 
(2) 

f(y,x) funksiyaning qiymatini argumentlarning y = 5, x = 2 

qiymatlarida hisoblab chiqaylik. /(0,2) = q>(2) = 2 bo'lgani uchun (2) 

formulalarning ikkinchisidan ketma-ket ravishda quyidagilarni hosil 
qilamiz: 

f(1,2) = If/(0,2,2) = 2 + 1= 3, 

1(2,2) = If/(l,3,2) = 3 +] = 4, 

f(3,2) = If/(2,4,2) = 4 + 1 = 5, 

f( 4,2) = If/(3,5,2) = 5 + 1= 6, 

/(5,2) = If/( 4,6,2) = 6 + 1 = 7 . 
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f(y,x) = y + x ekanligini osongina ko'rsatish mumkin. Haqiqatan ham, 

f(y+z,x)=f(y,x)+z. Bu tenglikda y=O deb qabul qilib, 

f(z,x) = f(O,x) + z yoki f(z,x) == x + z ni hosil qilamiz. _ 

2- m is 0 I. f (y, x) funksiya quyidagi tengliklar bilan berilgan deylik: 

{
f(O,X)=o, 

(3 ) 
f (y + l,x) = f (y,x) + x, 

bu yerda cp(x) = 0, lj/(x,y,z) = y + z. 

j(y,x) funksiyaning qiymatini argumentlarning y = 2, x = 2 qly

matlari uchun hisoblaymiz. f(O,x) = cp(x) = ° bo'lganligi uchun 

f(0,2) = cp(2) = bo = ° bo'ladi. Funksiyaning f(1,2) va f(2,2) 

qiymf!t!f!rini ketma-ket topamiz: 

{
fO,2) ~ lj/(0,0,2) : bl = 0: 2 = 2, 
f(2,2) -lj/(L2,2) - 2 + 2 - 4. 

Bu misolda fey, x) = X· Y ekanligini ko'rsatish mumkin. Haqiqatan 

ham, fey + Z,x) = f(y,x) + z· x . Bu tenglikda y = ° deb qabul qilib, 

f(z,x) = f(O, x) + z·x yoki f(z,x) = z·x ni hosil qilamiz. _ 

Minimallash operatsiyasi (JI -operator). Ixtiyoriy j (x, y) funksiya 

berilgan bo'lsin. Quyidagi masalani ko'rib chiqamiz: x argumentning har 
qanday qiymatlari uchun y argumentning hech bo'lmaganda shunday 

bitta qiymatini topish kerakki, f(x,y) = ° bo'lsin. Masalani yana ham 

murakkabroq holda qo'yamiz: berilgan f (x, y) funksiya va uning 

muayyan qiymatli x argumenti uchun f(x,y) = ° bo'ladigan y 

argumentlarning eng kichik qiymatlisini topish kerak bo'lsin. Masalaning 
yechimi x ga bog'liq bo'lgani uchun f (x,y) = ° bo'ladigan y ning eng 

kichik qiymati ham x ning funksiyasi bo'ladi, ya'ni 

cp(x) = JI y[f(x,y) = 0] = O. (4) 
(4) ifoda quyidagicha o'qiladi: «y shunday eng kichikki, f(x,y) = 0 ». 

Xuddi shu tarzda ko'p argumentli CP(x l , x 2 , ... ,x,,) funksiya aniqlanadi: 

cp(xp x2, ... ,xn> = JIy[f(XI,X2, ... ,x,,) = 0]. (5) 
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6- ta'rif. f(x P x 2 , ..• ,xn ,y) funksiyadan q>(x"x2 , .•. ,x,,) 

funksiyaga 0 'tish J.l-operatorning tatbig'i deb ataladi. 

q>(x"x2 , •.• ,xn) funksiyani hisoblash uchun quyidagi algoritmI1i 

tavsiya etish mumkin. 

1. f(x"x 1 , ... ,x" ,0) ni hisoblaymiz. Agar f(x" ... ,xl/'O) = 0 bo'lsa, u 

holda q>(x"x2 , ••• ,xn) = 0 deb qabul qilamiz. Agar f(x" x2 , ••. ,xn ,0) -::f:. () 
bo'lsa, u holda navbatdagi qadamga o'tamiz. 

2. f(x"x2 , ••• ,x".1)ni hisoblaymiz. Agar f(x" ... ,xn ,l) 0 bo'lsa, u 

holda q>(xl'x2 ,···,xn ) = 1 bo'ladi. Agar f(x"x 2 , ••. ,x",1):;t:0 bo'lsa, u 

holda navbatdagi qadarnga o'tamiz va hokazo. _ 

Agar y ning hamma qiymatlari uchun f(xp ... ,xn,y):;t: 0 bo'lsa, u 

holda q>(x" x2 , ••• , xn) ni aniqlanmagan funksiya deb ataymiz. 

y argumentning shunday Yo qiymati mavjud bo'lishi mumkinki, 

l(xl'x2 , ... ,xn ,yo) = 0 va, demak, eng kichik y mavjudki, 
l(x"x2 , ••• ,x",Y)=0 bo'ladi; shu vaqtning o'zida, biror z uchun 
(0 < z < Yo) f(x p x2 ,··.,x",z) qiymat aniqlanmasligi mumkin. Aniqki. 
bu holda yning f(x"x 2 , ••• ,xn ,y) = 0 bo'ladigan eng kichik qiymatinI 
topish jarayoni, Yo gacha yetib bormaydi. Bu yerda ham 
q>(x, ,x~ , ... ,xn ) ni aniqlanmagan funksiya deb hisoblaydilar. 

3- misol. I(x,y) = x- y funksiya berilgan bo'isin. Bu funksiya 

minimizatsiya operatori orqali hosil qilinishi mumkin: 

f(x,y) = J1Z(y+ z = x) = J1Z[I;(x,y,z) +l;(x,y,z) = l;(x,y,z)]. 

Masalan, argumentlaming y = 2, x = 7 qiymatlarida f(x,y) funk

siyaning qiymatini (ya'ni, f(7,2) ni) hisoblaymiz. Bunmg uchun y = 2 

deb olib, x ga ketma-ket qiymatlar beramiz: 
z = 0, 2 + 0 = 2 -::f:. 7 , 
z = 1, 2+1=3-::f:.7, 

z=2, 2+2 = 4-::f:. 7, 

z=3, 2+3=5-::f:.7, 

z=4, 2+4=6-::f:.7, 

z=5, 2+5=7=7. 
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Shunday qllib, f(7,2) = 5 . _ 

7- ta'rif. Agar f(xpxz, ... ,x,,) funks iyan i boshlang'ich (oddiy) 
funksiyalardan superpozitsiya va primitiv rekursiya sxemasi amallarini 
chekli son marta qo '!lash natijasida hosil qilish mumkin bo'lsa. u holda 
f(x i ,X2 , ... ,x

ll
) primitiv rekursiv funksiya deb ataladi. 

4- misol. Boshlang'ich O(x)=O, A(x)=x+l, 

1,7 (XI ,X2 , ... ,xJ = Xm (1 ~ m ~ n) funksiyalar va f(X I ,X2 , ... ,xn ) = a 

(aEN), f(x,y)=x+y, f(x,y)=x·y, f(x,y)=x J (xo=l) 
funksiyalar primitiv rekursiv funksiyalar bo'ladi. _ 

7.4.2. Qismiy rekursiv va umumrekursiv funksiyalar. 
8- ta'rif. Agar f(x p x 2 , ... ,xn ) fimksiyani boshlang'ich Junk

siyalardan supelpozitsiya, primitiv rekursiya sxemasi va minimal/ash 
operatori (J1 -operatori) amallarini chekli son marta qo '!lash natijasida 
hosil etish mumkin bo '[sa, u holda f(xp x2 , ... ,xJ qismiy rekursiv 
(rekursiv) funksiya deb ataladi. 

8- ta'rif primitiv rekursiv funksiyaning ta'rifidan faqat boshlang'ich 
funksiyalarga qo'shimcha ravishda J1 -operatorini qo'llashga ruxsat 
berilishi bilan farq qiladi. Shuning uchun ham har qanday primitiv 
rekursivfunksiya 0 'z navbatida qismiy rekursiv funksiya bo 'fadi. 

9- t a' r if. Agar f(x l , x 2 , ... , xJ Jimksiya qismiy rekursiv va 
argumentlarning barcha qiymatlarida aniqlangan bo'lsa, u holda 
f(x), x 2 , ••• , x n ) umumrekursiv funksiya deb ata/adi. 

Ushbu A(X), O(x), 1,7' (x), f(y,x) = y + x, f(y,x) = X· Y va 
f(y,x) = x n funksiyalar umumrekursiv funksiyalardir. 

Ushbu bobning 3- paragrafida C h y 0 r c h t e z i s i deb ataluvchi 
quyidagi tezis o'rganilgan edi. 

Har qanday intuitiv hisoblanuvchi funkviya qismiy rekursiv fimksiya 
bo'ladi. 

Bu tezisni isbotlash mumkin emasligi yuqorida aniqlangan edi. Chunki 
u intuitiv hisoblanuvchi funksiya noqat'iy matematik tushunchasini qat'iy 
aniqlangan qismiy rekursiv funksiya matematik tushunchasi bilan 
bog'laydi. Ammo, agar shunday intuitiv hisoblanuvchi funsiya tuzish 
mumkin bO'lsaki, u o'z navbatida qismiy rekursiv funksiya bo'lmasa, u 
holda bu tezisni rad etish mumkin. Lekin, bunday holning mavjudligini 
hozirgacha hech kim ko'rsata oImagan. 

Teorema. g(YpY2""'Yk) primitiv rekursiv (qism~v rekursiv) 
fimksiya va xI' x 2 , ... , XII hal' xii 0 'zgaruvchilar bo '/sin. Agar har bi,. i 
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(1:::; i:::; k) uchun =, 0 'zgarul'chi Xl' X2 , ... , XII 0 'zgaruvchilarning biri 
bo'lsa, u holda !(XI,X2, ... ,Xn)=g(ZpZ2"",Zk) funksiya ham primitiv 
rekursiv (qismiy rekursiv)funksiya bo 'ladi. 

Isboti. z,=x" (1:::; i, :::;n) bo'lsin.Uholda 

va 

ljI(X] , x2 , ••• ,x,,) = q>(/~: (xl' Xl"'" Xn ), ••. ,J~ (X]' X2 , ••• ,xJ) 

bo'ladi. Shunday qilib, IIr funksiyani m, 1" , ... ,1" funksiyalardan 
't' 't' I, lk 

superpozitsiya amali orqali hosil qilish mumkin, ya'ni ljI primitiv rekursiv 
(rekursiv) funksiya bo'ladi. _ 

Bu teorema soxta o'zgaruvchilami kiritish, o"zgaruvchilaming o"mini 
almashtirish va ulami aynan tenglashtirish jarayoni primitiv rekursiv va 
qismiy rekursiv funksiyalami o'z sinflaridan chiqarmasligini bildiradi. 

5- m i sol. (Soxta argumentlami kiritish.) Agar q>(xp xJ ) primitiv 
rekursiv funksiya va ljI(Xp X 2 ,X3 ) = q>(x] ,x3 ) bo'lsa, u holda I/I(X1'X2 ,X3 ) 

ham primitiv rekursiv funksiya bo'ladi. Bu tasdiqni isbot qilish uchun 
Zl = Xl va Z2 = X3 deb belgilab, teoremadan foydalanish kifoya. -

6- m i sol. (O'zgaruvchilaming o'mini almashtirish.) Agar q>(x] , xc) 
primitiv rekursiv funksiya va ljI(xp x2 ) = q>(xp x2 ) bo'lsa, u holda 1/1 
ham primitiv rekursiv funksiya bo'ladi. Bu tasdiqni isbot qilish uchun 
Zl = x 2 va Z2 = XI deb belgilab, teoremadan foydalanish kifoya._ 

7- m i sol. (O'zgaruvchilami aynan tenglashtirish.) Agar q>(x l , x 2 ' x 3 ) 

primitiv rekursiv funksiya va ljI(x],x2 )=q>(Xp x:,x3 ) bo'lsa, u holda 

ljI(Xl ,x2 ) ham primitiv rekursiv funksiya bo'ladi. Bu tasdiqni n = 2, 

z] = x]' Z2 = x 2 ' Z3 = Xl bo'lgan holda teoremadan foydalanib isbotlash 
mumkin. _ 

I- nat ij a. Nolfunks~va O(x) primitiv rekursivfunksiyadir. 

2 - nat i j a. Agar k biror butun mllsbat son bo'lsa, 11 holda 

c; (x]' x 2 , ... , xn) = k 0 'zgarmas jimksiya primitiv rekursiv funksiyadir. 

3 - nat i j a. Superpozitsiya amalini hal' bir /, funksiya XI ,~, •• ·,xn 
o 'zganlvchilarning faqat ayrimlaridangina bog '/iq bo'lganda ham 
ishlatish mumkin. Xuddi shunday primitiv rekursiya sxemasida ham q> 

funksiya xpx2, ... ,xn 0 'zganlvchilarning ayrimlal'iga bog'/iq bo'lmasligi 
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l12l1mkin va lJI fllnksiya /(y,x2 , X3 , ... ,X,,) funksiyaga, hamda shuningdek 

XI' X 2 , ... , X I1
' Y 0 '~garuvchilarning ayrimfariga bog 'fiq bo'lmasligi 

l11umkill. 
Shunday qilib. har bir primitiv rekursiv funksiya qismiy rekursiv 

(rekursiv) funksiya bo'lgani uchun, qismiy rekursiv funksiyalar sinfi 
primitiv rekursiv funksiyalar sinfidan kengdir. 

Qismiy rekursiv funksiya tushunchasi algoritmlar nazariyasining asosiy 
tushunchalaridan biridir. Shuni ham ta'kidlab o'tamizki, birinchidan, har 
qanday qismiy rekursiv funksiyaning qiymati mexanik xarakterga ega 
bo'lgan rna'lurn bir protsedura yordarnida hisoblanadi va bu protsedura 
bizning algoritrn haqidagi intUlhv tasavvurirnizga to'g'ri keladi. 
Ikkinchidan, hozirgacha qanday rnuayyan aIgoritrnlar yaratiIgan 
bo'Irnasin, ular yordamida qiyrnatlari hisoblanuvchi sonli (arifmetik) 
funksiyalar albatta qismiy rekursiv funksiyalar bo'Iib chiqdilar. Shuning 
uchun ham hozirgi paytda qismiy rekursiv funksiya tushunchasi aIgoritm 
tushunchasining ilmiy ekvivalenti sifatida qabul qilingan. Buni birinchi 
bo'lib, yuqorida ta'kidlab o'tganimizdek, ilmiy tezis sifatida A.Chyorch va 
S.Klini o'rtaga tashladilar. 

Xuddi shu kabi har qanday algoritmni mos Tyuring mashinasi 
yordamida realizatsiya qilish mumkin. Algoritmning ilmiy ekvivalentl 
qisrniy rekursiv funksiya bo'lgani uchun harnrna qismiy rekursiv 
funksiyalar sinfi A bilan Tyuring mashinalari yordamida hisoblanuvchi 
funksiyalar (Tyuring bO'yicha hisoblanuvchi funksiyalar) sinfi B bilan bir 
xildir, ya 'ni A = B . 

Muammoli masala va topshiriqlar 

t. Quyidagi funksiyalarning primitiv rekursiv va umumrekursiv 

funksiyalar ekanligini isbotlang: 

a) x+ y, b) Xl, d) x'y, 

{

X - I, agar x> ° bo'lsa, 
e) a(x) = 

0, agar X = 1 bo'lsa, 

{
x- y , agar x:;:::y bo'lsa, 

f) x- y = 
0, agar X < Y bo'lsa, 
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I I {
x- y, agar x ~ y bo'lsa, 

g) x- y = 
y-x, agar x < y bo'lsa, 

{
a, agar x = ° bo'lsa, 

h) sg(x) = 
1, agar x'# ° bo'lsa, 

- {I, agar x = ° bo'lsa, 
i) sg(x) = 

0, agar x:t ° bo'lsa, 

j) x!, k) min(x,y) , 1) min(xl'x2 , ••• ,xn ), 

m) max(x,y) , n) max(xpxz, ... ,x,J. 
Ko' rs a tma. E. Mendelsonning' kitobidan foydalaning, 137-138-

betlar. 

2. o(x) va I:;(x"x2 , •.. ,xn ) funksiyalardan superpozitsiya va primitiv 

rekursiya sxemasi amallari orqali x + 1 va 2x funksiyalami hosil qilish 
mumkin emasligini isbotlang. 

Mustaqil ishlash uchun savollar 

1. Arifmetik funksiya nima? 
2. Hisoblanuvchi funksiya deganda nimani tushunasiz? 
3. Boshlang'ich funksiyalar qanday aniqlanadi? 
4. Funksiyalar superpozitsiyasi nimani anglatadi? 
5. Primitiv rekursiya sxemasi qanday sxemadir? 
6. Minimallash operasiyasi (J.1-operatori) qanday vazifani bajaradi? 

7. Primitiv rekursiv funksiya nima? 
8. Qismiy rekursiv (rekursiv) funksiya deganda nirnani tushunasiz? 
9. Umumrekursiv funksiya rekursiv funksiyadan qanday farq qiladi? 
10. Chyorch tezisini bilasizrni? 

7.5. Tyuring mashinalari 

Ommav~v muammo. Yechish algoritmi. Tyuring mashinasi. Tashqi alfavit. 
Ichki alfavit. Lenta (mashinaning tashqi xotirasi). Boshqaruvchi kallak. 

Boshlang'ich axborot. Mashina dasturi. Tyuring fimksional sxemasi. 

7.5.1. Tyuring mashinasi tushunchasi. Agar qandaydir ommaviy 
muamrnoni yechish algoritmi rna'lurn bo'lsa, u holda uni realizatsiya qilish 

I MeH.L\eilbCOH 3. BBe.L\eHHe B MaTeMaTH'IeCK)'lO ilOI'HKy. M .. HaYKa. 1976. 
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uchun shu algoritmda aniq yoritilgan ko'rsatmalarni ijro qilish zarur. 
Algoritmni realizatsiya qilish jarayonini avtornatlashtirish g'oyasi, 
tabiiyki, inson bajaradigan ishni mashinaga uzatishni taqozo qiladi. 
Bunday rnashinani XX asming 30- yillarida E.Post va A.Tyuring tavsiya 
etishgan. 

Tyuring mashinasi tushunchasi intuitiv rna'lum bo'lgan hisoblash 
protsedurasini elernentar operatsiyalarga ajratish natijasida hosil bo'lgan. 
Tyuring ta'kidlaydiki, Istalgan mumkin bo'lgan hisoblashni o'tkazish 
uchun uning dernentar operatsiyalarini qaytarish yetarli. 

Tyuring ayrirn turdagi nazariy hisoblash rnashinasini izohlab berdi. Bu 
mashina muayyan mexanik qurilrna emas, balki «xayoliy» matematik 
mashinadir. Berilgan ko'rsatmani bajaruvchi hisoblovchi odamdan yoki 
mavjud raqamli hisoblash mashinasidan Tyuring mashinasi ikki jihati bilan 
farq qiladi. 

Birinchidan, «Tyuring mashinasi» xato qila olmaydi, ya'ni u 
og'ishmay (chetga chiqmasdan) ko'rsatilgan qoidani be kami-ko'st 
bajaradi. 

Ikkinchidan, «Tyuring mashinasi» potensial cheksiz xotira bilan 
ta'minlangan. 

Endi Tyuring mashinasi tushunchasi bilan batafsil tanishamiz. Tyuring 

mashinasini quyidagilar to'Jiq aniqlaydi. 

Tashqi alfavit, ya'ni A = {aO,ap a2 , ••• ,an } chekli simvollar to'plami. 

A to'plam elementlarining chekli ketma-ketligi A to'plamdagi so'z 
deyiladi. So'zni tashkil etuvchi simvollar soni shu so'zning uzunligi 
deyiladi. 

Masalan, A alfavitning har bir elementi uzunligi 19a teng bo'lgan 
so'zdir. 

Bu alfavitda so'z ko'rinishida mashinaga beriladigan axborot 
kodlashtiriladi. Mashina so'z ko'rinishida berilgan axborotni qayta ishlab, 
yangi so'z hosil qiladi. 

Ichki alfavit, ya'ni %,Qpq2,.··,q""O',Ch,J simvollar. %,Q"Q2, ... (jm 

mashinaning chekli son holatlarini ifodalaydi. Istalgan mashinaning 
holatlari soni tayinlangan bo'ladi. lkki holatda rnaxsus vazifa bajariladi: 
q] mashinaning boshlang'ich (dastlabki)' holati, qo natijaviy (oxirgi) 
holati (to'xtash holati). 0', Ch, J surilish sirnvollaridir (mos ravishda, 
o"ngga, chapga vajoyida). 
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Ikki tomonga cheksiz davom ettirish mumkin bo'igan lenta 
(mashinaning tashqi xotirasi). U katakchalarga (yacheykalarga) 
bo'lingan bo'ladi. Har bir katakchaga faqat bitta harf yozilishi mumkin. 
Bo'sh katakchani Go simvoli bilan belgilaymiz (l-shakl). 

1- shakl 

Boshqaruvchi kallak. U lenta bo'ylab harakat qiladi va biror katakcha 
(yacheyka) qarshisida to'xtashi mumkin (2-shakl). 

Bu holatda «kallak katakchani, ya 'ni simvolni «ko'rib turibdi»» deb 
aytamiz. Mashinaning bir takt davomidagi ishida kallak faqat bitta 
katakchaga surilishi (o'ngga, chapga) yoki joyida qolishi mumkin. 

I i 

2- shakl 

Lentada saqlanayotgan har bir axborot tashqi alfavitning Go dan farqli 
chekli simvollar majmuasi bilan tasvirlanadi. Mashina ish boshlashidan 
oldin lentaga boshlang'ich axborot (boshlang'ich ma'lumot) beriladi. Bli 
holda boshqaruvchi kallak, qoidaga asosan, ql boshlang'ich holatni 
ko'rsatuvchi oxirgi chap belgi qarshisida turadi (3-shakl). 

Mashinaning ishi taktlar yig'indisidan iborat bo'lib, ish davomida 
boshlang'ich axborot oraliq axborotga aylanadi. 

3- shakl 

Boshlang'ich axborot sifatida lentaga tashqi alfavitning katakchalariga 
ixtiyoriy ravishda qo'yilgan chekli simvollar sistemasini (alfavitdagi 
ixtiyoriy so'zni) berish mumkin. 

Berilgan boshlang'ich axborot bog'liq bo'lgan ikki hoI bo'lishi 
mumkin. 

1. Mashina chekli son taktdan keyin to'xtaydi (qo to'xtash holatiga 
o'tadi) va lentada B axborot tasvirlangan bo'ladi. Bu holda mashina A 
boshlang'ich axborot nisbatan tatbiq etiladigan (qo'llanib bo'ladigan) va 
uni qayta ishlab B natijaviy i axborotga keltirgan deb aytiladi. 
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2. Mashina hech qachon to'xtamaydi, ya'ni qo to'xtash holatiga 
o'tmaydi. Bu hoida mashina A boshiang'ich i axborotga nisbatan tatbiq 
etilmaydi deb aytiladi. 

Mashina ishining har bir taktida quyidagi funksional sxema bO'yicha 
harakat qiladi: 

0' 

a,q; ~ av Ch q" 
] 

bu yerda a" av - tashqi alfavitning harflari; q I' q, - mashinaning 
holatlari; 0', Ch,] - surilish simvollari. 

Boshqaruvchi kallak lentada qanday harfni ko'rib turganligi (bizning 
yozuvda a,) va mashina qaysi holatda (biznmg yozuvda q;) turganligiga 
qarab, bu taktda uch elementdan iborat komanda ish lab chiqiladi: 

1) ko'rib turilgan harf almashtirilgan tashqi alfavit harf! (av ); 

2) kelgusl takt uchun tashql xntlra adresl [ ~~1' 
3) mashinaning kelgusi holati (qs)' 

7.5.2. Tyuring mashinasining ishlashi. Barcha komandalar majmuasi 
Tyuring mashinasining dasturini tashkil qiladi. Dastur ikki o'lchovli 
jadval shaklida bo'lib, u Tyuring funksional sxemasi deb ataladi. Bunday 
sxema 1- jadvalda misol sifatida berilgan. Tyunng mashinasining ishi 
butunlayiga uning dasturi bilan aniqlanishi ravshan. Agar ikkita Tyuring 
mashinasining funksional sxemalari bir xiI bo'lsa, u hoida ular bir-biridan 
farq qilmaydi. Har xii Tyuring mashinalari har xiI dasturga ega bo'ladi. 

Bundan keyin Tyuring I-ladval 

mashinasining har xiI kon
figuratsiyalarini (ko'rinish
Iarini) soddaroq ifodalash 
uchun lenta va Ullltlg 
katakchalarini ifodalamas
dan axborotni faqat so'z 
shaklida yozamiz: 

Boshqaruvchi kallak va 

qj 

q2 

q" 

q4 

ao al 
a2Chq, ajO'q2 

ao] q2 a2] ql 

aoO'qo a1O'q4 

al] q3 aoO'q4 

mashina holatini ifodalash sifatida mashina holatini yozamiz. 
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1- jadvalda berilgan funksional sxemaga mos keluvehi Tyuring ma
shinasining ishini misollarda ko'rib o'taylik. 

1- m i sol. Dastlabki konfiguratsiya quyidagieha berilgan bo'lsin: 

q] 
Boshqaruvehi kallak a2 harfini kO'rib turganligi va mashina q] 

holatda bo'lganligi uehun mashina a2Chaz komandani ishlab ehiqadi va 
natijada ikkinehi konfiguratsiyani hosil qilamiz. 

q] 
Ravshanki, navbatdagi konfiguratsiyalar quyidagi ko'rinishlarda 

bo'ladi: 
ao az a2 ao uehinehi konfiguratsiya, 

q] 

ao a z a z Gz ao to'rtinehi konfiguratsiya, 

q3 

ao a2 G 2 G2 a o be shine hi konfiguratsiya. 

qo 
Beshinehi konfiguratsiyada mashina qo holatda (to'xtash holatida) 

turganligi uehun G z a z a 2 so'z hisoblashning natijasi bo'ladi. -
2- m i sol. Boshlang'ich konfiguratsiya quyidagieha bo'lsin: 

q] 
1- jadvaldagi funksional sxemadan foydalanib, quyidagi kon

figuratsiyalarga kelamiz: 

ikkinehl konfiguratsiya, 

uchinehi konfiguratsiya, 
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Go GJ GJ G2 G2 Go to'rtinchi konfiguratsiya, 

q2 

Go G1 GJ G1 G2 Go beshinchi konfiguratsiya, 

q: 

Go G1 G1 G2 G2 Go oltinchi konfiguratsiya. 

ql 

Ikkinchi va oltinchi konfiguratsiyalardan ko'rinib turibdiki, 

mashinaning ishjarayoni takrorlandi va, demak, natija bo'lmaydi. _ 

7.6. Tyuring mashinasida algoritmni realizatsiya qilish 

A/goritm Realizatslya qilish. 0 'nlik sistemada n dan n + 1 ga 0 'tish. A/goritm. 
Natural sonlami qo 'shish. Evklid algoritmi. 

Ayrim oddiy arifmetik algoritmlami realizatslya qiladigan (amalga oshiradigan) 
Tyuring mashinasini yasashni misollarda o'rganamiz. 

7.6.1. Tyuring mashinasida o'nlik sistemada n dan n + 1 ga o'tish 
algoritmini realizatsiya qilish. O'nlik sanoq sistemasida n sonning 
yozuvi berilgan bo'lsin va 11 + 1 sonning o'nlik sistemasidagi yozuvini 
kO'rsatish, ya'ni fen) = 11 + 1 funksiyani hisoblash talab etilsin. 

Ravshanki, mashinaning tashqi alfaviti 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 raqamlardan 
va bo'sh katakcha Go dan iborat bo'lishi kerak. Lentaga o'nlik sistemada 

n sonini yozamiz. Bu yerda qatorasiga bo'sh joysiz har bir katakchaga 
bitta raqam yoziladi. 

Qo'yilgan masalani yechish uchun ishning birinchi taktida mashina 11 

sonning oxirgi raqamini o'chirib, uni bir birlik katta songa almashtirib va 
agar oxirgi raqam 9 sonidan kichik bo'lsa, u hold a to'xtash holatiga o'tishi 
kerak. 

Agar 11 sonning oxirgi raqami 9 bo'lsa, u holda mashina 9 raqamni 
o'chirib, bo'sh qolgan katakchaga 0 raqamni yozib, o'sha holatda qolgan 
holda chapga yuqoriroq razryadli qo'shnisiga surilishi kerak. Bu yerda 
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ishning ikkinchi taktida mashina yuqonroq razryadli raqamga I somm 
qo'shishi kerak. 

Tabiiyki, chapga surilish paytida yuqoriroq razryadli raqam bo'lmasa, u 
holda mashinaning boshqaruvchi kallagi bo'sh katakchaga chiqishi 
mumkin. Bu holatda bo'sh katakchaga mashina I raqamini yozadi. 

Aytilganlardan shu narsa kelib chiqadiki, fen) = n + 1 funksiyani 
hisoblash algoritmini realizatsiya qilish paytida mashina bor yo'g'i ikkita 
q, va qo holatlarda bo'ladi. 

Shunday qilib, o'nlik sistcmada n dan n + 1 ga o'tish algoritmini 
realizatsiya etadigan Tyuring mashinasi quyidagi ko'rinishda bo'ladi: 

ao 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

q, IJqo IJqu 2Jqo 3Jqo 4Jqll 5Jqo 6Jqo 7Jqo 8Jqll 9JqIJ OChq, 

Quyida n = 183 va n = 399 sonlar uchun mos ravishda ularning 
konfiguratsiyalari keltirilgan: 

ao 183 aD ao 399 ao 
'I, 'I, 

ao 184 aD aD 390ao 
'III q, 

7.6.2. Natural sonlarni qo'shish algoritmi. Mashina lentasiga tayoq

chalar majmuasi shaklida ikkita son berilgan bo'lsin. Masalan, 2 va 3 son

lari. Bu sonlarni qO'shish talab etilsin. QO'shish simvolini (belgisini) yul

duzcha bilan belgilaymiz. Shunday qilib, mashina lentasiga quyidagi so'z 

yoziladi. 

(1) 

(I) so 'zga tatbiq qilish natijasida 2 va 3 sonlarining yig' indisini, ya 'ni 

aol I I I I ao (2) 

so'zni beradigan funksional sxemani topish talab etiladi. 
Qo 'yilgan masalani yechish jarayonini izohlab beraylik. Dastlabki 

momentda mashinaning kallagi eng chapdagi tayoqchani ko'rib tursin. Uni 
to birinchi bo'sh katakchaga erishguncha hamma tayoqcha va yul-
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duzchalami cheklab 0 'ngga surish kerak. Bu bo'sh katakchaga birinchi 
tayoqcha yoziladi. Undan so'ng ikkinchi tayoqchaga qaytib kelish kerak va 
uni o'chirib to'xtash kerak. Mashina ishining hamma taktini quyidagi mos 
konfiguratsiyalarda ifodalab beramiz: 

1) ao II * III ao 2) ao I * III ao 3) ao i * III ao 

q] q2 q2 
4) ao I * I II ao 5) ao ! * III ao 6) ao I * III ao 

q2 q, q2 
7) ao I * III ao 8) ao I * 1111 ao 9) ao 1* 1111 ao 

q2 q} q3 

10) ao 1* 1111 ao 11) ao ! * III! 00 12) aol*llllao 
q3 q3 q3 

13) ao !*I i Ilao 14) ao !*! 11100 15) ao I * 1111 ao 

q3 q3 ql 

16) aoao*lllloo 17) ao * 1111 ao 18) ao * 1111 ao 

q2 q2 q2 
19) ao * 1111 ao 20) ao * iii II ao 21) ao * 1111 ao 

q, q2 q2 
22) ao * 111I1 ao 23) ao * 111I1 ap 24) ao *! 1111 ao 

q3 q1 q3 

25) ao * 1I111 Go 26) ao * 11111 ao 27) Go * II i II ao 

q3 q, q3 

28) ao * 11111 ao 29) ao * 1111I Go 30) aoao * 11111 ao 

q, (h qo 

Bu jarayon masalaning yechish algoritmini ikki o'lchovli 1- jadval 
shaklida yozishga imkoniyat yaratadi. 

Shunday qilib, bu yerda < ao' *, I >-tashqi alfavit va qo' ql' q2' q3 -

mashina holatlaridan foydalanildi. 
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7.6.3. Evklid algoritmi. Evklid 1- jadval 

algoritmi berilgan ikkita natural 
son uchun ularning eng katta 
umumiy bo'luvchisini topish kabi 
masalalarni yechishda qo'llaniladi. 
Ma'lumki, Evklid algoritmi qu
yidagi kamayuvchi sonlar ketma
ketligini tuzishga keltiriladi: 

q) 

q2 

q3 

ao 

I J q3 

aoO'ql 

* I 
aoJ qo aoO'q2 

*O'q2 IO'q2 

*Ghq3 I Chql 

birinchisi berilgan ikki sonning eng kattasi bo'ladi, ikkinchisi - kichigi, 
uchinchisi - birinchi sonni ikinchisiga bo'lishdan hosil bo'lgan qoldiq, 
to'rtinchisi - ikkinchi sonni uchinchisiga bo'lishdan hosil bo'lgan qoldiq 
va hokazo, bu jarayon qoldiqsiz bo'linguncha davom ettiriladi. Oxirgi 
bo'lishdagi bo'luvchi masala yechimining natijasi bo'ladi. 

Evklid algoritmini Tyuring mashinasining dasturi sifatida ifodalash 
talab etilgan bo'lsin. Bu dastur sonlarni taqqoslash va ayirish sikIlarining 
navbatma-navbat (navbatlashib) kelishini ta'minlashi kerak. 

To'rtta harfdan iborat < ao' I, a, f3 > tashqi alfavitdan foydalanamiz. 

Bu yerda a o - bo'sh katakcha simvoli, I - tayoqcha, a va f3 - tayoqcha 

rolini vaqtinchalik o'ynaydigan harflar. 
Masalaning yechilishini boshlang'ich konfiguratsiyasi 

ao 11I1II1111 ao 

ql 
bo'lgan hoI uchun 4 va 6 sonlarning eng katta umumiy bo'luvchisini topish 

misolida ko'rib o'taylik. 

Birinchi navbatda mash ina lentada yozilgan sonlarni taqqoslashi kerak. 
Shu maqsadga erishish uchun mashina birinchi sonni ifodalovchi 
tayoqchalarni a harfi bilan va ikkinchi sonni ifodalovchi sonlarni f3 harfi 

bilan almashtirishi kerak. Mashina ishining birinchi to'rt taktiga mos 
keluvchi uning konfiguratsiyasi quyidagicha bo'ladi: 

1) a
o 

" " " " " a
o 

q) 

3) ao II lall II II a o 

q1 

ao Ilia 1III11 ao 
2) 

q, 

ao Illaf311111 ao 
4) 

ql 
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Shu bilan dastlabki sonlarni taqqoslash sikli tamom bo'lib, ayirish sikli 
boshlanadi. Bu sikl davomida kichik son lentadan butunlayiga o'chiriladi, 
f3 harfi bilan belgilangan ikkinchi son tayoqchalar bilan almashinadi va, 
demak, katta 6 soni ikkita 4 va 2 sonlariga bo'linadi. 

Bu operatsiyalarga bir qator konfiguratsiyalar to'g'ri keladi. Shulardan 
ayrimlarini yozamiz: 

aoaaaaf3f3f3f3 II an 

q, 

aoaaaaf3f3f3f3 II ao 

q3 

aoooaaaf3f3f3f3 II 0 0 

q3 

ooooooaooof3f3f3f3 II ao 

q3 

aoooooaooo I f3f3f3 ! 100 

q1 

0oooooooao 1111 i ! 00 

q, 

ooooooooaol I I I I 100 
q, 

Shu bilan birinchi ayirish sikli tamom bo'ladi. 
Endi mashina 4 va 2 sonlarini taqqoslashi kerak. Bu sonlarni taqqoslash 

sikli quyidagi 

konfiguratsiyaga va ayirish sikli 

konfiguratsiyaga olib keladi. 
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Uchinchi taqqoslash sikli 2 va 2 sonlarim 
aoaa{3{3ao 

q3 
konfiguratsiyaga va ayirish sikli 

oxirgi konfiguratsiyaga olib keladi. 
Shunday qilib, Tyuring funksional sxemasi 2- jadval kO'rinishida 

bo'ladi. 
2- ladval 

ao I a {3 

q, auO'q3 aJ q2 aChq, {3 Chq, 

q2 aoChq4 {3 J q, aO'q2 O'Q2 

q3 aoJ qo I J q2 aoO'Q3 IO'Q3 
q4 aoJ Qo I Jq, IGhQ4 aoCh q4 

7.7. Algoritmlar nazariyasining asosiy gipotezasi 

Universalusul. TYlIring tezisi Tyuring. Chyorch. Gyodel, Klini va Markov 
o/gan natija/arning ekviva/entligi 

7.7.1. Tynring tezisi. Tyuring mashinasi algoritm tushunchasini 
aniqlashning bitta yo'lini ko'rsatadi. Shu tufayli bir necha savollar paydo 
bo'ladi: 

- Tyuring mashinasi tushunchasi qancha umumiylik xususiyatiga ega? 
- algoritmlami Tyuring mashinasi vositasi bilan berish usulini universal 

usul deb bo'ladimi? 
- hamma algoritmlami shu usul bilan berish mumkinmi? 
Bu savollarga hozirgi vaqtda mavjud bo'lgan algoritmlar nazariyasi 

quyidagi gipoteza bilan javob beradi: har qanday afgoritmni Tyuring 
funksional sxemasi orqali berish va mas Tyuring mashinasida realizatsiya 
etish (amalga oshirish) mumkin. 
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Bu gipoteza Tyuring tezisi deb ataladi. Uni isbotlash mumkin em as, 

chunki bu tezis qat'iy ta'ritlanmagan algoritm tushunchasini qat'iy 

aniqlangan Tyuring mashinasi tushunchasi bilan bog'laydi. 
Bu tezisni rad etish uchun Tyuring mashinasida realizatsiyalan

maydigan (amalga oshirilmaydigan) algoritm mavjudligini ko'rsatish 

kerak. Ammo hozirgacha aniqlangan hamma algoritmlarni Tyuring 

funksional sxemasi orqali realizatsiya etish mumkin. 

7.7.2. Ekvivalent tushunchalar. Shuni ham ta'kidlab o'tamizh 
Markovning normal algoritm tushunchasi hamda Chyorch, Gyodel va 
Klini tomonidan kiritilgan rekursi" algoritm va rekursiv funksiya 
tushunchalari, mos ravishda, Tyuring tomonidan kiritilgan algoritm 
tushunchasi va Tyuring funksional sxemasi bilan ekvivalentligi is
botlangan. 

Bu dalil o'z navbatida Tyuring gipotezasming to'g'riligini yana blr 
marta tasdiqlaydi. 

Muammoli masala va topshiriqlar 

1. Quyidagi funksiyalarni hisoblo\'chi algoritmlarni Tyuring mashi

nasining dasturlari sifatida ifodalang: 

a) cp(n)=n+2; b) cp(n)=n+4; d) cp(n)=O. 
2. Quyidagi funksiyalami funksiyani hisoblovchi Tyuring mashi

nasmi tuzing: 

{
O, agar x = 0 bo'lsa, 

a) sgnx = 
1, agar x :f. 0 bo'lsa, 

-- {I, agar x = 0 bo'lsa, 
b) sgnx = 

0, agar x :f. 0 bo'lsa, 

3. Ushbu cp(n) = 211 funksiyani hisoblovchi Tyuring mashinasini 

tuzing. 

4. Ushbu 

{

I, agar n son p songa qoldiqsiz bo'linsa, funksiyani 
f,(n) = 

I 0, aks holda, 

hisoblovchi Tyuring mashinasining dasturlarini {ao,l} alfavitda Y07ing. 
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5. Funksional sxemalari 1- va 2-jadvallarda berilgan Tyuring 
mashinasi qanday funksiyalami hisoblashi mumkinligini aniqlang 

1- iadval 2- iadval 

ao I ao I 

ql a oO'ql'+l IChq2 ql IO'q4 IChq2 

q2 aoO' ql'+3 IChq3 q2 aoO'q6 IChq3 

... ... . .. Q3 aoO'q6 IChql 

qp-l aoO'qp+3 I Chqp q4 I J qo aoJ Q5 

qp aoO'ql'+l IChql qs aoO'q4 

qp+l I J qo aoJ qp+2 q6 aoJ qo I J q7 

ql'+2 aoO'Ql'+l q7 aoO'q6 aoO'q6 

ql'+3 aoJ qo aoJ q 1'+4 

qp+4 aoO'Qp+3 

6. Dasturi 3- jadvaldagi funksional sxema orqali berilgan Tyuring 
mashinasi qanday ko'rinishdagi funksiyani hisoblashi mumkinligini 
aniqlang. 

3- jam'al 

ao I a /3 
ql ao Ch q2 IO'ql aO'ql /30'ql 

q2 f3 Chq3 aChq2 f3 Chq2 

q3 aoO'q4 I J ql 

q4 ao J qo IO'q4 IO'q4 

Ko'rsatma. Misollami yechishda L.M.Lixtamikov va T.G.Suka
chevaning (JIMxTapHliKOB JI.M., CYKaqeBa T.r. MaTeMamqeCKajf JlOrHKa. 
Kypc JleKUHH. 3a,ll,a4HliK-npaKTHKYM Ii perneHHH. CaHKT-neTep6ypr. 
JIaHb. 1999.) kitobidan foydalanishni tavsiya etamiz, 248-250- va 275-
281- sahifalar. 
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Mustaqil ish/ash uchun savollar 

1. Ommaviy muammo deganda nimani tushunasiz? 
2. Yechish algoritmi nima? 
3. Tyuring mashinsining ta'rifini bilasizmi? 
4. Tashqi va ichki alfavitlar bir-biridan nima bilan farq qiladi? 
5. Mashinaning tashqi xotirasi deganda nimani tushunasiz? 
6. Boshqaruvchi kallakjoyida turadimi yo siljiydimi? 
7. Boshlang'ich axborot sifatida lentaga beriladigan axborot qanday 

bo' I i shi kerak? 
8. Mashina dasturi nimalardan tashkil topgan bo'ladi? 
9. Tyuring funksional sxemasi deb nimaga aytiladi? 
10. Tyuring mashinasida algoritmni realizatsiya qilish qanday arnalga 

oshiriladi? 
11. Tyuring mashinasida natural sonlarni qo' shish algoritmini 

realizatsiya etishni bilasizmi? 
12. Tyuring mashinasida Evklid algoritmini realizatsiya etish qanday 

bajariladi? 
13. Algoritmiar nazariyasining asosiy gipotezasini bilasizmi? 
14. Tyuring, Chyorch, Gyodel, Klini va Markov olgan natijalaming 

ekvivalentiigini qanday tushunasiz? 

7.8. Markovning normal algoritmlari 

A/(avit. Slmvollar. Harflar. So 'z. Bo 'sh so 'z A/goritm. Al(avit ustidagi 
a/gorlfm. A(favitdagl a/goritm. Tatbiq etiladigan, tatbiq etzlmaydigan a/goritm/ar. 

O'rniga qo ~J'ish usuli. Algoritm sxemasi. Normal algoritm (Markov algoritmi). 

7.8.1. Markovning normal algoritmi tushunchasi. 
1- t a ' r if. Eo'sh bo'lmagan chekli simvollar to 'plami alfavit, 

alfavitdagi simvollar esa harflar deb ataladj. 
2- t a ' r if. A a(favitdagi har/laming har qanday chekli ketma-ketligi 

shu to 'plamdagi so'z deb ataladi. Harf/arning bo'sh ketma-ketligi ho'sh 
sO'z deb ataladi va u 1\ simvoli bilan belgilanadi. 

Agar S/, S;e ... S,.. so'zni P bilan va Sr, Sre ... Sr., so'zni Q bilan 

belgilasak, u holda Sf SJ ... Sf S,. Sf' ... S, so'z P va Q so'zlarning 
, 2 "I:! /.. 

birlashmasi PQ nI bildiradi. Xususiy holda, P 1\ = I\P = P va 

(~P2 )~ =P j (P2~) . 
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Agar Be A bo'lsa, u holda A alfavit B alfavitning kengayishi 
(kengaytirilgani) deb ataladi. Ravshanki, bu holda B alfavitdagi har bir 
so'z o'z navbatida A alfavitining ham so'zi bo'ladi. 

A alfavitdagi hamma so'zlar to'plamini D bilan belgilaymiz. D 
to'plamning biror qism to'plami C bo'lsin, ya'ni C cD. 

3- t a ' r if. Aniqlanish sohasi C va qiymatlar sohasi D ho'lgan 
effektiv hisoblanuvchi funksiya A alfavitdagi algoritm (algorifm) deb 
ataladi. 

4- t a' r if. Agar A alfavitdagi biror P so'~ U algoritmning 
aniqlanish sohasiga tegishli bo'lsa, u holda U algoritm P sc'zga tatbiq 
etiladigan algoritm deb ataladi. 

5- t a ' r if. Agar A c B bo'lsa, u holda B alfavitdagi har bir 
algoritm A alfavit ustidagi a/goritm deb alaladi. 

A alfavitdagi normal algoritm tushunchasi bilan A alfavit ustidagi 
normal algoritm tushunchasi o'rtasidagi farq juda ham muhimdir. A 
alfavitdagi har qanday normal algoritm faqat A alfavitning harflaridan 
foydalanadi. A alfavit ustidagi normal algoritm esa A alfavitga kirmagan 
boshqa qo'shimcha harflardan ham foydalanishi mumkin. Shunday qilib, 
A alfavitdagi har qanday normal algoritm A ustidagi normal algoritm 
ham bo'ladi. Ammo, A alfavitda shunday algoritmlar mavjudki, ular A 
ustida normal algoritm bo'lishiga qaramasdan, A alfavitda normal 
algoritm bo'la olmaydi. 

Ko'pchilik aniqlangan algoritmlami birmuncha oddiyroq qadamlarga 
bo'lish mumkin. Shu maqsadda A.A.Markov XX asming 50- yillarida 
algoritm tuzishning asosi (negizi) qilib, elementar operatsiya sifatida bir 

so'zni ikkinchi so'z o'rniga qo'yishni olgan. 
Agar P va Q lar A alfavitdagi so'zlar bo'lsa, u holda P --7 Q va 

P --7 . Q lami A alfavitdagi o'rniga qo'yish formulalari deb ataymiz. 

Bu yerda "--7" va "." simvollari A alfavitning harflari emas hamda P va 
Q laming har biri so'z bo'lishi mumkin. P --7 Q o'miga qo'yish 

formulasi oddiy formula, P --7 . Q o'miga qo'yish formulasi esa 

natijaviy (xulosaviy) formula deb ataladi. 
Berilgan P --7 Q va P --7 Q o'miga qO'yish formulalarining istalgan 

birini ifodalash uchun P --7 (-) Q umumiy ko'rinishdagi yozuvni 

ishlatamiz. 
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Alfavitning quyidagi o'miga qo'yish fonnulalarining chekii ro'yxati 

~ -70QJ 

P2 -70 Q2 

P, -7 (-) Q,. 
algoritm sxemasi deb ataladi va u A alfavitda quyidagi algoritmni yuzaga 
keltiradi. 

Agar shunday W, V so'zlar (ular bo'sh so'z bo'lishi ham mumkin) 
topilib, Q = WTV bo'lsa, u holda T so'z Q so'zning tarkibiga kiradi 

deb kelishib olamiz. 
Endi A alfavitda P so'z berilgan bo'lsin. Bu yerda ikki hoI bo'lishi 

mumkin. 

I. ~,Pl , ... , Pr sO'zlaming birortasi ham P so'zning tarkibiga 

kinnaydi. Bu tasdiqni qisqa ravishda U : P:::::l shaklida yozamiz. 

2. ~,Pz , ... , P, sO'zlaming orasida P so'zning tarkibiga kiradiganlari 

topiladi. Endi 1 ~ m ~ r munosabatni qanoatlantiruvchi eng kichik butun 

son m va P,~ so'z P so'zning tarkibiga kiruvchi so'z bo'isin, 

P so'zning tarkibiga eng chapdan kirgan P,,, so'zni Qm bilan 

almashtirishdan hosil bo'ladigan so'zni R deylik. P va R orasidagi 
aytilgan munosabatni: 

a) P -7 (-) Qm o'miga qo'yish formulasi oddiy formula bo'lganda 

U:pl-R (I) 

shaklda va; 
b) p -7 (-) Qm o'miga qo'yish formulasi natijaviy formula bo'iganda 

esa 

U:pl-' R (2) 

shaklda yozamiz. 
(1) holda U algontm P so'zmi R so'zga oddiy o'tkazadi, (2) holda 

esa U algoritm P so'zini R so'zga natijaviy o'tkazadi deb ataladi. 

U: pl- R yozuv A alfavitda shunday Ro' R J " .. , Rk so'zlar ketma-

ketligi mavjudki, P = R(p R = Rk> j = 0,1, ... , k - 2 lar uchun 
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U: RJI-R,+l va yoki U: Rk-11-R
k

, yoki U: Rk-11-· Rk (oxirgi holda 

U : pl- R o'rniga U: pl-· R yoziladi) ekanligini bildiradi. 

Yo U: pl-· R, yoki U: pl- R va U: R ~ bo'lganda, shunda va 

faqat shundagina U(P) = R deb qabul qilamiz. 

Yuqoridagi kabi aniqlangan algoritm normal algoritm yoki Markov 
algoritmi deb ataladi. 

U algoritmning amal qilishini quyidagicha ifodalash mumkin. A 
alfavitda P so'z berilgan bo'lsin. U algoritm sxemasida Pm so'z P 
so'zning tarkibiga kiruvchi birinchi P,n ~ (-) Qm o'rniga qO'yish 
formulasini topamiz. P so'zning tarkibiga eng chapdan kirgan Pm So'z 
o'rniga Q

Ill 
formulani qo'yamiz. Rl shunday o'rniga qO'yishning natijasi 

bo'lsin. Agar Pm ~O QI/ o'rniga qo'yish formulasi natijaviy bo'lsa, u 
holda algoritmning ishi tugaydi va uning qiymati Rl bo'ladi. Agar 
P", ~O Qm o'rniga qo'yish fonnulasi oddiy bo'lsa, u holda Rl ga P ga 
nisbatan ishlatilgan protsedurani bajaramiz va hokazo. Agar oxirgi 
bosqichda U: R,:::J munosabatni qanoatlantiruvchi (ya 'ni ~,P2 , ... , P, 
sO'zlarning birortasi R, tarkibiga kinnaydi) R, so'z hosil bo'lsa, u holda 
algoritmning ishi tugaydi va R, ~ning qiY~1!~!L~~_'J<lclj. 

Agar ifodalangan jarayon oxirgi bosqichda tamom bo'lmasa, U hold a 
U algoritm P so'zga tatbiq etilmaydi deb ataladi. 

7.8.2. Misollar. 
1- misol. A alfavit {b,c} ko'rinishda berilgan bo'lsin. Quyidagi 

algoritm sxemasini ko'ramiz: 

b ~. /\}. 
c~c 

Bu sxema bilan berilgan U normal algoritm A alfavitdagi tarkibiga 
kamida bitta b harfi kirgan har qanday P so'zni shunday o'zgartiradiki, 
bu so'z P so'zdan uning tarkibiga eng chapdan kirgan b so'zni o'chirish 
natijasida hosil bo'ladi. 

Haqiqatan ham, P so'z tarkibiga eng chapdan kirgan b so'zdan 
chaproqda turgan har qanday c harfni c ~ c oddiy o'miga qo'yish 
formulasi yana c harfiga o'tkazadi va eng chapdagi b harfini b ~ . /\ 
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natijaviy o'rniga qo'yish formulasi /\ natijaviy bo'sh so'zga o'zgartiradi. 
Masalan, agar P = ccbbc bo'lsa, u holda P -7. Q bo'ladi, bu yerda 

Q = ccbc. U algoritm bo'sh so'zni o'z-o'ziga o'zgartiradi. 

U algoritmi b harfi kirmagan bo'sh bo'lmagan so'zlarga tatbiq 
etilmaydi. Haqiqatan ham, agar P so'z faqat c harflardan iborat bo'lsa, u 
holda c -7 C oddiy o'rniga qo'yish formulasi uni yana o'ziga aylantiradi. 
U holda hamma vaqt P -7 P bo'ladi va biz natijaviy o'rniga qo'yish 
formulasiga kela olmaymiz, ya 'ni jarayon cheksiz davom etadi. _ 

2- m i sol. A alfavit {ao,ap ... ,a,J ko'rinishda berilgan bo'isin. 

Quyidagi sxemani ko'ramiz: 

Bu sxemani \::Ii (a, -7/\) (a, E A) ko'rinishida ham yozish mumkin. 

Bu sxema A alfavitdagi har qanday so'zni bo'sh so'zga o'zgartiradigan 
U normal algoritmdir. 

Masalan, U: a[a2a[a3aol-a[a2ala31-aZala31-aZa31- /\ va OXlfl 

U: /\ ::). Demak, U(a 1aZa,G3aO ) = /\. _ 
3- m i sol. A alfavit SI harfdan iborat bo'isin. Bu harfni 1 bilan 

belgilaymiz. Har qanday n natural son uchun induksiya metodi bO'yicha 
- -- - - -o = 1 va n + 1 = n 1 larni aniqlaymiz. Shunday qilib, 1 = 11. 2 = 111 va 
hokazo. n so'zlar raqamlar deb aytiladi. 

Ushbu 
{/\-7·I 

sxema orqali berilgan U norn1al algoritmni aniqlaymiz. A alfavitidagi 
har qanday P so'z uchun U(P) = IP ga ega ho'Jami7. Xususiy holda, 

har qanday n natural son uchun U(n) = n + I. Har qanday P so'z /\ 

bo'sh so'zning kirishidan boshlanishini (chunki P = /\P) eslasak. 
keltirilgan algoritmning to'g'riligiga ishonamiz. _ 
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7.9. Markov bo'yicha qismiy hisoblanuvchi va hisoblanuvchi 
funksiyalar 

Batamom ekvivalent algontmlar. Ekvivalent afgoritmlar. Markm' bo ~l'icha qismiv 
hisoblanZlvchifunksiyalar. Markov bo :vicha hisoblanuvchi fimkszvalar. 

Qism(l'rekllrSlvfunks(va. Umumrekursivfimksiya. 

7.9.1. Marko" bo'yicha qismiy hisoblanuvchi va hisoblanuvchi 
funksiya tushunchalari. U va K algoritmlar. P esa so'z bo'lsin. Agar 
U va K algoritmlarning ikkalasi ham P so'zga tatbiq etilmaydigan yoki 
ikkalasi ham unga tatbiq etiladigan va keyingi holda U(P) = K(P) 
bo'lsa, bu holatni U(P)::::: K(P) ko'rinishda ifodalaymiz. 

Umuman, agar C va D biror ifodalar bo'lsa, u holda C::::: D 
munosabat quyidagini bildiradi: yo ikkala ifoda ham aniqlanmagan. yoki 
ikkalasi ham aniqlangan va ular bir xii obyektni belgilaydi. 

1- t a ' r if. Agar A alfavitdag; istalgan P so 'z uchun U (P) :::: K (P) 

bo '/sa, u holda U va K algorUm/ar A ga nisbatan A alfavit ustida 
batamom (tamomilaj ekvivalent deb ata/ad;. 

Agar P berilgan A alfavitdagi so 'z bo 'lganida har doim 
U(P)::::: K(P) hamda hech bo'lmaganda U(P) yoki K(P) so '::larning 

birortasi aniqlangan vu yana A ning so 'zi bo'lsa, U va K algoritmlar 

A alfavitga nisbatan ekvivalent deb ataladi. 
M ushbu {I. *} alfavit, OJ hamma natural sonlar to'plami, cp esa 11 

argumentli qismiy effektiv hisoblanuvchi arifmetik funksiya, ya'ni OJn 

to'plamning ayrim qism to'plamini OJ ga akslantiruvchi funksiya bo'lsin. 

Bf{! orqali hech bo'lmaganda bir tomoni aniqlangan holda har doim 

B<{J«kp k2 , ••. ,kJ)=cp(kp k2 , ••. ,kn) tenglikni o'rinli qiladigan M dagi 

algoritmni belgilaymiz. Bu algoritm (kl'k'2, ... ,k
l1

) so'zdan farq qiluvchi 

boshqa so'zlarga tatbiq etilmaydi deb faraz qilamiz. 
2- t a' r if. Agar M lIstida M ga nisbatan Bf{!ga batamom ekvivalent 

bo '1gan normal algoritm mavjud bo '1sa, u holda cp Markov bo 'yicha 

qismiy hisoblanuvchi funksiya deb ataladi. 
3- t a ' r if. Agar cp funksi)'a har qanday n natural son uchun (hamma 

joyda) aniqlangan va Markov bo :vicha qism(v hisoblanuvchi funksiya 
bo'lsa, u holda u Markov bo'yicha hisoblanuvchifunksiya deb ata/adi. 
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Markov bO'yicha qismiy hisoblanuvchi funksiya tushunchasi bilan 
qismiy rekursiv funksiya tushunchasi hamda Markov bo'yicha 
hisoblanuvchi funksiya tushunchasi bilan umurnrekursiv funksiya 
tushunchalari ekvivalentdir. 

Yuqoridagi tasdiqni tasdiqlovchi quyidagi teoremani isbotsiz 
keltiramiz. 

1- teo rem a. Har qanday qismiy rekursiv junksiya Markov bo 'yicha 
qismiy hisoblanuvchi jimksiya bo'ladi va har qanday umumrekursiv 
jimkszva Markov bo 'yicha hisoblanuvchi funksiyadir. 

Quyidagi teoremalami ham isbotsiz keltiramiz. 
2- teo rem a. Agar A alfavit ustidagi U algoritm bo :vicha, lJI u 

funksiya qismiy rekllJ'siv (rekursiv) bo'lsa, u holda A aljavit ustida A ga 
nisbatan U algoritmga batamom ekvivalent bo'lgan normal algoritm 
mavjuddir. 

3- teo rem a . Agar U algoritm A aljavit ustidagi normal algoritm 
bo'lsa, u holda lJI u qismiy rekursiv jill1ksiya bo'ladi; agar, bundan 
tashqari, U algoritm A alfavitdagi har qanday so 'zga tatbiq etiladigan 
bo 'Isa, u holda lJI u umumrekllrsiv jimksiya bo 'ladi. 

Nat i j a. Agar berUgan qJ qismiy funksiya Markov bo 'yicha qismiy 

hisoblanuvchi funksiya bo'lsa, u qismiy rekursiv funksiya ham bo'ladi va 
agar q> Markov bo 'yicha hisoblanuvchi fimksiya bo'lsa, u holda q> 

umumrekursiv jimkszya hamdir. 
Teoremalar va natijaning isbotini o'rganishni o'quvchiga topshiriq 

sifatida havola qilamizl. 

7.9.2. Normallashtirish (normalizatsiya) prinslpl. Yuqorida 
keltirilgan 1- teorema va natija Markov bO'yicha qismiy hisoblanuvchi 
funksiya tushunchasi bilan qismiy rekursiv funksiya (xuddi shunday 
Markov bO'yicha hisoblash bilan rekursivlik) tushunchasining ek
vivalentligini ko'rsatadi. 

O'z navbatida Chyorch tezisi bo'yicha hisoblanuvchanlik tushunchasi 
bilan rekursivlik tushunchasi (qismiy effektiv hisoblanuvchanlik 
tushunchasi qismiy rekursivlik tushunchasiga) ekvivalentdir. A.A.Markov 
algoritmlar atamasida normallashtirish (normalizatsiya) prinsipini 
yaratdi: A a(favitdagi har qanda)' algorztm A ga nisbatan A ustidagi 
biror normal algoritmga batamom ekvivalentdir. 

1 MeH.L\eJlbCOII 3. BBe.L\ellHe B MaTeMaTllqCcKYIO JlOrIiKY. M .. HaYKa. 1976 
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Chyorch tezisi yordamida normallashtirish prinsipining ekvivalentIigi 
aniqlandi. Haqiqatan ham, Chyorch tezisi to'g'ri va A alfavitda V 
algoritm berilgan bo'lsin. Unga mos keladigan lfJu funksiya qisman 

effektiv hisoblanuvchi bo'ladi. U holda, Chyorch tezisiga asosan, lfJ u 

qismiy rekursiv funksiyadir. Demak, 2- teoremaga ko'ra, V algoritm A 
ustidagi biror normal algoritmga A ga nisbatan batamom ekvivalentdir. 
Shunday qilib, agar Chyorch tezisi to'g'ri bo'lsa, u holda Markovning 
normallashtirish prinsipi ham to'g'ridir. 

Endi normallashtirish prinsipi to'g'ri va qJ ixtiyoriy qisman effektiv 

hisoblanuvchi funksiya, Bcp esa qJ funksiyaga mos keluvchi M dagi 

algoritm bo'lsin. Normallashtirish prinsipiga asosan Bcp algoritm M 

ustidagi biror normal aJgoritmga M ga nisbatan batamom ekvivalentdir. 
Demak, qJ funksiya Markov bO'yicha qisman hisoblanuvchi funksiyadir. 

U holda olingan natijaga ko'ra qJ qisman rekursiv (rekursiv) funksiya 

bo'ladi. Shunday qilib, Markovning normallashtirish prinsipidan Chyorch 
tezisini keltirib chiqardik. 

Ma'lumki, algoritm va effektiv hisoblanuvchi funksiya tushunchalari 
intuitiv tushunchalar bo'lganligi uchun biz Markovning normallashtirish 
prinsipi va Chyorch tezisining to'g'riligini isbot qila olmaymiz. 

Shuni ham ta'kidlash kerakki, Chyorchning A -hisoblanuvchanlik 
nazariyasi va Postning normal sistemalar nazariyasidan kelib chiqadigan 
tushunchalar ham qisman rekursiv funksiya yoki normal algoritm 
tushunchalariga ekvivalent bo'ladi. 

7.10. Algoritmik yechilmovchi muammolar 

Yechilish algoritmi. Rekurslv muammolar. Yechilmovchi muammolar. Matematik 
mantlqda kelflrib chiqaruvchanlikm tanish muammasl. Chyorch teoremasi. 0 'z

o '=iga tatbiq etiluvchanlikni tanish muammasi. Assotsiativ hisobidagi so 'zlarnillg 
ekvivalelltllk muammosi. Markov, Post, No vikav. Seytm, Chyarch va boshqa 

matematiklar algall ilmzv natijalar. 

7.10.1. Matematik mantiqda keltirib chiqaruvchanlikni tanish 
muammosi. Matematika tarixida biror masalani yechish, odatda uning 
yechilish algoritmini topish deb hisoblanardi. Deyarli XX asr 
boshlarigacha hamma matematik masalalar algoritmik rekursiv masalalar 
deb qaralgan va ulami yechuvchi algoritmlar izlangan. Masalan, haqiqiy 
koeffitsiyentli n - darajali ko'phadning ildizlarini uning koeffitsiyentlari 
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yordamida radikallarda ifoda etish algoritmini izlash bir necha asrlar 
davom etdi. Masalan, uchinchi va to'rtinchi darajali tenglamalar uchun bu 
algoritmni XVI asrda italy an matematiklari Kardano l va Ferrari2 yaratdilar. 
Uzoq yillardan keyin Abee n;:::: 5 bo'lganda bunday algoritm mavjud 
emasligini ko'rsatdi. Ikkinchi misol sifatida Gilbertning Diofant 
tenglamalari haqidagi 10- muammosi deb ataluvchi muammoni 
ko'rsatish mumkin. Bu muammo Gilbert tomonidan 1900-yilda Parijda 
e'lon qilingan edi4. 

Faqat algoritmning intuitiv tushunchasidan Tyuring mashinasining aniq 
tushunchasiga o'tish berilgan ommaviy muammoning algoritmik 
yechiluvchanlik masalasiga aniqlik kiritdi. Bu masalani quyidagicha 
ifodalash mumkin: berilgan ommaviy muammoni ,vechadigan Tyuring 
mashillasi mmjudmi yoki bunday mashina mavjlld emaslm? 

Bu savolga algoritmlar nazariyasi ayrim hollarda salbiy javob beradi. 
Shu turdagi natijalami birinchilar qatorida 1936-yilda amerikalik 
matematik A.Chyorch oldi. U predikatlar mantiqidagi yechilish muammosi 
umumiy holda algoritmik yechimga ega emasligini ko'rsatdi. O'sha 
yilning o'zida u matematik mantiqdagi keltirib chiqaruvchanlikni tanish 
muammosi ham algoritmik yechilmasligini lsbot qildi. Keyingi masalani 
batafsilroq ko'rib o'taylik. 

Matematikada aksiomatik metodning mazmuni quyidagidan iborat: 
berilgan nazariyaning hamma mulohazalari (teoremalari) shu 
nazariyada isbotsiz qabul qilingan mulohazalardan (aksiomalardan) 
formal mantiqiy keltirib chiqarish vositasi bilan olinadi. 

Matematik mantiqda formula laming maxsus tili ifodalanadi. U orqali 
matematik nazariyaning istalgan mulohazasi butunlay aniqlangan formula 
ko'rinishida yoziladi. A asosdan (shartdan) B natijani mantiqiy keltirib 
chiqarish jarayonini dastlabki formulalami formal almashtirishlar jarayoni 
sifatida ifodalash mumkin. Bunga mantiqiy hisobdan foydalanish yo'li 
bilan erishish mumkin. 

Tanlangan mantiqiy hisobda B mulohazani A asosdan mantiqiy 
keltirib chiqarish masalasi A fonnuladan B formulaga olib keluvchi 
deduktiv zanJlrnmg mavjudligi masalasidir. Shu tufayli keltirib 

I Kardano (Cardano Girolamo. 1501-1576) - Itahya matematlgl, mexanigl. faylasufi va 
t1bblYOtchlSl 

C Ferrari Lodm lko (F en'an LodoVICO. 1522-1565) - Italiya matematigl. 
1 II bobnmg 3- paragrafiga qarang . 
.j Ushbu bobnmg 3- paragrafiga qarang 
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chiqaruvchanlikni tanish muammosi paydo bo'ladi: manttqlY hisobdagi 
istalgan ikkita A va B formula uchun A dan B ga olib keluvchi deduktiv 
zanjir mavjudmi yoki yo'qmi? Bu muammoning yechimi sifatida har 
qanday A va B uchun javob beradigan algoritm mavjudligi ma'nosida 
tushuniladi. Chyorch olgan natija quyidagicha izohlanadi. 

1- teo rem a (Chyorch teoremasi). Keltirib chiqaruvchanlikni 
tan ish muammosi algoritmik yechilmovchidir. 

7.10.2. O'z-o'ziga tatbiq etuvchanlikni tanish muammosi. Tyuring 
mashinasining shifri tushunchasini kiritamiz. Hozirgacha Tyuring 
mashinasining dasturini ikki o'lchovli mXn jadval ko'rinishida yozar 
edik. Ammo uni bir o'lchovli shaklda ham tasvirlash mumkin. Buning 
uchun 5ta simvolni shunday ketma-ketlikda yozish kerakki, beshlikning 
birinchi simvoli jadvalning ustunini, ikkinchisi satrini va keyingi uchtasi 
jadvalning yuqorida kO'rsatilgan ustun va satrlari kesishmasidagi uchta 
simvolni (komandani) ifodalasin. 

Masalan, ushbu bobning 6- paragrafidagi 2- jadvalda ifodalangan 
Evklid algoritmining funksional sxemaga mos quyidagi bir o'lchovli satmi 
hosil qilamiz: 

Goq,GoO'q} 1 q,aJq2aq,aChqJ3qJ3Chq,GoQ2 GOChq4··· (1) 

Mashina konfiguratsiyasini ifodalashda ham shu usuldan foydalanamiz, 
ya'ni holatni ifodalovchi harfni «ko'rilayotgam> harfning tagidan emas, 
balki chap yonidan yozamiz. Masalan, 

I I I I I I 
q4 

konfiguratsiyani quyidagi shaklda yozamiz: 1 1 1 1 q41 I· 
(1) satrdagi har bir harfni quyidagi shartlarga rioya qilgan holda qayta 

nomlaymiz: 
I) (1) satmi ayrim kodlashtirilgan guruhlarga bir qiymatli qilib bo'lmoq 

kerak; 
2) kod simvollari quyidagi uch turda bo'lishi kerak: 

a) Ch, 0', J harflari uchun; 
b) tashqi alfavit harflari uchun; 
d) mash ina holatini ifodalovchi harflar uchun. 

Shu munosabat bilan kodlashtirish jadvalidan foydalanamiz ( ] -
jadvalga qarang): 

Agar (1) satrdagi 1, a, f3 simvollami mos ravishda G" a 2 , Q 3 harflar 
deb qarasak, u holda uni shu kodlashtirish sistemasi asosida 

] 0000 11 00000 1 ] 0000 11 000] J 000000000 J J 0000001 J 00000 J ... 

108 



1- jadval 

Alfavit Harf Kodlashtirilgan guruh Eslatmalar 

Ch 101 liar orasida Ita nol I 
Adreslar J 1001 liar orasida 2ta nol 

harfi 0' 10001 liar orasida 3ta nol 

ao 100001 
Tashqi 

~ 
10000001 

2dan katta juft sonli 
alfavit nollar 

... ... 

an 100 ... 001 
'-v--' 

2( 11+2 )ta 1101 

ql 1000001 
Ichki alfavit 100000001 3dan katta toq sonli 

I q2 nollar 
... ................................ 

qm 1 00 ... 00 1 
~ 

21111+1 )+ita nol 

ko'rinishda yozish mumkin. 
Funksional sxema yoki alohida olingan biror konfiguratsiya uchun 

tuzilgan I va 0 lardan iborat bo'lgan bunday satr funksional sxemaning 
shifri yoki konfiguratsiyaning shifri deb ataladi. 

Tyuring mashinasining lentasida mashina alfavitida yozilgan uning o'z 
(xususiy) shifri tasvirlangan bo'lsin. 

Ikki hoi bo'lishi mumkin. 
1. Mashina o'zining shifriga tatbiq etiladi, ya'ni mashina bu shifmi 

qayta ishlaydi va chekli sondagi qadamlardan so'ng to'xtaydi. 
2. Mashina o'zining shifriga tatbiq etilmaydi, ya 'ni mashina hech 

qachon to'xtash holatiga o'tmaydi. 
Shunday qilib, mashinalaming o'zi (ulaming shifri) ikki sinfga 

bo'linadi: tatbiq etiladigan Tyuring mashinalari sinfiga va tatbiq 
etilmaydigan Tyuring mashinalari sinfi. Shuning uchun quyidagi ommaviy 
muammo deb ataluvchi "o'z-o'ziga tatbiq etiluvchanlikni tan ish 
muammosi" paydo bo'ladi. 

Berilgan har qanday shifrga nisbatan shifrlangan Tyuring mashinasi 
qaysi sinfga kirishini aniqlash kerak: tatbiq etiladigan sinfgami yoki tatbiq 
etilmaydigan sinfgami? 
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2- teo rem a. 0 'z-o 'ziga tatbiq etiluvchanlikni tan ish lIluammosi 
algoritmik yechimga ega emas (yechilmovchidil). 

7.10.3. Assotsiativlik hisohidagi so'zlarning ekvivalentIik 
muammosi. Algoritmik hal etilmaslik haqidagi dastlabkI natijalar 
matematik mantiq va algoritmlar nazariyalarida paydo bo'lgan muammolar 
uchun olingan edi. Ushbu muammolardan ayrimlarini ushbu paragrafning 
1- va 2- bandlarida keltirdik. 

Keyinchalik shunga o'xshash muammolar matematikaning turli xiI 
qismlarida ham mavjud ekanligi aniqlandi. Shular qatorida birinchi 
navbatda algebraik muammolar, shu jumladan, so'zlar ekvivalentligi 
muammosidir. 

A = {a,b,e, ... } alfavit va undagi so'zlar to'plamini ko'rib o'taylik. 
Agar L so'z M so'zning bir qismi bo'lsa, u holda L so'z A1 so'zning 
tarkibiga kiradi deb ataymiz. Masalan, bea so'z abeabae so'zning 
tarkibiga kiradi. 

Endi YO'nalishli (oriyentirlangan) P -7 Q va YO'nalishsiz P - Q 
ko'rinishidagijoiz (ruxsat etilgan) o'miga qo'yishlar orqali bir xii so'zlami 
ikkinchi xii so'zlarga o'zgartirishni ko'rib o'tamiz. 

R so'zning tarkibiga kamida bitta P so'z kirgan bo'lsagina, 
belgilangan yo'nalishli P -7 Q o'miga qo'yishni R so'zga qo'llash 
mumkin. Bu holda uning tarkibidagi istalgan bitta P so'z Q ",o'z bilan 
almashtiriladi. 

Yo'nalishsiz P - Q o'miga qo'yishni R so'zga qo'llash, uning 
tarkibidagi P so'zni Q so'zga yoki Q so'zini P so'zga almashtirishni 
bildiradi. 

Asosan yo'nalishsiz o'miga qo'yishlarni ko'rib o'tamiz. 
Misol. Yo'nalishsiz ae-aca o'rniga qo'yishni bcacab so'zga ikki 

xiI usul bilan tatbiq etish mumkin: bu so'z tarkibidagi aca so'zni 
almashtirish beaeab so'zni va ac so'zni almashtirish bcacaab so'zni 
beradi. Bu o'rniga qo'yish formulasi abcab so'zga tatbiq etilmaydi. _ 

I- t a' r if. Biro,. alfavitdagi hamma so 'zlar majmuasi bi/an joiz 
o'rniga qo 'yishlarning chekli sistemasi (tizimiJ assotsiativ hisob deb 
alaladj. 

Assotsiativ hisobni berilgan deb hisoblash uchun unga mos bo'lgan 
alfavit va o'rniga qo'yish sistemasini berish kifoya. 

Agar R so'znijoiz o'rniga qo'yishni bir marta tatbiq etish natijasida S 
so'zga almashtirish mum kin bo'lsa, u holda S so'zni ham shu yo'sinda R 
so'zga almashtirish mumkin. Bu holatda R va S so'zlar qo'shni so'zlar 
deb ataladi. 
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2- t a' r i f. Har bir Rr va Rr+l (i = 1,2, ... , n -1) juft so 'zlar 
Rl' R2 ..... Rn_l' Rn so 'zlar ketma-ketligining qo ',<,Imi so 'zlari bo'lsa, U 

holda Rl' R2 , ... , Rn-t> Rn so 'dar ketma-ketligi R so '=dan S so 'zga olib 
keladigan deduktiv zanjir deb ataladi. 

Agar R so'zdan S so'zga olib boradigan deduktiv zanjir mavjud 
bo'lsa, u holda S so'zdan R so'zga olib boradigan deduktiv zanjir ham 
mavjud bo'ladi. Bu holda R va S so'zlar ekvivalent so'zlar deb ataladi 
va R ~ S ko'rinishda belgilanadi. 

Har bir assotsiativ hisob uehun o'zining maxsus sO'zlar ekvivalentligi 
muammosi deb ataluvehi "berilgan assotsiativ hisobdagi har qanday ikkita 
so'z uehun ular o'zaro ekvivalentmi yoki yo'qmi" degan muammoni hal 
qilish talab etiladi. 

Assotsiativ hi sob uehun sO'zlar ekvivalentligi muammosi dastlab 1911-
yilda qo'yilgan edi. O'sha yilning o'zlda maxsus ko'rinishdagi ba'zi 
assotsiativ hisoblar uehun so'zlar ekvivalentligmi tanish algoritmi tavsiya 
etilgan edi. 

Shun day qilib, istalgan assotsiativ hisobga tatbiq etilishi mum kin 
bo'lgan umumiy algoritmni topish masalasi vUJudga keldi. 

1946 va 1947-yillarda bir-biridan bexabar holda A.Markov va E.Post 
istalgan assotsiativ hisobi lIChlln so 'zlar ekvivalentligini tan ish algoritmi 
mavjud emasligini kO'rsatishdi. Ular har biri uehun so'zlar ekvivalentligi 
muammosi algoritmik yeehilmovchi bo'lgan assotsiativ hisoblar tuzishdi. 

1955-yilda P.S.Novikov l guruhlarning aynan tengligi muammosi 
algoritmik yeehimga ega emasligini isbotladi. Bu muammo formal 
ravishda assotsiativ hisobdagi so'zlar ekvivalentligi muammosining 
xususiy holidir. 

A.Markov va E.Post tomonidan tadqiq etilayotgan muammoning 
algorimik yeehimga ega emasligini ko'rsatish uehun tuzilgan misollar 
aneha murakkab va bu misollarda yuzdan ortiq joiz o'miga qO'yishlar 
qo'llanilgan edi. 

Shu muammoning algoritmik yeehilmovchiligini isbotlash uehun 
Sankt-Peterburglik matematik G.S.SeytinC tuzgan misolida faqatgina 
yettita joiz o'rniga qO'yishdan foydalandi. 

Navbatdagi misol sifatida predikatlar mantiqidagi yechilish muammosi 
va diofant tenglamalar to'g'risidagi Gilbertning 10- muammosini 
ko'rsatish mumkin. 

: NO'viko> Pyotr Sergeye\,lch (HOBHKOB, fleTp CepreeBH4, 1901-1975) - savet matematigi. 
- Seytm Grigony Samutlovich (UeHTHH fpH:rOpH:H Ca\lYII:lOBH<I, 1 '136 ylida tug'ilgan) - IUS 

matematIgl, mantlqchlSI. 
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1936-yilda A.Chyorch predikatlar mantiqidagi yechilish muammosi 
umumiy holda algoritmik yechilmovchiligini isbotladi. Rus matematiklari 
Yu.V.Matiyasevich va G.V.Chudnovskiy mos ravishda 1968 va 1970-
yillarda Gilbertning diofant tenglamalar haqidagi 10- muammosi 
algoritmik yechimga ega emasligini kO'rsatganliklarini yana bir marta 
eslatamiz1

• 

Shunday qilib, matematikada ko'plab ommaviy muammolar algoritmik 
yechimga ega emas. 

Muammoli masa/a va topshiriq/ar 

1. A alfavit va bu alfavitda ixtiyoriy Q so'z berilgan bo'isin. 

Quyidagi sxemalar orqali berilgan normal algoritmlarning ishini ifodalang: 
a) {/\ ~. Q; 

b) B = A U {a} alfavitidagi sxema, bu yerda a ~ A : 

{
a~ ~~a (~E A), 

a~'Q, 

/\~a; 

{~ ~/\ (~E A), 
d) 

/\ ---7 . Q; 

e) B = A U {I} alfavitdagi sxema: {~ ~ 1 (~E A - {I}) {~~ 1. 

2. f funksiya qisman rekursiv funksiya bo'lmasligini isbot qiling: 

{

I, agar CfJr(Y) aniqlangan bo'lsa, 
a) f(x,y) = 0 k h ld . ,a s 0 a, 

{

I, agar CfJr(x) aniqlangan bo'lsa, 
b) f(x) = 

0, aks holda; 

1 
CfJJy), agar q\ (y) aniqlangan bo'lsa, 

d) I(x, v) = 
. 0, aks holda; 

{
t, agar fPx(y) = z bo'lsa, 

e) f(x,y,z) = 0 k h ld . ,a s 0 a, 

I Ushbu bobnmg 3- paragrafiga qarang. 
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{

I, agar shunday y mavjud bo'lsaki, 

f) f(x,y,z) = qJJy) = z bo'lsa, 

0, aks holda. 

3. f funksiya qisman rekursiv funksiya bo'lishi yoki bo'lmasligini 

aniqlang: 

{
L agar qJ, (x) = 1 bo'lsa, 

a) (x) = 
. 0, aks holda; 

{
aniqlanmagan, agar qJ«x) aniqlangan bo'lsa, 

b) f(x) = 
0, aks holda; 

{

I, agar 1 qJt funksiya qiymatlar 

d) f(x) = to'plamining elementi bo'lsa, 

0, aks holda; 

{
J, agar qJ,(Y) primitiv rekursiv funksiya bo']sa, 

e) f(x) = 
0, aks holda; 

{

I, agar 1C sonning 0' nlik sanoq sistemasidagi 

f) f(x) = yoyilmasida cheksiz ko'p nollar bo'lsa, 

0, aks holda. 

4. Markov bO'yicha qismiy hisoblanuvchi funksiya tushunchasi bilan 
qismiy rekursiv funksiya tushunchasi hamda Markov bO'yicha 
hisoblanuvchi funksiya tushunchasi bilan umumrekursiv funksiya 
tushunchalari ekvivalentligini o'rganing. 

K 0 ' r sat m a. E. Mendelsonning (MeH)l,eJ1hCOH 3. BBe)l,eHl1e B 
MaTeMamqecKYIO J10rI1Ky. M.: HaYKa. 1976.) kitobidagi 242-244 va 246-
249 sahifalarga murojaat qiling. 

Mustaqil ish/ash uchun savollar 

1. Markovning normal algoritmlari deganda nimani tushunasiz? 
2. Alfavit, simvollar, harflar, so'z, bo'sh so'z tushunchalarini 

bilasizmi? 
3. Algoritm ta'rifi qanday berilgan? 
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4. Alfavit ustidagi algoritm deb nimaga aytiladi? 
5. Alfavitdagi algoritm bilan alfavit ustidagi algoritm bir-biridan 

qanday farqlanadi? 
6. Tatbiq etiladigan va etilmaydigan algoritmlar tushunchalarini 

bilasizmi? 
7. O'miga qo'yish usuli deganda nimani tushunasiz? 
8. Algoritm sxemasi nima? 
9. Normal algoritm va Markov algoritmi bir-biridan farqlanadiml? 
10. Batamom ekvivalent algoritmlar deganda nimani tushunasiz? 
11. Qanday algoritmlar ekvivalent algoritmlar deb ataladi? 
12. Markov bO'yicha qismiy hisoblanuvchi va hisoblanuvchi 

funksiyalar deganda nimani tushunasiz? 
13. Qismiy rekursiv funksiya bilan Markov bo'yiicha qismiy 

hisoblanuvchi funksiya orasida qanday munosabat bor? 
14. Umumrekursiv funksiya bilan Markov bO'yicha hisoblanuvchi 

funksiya orasidagi munosabatni bilasizmi? 
15. Algoritmik rekursiv va yechilmovchi muammolar haqida nimalar 

bilasiz? 
16. Qanday muammo matematik mantiqda keJtirib chiqaruv-chanlikni 

tanish muammosi deb yuritiladi? 
17. Chyorch teoremasini bilasizmi? 
18. Markov, Post, Novikov, Seytin, Chyorch va bosbqa matematiklar 

algoritmik rekursiv va yechilmovchi muammolarga doir olgan ilmiy 
natijalardan qaysilarini bilasiz? 



ViII BOB 
MATEMATIK MANTIQNING TEXNlKAGA 

TATBIQI 
Ushbu bobda mulohazalar algebrasining diskret texnikaga, matematik 

kibernetikaga tatbiq etilishi, rele-kontaktli sxemalar, kontaktli sxemalar va 
ularning sintezi, funksional elementlar va ulardan sxemalar yasash, ko'p 
taktli sxemalar, funksional elementlar sistemasining to'liqligi, sxemalarni 
minimallashtirish muammosi, teskari bog'lanishi bo'lmagan avtomatlar, 
chekli avtomat haqida umumiy tushunchalar, Mili va Mur avtomatIari kabi 
masalalar ko'rib chiqilgan. Mantiq algebrasi funksiyalarini sxemalar 
(avtomatlar) orqali realizatsiya qilish masalasiga alohida ahamiyat beriladi. 

8.1. Funksional elementlar va ulardan sxemalar yasash 

Funksional element. Qurilma. Sxema yasash usullari. Funk~iyaning realizatsiyasi. 
Sxemaning matematik induksiya metodi bo ~l'icha ta'riJi. Soxta kirish. Funksional 

elementlar sistemasining to ·/iq/igi. Sikl. 

8.1.1. Funksional elementlar. Biror qurilma berilgan bo'lsin, uning 
ichki tarkibi bizni qiziqtirmaydi. Qurilmaning n ta tartiblangan (masalan, 
Idan ngacha raqamlangan) "kirishi" va bitta "chiqishi" bo'lsin (1- shakl). 

Qurilmaning har bir kirishiga ikki xiI signal berish mumkin (elektr toki 
bor yoki elektr toki yo'q). Bu signallarni mos ravishda I va 0 bilan 
belgllaymiz. Qurilma kirishlariga berilgan har bir signallar majmuasi 
uchun uning chiqishida bitta signal paydo bo'ladi (I yoki 0). Chiqishdagi 
signalning qiymati kirishlarga berilgan signallar majmuasiga bog'liq bo'
ladi. Shunday aniqlangan qurilmaga biz funksional element deb atayrniz. 

Ma'lumki, har bir funksional elementga mantiq algebrasining bitta 
l(x1 ,oo.,x,,) funksiyasi to'g'ri keladi, bu holda har bir funksional 
element mantiq algebrasining bitta funksiyasini realizatsiya qiladi deb 
aytamiz. Buning uchun kirishning har bir i raqamlga XI (1::;; i :::; n ) 
o'zgaruvchini mos qilib qo'yamiz. U holda 
o'zgaruvchilarning har bir a} ,00', a" qiy
matlar majmuasiga ltxpoo.,x,,) funksiya
ning 0 yoki I ga teng l(al'oo" an) qiymati 
mos keladi. 

8.1.2. Funksional elementlar va 
ulardan sxemalar yasash. Agar CfJ} ,00', CfJIl 
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funksional elementlar mavjud bo'lsa, u holda i V'I 
ulardan yangi murakkab funksional elementlami 
quyidagicha yasash mumkin. 

1. Birorta funksional elementning kirishini 
ikkinchi bir funksional elementning chiqishi 
bilan tutashtirish natijasida murakkab funksional 
element hosil qilish mumkin (2- shakl). 

Hosil qilingan qurilmani yangi funksional 
element deb qabul qilish mumkm. Bu funksional 2- shakl 
elementning chiqishi qJ) elementning chiqishi-
dan, kirishlari esa, qJ) va qJl elementlaming ozod kirishlaridan iborat 
bo'ladi. Agar yangi hosil bo'lgan qurilmaning kirishlariga signallar 
majmuasini yuborsak, u holda lP) elementning ozod 
kirishlariga signa lIar bir vaqtda yetib boradi, lJI-
qolgan(lar)iga bo'lsa, qJ2 elementning 
chiqishidagi signal tushadi. 

2. Biror funksional elementning ikki va 
undan ortiq kirishlarini aynan tutashtirish 
natijasida yangi murakkab funksional 
dement hosil qilish mumkin (3- shakl). Bu 3- shakl 

funksional elementning chiqishi qJ) 
dementning chiqishidan iborat, kirishlari esa, tutashtirilmagan kirishlardan 
va aynan tutashtirilgan kirishlarga mos ke1adigan bitta kirishdan iboratdir. 

3. Uchinchi usul birinchi va ikkinchi usullaming kombinatsiyasidan 
iborat. Masalan, qandaydir qJ elementning biror kirishiga lP) elementning 
chiqishi. boshqa kirishiga qJ2 elementning chiqishi ulanadi va ayrim 
kirishlari aynan tenglashtiriladi va hokazo (4- shakl). 

Hosil bo'lgan yangi murakkab funksional elementga birinchi va 
ikkinchi usullami qo'llab, yana yangi murakkab funksional elementga ega 
bo'lamiz. Shu jarayonni cheksiz davom ettirish mumkin. 

Agar lPl'lP2, ... ,qJn funksional elementlar mos ravishda It'!l'''''!'' 
funksiyalami realizatsiya qilsa, u 
holda hosil bo'lgan yangi murakkab lJI· 
funksional element realizatsiya qila
digan funksiya J;,/z, ... /n funksiya
laming superpozitsiyasidan iborat 
bo'ladi. 

Haqiqatan ham, agar biror S, 
funksiyani realizatsiya qiladigan qJ, 
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elementning kirishiga /, funksiyani realizatsiya qiladigan ({» elementning 
chiqishi ulangan bo'lsa, u holda /, funksiyaning o'sha kirishiga mos 
bo'lgan argumenti o'rniga ,f funksiyani keltirib qo'yishimiz kerak. 
Hamma aynan tutashtirilgan kirishlar o'rniga ularga mos kelgan faqat bitta 
argument qo'yish kerak, shuning uchun 2- shaklga asosan, ({>I funksional 
element realizatsiya qiladigan I(x]> x2 , X3 ,x4 ) funksiyaning x 2 

argumentti o'rniga ({>2 funksional element realizatsiya qiladigan J; (VI'Y2) 
funksiyani keltirib qo'yish kerak. Natijada, I(Xi,J;CY!,yz},-\),x4 ) = 
=~VXI'X3,X4'YI'YJ funksiyani realizetsiya qiladigan murakkab funk
sional elementga ega bo'lamiz, 0/1 funksiyasi esa, ta'rifga asosan, f va 
.I; funksiyalar superpozitsiyasi mahsulidir. 3- shakldagi funksional 
element I(Xi,~,~,X4'XS) = ~2 (XI ,X2 ,xs) funksiyani, 4- shakldagi funk
sional element esa 

I(XI,X2,X2,X4,XS,X(i,X7,X7,X7,Xg) = I(XI,X2,X4,X5,X6,X7,X8) = 

= f( ({>I (YI' Y;>.), x 2 ' x4 ' x5 ' ({>2 (II' 12 ,t3» = ?!'3 (x2 , xs' YI 'Y2,ti' t2 , IJ 
funksiyani realizatsiya qiladi. Demak, 0/1 funksiya f va .f; funksi
yalarning, 0/2 funksiya I funksiyaning va 0/3 funksiya esa 1,;;,12,/3 

iunksiyalarning superpozitsiyasidir. 
Birincht va ikkinchi usullami qo'llash natijasida hosil qilingan 

qurilmalar sxemalar (to'g'ri sxemalar) deb ataladi. 
Endi sxemaning induksiya metodiga asoslangan ta'rifini beraylik. 
1- t a' r if. a) Har qanday jimksional element sxema bo '[adi. Uning 

kirishi funksional elementning kirishidan, chiqishi esa uning chiqishidan 
iborat bo 'Zadi; 

b) agar So sxema va uning ikkita kirishi aynan tutashtirilgan bo'lsa, u 

holda hosH bo '[gan S qurilma ham sxema bo'ladi. S ning chiqishi So 
ning chiqlshidan va S ning kirishlari bo'lsa, So ning tutashtirilmagan 

kinshlaridan va aynan tutashtirilgan ikkita kirishga mos kelgan kirishdan 

iborat bo 'ladi; 

d) agar So va SI sxemalar bo'lsa, u holda So sxemaning birorfa 

kirishiga 51 sxemaning chiqishini u/ash natijasida hosil bo '/gan S 
qurilma ham sxema bo'ladi. S sxemaning chiqishi So sxemaning 

chiqishidan va uning kirishlari SI ning hamma kirishlaridan hamda S 

ning chiqishi bi/an tutashtirilgan So ning kirishidan tashqari o::od qolgan 

hamma kirishlaridan iboratdir; 
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e) ushbu ta'rijning b) va d) bandlarida tasvirlangan usullar orqali 
chekli qadamda har qanday sxemani funksional elementlardan yasash 
mumkin. 

Bu ta'rif oldingi paragraflarda funksiyalar superpozitsiyasi haqida 
berilgan ta'rifdan shakli jihatdan birmuncha farq qiladi. Bu farq birinchi 
navbatda sxemaning rangi (funksional elementlardan sxema yasash uchun 
bajarilgan qadamlar soniga sxemaning rangi deb ataladi) tushunchasi 
kiritilmaganligi tufayli paydo bo'ldi. Ikkala ta'rifni taqqoslab tahlil qilishni 
o'quvchiga havola etamiz. 

Endi mantiq algebrasining sxema realizatsiya qiladigan funksiyasini 
induksiya metodi orqali topaylik. 

I. Induksiya asosi. Har bir funksional element mantiq algebrasining 
bitta funksiyasini realizatsiya qilishi aniqlangan. 

2. Induktiv o'tish. a) Agar So sxema l(xl'x2 , ... ,xJ funksiyani 
realizatsiya qilsa, u holda 1- ta'rifning b) bandi asosida qurilgan S[ sxema 
aynan tutashtirilgan kirishlarga mos keladigan x" x I argumentlarni aynan 
tenglashtirish natijasida hosil qilingan funksiyani realizatsiya qiladi; 

b) l(xl'x2"",X
I1

) funksiyani So sxema va If/(YI'Y2, ... ,Ym) funk
siyani S[ sxema realizatsiya qilsin, bu yerda xl' x2 , ... , x/1' YI')'2 , ... , Ym lar 
bir-biriga teng bo'lmagan o'zgaruvchilar bo'lsin. U holda 1- ta'rifning d) 
bandiga as os an qurilgan S sxema l(x1, ... ,x,_I,lf/(YI, ... ,y,J,xHP ... ,xJni 
realizatsiya qiladi. Bu yerda If/(Yl , ... , Ym) funksiya 1 funksiyaning x, 
argumenti o'miga qo'yilgan. 

Teng kuchli funksiyalarni bir xiI funksional element realizatsiya qiladi 
deb qabul qilamiz. Buning uchun soxta kirish tushunchasini kiritamiz. 

2- t a ' r if. Agar ({J funksional element reali=ats~ya qiladigan 
f(x'YI' ... ,yJ funksiyaning qiymati x argumentga mos kelgan kirish 
signalining qiymatiga (0 yoki Jga) bog'liq bo'lmasa Cva 'ni, x 0 'zgaruvchi 

/(x,Yp ... ,Yn) ning soxla argumenti bo'lsa. u holda ({J elemenlning x 
argumentga mos kirishi soxta kirish deb alaladi. 

3- t a' r if. Faqatgina kirishlarning raqamlanish tartibi va soxta 
kirishlari bi/an farq qiladiganfunksional elementlar ekvivalentfunksional 
elementlar deb ataladi. 

Demak, funksional elementni o'zgartirmasdan istalgancha soxta 
kirishlami olib tashlash yoki qo'yish murnkin. 

(/J = «({J1'({J2, ... ,({Jn) sistema ({J1'({J2, .. ·,({Jn funksional elementlar siste
masi va F = U;,/2 , ... ,/J sistema ({J1'({J2, ... ,({Jn funksional elementlar 

118 



mos ravishda realizatsiya qiladigan .1;,/2"'" I" funksiyalar sistemasi 
bo'lsin. ([> = (({>1'({>2 ,.",({>J sistema qanday shartlarni qanoatlantirganda, 
mantiq algebrasining istalgan funksiyasini uning ({>" ({>2 '"'' ({>n funksional 
elementlaridan yasalgan sxema orqali realizatsiya qilish mumkinligi 
masalasini ko'raylik. 

4- t a' r i f. Mantiq algebrasldagi iSla/gan I(xl' xI''''' x,,) fimksiyani 
([> sistemadagi ({>p ({>2 '''., ({>" funksional element/ardan yasalgan sxema 
orqali realizatszva qilish mumkin bo'lsa, bu funksional elementlar 

sistemasi to'liq sistema deb ala/adi. 
Biz yuqorida sxema realizatsiya qiladigan funksiya shu sxemani 

yasashda foydalanilgan funksional elementlar realizatsiya qiladigan funk
siyalaming superpozitsiyasidan iborat ekanligini ko'rgan edik. Demak, 

F = {J;, 12'"'' IJ fimksiyalar sistemasi Post teoremasining shartlarini 
qanoatlantirgan taqdirdagina, ([> = «({>I' ({>2 '''''({>I1) sistemasidagi funksio
nal elementlar orqali mantiq algebrasining istalgan funksiyasini 
realizatsiya qiladigan sxema yasashimiz mumkin ekan. Bu yerdan 
funksional elementIardan yasalgan sxemalar tili mantiq algebrasi 
funksiyalarining superpozitsiyasi tiliga ekvivalentligi kelib chiqadi, 

1- m i sol. F; = {xy, x v y, x} funksiyalar sistemasi to'liq bo'iganligi 
uchun, F., ning elementlarini mos ravishda realizatsiya qiladigan ({>] '({>2 '({>3 

elementlardan iborat c[J] = {({>], ({>2 '({>3} sistema to'liq bo'ladi._ 
2- m i S 0 J. F2 = {xy,x V y} funksiyalar sistemasi to'liq bo'lmagani 

uchun, F2 ning elementlarini mos ravishda realizatsiya qiladigan ({>1' ({>2 

elementlardan iborat ([>2 = {({>] '({>2} sistema to'liq bo'lmaydi. -
3- m i sol. F3 = {xy,:q funksiyalar sistemasi to'Jiq bo'lgani uchun, 

F3 ning elementlarini mas ravishda realizatsiya qiladigan ({>] , ({>3 

elementlardan ibarat c[J3 = {({>P({>3} sistema ham to'liq bo'ladi._ 
4- misol. F4 ={xvy,x} funksiyalar sistemasi to'Jiq bo'lgani 

uchun, F4 ning elementlarini mos ravishda realizatsiya qiladigan ({>2' ({>3 

elementlardan iborat ([>4 = {({>z '({>3} sistema ham to'liq bo'ladi. -
5- m is 0 I. ([>] = {({>1 '({>2} va F; = {xy,x} bo'isin. ({>] funksional 

element :xy funksiyani, ({>2 esa X funksiyani realizatsiya qiladi. Bu 
funksional elementlar orqali x v y, x ~ y, x H y, x + y, 0 va 1 
elementar funksiyalarni realizatsiya qilish talab etilsin. 

1) x v y funksiyani realizatsiya qilish uchun x v y = xy formuladan 
foydalanamiz. Agar ({>2 ning kirishiga x y signal bersak, u holda uning 
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chiqishida x y = x v y signal 
paydo bo'ladi. x y signalni hosil 
qilish uchun ({>, element kirish
larining biriga x va ikkinchisiga 
y signallami beramiz. Natijada, 
uning chiqishida x y signal 
paydo bo'ladi va uni ({>2 ning l' 

kirishi bilan ulaymiz. x va y ni 
hosil qilish uchun ikkita ({>2 
elementdan birining kirishiga x, 

y x 

5- shakl 

ikkinchlsining kirishiga esa y signal berib, ularning chiqishlari ({>, ning 
kirishlari bilan ulanadi. Shunday qilib, 5- shaklda ifodalangan (x v y) 
funksiyani realizatsiya qiladigan S, sxemaga ega bo'lamiz. 

2) x ~ y funksiyani sxema orqali realizatsiya qilish uchun 
x ~ y = x v y = xy formuladan foydalanamiz. Agar ({>2 elementning 

x~y= 

6- shakl 7- shakl 

kirishiga x:Y signal 
berilsa, u holda uning 
chiqishida berilgan sig
nalning inkori, ya 'ni 
ry = x ~ y signal paydo 
bo'ladi. O'z navbatida 
xj; signalni hosil qilish 
uchun ({>, element ki
rishlarining biriga x va 
ikkinchisiga y signalni 
berish kerak hamda 
uning chiqishini x.v 
funksiyani realizatsiya 
qiladigan ({>2 element

ning kirishiga ulash kerak. y signalni hosil qilish uchun CfJ2 elementning 
kirishiga y signal berib, uning chiqishini CfJ, ning ikkinchi kirishiga 
ulaymiz. Natijada, x ---7 y = xy funksiyani realizatsiya qiladigan S2 
sxemaga ega bo'lamiz (6- shakl). 

3) x H y funksiyani realizatsiya qiladi~n ~emani yasash uchun 
x ~ y = (x ~ y)(y ~ x) = (x V y)(x V y) =.xy. xy formuladan foyda
lanamiz. Yuqorida aks ettirilgan uslubdan foydalanib, x ~ y = (xV y) 
(x V)7) = xy' xy funksiyani realizatsiya qiladigan S3 sxemani hosil 
qilamiz (7- shakl). 
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4) 1 konstantani realizatsiya qilish uchun x v X = 1 forrnuladan, (j'"ni 
realizatsiya qllish uchun esa xx = 0 forrnulalardan foydalanamiz. Ulami 
realizatsiya qiladigan sxemalar 8- shaklda keltirilgan. _ 

Yuqoridagi misollardan ko'rinib turibdiki, ixtiyoriy l(x l , x2 , ••• , xn) 
funksiyani sxema orqali realizatsiya qilish uchun: 

1) berilgan <P sistemadagi CfJp CfJ2 , ... , CfJn funksional elementlardan ko'p 
pog'onali sxema tuzishga to'g'ri keladi; 

2) ko'p pog'onali sxemani yuqoridan pastga qarab yasashga to'g'ri 
keladi; 

3) sxemaning ozod chiqishli funksional elementi kirishlariga shunday 
signallar majmuasini berish kerakki, uning chiqishida qurilayotgan sxema 
realizatsiya qilishi kerak bo'lgan f funksiyaga mos keladigan signal 
paydo bo'lsin; 

4) sxemaning ichki funksional elementlari kirishlariga shun day 
signallar majmuasini berish kerakki, uning chiqishida kerakli signal paydo 
bo'lsin. 

8erilgan qurilmaning sxema ekanligini uning ta'rifiga asosan aniqlash 
mumkin. Ammo sxema emasligini aniqlash uchun berilgan qurilmaning 
sxemaga loyiq bo'lgan xususiyatlarga ega emasligini ko'rsatish kerak 
bo'ladi. 

5- t a' r i f. CfJI' CfJ2 , ... , ({\ funksional elementlar berilgan ho'lsin. Agar 
CfJI elementning chiqishi <fJ2 elementning kirishiga. CfJ2 elementning 
chiqishi CfJ3 elementning kirishiga va hokazo. CfJk-1 elementning chiqishi 
CfJ A elementning kirishiga va CfJ k elementning chiqishi CfJI elementning 
kirishiga 1Iiangan bo 'Isa. u holda bunday qurilma sikl va qurilmada 
teskari bog'lanish bor deb aytiladi. cB= x 0 = ~ 

Teorema. CfJPCfJ2, ... ,CfJn funk-
sional elementlardan yasalgan S CfJ 
qurilma: 

1) CfJ/ (i = 1, ... , n) elementlardan 
faqatgina bittasining chiqishi ozod 
bo'lsa; 

2) har bir CfJ/ elementning kirishi 
faqatgina CfJ I elementlardan bittasi-
ning chiqishi bilan ulangan bo'lsa; 8- shakl 

3) S qurilmada sikl (teskari 

bog'lanish) mavjud bo'lmaganda va faqat shundagina sxema bo'ladi. 

Teoremani isbot qilishni o'quvchilarga havola qilamiz. 
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8.2. Ko'p taktli sxemalar 

Takt. Ushlab tunsh vaqti. Ushlab wrish elementi. Ko'p taktli sxema. Bir taktli 
funksional element/ar sistemasining to 'liqligi. 

8.2.1. Ko'p taktli sxema tushunchasi. Mazkur bobning 1- paragrafida 
ko'rilgan funksional elementlar va ulardan yasalgan sxemalar oniy 
ravishda ishlaydi deb faraz qilingan, ya'ni ulaming kirishlariga signallar 
majmuasi berilgan zahotiyoq ulaming chiqishlarida natijaviy signal paydo 
bo'ladi deb hisoblangan edi. Boshqacha aytganda, kirishlarga berilgan 
signallar majmuasini ishlab chiqish uchun hech qanday vaqt sarflanmasligi 
faraz qilingan edi. Arnalda esa funksional element kirishlariga berilgan 
signallar majmuasiga mos keladigan uning chiqishidagi natijaviy signalni 
olish uchun vaqt sarf bo'ladi. Sxemaning kirishlariga berilgan signallar 
majmuasi uning ichki funksional elementlarining kirishlariga har xiI 
vaqtda yetib keladi, chunki, birinchidan, elementlarning kirishlariga yetib 
kelgan signallar bir qancha elementlardan o'tib keladi, ikkinchidan, har bir 
element kirishlariga yetib kelgan signallami har xiI vaqtlarda ishlab 
chiqadi. Bu holda sxema kirishlariga berilgan signallar majmuasini 
yetarlicha uzoq vaqt berib turish mumkinki, toki sxema ichki 
elementlarining hamma kirishlariga signallar yetib kelsin. Natijada, 
sxemaning chiqishida ma'ium vaqtdan keyin uning kirishlariga berilgan 
signallar majmuasiga mos keladigan signal paydo bo'ladi. Shundan keyin 
kirishlarga berilayotgan signa liar majmuasini to'xtatish mumkin va bu 
sxemani u realizatsiya qiladigan funksiya qiymatini argumentlar 
qiymatining boshqa majmuasida hisoblash uchun ishlatish mumkin. 

Funksional elementning yuqorida ifodalangan ikkinchi xii ishlashi 
quyidagi kamchiliklarga egadir: 

1) kirishga signallar majmuasini ma'ium vagt davomida berib turish 
kerak; 

2) ma'lum vaqt davomida sxema chiqishida paydo bo'ladigan signal 
uning kirishlariga berilgan signallar majmuasiga mos kelmasligi mumkin. 

Yangi sharoitda "qanday qurilmani funksional element deb hisoblash 
kerak?" degan savolga javob beraylik. 

1- t a' ri f. Agar biro,. element (1- shakO uchun aniq ¢ 
bo'lgan v vaqtdan keyin uning chiqlshida kirishlariga 
berilgan signal/ar majmuasiga mos keladigan signal (f) 

(realizatsiya qilinadlgan funksiyaning berilgan signallar 
majmuasidagi qzvmati) paydo bo'lsa, 11 holda bunday 
qurilmafunksional element deb ata/adi. 1- shakl 

Agar kelgusi momentda element kirishlariga yangi 
signallar majmuasi berilsa, u holda v vaqtdan keyin uning chiqishida 
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berilgan signallar majmuasiga mos keladigan signal paydo bo'ladi, ya'ni 
kirishlarga ketma-ket berila-digan signallar majmuasi bir-biriga bog'liq 
bo'lmagan holda ish lab chiqiladi. 

Vaqtning diskret t = 1,2,3, ... ,k momentlarini qarab, ikkita qo'shni vaqt 
momentlari orasidagi vaqt birligini bir takt deb aytamiz. 

2- t a' r if. Element kirishiga berilgan signallar majmuasiga mos 
keladigan signal uning chiqishida paydo bo'lishigacha sarf qilingan vaqt 
(v vaqt) jimksional elementning ushlab turish vaqti deb ataladi. 

Bundan keyin sxemani berilgan ta'rifga mos keladigan yangi 
ma'nodagi funksional element sifatida qaraymiz. Sunday sxemalami 
yasash jarayonida ushlab turish elementlari katta rol o'ynaydi. 

3- t a ' r if. Agar fimksional element chiqishida ma'lum vaqtdan 
(taktdan) keyin uning kirishiga berilgan (0 yoki 1) signalning 0 'zi paydo 
bo'lsa, u holda bunday funksional elementga ushlab turish element; deb 
ataladi (1- shakl). 

Ushlab turish elementi funksiyani realizatsiya qiladigan funksional 
elementdir, ya'ni uning chiqishida ma'lum vaqtdan keyin kirishiga 
berilgan signalning o'zi paydo bo'ladi. 

Sundan keyin (agar max sus aytilgan bo'lmasa) hamma funksonal 
elementlami bir taktli, ya'ni elementning kirishiga signal berilgandan 
keyin uning chiqlshida natijaviy signal paydo bo'lguncha bir takt vaqt 
o'tadi deb faraz qilamiz. 

4- t a' r i f. Agar S sxemaning n fa kirishiga (xi' x 2 ,.'" x,,) signallar 
majmuasini bergandan ma'lum V taktdan keyin lining chiqishida I 
fimksiyaning l(x!, x2 ,.'" xn) qiymati hosil bo'lsa. u holda S sxema 
I(x" x 2 ,.'" XII) fU11ks~yani v llshlab turish vaqti bi/an realizatsiya qilad; 
deb ataladi. 

Sunday S sxemani v ushlab turish vaqti bilan l(xl'x2 ,.",xn ) 

funksiyani realizatsiya qiladigan funksional element deb qarash mumkin. 
Mantiq algebrasining istalgan funksiyasini realizatsiya qiladigan sxema 

to'g'ri sxema deb ataladi. 
Bir taktli funksional elementlardan tuzilgan sxemani ko'p taktli, oniy 

ravishda ishlaydigan funksional elementlardan tuzilgan sxemani esa Dol 
taktli sxema deb ataymiz. 

1- i Z 0 h. Agar (bir taktli funksional elementlardan tuzilgan) to'g'ri 
sxemadagi hamma funksional elementlarni nol taktli deb faraz qilsak, u 
holda hosil bo'lgan nol taktli sxema ham ko'p taktli sxema realizatsiya 
qiladigan funksiyani realizatsiya qiladi. 
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2 - i Z 0 h. f(x p X 2 ,.'" Xn) funksiyani realizatsiya qiladigan S to'g'ri 
sxemaning ushlab turish vaqti v doimo sxemaning ketma-ket ulangan 

;'Y(ZVIVy? ~ cp 
Y V 7 f 11 17 D r 

2- shakl 

ichki funksional elementlari soniga teng emas. Masalan, ({)I '({)2 ""'({)n 
funksional elementlardan (2- shakl) tuzilgan sxema (3- shakl), ketma-ket 
ulangan funksional elementlarning soni ikkiga teng bo'lishiga qaramasdan, 

~v xy funksiyani realizatsiya qi
luvchi bir taktli sxemadir. 

3 - i Z 0 h. Konstantalarni 
cP 1 (0 yoki 1) realizatsiya qiladigan 

sxemalar yoki funksional ele
mentlarning hamma kirishlari 
soxta kirishlardir. Bunday sxe
malami nol taktli sxemalar deb 
aytish mumkin. 

x )' 8.2.2. To'liq sistema. Endi 
3-shakl ({)1'({)2",,/P1l bir taktli funksional 

elementlardan iborat C/J sistemaning to'liqlik masalasini ko'rishga 
o'tamiz. 

5- t a' r if. Agar mantiq algebrasining istalgan funksiyasini 
<P( ({)I' ({)2 , ... , ({),J sistemasidagi jimksional element/ardan tuzilgan sxema 
orqali realizatsiya qilish mumkin bo'lsa, u holda <P sistemasi to'liq 
sistema deb ataladi. 

1- m i sol. Bir taktli funksional elementlar sistemasi (/{ ({)P({)2) be
rilgan bo'lsin, bu yerda lPI element x funksiyani realizatsiya qiladigan 
ushlab turish elementi, lP2 esa 
x I y Sheffer funksiyasini 
realizatsiya qiladigan funk
sional elementdir (4- shakl). 

Ushbu a) x, b) xy, d) 
xv y, e) 1, f) 0, g) x+y, 

4- shakl 
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a) x=cP,(x,x) b) xy=cpc(.r,y) h) x0y vai)xHy funksiyalar

v=! 

ni realizatsiya qiluvchi sxemalami 
CPI va CP2 funksional elementiar 
orqali yasash va ushlab turish 
vaqtini (taktini) aniqlash talab 
qliingan bo'lsin. Yuqorida keitiril
gan a) -i) sxemalar 5-12- shakl
lardagidek tasvirlanishi mumkin._ 

2- m i sol. 1. Sheffer funk-
5- shuk! 6- shak! siyasini realizatsiya qiladigan cP 

elementdan iborat (/) = {cp} sistema to'liq boladimi? 
2. (/)1 = {OJ} elementlar sistemasining to'liqligim isbot qiling. -
Misollar yechimlarining tahlilidan ma"lumki, bir taktli CPpCP2""'CP" 

funksional elementlar sistemasi C/J = {CPI ,CPc , ... ,cp,J mng to'liqhk shartlari 

d) XVY=CP2(X,y) e) l=xx=<I'2(X,x) 

I 

t 

\'=2 
7- shak! 

t 

t 

t 

8- shakl 

nol taktli cP;, cP; ,,,., cP; funksional eIementlar sistemasi (/J* = {cp; ,cP;,,, ·,CP,:} 
ning to'liqlik shartlariga mos kelmaydi. 

t) 0= 1 g) x+y=xYV.x:V=CP2(CP:(X,Y),CP2(X,y)) 

v=3 
9- shak! 
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h) X~Y=CP2(X,y)i) xHy=(X~Y)(Y~x)=xyvxy 

v=2 

/ J- shakl 

12- shakl 

Quyidagi belgilashlarni kiritamiz: 1) mantiq algebrasining elementlari 
1(0,0, ... ,0) = 1 va 1(1,1, ... ,1) = ° (0 va I saqlamovchi funksiyalar, ya'ni 
argumentlarini aynan tenglashtirganda 1 funksiyaga teng bo'ladi) funk
siyalardan iborat to'plamni Q bilan; 

2) istalgan qism o'zgaruvchilar o'rniga konstantalami (0 yoki 1) qo'yib, 
qolgan qismini aynan tenglashtirganda 0,1 yoki x (ya'ni x paydo 
bo'imaydi) hosil bo'ladigan funksiyalardan iborat to'plamni R bilan 
belgilaymiz. 

Teo rem a. Agar (/> = {cp" CP2 , ... , CPIl} bir taktli funksional elementlar 

sistemasi realizatsiya qiladiganfunksiyalar ichida 
a) Post teoremasi shartlarini qanoatlantiruvchi funksiyalar sistemasi; 
b) Q to 'plam elementi bo 'lmagan funksiyalar; 
d) R to 'plam elementi bo'lmagan fimksiyalar mmyud bo'lganda va 

faqat shul/dagina bunday sistema to '/iq bo 'ladi. 

Muammoli masala va topshiriqlar 

1. F2 = {x V )', x} sistemadagi funksiyalarni realizatsiya qiladigan 

(/>2 = {CPPCP2} funksional elementlar sistemasi berilgan bo'lsin (13-

shakl). xy, x ~ y, X H y, x + y, 0 va I elementar funksiyalarni 

realilizasiya qiladlgan sxemalar yasang. 
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13- shakl 

2. F; = {xy} va <PI = {CPI} hamda 
F2 = {xv y} va <P2 = {cp:} berilgan bo'l
sin. Hamma elementar funksiyalami rea
lizatsiya qiladigan sxemalami avval CPI 
funksional element orqali, keyin CP2 orqali 
yasang. 

3. 14-18- shakllardagi funksional elementlardan tuzilgan qurilma
laming qaysilari sxema bo'lishini aniq1ang. 

4. <P = {cppcpJ bo'lsin, bu yerda CPI funksional element x v y 
Sheffer funksiyasini va CP2 funksiona1 element x funksiyasini (ushlab 
turish elementini) realizatsiya qiladi. Mantiq algebrasining hamma 
elementar funksiyalarini realizatsiya qiladigan sxemalar yasang. 

15- ,Ihakl 16- shakl 

17- shakl 18- shakl 

5. <P = {CPI' CP2} bo' lsin, bu yerda CPI funksional element x /\ y 
Sheffer funksiyasini va CP2 funksional element x funksiyasini (ushlab 
turish e1ementini) realizatsiya qiladi. x ~ y ~ z , (x v y) HZ, 
xz~y, (XHy)~z, (XHy)HZ, (x~y)v.z funksiyalami 
realizatsiya qiladigan sxemalar yasang. 

6. 19- shakldagi qurilmalaming qaysi biri sxema bo'lishini aniqlang. 
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a) b) 
19- shakl 

Mustaqil ishlash uchun savollar 

Funksional elementlar va ulardan sxemalar yasashni bilasizmi? 
1. Sxema matematik induksiya metodi vositasida qanday ta'ritlanadi? 
2. Fuknksional elementlar sistemasining to'liqligi haqidagi teoremani 

bilasizmi? 
3. Sikl deb nimaga aytiladi? 
4. Ushlab turish vaqti va ushlab turish elementi deganda mmam 

tushunasiz? 
5. Ko' p taktli sxemaning ta' rifini bilasizmi? 
6. Bir taktli funksional elementlar sistemasining to'liqligi haqidagi 

teorema qanday ifodalanadi? 

8.3. Teskari bog'lanishi bo'imagan avtomatlar 

Elementning yuqori va quyi indeksi. To 'g 'ri sxema. 
Teskari hog 'lanishi bo 'lmagan avtomat. Xarakteristikfunksiya. p -indeks. 

Kuchsiz avtomatli to 'liq sistema. 

8.3.1. Funksional elementning quyi va yuqori indekslari tu
shunchalari. Oldingi paragrafda mantiq algebrasining funksiyalarini faqat 
to'g'ri sxemalargina realizatsiya qilishini ko'rdik. Bir taktli funksional 
elementlardan yasalgan sxemanmg umumlY holda ishlash jarayonim 
ko'raylik. Sxema kirishlariga har momentda signallar majmuasi berib 
turiladi. Tabiiyki, sxemaning chiqishidagi signal uning kirishlariga oldingi 
momentIarda berilgan signallar majmuasiga bog'liq bo'ladi. 
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Funksional elementning quyi va yuqori indekslari tushunchasini 
kiritaylik. 

1- t a' r if. Sxemaning kirishlariga berilgan signallar cp funksional 
elementning chiqishida hosrl bo'lishiga qadar bosib 0 'tilgan ichki 
funksional elementlarning maksimal soni (<p elementning 0 'zi ham kiradi) 
elementning yuqori indeksi va minimal soni quyi indeksi deb ataladi. 

<p funksional element S sxemaning chiqish elementi (ya 'ni ozod 
chiqishga ega bo"lgan elementi) bo'lsin. U holda <p elementning yuqori va 
quyi indekslarini mos ravishda J.1 = J.1(S) va 11 = 11(S) bilan belgilaymiz. 

Demak, sxema to'g'ri bo'lishi uchun biror <p elementning kirishlariga 
chiqishlari ulangan hamma funksional elementlarning yuqori indekslari 
teng bo'lishi kerak (yetarli shart). 

Sxema ta'rifiga asosan, t vaqt momentida sxemaning chiqishidagi 
signal uning kirishlariga t - J.1 dan t -11 momen~gacha berilgan signallar 
majmuasiga bog'Jiq bo'\adi. Demak, t momentdagi chiqish signali uning 
kirishlariga P = J.1 -11 + I ketma-ket berilgan signallar majmuasining 
~ k' . b 'I d' F( 0 0 I I 0-1 0-1) lun slyasl 0 a 1: XI , ... , x,,; XI , ... , x,,; ... ; XI'"'' xn . 

Bu yerda F mantiq algebrasining pn argumentli funksiyasi va 

kirishlarga t - J.1 + i momentda berilgan signal/ar majmuasi bo'ladi. 

Agar sxema to 'g'ri bo'lsa, u holda F funksiya qat'iyan t - V momentda 
(ya 'ni i = 11 - v, albatta 11 2 v) berUgan jaqatgina bitta signallar 

(x; , ... , <) majmuasiga bog'liq bo'ladi va S sxema F funksiyani v 

ushlab turish vaqti (v takt) bilan realizatsiya qiladi. 
8.3.2. Teskari bog'lanishi bo'imagan avtomat bilan bitta funksional 

elementlardan tuzilgan sxema orasidagi munosabat. 
2- t a' r if. n kil'ishga va bitta chiqishga ega bo 'lgan qurUma herUgan 

bo'lsin (1- shak/)o Hal' bir momentda uning kirishlariga 0 yoki 1 signal 
berilganda, chiqishida har bir t momentda 0 yoki 1 signal hosil bo '!adi. 
Chiqishdagi signal kirishlarga t - J.1 momentdan t -11 momentgacha p 
(P. = 11:. -11 +.1) ketr:,a-krt be~i!ga~ sis_~allar o'!tajmuasining [unksiyas/ 
bo ladl. F(xi , ... ,X", XI '''''X II ' ... , XI , ... ,x" ). Bu yerda t - I 

momentda berilgan signal/ar majmuiga teng bo'ladi. U holda bunday 
qurilma teskari bog'lanishi bo'lmagan avtomat deb ataladj. Mantiq 
aigebrasinlllg F jimksiyasi uning xarakteristik funksiyasi, p -indeksi, 
\' -ushlab turish vaqti deb ataladi. 

Agar teskari bog'lanishi bo'lmagan ikkita avtomatlarning F.. va F2 
xarakteristik funksiyalari faqatgina soxta argumentlari bilan farq qilsa, u 
holda bun day aytomatlar ekvivalent avtomatlar deb ataladi. 
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Har qanday funksional element birorta teskari bog'lanishi bo'lmagan 
avtomatni ifodalaydi. Bu element uchun xarakteristik funksiya u 
realizatsiya qiladigan funksiya bilan mos tushadi, indeks va ushlab turish 
vaqti esa birga teng bo'ladi. 

Shunday qilib, bir taktli funksional elementlardan tuzilgan har qanday 
sxema· teskari bog'lanishi bo'lmagan avtomatni ifodalaydJ. Aslida 
funksional elementlar bir taktli bo'lishi shart emas. Faqatgina sxemaning 
guyi va yuqori indekslarini boshqacha hisoblash kerak: 

q> elementning quyi va yuqori indekslari deb, sxemaning kirishlariga 
berilgan signallar q> elementning chiqishida hosil bo'lguncha bosib o'til
gan funksional elementlar ushlab turish vaqtlari yig'indisining mos 
ravishda minimumi va maksimumiga aytiladi. 

Har qanday teskari bog'lanishi bo'lmagan avtomat o'z navbatida bitta 
funksional elementdan tuzilgan sxemani ifodalaydi (ushbu fikrning 
to'g'riligini isbotlashni o'quvchiga havola etamiz). 

3- t a ' r if. Funksional elementlardan tuzilgan S sxema bilan 
?fodalanadigan avtomat teskari bog'lanishi bo'lmagan A avtomatdan 
jaqatgina ushlab turish vaqti v bUan jarq qilsa, bu avtomat A avtomatni 
realizatsiya qiladi deyiladi. 

4- t a' r if. Agar har qanday teskari bog '{anishi bo'lmagan avtomatni 
q>1, ... ,q>n funksional elementlardan tu::.ilgan sxema orqali realizatsiya 
qilish mumkin bo'lsa, u holda funksional elementlar sistemasi kuchsh 
avtomatli to'liq sistema deb ataladi. 

Bir taktli funksional elementlar sistemasi to'liqligining yetarli va zarur 
sharti elementlar sistemasining kuchsiz avtomatli to'liqlik shartiga mos 
keladi. 

8.4. Teskari bog'lanishi bo'lgan funksional elementlardan sxemalar 
yasash. Chekli avtomat haqida umumiy tushunchalar 

Teskari bog 'lanishli fonksional elementlar. Xotirada saqlovchi qurilma. 
Sxemaning ( t + 1 ) momentdagi holafi. U (n, n) avtomat. Avtomat holatlari. 

Avtomat ishining natijalari. 

8.4.1. Teskari bog'lanishi bo'igan funksional elementlardan 
sxemalar yasash. Hozirgacha funksional elementlardan yasalgan va 
teskari bog'lanishi bo'lmagan sxemalami ko'rib o'tdik. Bunday cheklash 
nol taktli funksional elementlardan sxemalar yasash masalasini yechish 
uchun qo'yilgan edi, chunki, aks holda, bunday sxemalaming ish 
jarayonini yoritish mumkin emas. 
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1- shaklda ko'rsatilgan funksiyani realizatsiya 
qiladigan sxemaning ish jarayonini ko'rib o'taylik. ({J 
fllnksionalni bir taktli element deb hisoblaymiz. Agar 
biror t momentda ({J ning chiqishida 1 signal paydo 
bo'lsa, u holda shu momentning o'zida o'sha signal 
lining kirishida paydo bo'ladi va (t + 1) momentda 
uning chiqishida ° signal paydo bo'ladi va hokazo. 
Natijada, ({J funksional elementning chiqishida ketma /- shakl 

ket 1,0, 1,0,1,0,... signallar paydo bo'ladi va ({J nol taktli funksional 
element bo'lgan vaqtdagi qarama-qarshiliklar o'z-o'zidan yo'qoladi. Bu 
sxemani "qo'ng'iroq" sxemasi deb atash mumkin, chunki qo'ng'iroqda bir 
taktda qarama-qarshi qiymatlarga o'zgaradigan ketma-ket beriladigan 
signallar foydalaniladi. 

U shbu paragrafda quyidagi shartlarni qanoatlantiruvchi teskari 
bog'lanishli sxemalarni ko'rib chiqamiz: 

1) qurilmaning ({J, (i = 1,2, ... ,n) elementlari orasida faqat va faqat 
bittasi ozod chiqishga ega; 

2) q>, elementning har bir kinshi q> J elementlarning faqatgina 
bittasining chiqishi bilan ulanadi. 

Yuqoridagi shartlami qanoatlantiruvchi bir taktli funksional 
elementlardan yasalgan teskari bog'lanishli sxemalaming ishlash 
jarayonini ko'rib o'taylik. Sxema teskari bog'lanishli bo'igani uchun uning 

x y 
a) 

chiqishidagi signal faqat sxema 
kirishlariga berilgan signallar 
majmuiga emas, balki uning ichki 
elementlarining chiqishidagi sig
nallarga ham bog'liq bo'ladi. Bu 
keyingi signallar sxema kirishlariga 
berilgan signallarga bog'liq bo'l
masligi ham mumkin yoki ancha 

x y z oldin berilgan kirish signallariga 
b) bog'liq bo'lishi mumkin. Masalan, 

2- shakl sikl elementlarining kirishi sxema 
kirishi bo'imasligi mumkin. 2- shakldagi ({J bir taktli element x v y 
fl.lnk<;iyani, lfI bir taktli elementi esa (x v y)z funksiyani realizatsiya 
qiladi, bu yerda f - bir taktli ushlab turish elementi. 

Agar 2-a shakldagi sxemaning y kirishiga istalgancha ancha oldin 1 
signali berilgan bo'lsa, u holda shu signalning o'zi doimo uning chiqishida 
paydo bo'lib turadi (ya 'ni y signal xotirada saqlanadi). 
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2-b shakldagi sxemada y signal faqat z = 1 bo'lgandagina xotirada 
saqlanadi. z = 0 signal berib, xotirani tozalashimiz mumkin. Shundan ke
yingina y ning yangi qiymatini xotirada saqlay olamiz (z = 1 qiymatda). 
Real sxemalarda "xotirada saqlovchi qurilma" sikl yordamida realizatsiya 
qilinadi. 

Teskari bog'lanishli sxema ish jarayonining xarakteristikasini ifoda
lashda undagi ichki elementlarining holatini hisobga olish kerak. 

S teskari bog'lanishli sxema va Cf>o,Cf>j, ... ,Cf>k uning elementlari 
bo'lsin. Bu yerda Cf>o - chiqish elementi, ya'ni ozod chiqishga ega bO'lgan 
element bo'lsin. cp, elementning chiqishidagi I vaqt momentidagi sig
nalini cp, (t) bilan belgilaymiz (cp, (t) signal 0 yoki 1 ga teng). Sxema 
chiqishida 1 momentdagi signal Cf>o (t) ga teng bo'ladi. 

Cf>(t) = {Cf>o (t), cp\ (t), ... ,Cf>k (t)} sistema S sxemaning 1 vaqt momenti
dagi holati deb ataladi. t momentda S sxema kirishlariga berilgan 

signallarni s\ (1),S2 (/)"",sn(t) bilan va S(/) = {sJt),s~(t)"",sn(/)} 
orqali ularning majmuini belgilaymiz. U holda sxemaning (t + 1) 
momentdagi holati cp(t + 1) , sxemaning I momentdagi cp(t) va s(t) lari 
orqali bir qiymatli aniqlanadi, ya'ni cp(t + 1) = <P( cp(t), s(t». 

Demak, elementiarning chiqishidagi (t + 1) momentdagi signallar 
ularning kirishlariga t momentda berilgan signallarga bog'liq bo'lar ekan. 
ya 'ni t momentda sxemaning kirishlariga benlgan signallar va 
elementlarning shu momentdagi chiqish signallariga bog'liqdir. Aniqrog'i, 
<P sistema (k + n + 1) argumentli (k + 1) ta <Po, <Pp"" <Pk mantiq algeb
rasi funksiyalarining majmuidan (to'plamidan) iborat bo'ladi. Bu 
(k + n + 1) argumentlarning ayrimlari soxta bo'lishi mumkin. Masalan, 

<P, uchun faqat quyidagi argumentlar soxta emas: cp, elementning 
kirishlariga chiqishlar ulangan funksional elementlarga va sxemaning 
kirishlari bevosita cp, elementning ham kirishlari deb hisoblanadigan 
signallarga mos keladigan argumentlar. Agar faqat shunday soxta emas 
argumentlarni hisobga olsak, u holda <P, funksiya Cf>, element realizatsiya 
qiladigan funksiyaga mos keladi va yuqoridagi formula (I + I) vaqt 
momentida cp, elementlarning chiqishlarida t momentda ularning 
kirishlariga berilgan signallar majmuiga bog'lig bo'lgan ganday signal 
paydo bo'lishini ko'rsatadi. 

8.4.2. Chekli avtomat haqida umumiy tushunchalar. 
T a' r if. Q to 'plam (k + 1) > 0 uzunlikdagi ikkilik majmualarning 

biror to 'plami bo'lsin. Agar (n + k + 1) argumentli (k + 1) fa qisman 
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aniqlangan mantiq algebrasining (fJ, funksiyalaridan iborat (fJ majmua 
ko'rsatilgan bo'isa. u holda Q ruxsat qilingan holatlar to 'plamida n 
kirishga ega bo'lgan U (Q, n) avtomat berilgan deb ata/adi. 

Bu yerda (fJ, funksiyalar shunday (n + k + 1) uzunlikdagi ikkilik 
majmualarda aniqlanganki, ulardan (k + 1) ta elementi Q kiruvchi 
majmua bo'ladi va shu majmuadagi (fJ, funksiyalarning qiymati .Q ga 
kiradi. n to'plamdagi elementlar soni avtomatning xotirasi deb ataladi. 
Agar avtomatning boshlang'ich holati cpo E Q biror natural son v (ushlab 
turish vagti deb aytiladi) va har bir vagt momentida n uzunlikdagi 
s(t)={s,(t),s2(t), ... ,sn(t)} kirish signallar majmui berilgan bo'lsa, u 
holda U(Q, n) avtomatning ish jarayoni aniqlangan deb ataladi. 

Agar avtomatning ish jarayoni aniqlangan bo'lsa, u holda t ~ v uchun 

uning ketma-ket holatlari cp(t + v) = (fJ(cp(t),s(t»), cp(O) = cpo, formula 

orqali aniqlanadi. Bu formula avtomatning holatlar tenglamasi deb 
ataladi. Ravshanki, avtomatning har qanday vaqt momentidagi holati 

cp(t)E Q bo'ladi. cpo(t) (t ~ v) ketma-ketlik avtomatning chiqishi 

(ishning natijasi) deb ataladi. Agar k = 0 va (fJ faqatgina s(t) ga 

bog'liq bo'lsa, u holda U(Q,n) avtomat mantiq algebrasining funk

siyasiga aylanadi. 
Qabul qilingan belgilashlarda bir taktli funksional elementlardan 

yasalgan teskari bog'lanishli S sxema quyidagi xarakteristikaga ega 
bo'lgan avtomatni ifodalaydi: v = 1; cpo - t = 0 momentdagi S sxema 
elementlar chiqishlaridagi signallari; n - hamma mumkin bo'lgan 
elementiar chiqishidagi signallar majmui. 

Shunday qilib v = 1 ushlab turish vaqtiga ega bo'lgan chekli avtomatni 
bir taktli funksional elementlardan yasalgan teskari bog'lanishli sxema 
orqali ifodalash mumkin. 

8.5. Mili va Mur avtomatlari 

Chekli avtomat modeli. Avtomat ishilling kanonik tellglamasi. lnitsiul va noinitsial 
avtomatlar. Mili va Mur avtomatlari va ular orasidagi munosabatlar. 

8.5.1. Avtomatning ishini kanonik tenglama hilan ifodalash. Chek
Ii xotirali diskret qurilmalar chekli avtomat modeli bo'ladi. Bu 

avtomatning nta X"x2, ... ,xn kirishi, mta Y"Y2, ... ,Ym chiqishi va 
Q = {go' g, , ... , g r-'} chekli ichki holati mavj ud. 
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Chekli avtomat diskret vaqt t = 0,1,2, ... momentiarida ishlaydi. Agar t 
momentdagl x, kirish, y 1 chiqish va g holatining qiymatlarini mos 
ravishda Xl (I) , y /t) va get) bilan belgilasak, u holda avtomatning ishi 
quyidagi kanonik tenglamalar bilan ifodalanadi: 

y 1 (I) = C/)] (XI (t), ... , Xn (t), get -1», j = 1, ... , m, 

g(t) = If/(xI (I), ... , Xn (I), g(t -1». 
(1) 

(1) tenglamalardagi C/) } va If/ funksiyalar mos ravishda j chiqishning 
funksiyasi va o'tishlar funksiyasi deb ataladi. Avtomatning ish jarayonini 
aniqlash uchun uning boshlang'ich g(O) holatini ko'rsatish kerak. 

Agar g(O) va 1 momentdagi kirish qiymatiari xJ1),x2 (l), ... ,xn (l) 
ma'lum bo'lsa, u holda (1) kanonik tenglamadan foydalanib 1 momentdagi 
chiqish YJ (1) va g(l) holatning qiymatini, g(l) va Xl (2), ... , xn (2) aso
sida 2 momentdagi chiqish Y

J 
(2) va g(2) holatlarini aniqlash murnkin 

va hokazo. 
Ikki turdagi avtomatlar mavjud: initsial va initsialmas (noinitsial). 

Initsial avtomatlarda boshlang'ich holat tayinlangan (mahkamlangan) 
bo'ladi. Noinitsial avtomatlarda boshlang'ich holat sifatida istalgan holatni 
olish mumkin. 

8.5.2. Mili va Mur avtomatlari. Ixtiyony sondagi kirish \ a chiqishga 
ega bo'lgan avtomat ishini aniqlash masalasi Ita kirish va lta chiqishga 
ega bo'lgan avtomatning ishini aniqlash masalasiga keltiriladi. Shuning 
uchun asosiy model sifatida Ita X kirishga va 1 ta Y chiqishga ega 
bo'lgan avtomatlami ko'ramiz. Bunday avtomatlar quyidagi kanonik 
tenglama bilan ifodalanadi: 

yet) = C/)(x(t), get -1», get) = If/(x(t), get -1)). 
Bunday turdagi avtomat Milll avtomati deb ataladi. 

Mili avtomati chekli xotirali diskret qurilmaning yagona modeli emas. 
Ikkinchi model - Mur2 avtomati mavjud. Mur avtomatida chiqish qiymati 
o'sha momentning o'zidayoq ichki holatning qiymati bilan aniqlanadi. 
Mur avtomatining kanonik tenglamasi quyidagi ko'rinishda bo'ladi: 

get) = If/(x(t), get -1», y(t) = Jo( g(t -1». 

I Mlli (Mealy G.H.) ~ AQSh matematlgi. Bli avtomatga Mili nom I benhshiga lInmg lIshbu ilmlY 

Ishl sababchi bo'lgan. Mealy G.H. A Method to S.vnthDl::lI1g Sequential OrclIIts. Bell System 

TechnIcal J, (1955).1045-\079. 

: Mur Eduard (Edward F. Moore. 1925-2003) ~ AQSh matematigl va mformatigi 
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Agar birinchi tenglamadan ikkinchisiga get) qiymatini qo'ysak va 

C/J = ).(vr) deb belgilasak, u holda ikkinchi tenglama quyidagi ko'rinishga 

keladi. y(t) = ).(vr«x(t),g(t -1)) = C/J(x(t), get - 1». 

Demak, Mur avtomatini Mili avtomatining xususiy holi deb qarash 
mumkin. Bu yerda o'tish funksiyasi max sus C/J = ).(vr) ko'rinishda 

bo'ladi. Xuddi shu kabi, Mili avtomatini ham (qandaydir ma'noda) Mur 
avtomatiga keltirish mumkin. 

Demak, har qanda:v initsial va noinitsial Mili avtomatlari uchun ldarga 
ekvil'alent bo 'lgan initsial va noinitsial Mur avtomatlari mavjud. I 

Muammoli masala va topshiriqlar 

1. Har qanday teskari bog'lanishi bo'imagan avtomatni funksional 
elementlardan yasalgan biror sxema orqali ifodalash mumkinligini 
isbotlang. 

2. Har qanday initsial va noinitsial Mili avtomatlari uchun ularga 
ekvivalent bo'lgan initsial va noinitsial Mur avtomatlari mavjud ekanligini 
lsbotlang. 

3. Har qanday ishlab turish vaqti v = 1 bo'lgan chekli avtomatni bir 
taktli funksional elementlardan yasalgan sxema orqali ifodalanishini 
ko'rsating. 

Mustaqil ishlash uchun savollar 

1. Elementning yuqori va quyi indeksi deganda nimani tushunasiz? 
2. To'g'ri sxema nima? 
3. Qanday avtomatlar teskari bog'lanishi bo'lmagan avtomatlar deb 

ataladi? 
4. Xarakteristik funksiya nima? 
5. Funksional elementlar sistemasi qanday shartlarni qanoatlantirsa, 

kuchsiz avtomatli to'liq sistema deyiladi? 
6. Teskari bog'lanishi bo'lgan funksional elementlardan sxemalar 

yasashni bilasizmi? 
7. Chekli avtomat haqida qanday tushunchalarni bilasiz? 
8. Mili va Mur avtomatlari deganda nimani tushunasiz? 

I Bu tasdlqnmg Isbottm A.A.Sholomovnmg (lllO.10:l10B ]l.A. OCHOBbl TeopHH .lIlCKpeTllbIX 
JlOrWleCKHX II Bbl'IIICJJllTeJlbHbIX YCTPOHCTB M. HaYKa 1960) kitobidan O'rganishm tavsIya 
~tamlz. 
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9. Mili va Mur avtomatlari orasidagi munosabatlami bilasizmi? 
10. Avtomat ishining kanonik tenglamasida ishtirok etuvchi 

funksiyalar nima deb ataladi? 
11. Initsial va noinitsial avtomatlar bir-biridan nima bilan farq qiladi? 

8.6. Rele-kontaktli sxemalar 

o ·tkazgichlar. Rele-kontaktli sxemalar Manfiy kontaktli rele MlIsbaf kontaktli 
rele. Ushlab tllrlsh elementi. Rele-kontaktli sxema orqali jimkszvani reali::atszva 

qililsh. 

8.6.1. Mantiq algebrasi funksiyalarini rele-kontaktli sxemalar 
orqali realizatsiya qilish usuli. Eu paragrafda mantiq algebrasi 
funksiyalarini rele-kontaktli sxemalar orqali realizatsiya qilish usulini 
ko'ramiz. 

Agar har bir o'tkazgichga x o'zgaruvchini mos qilib qo'ysak, u holda 
x = 1 da o'tkazgichda tok bor va x = 0 da o'tkazgichda tok yo'q deb 
hisoblaymiz. U holda o'tkazgichlaming ketma-ket ulanishiga o'zga
ruvchilarning kon 'yunksiyasi (I-a shakl), parallel ulanishiga esa 
o'zgaruvchilaming diz'yunksiyasi (l-b shakl) mos keladi. O'tkazgichlami 
ketma-ket va parallel ulash natijasida sxema hosil qilamiz. Eu sxema 
faqatgina monoton funksiyalami realizatsiya qiladi, chunki kon'yunksiya 
va diz'yunksiyalaming superpozitsiyasi orqali faqat monoton funksiyalami 
ifodalash murnkin. 

x v 
a) xy: 11------+--.....;....---1 

b) xvy: 
A 

1- shakl 

lxtiyoriy funksiyalami reali-
zatsiya qilish uchun x funksiyani 
realizatsiya qiladigan qurilma kerak 
bo'ladi. Buni manfiy kontaktli rele 
orqali realizatsiya qilish mumkin. 
Bunday relening sxemasi 2- shaklda 
tasvirlangan. Agar A g'altak o'ram
lari orqali elektr toki o'tmasa 

(x = 0), u holda prujina B kontaktni yuqoriga tortadi va zanjir ulanadi 
(tutashadi). Natijada, C chiqishda tok paydo bo'ladi (x = 1 ). Agar x = 1 
bo'lsa va A g'altak o'rami orqali tok o'tsa, u holda kontakt B pastga 
tortiladi va C chiqishda tok bo'lmaydi, ya'ni x = 0 bo'ladi. Demak, 
manfiy kontaktli rele x funksiyani realizatsiya qiladi. Agar B kontakt 
kirishiga 1 o'miga y signal bersak, u holda xy funksiya realizatsiya 
qilingan bo'ladi (3- shakl). 
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1---! ~X Y ---0 ~ xy 

x-vvvv--A X--vvvv--
]- shakl 3- shakl 

Musbat kontaktli releda agar g'altak o'ramida tok bo'isa (x = 1), u 
holda B kontakt ulanadi va C chiqishda tok bo'lmaydi (x = 0). Shunday 
qilib, x funksiyani musbat kontaktli rele orqali realizatsiya qilish mumkin 
(4- shakl). 

Ma'lumki, agar o'tkazgichda tok bo'lsa, y ~ ~ xy 
u holda :v har tarafga tarqaladi. Masalan, 
x v y m 1- shakldagi sxema orqali reali-
zatsiya qilsak, u holda x = 1 va y = 0 x ~ 
bo'lganda, tok A nuqtadan har tarafga, shu 
jumladan y o'tkazgichga mos bo'lgan o't 4- shakl 

kazgich orqali ham o'tadi (y = 0 bo'lishiga qaramasdan). Bunday 
sharoitda sxemaning ish jarayonida noaniqliklar paydo bo'ladi. Bu holdan 
qutulish uchun faqat bir tomonga tok o'tkazadigan asboblardan, musbat 
kontaktli reledan foydalanish mumkin. Masalan, musbat kontaktli reledan 
foydalamb, x v y ni realizatsiya qiladigan sxemani 5- shaklda 
tasvirlangandek yasash mumkin. 

8.6.2. Rele-kontaktii sxemaning ishlash vaqti. Endi rele-kontaktli 
sxemaning ishlash vaqtini ko'rib o'taylik. Tok o'tkazgichlar bo'yicha 
birdaniga tarqaladi va rele ishlashi uchun (kontakt ulanishi uchun) bir takt 
vaqt ketadi deb hisoblaymiz. Demak, 3- va 4- shakllarda x signalga 
nisbatan y signali bir taktdan keyin berilishi kerak. 

x __________ ~~--------_ 

x~ -C ==-----...: >-
y---------~-----------

5- shakl 

Sxema chiqishidagi signal 
(xy yoki X:v) y signal bilan 
bir vaqtda pay do bo'ladi. 
Shuning uchun sxemada be
rilgan signallami ishlab chiqish 
uchun sarf bo'ladigan vaqtni 
doimo hisobga olish kerak, 
realizatsiya bo'ladigan funk

siyani o'zgartirmasdan, ayrim vaqtlarda, bu vaqtni o'zgartirish kerak. Bu 
jarayonni, xuddi bir taktli funksional elementlardan yasalgan ko'p taktli 
sxemalarda qilganimizday, ushlab turish elementlari yordami bilan 
bajarish mumkin. Ushlab turish elementi vazifasini musbat kontaktli rele 
bajaradi (4- shakl). Ushlab turish vaqti I taktga teng bo'Jadi. 
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X-----vvvv-- x Y-----vvvv-- y 

;~ ----== -- >;-
z~Z 

6- shakl 

T a' r if. Agar rele-kanlaktli sxemaning kirishlariga t mamenlda 
XI ,X2 "",XIl signallar majmuasi berilganda, lining chiqishida t + v 
momentda l(xpx1, ... ,x

ll
) signal paydo bo '/sa, II ho/da re/e-kontaktli 

sxema I(x)' Xl , ... , x,J funksiyani v ushlah turish vaqti hi/an 
realizatsiya qi/adi deb ala/adi. 

Ketma-ket berilgan signallar bir-biriga bog'liq bo'lmagan holda ishlab 
chiqiladi. 

XVVV'v'X y-vvvv-y 
~~---xy 

l--r-______________________ ~~zl 
YVV ~~ 

zt 

7- shakl 

Shunday qilib, mantiq algebrasining istalgan funksiyasini ayrim ushlab 

turish vaqti bilan rele-kontaktli sxema orqali realizatsiya qilish mumkin. 
(Ushbu xulosani isbot qilishni o'quvchiga havola qilamiz.) 

Misol. Berilgan a) xyvz; b) xyvzt; d) xyv yxvxz 
funksiyalami rele-kontaktli sxema orqali realizaiya qilish masalasini 
qaraymiz. Bu funksiyalami sxema orqali realizatsiya qilish uchun o't
kazgichlami ketma-ket va parallel ulash natijasida elernentar 
kon 'yunksiyalarini va ulaming diz'yunksiyalarini realizatsiya qilamiz. 

Manfiy kontaktli reledan foydalanib o'zgamvchilaming va ayrim 

elementar kon'yunksiyalarning inkorlarini realizatsiya qilamiz. Musbat 

kontaktli rele orqali signallaming bir vaqtda yetib kelishini ta'minlaymiz. 

Natijada, 6-8- shakllarda ko'rsatilgan sxemalarga ega bo'lamiz. _ 
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XVVVVX: 

/ VV\I\I\/""}' 
1-+--0 /,r;o----·:........oo 

yz 
xyv yzv. /" 

-=--vvvv---z 

~ A A A r--::: X:; 
/ XVVVV x 

8- shakl 

8.7. Kontaktli sxemalar va ularning sintezi 

Avtomatning kinshi Avtomatning chiqishi. Kontaktlarni parallel va ketma-ket 

IIlash. 0 'tkazlIl'Clwnlik jimksiyasi. Muhim zanjir. P -sxema. 

8.7.1. Kontaktli sxema tushunchasi. Har bir avtomat turlicha kontaktli 
yoki kontaktsiz sxemalardan foydalanish asosida tuziladi. Kontaktli 

1- shakl 

sxemalar bilan jihozlangan avtomat
laming ishini umumiy holda ko'rib 
o'tamiz. Masalan, 1- shaklda ko'r
satilganidek, o'tkazgichlar, ikkita T, 
va T2 qutb, beshta P." Pc, P." ~, Ps 
knopka bilan ta'minlangan kon-
taktlardan yasalgan tuzilma kon

taktli sxema deb hisoblanishi mumkin. Tl qutb elektr toki manbaini 
ifodalaydi, T2 qutb esa avtomatning "chiqishi"da lshni bajaruvchi 
qurilmani bildiradi. Avtomatning chiqishida ish bajarilganligi haqida xabar 
beruvchi nazorat lampa o'matish mumkinligidan, T2 qutb mana shu 
lampani tasvirlaydi deb ayta olamiz. 

Sxemada knopkalar tegishli ravishda yoqilsa, va demak, sxema 
bo'yicha tok yuradigan bo'lib kontaktlar tiklansa, T; qutbdan T2 qutbga 
borgan tok nazorat lampasini yondiradi. 

8.7.2. Kontaktli sxemalarni sintez qilish. Avvalo har bir murakkab 
kontaktli sxemaning tarkibiy qismlarini tashkil etuvchi eng sodda kontaktli 
sxemalar bilan tanishamiz. 

2- shakldagi sxema bitta o'tkazgichdan, T; va T2 qutblardan va P 
knopkali bitta kontaktdan yasalgan. 

IT. P knopka yoqilganda, kontakt tik-
7-----<1 ----- 7 lanib, tok sxema bo'yicha T; dan T2 ga 

2- shakl tomon yuradi va nazorat lampa yonadi. 
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P knopka ochiq bo'lganda kontakt uzilib, tok o'tmaydi va lampa 
yonmaydi. P knopkaga x -" P knopka yopiq" degan mulohazani mos 
qo'yamiz. P knopka haqiqatan yopiq bo'lsa, x mulohaza chin bo'ladi. 

x 

ch 

I-jadva/ 

Sxemada tok 

bor 
yo'q 

Bu holda nazorat lampa yonadi. P 
knopka ochiq bo'lganda esa, x mulohaza 
yolg'on bo'ladi va bu holda nazorat lampa 
yonmaydi. 

yo Shunday qilib, x mulohazaning chin-yol
g'onligi bilan tok bor-yo'qligi (nazorat lampaning yonish-yonmasligi) 
orasida o'zaro bir qiymatli moslik o'rnatildi va buni 1- jadval ifodalaydi. 

Endi ketma - ket I 0 : 0 I yo'g I 0 I ulangan ikkita P va Q 
knopkali (ikki ketma-ket kontaktli) sxemani olaylik (3- shakl). P va Q 

knopkalarga mos ravishda x - "P 
knopka yopiq" va y - "Q knopka 

yopiq" degan mulohazalarni mos keltira
miz. U holda, sxemada tok bor-yo'qJigi 
x A y kon 'yunksiyaning chin-yolg'on-

ligiga mos keladi (2- jadval). 
Parallel ulangan ikki P va Q 

knopkali sxemalarga murojaat qilamiz 
(4- shak/)o Demak, parallel ulangan ikki 
P va Q kontaktli sxemada tok bor
yo'qligi x v y diz'yunksiyaning chin
yolg'onligi bilan aniqlanadi (3- jadvaI). 
3 va 4- shakllarda beriIgan sxemalarni 
umumlashtirib, n ta ~ , ... ,P" knop
kalarni ketma-ket va shuningdek parallel 

I 

X 

I 

I 

0 

0 

X 

I 

I 

0 

0 

Y 

I 

0 

I 

0 

Y 
1 

0 

I 

0 

7 . d / ~-la va 

Sxemada tok XAy 

bor I 

yo'q 0 

yo'q 0 

yo'q 0 

3 d I - ia va 
Sxemada tok xVY 

bor I 

bor 1 

bor 1 

yo'q 0 

ulash mumkin. Buning natijasida n ta ketma-ket va n ta parallel kontaktli 
sxemalar yasalgan bo'ladi. Ular mos ravishda (XI AX2 A ... AX,,) va 
(x, v x2 v ... V xn) funksiyalarni realizatsiya qiladi, bu yerda x, mulohaza 
p, knopka yopiq ekanligini bildiradi. 

Shunday juft-juft knopkalar bilan ta'minlangan kontaktli sxemalarni 
ham yasash mumkinki, har juft knopkaning istalgan bid.. yopiIganda 
(ochilganda), ikkinchisi ochiladi (yopiladi). Bir juft knopka P va P kabi 
belgilanadi. P .knopkaga x mulohaza 
mos kelganda, P knopkaga x inkorni 
mos keltirish tabiiydir, chunki ~ -
yopiq, demak, x chin bo'Iganda, P -
ochiq, ya'ni x yolg'on ho'ladi. 

140 

X 

1 

0 

X 

0 

I 

4-jadva/ 

Sxemada tok XAX 

yo'q 0 

yo'q 0 



3- shakl 

Bir juft knopkali eng sodda sxe
I Q.~-- T2 malardan biri 5- shakldagidek tasvir

lanishi mumkin. Knopkalaming biri 
ochilganda, ikkinchisi albatta yopilgani 

uchun, bunday sxemada hech qachon tok bo'lmaydi. 5- shakldagi sxema 
uchun 4- jadvalni tuzish mumkin. 

Bir juft knopkali eng sodda sxemalardan yana birim 6- shakldagidek 
tasvirlasa bo'ladi. Bu sxemada tok har doim bor, chunki agar P yopiq 
bo'lsa, u holda P ochiq bo'ladi va tok yuqoridagi o'tkazgichdan P orqali 

4- shakl 

o'tadi, ~sincha, P ochiq bo'l
ganda, P yopiq bo'ladL va tok 
pastdagi o'tkazgichdan P orqali 
o'tadi. 6- shakldagi sxema uchun 5-
jadvalni tuzish mumkin. 

Shunday qilib, har bir sodda kon- 5- jmh'al 

taktli sxema mulohazalar algebrasining 
ma'lum bir funksiyasini realizatsiya I 

r 

x x Sxemada I x v x 
tok 

qiladi. 1 0 bor i 1 
Bu funksiyaga kontaktli sxemaning I 0 1 bor I 1 

o'tkazuvchanlik funksiyasi deb 
ataladi. Yuqorida ko'rilgan eng sodda sxemalaming o·tkazuvchanlik 
funksiyalari quyidagicha bo'ladi: 

X, XI\Y, xvY, XI\X, xvx. (1) 

Bu funksiyalaming chinlik jadvallari tegishli sxemalarda qachon tok 
bo'lishi va qachon bo'lmasligini ko'rsatadi. 

Sodda sxemalaming turli kombi-
7<,o_--<J/-___ --_o 7 natsiyalaridan har xiI murakkab kontaktli 

5- shakl sxemalami tuzish mumkin. Bunday 
sxemalaming har biriga (1) funksiya

laming superpozitsiyasidan hosil qilingan funksiyalar mos keladi. 
Aksincha, mulohazalar algebrasining har bir funksiyasiga qandaydir 
kontaktli sxemani mos qo'ish mumkin. 

1- misol. 7- shaklda tasvir-
./ langan sxemaning 0 'tkazuvchanlik 
~ _ 1----, 7 funksiyasini topaylik. A vvalo, P, 

L..-__ ---="'-_---J Q, R knopkalarga mos ravishda 
6- shakl x , y , z mulohazalami mos 
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keltiramiz. U holda P, Q, R knopkalarga x, y, z mulohazalar mos 
keladi. Sxemaning yuqori qismi X /\ «y /\ z) V x) formula bilan, pastki 
qismi z /\ y /\ (x V y) formula bilan ifodalanadi. Yuqori va pastki qismlar 
parallel ulangani uchun butun sxemaning o'tkazuvchanlik funksiyasi 

f(x,y,z) = (x /\ «y /\ z) v x)) v (= /\y /\ (xv y)) 

ko'rinishda bo'ladi. _ 
2- m is 0 I . Berilgan 

f(x,y,z) = (xv y) /\ (yv z) /\(xv y v z) (2) 

funksiyaning x, y, :: o'zgaruvchilariga ~, P2' ~ knopkalar mos 
qo'yilgan bo'lsin. U holda (2) funksiyaga 8- shaklda tasvirlangan kontaktli 
sxema mos keladi. _ 

Bundan key in, sxe
malarning ko'rinishi 
oddiy bo'lishi uchun, 
kontaktni ikki qutbga 
ega bo'lgan kesma or- T; 
qali ifodalaymiz (kes
mani ikki qutbli deb 
ataymiz). Agar kesma 
ulanuvchi bo' lsa, uni x 
bilan, ajratuvchi bo'Isa, 
X bilan belgilaymiz, bu 

7- shak! 

yerda x - g'altakda realizatsiya qilinadigan o'zgaruvchi. Har bir g'altakka 
bitta o'zgaruvchi mos keladi va u bilan istalgancha sondagi kontaktlar 
ulanishi mumkin. Kesmalar qutblari orqali bir-birlari bilan ulanadi. Har bir 
sxema kirish va chiqishga ega bo'ladi. Sxemaning kirishiga tok berilganda, 
uning chiqishida bir taktdan keyin tok paydo bo'lsa, u holda sxemada 

o'tkazuvchanlik bor deb, 
aks holda esa, o'tkazuv
chanlik yo'q deb aytiladi. 

Kesmalaming 9- shakl
dagidek ketma-ket ula
nishini zanjir deb ataymiz. 

8- shakl 
Zanjirda bitta kontakt 

bir necha marta qatnashishi mumkin. Birinchi kontaktning kirishi 
sxemaning kirishiga va oxirgi kontaktning chiqishi sxemaning chlqishiga 
to'g'ri keladi. O'zgaruvchilarning biror qiymatlari majmuida sxemaning 
(DNSh ko'rinishidagi funksiyani realizatsiya qiladigan sxemaning) 
chiqishida tok bo'lishi uchun hech bo'lmaganda birorta zanjirning hamma 
kontaktlari ulangan bu'Iishi yetarIi va zarurdir. 
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Agar sxemaga kiruvchi har bir r zanjirga o'zgaruvchilaming yoki ular 
inkorlarining U I elementar kon'yunksiyasini mos qilib qo'ysak, u holda 
sxemaga kiruvchi zanjirlarga mos kelgan r elementar kon'yunksi
yalaming diz'yunksiyasiga sxemaning o'tkazuvchanlik funksiyasi mos 
keladi. 

o 

o x, 

9- shakl 

• 

Shuni ta 'kidlash kerakki, sxemaning o'tkazuvchanlik funksiyasini hosil 
qilish uchun ayrim zanjirlaming diz'yunksiyasini olish kifoyadir. 

1- t a' r if. Har bir qUfbdan bir marta 0 'tgan zanjir muhim (jiddiy) 
:,anjir deb ataladi. 

Ya'ni, sxemaning kirishi va chiqishiga bittadan kontakt va zanjiming 
qolgan qutblariga ikkitadan kontakt to'g'ri keladigan zanjir muhim 
zanjirdir. 

Har bir sxemada chekli sondagi muhim zanjirlar mavjud bo'lishini 
ko'rsatish mumkin. Bundan tashqari, muhim zanjirlarga mos keluvchi 
kon'yunksiyalaming diz'yunksiyasi sxemaning o'tkazuvchanlik funk
siyasiga teng kuchli ekanligini ham isbot qllish mumkin. Bularga asosan, 
sxemaga qarab uning o'tkazuvchanlik funksiyasini yozsa bo'ladi. 

Bundan keyin bo'yalmagan doiracha bilan sxemaning kirishi va qora 
rangli doiracha bilan sxemaning chiqishini belgilaymiz. 

3- m i sol. 10- shaklda berilgan sx.emalaming 0 'tkazuvchanlik 
funksiyalarini topaylik. 

a)x)'t v tyt v xz v tz v yxt v yxyz = ytv xzv tz v ,vxt, 
b) X:}X v xtx v x:yiyx v Xf)ix v x:v.r v xix v xzvti v x:vry,X = 0 , 
d) xy V tlt V XZU v tzy 

formulalar mos ravishda 10- shaklning a), b) va d) qismlarida tasvirlangan 
sxemalarning o'tkazuvchanlik funksiyalari bo'lishini ko'rsatish qiyin 
emas. _ 

Endi teskari masalani ko'raylik, ya'ni berilgan funksiyaga qarab uni 
realizatsiya qiladigan sxemani yasash masalasini ko'ramiz. Buning uchun }' -ooy -w

Y 
funksiyani DNSh ko'rinishiga keltiramiz. DNSh 
ifodasidagi har bir 

t _ 0, 0, ~ Ok 1 t 
.:. Xl x2 -x)· ... xk e emen ar 

kon'yunksiyaga mos ra-
y XC U vishda bitta ketma-ket 

ulangan kontaktlami mos 
qo'yamiz (9- shakl). Bun-a b d 

10- shakl 
143 



dan keyin hamma kirishlarni va chiqishlarni mos ravishda aynan 
tutashtiramiz. Hosil qilingan sxema DNSh ko'rinishidagi funksiyani 
realizatsiya qiladi. 

4- misol. Berilgan a) (yvz)~xy, b) zyHxy, d) (x+y+z) 
funksiyalarni kontakt sxemalar orqali realizatsiya qilaylik. Buning uchun 
berilgan funksiyalarni DNSh ko'rinishiga keltiramiz: 

a) (yvz)-7xy=yvzvxj7=yzvxy (II-ashakl); 
- -

b) zjl H yx= (zjl v yx)(zjiv yx) =(zv yv yx)(zYv yv x) = 

= (z v y)(yv x) = zyv zxv yx (ll-b shakl); 

d) x + Y + z = xyz v xyz v xyz v xyz (I J-d shakl) .• 

Biz yuqorida DNSh ko'ri- y 

nishdagi funksiyani kontakt § 
sxema orqali realizatsiya qi- O' 7 ~7 -; . ,\ 

lishni ko'rdik. Tabiiyki, KNSh x . 
ko'rinishdagi funksiyani ham _ Z -_ 
k k I· I' x v v r -onta t sxema orqa 1 rea lza- v v r 
tsiya qilish mumkin. Buning a b % 
uchun, birinchi navbatda, har 
bir e1ementar diz'yunksiya-

11- .I'hakl 

lami realizatsiya qiladigan ~XC 
sxemalar tuzamiz (12- shakl). X:' ~ .. ~ 
Ikkinchi navbatda, elementar ~ 
diz'yunksiyalarga mos kelgan 
sxemalardan bittasining chi- xk 

qishini ikkinchisining kirishi- 12- shakl 13- s/wkl 

ga, ikkinchisining chiqishini uchinchisining kirishiga va hokazo ulab 
chiqamiz (13- shakl). Birinchisining kirishi kontaktli sxemaning kirishi va 
oxirgisining chiqishi sxemaning chiqishi bo'ladi. Hosil qilingan sxema 
KNSh ko'rinishdagi funksiyani realizatsiya qiladi. 

5- m i sol. Yuqorida keltirilgan algoritmdan foydalanib, a) 
(y V z) xy, b) <y HXy va d) x + y + z funksiyalarni kontaktli sxe-
malar orqali realizatsiya qi-lish kerak bo'lsin. 

a)J;(x,y,z)=(yvz)~x:Y funksiyani KNSh ko'rinishga keltiramiz 
va uni soddalashtirish uchun tanish bo'lgan ushbu 

x v xy = x, x (x v y) = x , 
x v xy = x v y , x v xy = X v y , 

x(xvy)=xy, x(xvy) = x): 

teng kuchli formulalardan foydalanamiz: 
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J;(x,y,Z) = yv ZV xy = yz v xy = y(zv x) (l4-a shak\), 

b) f2(X,y,Z) = zy H yx = (zyv yx)(yxv zji) = 
= (z v y v yx)(x v yv zji) = (z v y)(xv y) (14-b shakl), 

d) h =x+ y+z=(xv yv z)(xvyvz)(xv YVZ)A 

A(XVYVZ) (14-d shakl) .• 

Parallel-ketma-ket ulash natijasida hosil qilingan sxemalar klassini 
induktiv tarzda ifodalaylik. 

2- t a ' r if. Bir kontaktdan iborat sxema elementar sxema deb alaladi. 
Elementar sxemalarning ayrimlarini chekli son marta parallel va ketma
ket ulash natijasida hosil bo'lgan kontakt sxema parallel-ketma-ket 
sxema yoki P -sxema deb ala/adj. 

Z Y 

= x y x 
a b 

y y-~ 
Z x x x 

d 

14- shakl 

Ravshanki, e1ementar sxernalardan har qanday usul bilan yasalgan P
sxemaga diz'yunksiya, kon'yunksiya va inkor amallari bilan ifodalangan 
o'tkazuvchanlik funksiyasi mos keladi va, aksincha, har qanday shunday 
funksiya uchun rna'lum P -sxerna yasash murnkin. 

Ta'kidlayrnizki, har qanday kontakt sxema P -sxema bo'la olmaydi. 
6- m i sol. B~ilgan .t; (x, y, z, t) = (x v ft)(xyv zt) va !z(x,y,z,t) = 

= (x (y V :2) V t ) x funksiyalar uchun P -sxernalar yasash talab 
qilingan bo'lsin. 

a) x. y, Z, t, z elementar formulalami realizatsiya qiladigan 
elementar sxernalami tuzamiz (15- shakl). 

x )' 
o • 00-----'------.. 0 

z I 
• 0 • 0-0-__ 

15- shakl 
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x va y o'zgaruvchilarga mos kontaktlar ikki donadan bo'lishi kerak. 
Endi kontaktlarni ketma-ket ulab, yz, ."\)' va zt elementar kon'yunk
siyalarni realizatsiya qiiamiz (16- shakl). 

y Z x Y z t 
o • 0 • 

16- shakl 

Uchinchi qadamda, parallel ulashdan foydalanib, x v yz va 
xy v zt funksiyalarni realizatsiya qilamiz (17- shakl). 

y 

xv vz""";7 
V 7 

Xl'V zt 

17- 5hakl 

Hosil qilingan sxemalarni ketma-ket ulab, beriigan ,I; (x, y, z, t) 
funksiyani realizatsiya qiladigan P -sxemaga ega bo'lamiz (18- shakl). 

b) f2(X,y,z,t) funk
siyani realizatsiya qiladi-

r gan P -sxema 19- shakl-
0.--------,.< ning a), b) va d) qism-

larida ko'rsatilgan .• 

18- shakl 

x Y z t 
a 0 • 0---'" 0---.... 0...----.... 0---'" 

x 

y y y 

z z t 
Y 

x x 
d 

t 

19- shakl 
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8.8. Kontakt sxemalarni minimallashtirish muammosi 

Mimmal sxema. Sxemalarm minimal/ashtirish muammosi. Mimmal sxema bo '/ish 
sharti. She/mon jill1ks~l'a.\i. Kontaktlar sonini haholash 

8.8.1. Minimal kontaktIi sxema tushunchasi. Ma'lumki, bitta 
funksiyaning o'zini har xiI kontaktli sxemalar orqali realizatsiya qilish 
mumkin, chunki funksiyaning DNSh (KNSh) ko'rinishi yagona emas. 
Funksiyani kontaktli sxema orqali realizatsiya qilishda, tabiiyki, sxemada 
ma\jud bo'lgan kontaktlar soni mumkin bo'lguncha eng kam bo'lishiga 
yoki, hcch bo'imaganda, shu eng kam sondan salgina ortiqroq bo'lishiga 
intilamiz. Bitta o'tkazuvchanlik funksiyasiga ega bo'igan hamma sxemalar 
ichida mumkin bo'lguncha eng kam sonli kontaktga ega bo'lgan sxema 
minimal sxema deb ataladi. 

Mantiq aigebrasi funksiyalarini minimal sxemalar orqali realizatsiya 
qilish muammosini yechish juda katta i1miy-amaliy ahamiyatga ega 
bo'lgan dolzarb muammodir. Afsuski, aniq sxemalaming minimal sxema 
ekanligini isbotlash ayrim hollardagina mumkin. 

Sxemalami minimallashtirish muammosi mantiq algebrasi funksiya
larini minimallashtirish muammosi bilan chambarchas bog'langandir. 

Ayrim hollarda berilgan sxemaning minimal sxema ekanligini ko'rsa
tadigan xususiyatlami topish mumkin. Buni misollarda ko'raylik. 

Agar birorta o'zgaruvchi funksiyaning soxta emas (muhim) argumenti 
bo'lsa, u holda ushbu funksiyani realizatsiya qiladigan sxemada kamida 
o'sha o'zgaruvchiga mos keladigan bir dona kontakt mavjud bo'lishi 
kerak. "Ko'prikcha" realizatsiya qiladigan o'tkazuvchanlik funksiyasi 
l(x,y,z,u,t)=.xyvtuvxzlIvtzu bo'ladi. Bu funksiyaning hamma 

x,y,z,t,u argumentIari muhim argumentlardir (masalan, t = Z = U = 0, 

y = 1 bo'iganda, funksiyaning qiymati x ga bog'liq, x = u = 1 bo'iganda 

funksiyaning qiymati z ga bog'liq bo'ladi va hokazo). Sxemada bu 
argumentlarga mos kelgan kontaktlar bir martadan qatnashgan. Demak, 
"ko'prikcha" sxemasi minimal sxemadir. 

Shunday qilib, agar sxemadagi kontaktlar har xii o'zgaruvchilarga mos 
kelsa va bu o'zgaruvchilar o'tkazuvchanlik funksiyasining muhim 
argumentlari bo' Isa, u holda sxema minimal sxema bo'ladi. 

Endi 1- shaklda ifodalangan sxema minimal sxema bo' Iishmi 
kO'rsataylik. 

Berilgan ixtiyoriy sxemada x, o'zgaruvchiga mos bo'lgan kontaktlar 
faqat musbat kontakt bo'lsin. U holda l(x" Xl' ... ' xJ o'tka7uvchanlik 

147 



x x 

yo 
yo yo 

1- shakl 

funksiyasi uchun f(X I ,X2 , ... ,X
I1

) ~ f(O,x 2 , ... ,Xn ) munosabat hamma 
X 2 , ... , Xn uchun bajariladi (agar sxemada ayrim kontaktlar ulangan bo'lsa, 
u holda sxemada o'tkazuvchanlik yo'qolmaydi). Xuddi shu kabi, agar 
Xl ga faqatgina manfiy kontaktli kontaktlar mos kelsa, u holda 

f(1,x 2 ,···,xn )::;; f(O,x 2,···,x,,) 

munosabat hamma x2,x3"",xn uchun bajariladi. 
Shunday signallar majmui (a 2 ,a3 , ••• ,a l1

) mavjud bo'lsinki, 
f(1,a 2 , •.. ,a,,) < f(O,a 2 , •.• ,an ) bajarilsin. U holda .f funksiya Xl 

argument bO'yicha o'smaydi va f funsksiyani realizatsiya qiladigan har 
qanday sxemada Xl ga mos bo'lgan manfiy kontakt bor deb aytamiz. 

Xuddi shu kabi, (/32"'" /3,,) majmua uchun 

f(1,/32,···,/3,,) > f(O,/32,· .. ,/3n) 
bajarilsa, u holda f funksiya Xl argument bo'yicha l>amaymaydi va .f ni 
realizatsiya qiladigan sxemada XI ga mos musbat kontakt bor deb aytamiz. 
Agar f funksiya Xl argument bo'yicha na kamayuvchi va na o'suvchi 

_funksiya bo'lsa, u holda f funksiyani realizatsiya qiluvchi sxemada XI 

argument bo'yicha ham manfiy, ham musbat kontaktlar mavjud bo'ladi,2:
shakldagi sxemada o'tkazuvchanlik funksiyasi f = XIX2 ... x" V Xl x2",x II 

ko'rinishda bo'ladi. a z = a 3 = ... = a" = ° da .f funksiya Xl argumenti 
bo'yicha o'suvchi bo'lmaydi va /32 = /33 = ... = /3" = 1 da kamayuvchi 
bo'lmaydi. KO'rilayotgan funksiya hamma argumentlariga nisbatan 
simmetrik bo'lgani uchun, qolgan hamma argumentlari bO'yicha ham 
o'suvchi va kamayuvchi funksiya bo'lmaydi. Ko'rilayotgan sxemada har 
bir o'zgaruvchiga musbat va manfiy kontakt to'g'ri kelgani uchun bu 
sxema minimal sxema bo'ladi. 

Demak, agar sxemada har bir 0 ':;garuvchiga bittadan musbaf va 
manjiy kontakt mos kelib. funksiyaning hamma argumentlari muhim 
argumentlar bo 'Zsa va bu 0 'zgaruvchilar bo :vicha funksiya 0 'suvchi ham 
kamayuvchi ham bo'lmasa, u holda sxema minimal sxema bo'ladi. 

f = X IX 2 ... X" V Xl X2"'X" funksiyani realizatsiya qiladigan 2- shakldagi 

sxemadan farq qiladigan minimal sxema tuzish talab qilingan bo'lsin. 
Buning uchun f funksiyani 
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f = (Xl V X 2 )(X2 V X3 )(X3 V X 4 )···(Xn _ 1 V XJ(Xn V Xl) 

ko'rinishdagi KNShga keltiramiz va um realizatsiya qiladigan sxema 
minimal bo'ladi. 

X. x, Xli 

2- shakl 

Demak, bitta funk-siyani har xiI minimal sxemalar orqali realizatsiya 
qilish mumkin ekan, ya 'ni minimal sxema yagona emas. 

P -sxemalar to'plamida (sinfida) ham minimal sxemalar mavjud 
bo'ladi. "Minimal P -sxema hamma sxemalar sinfida ham minimal sxema 
bo'la oladimi yoki yo'qmi?" degan savol tug'iladi. 

"Ko'prikcha" minimal sxemasi orqali realizatsiya qilingan 
f = xy V tu V xzu V tzy funksiya uchun 5 kontaktli P -sxema mavjud 

emasligi qo'yilgan savolgajavob beradi. 
f(xp ... ,xn) mantiq algebrasining funksiyasi bo'isin. L(f) orqali uni 

realizatsiya qiladigan minimal sxemadagi kontaktlar sonini va Lp(f) 
orqali P -sxemadagi kontaktlar sonml belgilaymiz. U holda 
L(f) ~ Lp(f) bo'ladi. 

maxL(f) = L(n) va max Lp(f) = Lp(n) lar Shennon' funksiyalari 
deb aytiladi. 

n argumentli f(xl' ... ,x,J funksiyani sxema orqali realizatsiya qilish 
uchun zarur bo'igan maksimal va mini:nal kontaktlar sonini topish 
masalasi katta amaliy ahamiyatga ega ekanligi hammamizga ma'lum. 
I1miy izlanishlar hozirgi vaqtda 
quyidagi bahoni beradi: 

2" 
-<L(n)~3·2n-'-2. 
n 

Muammoli masala va topshiriqlar 

1. Har bir sxemada chekli sondagi muhim zanjirlar mavjud bo'lishini 
ko'rsating. 

I Shennan Klod Eh ud (Shannon Claude Elwood, 1 <.) 16-200 I) - A()Sh muhandlsl, matematlgl. 
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2. Muhim zanjirlarga mos keluvchi kon'yunksiyalaming diz'yunk
siyasi sxemaning o'tkazuvchanlik funksiyasiga teng kuchli ekanligini ham 
isbot qilish murnkinligini ko'rsating. 

3. Quyida berilgan funksiyalami realizatsiya qiladigan rele-kontaktli 
sxemalar yasang: 

a)x+y+z; b)(X~y)HZ; d) (xy v ':) ~ t ; 

e) x ~ y ~ z; f) (xv y) HZ; g) x.: ~ y; 

h) (x H .V) ~::; i) (x H y) Hz; j) (x~y)v.:. 

4. Har bir sxemada chekli sondagi muhim zanjirlar mavjud bo'lishini 
isbot qiling. 

5. Muhim zanjirlarga mos keluvchi kon'yunksiyalaming diz'yunk
siyasi sxemaning o'tkazuvchanlik funksiyasiga teng kuchli ekanligini isbot 
qiling. Misolning natijasiga asosan, sxemaga qarab uning o'tkazuvchanlik 
funksiyasini yozing. 

6. Har qanday kontakt sxema P -sxema bo'la olmasligini isbotlang. 
7. Quyidagi funksiyalami realizatsiya qiladigan P -sxemalami 

toping: 
a) ;;(x,y,z)=x~y~z, b) f2(X,y,Z)=XHyHz, 
d) f3(X,)',Z,t)=(.\yvt)H(iy~z), 
e) h,(x,y,z,t) = (x v y v z)(iv yv f)(xt v yz). 
8. 3- shaklda ko'rsatilgan sxema ("ko'prikcha") P -sxema bo'la 

olmasligini isbotlang. 
9. Agar quyidagilar aniq bo'lsa, u holda to'rtta talabadan qaysi biri 

imtihon topshirgan: 
1) agar birinchi talaba imtihon topshirgan bo'lsa, u holda ikkinchisi 

ham topshirgan; 
2) agar ikkinchi talaba imtihon topshirgan bo'lsa, u 

holda uchinchisi topshirgan yoki birinchisi top
shirmagan; 

3) agar to'rtinchi talaba imtihon topshirmagan 
bo'lsa, u hold a birinchisi topshirgan va lIchinchisi 
topshinnagan; 3- shakl 

4) agar to'rtinchi talaba imtihon topshirgan bo'lsa, u 
holda birinchisi ham topshirgan. 

10. To'rtta do'st - Safarov (S), Bekmurodov (B), Xo'jayev (X), 
Azizov (A) mehnat ta'tillarini to'rtta har xiI shaharda (Toshkent, Buxoro, 
Samarqand va Farg'onada) o'tkazishga kelishdilar. Quyidagi cheklashlar 
mavjud bo'lgan holda ulardan har birining qaysi shaharga borishini 
aniqlang: 
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I) agar S Toshkentga borrnasa, u holda X Buxoroga bormaydi; 
2) agar B Toshkentga ham, Farg'onaga ham bormasa, u holda S 

Toshkentga boradi. 
3) agar X Farg'onaga borrnasa, u holda B Samarqandga boradi. 
4) agar A Toshkentga bormasa, u holda B Toshkentga bormaydi. 
5) agar A Buxoroga borrnasa, u holda B Toshkentga borrnaydi. 
11. Tergoyehi bir vaqtda ueh guvohni - Donaqul, Toshpo'lat va 

Qosimni so'roq qildi. Ularning ko'rsatmalari bir-birinikiga qarama-qarshi 
edi va ularning har biri kimnidir yolg'onchilikda ayblardi: 

I) Donaqul Toshpo'latni yolg'on ko'rsatma berayapti deb ayblardi; 
2) Toshpo'lat Qosimni yolg'onehi deb ayblardi. 
3) Qosim tergovchini Toshpo'latga ham Donaqulga ham ishonmaslikka 

ehaqirardi. 
Ammo tergovehi ularga birorta ham savol bermasdan kim to'g'ri 

gapirayotganini aniqladi. Guvohlardan qaysi biri to'g'ri gapirayotgan edi? 
12. "Ueh talabadan qaysi biri matematik mantiqni o'qigan?" degan 

savolga ushbu to'g'ri javob olingan: "Agar birinehisi o'qigan bo'lsa, u 
holda uehinchisi ham o'qigan, ammo, agar ikkinehisi o'qigan bo'lsa, u 
holda uehinchisi ham o'qigan degani noto'g'ri". Kim matematik mantiqni 
o'qigan? 

Mustaqil ish/ash uchun savollar 

1. Musbat va manfiy kontaktli relelar bir-biridan mma bilan farq 
qiladi? 

2. Rele-kontaktli sxema orqali funksiya qanday realizatsiya qilinadi? 
3. Kontaktlarni parallel va ketma-ket ulashga qanday funksiya mos 

qO'yiladi? 
4. O'tkazuvchanlik funksiyasi nima? 
5. Muhim zanjir va P -sxemalar haqida nima bilasiz? 
6. Minimal sxema nima'? 
7. Kontakt sxemalarni minimallashtirish muammosini qanday hal 

qilish mumkin? 
8. Qanday shartlar bajarilsa, berilgan sxema minimal sxema bo'ladi? 
9. Shennon funksiyasi deganda nimani tushunasiz'? 
10. H07irgi vaglda kontaktlar sonini hahola"hning qanday formulasi 

bor? 



IX BOB 
MATEMATIK MANTIQ FUNK SlY ALARINI 

MINIMALLASHTIRISH MUAMMOSI 

Ushbu bobda matematik mantiq funksiyalarini minimallashtirish 
muammosi bayon etilgan. Minimal diz'yunktiv nonnal shakldagi 
(DNShdagi) funksiyalarni yasash uchun DNShni soddalashtirish, eng qisqa 
DNSh, qisqartirilgan DNSh, tupikli DNSh, Kvayn DNSh va minimal 
DNShni yasash algoritmlari hamda analitik va geometrik tarzdagi 
algoritmlarning ekvivalentligi ko'rsatiladi. 

9.1. Masalaning qo'yilishi 

Elementar kon 'yunksiyaning rangi. Mulohazalar algebrasi fimksiyalarini 
minimal/ashtirish muammosi. Soddalik indeksi va uning xususiyatlari. Minimal 

DNSh Eng qisqa DNSh. Trivial algoritm. Birma-bir ko '::dan kechirish algoritmi. 

9.1.1. Mantiq algebrasining funksiyalarini minimallashtirish 
muammosining dolzarbligi. Xalq xo'jaligi uchun muhim amaliy aha
miyatga ega bo'lgan ko'pchilik masalalami hal qilishda mantiq algebra
sidan foydalanish mumkin. Quyida shun day masalalardan biri mantiq a1-
gebrasining funksiyalarini minimallashtirish muammosi sifatida qaralgan. 

1- t a ' r if. Ushbu 

K - er, er, er ( b '/ J' .) - XI • XI .••.• XI' Y:j:. J1 0 ganua ly :j:.l" 
1 2 r ,.... 

(1) 

ifoda elementar kon 'yunksiya deb ata/adj. r son elementar kon 'yunk
siyaning rangi deyiladi. Konstanta 1 ni rangi 0 ga teng bo '/gan elementar 
kon 'yunksiya deb hisoblaymiz. 

2- t a ' ri f. Ushbu 
s 

D = v K,(i:j:. j bo'[ganda K, :j:. K) 
1;1 

(2) 

ifoda diz'yunktiv normal shakl (DNSh) deb ataladi, bu yerda K,- rangi 

i ga teng bo '/gan elementar kon 'yunksiya. 
Ma'lumki, D diz'yunktiv nonnal shakl mantiq algebrasining ma'lum 

bir l(x l ,x2 , ••• ,xn ) funksiyasini realizatsiya qiladi va mantiq algebrasining 

berilgan funksiyasi bir nechta DNSh ko'rinishida ifodalanishi mumkin. 
152 



Mantiq algebrasining har qanday l(xp x2 , ... ,x
lI

) (1::1- 0) funksiyasini 

DNSh ko'rinishiga keltirish mumkinligini, ya'ni 
D = l(xp x2 , ••• ,xJ (3) 

III bobda ta'kidlangan edi. 
Bunday DNSh sifatida I funksiyaning mukammal diz'yunktiv normal 

shaklini (MDNSh) olish mumkin, ya'ni 

D= v 
((jl'C1 2 , .an ) 

{((J\,(J2' .... (J" )=1 

(4) 

1- misol. I(Xp X 2 ,X3 ) funksiya 1- chinlik jadvali bilan berilgan 

bo'lsin. 
1-Jadval 

Xl Xl X3 I(xp X 2 ' X3 ) XI X 2 X3 I(X"X2 ,X3 ) 

0 0 0 1 1 0 0 1 
0 0 I 0 I 0 I I 
0 1 0 0 1 1 0 1 
0 I I 0 1 1 1 1 

D, = X, X 2 X3 V X, X 2 X3 V X, X 2X 3 V X,X 2 X3 V X,X 2 X3 (5) 

MDNSh ko'rinishida ifodalanishi murnkin. 
Ikkinchi tarafdan, shu funksiyaning o'zini 

D z =x2 X3 V XI (6) 

DNSh ko'rinishida ham ifodalash murnkin (chinlik jadvali orqali 
aniqlashni o'quvchiga havola etamiz). 

Agar D] bilan D2 ko'rinishlarini taqqosiasak, u holda D] ifodasida 
15ta o'zgaruvchi simvollari va 5ta elementar kon'yunksiyalar 
qatnashayotganligini, Dl ifodasida esa, 3 ta o'zgaruvchi simvollari va 2 ta 
elementar kon'yunksiyalar qatnashayotganligini ko'ramiz. Demak, Dz 
formula o'zgaruvchilar simvoli (elementar kon'yunksiyalar) soniga 
nisbatan D] DNShga qaraganda soddaroq formula hisoblanadi. 

Agar D, va Dz ko'rinishdagi funksiyani: 
a) kontaktli sxema orqali realizatsiya qilsak, u holda D1 DNShni 

realizatsiya qilish uchun 15 ta kontakt, D2 DNShni realizatsiya qilish 
uchun esa 3 ta kontakt talab qilinadi; 

b) nol taktli funksional elementlardan yasalgan sxema orqali 
realizatsiya qilsak, u holda D] ni realizatsiya qilish uchun 21 dona 
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funksional element va D, ni realizatsiya qilish uchun 4 dona funksional 
element sarf bo' ladi; -

d) bir taktli funksionaI elementlardan yasalgan ko'p taktli to'g'ri sxema 
orqali realizatsiya qilish talab qilinsa, u holda D

J 
ni realizatsiya qilish 

uchun 33 dona funksional element, shu jumladan, 12 dona ushlab turish 
elementi va D2 ni realizatsiya qilish uchun 6 dona, shu jumladan, 2 dona 
ushlab turish elementi kerak bo'ladi. 

Bu mulohazalaming chinligini isbotlashni o'quvchiga havola etamiz. 
Demak, D

J 
DNShni realizatsiya qiladigan sxemaning (qanday sxema 

bo'lishidan qat'i nazar) tannarxi D2 DNShni realizatsiya qiladigan 
sxemaning tannarxidan ancha qimmat (ortiq) turadi. _ 

I- misoldan ko'rinib turibdiki, mantiq algebrasining funksiyalarini 
minimallashtirish muammosi ko'pchilik hollarda (jumladan, xalq xo'jaligi 
uchun) katta amaliy ahamiyatga egadir. 

Bu masalani hal qilish uchun DNShning "murakkabligini" ifodalovchi 
L(D) soddalik indeksi tushunchasini kiritamiz. 

L(D) funksional uchun qo'yidagi aksiomalaming bajarilishini talab 
qilamiz. 

T. Manfiy emasligi haqidagi aksioma. Har qanday DNSh uchun 
L(D) "? O. 

II. Monotonligi haqidagi aksioma (ko'paytmaga nisbatan). Agar 
D = D J 

V x/cr
, K J bo'lsa, u holda 

L(D)"? L(DJ v KJ). (7) 

III. Qavariqligi haqidagi aksioma (qo' shishga nisbatan). Agar 

D = D J V D2 va DJ 1\ D2 == 0 bo'lsa, u holda 

L(D)?L(DJ)+L(D2 ). (8) 
IV. InvariantIik haqidagi aksioma (izomorfizmga nisbatan). Agar R J 

DNSh R DNShdan o'zgaruvchilami qayta nomlash (aynan tenglashti
rishsiz) usuli bilan hosil qilingan bo'lsa, u holda L(D) = L(D). 

Diz'yunktiv normal shakllar uchun soddalik indekslari deb ataluvchi 
quyidagi belgilashlami kiritamiz: 

1. Lh(D) - berilgan D DNShdagi o'zgaruvchilar harflarining soni. 
2. Lk (D) - berilgan D DNShdagi elementar kon 'yunksiyalar soni. 
3. L, (D) - berilgan D DNShdagi inkor ( -,) simvollari soni. 
Lh(D), Lk(D) va L,(D) indekslar yuqorida keltirilgan aksiomalarni 

qanoatlantiradi. 
2- misol. 1- misoldagi D) va D2 DNShlar berilgan bo'lsin. 

Ravshanki, L,,(~)=15 va Lh(D2 )=3, ya'ni D2 DNSh o'zgaruvchilar 
harflarining soni indeksiga nisbatan D

J 
DNShga qaraganda soddaroqdir. 
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D, va D2 DNShlar uchun Lk(D,) = 5 va Lk(DJ = 2 bo'lgani uchun 
D2 DNSh elementar kon'yunksiyalar soni indeksiga nisbatan ham Dl 
DNShga qaraganda soddaroqdir. L,(DI )=6 va L,(D2 )=2, ya'ni D2 
DNSh inkor simvollari soni indeksi uchun ham Dl DNShga nisbatan 
soddaroq ekan. _ 

Ma'lumki, {Xl' Xl"'" Xn} o'zgaruvchilar to'plamidan 3" ta elementar 
kon'yunksiya tuzish mumkin ("bo'sh" kon'yunksiyaga 1 konstanta mos 
qilib qo'yilgan)." Bundan o'z navbatida {xP x2 , ..• ,xn } to'plam 
elementlaridan 2 3 ta diz'yunktiv normal shakl tuzish mumkinligi kelib 
chiqadi. 

3- t a' ri f. Agar I(x" Xl , ... , x,,) funksiyani realizatsiya qiluvchi 
DNSh L(D) indeksga nisbatan minimal bo'lsa, u holda bunday DNSh 
L ga nisbatan minimal DNSh, Lk indeksga nisbatan minimal bo'lgan 
DNSh eng qisqa diz 'yunktiv normal shakl deb ataladi. 

Bundan keyin L" indeksga nisbatan minimal bo'lgan DNShni minimal 
diz'yunktiv shakl deb ataymiz. 

3- m i sol. 1- misoldagi D, va D2 DNShlami tahlil qilamiz. D2 
DNSh minimal DNShdir, chunki ushbu DNSh orqali ifodaJangan 

I(XI'X2 ,X3 ) funksiyaning x"Xl ,X3 argumentlari muhim (soxta emas) 

argumentlardir. Shuning uchun uni uchtadan kam harf bilan ifodalash 
mumkin emas. 

D2 DNSh eng qisqa DNShdir, chunki ushbu DNSh bilan ifodalangan 
f(x 1 , x 2 ' x 3 ) funksiya har qanday elementar kon'yunksiyadan farq qiladi. 

D2 DNSh L, indeksga nisbatan ham minimal DNShdir, chunki ushbu 
DNShbilanifodalangan !(x"Xl ,X3 ) funksiya Xl va X3 o'zgaruvchilari 
bO'yicha o'suvchi funksiya emas va demak, uni ikkita inkordan kam inkor 
qatnashgan DNSh ko'rinishida ifodalash murnkm. _ 

Shunday qilib, asosiy muammo matematik mantiqning ixtiyoriy 
{(XI' X 2 , ••• , x,,) funksiyasi uchun L indeksga nisbatan minimal 

diz'yunktiv normal shaklni topishdan iboratdir. Bu muammo matematik 
mantiq funksiyalarini minimallashtirish muammosi deb ataladi. 

9.1.2. Matematik mantiq funksiyalarini minimallashtirish 
muammosini hal qilish algoritmining mavjudligi. Bu bobda matematik 
mantiq funksiyalarini mimmallashtirish muammosini hal qilish usullari 
bilan shug'ullanamiz. Avvalo bu masala yechimining trivial aJgoritmi 
mavjudligini ta'kidlaymiz. Bu algoritm birma-bir ko'zdan kechirish 
algoritmi deb yuritiladi va quyidagi 4 bandda ifodalangan jarayonlami 
bajarishni taqozo qiladi. 
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l. {Xp X2, ... ,XJ o'zgaruvchilar to'plamida barcha 2
l

" ta ~,D2, ... ,D'Jn 
diz'yunktiv normal shakllarni rna'ium tartibda tuzamiz. ~ 

2. Bu DNSh lardan !(xl'x2 , ••• ,xn ) funksiyani realizatsiya qiladigan 
DNShlarni ajratib olamiz. 

3. Ajratib olingan DNShiar soddahk indekslarining (L", Lk , L, ) 
rniqdorlarini hisoblaymiz. 

4. L", Lk , L, indekslar miqdorlarini bir-biri bilan taqqoslash yo'li 
bilan L ga nisbatan minimal bo'lgan DNShni topamiz. _ 

Keltirilgan algoritmni amaliy realizatsiya qilish uchun juda ham ko'p 
mehnat talab etiladi, chunki kamida 2 3

" ta sodda amalni (operatsiyani) 
bajarishga to'g'ri keladi. Masalan, n = 3 bo·lganda, !(Xp X2,X3) 
funksiyani realizatsiya qiladigan L indeksga nisbatan minimal diz'yunktiv 

3" 3 J 

normal shakllarni topish uchun kamida 2 = 2 = 134 217 728 ta 
amalni bajarishga to'g'ri keladi. Shuning uchun n ~ 3 dan boshlab bu 
algoritmdan foydalanish (hattoki tez hisoblah imkoniyatiga ega bo'igan 
hozilrgi zamon hisoblash rnashinalarini ishlatganda ham) mantiqqa to'g'ri 
kelmaydi. Bu algoritmdan faqatgina n = 1 va n = 2 bo'igan hollar uchun 
foydalanish mumkin. 

Demak, umuman olganda, birma-bir ko'zdan kechirish algoritmi 
minimal diz'yunktiv normal shaklni topish masalasida amaliy yordam 
bermaydigan algoritmdir. Shuning uchun mantiq algebrasi funksiyasini 
minimallashtirishning boshqa usullarini izlashga to' g'ri keladi. 

9.2. Diz'yunktiv normal shaklni soddalashtirish va tupikli DNSh 

DNShni soddalashtlrishmng ikki xi/yo·Ii. Elementar kon :vunksiyani 
chetlashtirish jarayoni. Ko 'paytuvchini chetlashtirish jarayoni. Tupikli DNSh. 

Minimal DNShga keltinsh. 

9.2 • 1. Tupikli DNSh. Mantiq algebrasining DNShdagi ixtiyoriy D 
forrnulasi uchun 

D = DI V K , D = DI V x~' KI, (1) 

bo'isin, bu yerda DI - biror DNSh, K - berilgan D formulaning biror 
elementar kon'yunksiyasi, x,

a
, - shu K elementar kon'yunksiyaning 

birorta (i indeksli) ko'paytuvchisi, Kt K ning qolgan ko'paytuvchilari, 
ya'ni K = <' KI. DNShni soddalashtirishning ikki xiI yo'lini (tipini) 
ko'rib o'taylik. 

I. Elementar kon 'yunksiyani chetlashtirish operatsiyasi. D 
DNShdan DI DNShga o'tish uchun K elemcntar kon 'yunksiyani 
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chetlashtirish kerak. Bunday o'zgartirish D = D1 bo'lganda va faqat 
shundagina mumkin. 

II. Ko'paytuvchini chetlashtirish operatsiyasi. D DNShdan 
D1 v K' DNShga o'tish operatsiyasi. Buni bajarish uchun K elementar 
kon'yunksiya ifodasidan x~' kO'paytuvchini chetlashtirish kerak. Bu 
almashtirish D = D' V K1 bo'lganda aniqlangan. 

1 - t a ' r if. J va II almashtirishlar yo'llari bi/an soddalashtirish 
mllmkin bo'lmagan D DNSh (J va II almashtirishlarga nisbatan) tupikli 
DNSh (TDNSh) deb ataladi. 

1 - m is 0 I. D = X 2 X3 V Xl ON Sh I va II almashtirishlarga nisbatan 
tupikli DNShdir. _ 

(1) va monotonlik aksiomaslga asosan L(D') :::; L(D) va 
L(D' v K1 ) :::; L(D) bo'ladi. Shuning uchun TDNShlar orasida har doim 
minimal diz'yunktiv normal shakllar mavjud bo'ladi. 

9.2.2. Diz'yunktiv normal shaklni soddalashtirish. Endi yuqorida 
keltirilgan ikkita almashtirish asosida berilgan I, (x, ' X 2' X 3) DNShni 
soddalashtirish algoritmini kelttramiz. 

1. it (x" x~, x 1 ) funksiyani ifodalovchi biror ONShni dastlabki DNSh 

sifatida olamiz. Masalan, shunday DNSh sifatJda uning mukammal 
diz'yunktiv normal shaklini olamiz (chunki chinlik jadvali asosida uni 
formula orqali osongina yozish mumkin). 

2. Dastlabki diz'yunktiv nom1al shaklda qO'shiluvchilami va har bir 
qo'shilU\chidagi kO'paytuvchilami tartibga solamiz. Bu tartiblash bilan 
ONSh ko'nmshi beriladi. 

3. Chapdan o'ngga qarab DNSh ko'rinishi ko'rilib o'tiladi. Navbatdagi 
K, (i = 1,2, ... , n) elementar kon 'yunksiyaga nisbatan K, elementar 
kon'yunksiyani chetlashtirish operatsiyasi qo'llaniladi. agar bu mumkin 
bo'lmasa, u vaqtda chapdan o'ngga qarab K = x O

, x O
, ••• x o

, elementar 
1 '\'2 " 

kon'yunksiyalarning < (v = 1,2, ... ,r) ko'paytuvchi hadlari ko'rib 
chiqiladi va ularga nishatan mumkin bo'lgunga qadar x~' kO'paytuvchini 
chetlashtirish operatsiyasi qo'llaniladi. Shundan so'ng keyingi elementar 
kan'yunksiyaga o'tiladi. 

Oxirgi elementar kon 'yuknsiyani ishlab chiqqandan keyin, hasil 
bo'lgan DNSh yana qaytadan chapdan o'ngga qarab ka'rib chiqiladi va 
elementar kon'yunksiyani chetlashtirish operatsiyasi sinab ko'riladi. 
Natijada izlangan diz'yunktiv normal shaklga ega bo'lamiz. _ 
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1- teo rem a. Soddalashtirish algoritmini qo '/lash natijasida hosil 
qilingan diz :yunktiv normal shakl (I va 11 almashtirishlarga nisbatan) 
minimal DNSh bo 'ladi. 

2 - m i sol. Chinlik jadvali vositasida berilgan (1- jadval) 

f(X"X 2 ,X3 ) funksiyaniko'rib o'taylik. 

d I -JU va 

XI Xl X3 f(X I ,X2 ,X3 ) XI X 2 X3 f(X I ,X2 ,X3 ) 

0 0 0 1 1 0 0 1 
0 0 1 1 1 0 1 0 
0 1 0 0 1 1 0 1 
0 1 1 1 1 1 1 1 

f(X"X 2 ,X3 ) funksiya uchun dastlabki DNSh sifatida MDNShni 

olamiz va ikki tartiblashni o'tkazamiz: 

D"= XI Xl X3 V X3 XI X 2 V X 2 XI X3 V X IX 2 X 3 V X3 XI X 2 V XI X z X3 . 

Tartibga solingan D' DNSh uchun algoritmning ishlashini kO'ramlz._ 

1. XI x 2 X3 kon'yunksiyani chetlashtirish mumkin ~ma~ amm~ XI 

ko'paytuvchinl5hetlashtirish murnkin, chunki x2 X3 = XI x2 X3 V XI x2 X3 . 

Natijada x 2 X3 kon'yunksiyaga ega bo'lamiz, undan birorta ham 

ko'paytuvchini chetlashtirish mumkin emas. 

2. XI x 2 X3 kon'yunksiyani ham chetlashtirish mumkin emas. Bu 

kon 'yunksiyadan XI ko'paytuvchin~hetlashtirish mumkin emasligini 

osongina ko'rish mumkin, lekin x 2 kO'paytuvchiga nisbatan x 2 

ko'paytuvchini chetlashtirish operatsiyasini go'llash mumkin. XI X3 

kon'yunksiyani hosil gilamiz. Ko'paytuvchini chetlashtirish operatsiyasini 

ishlatib soddalashtirish mumkin emas. 

3. ~~l X3 kon'yunksiyani chetlashtirish mumkin, chunki 

XI x} = XI Xl X} V XI X2X} . 

_~ XI x 2 X3 kon'yunksiyani ham chetlashtirish mumkin. chunki 

x2 X3 =xlxd V XI x2 x3 · 

5. x, Xl X3 kon'yunksiyani chetlashtirish mumki~ emas, birog x 2 

kO'paytuvchini tashlab yuborish mumkin. Natijada XI X3 kon'yunksiyaga 
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ega bo'lamiz. Bu kon'yunksiyaga nisbatan ko'paytuvchini chetlashtirish 
operatsiyasini ishlatib, uni soddalashtirish mumkin emas. 

6. x, x 2 X3 kon'yunksiyani ham chetlashtirish mumkin emas, ammo 
undan x, ko'paytuvchini chetlashtirish mumkin. Natijada, x 2 X3 

kon 'yunksiyani hosiLqilamiz va uni boshqa soddalashtirish mumkin emas. 
Shunday qilib, x2 x~ v x, X3 V x, X3 V Xl X3 DNShni hosil qilamiz. Bu 

DNShga nisbatan kon'yunksiyani chetlashtirish operatsiyasini ishlatish 
natija bermaydi. 

Demak, soddalashtirish algoritmini ishlatish natijasida 

D, = Xl X3 V x, X3 V Xi X3 V x2 X3 (2) 

DNShni hosil qilamiz. Yuqorida keltirilgan hisoblashlar 2- jadvalda aks 
ettirilgan. 

Agar soddalashtirish algoritmini D" ga nisbatan ishlatsak, u holda 

D2 = x2 x, V x, x, V x, x:: (3) 

diz'yunktiv normal shaklga ega bo'lamiz. 
3- jadvalda D" ga nisbatan ishlatilgan soddalashtirish algoritmi 

ishining asosiy bosqlchlari keltirilgan. _ 
2- misoldan ko'rinib turibdiki, soddalashtirish aIgoritmi tatbiqining 

natijasi dastlabki DNShni qanday taI1iblashga bog'lig bo'lar ekan. 
:;-jadval 

IQadam tal1ib DNSh va kO'nlayotgan T ckslmilayotgan Operatslya 
raqaml tartlb kOIl '\'unkslya tun 

>-

1 Xl X 2 X3 V Xl X2 X3 V 

I 

- -- -
V XI x: X3 V Xl X2 X3 V X, 111 

---
VX,X:X3 VX1 X 2 X3 Xl X2 X, chetlashtirish 

i 
2 

i 
I Xl X3 V X, X2 X3 V 

I 
- -- -

V Xl X2 X3 V Xl X 2 X3 V X 2 ni 
I --
l V Xl X, X~ V Xl X, X3 Xl Xo X3 chetlashtirish 
I 3 X2 X3 V Xl X, V 

- -- -
V X, X2 X3 V X, X 2 X3 V x l x2 x3ni 

-
VXIX,X3VXIXoX, Xi Xo X3 chetlashtirish 

4 
X 2 X3 V Xi X3 V Xl Xl X3 V Xl Xl X3 111 --

- Xi X 2 X, chetlashtirish 
V Xl Xl X3 V Xl X2 X, 
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5 
x 2 X3 V XI X3 V x 2 ni -

- XI x 2 X3 chetlashtirish 
v XI x 2 X3 V XI x 2 X3 

6 
x 2 X3 V XI X3 v xlni 

- XI x 2 X3 chetlashtirish 
v Xl X3 Y XI X 2 X3 

7 
x 2 X3 y XI X3 V 

-
V XI X3 V x 2 X3 

Ikkinchi ko'rish yangi Algoritmning 
natija bermaydi ishi tugadi 

Masalan, Lh (DI)=8, Lh(D2 )=6, Lk (DI)=4, Lk {DJ=3, 
Lj (Dl )=4, LI(D2 ) =3 va bu yerdan Lh(DI)i'L,,(DJ, 
Lk(DI) i' Lk (D2 ) , LI{DI) i' L,{DJ munosabatlar kelib chiqadi. 

3-jadval 

Qadam tartib DNSh va ko'rilayotgan Tekshirilayotgan Operatsiya 
raqami tartib kon 'yunksiya turi 

1 Xl X2X3VX3XIX2 V -
Y X 2 Xl X3 Y XI X 2 X3 V Xl ni 

- -- ---
V Xl Xl X? Y X Xo X, Xl X? x , chetlashtirish 

2 X 2 X3 V X3 Xl X 2 V 

V X 2 XI X3 Y XI X 2 X3 V X3 ni 
- -- --

Y X , Xl X 2 Y Xl X, X, X, Xl X, chetlashtirish 

3 x 2 X3 Y XI x 2 V 

V x 2 XI X3 Y Xl X 2 X3 V X 2 ni 
-

Y X, Xl X 2 Y Xl X, X3 X 2 Xl X3 chetlashtirish 

4 x 2 X3 Y Xl X2 V xlni 

Xl X3 V XI X 2 X3 V Xl X 2 X3 chetlashtirish 
I - --

Y X3 Xl X 2 Y Xl X 2 X3 

5 X 2"'::3 V Xl X2 V 
-

V XI X3 V X2X3~_ -
X3 ni 

Y X3 XI X, Y XI X 2 X~ X3 XI X, chetlashtirish 
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-- I 

6 x 2 X3 V XI x 2 V -- I - x l x 2 x 3 ni I v XI x} V x 2 x} V --
-- XI x 2 X3 chetlashtirish I 

v XI x 2 V XI x 2 X3 

7 i x2 X3 V XI x 2 V -- qo'lianilmayd; j - x 2 X3 
V XI X3 V x 2 x} V XI x 2 

8 x 2 X3 V XI x 2 V -- XI x 2 m 
- X I X 2 chetlashtirish v XI X3 V x 2 X3 V XI Xl 

I 
9 x 2 X3 V XI X3 V - qo'llanilmaydi 

v x 2 X3 V XI x 2 
x, X3 

10 X2x3 VX,X} V x 2 X3 ni 

v x 2 x} V x, Xl 
X 2 X} chetlashtirish 

--
II x 2 X3 V x, X3 V x,x2 

XI x 2 
qo'llanilmaydi 

12 x2 X3 V x, X3 V x, x 2 
Algoritmning 

ishi tugadi 

"Istalgan f(x"x 2 , ••• ,x,,) funksiya uchun biror tartiblash oqibatida 
soddalashtirish algoritmini tatbiq etib minimal DNShni hosil etish 
mumkinmi yoki YO'qmi?" degan savol tug'iladi. Bu savolga quyidagi 
teorema javob beradi. 

2 - teo rem a. f( x, , X 2"'" XII) - matematik mantiq algebrasining 

" ixtiyoriy jimksiyasi (f =I:- 0) va D = V K, uning ixtiyoriy (/ va II 
,=1 

almashtirishlarga nisbatan) tupikli DNSh bo'lsin. U holda MDNShning 
shuriday tartiblashi mavjud bo'ladiki, llndan soddalashtirish algoritmi 
yordami bi/an D tupikli DNShni hosil qilish mumkin. 

Nat i j a. Tupikli DNShiar orasida ulhutta L indeksga nisbatan 
minimal DNShiar (hammasi bo '/ishi shart emas) mGl:Jud bo '/gani uchun, 
soddalashtirish a/gorilmi, MDNShni ma 'fum ravishda tartiblash 
natijasida, minimal DNShni ham topishga imkon yaratadi. 

Shunday qilib, minimal DNShni topish uchun MDNShni tartiblash 
kerak va unga nisbatan soddalashtirish algoritmini ishlatish kerak. 
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Teoremaning isbotidan l soddalashtirish algoritmi yordami bilan tupikli 
DNShlami mukammal DNShdan yasash uchun faqat kon'yunksiyalar 
ifodasida kO'paytuvchilar joylashishini variatsiyalash yetarligi kelib 
chiqadi. 

Hozirgi vaqtda kon'yunksiyalami DNSh ifodasidan chetlashtirish va 
kO'paytuvchilami kon 'yunksiyalar ifodasidan chetlashtirish mumkinligini 
tekshirishlar soni (MDNSh tartiblashning hamma turi bO'yicha) 

2( nlog%+l V . (n + 2)· 2n 

son dan ortiq emasligi isbotiangan. Bu son 2 3
" sondan ancha kamdir, ya'ni 

soddalashtirish algoritmi birma-bir ko' zdan kechirish algoritmidan 
yaxshiroq ekanligi ma'lum bo'ladi. 

Muammoli masala va topshiriqlar 

1. Ushbu bobning 1- paragrafidagi 1- chinlik jadvali bilan beril

ganf(xl'x2,x3) funksiyani X2X3VX1 DNSh ko'rinishda ifodalash 
mumkinligini ko'rsating. __ 

2. DI =x1 x 2 X3 V X 1X 2 X3 V Xt X 2X 3 V X tX 2 X3 V XjX2X3 va Dc =X2 X3 vX1 
DNShiar berilgan bo'lsin. Quyidagi mulohazalaming chinligini isbotlang. 
Agar DI va D2 ko'rinishdagi funksiyani: 

a) kontaktli sxema orqali realizatsiya qilsak, u holda D j DNShni 
realizatsiya qilish uchun 15 ta kontakt, D2 DNShni realizatsiya qilish 
uchun esa 3ta kontakt talab etiladi; 

b) nol taktli funksional elementlardan yasalgan sxema orqali realiza
tsiya qilsak, u holda D j ni realizatsiya qilish uchun 21 dona funksional 
element va D2 ni realizatsiya qilish uchun 4 dona funksional element sarf 
bo'ladi; 

d) bir taktli funksional elementlardan yasalgan ko'p taktli to'g'ri sxema 
orqali realizatsiya qilish talab etilsa, u holda D j ni realizatsiya qilish uchun 
33 dona funksional element, shu jumladan, 12 dona ushlab turish elementi 
va D2 ni realizatsiya qilish uchun 6 dona, shu jumladan, 2 dona ushlab 
turish elementi kerak bo'ladi. 

3. Quyidagi funksiyalami MKNShga keltirib, L iI , Lk , L, soddalik 
indekslarining miqdorini toping: 

a) J; = (xv y)v z) ~ «(xv y)(xv z)); b) f2 = x HZ; 
d) h =(x~ y)~z; e) h =x~(y~z). 

I 516JlOHCKHI1 C.B. BBe2J,eHHe B 2J,HCKpeTHYIO MaTeMaTHKY. M.: HaYKa. 1979.213-
sahifaga qarang. 
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4. Quyidagi funksiyalarni soddalashtirish algoritmidan foydalanib, 
minimal diz'yunktiv normal shaklga keltiring: 

a) .1; = xt_x2 v X,X3X4 v X 2X3X 4 ; b) 12 = X tX2X 3 V X tX 2X4 V X3X 4 ; 

d) h = X IX 2 V XIX} V X t X2 X3X 4 V X t X 2X 3X 4 . 

5. Diz'yunktiv normal shaklda berilgan quyidagi funksiyalarning 
tupik diz'yunktiv normal shaklini toping: 

a) (Xl v x2 V X3 )(XI V x2 V X 3 )(X2 v x3 ); 

b) (XI V X4 )(X2 V X3 v X4 )(XI V x2 v x3 ); 

d) (Xl V x2 V ~)(XI V X 4 )(X2 V X3 v x4 ). 

6. 5- bandda berilgan funksiyalaming har biri uchun minimal 
diz'yunktiv normal shaklni toping. 

7. Matematik mantiq funksiyalarini minimallashtirish muammosining 
amaliy ahamiyatini tushuntirib bering. Matematik mantiq funksiyalarini 
minimallashtirish masalasini yechishda trivial algoritmni qo'llash 
noqulayJigi nimadan iboratligini tushuntiring. 

Mustaqil ish/ash uchun savollar 

1. Matematik mantiq funksiyalarini minimallashtirish muammosi 
deganda nimani tushunasiz? 

2. Soddalik indeksi va uning xususiyatlarini bilasizmi? 
3. Minimal va eng qisqa DNSh qanday ta'riflanadi? 
4. Trivial algoritm tushunchasini bilasizmi? 
5. Nega birma-bir ko'zdan kechirish algoritmi qulay bo'lsada kam 

qo'l1aniladi? 
6. DNShni soddalashtirishning necha xiI yo'lini bilasiz? 
7. Elementar kon 'yunksiyani va ko 'paytuvchini chetlashtirish 

jarayonlari qanday jaroyonlar? 
8. Tupikli DNSh deganda nimani tushunasiz? 
9. Minimal DNShga keltirishda qanday muammolar bor? 

9.3. Minimallashtirish masalasining geometrik tarzda qo'yilishi 

Birlik kuhnmg hamma urhlari 10 'plami llrh n '/rhnv/i yoq N! to 'plan!. 

Interval. Tu 'plam qobig ·i. Tu 'plam qobig'i bilan junksiya orasidagi munosabaf. 

9.3.1. Birlik kub va uning elementlariga mos keladigan funksiya. 

Hamma {al>a 2 , ... ,a,J majmua to'plamini En bilan belgilaymiz. E" 

to'plamni birlik kubning hamma uchlari to'plami sifatida qarash mumkin. 
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Shu sababli En to'plam n o'lchovli kub, {al ,a2 , ••• ,lX
l1

} esa kub 

uchlari deb ataladi. 
n = 3 o'lchovli kub 1- shakldagidek tasvirlanishi mumkin. 
1- t a' r i f. a" ,a,~ , ... ,a" shllnday 0 va 1 son/ardan iborat 

tayin/angan sonlar sistemasi bo'lib, 1 ~ 11 < 12 < ... < i,. ~ n. lIchun 
a" = ai, ' a'2 = ai, , ... , ai, = a" bajarilganda En kubning uchlaridan 
tu:::ilgan to 'plam (n - r) o '[chovliyoq deb ata/adj. 

Mantiq algebrasining j(xP x 2 , ... ,xn) funksiyasi berilgan bo'lsin. En 
kubning j(a"aZ, ... ,an ) = 1 shartni qanoatlantiradigan barcha 
uchlaridan tashkil topgan to 'plamni N l bilan belgilaymiz, ya 'ni 
j(a p a2 , ... ,an ) = 1 bajarilganda va faqat shunda (al ,a2 , ... ,aJ E Nt 
bo'ladi. Masalan, ushbu bobning 2- paragrafidagi 1- jadvalda berilgan 
!(Xp X2 ,X3) funksiyaga 

N f = {(O,O,O), (0,0,1), (0,1,1), (1,0,0), (1,1,0), (l,I,I)} 
to'plam mos keladi. 

Ravshanki, N f ~ En . Agar N j to 'plam berilgan bo' lsa, u holda unga 
mos I funksiyaning analitik ko'rinishini yozish mumkin. 

1- m i sol. Quyidagi to'plamlarga mos keladigan funksiyalaming 
analitik ko'rinishini topamiz: 

Nr, = {(O,O,O),(l,O,O),(l,O,l)}; 
N;, =-ffl-;-h-l), (1,1,0), (1, 0,1), (0, 0, 1)} . 
Berllgan to'plamlarga mos keladi~n funksiyalaming analitik ko'rinishi 

quyidagicha bo'ladi: J; (xi' x 2 ' x 3 ) = XI x 2 b V Xl -hb V XI Xl X 3 ; 

12(Xp X1 ,X3 ) = XI X 2 X3 V XI X 2 X3 V Xl X 2 X3 V XI X 2 X 3 · • 

Shunday qilib, Nt to'plam berilgan bo'lsa, u holda unga mos I 
funksiyani, I(x i ,X2 , ... ,xn) funksiya berilganda esa, N f to'plamni 
top ish mumkin. X3 (Q 1 (~l [) 

Dastlabki funksiya sifatida r rangli 
k( ) - a, a, a, 

XPX2""'Xn - X, X" .•. X, 
elementar kon'yunk~iyiini olaylik. 

2 - t a ' r if. K kon 'yllnksiyaga mas 
N k to 'plam r rangli interval deb 
ata/adi. 

O'z-o'zidan ravshanki, r rangli N 
in-terval (n - r) o'lchovli yoqni 
ifodalaydi. 

2 - m i s ot~.J;1 (Xp X 2 ,X3 ) = X2X3 , 

k2(XpX2,X3)=XIX2' k 3(x"X2 ,X3)=XI 
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kon'yunksiyalarga Nk = {(I,I,I),(O,I,l)} , N, = {(O,O,O),(O,O, I)}, 
Nk = {(O, 0, 0), (0, I, 0),'(0, 0, 1), (0, 1, I)} inter-vaflar mos keladi. Bu 
int~rvallar mos ravishda 2, 2 va I rangli hamda 1 o'lchovli yoq (qirra), I 
o'lcho\'li yoq (qirra) va 2 o'lchovli yoqdir. _ 

Agar I(x!, x2 , ... , XII) = g(xl' x2 , ... , XII) V h(xl' x2 , •.. , XII) bo'lsa, U 

holda 1) N g k;Nf , N" k;Nt ; 2) Nt =NgUN" bo'ladi. 
Umuman olganda, agar l(xpxz, ... ,x,)=D va D=KI vKz v ... vK, 

bo'lsa, u holda yuqoridagi xossalarga asosan N k, k; N j (i = 1,2, ... ,s) va 

Nt = N k, UNk, U ... UNk" ya'ni I funksiyaga N f to'plamning N k, ' 

N k, ' ... , N k, intervallardan iborat qohiq mos keladi va har bir N k, ' 

N k, ,,.., N k, intervallardan iborat N j to'plamning qobig'iga D 
diz'yunktiv normal shaklda ifodalangan I funksiya mos keladi. 

Demak, mantiq algebrasining har bir I(xp x 2 ,,.., x,,) funksiyasiga 
bitta N r to'plamning Nk, ,Nk, , ... , Nk" intervallardan (Nk = Nt) iborat 
qobig'i va, aksincha, har bir N f to'plamning NA, ,Nk, , ... , Nk" 

intervallardan iborat qobig'iga bitta l(x p x2, ... ,X,,) funksiya mos keladi, 
ya'ni N r ning qobig'i bilan I(x i 'X2 , ... ,X,,) funksiya o'rtasida o'zaro bir 
qiymatli moslik bor. 

3 - m i S 0 J. Ushbu bobning 2- paragrafidagi 1- jadval bilan berilgan 
/(XI'X 2 ,X3 ) funksiya uchun 

D2 =X2 X3 V XI 

diz'yunktiv normal shakllar topilgan edi. Bu DNShlarga 
N

f 
= {(O,O,O), (1,0,0), (1,0,]), (1,1,0), (1,1,1)} to'plamning quyidagi 

ikkita qoplamasi mos keladi: 

N f =Nk, UNk2 UNkJ UNk4 UNks' N j =Nk, UNk5 , bu yerda 
N k , = {(O,O,O)}, Nk , = {(1,0,0)}, NkJ = {(1,6,1)} , Nk4 = {(1,1,0)} , 
Nk; = {(1,1,I)}, Nko = {(O,O,O), (1,0,0)}, Nk~ = {(1,0,0), (1,0,1), (1,1,0), (1,I,1)}. 
Birinchi qoplama 'beshta nuqtadan, ikkinchisi esa qirra va ikki o'lchovli 
yoqdan ibOl·at. N k, intervalning rangi r, bo'lsin (u Ki kon'yunksiyaning 
rangiga teng). U holda 

s 

r= It; (4) 

qoplamaning rangi deb ataladi. 
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9.3.2. Mantiq algebrasi funksiyasini minimallashtirish muam
mosiga ekvivalent qoplamalar haqidagi geometrik mas ala. Mantiq 

algebrasi funksiyasi [(xi' x 2 "'" x" ) ni minimallashtirish muammosiga 

ekvivalent bo'lgan qoplamalar haqidagi geometrik masala quyidagicha 
qo'yiladi, Berilgan N f = NkJ U N.I, U ... U N k , to'plamning 

Nk , Nk , .. " Nk (Nk ~ N f ' j = 1,2, .. "s) intervallardan iborat shunday 
1 2 \ , 

qobig'ini topish kerakki, uning r rangi eng kichik bo'lsin, ya'ni 
qaralayotgan mas ala 

, 
minr = min Lr, (5) 

1=1 

ni topish masalasiga keladi. 
Demak, mantiq algebrasi funksiyasini minimallashtirish masalasini ikki 

shaklda ko'rish mumkin: birinchisi - analitik shaklda, ikkinchisi -
geometrik formada, Shuning uchun adabiyotda ikki til ishlatiladi: analitik 
va geometrik. Ayrim hollarda ikki tilning kombinatsiyasidan foydalaniladi. 
Masalan, kon'yunksiyani interval va DNShni qoplama deb ataydilar. 

9.4. Joiz (ruxsat etilgan) kon'yunksiyalar 

Joiz kon :vunksiyalar. Trivial algoritmni soddalashtirish. 

9.4.1. Joiz kon'yunksiya tushunchasi. Ma'lumki, x p x2 , ... ,x" 
o'zgaruvchilardan 3" ta elementar kon'yunksiya va 23

" ta diz'yunktiv 
normal shakl tuzish mumkin. Masalan, n = 3 bo'lsa, ya'ni XI' x 2 ' X3 

0' zgaruvchilardan 

Xl X 2X 3 ' XIX2 X, , Xl X 2X
" 

X l X 2 X3 , Xl X 2 X, ' Xl X 2 X3 

elementar kon'yunksiya tuzish mumkin. Ammo, bu elementar kon'yunk
siyalarning hammasi ham berilgan ixtiyoriy [(xl' x2 ' x,) funksiyani 

realizatsiya qiladigan diz'yunktiv normal shakllarning ifodasida ishtirok 

etavermaydi. Shuning uchun "3" ta kon 'yunksiyaning qaysilari 
I(x!, x2 , ... , x,.) funksiyaning DNShda ishtirok qiladi?" degan masalani 

yechishga to'g'ri keladi. Buning uchun, birinchi navbatda, Ell \ N f 
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to'plamning elementIarida 1 qiymat qabul qiladigan kon'yunksiyalarni 
topish kerak bo'ladi. Masalan, 

h(x,y,z) = xyz v xyz v xyzv xyzv xyzv xyz (2) 
bo'isin. U holda 

Nt = {(O,O,O), (0,1,1), (0,1,0), (1,0,1), (1,1,0), O,l,I)} (3) 
bo'ladi. Demak, 1'- jadvalga ega bo'lamiz. 

I . d I -fa va 

En \ Nil I qiymat qabul qiladigan kon'yunksiyalar 

(0,0,0) 1,x,y,z,x y,xz,yz,xyz 
(0,0,1 ) l,x,y,z,x y,x .:,y z,xy.: 

Ikkmchl navbatda, (1) kon 'yunksiyalar orasidan I-jadvaldagi 
kon'yunksiyalarni chetlashtiramiz, chunki I(x,y,z) funksiyaga Nt 
«3)ga qarang) to'plam mos kelgani uchun I-jadvaldagi kon'yunksiyal~r 
(2) funksiyani realizatsiya qiladigan diz'yunktiv normal shakllar ifodasida 
umuman qatnashmaydi. Bu operatsiya natijasida .t; (x, y, z) funksiyani 
realizatsiya qiladigan DNShlar ifodasida qatnashishi mumkin bo'lgan 
(qatnashishga ruxsat etilgan, qatnashishga joiz) kon 'yunksiyalarga ega 
bo'lamiz: x , y, xy, x.: , xy , XZ, 

yz, xy, y= , xyz , xyz , (4) 

xyz , xyz , xyz , xy z . 

Shunday qilib, 33 = 27 kon'yunksiyadan IS tasmmg berilgan 
f(x,y,z) funksiyani realizatsiya qiladigan DNShiar ifodasida qatnashishi 

joiz ekan. 
1- t a' r i f. Ixtiyorzv l(x l , x2 , ••• , x ll

) funksiya va unga mos N / 
lo'plam berUgan bo'lsin. I(X I ,X2 , ••• ,x

l1
) funksiyani realizatsiya qila

digan DNShlar ifodasida qatnashishi mumkin bo'lgan kon :vunksiyalar, 
ya 'ni En \ N I to 'plamning nuqtalarida 1 qiymatga ega bo'lgall 
kon 'yunksiyalardan lashqari qolgan hamma kon yunksiyalar joiz 
kon 'yllnksiyalar deb alaladi. 

Masalan, (4) dagi hamma kon'yunksiyalar joiz kon'yunksiyalar bo'ladi. 
8.4.2. Joiz kon'yunksiyalarni topish. 
Misol. 12(XI'X2''\3) =X1 Xl X3 V XI X 2X 3 v_ 

V XIX1XJ V X IX 2X 3 V X 1X 2 X 3 V X 1X 2 X 3 (5) 
va unga mos 

N j , = {(O,O,O), (0,0,1), (1,0,1), (1,1,1), (1,1,0), (OJ,O)} (6) 

to'plam berilgan bo'lsin. 
Joiz kon'yunksiyalarni topish uchun 2- jadvalni tuzamiz. 
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2-jadval 

En \Nt 
I qiymat qabul qiladigan kon 'yunksiyalar 

(1,0,0) 
1,x"x2'X3'XlX2'XlX3'X2 X 3 ,Xl X 2 X3 

(0,1,1) l,xl 'X2 ,X"XlX 2 , X l X 3 ,X2X 3 , X l X 2X 3 

U holda (1) dagi kon'yunksiyalardan 2- jadvaldagi kon'yunksiyalami 
chetlashtirish natijasida quyidagi joiz kon 'yunksiyalarga ega bo'lamiz: 

(7) 

X l X 2 X 3 ' Xl X 2 X 3 ' XI Xz X3 •• 

O'zgaruvchilar soni nta bo'lganda, 3" ta kon'yunksiya va ulardan 

2 3
" ta f(xl'x 2"",X,,) funksiyani realizatsiya qilishi mumkin bo'lgan 

DNSh tuzish mumkinligini aytgan edik. Demak, berilgan ixtiyoriy 
l(xp x2 , .•. , XII) funksiyani realizatsiya qiladigan tupikli (minimal) 

DNShlami 2 3
" ta DNShiar orasidan izlamasdan, balki 2A DNShiar 

ichidan izlash kerak degan natijaga keldik, bu yerda A - joiz 
kon 'yunksiyalar sonL 

9.5. Qisqartirilgan diz'yunktiv normal shakl 

Maksimal interval. Oddiy implikant. Qisqartirilgan DNSh. 

9. 5 . 1. Maksimal interval va oddiy implikant tushunchalari. 
1 - t a ' r if. Agar N f to 'plamning qism to 'plami bo 'lgan N A interval 

uchun: 1) Nk ~ N! ~ N f; 2) N! intervalning rangi Nk intervalning 

rangidan kichik shartlami qanoatlantiruvchi N~ interval mavjud 

bo'lmasa. u holda Nk (N f ga nisbatan) maksimal interval deb ataladi. 
- -

1- misol. klx"xZ'X3)=.x;X2 , klXi,Xi,X))=.x;Xi, klxp x2 ,xJ=X2 

bo'lsin. U holda N k" ,Nk , maksimal intervallar bo'lib, Nk\ interval esa 
N I ning maksimal intervali bo'lmaydi, chunki NkJ C Nkl va Nkl ning 
rangi Nk ning rangidan kichik .• 

\ 
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2 - m i sol. U shbu bobning 4- paragrafidagi (4) J OIZ 
kon'yunksiyalarga mos kelgan 15ta interval dan faqat N" va NX2 
intervallar va o'sha paragraf, (7) dagi 12ta interval dan faqat No ' 

I' 
N"" ' N,,-;:, N-;::.." N-;;-;:, N-;;-;;, intervallargina mos ravishda Nfl va 
N r, to'plamiarga llisbatan inaksimal intervallar bo'ladi. _ 

·2- t a' r if. N r to 'plamning Nk maksimal intervaliga mas kelgan 
K kon 'yunksiya 1 funksiyaning oddiy implikanti deb alaladi. 

Agar k' kon'yunksiyaning hamma ko'paytuvchilari k kon'yunksiyada 
ham mavjud bo'lsa, u holda Nk ~ Nk' deb yozish murnkin. U holda, 
ma'lum ma'noda, 1 funksiyaning k oddiy implikanti ifodasidan birorta 
ham kO'paytuvchini chetlashtirish mumkin emas, chunki ko'paytuvchini 
chetlashtirish natijasida Nk' CZ N f munosabatda bo'lgan kl 
kon'yunksiyaga ega bo'lamiz. 

Har qanday N k intervalni (N k ~ N f) maksimal intervalgacha 
kengaytirish mumkin. 

Nf to'plamning hamma maksimal intervallari 

N.,o, Nk~ , ... , Nk~, (I) 

lardan iborat bo'lsin. U holda 

Nr=Nk:)UNk~U ... UNk~ (2) 

bo'ladi, chunki Nk,o ~ N r (i = 1,2, ... ,m) va N f ning har bir nuqtasi (1) 

dagi maksimal intervallaming birortasining elementi bo'ladi. (2) tenglik 
quyidagi munosabatga ekvivalentdir: 

1 = k,o v k~ v ... V k,~ . (3) 

9 .5.2. Qisqartirilgan DNSh tushunchasi. 
3 - t a ' r if. 1 funksiyani hamma oddiy implikantlarining 

diz'yunksiyasi (3) qisqartirilgan DNSh deb ala/adi. 
Demak, 

Dj(/)=kl0vk~v ...... vk~, (4) 
1 funksiyaning qisqartirilgan DNShi bo'ladi. Ds (I) qisqartirilgan 

DNSh 1 funksiya orqali bir qiymati aniqlanadi va 1 funksiyani 
realizatsiya qiladi. 

3 - m i sol. Ushbu bobning 4- paragrafidagi (2) formulada berilgan 
1; (XI' X 2' X 3) uchun maksimal intervallardan iborat 

NJi = Nk,o U N kg (5) 
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qobiqqa va o'sha yerdagi (5) formulada berilgan 12 (x]> X 2 , X 3 ) funksiya 

uchun 

N f , = NkJ UNk, UNk3 UNk• UNks UNko (6) 

qobiqqa ega bo'lamiz. Bu yerda k]o = Xl' kg = X 2 ' kl = X 1X 2 , kz = XIX}, 

k3 = X 2 X3 ' k4 =XzX:1, k5 =.x; -X2, k6 = Xl x} . Bu qobiqlarga Ds U;) = Xl Y X 2 , 

Ds(/J = XIX} Y X 1X 3 Y X 2 X 3 Y X 2X 3 Y X 1X 2 Y X] X} qisqartirilgan DNShlar 

mos keladi. _ 

9.6. Qisqartirilgan diz'yunktiv normal shaklni yasash algoritmi 

Funksiya. Qisqartm/gan DNSh. A/goritm. 

9.6.1. Qisqartirilgan DNSh yasash algoritmi. Ixtiyoriy 
I( xl' x 2 '''., xI]) funksiyaning qisqartirilgan diz'yunktiv normal shaklini 
yasash uchlln quyidagi operasiyalaml bajaramiz: 

1) I(xp x 2 ,.'" xI]) funksiyaning istalgan kon 'yunktiv normal shaklini 
olamiz, masalan, mukammal KNSh; 

2) qavslarni ochib chiqamiz, ya'ni I\V~VI\ turdagi almashtirishni 
o'tkazamiz; 

3) hosil qilingan ifodadan 0 ga teng hadlarni chetlashtiramiz va 
K]K2 yK2 =K], K] yK I =KI 

formlllalardan foydalanib uni soddalashtiramiz. Natijada, qisqartirilgan 
DNShga kelamiz. _ 

9.6.2. Misollar. 
1- m i sol. N}, = {(0,0,0),(0,0,1),(1,0,1),(1,1,1),(1,1,0),(0,1,0)} to'plamga 

mos J;(x],x2 ,x3 ) funksiyaning MKNShni 

formuladan foydalanib yozamiz: 

J;(xl'x2,xJ = (XI Y x2 Y X3 )(XI Y x2 Y x3 ). 

Algoritmning 2- va 3- qadamlarini bajaramiz: 

(x] Y x2 Y X3)(X] Y x2 Y x3 ) = XIX] Y X I X 2 Y X I X 3 Y XIX} Y X 2X 2 Y 

Y Xl X3 Y X I X 3 Y X2X3 Y X3X3 = 

=~~V~~Y~~Y~~Y~~Y~~. 
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Qisqartirilgan DNSh quyidagi ko'rinishda bo'ladi: 

D, (J;J = XiX2 V XiX, V XiX2 V X2X3 V XI X, V X2X3 • • (2) 

2 - m i sol. Quyidagi funksiya berilgan bo'lsin: 

'/;(Xp X2 ,X3) = xi,YZX, V XiX2X3 V XiX2~ V Xi,Y2X3 V XI X2X3 V XI X2X" 

Bll funksiyaga 
Nfl = {(1,0,0), (0,1,1), (0,1,0), (1,0,1), (1,1,0), (1,1,1)} 

to'plam mos keladi. Funksiyaning MKNSh ko'rinishi 

ft(XW \"2'X3 ) = (XI V x2 V i\)(xI V x2 V xJ. 

Algoritmning 2- va 3- qadamlarini bajaramiz: 

(XI V Xl V X3 )(xi V x2 V x,) = XIXI V XIX2 V XIX3 V XiX2 V 

V X2 X2 V X2X3 V XI X3 V X2X3 V X,X, = 
= ·1'"1 V XIX2 V XIX3 V xIXZ V x2 V xzx, V XIX, V x2x, = 

=~v~~v~v~~v~~v~~= 
- - - -= XI V x2 V XIX, V X 2X3 = XI V Xl' 

Demak, funksiyaning qisqartirilgan DNSh quyidagicha bo'ladi: 

D, (ft ) = XI V Xl . • (3) 

Muammoli masala va topshiriqlar 

1. Quyidagi to'plamlarga mos keladigan .ft va .f2 funksiyalaming 
analitik ko'rinishlarini yozing: 

a) Nfl = {(O,O,O),(l,O,O),(O,I,l),(l,l,l)}; 
b) Nt, = {(l,O,O),(O,O,l),(1,O,l),(I,l,O)}. 

2. Qllyidagi intervallarga mos keluvchi kon 'yunksiyalaming analitik 

ko'rinishlarini yozing: 

a) Nkl = {(O,O,O),(O,l,l)}, b) Nk2 = {(1,l,I),(l,O,O)}, d) Nk, = {(l,l,O),(1,O,l)} 
3. Har bir N

k1
, N

k2
, N/..] intervallardan iborat N f to'planming qobi

g'iga D diz'yunktiv nonnal shaklda ifodalangan .f funksiya mos 
kelishini isbotlang. 

4. Quyida berilgan fllnksiyalarning joiz kon 'yunksiyalarini toping: 

a) ft = XIX2 V XiX3X4 V X1 X3X4 ; 

b) .f2 = XIXl X3 V XIX2X4 V X3X4 ; 

d) J, = X IX 2 V XIX, V X IX2 X 3X 4 V XIX 2X 3X4 ; 

e) .f4 = (XI V x2 V X3)(XI V Xl V X 3 )(X2 V x3 ); 
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f) Is = (x) V X4 )(X2 V X3 V X4 )(X) V X2 V x3); 

h) 1;, =(xi vX2 VX3)(XI VX4 )(X2 VX3 vx4 )· 

5. 4- bandda berilgan funksiyalami qisqartirilgan DNShga keltiring. 
6. Qisqartirilgan DNShni yasash algoritmi asosida quyidagi 

funksiyalami qisqartirilgan DNSh ko'rinishga keltiring: 
a) J; = X IX 2 V x2 ; b) h = X 3X4 V X IX2X 4 V xlxex3 ; 

d) 1; = X IX 2 V XIX 3 V X2X 3X-l V X 2X 3 . 

Mustaqil ish/ash uchun savollar 

1. Interval tushunchasi nimani anglatadi? 
2. To'plam qobig'i nima? 
3. To'plam qobig'i bilan funksiya orasida qanday munosabat bor? 
4. Joiz (ruxsat etilgan) kon'yunksiyalar deganda nimani tushunasiz? 
5. Trivial algoritmni soddalashtirish qanday amalga oshiriladi? 
6. Maksimal interval va oddiy implikant haqida nimalarni bilasiz? 
7. Qisqartirilgan diz'yunktiv normal shakl deganda nimani 

tushunasiz? 
8. Funksiyani qisqartirilgan diz'yunktiv normal shaklga keltirish 

algoritmini biIasizmi? 

9.7. Tupikli diz'yunktiv normal shakllarni geometrik asosda 
yasash usullari 

Tupikli DNShga keltirish algoritmi. Ayrim maksimal interval/ami 
chetlashtirish. Keltirilmaydigan qoplamalar (qobiqlar). Qisqartirilgan, tupikli va 

minimal DNShiar orasidagi munosabatlar. 

9.7.1. Geometrik ma'nodagi tupikli diz'yunktiv normal shakllar. 
Geometrik ma'nodagi tupikli diz'yunktiv normal shakl tushunchasini 
o'rganish uchun misolga murojaat qilamiz . 

. 1- m i sol. Ushbu bobning 4- paragrafidagi misolda (5) formula bilan 

berilgan 12 (XI 'X1 'X3 ) funksiyaning Nkl ,Nk, , ... ,Nko maksimal interval
lardan iborat N {, qoplama 

- Nj, = NkJ UN!" UNk3 UN!'4 UN!,; UNk(, (1) 

ekanligini ko'rsatgan edik. Bu yerda 

Nf2 = {(0,0,0),(0,0,1), (1,0,1), (1,l,l),(l,l,O),(O,l,O)} , 

Nkl = {(lJ,O),(l,l,l)}, Nk, = {(1,O,l),(l,l,l)}, 
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Nkl = {(0,1,0), (1,1,0)} , 

N k, = {(0,0,0),(0,0,l)}, 

N k• = {(0,0,1),(1,0,l)}, 

N", = {(0,0,0),(0,l,0)}. (2) 

Quyidagi sa volga javob topaylik. Nh to'plamning Nk\, Nk2 , Nk;, 
N"4' N ks ' N'6 maksimal intervallardan iborat bo'Igan qoplamadan 

ayrim maksimaI intervallami chetlashtirganimizda, qoIgan qismi yana 
N (. ning qobig'i bo'Iadimi yoki yo'qmi? 

(I) va (2) munosabatlardan quyidagilar keJib chiqadi: 

N f, = N k, UNk; UNkj UNkn ' Ntc = N k: UNk4 UNk6 ' 

Nt~ = Nkl UNkc UNks UN"" N[, = N kj UNkc UNkl ' 

N fc = N k• UNk, UNk; UNk6 . (3) 

N (. to'plamning (3) da ko'rsattlgan qoplamalaridan boshqa qopla-malari 
mavjud emas. Bu qobiqlar (1) keltirilgan qobiqdan ayrim maksimal 
intervallami chetlashtirish natijasida hosil qilingan. Shunday qilib, 
qo'yilgan savolning birinchi qismiga ijobiy javob berdik. 

(3) da keltirilgan Nt, to'plamning istalgan qoplamadan ixtiyoriy 
birorta maksimal intervalni chetlashtirganimizda, qolgan maksimal 
intervallar N f. to'plamning qoplamasi bo'la olmaydi. Bunday qoplamalar 
N j • to'plamning keltirilmaydigan qoplamalari deb ataladi. 

Shunday qilib, 

1) N""Nk;,Nks,Nkn; 2) Nk"N".,Nk,,; 3) Nk\,Nk,,Nk,,Nk,; 

4) N k"Nk" N k;; 5) Nk"Nk;,Nk.,Nk, (4) 
qobiqlar N f, to'plamning keltirilmaydigan qoplamalari bo'ladi. _ 

I - t a ' r if. Agar N" ,Nk ' "', N. maksimal inten'allardan iborat qo-
[.2 >', 

hiq uning tarklbidan istalgan maksimal intervalni (Nk , j = 1,2"", m) 
chetlashtirganimizda, qolgan qismi N j ning qobig 'j 60 'la oimasa, u 
holda bu qobiq N f. to 'plamning keltirilmaydigan qoplami deb ataladi, 

2 - t a ' r if. N f to 'plamning keltirilmaydigan qobig'iga mos bo'l
gan DNSh tupikli diz'yunktiv normal shakl deb ataladi (geometrik 
ma'noda), 

2 - m i S 0 I. 1- misoldagi N (. to'plamning (4) da ifodalangan kel-ti-
rilmaydigan qobiqlariga mos -

DI = XIX2 V XIX3 V X:X3 , D2 = X2X2 V XIX2 V XIX, , 
D) = X;X2 V X2X) V X I X 2 V X2X, ' D4 = XIX2 V XIX) V XIX2 V XIX), (5) 
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Ds = XZ X3 V XI X3 V X2X, V XIX3 

DNShlar h funksiyaning tupikli diz'yunktiv normal shakllari bo'ladi .• 
Teo rem a . I va II alrnashtirishlarga nisbatan tupikli DNSh 

tushunchasi bi/an geometrik rna 'nodagi tupikli DNSh tushunchasi 
ekvivalentdir. 

9.7.2. MDNSh asosida minimal DNSh yasash jarayonining sxemasi. 
Yuqorida ta'ritlangan qisqartirilgan, tupikli va minimal DNShlar quyidagi 

munosabatda bo'ladi. 
Tupikli DNSh qisqartirilgan DNShdan ayrim kon 'yunksiyalarni 

chetlashtirish yo'li bilan hosil qilinadi. 
Lh ga nisbatan minimal DNSh tupikli bo'ladi. 

Tupikli DNShlar orasida L" ga nisbatan minimal DNShlar ma\'jud 
bo'ladi. 

3-misol. Ushbu boQ!1in~4-..£aragrafid~i misolda (5) formul~bilan 
berilgan h(.x;,-'2,x3 )=.x;-X2-'3 Vxl -'2-'3 VXI XZX3 VXIX 1X3 VXIX2 X3 VXIXZX3 

funksiyaning D, (J;J qisqartirilgan DNShni topdik (6- paragrafdagi (1) ga 
qarang): 

D, (J;) = XIX 2 V X IX 3 V X I X 2 V X 2X3 V XIX, V x2 x.1 . 
Undan keyin (5) da ifodalangan tupikli DNShlarni hosil qildik. U 

yerdan ko'rinib turibdiki, 

Lh(DI ) = Lh(Dz) = 6 va 
L,,(D3 ) = Lh (D4 ) = L,,(Ds) = 8. 
Demak, 

DI = XI Xl V X I X 3 V X 2 X3 va 
Dz =X2X3 v xlXZ V XI X3 

tupikli DNShlar f2(XI'XZ'x3 ) 

funksiyaning minimal diz'yunktiv 

normal shakllari bo'ladi. Ravshanki, 

bu DNShlar o'z navbatida 

J;(xl'xz,x3 )ning eng qisqa DNSh

lari ham bo'ladi. 

MDNSh asosida minimal DNSh 

yasash jarayonining sxemasl 1-

shaklda ifodalangan. 
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9.8. Tupikli diz'yunktiv normal shakllarni yasash algoritmi 

Tupikli DNShl. Geometnk g 'oya. Algoritm. 

9.8.1. Tupikli diz'yunktiv normal shakllarni yasash algoritmi. 
Hamma tupikli DNShlarni topishning geometrik g'oyalarga asoslangan 
algoritmini keltiramiz. N f to'plamning hamma maksimal intervallar 
sistemasi N~,N~2, ... ,N~, bo'lsin. Nr=(P",Pz, ... ,P;,} va POr£N( 
ixtiyoriy nuqta hamda ! funksiya aynan Iga teng bo'lmagan funksiya 
bo'lsin. 1- jadvalni tuzamiz, 

{

O, agar P, r£ N ko bo'lsa (i = l, .... ,m), 

a" = 1, agar P, E Nk,~ bo'lsa (j = 0,1, .... , A), 

bu yerda 1- j ad valning Po ga mos 1- ustuni 0 lard an iborat bo' ladi, chunki 
Po r£ N f' Qolgan har bir ustumda hech bo'lmaganda bitta 1 mavjud 
bo'ladi. Demak, birinchi ustun qolgan hamma ustunlardan farq qiladi. 

Har bir j (0 ~ j ~ A ) uchun hamma satrlar raqamlari (nomerlari) 
to'plami E, ni topamiz, bu yerda P, ustunda I). mavjud bo'ladi. Faraz 
qilaylik, E; = {e,pe,:!, ... ,e'.U(J!} bo'lsin. U holda 0. (e,1 v e,2 v ... ve;!1(;)) 
ifodani tuzamlZ va /\ v-w /\ turdagi almash'tlhshni bajaramiz. Bu 
almashtirish vaqtida e simvolni buliy qiymatl! deb hisoblaymiz. 

-Ja va 1 . d I 
I I Po P" 

~--

P, I P , ... ... 
l- I 

I N k " a lo all ... all ... au 
I 

h" ... ... . .. ... ... ... 

Nk,1I a,o a" ... a" ... a,). 

... ... I ... ... . .. ... . .. 
No a mO amI i 

... am; ... am). Am 

Hosil qilingan ifodani 
AB v A = A , A v A = A 

teng kuchli formulalardan foydalanib soddalashtiramiz. Buning natijasida 
V 1\ ifodaning qismi bo'lgan V 1\1 ifodani hosil qilamiz. Ravshanki, V 1\1 

Ifodadagi har bir qO'shiluvchi had keltirilmaydigan qobiqni ifodalaydi. 
9.8.2. Mis 0 I. Chinlik jadvali 2- jadvaldagidek berilgan 

!(XI'X2,X3) funksiyani ko'ramiz. 
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2-ladva/ 

XI X 2 X3 j(Xp x2 ,xJ X I X 2 X3 j(XI ,X2 ,X3 ) 

0 0 0 1 1 0 0 1 
0 0 1 1 1 0 1 0 
0 1 0 0 1 1 0 1 
0 1 1 1 1 1 1 1 

Bu funksiya uchun 
N j = {(O,O,O), (0,0,1), (0,1,1), (1,0,0), (1,1,0), (U,l)} 

to'plam 6 ta uchdan iborat. Ularni I, II, III, IV, V va VI sonlar bilan 
belgiIaymiz. MaksimaI intervallari qirraIardan iborat, ularni 1,2,3,4, 5 va 
6 sonIar bilan raqamIaymiz (1- shakl). 3- jadvaIni tuzamiz. 

3 . d I 3 -La va 

0 I II III IV V VI 

1 0 1 1 0 0 0 0 

2 0 0 1 1 0 0 0 4 

3 0 0 0 1 0 0 0 r 
4 0 0 0 0 1 1 0 

5 0 0 0 0 1 1 1 " .. ----------- V 

6 0 1 0 0 0 0 1 
, , , 
, 

6 
Bu yerdan E, = {1,6}, En = {1,2} , 

~Il={2,3}, E,y={3,4}, Ey ={4,5}, 

1- shakl 

Ey , = {5.6}. U holda 

V /\ = (I V 6)(1 V 2)(2 V 3)(3 V 4)(4v 5)(5 v6) = 
= (1 V 2·6)· (3 V 2·4)· (5 V 4·6) = 

= (1· 3v2·3 ·6v 1·2 ·4v 2·4·6)· (5 v4· 6) = 
= 1·3·5v 2·3 ·5·6vl·2·4·5v 2 ·4·5 ·6v 

V 1·3 ·4·6v 2·3 ·4·6v 1·2 ·4· 6v 2 ·4·6 = 
= 1·3·5 V 2·3·5·6 V 1· 2·4·5 V 1·3 ·4·6v 2·4·6. 

Natijada 5 ta keltirilmaydigan qobiqqa va ularga mos kelgan 5 ta tupikli 
DNShga ega bo'lamiz: 
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DI = XlX2 V X 2X 3 V X IX3 , D2 = XIX 3 V X 2X 3 V X IX3 V X2X3 ' 

D3 = XIX2 V XIX 3 V X IX 2 V X IX3 , D4 = XIX2 V X 2X 3 V X IX 2 V X2X3 ' 

D5 = XIX 3 V X IX 2 V X2X3 

Bulardan DI va D5 minimal DNSh bo'ladi. _ 

Yuqorida o'rganilgan algoritm ko'p argumentli funksiyalar uchun ko'p 
mehnat talab qiladi va amalda deyarli ishlatilmaydi. 

9.9.Ayrim yagona tarzda hosH qilinadigan diz'yunktiv normal 
shakllar 

Tupikli DNSh/. }'agona tar::.da tupikli DNShni /lOsil qilish algoritmi. Asosiv 

qismi. Yadro. Kvayn diz :vunktiv normal shakli. L T turdagi DNSh. DH . Dasta. 

Regulyar nuqta. Regulvar maksimal interval. Yu.Juravlev teoremasi. 
Funkszyani minima//ashtirishjarayonining sxemasi. 

9.9.1. MDNShdan minimal DNShni hosil qilish jarayoni. 
Mukammal diz'yunktiv normal shakldan minimal diz'yunktiv normal 
shaklni hosil qilish jarayonining sxemasini ushbu bobning 8- paragrafidagi 
1- shaklda keltirgan edik. 

AvvaI qisqartirilgan DNSh olinadi. Keyin yagona tarzdagi jarayon 
tarmoqlanishga o'tadi, ya'ni hamma tupikli DNShlami yasash jarayoniga 
o'tiladi. OXlri tupikli DNShlardan minimal DNShlar ajratib olinadi. Bu 
jarayonning eng og'ir qismi tupikli DNShlami yasash qismidir 
(tarmoqlanish qismi). Uni ikki holatda soddalashtirish mumkin. 

1 . Iv { -Jac a 

XI X 2 X3 !(XI'X2 ,X3 ) 

0 0 0 1 
0 0 1 1 
0 1 0 0 
0 I 1 1 0 
1 0 0 0 
I 0 I 1 
1 i 1 0 0 
1 ! 1 I 1 
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I. Tupikli DNShlar yasash jarayonida qatnashmaydigan qisqartirilgan 
DNShning ayrim hadlarini oldindan chetlashtirish kerak. Natijada 
qisqartirilgan DNShning qolgan hadlarini binna-bir ko'-rish kamayadi. 

2. Qisqartirilgan DNShning ayrim hadlarini shunday chetlashtirish 
kerakki, qolgan qismidan hech bo'lmaganda bitta minimal DNSh yasash 
mumkin bo'lsin. Ushbu qadam yagona tarzda amalga oshishi maqsadga 
muvofiq keladi. 

Ushbu paragrafda shunday yagona tarzda tupikli DNShni hosil 
qilishning ikkita algoritmini keltiramiz. 

9.9.2. Kvayn2 diz'yunktiv normal shakli. N k interval N I to'p-

lamning maksimal intervali bo'lsin. 
1 - t a ' r if. Agar N f to 'plamning shunday a nuqtasi mavjud 

bo'lsaki. a E Nk va a nuqta N f ning boshqa maksimal inten'allarining 
elementi bo '/masa. u holda Nk maksima/ interval N f ning asosiy qismi 
deb ata/adi. 

1- misoI. 1- jadvalda berilgan !(XI'X2 ,X3 ) funksiyani ko'raylik. 
1- shaklda Nt to'plam va uning N], N 2 , N3 maksimal intervallari 
(qirralari) aks ettirilgan. Bu yerda N] = {0,0,0),(0,0,l)}, 
N2 = {(0,0,1),(l,0,1)} va N3 = {(l,0,1),(1,1,l)}. (0,0,0) nuqta faqat N] 
interval bilan, (1,1,1) nuqta esa faqat N3 interval bilan qoplanganligi 
ko'rinib turibdi. Demak, N] va N3 maksimal intervallar N I to'plamning 
asosiy qismlari bo'ladi. 

2 - t a ' r if. N f to 'plamning hamma ososiy qismlaridan (yoqlaridan) 
tu=ilgan to 'plam yadro deb ata/adi. 

1- misolda keltirilgan {Np N 3 } to'plam yadro bo'lishi ravshan. Yadro 
har bir keltirilmaydigan qobiqqa kiradi. Bu yerdan yadro bilan 
qoplanadigan yoq (qirra) hech bir keltirilmaydigan qobiqqa kinnasligi 
kelib chiqadi. 

3 - t a' r if. Yadro bi/an qoplangan maksima/ yoqlarga (qirra/arga) 
mos keladigan hamma oddiy imp/ikanf/arni mukammal DNShdan 
(qisqarfiri/gan DNShdan) chetlashtirish nafijasida hosil qilinadigan DNSh 
Kvayn diz'yunktiv normal shakli deb afa/adi va Dkv deb belgilanadi. 

'2 Kvayn Uillard Van O'rman (Quine Willard Van Orman, 1908-2000) - AQSh 
faylasufi va mantiqchisi. 
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U.Kvayn isbot qilgan (1959 y.) 
quyidagi teoremani keltiramiz. 

1 - teo rem a. Har bi,. aynan 0 ga 
teng bo'lmagan l(xl' .. .,.\',,) jimk
siyaning yagona Kvayn di= 'yunktiv 
normal shakli mavjud. 

2 - m i sol. J- jadvalda beriIgan 
j(XPX2 ,x3 ) funksiyaning qisqartiriIgan 
DNSh quyidagis:ha bo-.2adi: 

a~--~--------~ 

, , , 
, 

I 
I 
I 

sa------------

Ds = XI x2 V x2 X3 V X I X 2 · f3 
{NI'N3} yadr~ N2 yoqni (qirrani) 

qoplaydi. N 2 ga x 2 X3 oddiy implikant 
1- shakl 

mos keladi. Ta'rifga asosan, bu oddiy implikantni qisqartiri~n DNSh 
ifodasidan chetlashtirsak, Kvayn DNSh kelib chiqadi: Dk\' = XI x2 V X IX 3 . 

Demak, qisqartirilgan DNShdan ayrim oddiy implikantlarni 
chetlashtirish yo'li bilan yagona tarzda aniqlangan Kvayn DNShga o'tish 
mumkin. Kvayn DNSh o'sha funk
siyani realizasiya qiladi va bu 
funksiyaning hamma tupikli DNSh
larini o'z ichiga oIgan bo'ladi. 

4 - t a ' r if. Hech bo'lmaganda 
birorta keltirilmaydigan qobiqqa 
kirllvchi shunday maksimal yoqlar 
majm lias i bilan qoplangan N f 
to 'plamga mos keluvchi diz 'yunktiv 
normal shakl I.T turdagi DNSh deb 
ataladi va u D'Lr bilan belgilanadi. 

/(xl , ... ,x,,) funksiyaning ham
ma tupik DNShlari diz'yunksiyasi 
(mantiqiy yig'indisi) va uni sod
dalashtirish natijasida DH diz'
yunktiv nonnaI shakl hosil bo'ladi. 

Ta'rifga asosan, har bir 
j(x l , ... , x/1) funksiya uchun yagona 
D'Lr DNSh mavjud va u 
l(x], ... , XII) funksiyani realizatsiya 
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qiladi. Du DNSh qisqartirilgan DNShdan ayrim hadlarini chetlashtirish 
yo'li bilan hosil qilinadi. 

5 - t a' r if. aE N f bo'lsin. U holda a nuqtani a 'z ichiga olgan 

hamma Nt ga nisbatan maksimal yoqlarning (qirralarning) lla 

majmuasiga a nuqtadan a 'tuvchi dasta (tutash) deb ataladi. 

6- ta'rif. aENt vaaEN~ bo'isin. N~ shu N j to'plamning 

maksimal yog'i (qirrasi). Agar f3 E N f \ N ~ va II f3 ~ II a bo'lsa, u 

holda a nuqta (N~ va N f larga nisbatan) regulyar nuqta deb ataladi. 

3- misol. 1- jadvalda berilgan !(xl'XZ'xJ ) funksiya uchun (1-

shaklga qarang) a nuqta sifatida (0,0,1) nuqtani va 

N z = {(O,O,l),(1,O,l)} maksimal yoqni olamiz. Ravshanki, a E N 2 • a 
regulyar nuqta (N2 va N f ga nisbatan) ekanligini ko'rsatamiz. f3 =(0,0,0) 

bo'lsin. U holda (Nl = {(O,O,O),(O,O,l)}) lla = {NpN2L llf3 = {N l } va 

II f3 ~ II a . Demak, a nuqta regulyar nuqta bo' ladi. 

7 - t a' r if. Agar N~ maksimal intervalning hal' bir nuqtasi (N~ va 

N I larga nisbatan) regulyar nuqta bo 'Isa, u holda N r lIchun N2 
regulyar maksimal interval deb ataladi. 

9.9.3. Yu.I.Juravlev3 teoremasi. 

2- teorema (Juravlev teoremasi). !(Xp X1 ,X3 ) fimks(vaning kO 

oddiy implikanti Du turdagi DNShning ifodasida bo'imasligi uchl/n, 

unga mas bo 'lgan N~ regulyar maksimal interval bo'lishi yetarli va 

zarurdir. 

5- misol. 1- jadvalda berilgan !(X I ,X2 ,X3 ) funksiya uchun bitta 

N2 regulyar interval mavjud. Uni chetlashtirsak, u holda N1 U N3 ga ega 

bo'lamiz. Bu yerdan Xl X 2 V XIX, kelib chiqadi va u Du turdagi DNShi 
bo'ladi. Bu DNSh funksiyaning yagona tupikli DNShi ham bo'ladi. 

3 - teo rem a. !(x"x2 ,X3) funksiyaning 'LT turdagi DNSh shu 
fimksiyaning Kvayn DNShdan ayrim oddiy implikantlarni chetlashtirish 

yo 'Ii hi/an hosil qilinishi mumkin. 

3 Juravlyov Yuriy Ivanovlch ()KypasJTes IOpHH I1saHoswI, 1935- yilda tug'ilgan) 
- rus matematigi, informatigl. 
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Shunday qilib, l(x1, X 2 ' X 3 ) funksiyani minimallashtirish jarayonini 2-

shaklda aks ettirilgan sxema orqali ifodalash mumkin. 

Muammoli masala va topslririqlar 

1. 2- jadval bilan berilgan /, (Xl' X 2 ' X)) (j = 1, 8) funksiyalarning 

mukammal, qisqartirilgan, Kvayn, "LT turdagi, tupikli va minimal 
diz'yunktiv normal shakllarini toping. 

2. Quyida berilgan DNShlarning mukammal, qisqartirilgan, tupikli 
va minimal diz'yunktiv normal shakllarini toping: 

a) D = XI X2 V XIX3X4 V X 2X3X 4 ; b) D = XI X2X 3 V X IX2X 4 V X 3X 4 . 

3. 8erilgan KNShlarning mukammal, qisqartirilgan, tupikli va 
minimal diz'yunktiv normal shakllarini toping: 

a) (XI V x 2 V X3 )(XI V x2 V x)(x2 v x3 ); 

b) (XI V X4 )(X2 V x) V X4 )(XI V x2 v x)). 
2- jadval 

XI X 2 X3 it 12 13 /4 15 16 17 /s 
0 0 0 1 0 1 1 0 0 1 I 0 

0 0 I 0 I I I 0 0 I I 

0 I 0 I 0 0 I I 0 I I 

0 I I 0 1 0 0 I 1 I 0 

1 0 0 I 0 I 0 0 I 0 I 

1 0 I 0 I I 0 0 I 0 I 

1 I 0 I 0 0 I I 1 0 I 

I I 1 1 1 0 I I 0 1 0 

4. Quyidagi funksiyalaming hamma tupikli DNShlarini toping: 

a) /(X1' X 2,X3) = (01111110); 

b) /(XI'X2 ,X3,X4 ) = (1110011000010101); 

d) l(xl ,x2 ,x3 ,x4 )=(011OIOI110101011). 

5. Quyidagi diz'yunktiv normal shakllar tupikli, eng qisqa va 
minimal DNSh bo'lish yoki bo'lmasligini aniqlang: 

a) X 1X 2 v x2 ; b) X3X4 V X IX2X 4 V XIX2X 3 ; 

d) X I X 2 V X IX3 V X2X 3X 4 V X 2X 3 • 
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6. Quyidagi t; funksiyalarga mos kelgan N f, (i = 1, 9) to'p-

lamlami toping va ulami tupikli DNSh kO'rinishiga keltiring: 
a).t; (x,y,z) = x+ y + z; b)f~ (x,y,z) = (x ~ y) HZ; 

d)J;(x,y,z,r) = (xyv.2") ~ t); e)f4 (x,y,':) = x ~ y ~ z; 

f) !s(x,y,z) = (xv y) Hz; h) ffi(X,J',z) = xz ~ y; 

i) f 7 (x,y,z) = (x H y) ~ z; j) .fs(x,y,z) = (x H y) HZ; 

k) f9(x,y,z) = (x ~ y) v z. 

Mustaqil ish/ash uchun savollar 

1. Tupikli diz'yunktiv normal shaklga keltirish algoritmini bilasizmi? 
2. Keltirilmaydigan qoplamalar deganda nimani tushunasiz? 

3. Qisqartililgan, tupikli va minimal DNShlar orasida qanday 
munosabatlar bor? 

4. Hamma tupikli DNShlami topishning geometrik g'oyalarga 
asoslangan algoritmi qanday qo'llaniladi? 

5. Tupikli DNShlar yasashni qanday soddalashtirish mumkin? 
6. Yagona tarzda tupikli DNShni hosil qilish algoritmini bilasizmi? 
7. Kvayn diz'yunktiv normal shakli deganda nimani tushunasiz? 
8. YuJuravlev teoremasini bilasizmi? 
9. Funksiyani minimallashtirish jarayonining sxemaSl qanday 

ko'rinishga ega? 



XBOB 
GRAFLAR NAZARIYASINING ELEMENTLARI 

Ushbu bobda graflar haqida qisqa tarixiy ma'lumotlar, grafning abstrakt 
matematik tushuncha sifatidagi ta'rifi va u bilan bog'liq boshlang'ich 
tushunchalar, graflaming geometrik ravishda, maxsus turdagi kO'phad 
yordamida, qo'shnilik va insidentlik matritsalari vositasida berilishi, 
grafning elementlari ustida sodda amallar, graflami birlashtirish, biriktirish 
va ko'paytirish amallari, marshrutlar va zanjirlar, grafning bog'lamliligi 
tushunchasi, Eyler va Gamilton gratlari, gratlarda masofa tushunchasi, 
minimal masofali yo'l haqidagi masala, daraxt va unga ekvivalent 
tushunchalar, grafning siklomatik soni, tarmoq tushunchasi, tarmoqdagi 
oqimlar, maksimal oqim haqidagi masala va bu masalalarni hal qilish 
uchun Ford algoritmi yoritiladi. 

10.1. Graflar nazariyasining boshlang'ich ma'lnmotlari 

Grat Uch. Qirra. Yay. Yo 'naltsh. Orgraf Qo 'shm uchlar. Yakkalangan uch. 
Karrali qirralar Multigrq( Psevdograf Nolgraf To 'la, belgilangan va i=omorj 

grajlar. Grajnmg geometrik ifodalamshi. Uchlar. qirralar va .voylar insidentligz 

10.1.1. Graflar nazariyasi haqida umumiy ma'lumotlar. 1736- yilda 
L. Eyler tomonidan o'sha davrda qiziqarli amaliy masalalardan bili 
hisoblangan Kyonigsbergl ko'priklari haqidagi masalaning qo'yilishi va 
yechilishi graflar nazariyasining paydo bo'lishiga asos bo'ldi. 

Kyonigsberg shahridagi Pregel daryosi 
ustida qurilgan yettita ko'prikning 
joylashuvi 1- shakldagi qadimiy xaritada 
tasvirlangan va qurilishi tartibida 1, 2, 3, 
4, 5, 6 va 7 raqamlar bilan belgilangan. 
Pregel daryosi Kyonigsberg shahrini o'sha 
davrda to'rtta A, B, C va D qismlarga 
bo'lgan. Shaharning ixtiyoriy qismida 
joylashgan uydan chiqib yettita ko'prikdan 

J- shakl 

I Kyonigsberg (Konigsberg) - bu shahar 1255- yi1da asoslangan bo'hb, SharqlY Prusslyadagl 
Pregel daryo" qlrg'oqlanda Joylashgan 1946- yildan boshlab Kalilllngrad, hOZir Rosslya 
Federatslyasl tarkiblda. 
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faqat bir martadan o'tib, yana o'sha uyga qaytib kelish mumkinmi? 
Kyonigsberg kO'priklari haqidagi bu masalani hal qilish jarayonida 

Denes Kyol1ig 

graflarda maXSllS marshrut (hozirgi vaqtda 
graflar nazariyasida bu marshrut Eyler sikh nomi 
bilan yuritiladi, ushbu bobning 5- paragrafiga 
qarang) mavjlldhgi shartlari ham topildi. Bu 
natijalar e'lon qilingan tarixiy ilmiy ishning 
birinchi sahifasi 2- shaklda keltirilgan. L. 
Eyleming bu maqolasi yuz yildan ko'p vaqt 
mobaynida graflar nazariyasi bo'yicha yagona 
ilmiy ish bo ' lib keldi. 

XIX asrning o'rtalarida graflar nazariyasi 
bilall bog ' liq tadqiqotlar G . Kirxgofl va A. Keli2 

ishlarida paydo bo'ldi. 
"Graf' iborasi D. KyonigJ tomonidan 1936- yilda graflar nazariyasiga 

bag ' ishlangan dastlabki darslikda4 ucln·aydi. 

Graflar llazariyasi bO'yicha tadqiqotlar llatijalari inson faoliyatillillg 

turli sobalarida qo'llalliladi. Ulardan ba'zilari quyidagilardir: boshqo

tirmalarni hal qilish; qiziqarli o'yinlar; yo'llar, elektr zanjirlari, integral 

sxemalari va boshqarish sistemalarini loyihalashtirish; avtomatlar, blok

sxemalar va komp'Yllter ucbun programmalarni tadqiq qilish va hokazo. 

10.1.2. Grafning abstrakt ta'rifi va u bilan bog'liq boshlang'ich 
tushunchalar. A vvalo, grafning abstrakt matematik tushuncha sifatidagi 

ta'rifini va boshqa ba 'zi sodda tushllnchalarni keltiramiz. V qandaydir 

bo'shmas to ' plam bo'lsin. Uning VI E V va v2 E V elementlaridan 

tuzilgan < vi'v2 > ko'rinishdagi barcha juftliklar (kortejlar) to 'plamini 

(V to'plarnning o'z-o'ziga Dekart ko'paytmasini) Vx V bilan 

belgilaymiz. 

Graf5 deb sbllnday < V, U > juftlikka aytiladiki, bll yerda V '* 0 va 

U - < VI' V2 > (VI E V, V2 E V) ko'rinishdagi juftliklar kOlteji6 bo'lib, 

VX V to'plamning elementlaridan tuzilgandir. 

; Kirxgof (Kirchhoff Gustav Robet1, 1824-1887) - olmon faylasllfi, fizigi. 
2 Keli yoki Keyli (Cayley Artur. 1821-1895) - ingliz matematigi . 
3 Kyonig (Denes Konig, 1884-1944) - venger ll1atell1atigi . 
" Bll darslik olmon tilida yozi lgan. 
\ Yunoncha ypa<pw tirnayman. chizaman, yozamanll1a'nosini beradi. 
(. Bllndan keyin "jllft liklar korteji" iborasi o'rniga, qisqacha kot1ej iborasini qo'llaymiz. 
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Bundan buyon grafni belgilashda < V,U > yozuv o'miga (V,U) 
yozuvdan 
bo"lmasa, 

foydalanamiz. Grafning tashkil etuvchilarini ko'rsatish muhim 
u hold a uni lotin alitbosining bitta harfi, masalan, G bilan 

SOLVTIO PROBLEMATIS 

SOLVTIO PROBLEMATIS 
AD 

GEOMETRIAM SITVS 
PERTINENTlS. 

AVCTORE 

Leonh. Eulero. 

~. I. 

T"-1a VJlI.pR.aeter illom Geometriae po.rtem. qU2e cil'C2 9WIIl:
tiCfttes verf.cur) et omci tempore 'fumma .filldio 
en exeula. alreries partlS etift01UUm .dmodum 

iguotac primus mectionero fecit Leilmitt:;iu.r, qrulm Geo
metrillm ficus vaeanit. Ifia pari ab ipCa in Colo fi,\li 
determiuando. fitu.que proprietotibu5 uueudis occupp-to 
elfe ftatuitur; ill quo negotio ueque ad quantitate. rc
fpiciendllrn. ueque calculo quautitorum vteudum fit. 
CuillSrnodi ourem pfoblemac. ad bacc Brus Gcomeeri.ID 
perttoeaut. et quali methodo ill iis refoluendis vti opor
teae. non faci. eft deficiruOl Quamobrem, cum Duper 
'problem.d. cuiuodam meatio efTec. f.aa, quod quid.m 
ad .geomerriam pcrtinere "jdebatur, at ira aat COJl]

para tum, 'ft lleque determinarioDem quantitaturn requi
teret. neque folutiono;m. calculi quanrimtum "pc lKlmif
teret. id "Id geolIlctriam fitul relUre h:wd dubit.ui: 
prnefertlm quod in eius folutione .rolus ficus in wnfidc
Il<tionem velllat, calculu. vera Dullius prorfus fit vru •• 
Mctbodum ergo meam quam ad buius generis probJe-

mara 
2- shakl 

belgilaymiz. 
G=(V,U) grafberil-

gan bo'lsin. V to'plam
ning elementlariga G 
grafning uchlari, V 
to'plamning o'ziga esa, 
graf uchlari to'plami 
deyiladi. 

Graflar nazariyasida 
'"uch" iborasi o'miga, 
ba 'zan, tugun yoki nuqta 
iborasi ham qo'llaniladi. 
Umuman olganda, hanuz
gacha graflar nazariya
sining ba'zi iboralari bo'
yicha umumiy kelishuv 
qaror topmagan. Shuning 
uchun, bun dan keyingi 
ta'riflarda, imkoniyat bo
richa, muqobil (altemativ) 
iboralami ham keltirishga 
harakat qilamiz. 

G = (V ,U) grafning 
ta'rifiga ko'ra, U bo'sh 

kortej bo'lishi ham mumkin. Agar U bo'sh bo'lmasa, u holda bu kortej 
(a, b) (a E V , bE V) ko'rinishdagi juftliklardan I tashkil topadi, bunda 
a = b bo'lishi hamda ixtiyoriy (a,b) juftlik U kortejda istalgancha 
marta qatnashishi mumkin. 

(a, b) E U juftlikni tashkil etuvchi a va b uchlaming joylashish 

tartibiga bog'liq holda, ya'ni YO'nalishning borligi yoki yo'qligiga qarab, 
uni turlicha atash mumkin. Agar (a, b) juftlik uchun uni tashkil 

I Bu yerda ham Jufthkmng (korteJmng) odatdagl < a, b > YOZUVI o'rmga (a, b) yozuvdan 

foydalananllZ. 
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etuvchilarning joylashish tartibi ahamiyatsiz, ya'ni (a,b) = (b,a) bo'lsa, 

(a,b) juftlikka yo'naltirilmagan (oriyentirlanmagan) qirra (yoki, 

qisqacha, qirra) deyiJadi. Agar bu tartib muhim, ya'ni (a,b);t=(b,a) 

bo'lsa, u hoida (a,b) juftlikka yoy yoki yo'naltirilgan (oriyentirlangan) 

qirra deyiladi. 
U kortejning tarkibiga qarab, uni yo grafning qirralari korteji, yo 

yoylari korteji, yoki qirralari va yoylari korteji deb ataymiz. 
Grafning uchlari va qirralari (yoylari) uning elementlari deb ataladi. 

G = (V, U) graf elementlarining soni (I V 1 + 1 U 1 )ga tengdir, bu yerda G 

grafning uchlari soni 1 V I;t= 0 va 1 U 1 bilan uning qirralari (yoylari) soni 

belgilangan. 
Grafning qirrasi (yoyi), odatda, uni tashkil etuvchi uchlar yordamida 

(a,b), yoki ab, yoki (a;b) ko'rinishda belgilanadi. Boshqa belgilashlar 

ham ishlatiladi: masaIan, yoy uchun (a, b) yoki (a,b), qirra uchun (a, b ), 

yoy yoki qirra uchun u (ya'ni uchlari ko'rsatilmasdan bitta harf 
vositasida) ko'rinishda. 

Graf yoyi uchun uning chetki uchlanni ko'rsatish tartibi muhim 
ekanligini ta'kidlaymiz, ya'ni (a,b) va (b,a) yozuvlar bir-biridan farq 

qiIuvchi yoylarni ifodalaydi. Agar yoy (a,b) ko'rinishda ifodalangan 

bo'lsa, u hoida a uning boshlang'ich uchi, b esa oxirgi uchi deb ataladi. 
Bundan tashqari, yoy (a,b) ko'rinishda yozilsa, u haqida a uchdan 

chiquvchi (boshlanuvchi) va b uchga kiruvchi (uchda tugovchi) yoy 
deb aytish ham odat tusiga kirgan. 

Qirra uchun uning (a, b) yozuvidagi harflar joylashish tartibi muhim 

rol o'ynamaydi, a va b elementlar qirraning uchlari yoki chetlari deb 
ataladi. 

Agar grafda yo (a,b) qirra, yo (a,b) yoy, yoki (b,a) yoy topilsa, u 

holda a va b uchlar tutashtirilgan deyiladi. Agar grafning ikkita uchini 

tutashtiruvchi qirra yoki yoy bor bo'lsa, u holda ular qo'shni Dchlar deb, 

aks hoida esa, qo'shni bo'lmagan uchlar deb aytiladi. 
Grafning ikkita uchi qo'shni bo'lsa, ular shu uchlarni tutashtiruvchi 

qirraga (yoyga) insident, o'z navbatida, qirra yoki yoy bu Dchlarga 
insident deyiladi. 
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Grafda ikkita qirra (yoy) umumiy chetga ega bo'lsa, ular qo'shni 
qirralar (yoylar) deyiladi. 

Shuni ta'kidlash kerakki, qo'shnilik tushunchasi grafning bir jinsli, 
insidentlik tushunchasi esa uning turli jinsli elementlari orasidagi 
munosabatni ifodalaydi. 

Ba'zan graf undagi elementlar soniga qarab, ya'ni uchlar soni m va 
qirralar (yoylar) soni n ga qarab belgilanadi va bu holda grafni (m, n)
graf deb ataydilar. 

Agar G (V,U) grafda U kortej faqat qirralardan iborat bo'lsa, u 

holda yo'naltirilmagan (oriyentirlanmagan) va faqat yo'naltirilgan 
(oriyentirlangan) qirralardan (ya'ni, yoylardan) tashkil topgan bo'lsa, u 
holda u yo'naltirilgan (oriyentirlangan) graf deb ataladi. Oriyentirlangan 
graf, qisqacha, orgraf deb ham ataladi. 

Qator hollarda oriyentirlanmagan qirralari ham, oriyentirlangan 
qirralari ham bo'lgan graflar bilan ish ko'rishga to'g'ri keladi. Bunday 
graflar aralash graflar deb ataladi. 

Agar G = (V,U) graining (orgrafning) U korteji tarkibida Vx V 

to'plamdan olingan takrorlanuvchi elementlar bo'lsa, u holda ular karrali 
YOkl parallel qirralar (yoylar) deb ataladi. Karrali qirralari YOkl yoylari 
bo'lgan graf multigraf deyiladi. 

Ikkala chetki (boshlang'ich va oxirgi) uchlari ustma-ust tushgan qirra 

(yoy), ya'ni grafning (a, a) E U elementi sirtmoq deb ataladi. Sirtmoq, 

odatda, yo'naltirilmagan deb hisoblanadi. Qirralari (yoylari) orasida 
sirtmoqlari bo'lgan grafpsevdograf deyiladi. 

Umumiy holda uchlar to'plami V va (yoki) qirralar (yoylar, qirra va 
yoylar) korteji U cheksiz ko'p elementli bo'lishi mumkin. Bundan keyin 
V to'plam va U kortej faqat chekli bo'lgan G (V,U) graflami 

qaraymiz. Bunday graflar ehekli graflar deb ataladi. 
Hech qanaqa qirra (yoy) bilan bog'lanmagan ueh yakkalangan 

(ajralgan, xolis, yalong'oeh) ueh deb ataladi. 
Faqat yakkalangan uchlardan tashkil topgan graf (ya'ni, grafda qirralar 

va yoylar bo'lmasa) nolgraf yoki bo'sh graf deb ataladi. Uchlari soni m 
ga teng bo'lgan bo'sh grafni Om yoki Nm kabi belgilash qabul qilingan. 

Istalgan ikkita uehlari qo'shni bo'lgan sirtmoqsiz va karrali qirralarsiz 
oriyentirlanmagan graf to'la graf deb ataladi. Uchlari soni m ga teng 
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bo'igan to'la graf K", bilan belgilanadi. Ravshanki, Km grafning qin·alar 

2 m(m-I) . 
soni em = bo'ladi. 

2 
Agar orgrafning istalgan ikkita uchini har bir yo'nalishda tutashtiruvchi 

faqat bittadan yoy mavjud bo"lsa, u holda unga to'la orgraf deb ataladi. 
Ravshanki, to'la grafdagi qirralarning har birini ikkita (yo"nalishlari bir
biriga qarama-qarshi bo'lgan) yoylarga almashtirilsa, natijada to"la orgraf 
hosil bo'ladi. Shuning uchun, to'la orgrafdagi yoylar soni oriyentir
lanmagan to'la grafdagi qirralar sonidan ikki baravar ko'pdir. ya'ni uchlari 

m ta bo'lgan to'la orgrafdagi yoylar soni 2C; = m(m -1) bo'ladi. 

Agar grafuing uchlariga qandaydir belgilar, masalan, 1,2, ... ,m sonlari 

mos qO'yilgan bo'lsa, u belgilangan graf deb ataladi. 
Agar G=(V,U) va G'=(V',U') graflarning uchlari to'plamlari, 

ya'ni V va V' to'plamlar orasida uchlaming qo'shnilik munosabatini 
saqlaydigan o'zaro bir qiymatli moslik o'matish mumkin bo'lsa, u holda 
G va G' gratlar izomorf graflar deb ataladi. Bu ta'rifni quyidagicha ham 
ifodalash mumkin: agar \f x,yE V va ularga mos bo'igan x' ,y'E V' 

(XHy, x'Hy')uchun XYHX'Y' (XYEU, x'y'EU')bo'lsa,uholda 

G va G' gratlar izomorfdir. Agar izomorf gratlardan biri oriyentirlangan 
bo'isa. u holda ikkinchisi ham, albatta, oriyentirlangan bo'lishi va ulardagi 
mos yoylarning yo'nalishlari ham bir-birlariga mos bo'lishi shart. 

Graf uchiga insident qirralar soni shu uehning lokal darajasi, yoki, 
qisqacha, darajasi, yoki valentligi deb ataladi. Grafdagi a uchning 
darajasini pea) bilan belgilaymiz. 

Sirtmoqqa insident bo'lgan uchning darajasini aniqlashda shuni 
e'tiborga olish kerakki, qaralayotgan masalaga bog'liq holda sirtmoqni 
bitta qirra deb ham. ikkita qirra deb ham hisoblash mumkin. Ravshanki, 
ajralgan uchning darajasi nolga teng. Darajasi birga teng uch ehetki (yoki 
osilgan) uch deb ataladi. Chetki (osilgan) uchga insident qirra ham chetki 
(yoki osilgan) qirra deb ataladi. 

Agar grafuing bareha uchlan bir xii r darajaga ega bO'lsa, u holda 
bunday graf r darajali regulyar graf deb ataladi. Ueh darajali regulyar 
graf kubik (yoki ueh valentli) graf deb ataladi. Om graf nol darajali 
regulyar graf ekanligini, K mesa ( m -I ) darajali regulyar graf ekanligini 
ta 'kidlaymiz. 
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Ko'rinib turibdiki, oriyentirlanmagan grafda barcha uchlar daraja
larining yig'indisi qirralar sonining ikki baravariga teng juft son bo'ladi, 
chunki qirralami sanaganda har bir qirra hisobda ikki marta qatnashadi. 
Shunday qilib, XVIII asrdayoq L. Eyler tomonidan isbotlangan quyidagi 
tasdiq 0' rinlidir. 

1- 1 e m m a ("ko'rishishlar" haqida). Ixtlyoriy oriyentlrlanmagan 
grafda barcha uchlar darajalan yig'indisi qirralar sonining ikki 
baravariga teng. 

Agar grafning uchlar to'plamini o'zaro kesishmaydigan shunday ikkita 
qism to'plamga (bo'lakka) ajratish mumkin bo'lsaki, grafning ixtiyoriy 
qirrasi bu to'plamlaming biridan olingan qandaydir uchni ikkinchi 
to'plamdan olingan biror uch bilan tutashtiradigan bo'lsa, u holda bunday 
graf ikki bo'lakli graf (bixromatik yoki Kyonig graft) deb ataladi. 
Ta'rifdan ko'rinib turibdiki, ikki bo'lakli grafning har bir bo'lagidagi 
ixtiyoriy ikkita uchlar qo'shni bo'la olmaydi. Biror bo'lagida faqat bitta 
uch bo'lgan to'la ikki bo'lakli grafyulduz deb ataladi. 

Agar ikki bo'lakli grafning turli bo'laklariga tegishli istalgan ikkita uchi 
qo'shni bo'lsa, u holda bu graf to'la ikki bo'lakli graf deb ataladi. To'la 
ikki bo'lakli grafni K m .

11 
bilan belgilaymiz, bu yerda In va n bilan 

grafning bo'laklaridagi uchlar sonlari belgilangan. K m.
1I 

= (V,U) graf 
uchun 1 V 1= m + n va i U 1= mn bo'lishi ravshan, bu yerda 1 VI - K m .11 

grafning uchlari soni, 1 U! - uning qirralari soni. 
Grafning ikki bo'lakli graf bo'lishi haqidagi ba'zi qo'shimcha 

ma'lumotlar (Kyonig teoremasi) ushbu bobning 4- paragrafida keltirilgan. 
Ikkidan katta ixtiyoriy natural k son uchun k bo'lakli graf 

tushunchasini ham kiritish mumkin. 
1- m i sol. O'zbekiston Respublikasi hududidagi aeroportlar 

to'plamini V bilan, bu shaharlar orasida belgilangan vaqt mobaynida 
amalga oshirilayotgan samolyotlaming uchib qo'nish hodisalari kortejini 
U bilan belgilaymiz. U holda (V,U) juftlikni graf deb qarash mumkin. 
Bu yerda grafning uchlariga aeroportlar, yoylariga esa samolyotlarning 
uchib qo'msh hodisalari mos keladl. Tabiiyki, (V, U) grafda karrali yoylar 
bo'lishi mumkin, agar, qandaydir sababga ko'ra, samolyot uchgan 
aeroportga qaytib qo'usa, u holda bu hodisaga qaralayotgan grafdagi 
sirtmoq mos keladi. _ 

2- m i sol. Qadimgi boshqotinna masalalar qatoriga kiruvchi quyidagi 
masalani qaraymiz. Biror idishdagi hajmi 8 birlik suyuqlikni faqat o'sha 
idish hamda 5 va 3 birlik hajmli idishlar vositasida teug ikkl qismga 
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bo'lingl. 8,5 va 3 birlik hajmli idishlardagi suyuqlik hajmini mos ravishda 
a, b va e bilan belgilab, muayyan bir vaqt uchun idishlardagi 
suyqlikning hajmlari asosida qaralayotgan sistemaning holatini ifodalovchi 
< a,b,e > uchliklami tuzamiz. Masalaning shartiga ko'ra a, b va e 

o'zgaruvchilar butun qiymatlar qabul qilgan holda 0 ~ a ~ 8, ° ~ b ~ 5 , ° ~ e ~ 3 va a + b + c = 8 shartlami qanoatIantirishlari kerak. Bu 
shartlami qanoatlantiruvchi barcha holatlar (uchliklar) quyidagilardir: 

< 8,0,0 >, < 7,1,0 >, < 7,0,1 >, < 6,2,0 >, < 6,1,1>, < 6,0,2>, 

< 5,3,0 >, < 5,2,1>, < 5,1,2>, < 5,0,3>, < 4,4,0 >, < 4,3,1 >, 

< 4,2,2 >, < 4,1,3 >, <3,5,0>, < 3,4,1 >, < 3,3,2>, < 3,2,3>, 

< 2,5,1 >, < 2,4,2 >, < 2,3,3>, < 1,5,2 >, < 1,4,3 >, < 0,5,3>. 

Holatlar to'plamini V bilan belgilaymiz. Suyuqlikni (yoki uning bir 
qismini) idishlaming biridan boshqa birortasiga quyish natijasida sistema 
bir holatdan boshqa holatga o'tishi mumkin. Ta'kidlash kerakki, 
yuqoridagi holatlaming ixtiyoriysidan boshqa birortasiga bevosita yoki 
bilvosita o'tish imkoniyati mavjud bo'imasligi ham mumkin. Sistemaning 
bir holatdan boshqa holatga bevosita o'tishlari to'plamini U bilan 
belgilaymiz. Natijada hosil bo'lgan (V,U) juftlikni graf deb qarash 

mumkin. Bu grafning uchlari sistema holatlariga, yoylari (qirralari) esa, 
bevosita o'tishlarga mos keladi. 

Berilgan masalani hal qilish uchun (V, U) grafning yoylaridan tashkil 
topgan shunday ketma-ketlik tuzish kerakki, bu ketma-ketlikning birinchi 
hadi < 8,0,0 >, oxirgi hadi esa < 4,4,0 > bo'lsin. Bunday ketma
ketliklardan biri quyida keltirilgan: 

< 8,0,0 >, < 5,0,3 >, < 5,3,0 >, < 2,3,3 >, < 2,5,1 >, 

<7,0,1>, <7,1,0>, <4,1,3>, <4,4,0> .• 

Muammoli masala va topshiriqlar 

1. Graf tushunchasini qo'llash mumkin bo'igan amaliy misol 
keltiring va qaralayotgan grafni tahlil qiling. 

2. To'la grafbilan bog'liq biror misol keltinng. 
3. Biror idishdagi hajml 8 birlik suyuqlikni faqat o'sha idish hamda 5 

va 3 birlik hajmga ega idishlar vositasida teng ikki qismga bo'lish haqidagi 

I Bu masalam fransuz shoIrl va yozuvchisl Bashe de Mezenaknmg (15g7-163g) matemallkaga 
bag'lshlangan lshlanda toplsh mumkm 
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boshqotirma masalani hal qilish uchun tuzilgan graf elementlarini tahlil 
qiling va bu masalaning mumkin qadar qisqa yechimini toping. 

4. Ko'rishishlar haqidagi lemmaning qo'llanilishiga doir amaliy 
misol keltiring. 

5. Kubik grafbilan bog'liq amaliy misollar keltiring. 
6. Qadimgi boshqotinna masala: biror idishdagi hajmi 12 birlik 

suyuqlikni faqat o'sha idish hamda 8 va 5 birlik hajmli idishlar yordamida 
teng ikki qismga ajrating1

• Bu boshqotirma masalani hal qilish maqsadida 
graf tuzib uning elementlarini tahlil qiling. Tuzilgan graf yordamida 
masalani hal qiling. 

7. Qadimgi boshqotirma masala: yo'lovchi daryodan bo'ri, qo'y va 
bir bog' plchanni olib o'tishi kerak, lekin u qayiqda o'zi bilan faqat bitta 
narsani olib o'tish imkoniyatiga ega. Agar so hilda bo'ri va qo'y birga 
qolsa bo'ri qo'yni, qo'y va pichan birga qolganda esa, qo'y pichanni yeb 
qo'yadi. Yo'lovchi narsalami daryoning bir sohilidan ikkinchi sohiliga olib 
o'tishni ulaming butunligini saqlagan holda amalga oshirishi kerak. Bu 
boshqotirma masalani hal qilish maqsadida graf tuzib uning elementlarini 
tahlil qiling. Tuzilgan grafyordamida masalani hal qiling. 

8. Barcha belgilangan (m, n) -graflar sonini aniqlang. 

9. O'zaro izomorfbo'lmagan 
a) uchta, b) to'rtta, d) beshta 

uchga ega barcha belgilangan G = (V,V) graflar uchun V to'plam vV 

kortejlami aniqlang. 
10. Shaxmat o'yinida shaxmat donalarining taxtada joylashuvi va 

o'yin navbati birgalikda vaziyatni tashkil etadi. Barcha vaziyatlar 
to'plamini graf uchlari to'plami deb qarasak, vaziyatlaming biridan 
boshqasiga mumkin bo'lgan o'tishlar (yurishlar) grafning qirralari yoki 
yoylariga mos keladi deb hisoblash mumkin. Shaxmat o'yinining 
qoidalariga rioya qilgan holda yuqorida bay on qilingan grafning shaxmat 
o'yinidagi dastlabki vaziyatni ham o'z ichiga oluvchi qandaydir oltita 
vaziyatlariga mos uchlari va bu uchlami bog'lovchi qirra va yoylarini 
aniqlang. 

Mustaqil ish/ash uchun savollar 

1. Qanday masalaning qo'yilishi va yechilishi graflar nazariyasining 
paydo bo'lishiga asos bo'ldi? 

2. "Graf' iborasi birinchi bo'lib kim tomonidan va qachon kiritilgan? 

I Bu masalant fransuz matemahgl va fiZlgl S. Puasson (1781-1840) Ishlanda top Ish mumkm. 
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3. Grafning abstrakt matematik tushuncha sifatidagi ta'rifini 
bilasizmi? 

4. Grafning abstrakt ta'rifidagi jufthkni tashkil etuvchilar bir-biridan 
nima bilan farq qiladi? 

5. Grafning uchi deganda nimani tushunasiz? 
6. Grafning qirrasi nima? 
7. Grafning elementlari deganda nimani tushunasiz? 
8. Grafdagi yoy bilan qirra bir-biridan nima bilan farq qiladi? 
9. Qanday holda uchlar tutashtirilgan deyiladi? 
10. Qo'shni uchlarning qo'shni bo'lmagan uchlardan qanday farqi 

bor? 
11. Insidentlik tushunchasini bilasizmi? 
12. Yo'naltirilmagan grafva orgrafbir-biridan nima bilan farq qiladi? 
13. Karrali yoki parallel qirraJar (yoyJar) deganda nimani tushunasiz? 
14. Multigraf, psevdograf, noJgraf, to'la, araJash va belgilangan graflar 

bir-biridan nima bilan farq qiladi? 
15. Sirtmoq deganda gratning qanday eJementi tushuniladi? 
16. Grafning qanday elementi yakkalangan (ajralgan, xolis, 

yaJong'och) uch deb ataladi? 
17. Izomorf graflar deganda nimani tushunasiz? 
18. Grafdagi uchning lokal darajasi (darajasi, valentligi) qanday 

aniqlanadi? 
19. Qanday hoJda r darajali regulyar grafkubik grafbo'ladi? 
20. Ixtiyoriy oriyentirianmagan grafda barcha uchlar darajaJari 

yig'indisi biJan uning qirralari soni orasida qanday bog'Janish bor? 
21. Qanday hoJda Kyonig grati yulduz deb ataJadi? 
22. To'la ikki bo'lakli grafning uchlari va qirralari sonlarini qanday 

hisoblab topish mumkin? 
23. k bo'lakJi grafnima? 

10.2. Graflarning beriIish usullari 

Graf Orgraf Uch. Qirra. Yoy. Sirtmoq. KarralL qirralar. Uchnmg local darajasi. 
multigraf Ko 'phad. Graining uchlari qo 'shniligi matritsasi. Oriyentirlanmagall 
multigrafning uchlari qo 'shniligi matntsasi. Ortyentirlangan grajning uch/art 

qo 'shmligi matritsasi. Sirtmoqslz orgraf uch/ari qo 'shni/igi mult Ilw"i. Crq/illllg 
qirralari qo 'shniligi matritsasi. lnsidentlik matntsasi. 

10.2.1. Grafning geometrik ifodalanishi. Graflarning turlicha beriJish 
usullari mavjud. Grafning abstrakt matematik ta'rifi uning berilish 
usullaridan biridir. Grafning abstrakt matematik ta'rifi uni tasavvur qiJish, 
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anglash, uning xossalarini o'rganish va bu xossalarni am aIda qo'llash 
jarayonida ba' zi qiyinchiIiklar tug'dirishi tabiiydir. Shuning uchun 
grafning boshqa berilish usullaridan ham foydalaniladi. Masalan, grafning 
elementlarini, ya'ni uchlari va qirralarini (yoylarini) yozish yoki aytish 
grafning berilish usuli sifatida qaralishi munkin. Albatta, grafning yana 
boshqa berilish usullari ham mavjud. Quyida bu usullarning bir nechasi 
bilan tanishamiz. 

Grafning uchiarini tekislikda yoki fazoda nuqtalar biIan, qirralarini 
(yoylarini) esa mos uchiarni tutashtiruvchi uzIuksiz chiziqlar bilan 
ifodalab, qandaydir diagrammaga - grafning ko'rgazmali tasviriga ega 
bo'lamiz. Agar uchlar to'pJami va bu uchlaming tutashishlarini 
ko'rgazmali qilib taqdim qilish kerak bo'lsa, graining geometrik 
tasvirIanishiga mos shakini qog'ozda chizib grafni tasvirIash mumkin. 

Shuni ta'kidiaymizki, ba'zi hollarda diagrammada graf uchlari 
doirachalar yordamida yoki qandaydir boshqa usulda ifodalanadi. Grafning 
qirralariga (yoylariga) mos chiziqlaming to'g'ri yoki egri bo'lishi va 
ulaming uzunligi ahamiyatga ega emas. Muhimi, bu chiziqlar uzluksiz 
bo'lib, grafning qandaydir ikkita uchiarini tutashtirishi Iozim. Agar qirra 
YO'nalishga ega bo'Isa (ya'ni u yoy bo'lsa), u holda bunday qirrani 
ifodalovchi chiziqda YO'nalish biror usuI biIan, masaIan, strelka bilan 
ko'rsatiladi. 

Ixtiyoriy graf uchun bunday diagrammalarni istalgancha tuzish 
mukinligi ravshan. Agar biror diagrammada grafning uchlariga mos 
keluvchi nuqtalar ustma-ust tushmasa, qirralarga mos keluvchi chiziqlar, 
chetki nuqtalami hisobga oImaganda, umumiy nuqtalarga ega bo'imasa, 
bunday diagramma grafning geometrik ifodalanishi deyiladi. Shuni 
ta'kidlash kerakki, bitta grafturlicha geometrik ifodalanishi mumkin. 

Graflar izomorfligining ta'rifi va grafni geometrik ifodalashning 
mohiyatidan kelib chiqib, abstrakt ta'rif yordamida ifodalangan graf va 
uning geometrik ifodalanishi o'zaro izomorf bo'ladi. Tabiiyki, izomorf 
graflar turlicha geometrik ifodalanishlari mumkin. 

1- teo rem a. Har qanday chekli graJni 3 a 'Ichavli Evklidl Jazasida2 

geametrik {(adalash l1lul1lkin. 

I Evkhd (EUKA£iilT]C;. eramizdan oldmgi 1II asrda yashagan) - qadimgi yunon (grek) oliml. 

2 n o'lchoyh Evkhd fazoslda lkkita x=(x"x" ... ;;,)ER" va y=Cv"y" ... ,y,,)E R" vektorlar 

orasldagi masofa (metnka) d(x, 1') = ( ~ (x, -.\',)' J' formula hO'ylcha :miqlanadi. 
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Is bot i. Teoremaning quyidagi konstruktiv isbotini keltiramiz. 
Grafning abstrakt ta'rifiga binoan uning hech bo'lmasa bitta uchi mavjud. 
Agar grafda faqat bitta uch bo'lsa, u holda uni 3 o'lchovli Evklid 
fazosining biror nuqtasi sifatida ifodalaymiz. Agar grafda uchlar bittadan 
ko'p bo'lsa, u holda ulami uch o'lchovli Evklid fazosidagi biror to'g'ri 
chiziqning (hech qaysi ikkitasi ustma-ust tushmaydigan) nuqtalariga mos 
keladi deb hisoblaymiz. Shu to'g'ri chiziqdan qirralarning (yoylarning) har 
biriga mos keluvchi turli yarim tekisliklarni o'tkazamiz (graf chekli 
bo'lgani uchun buning imkoniyati bor). Har bir qirrani (yoyni) unga mos 
yarim tekislikda, chetlari mos uchlarni ifodalovchi nuqtalarda bo'lgan 
hamda bu to'g'ri chiziq bilan boshqa umumiy nuqtasi bo'lmagan 
qandaydir chiziq vositasida ifodalaymiz. Yarim tekisliklaming tuzilishiga 
ko'ra bu chiziqlar, chetki nuqtalami hisobga olmaganda, umumiy 
nuqtalarga ega emas. _ 

Shuni ham ta'kidlash kerakki, 1- teoremadagi 3 ni 2 ga almashtirib 
bo'lmaydi, chunki tekislikda qirralarini (yoylarini) ifodalovchi 
kesishmaydigan (aniqrog'i, chetki nuqtalaridan boshqa umumiy nuqtalari 
bo'lmagan) chiziqlar yordamida tasvirlash imkoniyati faqat ba'zi 
graflargagina xos, ya'ni har qanday grafning 2 o'lchovli Evklid fazosida 
(tekislikda) geometrik ifodalanishi mavjud bo'lavennaydi. 

Grafiaming geometrik ifodalanishiga doir misollar keltiramiz. 
1- m is 0 I. 1- shaklda tasvirlangan grafni G = (V, U) deb belgilaymiz. 

Berilgan G graf belgilangan graf bo'lib, 4 ta uch va 6 ta qirraga ega. 

2 

U. 

3 
u, 4 -----.. 

1- shakl 

Demak, u (4,6)-grafdir. Bu graf uchun: 
V={1,2,3,4}, U=<Ul,U2,U3,U4,lIS,U6 >, 
u1 = (1, 2) , u2 = u3 = (1, 3) , u4 = (2, 3) , 
Us =(3, 4hu6 =(2,2). G grafningbarcha 
ui (i = 1,6) qirralari oriyentirlanmagan 
(chunki uchlarini tutashtiruvchi chiziqlarda 
YO'nalish kO'rsatilmagan) bo'lgani uchun G 
oriyentirlanmagan grafdir. Grafning qirrala

ridan biri, aniqrog'i, u6 sirtmoqdir, u2 va u3 esa karrali qirralardir. Bu 
grafda, masalan, 1 va 2 uchlar qo'shni, 1 va 4 uchlar esa qo'shni emas. 
Undagi 2 va 3 uchlar u4 qirraga insident va, aksincha, u4 qirra 2 va 3 
uchlarga insidentdir. Bu yerda u 4 va lis qirralar qo'shni qirralardir, chunki 
ular umumiy uchga (3 uch) ega, III va Us qirralar esa qo'shni emas. _ 
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2- m i sol. Geometrik ifodalanishi 2-
shakldagi ko'rinishda bo'lgan oriyentirIangan 
grafni qaraymiz. Bu grafda o'n bitta element bor: 
5 ta uch va 6 ta yoy, ya'ni shaklda (5,6)-orgraf 
berilgan. Bu grafni G = (V, U) bilan belgi-

laymiz, bu yerda V = {1,2,3,4,5}, U = < (1,2), 

(1,3),(5,2),(4,1),(4,5),(5,4» yoki U=<Ul'uc,U3,U4,U5,U6 >. Bcril

gan G orgrafda sirtmoq ham, karrali yoylar ham yo'q. Bu grafning (1,3) 
yoyi uchun I boshlang'ich, 3 uch esa oxirgi uchdir. _ 

3- m i sol. XVIII asrda Kyonigsberg ko'priklari haqidagi masalaning 

3- shakl 

qO'yilishi va L. Eyler tomonidan yechi
lishi graflaming matematik nazariyasi 
paydo bo'lishiga xizmat qilganligi 
yuqorida ta'kidlangan edi. 

Kyonigsberg shahridagi Pregel 
daryosi ustida qurilgan yettita ko'p
riklar joylashuvi 3- shaklda tasvir
langan (bu shakl L. Eylerning birinchi 

sahifasi ushbu bobning 1- paragrafida keltirilgan ilmiy ishidan olindi). 
Kyomgsberg ko'priklari haqidagi masalada quyidagi savolga javob 

berish so'raladi: "Shahaming to'rtta A, B, C va D qismlaridan birida 
joylashgan uydan chiqib, yettita ko'priklarning har biridan faqat bir marta 
o'tgan holda yana o'sha uyga qaytib kelish mumkinmi?" 

Bu savolga javob izlash maqsadida kO'priklardan o'tishlar muhimligini 
e'tiborga olgan holda qo'yilgan masalani tahlil qilish uchun 4- shaklda 
tasvirlangan grafni qaraymiz. Bu grafning uchlari shahaming A, B, C 
va D qismlariga, qirralari esa ko'priklarga mos keladi. Qaralayotgan graf 
oriyentirlanmagan graf bo'lib, 4 ta uch va 7 ta qirralardan tashkil topgan. 
Uning qirralari orasida karralilari bor, lekin sirtmoqlar yo'q. 

Kyonigsberg shahridagi kO'priklardan 
faqat bir marta o'tgan holda yurish bosh

"-----'-----3!e langan joyga qaytib kelish muammosi, 4-
~ f) 

shakldagi grafoan foydalangan holda, ushbu 
bobnmg 5- paragrafida hal qilinadi. _ 

4- m i sol. 5- shaklda tasvirlangan graflar 
4- shakl bir-biriga izomorfdir. _ 
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5- m i sol. 6- shaklda tasvirlangan graflarning har biri oltita uch va 
yettita qirralarga ega bo'lib, ular izomorf emas. _ 

Hammasi bo'lib beshta qavariq muntazam ko'pyoqli mavjudligi 
qadimdan ma'ium (Evklid isbotlagan): tetraedr, kub, oktaedr, 
dodekaedr va ikosaedr. Bu ko'pyoqlilarning umumiy nomi ham bor -
Platon l jismlari. Shunisi qiziqki, barcha Platon jismlariga mos graflar 
tekislikda geometrik ifodalanadi. Masalan, tetraedr va kubga mos 
graflaming geometrik ifodalanishi 7- shaklda tasvirlangan. 

5- shakl 
Darvoqe, Platon jismlaridan tetraedr, kub va dodekaedr kubik grafga 

misol bo'ladi. 
Petersen2 grafi3 deb ataluvchi 8- shakl

da tasvirlangan graf ham kubik grafdir. 
Agar graf tekislikda geometrik ifodala

nishga ega bo'lsa, u holda bunday graf 
tekis (yassi) graf deb ataladi. Bunday graf 
tekislikda yotuvchi graf deb ham atalishi 
mumkin. 

00 
6- shakl 

Boshqacha so'zlar bilan aytganda, tekis grafning barcha uchlari bir 
tekislikda yotadi hamda barcha qirralari (yoylari) o'sha tekislikda yotuvchi 
o'zaro kesishmaydigan uzluksiz chiziqlar bo'lib, ular faqat o'zlari insident 
bo'lgan uchlardagina umumiy nuqtalarga ega. 

Platon jismlariga mos barcha graflar tekis graflardir. 

7- shakl 

Tekis grafga izomorf graf planar graf 

deb ataladi. 
Tekis bo'lmagan grafga ajoyib misol 

uchta uy va uchta quduq haqidagi bosh
qotirma masalaga mos grafdir. Uchta u1 ' 

1 Platon (nAunov, eramlzdan oldmgl 428 )'okl 427 Yll - eramlzdan oldmgl 348 YOkl 347 Yll) -
yunon faylasufi. 

2 Petersen (Juhus Peter Christian, 1839-1910) - Damya matematigl. 
, Bu graf haqJdagl dastlabkl ma'lumot 1891 yilda e'lon qilingan. J. Petersen, Die Theone der 

regularen graphs, Acta Math. 15 (1891) 193-220. 
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u2 ' U3 uy va uchta q(, q2' q3 quduq bor. Har bir uydan har bir quduqqa 

ixtiyoriy ikkitasi kesishmaydigan qilib uzluksiz yo'lakchalar 
mumkinmi? 

Qog'ozda masala shartini qanoatlantiradigan grafni 
chizishga urinishlar muvaffaqiyatsiz tugaydi. Shunday 
urinishlardan biri 9- shaklda keItirilgan. 

o'tkazish 

Darvoqe, uchta uy va uchta quduq haqidagi 
boshqotirma masalaga mos graf har bir bo'lagida 
uchtadan uchi bo'igan ikki bo'lakli to'la grafga misol 
bo'la oladi. 

Tekis bO'lmagan grafga yana bir misol beshta 
8- shak! 

uchga ega bo'lgan to'la graf - K5 grafdir. Bu grafning o'nta qirrasi borligi 

ravshan. Bu yerda ham K5 grafni hech 

qaysi ikkita qirrasi kesishmay-digan 
qilib tekislikda chizish muvaffaqiyatslz 

tugaydi. 10- shaklda Ks grafning 

to'qqizta qirrasi kesish-maydigan 
uzluksiz chiziqlar qilib chizilgan, lekin 

o'ninchi chiziq esa uzilishlarga ega, unga tekislikda <<joy yo'q»! 
10.2.2. Grafning maxsus turdagi ko'phad yordamida berilishi. 

Grafni max sus turdagi ko'phad yordamida ham berish mumkinligini 
ta'kidlaymiz. Uchlari to'plami V = {VI' v2 ' ••• , vm } bo'lgan G grafberilgan 

bo'isin. G grafning yakkalangan uchlari yo'q deb faraz qilamiz,. Bu 

grafni In ta xPx2"",xm o'zgaruvchilarga bog'liq 

{(G) - Uj u, umTI( )a'i 
. -XI x 2 ",xm XI -XI 

l<j 

kO'rinishdagi ko'phad yordamida tasvirlash 
mumkin. bu yerda kO'paytma i < j shartni 

qanoatlantiruvchi barcha (i, j) juftlar bo'yicha 

amalga oshiriladi, x, o'zgaruvchi v, E V uchga 

10- shakl 

mos keladi, ex - V va V uchlarni tutashtiruvchi qirralar soni, (j - v 
Ij 1 ) I t 

uchdagi sirtmoqlar soni. 
f( G) ko'phad G grafga izomorflik aniqligida mos kelishini isbotlash 

mumkin. 
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6- m i sol. 11- shaklda tasvirlangan G grafga mos ko 'phadni 
aniqlaymiz. Berilgan oriyentirlanmagan grafda yettita uch va sakkizta qirra 
bor. Uning har bir uchiga bitta x, (i = 1,2, ... ,7) o'zgaruvchini mos q1ilib 

qo'yamiz. G grafda karrali qirralari yo'q, uning uchta qirrasi sirtmoq
lardan iborat bo'lib, ulardan ikkitasi 3 uchga, biri esa 5 uchga insidentdir. 

Shuning uchun <Yl =<Y2 =0"4 =0"6 =0"7 =0, 0"3=2, <Ys=l; 

a l6 = a 27 = a 34 = a 45 = a S7 = 1, qolgan barcha a'l = ° bo'ladi. Berilgan 

G grafga mos ko'phad 

I(G) = xix5(x(, - X1)(X7 - x2 )(X4 - X3 )(X5 - x4 )(X7 - x5) 

ko'rinishga ega bo'ladi. _ 

7- m i sol. I(G) = x2 (X2 - XI )(x3 - XI )2(X3 - X2)(X4 - x3) ko'phadga 

mos keluvchi grafning geometrik tasvirini topamiz. Bu ko'phadning 
tarklbiga ko'ra unga mos keluvchi oriyentirlanmagan grafda 4 ta uch va 6 
ta qirra bo'lib, bu qirralardan ikkitasi karrali (a" = 2 ) va bittasi sirtmoq ( 

0" 2 = 1) ekanligini ta'kidlaymiz. Berilgan grafning geometrik tasvirla

nishlaridan biri 1- shaklda keltirilgan. - 1 • 2 
10.2.3. Qo'shnilik matritsalari. Endi 

grafning boshqa bir berilish usuli negizida 
yotuvchi graf uchlari qo'shniligi matritsasi 
tushunchasini qarab chiqamiz. 

3 

G = (V, U) - uchlari soni m ga teng bo' 19an 

belgilangan, sirtmoqsiz va karrali qirralarsiz graf bo' lsin. 
Elementlari 

a = {l, agar i va j uchlar qo 'shni bo'lsa, 

lj 0, aks holda 

4 

11- shakl 

ko'rinishda aniqlangan A = (alj) (i = 1,2, ... ,m; j = 1,2, ... ,m) matritsani 

grafning uchlari qo'shniligi matritsasi deb ataymiz. 

7 

Bu ta'rifdan sirtmoqsiz va karrali qirralari bo'lmagan graf uchlari 
qo'shniligi matritsasmmg bosh diagonalida faqat nollar bo'lishi, 
satrlaridagi birlar soni esa mos uchlaming darajalariga tengligi kelib 
chiqadi. 

8- m i sol. 12- shaklda tasvirlangan grafning uchlari qo'shniligi 
matritsasi 
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o 1 1 

o 0 1 
A= 

1 0 0 1 

1 1 0 

ko'rinishda bo'ladi. _ 
Uch1ari soni m ga teng bo'lgan be1gilangan oriyentirlangan 

G = (V, U) grafning uchlari qo'shniligi m x m -matritsasi deb 

elementlari 

a = {l, agar (i,j)E U bo'lsa, 

I) 0, aks holda, 

ko'rinishda aniqlangan A = (al) (i = 1,2, ... , m, 

j = 1,2, ... ,m) matritsaga aytiIadi. 

I ISJUI 2 
u3 u2 u, 

3 u4 4 

12-

9- m i sol. 2- shaklda tasvirlangan orgrafning uchlari qo'shnihgi 

o 100 

0 0 0 0 0 

matritsasi quyidagicha bo'ladi: A= 0 0 0 0 0 .-
1 0 0 0 1 

0 1 0 1 0 

Endi G uchlari 1,2, ... ,m bo'lgan belgilangan oriyentirianmagan 

mu1tigraf bo'lsin. Gil elementlari G grafning i va j uch1arini 

tutashtiruvchi qirralar soniga teng bo'igan A = (al) (i, j = 1,2, ... , m) 

matritsa oriyentirlanmagan multigrafning uchlari qo'shniligi 
matritsasi deb ataladi. 

10- m i sol. 1- shaklda tasvirlangan oriyentirlanmagan multigraf 
uchlari qo'shniligi matritsasi quyidagicha bo'ladi: 

A= 

o 1 2 0 

1 1 

2 1 

o 0 
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Karrali yoylari bo'lgan sirtmoqsiz orgraf uchlari qo'shniligi 
matritsasi tushunchasini ham yuqoridagiga o'xshash ta'riflash mumkin. 

2- teo rem a. Graflar faqat va faqat uchlari qo'shniligi matritsalari 
bir-birlaridan satrlarining 0 'rinlarini va ustunlarining 0 'rinlarini mos 
almashtirishlar yordamida hosil bo '/sagina i~omorf bo 'lam 

Is bot i. Abstrakt grafga, uning uchlarini belgilashga (raqamlashga) 
bog'liq ravishda, turlicha qo'shnilik matritsalari mos kelishi tabiiydir. Bu 
matritsalami solishtirish maqsadida har birining m ta uchlari bo'lgan 
ixtiyoriy ikkita belgilangan, o'zaro izomorf G va H graflarni qaraymiz. 
G va H graflar uchlariga mos qo'yilgan belgilar turlicha va ulardan biri 
boshqasidan uchlarning qo'shniligini saqlovchi qandaydir f qoidani 

qo'llab hosil qilingan bo'lsin, ya'ni H grafdagi feu,) va f(u) uchlar 

faqat va faqat G grafning u, va u} uchlari qo'shni bo'lsagina qo'shni 

bo'lsin. G grafning uchlari qo'shniligi matritsasini A = (al]) 

(i,j = 1,2, ... ,m) bilan H grafning uchlari qo'shniligi matritsasini esa 

B=(blj) (i,j=1,2, ... ,m) bilan belgilasak, b'lil!IJl=a" o'rinli 

bo'ladi .• 
Shunday qilib, manfiymas butun sonlardan tashkil topgan va graf uchun 

uchlari qo'shniligi matritsasi bo'lgan kvadrat matritsa bilan graf orasida bir 
qiymatli moslik (izomorflik aniqligida) bor 
degan xulosa va, bundan, graflar nazariyasi 
bO'yicha izlanishlar maxsus shartlami 
qanoatlantiruvchi matritsalami tadqiq qilishga 
keltirilishi murnkinligi kelib chiqadi. 

U P u2 , .•• ,un (n~l) qirralarga ega 

yakkalangan uchlari, sirtmoq va karrali qirralari 
bo'lmagan grafuchun elementlari 

3 
13- shakl 

{

I, agar ti, va li I qirralar umumiyuchga ega bo'lsa, 

clj = 0, agar u, = u} bo'lsa yoki ulaming umumiy uchi bo'lmasa, 

quyidagicha aniqlangan: C = (clj) (i = 1,2, ... , n, j = 1,2, ... , n). n x n -

matritsa grafning qirralari qo'shniligi matritsasi deb ataladi. 
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11- m i sol. 12- shaklda tasvirlangan grafda 5ta qirra bo'lib, unmg 

qirralari qo'shniligi matritsasi 

0 1 1 0 1 

1 0 1 1 1 

c= 1 1 0 1 0 

0 0 

0 0 
ko'rinishga egadir. _ 

Ravshanki, sirtmoqsiz va karrali qirralarsiz graf qirralari qo'shniligi 
matritsasi bosh diagonalga nisbatan simmetrik kvadrat matritsadir va uning 
bosh diagonali nollardan iborat. 

10.2.4. Insidentlik matritsalari. Uchlari 1,2, ... , m va qirralari 
U 1' U 2 , ... , Un (n ~ 1 ) bo'lgan belgilangan grafberilgan bo'lsin. Bu grafning 
uchlariga satrlari, qirralariga esa ustunlari mos keluvchi va elementlari 

b = I 
{

I, agar i uch U qirraga insident bo'lsa, 

II 0, agar i uch U I qirraga intsident bo'lmasa, 

ko'rinishda aniqlangan B = (b
,l

) (i = 1,2, ... , m, j = 1,2, ... , n) matritsa 

grafning insidentlik matritsasi deb ataladi. 
12- misol. 1- shaklda tasvirlangan grafning insidentlik matritsasi 

quyidagicha bo'ladi: 

1 0 0 0 

0 0 0 
B= .-0 1 1 1 1 0 

0 0 0 0 1 0 

Endi uchlari 1,2, ... ,m va qirralari 1I1'1I2, ... ,lln (n ~ 1) bo'lgan 

belgilangan sirtmoqsiz orgrafni qaraymiz. Elementlari 

{

I, agar i uch ill yoyning boshlang'ich uchi bo '[sa, 

b
'l 

= -1, agar i uch u, yoyning oxirgi uchi bo'lsa, 

0, agar i uch va u , yoy intsident bo'lmasa, 
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ko'rinishda aniqlangan B = (by) (i = 1,2, ... ,m, j = 1,2, ... ,n) matritsaga 

grafning insidentIik rnatritsasi deb ataladi. 
13- rn i sol. 13- shak1da tasyirlangan grafning insidentlik matritsasi 

quyidagicha bo'ladi: 

B=[~I ~I ~l ~I ~IJ. 
3- teo rem a. Grajlar (orgrajlar) Jaqat va Jaqat insidentlik 

matritsalari bir-birlaridan satrlarining 0 'rinlarini va ustunlarining 
o'rinlarini mos almashtirishlar yordamida hosil bo '/sagina izomorJ 
bo'ladi. 

Is bot i 2- teoremaning isbotiga 0 'xshash bajariladi. _ 

Muammoli masala va topshiriqlar 

1. Grafning abstrakt ta'rifi yordamida biror grafni ifodalang va unga 
izomorf grafni qog'ozda tasvirlang. 

2. Graflaming geometrik ifodalanishiga doir misollar keltiring. 
3. Har qanday chekli grafni 3 o'lchovli Evklid fazosida qirralariga 

to'gri chiziq kesmalari mos keladigan qilib geometrik ifodalash 
mumkinligini isbotiang. 

4. Kyonigsberg shahridagi Pregel daryosi ustida mavjud yettita 
ko'prikdan (3- shakl) tashqari shaharning B va C qismlarini bevosita 
tutashtiruvchi sakkizinchi ko'prik ham bor deb hisoblab, bun day 
qO'shimcha shartga ega Kyonigsberg ko'priklari haqidagi masalaga mos 
graftuzing, uni geometrik ifodalang va tahlil qiling. 

5. Uchlari va qirralari sonlari mos ravishda teng bo'lib, o'zaro 
izomorfbo'lmagan gratlarga misollar keltiring. 

6. Barcha Platon jismlariga mos tekis gratlarni geometrik ifodalang. 
7. Biror idishdagi hajrni 8 birlik suyuqlikni faqat o'sha idish hamda 5 

va 3 birlik hajmli idishlar vositasida teng ikkita qismga bo'lish haqidagi 
boshqotirma masalani hal qilish maqsadida ushbu bobning 1- paragrafida 
tuzilgan grafni geometrik ifodalang. 

8. Uchlari va qirralari sonlari turlicha bo' Igan va tarkibida sirtmoqlari 
va karrali qirralari bor graflarni geometrik ifodalang, ularning har biriga 
mos maxsus kO'phadlarni, uchlari qo'shniligi, qirralari qo'shniligi va 
insidentlik matritsalarni yozing. 
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9. 14- shaklda tasvirlangan Gl va G2 graflaming izomorfligini 

isbotlang. 
10. Uchlari qo'shniligi matritsalari quyida berilgan graflami geometrik 

ifodalang, ularga mos maxsus ko'phad, qirralar qo'shniligi va insidentlik 
matritsalami yozing: 

01111 0110 

0 1 0 1 1 0 0 
0 0 

a) 1 0 0 0 b) 1 0 0 1 c) 
0 0 1 

0 
0 0 0 1 1 1 0 

0 
0 0 0 1 0 

11. To'la grafga mos keluvchi uchlar qo'shniligi matritsasini tahlil 
qiling. 

12. Kyonigsberg ko'priklari haqidagi masalaga mos grafning uchlari 
qo'shniligi matritsasini tuzing. 

13. K" K4 va Kl,.3 graflarga mos uchlari qo'shniligi, qirralari 

qo'shniligi va insidentlik matritsalami yozing. 

c 

14. Siz yashayotgan aholi 
punkti yoki uning bir qismida 
joylashgan yo'Har va chorrahalar 
bilan bog'liq biror masalani graflar 
yordamida hal qiling. 

15. Uchlari soni yettidan 
14- shakl oshmagan barcha kubik graf

laming geometrik ifodalanishi 
yordamida ularga mos uchlar qo'shniligi matritsalami tuzing. 

16. To'qqizta uchga ega bo'lgan barcha ikki, uch va to'rt bo'lakli to'la 
graflarga mos uchlar qo'shniligi matritsalami tuzing. 

Mustaqil ishlash uchun savollar 

1. Grafning ko'rgazmali tasviri deganda nimani tushunasiz? 
2. Nima uchun izomorf graflar turlicha geometrik ifodalanishlari 

mumkin? 
3. Qanday grafni 3 o'lchovli Evklid fazosida geometrik ifodalash 

mumkin? 
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4. Har qanday chekli grafni 2 o'lchovli Evklid fazosida geometrik 
ifodalash mumkinmi? 

5. Petersen graft qanday geometrik ifodalanishga ega? 
6. Grafning maxsus turdagi ko'phad yordamida berilishini bilasizmi? 
7. Grafning uchlari qo'shniligi matritsasi qanday tuziladi? 
8. Grafning qirralari qo'shniligi matritsasi qanday tuziladi? 
9. Grafning insidentlik matritsasi deganda nimani tushunasiz? 
10. Gratlar izomortligining qanday zarur va yetarli shartlarini bilasiz? 
11. O'zaro izomorf bo'imagan sakkizta uchga ega barcha kubik 

gratlarning geometrik ifodalanishini aniqlang. 

10.3. Graflar ustida amallar 

Graf Uch. Qirra. Graflarni birlashtirish. Gra(dan uchni, qirrani, yoyni olib 
tashlash. Qism graf To 'ldirllvchi graf Grajga uchni, qlrrani, yoyni qo 'shish. 

Qirrani ikkiga bo '/ish. IzomorJ va gomeomOl/ graflar. Bo 'finish graft. Gra/larning 
birlashmasi. Diz :vunkt birlashma. Grqflarning birikmas I. Graflarning 

ko 'paytmasi. n 0 'lchovli kub. 

10.3.1. Graflar ustida sodda amallar. Graflar ustida turli amallar 
bajarish mumkin, masalan, gratlarni birlashtirish, biriktirish, ko'paytirish, 
grafni qismlarga ajratish va hokazo. 

Eng sodda amallardan biri sifatida grafdan uchni olib tashlash amalini 
keltirsa bo'ladi. Bu amalni qo'llash berilgan grafning uchlari to'plamidan 
birorta element yo' qotishni (olib tashlashni) anglatadi. Natijada uchlari 
soni bittaga kamaygan yangi graf hosil bo'ladi. Albatta, bu amalni uchlari 
soni ikkitadan kam bo'lmagan graflar uchun qo'llash mumkin bo'lib, uni 
bajarish jarayonida olib tashlanayotgan uch bilan birgalikda shu uchga 
insident bo'lgan barcha qirralar (yoylar) ham olib tashlanadi. 

Eng sodda amallar qatoriga grafdan qirrani (yoyni) olib tashlash 
amalini ham kiritish mumkin. Bu amalga ko'ra berilgan grafning qirralari 
(yoylari) to'plamidan birorta element yo'qotiladi (olib tashlanadi). 
Berilgan grafdan qirrani (yoyni) olib tashlayotganda shu qirraga (yoyga) 
insident uchlarni grafda qoldirish ham yo'qotish ham mumkin. Bu yerda 
vaziyatga qarab ish yuritiladi. 

G = (V,U) va G'= (V"U') graflar beriIgan bo'l-

sin. Agar V ~ V' va G grafning harcha qirralari 

(yoylari) G' grafning ham qirralari (yoylari), ya'ni 

Uk; U' bo'lsa, u holda G graf G' grafning qism grafi 

deb ataladi. 
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1- m i sol. 1- shak1da Petersen grafining (ushbu bobning 2-
paragrafidagi 8- shak1ga qarang) qism graflaridan biri tasvirlangan .• 

Agar G graf karrali qirralarga ega bo'lmasa, u holda uchlari G 
grafning barcha uchlaridan iborat bo'lgan shunday yagona G graf 
mavjudki, G grafdagi barcha juft uch1ar faqat va faqat G grafda qo'shni 
bo'lmagandagina qO'shnidir. Bunday G graf berilgan G grafning 
to'idiruvchi grafi deb ata1adi. 

Berilgan graf uchun to'ldiruvchi grafni qurish jarayonini ham graflar 
ustida bajariladigan amallar qatoriga kiritish mumkin. G_ graf uchun 
to'idiruvchi grafni qurish amalini qo'Hash natijasida G graf hosil 
bo'ladi. lsbotlash mumkinki, G = G munosabat o'rinlidir. 

2- m i sol. 2- shaklda tasvirlangan graf 1- shaklda ifodalangan graf 
uchun to'ldiruvchi grafdir. 

Graflar ustida shunday amallami bajarish 
mumkinki. ular clementlari soni berilgan 
grafdagidan ko'proq bo'lgan boshqa graflaming 
hosil bo'lishiga olib keladl. Bunday amallar 
qatoriga uchni qo'shish amali yoki qirrani 
(yoyni) qO'shish amalini kiritish mumkin. 

Grafga yangi uchni qo'shish turlicha usul bilan 
2- shakl amalga oshirilishi mumkin. Masalan, yangi v 

uchni berilgan grafga qo'shish shu grafning VI va v2 uchlariga insident 
bo'lgan qandaydir u qirrasiga qo'shish orqali quyidagicha ikki bosqichda 
bajarilishi mumkin: 

I) u qirra berilgan grafdan olib tashlanadi; 
2) hosil bo'lgan grafga ikkita yangi qirralar: v va Vj uchlarga insident 

u j qirra hamda v va v2 uchlarga insident u2 qirra qo'shiladi. 
Bu jarayon grafda qirraga darajasi 2 bo'igan yangi uchni qo'shish 

(kiritish) yoki qirrani ikkiga bo'lish amaH deb ataladi. 
Agar G graf G' grafdan qirrani ikkiga bo'lish amalini chekli marta 

ketma-kct qo'llash vositasida hosil qilingan bo'lsa, u holda G graf G' 
grafning bo'linish graft deb ata1adi. 

Bo'linish graflari izomorf bo'lgan graflar gomeomorf graflar deb 

3- shakl 

ataladi. 
3- shaklda tasvirlangan graflar 

izomorf emas, lekin ular gomeomorf, 
chunki bu graflaming har biri 4-
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shaklda tasvirlangan bo"linish grafiga ega. 

10.3.2. Graflarni birlashtirish. 
GI = (~,VI) va G2 = (V2'V2) graflar 
berilgan bo'lsin. Uchlari to'plami 
V = ~ U V2 va qirralari (yoylari) korteji 
V = VI UV2 kabi aniqlangan l G = (V,V) 
graf GI va G2 graflarning birlashmasi 

(uyushmasi) deb ataladi va G = G I U G2 

ko'rinishda belgilanadi. 
3- m i sol. 5- shaklda uchlari to'p

lamlari kesishmaydigan K2 va K] graf- 2 

laming birlashmasi amali tasvirlangan. - K 
4- m is 0 I. Uchlari to'plamlari 

kesishadigan graflaming birlashmasi amali 
6- shaklda tasvirlangan. _ 

4- shakl 

U3/14= 1~4 
~5 2~5 

, K3 K2 UK3 
5- shakl 

Agar birlashtirilayotgan graflaming uchlari to"plamlari kesishmasa, u 
holda bu graflarning birlashmasi diz'yunkt birlashma deb ataladi. 

1 [>(4 U 3<]4 ==r?<D3 4 
2 3 5 5 

2 
6- shakl 

Masalan, 5- shaklda tasvirlangan birlashma diz'yunkt, 6- shakldagi 
birlashma esa - diz'yunkt emas. 

10.3.3. Graflarni biriktirish. GI = (~, VI) va G2 = (~, V 2 ) graflar 
berilgan bo'lsin. GI va G2 graflar birlashtirilishi hamda GI grafning har 
bir uchi G2 grafning har bir uchi bilan qirra vositasida tutashtirilishi 
natijasida hosil bo'lgan G = (V,V) graf GI va G2 graflarning 
birikmasi (tutashmasi) deb ataladi va G = G I + G2 ko"rinishda 
belgilanadi. 

I Bu yerda birlashma "U" amah V nmg to'plam, V nmg esa korte) ekanligmt e'llborga olgan 

holua amalga osh JrllauJ. 
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5- m i sol. Uchta uy va uchta quduq haqidagi boshqotirma masalaga 
mos graf (ushbu bobning 2- paragrafidagi 9- shaklga qarang) uchlari 
to'plamlari kesishmaydigan ikkita ( °3 ) nolgraflaming birikmasidir. _ 

+ == 3 
2 525 

6- m i sol. 7 - shaklda 
uchlari to'plamlari kesishmay
digan K2 va K3 graflaming 

birikmasi amali tasvirlangan. _ 

3<]4 1~4 

Agar uchlari to'plamlari 
kesishmasi bo'sh bo'lmagan 

graflami biriktirish zarur bo'lsa, u holda hal qilinayotgan masala 
xossalarini e'tiborga olib ish ko'rish kerakligini ta'kidlaymiz. 

7- shakl 

10.3.4. Graflarni ko'paytirish. GI=(~,VI) va G2 =(V2 ,V2 ) 

graflar berilgan bo'lsin. Uchlari to'plami V = ~~ X V2 bo'lgan G = (V,U) 
grafning qirralari (yoylari) kortejini quyidagicha aniqlaymiz: agar VI '= VI" 

va (V2',V2")EU2 yoki v:'=v2" va (1'1',VI")EUI bo'lsa, u holda 
(v', V")E U bo'ladi, bu yerda VI', VI "E ~, v: " v: "E V:' v'= (VI', v2 ')E V 
va v"= (vt, v2 ")E V. Shunday usul bilan qurilgan G = (V,V) graf GI 

va G2 graflarning kO'paytmasi deb ataladi va G = GI X G2 kabi 
belgilanadi. 

Graflaming ko'paytmasi ta'rifiga asosan berilgan G
J 
= (~,VI) va 

G: = (V:,V2 ) graflaming ko'paytmasi hisoblangan G grafdagi: 
- uchlar (VI' vJ yoki (v2 , VI) ko'rinishdagi juftliklardan iboratdir, bu 

yerda VI E ~. v: E V2 ; 

- v'=(V1',V2')E V va V"=(1\",V2")E V uchlar faqat va faqat shu 
holda qo'shni bo'ladilarki, bu uchlami (iuftliklami) tashkil qiluvchi 

(1, v2 ) 

(1, VI) 
4t"'--t--~ (1, V J) 

8- shakl 

elementiaming biri unga mos element bilan ustma-ust tushgan holda 
boshqa elementlar o'z grafida qo'shni bo'lishsa, bu yerda VI', VI OlE ~, 

V2 ',V2"E V2 ; 
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- 1 ~ 1= ml , 1 V2 1= m1 , 1 U I 1= nl va 1 U 2 1= n2 munosabatlardan 
1 V 1= ml m2 va 1 U 1= mlnz + m2nl bo'lishi kelib chigadi. 

7- m i sol. 8- shaklda uchlari to'plamlari kesishmaydigan K z va K3 
graflarning ko'paytmasi amali tasvirlangan. _ 

I bobning 4- paragrafida ta'kidlanganidek, Dekart kO'paytmalar bilan 
bog'liq tuzilmalar ustida bajariladigan amallar boshqalaridan o'ziga xosligi 
bilan ajralib turadi. Bu o'ziga xoslik graflarni ko'paytirish amalida 
namoyon bo'ladi. Anigrog'i, graflar kO'patmasida gatnashgan birorta 
grafning girralari korteji bo'sh bo'lsada, ko'paytirish amalini go'llash 
natijasida hosil bo'igan grafning girralari korteji bo'sh bo'imasligi ham 

'I. shaH 

mumkin. Haqiqatdan ham, yuqorida 
keltirilgan graflarning ko'paytmasi ta'rifidan 
kelib chiqadiki, agar G = (V,U) graf 

GI = (11;, UI ) va G2 = (V2 ,UJ graflarning 
ko'paytmasi, ya'ni, G = GI xG2 bo'lsa, u 
holda V = 11; X V2 bo'ladi va U kortej 
elementlari bilan (V;XU2 )U(UI XV2 ) 

birlashma elementlari orasida o'zaro bir 
qiymatli moslik mavjud. Shuning uchun, 

agar, masalan, U I = 0, U'2 * 0 bo'lsa, u 
holda (V;xU1)U(U; xVz)=V;xU2 *0 bo'ladio chunki grafning tarifiga 
ko'ra ~ * 0. Demak, U * 0, ya'ni G I bo'sh graf bo'lsada, 
G = GI X G2 bo'sh bo'lmagan grafdir. 

Graflarni ko'paytirish amalini takrar go'llash usuli bilan graflar 
nazariyasining muhim sinfini tashkil etuvchi n 0' lchovli kublarni aniglash 
mumkin. n o'Ichovli kub (QI1) uchlari soni ikkiga teng bo'igan to'la graf 
K2 yordamida quyidagi rekurrent formula bilan aniglanadi: 

QI =K2, Qn =K2xQIl_I' 
Yuqorida graflar ustidagi ba'zi amallar haqida qisqacha ma'iumot 

berildi. Shuni ta 'kidlash lozimki, graflar ustida bundan boshqa bir qator 
amallar ham bor. 

Muammoli masala va topshiriqlar 

1. 9- va 10- shakllarda tasvirlangan sakkizta graflar orasidan o'zaro 
izomorf bo'igan gratlar juftlarini aniqlang. 
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2. 9- shaklda tasvirlan to'rtta grafning har biri uchun uchni olib 
tashlash va qirrani olib tashlash amallarini qo'llang. 

3. 10- shaklda tasvirlangan to'rtta grafning har biri uchun uchtadan 
qism grafva to'idiruvchi grafni tuzing. 

4. Gomeomorf va gomeomorf 
bo'imagan graflarga misollar keltiring. 

5. K3 va K4 graflarning 

birlashmasini toping (bunda gratlar 
uchlari to'plamlari kesishadigan va 
kesishmaydigan hollami alohida qarang). 

6. Ikkita K3 grafning birikmasini 

toping (bunda graflar uchlari to'plamlari 
kesishadigan va kesishmaydigan hollami 

!O- shakl alohida qarang). 
7. Graflami ko'paytirish amalini 

qo'llab, 0 3 X °4 , 0 3 X K3, 04 X K3 va K3 X K3 graflarni toping. 

8. K t,2 va K 2,3 graflaming geometrik ifodalanishidan foydalanib 

ular ustida birlashma, birikma va ko'paytma amallarini bajaring (bunda 
graflar uchlari to'plamlari kesishadigan va kesishmaydigan hollami 
alohida qarang). 

Mustaqil ishlash uchun savollar 

1. Grafdan uchni olib tashlash amali qanday bajariladi? 
2. Grafdan qirrani (yoyni) olib tashlash amali qanday bajariladi? 
3. Qism graf deganda nima tushuniladi? 
4. To'ldiruvchi graf deb qanday grafga aytiladi? 
5. Grafga yangi uchni qo'shish amalini bajarishning qanday 

usullarini bilasiz? 
6. Berilgan grafning bo'linish grafi qanday tuziladi? 
7. Qanday graflar gomeomorf graflar deb ataladi? 
8. Berilgan graflarning birlashmasi (uyushmasi) qanday hosil 

qilinadi? 
9. Berilgan graflaming diz'yunkt birlashmasi natijasida hosil bo'lgan 

grafuchlarining soni haqida nima deyish mumkin? 
10. Graflaming birlashmasi (uyushmasi) amali bilan ulaming 

birikmasi (tutashmasi) amali orasida qanday o'xshashlik va farqlar bor? 
209 



11. Berilgan ikkita grafning ko'paytmasi qanday hosil qilinadi? 
12. Berilgan graf bilan nol graf ko'paytmasi haqida nima deyish 

mumkin? 
13. Graflar kO'patmasida qatnashgan birorta grafning qirralari korteji 

bo'sh bo'lsada, ko'paytirish amalini qo'llash natijasida hosil bo'lgan 
grafning qirralari korteji bo'sh bo'lmasligi mumkinmi? 

10.4.Marshrutlar va zanjirlar 

Graf Uch. Qirra. Marshrut. Boshlang'ich, o:'(lrgi, ichki. oraliq lIch Ikki 
tomonlama cheksi::. bir tomonlama cheksi::. notrivial va nol marslImt. 

Marshrutning uzunligi. Zanjir. Oddi)" yopiq zanjir. Sikl. Oriyentirlangan 
marsh rut. Yo 'I. KontZ/r. Bog'langan lIchlar. Uchlarni bog 'lovchi marshl1lt. 

Bog'lamli graf Bog 'lamlilik komponentlari. Ekvivalentlik mllnosabati. 
Diz yunktiv birlashma. Ajratuvchi qirralar. Kesim Ko 'prik. Ko 'ndalangiga dash. 

10.4.1. Marshrutlar va zanjirlar haqida umumiy ma'lumotlar. 
Uehlari to'plami V = {vI' 1/2"'" vm } va qirralar korteji U = {u p u2 , ... ,1I1l } 

bo'lgan oriyentirlanmagan G = (V,U) graf berilgan bo'lsin. Bu G 
grafdagi uehiar va qirralaming har ikki qo'shni qirralari umumiy ehetki 
uchga ega 

( ... , VI1 ' U I, ' VIO ' 1I12 ' VI3 , ... ) 

ko'rinishidagi ehekli yoki cheksiz ketma-ketligi marshrut deb ataladi. 
Marshrutni uning uchlari ketma-ketligi ( ... , VI,' VIO , ... ) yoki qirralari 

ketma-ketligi ( ... ,u
l

, ,u" , ... ) ko'rinishida ham belgi/ash mumkin. 

Agar marshrutda qandaydir uchdan oidin uehlar bo'lmasa, bu uchni 
marshrutning boshlang'ich uchi deb, shu uchdan keyin marshrutga 
tegishli uchlar bo'lmaganda esa, uni marshrutning oxirgi uchi deb 
ataydilar. 

Agar marshrutning boshlang'ich uchi vp va oxirgi uehi Vq bo'lsa, u 

holda uni v p uchdan Vq uchga yo'nalgan marshrut yoki chetlari v p va 

v" bo'lgan marshrut deb ataladi. 

Marshrutdagi ikkita qoshni qirralarga tegishli ueh ichki uch yoki oraliq 
uch deb ataladi. 

Marshrutda qirralar va uehlar takrorlanishi mumkin bo'lgani uehun 
marshrutning ichki uchi, bir vaqtning o'zida, uning boshlang'ich va (yoki) 
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oxirgi uchi bo'lishi ham mumkin va teskarisi, marshrutning boshlang'ich 
va (yoki) oxirgi uchi uning ichki uchi bo'lishi ham murnkin. 

Tabiiyki, marshrut: 
- boshlang'ich uchga ham oxirgi uchga ham ega bo'lmasJigi mumkin 

(bunday marshrut ikki tomoolama cheksiz marshrot deb ataladi); 
- boshlangich uchga ega bo'lib, oxirgi uchga ega bo'lmasligi mumkin 

yoki, aksincha, oxirgi uchga ega bo'Jib, boshlangich uchga ega bo'lmasligi 
mumkin (bir tomoolama cheksiz marsh rut); 

- yagona qirradan iborat bo'lishi mumkin (notrivial marsh rut); 
- birorta ham qirraga ega bo'lmasligi mumkin (001 marshrut yoki 

trivial marshrut). 
Marshrutning uzunligi deb undagi qirralar soniga aytiladi. 
Turli qirralardan tashkil topgan marshrutga zanjir deb ataladi. Agar 

zanjiming chetlaridan tashqari barcha uchlari turlicha bo'lsa, u holda uni 
oddiy zanjir deb ataydilar. 

Berilgan (VI' v2 , ... , v,) zanjir yoki oddiy zanjir uchun VI = Vs bo'lsa, u 

yopiq zanjir deb ataladi. Hech bo'lmaganda bitta qirraga ega yopiq oddiy 
zanjir sikl deb ataladi. 

Sirtmoq yoki bir juft karrali qirralar sikl tashkil etishi ravshandir. 
Grafdagi zanjir grafning qism graft deb qaralishi mumkin. 
1- m i sol. Ushbu bobning 2- paragrafidagi 1- shaklda tasvirlangan 

graf uchun (3,u4,2,u"l,uI,2,u6,2,u4,3,u5,4) ketma-ketlik 3 belgili uch

dan 4 belgili uchga yo'nalgan marshrutdir, bunda 3 - boshlang'ich uch, 4-
oxirgi uchdir. Bu marshrutda 1, 2 va 3 belgili uchlar oraliq uchlar 
hisoblanadi. Qaralayotgan marshrutning uzunligi 6 ga teng bo'lib, u zanjir 
bo'la olmaydi, chunki unda I belgili uch 2 marta (bir marta oraliq uch 
sifatida, ikkinchi marta esa oxirgi uch sifatida) qatnashmoqda. 

Yana o'sha graf uchun (3,2,1,3) zanjiming oxirgi bo'g'ini sifatida u2 

yoki u3 qirralardan qaysisi olinishiga bog'liqsiz ravishda. u yopiq zanjir 

va sikldir. _ 
OriyentirIangan graflar uchun ham undagi yoylarning YO'nalishini 

(oriyentatsiyasini) inobatga olmasdan oriyentirlanmagan marshrut, zanjir 
va oddiy zanjir tushunchalarini kiritish mumkin. Lekin oriyentirIangan 

graflar uchun oriyentirlangan marshrut tushunchasini kiritish tabiiydir. 

Yoylarning oriyentatsiyalari hisobga olingan yoylar va uchlar ketma

ketligi oriyentirlangan marshrut deb ataladi. 
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Oriyentirlangan marshrut uchun zanjir tushunchasiga o'xshash yo'l 
(yoki oriyentirlangan zanjir) tushunchasini ham kiritish mumkin. 
Boshlang'ich va oxirgi uchlari ustma-ust tushadigan oriyentirlangan zanjir 
kontur deb ataladi. 

2- m i sol. Ushbu bobning 2- paragrafidagi 2- shaklda tasvirlangan 
grafni qaraymiz. Uning uch va qirralaridan tuzilgan 

(3, u3,I,u4 ,4,u5 ,5, u2 ,2,ul ,1) 

ketma-ketlik oriyentirlanmagan marshrut va zanjirdir, lekin u oddiy zanjir 
bo'la olmaydi. Bu ketma-ketlik oriyentirlangan marshrut ham bo'la 
olmaydi, chunki unda marshrut yo'nalishiga teskari yo'nalishga ega yoylar 
bor (U3,U4 ,UI ). 

Qaralayotgan graf uchun (lI6 , lis, u2 ) ketma-ketlik oriyentirlangan 
marshrutni tashkil etadi. Bu marshrut yo'ldir, lekin u kontur emas. 
Berilgan grafda faqat bitta kontur bo'lib, bu kontumi (4,lls,5,li6 ,4) yoki 
(5,u 6 ,4,l/s,5) ko'rinishda ifodalash mumkin. _ 

I- teo rem a . Agar grafdagi har bir l/chning !akal darajasi ikkidan 
kichik ba 'lmasa, u halda bu graf siklga ega. 

Is bot i. Agar grafda sirtmoqlar yoki karrali qirralar bo'lsa. 
teoremaning tasdig'i to'g'riligi ravshandir. Shuning uchun teorema 
tasdig'ini graf sirtmoqsiz va karrali qirralari bo'lmagan holda isbotlaymiz. 

Faraz qilaylik, VE V berilgan sirtmoqsiz va karrali qirralari bo'lmagan 
G = (V,U) grafning ixtiyoriy uchi bo'lsin. Qaralayotgan v uchga qo'shni 
VI uchni va bu uchga V dan farqli boshqa qo'shni v2 uchni, v2 uchga esa 
VI dan farqli boshqa qo'shni V3 uchni, va hokaza, v, uchga V,_I dan farqli 
boshqa qo'shni v,+1 uchni, va hokaza, tanlab, 

((v, VI)' (VI' vJ,(v2 , vJ, ... ,(v,_I, V,), (v, , v,+1 ), ... ) 

qirralar ketma-ketligini tuzamiz. Teoremaning shartlariga ko'ra yuqoridagi 
jarayonni amalga oshirish va talab etilgan xossaga ega v,+1 uchni topish 

mumkinligini ta'kidlaymiz. 
Grafning uchlari to'plami V chekli to'plam bo'lganligidan, yuqorida 

bayon etilgan uchlar ketma-ketligini qurish jarayonida chekli qadamdan 
so'ng albatta oldin uchragan uchlardan birini tanlashga majbur bo'lamiz. 
Agar vk uch ketma-ketlikda ikki marta uchragan dastlabki uch bo'lsa, 

ketma-ketlikka qirralar qO'shish jarayonini to'xtatamiz, chunki tuzilgan 
qirralar ketma-ketligining vk uch ikki marta qatnashgan qismi biz 

izlayotgan sikldir. _ 
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10.4.2. Grafning bog'lamliligi tushunchasi. Agar oriyentirlanmagan 
grafda chetlari a va b uchlardan iborat marshrut topilsa, bu a va b 
uchlar bog'langan deb, marshrutning o'zi esa a va b ucblarni 
bog'lovchi marsh rut deb ataladi. 

Tabiiyki, agar qandaydir uehlarni bog'lovehi marshrut biror a, uchdan 
bir necha marta o'tsa, u holda marshrutning siklik qismini olib tashlab 
(bunda siklik qismning o'rniga marshrutda faqat a

l 
ueh qoldiriladi) yana 

o'sha uchlarni bog'lovehi oddiy zanjir ko'rinishdagi marshrutni hosi! 
qilish mumkin. Shuning uchun, marshrut bilan bog'langan uehlar doimo 
oddiy zanjir bilan ham bo'glangan bo'ladi, degan xulosaga kelamiz. 

Bir-biri bilan ustma-ust tushmaydigan ixtiyoriy ikkita uehlari 
bog'langan graf bog'lamli graf deb ataladi. 

Agar grafdagi ikkita uchni biror oddiy zanjir bilan tutashtirish mumkin 
bo'lsa, u holda bu ikkita uch ekvivalent (bog'langan) deyiladi. Bunday 
uchlar to'plami grafda ekvivalentIik munosabati bilan aniqlangan deb 
hisoblanadi. Uehlar to'plami bO'yicha ekvivalentIik munosabatini inobatga 
olgan holda berilgan grafni bog'lamlilik komponentlar (qisqacha, 
komponentlari) deb ataluvchi bog'lamli qismlarning birlashmasi deb 
qarash mumkin. Bu yerda berilgan graf bog'lamlilik komponentalariga 
bo'laklandi (ajratildi) deb aytish mumkin. Isbotlash mumkinki, har qanday 
graf o'zining bog'lamlilik komponentlarining diz'yunktiv birlashmasi 
sifatida ifodalanishi mumkin, bunda grafning bog'lamlilik komponent
lariga bo'laklanishi bir qiymatli aniqlanadi. 

Keyingi ma'lumotlarni bayon etish uchun yoq tushunchasi zarur 
bo'ladi. Tekislikda geometrik ifodalanuvchi grafni qaraymiz. Bu grafga 
tegishli bo'lmagan (ya'ni grafning hech qaysi uchi bilan ustma-ust 
tushmaydigan va uning hech qaysi qirrasida yotmaydigan) biror A 
nuqtani hech qaysi nuqtasi grafga tegishli bo'lmagan uzluksiz chiziq bilan 
tutashtirish mumkin bo'lgan bareha nuqtalar to'plami grafning A nuqtani 
o'zida saqlovehi yog'i deb ataladi. 

Yoq tushunchasiga berilgan ta'rifga ko'ra yoq grafning geometrik 
ifodalanishi yordamida tekislikning "qirqib" olinadigan qismidan iboratdir. 
Tekislikda geometrik ifodalanuvchi ixtJyoriy grafning hech bo'lmaganda 
bitta yog'i bo'lishi va uning bitta yog'i chegaraga ega emasligi 
(cheksizligi) o'z-o'zidan ravshandir. 

2- teo rem a (Eyler. 1752). Tekis va bog 'lam Ii G = (V, U) grqf 

uchun m + r = 2 + n tenglik 0 'rinlidir, bu yerda m = lVi, n = lUi, r -

yoqluJ'soni. 
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I s bot i . Teoremani isbotlash uchun matematik induksiya usulini 
grafdagi qirralar soni n bo'yicha qo'llaymiz. Induksiya usulining bazasi 
sifatida n = 0 bo'lgan holni qaraymiz. Bu holda teoremaning tasdig'iga 
ko'ra m + r = 2 bo'lishi kerak. Haqiqatdan ham, G tekis va bog'lamli 
graf bo'lgani uchun, u yagona uchdan tashkil topadi va bu uch yagona 
(cheksiz) yoqda yotadi, ya'ni m = 1 va r = I. Demak, bu holda 
teoremaning tasdig'i to'g'ridir. 

Induksion o'tish: teoremaning tasdig'i n = k uchun to'g'ri bo'lsin deb 
faraz qilib, uning n = k + 1 uchun ham to'g'ri ekanligini ko'rsatamiz. 
Farazimizga ko'ra m + r = 2 + k tenglik o'rinlidir. k ta qirraga ega G 
tekis va bog'lamli grafga (k + 1)- qirrani (uni e bilan belgilaymiz) 
shunday qo'shish kerakki, bunda e qirra G graf joylashgan tekislikda 
yotsin va hosil bo'igan graf ham bog'lamli bo'lsin. Bu amalni bajarganda 
quyidagi uchta holdan biri ro'y beradi: 

1) qo' shilayotgan qirra sirtmoqdir - bu holda e qirra, albatta, G 
grafdagi uchlardan biriga insident bo'lib, yoqlardan birida yotadi va bu 
yoqni ikkiga (sirtmoq yotgan yoqning sirtmoq chizig'i bilan chegaralangan 
ichki va tashqi qismlariga) ajratadi, ya'ni uchlar soni o'zgarmaydi, yoqlar 
soni esa birga oshadi: m + r + 1 = 2 + k + 1 ; 

2) qO'shilayotgan qirra G grafda bor bo'lgan ikkita uchlami 
tutashtiradi - bu holda ham grafning biror (e qirra yotgan) yog'i ikkiga 
ajraladi, uchlari soni esa o'zgarmaydi: m + r + 1 = 2 + k + 1 ; 

3) qO'shilayotgan qirra sirtmoq emas va u G grafdagi uchlardan faqat 
bittasiga insidentdir - bu holda grafning biror yog'ida e qirraga insident 
bo'lgan bitta boshqa uch yasaladi (grafning uchlari soni bittaga oshadi) va 
e qirra joylashgan yoq yaxlitlikni saqlagan holda e qirrani o'z ichiga 
oladi (yoqlar soni o'zgarmaydi): m + 1 + r = 2 + k + 1 .• 

2- teoremaning tasdig'idagi m + r = 2 + n tenglik Eyler formulasi deb 
ataladi. 

Eyler forrnulasi stereometriyada ham qo'llaniladi: uchlari m ta, yoqlari 
r ta va qirralari n ta ixtiyoriy ko'pyoq uchun Eyler forrnulasi o'rinlidir. Bu 
tasdiqning negizida isboti o'quvchiga havola qilinayotgan quyidagi tasdiq 
yotadi: stereometriyada herilgan ta'ri(ga ko 'ra aniq/angan ixtiyoriy 
ko p'voqliga mos tekis izomorJ gra( mavjuddir. 

Eyler teoremasidan bir qator natijalar kelib chiqadi. Masalan, bu 
teoremadan foydalanib uni osonlik bilan bog'lamli bo'lmagan graflar 
uchun quyidagicha umumlashtirish mumkin. 
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1- natija. Tekis G=(V,U) grafuchun m+r=l+n+k tenglik 

o'rinlidir, bunda m = lVi, n = lUi, r - yoqlar soni, k - bog '/amlilik 

komponentlari soni. 
Is bot i o'quvehiga havola qilinadi _. 
2- nat i j a. Karl'ali qirralari bo'lmagan sirtmoqsiz tekis (m, n) -graf 

uchun n ~ 3m - 6 tengsizlik 0 'rinlidir. 
Is bot i. Haqiqatdan ham, har bir yoq hech bo'lmaqanda uehta girra 

bilan chegaralanganligi va yoqlami ehegaralovchi qirralami sanaganda har 
bir qirra ikki marta hisobda qatnashganligi uehun 3r ~ 2n tengsizlik 
o'rinlidir (ta'kidlaymizki, agar grafda uehta ueh va ikkita qirra bo'lsa, u 
holda n ~ 3m - 6 tengsizlik bajariladi). 3,. ~ 2n tengsizlikdan Eyler 
formulasini r = 2 + n - m ko'rinishda qo'llab, n ~ 3m - 6 tengsizlikni 
hosil qilamiz. _ 

Ushbu bobning 2- paragrafida Ks va K3,3 graflaming planar emasligi 
ta'kidlangan (isbotsiz keltirilgan) edi. Endi bu tasdiqlami qat'iy isbotlash 
mumkin. 

3- teo rem a. Ks graf planar emas. 

Is bot i. Ks planar graf bo'lsin deb faraz qilamiz. Planar graf uehun 

n 3m - 6 tengsizlik o'rinlidir. Ks graf uehun m = 5 va n = 10 
bo'lganligidan bu tengsizlik 1 0 ~ 9 ko'rinishdagi noto'g'ri munosabatga 
olib keladi. Demak, Ks graf planar emas. _ 

4- teo rem a. K 3,3 grafplanar emas. 

Is bot i. K3,3 planar graf bo'isin deb faraz qilamiz. Bu grafda 6 ta 

ueh (m = 6) va 9 ta qirra (n = 9) bo'lgani uehun, Eyler teoremasiga 

ko'ra, unda 5 ta (r=2+n-m=2+9-6=5) yoq bo'lishi kerak. K33 

grafning har bir yog'i kamida to'rtta qirra bilan ehegaralanganligi sababli 

bu graf uchun 4r ~ 2n tengsizlik o'rinlidir. Lekin bu tengsizlik K] 3 graf 

uehun 20 ~ 18 ko'rinishdagi noto'g'ri munosabatga olib keladi. Demak, 

K33 graf planar emas. -
Quyidagi tasdiq o'rinli ekanini isbotlash mumkin. 
5- teo rem a. Agar biror graf Ks yoki K 3•3 grajga gomeomorf 

bo'lgan qism grafga ega bo'lsa, u holda bu graf tekislikda yotuvchi 
bo'lmaydi. 
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1930- yilda K. Kuratovskiyl bu tasdiqqa teskari tasdiqni isbot qildi: 
agar graf tekishkda yotuvchi bo '/masa, 11 lIo/da u Ks yoki K 3.3 grafga 
gomeomorj bo 'Zgan qism grafga ega bo'lam Umuman olganda, 
graflaming planarligi haqidagi bu asosiy natija K. Kuratovskiydan oldin 
1922- yilda L. S. Pontryagin2 tomonidan isbotlangan, lekin bu natija o'sha 
vaqtda matbuotda e'lon qilinmagan edi. 

6- teo rem a (Pontryagin-Kuratovskiy). Graf planar bo '/is hi uchun 
u Ks yoki K3•3 grafga gomeomorf qism graflarga ega bo '/ishi zarur va 
vetarlidir. 

Is bot i topshiriq sifatida o'quvchiga havola qilinadi. _ 
7- teo rem a. Agar karrali qirraZari bo 'lmagan sirtmoqsiz grafda m 

ta uch, n fa qirra va k fa bog'lamlilik komponentlari bo'lsa, 11 holda 
quyidagi munosabat 0 'rinlidir: 

m-k:::;' n:::;' (m-k)(m-k+l) . 

2 
Is bot i. Avval qirralar soni n bo 'yicha matematik induksiya usulini 

qo'llab m - k :::;, n tengsizlikni isbotlaymiz. Agar grafda qirralar bo'imasa 
(ya'ni, matematik induksiya usulining bazasi sifatida n = 0 deb olinsa), u 
holda grafdagi uchlar soni umng bog'lamlilik komponentlari soniga 
tengdir: k = m . Demak, n = 0 bo'lganda m - k:::;, n munosabat 
to'g'ridir. 

Induksion o'tish. Grafdagi qirralar sonini no bilan belgilab, bu son 
minimal bo'lsin, ya'ni grafdan istalgan qirrani olib tashlash amah 
bog'lamlilik komponentlari soni o'zgargan graf hosil qilsin, deb faraz 
qilamiz. Bundan tashqari, matematik induksiya usuli talabiga binoan 
n = no uchun isbotlanishi kerak bo' 19an tengsizlik 0' rinli bo' lsin, deb 
faraz qilamiz. Tabiiyki. bu holda grafdan istalgan qirrani olib tashlasak 
(bunda olib tashlangan qirraning chetlaridagi uchlar grafga tegishli bo'lib 
qolaveradi), hosil bo'lgan grafning uchlari soni m ga, qirralari soni 
(no -1) ga, bog'lamlilik komponentlari soni esa (k + 1 )ga teng bo'ladi. 

Induksiya faraziga binoan m - (k + 1) :::;, no -1 tengsizlik 0 'rinlidir. Bu 

tengsizlikdan m - k :::;, no kelib chiqadi. Shunday qilib, m - k :::;, n 

tengsizlik isbotlandi. 

I Kurato\sklY (Kuratowskl Kazimej. 1896-1980) - Polsha matemalIgl 
2 PDlltryagm Lev Semyonovich (ilOHTPlIrIIH fleB CeMeHOBIiQ, 1908-1988) - sovet (rus) 

matemalIgi, akademlk. 
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d
· < (m-k)(m-k+l) . I' . h En I n _ tengsizlikni lsbot aymlz. Bunmg ue un 

2 
grafning har bir bog'lamlilik komponenti to'la graf bo'isin, deb faraz 
qilamiz. Berilgan grafning uehlari sonlari mos ravishda m, va m

J 
bo'lgan 

ikkita bog'lamlilik komponentlari D, va D
J 

graflardan iborat bo'lsin, bu 
yerda m, ~ m

J 
> 1 . D, va D; graflaming uehlari umumiy soni (m, + m; ) 

ga teng bo'kishi tushunarli. Bu D, va D, graflami uehlari soni mos 
ravishda (m, + 1) va (m, - 1) bo' Igan to' la graflar bilan almashtirsak, 
uehlar urnumiy soni o'zgarmaydi, lekin qirralaming umumiy soni 
(C;.+I+C;,_I)-(C;, +C;,) miqdorga o'zgaradi. Oxirgi ifodaning 
ko'rinishini quyidagieha o'zgartiramiz: 

(C,; +1 + C; _I )-(C,; + C; ) = 
I J I I 

= ~[(m, + l)m, +(m; -1)(m
l 

- 2)-m,(mi -1)-m/m, -1)J = 

1 2 2 2 2 =-(m +m +m -m -2m +2-m +m -m +m )= 2' , ; I I " I J 

= m, - m; + 1 > O. 

Shunday qilib, uehlari soni m va bog'lamlilik komponentlari soni k 

bo'lgan grafda maksimal sondagi qirralar bo'lishi uehun u (k -1 )ta 
yakkalangan uehlar va (m - k + 1 )ta uchga ega to' la graf birlashmasidan 
tashkil topishi kerak ekan. Bu yerdan isbotlanishi kerak bo'lgan tengsizlik 
kelib ehiqadi. _ 

7- teoremaning tatbiqi sifatida quyidagi tasdiqni keltiramiz. 

(m-l)(m-2) 
3 - nat ij a. m ta llchga ega, qirralari soni dan katta, 

2 
karrali qirralari bo 'lmagan sirtmoqsiz grafbog 'lamlidir. 

Is bot i. Birinehidan, agar sirtmoqsiz va karrali qirralari bo'lmagan 
grafning bog'lamlilik komponentlari soni k ga teng bo'lsa (kEl'f), u holda, 

(m-k)(m-k+l) 
7- teoremaga binoan, bunday grafning qirralari soni dan 

2 

k Ikk
' h'd (m-l)(m-2) (m-k)(m-k+l) 

atta emas. me 1 an, < tengsizlik faqat 
2 2 

k = 1 bo'lsagina to'g'ridir. _ 
217 



Tabiiyki, bog'lamli grafdan qirrani yoki bir necha qirralarni olib 
tashlash natijasida hosil bo'igan graf bog'lamli bo'lishi ham, bo'lmasligi 
ham mumkin. Agar bog'lamli grafdan qirrani olib tashlash amali grafning 
bog'lamlilik xususiyatini buzsa, u holda bunday qirrani ajratuvchi qirra 
deb ataymiz. 

Ravshanki, berilgan bog'lamli grafda ajratuvchi qirralar ko'p bo'lishi 
mumkin. Ajratuvchi qirralar to'plamining hech qaysi qism to'plami 
elementlari ajratuvchi qirralar bo'imasa, bu qirralar to'plamini kesim deb 
ataymiz. Grafdan kesimga tegishli qirralar olib tashlansa, natijada ikki 
bog'lamli komponentlari bo'igan graf hosil bo'lishi ravshandir. Agar 
kesim yagona qirradan iborat bo'lsa, u holda bu qirra ko'prik deb ataladi. 

5 
8 

6 
to. 11 

14 

1- shakl 

3- misol. 1- shaklda tasvidangan (l5,14)-grafni G bilan belgilaymiz. 
Bu graf bog'lamli graf emas, uning to'rtta bog'lamli komponentalari 

bor: G = GJ U G2 U G3 U G4 , bu yerda GJ - uchlari to'plami 
{1,2,3,4,5,6} bo'igan oriyentirianmagan (6,7)-graf, G2 - bitta 7 belgili 
uchga ega oriyentirianmagan (1 ,O)-graf, G3 ham bitta 10 belgili uchga ega 
oriyentirlanmagan (l,O)-graf, G4 esa uchlari to'plami {8,9,11,12J3,14J5} 
bo'lgan oriyentirlanmagan (7,7)-grafdir. Agar G grafning G4 bog'lamli 
komponentini alohida graf deb qarasak, bu grafda {(8,9), (14,15)} 
ko'rinishdagi ajratuvchi qirralar to'plamini ko'rsatish mumkin. Bu qirralar 
kesim tashkil etadi. G grafning GJ va G4 bog'lamli komponentlari 
ko'priklarga egadir. Masalan, (2,5) va (5,6) qirralar G1 graf uchun 
kO'priklardir. _ 

Endi D. Kyonig tomonidan 1936- yilda isbotlangan ushbu teoremani 
grafning ikki bo'lakli bo'lishi yoki bo'lmasligini tekshirish alomati 
(mezoni) sifatida keltiramiz. 

8 - teo rem a (D. Kyonig). Grqfning ikki bo'lakli bo '/ishi uchul1 

uning tarkibida uzunligi toq son bilan ifodalanuvchi sikl bo 'Imasligi ::arur 

va yetarlidir. 
Is bot i o'quvchiga havola qilinadi. _ 
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Berilgan G = (V,V) grafning ikki bo'lakliligini aniqlashning sodda 

usuli bor. Bu usul ko'ndalangiga izlash deb ataluvchi soddagina izlash 
g'oyasiga asoslangan. 

Ko'ndalangiga izlash usuliga ko'ra grafning uchlari 0,1,2,3, ... raqamlar 

bilan quyidagi qoida bo'yicha belgilanadi. Dastlab grafning ixtiyoriy uchi 
o raqami bilan belgilab olinadi. Shu 0 belgili uchga qo'shni barcha 
uchlarga I belgisi qo'yiladi. Endi 1 belgili har bir uchga qo'shni uchlarni 
aniqlab, ular orasidagi belgisi yo'q uchlarga 2 belgisini qo'yamiz. Keyin 2 
belgisiga ega barcha uchlami aniqlab, ular uchun ham yuqoridagiga 
o'xshash ish yuritamiz. Bu jarayonni mumkin bo'lgan qadar davom 
ettiramiz. Tushunarliki, agar G graf bog'lamli bo'lsa, u holda 
ko'ndalangiga izlash usuli grafning barcha uchlarini raqamlab chiqish 
irnkonini beradi. 

Bog'lamli graf uchlarini belgilash jarayoni tugagandan so'ng, uning 
uchlari to'plami V ni ikkita V va V to'plamga quyidagicha ajratamiz: 
juft raqamli uchlarni VI to'plamga, qqolgan uchlami esa Vq to'plamga 
kiritamiz (0 raqamli uch V to'plamga kiritiladi). G grafning ikkala uchi 
ham 1~ to'plamga tegishli barcha qirralari kortejini VI bilan, uning ikkala 
uchi ham ~ to'plamga tegishli barcha qirralari koitejini esa Vq bilan 
belgilaymiz. 'Agar V va Vq kortejlar bo'sh bo'lsa, u holda berilgan G 
grafikki bo'laklidir, ~ks holda u ikki bo'lakli emas. 

Hozirgacha k > 2 bo'lgan hoI uchun grafning k bo'lakliligini aniqlash 
bO'yicha oddiy usul topilmagan. 

Muammoli masala va topshiriqlar 

1. Elementlari siz yashayotgan aholi punktidagi chorraha va yo'Uarga 
mos keluvchi grafni geometrik ifodalab, bu grafda marshrutlar, zanjirlar, 
oddiy zanjirlar va sikllarni aniqlang. 

2. Ixtiyoriy graf uchun yo shu grafning 
o'zi, yoki uning to'ldiruvchi grafi bo'g'lamli 
bo'lishini isbotlang. 

3. Agar G bog'lamli graf va uning 
qandaydir sikliga tegishli qirrasi u bo'lsa, u 
holda G grafdan 11 qirrani olib tashlash 2- shakl 

natijasida hosil bo'lgan graf bog'lamli 
bo'lishini isbotlang. 

4. 2- shaklda tasvirlangan graf uchun uchlar, qirralar va yoqlar sonini 
aniqlang hamda Eyler formulasi va Eyler teoremasining 2- natijasidagi 
tengsizlik o'rinli ekanini tekshiring. 
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5. Eyler teoremasmmg 1- natijasida ifodalangan tengsizlikni 1-
shaklda tasvirlangan grafuchun tekshib ko'ring. 

6. Pontryagin-Kuratovskiy teoremasining isbotini o'rganing. 
7. Agar 1- topshiriqni bajarish natijasida hosil bo'lgan grafda 

ajratuvchi qirra(lar), kesim(1ar) va ko'prik(1ar) 
a) topilsa, u holda ulami aniqlang; 
b) topilmasa, u holda bu grafga yangi elementlami shunday qo'shingki, 

natijada ajratuvchi qirrasi(lari), kesim(lar)i va ko'prigi(klari) topiladigan 
graf hosil bo'lsin. 

Mustaqil ish/ash uchun savollar 

1. Graflarda marshrut deganda nimani tushunasiz? 
2. Marshrutdagi boshlang'ich, oraliq va oxirgi uchlaming bir-biridan 

qanday farqi bor? 
3. Qanday marshrutlar cheksiz marshrutlar deb ataladi? 
4. Notrivial marshrut bilan nol marshrutning bir-biridan farqi nimada? 
5. Marshrutning uzunligi deganda nimani tushunasiz? 
6. Zanjir nima? 
7. Oddiy va yopiq zanjirlaming bir-biridan farqi nimada? 
8. Yo'l, kontur deganda nimani tushunasiz? 
9. Qanday zanjir sikl deb ataladi va qanday graf siklga ega? 
10. Qanday uchlar bog'langan deb ataladi? 
11. Bog'lamli graf deganda nimani tushunasiz? 
12. Bog'lamlilik komponenti grafning qanday xususiyat(lar)ini 

tfodalaydi? 
13. Grafning yog'i deganda nimani tushunasiz? 
14. Eyler formulasi grafning qanday xossasini ifodalaydi? 
15. Eyler formulasi bog'lamli bo'lmagan graflar uchun qanday 

umumlashtiriladi? 
16. Nima uchun Ks va K33 graflar planar emas? 
17. Pontryagin-Kuratovskiy teoremasi nimani ifodalaydi? 
18. Karrali qirralari bo'imagan sirtmoqsiz grafda uchlar, qirralar va 

bog'lamlilik komponentlari orasida tengsizliklar bilan ifodalanuvchi 
qanday munosabat o'rinli? 

19. Sirtmoqsiz va karrah qirralari bo'imagan grafning bog'lamlilik 
sharti nimadan iborat? 

20. Grafdagi qanday qirralar ajratuvchi qirralar deb ataladi? 
21. Kesim va ko'prik tushunchalarining farqi nimada? 
22. Ko'ndalangiga izlash usuli qanday amalga oshiriladi? 



10.5. Eyler va Gamilton l grafiari 

Graf Uch. Qirra. Sikl. Eyler zanjm. Eyler sikh. Eyler graft. YarTIn Eyler graji. 
Orzyenfirlangan Eyler yo 'Ii. Or~)'enflrlangan Eyler grafi. Fl)'ori algoritmi. 

Ganl1/ton zan)iri. Gamilton sikli. Gamilton grali. Yarim Gamilton gra.fi. 
KommivoyaJer masa/asi. 

10.5.1. Eyler grafiari. Graflar nazariyasining shakllanishi Kyonigsberg 
ko'priklari haqidagi masala bilan bog'liq ekanligi yaxshi ma'lum. L. Eyler 
1736- yilda bu masalaning yechimga ega emasligini isbotladi. U graflar 
nazariyasining ancha umumiy hisoblangan quyidagi savoliga ham javob 
topdi: qanday shartlar bajarilganda bog'lamli grafda barcha qirralardan 
faqat bir marta o'tadigan sikl mavjud bo'ladl? 

Grafning har bir qirrasidan faqat bir marta o'tadigan zanjir Eyler 
zanjiri deb ataladi. Yopiq Eyler zanjiriga Ua 'ni Eyler sikliga) ega graf 
Eyler grafi deb ataladi. Agar grafda yopiq bo'lmagan Eyler zanjiri topilsa, 
u holda bunday grafyarim Eyler grafi deb ataladi. 

1- teo rem a. Bog'lamli graf Eyler grajl bo 'fishi uchun undagi 
barcha IIchlarning darajalarijujf bo '/ishi zarur va yetarlidir. 

Is bot i. Zarurligi. G Eyler grafida C Eyler sikli bo'lsin. U holda C 
sikl bo'ylab harakatlanganda grafning har blr uchidan o'tish uchun bir juft 
qirradan foydalaniladi - bu qirralardan biri uchga kirish uchun, ikkmchisi 
esa uchdan chiqish uchun zarur bo'ladi. Bu yerda har bir uch darajasining 
juftligi C sikldagi har bir qirraning bir marta uchrashi mumkinligidan 
kelib ehiqadi. 

Yetarliligi. Endi G grafning har bir L1ehl darajasi juft bo'lsin deb faraz 
qilamiz. G graf bog'lamli bo'lgam uchun undagi har bir uchning darajasi 
ikkidan kichik emas. Ma'lumki, agar grafda har bir uchning darajasi 
ikkidan kichik bo'lmasa, u holda bunday graf tarkibida sikl mavjud (ushbu 
bobning 4- paragrafidagi 1- teoremaga qarang). 

Demak, G grafning qirralaridan tashkil etilgan qandaydir C I sikl bor. 
Bu siklni uning ixtiyoriy VI uehidan boshlab quramiz. Dastlab VI uchga 
insident bo'lgan ixtiyoriy bir qirrani tanlab, bu qirra bo'ylab 
harakatlanamiz va uning boshqa uchiga o'tamiz. Har safar, imkoniyati 
boricha, yangi qirra tanlab va bu qirradan o'tib uning boshqa uchiga 
boramiz. Shuni ta 'kidlash zarurki, bunday o'tislar jarayonida faqat 
qirraning yangisini tanlashga harakat qilinadi, uchlar esa istalganeha 
takrorlanishi mumkin. 

I Gamilton (WIllIam Rowan Hamilton, 1805-1865) -lrlandlya matemalIgl. fizigi va amonomi. 
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Har bir uchga insident qirralar soni juft bo'lgani uchun CI sikIni qurish 
jarayoni faqat VI uchga borgandagina tugaydi. Bu yerda ikki hoI bo'lishi 
mumkin: 

1) C I sikl G grafning barcha qirralaridan o'tadi, yoki 
2) CI sikl G grafning barcha qirralaridan o'tmaydi. Birinchi holda 

teorema isbotlandi deyish murnkin. Ikkinchi holda G grafdan CI siklga 
tegishli barcha qirralami olib tashlaymiz va natijada hosil bo'lgan grafni 
GI deb belgilaymiz. Bu yerda yakkalanib qolgan uchlami olib tashlash 
yoki olib tashlamaslik muhim emas. Agar yakkalanib qolgan uchlar olib 
tashlanmasa, natijada bog'lamli bo'lmagan G I grafni hosil qilishimiz ham 
mumkin. Grafdan qirralarni bun day olib tashlash amali. tabiiyki, grafning 
qirralari sonini kamaytiradi, lekin grafdagi uchlarning darajalari juftligi 
xossasini o'zgartirmaydi. 

G grafning bog'lamliligiga ko'ra C I sikl va GI graf hech bo'imasa 
bitta umumiy uchga ega bo'lishlari kerak. Shu sababli, C I siklda G I 
grafning qirralariga ham insident bo'lgan qandaydir v2 uch bor. Bu v2 
uchdan bosh lab faqat GI grafning qirralaridan tashkil topgan yangi C' 
siklni qurish mumkin. C' siklni qurish jarayoni faqat v2 uchga kelib 
tugashi mumkin. 

Oldin qurilgan C I siklni ikki qismga ajratamiz: 
1) CI sikIning VI uchidan boshlanib v2 uchida tugovchi qismi (bu 

oddiy zanjimi CI (VI' v2 ) bilan belgilaymiz) va 
2) CI siklning v2 uchidan boshlanib VI uchida tugovchi qolgan qismi 

(CI (V2' VI))· 

U holda VI uchdan boshlab CI(vl'vJ zanjirning qirralari bo'ylab v2 

uchga boruvchi, keyin C' siklning barcha qirralaridan o'tuvchi va, 

nihoyat, CI (V2 , VI) zanjirning qirralari bo'ylab VI uchga qaytib keIuvchi 

yangi C2 = CI (VI' v2 ) U CUCI (V2' VI) siklni hosil qilish mumkin. 

Agar C2 sikl Eyler sikli bo'lsa, teoremaning tasdig'i isbotlandi desa 

bo'ladi. Aks holda yuqorida bayon etilganjarayonni takrorlaymiz. 
Berilgan G grafdagi qirralar soni chekli bo'lganligidan. bu jarayon 

chekli jarayondir. Bujarayonni yetarlicha takrorlagandan so'ng, albatta, u 
Eyler siklini qurish bilan yakunlanadi. _ 

I- nat ij a. Bog 'lam Ii graf yarim Eyler grafi bo'lishi uchun undagi 
ikkitadan ko'p bo'lmagan uchlarning darajalari toq bo '{is hi zan/r va 
yetarlidir. 
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Is bot i 1- teoremaning isbotidan ba'zi o'zgartirishlar natijasida hosil 
qilinishi mumkin. _ 

I- teorema asosida Kyonigsberg ko 'priklari haqidagi masalaning 
(ushbu bobning 1- paragrafiga qarang) yechimi mavj ud emas degan 
xulosaga kelamiz, ya'm Kyonigsberg shahrining ixtiyoriy qismida 
joylashgan uydan chiqib Pregel daryosi ustiga qurilgan yettita 
ko'priklardan faqat bir martadan o'tgan holda, yana o'sha uyga qaytib 
kelish mumkin emas. 

Oriyentirlangan graflarda oriyentirlangan Eyler yo'lini izlash bilan 
shug'ullanish mumkin. Har bir yoydan faqat bir marta o'tadigan yo'l 
oriyentirlangan Eyler yo'Ii deb ataladi. Tarkibida oriyentirlangan Eyler 
yo'li bor bo'lgan oriyentirlangan graf oriyentirlangan Eyler grafi deb 
ataladi. 

Endi qinalari soni 11 ga teng bo'lgan berilgan Eyler grafida Eyler 
zanjirini tuzishning Flyori algoritmini1 keltiramiz. Bu algoritmga ko'ra 
grafning qinalari Eyler siklida uchrashi tartibi bO'yicha ldan 11 gacha 
raqamlab chiqiladi. 

Berilgan Eyler grafi uchun Flyori algoritmiga binoan quyidagi lkkita 
qoida asosida ishlar ketma-ket bajariladi: 

I. Grafning ixtiyoriy v uchidan boshlab bu uchga insident bo'lgan 
lstalgan qinaga (masalan. vv' qinaga) 1 raqami beriladi. Bu qina grafdan 
olib tashlanadi va v uchdan v' uchga (ya 'ni olib tashlangan qirraga 
insident uchga) o'tiladi. 

2. Oxirgi o'tishdan oldingi o'tish natijasida hosil bo'lgan uch w bo'lsin 
va oxirgi o'tishda biror qinaga k raqami berilgan deylik. w uchga 
insident istalgan qina imkoniyati boricha shunday tanlanadih bu qinani 
olib tashlash grafdagi bog'lamlilikni buzmasin. Tanlangan qinaga 
navbatdagi ( k + 1 ) raqami beriladi va bu qirra grafdan olib tashlanadi. _ 

Flyori algoritmiga ko'ra ish yuritish Eyler grafi uchun doimo chekli 
jarayon ekanligi va bu jarayon doimo grafdan barcha qinalarning olib 
tashlanishi, ya'ni Eyler zanjirini tuzish bilan tugashi isbotlangan. Shuni 
ham ta'kidlash kerakki, Flyori algoritmini qo'llash jarayonida qirralarni 
tanlash imkoniyatlari ko'p bo'lgani uchun, bunday vaziyatlarda, algoritmni 
qo'llash mavjud Eyler sikllaridan birini topish bilan cheklanadi. 
Tushunarliki, Flyori algoritmini takror qo'llab (bunda qinaiami tanlash 

I Bu algontm E. Lyuka tomontdan e'lon qilmran' Lucas, E. Recreatlom, Mathematlqques. Paris 
Gauthelr-VIllas, 1 R91. 
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jaroyoni algoritmini avvalgi go' llashlardagidek aynan takrorlanmasligi 
kerak) grafda mavjud bo'lgan barcha Eyler sikllarini topish mumkin. 

1- m i sol. 1- shaklda tasvirlangan grafni qarayrniz. A vvalo bu 
grafning Eyler grafi bo'lishi shartini, ya'ni 1- teorema shartlarining 
bajarilishini tekshiramiz. 

Berilgan grafda to'qqizta uch bo'lib, 1, 3, 7, 9 belgili uchlarning 
darajasi ikkiga, 2, 4, 6, 8 belgili uchlarning darajasi to'rtga, 5 belgili 
uchning darajasi esa oltiga teng. Xullas, bu grafdagi barcha uchlarning 
darajalari juftdir. Shuning uchun, 1- teoremaga ko'ra, 1- shaklda 

3 7 

tasvirlangan graf Eyler grafidir va uning tarkibida 
Eyler sikli mavjud. 

8 Berilgan grafga flyori algoritmini go'llab 
-A'-----:l~-___7I mavjud Eyler sikllaridan birini aniglaymiz. 

4 6 
1- shakl 

Dastlabki uch sifatida grafdagi I belgili uch 
olingan bo'lsin. Bu uchdan ikki yo'nalishda: 

9 (1;2) girra bo'ylab yoki (1;4) qirra bo'ylab 

harakatlanish mumkin. Masalan, (1;2) qirra 

bo'ylab harakatlanib 2 belgili uchga o'tamiz. 
Endi harakatni 3 yo'nalishda: yo (2;3) girra bo'ylab, yo (2;4) qirra 

bo'ylab, yoki (2;5) qirra bo'ylab davom ettirish mumkin. Aytaylik, (2;3) 
girra bo'ylab harakatlanib 3 belgili uchga o'tgan bo'laylik. Shu usulda 
davom etib mumkin bo'lgan Eyler sikllaridan birini, masalan, quyidagi 
siklni hosil qilamiz: 

(1,2) ,(2,3), (3,5) , (5,4), (4,6) ,(6,9), (9,8) ,(8,6) , 

(6,5), (5,8), (8,7), (7,5), (5,2), (2,4) ,(4,1) ) .• 
10.5.2. Gamilton graflari. Graflar nazariyasining natijalari muayyan 

shartlarni qanoatlantiruvchi marshrutlarni top ish masalasiga keltiriluvchi 
bir qator muammolarni hal etishda qo'llanilishi mumkin. Shunday 
muammolardan biri sifatida Uilyam Gamilton nomi bilan bog'liq masalani 
keltiramiz. U. Gamilton dodekaedrni tekshirib, uning har bir uchidan faqat 

bir marta o'tadigan siklni izlab topgan va shu asosda 1859 yilda "Olam 
bo'ylab sayohat" nomli o'yinni topgan. 

Grafning har bir uchidan faqat bir marta o'tadigan zanjir Gamilton 
zanjiri deb ataladi. Yopiq Gamilton zanjiriga (ja'ni Gamilton sikliga) ega 
graf Gamilton grafi deb ataladi. Agar grafda yopiq bo'lmagan Gamilton 
zanjiri topilsa, u holda bunday grafyarim Gamilton grafi deb ataladi. 
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Oriyentirlangan graflarda ham grafning har bir uchidan faqat bir marta 
o'tuvchi oriyentirlangan sikllarni qarash mumkin 

Eyler va Gamilton graflari bir-birlariga o'xshash ta'riflansada, grafning 
Gamilton grafi ekanligini tasdiqlaydigan alomat 
(mezon) topish masalasi ancba murakkab 
muammo hisoblanadi. Hozirgi vaqtgacha graflar 
nazariyasida grafning Gamilton grafi ekanligini 
tasdiqlovehi shartlarni o'rganish bO'yicha 
izlanishlar davom etib, bu sohadagi ishlar hanuz
gacha dolzarbligini yo'qotmasdan kelmoqda. 

Qandaydir shartlarga bo'ysunuvchi graflarda 
Gamilton sikli mavjudligi haqida bir neeha 
tasdiqlar mavjud. Qator hollarda bu tasdiqlarning 

Uilvam Gami/rol1 isbotlari konstmktiv bo'lganligidan, Gamilton 
siklini tuzishga doir samarali algoritmlar ham 

yaratilgan. 1952 yilda G. E. Dirak l quyidagi teoremani isbotladi. 
2- teo rem a (D ira k). Uchlari soni uchtadan kam bo 'lmagan 

grajdagi istalgan uchning darajasi uchlar sonining yarmidan kam 
bo'lmasa, bu grafGamiiton grafl bo 'ladi. 

Isboti 2
• Uehlari soni m2::3 bo'lgan graf berilgan bo'lsin. Bu 

m 
grafning istalgan v uchi uchun p( v) 2:: - shart bajarilsada, u Gamilton 

2 
grafi boO Imasin deb faraz qilamiz. 

Tabiiyki, istalgan grafga yetarlieha sondagi yangi uehlarni qo 'shib obb, 
bu uehlarning hal' birini grafdagi hal' bir ueh bilan qina orqali tutashtirsak, 
berilgan grafdan Gamilton grafini hosil qilish mumkin. Bu usul bilan 
berilgan grafdan Gamilton grafini hosil qilish uchun qo 'shilayotgan zarur 
uehlarning minimal sonini k > 0 bilan belgilaymiz. 

Yuqorida bayon qilingan usulni qo ' Hash natijasida hosil bo'lgan 

grafdagi uchlardan tashkil topgan (vi' \IV, v2 ' ''., V I ) ketma-ketlik biror 

Gamilton sikli bo ' isin, bunda VI' v2 - berilgan grafning uchlari, w esa 

qo 'shib olingan uehlardan biri. Tushunarliki, v2 ueh VI uehga qo'shni 

emas, aks holda siklni tuzishda \IV uchni ishlatmasligimiz mumkin bo 'tar 

edi . BLI esa k sonining minimalligiga ziddir. 

I Dirak (Dirac Gabriel Andrew. 1925-1984) - Daniya matematigi. 
, Dirak teoremasining bll isboti D. 1. NYlIman tomonidan keltirilgan . 
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Agar grafdagi VI' ueh VI ueh bilan qo'shni, v2 ' ueh esa v2 ueh bilan 
qo'shni bo'lsa, v2 ' ueh siklda VI' uehdan bevosita keyingi ueh bo'la 
olmaydi, ehunki bu holda (vp W, v2 , .•• , VI' , v2' , ... , VI) siklni 
(vp vt', ... , v2' v1 ', ••• , VI) siklga almashtirish mumkin. Natijada hosil bo'lgan 
grafning v2 uehga qo'shni bo'lmagan uehlari soni VI uehga qo'shni 

uchlari 'onidan kichik ema,ligi (ya'ni bu ,on kamida (~ + k }a teng 

ekanligi) ravshan. Boshqa tomondan esa hosil bo'lgan grafning v2 uehga 

qo"hni uchl.fi ,oni kamida (~ + k }a tcngligi ko'rinib turibdi. Ho,il 

bo'lgan grafning har bir uehi bir vaqtning o'zida 
v2 uehga qO'shni ham, qo'shnimas ham bo'lishi 

mum kin emasligidan hosil bo'lgan graf 
uehlarining umumiy soni ( m + k ) ushbu 

2( ~ + k ) = m + 2k ,ondan kichik emas, y.' ni 8 j _ ,haS 5 

m + k 2:: m + 2k. Oxirgi tengsizlik faqat k = 0 bo'lgandagina to'g'ridir. 
Bu esa k > 0 shartiga ziddir. _ 

- Dirak teoremasi shartlari berilgan grafning Gamilton grafi bo'lishi 
uehun yetarli, lekin ular zaruriy emas. Bu tasdiq to'g'ri ekanligini 2-
shaklda tasvirlangan graf misolida ko'ramiz. Bu grafda sakkizta ueh bo'lib 

(m = 8 2:: 3), har bir V (v = 1,8) uehning darajasi 3ga teng: p(v) = 3. 

Dirak teoremasidagi p(v) 2:: m shart grafdagi heeh qaysi ueh uehun 
2 

bajarilmasa ham, bu grafda (1,2,3,4,5,6,7,8,1) ko'rinishdagi Gamilton 

sikli bor bo'lgani uehun u Gamilton grafidir. 
1960- yilda O. Ore l quyidagi teoremani 

isbotladi. 

3- shakl 

3- teo rem a (0 r e ). Agar uchlari soni 
m ga (m > 2) teng bo'lgan grafdagi qo'shni 
bo'lmagan ixtiyoriy uchlar darajalari 
yig'indisi m dan kam bo'lmasa, U holda bu 
grafGamilton grafi bo 'ladi. 

lOre (Oysten Ore, 1899-19(8) - Norveglya matematlgl. 
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Is bot i o'quvchiga topshiriq sifatida berIladi. 
2- m i sol. 3- shaklda tasvirlangan graflar Gamilton graflariga misoi 

bo'la oladi. Bir qarashdayoq sezish mumkinki, bu graflaming har birida bir 
nechtadan Gamilton sikllari mavjud. Mumkin bo'igan ba'zi Gamilton 
sikllari shaklda qalin chiziqlar bilan ifodalangan. _ 

3- m i sol. Shaxmat o'yinidagi otning yurishi haqidagi Eyler 
masalasi deb ataluvchi quyidagi masalani qaraymiz. Shaxmat taxtasidagi 
istalgan katakda turgan shaxmat oti uchun yurishlaming shunday ketma
ketligini tuzingki, u barcha kataklardan faqat bir martadan o'tsin va yurish 
boshlangan katakka qaytib kelsin. Bu masalani hal qilish maqsadida 
tuzilgan graf (shaxmat taxtasidagi kataklarga grafning uchlari, atning 
yurishlariga esa uning qirralari mos qo'yilishi nazarda tutilmoqda) ham 
Gamilton grafiga misol bo'la oladi. Bu masalaning yechimlaridan biri 4-
shaklda keltirilgan. _ 

4- m i sol. 5- shaklda tasvirlangan grafda Gamilton zanjiri mavjud 
emas. _ 

8 

7 

6 

5 

4 

3 

2 

A B c D E F 
4- shakl 

G H 

Berilgan grafda Garnilton 
zanjirining mavjudligi shart
lami o'rganish bo'yicha 
izlanishlar davom etayot
ganligi va bu sohadagi ishlar 
bugungi kunda ham dol
zarbligini yo'qotmaganligi 
yuqorida qayd etilgan edi. 
Grafdagi uchlar soni m ning 
qiymatiga nishatan ko'phad 
bilan chegaralangan sondagi 
qadam ishlatib istalgan 
grafda Gamilton zanjiri mav
judJigini tekshiradigan algo
ritm hozirgacha topilrnagan. 
Shuning uchun ham Ga

milton zanJInlll topish masalasl graflar nazariyasida markaziy 
masalalardan hiri bo'lib qolmoqda, Albatta, grafdagi m ta uchlaming m!ta 
turli ketma-ketliklarini (aniqrog'i, takrorlanmaydigan o'rin alrnash
tirishlarini) tuzib grafda Hamilton zanjiri mavjudligi masalasini hal qilish 
mumkin. Shunday bo'lishiga qaramasdan, barcha m!ta o'rin almash
tirishlarini bajarmasdan qadamlar sonini jiddiy qisqartiradigan umumiy 
algoritm bor. 
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Grafda Gamilton zanjirini topish masalasi quyidagi kommivoyajerl 
masalasi deb ataluvchi masalada oshkora namoyon bo'ladi. Bir-birlari 
bilan yo'llar (graf qirralari) vositasida bog'langan shaharlar (graf uchlari) 
tarmog'i berilgan bo'lib, shaharlarning har bir 
(a,b) jufti uchun masofa (uni J1(a,b) bilan 

belgilaymiz) mos qo'yilgan hamda o'zaro 
bog'lanmagan shaharlar orasidagi masofa 
cheksiz katta deb hisoblaymiz. Kommivoyajer 
uchun shunday Gamilton sikli to-pish kerakki, 
n-l 

L,u(a"a,+l) ifodaning qiymati minimal bo'l-
1=0 

5- shakl 

sin, bu yerda a, - tarmoqdagi i - shahar (i = 0, n). Boshqacha aytganda, 

kommivoyajerning biror shahardan chiqib va qolgan barcha shaharlardan 
faqat bir martadan o'tib, yana dastlabki shaharga qaytishi imkonini 
beruvchi eng kichik umumiy uzunlikka ega bolgan yo'lni topish kerak. 

Muammoli masala va topshiriqlar 

1. Yarim Eyler graft bo'lib, Eyler graft bo'la olmaydigan grafga 
misol keltiring. Sababini tushuntiring. 

2. 6- shaklda tasvirlangan uchta grafni (bu graflarda qirralarga 
kesmalar, kesmalarning kesishish nuqtalariga esa uchlar mos qo'yilgan deb 
hisoblanadi) tekshirib, ularning Eyler graft bo'lish yoki bo'lmasligini 
aniqlang. Eyler graft bo'lganlarining har biridagi Eyler sikllaridan bir 
nechasini toping. Eyler graft bo'lmaganlarining yarim Eyler graft bo'lishi 
yoki bo' lmasligini tekshiring. 

~®oo 
qish mumkin bo'lganlarini aniqlang. 

3. 3-, 5- va 6- shaklda 
tasvirlangan graflar orasida 
qalamni qog'ozdan ko'tarma
sdan har bir kesmani fa qat bir 
marta chizib (kesmalarning 
uchlari bun dan mustasno) chi-

4. Lotin alifbosi bosma harflarning har biriga graf sifatida qarab 
(masalan A harfiga mos graf 7- shaklda tasvirlangan), ular orasidan Eyler 
graft bo'la olmaydiganlarini aniqlang. 

I KorllilllvoyaJer - sayohatchl reklamachl, gumashta. 
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5. KII grafning Eyler graft bo'lishi shartlarini toping. 

6. Berilgan n ta elementli to'plam uchun tuzilgan barcha n! ta o'rin 
almashtirishlaming har biriga grafning uchi mos qo'yilgan bo'lsin. Agar 
biror o'rin almashtirishdan undagi ikkita elementning o'rinlarini 
almashtirib boshqa o'rin almashtirishni hosil qilish mumkin bo'lsa, u holda 
bu harakatga grafning qirrasini mos qo'yamiz. Shunday usul bilan tuzilgan 
graf Gamilton grafi bo' lishini isbotlang. 

7. K" grafning Gamilton grafi bo'lishi shartlarini aniqlang. 

8. 8- shaklda tasvirlangan to'rtta grafning har biri Eyler grafi bo'lishi 
yoki bo'lmasligini tekshiring. 

9. 8- shaklda tasvirlangan to'rtta grafning har biri Gamilton graft 

A 
bo'lishi yoki bo'lmasligini tekshiring. 

7- shakl 8- shakl 

10. Dirak teoremasini qo'llab K 3,3 grafning Gamilton grafi bo'lishini 

isbotlang. 
11. Ore teoremasining isbotini o'rganing (masalan, [9] kitobga 

qarang). 

M ustaqil ishlash uchun savollar 

1. Eyler zanjiri deb nimaga aytiladi? 
2. Yarim Eyler grafi Eyler grafidan nimasi biIan farqi qiladi? 
3. Berilgan graf Eyler grafi bo'lishning zaruriy va yetarli sharti 

qanday ifodalanadi? 
4. Berilgan graf yarim Eyler grafi bo'lishining zaruriy va yetarli 

sharti qanday ifodalanadi? 
5. Oriyentirlangan Eyler graft qanday aniqlanadi? 
6. 'Berilgan Eyler grafi uchun Flyori algoritmiga ko'ra qanday qoida 

bO'yicha ishlar ketma-ket bajariladi? 
7. Gamilton zanjiri deb nimaga aytiladi? 
8. Qanday grafga Gamilton grafi deb aytiladi? 
9. Eyler va Gamilton graflarining o'xshashligi va farqi bormi? 
10. Berilgan graf GamiIton grafi bo'lishining yetarli shartIari haqidagi 

Dirak teoremasi qanday ifodalanadi? 
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11. Ore teoremasida berilgan graf Gamilton grafi bo'lishining qanday 
yetarli shartlari keltirilgan? 

12. Eyler va Gamilton graflari qo'llanilib hal qilinadigan qanday 
amaliy masalalarga misol keltira olasiz? 

13. Kubik grafEyler grafi bo'la oladimi? 

10.6. Grafning metrik xarakteristikalari 

Graf Ueh. Qlrra. Uehlar orasidagi masofa. Zanjir. Oddly::anjir. Metrika aksiomalari. 
Uehburehak tengsi=ligi. Uclmmg ekssentrlSltetl Grafning diametri Diamerral zanjir 

Gra{ning radillsi. markazi. Markaziv 1/ch Radial oddlY ::anjlr Qlrranmg. yoyning. 
zanjlrnmg. yo 'lmng IIzlInhgl. Additlvlik Minimallizunlikka ega)'o'l Deykstra algol'ltml. 

10.6.1. Graflarda masofa tushunchasi. Bog'lamli G = (V,U) graf 

berilgan bo'lsin. Bu grafda har qanday ikkita VI va v2 uchlar bog'langan 

bo'lgani uchun chetlari VI va v2 uchlardan iborat bo'lgan hech bo'lmasa 

bitta marshrut bor. VI va v2 uchlami bog'lovchi eng qisqa (VpV2) 

marshrutning uzunligi VI va v2 uchlar orasidagi masofa deb ataladi va u 

d(vl , v2) bilan belgilanadi. Ravshanki, eng qisqa marshrut oddiy zanjirdir. 

Tabiiy ravishda d(v, v) = 0 deb qabul qilamiz. 

Shuni ta 'kidlash kerakki, graflarda masofa tushunchasini boshqa usul 
bilan ham aniqlash mumkin. 

Yuqoridagi usul bilan aniqlangan masofa metrika aksiomalari deb 
ataluvchi quyidagi shartlami qanoatlantiradi: 

1) d(vpvJ~O; 

2) VI = v2 bo'lgandagina d(vp v2 ) = 0 bo'ladi; 

3) d(vpv2 )=d(v2 ,vl ); 

4) d(vp vz} + d(v2 , v3 ):2: d(l'p V3)' 

Oxirgi aksioma uchburchak tengsizligi deb ataladi. 
Bog'lamli G = (V,U) graf berilgan bo'lsin. G grafning ixtiyoriy 

V E V uchi uchun aniqlangan 

e(v) = maxd(v, w) 
~1'E v 

miqdor shu V uchning ekssentrisiteti deb ataladi. 
Bog'lamli G graf barcha uchlarining ekssentrisitetlari orasidagi 

qiymati eng kattasi (maksimali) shu grafning diametri deb ataladi. 
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G grafning diametri, odatda, d(G) bilan belgilanadi: 

d(G) = maxe(v). Diametr bu grafning istalgan ikki uchi orasidagi 
veV 

mumkin bo'lgan eng katta masofadir, ya'ni d(G) = max d(v" V2 ). 
\'I,\'2 EV 

Uzunligi d(G) ga teng bo'lgan oddiy zanjir diametral zanjir deb 

ataladi. 
Tabiiyki, grafda diametral zanjir yagona bo'lmasligi mumkin. 
Bog'lamli G graf barcha uchlarining ekssentrisitetlari orasidagi 

qiymati eng kichigi (minimal i) shu grafning radiusi deb ataladi. 
G grafning radiusi, odatda, reG) bilan belgilanadi: reG) = mine(v). 

VE ~' 

Ravshanki, reG) = min max d(v" v2 ). 
v,EI v,E/' 

Bog'lamli G grafdagi ekssentrisiteti radiusga teng Vo uch grafning 

markazi (markaziy uchi) deb ataladi. 
Agar Vo uch G grafning markazi bo'lsa, u holda e(vo) = mine(v) 

lEV 

bo'ladi, ya'ni grafning markaziy uchi minimal ekssentrisitetga egadir. 
Agar grafning markazidan boshqa biror uchigacha bo'lgan oddiy zanjir 

eng uzun masofaga ega bo'lsa, u holda bu zanjir radial oddiy zanjir deb 
ataladi. 

Tabiiyki, grafning radiusi uning diametridan katta emas va graf bittadan 
ko'p markazga ega bo'lishi ham mumkin. Bundan tashqari, graining 
barcha uchlari uning markaziy uchlari bo'lishi ham mumkin. 

Grafning markaziy uchlarini topish bilan bog'liq masalalar aholiga 
xizmat ko'rsatadigan qandaydir ob'yektning (kasalxona, maktab va shu 
kabilaming) joylashish o'mini aniqlash bilan bog'liq muammolami hal 
qilishda qo'llanilishi mumkin. Ta'kidlash kerakki, muayyan vaziyatlarda, 

2 

3 ko'pincha, boshqa holatlami, jumladan, obyektgacha 

/- shakl 

borish vaqti, punktlar orasidagi masofa va shu 
kabilami hlsobga olishga to'g'ri keladi. Bunday 
vaziyatlarda joylashtirishning minimaks 
masalalari deb ataluvchi masalalar vujudga keladi. 

1- m i s 0 I. \- shaklda tasvlrlangan graiill 
qaraymiz. Bu ghafda d(I,6) = 2, d(2,7) = 3, 

d(G) = 3; (1,4,6,7) va (1,5,6,7) zanjirlar diametral zanjirlardir, (1,3) va 

(1,3,5,6,7) zanjirlar esa diametral zanjirdirlar boOla olmaydi. Berilgan 
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grafda 4, 5 va 6 belgili uchlar markazlar bo 'lib, r( G) = 2 hamda (6,7) 

va (6,4,1) radial oddiy zanjirlardir. _ 

10.6.2. Minimal uzunlikka ega yo'l haqidagi mas ala. Berilgan 
bog'lamli grafning har bir qirrasiga (agar berilgan graf oriyentirlangan 
bo'lsa - yoyiga) qandaydir haqiqiy sonni mos qo'yib, bu sonni qirraning 
(yoyning) uzunligi deb ataymiz. Qirraning (yoyning) uzunligi additivlik 
xossasiga ega deb faraz qilamiz, ya 'ni qirralar (yoylar) yordamida tuzilgan 
zanjirning (yo'ining) uzunligi shu zanjimi (yo'lni) tashkil etuvchi qirralar 
(yoylar) uzunliklari yig'indisiga tengdir. 

Tabiiyki, qirraning yoki yoyning uzunligi tushunchasi yechilayotgan 
masalaning mohiyatiga qarab muayyan bir ma'noga ega bo'lishi mumkin. 
Masalan, ikkita shahar orasidagi masofa, qandaydir operatsiyani bajarish 
uchun zarur mablag' (xarajatlar) yoki vaqt va boshqalar. Shu nuqtai 
nazardan, umuman olganda, bu yerda manfiy uzunlikka ega yoki uzunligi 
nolga teng qirra (yoy) ham ma'noga ega deb hisoblanadi. 

Amaliyotda uchraydigan ko'plab masalalarda marshrut uzunligi 
maksimallashtirilishi yoki minimalIashtirilishi talab etiladi. Shunday 
masalalardan biriga, aniqrog'i, kommivoyajer masalasiga Gamilton 
graflari bilan shug'ullanganda duch kelgan edik (ushbu bobning 5-
paragrafiga qarang). 

G = (V,U) oriyentirlangan graf berilgan bo'lsin, bu yerda 
V = {1,2, ... ,m]. G grafning biror S E V uchidan boshqa t E V uchiga 
boruvchi yo'lIar orasida uzunligi eng kichik bo'lganini top ish masalasi 
bilan shug'ullanamiz. Bu masalani minimal uzunlikka ega yo'l haqidagi 
masala deb ataymiz. Quyida bu masalaning umumlashmasi hisoblangan 
masalani qarab, uni ham o'sha nom bilan ataymiz. 

Grafdagi (i,j) yoyning uzunligini clj bilan belgilab, C = (c,), 
i,j = I,m, matritsa berilgan deb hisoblaymiz. Yuqorida ta'kidlagan

larimizga ko'ra, C matritsaning C
'l 

elementlari orasida manfiylari yoki 
nolga tenglari ham bo'lishi mumkin. Agar grafda biror i uchdan chiqib j 
uchga kirruvchi yoy mavjud bo'lmasa, u holda bu yoyning uzunligini 
cheksiz katta deb qabul qilamiz (clj = 00). Bundan tashqari, G grafda 
umumiy uzunligi manfiy bo'lgan sikl mavjud emas deb hisoblaymiz, 
chunki aks holda uzunligi eng kichik bo'lgan yo'l mavjud emas l

. 

1 Agar grafda umUlmy lIzunhgt manti) bo'lgan stkl mavJud bO'lsa, u holda graflllng qandaydtr 

S lIchtdan shu stklnmg btror i lIchtga o'ub. keym esa. sikl bO'ylab harakatlamb. i uchga 
Istalgancha marta qaytlsh mumkm bo'lganltgidan. istalgancha klchlk lIzlInltkka ega yo'l tuzish 
mumkm. 
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Minimal uzunlikka ega yo'l haqidagi masalani hal etish usullari orasida 
Deykstra1 tomonidan taklif etIlgan algoritm ko'p qo'llaniladi. Quyida 

grafning 1 belgili uchidan chiqib (bu uchni manba deb qabul qilamiz) 

grafdagi ixtiyoriy k uchgacha (bu uchni oxirgi uch deb hisoblaymiz) eng 

qisqa uzunlikka ega yo'lni topish imkonini beruvchi Deykstra algoritmi 
keltirilgan. 

Dastlabki qadam. Manbaga (I belgili uchga) c 1 = 0 qiymatni mos 

qo'yib, bu uchni dastlab R =0 deb qabul qilingan R to'plamga 

kiritamiz: R = {I}. Ii = V \ R deb olamiz. 

Umumiy qadam. Boshlang'ich uchi R to'piamga, oxirgi uchi esa R 
to'plamga tegishli bo'lgan barcha yoylar to'plami (R,R) bo'isin. Har bir 

(i, j) E (R, R) yoy uchun h" = c, + C'I miqdorni aniqlaymiz, bu yerda c, 

deb i E R uchga mos qo'yilgan qiymat (grafning 1 belgili uchidan chiqib 
i belgili uchigacha eng qisqa yo'l uzunligi) belgilangan. 

c = min h qiymatni aniqlaymiz. (R,R) to'plamning oXlrgl 
I (,./)E(R.R) 1j 

tenglikda minimum qiymat beruvchi barcha elementlarini, ya'ni (i,j) 

yoylami ajratamiz. Ajratilgan yoylaming har biridagi j E R belgili uchga 

c} qiymatni mos qo'yamiz. c, qiymat mos qo'yilgan barcha j uchlami 

R to'plamdan chiqarib R to'plamga kiritamiz. 
Ikkala uehi ham R to'plamga tegishli bo'igan barcha (i,j) yoylar 

uehun c, + C" ~ C I tengsizlikning bajarilishini tekshiramiz. Tekshiri
layotgan tcngsizlik o'rinli bo'lmagan Ua'ni c > C + C bo'lgan) barcha I. , I). 

j. belgili uchlaming har biriga mos qo'yilgan eski c}. qiymat o'miga 
yangi c, +c

lJ
• qiymatni mos qo'yamiz va (i,j.) yoyni ajratamiz. Bunda 

eski c,. qiymat aniqlangan paytda ajratilgan yoyni ajratilmagan deb 
hisoblaymiz. 

Uchlarga qiymat mos qO'yish jarayonini oxirgi (k belgili) uchga 
qiymat mos qo'yiiguncha davom ettiramiz. Grafning 1 belgili uchidan 
(manbadan) chiqib uning ixtiyoriy k uchigacha (oxirgi uchigacha) eng 

qisqa yo'l uzunligi ck bo'ladi. 

I Deykstra Edsger Vayb (DIJkstra Edsger Wybe, \930-2002) - Gollandlya matematlgt 
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Oxirgi qadam. Grafning oxirgi uchidan boshlab ajratilgan yoylar 
yo'nalishiga qarama-qarshi YO'nalishda uning 1 belgili uchiga 

kelguncha harakatlanib, natijada grafdagi 1 belgili uchdan ixtiyoriy k 
uchgacha eng qisqa uzunlikka ega yo'l(lar)ni topamiz. _ 

2- m i sol. 2- shaklda tasvirlangan orgrafda oltita uch 
(V={1, 2,3,4,5, 6}) va o'n bitta yoy bo'lib, har bir yoy uzunligi uning 
yoniga yozilgan. Ko'rinib turibdiki, berilgan grafda manfiy uzunlikka ega 

(5,3) yoy ham bor. Isbotlash 
mumkinki, bu grafda umumiy uzunligi 
manfiy bo'lgan sikl mavjud emas. 

Yuqorida bayon qilingan Deykstra 
algoritmini berilgan grafga qo'lIab, 

eng qisqa uzunlikka ega yo'lni topish 

bilan shug'ullanamiz. 
2- shakl Dastlabki qadam. Manbaga (1 

belgili uchga) £1 = 0 qiymatni mos qo'yamiz va R = {1} to'plamga ega 

bo'lamiz. Shuning uchun, R = V \ R = {2, 3, 4, 5, 6} bo'ladi. 

Umumiy qadam. 1- iteratsiya. R = {1} va R = {2,3,4,5,6} bo'lgani 

uchun boshlang'ich uchi R to'plamga tegishli, oxirgi uchi esa R to'plam 

elementi bo'lgan barcha yoylar to'plami (R, R) = {(l, 2),(1, 3),(1, 4)} ga 

ega bo'lamiz. (R, R) to'plamga tegishli bo'lgan har bir yoy uchun hI) ning 

qiymatlarini topamiz: 
(1,2) yoy uchun ~2 =£1 +C12 = 0+ 2 = 2; 
(1,3) yoy uchun h13 =£1 +C13 = 0+ 10 = 10; 
(1,4) yoy uchun hl4 =£1 +C14 = 0+ 13 = 13. 

Bu ~2' ~3 va hl4 miqdorlar orasida eng kichigi hl2 bo'lgani uchun 

(1,2) yoyni ajratamiz (3- shaklda bu yoy qalin chiziq bilan belgilangan) 

va 2 belgili uchga £2 = 2 qiymatni mos qo'yamiz. Algoritmga ko'ra 2 

uchni R to'plamdan chiqarib, R to'plamga kiritamiz. Natijada l 

R = {I, 2} va R = {3, 4, 5, 6} to'plamlarga ega bo'Jamiz. 

I Yozuvnmg ixchamlIgl nuqtal nazardan bu yerda va bundan keym hosll bo'igan to'plamlar 

uchun R va R belgIlar qoldinladl 
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Ikkala uchi ham R to'plamga tegishli bo'lgan bitta (1, 2) yoy bo'lgani 
uchun fagat bitta ci + Cl2 ~ c2 tengsizlikning bajarilishini tekshirish 
kifoya. Bu tengsizlik 0 + 2 ~ 2 ko'rinishdagi to'g'ri munosabatdan iborat 
bo'lgani uchun 2- iterat~aga o'tamiz. 

2- iteratsiya. (R,R) = {(1, 3),(1, 4),(2, 3),(2, 5)} bo'lgani sababli 

hl3 = 10, hl4 = 13 , hn = 7 va h25 = 11 giymatlami va 
min{h13,hI4,h23,h25} = h23 = 7 ekanligini aniglaymiz. Bu yerda eng 
kichik giymat (2,3) yoyga mos keladi. Shuning uchun, (2,3) yoyni 
ajratami~ va c 3 = 7 qiymatni 3 belgili uchga mos qo'yamiz. 3 belgili 
uchni R to'plamdan chiqarib, R to'plamga kiritgandan so'ng 
R = {I, 2, 3} va R = {4, 5, 6} to'plamlar hosil bo'ladi. 

Ikkala uchi ham R to'plamga tegishli bo'lgan uchta (1, 2), (1, 3) va 
(2, 3) yoylardan birinchisi uchun c i + CI2 ~ c2 tengsizlikning bajarilishi 
1- iteratsiyada tekshirilganligi va cI' c 2 qiymatiaming o'zgannaganligi 
sababli faqat ikkinchi va uchinchi yoylarga mos c i + C13 ;;::: c3 va 
c 2 + C23 ~ c 3 munosabatlami tekshirish kifoya. Bu munosabatlar 
0+ 10;;::: 7 va 2 + 5 ~ 7 ko'rinishda bajariladi. Shuning uchun 3-
lteratsiyaga o'tamiz. 

3- iteratsiya. Boshlang'ich uchi R = {I, 2, 3} to'plamga tegishli, oxiri 
esa R = {4, 5, 6} to'plamga tegishli bo'lgan yoylar to'rtta: (1,4), (2,5), 
(3, 4) va (3, 5) . Shu yoylarga mos hi, ning qiymatlari hl4 = 13, h25 = 11, 

h34 = 15, h35 = 13 va, shuning uchun, min {hJ4' h2S ' hw h35} = h25 = 11 
bo'ladi. Demak, bu iteratsiyada (2, 5) yoyni ajratamiz va c5 = 11 deb 
olamiz. Endi, algoritmga ko'ra, R = {I, 2, 3, 5} va Ii = {4, 6} 
to'plamlami hosil qilamiz. 

Ikkala uchi ham R to'plamga tegishli bo'lgan yoylar oltita: (1, 2) , 
(2,3), (1,3), (2,5), (3,5) va (5,3). Bu yoylaming har biri uchun 
c, + cl) ~ c

J 
tengsizlikning bajarilishini tekshirishimiz kerak. Lekin, 1- va 

2- iteratsiyalarda (1, 2) , (2. 3) va (1, 3) yoylar uchun bu ish 
bajarilganligi sababli tekshirishni tarkibida 5 belgili uch qatnashgan 
(2, 5), (3, 5) va (5, 3) yoylar uchun amalga oshirib, quyidagilarga ega 
bo'lamiz: (2,5) yoyuchun c2+C25~c5 munosabatto'g'ri(2+9~11), 
(3, 5) yoy uchun c 3 + C 35 ;;::: c 5 munosabat to'g'ri (7 + 6;;::: 11), lekin 
(5, 3) yoy uchun c 5 + C53 ~ c3 munosabat noto'g'ri (11 + (-6) = 5 < 7 ). 
Oxirgi munosabatni hisobga olib, algoritmga ko'ra c3 = 7 o'miga c3 = 5 
deb olamiz va (5,3) yoyni ajratilgan deb, ilgari ajratilgan (2,3) yoyni 
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esa ajratilmagan deb hisoblaymiz (3- shaklda £3 = 7 yozuvning va (2,3) 
yoyning qalin chiziq'i ustiga ajratilganlikni inkor qiluvchi X belgisi 
qo'yilgan). 

4-iteratsiya. R = {l. 2,3, 5}, R={4, 6} bo'lgani uchun (R,R) = {(I, 4), 
(3,4),(3,6),(5,6)} va h'4 = 13, h34 = 13, h36 = 17, h56 = 18 hamda 
min{h'4,h34'~6,h56} = h'4 = h34 = 13 bo'ladi. Demak, (1,4) va (3,4) 
yoylami ajratamiz hamda 4 belgili uchga £4 = 13 qiymatni mos qo'yamiz. 
Natijada R = {l, 2, 3, 5, 4}, R = {6} to'plamlarga ega bo'lamiz. 

£, + cy ~ £, munosabatning to'g'riligi (1,3), (1,4), (2,3), (3, 5), 
(5,3) va (3,4) yoylar uchun tekshirilib ko'rilganda, uning harcha yoylar 
uchun bajarilishi ma'ium bo'ladi. 

5- iteratsiya. Endi (R,R) = {(3, 6),(4, 6),(5, 6)} bo'lgani uchun 
~6 = 17, h46 = 14, h56 = 18 va min{h36,h46,h56} = h46 = 14 bo'ladi. Bu 
yerda minimum (4, 6) yoyda erishilgani uchun uni ajratib, orgrafning 
oxirgi 6 belgili uchiga £6 = 14 qiymatni mos qo'yamiz. 

Oxirgi qadam. Berilgan orgrafda 1 belgili uchdan 6 belgili uchgacha 
eng qisqa uzunlikka ega yo'l(lar)ni topish maqsadida, algoritmga asosan, 

3- shakl 

grafning oxirgi 6 belgili uchidan 
boshlab ajratilgan yoylar yo'na
Ii shiga qarama-qarshi YO'nalish
da harakatIanib, uning 1 belgili 
uchiga kelishimiz kerak. 6 
belgili uchga kiruvchi uchta 
yoydan faqat bittasi «4, 6) yoy) 
ajratilgan bo'lgani uchun (4,6) 
yoy yo'nalishiga qarama-qarshi 
yo'nalishda harakat qilib, 6 
belgili uchdan 4 belgili uchga 
kelamiz. 4 belgili uchga 

kiruvchi ikkala «1, 4) va (3, 4» yoylar ham ajratilgan bo'lgani uchun biz 
tuzmoqchi bo'igan eng qisqa uzunlikka ega yo'l yagona emas. 

Agar harakatni (1, 4) yoy yo'nalishiga teskari yo'nalishda davom 
ettirsak, u holda 4 belgili uchdan 1 belgili uchga kelib, eng qisqa 
uzunlikka ega yo'llardan biri bo'igan Ji, = (1,4, 6) marshrutni topamiz. 

Agarda harakatni (3,4) yoy yo'nalishiga tcskari YO'nalishda davom 
ettirsak, u holda 4 belgili uchdan 3 belgili uchga kelamiz. 3 belgili 
uchga kiruvchi ikkita yoydan faqat bittasi «5,3) yoy) ajratilgan bo'igani 
uchun 3 belgili uchdan 5 belgili uchga kelamiz. Shu usulda davom etsak, 
oldin 2 belgili, keyin esa I belgili uchga o'tib mumkin bo'lgan eng qisqa 
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uzunlikka ega bo'lgan yo'llardan ikkinchisini, ya'ni 112 = (1,2,5,3,4, 6) 
marshrutni aniqlaymiz. 

Shunday qilib, 2- shaklda tasvirlangan grafda eng qisqa uzunlikka ega 
III va 112 yo'Bar borligini aniqladik. Bu yo'llaming har biri minimal 
£6 = 14 uzunlikka ega. _ 

Muammoli masala va topshiriqlar 

l. 4- shaklda tasvirlangan grafning diametri, radiusi va markaz(lar)ini 
toping. S 

2. Petersen grafining markazini toping. 
3. Kyonigsberg ko'priklari haqidagi masalaga 

mos grafning diametri va markazini toping. 
4. Uchta uy va uchta quduq haqidagi 

masalaga mos grafning diametri va radiusini toping. 2 
5. Insidentlik matritsasi quyida berilgan 

grafning diametri, radiusi va markaz(lar)ini aniqlang: 
111 100 0 

100 0 0 1 

o 0 000 

o 0 1 

000 

o 0 

1 

o 
o 

4 
4- shakl 

6. Uchlari to'plamlari kesishmaydigan K3 va 0 4 graflarga birikrna 
amalini qo'llash natij as ida hosil bo' 19an grafning diametri va radiusini 
aniqlang. 

7. Qirralari qo'shniligi matritsasi quyida berilgan graflaming 
radiuslarini aniqlang: 

0 1 1 1 0 

0 1 1 0 1 0 1 0 0 

0 1 1 1 0 0 0 

a) 1 1 0 1 0 , b) 1 1 0 1 0 

0 1 1 0 1 1 0 0 1 0 1 1 

1 1 0 0 0 0 1 1 0 0 

1 0 0 1 0 0 
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8. Deykstra algoritmini 5- shaklda tasvirlangan grafga qo'lIab, eng 
qisqa uzunlikka ega yo'lni toping. 

9. Siz yashayotgan hududda har 

I 

5- shakl 

bir aholi punktidan boshqasiga 
bevosita borish mumkin bo'l
gan yo' llarni va ularning uzun
liklarini aniqlang. Bu ma'lu
motlarga mos keluvchi graf 
tuzing va Deykstra algoritmini 
go'llab, 0' zingiz yashayotgan 
aholi punktidan boshga aholi 
punktiga borish mumkin bo'l
gan yo'llarning eng qisqa uzun
likka ega bo'lganlarini toping. 

Mustaqil ish lash uchun savollar 

1. Grafuchlari orasidagi masofa deb nimaga aytiladi? 
2. Graf uchlari orasidagi masofa metrikaning qanday aksiomalarini 

qanoatlantiradi? 
3. Metrika aksiomalarining qaysi biri uchburchak tengsizligi 

aksiomasi deb ataladi? 
4. Graf uchining ekssentrisiteti deganda nimani tushunasiz? 
5. Grafning diametri deb nimaga aytiladi? 
6. Diametral zanjir nima? 
7. Grafning radiusi qanday aniqlanadi? 
8. Grafning markazi yagona uchdan iborat bo'imasligi mumkinmi? 
9. Grafning radial oddiy zanjiri qanday topiladi? 
10. Graf qirrasining (yoyining) uzunligi deganda nimani tushunasiz? 
11. Additivlik xossasini qanday tushunasiz? 
12. Grafdagi zanjirning (yo'lning) uzunligi qanday aniqlanadi? 
13. Qanday masalaga minimal uzunlikka ega yo"1 haqidagi masala deb 

ayttladi? 
14. Agar grafda umumiy lIzunligi manfiy ho'igan sikl bor bo'lsa, u 

holda Deykstra algoritmini qo'llab minimal uzunlikka ega yo'ini topish 
mumkinmi? 

15. Deykstra algoritmining umumiy qadamida qanday ishlar amalga 
oshiriladi? 
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10.7. Daraxtlar 

Graf Uch. Qirra. Daraxt 0 'rmon. Asiklik graf Marshrut. Slkl. Zan}ir. Oddiy 
zan}ir. Ko prik. Grafning sinch daraxti, sinch 0 'rmoni, siklomatik soni, 

10.7.1. Daraxt va unga ekvivalent tushunchalar. Siklga ega 
bo'lmagan orientirlanmagan bog'lamli graf daraxt deb ataladi l

, Ta'rifga 
ko'ra daraxt sirtmoqlar va karrali qirralarga ega emas, Siklga ega 
bo'lmagan orientirlanmagan graf o'rmon (asiklik grat) deb ataladi, 

1- m i sol. 1- shaklda bog'lamli komponentli soni beshga teng bo'lgan 
graf tasvirlangan bo'lib, u 

I ~~:t~ 
o'rmondir. Bu grafdagi bog'lamli 
komponentlarning har biri 
daraxtdir, _ 

2- m i sol. 2- shaklda to'rtta 
1- shakl uchga ega bir-biriga izomorf 

bo'lmagan barcha (ular bor-yog'i 
ikkita) daraxtlarning geometrik ifodalanishi tasvirlangan, _ 

Beshta uchga ega bir-biriga izomorf bO'lmagan barcha daraxtlar uchta, 

oltita uchga ega bun day barcha daraxtlar esa oltita W~ 
ekanligini ko'rsatish qiyin emas, 

Daraxt tushunchasiga boshqacha ham ta'rif berish 
mumkin, Umuman olganda, G (m,n)- graf uchun 2-shakl 

daraxtlar haqidagi asosiy teorema deb ataluvchi 
quyidagi teorema o'rinlidir. 

1- teo rem a. Uch/ar; son; m va qirralari soni n bo'lgan G graf 

uchun quyidagi tasdiqlar ekvivalentdir: 
1) G daraxtdir; 
2) G asiklikdir va n = m -1 ; 
3) G bog'lamlidir va n = m -1 ; 
4) G bog'lamlidir va un dan istalgan qirrani olib tashlash amalini 

qo '!lash natijasida bog'lamli bo'lmagan graf hosil bo'ladz, ya 'ni G ning 

har bir qirrasi ko 'prikdir; 

5) G grafninng 0 'zara ustma-ust tllshmaydigan istalgan ikkita uchi 

faqat bitta oddiy zan}ir bi/an tutahtiriladi; 

1 Onentirlangan daraxt tushunchasi ham bor. 
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6) G asiklik bo'lib. lining qo 'shni bo 'fmagan ikkita uchini qirra bilan 

tutashtirish amalini qo '!lash natijasida faqat bitta siklga ega bo 'lgan graf 

hosil bo 'ladi. 

Is b 0 ti. Teoremaning 1) tasdig'idan uning 2) tasdig'i kelib chiqishini 

isbotlaymiz. G graf daraxt bo'lsin. Daraxtning ta'rifiga ko'ra, u asiklik 

bo'lishini ta'kidlab, m bO'yicha matematik induksiya usulini qo'llaymiz. 

Matematik induksiya usulining bazasi: agar m = 1 bo'lsa, u holda G 

daraxt faqat bitta uchdan tashkil topgan bo'ladi. Tabiiyki, agar bitta uchga 

ega bo'lgan grafda sikl bo'lmasa, u holda unda birorta ham qirra yo'q, 

ya'ni n = O. Demak, bu holda tasdiq to'g'ridir. 
Induksion o'tish: G daraxt uchun k :?: 2 va m = k bo'lganda 2) tasdiq 

o'rinli bo'lsin deb faraz qilamiz. Endi uchlari soni m = k + 1 va qirralari 
soni n bo'lgan daraxtni qaraymiz. Bu daraxtning ixtiyoriy qirrasini 

(vi' v2 ) bilan belgilab, undan bu qirrani olib tashlasak, v, uchdan v2 

uchgacha marshruti (aniqrog'i, zanjiri) mavjud bo'lmagan grafni hosil 
qilamiz, chunki agar hosil bo'lgan grafda bunday zanjir bor bo'lsa edi, u 
holda G daraxtda sikl topilar edi. Bunday bo'lishi esa mumkin emas. 

Hosil bo'lgan graf ikkita G, va G2 bog'lamli komponentIardan iborat 
bo'lib, bu komponentlarning har biri daraxtdir. Yana shuni ham e'tiborga 
olish kerakki, G, va G2 daraxtlarning har biridagi uchlar soni k dan 
oshmaydi. 

Matematik induksiya usuliga ko'ra, bu daraxtlaming har birida qirralar 

soni uning uchlari sonidan bitta kam bo'lishini ta'kidlaymiz, ya'ni G; graf 

(m, ,nJ -graf bo'lsa, quyidagi tengliklar o'rinlidir: n = n] + 112 + 1, 

k + 1 = m, + m2 va n, = m, -1 (i = 1, 2 ). Bu tengliklardan 

11 = 11, + 112 + 1= m, -1 + m} -1 + 1 = (m, + m2 ) -1 = (k + l) -] 

bo'lishi kelib chiqadi. Demak, m = k + 1 bo'lganda ham 11 = m-l 
tenglik o'rinlidir. Bu esa, matematik induksiya usuliga ko'ra, kerakli 
tasdiqning isbotlanganligini anglatadi. 

Endi daraxtlar haqldagi asosiy teoremaning 2) tasdig'idan uning 3) 
tasdig'i kelib chiqishini isbotlaymiz. G graf asiklik, ya'ni u siklga ega 
bo'lmagan graf va 11 = m -1 bo'lsin. G grafning bog'lamli bo'lishini 
isbotlash kerak. 
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Agar G graf bog'larnli bo'lrnasa, u holda uni har bir bog'lamli 

kornponenti siklsiz graf G, (ya'ni, daraxt) bo'lgan qandaydir kta (k>l) 
k 

graflar diz'yunktiv birlashmasi sifatida G = U G, tenglik bilan ifodalash 
,=1 

rnurnkin. Har bir i = l,k uchun G, graf daraxt bo'lgani uchun, yuqorida 

isbotlagan tasdiqqa ko'ra, agar unda m, ta uch va n, ta qirra bo'lsa, u holda 
k 

G, asiklikdir va n, = m, -1 tenglik o'rinlidir. Tushunarliki, m = Im, 
,=1 

k 

va n = In, . Dernak, 
,=1 

k k k 

n = In, = I (m, - I) = I m, - k = m - k , 
,=1 

ya'ni G grafuchlarining urnurniy soni undagi qirralar urnurniy sonidan k 
ta ortiqdir. Bu esa, k > 1 bo'lgani uchun, n = m -1 tenglikka ziddir. 
Zarur tasdiq isbotlandi. 

Teorernaning 3) tasdig'idan uning 4) tasdig'i kelib chiqishini 
isbotlayrniz. G - bog'larnli graf va n = m -1 bo'isin. Avvalo k ta 
bog'larnlilik komponentlariga ega karrali qirralari bo'lrnagan sirtrnoqsiz 
(m,n) -grafuchun 

k 
(m -k)(m -k + 1) 

m - ~ n ~ -'----'-"'-----
2 

rnunosabat o'rinli bo'lishini eslatarniz (ushbu bobning 4- paragrafidagi 7-
teoremaga qarang). 

n = m -] bo'lgani sababli G bog'lamli grafdan istalgan qirra olib 
tashlansa, natijada m ta uch va (m - 2) ta qirralari bo'lgan graf hosil 

bo'ladiki, bunday graf m - k ~ n shartga binoan bog'lamli bo'la olrnaydi. 
Kerakli tasdiq isbotlandi. 

Daraxtlar haqidagi asosiy teoremaning 4) tasdig'idan uning 5) tasdig'i 
kelib chiqishini isbotlayrniz. G bog'larnli graf va uning har bir qirrasi 
ko'prik bo'lsin deb faraz qilib, bu grafninng o'zaro ustma-ust 
tushmaydigan istalgan ikkita uchi faqat bitta oddiy zanjir bilan 
tutahtirilishi rnurnkinligini ko'rsatamiz. G bog'lamli graf bo'igani uchun, 
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uning istalgan ikkita uchi hech bo'lmasa bitta oddiy zanjir vositasida 
tutashtiriladi. 

Agar qandaydir ikkita uch bittadan ko'p, masalan, ikkita turli oddiy 
zanjir vositasida tutashtirilishi imkoniyati bo'lsa, u holda bu uchlarning 
biridan zanjirlaming birortasi bo'ylab harakatlanib ikkinchi uchga, keyin 
bu uchdan ikkinchi zanjir bo'ylab harakatlanib dastlabki uchga qaytish 
imkoniyati bor bo'lar edi. Ya'ni qaralayotgan grafda sikl topilar edi. 

Tabiiyki, tarkibida sikl mavjud bo'lgan grafning siklga tegishli istalgan 
bitta qirrasini olib tashlash uning bog'lamliligi xossasini o'zgartirmaydi, 
ya'ni bu holda grafning siklga tegishli istalgan qirrasi ko'prik bo'lmaydi. 
Bu esa qilingan farazga ziddir. Teoremaning 4) tasdig'idan uning 5) 
tasdig'i kelib chiqishi isbotlandi. 

Endi teoremaning 5) tasdig'idan uning 6) tasdig'j kelib chiqishmi 
ko'rsatamiz. Berilgan G grafning o'zaro ustma-ust tushmaydigan istalgan 
ikkita uchi faqat bitta oddiy zanjir bilan tutashtirilishi mum kin bo'lsin. 
Teskarisini, yaini G graf asiklik emas deb faraz qilamiz. Bu holda, G da 
sikl topiladi va undagi ixtiyoriy siklga tegishli istalgan turli ikkita uchni 
kamida ikkita oddiy zanjir vositasida tutashtirish imkoniyati bor. Bu esa 
G grafning o'zaro ustma-ust tushmaydigan istalgan ikkita uchi faqat bitta 
oddiy zanjir bilan tutashtirilishi shartiga ziddir. 

G grafninng qo'shni bo'lmagan VI va v~ uchlarini qirra bilan 
tutashtirish amalini qo'l1ash natijasida faqat bitta siklga ega bo'lgan graf 
hosil bo'lishini ko'rsatamiz. Shartga binoan qaralayotgan VI va v2 

uchlami faqat bitta oddiy zanjir bilan tutahtirish mumkin. Oddiy zanjir 
ta'rifiga ko'ra esa bu zanjir tarkibida sikl yo'q. Shuning uchun VI va v2 

uchlami G grafning tarkibida bo'lmagan (VI' v2 ) qirra bilan tutashtirish, 
albatta, tarkibida sikl topiladigan va bu sikl yagona bo'lgan grafni hosil 
qiladi. Teoremaning 5) tasdig'idan uning 6) tasdig'i kelib chiqishi ham 
isbotlandi. 

Nihoyat, 1- teoremaning 6) tasdig'idagi shartlar bajarilsa, G grafning 
daraxt bo'lishini, ya'ni teoremaning I) tasdig'i kelib chiqishini 
isbotlaymiz. Faraz qilaylik, asiklik G graf bog'lamli bo'lmasin. U holda, 
bu grafning ixtiyoriy bog'lamli komponentidagi ixtiyoriy uchni uning 
boshqa bog'lamli komponentidagi ixtiyoriy uch bilan qirra vositasida 
tutashtirish amalini qo'l1ash natijasida tarkibida sikl bo'lgan graf hosil 
bo'imaydi. Bu esa 6) tasdiqning ikkinchi qismiga ziddir. _ 

242 



1- nat i j a. Bittadan ko 'p uchga ega bo '/gan istalgan dara_'ada hech 
bo 'lmasa ikkita darajasi birga teng uch/ar mavjud. 

Is bot i. Haqiqatdan ham, agar VI' v2 ' . .. , V m berilgan daraxtning 

uchlari bo'lsa, "ko'rishishlar" haqidagi lemmaga binoan 
m 

LP(v,)=2(m-l) tenglik o'rinlidir. Daraxtning ta'rifiga ko'ra, u 
,=1 

bog'lamlidir, shuning uchun p(v,) ~ I (i = I,m). Bundan yuqoridagi 

tengl1k o'rinli bo'lishi uchun p(v,),p(vJ, ... ,p(vm ) ketma-ketlikdagi 

hech bo'lmaganda ikkita son birga teng bo'lishi kelib chiqadi. _ 
2- nat i j a. m ta uch va k ta bog'lamli komponentli 0 'rmondagi 

qirralar soni (m - k) ga tengdir. 
Is bot i. 1- teorema isbotining 2) tasdiqdan 3) tasdiq kelib chiqishiga 

bag'ishlangan qismiga qarang. _ 
2- teo rem a. lstalgan daraxtning markazi uning billa uchidan yoki 

ikkita qo 'shni uchlaridan iborat bo 'ladi. 
Is bot i. Agar daraxt bitta uch yoki ikkita qo'shni uch va ularni 

tuashtiruvchi qirradan tashkil topgan bo'lsa, teorema tasdig'i to'g'riligi 
oydindir. 

G daraxt tarkibida ikkitadan ko'p uch bor deb faraz qilamiz. G 
daraxtdagi darajalari birga teng barcha uchlarni (ya'ni, daraxtning barcha 
chetki uchlarini) bu uchlarga insident barcha qirralar (ya 'ni, daraxtning 
barcha chetki qirralari) bilan birgalikda G daraxtdan olib tashlaymiz. 
Natijada uchlari va qirralari soni berilgan G daraxtdagi uchlar va qirralar 
sonidan kam bo'lgan qandaydir G' daraxtni hosil qilamiz. G' daraxtdagi 
har bir uch ekssentrisiteti G daraxtdagi mos uch ekssentrisitetidan bitta 
kam bo'lishi va bu daraxtlarning markazlari ustma-ust tushishi ravshandir. 

Berilgan graf chekli bo'lgani uchun, yuqoridagi bayon etilgan jarayonni 
yetarlicha marta takrorlash natijasida bitta uch yoki ikkita qo'shni uch va 
ularni turashtiruvchi qirradan tashkil topgan qandaydir daraxtni hosil 
qilamiz. _ 

Uchlan soni ma'lum, o'zaro izomorfbo'lmagan va qandaydir shartlami 
qanoatlantiruvchi daraxtlar somm aniqlash masalasi daraxtlami 
o'rganishda muhim masala hisoblanadi. Yuqorida 4, 5 va 6 ta uchlarga ega 
o'zaro izomorf bo'lmagan daraxtlar mos ravishda 2, 3 va 6 ta ekanligi 
ta'kidlangan edi. A. Keli uglerod atomlan soni berilgan \'a CnH 21i+2 
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ko'rinishdagi kimyoviy formula bilan ifodalanuvchi to'yingan uglevo
dorodlar sonini topish masalasini har bir uchining darajasi bir yoki to'rt 
bo'lgan daraxtlar sonini topish masalasiga keltirib hal qilgan. Quyidagi 
teorema Keli nomi bilan yuritiladi. 

3- teo rem a (Keli). Uchlari soni m ba'lgan belgilangan daraxtlar 
. m-2 sam m ga teng. 

I sb oti o'quvchiga havola qilinadi. 
10.7.2. Grafning siklomatik soni. Faraz qilaylik, G sirtmoqsiz va 

karrali qirralari bo'lmagan qandaydir bog'lamli graf bo'lsin. Bu gfafdan 
uning biror sikliga tegishli bitta qirrasini olib tashlash natijasida hosil 
bo'lgan graf bog' lamli graf bo' lishi ravshandir. Grafdan uning biror sikl iga 
tegishli bitta qirrasini olib tashlash amalini hosil bo'lgan graflarga, imkoni 
boricha, ketma-ket qo'Hash natijaslda G grafning barcha uchlarini 
bog'lovchi graf - daraxtni hosil qilish mumkin. Bunday daraxt G 
grafning sinch daraxti (sinchi, karkasi, qobirg'asi) deb ataladi. 

Tabiiyki, bitta grafning bir necha sinch daraxtlari mavjud bo'lishi 
rnurnkin. 

2- m i sol. 3- shaklda tasvirlangan graf sinchlaridan birining qirralari 

\W 
berilgan grafning boshqa qirralariga qaraganda 
qalinroq chiziqlar vositasida ifodalangan. _ 

Endi G sirtmoqsiz va karrali qirralari bo'lmagan 
m ta uch, n ta qirra va k ta bog'lamli kompo-

3- shakl nentlardan tashkil topgan graf bo'lsin. Agar yuqorida 
tavsiflangan usul yordarnida G grafdan qirralami ketma-ket olib tashlash 
amalini qo'Hash natijasida uning har bir komponenti bog'lamliligi 
buzilmasa, u holda berilgan G grafning sinch o'rmoni deb ataluvchi 
grafni hosil qilish rnumkin. 

Berilgan G grafdan uning sinch o'rmonini hosil qilish maqsadida olib 
tashlanishi kerak bo'lgan qirralar soni A = A(G) bu qirralarni olib 

tashlash tartibiga bog'liq emasligi va A = n - m + k bo'lishi ravshandir. 
Qaralayotgan G graf uchun m - k ~ n tengsizlik o'rinli bo'lganligidan, 
A(G) ~ 0 bo'ladi. A(G) sonni G grafning siklomatik soni (siklik 

rangi) deb atayrniz. 
Grafning siklomatik soni tushunchasi, qandaydir rna 'noda, grafning 

bog'larnlilik darajasini aniqlovchi vositadir. Ravshanki, daraxt uchun 
A = 0 bo'ladi (1- teoremaga qarang). 
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Grafning o'rmon bo'lishi uchun uning siklomatik soni nolga teng 
bo'lishi zarur va yetarlidir (2- natijaga qarang). 

Grafning yagona siklga ega bo'lishi uchun uning siklomatik soni birga 
teng bo'lishi zarur va yetarlidir. Qirralari soni uchlari sonidan kichik 
bo'lmagan graf siklga egadir. Bu tasdiqlar ham 1- teoremaning 
natijalaridir. 

3- m i sol. 3- shaklda tasvirlangan graf (6,9) -graf bo'lib, uning 

bog'lamlilik komponentlari soni birga teng. Bu grafning siklomatik sonini 
aniqlasak, A = 9 - 6 + 1 = 4 bo'ladi. Olib tashlangan qirralar 3- shaklda 
ingichka chiziqlar bilan ifodalangan. _ 

Muammoli masala va topshiriqlar 

1. Bir-biriga lzomorf bo'lmagan 
a) oitita, b) yettita, 
d) sakkizta, e) to'qqizta 

uchga ega barcha daraxtlami geometrik ifodalang. 
2. 1- shaklda tasvirlangan o'rmondagi daraxtlaming har biri uchun 

markaz(lar) bo'luvchi uchlami toping. 
3. Keli teoremasining isbotini o'rganing (masalan, [10] kitobga 

qarang). 
4. Uchlari uchta va to'rtta bo'igan barcha belgilangan daraxtlarni 

geometrik ifodalang. 
5. Petersen gratining sinch daraxtlaridan birini aniqlang. 
6. K45 grafning sinch daraxtlaridan bir nechasini toping. 
7. 12 'ta uchi, IOta qirrasi va 3 ta bog'lamli komponenti bo'lgan, 

sirtmoqsiz, karrali qirralari bo'lmagan grafning sinch o'rmonini hosil 
qilish uchun uning nechta qirrasini oIib tashlash kerakligini aniqlang. 

8. Insidentlik matritsalari quyida berilgan gratlaming siklomatik 
sonlarini toping: 

1 0 0 0 0 0 I 0 

0 0 0 0 0 0 0 

I 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 
a) 

0 0 0 1 1 1 1 
b) 

0 0 1 0 

0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 
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9. Uchlari qo'shniligi matritsalari quyida berilgan graflaming sinch 
daraxtlaridan bir nechasini toping: 

0 1 1 0 
0 1 1 1 

1 0 0 1 1 
0 0 1 

a) b) I 0 0 1 I 
1 0 0 1 

1 1 1 0 1 
1 1 0 

0 1 1 1 0 

Mustaqil ishlash uchun savollar 

1. Qanday grafga daraxt deyiladi? 
2. O'rmon deb nimaga aytiladi? 
3. O'rmon bilan daraxt bir-biridan nimasi bilan farq qiladi? 
4. Daraxtning uchlari va qirralari sonlari orasida qanday bog'lanish 

bor? 
5. Daraxtdan biror qirra olib tashlansa natijada qanday xossalarga ega 

bo'lgan grafhosil bo'ladi? 
6. Daraxtning har bir qirrasi haqida nima deyish mumkin? 
7. Daraxtdagi o'zaro ustma-ust tushmaydigan istalgan ikkita uchini 

nechta oddiy zanjir bilan tutahtirish mumkin? 
8. O'rmondagi o'zaro ustma-ust tushmaydigan istalgan ikkita uch 

oddiy zanjir bilan tutahtirilsa, natijada qanday graf hosil bo'lishi mumkin? 
9. Daraxtning qo'shni bo'lmagan ikkita uchini qma bilan 

tutashtirilsa, natijada qanday grafhosil bo'ladi? 
10. O'rmondagi qo'shni bo'lmagan ikkita uchni qirra bilan tu

tashtirilsa, natij ada qanday graf hosil bo' ladi? 
11. Bittadan ko'p uchga ega bo'lgan istalgan daraxtda qancha darajasi 

birga teng uchlar bor? 
12. m ta uch va k ta bog'lamli komponenti bo'lgan o'rmonda qancha 

qirra bor? 
13. Istalgan daraxtning markazi haqida nima deyish mumkin? 
14. Grafning sinch daraxti deganda nimani tushunasiz? 
15. Petersen grafidan bog'lamlilikni buzmasdan nechta qirrani olib 

tashlash mumkin? 
16. Oktaedrga mos grafdan bog'lamlilikni buzmasdan nechta qirrani 

olib tashlash mumkin? 
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17. Grafning siklomatik soni qanday aniqlanadi? 
18. Berilgan graf o'rmon bo'lishining zaruriy va yetarli sharti 

siklomatik son orqali qanday ifodalanadi? 
19. Graf yagona siklga ega bo'lishining siklomatik son tushunchasi 

yordamida ifodalanuvchi qanday zaruriy va yetarli shartini bilasiz? 

10.8. Tarmoqlar 

Graf Veil. Qirra. Orgraf Yay. Tarmoq. To 'plam. Blok-sxema. Gipergraf 
Bog'lamli tarmoq. Sirtmoq. Yoyning 0 'tkazish qobiliyati. Vchning chiqish va 

kirish yanm darajalari. Manba. 0 'pqon. Tarmoqdagi oqim. Yay bo :vlah oqim. 
Tarmoqdagi oqim miqdori. Maksimaloqim. To }'ingan, to :vinmagan. to 'g'ri va 

teskari yoylar. Zanjir. Tarmoqning "lorjoyi ". Kesim. Manbam 0 'pqondan 
ajratuvchi kesim. Kesimning 0 'tkazish qobi/iyali Minimal kesim. 

10.8.1. Tarmoq tushunchasi. Graflar nazariyasida hozirgacha ba'zi 
iboralar bO'yicha umumiy kelishuv qaror topmaganligini qayd qilgan edik. 
Bu fikr graflar nazariyasining tarmoq va tarmoqqa oid tushunchalari bi Ian 
ish ko'rganda yaqqol namoyan bo'ladi. Ba'zan, "tarmoq" iborasi o'miga 
"to'r" iborasini ham qo'llaydilar. Masalan, S.V. Yablonskiyning 1986-
yilda bosilib chiqqan "BBe)J:eHHe B )J:JfCKpeTHylO MaTeMaTJfKY" (Diskrct 
matematikaga kirish) nomli o'quv qo'IIanmasida ([ I ]da) graf tushunchasi 
umumlashtirilib, tarmoqning quyidagi ta'rifi berilgan va "tarmoq" 
tushunchasi xususida fikrlar ham bayon qilingan: 

"Berilgan M = {a l ,a2 , ••• } to'plam va har bir E, clementi M dan 

olingan R = {Eo; EI ,E2 , ••• } majmuani (to'plamni) tarmoq deb ataymiz 

va M(Eo;E1,Ez, ... ) bilan belgilaymiz, bu yerda E, =(aV,(I),aV,(l)"")' 

M to'plamning ob'yektlari tarmoqning uchlari deb, Eo majmuadagi 

obyektlar esa - tarmoqning qutblari deb ataladi". 
Yuqorida eslatilgan kitobda ta'kidlanishicha: "Adabiyotda tarmoq 

tushunchasiga yaqin tushunchalar ham uchraydi, masalan, "blok-sxema" 
tushunchasi, "gipergraf' tushunchasi. Blok-sxema tushunchasi tarmog 
tushunchasidan oldin paydo bo'lgan, gipergraf tushunchasi esa -
keyinroq". 

Gipergraf tushunchasi bu graf tushunchasining shunday 
umumlashmasiki, bunda girralar na fagat ikki elementli bo'lishlari, ular 
uchlar to'plamining istalgan qism to'plamlari bo'lishi ham mumkin. 

Graf tushunchasining turli umumlashmalarini ma'qulIagan hamda 
bunday umumlashmalar turli masalami hal etishda zarur quru! sifatida 
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ishlatilishini ta'kidlagan holda [10] kitobdagi tarmoq tushunchasining bir
biriga ekvivalent bo'lgan quyidagi ikki ta'rifini keltiramiz: 

1) har bir a yoyiga o/(a) manfiymas haqiqiy son mos qo'yilgan N 
orgraf tarmoq deb ataladi; 

2) tarmoq deb shun day (D,o/) juftlikka aytiladiki, bunda D=(V,U) -

orgraf, 0/ esa D orgrafning yoylari to'plamini manfiymas haqiqiy sonlar 

to'plamiga akslantiruvchi funksiya. 
10.8.2. Tarmoqdagi oqimlar. Graflar (orgraflar) bilan bog'liq ko'plab 

tushunchalami osonlik bilan tarmoqlar uchun ko'chirish murnkin. 
T = (G,b) tarmoq berilgan bo'lsin, bu yerda G = (V,U) - bog'lamli 

graf (yoki orgraf, yo bo'lmasa, aralash grat), b esa G grafning yoylarini 
manfiymas b,t (v" v, E V) haqiqiy sonlar to'plamiga akslantiruvchi 
funksiya. G grafda sirtmoq va karrali qirra va/yoki yoylar bo'lmasin deb 
faraz qilamiz. Ikkita v, va v) uchlami tutashtiruvchi oriyentirlanmagan 
yoyni (qirrani) ikkita oriyentirlangan yoylarga almashtirish mumkin deb 
hisoblaymiz. Shuning uchun bundan buyon G grafni orgraf deb hisoblash 
mumkin. 

Ta 'kidlaymizki, "tarmoq" tushunchasi har bir yoyga bir necha sonlami 
mos qo'yish imkoniyatini beradi, grafda (orgrafda) esa yoy faqatgina mos 
uchlaming tutashtirilgan yoki tutashtirilmaganligini aniqlaydi, xolos. Har 
bir (v,, v) yoyga manfiymas b

l
) sonni mos qo'yib, bu sonni yoyning 

o'tkazish qobiliyati deb ataymiz. Tarmoqning har bir v E V uchi uchun 
quyidagi tushunchalami kiritamiz: v uchning chiqish yarim darajasi 
p(v) - bu v uchdan chiquvchi barcha yoylar o'tkazish qobiliyatlari 

yig'indisi, v uchning kirish yarim darajasi p(v) - bu v uchga kiruvchi 

barcha yoylar o'tkazish qobiliyatlari yig'indisi. 
"Ko'rishishlar" haqidagi lemma bu yerda quyidagicha ifodalanadi: 

tarmoqning barcha uchlari chiqish yarim darajalari yig'indisi ldarning 
kirish yarim darajalari yig 'indisiga tengdir. 

Grafning uchlari orasida kirish yarim darajalari nolga teng bo'lganlari 
guruhini ajratamiz. Bu guruhga tegishli uchlaming har biri manba deb 
ataladi. Shunga o'xshash, orgrafning chiqish yarim darajalari nolga teng 
bo'lgan uchlari guruhini ham ajratish murnkin. Bu guguhga tegishli har bir 
uch o'pqon deb ataladi. 

Faraz qilaylik, G orgraf faqat bitta v" manbaga va faqat bitta vf 

o'pqonga ega bo'isin. Bir necha manba va/yoki o'pqonga ega bo'lgan 
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tarmoqning orgrafiga yangi elementlar qo'shib olish yo'li bilan yuqoridagi 
xususiy holga osonlik bilan keltiriladi I. 

e orgrafning har bir (VI' V) yoyiga manfiymas XII sonlar mos 
qo'yilgan bo'lib, biror p ~ ° uchun quyidagi shartlar bajarilsin: 

{

- p, agar k = s bo'lsa, 

1) ~>Ik - LXk, = 0, agar k -:1= s va k -:1= t bo'lsa, 
(\',. "I lEU (I'" I I lE(,' p, agar k = t bo'lsa, 

2) G orgrafda mavjud barcha (v,, v) yoylar uchun ° $xl)$blj . 

Bu shartlar bajarilganda X={xljl(VI,VI)EU} to'plamga T 
tarmoqdagi v, manbadan VI o'pqonga yo'nalgan oqim deb, p miqdorga 
esa, bu X oqimning miqdori deb ataladi. 1) va 2) shartlami 
qanoatlantiruvchi har bir xl) songa (vi' v I) yoy bo'ylab oqim yoki yoy 
oqimi deyiladi. 

Yuqoridagi 1) shartga ko'ra manba va o'pqondan farqli istalgan uchga 
"kiruvchi" oqim shu uchdan "chiquvchi" oqimga tengdir, 2) shartga ko'ra 
esa, istalgan yoy bo'ylab oqim miqdori shu yoyning o'tkashish 
qobiliyatidan oshmaydi. I) shartdan ko'rinib turibdiki, manbaga insident 
yoylar bO'yicha oqimlar yig'indisi o'pqonga insident yoylar bo'yicha 

oqimlar yig'indisiga tengdir: LXI] = Ix" = p. 
II',.I',)E(' 

1- misol. 1- shaklda Vo manba va 1'5 o'pqoni bo'lgan T=(G,b) 

tannoq tasvirlangan bo'lib, uning yoylari yoniga mos o'tkazish 
qobiliyatJari yozilgan, bunda G = (V,U), 

U = {(va' vI),(Vo, v2 ),(vp v2 ),(vl' V3 ),(V2 , v3 ), 

(v2 , V3 ),(v2 , V4 ),(V3 , V4 ),(V3, V S)'(v4 , vs)} 

Bu tarmoq uchun bOI = 7, b02 = 3, bl2 = 2, bl3 = 5, b21 = 2, b23 = 4, 

b24 = 1, b31 = 5, b32 = 3, b34 = 2, b3S = 2, b43 = 2, b45 = 4 ekanligi 

shakldan ko'rinib turibdi. 

J Masalan, agar manbalar bittadan ko'p bo'isa. u holda yangi (qalbaki) manba tarmoqqa kintiladi 
va grafning qalbaki manbaga mos yangi uchi umng haqiqlY manbalanga mos uchlari bilan 
yoylar vosIla>lda tutashtiriladL O'pqonlar ko'p bO'lganda ham shunga o'xshash ish amalga 
oShlflladl. 
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Tarrnoqning har bir uchi uchun chiqish yarim darajalari va kirish yarim 
darajalarinianiqlaymiz: p(l'o)=lO, p(vj )=7, p(v2 )=7, p(vJ=12, 

p(v4 )=6, p(vs)=O, p(vo)=O, p(vl)=14, p(v2)=8, p(v3 )=11, 

p(v4 )=3, p(vs)=6. 

Berilgan T tarrnoq orqali Vo manbadan Vs o'pqonga 4 kattalikka ega 

bo'lgan Xl oqimni quyidagi sonlar to'plami bilan ifodalash mumkin: 

X OI = 2, X 02 = 2, X I2 = 0, xl3 = 2, X 21 = 0, X23 = 1, X 24 = 1, X 31 = 0, 

X 32 = 0, x3-l = 2, X35 = 1, X 43 = 0, x4S = 3. Qaralayotgan Xl oqimning 

miqdori PI = X OI + X 02 = x3S + x4S = 4. -
Tarmoq bo'ylab o'tkazish mumkin bo'igan oqimlar orasida miqdori 

eng katta (maksimal) oqimni topish amaliyot nuqtai nazaridan katta 

5 ahamiyatga egadir. Bunday oqim-v v 
lar maksimal oqimlar deb 
ataladi. 1- misolda keltirilgan 
oqim maksimal oqim emas, chun
ki berilgan tarmoq uchun miqdori 
5 bo'lgan oqim bor (ushbu 

v, paragrafning oxiriga qarang). 
Albatta, umumiy holda, tar-

v. v moqda bir necha turli maksimal 
1- slwkl oqimlar bo'lishi mumkin. 

Maksimal oqimni o'rganishda quyidagi tushunchalami kiritish 
maqsadga muvofiqdir. To'yingan yoy - bu yoy bo'ylab oqim miqdori 
uning o'tkazish qobiliyatiga teng, to'yinmagan yoy - bu yoy bo'ylab 
oqim miqdori uning o'tkazish qobiliyatidan kichik. 

2- m i sol. 1- misolda qaralgan tarmoq uchun aniqlangan Xl oqimda 
X OI = 2 < bOI = 7 va X 24 = 1 = b24 bo'igani uchun (vo, VI) to'yinmagan, 

(v2 • v4 ) esa to'yingan yoylardir. _ 

Tarmoqdagi oqimiami o'rganishda zanjir tushunchasi muhim rol 
o·ynaydi. Bu yerda zanjir deganda tarmoqdagi YO'nalishi e'tiborga 
olinmasdan bir-biriga ulangan yoyJar ketma-ketligini tushunamiz. Biror 
zanjirga tegishli yoyning YO'nalishi zanjirdagi uchlar ketma-ketligini o'tish 
yo'nalishiga mos tushsa, bu yoyni to'g'ri yoy deb, aks holda esa, um 
teskari yoy deb ataymiz. 
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Tarmoqdagi oqimlami tadqiq qilganda kesim tushunchasi ham muhim 
hisoblanadi. T tarmoqning G orgrafi uchlari to'plami V ni o'zaro 

kesishmaydigan hamda har biri bo'sh bo'lmagan ikkita R va R qism 

to'plamlarga ajratamiz, ya'ni V = R U R, R n R = 0, R:f. 0 va 

R :f.0. 

Boshlang'ich uchi R to'plamga, oxirgi uchi esa Ii to'plamga tegishli 

bo'lgan barcha yoylar to'plamini kesim deb ataymiz. Kesimni (R,R) 
bilan belgilaymiz. 

Agar (R,R) kesim bo'lib, v, manba R to'plamga, v, o'pqon esa Ii 
to'plamga tegishli bo'lsa, u holda (R,R) ga Vs manbani v, o'pqondan 

ajratuvchi (yoki ayiruvchi) kesim deb ataladi. 
Har bir kesimga qiymati kesimni tashkil etuvchi barcha yoylar 

o'tkazish qobiliyatlari yig'indisiga teng bo'lgan va kesimning o'tkazish 

qobiliyati (yoki miqdori) deb ataluvchi b(R, R) son mos qo'yilishi 

mumkin: 

b(R,R) = LA,. 
1,ER,\',ER 

Barcha mumkin bo'lgan kesimlar ichida o'tkazish qobiliyati eng kichik 
bo'lganini minimal kesim deb ataymiz. _ 

Tarmoqda bir necha turli maksimal oqimlar bo'lishi mumkin ekanligini 
yuqorida ta'kidlagan edik. Xuddi shunga o'xshash, tarmoqda bir necha 
turli minimal kesimlar bo'lishi ham mumkin. 

Ravshanki, agar tarmoq boshlang'ich uchi Vs manbada va oxirgi uchi 
v, o'pqonda bo'lgan zanjirdangina iborat bo'lsa, bu tarmoq bo'ylab 
o'tkazish mumkin bo'lgal1 maksimal oqim qiymati shu zanjimi tashkil 
etuvchi yoylaming o'tkazish qobiliyatlarining minimal qiymati bilan 
chegaralangan bo'ladi. Shu tufayli, bu yerda, minimal o'tkazish 
qobiliyatiga ega bo'lgan yoy tarmoqning (zanjirning) "tor joyi" deb 
atalishi joizdir. 

Tarmoqdagi lis manbani VI o'pqondan ajratuvchi (R, R) kesim iborasi 
istalgan tannoqda "tor joy" iborasining o'xshashi sifatida qaralishi 
mumkin. 

Faraz qilaylik, X = {Xy I (VI' V,)E U} - T tarmoqdagi qandaydir oqim 

bo'lsin. Bu tannoqdagi v, uchdan v, uchga yo'nalgan biror f.1 yo'l 
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bo'ylab oqim shu yo'l yoylaridagi oqimlarning eng kichik qiymati sifatida 
aniqlanadi: 

p(j1, X) = min xi;' 
(v, .v, Y:=/l 

Tabiiyki, tarmoqdagi X oqimning miqdori p(X) uchun 

p(X) = LP(j1,.n 
/lEU 

tenglik o'rinlidir, bu yerda A.f - G orgrafdagi v, uchdan v, uchga 
yo'nalgan barcha yo'llar to'plamidan iborat. 

Kesimning ta'rifidan ko'rinib turibdiki, V, uchdan V, uchga olib 
boru~chi ixtiyoriy j1 yo'l shu v, va v, uchlarni ajratuvchi har qanday 
(R,R) kesimning hech bo'lmaganda bitta yoyini o'zida saqlaydi. Shuning 
uchun, agar ixtiyoriy (R,R) kesimning barcha yoylarini tarmoqdan olib 
tashlasak, u holda G orgrafda v, uchdan v, uchga boradigan birorta ham 
yo'l (va, demak, oqim ham) mavjud bo'lmaydi. 

Demak, yuqorida aytilganlarni hisobga olib tarmoqdagi oqim miqdori 

p(X) bilan ixtiyoriy (R,R) kesimning o'tkazish qobiliyati b(R,R) 

uzviy bog'langan degan xUlosaga kelish mumkin. Bu bog'lanish quyidagi 
teoremada o'zining aniq ifodasini topgan. 

1 - teo rem a. T = (G, b) tarmoqdagi ixtiyoriy X oqim miqdori 
p(~ shu tarmoqdagi v, manba va v, o'pqonni ajratuvchi har qanday 
(R,R) kesimning o'tkazish qobiliyatidan oshmaydi, ya'ni 
p(X)::;; b(R,R). 

Is bot i. T = (G,b) tarmoqdagi X oqim ta'rifidan bevosita quyidagi 

tengliklar kelib chiqadi: 

p(X) = LX", 0 = LX,k - LX,,;, Vk E R. 

Bu tengliklaming mos tomonlaridagi ifodalami qo'shib va o'xshash 
hadlarini ixchamlab, 

p(X) = LXIf - LX,I 
(I'"V, )E(R,RI I')ER,I,ER 

tenglikni olamiz. 2) shartni va LX;I ~ 0 ekanligini hisobga olsak, 
I,ER,I'IER 

oxirgi tenglikdan p(X)::;; Lb![ = b(R, R) munosabat kelib chiqadi. _ 
(v"V, )E(R.R) 
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1955- yilda L. R. Ford) va D. R. Falkerson2 tomonidan maksimal oqim 
va minimal kesim baqidagi teorema deb ataluvchi quyidagi teorema 
isbotlangan. 

2 - teo rem a (Ford-Falkerson). Istalgan tarmoqda manbadan 
o'pqonga maksimal oqimning miqdori manbani o'pqondan ajratuvchi 
minimal kesimning o'tkazish qobiliyatiga teng. 

Is bot i. T = (G,b) tarmoq, G = (V,U) orgraf, v, E V manba, 

v, E V o'pqon va berilgan tarmoqdagl maksimal oqimning miqdori 

bo'lsin. Agar tarmoqda shunday X* = {x,: [(v,, v) E U} oqim topilsaki, 

uning p*=p(X*) miqdori biror (R*,R*) kesimning o'tkazish 

qobiliyatiga teng bo'lsa, 1- teoremadan shu X* maksimaloqim, (R*,R*) 

esa minimal kesim bo'lishi kelib chiqadi. Demak, teorema isbotiga ega 
- -

bo'lish uchun p' =b(R*,R*) tenglik o'rinli bo'ladigan (R*,R*) kesimni 

qurish mumkinligini ko'rsatish yetarli. 
Bunday kesimni qurish maqsadida tarkibida albatta v, uch bor bo'lgan, 

lekin v, uchni saqlamaydigan R' to'plamni aniqlash zarur. Bu R* 
to'plam v, uchdan chiquvchi zanjir bilan tutashtirish mumkm bo'l~ 
uchlar to'plamidan iborat bo'ladi. V to'plamning qolgan uchlari R* 
to'plamni tashkil etadi. 

x* = {x,: [(V"V)E U} maksimal oqim bo'lsin deb faraz qilamiz. Shu 

oqimga mos R* to'plamning elementlarini ketma-ket ravishda quyidagi 
qoida bO'yicha aniqlaymiz: 

- v, E R*; 

- agar v, E R* va x,: < bl' bo'lsa, u holda v E R* ; 
* 11< ~ J * 

- agar v, E R va XJI > 0 bo'lsa, u holda v
J 

E R . 
Agar R* to'plamni aniqlash jarayonida v, uchni R* to'plamga kiritish 

imkoniyati topilmasa, ya 'ni v, ~ R* bo'lsa, u holda izlanayotgan (R*, R*) 

kesimni qurish mumkin bo'ladi. 

1 Bu yerda blr XII Lester Randolph Ford ism-sharifga ega AQSh matematiklari ota-bola L. R. 

Fordlarnmg klChlgl (1927 Yllda tug'I1gan) nazarda tuttlgan. 

2 D. R. Falkerson (Delbert Ray Fulkerson, 1924-1976) - matematlk. 
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Teskarisini faraz qilamiz, ya'ni VI E R* bo'isin. U holda, R* to'p

lamning aniqlanish qoidasiga asoslanib, shunday J..l = (v" v,,, v" , ... , v,,,,, vt ) 

zanjirni qurish mumkinki, uning barcha to'g'ri yoylari oqimga 
to'yinmagan, teskari yoylarida esa oqim musbat bo'ladi. J..l zanjirning 

barcha to'g'ri yoylari to'plamini U+(J..l), teskari yoylari to'plamini esa 

U _ (J..l) deb belgilaymiz. 

Quyidagi miqdorlarni qaraymiz: £ = min (b,/-x*), £= min x· 
(v, ."j )EU"(J.1) Ij (v, .v, )Eu~(J.1) 1/ 

. Tushunarliki, £ = min(e, e) > 0 bo'ladi. Agar J..l yo'lning barcha to'g'ri 

yoylarida oqim £ miqdorga oshirilib, uning barcha teskari yoylarida esa 
£ miqdorga kamaytirilsa, u holda tarmoqdagi oqim miqdori £ ga ortadi. 

Bu esa x· oqimning maksimal oqim ekanligiga ziddir. Olingan qarama

qarshilik vt ~ R* ekanligini ko'rsatadi. 

Endi yuqorida bayon qilingan qoidani ketma-ket qo'llab hosil qilingan 

R* to'plam uchun R* = V \ R* deb olsak, G orgrafning R* to'plamga 

tegishli uchlarning biridan chiqib R* to'plamga tegishli uchlarning biriga 

kiruvchi barcha yoylari to'plami (R*,R*) kesimni tashkil etadi. 

R* to'plamning aniqlanishiga asosan barcha (v" V)E (R* ,R*) yoylar 

oqimga to'yingan (x~ = hi})' R* to'plamga tegishli uchlardan chlqib R' 

to'plamga tegishli uchlarga kiruvchi barcha (v)' v,) E U yoylarda esa 

oqim nolga teng (X;, = 0) bo'ladi. Shuning uvhun, 1- teoremaning 

isbotida hosil qilingan p(X) = LXY - LX)I formulaga ko'ra, 
(>",1', )E(R,R), vjER.v,ER 

p' = p*(X)= LX~ = Lb~ =b(R*,R*) 
(\·,.l'j)E(R".R") (v, ,,)E(R".R") 

(R*,R*) munosabatni olamiz. Demak, qurilgan kesim uchun 

p * = b( R*, R*) tenglik bajariladi. Bu yerdan, yuqoridagi eslatilgan 

mulohazalarga ko'ra, teorema isbotiga ega bo'lamiz. _ 
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10.8.3. Ford algoritmi. T = ( G, b) tannoqni qaraymiz, bu yerda 

G = (V,U) - orgraf, b esa G orgrafning yoylarini manfiymas b
" 

(v,, v, E V) haqiqiy sonlar to'plamiga akslantiruvchi funksiya. 

G orgraf faqat bitta manbaga va faqat bitta o'pqonga ega bo'lsin deb 
faraz qilamiz. Maksimal oqim va minimal kesim haqidagi Ford-Falkerson 
teoremasining yuqorida keltirilgan isboti tarmoqdagi maksimal oqimni 
topish algoritmini tuzish nuqtai nazaridan konstruktivdir. 

T tarmoqning uchlariga, ya'ni V to'plam elementlariga O,I,2, ... ,m 

raqamlarni mos qo'yib, tannoqning manbasi 0 uch, o'pqoni esa much 
bo'lsin deb hisoblaymiz. Bu tannoqda Ford tomonidan taklif etilgan 
maksimal oqimni topish algoritmi bilan tanishamiz. Ford algoritmining 
jadvallar bilan ish ko'riladigan jarayoni dastlabki, umumiy (takror
lanuvchi) va yakuniy qadamlardan iborat bo'lib, u quyida keltirilgan. 

Dastlabki qadam. O'lchamlari (m+l)x(m+l) bo'lgan jadvalni 

quyidagicha tuzamiz. Agar (i, j) yoyning o'tkazish qobiliyati b
l
, noldan 

katta va unga simmetrik (j, i) yoyining o'tkazish qoblhyati h" nolga teng 

bo'lsa, u holda jadvalning (i, j) katagiga b
" 

sonni, uning asosiy 

diagonaliga nisbatan simmetrik (j, i) katagiga esa, nolni yozamiz. Agar 

b
" 

- b" - 0 bo'lsa, u holda jadvalning (i,j) va (j,i) kataklari bo'sh 

qoldinladi. 

Umumiy qadam. 1. Tarmoqning manbasidan o'pqoniga o'tkazish 

qobiliyati noldan katta bo'lgan yo'l izlaymiz. Buning uchun jadvalning 

tarmoqdagi 0 uchga mos keluvchi ustuniga "*,, belgisini qo'yamiz. 

Jadvalning 0 uchga mos satridan b
OJ 

> 0 (j = 1, m) elementlarni topib, 

bu elementlar joylashgan ustunlarni 0 raqami bilan belgilaymiz. 
Natijada tarmoqning musbat o'tkazish qobiliyatiga ega bo'lgan barcha 

(O,}) yoylari aniqlanadi. Bu yoylar manbadan o'pqonga boruvchi 

yo'lning dastlabki yoylaridir. 

Belgiga ega ustunlar raqamlari bilan bir xiI raqamli satrlaming har 
birini ketma-ket tekshirib chiqamiz. Tekshirish jarayonida har bir shunday 
satrda, masalan, jadvalning i uchga mos satrida belgiga ega bo'lmagan 

ustunlarda h" > 0 elementlami izlaymiz va shunday element(lar) topilsa 
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bu element(lar) joylashgan ustun(lar)ni tekshirilayotgan satr raqami (ya 'ni 
i) bilan belgilaymiz. 

Shu tarzda davom ettirilsa, natijada manbadan o'pqonga boruvchi 
musbat o'tkazish qobiliyatli izlangan yo'lning navbatdagi yoylari bo'lib 
xizmat qilishi mumkin bo'lgan yoylar topilgan bo'ladi. Jadvaldagi belgiga 
ega ustunlar raqamlariga mos raqamli tarmoqning uchlariga to'gri keluvchi 
satrlami tekshirish jarayonini quyidagi mumkin bo'igan hollardan biri 
amalga oshguncha davom ettiramiz: 

a) jadvalning o'pqonga mos ustuni belgilandi; 
b) jadvalning yangi ustunlarini (shu jumladan, o'pqonga mos ustunini 

ham) belgilash imkoniyati yo'q. 
Agar a) hoI ro'y bersa, u holda tarmoqda manbadan o'pqonga boruvchi 

musbat o'tkazish qobiliyatiga ega bo'igan biror J.1 yo'l bar. Bu yo'l 

quyidagicha aniqlanadi. 
Jadvalning o'pqonga mos m ustunining belgisi k bo'isin deb faraz 

qilaylik. Demak, J.1 yo'lda m uchdan oldingi uch k uchdir. Jadvalning k 

uchga mos satri va m uchga mos ustuni kesishgan (k, m) katagidagi bAm 

elementiga "-" belgisi (b;",), shu katakka asosiy diagonalga nisbatan 

simmetrik hisoblangan (m,k) katakdagi bkm elementga esa "+" belgisi 

(b:'k ) qo 'yamiz. 

Endi jadvalning k uchga mos ustuni belgisi r raqami bo'lsin deb faraz 

qilamiz. Jadvaldagi b:'k elementdan jadvalning k uchga mos ustuni 

bo'ylab harakatlanib, uning r uchga mas satriga o'tamiz va brk elementga 

"-" belgisi, asosiy diagonalga nisbatan simmetrik b/o. elementga esa "+" 
belgisi qo'yamiz. "+" va "-" belgilari qo'yish jarayonini manbaga mos 0 
satrga kelib undagi mos elementga "-" belgisi, simmetrik elementga esa 
"+" belgisi qO'yguncha davom ettiramiz. 

Umumiy qadamning 2- bandiga o'tamiz. 
Agar b) hoI bajarilsa, bu holda manbadan o'pqonga bomvchi musbat 

o'tkazish qobiliyatiga ega bo'lgan boshqa yo'l yo'g. Shuning uchun 
umumiy gadamni bajarishjarayoni tugaydi. 

Jadvalning belgilangan ustunlariga mos orgrafning uchlari minimal 

o'tkazish qobiliyatiga ega bo'lgan (R, R) kesim uchun R to'plamni 

tashkil etadi, orgrafning qolgan uchlari esa R to'plamga tegishlidir. i E R 
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uchdan chiquvchi va j E R uchga kiruvchi barcha (i,j) yoylar to'plami 

berilgan tarmoq uchun minimal kesimdir. Yakuniy qadamga o'tamiz. 
2. Topilgan )1 yo'l o'tkazish qobiliyatining e qiymatini topamiz. 

Tabiiyki, e son )1 yo'lni tashkil etuvchi yoylar o'tkazish 

qobiliyatlarining eng kichigiga teng bo'ladi, ya'ni 

e = min b;. 
(I,j)E)i 

Umumiy qadamning 3- bandiga o'tamiz. 
3. Topilgan )1 yo'lga tegishli yoylaming va ularga simmetrik 

yoylaming qolgan o'tkazish qobiliyatlarini aniqlaymiz. Buning uchun 

jadvalning "-" belgisi bo'lgan b,~ elementlaridan e sonni ayirib, "+" 

belgili b,; elementlariga esa e sonni qo'shib, natijalarni jadvaldagi mos 

o'rinlariga yozamiz. ladvalning "-" yoki "+" belgisi bo'lmagan 
elementlari ozgarmaydi. ladvaldagi barcha belgilami olib tashlaymiz. 
Natijada o'tkazish qobiliyatlari o'zgargan tarrnoqqa mos va dastlabki 
jadvalga o'xshash bo'lgan yangi jadvalni hosil qilamiz. Umumiy 
qadamning 1- bandiga o'tamiz. 

Yakuniy qadam. Dastlabki jadvalning elementlaridan oxirgi qadamda 
hosil bo'lgan jadvalning mos e1ementlarini ayiramiz. Natijada musbat 
elementlari (i,j) yoyning mos xl} oqim miqdorlariga teng bo'lgan, 

elementlari esa asosiy diagonaliga nisbatan simmetrik joylashgan oxirgi 
jadvalni hosil qilamiz. Tarmoqdagi maksimal oqim miqdori p oxirgi 

jadvalning manbaga mos satri yoki o'pqonga mos ustuni elementIari 
yig'indisiga teng, ya'ni 

m m-l 

P = LXOj = LXI/II . 
j=I 1=0 

Bu maksimal oqim qiymatini umumiy qadamni bajarish jarayonlarida 
aniqlangan barcha e sonlami qo'shib ham hosil qilish mumkin. _ 

3- m i sol. 1- misolda qaralgan tarmoq uchun Vo manbadan Vs 

o'pqonga maksimal oqimni topish uchun Ford algoritmini qo'llaymiz. 
Ford algoritmining dastlabki qadami va umumiy qadamining 1- bandini 
bajarib 1- jadvalni hosil qilamiz. 

Umumiy qadamning 2- bandini bajarsak. eI = min {7, 5, 2} = 2 

qiymatni topamiz. Endi umumiy qadamning 3- bandini bajarib 2- jadvalni 
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va algoritmni qo'llashda davom etib, 3- va 4- jadvallami navbatma-navbat 
tuzamiz: 

- 2- jadval uchun 8 0 = min {3, 1, 4} = 1 ; 

-3- jadval uchun 83 = min {5, 3, 2, 3} = 2 . 

Demak, qaralayotgan tarmoqda quyida aniqlanuvchi 5 kattalikka ega 
oqim maksimal oqimdir: X 01 = 4, X 02 = 1, X 12 = 0, x]3 = 4, x21 = 0, 

x2] = 0, X 24 = 1, X 31 = 0, X 32 = 0, X,4 = 2, X35 = 2, X 43 = 0 ,X45 = 3. 
1- jadval 

(*) (0) (0) (1) (2) (3) 

0 1 2 3 4 5 

0 T 3 

1 0+ 2 5-

2 0 2 4 1 

3 5+ 3 2 T 

4 0 2 4 

5 0+ 0 

2-jadval 

(*) (0) (0) (1) (2) (4) 

0 1 2 3 4 5 

0 5 T 

1 2 2 3 

2 0+ 2 4 1-

3 7 3 2 0 

4 0+ 2 4-

5 2 0+ 
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(*) (0) (0) 

0 1 2 

0 5- 2 

I 2+ 2 

2 1 2 

3 7+ 3 

4 1 

5 

(*) (0) (0) 

0 1 2 

0 3 2 
r----
I 1 4 2 

2 1 2 

3 9 3 

4 1 

5 

0 1 2 

0 4 1 

1 -4 0 

2 -1 0 

3 --4 0 

4 -1 

5 
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(I) 

3 

3 

4 

2+ 

2 

(1) 

3 

1 

4 

4 

2 

3 

4 

0 

-2 

-2 

(3) 

4 

0 

T 

1+ 

4 

0 

0 

3 

4 

1 

2 

-3 

3- jadm! 

(4) 

5 

J 
I 

0 

r 

4- jadm! 

5 

0 

1 

5- jadm! 

5 

2 ! 
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Minimal kesim sifatida tarkibidagi R va R qism to'plamlari 

R = {O, 1, 2, 3} va R = {4, 5} ko'rinishda aniqlangan (R, R) kesimni 

ko'rsatish mumkin. Bu kesim (2,4), (3,4) va (3,5) yoylardan tashkil 
topishi ravshan. _ 

Muammoli masala va topshiriq/ar 

2- sllakl 

1. 2- shaklda tasvir
langan tarmoqda v uchni 
manba, w uchni esa 
o'pqon deb hisoblab, 
undagi bir necha oqimni 
aniqlang. 

2. Ford algoritrnni 
qo'llab 3- shaklda tasvir-
langan tarmoq uchun Vo 

dan v4 ga maksimal oqimni 
aniqlang. 

3. Ford algoritmni qo'llab 2- shaklda tasvirlangan tarmoq uchun v 
dan w ga maksimal oqimni anqlang. 

4. T = (G,b) tarmoqda G = (V,V), V = {ao,ap ... ,an }, V -

yoylar korteji, b
" 

(ai,a) yoyning o'tkazish qobiliyati, 

X = {x" : (a"a/) E V} esa 

maksimal oqim bo'lsin. U vaqtda 
hech bo'lmaganda bitta (a"a,)E U 

yoy topilib, shu yoy uchun X'I = bl) 

tenglik bajarilishini ko'rsating. 
5. T = (G,b) tarmoqda 

3- shak! 
G=(V,V), V={ao,ap ... ,an }, ao 

- manba, an - o'pqon, V - yoylar 

korteji, bl) (a"a) yoyning o'tkazish qobiliyati va 

X = {X'I : (a"aj)E U} biror oqim bo'lsin. Agar ao va an ni bog'lovchi 
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zanJlrnlOg barcha (al,a) to'g'ri yoylarida XI) < hI) va barcha teskari 

yoylarda esa xI) > 0 bo'lsa, u holda bu zanjirga X oqimni orttiruvchi 

yo'. deymiz. Berilgan X oqimning maksimal oqim bo'lishi uchun um 
orttiruvchi yo'lning topilmasligi zarur va yetarli ekanligini ko'rsating. 

Mustaqil ish/ash uchun savollar 

1. Graf tushunchasi qanday umumlashtirilishi mumkin? 
2. Tarmoqdagi oqim deganda nimani tushunasiz? 
3. Yoyning o'tkazish qobiliyati nima? 
4. Graf uchlarining chiqish va kirish yarim darajalari deb mmaga 

aytiladi? 
5. Tarmoqda manba va o'pqon deganda nimani tushunasiz? 
6. Yoy bo'ylab oqim nima? 
7. Tarmoqdagi oqim miqdori qanday aniqlanadi? 
8. Tarmoqdagi maksimal oqim deganda nimani tushunasiz? 
9. To'yingan yoy bilan to'yinmagan yoy bir-biridan nimasi bilan farq 

qiladi? 
10. To'g'ri yoy bilan teskari yoy orasida qanday farq bor? 
11. Tarmoqdagi manbani o'pqondan ajratuvchi kesim qanday 

aniqlanadi? 
12. Tarmoqdagi minimal kesim deganda nimani tushunasiz? 
13. Ford-Falkerson teoremasiga ko'ra istalgan tarmoqda manbadan 

o'pqonga maksimal oqimning miqdori nimaga teng? 
14. Tarmoqdagi maksimal oqimni topishga mo'ijallangan Ford 

algoritmning jadvallar bilan ish ko'radigan jarayoni qanday qadamlardan 
iborat? 
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ASOSIY BELGILASHLAR 

Kitobda quyidagi asosiy belgilashlar qabul qilingan. 

N ~ natural sonlar to' plami. 

Z ~ butun sonlar to'plami, 

R ~ haqiqiy sonlar to'plami, 

o ~ bo'sh to'plam, 

U ~ universal to'plam, 

IAI ~ A to'plamning quvvati, 

U ~ birlashma belgisi, 

n ~ keslshma belglsl, 

A \ B ~ A to'plamdan B to'plamni ayirish natijaslda hosil bo'igan to'plam, 

A8 ~ A to'plamni B to'plamgacha to'ldiruvchl to'plam, 

A - A to'plamni U UnIversal to'plamgacha to'idiruvchi to'plam, 

2A ~ A to'plam uchun bulean, 

P" ~ n ta .;:Iementli to'plam uchun o'rin almashtirishlar soni, 

A; _. n ta elementdan m tadan o'rinlashtirishlar soni, 

C:' ~ n ta elementdan m tadan gruppalashlar soni, 

C" (n l , n2 ,.'" nk ) ~ n ta komponentli kortej uchun takrorli o'rin almashtirishlar 

SOnI (n l + n2 + ... + nk = n ), 

'A.:' ~ n ta turli e1ementlardan m tadan takrorli o'rlnlashtinshlar SOnI, 
-m 
en - n ta elementdan m tadan takrorli gruppalashlar soni, 

B(n,k) ~ qo'shliuvchilar ta11ibi e'liborga olingan holda natural n sonnlng k ta 

qO'shiluvchilarga bo'laklanishlari soni, 

B( n) ~ qo'shiluvchilar tartibi e'liborga ohngan holda natural n sonning k ta 

qO'shiluvchilarga barcha bo'laklanishlan soni, 

R(n,k) ~ qO'shiluvchilar tartibi e'tiborga olinmagan holda natural n sonning k ta 

qO'shiluvchilarga bo'lakianishlari soni. 

R( n) ~ qO'shiluvchilar tartlbl e'tiborga ohnmagan holda natural n sonnlng barcha 

bo'laklanishlari soni, 
• ~ teorema, natija, lemma, xossaning isboti yoki misol, algoritm tugaganligl. 
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