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Beshinchi bobda topologik fazolarda kategoriya tushunchasi,
kovariant funktorlar, normal funktorlar keltiriladi. Ehtimollik o‘lchovli
funktoming ba’zi geometrik va topologik xossalari o‘rganiladi. Shuning-
dek, bu bobda gomotopik guruh fimktorlari, gomotopik guruh funktor-
larining kontravariant funktor ekanligi hamda ularning ba’zi tatbiglari ham
keltiriladi.

Oltinchi bob topologik sirtlar va ko‘pxilliklar deb ataladi. Topo-
logik ko‘pxilliklarning triangulyasiyasi, sirtlaming yoyilmasi tushunchasi
berilib, yoyilmalaming klassifikatsiyasi yoritiladi. Topologik akslantirish-
lar yordamida sirtlarda “yelimlash” amali aniglanadi. Proektiv tekislik va
proektiv fazolaming Eyler xarakteristikasi keltiriladi. Ko‘pburchak (mun-
tazam)laming turlari keltiriladi. Miyobius varag‘i, oriyentirlangan va
oriyentirlanmagan sirtlarning topologik klassifikatsiyasi keltiriladi. Trian-
gulyasiyasi berilgan sirtlarda yiriklashtirish, maydalashtirish va ixcham-
lashtirish amallari aniglanadi.

Yettinchi bobda umumiy topologiyaning, anigrog‘i, algebraik topo-
logiyaning fizikadagi ba’zi tatbiglari beriladi. Moddalarning turli tartib-
langan strukturasida kondensirlangan holatlarni o‘rganishda va topologik
talgin gilishda, tekshirishda strukturada u yoki bu defektlarning barqga-
rorligi hosil bo'ladigan zaruriyat yuzaga keladi. Bu defektlarga kristallarda
dislokatsiya (kristallik tartibining buzilishi), suyuq kristallarda diskli-
natsiya (moddalar yo‘nalish maydonining uzluksizligi buzilishi), vixrlar -
uyurmalar, Hel, He4 suyugliklarda o‘ta oquvchanlik va ferromagnetik
hamda boshga bargaror (mustahkam) geometrik konfiguratsiyalar kiradi.
Nematiklarda hosil boTadigan fizik jarayonlarni topologiyaning gomo-
topik guruhlari nugtai nazaridan garash, nematiklarda bargarorlik holatlari
ko‘rib chigiladi.

So‘nggi, sakkizinchi bobda chiziq tushunchasini ta’riflashga bo‘lgan
ba’zi urinishlar, Peano chiziglari, Kantoming mukammal to‘plami, Jordan
teoremasi va va’da chizig‘i keltiriladi, Serpinskiy gilami va Mengerning
universal chizig‘i bayoni beriladi, Urison chiziglari ta’riflanadi. 0 ‘lcham
va o‘Ichovlar farglanadi, so‘ngra eng kichik o‘Ichamli sirtlar - fraktallar
ta’riflanadi.

Shuni ta’kidlaymizki, risolada keng adabiyotlar ro‘yxati keltirilib,
har bir bob uchun tavsiya etilayotgan adabiyotdar ro‘yxati alohida ajratib
berilgan.
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Qo'llanma pedagogika institutlari va Jiiversitetlarining yuqori kurs
talabalari, bitiruv malakaviy va kurs ishlari yozayotgan talabalar, geo-
metriya-topologiya yo‘nalishida o‘giyotgan magistr va aspirantlar, akade-
mik litsey hamda kollej o‘gituvchilari, oliy o‘quv yurtlarining mazkur
yo'nalishda dars berayotgan professor-o‘gituvchilari uchun mo‘ljallangan.

Mazkur risola topologiya fani yo‘nalishida o‘zbek tilida yaratilgan
dastlabki qgo‘llanmadir. Shu sababli ba’zi atamalar 0z o‘rnida to‘g‘ri
go‘llanilmagan bo‘lishi mumkin. Aytmogchimizki, qo‘llanma ayrim juz’iy
kamchiliklardan xoli emas. Bu nugsonlarni bartaraf etishga bel bog‘lagan
hamkasblarga oldindan chuqur minnatdorchiligimizni bildiramiz.

Risolaning yaratilishiga bevosita hissa qo‘shgan, gimmatli fikr va
maslahatlarini bergan fizika-matematika fanlari doktori, professor
R.B. Beshimovga, go‘lyozmani o‘gib, mazmunan boyitishda xizmatlari
singgan fizika-matematika fanlari nomzodlari, dotsentlar G. Jabborov va
D. Davletovlarga, qoiyozmani tahrir gilishda yordamini ayamagan K.
Qo'chgorov hamda dotsent O. Rahmatullayevlarga o0z samimiy minnat-
dorchiligimizni izhor gilamamiz.
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I bob. TOPOLOGIK FAZO VA UZLUKSIZ
AKSLANTIRISHLAR

Bu bobda topologiyaning asosiy obyektlari va topologik fazo ta'rifi
beriladi, topologik fazoning asosiy tushunchalaridan biri bo‘Imish topo-
logik akslantirishlar mohiyati yoritiladi. Topologik fazolarni solishtirish,
to‘plamda turli topologiyalar mavjudligi, ochiq va yopiq akslantirishlar,
topologik fazoda fazoostilar hagida, faktor fazo va ularning o‘rinlari,
inisial va final topologiyalar, filtr tushunchasi va umumlashgan yo‘nalish
(yoki umumlashgan ketma-ketlik) limiti, topologik fazo predmeti, topo-
logik fazodagi asosiy invariantlar, to'plamda topologiyani Kiritishning
ba’zi yoTlari, topologik fazo bazasi va uning mohiyati, metrik fazo ta’rifi
keltiriladi va metrik fazolarda ham topologiyaning Kiritilishi hagida gap
ketadi. Topologiyadagi inisial, final va indutsirlangan (sug‘orilgan) topo-
logiyalar xususida fikr yuritiladi. Qisgasi, bu bobda topologiya va topo-
logik fazolarning asosiy tushunchalari o‘rganiladi.

I.1-8. Topologiya haqgida

Ko‘pgina matematik tushunchalar, ba’zida butun bir matematik
nazariyalar vujudga kelishi bilan matematikadan tashgarida bir gancha
vaqt davomida oz tatbig‘ini topmaydi. Jumboqli kompleks sonlar tarixi
bunga yaqqol misol boiadi: ushbu sonlar bir necha yuz yillar mobaynida
boshga sohalarda qoTlanilmay, keyinchalik fizika va mexanikaga kirib
keldi. Shunga o°‘xshab, matematikaning asosiy bo‘g‘ini boTmish geo-
metriya fanini oladigan boMsak, bu sohada noevklid (Lobachevskiy) geo-
metriyaning asosiy obyektlari - Lobachevskiy tekisligi va fazosi (Loba-
chevskiy tekisligi modeli) ham bir necha o‘n yillar davomida o°‘z tatbig‘ini
topmagan.

Shunga o'xshash sohalardan yana biri Evklid geometriyasi, Loba-
chevskiy geometriyasi, zamonamiz geometriyasi, qolaversa, zamonaviy
matematikaning bir boTimi, hosilasi boTgan topologiya fanidir.
Topologiya so‘zining lug‘aviy ma’nosi yunoncha TonoC, -joy (o'rirt),
royoC, - qgonun so‘zlaridan iborat.

Topologiya atamasini birinchi boTib Listing goTlagan. Topologiya -
matematikaning nisbatan “yosh” va muhim bo‘limlaridan biridir. Topo-
logiya fani geometriya va matematik analiz fanlarining gator fundamental
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faktlarini (tushunchalarini) urnumiy nuqtai nazardan gayta ko‘rib chigish
natijasida paydo bo‘Idi.

Topologiya fan sifatida ilk marta XIX asrning oxirlarida buyuk
fransuz matematigi Anri Puankare ishlarida shakllana boshlagan. U
topologiyani “analysis situs” (lotinchadan tarjimasi - joy (ofin) geo-
metriyasi) tahlili deb nomlaydi. Bu atamani esa, matematikaga birinchi
bo‘lib Riman olib kirgan. Keyinchalik bu atamalar bir so‘z bilan topo-
logiya deb atala boshlandi.

A. Puankare topologiya to‘g‘risida shunday degan edi: “O'zimga
keladigan bo'lsak, oldinma-ketin kirib chiggan turfayo‘Uar metti “analysis
situs” tomon boshlab keldi”

Bu o‘rinda mashhur fransuz matematigi Andre Veylning topologiya
xususida aytgan quyidagi so‘zlari ham e’tiborga loyiqdir: “Har bir mate-
matikning qalbini zabt etish ustida topologiya farishtasi bilan mavltum
algebra shaytoni kurash olib boradu Bu orqali, birinchidan, topolo-
giyaning ajoyib jozibasi va gozalligi namoyon bo‘lsa, ikkinchidan,
barcha zamonaviy matematikaning g ‘aroyib birikishi topologiya va
algebraga eltishi ifoda etiladi”.

Hozirgi zamon fanlarining rivojlanishida topologiyaning fizika, bio-
logiya, ximiya va binobarin, geografiya fanlaridagi tatbig'i goMlanil-
mogda. Topologiyaning sehrli olamiga kirish mashaqgqatlidir. Shu sababli
topologiya fanining tushuncha, ta’rif va ma’lumotlarini puxta o‘zlashtirish
muhim. Oddiy topologik tushunchalar bizni o‘rab turgan olamga nazar
tashlaganda paydo bo‘la boshlaydi. 0 ‘z-o‘zidan tushunarliki, figuralarning
geometrik xossalariga figura oTchamlari, ularning joylashishi, burchak-
larining ko‘rinishi va hokazolar kiradi.

Bu geometrik xususiyatlardan tashgari, yana nimadir nazarimizdan
chetda golayotgandek tuyuladi. Masalan, geometrik chiziglarning yopiq
yoki yopiq emasligi, figuralarning “teshikli” yoki “teshiksiz”, cho‘ziluv-
chan yoki cho‘ziluvchan emasligi, geometrik figuralarning zanjirsimonligi
yoki yo‘gligi, bog‘lamli chiziglarning bog‘ichli bo'lishi yoki boTmasligi,
figuralarni yirtmasdan cho‘zish yoki cho'zish mumkin emasligi kabi
xossalarini inobatga oladigan bo‘lsak, Evklid geometriyasidan sal tash-
gariga chigishga to‘g‘ri keladi. Aynan shu o‘rganish natijasida va shu kabi
geometrik figuralarning xossalarini o‘rganuvchi topologiya fani element-
lari kirib kela boshladi.
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KIRISH

Topologiya fani umumiylik nugtai nazaridan geometriya va
matematik analiz fanlarining asosiy tushunchalarini gayta ko‘rib chigish
natijasida vujudga kelgan. Topologiya fani matematikaning deyarli yosh,
lekin muhim gismidir. Topologiyaga quyidagicha ta’rif berish mumkin:
topologiya - matematikaning geometrik boTimi bo‘lib, uzluksizlikni
tadqiq qiluvchi, ya’ni uzluksiz akslantirishlarni o‘rganuvchi sohasi
hisoblanadi. Qisgacha gilib aytganda, funksiyaning uzluksiziigi tushun-
chasga ko‘ra, metrik fazo va topologik fazolar hamda ularning uzluksiz
akslantirishlarni anglatadi. Geometrik nuqgtai nazardan ikki sonning
ayirmasi moduli uni sonlar o‘gqi R da nuqgtalar orasidagi masofadan iborat
ekanligini bildiradi.

1906-yilda fransuz matematigi M. Freshe fanga metrik fazo tushun-
chasini kiritganidan so‘ng ixtiyoriy tabiatli to‘plamda ikki nugta orasidagi
masofani ma’lum shartlar asosida aniglash imkoni tug‘ildi.

Akslantirish f :X->Y ning biror nugtadagi uzluksizlik shartini
olaylik, bunda nugtaning yetarli “yaqin” nugtalari obrazning yetarli
“yagin” nugtalariga o‘tadi. Bu fikrni geometrik tasawur nuqtai nazardan
ifodalaymiz: X metrik fazo x0 nugtasining (xususiy holda R - to‘g‘ri

chiziq) e atrofi 0€(x0) deb fazoning x0 nugtadan s> 0 dan katta
boMmagan uzoglikda yotgan nugtalari to‘plamini bildiradi, ya’ni
0£(x0) = {x :p (x,x0) <s} (to‘g‘ri chizigda x0 nuqtaning £ atrofi
(x0-£,x,,+£) intervaldan iborat).

Akslantirishning x0 nuqtasidagi uzluksiziigi quyidagi ko‘rinishni
oladi: ixtiyoriy s> 0 son uchun shunday <$>0 topilib, xs Oc(x0)
nugtalar uchun /(x)e QCef(x0) o‘rinli boTaveradi.

Bu esa, f:X->Y akslantirish x0 nugtada uzluksiz bo‘lishi, x0
nugtaning yetarli “zich” atrdndagi nuqtalari obrazi /(x0) nugtaning

yetarli “zich” atrofidagi nugtalariga akslanadi demakdir.

Bundan ko‘rinadiki, akslantirishning nuqtadagi uzluksizligini
aniglash uchun nuqtalar orasidagi masofa yetarli emas, balki nugtaning
atrofi tushunchasidan foydalanish ma’qul boMadi.

1914-yilda nemis matematigi F. Xausdorf o‘zining “To‘plamlar
nazariyasi” kitobida birinchi bo‘lib nugtaning atrofi tushunchasini aksio-
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malashtirib, topologik (atroflar orgali aniglangan) fazoning ta’rifmi ifoda-
lab berdi. Keyinchalik topologik fazolarning nisbatan soddaroq ta’riflari
keltirildi.

Shuni jiddiy ta’kidlashimiz kerakki, metrik fazolar tabiiy ravishda
topologik fazoni tashkil giladi. Topologik fazolarga uzluksiz akslan-
tirishlaming mavjud bo‘lishi uchun tabiiy muhit sifatida garalib, uning
asosida topologiyaning umumiy topologiya deb ataluvchi bir tarmog'i
vujudga keldi va bargaror rivojlanib bormoqda. Topologiyaning boshqga
tarmogqlaridan fargli o‘laroqg umumiy geometrik topologiya uning umumiy
va sof topologik xossalarini o0‘rganadi.

Xususiy holda differensial va bo'lakli-chizigli (kusochno-lineynaya)
topologiya differensiallanuvchi ko‘pxilliklar va poliedrlar (umumlashgan
ko‘pyogliklar)ning, algebraik va gomotopik topologiya esa, algebraning
topologiyada qoilanishiga asoslanadi. Shuni ta’kidlash kerakki, oxirgi
paytlarda gomologiya va gomotopik topologiyalarda topologiyaning juda
muhim umumiy topologik fazolar sinflari o‘rganilmoqdaki, algebraik
topologiya bilan umumiy topologiya orasidagi chegarani aniglash ma’lum
murakkablik tug‘dirmogda. Uzluksiz akslantirishlar xususiyatini o‘rganish,
0°‘z navbatida, bu akslantirishlami aniglash va giymatlari sohalari boMmish
topologik fazolami o ‘rganishga olib keladi.

Topologik fazolarni uzluksiz akslantirishlar orasida topologik aks-
lantirishlar (gomeomorf) deb ataluvchi gomeomorfizmlar maxsus o‘rin
tutadi. Bu akslantirishlar topologiyada shunday muhim o‘rinni egallaydiki,
chunonchi, o‘zaro bir giymatli affin akslantirishlar affin geometriyada
ganday ahamiyat kasb etsa, ular ham topologiyada shunday ahamiyat kash
etadi. Masalan, X va Y lar metrik fazolar bo‘lsa, / :X ->Y akslanti-
rishning gomeomorfizm ekanligi X fazoning shakl va o‘lchovlari Y
fazoga ham bir xilda o‘tadi, X fazoda hech ganday “uzilish” va hech
ganday nugtalarni “yelimlash” ro‘y bermasa, Y fazoda ham xuddi
shunday bo‘ladi.

Masalan, [0,I] kesmani ixtiyoriy kesmaga va uni yarim aylana
{(x,"):*2+y2- |,_y>0} ga topologik akslantirish mumkin, (0,1) inter-
valni esa, butun R to‘g‘ri chizigga gomeomorf akslantirish mumkin. Bu
jarayonda [0,2n) yarim intervalning @ nugtasiga R2 tekislikning
f((p) =(cos(p, sing?) nugtasini mos qo‘yuvchi birlik aylana S ning nug-
tasini olsak, bu akslantirish bir giymatli va bir tomonga uzluksiz, f~I
8



akslantirish esa, (1,0)e S nugtada uzilishga ega (/ akslantirish [0,251-)
yarim intervalning 0 nugtasini “uzoq” to‘plam [n,2n) ga “yelimlamogqchi”).

Topologik akslantirishlar bizga jo‘n topologik invariantlami ta’rif-
lash va aniglashda qo‘l keladi. Bu invariantlar topologik akslantirishda 0z
xususiyatini o‘zgartirmaydi. Topologik invariantlarga misol tarigasida
topologik fazoning quvvati tushunchasini, topologik fazolarning sal-
mog‘ini, fazoning bir yoki bir necha bo‘lakdan iborat boTishini, ya’ni
bogTamli yoki bogTamsiz ekanligini, topologik chegaralanganlik xos-
sasini (kompaktliligini), fazolarning “oTchovlari soni”ni (fazoning oT-
chami) keltirish mumkin. Metrik, affin va proektiv geometriyalarga o‘x-
shab, topologiya ham ko‘p hollarda matematikaning topologik invariant-
larini o‘rganuvchi boiimi deb yuritiladi.

Umumiy topologiyada ko‘p o‘rganilayotgan, yetarlicha geometrik va
asosiy topologik invariantlardan biri fazolarning “oTchovlari soni”dir. Bu
juda muhim invariantlardan biridir. Biz geometriyada to‘g‘ri chizig,
tekislik, R3 fazo va uning gism fazolari o‘lchamlarini vektor fazoning
chizigli erkin vektorlari soni orgali aniglagan edik. Topologiyada esa,
O‘lchamlaming uchta: dim, ind va Ind invariantlari bilan tanishamiz.

OTchamlar nazariyasining eng mashhur nazariyotchi va asoschilari
sifatida dunyoning uch mashhur matematigi: A. Puankare, A. Lebeg va
L. Brauerlar alohida e’tirof etiladi.

1913-yilgacha hech ganday oTchamlar nazariyasi, hattoki ulaming
ta’riflanishi ham mavjud emas edi. Shu jumladan, oTchamlar nazariyasi
topologiyaning o‘rganish sohasi ekanligi ham ma’lum emasdi. Lekin
oTchamlar nazariyasi to‘plamlar nazariyasining o ‘rganish obyekti emasligi
anigq edi. Bu faktni to‘plamlar nazariyasi asoschisi G. Kantor 1890-yilda
to‘gri chiziq nugtalari to‘plami bilan tekislikning nugtalari to‘plami
o‘rtasida o'zaro bir giymatli moslikni o‘matib, asoslagan edi.

Bu yo‘nalishda 1911-yilda Brauer ajoyib natijaga, ya’ni R" va Rm
(m* n) Evklid fazolarining gomeomorf emasligini aniqglashga erishdi. Bu
faktni isbotlashda Brauer oTchamlar nazariyasiga asoslanmadi, chunki bu
paytda hatto oTchamning ta’rifi ham yo‘q edi.

1912-yilda filosofik jumalda A. Puankarening bir maqolasi e’lon
gilindi va u 0z magolasida oTchamning ta’rifini keltirmasa ham, oTcham-
nmg ta’rifiga induktiv yondashish kerakligini yetarlicha yoritib berdi.
Ushbu magolada u topologik fazoni yetarlicha “kichik” oTchamli gism
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fazoostilarga bo‘lishga asoslanadi. 1913-yilda Brauer bu maqgolaga
asoslanib, yetarlicha keng topologik fazolar sinfi uchun katta induktiv
o‘lcham - IndX deb ataluvchi oMchamning aniq ta’rifmi berdi va

IndR" =n ni isbotladi. Keyinchalik Lebeg va Brauerlar o'lchamning
goplama tilidagi ta’rifini berdi, ya’ni dimX to‘plam o‘Icham invarianti
ta’riflandi.

1922-1923-yillarda Braueming IndX o‘lchamidan fargli ravishda

va bir-biridan bexabar holda rus matematigi P.S. Urison hamda avstriyalik
Ye. Mengerlar kichik indX o’lchamining ta’rifmi berishdi.

Shunday qilib, topologik fazolar sinfida o‘lchamlarning uchta in-
varianti: ind, Ind va dim vujudga keldi. Bu o‘lchamlar invariantlari sof
topologik, yetarlicha geometrik invariant bo‘lib, ular sanogli bazali metrik
fazolarda ustma-ust tushadi. Bu invariantlar yordamida ixtiyoriy geometrik
figura o‘Ichamini aniglashimiz mumkin bo‘ladi. Masalan, indX o‘lchami
yordamida P.S. Urison geometriyada birinchi bo‘lib geometrik chizigning
uzil-kesil ta’rifmi berdi.

Qo‘llanmaning birinchi bobida topologik va metrik fazolarning
ta’riflari va xossalari keltirilib, bu fazolardagi akslantirishlar, invariantlar,
topologiyaning predmeti, topologik fazolarda ba’zi amallar ta’riflari kel-
tiriladi.

Ikkinchi bobda topologik fazolarda ko‘paytma, bog‘lamlilik tu-
shunchalari, bikompakt fazolar va diadik bikompaktlar, ajrimlilik va
funksional ajrimlilik aksiomalari o’rganiladi, separabel va sanoqli bazalik
topologik fazolar, parakompakt va lokal bikompakt fazolar, lokal bikom-
pakt fazolarning kichik kengaytmasi - Aleksandrov kengaytmasi beriladi.
Shuningdek, bu bo‘limda keltirilgan tushunchalar orasidagi bog‘lanishlar
va ularning sodda xossalari yoritiladi.

Uchinchi bob topologik fazolarning uchta o’lchami: ind, Ind va
dim invariantlariga bag‘ishlangan bo‘lib, bu o‘lchamlar orasidagi muno-
sabatlar aniglanadi. Qo‘zg‘almas nuqta haqgida Brauer teoremasi berilib,
uning ba’zi tatbiglari, Rn Evklid fazosidagi geometrik figuralar oichami
va geometrik chizigning Urison ta’rifi keltiriladi.

To‘rtinchi bobda uzluksiz akslantirishlar fazosi, gomotopiya va
gomologiya, fundamental guruh tushunchalari bayon gilinadi. Algebraik
topologiyaning ba’zi masalalari, ikki o'lchamli sirtlaming yuqori tartibli
fundamental guruhlari, singulyar gomologiyalari keltiriladi. Fazoning n
o‘lchamli gomologiyasi va ularning xossalari bayon gilinadi.
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A. Puankare nugtai nazariga ko’ra, topologiya shunday fanki, u
georaetrik figuralarning sifatiy xossalarini fagat uch o‘lchamli fazoda
etnas, balki undan yuqori oichamli fazolarda ham o‘rganishga yordam
beradi. Geometrik figuralarning sifatiy xossalari deganda, masalan, sferani
rezina gobiq bilan qoplangan deb faraz gilib, uni yetarlicha sigishni yoki
yetarlicha uzmasdan cho‘zishni tushunish mumkin. Sferani bunday
almashtirishlar topologik gomeomorftzm deb yuritiladi. Gomeomorfizm
natijasida hosil gilingan har xil geometrik figuralar o‘zaro gomeomorf
deyiladi. Figuralarning sifatiy xossalari bu figuraga o‘zaro gomeomorf
bo'lgan barcha geometrik ftguralarga tegishli bo‘ladi. Bunday xossalar bir
s0‘z bilan topologik xossalar deb ataladi.

Yugoridagi misoldan ko‘rinadiki, sferaning topologik xususiyati
uning bir butunligi va boglamli ekanligidadir. Sferani chuqurroq o‘rga-
nishga, masalan, sfera bilan shar yoki doiraning harakati natijasida gome-
omorfligini ko‘rsatishga harakat gilsak, uning boshga xususiyatlari ayon
bo‘ladi. Aslida bunday gomeomorfizm boiishi mumkin emas. Masalan,
voleybol to‘pi bilan velosiped kamerasi o°‘zaro topologik har xildir.
Ko‘rgazmali tasawurlardan ma’lum bo‘ladiki, doiraviy halga doiraga
gomeomorf emas. Chunonchi, figuralar teshiklari soni ham figuraning
topologik xususiyatidir. Evklid tekisligi R2 dagi markazi O nugtada

radiusi bo‘lgan va r bo‘lgan aylanani S bilan belgilaylik (1.1.1-rasm).

1.1.1-rasm

U holda R2SI to'plam ikkita o‘zaro bir-birini to‘ldiruvchi (S' ga
nisbatan) ochiq A va B to‘plamlarga ajraladi, ya’ni A\j B=R2\S"'. §' ga
nisbatan A - ichkarisi, B esa, tashqgarisi desak, S' aylana A va B to‘plamlar
o‘rtasida chegara - to‘siq vazifasini o‘tamoqda. A to‘plamning ixtiyoriy
a= A nugtasi bilan B to‘plamning ixtiyoriy be B nugtasi orasida S'
aylana bilan kesishmaydigan sodda uzluksiz yo‘l mavjudmi?
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To‘g‘ri chiziqdagi [0;1] kesmaning tekislikdagi gomeomorf obrazi
(aksi) sodda uzluksiz yoi deb ataladi. Yugoridagi savolning javobi:
“yo‘q”. Hagigatan ham, agar p{x,y) bilan R2 Evklid tekisligida ikki

nugta orasidagi masofani belgilasak, y(7):[0;1] -> R yo‘l bo‘lsa, bu yerda
y(0)=a va y(\)-b. U holda f(t) =tp (y (f),0) funksiya ham y(t)
uzluksiz boMgani uchun uzluksizdir va /(0) <r\ /(1) > r . Funksiyaning
xossalariga ko‘ra, /(0) =p (y (0),0)=p (a,0)<r, yani ae A
f(1) =p(y(1),0) =p(b,0)>r, ya’ni be B. Funksiyaning uzluksizligi-
dan shunday tO nuqta topiladiki, bu nugtada / funksiyaning giymati r ga
teng bo‘ladi. Bundan esa, y(t0)sS'. Demak, y([0,1])n5’*0 . Ma’lum

bo'ladiki, A va B to‘plamlami tutashtiruvchi S' bilan kesishmaydigan

uzluksiz yo‘l mavjud emas ekan. Agar S' ning gomeomorf obrazini G
orgali belgilasak, bunday chiziq yopig sodda chizig deb yuritiladi.

Shunday savol tugMladi: R2\G to‘plam o‘zaro kesishmaydigan,
chegaralari G dan iborat bo‘lgan ochiq to'plamlarga ajraladimi? Topolo-
giyaning chuqurroq tushunchalaridan foydalanib, Jordon bu savolga “ha”
javobini beradi. Jordon teoremasi hagida risolamizning oxirgi boblaridan
birida atroflicha to‘xtalamiz.

Topologiyaning geometrik xususiyatlarga boy muhim yo'nalishlari-
dan yana biri qo‘zg‘almas nuqtalar nazariyasidir. Qo‘zg‘almas nugtalar
nazariyasi algebra va matematik analiz fanlarining asosiy masalalari bilan
chambarchas bog'ligdir. Algebra va matematik analizda f(x)~0 (1) teng-
lamaning yechimlari mavjudmi degan savolga duch kelamiz. Bu yerda
f(x) ko‘phad yoki boshga biror funksiya (1) tenglamaga ekvivalent.

f(x) +x=x (2)

Agar F(x) =f{x) +x deb belgilash kiritsak, ekvivalent F(x) - x (3)
tenglamaga ega bo‘lamiz. Bu (3) tenglamaning yechimlari F akslan-
tirishning qo‘zg‘almas nuqgtasi deyiladi. Ushbu akslantirish birorta yopiq
(Evklid fazosida), albatta, chegaralangan to’plamda garalsa, qo‘zg‘almas
nuqta mavjudligining mazmunli alomatlari hamda isbotlari bor.

Hozirgi kunga kelib topologiya matematik tadgigotlarning mustah-
kam quroliga aylandi, uning tili esa, universal ahamiyat kasb etmoqda.
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Topologiyaning fizikada, mexanikada va boshqa fanlarda kompleks go‘lla-
nishi fakt bo‘lib qoldi. Fizikada ba’zi real holatlarni bayon gilishni topo-
logiyasiz hal qilib boimaydi. Teskari holatlar ham uchrab turadi, ya’ni
fizikadagi ba’zi muammolar topologiyaning rivojlanishiga ta’sir etmoqda.

1.2- 8. Metrik fazolar

Matematikaning ko‘p go‘llaniladigan tushunchalaridan biri metrik
fazo tushunchasidir. Bu tushuncha matematikaga birinchi bor fransuz
matematigi M. Freshe tomonidan 1906-yilda kiritildi.

Metrik fazo - bu biror bo‘sh bo‘lImagan to‘plamdagi ikki element
(nugta) orasidagi masofani aniglash ma’lum demakdir. Bu ikki nugta ora-
sidagi masofani aniglash amali ma’lum bir shartlarni (aksiomalarni) gano-
atlantirishi shart bo‘ladi. Bu shartlar masofa (yoki metrika) aksiomalari
deb yuritiladi. Metrik fazo matematikaning deyarli barcha sohalariga tatbiq
etiladi. Qolaversa, barcha fanlarda ham turli-tuman ko‘rinishda ishlatiladi.
Fazoda (to'plamda) ikki nuqgta orasidagi masofa ma’lum bo‘lsa, nugta-
larning o‘zaro “yaqin”ligini, nugta va to'plamning, qolaversa, ikkita to‘p-
lam (figura) “yaqgin”ligini aniglasa bo'ladi. Bu esa, fazoning, figuralarning
turli geometrik xossalarini o‘rganishda muhim ahamiyatga egadir.

Bo‘sh bo‘lmagan X to’plam va R haqigiy sonlar to‘plami berilgan
bo‘Isin.

1.2.1.-ta’rif. Agar quyidagi shartlar o‘rinli bo‘lsa, p: XxX->R
aks-lantirish X to‘plamda metrika deyiladi:

(pi). Vx,ye X,p(x,y)>0;

(P2). p(x,.y) =0<=>x=y;

(p3). p(x,y) =p(y,x),\/ x,ye X (simmetriklik aksiomasi);

(p4). p(x,y)+p(y,2)>p(x,z) Vx,y,zeX (uchburchak aksiomasi).

Agar X to‘plam va p akslantirish metrika tashkil gilsa, ular birga-
likda metrik fazo deyiladi va (X, p) ko‘rinishda yoziladi. Metrikani
{X, p) metrik fazoda ikki element yoki ikki nuqta orasidagi masofa deb
tushuniladi.

1.2.2- misol. X to'plam sifatida R' - sonlar to‘g‘ri chizig‘i yoki X
- haqigiy sonlar to‘plami R' ni olsak hamda ixtiyoriy x va y sonlar

uchun p{x,y)-\x-y\ desak, u holda, ma’lumki, bu p metrikaninghamma

aksiomalarini ganoatlantiradi. Demak, (R' \x -y |)EItUCtrilc fazo tashkil
giladi. TEXNOLO6IYALAR MUHANF

TEXNKA INSTTTUTL -



1.2.3- misol. R" - ko‘p oMchovli sonlar fazosi. X sifati
{x=(xl,..,xn):xie R',i=Il,n} ko‘rinishdagi to‘plamni olaylik. Bu
to‘plamning ikki x va y elementlari orasidagi metrikani (masofani)

P(x,y) = X - y,)2=yjix, -y f +..+(x,-v,f formula bilan aniglay-

miz, buyerda x =(x,,...,.X,,)e X,y =(ylt...,y,,)e X.

Ma’lumki, bu p metrika tashkil giladi. Bu fazo n oMchovli sonlar
fazosi deb yuritiladi va Rn ko‘rinishda belgilanadi.

Xususiy holda, agar n=2 boMsa, R2 da Evklid tekisligidagi metrika

p(x,y)="J(xl-y )2+(x2-y 2)2, n-b boMsa, R3 da Evklid fazosidagi

metrika p(x,y) =" (xl-y"*)2+ (x2-y 2)2+ (§ - y 32 ko‘rinishlarda boMadi.
1.2.4- izoh. Bu X to‘plamda ko‘p hollarda metrika p(x,y):
max | X, - Y, | ko‘rinishda ham aniglanadi.

1.2.5- misol. / -fazo. X to‘plam sifatida x=(x,,...,.xn,...) ko‘ri-

@

nishdagi haqigiy sonlardan tashkil topgan, X, [p<+>» shartni ganoat-
i=

lantiruvchi barcha sonli ketma-ketliklar to‘plamini olaylik. Bu yerda p >1

shartni ganoatlantiruvchi tayin son. Bu to‘plamda ikki x va y elementlar
- _
1

orasidagi masofa (metrika)ni p(x,y)= ©l:1 X ,-*ry ko‘rinishda aniglay-

miz, bu yerda x,e R,Vi =1l,0c. Tekshirib, ishonch hosil gilish mumkinki,
bu (X, p) metrik fazo boMadi. Bu fazo Ip ko'rinishda belgilanadi. Agar

p =2 boMsa, 12 fazo ko‘p hollarda Gilbert fazosi deb yuritiladi.

1.2.6- misol. Diskret metrik fazo. Faraz gilaylik, X bo‘sh boMmag:
ixtiyoriy to'plam boMsin. X to‘plamda ikki element: x va y orasidagi
metrika (masofa)ni quyidagicha aniglaymiz:



Bu p(x,y) metrika tashkil giladi va diskret metrika deyiladi. (X, p)

fazo diskret metrik fazo deb yuritiladi.

Shuni aytish kerakki, bu ko‘rinishda fazoni metrikalashtirish doim
ham mazmunli boMavermaydi. Shu sababli doimo fazoni diskret boMma-
gan metrika bilan ta’minlash mazmunlirog boMadi va ko‘p o'rganiladi.

1.2.7-izoh. Agar A to‘plam (X,p) metrik fazoning ixtiyoriy bo'sh

boMmagan to‘plamostisi bo‘lsa, A to‘plamning ixtiyoriy X, va X2
elementlari uchun bu ikki element orasidagi masofani (metrikani)
p Axl,x2) =p (xI,x2) deb olsak, u holda A to‘plamostida metrika bolMadi.

Bu metrika p A indutsirlangan metrika deb yuritiladi. (A, pA) metrik fazo
esa, (X, p) metrik fazoning fazoostisi deb yuritiladi. Agar A va B
to'plamlar (X, p) ning bo‘sh boMmagan to'plamostilari boMsa, bu A va
B to‘plamlar orasidagi masofa sifatida p(A, B) = i)g&p(x,y) son gabul

gilingandir. Xususiy holda p(x0,A) =infp(x0,x) soni x0 nugtadan A to‘p-

lamgacha boMgan masofa deb ataladi. Xullas, M to‘plamning diametri
deb diamM = sup p(x,y) songa aytiladi. Buyerda M ¢ X .

x,y=M
Nihoyat, agar diamM < o‘rinli boMsa, M to‘plam chegaralangan
to‘plam deyiladi. Metrik fazolarga doir misollar ba’zi hollarda matematik
analizga doir masalalarni hal gilishda yuzaga chigmoqda.
1.2.6-misol. [0,1] kesmada uzluksiz boMgan barcha funksiyalar to‘p-

lamini olaylik. Bu to‘plam C[0] ko‘rinishda belgilanadi. Agar x(t),y(t)
funksiyalar C[0L] ning ixtiyoriy uzluksiz funksiyalari boMsa, ular orasidagi
masofani  p(x,_y) = £T[10§]X|x(t)—v(t)l shaklda aniglaymiz. Matematik
analiz kurslaridan ham maMumki, bu p fiinksiya C[O0l! da metrika tashkil
giladi. C[0( uzluksiz funksiyalar fazosi deb ataladi.

1.3-8. Topologik fazolar

Ixtiyoriy ~ “tabiatli” bo‘sh  boMmagan X to'plam  va
,ae A) sistema (shu X to‘plamning to‘plamostilardan
tashkil topgan) berilgan boMsin.

19



1.3.1- ta’rit Agar T sistema (to‘plamostilar oilasi) quyidagi:

nofder;

2) T sistemaning ixtiyoriy sondagi elementlarining birlashmasi r ga
tegishli bo‘lsa, ya’ni V A'cz A uchun a%/fnua'e r;a'e A;Uaer;

3) r sistemaning ixtiyoriy chekli sondagi elementlari kesishmasi r ga
s

tegishli bo‘lsa, ya’ni A, i-1,S VAU er i/aei shartlarni gano-
=]

atlantirsa, r sistema X to‘plamdagi topologiya, (X; r) juftlik esa, birga-
likda topologik fazo deyiladi. (X; r) topologik fazo tashkil gilsa, r sis-
temaning elementlari ochiq to‘plamlar deb ataladi. Bu ta’rifdagi 1-3-shart-
lar topologiyaning yoki topologik fazoning aksiomalari deb yuritiladi.
Ta’rifdan ma’lumki, X to‘plam ganday bo‘lishidan qat’i nazar, topologik
fazodagi ochiq to‘plamlar turlicha boiishi mumkin ekan. Ko‘p hollarda,
agar (X ;t) topologik fazo bo‘lsa, r sistema topologik struktura, X to‘p-
lam esa, (X;r) topologik fazoning yoki topologiyaning ifodalovchisi -
eltuvchisi deb ataladi.
1.3.2- misol. Tkki a va b elementlardan iborat X to‘plam berilgz

deylik. r sistema sifatida bo‘sh to‘plam, X to‘plamning o‘zini va {a\ dan

tashkil topgan to‘plamlar oilasini olamiz, ya’ni r={0;{a, Bur

sistema ta’rifdagi 1-3-shartlami ganoatlantirishi ravshan. Demak, (X;r)
juftlik topologik fazodir. Bu fazo topologik sodda qurilganiga garamasdan,
muhim va gizigarli jihatlarga ega bo‘lganligi uchun maxsus nom bilan
“bog‘lamli ikki nugta” deb yuritiladi.

1.3.2- misolda, agar r ni {0 :{a; b],{b}| ko‘rinishida olsak ham,

r sistema topologiya tashkil giladi.

Yugoridagi misollardan ko ‘rinadiki, ixtiyoriy bo‘sh bo‘lImagan to‘p-
lamga doimo turlicha topologiya kiritish, ya’ni aniglash imkoni mavjuddir.
Topologiyalaming aniglanishidan ma’lum bo‘Imoqdaki, ulardagi ochiq
to‘plamlar ham turlicha bo‘lishi (topologiyaga garab) mumkin ekan. Ya’ni,
bir topologik strukturaga nisbatan ochig bo‘lgan to‘plam ikkinchi struk-
turaga nisbatan ochiq bo‘Imasligi mumkin.

1.3.3- misol. X ixtiyoriy, albatta, bo‘sh bo‘lmagan to‘plam deylik.

ro={0;X} to‘planmani (sistemani) olamiz. Bevosita tekshirib ko‘rish
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mumkinki, (X;r0) juftlik topologik fazo tashkil giladi. Ya’ni, ta’rifdagi
]-3-shartlar o‘rinli. Bu topologik fazo trivial yoki antidisret topologik fazo

deb yuritiladi.
1.3.4- niisol. Ixtiyoriy cheksiz X to‘plam berilgan bo’lsin. To‘plam-

ostilar oilasi r sifatida 0,X va shunday UaczX to‘plamostilarni
olamizki, X \Ua to‘plam chekli to’plamdan iborat bo‘lsin, ya’ni
r={C;X Ua:X\Ua=CUa chekli, aeA}. Bu yerda CUa bilan Ua
to’plamostining X gacha bo‘lgan toMdiruvchisi X - U a kabi belgilanadi.
To‘plamlar ustida bajariladigan amallardan ma’lumki, bu r to’plamlar
oilasi ham topologiya tashkil giladi. Bu topologik fazo Zarisskiy fazosi deb
ataladi.

Eslatma: bu yerda 0 o°‘sh to‘plamosti ham chekli to‘plam hisob-
lanadi.

1.3.5- misol. X o‘plam sifatida sonlar o‘qgini, ya’ni haqigiy sonlar
to‘plami - R ni olaylik. R' dagi topologiya esa, quyidagi to‘plamostilar
oilasidan tashkil topsin. Bo‘sh to‘plam 0 , ixtiyoriy intervallar va ularning
U =laJl(aa;ba) ko‘rinishdagi birlashmasi. Ya’ni,

T={0;(a,b); (aa,ba):cce A, a, b, e R(aa,ba)aR}

Hagiqiy o‘zgaruvchilarning funksiyalar nazariyasi kursidan ma’lum-
ki, bu T sistema ham topologiya ta’rifidagi 1-3-aksiomalarni ganoat-
lantiradi. Bunday aniglangan topologiya to‘g‘ri chiziqdagi tabiiy topolo-
giya deb yuritiladi.

1.3.6- misol. X to’plam sifatida R2 Evklid tekisligini olaylik. Ochiq
to‘plam sifatida R2 ning ixtiyoriy nugtasi va markazi shu nugtada bo‘lgan
radiusi yetarlicha kichik bo'lgan ochiq doiralarni, bo‘sh to’plamni garasak,
bu barcha ochiq to'plamlar oilasi topologiya tashkil giladi.

1.3.7- misol. Bo‘sh bo’Imagan ixtiyoriy X to‘plam berilgan bo’lsin.
Topologiya sifatida X to‘plamning jami to‘plamostilarini olaylik, ya’ni
{U:UcX, U-ixtiyoriytoplamosti). Bu topologik struktura ham X da
topologiya tashkil giladi. Bu topologiya r, topologiya deb gabul gilingan.

Bu (X,t,) topologik fazo diskret topologik fazo deyiladi.
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1.4-8. Topologik fazolarni solishtirish

Yugoridagi topologik fazo ta'rifidan, keltirilgan misollardan ko‘ri-
nadiki, bir elementdan ortiq bo‘lgan ixtiyoriy to‘plamda turlicha topologik
strukturalami aniglash mumkin ekan.

1.4.1-ta’rif. X to‘plamda r va r' topologiyalar aniglangan bo‘lsin.
Agar r ning ixtiyoriy U elementi uchun aer ekanligidan meT'
ekanligi kelib chigsa, T topologiya r' topologiyadan kuchsizroq (ojizroq)
deyiladi. Bu holda r' topologiya r topologiyadan kuchlirog (ozg‘in, may-
daroq) deyiladi.

Yugoridagi ta’rif va misollardan ko‘rinadiki, bo‘sh bo‘lImagan X
to‘plamdagi ixtiyoriy r topologiya uchun 10<r <r, munosabat o‘rinlidir.

Bu yerda 0 topologiya X fazodagi antidiskret, r, esa, diskret topo-
logiyalardir.

Agar T va x' topologiyalarning har biri o‘zida ikkinchisining biror
gism to'plamlarini saqglasa, taqqoslanmaydigan topologiya deyiladi. Bu
yerda rO topologiya X fazodagi antidiskret, r, esa, diskret topologilardir.

Ma’lum bo‘ladiki, X to‘plamda aniglangan Tt <r2 munosabat barcha
topologiyalar to‘plamida gisman tartiblangan munosabatlar strukturasini
hosil giladi. Lekin bu tartib munosabatlar to‘plami chizigli tartiblangan
emas, ya’ni ixtiyoriy ikki topologiyani doimo tagqoslab bo‘lavermaydi.
1.3.6-misolda aniglangan X to‘plamdagi t, topologiya diskret yoki mak-
simal topologiya deb yuritiladi.

X to‘plamda aniglangan rO topologiya (1.3.2-misol) trivial yoki
minimal topologiya deb ataladi.

Topologiyalar orasida yuqorida keltirilgan gisman tartiblangan mu-
nosabatlar to‘plamida eng kichik element - trivial topologiya va eng katta
element —diskret topologiyalar bor ekan. Boshgacha aytganda, bu gisman
tartiblanganlik munosabati quyidan va yuqoridan chegaralangandir.

(X; r) topologik fazodagi ochig to'plam tushunchasi bilan yopiq
to‘plam tushunchasi birgalikda keladi. Ya’ni, HeT boTsa, u holda X \U
- yopiq va aksincha, agar F yopiq to'plam boisa, u holda X\F ochiq
to'plamdir.
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To'plamlar nazariyasidagi amallarning ikkilik tamoyiliga (prinsipiga)
ko‘ra, agar X dagi barcha yopiq to‘plamlar jamlanmasini F ={Fa :ae A}
deb olsak, bujamlanma quyidagi shartlarni ganoatlantiradi:

FI) X\Oe {Fa:ae A}=F;

F2) {Fa:ae A} ning ixtiyoriy sondagi elementlari kesishmasi ham
{Fa:ae A} gategishlidir.

Bu xossalar (X;z) topologik fazoda yopiqg to‘plamlarning to'lig
xarakteristikasi bo‘la oladi.

14.2- mashg. [a, & kesma R] da aniglangan (1.3.4-misoldagi)

topologiyada yopigq to‘plamdir. R2 dagi yopiqg doira yopiq to‘plamdir
(1.3.5-misoldagi topologiya).

1.4.3- misol. Sonlar o‘gqi R' da Z butun sonlar to‘plamini olsak, bu

to‘plam yopiq to‘plam tashkil giladi. Chunki uning to‘Idiruvchisi R'\Z ni
@ @
(J(-»,0) va U(0,+n) to‘plamlar birlashmasi ko‘rinishida yozishimiz
ML Ji=1

mumkin. R] da Kkiritilgan topologiyaga (1.3.4-misol) ko‘ra, bu
birlashmalarning har bir elementi ochiq to‘plamdan iborat. Ikkala

birlashmaning birlashmasi ham ochiq to‘plamdir. Demak, R2\Z to‘plam
ochiq to‘plamdir. U holda Z yopiqdir.

I R S VR S G —
0 -3 -2-1012 3

1.4.4- misol. Tekislikdagi ixtiyoriy ikkinchi tartibli chiziq
to‘plamdir. Bu jumlaning to‘g‘riligini isbotlash uchun, agar ikkinchi
tartibli chizigni y deb belgilasak, u holda R2\y to‘plam ochiq to'plam
ekanligini ko‘rsatishimiz yetarli bo‘ladi. Tekislikda y chiziq ellips, para-
bola, giperbola, ikkita parallel to‘g‘ri chiziq yoki ikkita kesishuvchi to‘g‘ri
chiziglardan biri bo‘lishi mumkin. Agar ixtiyoriy x0e R2\y ni olsak, bu
nugta ikkinchi tartibli chiziq y ga tegishli emas. Agar y yuqoridagi chi-
ziglardan birortasi, masalan, ellips bo‘lsa, u holda x, nugta yoki ellips

ichida” yoxud “tashqgarisida” yotadi. Bunday vaziyatda x0 nugta 0°‘z
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ichiga olgan shunday kichik r radiusli ochiq doira topiladiki, bu doira y

chizig bilan kesishmaydi. Bu esa, R 2\y ning ochiqg to‘plam ekanligidir.
Agar y chiziq ikkinchi tartibli chiziglarning boshga birortasi bo‘lsa ham,
shunday yo‘l tutiladi.

1.5-8. Topologik fazo bazasi va old bazasi

Birorta bo‘sh bo‘Imagan X to‘plamda ma’lum bir r topologiyani
Kiritish uchun uning barcha ochiq to‘plamlarini ko ‘rsatish doimo ham shart
boiavermaydi. Buning uchun uning biron-bir ochiq to‘plamlari jam-
lanmasini ko‘rsatish yetarlidir. Ochiq to‘plamlar jamlanmasi ma’lum bir
xossalarga ega bo‘ladi. Bu xossalar shu z topologiyaning bazasini
aniglaydi.

1.5.1- ta’rif. Agar X fazoning ixtiyoriy bo‘sh bo‘lmagan U och
to‘plami p jamlanmaga tegishli bo‘lgan elementlarning birlashmasidan
iborat boisa, (X,z) topologik fazoning ochig to‘plamlaridan tashkil
topgan bu P to‘plamlar jamlanmasi r topologiyaning bazasi yoki fazo-
ning bazasi deyiladi.

Ta’rifdan ma’lum bo‘ladiki, har bir (X,z) fazo bazaga ega.

Ma’lumki, barcha ochiq to‘plamlardan tashkil topgan jamlanma uning
bazasini tashkil giladi.

1.5.2- ta’rif. Agar x0 nugtaning shunday U atrofi topilganda, |
atrof bilan M to‘plamning kesishmasi fagat x0 nuqtadan iborat, ya’ni
UrnM - {x0} bo‘lsa, X topologik fazoning x0 nuqgtasi M to‘plamosti-
sining yakkalangan nugtasi deyiladi.

(X, z) topologik fazo va x0e X uning nuqgtasi bo‘lsin.

1.5.3- ta’rif. Birorta x0 nugtaning (X,z) fazodagi atrofi deb shunda
A(x) a X to‘plamostiga aytiladiki, u quyidagi ikki shartni ganoatlantiradi:

1) xe A(X);

2) shunday Ue z topiladiki, xe Uc A(x).

Bu ta’rifdan ko‘rinadiki, (X,z) topologik fazoning ixtiyoriy x0
nugtasi uchun X to‘plamning o‘zi atrofbo‘la oladi.
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Birorta nugtaning barcha atroflaridan tashkil topgan to ‘plamlar oila-
siga kelsak, bu oila quyidagi xossalarga egadir:

1) ixtiyoriy sondagi elementlarining birlashmasi yana X ning atro-
fidan iborat bo‘ladi;

2) ixtiyoriy chekli sondagi elementlarining kesishmasi yana x ning
atrofi bo‘ladi;

3) x nugtaning birorta atrofini o‘zida saglagan ixtiyoriy to‘plam x
nugtaning atrofi bo‘ladi.

Shuni ta’kidlashimiz kerakki, X fazo birorta nugtasining ochiq atrofi
deb shu nugtani o‘zida saglagan ixtiyoriy ochiq to‘plamga aytiladi.

1.5.4- teorema. (X,r) topologik fazoda A to‘plam (A*0) ochiq

to'plam bo‘lishi uchun mazkur A to‘plam har bir nugtasining atrofini o‘zi-
da saglashi zarur va yetarlidir.
Topologik fazo bazasi ta’rifidan va nuqtaning atrofi tushunchasidan
ayon bodadiki, fazoning barcha yakkalangan nuqtalari (agar shunday nug-
talar mavjud bo‘lsa) baza elementlari safiga kirar ekan.
1.5.5- teorema. (X, t) topologik fazoning ochiq to ‘plamlaridan tash-

kil topgan P jamlanma fazoning bazasi bodishi uchun ixtiyoriy xe X
nugtaning atrofi U uchun shunday Ve P topilib, xe VciU shart baja-
rilishi zarur va yetarlidir.

Bu teoremadan madum bodadiki, topologik fazo bazasi quyidagi ikki
x0ssaga ega:

1°. P jamlanmaga tegishli barcha elementlarning birlashmasi butun
X fazodan iborat.

2°. p Jjamlanmaning ixtiyoriy ikki elementi U, V va ixtiyoriy
xeUnV uchun shunday We p topiladiki, xe Wc:UnV shart o‘rinli
bodadi.

Shunday qilib, bu ikki xossadan ko‘rinadiki, birorta p ochig to‘p-
lamlar sistemasi p.X fazoning bazasi bodishi uchun yugoridagi ikki xos-
saga ega bodishi zarur ekan. Bu ikki xossa X to‘plamdagi topologiyaning

bazasini toda xarakterlaydi. Demak, baza orgali ham topologiyani kiritish
mumkin ekan.

0 1-5.6-teorema. Bo‘sh bodmagan X to‘plamda yuqoridagi ikki 1°-
2 -shartlarni ganoatlantiruvchi p to‘plamlar sistemasi aniglangan bodsin.
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U holda X to‘plamda shunday yagona r topologiya mavjud boMadiki, bu
r topologiya uchun /3 sistema baza bo‘ladi.

Mabodo birorta X to‘plamning to‘plamostilari sistemasi V ={Va \}
berilgan va agar bu sistema elementlari uchun X ={JVa, F e F, VaczX

shart o‘rinli bo‘lsa, F sistema X to‘plamning qoplamasi deyiladi.

Agar qoplamaning elementlari ochiq to‘plamlardan tashkil topgan
bo‘lsa, u qoplama ochig goplama deb yuritiladi.

Agarda {Sa} to‘plamostilar sistemasi X to‘plamning ixtiyoriy qop-
lamasi bo‘lsa, tabiiy savol tug‘iladi: ganday shart bajarilsa, to‘plamning
ixtiyoriy qoplamasiga ko‘ra X to‘plamda biron-bir topologiyani aniglash
mumkinmi? Bu savolga quyidagi teoremajavob beradi.

1.5.7- teorema. {Sa} sistema X fazoning qoplamasi boisi
{V =nN5B \k - ixtiyoriy chekli to'plam} jamlanma tabiiy topologiya vujud-

a&k
ga keltiradi va F sistema r topologiyaning bazasini tashkil giladi.

Demak, X to‘plamning qoplamasi {Sa} ushbu to‘plamda topologiya
tashkil gilar ekan. Bu topologiyada F(flSa) ko‘rinishdagi barcha mumkin
aek

bo‘lgan birlashmalar va bo‘sh to‘plam ochiq to ‘plamlar sinfini tashkil giladi.

1.5.8- ta’rif. (X, r) topologik fazoning ochiq to‘plamlaridan tashkil
topgan v ={\Wa} sistemaning ixtiyoriy sondagi chekli elementlari kesish-
masi T topologiya bazasini tashkil gilsa, u topologik fazoning old bazasi
deyiladi.

Bu ta’rifdan ko‘rinadiki, topologiyaning ixtiyoriy bazasi old baza
bo‘la oladi. Lekin buning teskarisi bar doim ham o‘rinli emas.

1.5.9- misol. Endi X =R] to‘g‘ri chizig yoki haqigiy sonlar to'pla
bo‘lsin. Sa ={x:x<or,a& R'} va Sfi ={x:x>@-, fie R} to‘plamlar
sistemasini olaylik. Bu to‘plamlar sistemasi sonlar chizig‘i R1 dagi tabiiy
topologiyaning old bazasini tashkil giladi.

1.5.10- misol. Rn —n o‘lchamli vektor fazo bo‘Isin. Bu R" fazc
topologiyaning bazasi sifatida B ={Vab} ko‘rinishdagi elementlardan

tashkil topgan Vab= {xe R"\ai<”l<b,,i =\;ri} sistemani olamiz, bu yerda

4i - vektorning koordinatasi x = a=(a,az...;a,);
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b=(bl;b2',...;bn) lar R" dagi ixtiyoriy vektorlar, bunda a, <bt bo‘lsa, R"
fazodagi Vab ko‘rinishdagi to‘plamlar Rn ning ochiq parallelipipedi deb
yuritiladi.

1.6-8. Topologik fazoda to'plamlararo amallar

Topologik fazoda yopiq to‘plam, yakkalangan nugta tushunchalari
aniglangandan keyin bu tushunchalar bilan bevosita bog‘liq bo‘lgan
to‘plamning teginish nugtasi, to‘plamning yopig‘i va to‘plam ichi hamda
ichki nugtalari tushunchalarini ham bilish lozim bo‘ladi.

1.6.1- ta’rif. (X, t) topologik fazoning x0e X nugtasi berilgan bo‘lib,
agar bu nugtaning ixtiyoriy U atrofi M to‘plamning birorta nugtasini
o‘zida saqglasa, ya’ni 1/nM#0, M e X bo‘lsa, u holda x0 nugta M
to‘plamning teginish nuqtasi deyiladi.

Topologik fazoda M to‘plamning barcha teginish nugtasidan tashkil
topgan to‘plam uning yopig‘i deb ataladi va M ko‘rinishda belgilanadi.
To‘plamning o‘zidan yopig'i to‘plamga o‘tish amali to‘plamning topologik
yopig‘ini olish amali deb yuritiladi. Ta’rifdan ko‘rinadiki, to‘plamning
yopig‘i uning o'zini 0‘z ichiga oladi: 0 ning yopig‘i 0‘ziga teng; butun
X ning yopig‘i fazoning o‘ziga teng. Shuningdek, agar M a N bo‘lsa, u
holda M czN bo‘ladi. Bu esa, mazkur amalning monotonlik xarakterga
ega ekanligini ko‘rsatadi. Yana shuni ta’kidlash lozimki, bu amal

idemponentdir, ya’ni M =M o'rinli bo‘ladi.

1.6.2- teorema. Fazoning M to‘plamostisi yopiq bo‘lishi uchun u
0‘zining yopig‘iga teng bo‘lishi zarur va yetarlidir.
1.6.3- natija. Fazoning ixtiyoriy M to'plamostisi yopig‘i M bu

fazoda yopiq to ‘plamdir.
Shuni ta’kidlash kerakki, to‘plam yopig‘ini olish amali quyidagi
xossalarga ega':

1°. AluA2u...uAn=aun*n...n"

2. A=A

3. AcA
4. 0-0
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1.6.4- ta’rif. Agar jd ning ixtiyoriy atrofida M to‘plamning x
fargli elementi bo‘lsa, X fazoning xOnugtasi M ¢ X to‘plamning limit
nuqtasi deyiladi, ya’ni 17(xo)rnM\{xo}®0 .

Bu ta’rifdan ko‘rinadiki, to‘plamning limit nugtasi uning teginish
nugtasi boMishi mumkin, lekin teginish nugtasi yoki yakkalangan nugta
doimo ham limit nugtasi bo‘lavermaydi. Shuni ta’kidlash mumkinki,
M\M ning har bir nugtasi M to‘plam uchun limit nugta bo‘ladi. To‘p-
lamning yopig'ini oladigan bo'lsak, bu to‘plam teginish, limit va yakka-
langan nugtalardan tashkil topgan ekan. To'plamning barcha limit nugta-
laridan tashkil topgan to‘plamni uning hosila to‘plami deb belgilanadi va
M ning hosila to‘plami M ko‘rinishda ifodalanadi. Hosila to‘plam ta’ri-

fidan ma’lumki, M'czM o‘rinli va M to‘plam yopiq bo‘lishi uchun
M' czM boMishi zarur va yetarlidir.

1.6.5- ta’rif. Agar X fazoning M to‘plami o‘z-0‘zining hosila
lami bilan ustma-ust tushsa, mukammal to‘plam deyiladi, ya’ni M 1= M.

Bu ta’rifdan ma’lum bo‘ladiki, mukammal to‘p!am, bir tomondan,
yopig to‘plam, ikkinchi tomondan, yakkalangan nugtalarga ega emas ekan.
Mukammal to‘plamga misol sifatida to‘g‘ri chizigda ixtiyoriy kesma,
tekislikda yopiq doirani olishimiz mumkin. Yana shuni ta’kidlash mum-
kinki, fazoda yopiq to‘plamlarning ixtiyoriy birlashmasi har doim ham
yopig bo‘lavermaydi. Ba’zi hollarda yopiq to’plamlar birlashmasi ham
yopiq bo'lishi mumkin.

1.6.6- ta’rif Agar X to‘plamning to'plamostilaridan tashkil to
5,={0 :re3} jamlanma berilgan bo‘lsa, X ning ixtiyoriy xO nugtasi
shunday UO atrofga ega bo‘lsaki, bu atrof jamlanmaning chekli sondagi
elementlari bilan kesishsa, u holda bu jamlanma lokal chekli deyiladi,
ya’ni UOn [ &0, ie AT,|Ai|<oo.

1.6.7- teorema. X topologik fazoning ixtiyoriy lokal chekli jan

masi Y={4 :r'e 3} uchun n A =uAi munosabat ftenglik) o'rinli.

Teoremadan quyidagi xulosani chigarish mumkin.
1.6.8- xulosa. Yopiq to‘plamlarning lokal chekli jamlanma
birlashmasi yopiq to’plamdir.

28



Agar to‘plamning yopig‘ini olish amalini CIM =M bilan belgilasak
va bu amalni birorta bo‘sh bo‘lmagan X to‘plamda qo‘llasak, shu to‘p-
lamda topologiya aniglashning yana bir usuli kelib chigadi. Bu usul, ya’ni
to‘plamning yopig‘ini olish amali buyuk polyak topologi K. Kuratovskiy
tomonidan yaratilgan.

1.6.9- teorema. (Topologiyani Kuratovskiy operatori orgali kiritish).

Ixtiyoriy X to‘plamda qo‘llaniladigan ixtiyoriy Kuratovskiy ope-
ratori Cl shu to‘plamda ma’lum bir x topologiyaga asos soladi, aynan
t ={U} ning har bir U elementi uchun CI(X\U) =X\U tenglik o*‘rinli

va ixtiyoriy M a X to‘plamosti uchun M =cIM tenglik o‘rinli boMadi.

1.6.10- misol. Ixtiyoriy sanogsiz X to‘plam berilgan bo‘lsin. X
to‘plamda CIl to‘plamning yopig‘i amalini quyidagicha aniglaymiz:
ixtiyoriy sanoglidan katta bolmagan M to‘plam uchun CI{M) =M , agar
M sanogsiz bo‘lsa, CI(M)-X deb olamiz. Tekshirib ko‘rish ko‘rsata-
diki, bunday aniglangan amal to‘plamning yopig‘ini olishning hamma
shartlarini ganoatlantirishini ko‘rsatadi. Ya’ni:

1) CI(Mn N) =CE(M) n CI(N);

2) MczCI(M);

3) CI(CE(M)) = CI(M)-,

4) CI(0) =0 shartlar o‘rinlidir.

Bu misolda X to‘plamda yopiq to‘plam sifatida fagat va fagat
CI(M) =M tenglikni ganoatlantiruvchi to‘plamlarni e’lon gilsak. Bu X
da ma’lum bir topologiyani aniglaydi.

1.6.11- ta’rif. X topologik fazoning x0 nugtasi uchun jd nugtaning
shunday ochiq atrofi UO topilsaki va bu atrofto‘la M0 to‘plamda yotsa, u
X fazoning M to‘plamostisining ichki nugtasi deyiladi, ya’ni U{czM
bo‘lsa, M to‘plamning barcha ichki nugtalari tashkil topgan to‘plam M
ning ichi deyiladi va int M ko‘rinishida belgilanadi. Ta’rifdan va oldingi
keltirilgan faktlardan ko‘rinadiki, M to‘plam ochiq to‘plam bo‘lishi
uchun intM =M tenglik yoki u o‘zining ichiga teng bo‘lishi zarur va
yetarlidir.

Yana shuni aytish mumkinki, M to‘plamning ichi ochig to‘plam va
intM - bu M da yotgan ochiq to‘plamlaming birlashmasidan iboratdir.
To plamning ichi int quyidagi xossalarga ega:
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1l)agar M (zN boisa; intM c=intiV (monotonligi);

2) int(intM) = intM (idemponent);

3) int(Mn FT)- intMr\intN .

1.6.12- misol. Sonlar o‘gi R] topologiyasiga ko‘ra, intQ =0 v
int(/?' \Q) =0 , buyerda Q - ratsional sonlar to‘plami.

X topologik fazoning ixtiyoriy M to‘plamostisi uchun:

XYM - int(X\ M)

X \intM ~{X\ M) tengliklar o‘rinlidir.

1.6.13- ta’rif X topologik fazoning x0 nugtasi uchun xa nuqtaunir
ixtiyoriy ochiq U atrofmi ham, M ning elementlarini ham uning to‘Idi-
ruvchisi CM-X-M ning elementlarini o‘zida saqglasa, x0 nugta
M a X to‘plami uchun chegaraviy nugta deyiladi, ya’ni Ur\M *0 va
UnX\M @0 . Boshgacha aytganda, j® nugta M va X\M to‘plamlar
uchun teginish nugtasi bo‘lgan taqdirda, u chegaraviy nugta deyiladi.
To‘plamning barcha chegaraviy nugtalaridan tashkil topgan to‘plam uning
chegarasi deyiladi va FrM ko‘rinishda belgilanadi.

Demak, M ning chegarasi FrM uchun FrM =M cnCM tenglik
o‘rinli ekan. Chegara uchun quyidagi tenglik o ‘rinlidir:

FrM - M\intM = (M\M) u (M \intM) =(M\ M)v(MnCM

1.6.14- teorema. X topologik fazoning M to'plami ochiqg bolist
uchun u o‘zining chegarasi bilan kesishmasligi zarur va yetarlidir. M
to‘plam yopiq bo‘lishi uchun esa, u o0‘zida chegarasini to‘la saglashi zarur
va yetarlidir.

1.6.15- misol. Sonlar o‘gi R] dagi topologiyani olsak, FrQ =R] v
Fr(R'\Q) =R tengliklar o‘rinlidir.

Ammo FrR'=0 , Fr(FrQ)=FRR' =0. Agar MczX bo‘lib, M ning
fagat o‘ziga tegishli bo‘lgan chegaraviy nugtalarini olsak, bu nugtalar
to‘plami M ning cheti deb yuritiladi. Bunda M n CM =M\intM o‘rin-
lidir. Demak, birorta to‘plamning cheti uning ichki nugtalarini 0z ichiga
olmas ekan. Ya’ni, to‘plamning cheti ichki nugtasiz ekan.
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Ba’zi bir masalalarda figuralarning topologik xossalarini o‘rganishda
tnaxsus ochiq (yopiq) to‘plamlar sinfidan foydalanishga to‘g‘ri keladi.

1.6.16-ta’rif. Agar X topologik fazoning AczX to‘plamostisi, 0z
yOpig‘ining ichiga (ichining yopig‘iga) teng bo‘lsa, kanonik ochiq (kano-
nik yopiq) deyiladi. Ya’ni, agar A~intA bo‘lsa, A kanonik ochiq deyila-
di. agar A=intA bo'lsa, A kanonik yopiq deyiladi. Kanonik ochiq va
kanonik yopiq to‘plamlarga tekislikda ochigq va yopiq doiralarni misol
keltirish mumkin.

To‘plamning kanonik yopig‘ini olish amalini Cf bilan, to‘plamning
kanonik ichini olish amalini int* bilan belgilasak, bu maxsus amallar bilan
to‘plamning yopig'i va ichini olish amallari orasida quyidagicha bog‘la-

nish mavjud:
int*A - intA;
cfA=intA.

Ko‘p hollarda kanonik ichini olish amali int” A to’plamning kanonik
vadrosini aniglash amali deb ham yuritiladi. To‘plamning ichini topish
intA esa, uning yadrosini aniglashdir.

Ma’lumki, Acz A, n holda intAc int* A. Ya'ni, ochiq yadro doimo
kanonik yadroda yotadi. Demak, barcha ochiq to‘plamlar o‘zining kanonik
yadrosida yotar ekan. Bundan ko‘rinadiki, int Acz A munosabat o‘rinli. U

holda C£(A)czA. Ya’ni, to‘plamning kanonik yopig‘i uning yopig‘ida
yotadi. Demak, barcha yopiq to‘plamlar o0‘zida kanonik yopigini saglar ekan.

1.7-8. Uzluksiz akslantirishlar

Uzluksiz akslantirishlar topologiyaning eng asosiy va ko‘p qo‘llani-
ladigan tushunchalaridan biri hisoblanadi.

X va Y lar har xil topologik fazolar deylik.

1.7.1-ta’rif. Agar f\X->Y akslantirishda, yO=f(x0) obrazning
ixtiyoriy V atrofi uchun x0 nugtaning shunday U atrofi topilsa va u
f{U)czV ni ganoatlantirsa, u holda / akslantirish X topologik fazo-
ning ~oG X nugtasida uzluksiz deyiladi.

Bu ta’rifdan ko‘rinadiki, yO nugta atrofming proobrazi x0 nuqta
uchun atrof bo‘la oladi.
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Agar / :X —Y akslantirish X fazoning har bir nugtasida uzluksiz
bo‘lsa, / akslantirish X fazoda uzluksiz deyiladi.

Uzluksiz akslantirishga trivial misol sifatida ix: X-+ X ayniy aks-
lantirishni olish mumkin. Bu akslantirish X ning har bir x nugtasiga yana
shu i(x) =x nugtasini mos qo‘yadi.

Bundan ko‘rinadiki, u har bir nugtada uzluksizdir.

1.7.2- misol. Agar sin:R' ->R' ni olsak, ya’ni har bir xe
sin* ni mos gqo‘ysak, bu akslantirish uzluksizdir.

1.7.3-misoL Agar arctg .R" n +£) akslantirishni olsak, bu
akslantirish uzluksiz va biektiv akslantirishdir. Bunga teskari akslantirish
te :(———g) —>721R] ham uzluksizdir.

Uzluksiz akslantirishlar quyidagi asosiy xossaga ega bo‘lib, bu xossa
ularni to‘la tavsiflaydi.
1.7.4-teorema. f:X-+Y akslantirish uzluksiz bo‘lishi uchun Y dagi

ixtiyoriy ochig VczY to'plamning / '(V]j proobrazi (asli) X fazoda ochiq

to‘plam boMishi zarur va yetarlidir.

Bizga ma’lumki, ochiq to‘plamlaming to'ldiruvchisi yopiq bo‘lgan-
ligidan va uzluksiz akslantirishlar ta’rifidan quyidagini tasdiglash mumkin.

1.7.5-teorema. f !X ~Y akslantirish uzluksiz bo‘lishi uchun Y
fazodagi ixtiyoriy yopiq to‘plamning proobrazi X fazoda yopiq boMishi
zarur va yetarlidir.

Uzluksiz akslantirishga misol sifatida quyidagini aytishimiz mumkin:
ixtiyoriy f: X -+Y akslantirishda X fazo diskret fazo bo‘lsa, yoki Y
antidiskret fazo bo‘lsa, bu akslantirish doimo uzluksiz bo‘ladi.

Bulardan xulosa qilib aytishimiz mumkinki, f: X ->Y ning uzluksiz
bo'lishi bu fazolardagi topologiyalarga bog‘liq ekan. Masalan, bir X to‘p-
lamda ikki xil topologiyani olsak, u holda ix:X ->7 ayniy akslantirish
doimo uzluksiz bo'lavermaydi.

Uzluksiz akslantirishlarning oddiy, birog muhim xossalaridan biri
shuki, bir necha uzluksiz akslantirishlarning kompozitsiyasi yana uzluksiz
akslantirishdan iborat bo‘ladi.
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1.7.6-teorema. Agar f :X -*Y va g:Y ->Z uzluksiz akslantirish-
lar bo‘lsa, u holda ularning kompozitsiyasi h=gof:X*>Z uzluksiz

bo*ladi.
1.8-8. Ochiq va yopiq akslantirishlar

Topologiyaning ko‘pgina masalalarini bayon gilishda ochiq va yopiq
akslantirishlar sinfi juda muhim ahamiyatga egadir.

1.8.1- ta’rif. Agar uzluksiz f: X -+Y akslantirishda, X dagi har bir
ochig to‘plamning (mos ravishda yopiqg to‘plamning) aksi Y to‘plamda
ochiq (mos ravishda yopiq) to‘plam bo‘lsa, ochig (mos ravishda yopiq)
akslantirish deyiladi.

Bir vaqtda ham ochig, ham yopiq akslantirishga misol sifatida
x\X-+X ayniy akslantirishni olsak, ix:A X  shaklidagi joylash-
tirishda doimo ochiq to ‘plamning aksi ochiq, yopiq to'plamning aksi yopiq
to‘plamdir, bunda Acz X.

Ochiq akslantirishlarning muhim sinfi sifatida ochiq to‘plamlarda
aniglangan kompleks o‘zgaruvchili golomorf funksiyalar sinfini ko‘rsatish
mumkin. Bundan tashgari, topologik guruhda aniglangan gomeomor-
fizmlar ham mavjuddir.

1.8.2- misol. Ixtiyoriy / :[a,b\-* R" uzluksiz akslantirishni olsak, bu
akslantirish doimo yopiq akslantirish bo‘ladi. Lekin u doimo ochiq aks-
lantirish boMavermaydi.

1.8.3- misol. P:R2-+R proeksiyalashni olsak, bu akslantirish
p(x,;x2)=: x, formula bilan aniglanadi va ochiq akslantirish bo‘ladi. Ya’ni,
markazi (X,,x2) nugtada bo‘lgan ochiq doira proeksiyasi markazi x, da
bo‘lgan intervaldan iboratdir. Agar R2 da x,x2=1 giperbolani olsak, bu
giperbola yopiq to ‘plamdir.

Yopiq to‘plamlarga misol keltirganda tekislikdagi ixtiyoriy ikkinchi
tartibli chiziq yopiq to‘plam ekanligini ta’kidlagan edik. Bu to‘plamlardan
ba’zilarining proeksiyasi R]\{0} dan iborat bo‘lib, bu yopiq to‘plam
emas. Demak, bu akslantirish yopiq akslantirish emas.

1.8.4- misol. Agar f :R'-">R" uzluksiz funksiyani /(x) =21(1+x2)
formula bilan aniglasak, bu uzluksiz akslantirish bo‘lib, ochig ham, yopiq
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ham emasdir. Shundan f(R') =(0;1] to‘plam R' da ochiq ham, yopiq
ham emasligi ma’lum bo‘ladi.

1.8.5- teorema. Uzluksiz / :X —Y akslantirish ochig bo‘lishi u
X fazoda ixtiyoriy x0 nugtaning U atrofi aksi (obrazi) yO=f(x0) nugta
uchun Y fazoda ochiq atrof bo‘lishi zarur va yetarlidir.

Ochiq va yopiq akslantirishlar ta’rifidan quyidagini keltirishimiz
mumkin.

1.8.6- teorema. Ochiq (yopiq) akslantirishlar kompozitsiyasi ¢
(yopiq) akslantirish bo‘ladi.

Akslantirishning yopiqg bo‘lishi uchun quyidagi fakt ham o‘rinlidir.

1.8.7- teorema. f: X —Y akslantirish yopiqg bo‘lishi uchun ixtiyoriy
Ac:X to‘plam uchun / (A)=/ (A) shartning bajarilishi zarur va
yetarlidir.

1.9-8. Gomeomorfizm

Topologiya fanida gomeomorf akslantirish tushunchasi muhim
o‘rinlardan birini egallaydi. Gomeomorf akslantirish topologik struktu-
ralarni farglashsiz o‘rganishni tavsiya etadi. Bu akslantirish natijasida
topologiyaning fundamental masalasi - qaysi topologik strukturalar o‘zaro
izomorf ekanligi aniglanadi.

1.9.1-ta’rif. Agar / va / “ lar bir vagtda o‘zaro uzluksiz bo‘lsa,
f:X->Y biektiv akslantirish gomeomorf akslantirish yoki gomeo-
morfizm (ba’zi hollarda topologik akslantirish) deyiladi.

Topologik fazo X bilan topologik fazo Y lar orasida kamida bitta
gomeomorf (topologik) f: X ->Y akslantirish mavjud bo‘lsa, birinchisi
ikkinchisiga gomeomorf yoki topologik ekvivalent deyiladi. Topologik
ekvivalent yoki gomeomorf fazolar X «Y yoki XtopY ko‘rinishda
belgilanadi.

Gomeomorfizmga idx:X -» X ayniy akslantirishni trivial misol
qgilib keltirsa bo‘ladi. Shuning bilan birga, tekshirib ko'rish mumkinki,
to‘g‘ri chizigda aniglangan ixtiyoriy monoton funksiya ham gomeomorf
akslantirish bo‘ladi.
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1.9.2- misol. R" fazoda radiusi 1 ga teng bo‘lgan B ochig sharni
olsak, akslantirishni  f{x) =x/(I +|x|) formula bilan anig-

lasak, bu yerda x =(xv x2, x n)e R";||x||2= " x 2. Bu akslantirish biek-
=1

tivdir. Teskari akslantirish f~' \B->Rn esa, / _1(x) = x/(l-||x]|) formula

bilan aniglanadi. / va f~x lar uzluksizdir. Shu sababli / - gomeomor-
fizm.

Agar X topologik fazo Y topologik fazoning birorta to‘plamostisiga
gomeomorf bo‘lsa, ya’ni f:X->Y0aY gomeomorfizm bo‘lsa, u holda
X fazo Y fazoga topologik joylashgan yoki X fazo Y fazoda topologik
yotadi yoxud Y fazo X fazoni o‘zida saglaydi, deyiladi. Bunday gome-
omorfizm joylash yoki joylashtirish deyiladi.

Topologik fazolarning gomeomorf akslantirishlarda o‘zgarmay qola-
digan xossalari ularning topologik xossalari deb yuritiladi. Shu sababli
topologiyani shunday akslantirishlarda fazoning topologik xossalarini
o‘rganuvchi fandir, desak ham bo‘ladi.

1.9.3- teorema. f :X —Y ochig (mos ravishda yopiq) biektiv aks-
lantirish gomeomorfizmdir.

1.9.4- natija. f: X -*Y biektiv akslantirish gomeomorfizm bo‘lishi

uchun f(A) =f(A) bo‘lishi zarur va yetarlidir.

Shuni aytib o'tish kerakki, gomeomorfizmni ikki fazo orasidagi
munosabat sifatida garasak, gomeomorfizm munosabati ekvivalentlik mu-
nosabatidir.

Gomeomorfizm tushunchasidan kengrog bo‘lgan lokal gomeomor-
fizm tushunchasini ham bilish talab etiladi.

1.9.5- ta’rif. Agarda ixtiyoriy x va y =f(x) juftlik uchun shunday

G(x) va V(y) atroflar topilib, / :f/(x)  V(y) gomeomorfizm bo‘Isa, bu
f 2X-yY akslantirish lokal gomeomorfizm deyiladi.

1.9.6- misol. / :Rx\{0}-> R' \ {0} akslantirishni f(x)-x2 formula
Wan olsak, u lokal gomeomorfizmni tashkil giladi.
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1.10-8. Topologik tip, topologik invariantlar va topologiyaning
predmeti

Yugorida ta’kidlab o‘tdikki, topologik gomeomorfizm munosabati
fazolar orasida ekvivalent munosabatni tashkil giladi. Ekvivalent muno-
sabat barcha topologik fazolar jamlanmasini o‘zaro kesishmaydigan
sinflarga ajratadi, bu sinflar topologik ekvivalent sinflarning topologik tipi
deb yuritiladi. Bir ekvivalentlik sinfiga garashli barcha topologik fazolar
bir xil topologik tipga ega deyiladi. Bir topologik tipga tegishli fazolarning
topologik xossalari shu ekvivalentlik sinfining topologik xossasi yoki shu
tipning topologik invarianti deb yuritiladi. Boshgacha aytganda, o‘zaro
gomeomorf bo‘lgan topologik fazolar bir xil topologik xossaga yoki
invariantga ega. Ya’ni, X va Y topologik fazolar gomeomorfbo‘lsa, ular
bir xil topologik invariantga ega bo‘ladi.

f:X-*Y va /' :X'" —-» Y1 akslantirishlar berilgan bo‘Isin, bu aks-
lantirishlar topologik ekvivalent deyiladi. Agar shunday <p:X=XXx va

y/:Y=Yx gomeomorfizmlar mavjudbo‘lib, ular uchun quyidagi diagram-
ma kommutativ boisa,

/
X->F
g ifl

Xi(-/>YI'

orinli, yani /' =40foifx o'rinli bo‘lsa, u holda, agar / f:X —Y
akslantirishga topologik ekvivalent bo‘lgan akslantirish ham shu xossaga
ega bo‘lsa, / :X —Y akslantirishning xossasi topologik xossa deyiladi.
Ushbu ta’rifdan va keltirilgan tushunchalardan ko‘rinadiki, akslan-
tirishning uzluksizligi, ochiq yoki yopigligi uning topologik xossasiga
kiradi. Masalan, f R" akslantirishning chizigli yoki differensial-

lanuvchi bo‘lishi topologik xossaga ega emas.

Yugoridagilardan anglashiladiki, topologiya fani topologik fazo va
ularni topologik va uzluksiz akslantirishlardagi topologik xossalarini o‘r-
ganuvchi fandir.
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[.11-8- Indutsirlangan topologiya va fazoosti

Ixtiyoriy topologik X fazodagi r topologiya uning birorta to‘p-
lamostisida tabiiy ravishda ganday to‘la ma’lum topologiyani (indut-
sirlangan) aniglaydi? (X;r) topologik fazoda A<”X bo‘sh bo'Imagan
ixtiyoriy to‘plamostisini olamiz. Quyidagi rA={Un A =UA:f/e r} to‘p-
lamlar oilasini garaylik. Tekshirib ko‘rish mumkinki, rA sistema A to‘p-
lamda topologik strukturaning (topologik fazo barcha aksiomalarining)
shartlarini ganoatlantiradi. Bu to‘plamlar oilasi ta fazoning to‘plami A da
topologiyani tashkil giladi. (A, rA) topologik fazo (X; r) topologik fazo-
ning fazoostisi deb yuritiladi. rA topologiya esa, indutsirlangan topologiya
deb ataladi. Boshgacha aytganda, (X ;r) fazodagi r topologiya A to‘p-
lamostiga singdirilgan (nasliy o‘tgan yoki r topologiya bilan sug‘orilgan)
topologiya deb ham atashimiz mumkin. Mabodo B to‘plam A to‘p-
lamning to ‘plamostisi bo‘lsa, yuqoridagilardan ma’lum bo‘ladiki, B to‘p-
lamostisida ikkita - tb va zA indutsirlangan topologiyalar vujudga keladi.
Tekshirib, amin bo‘lish mumkinki, bu indutsirlangan topologiyalar ustma-
ust tushadi. Bundan ko‘rinadiki, B da indutsirlangan topologiya o‘zini
gamrab olgan fazoostiga bog'lig emas. Bu esa, topologiyani indutsirlash
tranzitivlik xossasiga ega ekanligidan dalolatdir.

1.11.1- teorema. A to‘plamning to‘plamostisi A fazoda yopiq to‘p-
lam bo‘lishi uchun bu to‘plam X topologik fazoda birorta yopiqg to‘plam
bilan A to‘plamning kesishmasidan iborat bo'lishi zarur va yetarlidir.

Aytaylik, A to‘plam X ning fazoostisi va Ba A bo‘lsin. Agar
B to‘plam X fazoda ochiq to‘plam bo'lsa, albatta, u A fazoda ham ochiq
to‘plam bo‘ladi. Buning aksi doim ham o’rinli bo‘lavermaydi.

1.11.2- misol. R2 fazoda “chegarasiz” doirani olaylik. Bu to‘plam
0°zi yotgan fazoda ochiqg to‘plam bo‘ladi. Biroq R3 fazoda ochiqg to‘plam

bo‘la olmaydi, hatto bu to‘plamning R3da birorta ichki nuqtasi ham mav-
jud emas.

1.11.3-ta’rif. Agar X topologik fazoning A va B to‘plamlari uchun

ArnB=0 va AnB =0 shart o'rinli bo‘lsa, bu to‘plamlar X fazoda
topologik ayri (ajratilgan) yoki X fazoda ayri deyiladi.
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Isbotlash mumkinki, agar U va V lar X fazoning ixtiyoriy ochiq
(yoki yopiq) to‘plamostilari bo‘lsa, u holda A=U\V va B=V\U lar X
fazoning ayri to ‘plamlari bo‘ladi.

1.11.4- ta’rif. Agar topologik fazoning biror bir xossasi uning ixtiy
riy fazoostisida ham o‘rinli bo‘lsa, u holda bu xossa nasliy xossa deyiladi.

(X;r) topologik fazo va YczX bo‘lsin. Ma’lum bo‘ladiki,
zr-{V :VczUniY :Ue t) sistema Y to‘plamostida topologiya tashkil
gilar ekan. Bu topologiyani ko‘p hollarda X ning Y dagi nasliy topolo-
giyasi deb ham yuritiladi.

[ :X ->Z akslantirish (X; r) va (Z, 9) topologik fazolar orasidagi
uzluksiz akslantirish bo‘lsin. Agar YczX fazoosti bo‘lsa, u holda
f:Y->2Z akslantirishni olsak, bu akslantirish / ning Y fazoostidagi
torayishi (yoki y bilan chegaralanishi) deyiladi va f\Y ko‘rinishda
belgilanadi.

1.11.5- teorema. f\y\Y->2Z akslantirish uzluksizdir.

Shuni ta’kidlash mumkinki, agar A;BczX topologik fazoning yopiq
to‘plamostilari bo‘lib, X =AcjB o‘rinli bo‘lsa, u holda f: X ->Y uzluk-
siz bo‘lishi uchun f\AA—Y va f\B:B-+Y laming uzluksiz boMishi
zarur va yetarlidir.

1.12-8. Faktor topologiya va faktor fazo

Bo‘sh bo‘lmagan X to‘plamda ekvivalent munosabat R aniglangan
bo‘Isin. Bu holda X to‘plam o‘zaro kesishmaydigan ekvivalent sinflarga

ajraladi. {Aa} —barcha ekvivalent sinflar tolplami bo‘lsin. Bu to'plamni

X IR={ Aa} ko‘rinishda belgilaymiz, bu yerda R —ekvivalent munosa-
batidir.

1.12.1-ta’rif. X/R to‘plam X to‘plamning R ekvivalentlik muno-
sabati hosil gilgan yoki aniglagan faktor to‘plami deyiladi.

Faraz qgilaylik, (X, r) topologik fazo va bu X to‘plamda R ekvi-
valentlik munosabati berilgan bo‘lsin. U holda X ning X/R faktor
to‘plamida tabiiy ravishda topologiyani quyidagicha aniglashimiz mum-
kin. Kc{A0} (bu yerda V to'plam [Oa ning elementlaridan tashkil
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topgan) ochiq to‘plam fagat va fagat, agar ularning birlashmasi nlan Y

t0‘pjam sifatida (X, r) fazoda ochiq to‘plam bo‘lsa ochig, agar nanF
to'plam (X, r) fazoda ochiq to‘plam bo‘lsagina Kc{/[a} to’plamosti
ochiq bo‘ladi. Bu ochiqg to‘plamlarga bo‘sh 0 to'plamni ham kiritamiz.
Bu oddiy aniglangan ochiq to‘plamlar jamlanmasi X/R to‘plamda topo-
logiya tashkil giladi va bu topologiya faktor topologiya deb atalib, rR
ko‘rinishda belgilanadi, ya’ni (X/R, tr) topologik fazo faktor fazo deb
yuritiladi.

Faktor topologiyaning aniglanishi har bir xe X elementga R muno-
sabat natijasida shu nugtaga ekvivalent bo‘lgan [ x sinfhi mos qo‘yuvchi
n®  X\R akslantirishning mavjud boMishi bilan ma’lum bo‘ladi. Bu
akslantirish proeksiyalash, ya’ni X fazoning X |R ga proeksiyasi deb
yuritiladi.

Demak, FcX | R to‘plam ochiq to'plam boMishi uchun n~'(Y)
to'plam X da ochiq to‘plam bolishi zarur va yetarlidir. Bundan ko‘ri-
nadiki, n :(X,r)-»(X/N,rp) proeksiya uzluksiz akslantirishdan iborat
ekan.

Shuni ta’kidlash mumkinki, X/R fazoda n akslantirish uzluksiz
bo‘ladigan boshga topologiyalar ham aniglanishi mumkin. Bu tr topo-

logiyani tavsiflovchi quyidagi teorema o’rinlidir.

1.12.2- teorema. X/R topologik fazoda keltirilgan zR topologiya n
proeksiyalash uzluksiz bo'ladigan topologiyalarning eng kuchlisidir.
1.12.3- misol. X to‘plam sifatida abed to‘g‘ri to’rtburchakni olaylik

(1.12.1-rasm). Bu to‘plamda ekvivalentlik munosabati R ni quyidagicha
aniglaymiz: ixtiyoriy is X uchun x ~x va x ~y fagat va fagat xe ab,

AV:] va X,y bo'lgan nugtalar X ning bitta gorizontal kesmasiga
tegishli bo‘lsin. Ya’ni, xy to‘g‘ri chiziq kesmasi ad kesmaga parallel

bo‘lsin. Bundan hamda yuqoridagi rasmlardan ko‘rinadiki, X/R
topologik fazo va bu silindr gomeomorfdir (1.12.2-rasm).
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ag
1.12.1-rasm 1.12. 2-rasm

Hagigatan ham, silindrdagi topologiyaning bazasini ikki o‘lchamli
“disk“lar (tekislikda markazi biror nuqgtada bo‘lgan ma’lum radiusli ochiq
doiralar) tashkil giladi. Ular R~ fazodagi sharlar bilan silindrning kesish-
masidan iboratdir (1.12.3-rasm).

b

1.12.3-rasm

Agar silindmi ab to‘g‘ri chiziqg bo‘yicha kessak va to‘g‘ri to‘rt-
burchakka yoysak, u holda “disklar” to‘g‘ri to‘rtburchakdagi topologiya
bazasiga aylanadi. ab ni kesgan “disklar” ikkita o‘zaro bir-birini
to‘ldiruvchi  va to‘g‘ri to‘rtburchakning garama-garshi tomonlarida
(1.12.4-rasm) yotgan segmentlarga ajraladi. Bundan ko‘rinadiki, X/R
fazodagi topologiyaning bazasini tuzish uchun o‘zaro bir-birini
toidiruvchi segmentlami girgish chizig‘i bo‘yicha yelimlash zarur ekan..

X =

b

a
1.12.4-rasm
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1.12.4-misol. Endi X to'plam sifatida yana a,b,c,d to‘rtburchakni

olaylik va ekvivalentlik munosabati R ni quyidagicha aniglaylik. Ixtiyoriy
R R

xe X uchun x~x va x~y fagat va fagat xe (a,b), ye (cd) bo‘lsin va
Xy nugtalar X ning markazi 0 nuqtaga nisbatan (garama-garshi)
simm etrik Dolsin (1.12.5-rasm).

1.12.5-rasm

Bu ekvivalentlik munosabati natijasida hosil boigan geometrik
obyekt Miyobius varag‘i deb yuritiladi. Bu sirt bir varag qog‘ozni rasm-
dagidek qilib yelimlash natijasida hosil gilingan, desak ham boiadi. Bu
faktor fazo, ya’ni Miyobius varag‘ining bir necha ajoyib xossalari mavjud
bo‘lib, ular risola davomida ko‘plab uchraydi. Masalan, bu sirt bir chetga
ega bo‘lgan yo‘naltirilmaydigan (yo‘nalmaydigan) sirt boiadi. 1.12.6-rasm-
da bu topologik fazoning ba’zi bir ochiq to‘plamlari keltirilgan.

1.12.6-rasm

Bu fazoda ab va cd tomonlarda yotgan segmentlar markaziy
simmetrik nugtalar bo‘yicha yelimlanadi. Keyingi misolda X to‘plam
sifatida shu a,b,c,d to‘g‘ri to‘rtburchakni olib yelimlash jarayonini
quyidagicha o‘tkazsak (1.12.7-rasm), natijada, tor ballon deb ataluvchi ikki
olchamli sirtga ega bolamiz.

1.12. 7-rasm
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a,b,c,d varaqgda ab va cd tomonlari bir umumiy gorizontalda
yotgan nugtalar bo'yicha va bir vagtning o‘zida a,d va b,c yotgan
tomonlarni bir umumiy vertikal nugtalar bo‘yicha yelimlab yopishtiramiz.
Bu sirtning R3Evklid fazosidagi ko‘rinishi 1.12.8-rasmdagi singari bo*ladi.

1.12.8-rasm 1.12. 9-rasm

Yelimlash natijasida hosil bo‘lgan ushbu figurani (geometrik
obyektni) faktor topologiyasi bo‘yicha garasak, torga gomeomorf ekanligi
ma’lum bo‘ladi. Bu fazoning ba’zi bir ochiq to'plamlari 1.12.9-rasmda

keltirilgan.

Geometriya fanida, qolaversa, topologiyada yelimlash natijasida hosil
bo‘ladigan (geometrik obyekt) yana bir sirt —bu RP2 proektiv tekislikdir.
Proektiv tekislik ham geometrik obyekt (figura) sifatida uch o‘lchamli

Evklid fazosi R3da yotadi.
Agar X to‘plam sifatida yana a,b,c,d to‘g‘ri to‘rtburchak olib,

oldingilari kabi bd va ac tomonlarining markazga nisbatan diametrial

garama-garshi nugtalarini yelimlasak (1.12.10-rasm), yangi sirt hosil
bo‘ladi. Bu yelimlash natijasida hosil bo‘lgan faktor fazo proektiv tekislik

deyiladi va RP2 ko‘rinishda belgilanadi.

1.12.10-rasm

Shuni ta’kidlash mumkinki, a,b,c,d to‘g‘ri to‘rtburchak chegarasi
a,b,d,c bo‘lgan doiraga gomeomorfdir. Shu sababli proektiv tekislikni
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doira chegarasidagi diametrial garama-garshi nuqgtalarni yelimlashdan
iborat bo‘lgan figura sifatida ham keltirish mumkin (1.12.11-rasm).

1.12.11-rasm

Proektiv tekislik bazasining ba’zi bir elementlari (ochig to‘plamlari)
12-rasmda keltirilgan. Bu yerda elementlar to‘g‘ri to‘rtburchak chegara-
sining ham vertikal, ham gorizontal yoglarining diametrial garama-garshi
nugtalari yelimlangandir.

1.12.12-rasm

Faktor fazo hosil gilinishiga yana bir muhim misol keltiramiz.
Y a X —topologik fazoning to‘plamostisi bo‘lsin. Y to'plamning barcha
nugtalarini o‘zaro ekvivalent (ya’ni bitta nuqta) va xe X\Y nugtalarni
esa, 0‘ziga ekvivalent deb ataymiz.

Natijada hosil bo‘lgan faktor fazoni X \'Y ko‘rinishda belgilaymiz.

n\X  X/Y proeksiya esa, Y to‘plamni nugtaga yelimlash deyi-

ladi. Masalan, S' =[0; 1]/{ 0; 11 aylana [0; 1] kesma uchlarining faktor fazo-

sidir. X va X x topologik fazolar berilgan bo‘lsin. R va Rx lar bu topo-
bgik fazolardagi ekvivalentliklar bo‘lsin. / \X~>X" akslantirishni ol-

ganeia, xi(y dan f(x)Ef(y) kelib chigsa, / akslantirish ekvivalentlikni
saglaydi deyiladi.

Bu / akslantirish X/R va X x/Rx faktor fazolar orasida tabiiy
akslantirishni vujudga keltiradi, ya’ni, agar {fla} X dagi ekvivalentlik
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sinfi va xe [a ixtiyoriy element bo‘lsa, u holda /(x) ni o‘zida saglovchi
\da\ ekvivalentlik sinfini olsak, aniglanishiga ko‘ra, /( Aa)=/0a o‘rinli

bo‘ladi. Bu akslantirishni / : X/R*>X]R" bilan belgilaymiz va u faktor
akslantirish deb yuritiladi. Natijada, quyidagi diagramma hosil bo‘ladi:

X—F  *x*
| 7 1
XIR ——=~*X"'/&

1.12.3.Teorema. Agar / : X —=X* uzluksiz akslantirish ekvivalent-

likni saglasa, u holda unga mos / :X /R -» X I/R' faktor akslantirish uz-
luksizdir.

1.13-8. Initsial va final topologiya

Topologiya fanida topologik fazo to‘plamostisida berilgan biron-bir
topologiyani butun fazoga davomlashtirish (kengaytirish) masalasi ham
mavjuddir. Boshgacha aytganda, X to'plamning to‘plamostilari topo-
logiyada aniglangan bo‘lsa, bu topologiyalarni barcha aniglangan topo-
logiyalar bilan moslashtirgan holda butun X to‘plamga kengaytirish
mumkinmi yoki yo‘gmi degan masalalar ko‘riladi. So‘ngra birorta

[: X -» T akslantirish berilgan bo‘lsava Y to‘plamda biron-bir a topo-
logiya aniglangan bo‘lsa, cr topologiyaning proobrazi (asli) ganday hol-
larda X to‘plamda topologiya tashkil giladi? Bu punktda biz shu ikki
savolgajavob berishning ikki umumiy usuli ustida to‘xtalamiz.

Aytaylik, X ixtiyoriy to‘plam boMsin (albatta, X=£0), bunda
{(Ya,Ta):de A}. Topologik fazolarning ixtiyoriy sinfi va har bir ae A
uchun fa-X->Ya akslantirish aniglangan boTsin. fa akslantirish natija-
sidagi Ta topologiyalarning proobrazini cra bilan belgilaymiz. X to'p-
lamda topologiyaning old bazasi sifatida aa sistema elementlarining bir-
lashmasini olamiz. Bu birlashma, ma’lumki, biror-bir topologiyaga old
baza bo‘ladi, lekin birlashma har doim ham baza bo‘la olmaydi. X to‘p-
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larndagi topologiyani cr bilan belgilaymiz, bu topologiyaga {fa :ae A}
akslantirishlar va {Sa :ae A) topologiyalar sistemasi hosil gilgan initsial

topologiya deyiladi.

Tushunish giyin emaski, cr initsial topologiya berilgan fa akslanti-
rishlarning har biri uzluksiz bo‘ladigan oa (X to‘plamda) topologiyalar
ichida eng kuchsiz (bo‘shroq) topologiyadir. Ta’rifdan ko‘rinadiki, initsial
topologiya bu - topologiyalar proobrazi tushunchasining umumiysi ekan.

Endi ixtiyoriy bo‘sh boTmagan X to‘plam, {(YaTa);ae A} topo-

[oeik fazolar sistemasi va har bir a @ A uchun ga:Ya-» X akslantirish
berilgan boisin. X to'plamda har bir shunday U czX to'plam uchun
g~'(U) to‘plam Ya da ochiq bo‘lgan barcha to‘plamlaming a sistemasini

olaylik. Demak, a sistemaning elementlari shunday ekanki, ulaming pro-
obrazlari ochiqg to’plamlardir.

Tekshirib ko‘rish mumkinki, cr sistema X to‘plamda topologiya
tashkil giladi (ya’ni, topologiyaning barcha aksiomalarini ganoatlantiradi).
Bu yangi o topologiya X to'plamdagi final topologiya deyiladi. Bu
topologiya {ga :ae A} akslantirishlar sistemasi orqgali aniglangan topo-
logiya deb ataladi. Demak, cr final topologiya X fazoda ga akslantirish
uzluksiz bo‘ladigan topologiyalar orasida eng kuchlisi ekan.

Ta’rifdan ko‘rinadiki, faktor-topologiya va topologiyalar yig‘indisi
kabi muhim tushunchalar final topologiyaga misol boTar ekan.

1.14-8. Yo‘naltirilganlik filtri va uning limiti

Ma’lumki, matematika fanining ko‘pgina asosiy boMimlari (naza-
riyalari) ketma-ketliklar va ularning limiti tushunchasiga asoslangandir.
Ketma-ketliklar va ularning limiti qo‘llanma boshida haqiqiy sonlar to‘pla-
mida ko‘rildi, keyinchalik ixtiyoriy metrik fazolarga umumlashtirildi. Bu
esa, matematikaning ko‘pgina boTim va tatbiglarida o‘z aksini topdi.
Masalan, funksiyaning limiti va hokazolarida chuqur goTlanildi.

Ketma-ketliklar nazariyasining birgina funksiyalarda qoTlanilishini
hisobga olsak, agar fazo birinchi sanoglilik aksiomasini ganoatlantirmasa,
hozirda tunksiya limiti to‘g‘risida gap ham boTishi mumkin emas edi. Shu
sababli yanada umumiy topologik fazolar sinflarini oladigan boTsak,
e ma'ketliklar va uning limiti tushunchasini kengaytirishga to‘g‘ri keladi.
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Shu matematik ehtiyojlar tufayli Mur, Smit va Shatunovskiylar tomonidan
umumlashtirilgan ketma-ketliklar nazariyasi — umumiy yo‘nalishlari va
limiti nazariyasi yaratildi.

XX asming 30-yillarida fransuz matematigi Kartan tomonidan prin-
sipial yangi tushunchalar - filtr, ultrafiltr va uning limiti orgali umumiy
yaqinlashishlar nazariyasi yaratildi va bir gancha muhim natijalar olindi.
Keyinchalik bu universal yaginlashishlar nazariyasiga aylanib ketdi.

1.14.1- ta’rif. Agar gisman old tartiblangan to‘plam S to‘plamn

ixtiyoriy S, va S2 elementlari uchun shunday S'e S topilsa va S' >5,
hamda S' >S2 o‘rinli boisa, u holda u o0‘ngga filtrlangan yoki o‘sish bo*-
yicha tartiblangan yoxud yo‘naltirilgan deyiladi. Yo*naltirilgan to‘plamga
natural sonlar to‘plami N ni eng oddiy misol gilib olish mumkin.

X topologik fazoning x0e X nugtasini olaylik. Q( bilan x0 nug-
tani o‘zida saglovchi U(xa) barcha atroflar sistemasini ko‘raylik. Tushu-
nish osonki, bu Qg sistema, teskari ichma-ich joylashish bo‘yicha tartib-
langan (ya’ni U<V, agar U V bo‘lsa) bo‘lib, yo‘naltirilgan oicham
tashkil giladi. Hagigatan ham, ixtiyoriy UvUZ2e Qx uchun U =U1r\U2
to‘plam Ux dan ham, U2 dan ham keyin turadi.

1.14.2- ta’rif. Yo‘naltirilgan to‘plamda aniglangan ixtiyoriy / :S~:
akslantirish umumlashgan ketma-ketlik deyiladi. Bunda S to‘plam /
yo‘naltirmaning aniglanish sohasi, f(S) to‘plam esa, giymatlari sohasidir.

Demak, X to‘plamdagi ixtiyoriy ketma-ketlikning aniglanish sohasi N
natural sonlar to‘plami boMgan X to‘plamdagi yo‘nalganlik ekan.
Ko‘p hollarda f :S->X akslantirishda fs ning se S ga mos qiy-

matini xs bilan belgilab, / yo‘naltirilganlik {xs:se S} ko‘rinishda bel-

gilanadi.
1.14.3- misol. Aytaylik, yo'naltirilgan to‘plam X fazodagi

nugtani o0‘z ichiga olgan barcha atroflar to‘plami bo‘lsin. Agar har bir
Ue Q, to‘plamdan bitta xn nugtani tanlab olib, [xu:ue Qoc} ni hosil

gilsak, X to'plamda aniglangan {xu:Ue Qt} yo‘nalganlikka ega

bo‘lamiz.
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1.14.4- ta’rif. Agar shunday Me S topilsaki, S>SO0 lar uchun fse A
O‘rinli bo‘lsa, f:S-> X yo‘naltirilganlik (yo‘naltirma) X to‘plamning
AaX to‘plamostisida, birorta joyidan boshlab (keyin) yotadi yoki AczX
to‘plamostida deyarli yotadi, deyiladi.

Agar har bir s,e S uchun shunday S2>5, topilsa va uning uchun
JfSQeA o‘rinli bo‘lsa, / yo‘nalganlik A to‘plamda dam-badam yotadi,
deyiladi.

Agar f:S->X yo‘nalganlik A da dam-badam yotsa, u holda /
yo‘nalganlik X\ A to‘plamda deyarli yotmaydi, balki buning teskarisidir:
agar / yo‘nalganlik X \A da deyarli yotsa, A to‘plamda dam-badam
yotmaydi.

1.14.5- ta’rif. Agar X topologik fazoda berilgan f:S*>X yo‘nal-
ganlik, x0 nuqgtaning ixtiyoriy atrofida deyarli yotsa, ya’ni, j® nugtaning
ixtiyoriy U c | atrofi uchun shunday xue S topilsa va har bir S >SU
uchun fseU o‘rinli bo‘lsa, x0e X nugtaga yaginlashadi. Bunda x0 nugta
f:S->X yo‘nalganlikning limiti deyiladi va lim/s=x0 ko‘rinishda
belgilanadi.

Yo‘nalganlik ta’rifidan keyin ta’kidlandiki, X topologik fazodagi
ixtiyoriy xn:ne N ketma-ketlikni f: N->X yo‘nalganlik deb atash
mumkin. Bu yerda f{n) =xn deyish yetarli bo‘ladi. Bu holat teskarisining
ham o‘rinli ekanligiga undaydi.

1.14.6- ta’rif. Agar bolsh bo‘lmagan, E to‘plamning to‘plamosti-
laridan tashkil topgan F sistema quyidagi shartlarni ganoatlantirsa, u (mai-
mua) E to‘plamda filtrlanuvchi to‘plam deyiladi:

(™ ): agar B to‘plam / sistemaning A to‘plamini 0‘z ichiga olsa, u
holda /;

(F2): chekli sondagi / sistemaning elementlari kesishmasi ham / ga
tegishli;

(F3): bo‘sh to‘plam / sistemaga tegishli emas.

_ Bu shartlarni ganoatlantiruvchi F sistemaning o‘zi E to‘plamda
filtr deyiladi.
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1.14.7- misol. X topologik fazoda tayin bo‘sh bo‘lmagan Acz
to‘plamning barcha atroflari to‘plamlaridan tashkil topgan sistemani garab
chigamiz. Bu sistema filtr tashkil giladi.

1.14.8- misol. x0 nugta X topologik fazoning ixtiyoriy nugtasi bc

sin va F sistema X fazoda filtr tashkil gilsin. U holda, agar x0 nugtaning
ixtiyoriy atrofi F ga tegishli bo‘lsa, F filtr X0 nugtaga yaqinlashadi, x0
nugta F ning limiti deyiladi. Agar F* bilan x0 nugtani 0‘z ichiga olgan

barcha atroflar sistemasini olsak, x0 nugta F ning limiti bo‘ladi.

I bob yuzasidan foydalanishga tavsiya etilayotgan
adabiyotlar sharhi

Umumiy topologiyaning sistematik ilk sodda kurslarini 2-3, 5,
10-11, 20-21, 26-27, 48, 51, 53-54, 58-59, 73-74, 87, 92, 105,
108 ragamlar bilan berilgan Kkitoblardan; uning qizigarli, mazmunli,
ommabop bayonlarini esa 21, 32, 43, 70-71, 81, 95 ragamlar bilan
berilgan kitoblardan; topologiyaning asosiy konstruktiv qurilmalarini 1, 4,
10, 14, 47, 66 -68, 80 ragamlar bilan berilgan kitoblardan; metrik fazolar
va ularning asosiy topologik va geometrik xossalari hagidagi
ma’lumotlarni 6-7, 9, 11, 13, 17-18, 22-23, 28, 51, 53, 58-59, 82, 91-92,
105 ragamlar bilan berilgan kitoblardan; kompakt, bikompakt fazolarning
barcha xossalarini 3, 10, 26, 21, 92, 87, 105, 108 ragamlar bilan berilgan
kitoblardan va mazkur bob bo‘yicha masala-mashglarni 11, 13, 21, 51, 53,
54, 92, 105 ragamlar bilan berilgan kitoblardan go‘shimcha o‘rganish
mumkin.

Kirish gismi, analitik geometriya, chiziqli algebra, proektiv geo-
metriya, noevklid geometriyalar va geometriyadagi yasashga doir ma’lu-
motlami 15, 18, 6, 8, 21, 38, 39, 41, 44, 42, 60, 52, 55, 69, 72, 79, &4,
106 ragamlar bilan berilgan kitoblardan olsa bo'ladi.

Umumiy topologiyaning asosiy tushunchalari, topologik fazolarda
muhim amallar. ularning qo‘llanilishiga doir sodda mashglar 10, 13, Ib
105 ragamlar bilan berilgan kitoblarda keltirilgan.
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1 bob. TOPOLOGIK FAZODAGI AMALLAR VA
TOPOLOGIK FAZONING AJRIMLILIK AKSIOMALARI

Mazkur bobda umumiy topologiyaning (nazariyasining) asosiy amal-
lari: deport ko‘paytma (to‘g‘ri ko‘paytma), diagnostik ko‘paytma, cheksiz
sondagi fazolarning tixonov ko‘paytmasi tushunchalari bayon etiladi.
Topologik fazolar ko‘rdikki, undagi ochiq to‘plam!arning sifatiga bog‘lig
ekan. Shu sababli topologik fazolarni farglash uchun ajrimlilik aksiomalari
kiritiladi. Bu aksiomalar yordamida topologik fazolarning ganchalik turli-
tuman, sermazmun ekanligi ko‘rsatiladi. Topologik fazolarning kengayt-
masi tushunchasi berilib, lokal bikompakt fazolarda minimal kengaytma -
Aleksandrov kengaytmasi bayon etildi.

Parakompakt fazolar, bogiamli, chizigli bogMamli, diadik bikom-
pakt va final bikompakt fazolar o‘rganilib, uning sodda xossalari kelti-
riladi. Shuningdek, topologik fazolarning juda muhim sinfi sanogli bazali
va sanogli salmoqga ega bo‘lgan fazolar sinfining tasnifi beriladi. Sepa-
rabel fazolarning ma’lum bir topologik xossalari bayon etiladi.

2.1-8. Topologik fazolar ko‘paytmasi

Ma’lumki, (x,y) ko‘rinishda tartiblangan juftliklar majmuasi ikki
I va Y to‘plamlarning to‘g‘ri ko‘paytmasi X x Y deb atalar edi. Bu yerda
xe X va ye Y. Albatta, bu holatda ixtiyoriy sondagi to‘plamlarning
to‘g‘ri ko‘paytmasini ham aniglash mumkia Bunday ko'paytmaning

elementlari (xa), ae A, xae Xa ko‘rinishda bo‘ladi. Boshgacha
aeA

aytganda, n Xa ning (x) =x elementidagi x:A-> UXa,xana

aeA

ko‘rinishidagi xe X funksiyalaridan iboratdir.

Agar 1,2,....8.} chekli n elementli to'plamdan iborat bo‘!sa, u
holda X xmX 2mX 3m.mX n ko'paytma ko‘p hollarda X{xX2xX3x....... XXn
ko rinishda ham belgilanadi. Uning elementlari tartiblangan (x,, x2,x3, X,
yig ma to‘plamdan iborat bo‘lib, bu yerda x(e Xn i=\,n.

A ¢ Bizga | va 7 topologik fazolar berilgan bo‘lsin. XxY to‘g‘ri
Paytmada topologiyani quyidagicha aniglaymiz: bazaning elementlari
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{Uax W} ko'rinishdagi barcha sistemalardan iborat bo‘lib, bu yerda

{Ua} va|\W| sistemalar mos ravishda X va Y fazolardagi topologiya-
larning bazalaridir.

\UaxVp| baza orgali aniglangan topologiya X x Y fazodagi ko‘payt-
maning topologiyasi deyiladi. Boshgacha aytganda, Xx Y ko‘paytmadagi
topologiyaning bazasini X va Y lardagi topologiyalar bazalarining ko*-
paytmasi tashkil giladi.

2.1.1-misol. Ma’lumki, R2 tekislik R' va Y2 to‘g‘ri chiziglaming
to‘g‘ri ko‘paytmasi boiib, u R2=RIx Rl ko‘rinishda yoziladi. R2 fazo-
dagi topologiya bazasini esa, \x V p ko'rinishdagi to‘g‘ri to ‘rtburchaklar

tashkil giladi, bu yerda Va va \p —ochiq intervallardir (2.1.1-rasm).

Quyidagi proeksiyalarni ko‘raylik.

PX:XxY-+X-, (x,y)-£-* x

P2:XXY"NY - (Xy)M-+y

2.1.2-teorema. Agar A va Y topologik fazolar bo‘lib, Xx Y ko*
paytmada topologiya aniglangan bo‘lsa, u holda p, va p2 akslantirishlar
uzluksizdir. Topologik ko‘paytma X xY da esa, p, va p2 proeksiyalar
uzluksiz bo‘ladigan topologiyalarning eng kuchsizidir.

Endi ixtiyoriy (yoki cheksiz) sondagi to‘plamlarning to‘g‘ri ko ‘payt-
masi MXa ni ko‘rib chigaylik. Bu yerda har bir ae A uchun Xa ko‘pay-

tuvchi, A to‘plamning quvvati esa, cheksiz boTishi ham mumkin. Har bir
a€A uchun Xa topologik fazo boTsin. I1Xa ko'paytmada shunday
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kuchsiz topologiya aniglaymizki, bu topologiyada har bir Pa :MXa -» Xa
proeksiya ore A, uzluksiz bo‘lsin. Bu yerda Pa proeksiya har bitta
x=(xa) *=(*,) (ae Ae]~\Xa) nugtaga shu nugtaning cr o‘rindagi
koordinatasi xg ni mos qo'yadi. Bu topologiya ko‘paytmadagi topo-

logiya yoki Tixonov topologiyasi deb yuritiladi.

Ko‘paytmada topologiyani bunday aniglashni birinchi bo‘lib
abl. Tixonov taklif etgan. Mazkur topologiyaning bayoni xususida to ‘x-
talsak, bu yerda uning oldbazasi tavsifmi keltirish nisbatan yengilroq
ekanligi ma’lum bo‘ladi. Bu oldbaza quyidagicha aniglanadi: barcha

Ba ={x\x{a0)ciUa" ko‘rinishdagi to‘plamlar TMXa ko‘paytmaning
to‘plamostilaridir, bu yerda a0 indeks A ning, Uz esa, X" topologik fazo
bazasining ixtiyoriy elementidir.

Aniglanishiga ko‘ra, aytish mumkinki, P~](Uaa) = Ba tenglik oTin-
lidir. Bundan ko‘rinadiki, tayin a0e A indeks uchun {Ba} sistema lIXa
ko‘paytmadagi Ph proeksiya uzluksiz bo‘ladigan eng kuchsiz topolo-
giyani tashkil gilar ekan. Boshgacha aytganda, har bir Ca ochiqg to‘plam
Xat topologik fazoning bazasi elementi bo‘lsa, tayin a0 uchun Ba old-
baza elementlari quwati Xa topologik fazoning bazasi elementlari quv-
vatiga tengdir. Ikkinchi tomondan, tayin har bir aOe A indeksga mos Ba
element uchun Ba =UaxITXa,ae A\{a0] deb, ikkinchi ko'paytmani
Xa bilan belgilab, bu ko‘paytma ko‘rinishidagi to'plamostini a0 yo‘-
lakcha deb atasak, Bu element Ua ning a0 yoTakcha ko‘paytmasiga

teng ekan. Endi :ae A} to‘plamlar (yoTakchalar) oilasini Tixonov
topologiyasining oldbazasi deb e’lon gilamiz.
Natijada 1JXa ko‘paytma har bir a6e A uchun hamma Pa

roleksi_yalar uzluksiz bo'ladigan eng kuchsiz topologiya bazasiga ega
0 lamiz.

Tixonov topologiyasi oldbazasining aniglanishiga ko‘ra, [MXa
k° Paytmada Tixonov topologiyasi bazasi elementlari U - P~"(Ua™r\Pa'
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(Ua)n ....n Pa'(Ua ) ko'rinishdagi to'plamlardan iborat. Bu yerda
axaz2,...,.am — ixtiyoriy chekli elementlar nabori a,e A,i=\,nUa esa,

Xa topologiya bazasining ixtiyoriy elementi. Yugorida keltirilgan teng-
liklar va xulosalardan ushbu tenglikni isbotlash mumkin. Quyidagi tenglik
o‘rinlidir: agar a # a,...... ,a, bo‘lsa, P~'(Ua])n (E/aj )n ..

..nFM\Ua)=T1 un  bo‘ladi, bu yerda Ua=Xa. Boshgacha aytganda,
aeA

bazaning ochiq to‘plami quyidagi yig‘ma fimksiyadan iboratdir:
{x:x(a,)e Ua :/'=1,..n}={x:x(a,)e Ua}tn...n{x:x(a,)e Un)

Ta’kidlash lozimki, ko‘paytmani ko'paytmaning topologiyasi deb
olamiz.
2.1.3-teorema. Ixtiyoriy a0e A uchun Pa :TJXa X" proeksiya

uzluksiz va ochiq akslantirishdir.

2.2-8. Topologik fazolarda akslantirishlarning diagonal va to‘g‘ri
ko‘paytmasi

Bizga fa\X-*Ya, ae A akslantirishlar berilgan boisia Bu yerda
I va Y ixtiyoriy, ae A lar bo‘sh boMmagan to ‘plamlardir. Boshgacha
aytganda, {Ya:ae A} ixtiyoriy to'plamlar oilasi va har bir ae A uchun
fa:X->Ya akslantirish aniglangan bo‘lib, bunda X tayin bo‘sh bo‘l-
magan to‘plamdir. Bu holda {fa:ae A} akslantirishlar oilasi (jam"

lanmasi) kanonik ravishda quyidagicha aniglangan ma’lum bir akslan-
tirishni vujudga keltiradi.
2.2.1-ta’rif. {falaeA} akslantirishlar oilasining diagonal ko*-

paytmasi deb f :X —=MNYa, f (x) ={fa(x) :ae Aj formula bilan
aea

aniglangan akslantirishga aytiladi va Afa- f ko‘rinishda belgilanadi. Bu
yerda har bir ae A uchun fa akslantirish f diagonal akslantirishning
komponentasi deyiladi.
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Shuni aytish mumkinki, ixtiyoriy g :X -» MYa akslantirishni biror-

aeA

ta akslantirishlar oilasining diagonal ko‘paytmasi sifatida garash mumkin.
Hagigatan ham, har bir aOe A uchun fAP ~g-.X -~ desak, bu yerda
p .uya-» Ya proeksiyani giyinchiliksiz gabul gilishimiz mumkinki, Afa
diagonal ko‘paytma berilgan g akslantirish bilan ustma-ust tushadi.

2.2.2- ta’rif. Agar X ning ixtiyoriy har xil ikki elementi uchun
shunday a0 indeks topilsa va uning uchun /«,,(*,)* A (x2) o‘rinli bo'lsa,

akslantirishlar oilasi X to‘plamning elementlarini farglaydi

deyiladi.

Bu ta’rifdan ravshanki, yuqoridagi fa akslantirishlardan loagal bit-

tasi inektiv akslantirish bo‘lsa, bu akslantirishlar oilasi X to‘plam ele-
mentlarini farglar ekan.
2.2.3- teorema. Agar [fa:ae A] oila X ning elementlarini farg-

lasa, u holda ularning diagonal ko‘paytmasi f =Afa:X ->MYa inek-
tivdir va/—joylashtirishdan iborat.

Shuni ta’kidlash mumkinki, agar diagonal akslantirish inektiv bo‘lsa,
bu akslantirishlar oilasi [fa\ae A} X ning elementlarini farglaydi.

2.2.4- teorema. Agar diagonal ko‘paytma / =Afa ochiq akslan-

aeA
tirish bo‘lsa, u holda uning har bir komponentasi fa ham ochiq akslan-
tirishdir.
2.2.5- teorema. Diagonal ko‘paytma f =A f uzluksiz bo‘lishi

a

uchun har bir ae A uchun fa uzluksiz boMishi zarur va yetarlidir.

Duch kelishimiz mumkin bo‘lgan yana bir fa'-Xa->Ya akslan-
tirishlar oilasini olaylik, bu yerda ae A uchun Xa va Ya lar topologik
fazolar bo‘lsm. Tabiiyki, Tlfa:MXa—TlYa akslantirishni ixtiyoriy
X6 MXa nugtaga ye MYa nugtani y =(ya)=(fa(x)) formula bilan mos
go Yat*A akslantirishlar sistemasi bu akslantirish fa ning to‘g‘ri

paytmasi deb yuritiladi. Agar A={1,2,....,n} bo‘lsa, akslantirishlar
K® Paytmasi /./2./3...,/u ko‘p hollarda / X/Ix"x...x/>:1J3x 1 2x 1 3x
""" nc-=> x xY3..Yn ko'rinishda belgilanadi.
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2.2.6-teorema. Akslantirishlarning ko‘paytmasi Ilfa uzluksiz bo‘li-
shi uchun har bir ae A uchun fa uzluksiz boiishi zarur va yetarlidir.

2.3-8. Topologik yig‘indi

Topologik fazolar oilasi {Xa :ae A} berilgan bo‘lsin. Bu topolo-

gik fazolarning birlashmasi [JXa ni olaylik. Ushbu birlashmadan iborat

aeA
bo‘lgan to‘plamning har bir dementi Xa da a = A topologiyaga egadir.
[J Xa birlashmada ochiq to‘plam deb shunday to‘plamostilarni olamizki,

aeA

bu to‘plamostining har bir inp: #-> 11 Xa* akslantirishdagi asli ochiq

aeA —_—

to‘plamdan iborat bo‘lib, bu yerda [3e A. Shunga o‘xshab, agar ixtiyoriy
ae A uchun iny-'(B)czXa yopiq to‘plam bo‘lsa, Be u Xa yopiq

aeA
to‘plamdir. Bu ikkala hoi o‘zaro teng kuchlidir.

Shuni ta’kidlash joizki, ochiq yoki yopiq to‘plamning UXa birlash-
malarda bunday e’lon gilinishi UXy da topologiyani tashkil giladi. Hosil
bo‘lgan topologik fazoga topologik fazolarning yig‘indisi (summasi)
deyiladiva  Xa ko‘rinishida belgilanadi.

aeA

Bizga ma’lumki, har bir ae A uchun ina :Xa ->]J Xa ayniy

aeA

akslantirish yoki joylashtirish aniglangan. Topologik yig‘indi X - 11 «k

aeA

da ochig to‘planming aniglanishiga ko‘ra, agar har bir aeA uchun
Uf')Xa to‘plam Jf,da ochig bo‘lsa, u holda U to‘plam yig‘indi X

fazoda ochiq boiadi. Agar indekslar to'plami A chekli to‘plam boisa,
yigMndi fazo X, J { X2 } X n ko‘rinishda belgilanadi.

belgisi topologik birlashma yoki topologik yig'indini bildiradi.
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2.4-8. Bog'lamli topologik fazolar

Bog‘lamli topologik fazolar topologiyaning asosiy va muhim tu-
shunchalaridan biridir. Bu tushuncha ba’zi manbalarda tutash fazolar
sifatida ham keltirilgan.

2.4.1- ta’rif. Agar X to'plamni o‘zining bo'sh bo'Imagan ikkita
0‘zaro kesishmaydigan ochiq to‘plamostilari birlashmasi ko‘rinishida
ifodalash mumkin bo'lmasa, X topologik fazo bog‘lamli topologik fazo
deyiladi. Ya’ni, X~C/,u(/2 t/,n{/2=0, U"6,U 1”6 B - bo‘sh
t0‘plam, Uv U2 ochiq to‘plamlardir.

Ta’rifdan bevosita ma’lumki, bog‘lamli X fazoda X va B dan
boshga ochig va yopiq to'plamlar bo'lmasligi zarur va yetarlidir. Bog*-
lamli bo'Imagan fazoga misol sifatida dementi bittadan ortiq bo'lgan
ixtiyoriy diskret fazoni keltirish mumkin.

Bog‘lamli fazoga ixtiyoriy bir nugtali topologik fazolar misol bo‘la

oladi.

2.4.2- misol. X to'plam hagiqiy sonlar to‘plami bo'lsin. Bu to'p-
lamda topologiyani, ya’ni ochiq to‘plamlarni quyidagicha aniglaymiz:

T={{0} :xe JT} (X,T) fazoda ixtiyoriy to‘plam

bog'lamli bo'ladi.

Bujumlani isbotlash uchun ixtiyoriy S czX to‘plamni olamiz. Faraz
gilaylik, F to‘plam S ning bo‘sh bo‘Imagan ochiq va yopiq to‘plamostisi
bo‘lsin. Bu holda F to‘plamni F=£/0 S=Cn % ko'rinishda ifodalash
mumkin. Bu yerda U to‘plam X da ochig, S to‘piam esa, X da yopiq
to‘plamdir. Ya’ni, U=(-ao,b), beR, C=[e,«), ae R, F=UnS=CnS
tengliklar o'rinli.

Yugoridagilar o'rinli bo‘lganligi sababli ixtiyoriy xe S uchun xZb
va x ~a lar ham o‘rinli bo‘ladi.

Agar shunday x >b topilsa, u holda CnS *U n 5. Shunga 0'x-
shab, shunday xZa topilsa, u holda [/nS~CnS. Shunday qilib,

va F =S . Bu S to‘plamning bog'lamli ekanligini anglatadi.

Demak, bu topologiyada ixtiyoriy SczX bog'lamli ekan. Endi shu hagi-
@Y sonlar to'plami R da r topologiyani quyidagicha aniglaymiz.
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Agar ixtiyoriy se S uchun shunday t >S topilsa va [S,r)cS bo‘l-

sagina, Se 1 dir. Bu topologiya bilan aniglangan fazoda yagona bog‘lamli
bo‘sh boimagan to‘plam fagat nugtadan iboratdir. Bu jumlani isbotlash
uchun X da ixtiyoriy bo‘sh bo‘Imagan bogiamli T to‘plamostini olaylik

va r nugta T gategishli boisin. Ma’lumki, [x,x +¢) to‘plam ixtiyoriy e
>0 uchun X fazoda ham ochig, ham yopiq to‘plamdir. U holda
[x,x+e)n [ —kesishma ham ochiq, ham yopiq to‘plam boiadi. T ning

bogiamli ekanligidan va [x,x+e)nJ”0 shartdan ko‘rinadiki, ixtiyoriy
£>0 uchun [x,x+e)n7 =9 o‘rinli boiadi. Bu esa, T to‘plamning fagat
7 ={x} shartidagina boiishini ko‘rsatadi. Demak, bu fazoda fagat bir

nugtadan iborat boigan to‘plamlargina bogiamli to‘plam boiar ekan.

2.4.3- teorema. X topologik fazo bogiamli boiishi uchun uni
ayri bo‘sh boimagan to‘plamlar birlashmasi sifatida ifodalash mumkin
boimasligi zarur va yetarlidir.

Zarurligi. X bogiamli boisin va X =AvjB boiib, A va B lar
bo‘sh boimagan ayri to‘plamlar boisin. U holda, bir tomondan anigki,

CBdCB- A; ikkinchi tomondan, An B=9 . Ma’lumki, Ac CB, shu
sababli A=CB. Shunga o‘xshab, amin boiamizki, B=CA. Bundan
ko‘rinadiki, yopig to‘plamlaming toidiruvchi to‘plamlari boiganligi
sababli A ham, B ham ochig to‘plamlardir. Bu X ning bogiamli ekan-
ligiga ziddir.

Yetarliligi. Faraz gilaylik, X bogiamsiz bo‘lsin. U holda X=FxvjF2,
Fx yopiq, F2 yopig, FX*Z>F1*Z> va FxnF 2=<Z, bundan ko ‘rinadiki,
F1 va F2 to‘plamlar ayri to‘plamlardir, chunki bu to'plamlar uchun
FInF2-FInF2, FInF2-FinF2, FxnF2=0 va FxnF2=0 teng-
liklar o‘rinlidir.

2.4.4- teorema. [a,B] kesma bogiamlidir.

Isboti. Buning aksini faraz gilamiz, ya’ni [a,e] kesma bogiamli
boimasin. U holda [a,B] kesmani ikkita bo‘sh boimagan kesishmaydigan

ochiq to‘plamlar birlashmasi sifatida ifodalash mumkin. Ya'ni,
X=UuV,Udp9dY, UnV =9. U va V lar ochiq to‘plamlar.
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Aytaylik, ae U . Shuni aytish kerakki, U va v toplanlar [a,s] da
yapjadir, chunki [a,s] kesmaning o2 RI da yopiq boiganligi sabebli
h={ue U:uzV ixtiyoriy ve V uchun} F toplam bo"sh emas, churki
ae ¢ Agar J=supp F boisa, U yopiqtoplam boigani uchun r/e U.

ri son yugori chegara boiganligi sabebli ixtiyorly e >0 uchun
(T-£.r]e mBundan ko Tirediki, ] nugta uchun v tegish nug-
tasidir. Ya™i, rjeV, V ningyopiqekanligidan 4g V -Bu /72U nV ¢s

ni bildiradi. Bu ziddiyat [a,e] ning yopiq eanligini isbotdaydi. Demak,
[a,8] kesma bog“lanli ekan.

Eslatma. Keltirilgen 2.2_4-teoremadan va 2.4.2-misoldan ma’lum
bo“Imogdaki, fazoning yoki fazoostining bogiamli boiishi yoki boimas-
Iigi unda caralayotgan topologiyaga bogi iq ekan.

2.4.5- teorema. Buklid fazosi R" da ixtiyoriy gavariq toplam bog“
lanlicar.

IsboL Aytaylik, T c Rn toplam gavariq boisin, yahi ixtiyorily
a,B€ T, a®s nugtalar uchun [a,Bs]cl o*ili.

Buning aksini faraz qgilamiz, yani T-U uV,U,v bo‘sh boima-
gan ochiqtoplamlarhamda U n VvV =s.

X - }a,b] toplami olaylik, bu yerda aeuU wvabs V.

Endi Ux=UnX va w=Vvn X toplanlami ko¥alik. Bu top-
lamlar bosh boimagan kesishmaydigan toplamlardan itorat. Ular uchun
X =UxvV x teglik oinlidir. Bu esa, X =\a,b} kesmaning bogiam-
liligap zactir.

Bklid fazosi R da quyidagi toplamlami olamiz.

4 A*0)={xe Rn :p(x,xX0)<r|

Ar(Co)={xe R" :p(x,x0)< r]

Ar(xo0) ~ ochig gar, A r(x0) — yopiq shar deyiladi, bazida ular
mos ravishda ochiq (yopiq) “disk” deb ham yuatilledi. Yugoridagi teore-
madan bevosita quyidagilar kelib chicpdi..

2.4.6- natija. R fazova [ r(x0), 4 r(x0) disklar bogiamiidir.
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2.4.7- teorema. Uzluksiz dslattirishlarda bog“lanlilik s
Yahi, wluksiz aslantirisda bogdamli fazo aksi (dorazi) bog“lanli
bo “ldi.

Isbot. f:X->Y wluksiz aslantirish berilgan bo‘lsin. X bog*

lamli fazo bo“kan. Biz bu yerda / adslantirismi syurektiv deb olishimiz
mumkin, yahi ixtiyorily ys Y nugtauchun f~'(y) 0 .Agar U toplam
Y ning ochiq va yopiq toplami bo“ks, u holda f~1(U) toplam X ning
ochiqg va yopiq toplami bo“kdi. Bu holda f~'(U) =6 yoki f~'(U) =X,
mplaersa, U =6 yoki U= U bo“lishi mumkin. Bu Y fazoning bogiamli
eanligini ko rsatedi.
Endi /()= (cosZrt sin2™)e s' aR 2 formula orgali aniglangan
aslantirigni olaylik, bu yerda s' — aylaa. Bu aslattirish
syurektiv va wzlusizdir. Bundan ko Tirediki, aylana s] bogdamlidir.

2.4.8- natija. Agar X va U gomeomorf topologik fazolar bodk
Tazo bogdamli bodishi uchun U ning bogdamli bodishi zarur va yetar—
lichr.

2.4.9- teorema. Agar X topologik fazo ixtiyoriy iKa nugtas

tashtiruvahi nugtalami 0 “zida saglagan bogdaml i toplamostiga ega bodsa,
X bogdamli bodadi.

Isbot Buning tedarisini olaik, yathi X topologik fazo bogdamli
bodmasin. U holda X fazoni o“zaro umumiy nuqtaga ega bodmagan ida
bodinmas ochiqtoplamlar birlagmasi ko ‘rinishidayozishimiz mumkin.

Demak, X =UuV, U®s*V, UnV =8, U, V - ochiq toplan-
. Avtaylik, UO&U va fOef bodsin. Lax toplam U0 va O
nugtalami 0‘zida saglovchi bogdamli toplam bodsin. Quyidagi toplam-
lami olaflik: C/,=t/ni va W=Vr\L. Bu tplanlar bo‘sh emas va
L da ochik toplanlardir. Ulaming birlasmesi , u M = L dan iboratdir.
Lekin [/,n =B oTili. Bu L ning bogdamli ekanligiga ziddir.

Bogdaml i to"plamlar uchun quyidegilami ishotlash giyin enss.

2.4.10- teorema.

D agar A va B toplanlar X ning bogdamli toplanlari b
ArnBo®s ofmlibodsa, AuB birlashmabogdamli bodadi;
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2) agar A, B, S to‘plamlar X ning bogiamli to‘plamostilari

bo'Hh, AnB*6 va BrnC”B ofinli bo‘lsa, birlashma AuBuC

bog'lamli bo‘ladi. .~ : L
Fazoning bogiamli boiishining umumiyroq kriteriysini keltiramiz.

2.4.11-teorema. X fazoning bogiamli to'plamostilari oilasi [Aa'.a&\
berilgan bo‘lib, bu oilaning ixtiyoriy ikki dementi o'zaro ayri bo‘Imasa,
C=\jAa to‘plam X fazoda bog‘lamlidir.

Isbot. Buning aksini faraz gilaniz, yahi C=C, unC,, C,nC2~0,
C C2 w"plamlar bosh emas va S da yopiq toplanlardir.

Aa toplamlaming bogiamli ekanligidan har bir Aa toplam S{
yoki S2 niing giismi boiadi. S{ yoki S2 laming bo sh toplam emasligidan
shnday 4,> 4 2{Aa  J) tpiladikd, A»cC,, 4 cC2.C, wa
C, laming yopig C da yopiq ekanligidan, 4 va Aa to"planlaming
C dhgi yopigimos ravishda  va C2 da yotadi.

Bu quyidagi larga ekvivalertdir:

i.nCcC,, Aa2nCc Cr.Bu yerda Aa, va Aa2 lar Aa va
4, laming X dagi yopigidir. Shu sabebli quyidagi ik terglikka ega
boiamiz.

(4,nC)nAa =8> n (\ r\C)=6. Lekin,

@,noyr4, =4™"n(Cnd2=AainA~

\' ' n nC)=(4_nC)n4dr=Auyn 4 2

Bundan 4 ,n ~Q=#>4, nA a2=& oTinlidir. Bu 4, va 4, 0P _
lamlaming ayri ekenligini bildiredi. Bu ziddiyat teorema o Tinli danligini
ko‘rsatadi.

Bogiamli fazolamiing maxsus chizigli bogiamli sinfi ham mavjud.
Bt QY y3™ teorema s™u chizigH bogiamli fazolar sinfi sartarini gancat-

2.4.12-ta’rif. S :[0,1]—X, S(0)=a, S(\)-b shartlami ganoatlan-
trnvahi wizluksiz S aslattirish X topologik fazoning a va b nuotalarini

tateshtdruchi yoi deyilladi.
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B uta’rifdan ko‘rinadiki, [0,1] kesmaning S akslantirishdagi obrazi
a va b nugtalarni tutashtiruvchi bog*lamli to‘plam ekan.

2.4.13- ta’rif. Agar X topologik fazoning ixtiyoriy ikki nt
yo‘l orqgali tutashtirish mumkin boisa, X fazo chizigli bog‘lamli fazo
deyiladi.

Ta’rifdan ma’lum bo‘ladiki, ixtiyoriy chizigli bog‘lamli fazo bog*-
lamlidir. Lekin buning aksi doimo ham o‘rinli boMavermaydi. Bunga
quyidagi ikki misolni keltiramiz.

2.4.14- misol. Tekislikda, ya’ni R2 fazoda quyidagi to‘pla
ko‘raylik:
a 1Ty
o -0),(-,1
U 0).(1)
r 1

buyerda /1(0,0), A4(1,0), 4,(-,0), Ba(-, 1) tekislik nugtalardir, [A,AN,
n n

[An, Bn] kesmalar, (0,1) interval (2.4.1-rasm).

2.4.1-rasm

Bu X to‘plam bog‘lamli bo‘ladi. Lekin chizigli bog‘lamli emas,
chunki ,~(0,1) nugtani X ning boshga nugtalari bilan yo‘l orgali tutash-
tirish mumkin emas.
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2.4.14-misol. R2 tekislikda M to’plam sifatida ordinatalar o‘gida
uchlari A(0,-1) va 8(0,1) nugtada bo‘lgan [/1,8] kesma va

=sjni(0< x< 2n) funksiya grafigi Grf dan (2.4.2-rasm) tashkil
Yy X
topgan to‘plamni olaylik.

Bu M to‘plam bog‘lamli to’plamni tashkil giladi, lekin chizigli
bog‘lamli bo‘lmaydi. Chunki [A,B] kesma nugtalari bilan M ning
boshga nugtalarini tutashtiruvchi yo‘l mavjud emas. Hagigatan ham, M
to‘plam [A, 8] kesma va T f grafikdan iborat, ya’ni M =[A,B\\J Ff. Ff

grafikni olsak, bu bog‘lamli to'plamdir. [*,/i] kesmaning har bir nugtasi
M to‘plam uchun tegish nugta bodmoqda, ya’ni ixtiyoriy 0(xOe e) atrofi

bilan M va Ff ning kesishmasi bo‘sh emas. Demak, Ff =Ff u[ A,B) =M .

o‘ra, M to’plam bog‘lamli to‘plamdir.
Bog‘lamli to‘plamlarning (fazolarning) to‘g‘ri ko’paytmasi va Tixonov
k° paytmalarining bog‘lamli boiishi hagidagi jumlalarni keltiramiz.
2.4.15-teorema. BoOQ‘lamli  fazolarning ko‘paytmasi X xY
bog’lamli fazodir.

2.4.16- teorema. IXtiyoriy sondagi boglamli fazolarning Tixonov
k° paytmasi ~ Xa bog‘lamli fazo bo‘ladi.
eA

61



2.5-8. Topologik fazoda ajrimlilik aksiomalari.
ro; r,; T2; r3; r,; r4-fazolar
2

| va Il boblarda keltirilgan misol va mashglardan ma’lumki, shi
“yomon tuzilgan” topologik fazolar mavjudki, alohida olingan nuqgta yopiq
to‘plamosti bolmasligi mumkin, chekli to‘plam limit nugtaga ega bo‘lishi
mumkin, bitta yaginlashuvchi nuqgtalar ketma-ketligi ikkita har xil nug-
talarga yoki fazoning har bir nugtasiga yaginlashishi mumkin. Bunday
hollar klassik tahlil (analiz) nugtai nazaridan aynigan vaziyatlarning
(situatsiyalarning) uchrab turishidan, topologik fazo ta’rifi asosidagi 1°-4°
aksiomalaming juda umumiy ekanligidan darak beradi. Shu tufayli
fazolarning juda umumiy bo‘lgan xossalari ajratiladi. Shulardan kelib chig-
gan holda, topologik fazoning aksiomalariga turli xarakterdagi chegaralar
go‘yish magsadga muvofigdir. Bu xildagi talablarga birinchi va ikkinchi
sanoglilik aksiomalari va ajrimlilik aksiomalarini Kiritsa bo‘ladi. Natijada,
bunday topologik fazolar matematikaning turli bo‘lim va tatbiglarida juda
keng qo‘llaniladi. Uchrayotgan turli matematik muammolarda topologik
fazolar go‘shimcha xususiyatlarga ega bo‘Imoqda.

2.5.1-ta’rif Agar X topologik fazoning ixtiyoriy ikki turli nugtasi
uchun kamida binning ikkinchisini 0‘z ichiga olmaydigan atrofi mavjud
bo‘lsa, TOfazo yoki Kolmogorovfazosi deyiladi.

Agar bu ta’rifda har ikkala ixtiyoriy nugtalar birorta atrofga ega
bo‘lib, biri ikkinchisini o‘zida saglamasa, ma’lum bo‘ladiki, bunday
fazolar sinfi nisbatan tordir.

Bu fazolar sinfi 7j fazo yoki erishilgan, istilo gilingan yoki egallan-
gan fazo deb ataladi. Ta’rifdan ko‘rinadiki, ixtiyoriy ~ fazo X da ixtiyo-
riy bir nugtali to‘plam yopiq to‘plamdir va buning teskarisi ham o‘rinlidir.
Yana shuni isbot gilish mumkinki, agar x0 nugta birorta M to ‘plamning
limit nugtasi bo‘lsa, u holda x0 nugtaning ixtiyoriy atrofi M ning cheksiz
ko‘p turli nugtalarini o‘zida saglaydi.

Hagigatan ham, xO nugtaning shunday U atrofi topilsa vau M ning
X,, X2, X ,, chekli nugtalarini o‘zida saglasa, u holda X fazo A, bo‘l-
ganligi sababli Xt ning shunday U, atroflari topiladiki, ular x, nugta-
lardan boshqasini 0‘z ichiga olmaydi.
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Endi U=p)t/, to'plamni ko'raylik. M a’lum ki, U to‘plam XO
=

nuqtanlng atrofi bo‘ladi. Bu to‘plam M ning x 0 nugtadan boshqga
nuqtalarinio‘zida sagqlamaydi. Bundan ko'rinadiki, XOnuqta M ning limit

nuqgtasi emas. Bu ziddiyat ta’rifhing o ‘rinli ekanligini ko ‘rsatadi.

Kolm ogorov fazosiga misol sifatida bog‘lamli “qgo‘sh nuqgtani”
keltirish mumkin. Bu fazo erishilgan fazo bo‘la olmaydi. Kolmogorov
fazosiga trivial topologiyali ixtiyoriy fazolar ham kiradi.

252' misol. Haqigiy sonlar to‘plami R' ni olaylik. Bu haqiqiy

to‘g ‘ri chizigda topologiya bazasi sifatida aZXZ +o00 nurlami olamiz. Bu
ko‘rinishdagi nurlar bazaning shartlarini gqanoatlantiradi. Bunday baza R]

da topologiya tashkil giladi. Bu topologik RI fazo TOfazo aksiom asini

ganoatlantiradi, lekin TX fazo bo‘la olmaydi. Agar turli ikki x,,XZG R]

haqgigqiy sonlarni olsak, ravshanki, bir vagtda ikkinchisini o‘zida saqla-
maydigan x, va x 2 nuqtalarning birorta atrofi topilmaydi. Demak, bunday
topologiyali RI fazo Kolm ogorov fazosi bo ‘ladi.

253' ta1r|f Agar X topologik fazoning ixtiyoriy ikki har xil nuq-

tasi o‘zaro kesishmaydigan atroflarga ega bo ‘lsa, u T2fazo yoki XaUSdOI‘f
fazosl(yokiXausdorftopologiyalifazo) deyiladi.
M a ’lum ki, ixtiyoriy Xausdorf fazosi 7J fazo bo’ladi, lekin buning

teskarisi doimo ham o’rinli emas. Ta’'rifdan yana shuni anglash mumkinki,

fazoning Xausdorf fazosi bo“‘lishi nasliy xususiyatga ega, ya’'ni uning

ixtiyoriy fazoostisi ham Xausdorof fazosiniki bo “lishidir. Xausdorf
fazosining yana bir muhim xossasi — bu fazoda ixtiyoriy ketma-ketlikning
limiti yagona boMadi. xn ketm a-ketlik limitining ikki x1l va x2 nugtalari

bo lib, U' va Il ularning o‘zaro kesishmaydigan atroflari deylik. Ketm a-

ketlik limitining ta’rifiga ko ‘ra, bu atroflarning biri ketma-ketlikning
chekli elementlarini o‘zida saqlaydi. Bu ta’'rifhing shartiga ziddir.
lekin 12 fazOl

2.5.4- misol. To ‘g ‘ri chizigda [0,lI] kesmani olaylik. Bu to’plamda

A“hig to plam sifatida bo‘sh to’plam, [0,1] kesmaning o ‘zi va [O,I]
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kesmadan sanoglidan ko‘p bo‘lmagan nugtalarni chigarib tashlashdan hosil
bo‘lgan to‘plamlarni garaylik.

Agar hosil bo'lgan topologik fazoning ixtiyoriy ikki turli nugtalarini
olsak, bu nugtalar ikkinchisini o‘zida saglamaydigan atrofga egadir. BU
fazoning erishilgan Tx fazo ekanligini ko‘rsatadi. Lekin ikki ixtiyoriy har
xil nugtalar o‘zaro kesishmaydigan atroflarga ega emas. Bu fazoning
Xausdorf fazosi emasligidan darak beradi.

2.5.5-ta’rif. Agar X fazoning ixtiyoriy yopiq to‘plami A va
ixtiyoriy x®A nugtasi X fazoda shunday ochiq o‘zaro kesishmaydigan
atroflarga ega boMsa, X topologik fazo T} topologik fazo deyiladi,

Agar X topologik fazo X bir vaqtda ham 7] fazo, ham T3 fazolar
bo'lsa, u holda u regulyar fazo deyiladi. Bu ta’rifdan ko‘rinadiki, regulyar
fazo Xausdorf fazosi bo‘lar ekan. Lekin buning aksi doimo o‘rinli emas.

Regulyar fazolarga ixtiyoriy metrik fazolar misol bo‘ladi, xususiy
holda R" fazo ham regulyar fazodir.

2.5.6-misol. Aytaylik, X barcha haqgigiy sonlar to'plamidan iborat
bo‘lib, r topologiya atroflar natijasida aniglangan bo‘lsin. Bu topo-
logiyada nol nugtadan boshga barcha nugtalarning atrofi, to‘g‘ri chizigdagi
nugtaning interval ko‘rinishidagi atrofini olamiz. Nol nugtaning atrofi deb
uning to‘g‘ri chizigdagi interval ko‘rinishdagi atrofidan sonlar o‘gining

ti—;neW nugtalari chigarib tashlangan to‘plamlarini olamiz. Ya'ni,
n0)=(a,6)\|—ne N\ ixtiyoriy Oe (a,b)cR .

to‘plamni olsak, A to‘plam sonlar o‘gida

yopiq to‘plamlardir. Nol nuqta va A to‘plam bu yerda o‘zaro
kesishmaydigan atroflarga ega bo‘lmaydi. Ya’ni, shunday aniq atroflar
mavjud emas. Bu fazoning regulyar fazo emasligini ko'rsatadi. Lekin bu
fazoda ixtiyoriy ikki har xil nuqgta o‘zaro kesishmaydigan atroflarga ega.
Demak, bu topologik fazo Xausdorffazosi ekan.

Endi elementlari soni ikkitadan ortiq to‘plamlardagi trivial topo*™
logiyani ko‘rsak, bu fazolar T3 fazoga sodda misol bo‘la oladi, lekin ular

regulyar fazo emas, chunki bunday fazolar 7j fazo emasdir.
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Regulyar fazolarning xossalariga keladigan bo'lsak, fazoning regul-
: _ bu nasliy xarakterga ega, ya’ni regulyar fazolarning ixtiyoriy
famostisi ham regulyar bo‘ladi. Bundan xususiy holda kelib chigadiki,
t0j\yar fazolarning to‘g‘ri ko’paytmasi regulyar bo'lsa, uning har bir
lofpaytuvchisi regulyar bo‘ladi. Nihoyat, regulyar fazolar ixtiyoriy oila-
sining Tixonov ko‘paytmasi ham regulyar fazo bo‘ladi. Shuni aytish
tnumkinki, regulyar fazodagi faktor-topologiya doimo regulyar fazo
bo’lavermaydi.
2.5.7-ta’rif. Agar X topologik fazoning ikki A va B to‘plam-
ostilari uchun butun X fazoda aniglangan shunday hagqiqiy giymatli

uzluksiz fimksiya / :X —[0,1] mavjud bo‘lsa va u funksiya uchun barcha

yapli

Xe A, /(x)=0 va /(x) =1 barcha xe B shartlarni ganoatlantirsa, u
holda ular X da funksional ayri deyiladi (2.5.1 -rasm).

2.5.1-rasm
Ravshanki, A va V to‘plamlarning X fazoda funksional ayri
ekanligidan ulaming shu X fazoda ayri ekanligi kelib chigadi. Hagigatan

ham, agar A va V lar X fazoda funksional ayri bo‘lsa, U - /"'(

=V to‘plamlar A va V to'plamlarning o‘zaro Kkesish-

Aydigan atroflari bo’ladi.
Shuni ta’kidlash kerakki, shunday Xausdorf, golaversa, regulyar
ar borki, bu fazolarda juft ikki nugta funksional ayri emas. Bunga
a shunday regulyar fazolar mavjudki, bu fazolarda aniglangan
°nstant funksiyadan boshqa funksiya mavjud bo‘Imaydi.
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2.5.8- ta’rif. Agar fazoning ixtiyoriy 0 nugtasi va bu nugtani
saglamaydigan bo‘sh bo‘lmagan F yopiq to‘plam funksional ayri bo‘isa
X topologik fazo 32 fazo deyiladi.

Agar X topologik fazo bir vagtda ham Tt fazo, ham T32 fazo
bo‘lsa, uni Tixonov fazosi yoki to‘kis regulyar (butkul regulyar) fazo
deyiladi. Bu ta’rifdan ko‘rinadiki, Tixonov fazosi regulyar fazo boladi.

Har bir metrik fazo, xususiy holda Rn fazo ham, Tixonov fazosi
bo‘ladi.

Tixonov fazolarining xossalaridan biri - bu fazo ham nasliy xusu-
siyatga ega, ya’ni bu fazoning ixtiyoriy to‘plamostisi ham Tixonov fazosi
boMuishidir.

Shuni ta’kidlash mumkinki, har bir egallangan (marraviy), fazo to‘la
regulyar fazo bo‘lishi uchun ixtiyoriy x0e X nugtasi va uning ixtiyoriy
ochig atrofi U uchun/: X —[0,1], /(x0)=0, f{X\U) =1 shartlami
ganoatlantiruvchi shunday uzluksiz funksiyaning mavjud bo‘lishi zarur va
yetarlidir.

Topologik fazolaming muhim sinflaridan yana biri normal topologik
fazolardir.

2.5.9- ta’rif. Agar X fazoning ixtiyoriy ikki bo‘sh bo‘In
kesishmaydigan yopiq F] va F2 to‘plamlarining o‘zaro kesishmaydigan

va U(F2) ochiq atroflari mavjud bo‘lsa, X topologik fazo "4 fazo
deyiladi.

Agar X topologik fazo bir vagtda ham T,, ham TA fazo bo‘lsa,
bunday topologik fazolarga normal topologik fazolar deyiladi.

Ta’rifdan ma’lum boiadiki, normal topologik fazolar regulyar
va toia regulyar fazo bo‘ladi. Buning teskarisi o‘rinli votavermayai.
Tx fazolar sinfi ichidagi Ten fazolar sinfi T3 fazolar sinfi bilan T, fazolar

sinfi orasidagi oraliq sinfdir. Shu sababli belgilashlarda ham butkul
regulyar fazolar sinfi T32 bilan belgilanadi.

Yugoridagi topologik fazolarga o‘xshab, normal fazolar sinfi nasliy
Xususiyatga ega emas, ya’ni bu fazolarning ixtiyoriy to ‘plamostisi norm a1
fazo boTavermaydi. Normal fazolar sinfida uzluksiz akslantirishlarning bir
oilasi mavjud bo‘lib, bu uzluksiz akslantirishlar o‘lcham nazariyasi va
topologiyaning boshqga deyarli barcha jabhalarida figuralaming geom etrix
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atari bilan bog‘lig muammolarida va funksiyalarni davomlashtirish
Masalalarini yechishda, fazoning gomologik o'lchamini aniglashda muhim
~Namiyatga ega. Bu masalaning asosini Urison teoremasi (Urison lemmasi)

tashkil qiladi— i i . i
2.5.10-urison lemmasi. IXtiyoriy normal X fazoning o‘zaro kesish-

maydigan yopiq A va B to'plamlari uchun shunday uzluksiz /:2f-»[0,I]
funksiya mavjudki, uning uchun f/ A=0,f/B=1 va har bir xs X uchun

shartlar O‘I‘Inlldlr
Isbot. X normal fazo, A va B lar uning ixtiyoriy yopiq to‘plam-

ostitari V& AcvB =0 bo‘lsin. Har bir r= kK=0,1,..,2" ratsional
songa Shunday G(r) ochiq to‘plamni mos go‘yamizki, u quyidagi shart-
larni qanoatlantirsin:

D AcG(0),X\B =G(I);

2) agar rZr boisa, G (r)cG (r).

Yuqoridagi shartlarni ganoatlantiruvchi ochiq to‘plamlar sistemasini
N korsatkichga Nisbatan induksiya metodi bilan ko‘ramiz.

n=0 boisin. Bu holda, X fazo normal bo‘lganligi tufayli A va B
laming U(A) va U(B) kesishmaydigan ochiq atroflari mavjud bo‘ladi.

Ulami G(0)~U(A) va G(\) =X\B qilib belgilaymiz.

k=n-\ uchun G(r) ochiqg to‘plamlar sistemasi qurilgan bo'lsin.

Endi n uchun G(f to‘plamni qurishimiz kerak. 2m!2n=m/2n*
boiganligi sababli G() to‘plamni r=k/2" n - tog son uchun ko‘ri-
shimiz yetarli bo‘ladi. Aytaylik, k=2m+\ bo‘lsin, u holda
IN+1)/2" = (m+1)/2n'1, {k-\)/2n=w/2'11 va induksiya shartiga ko‘ra,
G(k-1/2")cG(A: +1/2") ifodaga egamiz. Ravshanki, G(k-1/2"),
X-G (k +\/2n) lar yopiq va kesishmaydi. X fazoning normalligi tufayli
G(k~1/2") ning ochiq atrofi mavjudki, bu ochiq to‘plam X -G {k +\/2n)
n'ng ochiq atrofi bilan kesishmaydi. V ~G(k/2n) belgilashni kiritamiz.

~nigki, G(k-\/2n)oG(k/2n), G(k!2n)<zG{k+1/2s) lar o'rinli, shu
'lan induksiya tugaydi.
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G() to‘plamlaming aniglanish sohasini quyidagicha kengaytiramiz:
[B, agar r>0) b
[AY, agar r<1

G(r)= 0‘lsa.

Endi (p:X ->[0,1] funksiyani quyidagicha aniglaymiz: agar xe G(0)
bo‘lsa (p(x) =0, va <p(X)=supp{r:xe G(r)X-G(r)}. Bu < funksiya-
ning uzluksizligini ko‘rsatishimiz kerak. Shunga erishish magsadida
ixtiyoriy x0e X nugta va N> 0 uchun x0 nugtaning shunday ON*

atrofmi ko‘ramizki, u uchun |*(x0)-<p(x)|<-"-, xe ON(x0) o‘rinli bowmsin.
Aytaylik, rOson k12" ko'rinishda bo‘lib, p(x0)<r0<”(x0)+j*JV +1 (1)
shartni ganoatlantirsin. Belgilaymiz:  UN(x0) = G(rO\G(rO- Bu

holda x0eG,,(x0), chunki rO<tp(x0) va rO-y~N+ I<<p(x0). Agar
xe UN(x0) bo‘lsa, u holda xeG(r0). Shu sababli <p(x)<r0O. Bundan

tashgari, xe X - G (r0- A)c X - G(r0- A), shu sababli

r0-"A<?>(x).Demak, 0- j/)N <(p(x)<r0.
(1) va (2) lami solishtirsak, quyidagi natijaga ega bo‘lamiz:
[*(x0) - p(x)| <j/~*N,xe t/,,(x0)
Bu (p ning uzluksizligini ko‘rsatadi. Funksiyaning qurilishiga ko‘ra,

<Pas va 0 <9?(x)<lI.
Bunday qurilgan funksiya Urison funksiyasi deyiladi. Urisonning bu

lemmasi quyidagiga ekvivalentdir.
Normal X fazoning ixtiyoriy kesishmaydigin va bo‘sh boumagan

A va B yopiq to‘plamlari uchun shunday <oe(x) uzluksiz funksiya mav-

jud bo‘ladiki, u quyidagi shartni ganoatlantiradi: dm,(x)\n=a;<pas(x"s=p’

a<(pae(x)<e ,xe X .Buyerda a,b (a<b) ixtiyoriy haqigiy sonlardir.
Hagigatan ham, agar <ae(x) Urison funksiyasi bo‘lsa, u holda

(pas(x)-{e-a)<p{x) + a izlangan funksiya bo‘ladi.
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2.5.11-teorema. Normal X fazoning ixtiyoriy yopiq A to‘plamida
berilgan ixtiyoriy chegaralangan 9:A”>R uzluksiz funksiya uchun shun-

day ®-X -* R u2'1t* '2 funksiya mavjudki, uning uchun quyidagi o‘rinli:

M\ s(pva supp{<zZ>(x).xe XI*suppjrCxXxe A}.

[shot. lzlanayotgan uzluksiz F[) funksiyani funksiyalar ketma-
ketligining limiti ko‘rinishida quramiz.
Avytaylik:

W®=(p va a0=supp{jp(x)|:xe A} AO=|x:p0(x)<--"j,

BOx\<pQx)>ay/

bo‘lsin

Ma’lumki, A, va BO to‘plamlar yopiq va o‘zaro kesishmaydi.
Urison lemmasiga ko‘ra, shunday uzluksiz funksiya g0:X -» J1 mavjudki,
u quyidagi shartlarni ganoatlantiradi:

/ ~a°/ agar, xe AO bo'lsa)
% va / >

1 /b aSar’ xe Bo bolsaj
Endi A to‘plamda < funksiyani <p,(x) = 90(x) - g0(x)
ko‘rinishda aniglaymiz. U holda (x funksiya uzluksiz va
a, =supp( (ac)|:xe Aj< —a0 o'rinli. Shunga o‘xshab, quyidagicha
belgilashlar kiritamiz:
| 4=|x:<p,(X)<--"), A =|*:</=>,(X)<y]j.
Endi yana Urison funksiyasi g, ni olamiz, u quyidagi shartlarni

ganoatlantiradi:

| : / agar xe A bo"lsa}

« C WU n >
, agar xe 5, bo"lsalj
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A to‘plamda €2(x), funksiyani <2(x) =9,(x)-g,(x) ko‘rinishda
2
ko‘ramiz va az- sup(zl){|02(x)|:xe A}< —a, deb olamiz. Shu yo‘sinda

A to‘plamda uzluksiz bo‘lgan flmksiyalarning ¢0= g <2\ ..., (M,.._

ketma-ketligi va X da uzluksiz ga; g,; 92; ..., 0., ... funksiyalar ketma-
ketligiga ega bo‘lib, ular quyidagi shartni ganoatlantiradi:
, . a 2
B ()=2> (*)-&,(*)> -3

Buyerda an=spfln(x)|:xe A) n=0,1,2,..., bundan |[</>,X)<(-)",00

2 d (0)
An(x)|< larga ega bo‘lamiz. Oxirgi tengsizliklardan * g n(X
I*n(x)| g g 192 eg gi teng 7 Qq (x)
gator X da birorta uzluksiz funksiyaga absolyut va tekis yaginlashuvchi

bo‘ladi. Bu yig‘indini ®(x)="",(x) bilan belgilaymiz va quyidagi

baholashga ega bo‘lamiz: |d>(x)|<’r\F0(§)*§ =a0. Endi xe A bo‘lsin, u

holda £n(x)=g0(x) +...+ g,,(x) gismiy yig‘indi (H{x) funksiyalarning
qurilishiga ko‘ra (pPQ(x)-<pn(x) ga teng. Lekin i(x) =0, u holda har bir
x€ A uchun ®(x) =x) =t (x). Demak, ®(x) izlangan funksiya ekan.

2.5.12-natija. Normal X fazo ning ixtiyoriy yopiq A to‘plam-
ostisida berilgan har bir uzluksiz <p\A-xI akslantirishni @®:X-*1n
akslantirishgacha uzluksiz davomlashtirish mumkin.

2.6-8. Sanogli baza. Separabel fazolar

Ma’lum bir muammolami yechishda topologik fazo bazasi va
topologik fazo ayrim to'plamostilariga turli shartlar qo‘yiladi. suning
natijasida topologik fazolar sinfi kichrayib, torayib boradi. sa-i
matematik masalalarda separabel fazo, sanoqli bazaga ega bo‘lgan fazolar
uchraydi. Shu sababli bu fazolar va ularning TO; 7\; T2; T3; TiT*

fazolari orasidagi bog‘ligliklami ko‘rib chigamiz.
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2.6.1- ta’rif. Agar A=X bo'lsa, X topologik fazoning AczX
to‘plamostisi X fazoda mutloqg zich deyiladi, ya’ni A to‘plamning tegish
nugtalari butun X fazodan iborat. Agar A to‘plam uchun intA =0 teng-
lik o‘rinli bo‘lsa, A to‘plam hech gayerda zich (albatta, X ning) bo*-
loimaydi. Boshgacha aytganda, hech gayerda zich bo'lmagan to‘plamlar
hech ganday ochiqg to‘plamda zich emasdir. Hech gayerda zich bo'Imagan
to’plamlarga tekislikdagi ixtiyoriy to‘g‘ri chiziq, ixtiyoriy ikkinchi tartibli
chiziglar va ixtiyoriy algebraik chiziglar kiradi. Mutlog zich to'plamlarga
sonlar to‘g‘ri chizig‘ida ratsional, irratsional sonlar to‘plami kiradi. R"
fazoda esa mutlog zich to'plamga hamma koordinatalari ratsional sondan
iborat bo‘lgan to‘plam kiradi. Shuni ta’kidlash kerakki, agar A to‘plam X
da mutlog zich bo'lsa, u holda A to‘plam albatta X ning barcha
yakkalangan nugtalarini o‘zida saglaydi. Agar X topologik fazo diskret
fazo bo‘lsa, uning yagona mutloq zich to‘plami fazoning o‘zidan iborat
bo‘ladi.

2.6.2- ta’rif. Agar fazoda sanogli va mutlog zich to‘plam mavjud
bo‘lsa, u separabel fazo deyiladi.

Separabel fazolarga muhim misol sifatida Rn va C[a,/>] fazolarni

keltirish mumkin. Rn fazoda barcha ratsional koordinatalarga ega bo‘lgan
nugtalar to‘plami, C[a,6] fazoda esa, ratsional koeffitsiyentli ko‘phadlar

sanogli va mutlog zich to‘plamlardir.
Separabel bo‘lmagan fazoga ixtiyoriy sanogli bo'Imagan to'plam-
dagi diskret fazo misol bo'ladi.
2.6.3- misol. Ber fazosi. Natural sonlardan tashkil topgan

£={nl,n2...nm..}, n,e N ketma-ketliklar to‘plamini M bilan belgi-
laymiz, ya’ni M=(n”,n2..nt,..)njeN} M to‘plamda p
metrikani quyidagicha aniglaymiz. Har bir M uchun p(*,") =0
deymiz. Ixtiyoriy har xil elementlar uchun p(*,r/)- bu yerda

A ~(ni,n2...,nk,...)e M, ij=(ml,m2...,mk,...)e M, A - koordinatalar
teng ~Imaydigan Tk ®nk eng kichik indeksdir. Tekshirib ko‘rish
Aumkinki, (M,p) metrik fazodir. Bu metrik fazo Ber fazosi deyiladi.

bu "azo seParabel fazoga trivia! bo'lmagan misoldir. Endi
to plamda sanogli va mutloq zich to'plamostini quyidagicha tuzamiz.
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Ixtiyoriy Ke N son uchun Bk={(n,,n2,...,\,\ne g
(nl,n2,...,nk,\,1,...)e M, nt- ixtiyoriy natural sow} ni olaylik
Ma’lumki, Bk to‘plam ixtiyoriy fce N uchun sanogli to’plam bo'ladi.

Endi B to‘plam sifatida Bk laming birlashmasini olamiz.

B=lkJBk. B to‘plam sanoqli sondagi sanogli to‘plamlarning birlash-

k
masi bo’lganligi sababli sanogli to‘plamdir. B to‘plam (M.p) Ber fazo-

sida mutlog zich to*plamdir. Hagigatan ham, agar ~ = (ml,m2...,mk ...)g 4
ixtiyoriy nugta bo‘lsa, £()=(mxm2,....... ,mk,1,1,..) qatorlar ketma-
ketligi £ nuqgtaga (M,p) fazoda yaginlashadi. Bu yerda £ (i)e Bk.

Ma’lumki, p{£,,’\k))<& 1 o‘rinlidir. Bundan ko‘rinadiki, M
+

to‘plamning ixtiyoriy nugtasi B to‘plam uchun teginish nugtasi ekan.

Demak, B=M .
Biz topologiya bazasi tushunchasi bilan oldinroq tanishgan edik.

Bundan tashqari, yana bir muhim tushuncha — nugtaning atroflari
sistemasining bazasi tushunchasi ham mavjud.
2.6.4- ta’rif. X topologik fazodagi * nuqtaning atroflari

S(x) ={F(x)} boiib, agar x nugtaning ixtiyoriy atrofida bu oilaning
birorta dementi yotsa, u holda bu oila x nuqtaning atroflari sistemasining
bazasi deyiladi.

Ma’lumki, nugtaning barcha ochiq atroflari oilasi shu nugtaning
atroflari sistemasining bazasi bo’ladi.

2.6.5- misol. Ixtiyoriy (X,p) metrik fazo berilgan bo’lsin. Ixtiyoriy

xe X nugta uchun =| K(jc)=£>,/(*)] to’plamlar oilasini olaylik

bu yerda Dy(x) = e X :p{x,y) < | X nuqtaning sharsimon

(doirasimon) atrofi deyiladi. B(X) sistema x nugtaning atroflari sis-
temasining bazasi bo’ladi. Hagigatan ham, x ning ixtiyoriy atrofiga shu
nugtaning sharsimon atrofini joylash yoki ichiga chizish mumkin, x
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nugtaning ixtiyoriy sharsimon atrofi Dc(x) uchun esa, shunday £>—, «

sonni topish mumkinki, u son uchun ‘K(x)cz Dn(x) o'rinli bo'ladi.

Derrtak, B(X) oila x nugtaning atroflari sistemasining bazasi ekan.

2.6.6- misol. Agar X topologik fazoning ixtiyoriy nugtasining
atroflar sistemasi sanogli bazaga ega bo'lsa, ya’ni sanoglidan Kkatta
bodmagan atroflar bazasiga ega bo‘lsa, birinchi sanoglilik aksiomasini
ganoatlantiradi, deb hisoblanadi.

Yuqorida keltirilgan misoldan va ta’rifdan ko'rinadiki, ixtiyoriy
metrik fazo birinchi sanoqglilik aksiomasini ganoatlantirar ekan.

2.6.7- misol. Ixtiyoriy sanogsiz X to‘plamdagi diskret topologiyani
olaylik. Hagigatan ham, ixtiyoriy xe X ni olsak, uning atroflari siste-
masining bazasi sifatida biror V ={x) atrofni olsa bo'ladi. Demak, ixti-
yoriy diskret topologiyali sanogsiz fazo birinchi sanoqglilik aksiomasini
ganoatlantiradi. Bundan shunday xulosaga kelishimiz mumkinki, har bir
diskret va antidiskret fazolar birinchi sanoglilik aksiomasini ganoatlan-
tiradi.

2.6.8- ta’rif. Agar r (X,r) topologiyasi sanogli bazaga ega bo'lsa, u
holda u topologik fazoning ikkinchi sanoglilik aksiomasini ganoatlan-
tiradi, deyiladi.

Ta’rifdan ko'rinadiki, Rn fazo ikkinchi sanoglilik aksiomasini gano-
atlantiradi.

2.6.9- teorema. Ikkinchi sanoglilik aksiomasini ganoatlantiruvchi
fazo separabel fazodir.

Isbot. X topologik fazo va B ={Vk :ke A} uning sanoqgli bazasi
(r topologiyaning) bo'lsin. Har bir Vhe B to'plamdan bittadan ane \h
element tanlab olamiz va ulardan A ={a{;a2,.....} to'plamni tuzamiz.
A=X, ya’ni A to'plam X da mutlog zich. Ma’lumki, A=A'uA
tenglik O‘rinli. Shu sababli X \A ning ixtiyoriy nugtasi A to'plam uchun
limit nugta ekanligi yetarlidir. Ixtiyoriy xe X \'A nugtani olaylik va U(x)
unmg birorta atrofi bo'lsin. V sistemaning baza ekanligidan shunday

B to'plam topiladiki, uning uchun xe Vk va \kcl/(r). Shu sababli
ak6 U(x) va ak * x, binobarin, xe Al.
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Yugorida keltirilgan 2.6.7-misoldan ko‘rinadiki, buning aksi o‘rinlj
emas. Ya’ni separabel fazolar ikkinchi sanoglilik aksiomasini ganoat-
lantirmaydi. Lekin metrik fazolar uchunteskari jumla ham o ‘rinlidir.

2.6.10-teorema. Ixtiyoriy separabel metrik fazolar ikkinchi sanog-
lilik aksiomasini ganoatlantiradi.

Isbot Faraz gilaylik, A=|al,a2,...,an...| sanogli to‘plam X fah
mutlog zich to‘plam bo‘lsin. X fazo bazasi sifatida quyidagi ochiq

to"plamlar jamlanmasini olamiz: B =

jamlanma X fazo bazasini tashkil etadi. Hagigatan ham, X ning sepa-
rabel ekanligidan ixtiyoriy xe X nugta va yetarlicha kichik e >0 son

uchun shunday ane A topiladiki, u uchun ane Dc/(x) o‘rinli. Bundan
/3
tashgari, shunday k nomer topiladiki, xe Vnkcz Dc(x) (K ni

shartni ganoatlantiradigan qilib olish yetarli).

X fazodagi ixtiyoriy ochig to‘plam ochiq sharlar birlashmasidan
iboratdir. Har bir ochiq shar esa, V ning Wk to‘plamlari birlashmasidir.

Demak, V jamlanma sanoqli baza ekan.

Quyidagi ikki teoremani isbotsiz keltiramiz.

2.6.11- teorema. (Tixonov) Ixtiyoriy sanogli bazaga ega b
regulyar fazo normaldir.

2.6.12- teorema. Ixtiyoriy metrik fazo normaldir.

Topologik fazoda birinchi va ikkinchi sanoglilik aksiomalari Kiri-
tilgandan keyin bu tushunchalar bilan bevosita bog'liq fazoning salmog'i
va fazoning zichligi tushunchalari ham ko‘p foydalaniladi.

2.6.13- ta’rif. X topologik fazoda mutloq zich to‘plamlarnin
kichik quvvatlisi uning zichligi deyiladi va d(X) ko‘rinishida belgilanadi.

Ta’rifga ko‘ra, d(X) =min||"| :A=xj-, bu yerda \a\ bilan to‘plam

quwati (kardinal son) belgilanadi.
Demak, X topologik fazo separabel bo‘lsa, u holda uning zichligi

%0 ga teng ekan. Ya’ni, uning zichligi sanogli to‘plam quwatiga tengdir.
Diskret topologik fazolar uchun esa, d{X)=\x\ o‘rinli ekan. Ixtiyoriy
topologik fazo uchun esa, d(X)<\x\ tengsizlikdoimo o‘rinlidir.
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2.6.13- ta’rif. X topologik fazo bazalarining eng kichik quwati X
topologik fazoning salmog‘i deyiladi va w(Ar) = min{[fi|:.8} jamlanma X

ning bazasi deb belgilanadi.
Diskret topologik fazolar uchun uning salmog‘i fazoning quwatiga

teng bo‘lar ekan. Ya’ni, w(A)=|x|. Boshga hollarda W (X)<\X\ teng-
sizlik doimo o‘rinlidir.
Quyidagi teoremani isbotsiz keltiramiz.
2.6.14- teorema. Metrik fazolarda d(X) - w{X) tenglik o‘rinlidir.

Xususiy holda separabel metrik fazo uchun w(A)<KO0 o‘rinlidir.

2.7-8. Kompakt va bikompakt fazolar

Bu paragrafda topologik fazolar sinfining eng muhim gismlaridan
biri bikompakt va kompakt fazolar o°‘rganiladi. Bu sinf gqoplamalar tilida
bayon gilinsa-da, abstrakt, lekin qulay xossalarga ega. Bikompakt fazolar
softopologik fazolaming asosiy tushunchalaridan biri hisoblanadi.

2.7.1- ta’rif. (X,t) topologik fazo va U~{Ua:Uacl,ae A}
to'plamlar sistemasi berilgan bo‘lsin. Agar X =U{Ua:ae A} orinli
boMsa, Usistema X ning qoplamasi deyiladi. Agar goplamaning
elementlari ochiq to‘plamlar bo‘lsa, u qoplama ochiq goplama deyiladi.

2.7.2- ta’rif. Agar topologik fazoning ixtiyoriy ochiq goplamasidan
(goplama elementlari ochiq to‘plamlar), chekli goplamaosti ajratib olish
mumkin bo‘lsa, bu topologik fazo bikompakt deyiladi.

Xausdorf bikompakt fazolar sinfi bikompaktdir.

Bu ta’rifdan ko‘rinadiki, ixtiyoriy trivial topologik fazo bikompakt
fazo ekan. Ixtiyoriy diskret fazo bikompakt fazo bo‘lishi uchun uning
elementlari chekli bo'lishi zarur va yetarlidir.

2.7.3- misol. Zarisskiy topologiyasi Kiritilgan ixtiyoriy cheksiz X
to‘plamni olaylik. Bu topologik fazo, ta’kidlandiki, Xausdorf fazosi emas.

Lekin bu fazo bikompakt fazo bo‘ladi. Hagigatan ham, X fazoning
xtiyoriy S ={Ua :a g Aj ochiq goplamasini olaylik. Bu topologik fazo
Xususiyatiga ixtiyoriy ae A uchun Ua to‘plamlar cheksiz to ‘plamlardir.
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Shu sababli shunday aQ: A olamizki, U ®X va X - U =p
to'plam chekli to‘plamdan iborat. Aytaylik, Fao ={ac,nc2, bo‘Isin,

buyerda x, &X, i=1n S jamlanma goplama bo‘lganligi sababli shunday
Ua ,Uai,....,Ua lar X fazoning chekli qoplamasi bo‘ladi. Demak, bu

fazo bikompakt fazo ekan.

2.7.4- ta’rif. Agar topologik fazoning ixtiyoriy sanogli ochi
lamasidan chekli qoplamaostini ajratish mumkin bo‘lsa, bu topologik fazo
sanogli-kompaktli fazo deyiladi.

Sanogli-kompaktli fazoning quyidagi tavsifmi isbotsiz keltiramiz.

2.7.5- teorema. Topologik T} fazo sanogli-kompaktli bo‘lishi
uning ixtiyoriy cheksiz to‘plamostisi limit nugtaga ega bo‘lishi zarur va
yetarlidir.

2.7.6- ta’rif. Agar topologik fazoning ixtiyoriy qoplamasidan

goplamaosti ajratib olish mumkin bo‘lsa, bunday topologik fazo final-
kompaktli deyiladi.

Bundan ko‘rinadiki, bikompaktlilik ikkita sanogli-kompaktlilik
hamda final- kompaktliliklaming mantigiy birlashmalaridan iborat ekan.
Bikompaktlilik atamasi ham shundan kelib chiggan.

Shuni ta’kidlashimiz mumkinki, fazoostining nasliy xossaga ega
boTish xususiyati sanogli-kompaktlik, final-kompaktlik va bikompakt-
lilikning yopiq to‘plamostilarida o‘rinli bo‘ladi. Quyidagi teoremani
isbotsiz keltiramiz.

2.7.7- teorema. Regulyar va final-kompaktli fazo normaldir.

2.7.8- teorema. Ixtiyoriy bikompakt normaldir.

Isbot 2.7.7-teoremaga asosan, ixtiyoriy bikompaktning regulyar
ekanligini ko‘rsatish yetarlidir. Ixtiyoriy xe X va Fc¢ X yopiq

to‘plamni olamiz, bu yerda x=F. U holda ixtiyoriy ye F nugta uchun x
va y nugtalarning Ox(y),Ov o‘zaro kesishmaydigan atroflari mavjud. Bu

yerda [Fr\Oy:y&F| jamlanma F to‘plamning qoplamasini tashkil
giladi. Ta’kidlaganimizga koTa, bikompaktlilik yopiq to‘plamlarda
nasliy bo‘lganligi sababli, | F n Oy :ye F } qoplamadan chekli

[f n ... ,F nO yn} qoplamaosti ajratib olish mumkin. Endl
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Ox=MNO0x(y,) va OF=UOv larni olamiz. Bu to‘plamlar X =
J X '4 t=1
7frU nugtava F to‘plamning o‘zaro kesishmaydigan atroflari boiadi.

Quyidagi ikki teoremani isbotsiz keltiramiz.

2.7.9- teorema. Ixtiyoriy sanogli-kompaktli metrik fazo sanoqli
bazaga ega.

2.7.10- teorema. Ixtiyoriy sanogli-kompaktli metrik fazo bikom-
paktdir.

Bu ikki teorema va yuqorida keltirilganlardan ko‘rinadiki, metrik
fazolarda sanoqli-kompaktlik va bikompaktlik bir xil ekan. Shu sababli
bundan keyin metrik bikompaktlilikni kompakt deb ataymiz.

2.7.11- teorema. Sonlar to‘g‘ri chizigi RI da ixtiyoriy
kompaktdir.

Isbot. To‘g‘ri chizig RI da [0,I]] kesmani olaylik va [0,I] ning
ixtiyoriy S ={Ua:ae Aj ochig qoplamasi bo‘lsin, bu yerda ixtiyoriy
ae A uchun Uaa R, Ua - ochiq to‘plamlardir. Endi bu S qgoplamaning
chekli goplamaostisi mavjudligini ko‘rsatamiz, agar S sistemaning yopiq
[O,00] kesmani goplovchi chekli sistemaostisi mavjud bo‘lsa Bu holda
[0,1] kesmaning x0e m nugtasini belgilangan deymiz. Barcha belgi-

langan nugtalar to‘plamini M bilan belgilaymiz.
Ma’lumki, x=0 nuqgta belgilangan nugtadir, ya’ni OgM . Bu
yerda M £6 . Endi 7 =supM nugtani olaylik. 7 nugtaning belgilangan

ekanligini ko‘rsatamiz, ya’ni rje M . Agar tig U bo‘lsa, u holda Ua

ning ochiq to‘plam ekanligi tufayli shunday £e M topiladiki, u uchun

va [£,77] kesma butunlay U da yotadi. £ nuqgtaning belgi-

langan ekanligidan S sistemaning shunday chekli Ua®£/a,....,Ua gism

s'stemasi topiladiki, bu gism sistema [0,£] kesmani qoplaydi. Shu sababli
....qism sistema [0,77] ni qoplaydi. Dernak, tjg J .

Endi biz 7 ning [0,1] kesma ikkinchi uchi bilan ustma-ust

Echini ko‘rsatishimiz kerak. Faraz qilaylik, 7~ :. v holda Ua
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to"plaming ochiq ekanligidan shunday 77 e (7/,1) topiladiki, uning uchun
[;”7|<:£/Oo Bindbarin, gism sistema Uao,Uai, - -,Ua_ elementlari bir-

lashmesi [Mni qoplaydi. Bundan ffe m . Bu ex, 7/:supM ga ziddir.

2.7.12- teorema. Bikompakt fazolaming uzluksiz dorazi bik
Tazodir.

Isbot. f X —»Y wzluksiz akslantirish berilgan bo “kin. Bu yerda X
bikompakt fazo va Y ixtiyoriy faro. T={Vl :ieJ} sistem Y tgolagik
fazoning xtayorty ochiq goplamasi bo“kin / aslantirisming uzluk-
sizligiga kora, £ =[£/, =f~'(V,):ie j] sistela X bikompakt fazoning
ochig gqoplamesini tadkil qiladi. X ning bikompakt ekanligiden 5
goplama dekli S qism goplamani 0z ichida saglaydi. S goplamaga
kiruvchi barcha ochiq toplamlaming dorazi dekli gism goplama tagiil
giledi. Bu qoplamani T billen belgilaymiz. T goplama T goplamaning
qism qoplaresidir. Demak, Y Tazo bikompakt fazo ekan.

2.7.13- misol. Agar X birorta bikompakt Y fazoning faktor
bo“ksa, u holda X bikompakt fazo bo “kxi.

Hagigatan ham, X fazo Y ning uzluksiz proeksiyasidan iboat
bo “kxdli. Demak, X bikompakt fazo ekan.

2.7.14- misol. X topologik fazo sifatica R' t0g T chizigni ¢
Bu fazoning {C Z/B:ne N} qoplamasidan dhekli goplamani ajratib bok
maydi. Shu sabebli R " fazo kompakt fazo emas. Quyidagi ik teoremani

isotsiz keltiraniz.
2.7.15- teorema. R" Tazoning ixtiyorily yopiq va chegars
toplanostisi konpaktdir.
2.7.16- teorema. Kompakt fazolaming ixtiyoriy sistamesi [ Xa |
ningTixonov ko ‘paytmasi ]~[Xa= X bikampaktdir.
ctc A
2.7.17- misol.

a)Sn- sfaa; I =S' xS' x,.x S| - to;

b) RPn - proektiv fazo;

d) S"/up - linafazsi;

e r =[O0, IX]0, I]x- - - X[0,1] -kub;

) M 2 -Miyobius varag“ibiokompakt fezolardir.
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Hagigatan ham, S" - sfra, T”- tr, r - kb, M1 - Miyobius

arag'i yopiq va chegaralangan boMganligi uchun kompaktdir. RP” pro-
ektiv fazo esa’ n'n8 syurektiv obrazi bo‘lgani uchun bikompaktdir.
ginza fazosi S"/up ham s" ning faktor fazosi boMganligi tufayli bikom-

paktdir.
2.8-8. Lokal kompakt va parakompakt fazolar

Topologiyada lokal kompakt va parakompakt fazolar alohida o‘rin
egallaydi. chunki, KO‘pgina metrik fazolar, metrik bo‘lmagan yaxshi
xossalarga ega DO‘lgan fazolar parakompakt yoki lokal kompakt fazolardir.

2.8.1- ta’rif. Agar har bir xe X nuqtaning shunday atrofi topilsa va
u 8 qoplamaning dekli sondagi elementlari bilan kesishsa, X topologik
fazoning 8 Coplamasi ldal dedli deyiladi-

Agar qoplama elementlari ochiq to ‘plamlardan iborat bo‘lsa, bunday
goplamalarga ochig goplama deyiladi.

2.8.2- ta’rif. Agar 8 ning har bir elementi S' ning birorta elemen-
tida saglansa, fazoning 8 qoplamasi S' qoplamasiga idki chizilgan
hisoblanadi. Yahi, ixtiyorty UeS uchun shunday U 'esS e mavjudki,

Uc i/ .Agar 8 qoplama S' ga dhizilggnbo“ks, 8 >8" ko “rinishda bel-
gilanadi.

2.8.3- ta’rif. Agar X +topologik fazoning ixtiyoriy ochiq gopla-
mesiga ldal dekli idki goplama chizish mumkin boisa, u holda
X fazoga parakompakt deyilladi.

2.8.4- misol. X = Rx fazo parakampaktdir. Hagigatan ham, aytaylik,
{Vva:ae A] sistema R' ning ochiq qoplamasi bo‘lkin. Biz R' ni

p[«,n+l] koTinishida ifodalashimiz mumkin. Har bir [n,n+\\
kesteni biraz internal (@ -s ,n+1+£) ga kengaytiramiz. Endi
+ 1+ A sistemni olsk, bu sistem [u,n+1]

enaning qoplamasini  tadkil qiledi. [m,u=10] kesma kompakt
k® Iglig” uchun bu goplamadan dekli v, v ™,..._, k" qoplama gjratib
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olish mumkin. Bunday dgoplamalaming n bo%icha birladmesi RI
Idal dekli goplamasi bo“ledi va bu qoplama [Ua :ae A} qoplamaga
chizilgadir.

2.8.4- ta’'rif. Agar x topologik fazoning har bir oe 6 n
yopig“ining bikompakt bo “ladigan atrofi mavjud bo"lsa, bunday fazolarga
ld<al bikompakt fazo deyiledi.-

Lokal bikompakt fazolarga Rn fazoni ko‘rsatishc%miz mumkin.

2.8.5- teorema. X Idal bikompakt fazo, X =[JCn va Sn bikom

A=1
pakt boisa, u holda X parakampaktdir.
IsboL X Tazoyugoridagi sartdami garoatlantirsin.

Awal matematik induksiya wuli bilan X ni [J Un= X,
ml

UnczUn+,Un bikompakt, Un ochig toplam ko Tinishich ifodalashimiz
mumkin. Yahi, X fazo icdhma-ich joylashgan ochiq toplamlaming
birlashmesi bo “lib, oldingisiningyopig“i bikorpaktdir.

uo=9 niolamiz. £, ochiqg toplam deb S} bikompaktning yopig“i
bikompakt bo“ladigan atrofmi olamiz. Yahi, <9O(C,)n C,, oCx bikom-
pakt [/, =0(CX fTazoningbikompakti boiganligi tufayli bu sartlar doimo
o"rinli bo “kk.

Endi und ochiq toplam sifatida U,, u C t bikompaktning shun-
day ochiq atrofi 0 (U nu Cw]) ni olamizki, Q(Unu Cn+]) bikompakt

@® — -

bo"Isin. Demak, X -\~ U n\ UnaU n+, Un- bikanpakt, un- ochiq
M

toplanlardir.

Bizga [va:aeM] ixtiyorly ochiq qoplama berilgen bo‘Hn

Quyidagi  belgilashlami  Kkiritamizz Dn= U n\U nH bikompakt
U,+i\uni ochig toplan Dn ning atrofi bo“la oledi. Bu holda

|Wan:ae (Un+I\Un_2aeM)j sistera Dn bikompaktning

ochiq qoplamasi bo“kdi. Bu qoplamadan \w~:ae M j dekli qgigil
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ajratib olamiz. Bu jarayonni barcha n uchun takorlask, reti-

, K
fazoning sanogli (J{W “} ochiq goplamasiga ega boMamiz. Bu

a=1 m=1
qoplama qurilishigakoTa, {wa ae M) qoplamaga chizilgan goplamedir.
Endi bu goplamaning ldal chekli eanligini ko Tsatamiz. d0e 0 nugta
X ning ixtiyoriy nugtasi bo“lsin va no=min{n:xe Un) . Ma lurki
, u holda x ning shunday O(x) atofi topillediki, u uchun
O(x)cU va O(x)Munuw2=0 laroTinli bo“kxi. Demak, 0(x) toplam
chekli sondagi w* toPplanlar bilan kesishedi, bu yerda 1l<m<Pk,
- 2<k<n0+l. Bunday toplamlar qoplamaning qurilishiga ko‘ra

cheklidir.
2.8.6- natija. Agar lIdal bikompakt fazo sanogli bazaga ega bo“ksa, u
holda u parakompaktdir .

Isbot. Hagigatan ham, agar X fazo Idal bikompakt bo“ks, u holda
bu fazo sanogli bezali bo“lgnligi sabebli shunday ochiq toplamlar
sistemasi mavjudki, u sanogli baza bo“kdi, Ucochiq toplamlar va

Uc bikarpektdir. Sanogli bazadan har bir 1le ni o<Zzida saglagan
eleretlarini olsk, N saogli sistemaga ega bo “lamiz va ixtaiyoriy i
uchun V/ bikompaktdir. U holda X =\WVic oTmli. X ning
parakompaktligi esa, oldingi teoremadan chicedi.

Quyidagi teoremani isotsiz keltiramiz.

2.8.7- teorema. Har ganday metrik fazo parakompaktdir.

2.9-8. Lokal bikompakt fazolarning Aleksandrov kengaytmasi

Topologik ___ ilanig, aynigsa, regulyar bods, regulyar
fazolarning, qolaversa, metrik fazolaming i kengaytmalari mavjud. Bu
kengaytmalar fazoni 0 %zining hamma yerida zich saglaydi va kengayt-
- regi topolagiya shunday topologiyeki, ratijada, fazoning topologiyesi

Wsirlangan topologiya bilan ustma-ust tusedi. Boshgacha aytganda,
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topologik fazo shunday to‘plamlar bilan boyitiladiki, uning fazoostisidagi
topologiya berilgan topologiya bilan sug‘orilgan bo‘ladi.

Regulyar va to‘la regulyar fazoning turli-tuman kengaytmalarj
mavjud, ular u yoki bu xossalarga ega boiadi. Masalan, to‘la regulyar
fazolaming Stoun - Chex kengaytmasi mavjud bo‘lib, bu kengaytrria
maksimal kengaytma deb yuritiladi. Maksimal kengaytma deyilishiga
asosiy sabab, bu kengaytmadan uning boshga kengaytmalariga uzluksiz
akslantirish mavjud ekanligidir.

Lokal bikompakt fazolami olsak, bu fazolar bir nugtali minimal
kengaytmaga ega boiadi. Shuni ta’kidlab o‘tish mumkinki, fagat lokal
bikompakt fazolar bir nugtali kengaytmalarga egadir. Fazoning kengayt-
malari, aynigsa, bir nugtali kengaytmalar nazariyasiga P.S. Aleksandrov
tomonidan asos solingan va mazmunli o‘rganilgan. Kengaytmalar, asosan,
bikompakt kengaytmalar keng o'rganilgan. Kengaytmalarning o‘rganilishi
va kiritilishi turli-tuman masalalarni yechishda go‘l kelmoqda.

2.9.1-ta’rif. X topologik fazoning bikompakt kengaytmasi deb
shunday bikompakt bX topologik fazoga aytiladiki, u:

1 X ahX, X =bX_, ya’ni X fazo b(X) da zich to‘plamdir.

2. X fazoning topologiyasi b{X) fazodagi indutsirlangan topolo-
giyadan iborat shartlarini ganoatlantiradi.

Topologik fazoning bikompakt kengaytmasiga kengaytirilgan
kompleks sonlar to‘plamini klassik misol gilib keltirish mumkin, ya’ni
C=Cu{«}. C to‘plam, ma’lumki, S2 sferagagomeomorfdir.

Endi lokal bikompakt Xausdorftopologik fazosi X berilgan bo‘lsin.
Bu fazoni bitta boshga £ nugta bilan boyitamiz (toTdiramiz).

Natijada, X =Xu{%} to‘plamga ega boiamiz. X to‘plam X
fazoda ochiq to‘plamni tashkil giladi. Endi yangi £ nugtaning ochiq
atrofini aniglash yetarli boiadi. X fazoda € nugtaning ochiq atrofi deb,
{£UB:B to’plam X fazodagi bikompakt} ko‘rinishdagi to‘plamga

aytiladi. Bu to‘plamlar X fazo nugtalarining atrofi sifatida mavjud. Yangi
hosil boigan fazo bX bilan belgilanadi. Bu b(X) fazo Aleksandrov
bikompaktifikatsiyasi deb yuritiladi. Hosil boigan yangi b(X) faz°
quyidagi ajoyib xossalarga ega:

1. X fazo b(X) da zich to‘plamdir.*
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2. b(X) bikompakt fazodir.

3 b(X) fazo X ning minimal kengaytmasidir, ya’ni b(X)\X =%.

4. b(X)\X to'plam b(X) fazoda yopiq to‘plamni tashkil giladi va
bu to‘plam o'simta deb yuritiladi.

5 b(X) yagona bir nugtali kengaytmadir.

6. b(X) fazo Xausdorf fazosi boiadi.

7 x fazo b(X) da ochiq to‘plamdan iboratdir.

Bunday kengaytmalar uchun quyidagi teorema o ‘rinlidir.

2.9.2-teorema. Bir nuqtali bikompakt kengaytma b(X) Xausdorf
fazosi bolishi uchun X fazoning lokal bikompakt va Xausdorf fazosi
bolishi zarur va yetarlidir.

2.10-8. Diadik bikompaktlar

Topologik fazolar sinfining muhim va qizigarli gismlaridan biri
diadik bikompaktlardir. Diadik bikompaktlar uzluksiz akslantirishlar va
bikompaktlar fazosini chambarchas boglab turuvchi fazoni tashkil giladi.

Biz haqigiy o‘zgaruvchining funksiyalari nazariyasidan Kantorning
mukammal to‘plamini bilamiz. Endi bizga Kantorning umumlashgan
diskontinium tushunchasi kerak boTadi.

Da ={0,1}a ikki nugtali fazoni olaylik, bu yerda indekslar to‘plami
A ixtiyoriy r quvvatga ega boTsin, ya’ni |A|=r .
DT bilan allo\ °«=T1 {°.'L Tixonov ko‘paytmasini belgilaylik.
a

DT fazo bikompakt fazo bo'ladi va Dx fazo umumlashgan Kantor
diskontiniumi deb yuritiladi.

2.10.1-ta’rif. Kantorning umumlashgan diskontiniumi Dr ning
uzluksiz akslantirishdagi obrazi diadik bikompakt deb ataladi.

Kantorning umumlashgan diskontiniumining ta’riflanishidan ko‘ri-
uadiki, bu fazo bikompakt fazo bo'lar ekan. Bikompakt fazolar uzluksiz
a slantirishlarda saglangani tufayli diadik bikompaktlar ham bikompakt
fazo boiadi.

Keyingi boblarda uchratamizki, Kantorning mukammal to’plamini

"I kesmaga uzluksiz akslantirish mumkin. Demak, Kantorning mukam-
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mal to‘plami ham, golaversa, to‘g‘ri chizigdagi [0,1] kesma va ixtiyoriy
[a,b ] kesma ham diadik bikompakt ekan.
Diadik bikompaktlar haqidagi ba’zi birﬁktlﬁfltiramiz.

2.10.2- teorema. Tixonov kubi ' = a€ A, |Alsr
a

diadik bikompaktdir.

Cheksiz r uchun ' kub DTning uzluksiz obrazi bo‘ladi.

Yuqorida keltirilgan fakt va mulohazalardan ma’lumki, diadik
bikompaktlarning ko‘paytmasi va uzluksiz obrazi yana diadik bikompakt
bo‘ladi. Shuni ham ta’kidlash mumkinki, diadik bikompaktlar hamma
kompaktlarni o‘zida saglovchi ko‘paytma bo‘lib, uzluksiz akslantirishlarda
o‘zgarmaydigan bikompaktlar ichida yopiq bo‘lgan eng kichik bikompakt
fazolar sinfidir. Lekin ixtiyoriy bikompakt doimo diadik bikompakt
bo‘lavermaydi. Quyidagi ikki giziq teoremani isbotsiz keltiramiz.

2.10.3- teorema. Ixtiyoriy kompakt Kantor mukammal to‘plam
uzluksiz obrazidir.
2.10.4- teorema. Salmog‘i T ga teng bo‘lgan ixtiyoriy bikon

DT bikompaktda joylashgan (yotgan) nol oMchovli bikompaktning
uzluksiz obrazidir.

Il bob yuzasidan foydalanishga tavsiya etilayotgan
adabiyotlar sharhi

Bu bobda keltirilgan topologik fazoda ko‘paytmalar, akslan-
tirishlarning ko‘paytmalari, topologik fazolarda bog‘lamlilik, ajrimlilik
aksiomalari, kompakt va bikompakt fazolar, diadik bikompaktlar, sanogli
fazolar, separabel fazolar, parakompakt va lokal bikompakt fazolarning
Aleksandrov kengaytmalari va ulaming turli topologik va geometrik
xossalari 3, 5, 9- 11, 13, 20- 23, 48 - 51, 70- 71, 58-59, 53-54, 87, 103,
105 ragamlar bilan berilgan adabiyotlarda to‘la va kengroq berilgan.
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111 bob. TOPOLOGIK FAZO O LCHAMI

Umumiy topologiya fani o‘rganadigan asosiy va o‘ta geometrik-
o0i0gik invariantlar gatoriga topologik fazolar oMchami tushunchasi ham
lciradi. Bu invariant to‘g‘ri chizig, ko‘pburchak, fazo, ko‘pyoglilar va
hokazolarning elementar-geometrik o‘lchamlari tushunchasining o‘lchov-
lar sonini umumlashtiruvchi topologik invariantdir. Bu invariant n=1,2,3,...

hoiiarda arifmetik fazo R" to'plamostilarining topologik xarakteristikasini
berish uchun ham juda muhimdir.

Masalan, to‘g‘ri chiziq va kesma, tekislik va kvadrat o'lchovlari,
fazoda kub o'lchamlari biz tasawur gilganimizdek, mos ravishda 1, 2 va 3
ga tengdir. Bu invariant yordamida ko‘p geometrik figuralarga, masalan,
chiziq tushunchasiga umumiy ta’rif beriladi.

0 ‘Ichamlar nazariyasida asosan (albatta, topologik invariant) uchta
klassik ind , Ind va dim o‘lcham funksiyalari mavjud bo‘lib, bu bo‘limda
ular bilan tanishtirib o tiladi.

3.1- 8. Nol o‘Ichamli topologik fazolar

3.1.1- ta’rif. Agarda p ning ixtiyoriy U atrofi uchun shunday V

atrof topilsa va u VczU hamda FrV =0 shartni ganoatlantirsa, X
topologik fazo p& X nugtada nol o‘Ichamli fazo deyiladi (o‘lchami nol).

3.1.2- ta’rif. Bo‘sh bo‘lmagan X topologik fazo o‘zining har bir
nugtasida nol o‘lchamga ega bo‘lsa, nol o‘lchamli fazo deyiladi va
dimX =0 ko‘rinishda yoziladi.

Agar X topologik fazo, agar har bir nugtasi bo‘sh to‘plamdan iborat
atrofga ega bo‘lsa, nol o‘lchamli bo‘lar ekan.

Ta’rifdan ko‘rinadiki, fazoning nol o‘lchamli yoki nugtada nol o‘l-
chamli bo‘lishi xossasi topologik invariantdir.

Fazoning nol o‘lchamli bo‘lishini quyidagicha ta’riflash ham mum-
kin. Fazoning elementlari bir vagtda ham ochig, ham yopiq to‘plamlardan
iborat bo'lsa, fazo nol o‘lchamlidir.

i 3.1.3- misol. Har bir chekli yoki sanogli topolgik fazo nol o‘lcham-

Deylik, U ochiq to‘plam birorta p& X nuqtaning atrofi bo‘lsin. Bu

A'da p nugtaning shunday Or(p) shar atrofi topiladiki, Or{p)aU
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O‘rinlidir. jg, X2, xr,.. lar X ning nuqtalari bo'lsin. Bu holda t=pL, »

Endishunday r1son topiladiki, u r' va r* ®rt uchun o‘rinli bo'lishi raryr
U holda O{p) shar atrofi uchun  (p) ¢ U va FrO,(p) =0 .

Bu misoldan xususiy holda barcha natural, butun va ratsional sonlar
to‘plami nol oichamli ekanligi ko ‘rinadi.

3.1.4- teorema. Nol o‘lchamli fazoning bo‘sh boMmagan har ¢
to'plamostisi nol oichamlidir.

Isbot. Faraz gilaylik, XOc X, Xo®0 va xOnugta X O ning ixti-

yoriy nuqtasi bo'lsin. U' to‘plam xOning ixtiyoriy atrofi boMsin. X Onug.
taning X fazoda shunday U atrofi topiladiki, U riX|=U] tenglik o'rinli
boiadi. X ning nol o‘Ichamli ekanligidan, bir vagtda ham ochig, ham
yopigq shunday V to‘plam topiladiki, xGeVczU. V' =Vr\XO0 desak,

x0e V' va Vx - ochig va yopiqdir. x0e ¥ a U'. Demak, X0 nol ol
chamlidir.

3.1.5- misol. Barcha irratsional sonlar to'plami J nol o‘lchamlidir.

Agar U c J to‘plam r irratsional sonning atrofi boMsa, shunday rt
va r2 ratsional sonlar topiladiki, r,va r2 orasida yotgan barcha irratsional
sonlar to‘plami J(r,rx) uchun J(r/2)c:U bo‘ladi. Irratsional sonlar fazosi
J da J(r,r2) ochiq to‘plamlar va FrJ{rJrl) =0 . Chunki ixtiyoriy irratsio-
nal nugta limit bo‘lib, u ham yana shu J(rx2) ga tegishlidir.

Ikki nol o‘lchamli to‘plamlar birlashmasi nol o‘lchamli bo‘lishi shart
emas. Chunki irratsional va ratsional sonlar birlashmasi nol olchamli
emas.

Quyidagi teoremani isbotsiz keltiramiz.

3.1.6- teorema. Sanogli sondagi yopig nol o‘lchamli to'plaml:
lashmasi nol o ‘Ichamlidir.

3.2-8. n oMchamli topologik fazolar

Ushbu paragrafda biz, agar aksi aytilmagan bo'lsa, fazo sifatida
sanogli bazaga ega bo‘lgan metrik fazolami ko‘rib chigamiz. Nugta atrofi
deb esa, fagat shu nugtani saglovchi ochiq to‘plamlami olamiz.
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Fazoning nugtadagi oMchamini induksiya bo'yicha quyidagicha

aniC* "2 .1-ta’rifl Bo‘sh to'plam va fagat bo‘sh to‘plam - 1oMchamga ega.
~gar XOnugta chegarasi <n- 1 oMchamga ega boMgan shunday turli

Icichik atroflarga ega bo‘lsa, topologik fazo X o‘zining x0i X nugtasida
oMchami <n(n>0) ga ega deyiladi.

Topologik fazo, agar o'zining har bir nugtasida <N OMchamga ega
boisa, uning oMchami <n(u>0) deyiladi va d\mX<n «o-rinishda yozi-
ladi. Agar X fazo dim X <N boib, dim X >N- 1 bo‘lsa, dimTT -N

deyiladi.
Agar dimX>« uchun har ganday ne N o‘rinli bo‘lsa, dimTf="°0

deyiladi.
Ravshanki, topologik akslantirishlarda fazoning strukturasi o‘zgar-
maydi. Shu sababli nugtaning atrofi va chegarasida o‘zgarish bo'lmaydi.
Bu ta’rifdan quyidagi xulosalami chigarishimiz mumkin.

3.2.2- xulosa. Ma’lum bo‘ladiki, fazoning n oMchamli (nugtada n
O‘Ichamli) bo'lish xususiyati topologik invariant ekan.
3.2.3- xulosa. dimX <n shart X fazoning shunday ochiq bazasi

topilib, uning €lementlari chegarasi <n- 1 o‘lchamga ega bo‘lishi shartiga

ekvivalentdir.

3.2.4- xulosa. n =0 boMganda, 3.1.1- va 3.2.1-ta’riflar ustma-ust
tushadi.
3.2.5- teorema. Agar dimX =«, boMsa, n chekli. U holda ixtiyoriy

m<n uchun X fazo m oMchamli gismga ega.
IsboL Ma’lumki, agar d\mX>n-\ boMsa, u holda shunday
x0e X nugta va uning UQatrofi topiladiki, V ixtiyoriy ochiq atrof uchun
c (/0 va d\mFrV>n —\ shartlar o‘rinli. Ikkinchi tomondan,
dimA<Ar boMganligidan shunday ochiq VO topiladiki, xQV 0(zUO
bo Isin. Bu atrof uchun dim FrMO<n-1. Demak, VOto‘plamning chegarasi

X ning shunday to‘plamostisi ekanki, uning oMchami n- 1 ga teng ekan.
Bizdan xuddi shuning isboti talab gilingan edi.

Mazkur 3.2.5-teorema faqgat chekli oMchamli fazolar uchun o‘rinlidir.
3.2.6- misol.

a) to g‘ri chiziq va interval 1 oMchamlidir;
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b) ixtiyoriy ko‘pburchak, aylana, ellips, giperbola va parobola
1o‘lchamga ega;

d) doira, Miyobius varag‘i va sfera 2 o‘lchamlidir.

3.2.7- teorema. Ixtiyoriy X Ocz X uchun dim X0- dimA o‘rinlidir.

Isbot. Induksiya metodi bilan isbotlaymiz: n=- 1 bo‘lganda teorema
o‘rinli.

n- 1 uchun teorema sharti o‘rinli bo‘Ilsin. X fazo uchun dimX< n
o‘rinli, X O gism fazo va x0e X Q ixtiyoriy nugtasi bo‘lib, UOto‘plam uning
X O dagi atrofi bo‘lsin. U holda X n nugtaning X da U atrofi topiladiki, 1
uchun UO-U riX Qo*rinli. dimX < n bo‘lganidan, X fazoda shunday V
ochiq to‘plam topiladiki, u uchun x0g V czU, dimFrV <n-1 o‘rinlidir.
V0=V n X0 desak, u holda MO toplam XO da ochig to‘plam va
x0e fDc1/0. Endi B-FrV va Bg=FrMO deb belgilasak, bu yerda

B =V\V,BO=(VOWV ) n X 0. Bu hoida, ravshanki, BOcB "'\ X 0. Induksiya
shartiga ko‘ra, dim50<n- 1. Biz aynan shuni isbot gilishimiz lozim edi.

Quyidagi teoremani ishotsiz keltiramiz.
3.2.8- teorema. X topologik fazoning ixtiyoriy ikki A va Bt
lamlari uchun quyidagi tengsizlik o‘rinlidir:

dim(*UB)< dimA +dimB +1

3.2.9- teorema. X va Y topologik fazolar uchun dimfXxY
dimX +dimE o‘rinlidir.

Isbot Induksiya metodi bilan isbotlaymiz. Agar dimX =-1 va
dimF=-1 bo‘lsa, teorema o‘rinli.

Faraz qilaylik, dimA'=m, dim¥=n bo‘lsin. Induksiyaga ko'ra,
quyidagi hollar o‘rinli:

dimX<m, dimF<n-1l (1)

dimX <m- 1, dim7<n (2)

Har bir Z=(x>)g X xY nugta XxY topologik fazoda yetarli kichik
UxV ko‘rinishdagi atrofga ega va bu yerda U to‘plam x ning X fazo-
dagi, V esa, y ning Y dagi atroflari bo‘lib, ular uchun dimFrU<m-*
A\mFrvV <n-\ lar o*rinli boMad.
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Dekart ko‘paytma va chegaraviy to‘plamlarning xossalariga ko ‘ra,

jar UChun FI’(UXV):(UX FI‘V)<](FI’|\/|X V) tenglik o‘rinli. Bu birlash-

mada UXFrV va FrUXV toprtamiar yopiq to‘plamlardir. Induktiv
shartga va (1), (2) 1arga ko‘ra, qo'shiluvchilar oMchami <M +N -1 ga
teng.nemak, INMFr(XxY)<m +n-\,

U hotda <WM{XXY)<M+N botadi.

3 3 8 Qo‘zg‘alinas nugta hagida Brauer teoremasi va uning tatbig‘i

Rn fazoning o‘lchami n ga teng bo‘lishini ko‘rsatish uchun bu
fazoning tuzilishiga chuqurrog e’tibor berish kerak. Buning uchun albatta
kombinator fikrlash jarayoni lozimdir. Brauer teoremasidan dim/?'=n
tenglik oson isbotlanadi va bu teorema ko‘pgina teoremalami isbotlashda
goilaniladi.

Agarharbir \ \ haqgiqiy sonlar sistemasi uchun ~cx0+ A"+ ..,

+kkxk=0 va S:D+ﬂ,+...+ﬂ*— O shartiar fagat HZO,/e O,n boMganda
O'I‘In|l bOIsa, R" fazoning XQXI’...Xk nugtalar sistemasi chiziqli erkin sis-

tema deyiladi.
R" fazoning ixtiyoriy m + 1 chizigli erkin aQal,...,am nuqtalari

berilgan bo‘Isin. Rn fazoning x =k O+ kf2+... + kmam (1) ko ‘rinishidagi
nugtalar to‘plami a(al...,amnuqtalarga tortilgan m o‘lchamli simpleks
deyiladi va [aQa,...am]=Tm ko‘rinishda belgilanadi. Bu yerda kO+k[+
AT =1va d4,>0 i=0,m (2).

BU ta'rifdan korinadiki, M oichamti simpleks [ =[aOaI,...,an]c:Rn
nugtalaming tartibiga bog‘liq emas, u fagat to‘plamga bog*-
ligdir.

Tm=[~0,ala2...amle R" simpleksni olsak, m dan katta boMmagan
va manfiy boimagan har ganday k+1 hagiqgiy sonlar j0, uchun
ajo a,k nugtalar sistemasi ham chizigli erkindir. Bundan doimo k

0 Ichovli Tk ="a]mak...ajt Jsimpleks aniglangan bo‘ladi. Har bir shu
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Tk =[<304\--ajk] ko‘rinishdagi simpleks Tm=[a(a,...am|simpleksning
o‘Ichovli tomoni (yog‘i) deyiladi. 0 o‘lchovli tomoni aO,aI,aZ...,ari
nugtalar bo‘lib, ular Tm- [a0,a,,a2...,am] simpleksning uchlari deyi-
ladi. Tm=[alal...am] simpleks ham o‘ziga yoq hisoblanadi. Agar
xe Tm=[a0..aw] bo‘lsa, u holda u nugta bo‘lib, bu nugta uchun (1) va (2)
tengliklar o‘rinlidir. Bu holda A0, A, Am sonlar x nugtaning bari-
sentrik koordinatalari deyiladi va (A0(x), A,(X), AmM(x)) ko‘rinishda
yoziladi.

Bu ta’rifda m=0 bo‘lsa, 0 o‘lchovli T° =[<30] simpleks —bu nuqta;
m =1 bo‘lsa, 10‘Ichovli simpleks T1=[aCal] —bu uchlari aOva a, nug-
talarda bo‘lgan kesma; m -2 bo‘lsa, 2 o‘lchovli simpleks T' =[a(a,a2] —
bu uchlari aQav va a2 nugtalarda bo'lgan uchburchak (albatta, teng tomon-
li); m=3 bo‘lsa, 3 o‘lchovli T =[ailaxa2ab] simpleks — bu uchlari

aQav nugtalarda bo‘lgan tetraedrdir. Yopiq simpleks 7™= cuwc”*.m”
ko‘rinishda belgilanadi va yoqglari bilan birga garaladi. Ochiq simpleks

ko‘p hollarda Tom=[a0,a,,...,a|/|] ko'rinishda belgilanadi, bu simpleksga
uning yoglari kirmaydi.

3.3.1-Brauer teoremasi. Ixtiyoriy n o‘lchovli yopiq simpleks T ni
0‘z-o‘ziga / :T" uzluksiz akslantirishda kamida bitta qo‘zg‘almas

nugta mavjud, ya’'ni shunday xe T topiladiki, uning uchun / (x) = x
o‘rinli bo‘ladi.

Ishot. Bu teoremaning n- 2 bo‘lgan holdagi isbotini keltiramiz.
Tekislikda yoki R", n>2 fazoda uchlari a, v va ¢ nugtalarda bo‘lgan
uchburchakni T =[a,b,c\ ko‘rinishda belgilaylik. T =[a,b,c] uchburchak-
ning triangulyasiyasi r deb shunday chekli sondagi uchburchaklarning
ixtiyoriy sistemasiga aytiladiki, bu r sistema quyidagi shartlarni ganoat-
lantirsin:

a) uft:TeT}=T;
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b) r sistemaning ixtiyoriy ikki turli elementi (uchburchagi) umumiy

otaea ega emas yoki agar umumiy nugtaga ega bo‘lsa, bu nugta har

jufcalasi uchun uch bo‘lsin yoxud ular kesma bo‘yicha kesishsa, bu kesma
har ikkalasi uchun tomon boisin.

3.3.2-rasm
3.3.1- rasmdagi uchburchaklar sistemasi [a,b,c] uchburchakning r
triangulyasiyasi bo‘la oladi. 3.3.2-rasmdagisi esa, triangulyasiya bo‘la

olmaydi.
[a,b,c\ uchburchak triangulyasiyasi r ning o‘Ichovlari va kesmalari

sifatida triangulyasiyadagi uchburchakning uchlari va kesmalarini olish
kerak. a,b va c¢ lar ham triangulyasiya uchlari boiadi, uning [ab], [bd]

va [ca] kesmalarda yotgan kesmalari kesmalaming triangulyasiyasini ifo-
dalaydi.

Teoremani isbotlash uchun quyidagi Shperner lemmasidan foydala-
namiz.

3.3.2- Lemma (Shperner lemmasi). [a0,n,,n2] uchburchakning ixti-
yoriy r triangulyasiyasi berilgan va triangulyasiyaning har bir e uchiga
uchburchak T =[aCa,a2] ning f(e) uchi mos go‘yilgan bo‘lsin. Bu moslik
f(ai)-at,i=0,1,2 shartni va r trangulyasiyada uchburchak T ning [ata ]
tomonida yotgan ye uchiga, moslik f{e) =at yoki f{e)-a} shartni gano-
atlantirsin; bu.yerda 0<z'< j <2. U holda T triangulyasiya uchburchaklari
uchlariga uchburchak T ning mos kelgan har xil uchlari to‘g‘ri kelgan,
triangulyasiyaning uchburchaklari soni toq sondir.

Ishot. f moslik berilgan bo‘Isin. Agar bu / moslikda T uch-
burchakning ikki ag va a, uchlari mos qo‘yilgan bo‘lsa, r kesmasi bel-
gilangan kesma deyiladi. Uchburchakning (triangulyasiyasining) har bir xil

tga T uchburchakning har xil uchi mos qgo‘yilgan bo‘lsa, bunday
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uchburchak bir karrali uchburchak deyiladi. r triangulyasiyaning bittadan
kam bo‘lmagan belgilangan tomonli bir karrali bo‘Imagan uchburchagj
ikki karrali uchburchak deyiladi. Ravshanki, triangulyasiyada ikki karrali
uchburchak ikkita belgilangan tomonga ega.

Endi x triangulyasiyaning bir karrali uchburchaklar sonini a bilan
r triangulyasiyaning ikki karrali uchburchaklar sonini esa, ft bilan bel-
gilaymiz. Lemmani isbotlash uchun a +2fi sonning tog ekanligini ko‘r-
satishimizyetarli.

t triangulyasiyaning jami (f1, t2) juftliklar sistemasini olamiz, bu

yerda t1 — kesmalari, t2 — uchburchaklari bo‘lib, agar yoki
t2*(t2) bo‘lsa, (tl,t2) juftlik ((f*),(Y2) juftlikdan fargli hisoblanadi.
Agar t' kesma belgilangan bo‘lib, t2 uchburchakning tomonidan iborat

bo‘lsa, (t\t2) juftlik belgilangan belgili deyiladi. Har bitta bir karrali
uchburchak element sifatida fagat bitta belgilangan juftlikka kiradi, har bir
ikki karrali uchburchak esa, element sifatida ikkita belgilangan juftlikka
kiradi. Shu sababli a +2/3 ifoda hamma belgilangan juftliklar sonidir.

Lemmaning shartiga ko‘ra, r triangulyasiyaning belgilangan kesma-
lari [a,a2] va [a0a2] kesmalarda yotmaydi. Shu sababli ular ] kes-
mada yoki T uchburchakning ichida yotadi (uchlaridan tashgari). Agar
belgilangan kesma [a0,aj kesmada yotsa, u holda bu kesma r trian-
gulyasiyada fagat bitta uchburchakning tomonidan iborat bo’ladi. Shu
vaqtning o‘zida agar belgilangan kesma (uchlarisiz) T uchburchakning
ichida yotsa, u holda bu kesma r triangulyasiyaning ikkita uchburchagi
tomonidan iborat bo‘ladi. Shu sababli a +2fi =y +25 tenglik o‘rinli, bu
yerda y — T uchburchakning [u0,a,] tomonida yotgan belgilangan kes-
malar sonidir, S esa, T uchburchakning ichida yotgan belgilangan kes-
malar sonidir. Shperner lemmasi kesma uchun garalganda, S —toq sondan
iboratdir. Shu sababli a +2p son ham tog sondir.

Shperner lemmasidan talab gilingan natijalarni olish uchun quyida-

gilar kerak.
3.3.3-Lemma (Lebeg lemmasi). X kompaktda shunday yopiqg to'p-
lamlar sistemasi {Fa A} berilgan bo‘lsin va bu sistema ixiyoriy e >0

uchun X kompaktda shunday Me to‘plam topilib, bu to‘plam ixtiyoriy
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g 4 uchun diamME£<£, bu MEnFa* 0, ae A shartlarni ganoat-
lantirsa,u holda f]{Fa:as A}® 0.

Isbot. Faraz gilaylik, fl{Fa :a € A}=0 o‘rinli bo‘lsin. Ac={xe X ::

O [¥x)r\Fa=0 a& A a A} to‘plamni olaylik. Ya’ni, Os(x) to‘plam Fa
laming hammasi bilan k(()esishmaydi.

M a’lum ki, a)e>e uchun ACCZA va intd . ¢ intA o ‘rinli.
Uchburchak tengsizligidan ye O:/Z(X) dan Q:/Z(y)CZOf(X) ham o ‘rinli.

Shu sababli,

by AC <mtAE/2.

Shartimizga ko‘ra, ixtiyoriy xe X nugta uchun shunday a=a{x)
nomer topiladiki, x&a, ya’ni xe X\Fa. X\F a ning ochiq to‘plam ekan-
ligidan, shunday £ >0 topiladiki. Oe(x)< X- Fa.Bundan xe At.Demak,

d) X =U{Ae :s >0} tenglik o‘rinlidir.

by va d) shartlardan X =U{int*c :£>0} ni ham yozishimiz mum-
kin. X ning kompakt ekanligidan shunday lar topiladiki, ular uchun
Y=int4, uint4, *-Nint-4t tenglik o‘rinli; a) xossadan <%=min{£,,...£%}
son uchun X =intAs ¢ As ga ega bo'lamiz.

Agar 0*M < X va diamM<S bo‘lsa, u holda x0eM uchun
M ¢ OexO orinli. Shu sababli M to‘plam hamma Fa lami kesmaydi. M
to‘plamning ixtiyoriy ekanligi lemmaning shartiga ziddir.

X metrik fazo berilgan bo‘lsin. Agar ixtiyoriy M ¢ X , diamM <y
to‘plain A sistemaning hamma elementlarini kesmasa (kesishmasa), X
metrik fazoning yopiq to‘plamlar sistemasi A= {Fa:ae A} uchun 4 >0

son sistemaning Lebeg soni deyiladi.
Agar ixtiyoriy M c¢ X, diamM<r to‘plam uchun shunday
a=a(M) nomer topilsa va uning uchun M c: Ca o‘rinli bo‘lsa, X fazo-

nmg ~tiyoriy ochiq qoplamasi 8J=v{oa :a € A} uchun 4> son qopla-
Inan'h8 Lebeg soni deyiladi.
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Lebeg lemmasidan quyidagilar kelib chigadi:

a) kompakt fazoda kesishmasi bo‘sh to‘plamdan iborat bo‘lgan yopjq
to‘plamlar sistemasi loagal bitta Lebeg soniga ega bo'ladi;

b) kompaktning ixtiyoriy ochiq qoplamasi kamida bitta Lebeg soniga
ega.

Hagigatan ham, co={0a} sistema X fazoning ochiq qoplamasi bo'lsa,
u holda X -Oa=Fa yopiq to‘plamdir va ulaming kesishmasi bo‘sh to‘p.
lamdir. Isbotlanganiga ko‘ra, {Fa}= A sistemaning Lebeg soni mavjud, bu
son o goplama uchun ham Lebeg son bo‘ladi.

3.3.4-natija. T=[alala2] uchburchakning, yopiq H,F2,F3 to‘plam-
lar shunday qoplamasi bo‘lsinki, ular uchun ate Ft, i=0,1 2 va
[algj JczFteiFj 0<i<j <2 o'rinli bo‘Isin. U holda FOn Ftn F2&0 .

Isbot. Tayinlangan £ >0 uchun T =faa,a2] uchburchakning shun-
day T triangulyasiyasini olamizki, uning elementlarining diametri e dan
katta bo‘lmasin. Bunday T triangulyasiyaga s triangulyasiya deyiladi. Bu
triangulyasiya va T uchburchak orasida quyidagicha / moslik o‘matamiz:

r ning ixtiyoriy ye uchiga T uchburchakning shunday fe= at uchini mos
go‘yamiz: \) ee R va2) agar e- a, bo‘lsa, u holda i =j; agar ee \aak],
0<j<k< 2 bo‘lsa, u holda yoki i=j, yoki i=k. Shartga ko‘ra, bu

bo‘lishi mumkin bo‘lgan holdir.
Ma’lum bo‘ladiki, Shperner lemmasining 3.3.2-shartlari o‘rinli. Bu
holda T triangulyasiyada shunday t=[a,b,c] uchburchak topiladiki,

f{a,b,c} ={a0,a3a2} o‘rinli bo‘ladi. Demak, tr\Fi*0\ /=0,1,2 va
p(F: Fj)<diamt<e 0<i<j <2. Lebeg lemmasidan va £ >0ning ixti-
yoriy ekanligidan: FonFInF2* 0 .

Brauer teoremasining isboti (davonti). f \T -o-T, T - [a(ata?], uz-
luksiz akslantirish berilgan bo‘lsin. / bilan T uchburchak a, va a]
uchlaridan o‘tgan to‘g‘ri chiziglarni belgilaymiz, bu yerda O<i<j<?2.

&(x) =p(x,10),xe R2, 0<i,j,k <2 . i®j » k ®i funksiyani olaylik-
Shuni aytishimiz kerakki, sk funksiya £ to‘g‘ri chiziqga parallel bo'lgan
to‘g‘ri chiziglarda doimiy giymatga ega, to‘g‘ri chiziqga perpendikulyar
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, t] chiziglarda va shu chiziglardan chiggan nurlarda chizigli funksiya-

jardir, buyerda i*j*k*r.

Bu funksiya R2 da uzluksiz bo‘lganligi sababli T da ham uzluksizdir.
Shutufayli Fk={xe T:(pk(x)-ipk(f(x))>0}, k=0,1,2.

tk(x) va (k(/(*)) funksiyalar uzluksiz bo‘lganligidan FK to‘plam-
lar yopig toamlardir. Ixtiyoriy ie T nugta uchun quyidagi:

lx)p (8 a2) +(E(x)p(a0) +qx)p(alx) = @I f(x))p(axad) + (P(f(x))
p(a2a0)+(p2(4x))p(atexy tenglik o‘rinli.

Shu sababli,

\In(x) - ®N))]P (Eb2)+1&WW- (f(x))\p(a2a0) + [d2(x) - ¢2¢C))]

p(W) =0(*). . - o
Ikkinchi ko‘paytuvchilar musbat bo‘lganligi uchun bu (*) yig‘indida
birinchi  ko‘paytuvchilardan  birortasi manfiy emas. Binobarin,

T=F9 Fu R2.

Agar x=a0lbo‘lsa, u holda (X(x)=@®(x)=0 va (*) da oxirgi ikki
go‘shiluvchi mushat emas. Binobarin, (@Xx)- ¢Xf(x)) >0 va a0s FO.
Shunga o‘xshab, ake Fk,i-1,2. Agar ie [ct,a2] bo‘lsa, u holda tp0(;c) =0
va (*) dagi birinchi go‘shiluvchi musbat emas. Shu sababli qolgan ikki
go‘shiluvchidan kamida biri manfiy emas va shuning uchun xe Fx§ F2.
Bundan esa, [a,a,]c Fxu f2 va [<a,]c FOn Fx, [aa,]cFOu f2. Oldingi
3.3.4-natijaga ko‘ra, shunday nugta .!<<FOn F xn F 2 mavjudki, bu nugta
uchun (*) tenglikka ko‘ra k(") - (k(/(£))=0; k=0, 1 2. Yani,
P(£ =P (f , 0<i< j <2 .Binobarin, agar Dfto‘g‘ri chiziq
uchburchak T ni kesib va Ij tolg‘ri chiziglarga parallel bo‘lib, undan

P~Jij) masofada bo‘lsa, u holda § va /(<J) nugtalar uchta /y to‘g‘ri
chiziglarning har biriga tegishlidir. Ya’ni, bu to‘g‘ri chiziglarning
esishish nugtasidan iborat ekan. Demak, /(£)=£ .

-Atopologikfazo va d e | ningto‘plamostisi bo‘Isin.
Agur f(X)=x,xgA bo‘lsa, uzluksiz / \X " A akslantirish

etraksiga deyiladi. Bu yerda d e I to‘plam X fazoni retrakti deb
i.

yuritila
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3.3.5-misol. {(x,y)e R3:x2+y2=10<z <1} silindmi olsak,
0OZ o‘qga parallel proeksiyalari natijasida asosiga retraksiyalash murtikin
Agar | =[a,b\ kesmani olsak, bu holda bunday retraksiya

/ :[a,b]->S° ={a}u {b} mavjud emas.

Hagigatan ham, agar f :[a,b]-»{a}u{b} mavjud bo‘lsa, f~\u)~p.
f~'(b) =F2, Fx, F2 lar yopiq to‘plamlardir va FjuF 2=[a,b], ae F \a
be F2. Fxr\F2* 0 . Agar Fjn F2=0 bo‘lsa, [a,b] ning bog‘lamli

ekanligiga ziddir. Demak, bunday retraksiya mavjud emas.
Agar T =[a0a,a2] uchburchakni olsak, T da ham o°‘zining chegarasi

(konturiga) S =[al]u [a,a2Ju [aZaa] ga retraksiyasi mavjud emas.
Agar shunday f :T—=S uzluksiz akslantirish mavjud desak

Fo=/""(K",]). Fl= , F2=f~\[a2Zaa]) to'plamlar T da yopiq
va T ni goplaydi. Ravshanki, a,e Fj, i=0,1,2 va [aij]* Ftu Fj,
O<i<j <2.

3.3.4- natijaga ko‘ra, shunday E,e F]Jn F2n F3 nuqgta mavjuc

holda /(£)e [amj]n[a,a2]n[aZa0]=0 . Bu ziddiyat retraksiya mavjud
emasligini ko ‘rsatadi.

3.4- 8 Fazoning ind, Ind va dim oMchamlari hamda ula
asosiy xossalari

Biz 3.2-§ da sanogli bazaga ega bo‘lgan metrik fazolaming dim
ko‘rinishdagi o‘Ichami bilan tanishgan edik. Lekin fazolarning ind, Ind va
dim o‘lchamlari ham mavjud. Bu o‘lchamlar sanogli bazaga ega
bo‘Imagan metrik fazolar sinfidan tashqarida teng emas. Ya’ni, metrik
bo‘Imagan X topologik fazo uchun dimX ®indX ®IndX tengsizliklar
o‘rinli bo‘ladi. Lekin sanoqgli bazali yoki separabel metrik fazolar uchun bu

uchala o‘lcham ekvivalentdir.
X regulyar fazo va n- manfiy bo‘Imagan butun son berilgan bo'lsin.
3.4.1-ta’rif.
11) indX =-1 fagat va fagat, X =0 bodlsg;
12) agar ixtiyoriy xe X wva uning ixtiyoriy atrofi V uchun shunday
ochig Ua X topilsa va xeUczV hamda indFJJ<n-\ o‘rinli bo‘ls,

indX <n;
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i3) agar indX <n tengsizlik o'rinli va indX <n- 1 tengsizlik baja-
rilmasa, indX-n; o ) o

i4) agar ind <n tengsizlik hech bir n uchun o‘rinli bo‘lmasa,
indX =00«

Bu il) " >4) shartlar har bir X regulyar fazoga indX manfiy
bo'Imagan butun sonni yoki 1 yoxud cheksiz son ® mos qo‘ymoqda.
Boshgacha aytganda, ind funksiya barcha regulyar fazolar oilasini

j 10 .1, 2 +00} to‘plamga akslantiradi. Yana shuni ta’kidlash lo-

zimki, o‘lchami bir xil bo‘lgan fazolar topologik ekvivalentdir. indX son
regulyar fazoning Menger-Urison o ‘lchami yoki kichik induktiv o‘lchami
deyiladi. Osongina tekshirib ko‘rish mumkinki, agar X va Y regulyar
fazolar gomeomorfbo‘lsa, u holda indX =indY o‘rinlidir.

3.4.2-ta’rif. Xtopologik fazoning E to‘plami uning Pc | vagcJ
to'plamlarini ayiradi (yoki ajratadi), deyiladi, agar X\E =HIwn A2 bo‘lib,
A, 4, dizyunktva X \E daochiqgva Pc4 ,;0c 4 2 bo‘lsa.

X topologik fazoning regulyar bo‘lganligi tufayli ta’rifdagi i2)
shartning U to‘plamini kuchlirog U czV shart bilan almashtirsak ham
bo‘ladi. Bu holda indX <n> 0 tengsizlik ixtiyoriy xe X nugta bilan bu
nugtani 0‘z ichiga olgan ixtiyoriy F yopiq to‘plamni odchami indF<n- 1
bo‘lgan to‘plam orgali ajratish mumkin bo‘lsa.

Menger-Urison oMchami ta’rifidan bevosita aytishimiz mumkin: agar
X fazoning shunday /3 bazasi mavjud bo‘lsa va indX <n bu fazoning
ixtiyoriy Ug ft elementi uchun F2J <n- 1 o‘rinli bo‘lsa.

Topologik fazoning regulyarligi nasliy xossa bo'lganligi tufayli, agar
X fazoda ind oTcham aniglangan bo‘lsa, u holda uning ixtiyoriy fazoostisi
M <X da ham indX oTcham aniglangan bo‘ladi.

3-4.3-teorema. Regulyar topologik fazoning ixtiyoriy M fazoostisi
uchun indM <indX o‘rinli.

Isbot. Agar indX =1 yoki indX- @ boTsa, teorema shartidagi
cngsizlik o'rinlidir.  Yugoridagi indM <indX tengsizlik indX<n-1
Artni ganoatlantiruvchi barcha X fazolar uchun isbotlangan bo‘Isin. Endi
t reSuyar fazo va indX-n bo‘lsin va ixtiyoriy xe M nugtani olaylik. V

A m x uugtanng M dagi ixtiyoriy atrofi boTsin. X da ixtiyoriy
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ochiq to‘plam olamiz, u V=Wn X shartni ganoatlantirsin. indX <n bo’|
ganligi sababli shunday (/,c | ochiq to‘plam topiladiki, u uchun
xe t/, ¢ V, va indFrUx<n-1 (1)
= to'plam x nugtaning M atrofi boladi, uning M dagi

chegarasi FrU=M nM n (/InW \i/]. Ux ning X dagi chegarasining
fazoostidir.

Binobarin, (1) va induktiv shartga ko‘ra, indM <n.

Endi X normal fazo va n manfiy bolmagan butun son boisin.

3.4.4- ta'rif.

11) IndX =-\ fagat va fagat, X =0 bo‘lsg;

12) agar ixtiyoriy V ¢ X atrofi uchun shunday U ¢ X ochiq to‘plam
topilmasa va u uchun AczUaV va IndFrU<n-\ o‘rinli boisa; IndX<n
bo‘ladi.

13) agar IndX <n boisa va IndX <n- 1 tengsizlik bajarilmasi
IndX =n boladi.

14) agar IndX <n tengsizlik hech bir n uchun o‘rinli bolmasa
IndX = 00 boladi.

I1) - 14) shartlar har bir normal X fazo uchun IndX sonni mos kel-
tirmogda, bu IndX yoki >/- 1 butun son yoki “cheksiz katta” oo sondan
iboratdir. IndX son X normal fazoning Brauer-Chex olchami yoki katta
induktiv o‘Ichami deb yuritiladi. Agar | va I' fazolar gomeomorf boisa,
u holda IndX =1IndY ekanligi osongina tekshiriladi.

Bu ta’rifdan hamda X normal fazo bolganligi tufayli 12) shartdagi

U to‘plamni yanada kuchlirog shart U czV bilan almashtirsa boladi. Bu
holda 12) shart quyidagi ko‘rinishga keladi:

IndX <n tengsizlik shuni anglatadi: agar X fazoda ixtiyoriy ikki
yopiq kesishmaydigan AczX va Bc X to‘plamlar chegarasining
olchami <«-1 dan iborat bolgan to‘plam bilan ajratilgan (yoki
ayirilgan) boisa.

Quyidagi teoremaning isboti o‘quvchiga giyinchilik tug‘dirmaydi. Bu
teorema kichik va katta induktiv olchamlar deb atalishini oglaydi.

3.4.5- teorema. Agar X normal fazo boisa, u holda indX < Inc
Ma’lumki, normal fazolar nasliy xossaga ega emas. Quyidagi teorema ham
3.4.3-teoremaga o ‘xshab isbotlanadi.
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3 4.6-teorema. Normal fazoning ixtiyoriy M a X yopiq fazoostisi
uchun IndM <IndX tengsizlik o‘rinlidir.
Bo‘sh bo'Imagan X to‘plam berilgan bo‘lsin, A={Aa:Aacl,ae J}

. larnostilar sistemasi karrasi deb shunday eng katta butun n songa ayti-
ladiki A sistemaning n+ 1 ta elementi kesishmasi bo‘sh bo'Imasa yoki
“cheksiz son” @ deyiladi, agar bunday butun son mavjud bo‘lmasa.
Demak, agar A sistemaning tartibi n ga teng bo‘lsa, u holda ixtiyoriy
,+2 ta har xil S,,S2,..Sm2 J indeks uchun Asn Ax -0

o'rinli. A sistemaning karrasi ordA ko‘rinishida belgilanadi.

3.4.7-ta’rift Agar shunday / :X ->[0,1] fiinksiya mavjud bo‘lib, uning
uchun /"'(Q=A bajarilsa, X topologik fazoning A to‘plamostisi funksi-
onal yopiq to‘plam deyiladi.

X fazoning funksional yopiq to'plamlarining to‘ldiruvchisi funk-
sional ochig to‘plam deyiladi. Ta’rifdan ma’lum bo‘ladiki, funksional
yopig to‘plam yopiq to‘plamdir. Shu sababli funksional ochiq to‘plam
ochig to‘plam bo‘ladi.

Endi X Tixonov fazosi, n butun son va n>-1 bo‘lsin.

3.4.8-ta’rif. dl) agar X fazoning ixtiyoriy funksional ochiq chekli
goplamasiga karrasi <n bo‘lgan funksional ochiq chekli goplama chizish
mumkin bo4sa; dimX<n bo‘ladi.

d2) agar dimX<« o‘rinli, lekin dimX<n-1 o‘rinli bo‘lmasa;
dimX =n bo‘ladi.

d3) agar dimX <n tengsizlik barcha n lar uchun bajarilmasa,
dimX = oo, bo‘ladi.

dl) - d3) shartlar har bir Tixonov fazosi X ga dimX sonni mos
keltirmogda. Bu dimX son yoki butun son >1 yoxud “cheksiz son” o
bo larekan. dimX son X Tixonov fazosining Chex-Lebeg o'lchami yoki
fazoning qoplama ma’nosida o‘lchami deb yuritiladi. Agar X va I
azolar gomeomorfbo‘lsa, dimX =dimT o'rinli bo‘ladi.

Fazoning goplama ma’nosidagi ta’rifidan bevosita aytish mumkinki,

-0 bo'lgan taqdirdagina dim X <-1 bo‘ladi.
Tixonov fazolari nasliy xossaga ega bo'lgani uchun, agar bunday X

aniglangan bo‘lsa, uning ixtiyoriy fazoostisida ham dim
anNlangandir.
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Quyidagi teoremani isbotsiz keltiramiz. Bu teorema ko‘p hollar(ja
ta’rif sifatida ham gabul gilinadi.

3.4.9-teorema. Har bir X normal fazo uchun quyidagi ikki shaq
ekvivalentdir:

1) dimX<n;

2) X fazoning ixtiyoriy chekli ochiq goplamasiga karrasi <n bo‘|.
gan chekli ochig goplama chizish mumkin.

Agar X metrik hamda sanoqli bazaga ega bo‘lgan fazo boisa, 3.1-8*
keltirilgan o‘lcham dim, 3.2-§ da keltirilgan oMcham dim va 3.4-§8 da
keltirilgan o‘lchamlar ind, Ind va dim lar o'zaro ekvivalentdir. Ya’n,
sanogli bazaga ega bo‘lgan metrik X fazo uchun quyidagi tenglik doimo
o‘rinli:

dimA =indX - IndX

3.5-8. R" fazo va uning to‘plamostilari o‘lchami. Chiziq ta’rifi

0 ‘Ichamlar nazariyasi nafagat geometrik figuralarning, balki R’
Evklid fazosining ixtiyoriy mukammal to‘plamostilarining o‘lchovlar soni
hagida gap yuritishga imkon beradi. Gohida Evklid fazosi R" ning top-
lamostilari shunchalik murakkab bo‘ladiki, ularni o‘rganib chigishda geo-
metrik tasawurimiz ko‘p hollarda ojizlik qilib qoladi. 0 ‘lchamlar naza-
riyasida esa, teskari topologiyadan geometriyaga o'‘tish jarayoni mavjud
bo‘lib goldi. Ixtiyoriy topologik fazolarning o‘lchamini geometrik tushun-
chalar poliedr va n o‘lchovli kublar o‘lchovlari soni yordamida xarak-
terlash mumkin. Bunday urinish birinchi marta o‘tgan asrning 20-yillari
o‘rtalari va oxirlarida rus matematigi P.S. Aleksandrov tomonidan £
siljish, £ akslantirishlar va jiddiy akslantirish hagidagi teoremalar yorda-
mida amalga oshirildi.

Aleksandrovning s akslantirish hagidagi teoremasi topologik fazo-
laming eng muhim sinfi Evklid fazosi Rn dagi barcha to ‘plamostilarning
xarakteristikasini keltirib chigardi. Ma’lum boidiki, bu to‘plamostiiar
barcha chekli-o‘lchovli yoki sanogli bazaga ega bo‘lgan metrik fazolardan
boshga narsa emas ekan.

Jiddiy akslantirishlar hagidagi teoremasi esa, Aleksandrovning gdT”
logik o‘Ichamlar nazariyasini qurishni boshlab berdi va o‘lchamning alg
raik xarakteristikasini vujudga keltirdi. Metrik fazolar sinfidan ch °
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* o at Kkeltirilgan uchala oicham ta’rifi o‘zaro ekvivalent emas. Metrik
C- |ar sinfidan tashgarida asosan dim olchami nazariyasi invariantdir.
v ,nj o‘lchamning topologik fazodagi qoplama ma’nosidagi ta'rifi juda

‘| keladi. Shuni ta’kidlashimiz kerakki, metrik fazolar sinfidan tash-
garida o‘lchamlar nazariyasi yetarlicha mazmunga ega va geometrikroqdir.

3.5.1-misol. Hagqigiy sonlar o‘gi R yoki aylana S' ni olaylik. Ular-
ning ixtiyoriy x nugtasi va bu nugtaning ixtiyoriy V atrofi uchun ularning
shunday U atrofi topiladiki, U a V va chegara FrU fagat ikkita nugtadan
iborat bo‘ladi. Ya'ni, ta’rifga ko‘ra, indFrlU =0 chegara. U holda indR< 1
va indS'<\ ga ega boMamiz. indM<indX va diskret fazolar nol o‘lchamli
ekanligidan IndR>0 tengsizlikni yoza olamiz. Shu sababli quyidagi teng-
liklar o'rinlidir:

IndR=Indl=1 indS' =1

Evklid fazosi R" yoki S" sferaning ixtiyoriy X nugtasi va uning
ixtiyoriy V atrofi uchun shunday U atrof topiladiki, Uc:V va FrU
gomeomorf Sn bo‘ladi. Induksiya orgali ko‘paytmasini oson isbotlash
mumkin: indR " <n, indS" <n va indl" <n tengsizliklar o‘rinli.

3.5.2- teorema. C, va C2 yopiq to‘plamlar X fazoning o°‘zaro
kesishmaydigan to‘plamlari va AciX fazoostisi bo‘lib, dim”~<«
bo‘lsin. U holda C, va C2 lari ajratuvchi shunday B to‘plam topiladiki,
uuchun dimzlnJ5<«-1 ofrinli bo‘ladi.

Isbot Teoremani induksiya metodi bilan isbotlaymiz. Agar n- 0
bo'lsa, dim” =-1 yoxud dim” =0 bo‘lib, teorema o‘rinli.

Endi n>0 bo‘lsin. Ma’lumki, to‘plamga chekli sondagi elementlarni
qo‘shsak, oMcham o‘zgarmaydi. Shu sababli A to‘plamni A=DUuUE
ko‘rinishda ifodalashimiz mumkin, bu yerda dimD<«-1,dim£<0.

Teorema shartiga ko‘ra, n- 0 bo‘lganda, C, va C2 lamni ayiruvchi
shunday B to‘plam topiladiki, BnE =0 o‘rinli bo‘ladi. Bundan
AnBcD, dimD<n-I| bo‘lganligi sababli dim~nff<«-I.

3.5.3- teorema. X topologik fazo va dim X<«-I bo‘lsin. n tadan
' Va C\ vyopiq to‘plamlar berilgan bo'lib, ular Cjr\C\-0,
I~ 0 > 1 shartni ganoatlantirsin. U holda shunday a ta yopiq BI
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to‘plamlar topiladiki, har bir Bl to‘plam C, vaC\ ni ajratadi v
i0n B2n ...n 50| =0 o'rinli bo‘ladi.

Isbot. Topologik fazo uchun dimX</j-I o‘rinli bo‘lsin. Oldingj
teoremaga ko‘ra, shunday Bt yopiq to‘plam topiladiki, 5, to‘plam

vaC1 ni ayiradi va dim5, <n-2 bo'ladi. Yana shu teoremani go*llasak
shunday B2 to‘plam C2va C2 to‘plamlami ayiradi va dim5, nB,<, , »
bo‘ladi. Oldingi teoremani qo'llash natijasida n ta Bt yopiqg to'plamlar
topiladiki, ular Ck va C\ ni ayiradi va dim(5, 0 B2n...nBk)< n-k-*
k =\,2,...,n o'rinli boiadi. Agar n=k bo‘lsa, dim(5r. . n 4)=-1,hu
esa, fagat 0 to‘plam uchun o‘rinlidir. Ya’ni, BInB 2n ...n Bn- 0 .

3.5.4-misol. I kub berilgan bo'lsin, ' ¢ R"- Evklid fazosi.
Ma’lumki, ixtiyoriy xe I uchun x=(x],x2...,xn), |x,|< 1 shart o‘rinlidir.
Ct={xe ' :xj=lj; Cl={xe T :x(=-1].Agar B, yopigto‘plam Ci va
CP lami ayirsa, u holda B{nB2n ...n Bn*0 .

Isbot. Agar Bi yopiq to‘plam Ci va C\ larni ayirsa, u holda ta’rifga
kora, X\B, =Uir\U",Cl<zU,,C] <zU) Utn U '=0 o'rinli.

Ut va W lar 1"\Bj to'plamda ochiq bo'lgani uchun ular I da ham

=
ochiq to'plamdir. Har bir xe / nugta uchun V(x) vektor olamiz. V(x)
ning i- koordinatasi £p(x, Bj dan iborat bo'lib, agar xe Ut boisa,

+p(x,Bj) olinadi; agar xe U) bo'lsa, -p{x,Bt) olinadi.
Har bir xe ' nugta uchun bunday moslikda /(x) deb, x nugtadan

boshlab V(x) go'ysak, shu V_(>x) ning uchini /(x) nugta deb olamiz. |“I
va [ fazolar gomeomorf bo'lganligi tufayli Brauer teoremasini go'llash
mumkin. Brauer teoremasiga ko‘ra, bu uzluksiz akslantirishda shunday
ishoralar gonuniyatiga ko‘ra, har ganday holda ham /(x)ef o‘rinlidir.
Natijada, / akslantirishga ega bo'lamiz. Bu akslantirish uzluk-
sizdir.

x°e ' nugta topiladiki, /(x°) =0 o'rinli bo'ladi.
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IxtiyOriy i indeks uchun p(x°,Bi)=0, bundan x°e Bi deyishimiz
mumkin .ubolll B,nB2n...nB,,*0.

Endi quyidagini isbot gilamiz.

3 5.5-teorema. Ixtiyoriy n uchun dimI" >n o‘rinli.

Ishot. Teskarisini faraz gilamiz, ya’ni dim/" <n-\ bo‘lsin. 3.5.3-
teoremaga ko‘ra, I kubning turli garama-garshi yoqglarini ayiruvchi n ta
yopig B to'plamostilar mayjud bo'lib, ular Btnin...n BnTO shartni
ganoatlantiradi. Bu esa, 3.5.4-misolda keltirilgan qoidaga ziddir. Demak,

dimla>n.
3.5.5- teorema va 3.5.1-misoldan quyidagi o'rinli.
3.5.6- teorema. Ixtiyoriy n butun son uchun indR" =indS" =

Indl" =n tenglik o'rinlidir.

Sanogli bazaga ega metrik fazolarda uchala o'lcham ekvivalent bo'l-
ganligi tufayli quyidagi o'rinli.

3.5.7- teorema. Ixtiyoriy n butun son uchun quyidagi tengliklar o'rinli:

indR" =indS" - Indl" - n

dimR" - dimS" - dimlC =n

IndR" = IndS" =IndI" =n

Ma’lumki, T simpleks yopiq B" sharga gomeomorf. Shu tufayli T
ning chegarasi S’~ ga gomeomorfdir. n=2 bo'lganda yopiq uchburchak
[a0afi2], tekislikdagi yopig doiraga gomeomorfdir. Uchburchakning chega-

rasi (konturi) [alalJu[ala2]u[a2a0] S' aylanaga gomeomorfdir. Shu
sababli n=2 bo'lgan holda 3.3-§ da quyidagi teoremaning isboti kelti-
rilgan.

3.5.8- teorema. R" fazoda yopiq B" shar va S"~' uning {n-1) o'l-
chamli chegarasi berilgan bo'lsin. S"~' sferaning nugtalarning go'zg'al-
mas 4°ldiradigan hech ganday uzluksiz F :B"  S"~] akslantirish mavjud

emas. Boshgacha aytganda, S"~] sfera B" sharga retrakt bo'la olmaydi.
Quyidagi teorema to'plamostining ichki va chegaraviy nugtalarining
fazoda invariantligi hagida Brauer teoremasidir.
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3.5.9- teorema. X to‘plam R" ning ixtiyoriy to’plamostisi bo‘lsin \
f: X -*Y gomeomorfizm bo‘lsin va f(X)= ¥Ycin". Agar re x nudg

X ning ichki nugtasi bo‘lsa, f(x)& Y nugta ham f(X) ning ichki nugtajj
bo‘ladi. Agar xe X nugta X ning chegara nugtasi bo‘lsa, u holda f{x"
nugta ham Y ning chegara nugtasi bo‘ladi. Xususiy holda agar A va £
to‘plamlar R" ning gomeomorf to‘plamlari bo‘lib, A ochiq to‘piam
bo‘lsa, uholda B ham ochiqg to‘plam bo‘ladi.

Isbot. Bu teoremaning ichki nugta chegaraviy nugta uchun isbotini
keltiramiz. Hagigatan ham, x nugta X ning ichki nugtasi bo‘Isin.

Sr{x) bu nugtaning shunday sferik atrofi bo‘lsinki, 5r(x) c I
Ko‘ramizki, x nugtaning X dagi Sr(x) da yotadigan atrofi ganday bo‘H

shidan gat’i nazar, X \U ni S"~I ga akslantiruvchi uzluksiz akslantirish
mavjud boiadiki, bu akslantirishni butun X ga davomlashtirish mumkin
bo‘Imaydi. Sn+] sifatida Sr(x) ning chegarasini, / :X\U —Sn~ akslan-
tirish sifatida esa, x nuqgtadan X\U to‘plamning S" ' ga proeksiyasini
olamiz. Bu proeksiyada S°~ ning nugqtalari qo‘zg‘almas qoladi. Bu
[ X \U ->Sn1 akslantirishni butun X fazoga davomlashtirish mumkin
emas. Agar mumkin bo‘lsa, ya’ni / :X ->Sn* o'rinli bo‘lsa, Sn ning
nuqgtalari qo‘zg‘almas qolib, Sr(x) ham ~" 1 ga uzluksiz akslantirish

bo'ladi. Ya’ni, S"'1sfera Sr(x) sharning retrakti bo‘lib golmoqgda. 358

teoremaga ko‘ra esa bu mumkin emas. Demak, R" ichki nugtalar invariant
ekan.

Biz birinchi bobda ba’zi chiziglar bilan tanishdik. Evklidning “Negiz-
lar” asarida ham “chizig — ensiz uzunlikdir” deb izohlangan. Yugorida
kiritilgan o‘lchamlar chizigni ta’riflashga imkon beradi.

Olimlar deyarli 2500 yil mobaynida geometriyaning asosiy tushun-
chalaridan biri chizigqga turli ta’riflar berib kelishgan. Endi oxirgi am
urinishni keltiramiz.

3.5.10- ta’rif. Bir olchamga ega bog’langan va kompakt metri
lar chiziq deyiladi.

Kompakt boMmagan hollarda esa, chizigni quyidagicha ta’rula
mumkin.
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3 5.11-ta’rif. Bir o‘lchamli lokal kompakt chekli dizyunkt yopiq

jjogiamli to‘plamlarning birlashmasidan iborat bo‘lgan metrik fazolarga

chiziq deyiladi. . L - o

eKislikda yotgan chiziglarga silliq chiziq deyiladi. Tekislikda ichki

taga ega bo‘lmagan bog‘lamli yopiq kompakt to‘plamlar silliq chizig

deb ataladi. Bu —chizigga Kantor tomonidan berilgan xarakteristika yoki

ta’rifdir. Chizigga kesma, aylana, giperbola va quyidagi tekislik to‘p-
lamostisi misol bo‘la oladi.

Bu chizigni j(x,y)e if :y=sinj/;xe (o,[']j u|(r,y)e if :x=0,-I<y<I}

to‘plam sifatida olishimiz mumkin. (3.5.1-rasm)
Ma’lum bodishicha, ixtiyoriy chizigni 13 kubda yotgan Menger

universal chizig‘ining birorta gismiga topologik ekvivalent deb olishimiz
mumkin.

Il bob yuzasidan foydalanishga tavsiya etilayotgan
adabiyotlar sharhi

Topologik fazolardagi indX; IndX hamda dimA"' oTchamlar, ular-

nmg asosiy topologik va geometrik xossalari, nol odchamli topologik
fazolar asosan 5, 9, 34, 44, 58-59, 73-74, 92, 103, 105, 108 ragamlar bilan

wilgan adabiyotlarda, R" fazo va uning fazoostilarining algebraik
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o‘lchamlari, o‘lchovlari, gomologik va kombinatorik o‘lchamlarj
go‘zg‘almas nugta hagidagi Brauer teoremasi va uning algebra”
topologiya masalalariga tatbig‘i jarayonlari 22 - 24, 31, 40, 56, 61 -
85, 88, 95, 100 - 103 ragamlar bilan berilgan adabiyotlarda batafsj|ro
yoritilgan. A

106



IV bob. GOMOTOPIYA VA GOMOLOGIYA

Topologik fazolarning geometrik xossalarini o°‘rganishda asosiy
logik usullardan biri algebraik vositalarni ishlatishdir. Topologiyada
bu magsadni amalga oshirish uchun gator usullar, topologik fazoga algeb-
raik obyektlar, masalan, gruppalar, halgalar, maydon va algebralar mos
syilib o‘rganila boshlandi. Topologiya masalalarini yechishga bunday
funktorial yondashish mos algebraik masalaga olib keladi. Algebraik
masalalaming “hosila” yechimi ko‘p hollarda topologik masalalar yechi-
mini aniglash bilan bog‘liq bo‘ladi. Algebraik topologiya asosida shu
ko'rinishdagi mulohazalar yotadi. Bu yoMdagi ilk tushunchalardan biri
topologik fazolarning fundamental gruppalaridir. Fundamental gruppalar-
dan keyinrog paydo bo‘lgan umumiyroq tushuncha —gomotopik gruppalar
va gomologiyadir. Bu bob shu tushunchalarni o‘rganishga bag‘ishlanadi.

4.1-8. Uzluksiz akslantirishlar fazosi

X va Y topologik fazolar berilgan bo‘lsin, barcha X fazodan Y
fazoga uzluksiz akslantirishlar to‘plamini S(X,Y) bilan belgilaymiz.

Ya’ni:
S(X,Y)={f :X -» ¥ :/ - uzluksiz va topologik fazo).

Ma’lumki, S(X,Y) ning elementlari uzluksiz akslantirishdan iborat

bo‘lib, bo‘sh bo‘lgan to ‘plamdir.
Bu to‘plamning hamda X va Y fazolarning ko'pgina xossalari uzviy
bog'lig. Agar X fazo bir nugtadan iborat bo‘lsa, u holda S(X,Y)=Y

bo'ladi.
Agar (Y,p) metrik fazo va X kompakt bo‘lsa, u holda 5(X,7)
t0 plam metrikasini qo‘yidagicha aniglasa boladi:

A(11,12) = sup{p(y;(x)/2(x)):xe Xfuf2” C(X,Y)}.

Ya ni, (C(X, Y),/j.) metrik fazodan iborat ekan.

l.I-ta’rif. S(A,Y) to‘plamda fi metrika orgali aniglanadigan
°pologiya tekis yaginlashuvchi topologiya deyiladi va r Kko‘rinishda
belgilanadi.
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5'(X,y)to‘plamda quyidagi to'plamostilarni ko‘raylik:
{XUj¥,=/ e C(X,F):/(x,)efl,/=U}

Bu yerda xxx2...xke X va UxUZ2...Uk lar Y fazoning ochig
to‘plamlaridir. {jg,C/, ¥ to‘plamlar tizimi S(X,Y) to‘plamda birorta T
ma’lum topologiyaning old bazasi bo‘ladi. Bu topologiya nuqtalf;r
bo‘yicha yaginlashuvchi topologiya deyiladi. Ko‘pincha bu fa2o
€ (X,Y),tp) ko‘rinishda ham belgilanadi.

4.1.2- ta’rif. Agar X fazoning ixtiyoriy bo‘sh bo‘lImagan oc
to‘plami uchun X jamlanmada shunday element topilsa va bu element U
da yotsa, X topologik fazoning bo‘sh bo'lmagan to‘plamostilari jamlan-
masi X fazoning n seti (turi) deyiladi.

Bikompakt n -to‘rlarni olaylik, ya’ni n to‘ming elementlari bikom-
pakt to‘plamdan iborat bo‘lsin. X va Y - topologik fazolar bo'lsin,
FcX vafcf, yani X fazodagi F va Y fazodagi V to‘plamlar uchun
0(F,V)={g:ge C(X,Y), g(fOaV} belgilashni kiritamiz. X topologik
fazoning n turi X uchun B X={0(F,V) :Fs X, V esa, U dagi ixtiyo-
riy ochiq to‘plam} belgilashlar kiritamiz.

S X (X,Y) deb old bazasi W jamlanmali bo‘lgan S(X,F) ning
elementlar to‘plamini olamiz.

4.1.3-teorema. X bikompakt, X esa, X ning barcha yopiq top-
lamostilari sistemasi va Y metrik fazo bo‘lsin. U holda Sx(X,Y) topo-
logik fazo topologiyasi S(X,Y) to‘plamdagi tekis yaginlashuvchi topolo-
giya bilan ustma-ust tushadi.

Isbot. Ta’rifdan ko‘rinadiki, Vx jamlanma tekis yaginlashuvchi topo-
logiyaning old bazasi ekanligini isbotlash lozim.

Buning uchun V X sistema elementlarining tekis yaginlashuvchi
metrikaga nisbatan ochiq to‘plam ekanligini ko‘rsatish kerak.

F czX yopig, Uc f ochig to‘plamlar va ge O(F.U) bo‘lsin. U
holda g (F) kompakt va g (F)czU,<p(t) =p(t,Y\U) uzluksizdir, bu
yerda te g(F) va bu funksiya g (F) ning nugtalarida musbat giymatlaf
gabul giladi. cp(g(F)) to‘plamning kompakt ekanligidan e = inf{(fpgffl)’
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(g(F);Y\U} musbat sondan iborat. Agar g va he C(x,y) akslantirish
Masidaei masofada £ dan kichik bo‘lsa, u holda ixtiyoriy te F nugta va
jxdyoriy ye Y \U nugta uchun p (h(t),y) >p (g(t),y) - p(h(t),
g(t))>£ ~e = ® “bu sababb M 0G U (/) va te F ning ixtiyoriy ekan-
ligidan, he O(F,U). Demak, old baza elementlari metrik tekis yaginla-

shishga nisbatan ochiq to ‘plam ekan.
Ikkinchi bosgichda Vy sistematizim elementlarining ixtiyoriy chekli

kesishmasi tekis yaginlashuvchi topologiyaning bazasi ekanligini ko'rsa-
tishimiz kerak. g e S(X,Y) va s >0 berilgan boisin. Ixtiyoriy xe X nugta

uchun shunday Ox atrofni olamizki, agar u uchun te Ox bo‘lsa, u holda
p(s(1)’E(x))<Eun bo‘ladi. {Qx:xeX} ochiq goplamadan {Oxl,Ox2...,Oxn}

goplamani ajratib olamiz: » ={PPe X,p{g(t),9{x,)) <*/} yopiq to‘plam

bo'ladi.
Ma’lumki, OxtcFt. U \\o\&d{F.,F21...,Fn} sistema X ni qoplaydi.

1/=/I'Il m -,0£2g(x,)):i =\,n}.
Ixtiyoriy he U va teF:i-I,n lani olaylik. Bu holda p(h(t),

g{t))<p{h{t),g(x,)) +p(g(xi)g{t))<E1 +E2 <£ * Shu sababli h funksiya
g funksiyaning s atrofida (tekis yaginlashish metrikasiga nisbatan) yota-
di. he U funksiyaning ixtiyoriy ekanligidan U to‘plam to‘la g ning £
atrofida yotadi. Bundan esa ge U .

CA(X,Y) topologik fazo bayoni keltirilganda, bizni ikki chekka
holat gizigtiradi. X ni Txfazo deb olaylik. X topologik fazoning barcha
bir nugtadan iborat boigan jamlanmasini esa R bilan belgilaylik. U holda
Sr(X,Y) fazo nugtalar bo‘yicha yaginlashuvchi akslantirishlar fazosi
deyiladi. Sr(X,Y) fazoning topologiyasi esa, nuqtalar bo‘yicha yaqin-
lashish topologiyasi deb yuritiladi.

Ikkinchi chekka holat - /1 jamlanma X ning barcha yopiq bikom-
Pakt to‘plamostilaridan iborat bo‘lsin. S (X ,Y ) fazodagi topologiya bi-
°uipakt ochiq topologiya deb yuritiladi. Sr(X ,Y ) fazodagi topologiyani
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T bilan, S (X ,Y ) fazoda kompakt ochig topologiyani ts bilan belgj
laylik. ]
Demak, 4.1.3-teoremadan ko‘rinadiki, Y Ta@onaiiksazo bo'lganda

n=rs o‘rinli.

4.2-8. Uzluksiz akslantirishlar fazosida ekvivalentlik. Gomotopiya

S(X ,Y) fazo topologiyasi hagida hech ganday jumla aytilmagan
bo‘lsa, bu fazoda xc topologiya (kompakt ochiq) garalayotgan deb hisob-

laymiz. Ushbu paragrafda biz S (X ,Y ) fazoda ekvivalentlik munosabatini

aniglaymiz, mazkur munosabatning ba’zi geometrik va algebraik xossasini
keltiramiz.

4.2.1-ta’rif Agar shunday F :X[0,1]->Y uzluksiz akslantirish mavjud
bo‘lib, u uchun F(x,0) =fQx), F(x,\) =f,(x) xe X o‘rinli bo‘lsa, bu
ikkiga fOva C {X,Y) uzluksiz akslantirishlar gomotop deyiladi va
f ~ ko‘rinishda yoziladi.

Ko‘p hollarda akslantirish f Ova /, larni bogMovchi gomotopiya deb
ham yuritiladi.

Shunday qilib, agar / 0~fx bo'lsa, shunday te [0,1] sonli para-
metrga bog‘lig bo‘lgan f,X-*Y akslantirishlar to'plami mavjud ekanki,
bu akslantirishlar uzluksiz ravishda fOva ft larni tutashtirar ekan.

4.2.1-rasmda o‘zaro gomotop bo‘lganfOva fx akslantirishlar kelti-
rilgan.
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4 22-misol. X ixtiyoriy, Y <<R" gavariq to‘plamosti bo‘lsin.
5(X Y) ixtiyoriy uzluksiz akslantirishlar bo‘lsin. U holda F :Xxl -» Y
akslantirish F(x,t) =tfl(x) +(I1-t)fQx) formula bilan aniglansa, F(x,t)

ifoda fOva  lar orasida gomotopiya bo‘ladi.
4 2.3-teorema. Gomotopiya S(X, Y) to‘plamda ekvivalentlik muno-

sabati bo‘ladi.
[shot, a) reflekssivlik: f~ f sharti F(x,t) =f(x) gomotopiya yor-

damida o ‘rnatiladi;

b) simmetriklik: fOva fx ning gomotopiyasi F(x,t) boisin. U hol-
da fOva f\ oras‘da gomotopiya F{x,t)= F (x,\-1) orqali aniglanadi.
Bundan /o ~fy5

d) /o~fv A\ ~fi laming gomotopiyasi mos ravishda F{xJ) va FAx,t)
lar bo‘lsin. Quyidagi formulani garaymiz:

' 1
FX(jc 2t); bunda 0 <t <—
H(x,t)

F,(x,2r-1); bunda—<t< 1
|Fylx,21-1); bundaz

Bu akslantirish uzluksizdir, chunki H(x,t) akslantirish Xx[0,—] va

Xx[—I] yopiq to‘plamostilarning har bir gismida uzluksizdir. Ma’lumki,

H(x,t) akslantirish fx va /2 lar orasida gomotopiyadir. Demak, akslan-
tirishlaming gomotop boMishi munosabati Y) fazoda ekvivalent mu-
nosabat ekan.

Gomotop akslantirishlar sinflari gomotopik sinflar deyiladi. Bunda, R
bilan gomotop munosabatni belgilaymiz S(X,Y)/R. Faktor to‘plam

n(X,Y) ko‘rinishida belgilanadi. Bu ta’rifdan ma'lum bo'ladiki, n(X,Y)
to PlamR (X /) fazoning chizigli bog‘liq komponentalaridan iborat ekan.
S(X,Y) fazoda f<=S(X,Y) akslantirishga gomotopik bo‘lgan sinf
[/] ko rinishida belgilanadi.
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4.2.4- ta’rif. Agar shunday ge S(X,Y) akslantirish mavjud

gof~\x va fog- \x o'rinli boMsa, feC(X,Y) akslantirish gmlqj\
ekvivalentlik deyiladi.

4.2.5- ta’rif. Agar 5(X,I") fazoda gomotopik ekvivalentlik n
bo‘lsa, X topologik fazo Y topologik fazoga gomotopik ekvivalent yo*j
X va Y fazolar bir xil gomotopik tipga ega deyiladi.

Ma’lumki, gomeomorftopologik fazolar bir xil gomotopik tipga ega-
Hagigatan ham, agar f :X-+Y gomeomorfizm bo‘lsa, teskari
metriya / ““=g:Y-+X niolsak, / va g laruchun gf =1, va fg =\x lar

o‘rinli. Buesa, X va Y fazolarning gomotopik ekvivalentligidir. Buning
aksi o‘rinli emas.

Masalan, n>0 boMganda n o‘lchamli S' czR1sharni olsak, bu shar
V" va x0e V” nugtada bir gomotopik tipga ega. Bu fazolarning gomo-
topik ekvivalent ekanligini ko'rsatamiz. / :x0->£" joylash va g\Bx->xQ
doimiy akslantirish boMsin.

Ma’lumki, gf =110. gomotopiyani F(x,t) =tx+{\-t)
formulasi bilan aniglaymiz. Bu F([x,t] akslantirish fg va 1Bn\B"~>Bn
orasida gomotopiya ekan. Demak, bu Bn fazo {x0} nugtaga gomotopik

ekvivalent ekan. Lekin ular gomeomorfemas.
4.2.6- ta’rif. Agar ayniy \x:X X akslantirish doimiy g:X

x0g X akslantirishga gomotop bo‘lsa, X topologik fazo tortiluvchan fazo
deyiladi. Ular orasidagi gomotopiya X ning nugtaga tortilishi (x0 nugta)
deyiladi.

4.2.7- teorema. Fazo tortiluvchan bo‘lishi uchun u bir nugtali
ning gomotopik tipiga ega boMishi zarur va yetarlidir.

Isbot X tortiluvchan va FXx[Q, 1] -mX esa, X ning x0e X ga tor-
tilishi bo‘Isin. {x0} nugtadan iborat fazoni Q bilan belgilaymiz. (p.X-*&
doimiy akslatirish, j :Q->X —joylash. U holda p0-1M- ¢ esa, *va
j(p larga gomotopiyadir. Demak, @@ gomotopiya X va O lar orasidagi

gomotopik ekvivalentlik ekan.
Bunga teskari jumlaning isbotini o‘quvchiga qoldiramiz.
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4 2.8-misol. Silindr va aylana gomotop ekvivalentdir. S silindr va
M avlanani quyidagicha yozamiz:

5 ={(x,y,z)e R3:x2+y2=1,-1<z<I}

S' ={(x,y,z)e R3:x2+y2=1,z =0}

j-S' joylash akslantirish va r :C-+S" akslantirishni r(x,y,z) =
&y®) formulasi orqali aniglaymiz.

Ma’lumki, r-i =\:S' ->SI. F:Cx[0,l]->C gomotopiya F((x,y,z),
t =(x,y,t,z) formula bilan aniglanadi. Bu F((x,y,z),t) ifoda /or va
j-s _»S orasidagi gomotopiya bo‘ladi.

4.3-8. Yo‘Uarni ko‘paytirish

Ixtiyoriy /:[0,1]->X uzluksiz akslantirish X fazoda yo‘l deyiladi.
f(0)- yo‘lning boshi, /(1) esa, oxiri deyiladi. Boshgacha aytganda, X
fazoda /(0) dan /(1) gacha bo‘lgan yo‘l deyiladi. Agar /(/) yo‘lbo ‘lsa,
f(l-t)-f(t) ham yo‘l bo‘ladi. Agar / va g lar X da yo'llar va
/(1) =g(0) boMsa, / va g yo‘Warning ko‘paytmasi f* g yo‘l bo‘lib, u
quyidagi formula bilan aniglanadi:

/(2r); agar 0<r<”-bo’lsg;

(/+sX O H
Ig(2t— 1); agar </<1bo’lsa

Yoiga elementar misol sifatida o‘zgarmas sx:[0.1] -> X,sx(t) =x ni
olishimiz mumkin, bu yerda xe X ning birorta nuqtasi te [0.1] ixtiyoriy
sondir. Boshgacha aytganda, yo‘Ini ma’lum bir vaqt birligi ichida o‘tiigan
juasofa konturi desak, o‘zgarmas yo‘l —bu bir nugtada turish ekan, ya’ni

ar “°'m bir nugtada turiladi. Shuni ta’kidlash kerakki, agar/ :[0.1] -> X

¥° bo lIsa, / ning uzluksizligidan / :[0,1] obrazi X fazoda birorta egri
igdan iboratdir. X fazo Xausdorf fazo bo‘lsa, /([0.1)] yopiq kom-
Paktdir. Yugorida Keltirilgan Peano chizig i, Kantor chizig‘i, Urison-
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to‘plam X topologik fazoda turli-tuman bo‘lishi mumkin ekan.
Agar /:[0.1]-»Y vyo‘l boisa, u holda F(x,t) = g0tno_
topiya yo‘lining 0‘zgarmas yo‘lga e/(0) gomotop ekanligini ko'rsatadi

Shunday holatlardan gochish magsadida quyidagi tushunchani kiri
tamiz.

4.3.1-ta’rif. A to‘plam X ning qgismi, f: X-~Y, /=01 uzluksiz
akslantirishlar bo‘Isin. fOva j\ lar A to‘plamga nisbatan (ko‘p hollarda
A ga nisbatan) gomotop deyiladi, gachonki, fQva fx lar orasida quyidagi
F . Xx1-~X mavjud bo‘lib, F(a,t) akslantirish. ae A bo‘lganda t ga
bog'lig bo‘Imasa. Boshgacha aytganda, ixtiyoriy ae A va te [0,1] uchun
F(a,t) =f0(a) Shuni aytish kerakki, ixtiyoriy aeA uchun F(a,t)= f(Qa).
Yugoridagi ta’rifda keltirilgan F gomotopiya A ga nisbatan gomotopiya
deyiladi va f O~ fx(relA) ko‘rinishida belgilanadi.

£
6
4.3.1-rasm 4.3.2-rasm
4.3.1- rasmda X -\ va X={0}cX. Buyerda F akslantirish
nisbatan gomotopiya bo‘ladi.
4.3.2- rasmda X - 1va *={0;l}cl. Y esa, R2 fazoda halgs

yerda fOva  lar A ga nisbatan gomotop emas, lekin fOva / lar ab-
solyut ma’noda gomotopdir. Ma’lumki, A*0 boMganda A ga nisbatan
gomotopiya oddiy ma'nodagi gomotopiya bilan ustma-ust tushadi.

4.3.2- teorema. S(X,Y) fazodagi « (relA) munosabat ekviv

munosabatdir.
Isbot. Munosabat refleksivdir, chunki F(x,t)=f(x) F va / ~
orasida A ga nisbatan gomotopiyadir.



Munosabat simmetrikdir. / ~girelA) va F uning gomotopiyasi

‘Isin. G(x,t)=HxJ1-t) ni olsak, bu gomotopiya g ~f(relA) ni gano-

atlantiradi- Demak, / ~ g{relA) munosabat tranzitivdir. F:f~ g(relA)
Q-g =h(relA) bo‘lsin. Quyidagi gomotopiyani olamiz:

F(x, 2t)\ agar 0<t< bo’lsa;

[G(x, It-1); agar <t >1bo’lsa

Ma’lumki, H(x,t) uzluksiz f va h akslantirishlar orasida A ga
nisbatan gomotopiya tashkil giladi. Demak, / ~ g(relA).

Oldingi bobda topologik fazoda retrakt tushunchasini kiritgan edik.
Endi esa deformatsiyali retrakt tushunchasi bilan tanishamiz.

4.3.3-ta’rif. Agar shunday r:X->A retraksiya topilsa va uning
uchun ior=1:X->X o'rinli bo‘lsa, AczX to'plam X fazoda defor-
matsiyali retrakt deyiladi. Bu yerda i: A”>X joylashtirishdir.

Boshgacha aytganda, agar shunday F(x,t):4'x/ ~ | gomotopiya
topilib, F(x,0) = jc barcha jce X uchun va F(x,1):X -» A retraksiyadan
iborat bo‘lsa, A to‘plam deformatsiyali retrakt deyiladi. Demak, aylana
silindrning deformatsiya retrakti ekan. Shuni ta’kidlash kerakki, agar A
to‘plam X ning deformatsiyali retrakti bo‘lsa, A va X to'plamlar gomo-
topik ekvivalentdir.

Akslantirishlarning davomlashtirish masalasi ba’zi bir xususiy hol-
larda yechimga ega. To‘lig yechim hali mavjud emas. Masalan, fazo
metrik yoki normal boiganda, bu masala yechimga egadir. Titse-Brauer
teoremalarini. oldingi boblarda keltirdik. Bu bobda esa, akslantirishni
davomlashtirish masalasini gomotopiya bilan bog‘liglikda o‘rganamiz.

f'.A-"Y, AczX akslantirish berilgan bo‘lsin. Bu akslantirishni butun
X fazoga davomlashtirish mumkinmi, ya’ni A to‘plamdagi F/A:->U
cheklovi berilgan / bilan ustma-ust tushadigan shunday F :X -» U aks-
lantirish mavjudmi? Bu F :X —»V akslantirish / :A—Y davomlash-
tirish deyiladi.
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4.3.4-teorema. <p:S”—>Y uzluksiz akslantirish berilgan bo‘lsin y»
birlik (radiusi 1 ga teng) sfera. U holda quyidagi ikki shart ekvivalentdir

i) (p akslantirish o‘zgarmas akslantirishga gomotop;

ii) (p akslantirishni butun sharga VI a F ' davomlashtirish Trwki

Isbot. i) =>ii (i) ekanligini ko‘rsataylik, ya’ni f ~C bo‘lsin, ¢
0‘zgarmas akslantirish, ya’ni S:Sn->P. P - nugta. R<=Y f va C lar
orasidagi gomotopiya

F:Smx I~Y boisin. / akslantirishning davomi /':B”1 y nj
quyidagicha aniglaymiz:

p; agar 0<||x||< —bo’lsa;
/(*)4
AR (XIX|L,2-2]|x]]); agar j/r<\\x\\<I bo’lsa.

Ma’lumki, /0/ =/ tenglik o‘rinliva /' akslantirish uzluksiz, chunki
/' ning {xe Vrnl:0<||x||<-*-},{xe X||< I} yopiq to‘plamlardagi
cheklovi uzluksizdir.

Endi ii) => i)) bo‘lishinini ko‘ramiz. / :Sn— Y ning davomi
p .gnl vy bo‘lsinva yOe S". F(x,t): S"xI —Y akslantirishni quyida-
gicha aniglaymiz:

F(x,t) =F [(\-t)x +%]

Ma’lumki, F(x.0)=/(x);F(x,I) =f'(y0)=Pe Y. Demak, F(x,t)
gomotopiya / va c o°‘zgarmas akslantirish bog*lovchi gomotopiya ekan.

4.3.5-ta’rif. Agar /:[0,1]->X,g :[0,1]->X yo‘llar {01} / vag ga
nisbatan gomotop bo‘lsa, o‘zaro ekvivalent deyiladi va f ~ g ko'rinishda
yoziladi.

/0 va fi yo‘llar ekvivalent bo‘lsa, n holda shunday F:l1*[~*~"
uzluksiz akslantirish, uning uchun quyidagi shartlar o‘rinli bo‘lsa, mavjud
bo‘ladi.
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f(t,0) =fo(t) va F(t,\)=f]{t), tel, F(0,s)= (0) va F(l,s)=/0(),
5e i boiadi (4.3.3-rasm).

fi

bl

4.3.3-rasm

Bu holda F :f O~ f\ ko‘rinishida yoziladi.

4.3.2-teoremadan kelib chigadiki, ~ munosabat X topologik fazoda-
g barcha yo‘llar to‘plami S([0,1],X) dagi ekvivalentlik ekan. C([0,1],X) ni

olsak, 4.3.2-teoremadan ma’lum bo‘ladiki, ~ munosabat £([0,1],X) da
ekvivalentlik ekan. fe C([0,1],X yo‘lniolsak, / ga ekvivalent yo‘llar
sinfini  [/] bilan belgilaymiz. Ikki ekvivalent yo'lning ko'paytmasi
[[1[&] =[/*&] ham korrekt aniglangandir. Demak, [f]e £[0.1],A)/-.

bo‘lsin. Agar f O~ fxgO~gxbo‘lsa, u holda f0*g0O~ fi*gl
Ishot. F:fO~ft va G:g0O~gl ekvivalentliklarni {0,1} ga nisbatan
ta’minlovchi gomotopiya N: 1x | —>Xni

N(t,s) =

formula bilan aniglaymiz. Ma’lumki, ff(t,s) uzluksizdir va F(l,.s)=/0)=
So(0)G=(0,S).

foxgOva / *gj lar orasidagi {0,1} ga nisbatan gomotopiya N dan
*poratdir (4.3.4-rasm).
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4.3.4-rasm

Quyidagi lemmani isbotsiz gqabul gilamiz.

4.3.7-lemma. f,g,heC(I,X) lar uchun, /(1)=g(0) va g(l) =h(0
o‘rinli boisin. U holda (f*g)*h~

Bu lemmadan ko‘rinadiki, /(1) =g(0)) va g(l) = A(0) yo'llar.sinf-
larining ko‘paytmasi ([/I[aD[A] =[/D[g][A]) assotsiativlik gonuniga bo‘y-
sunadi. Umumiy holda (/*g)h ®f *(g* h) o‘rinlidir. Ma’lumki, har bir
xe X uchun £X:1 -> X o‘zgarmas yo‘l, £x(t) = x formula orqali aniglan-
an.
’ 0 ‘zgarmas yo‘lning ekvivalent sinfi ko‘paytmada o‘zini chap yoki
o‘ng birlik element sifatida tutadi. Ya’ni, agar / yo‘l x nugtada bosh-
lanib, » nuqgtada tugasa, [rJ[/] =[/] =[/]1[E* ] bo‘ladi.

4.3.8-lemma. Agar / g C(I,X),f(0)=x va /(1) =y o'rinli bo‘lsa,
Ex*f~f vaf*sy~f bo‘ladi.

Isbot. Lemmani £x*f ~f shart uchun isbotlaymiz, f *sy ~f ning
isboti shunga o‘xshashdir.

4.3.5-rasm
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4 3 5-rasmni ko‘rib chigamiz. F :Ixl -> X gomotopik akslantirishni

quyidagichaaniglaymiz:
fx; agar 0<r<(l-s)/2 bo’lsg;

I i1((22-1+s)/(1+.5)), agar (l-.s)/2<r<I bo’lsa.

U holda F(t,0) =ex*f . F(t,I) =f(t) va F akslantirish {0,1}] ga
nisbatan gomotopiyadir.

f yo‘l uchun f{t) =f{}-t) formula bilan aniglangan yo‘lni /
bilan belgilaymiz. Ma’lumki, f~ g bo‘lishi uchun f ~g bo‘lishi zarur

va yetarlidir.
43.9lemma. feC(I1,X),f(0)=x va F(\)=y bo‘lsa, u holda

[* | ~exvaf*f =sybo'ladi.
[shot. f* f~ £ x uchun isbotlaymiz, /* /=ey shunga o°‘xshab ishot-

lanadi.
f *f y°‘l quyidagi formula bilan beriladi:

(/*1)« =

Biz bu yo‘Ini vagtning yarmida / bo‘ylab o‘tamiz, vaqgtning ikkin-
chi yarmida esa, yo‘Ini / bo‘ylab, teskari yo‘nalishda o‘tamiz. Birlik
vagtda yo‘Ini x dan y gacha va teskari x gacha bosib o‘tish uchun
2 birlik tezlik bilan harakatlanishimiz lozim bo‘ladi. Agar se | datezlikni
0-s) ga proporsional almashtirsak, u holda ixtiyoriy s uchun x dan
boshlanib /(2/(1-4)) ga boruvchi va keyin x ga gaytgan yo‘lga ega
boiamiz. 5 =0 bo‘lganda /* / ga, 5=1 boMganda esa, s X ga ega

bo lamiz. Shu sababli F :IxI =X akslantirishni quyidagi formula bilan
ar>iglaymiz;

f(2t)/\-S)), agar O<t<— bo’lsa;
F(s) ={
I((2-21)/(1-s)), agar ~-<t<1 bolsa
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Ma’lumki, F uzluksiz va

F(t,0)={f* /X 0,f(f,1) =/(0) =£,(0-

*40,%)=/(0) = (/* 7)(0),F(1,5) =/(0) = (/* )(1) tengliklar
o‘rinli.

Demak, f *f ~sx.

Bu lemmadan ma’lumki, / ning ekvivalentlik sinfi / ekvivalentlik
sinfiga teskarilik vazifasini o‘tamogda. Ya’ni, x dan boshlanib, y da oxiri

bo‘lgan / yo‘luchun t/1[7]1 =K 1,[/1[/]1 =[/] o‘rinlidir.
Ta’kidlashmumkinki, agar /e C(I,X) bo‘lsa, uholda /e C(I,X).

4.4-8. Fundamental gruppa (guruh)

4.3-8 da ko‘rdikki, S(I,X) fazoda aniglangan yo‘llarning ekviva-
lentlik sinflari (agar {0,1} ga nisbatan gomotop bo‘lsa, yo‘llar ekvivalent)
aksiomalar gruppasining deyarli hammasini ganoatlantiradi. Bu to‘plamda,
ya’ni C(1,X) da muammo shundaki, ko‘paytirish doimo aniglanmagan,
chunki birlik element ma’lum ma’noda “suzadi”. Bu giyinchilikni bartaraf
etish uchun yopiq yo‘llar sinfini ko‘rib chigamiz.

4.4.1- tarif. Agar / uchun /(0) =/(1) o‘rinli bo‘lsa, /e S(I,X) vy
yopiq deyiladi. Agar /(0) =/(1) bo‘lsa, F yo‘l X fazoning x nugtasi-
dagi yopiq yo‘l deyiladi.

Ko‘p adabiyotlarda yopiq yoini ilmoq (petlya) yoki halga deb ham
atashadi.

Ta’kidlash lozimki, X ning birorta X nuqtasida x da yopiq ixtiyoriy
juft / va g lar uchun f*g aniglangan. S(1,X) topologik fazoning x
nugtadagi yopiq yoilar ekvivalentlik sinfini n{X,x) bilan belgilaymiz.
Ma’lumki, n{X,x)<"C(l,X). 4.3.6-lemmaga ko‘ra, agar TT(XX)
bo‘lsa, u holda [/]*[*]6 n(X,x) bo‘ladi. a(X,x) to’plam X topologik
fazoning x nugtadagi fundamental gruppasi deyiladi.

4.4.2- teorema. n(X,x) to‘plam C(r,X) fazoda gruppa tash

giladi.
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Ma’lumki, bu to'plamda * amali aniglanadi, [/],[g]e a(X,x)
bo‘lsa, u holda [/],[g]e n(X,x) bo'ladi. Birlik elementi esa, [e] dan
jborat.

Teskari element [[/]*'=[/] tenglik bilan aniglanadi. Amalning
assotsiativligi 4.3.7-lemmadan kelib chigadi. Buning uchun [(g* h)oh]
yozuvi o‘rniga ko'p hollarda [ f *g* h] yozuvni ishlatamiz.

4.4.3- misol. Agar X chekli diskret topologik fazo bo'lsa, a(X,x) =0.
Ya’ni, bu a(X,x) gruppa elementlari [ex] lardan iborat.
4.4.4- teorema. x,y& X . Agar X fazoda x va y larni bog‘lovchi

yo‘l mavjud bo‘lsa, s(X,x) va a(X,y) gruppalar izomorf bo'ladi.

Isbot X fazoning x va y nuqtalari orasidagi yoi / bo'lsin, ya’ni
feC(l,X) va/(0)=x va/(l) =y>Agar ge C(l,X) x nugtadagi
yopiq yo‘l bo‘lsa, u holda (f *g)* f y nuqgtada yopiq yo‘l bo'ladi. Shu
sababli, Uf :#(X,x)-*n(X,y) akslantirishni uf(g) =[/*g*/] formu-
lasi bilan aniglaymiz. Bu akslantirish gruppalar gomomorfizmi bo'ladi,
chunki  uf {[g][h]) =uf\g*h\ =\f*g*h] =\f*f*f*h*f\ =f*g=*h\
[/*Nn*/] =uf [gJuf[f\ o'rinlidir. Teskari yo'l / ni, ya’ni y va x lar
orasidagi yo'Ini qo'llab, Uf :a(X,y) -> 7r(X,x) ni uf(h)=[f*h*/]
formulasi bilan aniglaymiz. Tekshirish natijasida nfuf [g] = [g] va
uf uf [n] =[h] larga ega bo'lamiz. Demak, uf biektiv akslantirish ekan.

Shu sababli Uf izomorfbo'ladi.

Bu teoremadan bevosita quyidagi natijaga ega bo'lamiz.

4.4.5- natija. Agar X fazo chizigli bog'lamli bo'lsa, uning ixtiyoriy
x vay elementlari uchun n(X,x) va n{X,u) gruppalar izomorfbo'ladi.

Bu natijada X chizigli fazo bo'lganligi ahamiyatlidir. X ni bog'-
lamli fazoga almashtirib ham bo'Imaydi. Chunki keyingi bo'limlarda
tanishamizki, X bog'lamli bo'lganida, n{X,x) va n{X,x) orasidadoimo
izomorfizm o'rnatib bo'lmaydi. X chizigli fazo bo'lganida s(X,x) belgi-
lashlarda x ni tashlab yuborsak bo'ladimi? Bu biroz xavfli, chunki n(X,x)
va A(X,n) orasida kanonik izomorfizm bo'Imaydi, sababi x va n lar
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o‘rtasidagi har xil yo‘llar turlicha izomorfizmni aniglashi mumkin. x
Y topologik fazolarda cp\X”>Y uzluksiz akslantirish berilgan bodsi®

Ma’lumki, S(I,X) va S(I,Y) topologik fazolarga mos ravishda n(X x\
va n(Y,y) gruppalari bor. Quyidagi uch fakt ravshandir:

i) agar f,gf C(I,X) bo‘lsa, cpf cpge C(I,Y) bo‘ladi.

ii) agar f ~g bo‘lsa, uholda cpf ~(pg bo'ladi.

iii) agar /(0) =/(1)=x bo‘lsa, ya’ni / yo‘l nugtada yopiq yod
bo‘lsa, feC (I,X) bo‘ladi. cpgeC(l,Y), <?/(0)=<p/(l) =(p(x), yanj
@f yoi (p(x) nugtadagi yopiq yo‘l ekan.

Demak, agar f/]e n(X,x) bo‘lsa, u holda \(p/] korrekt aniglangan
va [N/ Je n{Y,(p{x)) bo‘ladi.

Shu sababli cp*>k(X,x) ->n{Y,cp{x)) akslantirishni q*=([f~\)=[cpf]
tenglik bilan aniglaymiz.

4.4.6- lemma, cp*n(X,x)-In(Y,cp(x)) gomomorfizmdir.

Hagigatan ham, cp* ([/][9]) =<?*[/* g] = [<?(/* 9)\ = [Pla*9)] =
[<pfl[(pg] = (P*[fb*[g\

cp*n(X,x) -*n{Y,cp{x)) gomomorfizm cp-.X"Y uzluksiz akslan-
tirishning indutsirlangan gomomorfizmi deb yuritiladi.

Quyidagi ikki tasdigni isbotsiz keltiramiz.

4.4.7- teorema.
i) agar cp-.X-*-Y va :Y—Z uzluksiz akslantirishlar bo‘lsa, u

holda (4»*4'*<p*;

i) agar \X\X X ayniy akslantirish bo‘lsa, 1™ :n(X,x)->(X,x)
ayniy gomomorfizm.

4.4.8- natija. Agar cp:X " U gomomorfizm bo‘lsa, u
Qi :7r(X,x) -» n(n,cp(x)) izomorfizmdir.

Demak, fundamental gruppa topologiyadan algebraga o‘tish uchun
bir vosita bo'lmoqgda. Bu jarayonning xarakterli jihatlari quyidagilar:

i) bir topologik fazoga (belgili nugtali) uning biz o‘rgangan funda-
mental gruppasi mos qo‘yilmoqda;

ii) topologik fazolar orasidagi akslantirishlarga (indutsirlangan)
gruppalar gomomorfizmi mos qo‘yilmoqda;
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jii) uzluksiz akslantirishlar kompozitsiyasiga indutsirlangan gomeo-
orfizmlar kompozitsiyasi mos go‘yilmoqda;

0L iv) ayniy akslantirishga ayniy gomomorfizm mos go'yilmoqda;

v) gomeomorfizmga esa, izomorfizm mos qo‘yilmoqgda.

Bayon gilingan topologiyadan algebraga o‘tish jarayoni algebraik jara-

deb yuritiladi. Algebraik topologiya ganday masalalar bilan shug‘ul-
lanadi yoki algebraik topologiya ganday jumlaga yaxshi misol bo‘ladi?

Quyidagi teoremani isbotsiz keltiramiz.

4.4.9- teorema. Agar (p\X">U gomotopik ekvivalentlik bo‘lsa,
ixtiyoriy xe X uchun g*\n(X,x) n{U,<p(x)) izomorfizmdir.

4.4.10- natija. Tortiluvchan fazolar trivial fundamental gruppaga ega.

4.4.11- ta’rif. Agar X chizigli bog‘lamli va ixtiyoriy nuqtasida
n(X,x) = {8 o'rinli bo‘lsa, x topologik fazo bir bog‘lamli deyiladi.

Demak, tortiluvchan fazolar bir bogMamli ekan. Quyidagi teoremani

ham isbotsiz keltiramiz,
4.4.12- teorema. X va Y topologik fazolar chizigli bog‘lamli

bo‘lsin. XxY ko‘paytmaning fundamental gruppasi bu fazolar fundamen-
tal gruppalarining ko‘paytmasiga izomorfdir. Ya’ni, k(XxY)=k(X)xk(Y).
Biz o‘rgangan n(X,x0) fundamental gruppa ko‘p hollarda 7r,(X,x)
ko‘rinishda belgilanadi, chunki 1 indeks fundamental gruppa ta’rifidagi
yo‘lda S(I,X) fazoning [0,1]=/ ning bir o‘lchamli fazo bo‘lganligi
uchun olinmoqda.
Umumiy holda nn(X1 Xa) fundamental gruppaning akslantirishla-

rini S(In,X) fazodan olish mumkin. Bu nn(X1, X0) fundamental gruppa

X fazoning xOnugtadagi n o‘lchamli gomotopik gruppasi deyiladi. Bu
ta’rif bilan gisgacha tanishtiramiz.
/" kub, ya’ni ' =IxIx..xIx..xI",a to‘plam uning cheti, ya’ni

5M={xg I :x=(xl.x,),xi =0 yoki 1}.

nn(X,x0¥to‘plain g ga nisbatan gomotopik sinflardan iborat boiib,
f s C(I.X) akslantirishlar f( 8l n) =x0 shartni ganoatlantiradi.

[M1[g] =[/* 9] ko‘paytma quyidagicha aniglanadi:

(f* agar bo’lsa;
[[g(2t,-1,t2,...,Q) agar "< f,<| bo’lsa
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Bunday aniglangan ko‘paytirish amali korrektdir va shu sababl’
nn(jc,x0) gruppa sturukturasini beradi. Albatta, n=1bo'lsa, nn(X,.x)
fundamental gruppaga ega bo'lamiz. nn(X,x0) fundamental gruppa har
doim ham abel gruppasi emas, lekin n>2 boMganda, nn(X,xO) doitno
Abel gruppasidir.

4.5-8. Aylana va ba’zi sirtlarning fundamental gruppasi

Bu paragrafda aylananing fundamental gruppa-
sini hisoblaymiz va uning butun sonlar to‘plami Z ga
izomorf ekanligini ko‘rsatamiz. So‘ngra sirtlar tor, |C 3

sfera, proektiv RP2 fazolarning fundamental gruppa-
larini aniglaymiz.

Ixtiyoriy fe C(I,S]) yopig yo‘lni olaylik, bunda
x0<S',f(0)=1 dan iborat bo‘lsin. Har bir bunday
fe C(I,SNf(0)- x0 S' yopig yo‘Ini olsak, aylana-
ni bir necha marta o‘ralgan, deb tushunish mumkin.
Bu o‘ramlar sonini shu yopiq fe C(I,S) yoMning darajasi deyishimiz

4.5.1-rasm

mumkin, ya’ni x0e S1nugtadan har bir / e C(l1,S") yopiq yo‘lga birorta
butun son n yoki n mos go'yilgan desak boladi. Agar aylanani o‘ragan
yopiq yo‘l soat miliga teskari n marta o'ralgan bo‘lsa, bu son n deb
olinadi. Shuni ta’kidlash mumkinki, agar ularning darajalari teng bo‘lsa,
ikki yopiq yo‘l fagat va fagat ekvivalentdir ({0,l}ga nishatan gomotop).

Shunday qilib, har bir n son uchun darajasi n ga teng bo‘lgan yopiq yo‘l
mavjuddir.
Yopig yo‘lning aniq va gat’iy ta’rifmi keltirish uchun hagqigiy sonlar

o‘gqi R va e(t) =ert* formula bilan aniglangan uzluksiz e:R->S" ni olay-
lik. Geometrik nuqgtai nazardan hagigiy sonlar to‘g‘ri chizig‘ini spiral shak-
lida tasawur gilamiz, proeksiyani e akslantirish deb olamiz (4.5.1 -rasmy)-
Bu holda aytishimiz mumkinki, e~‘(I) = Z . Fikrimiz shundan iborat-
ki, agar fs C(l,S) uchun /(0)=/(1) =1 o‘rinli bo‘lsa, shunday yagona
/e C(1,S) topiladiki, uning uchun /(0) =0 va ef =f o‘rinli boladi-
Bu yerda bu / akslantirish / akslantirishning tiklanmasi (podnyatiy3)
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deyiladi. Demak, /(1)=1, u holda /(I)=e “(2)=Z . Bu butun son / aks-
lantirishning darajasi deyiiadi.

45.1- 1emma. Aytaylik, UaS'{l} ochiqto‘plam va V=If\e~'(U)czR
bo'lsin. U holda e~\U) to‘plam F +«={v+«:ve V} ne Z ko‘rinishdagi
ochiq to'plamlarning dizyunkt birlashmasidan iborat bo'lib, ularning har

birini e gomeomorftarzda U ga akslantiriladi.
Isbot. Aytishimiz mumkinki, U ochiq interval, ya'ni U ={2nit:0<

a<t<b<D} a,b sonlar. Uholda V=(a,b) va V+n=(a+n,b+n). Ma’lumki,
f'(U) to‘plam V +n, ne N ko‘rinishdagi ochiq to‘plamlaming dizyunkt
birlashmasidan iborat. Aytaylik, en=e(a+n,bb +r) bo‘lsin. Ma’lumki, In
uzluksiz va biektiv. e~ ning uzluksizligini tekshirish uchun xe (a+n,b+n)
nugtani olamiz va shunday kichik £ >0 olamizki, xe IV=[x~s,x+e]c:W
orinli bo‘lsin. W kesma kompakt bo‘lgani va S' Xausdorf boigani
uchun en:W -> In(fV) gomeomorfizmni aniglaydi. In(x) nugta In(x)
yoyning oxiri bo'la olmaydi, chunki unday holda Inl gomeomorfizmda
In(x)\In(x) bog‘lamli to‘plam obrazi bog‘lamsiz W\{x} to‘plam bo‘lishi
mumkin. Shu sababli In(JV) to‘plam In(x) nugtaning S' dagi va U dagi
ochiq atrofidir va e~ akslantirishning bu to‘plamlardagi cheklovi (chek-
lanishi) gomeomorfizmdir. Demak, e(x) funsiyada nuqtada uzluksiz,
xe{a+n,b+ri) nugtaning ixtiyoriyligidan en' akslantirish xe ((a+nlo+ri))=U da
uzluksizdir. Shu sababli e, —gomemorfizm.

Shuni ta’kidlash kerakki, 4.5.1-lemma S' \{x} uchun o‘rinli, bu yerda
A6 M ning ixtiyoriy natijasidir.

4.5.2- natija. Agar akslantirish / -.X*-S' syurektiv bo4masa, u holda
/ nolga gomotop bo‘ladi.

Ishot. Agar xsf(X) bo‘lmasa, u holda S' \{x} fazo (0,1) ga gome-
°morfdir. (x=e2F \Va S1={e2™:s<r<I|+j}). Bu yerda (0,1) interval
tortiluvchan fazodir.

45.3-  teorema. Har bir uzluksiz / g C(1,S) akslantirish uchun uning

kfflasi /e C(I,R) mavjuddir.
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Vaholanki, agar x0& R birorta nugtabo‘lib, 1(x0)=f(0) bo‘lsa, u hQu
da shunday yagona / tiklama topiladiki, uuchun /f'0) =xo o‘rinli bolVkdi

Isbot. Aytaylik, ixtiyoriy xe S' uchun Ux uchun shunday ochiq atrOf
bo‘Isinki, e~\Ux) to‘plam R da dizyunkt ochiq to‘plamlarning birlash-
masidan iborat bo‘lsin va ularning har birini eUx ga gomeomorf akslan-
tirsin.

{f-'(Ux):xe S'} to‘plamni I to‘plamning {(x"7)M/:ye ./} ochig
goplamasi ko'rinishida yozishimiz mumkin. | kesmaning kompakt ekan-

ligidan uning [0, +el\(t2-e2) , ko‘rinishdagi chekli gOpla
masi mavjud, bu yerda f, +£, >tM -e M,i=\n-\. Har bir /=1n uchun
bir a,e +ef) nugtani olamiz. Ular uchun 0= a0< a, an=\

o‘rinli bo‘lsin. f[a,,aM\ to'plam S' ning S, ochiq to‘plamida yotib,
bunda e~'(Si) to‘plam R ning dizyunkt ochiq to‘plamostilarining bir-
lashmasidan iborat bo‘lib, ularning har biri e akslantirish natijasida S. ga

gomeomorf akslanadi. Endi tiklanmani k= bo yicha induksiya
yordamida aniglaymiz.

K =0 boMganda trivialdir. /0(0) =x0 va boshqga tanlash yo‘q. FaraZ
gilaylik, tiklanma Jk:[0,ak]™> R aniglangan va yagona. Esga olamiz®

f([ak,aM ]<zSk va e~\St) to‘plam //{(W}je J)} konndtdkg
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‘plamlarning dizyunkt birlashmasi bo‘lib, ular uchun e/W/ :Wi-£Sk
akslantirish ixtiyoriy j& J uchun gomeomorfizmdir. Binobarin, fk(ak)& W,
buyerda We{Wx:j*J) gandaydir element (4.5.2-rasm). [ak,ak# chi-
zigli bog“Hqg boiganligi sababli ixtiyoriy fkA davomlashtirish [ak,ak X] ni
nr ga akslantirishi kerak. Bu yerda UWj :W. -» Sk cheklovchi gome-
otnorfizm bo‘lgani uchun shunday yagona P\[ak,ak™\-+W akslantirish
topiladiki, (/, = f[ak,aki) bo‘ladi (aslida, p=(p = ((/w)-~If).

i akslantirishni quyidagicha aniglaymiz:

S)=t/* ('S)’agar 0"s<ak, bo‘lsa;
i+ [[/,(5),agar ak <s<ak, bo‘lsa.

Bu akslantirish uzluksiz va tuzilishi bo‘yicha yagona hamda
Yk{ak)= P(ak) induksiyaga ko‘ra / tiklanmaga ega boddik.

Bu teorema S(1,S') da yopiq yoMning darajasini ta’riflashda qo‘l
keladi. le S' nugtadagi /e C(I,R) yopiq yo‘l bo‘lsinva /e C(I,R) uning
yagona tiklanmasi bo‘lib, /(0) = 0. 1))=e“(I) = Z bo‘lgani uchun
/(1) —butun son. Shu son / ning darajasi deyiladi.

4.5.4-lemma. Har bir Fe C(12S") akslantirish Fe C(12R) tiklan-
maga ega. Vaholanki, agar x0e R va f(x0)=F(0,0) bo‘lsa, u holda shun-
day yagona F tiklanma mavjudki, uning uchun F(0,0) =xo o‘rinli bo'ladi.

Isbot Oldingi teorema isbotidagi mulohazalarni davom ettiramiz. | 2
kvadrat kompakt bo‘lganligi tufayli & va bt sonlarni shunday tanlaymizki,
ular quyidagi shartlami ganoatlantirsin:

O=alcai<..<an=10=b0<b,<...<bm=1
)¢ Sis, bu yerda Ris to‘g‘ri to‘rtburchak, i=0,nj-o,m .
~{(*>s)e 1 2:a t<t<aM\bj <s<bj"} Su to‘plam S' dagi ochiq
Plam’ u uchun e 1Sy). Bu R dagi ochiq to‘plamlaming dizyunkt birlash-
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masi bo‘lib, ularning har biri e natijasida St ga gomeomorf akslanadi

yerda to'g'ri to‘rtburchaklardagi RigRIil,...,RmRiNRuy,...,F tiklanma indU<

siya bo‘yicha oldingi teoremaga o‘xshab aniglanadi. Qolgan ba’zi (ishot
ning) gismlami tiklash o'quvchiga havola.

4.5.5- natija. f@teC(l,S) lar S' ning / nugtasidagi ekvivalent y0l.
lar boMsia Agar /,, va / tiklanmalari bo‘lib, /0(0)="(0) bo‘lsa, u holda
m =m bo'ladi.

IsboL fOva / orasidagi {0,1} ganisbatan F gomotopiya bo‘lsin.

F birgiymatli F:f -R gacha tiklanmaga ega bo'lib, F(0,0)=/Q0)=/dd
F(t,0)=fo(t) va F(t,\)=fxt) boMgani uchun F(t,Q)=f(t) va F(tA)=fXt),
vaholanki, 2 (/,1) =7,(0/00) ~ 7 (0 gacha bo‘lgan yo‘l F(l,/),
AK0=/00)=/0)- Bundan F(],t) o‘zgarmas (doimiy) yo‘l va 7 Q(1)=7,(1)/C.
Bundan ko‘rinadiki, F yo‘l fOva / lar orasidagi {01} ga nisbatan go-
motopiyadir.

4.5.6- teorema. tfS')\) &Z .

Isbot @:n(S',1) -> Z akslantirishni olamiz va uni <p([/]) =deg/
ko‘rinishda aniglaymiz; bu yerda deg/ degfbelgi / ning darajasini bil-
diradi. Ta’kidlaymizki, deg/=7(1), bu yerda f akslantirish / ningyago-
na tiklanmasi bo‘lib, f(Q)=0. Oldingi natijaga ko‘ra, @ akslantirish

korrekt aniglangandir.
@ ning gruppalar orasidagi izomorfizm ekanligini ko‘rsatamiz. Oldin

@ ning gomomorfizmligini ko‘rsataylik.
Aytaylik, \a(f) akslantirish / ftiklanmaning boshlanishi aee'(/LU

bo'lsin. Demak, £, (/) =foaea(/)(/) =f(t) +a birorta boshlanishi 1 da
bo‘lgan S1 yoMdir. Ma’lumki, \a{f*g)=\a{f)*\a{g), bu yerda b=f(\)+a'
Demak, agar [g],[/]e (S',1) bo‘lsa, u holda

~(xg) =(ho (MM (@) XI) =UgX) =6+g (I)=/(0+1(1)=Km)+* ]

bo‘ladi. Bu yerda b =/(1). Demak, g —gomomorfizm.
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Endi (p akslantirishning syurektiv ekanligini ko‘rsatamiz. «e Z
uchun, aytaylik, g .1~ R akslantirish g(t) =nt tenglik bilan aniglansin.
U holda egl->S" akslantirish 1 nugtada yopiq yo‘l bo’ladi. Bu yerda g
akslantirish lg ning tiklanmasi bo'lgani tufayli uning uchun g(0)=0. U
holda ip([eg]) =<ieg(eg)=g(\) =n. Bu (p ning syurektivligidir. Endi¥
ning in’ektivligini ko'rsatish uchun $»([/]) =0 deb faraz qgilaylik, ya’ni
deg/ =0¢/ ning tiklanmasi f esa, / (0)=/ (1)=0 shartlarni ganoatlan-
tiradi. R ning tortiluvchan ekanligidan /* & O(re/{0,1}). Boshqgacha aytgan-
da, shunday F :12 akslantirish topiladiki, uning uchun F(0,t) =f(t),
f(1,00=0 va F(t,Q=F(t,]) =0, lekin F(s,t)=(\-s)f(t) bo’lsa. Ammo
eF:/2->8" akslantirish quyidagi eF(0,t)=f {),eF(\,t)=leF(t,0)=eF(t,1)
shartlarni ganoatlantiradi.

Shu sababli / *e,(re/{0,I}). Ya’ni, [/] =le n(S' :1). Bu ning
inektivligini ko‘rsatadi. Demak, tp izomorfizm ekan.

Tor T=S'xS] bo’lganligi tufayli bu teoremadan bevosita quyidagi

natija kelib chigadi.
4.5.7- natija. n(T\)» ZxZ .

Fundamental gruppa texnikasining qo‘llanilishini quyidagi teoremada
ko‘rishimiz mumkin.

4.5.8- teorema. Ixtiyoriy /:$ 2->/2 uzluksiz akslantirish qo’zg'al-

mas nuqtaga ega.

Isbot Bu yerda V2 — tekislikda markazi birorta nugtada bo'lgan
yopiq shar. Teskari isbot gilamiz, ya’ni ixtiyoriy xe V2 uchun /(x)* x
Orinli bo‘Isin.

Bunday holda cp:V2-~V 2 akslantirishni quyidagicha aniglaymiz:

-[/(m*],x)nS"', bunda [/(x],x) —boshi /(x) va x nuqtadano‘tuv-
chinur, S' esa, B shar chegarasi —aylanadir (4.5.3-rasm).

/(<)

4.5.3-rasm



( ning uzluksizligi ravshan. i:S' —B2 joylash bo‘lsa,
ayniy akslantirishdir.
Bu holda quyidagi kommutativ diagrammaga ega boMamiz:

C I l55l
£

Bundan quyidagi diagrammaning kommutativligi kelib chigadi:
(S1Y)— A-——-pn# )

M)

V2 sharning tortiluvchi bo‘lganligi tufayli n(V21)=0. U holda
quyidagi diagrammaga ega bo‘lamiz:

7 — % 7
N g/ f.

Bunday bo‘lishi esa, mumkin emas. Demak, ixtiyoriy uzluksiz aks-
lantirish / :B1—B2 doimo qo‘zg‘almas nuqtaga ega ekan.

4.6-8. Ba’zi bir sirtlarning yuqori tartibli fundamental gruppalari

5 sfera va boshga sirtlarning yuqori tartibli fundamental Kk
gruppasini hisoblash masalasi zamonaviy algebraik topologiyaning ko‘p-
gina boiimlarini rivojlantirishga undaydi. Bu masala, ya’ni yuqori tartibli
fundamental gruppalarni hisoblash oxirigacha to‘la yechilmagan bo‘lsa ham,
ba’zi hollarda turli gizig muammolarni yechishga imkon yaratmoqda. Ikki
holat: k<n va.k>n bir-biridan yetarligacha farglanadi. Birinchi holat:
yetarlicha elementar boMsa ham, uning maxsus metodikasini rivojlantirish
lozim. S" sfera uchun quyidagi natijalami isbotsiz keltiramiz:

n>1 bo‘lganda, n'i(5") =%2(5,,)=..=7m_1s*) =0 bo‘ladi va agar
«>1 bo‘lsa, nn(S")&Z bo’ladi.
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Biz /7=1 bo‘lgan holning isbotini oldingi paragrafda keltirdik. Xusu-
« holda yuqoridagilardan, ko‘rinadiki, Sn sfera o‘zining hech bir nuqta-

llga tortilmaydi.
lkkinchi holat ham oxirigacha o‘rgamImagan, chunki nva n'k son-

larning o rtishi bitan murakkablik ham orta boradi. BUyerda ba’zi bir ma--
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n{S)~Z, :r"SH«Z2..7m(S")~Z2(»«>3). Bu esa, k<n bo‘l-
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4.6.2-teorema. B"+H yopiq shaming chegarasi S" sfera, Bnt shar®
retrakt bo‘la olmaydi.

Isbot. Bizga ma’lumki, nn(S")=Z va Ttrn(E>"+1) = 0 . Agar S" sfera
B"4# ning retrakti bo‘lsa, quyidagi (1) diagramma kommutativ bo‘lar edi

bu yerda i:S"*>Bml S" ni Bn* gajoylash akslantirishi, r:Vm* —sn
retraksiya.

Natijada, nn ning xossalariga ko‘ra, (1) kommutativ diagrammadan

(3) kommutativ diagrammaga ega bo'iamiz. Demak, r retraksiya mavjud
emas.

Bu teorema yordamida gizig va muhim teoremaga ega bo‘lamiz.

4.6.3- Brauer teoremasi. Ixtiyoriy / :B"':-> 27" uzluksiz ak
tirish kamida bitta gqo‘zg ‘almas nugtaga egadir.

Isbot. Teskarisini faraz gilamiz. Har ganday xe B’a uchun f{x)®x
bo‘lsin. [/(x),x] yarim intervalni [/(x),x] nur sifatida olib, uni Sn bilan
kesishguncha davom ettiramiz. [/(x),x] nurbilan S" ning kesishgan nug-
tasini r(x) orqali belgilaymiz, ya’ni r(x) =S" N [/ (jo), x] . Natijada.
r:B"4 ->S",x —r(x) akslantirishga ega bo‘lamiz. Bu akslantirish uzluk-

siz va idsn:S”—=Sn ayniy akslantirishning davomlashtirishidan iboratdir.
Oldingi teoremada ko ‘rsatildiki, bunday davomlashtirish mavjud emas. Bu
ziddiyat teoremaning o ‘rinli ekanligini isbotlaydi.

4.6.4- misol. Kompleks sonlar to‘plamida birlik aylana S' =(z |z =1
/(z) = 7" formula bilan berilgan akslantirishni olsak, deg f - n olad
Yoki agar / :S -> S' lokal gomeomorfizm bo‘lsa, u holda bu ixtiyoriy
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Xe ~ uchun f'(x) ning elementlari soni uning deg/ ini tashkil giladi.
Ajcslantirishning darajasi deg/ tushunchasi, / :S"->R +\ {0} ko‘rinish-
~oi uzluksiz akslantirishlarning B"4 gacha davomlashtirishlarida keng

tatbiqga ega.
Ma’lumki, Rn"\{0} fazo Sn ga gomotopik ekvivalent. Shu sababli

ularning gomotopik gruppalari izomorfdir. Shuning uchun akslantirish dara-
jasi / vektor maydonning (yoki aylanish) xarakteristikasi deb yuritiladi

va %s(f) ko‘rinishida belgilanadi.

4.6.5- lemma. /,,,(/) =0 boMishi uchun f: S n->R"-4\{0} akslantirish
f :Bn]-> R"" \ {0} davomlashtirishga ega boiishi zarur va yetarlidir.

Bu lemmaning isboti quyidagi izohdan bevosita kelib chigadi: / da-
vomlashtirish / - 0 gomotopiyani h(x,t)= f(t,x)xe Sn,te [0,1] ko‘ri-
nishda aniglaydi va aksincha. Bu yerda S’ markazi 0(0,0,...,0) nugtada
va r=1 bo‘lgan sfera.

4.6.6-natija. Agar bo‘lsa, ixtiyoriy f:B->R"""' davom-
lashtirish uchun shunday x0g B nuqta mavjudki, /(x0) =0 bo‘ladi.

Bu natija ko‘p hollarda /(x) =0 tenglamaning yechimi mavjudligini

ko‘rsatish uchun ishlatiladi, bu yerda / :B" 1 R berilgan akslantirish-
dan iboratdir.

4.6.7- misol. Algebraning asosiy teoremasi: kompleks ko‘phad f(z) =
zmt+ alzmd + ...+ am,z + amkompleks sonlar to‘plamida m ta ildizga ega.

Aniq fazolar uchun ba’zi iimdamental gruppalar hisoblanganligini Kkelti-
ramiz. Ya’ni, n>3 bo'lganda, nfi+(S")=Z2n>5 bo‘lganda, n*(S)=ZIi\n>6
bo‘lganda, nm4(Sn)=0;n>1 bolganda, nS") =0 lar o‘rinlidir.

4.7- 8. Singulyar gomologiya, fazoning n o Ichamli gomologiyasi
va xossalari

Gomologiya nazariyasi zamonaviy matematikaning markaziy tushun-
chalaridan biri bo‘lib, uning turli bo‘limlarida keng qo‘llaniladi. Gomo-
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bu yerda i:S"*>Bml S" ni Bn* gajoylash akslantirishi, r:Vm* —sn
retraksiya.

Natijada, nn ning xossalariga ko‘ra, (1) kommutativ diagrammadan

(3) kommutativ diagrammaga ega bo'iamiz. Demak, r retraksiya mavjud
emas.
Bu teorema yordamida gizig va muhim teoremaga ega bo‘lamiz.

4.6.3- Brauer teoremasi. Ixtiyoriy / :B"':-> 27" uzluksiz ak

tirish kamida bitta gqo‘zg ‘almas nuqtaga egadir.

Isbot. Teskarisini faraz gilamiz. Har ganday xe B’a uchun f{x)®x
bo‘lsin. [/(x),x] yarim intervalni [/(x),x] nur sifatida olib, uni Sn bilan
kesishguncha davom ettiramiz. [/(x),x] nurbilan S" ning kesishgan nug-
tasini r(x) orqali belgilaymiz, ya’ni r(x) =S" N [/ (jo), x] . Natijada.
r:B"4 ->S",x —r(x) akslantirishga ega bo‘lamiz. Bu akslantirish uzluk-

siz va idsn:S”—=Sn ayniy akslantirishning davomlashtirishidan iboratdir.

Oldingi teoremada ko ‘rsatildiki, bunday davomlashtirish mavjud emas. Bu
ziddiyat teoremaning o ‘rinli ekanligini isbotlaydi.

4.6.4- misol. Kompleks sonlar to‘plamida birlik aylana S'=(z |z=1

/(z) = 7" formula bilan berilgan akslantirishni olsak, deg f - n olad
Yoki agar / :S -> S' lokal gomeomorfizm bo‘lsa, u holda bu ixtiyoriy
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Xe ~ uchun f'(x) ning elementlari soni uning deg/ ini tashkil giladi.
Ajcslantirishning darajasi deg/ tushunchasi, / :S"->R +\ {0} ko‘rinish-
~oi uzluksiz akslantirishlarning B"4 gacha davomlashtirishlarida keng

tatbiqga ega.
Ma’lumki, Rn"\{0} fazo Sn ga gomotopik ekvivalent. Shu sababli

ularning gomotopik gruppalari izomorfdir. Shuning uchun akslantirish dara-
jasi / vektor maydonning (yoki aylanish) xarakteristikasi deb yuritiladi

va %s(f) ko‘rinishida belgilanadi.

4.6.5- lemma. /,,,(/) =0 boMishi uchun f: S n->R"-4\{0} akslantirish
f :Bn]-> R"" \ {0} davomlashtirishga ega boiishi zarur va yetarlidir.

Bu lemmaning isboti quyidagi izohdan bevosita kelib chigadi: / da-
vomlashtirish / - 0 gomotopiyani h(x,t)= f(t,x)xe Sn,te [0,1] ko‘ri-
nishda aniglaydi va aksincha. Bu yerda S’ markazi 0(0,0,...,0) nugtada
va r=1 bo‘lgan sfera.

4.6.6-natija. Agar bo‘lsa, ixtiyoriy f:B->R"""' davom-
lashtirish uchun shunday x0g B nuqta mavjudki, /(x0) =0 bo‘ladi.

Bu natija ko‘p hollarda /(x) =0 tenglamaning yechimi mavjudligini

ko‘rsatish uchun ishlatiladi, bu yerda / :B" 1 R berilgan akslantirish-
dan iboratdir.

4.6.7- misol. Algebraning asosiy teoremasi: kompleks ko‘phad f(z) =
zmt+ alzmd + ...+ am,z + amkompleks sonlar to‘plamida m ta ildizga ega.

Aniq fazolar uchun ba’zi iimdamental gruppalar hisoblanganligini Kkelti-
ramiz. Ya’ni, n>3 bo'lganda, nfi+(S")=Z2n>5 bo‘lganda, n*(S)=ZIi\n>6
bo‘lganda, nm4(Sn)=0;n>1 bolganda, nS") =0 lar o‘rinlidir.

4.7- 8. Singulyar gomologiya, fazoning n o Ichamli gomologiyasi
va xossalari

Gomologiya nazariyasi zamonaviy matematikaning markaziy tushun-
chalaridan biri bo‘lib, uning turli bo‘limlarida keng qo‘llaniladi. Gomo-
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4.6.2-teorema. B"+H yopiq shaming chegarasi S" sfera, Bnt shar®
retrakt bo‘la olmaydi.

Isbot. Bizga ma’lumki, nn(S")=Z va Ttrn(E>"+1) = 0 . Agar S" sfera

B"4# ning retrakti bo‘lsa, quyidagi (1) diagramma kommutativ bo‘lar edi

bu yerda i:S"*>Bml S" ni Bn* gajoylash akslantirishi, r:Vm* —sn
retraksiya.

Natijada, nn ning xossalariga ko‘ra, (1) kommutativ diagrammadan

(3) kommutativ diagrammaga ega bo'iamiz. Demak, r retraksiya mavjud
emas.
Bu teorema yordamida gizig va muhim teoremaga ega bo‘lamiz.

4.6.3- Brauer teoremasi. Ixtiyoriy / :B"':-> 27" uzluksiz ak

tirish kamida bitta gqo‘zg ‘almas nuqtaga egadir.

Isbot. Teskarisini faraz gilamiz. Har ganday xe B’a uchun f{x)®x
bo‘lsin. [/(x),x] yarim intervalni [/(x),x] nur sifatida olib, uni Sn bilan
kesishguncha davom ettiramiz. [/(x),x] nurbilan S" ning kesishgan nug-
tasini r(x) orqali belgilaymiz, ya’ni r(x) =S" N [/ (jo), x] . Natijada.
r:B"4 ->S",x —r(x) akslantirishga ega bo‘lamiz. Bu akslantirish uzluk-

siz va idsn:S”—=Sn ayniy akslantirishning davomlashtirishidan iboratdir.

Oldingi teoremada ko ‘rsatildiki, bunday davomlashtirish mavjud emas. Bu
ziddiyat teoremaning o ‘rinli ekanligini isbotlaydi.

4.6.4- misol. Kompleks sonlar to‘plamida birlik aylana S'=(z |z=1

/(z) = 7" formula bilan berilgan akslantirishni olsak, deg f - n olad
Yoki agar / :S -> S' lokal gomeomorfizm bo‘lsa, u holda bu ixtiyoriy
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Xe ~ uchun f'(x) ning elementlari soni uning deg/ ini tashkil giladi.
Ajcslantirishning darajasi deg/ tushunchasi, / :S"->R +\ {0} ko‘rinish-
~oi uzluksiz akslantirishlarning B"4 gacha davomlashtirishlarida keng

tatbiqga ega.
Ma’lumki, Rn"\{0} fazo Sn ga gomotopik ekvivalent. Shu sababli

ularning gomotopik gruppalari izomorfdir. Shuning uchun akslantirish dara-
jasi / vektor maydonning (yoki aylanish) xarakteristikasi deb yuritiladi

va %s(f) ko‘rinishida belgilanadi.

4.6.5- lemma. /,,,(/) =0 boMishi uchun f: S n->R"-4\{0} akslantirish
f :Bn]-> R"" \ {0} davomlashtirishga ega boiishi zarur va yetarlidir.

Bu lemmaning isboti quyidagi izohdan bevosita kelib chigadi: / da-
vomlashtirish / - 0 gomotopiyani h(x,t)= f(t,x)xe Sn,te [0,1] ko‘ri-
nishda aniglaydi va aksincha. Bu yerda S’ markazi 0(0,0,...,0) nugtada
va r=1 bo‘lgan sfera.

4.6.6-natija. Agar bo‘lsa, ixtiyoriy f:B->R"""' davom-
lashtirish uchun shunday x0g B nuqta mavjudki, /(x0) =0 bo‘ladi.

Bu natija ko‘p hollarda /(x) =0 tenglamaning yechimi mavjudligini

ko‘rsatish uchun ishlatiladi, bu yerda / :B" 1 R berilgan akslantirish-
dan iboratdir.

4.6.7- misol. Algebraning asosiy teoremasi: kompleks ko‘phad f(z) =
zmt+ alzmd + ...+ am,z + amkompleks sonlar to‘plamida m ta ildizga ega.

Aniq fazolar uchun ba’zi iimdamental gruppalar hisoblanganligini Kkelti-
ramiz. Ya’ni, n>3 bo'lganda, nfi+(S")=Z2n>5 bo‘lganda, n*(S)=ZIi\n>6
bo‘lganda, nm4(Sn)=0;n>1 bolganda, nS") =0 lar o‘rinlidir.

4.7- 8. Singulyar gomologiya, fazoning n o Ichamli gomologiyasi
va xossalari

Gomologiya nazariyasi zamonaviy matematikaning markaziy tushun-
chalaridan biri bo‘lib, uning turli bo‘limlarida keng qo‘llaniladi. Gomo-
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4.6.2-teorema. B"+H yopiq shaming chegarasi S" sfera, Bnt shar®
retrakt bo‘la olmaydi.

Isbot. Bizga ma’lumki, nn(S")=Z va Ttrn(E>"+1) = 0 . Agar S" sfera

B"4# ning retrakti bo‘lsa, quyidagi (1) diagramma kommutativ bo‘lar edi

bu yerda i:S"*>Bml S" ni Bn* gajoylash akslantirishi, r:Vm* —sn
retraksiya.

Natijada, nn ning xossalariga ko‘ra, (1) kommutativ diagrammadan

(3) kommutativ diagrammaga ega bo'iamiz. Demak, r retraksiya mavjud
emas.
Bu teorema yordamida gizig va muhim teoremaga ega bo‘lamiz.

4.6.3- Brauer teoremasi. Ixtiyoriy / :B"':-> 27" uzluksiz ak

tirish kamida bitta gqo‘zg ‘almas nuqtaga egadir.

Isbot. Teskarisini faraz gilamiz. Har ganday xe B’a uchun f{x)®x
bo‘lsin. [/(x),x] yarim intervalni [/(x),x] nur sifatida olib, uni Sn bilan
kesishguncha davom ettiramiz. [/(x),x] nurbilan S" ning kesishgan nug-
tasini r(x) orqali belgilaymiz, ya’ni r(x) =S" N [/ (jo), x] . Natijada.
r:B"4 ->S",x —r(x) akslantirishga ega bo‘lamiz. Bu akslantirish uzluk-

siz va idsn:S”—=Sn ayniy akslantirishning davomlashtirishidan iboratdir.

Oldingi teoremada ko ‘rsatildiki, bunday davomlashtirish mavjud emas. Bu
ziddiyat teoremaning o ‘rinli ekanligini isbotlaydi.

4.6.4- misol. Kompleks sonlar to‘plamida birlik aylana S'=(z |z=1

/(z) = 7" formula bilan berilgan akslantirishni olsak, deg f - n olad
Yoki agar / :S -> S' lokal gomeomorfizm bo‘lsa, u holda bu ixtiyoriy
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Xe ~ uchun f'(x) ning elementlari soni uning deg/ ini tashkil giladi.
Ajcslantirishning darajasi deg/ tushunchasi, / :S"->R +\ {0} ko‘rinish-
~oi uzluksiz akslantirishlarning B"4 gacha davomlashtirishlarida keng

tatbiqga ega.
Ma’lumki, Rn"\{0} fazo Sn ga gomotopik ekvivalent. Shu sababli

ularning gomotopik gruppalari izomorfdir. Shuning uchun akslantirish dara-
jasi / vektor maydonning (yoki aylanish) xarakteristikasi deb yuritiladi

va %s(f) ko‘rinishida belgilanadi.

4.6.5- lemma. /,,,(/) =0 boMishi uchun f: S n->R"-4\{0} akslantirish
f :Bn]-> R"" \ {0} davomlashtirishga ega boiishi zarur va yetarlidir.

Bu lemmaning isboti quyidagi izohdan bevosita kelib chigadi: / da-
vomlashtirish / - 0 gomotopiyani h(x,t)= f(t,x)xe Sn,te [0,1] ko‘ri-
nishda aniglaydi va aksincha. Bu yerda S’ markazi 0(0,0,...,0) nugtada
va r=1 bo‘lgan sfera.

4.6.6-natija. Agar bo‘lsa, ixtiyoriy f:B->R"""' davom-
lashtirish uchun shunday x0g B nuqta mavjudki, /(x0) =0 bo‘ladi.

Bu natija ko‘p hollarda /(x) =0 tenglamaning yechimi mavjudligini

ko‘rsatish uchun ishlatiladi, bu yerda / :B" 1 R berilgan akslantirish-
dan iboratdir.

4.6.7- misol. Algebraning asosiy teoremasi: kompleks ko‘phad f(z) =
zmt+ alzmd + ...+ am,z + amkompleks sonlar to‘plamida m ta ildizga ega.

Aniq fazolar uchun ba’zi iimdamental gruppalar hisoblanganligini Kkelti-
ramiz. Ya’ni, n>3 bo'lganda, nfi+(S")=Z2n>5 bo‘lganda, n*(S)=ZIi\n>6
bo‘lganda, nm4(Sn)=0;n>1 bolganda, nS") =0 lar o‘rinlidir.

4.7- 8. Singulyar gomologiya, fazoning n o Ichamli gomologiyasi
va xossalari

Gomologiya nazariyasi zamonaviy matematikaning markaziy tushun-
chalaridan biri bo‘lib, uning turli bo‘limlarida keng qo‘llaniladi. Gomo-
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4.6.2-teorema. B"+H yopiq shaming chegarasi S" sfera, Bnt shar®
retrakt bo‘la olmaydi.

Isbot. Bizga ma’lumki, nn(S")=Z va Ttrn(E>"+1) = 0 . Agar S" sfera

B"4# ning retrakti bo‘lsa, quyidagi (1) diagramma kommutativ bo‘lar edi

bu yerda i:S"*>Bml S" ni Bn* gajoylash akslantirishi, r:Vm* —sn
retraksiya.

Natijada, nn ning xossalariga ko‘ra, (1) kommutativ diagrammadan

(3) kommutativ diagrammaga ega bo'iamiz. Demak, r retraksiya mavjud
emas.
Bu teorema yordamida gizig va muhim teoremaga ega bo‘lamiz.

4.6.3- Brauer teoremasi. Ixtiyoriy / :B"':-> 27" uzluksiz ak

tirish kamida bitta gqo‘zg ‘almas nuqtaga egadir.

Isbot. Teskarisini faraz gilamiz. Har ganday xe B’a uchun f{x)®x
bo‘lsin. [/(x),x] yarim intervalni [/(x),x] nur sifatida olib, uni Sn bilan
kesishguncha davom ettiramiz. [/(x),x] nurbilan S" ning kesishgan nug-
tasini r(x) orqali belgilaymiz, ya’ni r(x) =S" N [/ (jo), x] . Natijada.
r:B"4 ->S",x —r(x) akslantirishga ega bo‘lamiz. Bu akslantirish uzluk-

siz va idsn:S”—=Sn ayniy akslantirishning davomlashtirishidan iboratdir.

Oldingi teoremada ko ‘rsatildiki, bunday davomlashtirish mavjud emas. Bu
ziddiyat teoremaning o ‘rinli ekanligini isbotlaydi.

4.6.4- misol. Kompleks sonlar to‘plamida birlik aylana S'=(z |z=1

/(z) = 7" formula bilan berilgan akslantirishni olsak, deg f - n olad
Yoki agar / :S -> S' lokal gomeomorfizm bo‘lsa, u holda bu ixtiyoriy
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Xe ~ uchun f'(x) ning elementlari soni uning deg/ ini tashkil giladi.
Ajcslantirishning darajasi deg/ tushunchasi, / :S"->R +\ {0} ko‘rinish-
~oi uzluksiz akslantirishlarning B"4 gacha davomlashtirishlarida keng

tatbiqga ega.
Ma’lumki, Rn"\{0} fazo Sn ga gomotopik ekvivalent. Shu sababli

ularning gomotopik gruppalari izomorfdir. Shuning uchun akslantirish dara-
jasi / vektor maydonning (yoki aylanish) xarakteristikasi deb yuritiladi

va %s(f) ko‘rinishida belgilanadi.

4.6.5- lemma. /,,,(/) =0 boMishi uchun f: S n->R"-4\{0} akslantirish
f :Bn]-> R"" \ {0} davomlashtirishga ega boiishi zarur va yetarlidir.

Bu lemmaning isboti quyidagi izohdan bevosita kelib chigadi: / da-
vomlashtirish / - 0 gomotopiyani h(x,t)= f(t,x)xe Sn,te [0,1] ko‘ri-
nishda aniglaydi va aksincha. Bu yerda S’ markazi 0(0,0,...,0) nugtada
va r=1 bo‘lgan sfera.

4.6.6-natija. Agar bo‘lsa, ixtiyoriy f:B->R"""' davom-
lashtirish uchun shunday x0g B nuqta mavjudki, /(x0) =0 bo‘ladi.

Bu natija ko‘p hollarda /(x) =0 tenglamaning yechimi mavjudligini

ko‘rsatish uchun ishlatiladi, bu yerda / :B" 1 R berilgan akslantirish-
dan iboratdir.

4.6.7- misol. Algebraning asosiy teoremasi: kompleks ko‘phad f(z) =
zmt+ alzmd + ...+ am,z + amkompleks sonlar to‘plamida m ta ildizga ega.

Aniq fazolar uchun ba’zi iimdamental gruppalar hisoblanganligini Kkelti-
ramiz. Ya’ni, n>3 bo'lganda, nfi+(S")=Z2n>5 bo‘lganda, n*(S)=ZIi\n>6
bo‘lganda, nm4(Sn)=0;n>1 bolganda, nS") =0 lar o‘rinlidir.

4.7- 8. Singulyar gomologiya, fazoning n o Ichamli gomologiyasi
va xossalari

Gomologiya nazariyasi zamonaviy matematikaning markaziy tushun-
chalaridan biri bo‘lib, uning turli bo‘limlarida keng qo‘llaniladi. Gomo-
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4.6.2-teorema. B™" yopiq shaming chegarasi S" sfera, B”'1 shar<>4
retrakt bo‘la olmaydi.

Isbot Bizga ma’lumki, nn(S")-Z va 7m(D"Il)=0 . Agar S" sfera
Bn# ning retrakti bo‘isa, quyidagi (1) diagramma kommutativ bo‘lar edi

bu yerda i:Sn*>Bmi Sn ni Bmil gajoylash akslantirishi, r:V +l-"sn
retraksiya.

Hi

Natijada, nn ning xossalariga ko‘ra, (1) kommutativ diagrammadan

(3) kommutativ diagrammaga ega bo‘lamiz. Demak, r retraksiya mavjud
emas.

Bu teorema yordamida qgiziq va muhim teoremaga ega bo‘lamiz.

4.6.3- Brauer teoremasi. Ixtiyoriy / :B"']-» Bn'l uzluksiz akslan-
tirish kamida bitta qo‘zg‘almas nugtaga egadir.

Isbot. Teskarisini faraz gilamiz. Har ganday xe B,n uchun /(x)*x
bo‘lsin. [/(x),x] yarim intervalni [/(x),x] nur sifatida olib, uni S" bilan
kesishguncha davom ettiramiz. [/(x),x] nur bilan S" ning kesishgan nug-
tasini r(x) orqali belgilaymiz, ya’ni r(x) = S”fj [/(x),x] . Natijada,
r:B”+l-> S" x —r(x) akslantirishga ega bo‘lamiz. Bu akslantirish uzluk-

siz va idsn :S" ->S" ayniy akslantirishning davomlashtirishidan iboratdir.

Oldingi teoremada ko'rsatildiki, bunday davomlashtirish mavjud emas. Bu
ziddiyat teoremaning o ‘rinli ekanligini isbotlaydi.
4.6.4- misol. Kompleks sonlar to‘plamida birlik aylana S' ={z:\z= 1} da.

f(z) =zn formula bilan berilgan akslantirishni olsak, deg/ -n bo-iaai
Yoki agar / :S -> S| lokal gomeomorfizm bo‘lsa, u holda bu ixtiyoriy
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S" uchun f'(X) ning elementlari soni uning deg/ ini tashkil giladi.
Aj~lantirishning darajasi deg/ tushunchasi, / :S" R ““\ {0} ko'rinish-
Krj uzluksiz akslantirishlarning B™ gacha davomlashtirishlarida keng

tatbiqga ega.
Ma’lumki, Rn"\{0} fazo Sn ga gomotopik ekvivalent. Shu sababli

ularning gomotopik gruppalari izomorfdir. Shuning uchun akslantirish dara-
jasi / vektor maydonning (yoki aylanish) xarakteristikasi deb yuritiladi

va x X f) ko‘rinishida belgilanadi.

4.6.5- lemma. j,,,(/) =0 boMishi uchun f:S n*>R“\{0} akslantirish
f :Bn]-» R""\ {0} davomlashtirishga ega boMishi zarur va yetarlidir.

Bu lemmaning isboti quyidagi izohdan bevosita kelib chigadi: / da-
vomlashtirish /~ 0 gomotopiyani h(x,t)= f(t,x)xe Sn,t€ [0,1] ko‘ri-
nishda aniglaydi va aksincha. Bu yerda S" markazi 0(0,0,...,0) nugtada
var- 1 bo‘lgan sfera.

4.6.6- natija. Agar xsn (f)” 0 boisa, ixtiyoriy / davom-
lashtirish uchun shunday x0e B"4 nuqta mavjudki, /(x0) =0 bo‘ladi.

Bu natija ko'p hollarda f{x)= 0 tenglamaning yechimi mavjudligini

ko‘rsatish uchun ishlatiladi, bu yerda / :B"4-> iin#l berilgan akslantirish-
dan iboratdir.

4.6.7- misol. Algebraning asosiy teoremasi: kompleks ko‘phad f(z) =
Z? +alz"1+ ...+ am,z+ omkompleks sonlar to‘plamida m ta ildizga ega.

Aniq fazolar uchun ba’zi fundamental gruppalar hisoblanganligini kelti-
ramiz. Ya’ni, n>3 bo'lganda, #"2(S")=22n>5 bolganda, nnXS)=ZAn>6
boMganda, MMU(Sn)=0;n>7 bo‘lganda, nr&(Sn) =0 lar o‘rinlidir.

4.7- 8. Singulyar gomologiya, fazoning n o'lehamli gomologiyasi
va xossalari

B Gomologiya nazariyasi zamonaviy matematikaning markaziy tushun-
cbalaridan biri bo‘lib, uning turli bo‘limlarida keng qo‘llaniladi. Gomo-
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logiya ham gomotopik gruppalarga o‘xshab, aniglanishi giyin bo‘lgani bilan
ularni hisoblash nisbatan osonroq kechadi.

Gomologiya nazariyasi ancha keng bo‘lgani tufayli uni kichik bir riso-
lada to‘la bayon gila olmaymiz. Bu yerda uning asosiy g‘oyalarini berib,
misol tariqasida fazolarining fundamental gruppalar bilan uzviy bog'lig.
ligini ko‘rsatamiz.

Gomologiya gruppasi ham topologik invariantdir. Gomologiya grup-
pasini hisoblash (aniglash) nisbatan oson bo‘lganligi tufayli uni tatbiqg
gilish va o‘rganish topologiya va algebraik topologiyada keng go‘llaniladi.

Gomologiya nazariyasi o'lchamlar nazariyasi bilan ham chambarchas
bog‘ligdir.

Bizga ma’lumki, J1"4 fazoda n o‘lchovli Aa={x-(xQ...,xn)e Rn]
sipmleks "=0 x]- 1, x >0,/=o0,n} ko'rinishidagi figura bo‘lib,
V= (0,...,0),v, =(0,I,...,...,...,0)...,vn=(0,0,....0,1) nugtalar A, ning uchlari
deb yuritiladi. Demak, A0 —nuqta, [, —kesma, A2 —uchburchak va A,
—tetraedr (4.7.1-rasm).

4.7.1-rasm

X topologik fazo berilgan bo‘Isin.

4.7.1-ta’rif. Ixtiyoriy /e C(\,X) uzluksiz akslantirishning X fazo-
dagi Osa ning obrazi n o‘Ichovli singulyar simpleks deyiladi.

Bu ta’rifdan ko‘rinadiki, X fazodagi O oichovli simpleks —bu nug-
tadan va 1 o'lchovli simpleksga esa, x nuqtadagi yo‘ldan iborat ekan.

Ta’kidlashimiz mumkinki, singulyar simrleks xususiy xolda 1 o‘lchov-
li simpleks nugta bshlishi mumkin.
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Hagigatan ham, agar @ singulyar 1 o'lchovli simpleks bo‘lsa, u holda
tenglik f& C(1,X) yoini ifodalaydi, bu ~>~\0) va <p(v,) lar
orasidagiyo‘ldir. Buning teskarisi, ya’ni feC (1,X) yo‘l esa, <pe S(A,X)
buyerda <pOx{) =/(x,) desak, biro‘lchovli simpleksni aniglaydi.
4.7.2-ta’rif. Quyidagi shartlarni ganoatlantiruvchi ko‘ri-
nishdagi ifoda X fazoda singulyar n o'lchovli zanjir deb ataladi, bu yerda:
{(Pj-.cpjeC"X)}

J - indekslar to‘plami va Z{n}:je J} - sonlar to‘plami va
nleZ{n/ :JeJ} sonlar to‘plamida ularning fagat chekli gismi noldan fargli.
X topologik fazoning barcha singulyar zanjirlari to‘plamini £n(AI) deb
belgilaymiz. Ma’lumki, 5n(/1).-.c(Aa,X) shartini ganoatlantiradi.
to‘plamda qo‘shish (yig‘indi) amalini Yjnjos§ +Y*mfp=" (n i+T1lyp/
ko‘rinishida; nol elementni va Y™n 8 ga teskari (garama-garshi)
elementni (-uyy) ko‘rinishda aniglasak, ~(x) to‘plam qgo‘shish ama-
liga nisbatan abel gruppasini tashkil giladi. Bundan Sn(x) gruppaning asso-
tsiativligi va kommutativligi ayon bo‘ladi. Ushbu ~(x) gruppa ko‘pgina

xossalarga ega, lekin bu gruppa juda kengdir. Shu sababli Sn(x) gruppaga

birorta ekvivalentlik munosabatini kiritsak, u ekvivalentlik sinflariga ajra-
lib, fundamental gruppa singari ravshanroq strukturaga ega bo’ladi.
v Sn(x) ga chegara operatori tushunchasini kiritamiz. Berilgan <ge S(An,X)

n no'lchovli simpleks uchun n-\ o‘lchovli dj...(pG S(Anx X)) simp-
leksni 0>p= (X0,X,,...,X,,_D) = B(x0,x1....x,_1O1....xA D) formulasi bilan anig-

taymiz, bu yerda n=o0,n-1 (4.7.2-rasmga garang).

4.7.2-rasm



Ma’lumki, Sn(x) va 5m 1(ac) gruppalardir. Bu gruppalar orasicia
di:Sn(x)—5nl(x) gomomorfizm aniglanib, unda 'Y'nkp ifoda 'Jin,d ©
ifodaga o ‘tadi.

4.7.3- ta’rif. Bu chegara (chegaraviy) operatori 9(:Sn(x) —Sn .(X)
n
quyidagi 9=90-9, +d2-9 3.+ (-1)"9, = %O formula bilan aniglanadi.

Chegaraviy operator yordamida Sn(x) gruppaning ikkita muhim grup.
paostisini ta’riflash mumkin.

4.7.4- ta’rif. Agar ds =0 bo‘lsa, singulyar n o‘lchovli Se Sn|
zanjir n o‘Ichovli sikl deyiladi.

X fazodagi barcha n o‘Ichovli sikllar to‘plamini Zn(X) bilan belgi-
laymiz.

Agar ezS”™X) uchun d-ge tenglik o‘rinli bo‘lsa, singulyar n o‘l-
chovli d& Sn(X) zanjir n oichovli chegara deyiladi. X fazodagi barcha
chegaralar to‘plami B,,(X) bilan belgilanadi. Aniglanishiga va gruppa
xossalariga ko‘ra, bu ikki gruppa uchun quyidagi o‘rinli bo‘ladi:

Z..{X)=kerd:S,,{X)-+S~(X)
Bn(X) = im:SnI(X)-+Sn (X)

Demak, Zn(X) va W(X) lar *S,(jo gruppaning gruppaostilaridir.
Shuni ta’kidlash mumkinki, barcha 0 o‘Ichovli zanjirlar 0 o‘Ichovli sikl
tashkil giladi, ya’ni Z0(X)=SQ(X). Ikkinchi tomondan, barcha n o‘Ichov-

li chegara n o‘lchovli sikl bo‘la oladi. Bu quyidagi teoremadan bevosita
kelib chigadi.
4.7.5- teorema. Ixtiyoriy <pe S(A",X) uchun dd<p=0 o‘rinli.

Isbot. Aytaylik, <pe S(A",X) bo‘lsin. dd(p ni hisoblaymiz. Ya’ni.
dd(p=dYj{-\)dip=Y 4 £ (-1 y+djd<(p. Agar i<j bo‘lsa, 8Xj=d,dl]
o‘rinli bgeladi. Bung:fclqu;/:i(;jagicha erishamiz:
(9.9ga0»---*"p2)=(" ("X "0,..,"nY=("XN.---~;-20X.,. Xn2) =
Q... XMOXJ, .., X 2 =(dHH(<p)XXQ...,Xi 10XJ,..,Xll A=(dHi<pXXQ...,Xn 2
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Demak,

dd<p=f, | (-1 + + =
i—0 i-0 70 i+ 7-0 70
i) (M) =i | (-1f'a,<?,(?)+£ X Hy+a,a>)=0
70 7-7+1 7-0 #7+1

(-i) (<=2 £ (-1y+djdJQ) + fi £ (~iy+ddI(<p)=0
7-0 7-7+1 7-0 T 7+1
Bundan ko‘rinadiki, Vh(X) gruppa Zn(X) ning gruppaostisi ekan.
Demak, ikkala gruppa ham abel gruppasidir. Shu sababli V,,(X) gruppa
Zn(X) gruppaning normal gruppaostisidir. Demak, Zn(X)/Vn(X) faktor

gruppa aniglangandir.
4.7.6- ta’rif. Zn{X)1Zn(X) faktor gruppa X topologik fazoning n

o‘lovli gomologik gouppasi deyiladi va Zn(X) ko‘rinishda belgilanadi.
Boshqgacha aytganda, ZJX) elementlari quyidagi: s~s'<=>s-s'e Vn
(X),s~s‘e Zn(X), ekvivalentlik munosabati bo‘yicha aniglangan ekviva-

lent sikllar sinfidan iboratdir. Bu holda s va s' sikllar gomologik deyiladi.
4.7.7- lemma. Agar X bir nugtali fazo bo‘lsa, uholda ZQX)a Z va

n>0 bo‘lganda, Hn(X) =0.

IsboL Ixtiyoriy n>0 bo‘lganda shunday yagona <p(n)e C(An,X)
singulyar n o‘Ichovli simpleks topiladiki, Sn(X) =Z{k(p() :Ke Z) o‘rinli
bo‘ladi. >0 bo‘lganda:

[0, agar ntoqg bo’lsa;
dZ (-)'de()=Z H JdL()= guy, agar n >0 juftbo’lsa

n=0 bo’lsa, u holda 5~(0) =0 bo’ladi. Oldingidan quyidagilarga
ega bo‘lamiz:

f Sn(X), agar n toqg yoki n=0 bo’lsa;
ZW =10, agar ujuft va n >0 bo’lsa.



Demak,

Z, agar n=0 bo’lsg;
BAT)= [0, agar n>0 bo’lsa

Quyidagi lemmani isbotsiz keltiramiz.

4.7.8- lemma. Agar X bo‘sh bo‘Imagan chizigli bog‘lamli fazo
uholda HQX)*Z boMadi.

Quyidagi teorema va uning natijasini isbotsiz keltiramiz.

4.7.9- teorema. n natural son bo‘Isin, u holda

H (5»)=[2’agar k - On bo’lsa;
* {o, agar boshga Ke N, K* 0, K ®n bo’lsa.

4.7.10- natija.

a) agar m*n bo‘lsa, S" va Smhar xil gomotopik tipga ega;

b) ixtiyoriy uzluksiz akslantirish qo‘zg‘almas nuqtaga ega.
Keltirilganlardan ma’lum bo‘ladiki, fazoning n o'lchovli gomologi-

yasini hisoblash mumkin ekan, lekin biz ta’kidladikki, fazoning n oMchamli
fundamental gruppai ko‘p hollarda aniglanmagandir.

IV bob yuzasidan foydalanishga tavsiya etilayotgan
adabiyotlar sharhi

Uzluksiz akslantirishlar, fazodagi topologiyani o'zlashtirish va yengil
mashqglarni bajarish uchun 11, 13, 22, 26, 27, 34, 51, 53, 92, 99, 105 ragam-
lar bilan berilgan adabiyotlarga, proektiv va noevklid geometriyalar hagi-
dagi tushunchalar, xossalariga doir ma’lumotlarni 15-18, 38-39, 44, 52, 72,
106 ragamlar bilan berilgan adabiyotlardan; gomotopik topologiya, algeb-
raik topologiya, gomoliya, komologiya hamda fazolarning fundamental
gruppalariga oid tushunchalarni 12, 21, 75-78, 89-90, 96-98 ragamlar bilan
berilgan adabiyotlardan go‘shimcha o‘rganish mumkin.



V bob. BIKOMPAKTLAR KATEGORIYASIDA
KOVARIANT FUNKTORLAR

1944-yilda S. Eylenberg va S. Makleynlar topologik fazolarning gorno-
jOgjya va kogomologiya gruppalari nazariyasining aksiomatikasi muam-
mosini yechish jarayonida matematikaga kategoriya va funktorlar tushun-
chasini kiritishdi. Bu tushunchalar matematikaning boshga sohalarida ham
0z tatbigini topa boshladi. Aynigsa, oxirgi paytda topologiyada aniq funk-
torlaming ma’lum fazolarda geometrik xossalarini o‘rganish va uning tat-
big‘i yo‘nalishi keng rivojlanib bormoqda.

5.1- 8§ Kategoriya tushunchasi

5.1.1- ta’rif. Agar elementlari obyekt deb ataluvchi OoC, sinf beril-
gan bo‘lib, u quyidagi shartlarni ganoatlantirsa, £ kategoriya berilgan kate-
goriya deyiladi:

1) agar £ ning har bir (A,B) juft obyektlari uchun morfizmlar deb
ataluvchi to‘plami HomC,{A,E) (A dan B ga) berilgan bo‘lsa; bu yerda
HoT£(A,B)={u:A-> B\ morfizmdan iborat deyish mumkin, ko'p hol-

lardau eHomC(A,B\ A—W'B Kko‘rinishda yoziladi;

2) C ning ixtiyoriy uchlik (A,B,C) obyekti uchun 1 \Hom”(A,B)x
Hon* ([, C) —»Horn*(AC) akslantirish aniglangan bo‘lsin, bu yerda u(y,9)
juttiikning aksi (obrazi), ue Hom£(A,B), Be Hom£(B,C), bu /r(y,5)
obraz 30y yoki 9*y ko'rinishda belgilanib, y,9 larning kompozitsiyasi
deb ataladi;

A 3) quyidagicha tasdig. Hom”(A,B) to'plamlar va morfizmlar kompo-
zitsiyasi uchun o‘rinli: (d) bu kompozitsiya assotsiativdir, ya’ni ixtiyoriy
morfizmlar uchligi A ->B-~->C =—D uchun co(9y) =(@>9)y o'rinli;

4) £ ning har bir A obyekti uchun ayniy morfizm deb ataluvchi
la'-A->A morfizm mavjud bo‘ladi, agar uning ixtiyoriy A—U* B ;
Amorfizm lari uchun \AU=U \a9I1A=9 laro‘rinli bo‘lsa;
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5) (y) agar £ ning {A,B) , (1LBY juftliklari har xil bo‘ladi, ag
Hom”(A, B) va HomC, (A',B') to‘plamlarning kesishmasi bo‘sh to‘p|ani
bo‘lsa.

5.1.2- misol. Cset kategoriya. Bu kategoriyaning obyektlari to'p]a
lardir. Ixtiyoriy ikki A va B to‘plamlar uchun Hom£als(A,B) sifatida
A ning B ga bo‘lgan barcha akslantirishlar to‘plami tushuniladi. (f,g)
kompozitsiya sifatida esa, oddiy (g,f)->fg akslantirishlar kompozitsi-
yasi f* g tushuniladi.

5.1.3- misoL. Top kategoriya. Bu kategoriyaning obyekti topologik fa
lardir. Homtop(X,U) =C(X,Y) - barcha uzluksiz akslantirishlar to'p-
lami, kompozitsiya esa, uzluksiz akslantirishlarning kompozitsiyasi uzluk-
siz bo'lganligi sababli, uzluksiz akslantirishlarning oddiy kompozitsiya-
sidir.

5.1.4- misol. £ kategoriya. £ kategoriyaning obyekti barcha gruppa
to‘plami, Hom{A,B) esa, barcha A va B gruppalar orasidagi gomeomor-
fizmlar to'plamidir. Kompozitsiya sifatida esa, gomeomorfizmlarning sod-
da kompozitsiyasini olish mumkin.

5.1.4- misol. Somp kategoriya. Bu kategoriyaning obyekti barcha
kompaktlar to‘plami, Hom(Comp(X,Y)), barcha X va Kbikompaktlar ora-
sidagi uzluksiz akslantirishlar to‘plamidir. Kompozitsiya sifatida esa, uzluk-
siz akslantirishlar kompozitsiyasini olamiz.

5.1.5- misoL. Agar / morfizmga teskari /'e Mork(X,Y) mav
bo'lsa, / e Mork(X,Y) morfizmni ekvivalentlik (/ :X”Y) deymiz. Bu
yerda Morkbilan kategoriya morfizmlarini belgiladik.

Kategoriya ta’rifidan ko‘rinadiki, ixtiyoriy Xe Ohk obyektning ayniy
Ix morfizmi yagonadir.

Yugorida keltirilganlardan tashqari, kategoriyalarga muhim misol
sifatida quyidagilarni ko‘rsatishimiz mumkin:

1. Barcha metrik fazolar va ularning uzluksiz akslantirishlari to ‘plami.

2. Barcha chizigli fazolar va ularning chizigli akslantirishlari to ‘plami.

Shuni ta’kidlash kerakki, yuqgorida keltirilgan g , Comp kate-

goriyalarda fagat gomeomorfizm, £ kategoriyada esa, fagat gomeomor-
tlzm ekvivalentlik vazifasini o‘taydi.
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Barcha chizigli fazolar va ularning chizigli akslantirishlari katego-
yjyasida ekvivalentlik vazifasini chizigli gomeomorfizm o‘taydi. Barcha
metrik fazolar va ularning uzluksiz akslantirishlari kategoriyasida esa, gome-
omorfizm ekvivalentlik rolini o ‘taydi.

5.2-8. Funktorlar

Endi birorta kategoriyada aniglangan birlik elementni va morfizmlar
kompozitsiyasini saglovchi ma’lum shartlarni ganoatlantiruvchi akslanti-
rishlarni ko‘rib chigaylik.

5.2.1-ta’rif. A va B kategoriyalar berilgan bo‘Isin. /1 kategoriyaning
har bir X obyektiga B kategoriyaning F(X) obyektini va A kategoriyaning
har bir /:X , -» X 2 morfizmiga B kategoriyaning F (f): T (Xi)-A’T(X2)
morfizmini mos keltiruvchi F :A -> B akslantirish berilgan boiib, agar u

1 Ma,)=1,(x)

2. F(gf) =F(9)F(f)
shartlarni ganoatlantirsa, u holda u kovariant funktor deyiladi.

Bu ta’rifriing 1) va 2) shartlarini funktoming ko'rgazmali ko‘rini-
shida quyidagicha ifodalash mumkin. A kategoriyada ixtiyoriy kommutativ
diagramma B kategoriyaning kommutativ diagrammasiga akslanadi:

)
()

Agar F\A->B Kkovariant funktor bo‘lsa, A kategoriya F funktor-
ning aniglanish sohasi, B esa, uning o‘zgarish yoki giymatlari sohasi deyi-
ladi.

5.2.2-misol. G gruppalar kategoriyasini olaylik. Har bir G gruppaga
uning [G,GJ kommutanti bo‘yicha olingan G\[G,G] faktor gruppasini mos
4o'yaylik. G([G,GJ faktor gruppa, bizga ma’lumki, abel gruppasini tashkil
4dadi. Har bir / :G —H gomeomorfizmga, / gomeomorfizm orqali vujud-

gakelgan, /(bl ) =/(bl)/[/(")] formula bilan aniglangan f :G/[G,G]->
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H/[H,H] gomeomorfizmni mos qo‘yaylik. Natijada, gruppalar kategOrj

yasi G ni abel gruppalar kategoriyasi AG ga akslantiruvchi F\G->
kovariant funktorga ega boMdik. Ko‘p hollarda bu funktor kommutirlangari
funktor deb yuritiladi.

5.2.3-ta’rif. Yuqorida keltirilgan kovariant funktor ta’rifida F funktor
uchun

fO,) =i/W =i~
ngf) =F(f)*F(g)

shartlar o'rinli bo‘lsa, F funktor kontravariant funktor deyiladi.

Boshgacha aytganda, kontravariant funktor A kategoriyadagi kommu-
tativ diagrammani B kategoriyadagi kommutativ diagrammaga o ‘tkazar ekan,
bunda u fagat strelkalar yo'nalishini almashtiradi:

5.2.4.-misol Aytaylik, C(X)={q>:X -» /?-uzluksiz funksiya} barcha
X fazodagi uzluksiz funksiyalar to‘plami boMsin. Ma’lumki, bu to'plam-
ning ixtiyoriy e C(x) va (pe C(X) elementlari uchun

0+y/XX)=<KX)+i/l(X), (<pyl(*Y= <py)*i//(X)

formulalar yordamida binar amal aniglangan. Bu to‘plamda yuqoridagi
binar amaliga nishatan birlik element ham mavjud. Shu sababli C(X) fazo
kommutativ halga tashkil giladi. Agar f:X*>Y uzluksiz akslantirish
bo‘lsa, u holda har bir uzluksiz (p:Y-> R akslantirishga wof:X->R
kompozitsiyani mos qo‘ysak, natijada F (f):C(Y) -> C(X) akslantirishga
ega bo‘lamiz. Bu akslantirish halgalar orasidagi gomeomorfizmdan iborat
bo'ladi. Natijada, har bir Xe Ob top obyektga (topologik fazoga) ~
fazoda uzluksiz funksiyalar halgasi C(X) ni, har bir f: X A Y morfi/m-
ga (/g Morlor(X,Y)) halgaviy gomeomorfizm F(f):C(Y) ->C(X) ni mos
keltirdik. Buni tekshirish muammo tug'dirmaydi, topologik fazolar katego-
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vasida birlik elementli, kommutativ halgalar kategoriyasiga akslantiruv-
W kontravariant F funktor mavjud.

Topologik masalalarni hal gilishda gruppalar nazariyasiga funktor-
larning qo‘llanilishi xususida to‘xtalaylik. Oldingi boblarda akslantirish-
iarni davomlashtirish (kengaytirish) masalasi bayon gilingan edi. Endi shu
fnasalani quyidagicha yoritamiz. X topologik fazo bo‘lsin va AczX.
j.j~+ X tabiiy akslantirish (yoki joylashtirish) bo‘Isin, ya’ni har bir
ae A uchun i(a) =a o‘rinlidir. <p:/1—»T uzluksiz akslantirish bo‘lsin.

cp:X ->Y akslantirish (p ning davomlashtirishi boTishi uchun quyi-
jagi diagramma kommutativ bo'lishi zarur va yetarlidir.

. F funktor (masalan, kovariant funktor) yordamida hosila —algebraik
masalaga ega bolamiz. Quyidagi diagrammada kommutativ bo‘ladigan

H<p gomeomorfizm mavjudmi?

Bundan ko'rinadiki, yuqoridagi masala yechilsa, keyingi algebraik
masala ham yechiladi. Demak, F(cp) gomeomorfizmning mavjud bolishi
<$akslantirishning davomlashtirishi <p mavjudligining zaruriy shartidir.

5.2.5-teorema. F :K]—>K2 ixtiyoriy kovariant yoki kontravariant

,unktor berilgan bo‘lsin. U holda F funktor natijasida  kategoriyadagi /
ekvivalentlikning K 2kategoriyadagi obrazi F (f) ekvivalentlik bo'ladi.

Ishot. /”: A, —>K2 kovariant funktor bo'lsin va / :X =Y K\ katego-
nyadagi ekvivalentlik bo'lsin. Ekvivalentlik ta’rifiga ko‘ra, shunday g:Y->X
topiladiki, uning uchun gof =Ix, f@Q=\y o'rinli bo'ladi. Funk-



torning ikkita aksiomasiga ko‘ra, F(g)0F (f)= F(g0fF) =F(\X)=1RX W

F(f)0F(g) =F(J0g) = F(l,) =1RY) bo‘ladi.
Demak, F(f) morfizm, hagigatan ham ekvivalentlik ekan. Kontra-
variant funktor isboti ham shunga o ‘xshaydi.

5.2.6- natija. Ixtiyoriy funktor ekvivalent obyektlarni ekvivalent obye
larga o'tkazadi.
5.2.7- misol. Oldingi bobda keltirilgan fazoning n o'lchovli fun

mental gruppasi nn(x) vaZfazoning n o'lchovli gomologiyasi tf,,(x) ni
olsakybu n_ va fA_ lar ham kovariant funktorlar bo'ladi.

R2 va Rl fazolarni topologik farglash masalasida oldingi bobda
keltirilgan HO funktorning qoMlanilishiga to‘xtalaylik.

Teskaridan faraz gilamiz: /:/?"' ->/12 gomeomorfizm mavjud bo'lsin.
U hoida, /2\{0} va /?2\{ 0} lar ham gomeomorfdir.

Ikkinchidan, /?\{0} va /?2\{0} laming bog‘lamli komponentalari-

ning soni ikkiga teng, shu sababli bunga mos HQRJ{0}) erkin abel gruppasi
fagat bitta bog‘lamli komponentaga ega. Yugoridagi 5.1.1-natijaga ko‘ra,
N O funktor gomeomorf fazolarni izomorf g gruppalarga o‘tkazishi kerak.
Lekin, A0(/1'{0}) va A0(J12{0}) gruppalar izomorf bo‘la olmaydi, chunki

ularning yasovchilar soni har xildir. Bu ziddiyat /?° va R2 fazolarning
gomeomorfemasligini ko‘rsatadi.

S.3-8. Normal funktorlar

~ = (cr,m) kategoriya berilgan bolsin, bu yerda a —barcha obyekt-

lar va m — barcha morfizmlar jamlanmasi bo'lsin.
Agar obyektlar jamlanmasi a va har bir [X,Y] jamlanma biror

to'plamdan iborat bo'lsa, G kategoriya kichik kategoriya deyiladi. Bu
yerda X dan Y ga bo'lgan barcha morfizmlar oilasini [X Y\ bilan
belgilaymiz. Agar G =(a,m) Kkategoriya bo'lsa, uning obyektlar jamlan-
masi 0 da, tabiiyki, old tartib mavjuddir, ya’ni biror munosabat refleksi'
va tranzitivdir. Hagigatan ham, X <Yo [X,Y]*0 .
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5.3.1- ta’rif. Agar quyidagi shartlar o‘rinli bo‘lsa, kichik 3=(o,m)
I"tegoriya teskari spektr deyiladi:

1) a to‘plamdagi old tartib gisman tartiblangan bo‘Isa;

2) gisman tartiblangan a to'plam yuqoriga yo‘nalgan bo'lsa, ya’ni
xtjyeriy ikki X,Ye a obyektlar uchun shunday Ze a topilsa va uning
uchun X<Z va Y<>Z o'rinli bo'lsa;

3) [X,Y] to‘plam bitta elementdan ortig bo'Imasa.

Teskari spektrning obyektlari uning elementlari, morfizmlari esa,
proeksiyalari deb yuritiladi. Qulaylik magsadida spektrning elementlarini
X bilan belgilab, uni indeksdagi a bo‘yicha birorta gisman tartiblangan
to'plamdan iborat deyishimiz mumkin. Shunda X dan Xa ga proeksiyani

fp bilan belgilaymiz. Demak, spektrni S ={Xa;np\A} ko'rinishida belgi-
lasak bo'lar ekan. Albatta, bu yerda a, fie A va P <a, np :Xa-+Xp
deb tushuniladi. Teskari spektrlarni ham spektrlar deb ataymiz.

Agarda (albatta, S spektr garalayotgan kategoriyada) ixtiyoriy,
a, /?e A, P <a ,uchun np °na- n o'rinli va ixtiyoriy boshga Y obyekt

va Jpofa =fp xossalariga ega bo‘lgan fa:Y->Xa morfizmlar oilasi uchun

shunday yagona / :Y—=X morfizm topilib, har bir are A uchun fa - na(f

orinli bo'lsa, X obyekt va morfizmlar oilasi w : X -+Xa, ae A,S spektr-
ning limiti deyiladi. Spektrning limiti X HiraS ko'rinishda belgilanadi.
na morfizmlarga oralovchi proeksiyalar deyiladi.

Biror kategoriyada aniglangan F kovariant funktor va S ={Xa \mx)

spektr berilgan bo'lsin. Aytaylik, F(S) =| F(Xa): j.Buholda F(S) ham
spektrdan iborat bo'ladi. Uni oralovchi proeksiyalarni n & bilan belgilaymiz.
5.3.2- ta’rif. Agar ixtiyoriy S spektr uchun F(lim S) =lim F(S)

°‘rinli bo'lsa, F funktor uzluksiz deyiladi. Boshgacha aytganda, shunday
f'FQImS) =lim F(S) gomeomorfizm mavjudki, uning uchun

Y(nF{na) =n Fof 1)

“rinli bo'ladi. (1) tenglikdan ma’lumki, / gomeomorfizm mavjud va u
mgOnadir. Bu F (fa) akslantirishlarning limitidan iborat. Ya’ni, agar
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F{nX) larning limiti gomeomorfizm bo‘lsa, F funktor uzluksizdir. By,
aksi bo‘lsa, funktor Sump kategoriyasida garalayotgan hisoblanadi.

8
5.3.3-ta’rif. Agar F funktor bir nugtali to‘plamni yana bir nugtal
to‘plamga o'tkazsa, funktor nugtani saglaydi.

Aytaylik, iA:A—X yopig A to‘plamni X ga aynan joylashtirish bo-|
sin. FX(A) orgali F(i4) akslantirish obrazini belgilaylik. Agar ixtiyoriyl
X vauning ixtiyoriy {Aa) to‘plamostilar tizimi uchun F(P| 4r)=1 FX(A)|

nitia

o‘rinli bo‘lsa, F faktor kesishmalarni saglaydi deyiladi.

Agar, F{f)~'Fy(A) =Fx (f~'A) tenglik ixtiyoriy f :X-*Y akslanti-
rish va ixtiyoriy AczY to‘plam uchun o‘rinli bo‘lsa, F funktor proobraz-
larni (asllami) saglaydi.

5.3.4- ta’rif. Agar ixtiyoriy o‘zaro bir giymatli / akslantirish (sy
ektiv) uchun F{f) akslantirish ham o‘zaro bir giymatli (syurektiv) bo‘lsa,
F funktor monomorf mos ravishda epimorf deyiladi.

5.3.5- ta’rif. Agar quyidagi shartlarni ganoatlantirsa, F funktor nor
funktor deyiladi:

1) F funktor nugta va bo‘sh to‘plamni saglasa;

2) F funktor kesishmalarini saglasa;

3) F monomorfizmni saglasa;

4) F epimorfizmni saglasa;

5) F uzluksiz bo‘lsa;

6) F proobrazlar va bikompaktlaming salmog‘ini saglasa, ya’ni co(X)<
T=>af F(X))<t boisa.

Oxirgi 30-40-yillar mobaynida topologik fazolarning turli kategori-
yalarida yuqoridagi xossalarga ega boMgan normal funktorlarning geomet-
rik va topologik xossalari o‘rganib borilmogda. Normal funktor birorta topo-
logik fazoda garalsa, bu fazoning ko‘pgina geometrik xossalarini u yoki bu
ma’noda o‘zgartirib yuboradi.

5.4-8. Ehtimol oMchovli funktorlar va ularning gism funktorlari

Ehtimol oichovli funktor bikompakt fazolar kategoriyasida GRelsat
funktor natijasida hosil bo‘lgan topologik fazolarning geometrik va boshga
xossalarini o‘rganish katta ahamiyatga egadir. Bu funktorni chekli to‘p'
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L mlarda garasak, chekli o‘lchamli simplekslarga ega bo‘lamiz. lining funk-
torostilarini oladigan bo‘lsak, chekli oMchamli fazolarni yana chekli o‘l-
jiamli fazoga o‘tkazadi va bu funktor fazoning ko‘pgina xossalarini “yax-

shiroq” xossalarga almashtiradi.
X bikompakt bo‘lsin. Ma’lumki, har bir y& C(C(X)) uzluksiz chizig-

jj funksionalga (akslantirish) X ning o‘Ichovi deyiladi. C(C(X)) fazo ko‘p
hollarda (C(x))* ko‘rinishida belgilanadi. (C(x))* barcha uzluksiz funk-
sionallar fazosi deb yuritiladi va bu fazo C(X) fazoga qo‘shma fazodir.
(C(x))* normalangan fazo, bu fazoda norma ||/(x)|| =supj ||/ (X)||:xe X}
Joo'rinishda aniglanadi, boshgacha aytganda, (C(x))* fazo Banax fazosidir.

Albatta, barcha uzluksiz funksionallarni oladigan bo‘lsak, ular chegara-
langandir.
Agar X fazodagi barcha chekli regulyar o‘Ichovlarni M (X) bilan

belgilasak, Riss teoremasiga ko‘ra, (C(x))* fazo M(X) fazo bilan izo-
morfdir. Shu sababli M(X) dagi ba’zi belgilashlarni gabul gilamiz. Bizga
Riss teoremasi shart boMmaydi, o‘lchovlar nazariyasidan boshga tushun-
chalarni ishlatmaymiz. X fazoda o‘lchov deb fagat //e C* (X) uzluksiz

fimksionalni tushunamiz. Ba’zida \cpd/j belgilashni fj. funksionalning
(p dagi giymati deb tushuniladi.

Agar ixtiyoriy cp>0 uchun va fj.e M(X) o‘lchov uchun u((p)>0
o‘rinli bo‘lsa, 4 o‘lchov musbat deyiladi va * >0 kabi yoziladi. M(X)

fazoning barcha musbat o‘Ichovlari to'plami musbat konus deyiladi. Shuni
aytish kerakki, /u>0 bo'lishi uchun /u(1*) =|/z|| bajarilishi zarur va yetar-

lidir. Hagigatanham, 1, >0 va |<p|<l bo‘lsin. U holda ((1A-~)>0. Bun-
dan /i(Ix)>/u(cp) va /i(1A) =||/z||. Endi esa, /t(Ix)=|u]| va<p>0 bo‘lsin.

Aytaylik, y/=\x-(""~.Bunda |M|<1, u(™)<|yl=/i(1A), ya'ni
iD™MI(A™). Bundan A(M)>0 kelib chigadi.

Agar M(X) o‘lchov uchun |/zZl=1 bo‘lsa, 4 o‘lchov norma-
langan deyiladi. Musbat normalangan 4 o‘lchov ehtimol o‘lchovi deyi-
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ladi. Oldingilardan ko‘rinadiki, p o'lchov ehtimollik o‘lchovi boMishi n-k '
y X'JIp = 1 bo’lishi zarur va yetarlidir. Endi M(X) to‘plamda kuchsiz j [
ataluvchi topologiyani kiritamiz. Ya’ni, M(X) to’plam sonlar o‘gjnj J

ko‘paytmasidan iborat desak, M(X) ni r{Rqr.<pe @l)} to’plamningm

lamostisi deb olishimiz mumkin.
Demak, M{X) fazo to‘la (mutloq) regulyar fazo bo‘lar ekan.

/ie M (i) elementning atroflari bazasini O(p,<p,.xpk,£) ko’riniM
dagi to‘plamlar tashkil giladi. Bu yerda ~eC(X),e>0 va O(]L(p,..xpee)”
{pe M{x)-\p\g>I) - p{cp,"e,/,=/,*}. M{X) fazoning barcha ehtimollik
o‘lchovlaridan tashkil topgan to‘plamostisini p{X) bilan belgilayiniz.
Demak, p(X)c:M(X).

5.4.1-teorema. Jxtiyoriy X bikompakt uchun p(X) bikompakt.

Isbot. Bizga ma’lumki, p(1)cM{in?>:?>e C(X)j. Eng awalo,
p(X) ning bu ko‘paytmada yopiq to‘plam ekanligini ko‘rsatamiz. Agar
/re[P(A")] bo‘lsa, u holda p funksiya chizigli, agar <p,i/le C(X),£r>jO
bo‘lsa, u holda shunday pte P(X) ni olamiz; pxe O(p,(p,y/,cp+ysX/")
bo’lsin. U holda \p{(p +u/)~ p{(p)-pW)\=\p((p +4)~ PI(p+") +pM) +
P Ku/)-p{(p)-p(u/) [<(p(<p+i/l)-pX((p+y/N\HpX(P)-p((P) I+ PP (VI)-M(V V1w
Ya'ni, p((p+y/) =p((p)+p(y/). Shunga o’xshab, p(r(p)= rp{(p). |lalHb
agar ||(p]l<1 va e<0 bo‘lsa, u holda shunday pxe P(X) topiladiki,
\pX(p)-p{(p)\<E bo‘ladi. U holda | (™)|<|/tI(M)|+£, ya’ni \p((p)\1+£'
Demak, |/z(<p)|<l. Shunga o‘xshab, p(Ix)=1 o‘rinli. Demak, p o'lchpj
normalangan va musbat ekan, ya’ni ge P (X). Ikkinchi tomondan. p(X%

to‘plam HIpIMMI] kesmalarning ko‘paytmasi .P{[-||p|M1L11]:Pe
yotmoqda. Demak, p{X) bikompakt ekan.

Agar F da nol bo‘lgan (F to‘plamda giymati nolga teng) ixtiy0(«
cpe C(X) funksiya uchun ~(pdp =0 o‘rinli bo‘lsa, p o‘lchov Fc.X tOm
lamda jamlangan deyiladi.
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I a o‘lchovning jamlangan to'plamlarining eng kichigi uning elluv-
H L ~yiladi va surr/r ko‘rinishda yoziladi.

F 5 4,2-lemma. Har bir xe X nugta uchun shu nugtada jamlangan
m bna ehtimol oMchovi 8X mavjud.

| Isbot Aytaylik, 8Xaytilgan o’Ichov bo‘lsin. U holda <511 =1 va
AN p) =5x((p(x)\X\ =(p(x). Ikkinchidan, 8x{(p)=(p{x) tenglik bilan anig-
ffgan 8XoMchov ehtimollik 0’Ichovi va u x nuqtada jamlangan.

| Fazoning x nugtasidajamlangan 8x o’Ichov Dirak o’lchovi deyiladi.

f 5.4.3-lemma. X fazodagi x nugtani Sx Dirak o’lchoviga o’tkazuv-
chi‘(m®s go‘yuvchi) S :X -> P(X) akslantirish uzluksiz va gomeomor-

fizmdir.
I Isbot. Bu akslantirishning o‘zaro bir giymatli ekanligi ravshan. Shu

sababli uning uzluksizligini ko’rsataylik. 5X ning ixtiyoriy OSx atrofida
0(8x,(pl,-,(pkE) bazis atrof mavjuddir. Uning Ox atrofi topiladiki, uning

uchun |(<A(X)-*,Cy))|<£ tengsizlik barcha ye Ox va /=1,k larda
o'rinlidir. U holda 8(0x) cz 0(8x,.....,qK,£).

5.4.4-lemma. Ixtiyoriy cheksiz bikompakt X uchun co(X)-coP(X)
o'rinli.

Isbot. 5.3.3-lemmaga ko'ra, X fazo 8 akslantirish natijasida P(X) ga
joylashtirilgan. Shu sababli co(X)<coP{X) o’rinlidir. Ikkinchidan, M(X)
lazodagi topologiyani aniglashda ( p funksiyalarni C(X) dagi hamma
joydagi zich to‘plamdan olsa bo’ladi. Bu yerda s ni ham ratsional son
deyish mumkin. Ma’lumki, agar A'bikompakt salmog’i r bo’lsa, u holda

fazoda fazoning hamma joyida zich va quvvati r bo’lgan to’plam
osti mavjud. Shu sababli cheksiz bikompakt X uchun dC(X)<a)X o’rinli.

Aytaylik, f: X -*Y uzluksiz akslantirish bo’lsin. P(f)\P(X)-+P(Y)
Aslantirishni (P(A{p)(<f>)) =p(cp o/) (1) formula bilan aniglaymiz. P(f)
A m«irish uzluksizdir. Hagigatan ham, pe P(x) va v-P(f)(p) bo’lsin.
ANptaning bazis atrofi V =0(v,(px...tpk,£) ni olaylik, U =0(p,(pkf,

deylik va P(fyjJ)czV ni ko’rsataylik. Agar p'e U bo’lsa,
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u holda \p(dh,0/)-p(thb/)\<e (1) tenglikka ko‘ra bu tengsizlik |{PifXp))
(9,) ~ o) I<£ tengsizlikka teng kuchlidir. Bundan P(f)(p)& V ga ega
bo‘lamiz. Bevosita tekshirish mumkinki, P(g °/)= P(g)° P(f) tenglik
ham o‘rinlidir. Demak, p funktor Comp kategoriyada harakatlanuvchi
kovariant funktor ekan. Quyidagi teoremani isbotsiz keltiramiz.

5.4.5- teorema. p funktor uzluksizdir, ya’ni S ={xa;TTpA} spektr
uchun P(limx) =limP(j) o’rinli.

5.4.6- teorema. Agar / :A ->7 monomorfizm bo‘lsa, u holc
P (f):P(X) -> P(Y) ham monomorfizmdir.

Isbot. Agar pxM2e P(X) ikkita har xil o‘lchovlar boisa, u holda
shunday <p&C(x) funksiya mavjud boladiki, pX(p)dp 2cp) o‘rinli bo‘ladi.
Brauer-Titse-Urison teoremasiga ko‘ra, shunday T g C(Y) funksiya topi-
ladiki, uning uchun g> 4Jof o‘rinli bo‘ladi. (1) tenglikka ko‘ra, P(fXpiXy)~
pi("¥of) =PFj(<p). Bundan P (/XK * p (J1I(M i) kelib chigadi.

Eltuvchisi chekli sondagi nuqtalardan iborat bo‘lgan o‘lchov chekli
eltuvchili o‘lchov deb tushuniladi. Ya’ni, p o‘lchov uchun |supp/r|<oo.
Aytaylik, pe P(X) o‘lchovning eltuvchisi supp/r ={x,,x2, h a r xil
nugtalardan iborat bo'lsin. Quyidagi shartlami ganoatlantiruvchi (p.,(2....,(n
g C(x) funksiyalarni olaylik:

_[I, agar i=j bo’lsa;
<P’(XJ)_}8, agar /*j bo’1sa. @)

Aytaylik, 0 ‘Ichovlaming eltuvchilik ta’rifiga ko‘ra, m,
sonlar (2)-shartni ganoatlantiruvchi <x funksiyalarni tanlashga bog‘liq emas.
Shu sababli ular m, sonini x, nugtaning p o‘lchovi deyiladi. (2)-shartni

ganoatlantiruvchi <t funksiyalarni va >0 shartlar ganoatlan-
tiruvchi gilib tanlashimiz mumkin. Shu sababli

mx+ m2+...+mn=1va >0 (3).
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[ Endi eltuvchisi {x,,....,X,,} chekli to‘plamdan iborat bo‘lgan p o‘Ichov

; X nugtalarining oMchovlari m. lar orgali bir giymatli aniglanishini ko‘r-
satamiz. Ya’ni,

P(<p) =mEp(A) + ... +mnpan) - (4)

Tenglik ko‘rinishi. Dirak o‘Ichovi Sx ning aniglanishiga ko‘ra,
(4)-tenglik

p =W, +mBx2+....+p rBxn (5)
| ga aylanadi. Hagigatan ham, ixtiyoriy (p funksiyani
P=<PO,M +(P(x)P2+  +<pfn)(n

ko’rinishda ifodalash mumkin, bu yerda qw ....,pn fuksiyalar (2)-shartni
| ganoatlantiradi. U holda

| LKP)=<0iMPY+ D * W)+ + ® mK<P,,)=(p(xM +<p(Qml +....+(p(xr)mn

Shunday qilib, quyidagi teorema ham isbotlandi.

54.7- teorema. Chekli eltuvchili o‘Ichovlar Dirak o‘Ichovlarining gava-
riq chizigli kombinatsiyasi (5) dan iborat ekan.

Quyidagi teoremani isbotsiz keltiramiz.

5.4.8- teorema. Chekli eltuvchili barcha o'lchovlar p{X) to’plamda
zich to‘plamostini tashkil giladi.

5.4.9- teorema. Agar f:X->Y epimorfizm bo‘lsa, u holda P(f):

I P(X) ->P(Y) ham epimorfizmdir.
Isbot. Dastlab P(f) akslantirish natijasida barcha pe P{Y) chekli

eltuvchili o‘lchovlar gamrab olinishini ko‘rsatamiz, ya’ni p='"_1T,8y,-

i=1
Hagigatan ham, /"'(7,) dan bittadan x,6 f~\y) nugtani olsak va
fv-'~m 8xj oMchovni tuzsak, P(f)(v)=p o‘rinli bo‘ladi. Endi 5.4.8-

| teoremani goMlasak, isbot poyoniga yetadi.
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Agar f: X -+Y akslantirish va har bir ae F(X) nugta uchun quy”
dagi /(suppa)=suppF(f)a (6) orinli bo‘lsa, F funktor eltuvchilarnj
saglaydi.

5.4.10- teorema. Monomorf F funktor eltuvchini saglashi uchun f
funktor proobrazlarni saglashi zarur va yetarlidir.

Isbot. Yetarliligi. Ixtiyoriy A ¢ X vyopiq to‘plam uchun F(A) nj
F(X) dagi tabiiy ravishdagi Fx(A)<zF(X) to‘plamostisi sifatida garash
mumkin, ya’ni ia:A”>X ayniy joylashtirishni olsak va F(ia) funktor-
dagi obrazini garasak, F(iA)(A)czF{X) o‘rinli bo‘ladi. Aytaylik, A= suppw
boMsin. F(fXa)e F(f)\nA)czF(fA o‘rinli, ya’ni suppF(/)(a) c /(supp£)
Y va aksincha, aytaylik, B=suppF(/)(a) boMsin. U holda F proob-
razlarni saglaganligi tufayli quyidagiga ega boMamiz:

nr'm =rFAT' FB)zzF((/)-"F(/)(a) ~>a

Demak, suppac/"'‘5. Ya'ni, /(suppa)c5 boMadi.

Zarurligi. f akslantirish /~"'(/1) ni A ga o‘tkazganligi tufayli
AUXANUX (M) eF (/) ga ega boMamiz va shu sababli F(/~(,4))c
F(fy'F(f)(F(f-"A))c:F(fr'F(A) boMadi. Demak, F(f)~'Fr{A)=
Fx(f~'(A)) tenglikda z> ni tekshirishda F ning eltuvchini saqglashi zarur
bo‘Imadi.

Endi teskari r> ni tekshiramiz. Aytaylik, ae F(f)~'F(A) bo‘lsin. U
holda F ning eltuvchini saglashi tufayli / (suppa) czA ga ega bo‘lamiz.
Nihoyat, supp(a)c /"'(J1) o‘rinli va ae F(f~'A).

5.4.11- teorema. xe X nugta /ue P(X) oMchovning eltuvchisiga
tegishli boMishi uning ixtiyoriy Ox atrofi uchun ~([Gx])>0 boiishi
zarur va yetarlidir.

Isbot. Faraz gilaylik, x nugtaning shunday Ox mavjud boisinki, u
uchun /a([Ox}) = 0 o‘rinli boMsin. Ixtiyoriy shunday <pe C(X) funksiyani

olaylikki, (p{X\Ck)=0 boMsin. Aytaylik, \(p\<sM>Q boMsin. C(X) fazo-
da shunday 'fe C (I) ni olamizki, u uchun 0<W¥<1 va ~([0,]) =1
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p{p<p)<eM o‘rinlidir. U holda \<p\<My/ va, nihoyat, p(\(p \)<p{Mu/)<E.
- pemak, ixtiyoriy e>0 uchun ~(|*|)<e. Nihoyat, /(l<*>])=0, bundan
esa, p(<p) =® kelib chigadi. Eltuvchining ta’rifiga ko‘ra, supper czX\(Ox)
va, nihoyat, ne supp/n. Buning aksi, agar ne supper bo‘lsa, X ning Ox
atrofini Oxn suppp =0 shartni ganoatlantiradigan qilib olib, Urison teore-
masiga ko‘ra shunday i//fe C(X) topish mumkinki, xe supp/.; nugtalarda
boMadi. U holda p([Ox])< p((p)= 0. Bu yerda p([Ox]) =\nLp(d)\
heC(X), 0<dp(x)< I,(x)=0,xe F}.

Bu teorema bilan bir gatorda quyidagi ham isbotlandi.

K 5.4.12-teorema. Agar p(F) >0 boMsa, u holda F n suppp 0 .

5.4.13- teorema. Ixtiyoriy fe C(X,Y) akslantirish va ixtiyoriy pel\X)
uchun quyidagi o‘rinli: suppF(/)(/r) =/(supp/r).

Isbot. Avval c: boMishini tekshiramiz. Aytaylik, cpe C(Y) funksiya
/(supp/i) da nolga teng bolMsin. U holda (“o/)(supp/r) =0 boMadi. Demak,
p(tpof) =0. Bu holda P(/)(p)(¢h) =p(co/) =0 hamo‘rinli.

Endi z) boMishini tekshiraylik. Aytaylik, ye /(supp/i). Bu holda
5.4.11-teoremaga ko‘ra, ixtiyoriy Ou atrof uchun P(f\p){{Oy])> 0 ni tek-
shirish kerak. Shunday xe suppp nhugta va shunday Ox atrof olaylikki,
f(Ox)ezOy o‘rinli boMsin. 5.4.11-teoremaga ko‘ra, p([Ox])>0. Lekin ixti-
yoriy yopiq F czX to‘plam uchun quyidagiga ega boMamiz:

pP(F)<P(F)(p)(f(F)) ()

Hagigatan ham, agar xe F boMsa, bu tengsizlik 0< (<1, (p(x) =0,
xe /(F) lardan 0<(pof <1, <po/(x)=0 larni keltirib chigaradi. Demak,
P(f)(mOy]) >P{f)mROXx]) >((1) gako‘ra) >p(Ox]) >0.

5.4.14- teorema. Ehtimollik funktori p normal funktordir.

Isbot. MaMumki, ehtimollik funktori R nuqgtani va bo‘sh to‘plamni
saglaydi, ya’ni p natijasida nugta yana nugtaga, bo‘sh to‘plam yana bo‘sh
to‘plamga oMadi. Ushbu paragrafda biz funktoming uzluksizligi (5.4.5-teo-
fema), monomorfligi (5.4.6-teorema), epimorfligi (5.4.9-teorema), cheksiz

1 biokompaktlarning salmogMni saglashini (5.4.4-lemma) ko‘rsatdik. Endi
Proobrazlarni hamda kesishmalami saglashini ko‘rsatishimiz lozim. Proob-
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razlarni saglashi eltuvchini saglashga ekvivalent bo‘lganligi tufayli (5.4.10-teo-
rema) o‘rinlidir. Kesishmalarni saglashini ko‘rsatsak yetarli bo‘ladi, chunki
p funktor 5.4.13-teoremaga ko‘ra eltuvchini saglaydi. Ma’lumki, p funk-

tor uzluksiz, shu sababli bir juft to‘plamning kesishmasini saglashini ko‘r-
satishimiz yetarli. Aytaylik, W ¥2,c X va pe P(Yt)r*P(Y2) bo‘lsin. Bu
ixtiyoriy <pe C(J") funksiya va uning X gacha ixtiyoriy davomlashtirish-
lari (p],cp" lar uchun p((p]) - p((p") o‘rinli. Boshgacha aytganda, agar
<pe C(X) va (p(Y") =0 bo‘lsa, u holda p(cp)-0. Aytaylik, (p(Yir*Y2)=0
bo'lsin. Yx to‘plamda (p ga va X to'plamda nolga teng bo‘lgan i¥":Y]'u Y2">R
funksiyani olamiz. Aytaylik, y/ funksiya i//1ning X gacha bo‘lgan ixtiyo-
riy davomlashtirishi boMsin. pe P(fj) bo‘lganligi sababli p(g>) =p(t/) ga
ega bo‘lamiz. Lekin ¥/(Y2) =0 va p& (Y2). Demak, p(g>)=0. Binobarin,
p((p) =0 va pe P(YIrtY2). P(YAr\YaP{Y*)r\P(Y2) ning isboti trivialdir.

Biz ehtimollik funktori P :Comp —Comp bikompaktlar va ularning
uzluksiz akslantirishlari kategoriyada normal funktor ekanligini ko‘rsatdik.
p funktorning funktorostilari Ph va Pc lar ham ajoyib geometrik xossa-
larga ega. Qiziggan o‘quvchilar boshga exp,exps,A/A,, funktorlar bilan ham
tanishishlari mumkin.

5.5-8. Gomotopik gruppa funktorlari

Oldingi bo‘limlarda ta’kidlaganimizdek, ba’zi bir hollarda n(X,Y)
to‘plam gruppa tashkil gilar ekan. Ayrim hollarda bu gruppa abel grup-
pasini tashkil giladi. Shu sababli n(X,Y) gruppa strukturasiga garab topo-
logik fazolar va ularning uzluksiz akslantirishlari kategoriyasida har xil
algebraik funktorlarni ko‘rish mumkin. Algebraik funktorlar turli-tuman
topologik algebraning va umumiy topologiya vazifalarini yechishda qo‘l
keladi. Bunday algebraik funktorlarni ko'rish va tatbiq gilish gomotopik
topologiyaning asosini tashkil giladi. Shuni ta’kidlashimiz lozimki, har bir
Y topologik fazo hamda X] va X2 topologik fazolar orasidagi f: Xt->X2
uzluksiz akslantirishga tabiiy aniglangan quyidagi akslantirish mos kel-
moqda:

n’{l):n(X2r)-+n(X,Y).
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Aniqgrog aytadigan bo‘lsak, agar [<ple n(X2Y] bo‘lsa, n(XvY) fazoda
I (gruppada) bu [f] ga bir giymatli [o@] mos kelmogda. Shunga o°‘xshab,
: har bir X topologik fazo va g :Yt -> Y2 uzluksiz akslantirishga quyidagi
;akslantirishni mos go‘yishimiz mumkin: nx(g):7r(X2,Fj) -> n(XxY2) .

Agar [/]1g T(Af,, ) boMsa, [/] ga mos bir giymatli gilib n(Xv Y2)
I fazoda (gruppada) [fg]& n(Xr Y2) ni mos qo‘yishimiz mumkin.

Bu yerda keltirilgan ikki nx(g) va nv(f) konstruksiyalar korrekt

aniglangandir.

Tayinlangan Y topologik fazo uchun Y —n(X,Y) moslik kontrava-

1 riant funktor boMadi. Bu funktor topologik fazolar kategoriyasi Top da

K funktor boMadi.

Agar tayin X fazo uchun Y —n(X,Y) moslikni olsak, bu moslik topo-
A logik fazolar kategoriyasi Top da kovariant funktor bo‘ladi.

Keltirilgan ikki funktorni oladigan bo‘lsak, ikkala funktor ham Top
| kategoriyadan topologik gruppalar kategoriyasiga o‘tkazuvchi funktorlar-
| dir. Anigrog aytganda, nx(g) va nr{/) funktorlar Top kategoriyani grup-
| palar kategoriyasi 3 ga o‘tkazuvchi flinktorlardir. Agar n{X,Y) gruppa-
da birorta topologiya keltirilsa, ya’ni n{X,Y) topologik gruppa holatiga
keltirilsa, bu ikki nx{g) va nYif) funktorlar Top kategoriyada harakat
giladi, deyishimiz mumkin.

X topologik fazoning gomotopik va fundamental gruppalarini olsak,
bu operatsiya ham kovariant (algeraik) funktorni tashkil giladi. Fazoning
gomologik gruppasi H(X) ni oladigan bo‘lsak, bu ham algebraik xarak-
terdagi funktorlarga misol bo‘la oladi. Fazoning fundamental gruppasi,
[ gomotopik va gomologik gruppasi tushunchalari ba’zi topologik xarakter-

dagi masalalarni algebraik usullarda hal gilishda juda go‘l keladi va ak-
| sincha.

Topologik xarakterdagi misollarni yechishda funktoming gruppa-
| larda qo‘llanishini ko‘rib chigaylik: A to‘plam X topologik fazoning yopiq
| to'plamostisi bolsin, tabiiy joylashtirish akslantirishini i: A-*X bilan
| belgilaylik. Aytaylik, (p\A”*>Y birorta uzluksiz akslantirish bo‘lsin. Bu

(p akslantirishning davomlashtirishi cp.X-"Y mavjud boMishi uchun
[ quyidagi diagrammaning kommutativ boMishi zarur va yetarlidir.
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Masalan, birorta I funktor (aytaylik, kovariant funktor) yordamida
quyidagi hosila —algebraik masalaga ega bo‘lamiz. Quyidagi diagram-
mada kommutativ boladigan T(cp) gomeomorfizm mavjudmi?

TP
TA> *T 0
TV <T@
¢ To (©)

Berilgan masalaning yechimi keying! algebraik masalaning yechimi
borligiga olib keladi. Shunday qilib, T{(p) gomeomorfizmning mavjudligi

@ davomlashtirish mavjudligining zaruriy sharti ekan. Masalan, agar T(i)

gomeomorfizm nol bo‘lib, T(cp) noldan fargli bo‘lsa, u holda T(cp) gome-
omorfizm mavjud bo‘lmaydi. Bu holda < akslantirishning davomlashti-

rishi (p ham mavjud bo‘lmaydi, chunki diagrammaning kommutativligi
buziladi.

V bob yuzasidan foydalanishga tavsiya etilayotgan
adabiyotlar sharhi

Kategoriya, funktorlar tushunchalari, ularga doir misollarni 19, 25,
30, 35, 37, 45746, 83, 86, 107 ragamlar bilan berilgan adabiyotlardan;
kovariant funktorlar, ularning ba’zi geometrik va topologik xossalarini
o‘rganishni 47, 81, 92 ragamlar bilan berilgan adabiyotlardan; gruppalarga
doir ma’lumotlarni 91, 74, 57 ragamlar bilan berilgan adabiyotlardan,
algebraik va gomotopik gruppa funktorlarini 21, 24, 30, 40, 56, 61-68, 81,
83, 85-90, 98, 100-101 ragamlar bilan berilgan adabiyotlardan go'shim-
cha o‘qgib, o‘rganish mumkin. Topologik, metrik va bikompakt fazolarda
akslantirishlarning qo‘zg‘almas nugtalari va ularning ba’zi geometrik,
topologik xossalari hamda qo‘llanilishi yuzasidan tushunchalar 9, 22-23,
34, 58-59, 70-71, 92, 103, 105, 108 ragamlar bilan berilgan adabiyotlarda
batafsil yoritilgan.
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VI bob. TOPOLOGIK SIRTLAR VA KCPPXILLIKLAR

Sirt tushunchasi Evkiid tomonidan geometriya faniga olib kirilganida
sirtga: “Sirt shuldirki, u uzunlikka va enga ega”, “Sirtning chegaralari
chiziglardir”, “Tekislik shunday sirtki, u o‘zidagi barcha to‘g‘ri chiziglarga
nisbatan bir xil joylashgandir” deya ta’rif berilgan va gariyb ikki ming vyil
davomida turli sirtlar o‘rganib kelingan. Keyinchalik sirtlar elementar va
sodda sirtlarga ajratib tadgiq gilingan. Masalan, kvadrat, yopiq yarim tekis-
lik va tekislik eng sodda sirt deb atalgan. Eng sodda sirtlar vositasida
elementar sirt Kiritilgan. Elementar sirt deb sodda sirtlarning birortasiga
gomeomorfboigan figuraga aytilgan. Masalan, elliptik va giperbolik para-
boloidlar va parabolik silindrlar elementar sirtga misol bo‘la oladi, chunki
ularning har biri tekislikning bir gismiga gomeomorfdir.

Yarim sferani chegarasi bilan birga olsak, u ham elementar sirtlarga
misol bo‘la oladi, chunki u yopiq yarim tekislikka gomeomorfdir. Evkiid

fazosi R dagi chekli yoki sanogli sondagi elementar sirtlar bilan goplan-
gan to‘plam (figura) sirt deb ataiadi. Boshgacha aytganda, Evkiid fazosi

R* dagi birorta figurani chekli yoki sanogli sondagi elementar sirtlar bilan
goplash mumkin bo‘lsa, unga sirt deyiladi. Sfera, ellipsoid, elliptik silindr,
bir pallali va ikki pallali giperboloidlami olsak, ular sirtga misol bo‘la
oladi. Chunki sferani ikkita yarim sfera bilan qoplash mumkin: ellipsoid
esa, sferaga gomeomorfdir; elliptik silindrni chekli sondagi silindrik
poloskalar (yo‘lakchalar) orgali qoplash mumkin. Ularning har biri esa,
tekislikka gomeomorfdir; bir pallali giperboloid ikkita yo‘lakchadan iborat
boiib, ularning har biri tekislikka gomeomorfdir. Oldingi boblarning
birida biz yelimlash amali yoki faktor fazo va faktor akslantirish tushun-

chasi aniglangandan keyin yelimlash orgali R' Evkiid fazoda ko'pgina
sirtlarni ko‘rishimizga to‘g‘ri kelgan. Shu sirtlarning har birini topologik
sirt sifatida garab, ixtiyoriy biror o‘lchamga ega bo‘lgan sirtni olsak,
bunday sirtlar tasnifmi bera olamizmi yoki yo‘gmi degan savollarga javob
izlashga urinamiz.

Qattiq jismlar, dengiz to‘lginlarining bir ondagi sirti yoki kundalik
hayotda ishlatiladigan piyola, gantel yoki ikki tutgichli jismlar sirtlarini
olsak, ular turli-tumandir. Ushbu sirtlarning umumiy xususiyatlarini aniqg-

lab, shunga ko‘ra ularni sinflarga ajratishimiz mumkin bo‘ladi.
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6.1-8. Ikki olchamli sirtlarni yelimlash

Bu bo‘limda tekis figurani yelimlab yopishtirish amali natijasida ho-
sil bo*ladigan faktor fazosini to‘liq o‘rganamiz. R2 tekislikda P ko‘pbur-
chak olamiz va unda indutsirlangan metrikani ko‘rib chigamiz. Ma’lumki,
har bir xe P nugtaning doirasimon atrofi mavjud. Bu atrof P ko'pbur-
chak bilan markazi x nugtada bolgan doira kesishmasidan iborat bo‘ladi.
Agar x nugta P ko‘pburchakning chegarasiga tegishli bo‘Imasa, X ning
yetarli kichik doirasimon atrofi ochiq doiralardir. Agar x nuqgta P ko‘p-
burchak chegarasiga tegishli bo‘lsa, u holda atrofi ochiq doiraning chega-
ralovchi radiuslari bilan olingan sektorlardan yoki segmentlardan iborat
bo‘ladi (6.1.1-rasm).

G61.1-rasm 6.1.2-rasm

Ikkita P va P' ko‘pburchak!ar berilgan bolsin va ularning a va a'
tomonlarining uzunligi teng boisin. Ko‘pburchaklarni a va altomonlari
bo'yicha yelimlab yopishtiramiz. Bu bilan gomeomorfizmda
obraz va proobrazni (bu ikki nugtani bir nugta deb gabul gilamiz) ekvi-
valent deb olamiz. R ekvivalentlik munosabatida (PuP')/R faktor fazo

topologiyasi: agar x va x1 nugtalar ko‘pburchaklarning ichki nugtalari
bo‘lsa, ularning ochiq atrofi bu nugtani o‘z ichiga olgan doiradan iborat
bo‘ladi; agar x va x1 nugtalar ko‘pburchaklarning chegarasiga tegishli,
ya’ni yelimlangan ekvivalent xe a va x'e @ nugtalardan iborat bo‘lsa,
bu ularning atroflari nugtalami o‘z ichiga olgan yelimlanuvchi sektorlar-
dan iborat boiadi. 6.1.2-rasmda ko‘pburchaklaming a va a tomonlarini
yelimlash chizmasi keltirilgan. Shunga o‘xshab, ko‘pburchakning ikki tomo-
nini yelimlab yopishtirish mumkin boiadi.

Yugorida yelimlash natijasida hosil bolgan sirtning faktor fazodagi
topologiyasining bazasi (yoki ochiq to‘plami) ganday bolishini ko‘rsatdik
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Endi sirtlarni yelimlashga o ‘taylik.

6.1.3-rasmda berilgan beshburchakning bir xil harflar bilan belgilan-
gan tomonlarini yelimlab yopishtiramiz. Yelimlash tartibi quyidagicha: mos,
ya’ni bir xil harflar bilan belgilangan tomonlar yo‘nalishi strelka bilan
ko‘rsatilgan bo‘lib, yo‘naltirilgan mos kesmalarning boshi bilan boshi, oxiri
bilan oxiri yelimlanadi. Harflar tepasidagi -1 ishorasi 0‘sha tomonlaming
yo‘nalishi mos tushmasligini bildiradi, ya’ni ko‘pburchakning cheti
bo‘ylab soat mili yo‘nalishiga nisbatan strelka (yo‘nalish) teskaridir. Yelim-
lash tartibini bayon gilishda ko‘pburchak tomonlarini aylanib o‘tish soat
mili bo‘ylab olinsa, qulayroq bo‘ladi. Masalan, yugoridagi beshburchakda
yelimlash jarayoni a tomondan boshlansa, uning sxemasi aba~', b~'c
ko‘rinishda bo‘ladi. Bu ko‘rinishdagi yelimlash sxemasi ko ‘pburchakning
yelimlanadigan tomonlarini to‘la aniglaydi va yelimlash gonuniyatini gano-
atlantiradi. Shuni ta’kidlash kerakki, yelimlash jarayonida yelimlanadigan
tomonlaming uzunliklari bir xil deb olinadi.

Ishonch hosil gilish mumkinki, bu faktor fazoni boshga usul, ya’ni
topologik ekvivalentlik usuli orgali ham yasashimiz mumkin (6.1.4-rasm):
bu yerda faktor fazo teshigining cheti ¢ chizigdan iborat boMgan tor (bal-
lon, kamera)dir. 6.1.5-rasmda shtrixlangan chiziglar orgali yelimlash acf’

va bb~' chiziglari belgilangan. Teshikli tor dasta (ruchka) deb ataladi.

6.1.5-rasm
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6.1.1-misol. Ixtiyoriy uchburchak olamiz va uning qo‘shni tomon-
larini yelimlashni ko‘rib chigaylik. Agar oriyentatsiya teskari bo‘lsa, u
holda yelimlash sxemasi aa~'c ko‘rinishida (6.1.6-rasm) bo‘ladi. Bu holda
faktor fazo topologik teshikli sferaga ekvivalentdir (6.1.7-rasm).

6.1.6-rasm 6.1.7-rasm

6.1.2-misol. Endi bir xil oriyentatsiyali uchburchakning qo‘sh tomon-
larini yelimlashni sxema bo‘yicha (6.1.7-rasm) ko‘rib chigaylik. Uchbur-
chakni bir umumiy d balandligi bilan ko‘rsatilgan oriyentatsiyali ikkita
to‘g‘ri burchakli uchburchak deb olaylik (6.1.8-rasm). Bunday holatda
uchburchaklami yelimlash tartibi quyidagicha bo‘ladi. Birinchi navbatda
uchburchaklarning gipotenuzalari yelimlanadi, so‘ngra katetlari d yelim-
lanadi (6.1.9-rasm). Natijada, Myobius varag‘i hosil boMadi. Buni oldingi
boblarda keltirilgan Miyobius varag‘i bilan solishtirish mumkin.

Shuni ta’kidlash kerakki, oxirgi hosil bo‘lgan faktor fazo birinchi
keltirilgan (6.1.7-rasm) fazoga gomeomorfdir.

6.1.8-rasm 6.1.9-rasm

6.1.3-misol. S2 sferadan halgacha kesib olamiz, yo bo‘lmasa, teshik-
li sferaga erkin chetki c¢ chizig‘i bo‘ylab dasta yoki Myobius varag‘ini
yelimlab yopishtiramiz. Birinchi holda torga ega bo‘lamiz (6.1.10- rasm).
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61.10-rasm

Ikkinchi holda esa, proektiv tekislik RP2 ga ega bo‘lamiz. Hagigatan
ham, proektiv tekislik (oldingi bo‘limda keltirilgan) topologik (6.1.10-rasm)
faktor fazoga ekvivalentdir. Buning uchun yuqori “gopqoqga” cheti ¢
chiz;ig-dan iborat Myobius varag'i ekanligini ko‘rsatish yetarlidir. Bu
figurani ichki aylananing diametrial garama-garshi nuqgtalari aynanlash-
tirilgan (yelimlangan, ya’ni diametrial garama-garshi ikki nugta bir nugta
deb hisoblangan) tekis halga sifatida tasavvur gilib, Myobius varag‘iga olib
keluvchi topologik almashtirishlar (6.1.11-rasm) bajariladi. Yuqoridagi yasash
(sirtlarni ko‘rish) jarayonini quyidagi ikki yo‘nalishda rivojlantirish mumkin:

6l.11-rasm

1) sferada R dona halgacha qirgib, unga R donadastayelimlaymiz;

2) sferada g dona halgacha girgib, unga q dona Miyobius varag‘ini
yelimlab yopishtiramiz.

Shunday qilib, biz ikki gator quyidagi sirtlar ketma-ketligiga ega
bo‘lamiz:

(1)

¢ Ta’kidlash lozimki, MOva NOsirtlar S2 sferadir. Hosil gilingan bu
sirtlarning ba’zi geometrik xossalarini o'rganamiz va talgin gilamiz. Birin-



chi navbatda, bu sirtlar chekli sondagi gavarig ko‘pburchaklarning tornon
larini yelimlash va keyingi topologik almashtirishlar natijasida hosil qi]Jjn
ganligini anglab olish kerak.

Mr va Ngq sirtlar orasida shunday bir bog‘liglik borki, ular yagona
bo‘lakdan iborat, ya’ni bu sirtlar o‘zaro kesishmaydigan ko‘pburchaklar
guruhiga ajralmaydi. Chunki, bu sirtlaming qurilish jarayoniga e’tibor
bersak, ko‘pburchakning ikki uchini bogiovchi tomoni bo‘yicha yelim-
lashda uchlarini tutashtiruvchi uzluksiz yoi doim mavjud ekanligini ko‘ra-
miz. Bu sirtlar chetga ega etnas, chunki yelimlashda gatnashayotgan ko‘p.
burchakning ixtiyoriy chegaraviy tomoni fagat bitta boshga tomon bilan
yelimlanadi. Bundan kelib chigadiki, bu sirtlarning ixtiyoriy nugtasi ochiq
doiraga gomeomorf atrofga ega. Shu sababli bunday sirtlar (fazolar) ikki
o‘lchamli ko‘pxillik deyiladi.

Shuni ta’kidlash lozimki, Mr sirt oriyentirlangan va uni R3 fazoga
o‘zaro kesishmagan ikki tomonli sirt sifatida joylashtirish mumkin.

Ng sirt esa, Mr sirtning aksi —oriyentirlanmagan Miyobius varag‘i-
ga o‘xshab bir tomonli va uni R3 fazoga o‘zaro kesishgan sirt sifatida
joylashtirish mumkin emas. Lekin uni R4 fazoga joylashtirish mumkin.

Sirtning oriyentirlanganligi topologik xossa boMganligi tufayli Mr
va Mq sirtlar (g >1) hech gachon gomeomorfbo‘la olmaydi.

Har xil ikki Mr va Mq sirtlar (yoki Np va Nq sirtlar) (bunda p*q)

ham hech gachon o‘zaro gomeomorf bo‘la olmaydi (bu ta’kid qurish
jarayonidan kelib chigadi).

Demak, (1) ro‘yxat yopiq sirtlarning to‘la topologik tasnifidan iborat
bo‘lar ekan.

Agar sferaga R ta dasta va q>1 ta Miyobus varag‘i (p +q ta teshik
teshib) yelimlasak, hosil bo‘lgan sirt sferaga, 2r +q ta Miyobius varag'i
yelimlangan sirtga topologik ekvivalentdir.

6.2-8. Sirtlarning triangulyasiyasi

Bu boMimda ikki o‘Ichamli yopiq sirtlarni topologik uchburchaklarga
boiib, ularning ba’zi geometrik xossalarini ko‘rib chigamiz.

Agar X topologik fazoning har bir x nuqtasi R2 fazodagi ochiq doi-
raga gomeomorf bo‘lgan atrofga ega bo‘lsa, X fazo ikki oMchamli ko ‘pxil-
lik deyiladi. Bunday fazolami o‘rganishda ulami Evklid fazolaridagi uch-
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burchakka gomeomorf bo‘ladigan elementar bo‘laklarga bo‘lib o‘rganish
qulay boMadi.

6.2.1- ta’rif. Agar TczX bo‘lib, <p:A-+T gomeomorf bo‘lsa, u
holda (T,(p) juftlik X fazodagi topologik uchburchak deyiladi. Bu yerda
sacz R2, O —uchburchak, o gomeomorfizm “ustiga”, boshgacha aytganda,
& _ syurektiv, ya’ni akslantirish (p™ (t) @0, Vy,te T.

Agar (p:A-»T gomeomorfizm tayin bo‘lsa, ortiqcha takrorlamaslik
va tushunmovchilik boMmasligi uchun A uchburchakning uchi va tomon-
larini topologik T a R2 uchburchakning ham uchi va girralari deb gabul
gilamiz. Bir xillik hamda qulay boMishi uchun A uchburchakning tomon-
larini T ning qirralari deymiz. Uchburchakning oriyentatsiyasini aniglay-
miz va A ning uchlaridan tashkil topgan har xil tartiblangan “uchlikdan”
(uchta uchidan) iborat nugtalar to'plami hosil gilamiz.

Agar bir uchlik ikkinchi uchlikdan o‘rin almashtirish natijasida hosil
gilingan bo‘lsa, ikkita uchlik ekvivalent deymiz. Ma’lumki, bu yerda ekvi-
valentlik sinfi ikkitadan iborat bo'ladi. Agar bu tayin bir ekvivalent sinf-
larining biridan iborat bo‘lsa, A uchburchakni oriyentirlangan deymiz.
Agarda A uchburchak oriyentirlangan boisa, {T,(p) topologik uchbur-
chak oriyentirlangan deyiladi.

A uchburchakning oriyentatsiyasi ushbu uchburchakning uchlari orga-
li soat millari bo‘ylab yoki soat miliga teskari harakatlanish orgali bir
giymatli aniglanadi. Bu o‘tish yo‘nalishi (p ning gomeomorfizm yorda-
mida topologik uchburchakda ham uchlaridan o‘tish yo‘lini aniglaydi. Bun-
ga indutsirlangan gomeomorfizm (p oriyentatsiyasi deyiladi. Uchburchak-
ning oriyentatsiyasi uning girralari oriyentatsiyasini ham aniglaydi. Yuqo-
ridagidan ko‘rinadiki, shunga o‘xshab n burchak va uning girralari (1>3)
oriyentatsiyasini ham aniglash mumkindir.

6.2.2- ta’rif. Agar quyidagi shartlar o‘rinli bo‘lsa, X fazoning chekli
sondagi R={(T(pt):i-],k} topologik uchburchaklardan tashkil topgan to‘p-
lami ikki oMchamli ko‘pxillikning ti'iangulyasiyasi deyiladi:

1) X :y_sz,
0 2) MA=0 vyoki Tr\Tj kesishma 7] va Tj laming umumiy
girrasidan yoki umumiy uchidan iborat bo‘lsa, bu yerda Vi,je {!,&}
K- {Tt:i=\k} triangulyasiya.



Agar ko‘pxilliklar triangulyasiyaga ega bo'lsa, bunday ko'pxilliklar
triangulyasiyali ko‘pxillik deyiladi. Agar K uchburchaklaming ixtiyoriy
ikki uchini girralaridan tuzilgan yo‘l orgali tutashtirish mumkin bo‘lsa,
holdaXbog*lamli deyiladi.

6.2.1-rasm

6.2.1-rasmda S2 sfera sakkizta uchburchakdan tashkil topgan trian-
gulyasiyali figuraga misol boMadi.

6.2.3-ta’rif. Bog‘lamli triangulyasiyali ikki o‘lchamli ko‘pxilliklar
yopiq sirt deyiladi.

Ta’rifdan va 6.2.1-rasmdan ko‘rinadiki, S2 sfera yopiq ikki o ‘lchamli
ko‘pxillik ekan. Oldingi bo‘limda keltirilgan yopiq sirtlar triangulyasiyali
yopiq sirtlarga misol bo‘la oladi. Yopiq sirtlaming topologik xossalari
triangulyasiyasining ko‘rilishi asosida ta’riflanadi. Ularni o‘rganish uchun
tekislikda ulaming sxematik yoyilmasini ifodalash lozim. Shuni aytib

o'tish kerakki, 7 ¢ K uchburchaklaming asli (proobrazi) bo‘lgan tekis A,

uchburchaklarni bir tekislikda yotadi va o‘zaro kesishmaydi, deb olish
talab gilinadi. Bunday yoyilmalarni yoki bu tagdimot bayonini keltiraylik.

Ko'pxillikning K triangulyasiyasi berilgan bo‘lsin. Aytaylik,
(T}, tpj) lar K ning uchburchaklari va Ttr\TJ=a ularning umumiy girrasi
bo‘lsin.

ai~97'(a) va a, - 9]'(a) lar mos ravishda A va A. laming girra-
lari bo‘lsin. Demak, yelimlovchi gomeomorfizm (p, =(p~' \a op, \ai:a, ->al
aniglangan.

Shunday qilib, K ning triangulyasiyasini A= ({AF=L{"}) uchbur-

chaklar sistemasiga mos keltiramiz, bu tekislikdagi uchburchaklar siste-
masi mos girralar juftligi birgalikdagi qij gomeomorfizmlari bilan olinadi.
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Agar <u lar gomeomorfizmda bir-biriga mos tushsa, (Ja, birlashmada

ikki nugtani ekvivalent deb ataymiz. Bu munosabat ekvivalentlik muno-
sabati bo‘ladi va uni R bilan belgilaymiz.

6.2.4-lemma. ([Ja/)//? faktor fazo Xsirtga gomeomorfdir.

IsbotL Ekvivalentlik munosabati ta’rifida keltirilgan <) :Al-+Ti

I gomeomorfizmlar tabiiy ravishda (<p:("jA/) —X syurektiv akslantirishni

I aniglaydi, bunda har bir xe X nugtaning asli <p'(x) aniq R ekvivalentlik

t sinfidan iborat bo‘ladi. Faktor akslantirish (9(|*Ar)/N1-*X uluksiz aks-

1 lantirish bo‘lib, ayni paytda biektiv hamdir. Anigki, unga teskari bo'lgan

6 i

akslantirish ham uzluksiz. Demak, ~(§~ akslantirish biektiv va ikki to-

monga uzluksiz ekan. Bu esa, gomeomorfizmdir.

6.3-8. Sirtlarning yoyilniasi

Bu bo‘limda ham A sistemaga o‘xshash X sirtni tagdim etuvchi sxe-
matik K triangulyasiyasi zarur bo'ladi. Ammo bunda uchburchaklar bilan
birgalikda n burchaklar ham («>3) ishtirok etishi mumkin.

6.3.1-ta’rif. Agar Q=({Qi}.{(py}) sistema uchun quyidagilar o‘rinli
boMsa, bu sistema yoyilma tashkil gilgan deyiladi, agar {QJ chekli sondagi
kesishmaydigan tekis ko‘pburchaklardan iborat bo‘lib, {(ptJ} chekli son-

dagi yelimlovchi gomeomorfizm bo‘lib, ular {Q,} ko'pburchaklar nabori-

1 ning juft qgirralarini yelimlasa va har bir girra fagat bitta girra bilan

yediatilamasil booy bl laghdtakiiota fexpibiuqdralrhiln g Yarrasi QshitirpR ejdk m Q

Xususiy holda A= ({A;},{*}) sistema ham yoyilma tashkil gila ole}%lis

bu A yoyilma X sirtning K triangulyasiyasi bilan bog‘lig yoyilmasi deb
yuritiladi.

Ixtiyoriy Q yoyilma berilgan bo‘lsin. Bu yoyilmada yoki uQ



faktor fazoni yoyilma fazosi deb ataymiz. Ma’lumki, bu faktor fazo, ya’nj
yoyilma fazosi ikki oMchamli ko‘pxillikdir. Bu fazo yetarli mayda ko'p.
burchak Qt triangulyasiya hosil gilgan triangulyasiyaga ega bo‘ladi. Shu

sababli, agar Q faktor fazo bog‘lamli bo‘lsa, bu fazo yopiq sirt boiadi. Bu
holda Q ga Q sirtning yoyilmasi deyiladi.

Q fazodagi faktor akslantirish bu sirtni boMaklarga, ko‘pburchaklar
aksiga, girralar aksiga (girra boiaklari), uchlari aksi (uchlari bo‘laklari) ga
ajratadi; umuman olganda, bu boMaklar uning triangulyasiyasi bo‘Imaydi.
6.3.2-rasmda ko ‘pburchak orgali taqdim gilingan toming yoyilmasi kelti-
rilgan. Bu rasmdagi strelka va girralar belgilanishi torning yelimlash gonu-
niyatini anglatadi.

6.3.2-rasm

Keyinchalik biz yoyilmadagi ko‘pburchaklar oriyentatsiyasini har bi-
rining ba’zi oriyentatsiyasiga garab kiritamiz. Ko‘pburchak oriyentatsiyasi
mos girralarining oriyentatsiyasini aniglaydi. Ikki girrani yelimlovchi gome-
omorfizm <t):a; -» a,da a, girra gomeomorfizmi < orqgali indutsirlan-

gan (at girra oriyentatsiyasidan) oriyentatsiyani oladi: bu oriyentatsiya at

girraning oriyentatsiyasidan farg gilishi mumkin.

Agar hamma ko‘pburchaklarning bir xil oriyentatsiyasida (masalan,
ko‘pburchakning uchlaridan soat millari yo‘nalishida o'tganda girralarni
yelimlovchi gomeomorfizmlar girraning obrazida gilgan oriyentatsiya tes-
kari oriyentatsiyani indutsirlasa, a yoyilma oriyentatsiyalangan deyiladi.
Teskari holda, ya’ni iokal bitta girradagi oriyentatsiya indutsirlagani bilan
bir xil bo‘lsa, bunday yoyilma oriyentirlamaydigan deyiladi. Agar yoyil-
masi oriyentirlangan (oriyentirlanmaydigan) bo‘lsa, X sirt oriyentirlangan
(oriyentirlanmagan) deyiladi.
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6.4-8. Yoyilma klassifikatsiyasi (tasnifi)

Bu bo'limda sirtning yoyilmasi turlari va ularning farglari bilan tani-
shamiz. Oriyentirlangan va oriyentirlanmaydigan sirtlar yoyilmalarining
tasnifini —klassifikatsiyasini keltiramiz.

6.4.1-ta’rif. Agar yoyilmalarning faktor fazolari o‘zaro gomeomorf

boisa, ikki Q va £>yoyilmalar ekvivalent deyiladi.

Endi yoyilmalar ustida ba’zi bir elementar amallarni bajaramizki, bu-
ning natijasida yoyilmalar o‘ziga ekvivalent yoyilmaga aylanadi.

Bo'linmalar (bo‘laklash). Aytaylik, Q yoyilmada Qi (n>3) n bur-
chak mavjud bo‘lsin. Bu ko‘pburchakda birorta d diagonal o‘tkazsak, u
holda Qi ko‘pburchak ikkita Q\ va Q/ ko'pburchaklarga ajraladi. Qf va
Qj lami ajratib olib, 0 yoyilmaning yangi Q yoyilmasini, ya’ni Q, ko‘p-
burchakni ikkita Q va Q'llar bilan almashtirib ko‘ramiz. Bu yangi yoyil-
mada yangi ikki girra, d \a d lar d diagonallarining nusxalarini tabiiy
gomeomorfizm aynanlantirish bilan bogdaymiz, eski girralar gomeomor-
fizmini o‘zgartirmaymiz. Yangi Q yoyilma oldingi Q yoyilmaning bo‘lin-
masi deyiladi. Ushbu Q va Q yoyilmalar o‘zaro ekvivalentdir.

Yelimlash, dag‘allashtirish (yiriklashtirish). Bu amal yuqorida kel-
tirilgan birinchi amalga teskaridir. ~yoyilmaning ikki ko‘pburchagi Q* va
Q" bitta ko‘pburchak Q qilib, d va d qgirralarning bir gomeomorfizmi
yordamida yelimlanadi.

Qolgan girralarining gomeomorfizmlari (Q{ va Q" ko'pburchaklar-

ning) esa, Q, ko‘pburchakning girralari gomeorfizmlari bilan indutsirlana-
di. Natijada, yoyilmaning ikkita ko‘pburchagi bir ko‘pburchak bo‘lib yirik-
lashadi.

Yumaloglashtirish. Bu amalda biz yoyilmadagi ba’zi ko‘pburchak-
larning uchlari va girralari sonini yelimlash orgali kamaytirib, yoyilmaning
ekvivalentligini saglab golamiz. Aytaylik, Q yoyilmadagi Q, ko‘pbur-
chakning ikki yonma-yon o‘zaro teskari oriyentatsiyali girrasi yelimlansin.
Bu qgirralarni yeiimlab, shunday Q yoyilmaga ega bo‘lamizki, bu yoyilma
Q ko'pburchakni o‘zida saglaydi, ammo Q, ko‘pburchakning uchlari soni
Q nikidan ikkitaga kam va nihoyat, Q yoyilmaning gomeomorfizmlari
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to‘plami Q ning gomeomorfizmlari to‘plamidan bittaga kamdir (6.4.1-
rasm).

6.4.1-rasm

Ta’kidlaymizki, keltirilgan yumaloglashtirish, gaysidir ma’noda ixcham-
lashtirish amali bayoni va 6.4.1-rasmdan ko‘rinadiki, bu amal ekvivalentlik
sinflarini o‘zgartirmaydi. Ya’ni, bu amal natijasida yoyilma yana o‘ziga
ekvivalent yoyilmaga o‘tadi.

Keyingi bayonimizda qulay boflishi uchun har bir yoyilmani maxsus
so‘z - belgilar to‘plami bilan quyidagi gqonun asosida talgin gilamiz.

Aytaylik, Q={{Q.},{(pJ} yoyilma berilgan bo‘lsin. Yoyilmaning bir
ko‘pburchagi uchun ma’lum bir oriyentatsiyani (masalan, aniglik inagsa-
dida yoyilmaning hamma ko ‘pburchaklari uchun uchlaridan o‘tish yo‘na-
lishi soat mili bo'yicha deb) tayin gilamiz. Q yoyilmaning ko ‘pburchaklari
girralarini harflar bilan shunday belgilaymizki, yelimlanmaydigan girralar
bir xil harflar bilan, yelimlanadigan girralar esa, har xil xarflar bilan bel-
gilansin. Gomeomorfizmlarni (o orgali, berilayotgan girralarni yelimlash

tartibini rasmdagi strelka orqgali ko‘rsatamiz. Strelkalarning yo‘nalishini
shunday ko‘rsatamizki, yelimlanayotgan girralarning oxiri oxiri bilan,
boshi esa, girraning boshi bilan yelimlansin. Bunda har bir yelimlana-
yotgan girralar juftligida, girrralar bittasining yo‘nalishi ixtiyoriy ravishda
boshgasining yo‘nalishini mos ravishda yelimlovchi ¢§ gomeomorfizmlar
orgali bir giymatli aniglanadi.

Shunday qilib, yoyilmaning barcha ko‘pburchagining jami girrasi
shunday oriyentatsiyalanadiki, u boshqga qgirralar bilan yelimlanadi. Bu yer-
da shunday bo'lishi mumkinki, ba’zi girralarning oriyentatsiyasi tayinlan-
gan ko‘pburchakni aylanib o‘tishi orgali berilgan yo‘nalishdan farq qilishi
mumkin. Bunday hollarda girraning harfli belgilash ko‘rsatkichiga -1 bilan
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go‘shiladi va shunday yoziladi. Oldingi belgilashlarga o'xshab, bitta Q,
ko'pburchak girralarini (ofQt) so‘z bilan berilgan yo‘nalishda girralaridan
ketma-ket o‘tib belgilaymiz. co(Ql) so‘z Q yoyilmadagi Q, ko‘pburchakni
yeliralash sxemasini xarakterlaydi. Barcha ko‘pburchaklarning so‘zlar to'p-
lami g yoyilmani xarakterlaydi.

Asosan, ikkita yoyilma tipi ajratiladi.

6.4.2- ta’rif. Agar yoyilma aa~' yoki a™b " aZblat “fi21...
anmbmav'bm;m > 0 ko‘rinishda so‘z bilan aniglangan bitta ko‘pburchakdan
iborat bo‘lsa, yoyilmalarning | kanonik tipi deb aytiladi.

6.4.3- ta’rif. Yoyilmaning Il kanonik tipi deb, a,a,a2a2..amamm >0
ko'rinishdagi so'z bilan ifodalangan bitta ko‘pburchakdan iborat yoyilma-
ga aytiladi.

Endi | va Il tipdagi kanonik yoyilmalarning asosiy geometrik xos-
salari, topologiyasi va ganday topologik sirtlar hosil qilishi, oriyentatsiya-
lari ganday bo'lishi masalalariga to‘xtalib o'tamiz.

1. Yoyilmani yiriklashtirish amalidan ma’lumki, bu operatsiya yor-
damida X sirtning mos triangulyasiyasi yoyilmadan yoyilmasi bitta ko'p-
burchakdan iborat bo'lgan yoyilmaga doimo o'tishi mumkin. Boshgacha
aytganda, yoyilmaga mos kelgan sirtning triangulyasiyasini tashkil gilgan
uchburchaklarni yiriklashtirish amali yordamida bitta ko ‘pburchakdan ibo-
rat bo‘lgan yoyilmaga doimo erishish mumkin. Shu sababli bundan keyin
fagat shunday yoyilmani olamiz.

2. Agar yoyilmani tashkil gilgan aa~' dan fargli so'zning tarkibida
baribir cufl ko'rinishdagi birikma bo'lsa, yumaloglashtirish amali yorda-
mida bunday birikmalardan ketma-ket xalos bo‘la borish mumkin. Masa-
lan: a va a~' girralarining umumiy uchi A dan xalos bo'lish natijasidagi
yangi yoyilmaning so‘zi oldingi so'zdan aa' birikmalarini tashlab yubo-
rishdan iborat bo'ladi. Eslatamizki, hosil gilinayotgan sirtlar yopiq sirtdir.
Natijada, bir yoki ikki harfdan iborat (aa 'yoki aa) so'zga yoki harflari
to'rttadan kam bo'lmagan, tarkibida aa~' birikma gatnashmaydigan so'zga
ega bo'lmoqdamiz. Demak, aa, aa~' ko'rinishdagi so'zlar kanonik
yoyilmani tasnif gilar, izohlar ekan. Keyingi tahlilimizda aaTx ko'rinish-
dagi so'zdan tashkil topgan yoyilmalar ustida to'xtalamiz.
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3. Hosil gilingan a yoyilmadan hamma uchlari ekvivalent boMgan,
ya’ni ularni faktorizatsiya natijasida yelimlaydigan yoyilmaga o‘tishimiz
mumkin.

Faraz gilaylik, Q yoyilmada ekvivalent boMmagan uchlar bo‘lsin. U
holda Q yoyilmada a girra mavjudki, uning oxirlari A va B ekvivalent
emas. Aytaylik, b ikkinchi uchi C dan iborat bo‘lgan B uch yonidagi girra
boMsin. Ya’ni, bir uchi B, ikkinchi uchi C bo‘lgan ko‘pburchakning a girra
yonida tomonidir. A va C uchlarni d diagonal bilan tutashtiramiz. Bu holda
b girra bilan yelimlanuvchi blgirra AABC ning tashgarisida topiladi. Aks
holda a=b, yoki b=a x, bu A va B uchlarning ekvivalent emasligiga zid-
dir yoki so‘zda aa~ ko‘rinishdagi birikmaning yo‘gligidir. Endi yoyil-
maga d diagonal bo‘yicha boMaklash amalini tatbig gilamiz, so'ngra b
girra bo‘yicha yiriklashtiramiz (ya’ni, b girrani bl girra bilan yelimlab
yopishtiramiz). Hosil boMgan R1 yoyilmada A uchga ekvivalent uchlar
to‘plami bittaga ko’payadi, B uchga ekvivalent bo‘lgan uchlar to‘plami
esa, bittaga kamayadi (6.4.2-rasm).

6.4.2-rasm

Agar shunda ham R1 yoyilmaning so‘zida aa~' ko‘rinishdagi
birikmalar mavjud bo‘lsa, yumaloglashtirish amali yordamida ularni olib
tashlash mumkin. Shuni ta’kidlash kerakki, oxirgi gayta ko‘rish jarayoni B
uchga ekvivalent boMgan uchlar to‘plami va A uchga ekvivalent bo‘lgan
uchlar to‘plamlari orasidagi ayirma giymatini o'zgartira olmaydi (tekshirib
ko‘ring).

Keyinchalik, agar yana A uchga ekvivalent boMmagan uchlar golgan
boMsa, to istalgan xossali yoyilmaga erishguncha yuqoridagi gayta ko’rish
jarayonini toMiq qoMlaymiz.

Shunday qilib, bundan keyin ko'rilayotgan yoyilmada hamma uchlar
ekvivalent va uning so‘zi tarkibida aa ' koMinishdagi birikmalar yo‘q deb
hisoblashimiz mumkin boMadi.

170



4. Yoyilmaning so‘zi tarkibida gatnashayotgan bir xil harflarni doimo

yonma-yon qo‘yish mumkin. Hagigatan ham, masalan, a harf bilan a
harf yonma-yon turmasin. Bu holda ko‘pburchakda a girraning boshi
bilan a qgirra boshini birlashtiruvchi d diagonalni o‘tkazamiz. So‘ngra d
diagonal bo‘yicha bo‘laklash amalini, keyin esa, a qirra bo‘yicha yirik-
lashtirish amalini qo‘llaymiz. Natijada, hosil boMgan yangi so‘zda a harf-
lar boMmaydi, lekin so‘z tarkibida dd ko‘rinishdagi birikma paydo boMadi
(6.4.3-rasm).

6.4.3-rasm

Tekshirib ko‘rish mumkinki, 3-punktda erishgan natijalarimizga putur
yetmadi. Boshga yonma-yon turmagan harflar uchun ham yuqoridagi jara-
yonni goilaymiz. Shuni ta’kidlashimiz mumkinki, ushbu jarayonni goM-
lash natijasida boshga aa ko‘rinishdagi birikmalarni ajratmadik va oldin-
dan ekvivalent boMmagan a girraga go‘shni boMgan girra ajratildi.

5. Endi 3- va 4-punktlardagi shartlar bajarildi deb hisoblab, ko‘rsata-
mizki, agar a va a~' harflar so‘z tarkibida yonma-yon turmasa, shunday b
va b'lharflar topiladiki, a,a'ljuftlik b,b~" juftlikni ajratadi (6.4.4-rasm).

6.4.4-rasm

Teskaridan qgilaylik. Agar b,b 1 ko‘rinishdagi juftlik boMmasa, u holda

a va a ' harflar orasida fagat ss ko‘rinishdagi so‘z birikmasi bor. Bunday
holat yoyilmaning hamma uchlari ekvivalentligiga ziddir, chunki bu holat,
agar a girraning A va B uchlari ekvivalent boMmasagina, mavjud boMishi
mumkin (6.4.5-rasm).
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6.4.5-rasm

6. Shunday qilib, yoyilmaning so‘zida ikki juftlik—a,a~x va b,b '

mavjud va ular bir-birini ajratadi. Endi 3- va 4-punktlardagi shartlarni buz-
maganholda, so‘zning tarkibida kelayotgan a,axva bb~ to‘rtlikni xyx~'y'
ko‘rinishdagi birikmaga almashtirish mumkinligini ko‘rsatamiz. Eng awa-

lo, a va a4 qirralar boshlarini x diagonal bilan tutashtiramiz va unga
bo‘laklash (boiinmalar) amalini goilaymiz. Keyin esa, b girra bo‘yicha
yiriklashni qoilaymiz (6.4.6-rasm).

6.4.6-rasm

Hosil boigan ko‘pburchakda x va x ' girralar oxirlarini y diagnol

bilan tutashtiramiz va unga bo‘laklash, so'ngra a girra bo‘yicha yirik-
lashtirish amallarini gqoilaymiz (6.4.7-rasm).

6.4.7-rasm

Hosil gilingan yoyilma so‘zining a,a~' b,b" harflari o‘rnida xyx~'y
ko‘rinishdagi birikma paydo boiadi. Agar bu amallardan sslko‘rinishdagi
so‘z birikmalari vujudga kelsa, yumaloglashtirish amali yordamida uiar
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bartaraf gilinadi. Lekin dd~' va cdc 'd~] ko‘rinishdagi birikmalar ajratil-
maydi. Demak, 3- va 4-punktlarda gilingan gadamlar natijasida 1-6-punkt-
lardagi ko‘rish jarayonida berilgan so‘zning tarkibi xyx~‘y~l va aa dan
iborat bo‘lgan so‘z bilan almashtirdik. Agar so‘z tarkibida aa birikma
bodmasa, bu I tipdagi kanonik yoyilmadir.

7. Agar yoyilmaning so‘zi tarkibida bir vagtda xyx~'y~' va aa ko‘ri-
nishdagi birikmalar bo‘Imasa, bu yoyilma Il kanonik tipdagi so'zga quyi-
dagicha keltiriladi: a va a qgirralarning umumiy uchi bilan y va nl'1 gir-
ralarning umumiy uchini d diagonal orqgali tutashtiramiz va d bo‘yi-
cha boMaklash amalini bajaramiz, so‘ngra d bo‘yicha yiriklashtiramiz
(6.4.8-rasm).

6.4. H-rasm

Hosil bo‘lgan ikki juft x va x, y va y ayri girralami 4-punktdagidek
ko‘rish ishlarini bajarib, ularni zz* va axo ko‘rinishdagi so‘z birikmalariga
aylantiramiz (6.4.9-6.4.10-rasmlar).

6.4.9-rasm 6.4.10-rasm

Bu amallardan keyin ham d \d 1 ayri juflliklar uchrasa, yana
4-punktdagi amallarni go‘llab, uni w ko‘rinishdagi so‘z birikmasiga olib
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kelamiz (6.4.10-rasm). Natijada, talab gilingan kanonik ko‘rinishdagi so‘z-
ga ega bo‘lamiz.

Shunday qilib, xyx~'y~" va aa ko‘rinishdagi birikmalar juftliklari
so'zda uchta aa ko‘rinishdagi juftliklar birikmasiga almashar ekan. Bu
jarayonda boshga xyx~'y~' yoki aa ko'rinishdagi so‘z birikmalari buzil-
maydi. Jarayonni xyx~'y~l ko‘rinishdagi so‘z birikmalari to‘liq yo‘qolib
ketguncha davom ettirish mumkin bo‘ladi.

Natijada, 1-7-punktlardan xulosa giladigan boMsak, quyidagi yoyil-
raa klassifikatsiyasini ifodalovchi teoremani isbotladik.

6.4.4-teorema. Ixtiyoriy oriyentirlangan yoyilma (mos ravishda -
oriyentirlanmagan) I tip kanonik (Il tip kanonik) yoyilmaga ekvivalentdir.

Bu teoremadan shuni e’tirof etish mumkinki, har ganday yopiq sirt
Mr yoki Mg ko'rinishdagi (bu yerda r va g lar sirtning jinsi deb yuri-
tiladi) sirtga gomeomorfbo'lar ekan.

6.5-8. Ko'pburchak va sirtlarning Eyler xarakteristikasi

Bu punktda topologik sirt ko‘pburchak yoki topologik ko‘pburchak-
larning Eyler xarakteristikasi va muntazam ko ‘pyoqglilarning turlari anigla-
nadi. Oldingi punktdagi teoremadan ma’lum bo‘ldiki, ixtiyoriy yopiq sirt
Mr yoki Ng ga gomeomorf ekan. Bundan ko‘rinadiki, Mr va Nq larning
Eyler xarakteristikasini keltirsak, topologik sirtlar yoki sirtlarning to‘la
klassifikatsiyasini keltirgan bo'lamiz. Shu sababli ba’zi bir sirtlarning turli
ekvivalent ta’riflarini keltirish magsadga muvofiq bo‘ladi.

1 Endi Kleyn butilkasi deb ataluvchi, N2 sirtga ekvivalent bo‘lgan
ta’riflarni keltiramiz.

a) to‘g‘ri to‘rtburchakning (6.5.1-rasm) tomonlarini aba~'b sxema
bo‘yicha yelimlaymiz;



b) halganing chetlari — ichki va tashqi aylanalami yo‘nalishini al-
mashtirgan holda yelimlaymiz. Bunga quyidagicha erishish mumkin: ichki
aylanani birorta diametri bo‘yicha bukib, ichki va tashqi aylanalardagi bir
radiusda yotgan x va y nugtalar yelimlanadi (6.5.1-rasm);

d) ikkita Miyobius varag‘ini cheti —aylanalari bo‘yicha yelimlaymiz;

e) halganing chetlari —har bir aylanaga ikkita Miyobius varag‘ini
yelimlaymiz.

2. Ma’lumki, proektiv fazo RP1aylana Sl ning diametrial garama-
garshi nugtalarini aynanlantirish natijada hosil gilingandir. Isbotlash mum-
kinki,

a) Rpl fazo S| ga gomeomorfdir;

b) RPlc RP2;

d) RP2 fazoda RP1 ning shunday Miyobius varag‘iga gomeomorf
bo‘ladigan atrofi topiladi.

3. Yopiqg gavariq ko‘pburchakka gomeomorfbo‘lgan topologik fazo-
lar topologik ko‘pburchaklar deyiladi. Bu gomeomorfizmda ko‘pburchak
mos uchlarining (tomonlarining) obrazlari topologik ko‘pburchaklarning
uchlari (girralari) deb yuritiladi. Umumiylikni buzmaslik magsadida sirt-
ning triangulyasiyasi girralari bir-biriga yopishgan - qo‘shni topologik
ko‘pburchaklardan tashkil topgandir, deb xulosa gilsa boiadi. Bunga
erishish uchun gavariq ko‘pburchakning sirt hosil giladigan (qaralayotgan
sirt) tomonlarini aynanlashtirish kerak. Bundan oldin esa, ko‘pburchakni
yetarli mayda ko‘pburchaklarga (masalan, uchburchaklarga) bo‘lib yubo-
rish lozim bo‘ladi. Endi shunday sirtlarning triangulyasiyalarini ko ‘ramiz.

Har ganday triangulyasiyalangan P sirt uchun /(/ )=/- k +f
sonni aniglaymiz. Bu yerda /- triangulyasiyaning uchlari, k - qgirralari va/
- ko‘pburchaklar sonidir. /(/ ) son P sirtning Eyler xarakteristikasi deyi-
ladi. Bu son ajoyib xossaga - triangulyasiyaga bog‘lig emaslik xossasiga
ega. Boshgacha aytganda, topologik invariantdir.

4. Bizga ma’lum, quyidagi sirtlar Eyler xarakteristikasi S2 sfera
uchun 2 ga; tor uchun 0 ga; doira uchun 1 ga; dasta uchun -1 ga va
Miyobius varag‘i uchun 0 ga teng bo‘ladi.

Agar Jordan teoremasidan foydalansak, S2sfera uchun /(.S'2) Eyler
xarakteristikasining topologik invariantligini osongina isbotlash mumkin
boiadi.
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kelamiz (6.4.10-rasm). Natijada, talab gilingan kanonik ko‘rinishdagi so‘z-
ga ega bo‘lamiz.

Shunday qilib, xyx~'y~l va aa ko'rinishdagi birikmalar juftliklari
so‘zda uchta aa ko'rinishdagi juftliklar birikmasiga almashar ekan. Bu
jarayonda boshga xyx~'y~l yoki aa ko‘rinishdagi so‘z birikmalari buzil-
maydi. Jarayonni xyx~'y~' ko'rinishdagi so‘z birikmalari to‘liq yo‘qolib
ketguncha davom ettirish mumkin bo‘ladi.

Natijada, 1-7-punktlardan xulosa giladigan bo‘lsak, quyidagi yoyil-
ma klassifikatsiyasini ifodalovchi teoremani isbotladik.

6.4.4-teorema. |Ixtiyoriy oriyentirlangan yoyilma (mos ravishda -
oriyentirlanmagan) | tip kanonik (Il tip kanonik) yoyilmaga ekvivalentdir.

Bu teoremadan shuni e’tirof etish mumkinki, har ganday yopiq sirt
Mr yoki Mg ko‘rinishdagi (bu yerda r va q lar sirtning jinsi deb yuri-
tiladi) sirtga gomeomorfbo‘lar ekan.

6.5-8. Ko‘pburchak va sirtlarning Eyler xarakteristikasi

Bu punktda topologik sirt ko‘pburchak yoki topologik ko‘pburchak-
larning Eyler xarakteristikasi va muntazam ko‘pyoglilaming turlari anigla-
nadi. Oldingi punktdagi teoremadan ma’lum bo‘ldiki, ixtiyoriy yopiq sirt
Mr yoki Ng ga gomeomorf ekan. Bundan ko‘rinadiki, Mr va Ng laming
Eyler xarakteristikasini keltirsak, topologik sirtlar yoki sirtlarning to‘la
klassifikatsiyasini keltirgan boiamiz. Shu sababli ba’zi bir sirtlarning turli
ekvivalent ta’riflarini keltirish magsadga muvofiq bo'ladi.

1 Endi Kleyn butilkasi deb ataluvchi, N2 sirtga ekvivalent bo‘lgan
ta’riflarni keltiramiz.

a) to‘g‘ri to‘rtburchakning (6.5.1-rasm) tomonlarini aba~'b sxema
bo‘yicha yelimlaymiz;
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b) halganing chetlari —ichki va tashgi aylanalami yo‘nalishini al-
mashtirgan holda yelimlaymiz. Bunga quyidagicha erishish mumkin: ichki
aylanani birorta diametri bo‘yicha bukib, ichki va tashqi aylanalardagi bir
radiusda yotgan x va y nuqtalar yelimlanadi (6.5.1-rasm);

d) ikkita Miyobius varag‘ini cheti —aylanalari bo‘yicha yelimlaymiz;

e) halganing chetlari —har bir aylanaga ikkita Miyobius varagdni
yelimlaymiz.

2. Ma’lumki, proektiv fazo RP1aylana Sl ning diametrial garama-
garshi nugtalarini aynanlantirish natijada hosil gilingandir. Isbotlash mum-
kinki,

a) R/)' fazo S1ga gomeomorfdir;

b) RP'cRP2;

d) RP2 fazoda RP' ning shunday Miyobius varag‘iga gomeomorf
bo‘ladigan atrofi topiladi.

3. Yopiq qavarig ko‘pburchakka gomeomorf bo‘lgan topologik fazo-
lar topologik ko‘pburchaklar deyiladi. Bu gomeomorfizmda ko‘pburchak
mos uchlarining (tomonlarining) obrazlari topologik ko‘pburchaklarning
uchlari (girralari) deb yuritiladi. Umumiylikni buzmaslik magsadida sirt-
ning triangulyasiyasi girralari bir-biriga yopishgan - qo‘shni topologik
ko‘pburchaklardan tashkil topgandir, deb xulosa gilsa bo‘ladi. Bunga
erishish uchun gavariq ko‘pburchakning sirt hosil giladigan (garalayotgan
sirt) tomonlarini aynanlashtirish kerak. Bundan oldin esa, ko‘pburchakni
yetarli mayda ko‘pburchaklarga (masalan, uchburchaklarga) bo‘lib yubo-
rish lozim bodadi. Endi shunday sirtlarning triangulyasiyalarini ko ‘ramiz.

Har ganday triangulyasiyalangan P sirt uchun j(7 )=/- k +f
sonni aniglaymiz. Bu yerda | - triangulyasiyaning uchlari, k - girralari va/
- ko‘pburchaklar sonidir. %{1 ) son P sirtning Eyler xarakteristikasi deyi-
ladi. Bu son ajoyib xossaga - triangulyasiyaga bog‘lig emaslik xossasiga
ega. Boshgacha aytganda, topologik invariantdir.

4. Bizga ma’lum, quyidagi sirtlar Eyler xarakteristikasi S2 sfera
uchun 2 ga; tor uchun 0 ga; doira uchun 1 ga; dasta uchun -1 ga va
Miyobius varagd uchun 0 ga teng bodadi.

Agar Jordan teoremasidan foydalansak, S2sfera uchun x(S2) Eyler

xarakteristikasining topologik invariantligini osongina isbotlash mumkin
bodadi.
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Jordan teoremasi. Ixtiyoriy sodda yopiq chiziq (aylanaga gome-
omorfbo'lgan chiziq) tekislik yoki sferani ikkita chegaralari shu chizigdan
iborat bo‘lgan o‘zaro kesishmaydigan sohalarga ajratadi.

Endi S2ning birorta triangulyasiyasini olaylik. Bitta uch (*) ni tayin
qgilib va qgirralarni ketma-ket o‘chirib, S2 ga keiishimiz mumkin. Birmchi
girrani (*) uch bilan yangi uchini tutashtirib, har bir keyingi girra yangi
chizilgan girraning uchidan boshlanishini ta’minlaymiz. Har bir bosgichda
hosil bo'lgan uchlar soni / ni, girralar soni k ni va girralardan tashkii
topgan sodda yopiqg chiziq bilan chegaralangan sohalar soni / ni hisoblab
boramiz. Aytaylik, boshlang‘ich holatda 1=1, k=0,f=\ bo'lsin (ya’ni S2
cfera (*) uch va uni toMdiruvchi sohadan iborat bo‘lsin). Ishonch hosil
gilish mumkinki, 1-k+fson bitta yangi girra go‘shish bilan o'zgarmaydi.
Hagigatan ham, agar bu girra yangi uchga borgan bo‘lsa, u holda yangi
soha vujudga kelmaydi. Ammo | va K lar 1taga oshadi. Agar yangi girra
ikki eski uchlarni tutashtirsa, u holda bu qgirra girralardan iborat bo‘lgan
yo‘Ini yopadi (ya’ni yopig yo‘l hosil bo‘ladi) va natijada Jordan teo-
remasiga ko‘ra, yangi soha hosil bo‘ladi. Demak, kK va/ lar bittaga oshadi,
lekin / o‘zgarmaydi. Oxirgi girrani tutashtirib, triangulyasiyani to‘la
tiklaymiz va u holda I~k +f =%(S2) bo'ladi. Boshlang‘ich holatda
-k +f =2 tenglik o‘rinli edi. Demak, %(S2)=2.

5. Pi va P2sirtlar berilgan bo'lsin va ularning chetlari /, va I2lar S
ga gomeomorf bo‘lsin. Bu holda P/ va P2sirtlarning chetini
gomeomorfizm orgali yelimlangan deb hisoblashimiz mumkin. Aytaylik,
Pj \E{PZhosiI bo‘lgan faktor fazo bo‘Isin. Quyidagi formulani isbotlaymiz:

. ®

Pi va P2sirtlarni shunday triangulyasiyalaymizki, uning chetlari /, va
/2 larda gomeomorf triangulyasiyalar hosil bo'lsin. S' ning triangulya-

siyasi / uchdan va shunday sondagi girradan iborat bo‘lsin. Yelimlashdan
keyin uchlar, girralar va ko‘pburchaklar soni mos ravishda /,+/2-/,

k{+k2-1 va ft+f2 larga teng bo‘lib, quyidagi tenglikka ega boMamiz:

(, +12-1)- (£, +k2-1) +(fl +2)= (, -k*+ 1)+ (12- k 2+ 2),



(1) formula bu tenglikdan kelib chigadi. Bu formula ba’zi hollarda
sirtlarning Eyler xarakteristikasini hisoblash uchun juda qulaydir. Aytay-
lik, pS2 teshikli sfera bo‘Isin. Agar bu pS2 figuraga gayta R ta doira yelim-

lasak, S2cferaga ega boMamiz. (1) formula %(S2) =%(PS2) +P tenglikni
keltirib chigaradi.

Oxirgi tenglikdan %(pS2)=2-P ga ega boMamiz. Bizga ma’lumki,
(oldingi punktda keltirilgan) Mr sirt pS2sirtga R dona dastani yelimlashdan

hosil boMgan edi. Bu dastalar har birining Eyler xarakteristikasi -1 dan
iborat. (1) formuladan

X(Mr)=2-2P (2)

Shunga o‘xshab, Nq ko'rinishdagi sirtlar uchun
X(Ng)=2-q (3)

formulaga ega boMamiz. Ma’lumki, har bir Miyobius varag‘ining Eyler
xarakteristikasi 0 ga tengdir.

(2) va (3) tengliklardan ko'rinadiki, j(Mr,) =X(Mr2) tenglik fagat .
R]=R2 boMganda, X*Q\)~ X"*4Ar) tenglik esa, fagat q]=q2, bo'lganda
o'rinli bo'ladi. Eyler xarakteristikasining topologik invariant ekanligidan
Mr va Mr, sirtlar P ®PI bo‘lganda gomeomorf bo‘la olmaydi. Shunga

o'xshab, Ng va Nqg' sirtlar ham g*q] boMganda gomeomorf boMa
olmaydi.

6. Eyler xarakteristikasi gavariq ko'pyoglilar geometriyasi nazariya-
sida mazmunli va gizig goMlanishga ega. Qavariq ko‘pyoglarning sirtni
chekli sondagi gavariq ko‘pburchaklarni (tomonlarini) aynan akslantirish
yordamida qgirralarni yelimlash natijasida hosil boMgan sirt sifatida garash
mumkin. Bu gavariq ko‘pyoq uchun quyidagi Eyler xarakteristikasiga ega
boMamiz.

a0-(X\+a2=2 4

Bu yerda a0 - ko‘pyogning uchlari, a, - qirralari va a2 - yoqlari
sonidir.
Hagigatan ham, o‘ngdagi 2 son sferaga gomeomorf boMgan ko ‘pyoq
sirtining Eyler xarakteristikasidan iboratdir.
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Agar har bir uch m ta yogning umumiy uchi bo‘lib, har bir yoq n
burchakdan iborat boisa, ko‘pyogli (n,m) tipga ega deyiladi

Agar n burchaklar muntazam boMsa, u holda ko‘pyoqgli muntazam
deyiladi. Ko‘pyoqglining (n,m) tipini bilsak, u holda a0, a,va a2 larni
hisoblash rnumkin bo‘ladi. Hagigatan ham, har bir uchda m ta girra
uchrashadi (kesishadi). Shu sababli aOm=2at har bir yogda n girra bor.
Bundan esa, a2 n- 2a, (har bir girra ikki uchni birlashtiradi va girra ikki
yogning tarkibida bo‘ladi).

Demak:

a0 _a, _a2 a0-a, +a2 _ 2 _ 4mn

mx 2~] n~ ml-2~"+n~" mx-2~'+rTx 2n+2m-mn

Bu tenglik yordamida a0,at,a2 laming giymatlari hisoblanadi.
a0,al,a2 laming musbat bo'lishi hagidagi tabiiy shartning bajarilish
zaruratidan n va butun musbat sonlar uchun quyidagi tengsizlikka ega
boiamiz:

2n+2m- mn >0, bundan (n- 2)(m- 2)<4

Tekshirib ko‘rish giyin emaski, bu oxirgi tengsizlik quyidagi 5 ta

yechimga ega:

{83}** {43}o {34}0 {53}o0 {35} (5

Elementar geometriyadan ma’lumki, 5 ta muntazam kolpyoqgli
mavjud (6.5.2- rasm):

6.5.2-rasm
tetraedr; hub; oktaedr; dodekaedr; ikosaedr.
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Bu ko‘pyoqlarning tiplari (5) yechim bilan bir xil bo‘ladi. Shunday
qilib, biz(n,m) tipdagi ko‘pyoqlilarning to‘la klassifikatsiyasini keltirdik.

6.6-8. Sirtlarning Eyler xarakteristikasi va topologik klassifi-
katsiyasi

Bu bo'limda oriyentirlangan va oriyentirlanmagan sirtlarning topo-
logik Klasifikatsiyasini o‘rganamiz. Shu jarayonda ikki oichamli sirtlar-
ning Eyler xarakteristikasi ham keltiriladi. Oldingi boMimda isbotlangan
teoremalarning geometrik talginiga e’tibor garatadigan bo‘lsak, X sirtning
kanonik yoyilmasi so‘zi tarkibida xux'y' ko‘rinishdagi so‘z bo'lagiga
dasta, a a so‘z boiagiga esa, X sirtning qolgan qgismi cheti bo‘ylab
yelimlangan Miyobius varag'i mos keladi. Shunday qilib, sirtning kanonik
yoyilmasining | yoki Il tipga garashli ekanligi mos ravishda sirtga chekli
sondagi dasta yoki Miyobius varag‘i yelimlanganidan darak beradi.
Bunday yelimlashni S2 sferaga dastalar va Miyobius varaglarini yelim-
lashdan hosil bo‘lgan figura sifatida tasawur gilish mumkin.

Demak, I tipli kanonik yoyilmali sirt —bu oriyentirlangan Mr ko‘ri-
nishdagi sirt ekan. Bu yerda r sferaga yelimlangan dastalar sonini ifoda-
laydi (sirtning jinsi deb ham yuritiladi). Agar sirtning kanonik yoyilmasi
Il tipli bo‘lsa, u holda bu sirt oriyentirlanmagan Nqg(q >1) tipdagi sirtdir,
bu yerda q sferaga yelimlangan Miyobius varagiari sonini bildiradi (sirt-
ning jinsi ham deb ataladi).

Ko'rinib turibdiki, agar S 2 sferaga bir vaqtda r ta dasta va q(q >1) ta
Miyobius varag‘i yelimlansa, hosil bo‘lgan sirt oriyentirlanmagan sirt
bo‘lib, u N2pHg tipga ega bo‘ladi.

Yoyilmalarning klassifikatsiyasi hagida keltirilgan teorema ixtiyoriy
yopiq sirt Mr yoki Nq tipdagi sirtlarga gomeomorf bo‘ladi, deya xulosa
gilishga imkon beradi. Bu xulosa natijasini aniglashtirish magsadida
sirtning Eyler xarakteristikasini ko‘rib chigamiz. Ma’lumki, uning Eyler
xarakteristikasi x(X) =a0-a | +a2 dan iborat bo‘lib, bu yerda A"sirtning

yoyilmasidagi (bo‘laklardagi) a0 uchlar, a] qgirralar a2 ko‘pburchaklar-

ning obrazlari sonidir.

Eyler xarakteristikasining bunday aniglanishi oldingi ta’rifni umum-
lashtiradi. Masalan, ko‘pburchakning obrazi topologik ko‘pburchak bo‘l-
masdan, balki bitta ko‘pburchakning tomonlari yelimlangan figura boMishi
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mumkin. Agar X sirt Mr tipga ega va R uning aiblat]bt'......apbpap bp
so‘zli kanonik yoyilmasi bo‘lsa, u holda, ravshanki, a0=1 va a, -2p,
«=1X{X)=2-2p.

Agar X sirt Ng tipga ega va Q kanonik yoyilmasi alp?2,...,aq so‘zli
boMsa, u holda a0=1 ax=q; a2=1 va x(Ngq)=2-q.

Agar Q garalayotgan X sirtning ixtiyoriy yoyilmasi bo‘lsa, u holda
elementar amallar yordamida u kanonik yoyilmaga keltiriladi. Osongina
ishonch hosil gilish mumkinki, bu elementar amallar j(A) ni o‘zgar-
tirmaydi. Hagigatan ham, bo‘laklash amalida a, va a2 sonlar 1 ga oshadi,
a0 esa, o‘zgarmaydi. Yiriklashtirish amalida a, va a2 lar 1ga kamayadi,
a0 esa, 0‘zgarmaydi; yumaloglashtirishda esa, a0 va «, sonlar 1ga ka-
mayadi, a2 o‘zgarmaydi. Shu sababli yig‘indi a,,-a]+a2 o‘zgarmaydi.

Yugoridagilarga ko‘ra, quyidagi muhim xulosaga kelamiz: sirtning Q
yoyilmasining kanonik yoyilmasi unda bajariladigan elementar almashti-

rishlarga bog‘liq emas. Hagigatan ham, agar Q yoyilma ikki R va RI
kanonik yoyilmalar ko‘rinishiga keltirilsa, masalan, 1tipdagi:

*MYV _abm~X \a -

U holda Q maydalash (bo‘laklash) bo‘yicha hisoblangan Eyler xarak-
teristikasi R va R] lar hisoblari natijalari bilan ustma-ust tushishi shartdir
va biz 2-2p-2-2pl tengliklarga ega bo‘lar edik. Bundan R=Pt
o'rinli. Ya’ni, R va Rl laming so‘zlari ustma-ust tushadi.

Shunga o‘xshash fikrlarni 1ltipga ega bo‘!gan yoyilmalar R va R] lar
uchun ham yuritish o‘rinli.

Agar R yoyilma | tipga, R] yoyilma esa, Il tipga ega bo‘lsa,
2-2p =2-2q tenglik fagat 2p =q bo‘lganda o‘rinli. Yuqorida aytilgan
mulohazalar shuni ko‘rsatadiki, yoyilma uchun 1 kanonik tip (R lik) va Il
kanonik tipidagi (gx2p) yoyilmaga ega bo‘Imaydi.

Umumiy xulosa va mulohazalar shunga olib keldiki, elementar almash-
tirishlar yordamida bir vaqtda yoyilmani ham | kanonik tip, ham Il kano-
nik tip ko'rinishiga olib kelib bo'lImaydi, chunki elementar amallar yoyil-
maning oriyentatsiyalanganligi (oriyentatsiyalanmaganligi) xossalarini sag-
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laydi. Shunday qilib, sirtlarning topologik klassifikatsiyasi hagida quyidagi
markaziy teoremaga ega bo‘ldik.

6.6.1-teorema. Agar r va q lar bir vaqtda nolga teng bo‘Imasa, ixti-
yoriy yopiq sirt Mr yoki Nq tipdagi sirtlarga topologik ekvivalentdir. Mr
va Ng (g>1) tipdagi sirtlar topologik ekvivalent emas; r va g laming har
xil giymatlarida ham Mp(Nq) sirtlar topologik ekvivalent emas.

Quyida ba’zi ma’lum yopiq sirtlarning jinsi va tiplarini keltiramiz:

a) sfera- MO=NO; x(K) =x(M0)=2

b) tor (bir dastalik sfera) - M\, x(M\)=2- 2-1=0

d) krendel (ikki dastalik sfera)-M 2; x*Mi)~ 2-2- 2- -2

e) proektiv tekislik-N\; x("\)~ 2-1 =1

f) Kleyn butilkasi - N2 j(V2)=2-2 =0

VI bob yuzasidan foydalanishga tavsiya etilayotgan
adabiyotlar sharhi

Topologik fazolarda faktor topolgogiya amali, fazolarda yelimlash,
ikki O‘Ichamli sirtlarni yelimlash amali 9, 11, 14, 20-21, 26, 54, 95 ragam-
lar bilan berilgan adabiyotlarda, simpleks va sirtlarning triangulyasiyasi
1, 3-5, 9, 15, 21-22, 34, 48, 70, 73, 92, 105, 108 ragamlar bilan berilgan
adabiyotlarda batafsil bayon etilgan.

Sirtlarning ko‘pyoglilar va ko'pxilliklar yoyilmasi tushunchalari 15,
17-18, 20-22, 38, 72, 75-81, 103 ragamlar bilan berilgan adabiyotlarda
to‘la yoritib berilgan.

Yoyilmalarning, sirtlarning Eyler va topologik klassifikatsiyalari esa,
2, 5, 9, 15-18, 20-23, 34, 38-39 ragamlar bilan berilgan adabiyotlarda
sistematik ravishda keng va to‘la bayon gilingan.
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VIl bob. FIZIKA FANINUNG BA’ZlI SOHALARIDA
TOPOLOGIYANING TATBIG'I

Topologiya fani tushunchalari ham yagin-yagingacha matematikadan
tashgarida go‘llanilishga ega bo‘lmagan. Topologiyaning vujudga kelishi-
ga e’tibor beradigan bo‘lsak, uni ilk bor A. Puankare vaziyatlar geometri-
yasi fani (analysis situs - joy (o ¥in) geometriyasi (lotinchadan)) deb, bu
fan figuralarning sifatiy xossalarini nafagat uch o‘lchamli fazoda, balki
undan yugori o‘lchamli fazolarda ham o‘rganadi deb ta’kidlagan edi.
Topologiya juda giziq fan bo‘lib, unir.g tushunchalari geometriya va algeb-
rani uzviy bog'lab, nafagat zamonaviy matematikada differensial tengla-
malarda, balki mexanikada, kompleks analizda, algebraik geometriyada,
funksiona! analizda, matematik va kvant fizikasida, tagdimotlar nazariya-
sida keng qo‘llanila boshlandi. Xattoki, diggatga sazovarli sonlar naza-
riyasi, kombinatorika va murakkab hisoblashlar nazariyasida boshqga ko‘ri-
nishlarda qoilanilmoqda.

Topoloiyaning fizikadagi ayrim qoTlanishlarini keltiramiz.

XX asming 70-yillaridan keyin fizika fanining ayrim sohalarida bir
gator masalalar yuzaga chiqdiki, ular bugun o‘z adekvat yechimini topo-
logiya tilida topmogda. Bu hoi fizikaning ushbu bo‘limlari faol rivojla-
nishda ekanligidan darak beradi.

Polimerlar fizikasida belkovlar gigant molekulalari va nuklein kislo-
talari bunga misol bo‘lishi mumkin. Molekulaning fazodagi holatini o‘rga-
nishda, chegaralangan topologik atrof-muhitga ega bo‘Imogdamiz. Sof ma-
tematik nugtai nazardan bu uzun yopiq molekula yopiq chizigni ifodalaydi.
Bilamizki, bunday chiziglar turli ko‘rinishdagi bog‘ichli tugun (uzel) lar-
dan iborat bo‘ladi.

Polimerlar biofizikasida uzun molekulalarning o‘zi (harakati) topo-
logik obyekt bog‘ichlarni hosil giladi. Maydon nazariyasida esa, zarralar
konfiguratsiyasi vektor maydonning topologik maxsus xususiyatlari yorda-
mida matematik talqin gilinadi.

Fizikada kondensirlangan holatdagi moddalarning tartiblangan sturuk-
turasi qator defektlarining bargarorligi topologiya fani bilan bog‘ligligi
ma’lum bo‘ldi. Ular gatoriga oddiy va suyuq kristallar, o‘ta o‘tkazuvchilar,
o‘ta o‘tkazuvchan suyugliklar va ferromagnetiklar kiradi. Shunday suyuq
kristallar defektlari bargarorligining topologik tabiatini keltiramiz. Bunday
kristallar nematik kristal yoki nematik deb yuritiladi.
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Fizikada turli moddalarning tartiblangan sturukturasi kondensir-
langan holatlarini o‘rganishda, topologik talgin gilishda va tekshirishda bu
strukturada u yoki bu defektlarning bargarorligi hosil bo‘ladigan zaruriyat
yuzaga keladi.

Bu defektlar kristallarda - dislokatsiya (kristallik strukturasi tarti-
bining buzilishi), suyuq kristallarda - disklinatsiya (molekulalar yo‘nalish
maydoni uzluksizligining buzilishi), vixrlar- He3, He* suyugliklarda o‘ta
oquvchanlik va ferromagnetik yoki boshga barqgaror (mustahkam) geomet-
rik konfiguratsiyalardir. Bu bobda shu kabi ayrim hodisalar topologik
asoslarining bayoni keltiriladi.

7.1-8. Vektor maydon. Maxsus nuqta va maxsus chiziglar

Vektor maydon va uning maxsus nuqtasi (maxsus chizig‘i) tushun-
chalari birinchi bo‘lib defektlarni matematik bayon gilish jarayonida paydo
bo‘Idi.

Uch o'lchamli Evklid fazosi 73ning U a R3 sohasida vektor maydon

deb, odatda, har bir xe U nuqtaga F(x)e R3F(x)?+ 0 vektorni mos gqo*-
yuvchi (bu yerda x nugta bilan uning radius vektori x ni ayniylashti-
ramiz) F:U -*R3\{0} akslantirishga aytiladi. Agar garalayotgan R3 fazo-
ning U sohasida har bir xe U nugtadan F(x) wvektorni qo‘ysak, hosil
bo‘lgan geometrik holat U sohadagi vektor maydon deyiladi. Vektor may-
donni bunday aniglashda F(x) ning x nugtaga uzluksiz bog‘ligligi talab
gilinishi magsadga muvofiqdir (ya’ni, F:U-> R3\ {0} akslantirish uzluk-

siz bo‘lishi lozim). Ammo bu shart doimo ham bajarilmasligi mumkin,
ya’ni maxsus nuqta deb ataluvchi nuqgtalarda, maxsus chiziq yczU

nugtalarida maydon aniglanmagan yoki F uzilishga ega bo‘lishi mumkin.
Xususiy holda F(x) =0 ham aniglanmagan nuqtaga kiradi.



Shuni ta’kidlash mumkinki, sohaning har bir xe U nuqgtasiga shu
nugtadan qo‘yilgan F(x) vektor mos bo‘lsa, bu F :U ->  \ {0} moslikni
0'zaro bir giymatli desak ham bo‘ladi. Lekin ayrim hollarda (ba’zi bir
nugtalarida) sohalaridagi shart bajarilmasligi mumkin. Bunday nugqtalar

vektor maydonning maxsus nugtalari deyiladi. Masalan, F(x) uzilishga
ega bo‘lishi mumkin yoki ”~(x) nol giymatga, ya’ni nol vektor F(x) =0
dan iborat boMishi mumkin. Bunday hollarda maydon xos nugtali vektor
maydon deyiladi.

Masalan, agar U soha fizik modda bilan ferromagnetik bilan band

(to‘ldirilgan) bo‘lsa, u holda uning nugtalarida magnit momenti M vektor
aniglangan bo‘ladi (tashqi magnit maydoni bo‘Imasa ham). Bu moddaga
xarakterli magnit momenti aniglangan bo‘ladi (agar harorat kritik holatdan
past bo‘lsa ham). Bu jarayonda U sohada hosil bo‘lgan vektor maydon

F(x) =M(x) xos nugtaga va xos chiziqga ega boiishi mumkin, agar

maxsus nugtaning sodda tiplaridan biri, masalan, maydon quyidagi radius
vektor bilan aniglangan boisa:

x- M(x)
1(*)

Bu yerda M (x)~0 (/ sohada aniglangan uzluksiz sonli funksiya,
Oe U; bunda x=0 nuqgtada maydon aniglangan emas. Bu nugtaga “tipra-
tikan” deyiladi.

Agar har bir aniglangan nuqtasida M (x) vektor R2c R3 fazoostiga

M (x)e x

x: M(x) - yoki  M(x) =

parallel bo‘lsa, u holda M(x)e R2 va ixtiyoriy R2 ga parallel boigan va
x°eU 2 nugtadan o‘tgan MxO tekislikning kesishmasi VWx=Un [1,, da
M :W0->R2 vektor maydon berilgan bo‘lib, vi0 tekis sohaning x° nug-
tasi maxsus nugta bo‘lishi mumkin. Tl.. tekislikni parallel ko‘chirishda (x°

nugtani o‘zgartirishi) bu maxsus nugtalar to‘plami bitta maxsus chiziq /

tashkil gilishi mumkin va bu maxsus chiziglar M vektor maydonning U
sohasidagi maxsus chizig‘i deyiladi (7.1.2-rasm).
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7.1.2-rasm

I maxsus chizig / vektor maydonning uyurmasi (vixri) deyiladi.
Uyurmalar tabiiy ravishda suyuglik va gaziarning harakati natijasida paydo
boiadi. Ya’ni, muhitning zarrachalari birorta | chiziq atrofida aylanma
harakat hosil giladi.

Odatda, uyurma sifatida / atrofidagi zarralarning aylanma harakati
tushuniladi. / chizig uyurma “o‘gi” deb yuritiladi. Matematik bayon

gilishda uyurmalar “o‘gini” uyurma bilan aynanlashtirish magsadga
muvofig bo“ladi.

Bizning bu holatda vektor maydon M rolini muhitdagi x nugtaning
tezliklar maydoni v(x) o‘ynaydi, | esa, v(x) vektor maydonning maxsus
chizig'i rolini o‘taydi. 0 ‘ta oguvchan HeA uyurmalarning ochilishi ajoyib
vogea bo‘ldi. Ma’lumki, He4 suyuglik absolyut nolga yaqin haroratda
0°‘zini ikkita komponentli aralashma sifatida tutadi: normal (zichligi Ph va
tezligi v,) va o‘ta oquvchan (zichligi ps va tezligi vs). Bu yerda
P=Pn+P,-

Haroratda to‘lig zichlik T=0 pn=0,ps=p bo‘ladi. He4 geliyning
0‘ta oquvchan komponentasi uyurma hosil giladi. Hosil gilingan uyurma
sirpanish yopishgoglik kuchiga garamagan (hisobga olmaganda) holda
ham bargaror (inustahkam) bo‘ladi. Boshga suyuqglik va gazlarda uyurma
bunday barqarorlikka ega emas.
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7.2-8. Akslantirish darajasi, topologik va gomotopik invariant-
laming fizik jarayonlardagi talgini

Ferromagnetik va o‘ta oquvchan HeA lar bargarorligi va uyurmalar
ekvivalentlik gonuniyatlarining topologik sabablari hamda xususiyatlarini
o‘rganish uchun sodda topologik invariantlarni keltirish zarur.

P2a R2 ikki o'lchamli tekislikni tayinlaymiz. y yopiq yo‘l (aylana-
ga gomemorf bo‘lgan) ni olaylik, y ¢ 2. Bu yerda y ning nugtalaridan
aylanib o‘tish yo“‘nalishi, ya’ni oriyentatsiyasi ham aniglangan bo‘lsin.

Aytaylik, / :y->51czR2 uzluksiz akslantirish ham anig, bu yerda
S' markazi koordinatalar boshida va radiusi birga teng bo‘lgan oriyen-
tatsiyaga ega aylanadir. Qachonki p& y nugta belgilangan Fhe y nugta-
dan chiziqda oriyentatsiya yo‘nalishi bo‘yicha pOp yo‘Ini bosib o‘tsa,
q=f(p) nugta ham S' aylanada (r nugtaning joylashishiga bog‘liq holda)
oriyentatsiya yo‘nalishi bo'yicha yoki oriyentatsiya yo‘nalishiga teskari
q0=f (pa) nugtadan boshlab f(p Op) yo‘Ini bosib o‘tadi.

7.2.2-rasm

Qachonki R nugta y chizigni to‘la bir marta aylanib o‘tsa, q="f{p)
nugta oxir-ogibat oriyentatsiya yo‘nalishi K F bo‘ylab S'1ni to‘lig aylanib
o‘tadi va K- oriyentatsiyaga teskari yo‘nalishdagi yo‘Ini toiiq bosib o‘tadi.
Boshgacha aytganda, PO nugta y chizigda oriyentatsiya yo‘nalishida to‘liq
bir marta y ni aylansa, g =f(p 0) nugta .S1aylanani oriyentatsiya yo‘na-

lishi Kx bo‘yicha oriyentatsiya yo‘nalishiga teskari K larda to'liq aylanib
o ‘tishi mumkin.
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[y —>S" uzluksiz akslantirishda (oriyentatsiyali chiziq y ni S| ga)
K+- K shakl / aksiantirishning darajasi deyiladi va deg/ ko'rinishda
belgilanadi. Ta’rifga ko'ra, K+a K_ lar butun sonlardir, shu sababli
degf ham butun son bo‘ladi. Lekin deg/ =0 bo‘lishi ham, deg/ <0
yoki deg/ >0 bo‘lishi ham mumkin ekan. Bizning holatda / akslan-
jtirish darajasi q radius vektorning oriyentatsiya yo‘nalishi bo‘yicha to‘lig
buralishini 1 deb, oriyentatsiya yo‘nalishiga teskari to‘lig buralishini -1
deb hisoblab, umumiy yig‘indidan aniglasa bo'ladi.

Shuni ta’kidlashimiz mumkinki, aksiantirishning daraja tushuncha-
sini f :y->G ko‘rinishidagi uzluksiz akslantirishga ham kengaytirsa bo‘la-
di, bu yerda y va 1 laryopiq oriyentirlangan yo‘llar, y,G chiziglarham
tekislikda olinayotgan bo‘lishi shart emas, lekin ular aylanaga gomeomorf
bo‘lsa yetarli. Aksiantirishning darajasi tushunchasi kerak bo‘lar ekan, bu
ta’rifda yopiq chiziq (aylanaga gomeomorf) tushunchasi ham lozim boi-
mogqda.

Yopiq chiziglar sinfi hagida ham biroz ma’lumot keltiramiz. Uch
oichamli Evklid fazosi R3 da 8 aylanaga gomeomorf bo‘lgan figuraga
bog‘ich (uzel) deyiladi. Bog‘ich tushunchasini intuitiv tasawur qilish
murakkab emas.

Sodda bog‘ichga 7.2.2-rasm misol bo‘la oladi.

7.2.2-rasm

Sodda bolmagan bog‘ichga esa quyidagilaming ba’zi birlarini misol
I qilib keltirish mumkin:

(0] < ft>
te) ®
7.2.3-rasm
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Rasmlardan ko‘rinadiki, birga keltirilgan bog‘lar bir-biriga o‘zaro

gomeomorf, lekin intuitsiyamiz ko‘rsatadiki, ularning R3 fazoda joyla-
shishi har xildir. Ko‘rinadiki, bog‘ich!ar bogMarining soni bilan (bir bog‘ich-
dan ko‘plari petlya deb yuritiladi) farg giladi. Masalan, 7.2.3-rasmda (a) va
(b) lar bir bog‘ichli, golganlari ko‘p bog‘ichli tugunlardir.

Akslantirishning darajasi deg/ tushunchasi topoiogik invariantdir
(anigrog gilib aytganda, bu tushuncha gomotopik invariant), ya’ni akslan-
tirishda u uzluksiz gomotoplasak o'zgarmaydi. Bu quyidagini anglatadi,
agar [ akslantirish /n-»G akslantirishlar oilasiga joylashib (kirib) qjsa,
buyerda Ae [0,1], 0<ar<l1, /s oila A parametrga bog‘liq bo‘lib, fx= f
va q=fx(q) nugta (/1,p)e [0,1]-y o‘zgaruvchiga uzluksiz bog‘lig Iola
di, u holda bu fk oilaning har bir fK akslantirishi uchun deg/A SN
Ae [0,1] o‘zgarmas boMadi.

Shunday qilib, / akslantirishni uzluksiz o‘zgartirish natijasida uning
(darajasining) yig‘indi summasini kamaytirib bo‘lmas ekan, ya’ni / (y)
obrazining G ga o‘ralgan, mushat va manfiy o‘rama bog‘ichlar soni
o‘zgarmas ekan. Boshgacha aytganda, Kt—K o'zgarmas bo‘lib
golaveradi.

deg/ darajaning muhim xossalaridan yana biri quyidagichadir, agar
y,y1y2 lar aylanaga gomeomorf, ma’lum oriyentatsiyaga ega yoMlar bo‘lsa
va f'-y-"y2g'-y\-"y2 uzluksiz akslantirishlar bo‘lib, deg/ va degg larga
ega bo'lsa, u holda gf :y->y2 darajasi superpozitsiya / va g akslanti-
rishlar darajalari deg/ hamda degg laming ko‘paytmasiga teng bo‘ladi,
ya’ni deg(gZ') = deg(g)- deg(g)-deg/.

Buxossa f(y),g(y) obrazlarning y, va y2 chiziglar o‘ralgan o‘rama-
larning oxirgi yig‘indisidan foydalangan holda gf(y) obrazning y2 ga
o'ralgan o'ramlari soni yig‘indisini hisoblash yordamida tekshiriladi.

Gomotopiya va gomotop akslantirish oldingi boblarda ham keltirilgan edi.
Bu bobda bizga gomotopiya va akslantirish darajasi deg boshga aspektda,

ma’lum bir fizik jarayonga qo‘llanilishida zarur bo‘lmogda. Biroz tak-
rorlash bo‘lsa-da, bu o‘quvchiga ortigchalik gilmaydi.
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Har bir /: y—»G akslantirishga unga gomotop boMgan akslantirish-
flar /' :y—»G sinfi [/] ni mos gqo‘yamiz. Bizga ma’lumki, akslantirish-
Ining gomotop bo‘lishi [/] sinfda ekvivalentlik munosabatini o’rnatadi.
Natijada, C(y,G) to‘plam o‘zaro kesishmaydigan {[/]} sinflarga ajraladi
va bu sinflar gomotopik ekvivalentlik sinflari deb yuritiladi.

Ixtiyoriy / ‘e [/] uchun deg/1=deg/ o‘rinli boMadi, shu sababli har
bir [/] sinfga uning darajasi deg(/) ni mos qo‘ysak, ya’ni [/]->deg/
[ moslik O‘rnatsak, har bir ekvivalentlik sinfiga butun son deg/ mos qo‘yil-

| mogda. Fazoning fundamental gruppasi ko‘rsatildiki, bu moslik biektivdir.
| Shu sababli butun son n=deg/ , / gomotopik akslantirishlar sinfi [/]

}ning topologik invariantidir. Qulaylik uchun ushbu sinfindeksida n nomer-
ni yozsak, magsadga muvofig bo‘ladi. Ya’ni, [/],,. Demak, ixtiyoriy

<& [/],, uchun deg” =n dir. [/]o sinf doimiy akslantirish f0:y -+q ga
gomotop boMgan akslantirish to‘plamidan iborat ekan.

7.3-8. Ferromagnetikning magnit maydoni va o‘ta oquvchan
He4 “gaz”ining uyurmalari

0 ‘ta oquvchan He" gazining uyurmasi va ferromagnetikdagi magnit
uyurmasini ko‘rib chigaylik (7.3.1-rasm).

7.3.1-rasm
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Pxo tekislikda oriyentirlangan yopiq y yo‘lni tanlab olaylik va y
chizigda maxsus nugta bo‘Imasin, yagona maxsus nugta x0 bu y yo‘Ining
ichki sohasida joylashgan bo‘lsin. Aytaylik, y yo‘l aylanaga gomeomorf
bo‘lsin va bu maxsus nuqgta atrofidan y chiziq bir marta aylanib o ‘tsin.

S' a R2 aylana oriyentirlangan bo‘lib, unirig markazi O nugtada va radius
1 ga teng boMsin. y chizigning x nugtalarida garalayotgan M vektor
maydon / :y -~S' akslantirishi aniglanadi, bunda

M (x)

[(*)= iW)I,XGy 0)

(1) ko'rinishdagi akslantirish uchun deg/ ham aniglangan bo'ladi.
Bu vektor maydonning y atrofida aylanishidan iborat bo‘ladi. Ularni
K(A/y) ko‘rinishda belgilaymiz.

Endi Px0 tekislikni o‘ziga parallel holda uzluksiz harakat gildirib,
M, holatga keltiraylik, y kontur ma’lum bir oraliq holatda ys (o‘zigamos
tekislikda) bo‘lib, y, kontur ko'rinishiga keladi. ycz, bu yerda 0<s<I,
va Y,=oY>Y,*t ~Y\- Hamma ys konturlar maxsus chiziqg y o‘rab olgan va
berilgan y ga gomeomorf a(s) :y ->ys, bir xil oriyentatsiyalangan va
a(s) gomeomorfizmlar oriyentatsiyani saglaydi (ya’ni, dega(.v) =+1) va
S parametrga uzluksiz bog'lig bo‘lib, «(0)=" :y->y-a ayniy (0‘z-
0‘ziga) akslantirishdan iborat bo‘ladi. ys konturda garalayotgan M(x)
vektor maydonni a(s):y->ys gomeomorfizm yordamida F](x) =M(a(sXx)),
xe y formula bilan aniglangan y konturga “ko‘chirish” mumkin. y kon-
turdagi Fs(x) oila (x,s) ga uzluksiz bog‘lig. Shu sababli F}(x) =M(a(\)(x))

va FO(x) =M(x) vektor maydonlar orasidagi y konturdagi gomotopiya-

dan iboratdir. Akslantirishning darajasi xossasiga ko‘ra, quyidagi o ‘rin-
lidir:

K(M, y)=N(F.y) = (degA()K(A, y,)=K(M, 7).
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Bu yerda oxirgi aylanish M maydonning vy, atrofida ', tekislik-
dagi aylanishidir. M maydonning ixtiyoriy I, tekislikdagi umumiy ayla-
nishi bo‘lib, ferromagnetikdagi / uyurmaning topologik indeksi K(/) uyur-
laning topologik zaryadi deb yuritiladi.

Ferromagnetik uchun, agar u yengil magnitlantiruvchi R2 tekislikka

jega bo‘lsa, yuqorida talab gilinayotgan shartlar bajariladi. Bu holda ferro-
magnetikdagi uyurmaning bargarorlik sharti noldan fargli o‘larog, daraja

deg/ gayoki aylanish K(M y) gateng kuchli bo‘ladi.

Endi ffe4 ning o‘ta oquvchan komponentasini ko‘raylik. He4 ning
absolyut nolga yaqgin haroratda hosil bo‘ladigan ota oquvchan suyuglik
gismi (o‘ta oquvchan kondensat holatidagi gismi) xarakteristikasiga kela-
digan bo‘lsak, kvant mexanika tilida kompleks giymatli quyidagi to‘lginli

Ifunksiyalar ko'rinishida ifodalanadi: i//(x),xe R\ Ular uchun i//(x)=ji//(X)|e*1()
o‘rinli bo'ladi. Bu yerda |i//1-kompleks sonning moduli, F esa, to‘lginli
funksiyalarning fazasi. Shu holatda, agar o‘ta oquvchan kondensat teng
og‘irlik holatida (ya’ni, y,=0) bo‘lsa, u holda \y\- o‘zgarmas (x ga
bog‘lig emas), F -noaniq konstantadir; agar o‘ta oquvchan kondensat teng
og‘irlik holatida bo‘lmasa, ya’ni, y, *0 ayniy bo‘lsa, u holda [t/1 kons-

tanta bo‘lib, F=F(x) ga bog‘liq funksiyalardan iborat bo‘ladi, xe R* va
o‘ta oquvchan komponentaning maydon tezligi vs(x) =—gradO formula
m

bilan topiladi, bu yerda h - Plank doimiysi, m - He4 ning atom massa-
sidir.

Aytaylik, U eiRI3 soha o‘ta oquvchan kondensat bilan egallangan
bo‘lsin. v,(x)" 0 shartni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy xe U nugta uchun

Fix) faza aniglangan bo‘lib, bu fazaga R2 da noldan boshlab nur mos
kelib, bu nur tayinlangan yo‘nalishdan soat miliga teskari F(x) burchak
ostida bo‘ladi.

v,(X) =0 shartni ganoatlantiruvchi xe U nugtalar uchun F(x) anig-
langan emas.
I . Shunday qilib, U sohada birlik d(x) vektordan iborat vektor may-

don vujudga keladi. d :U S' akslantirish aniglanib, bu vektor nur yo‘na-
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lishida bo‘ladi va giymati mos faza F(x) (nurni hosil gilgan burchagi) nin,,
giymatiga teng. Bu yerda maxsus nugtalarda fazaning giymati anigan.
magan (yoki fazo aniglanmagan). Agar U sohada yopiq oriyentirlangan
maxsus nugtalarga ega boMmagan yo‘Ini tanlab olsak, u holda S' ning
tayiniangan oriyentatsiyasida d:y S' akslantirish uchun uning darajasi

degd aniglangan bo‘ladi. Endi o‘ta oquvchan He4 da £ uyurma chizig‘j-
ga ega bo‘lgan uyurmani ko‘raylik. Agar | da fazaning giymati aniglan-
magan bo‘lsa, u holda d (x) vektor maydonining maxsus nugtalaridan
iborat boMadi. y chiziq sifatida | uyurma chizig‘ini bir marta gamrab
olgan oriyentirlangan yopiq yo‘Ini tanlab olaylik. Ferromagnetik uyurmada
bo‘lgani kabi d:y*>S" akslantirish darajasi degd ni uyurmaning (bu
yerda o‘ta oquvchan He4 ning) topologik indeksi (yoki topologik zaryadi)

deb ataymiz. 0 ta oquvchan He4 da uyurmaning bargarorligi uyurmaning
topologik indeksi noldan fargli ekanligi bilan xarakterlanadi.

7.4-8. Ferromagnetik va o‘ta oquvchan He4 gaz uyurmalarining
barqarorligi

Ferromagnetik va o‘ta oquvchan He4 gazlardagi uyurmalarning bar-
garorligi (mustahkamligi) fizika nuqtai nazaridan tashgi ta’sirga gara-
masdan (tashqi ta’sirdan xalos bo‘lmasa ham) kuzatish mumkin bolgan
tabiiy fizik jarayondir. Matematika fani nuqgtai nazaridan bargarorlik ke-
yinrog yana talgin gilinadiki, bunda uyurmaning noldan fargli topologik
indeksga ega bo‘lishi va shu sababli y S' aylananing gomotopik xossalari
bilan bog‘ligligida namoyon bo‘ladi.

Agar M(x) magnit maydon yoki o‘ta oquvchanlik tezligi v,(x) (mos
F(x) fazalik)ni har bir x nugtada yetarlicha kichik tekis o‘zgartirsak, u
holda yangi hosil bo‘lgan M}(xX)=M(x) +AM (x), (3X)t(x)=wt(x)+Av((X)
(fazasi F~x)~f(x)+Af{x)) giymatlar yetarlicha kichik orttirmalarda oldin-
gisiga gomotop bo‘ladi. Bunday gomotopiyalar, masalan, quyidagicha yozi-
lishi mumkin:

Ms(x) = A/ (X)+AAM (X), F a(x)=/(x)+A0/(x), 0<A<L;



Bu gomotopiyalar / (x) va d(x) vektor fazolar orasida gomoto-
piyani vujudga keltiradi. Ya’ni, fy.A S'. d”:y->SI aksiantirishlar
(/, aksiantirishlar 7.3-§ dagi (1) formula bilan aniglanadi) A parametrga

| uzluksiz bogMiq va A=0 bo'lganda, fa-f,d Q=d bo'ladi; A=1 bo'l-
ganda, / va d] lar mos ravishda A/j(x) va (v,(X))(x) maydonlargajavob
beradi.

Shu sababli deg/g va dk darajalar A ning o‘zgarishi bilan o‘zgar-
I maydi. Demak, kichik fizik qo'zg aiishlarda y konturda daraja 0’zgarmas
ekan. Agar uyurmaiarning topologik indeksi deg/ va degd lar noldan
fargli bo‘lsa, u holda y chiziqdagi kichik go'zg'aiishdan keyin ham
deg/ * 0 yoki degd, ®0 bo'ladi.

Bu fikrlash va tasdiglashlardan quyidagi markaziy jumlaga ega bo'la-
miz. y egri chiziq o'zgartirilgan vektor maydon A/,(jr) yoki (vj/x)
maxsus chizigni to‘la gamrab oladi. Hagigatan ham, y chizigni aylana
bilan auiiashtib ~1/0 tekislikda yotgan), so'ngra uni chegaralab turgan
yopig doirada D a I' /0ning vektor maydoni A/ yoki (v,), ning maxsus
nugtalari mavjud emas (uyurma .maxsus chizig'ining D bilan kesishma-
sining izi) deb olib, /:D->.v :D ->S ) kengaytirilgan akslantirish-
ga ega bo'lamiz. Ya’ni, / akslantirish y :vlanadan doiraga kengayti-
rilgan (davomlashtirilgan). Doiranng defor natsiyasini, ya’ni D doiraning
0'z markazi a ga deformatsiyasini g (x} a+/1(x-a) 0<A<1l Kko'ri-
nishda aniglaymiz. Bu esa, / (dx)\y-+S] gomotopiyaiii /(x) =/(flz(x))
formula bilan vujudga keltiradi (dx uchun ham shunga o'xshab anigla-
nadi).

Ma'lumki, A =1 bo'lganda /(x) =/(x); A =0 bo'lganda esa,
/0(x)=/(u) - o‘zgarmas akslantirish bo'ladi.

Demak, isbotladikki, agar / akslantirish D doiraga (va shunga o0'x-
shash dy:y -> S1uchun) davomlashtirilsa (kengaytirilsa), f\:y-> S' aks-
lantirish doimiy akslantirishga gomotop bo'ladi
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Ma’lumki, deg /0(deg<i0) ning giymati 0‘zgarmas akslantirish uchun
nolga teng boiadi. Gomotopiyada akslantirish darajasining saglauishi xos-
sasiga ko‘ra deg/| =0 (degrf, =0) tenglik o‘rinli bo'iadi. Bu esa, oldingi
chiqgarilgan deg/i (degc/,) lar noldan fargii, degan xuiosalarimizga ziddii

Shunday qilib, vektor maydon M, (x) yoki d,(x) laming doira iehi-
da (doiraning ichki nugtasida) maxsus nugtasi mavjudhgiga ishoneh xosil
gildik. Doiraning uyurma chizig'i / bo‘ylab harakat gildirsak, maxsus
nugtalar to‘plamiga ega boiamiz, bu maxsus nugtalar to'piami M.(x)
yoki (v,)s(x) maydonning uyurma chizig'i /, ni hosii giladi.

Xulosa gilish mumkinki, Kichik fizik go‘zg‘alish'ar ferromagnetikda
(R2 tekislikda) yoki ota oquvchan He4 komponentasining tezliklari
maydonida nolga teng boMmagan topologik indeksli uyurmani yo'qota
olmas ekan. Aynan shu xulosa uyurmaning barqgarorligi deb yuritiladi.
Bunday (kengroq) olganda, undan ham kuchliroq “topologik bargarorlik”
xulosasi:

Har ganday Mi(r), (v,)%x) gomotopiyada uyurma saglanar ekan:
kichik boMishi shart emas; fx:y->S\ dx:y =S' uzluksiz gomoto-
piyalar aniglangan bo‘lishi yetarli.

Topologik indeksi 0 ga teng bo‘lgan uyurmaiar topologik bargaror
emas. Ya’ni, gomotopiya (deformatsiya) jarayonida buzilib ketrshi miimkin.

7.5-8. Topologik tushunchalar va fizik xossaiarning bog‘ligligi

1 Oldingi paragrafda berilgan uyurma tahlilida S avlana hosii bo'li-
shining sof fizik sabablari mavjud. Fizikaning maTum prinsip'ga ko‘ra,
eksperimentlarda kuzatilayotgan moddaning bargaror hoiatiga lokal mini-
mum energiya mos keladi. Moddaning holatini belgilovchi gonuniyat aso-
sida berilgan maydon (vektor, tenzor va boshga) energiya (quvvat) hisob-
lanadi. Masalan, ferromagnetiklarda energiya vektor rnaydonining magnit
momenti M (x) orqali aniglanadi. He4 da esa, to'lgin funksiyasi if/(x) or-
gali aniglanadi. Moddaning “tug‘ma holati” deb ataluveiii holatlari may-
donning yagona emasligi bilan xarakterlanadi, bu holatda energiya lokal
(mahalliy) minimum giymatga ega bo‘ladi. Masalan, agar M (x) vektorlar
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aniglangan kristallik o*giga ortogonal (perpendikulyar) boMsa (ya’ni, birorta
ikki o'lchamli R2 tekislikda yotsa), ferromagnetiklarda energiya minimal
giymatga ega boMishi mamkin. Shunda ham |M(x)\ o°‘zgarmas modulga
ega va ular ixtiyoriy yo'nalishga ega bo‘lishi mumkin, bu aynan “yengil
tekisroq” magnitlangan holatni bildiradi.

Shu singari barcha vektorlar to‘plami M{x) ko‘rilayotgan tekislikda

S' ajlana hosii giladi. Bu aylananing radiusi |M(x)\=*const dan iborat

boladi va u ferromagnetikning (magnitlanganlik parametri bo'yicha) “tug‘ma
sohasining” hoiati deb ataladi. Agar ferromagnetikning energiyasi fagat

magnitlanganlik moduli |M{x)|= const ga bogMiq boMsa, u holda uning

tug‘ma sohasi ikki o’lchamli S2 sferadan iborat bo’Jadi, bu holat modda-
ning amorf (izotrop) xususiyatiga mos keladi. 0 ‘ta oquvehan He4 hoiati
ferromagnetik holatdan fargii oMarog, u kvant mexanikasi bilan bogMig-
dir: o‘ta oquvehan kondensat teng ogMrlikda fazasi F toMginli funksiya
</ =|y/lexpf>*5>) ixtiyoriy boladi. |y/| modul 0‘zgarmas, energiya F ga
bogMig boMmaydi. Shu sababli Ffaza bo‘yicha tug‘ma va tug‘ma holatlar
sohasi - bu kompleks tekislikda ¥/ funksiyaning barcha gabul qilishi
mumkin boMgan giymatlari to‘plamidan iborat. Bu esa, 0‘z navbatida,
radiusi |t/ j dan iborat S' aylanadir

Yuqorida keltirilgan uyurmahming topologik indeksi f,d:y—=S'
akslantirishning ta’riflanishiga ko‘ra, y chizig ferromagnetik va o‘ta oquv-
ehan He4 ning tug‘ma sohasidagi yengil magnitlanadigan tekis (tekislikda
aylanaga gomeomorf chiziq) yopiq chizigdan iborat. Shunday qilib,

topologik bargaror uvurmaning bu moddalarda mavjud bo’lishi tug‘ma
sohanir.g topologik xossalari bilan bogMiqg bo‘ladi.

Lekin bu tug‘ma soha sirtda S' chizigdan iborat boMadi.
2. Fizikada shunday tug‘ma sirtlar (sohalar) ham uchraydiki, ular S'
dan farg giladi. Masalan, izotropning ferromagnetik hoiati ko‘rsatmoqdaki,

uning tug‘ma sohasi ikki o’lchamli S2 sferadan iborat boMadi. Bu holda
ularning topologik bargaror uyurmasining mavjud bo’lmasligini e’tirof
etish mumkin. Agar D tekislikda ixtiyoriy doira boMib, y uning chegarasi

(aylana) boMsa, u holda ixtiyoriy /: y->s2 akslantirish doimiy f0:y->C
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ce S2 akslantirishga gomotop bo‘ladi. Buriday gomotopiyaga quyidagi-
cha erishish mumkin: f(y) chizigning nuqgtaiarini S* sfera tayin C nug-

taga meridian bo‘yicha -c¢ (sodda boiishi uchun (~b) nugta f(y) ob-
razda yotmaydi, deb hisoblasa bo‘ladi) harakat gildirish kerak. Demak,
deg/, =deg/=0. Buyerda D doira topoiogik bargaror uynrma chizigi
bilan kesishishi shart emas. Bu fakt (xulosa) tug'rrm soha boflgan S'
sferaning topoiogik xossalari natijasidir. Yuqorida keltiriigan xossalarga
izotrop ferromagnetiklarda yana bir sodda topoiogik xususiyat mavjud
boimoqda va kuzatilmogdaki, u vektcr maydon M (X) riing yakkaiangar-

maxsus nugtalaridir.

Bunga “tipratikan” tipidagi nuqtalar misol boiadi (buriday nugtalar
oldingi boiimlarda keltiriigan). Maxsus nugtalarning topoiogik irideksini
aniglash va qurish uchun S2(x*) sferada oldingi bodimdagiga o°‘xshash

[ akslantirishni ta’riflash zarur boladi. Bu yerda sfera yetarlicha e kichik
radiusli va markazi x maxsus nugtada boiadi. Ya’ni, f :S2(x*)->S:

akslantirish S2 radiusi birga teng boMgan sferadir. Sunday akslantirishhi
uchun ham akslantirishning darajasi tushunchasi umumlashtiriladi va
deg/ ko‘rinishda belgilanadi. Akslantirishning sferarti sferaga darajasi
konstruksiyasi aylanani aylanaga akslantirish darajasidan ko‘ra murakkab-
roqdir. Birinchidan, sferaning oriyentatsiyasini kiritish zarur boiadi. Driven-
tatsiya kiritganda ham urinuvchi tekisliklar oriyentatsiyalanib. yetarli yaqin
nugtalar bir xil oriyentatsiyaga ega boiishi zarur. Ikkincnidan, f :s2->S'
akslantirishda S2 sferada yotgan f(s2) obraz gatlamlarining algebraik
sonini ta’riflash zarur boiadi. Bunda gatlamga (+1) soni qo‘shiladi. agai

uning oriyentatsiyasi S2 sfera ning oriyentatsiyasi bilan bir xil boflsa, (-i)
go‘shiladi, agar teskarisi o‘rinli boisa.

Bu jumlani anig matematik iboralarda ifodalash birmuncha murakkab
jarayon, chunki sferik sirtlarda akslantirishning darajasini toia talgin
gilishda differensial geometriya tushunchalari ham ishlatiladi. Shu sababli
biz bu paragrafda deg/ ning, gat’iy boimasa ham. ko‘rsatmali holdagi

talginini keltiramiz.

196



Aylanalarni akslantirishdagi darajaning xossalari sferani akslantirish-
I da ham o‘rinli boiadi. Shu sababli magnit maydoni M(x) boigan ferro-
m magnetik va uning maxsus x* nugtasi uchun butun son deg/ aniglangan.
f Bu songa maxsus x (yakkalangan) nugtaning topoiogik indeksi deyiladi va
| u X (x’) koiinishda belgilanadi. Agar s yetarlicha kichik boisa, bu son
I S2(x*) sferaning radiusi e>0 ga bogiiq emas.

X (x") sonni fiziklar x maxsus nugtaning topoiogik zaryadi deb
K atashadi.

Xususiy holda x* maxsus nuqta “tipratikan” tipidagi nugta boisa,
I X(x*)=--i g, ega boiamiz. Maxsus nugtaning topoiogik indeksi K (x*)
I tushunchasi uyurmalarning maxsus chizigi indeksi K (i ) ganday vazifani
| o‘tagan boisa, o‘rganishda u ham shunday vazifani o‘taydi. Agar

K(rKO0 boisa, maxsus nuqta topoiogik bargarordir. Bunday nugtalar
| fizik koiinishga ega va magnit maydoni gomotopiya (deformatsiya)larda
[ saglanadi. Burning aksi, ya’ni X (x*)=0 boisa, magnit maydonning mos
f gomotoniyasida  maxsus nuqta tuzatilishi (yo‘gotilishi) mumkin, ya’ni
topoiogik bargaror boimaydi.

Oigan asrning 70-yillarida HeA ning o‘ta oquvchan fazasining tug‘-
I ma sohasi o‘rganildi. Bu fazalar ikkita A va B dan iborat boiib, ular
[ orasidagi A fazojuda murakkab va gizigarli ekanligi namoyon boidi.

A fazoning iugina sohasi (el,e2,e3,v) to'rtlik vektorlar to'plami
I bilan xa.akterianadi. Bu yerda e..e2,e3, vektorlar R3 fazodagi ortonor-

mallangan tayinlangan oriyentatsiyali vektorlar boiib, v ixtiyoriy birlik
Evektor, (a,,<?, ,e3,v) vektorlar aniq fizik ma’noga ega (biz hozir bu hagda
| to‘xtalmaymiz). Oriyentirlangan reperlar to‘plamini, 50(3)-(3x3) oi-
1 chamli orragonal matritsialar gruppasi yoki gattiq jism aylanishi gruppasi

bilan aynanlashtirish mumkin boiadi. v vektorlar to‘plami esa, birlik S2
- sferadan iborat boiadi.

Demak, A fazoning tuglmalik sohasi S2SO(3) dekart ko'paytmadan
iborat boiib. uning oichami 5 ga tengdir. Maium fizik holatlarda (jara-
yonda) v vektor tayin gilinadi, u holda tug‘malik sohasi holati 50(3)

I gruppaga keltiriladi. Bunday holatda akslantirish darajasi tushunchasi
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jihatdan fargsiz. Boshqgacha aytganda, d vektorlarni shelka bilan ernas
chizigcha bilan ko'rsatish yetarli (uning giymatida yoki “+” isliorn
bo‘lishi shart emas).

Idish devorining va tashgi maydon (masalan, trmgnit maydoni) ta’siri
tufayli nematik holati doimo bir jinsli emas, bir nugtadan ikkinchi nugtagu

ko‘chib turadi. Bu shuni bildiradiki, d vektorning yolnalishi asta-sekin bir
nugtadan ikkinchi nugiaga ko‘chib turadi. d vektorning R' fazoda tagsim-
lanishi d (birlik vektor) ning vektor maydoni deyiiadi.

2. Nematiklardagi disklinatsiya

Quyosh nurlarining (umuman, nurlarning) nematik suyuq kristailarda
tez va kuchli targalishi tufayli ular tuluq yaltiroq emasdek ko'rinadi. Agar
mikroskop ostida garaydigan bo‘lsak, uning tarkibida uzun ingichka ip
suzib yurganini ko‘ramiz. Bu ip nematiklar uchun yot amasligi va mole-
kulalarining maxsus joylashuvi XX asrning boshlarida olim va tadgigot-
chilarga ma’lum boigan. Shu tufayli ham bunday tipdagi suyuq kristal-
lar (yunoncha neTa so‘zi “ip” ma’nosini anglataui) nematik nomi bilan
atalgan.

Hagigatan ham, yo‘nalishlar maydonida (direktor d ning) maxsus
chiziglari mavjud bo‘lishi mumkin, bu chiziglarda d direktor yo nalishi
aniglanmagan (uzilishga ega). Bunday d direktor yo‘nalishi tagsirnianish-
larini tekis vektor maydonda tasviriash soddaroq boMadi. Ya’ni, fazodagi

barcha d direktor vektorlar birorta tekislikka parallel bo‘ladi (7.6.3-rasm-
da direktor maydon chiziglar bilan ko‘rsatilgan).



Maxsus nugtalar (vektor maydon) tekislikda maxsus nugtalarning in-
deksi bilan xarakterlanadi. Maxsus nugtaning indeksi deb d vektorning
musbat yo‘nalishi bo‘yicha y yopiq kontur bo‘ylab 0° maxsus nugtaning
atrofini to‘liq ayianib o‘tishlari soniga aytiladi va ko‘rinishda,
ba’zi adabiyotlarda v bilan belgilanadi. 7.6.3-rasmda maxsus nugta 0 bilan
belgilangan. Masalan, a rasmga garasak, 0 maxsus nugtaning indeksiga
1son mos keladi, ya’ni K(0,c/)= 1yoki v=1; b rasmda K(0,c/)=-1 yoki
v—1 2; d rasmda K (0,2 ) yoki v- 2. Yuqorida ta’kidladikki, d direktor

ishorasi e’tiborga olinmaydi. Shu sababli d vektor maxsus nugtaning at-
rofi y yopiq chizig bo‘ylab yarim (oborot) aylangan bo‘lishi ham mumkin.

e valrasmlarda maxsus nugtaning indeksi mos ravishda K(0O,rf) = -j

va K(0,a?) = - 2—bo‘ladi. 7.6.3-rasmga e’tibor bersak, maxsus nuqtalar d

yo‘nalishlar maydonida maxsus chiziqg ham tekislikka olib chigadi. Agar

maxsus chizigga yugoridan emas, yonidan garasak, u holda d ning
tagsimlanisbi 7.6.4-a rasmdagidek ko‘rinadi.

Angliyaiik fizik Frankning takliliga ko‘ra, direktorning yo‘nalishlar
maydoni uztlish chizig‘iga disklinatsiya deb atalgan. Molekulalar orasidagi
o‘zaro liarakatda ular parallel boMishga intiladi, bunga d direktorning
tagsimlanishi tarkibida maxsus chizigning borligi energetik foydali bo‘l-
maydi. Shu sababli nematiklarda d direktorning tagsimlanishida d ning
tagsimlanishidagi maxsusligini bo'rttirib olish va bir jinsli tagsimlashga
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kelishtirish magsadida deformatsiya bo‘lishi mumkin. 7.6.4-a rasmdagi
ko'rinishda disklinatsiya boiishi mumkin. Hagigatan ham 7.6.4-a-d rasm-
da keltirilgan deformatsiya maxsusliklarga ega bo‘lmagan bir jinsli tagsim-

lanishga olib kelishi mumkin ekan. Direktor d rnaxsus tagsimlanishga va
boshqga ko‘pgina fizik xossalarga ega. Biz ular ustida to‘xtalmadik.

3. Disklinatsiya va topologiya

Direktorlar maydonini analitik ifodalash uchun R' fazoda bar bir yo‘na-
lishga direktorga parallel bo'lgan d birlik vektorni mos qo'yamiz. Bu
vektorlarni har bir xe U nugtaga mos go‘ysak U c R3va U socha nema-
tik bilan to'ldirilgan yoki nematik bilan band bo‘lsa, u holda R3 fazoning
U sohasida d(x) vektor maydon vujudga keladi. Direktor mavdoni vektor

maydon d(x) bilan aniglanadi. Lekin uning vektor maydoni d(x) dan
farglanadi. Chunki 2 d(x) vektorlar bitta va fagat bitta yo'nalishga ega

1d(x) vektorning oxiri R3 fazodagi birlik sferada bir juft markaziy-
simmetrik nugtalarni ifodalaydi, ularni d(x) nuqgta bilan belgilasak, bu
nugtalar RP2 proektiv fazoning nugtalari desa bo‘ladi. Bu proektiv fazoni
S 2 sferaning diametrial garama-garshi nugtalarini yelimlashdan hosil bo'l-

gan, deb aytish mumkin. Lekin oldingi boblarda ko’rdikki, RP2 fazoni ya-
rim sferaning diametrial garama-garshi nugtalarini yelimlashdan ham hosil
gilsa boMadi.

Shunday qilib, direktor maydon d:U-+RP2 akslantirish orgali to‘iiq
tavsif (xarakteristika) ga ega boMadi. U soha RP1 proektiv fazodan iborat
edi. Aynan RP2 fazo nematikning tug'ma holatini ifodalovchi sohadan
iborat, chunki molekulalar o‘glarining yo‘nalishiga birorta fizik chegara
yo‘g (boshga gator suyuq kristallar tipidan fargli o‘laroq). Tabiiyki, U
sohada d akslantirishdan uzluksizlik shartini talab gilish magsadga muvo-
fiq bo‘ladi, lekin bu shartni doim ham talab gilib bo‘lavermaydi. Chunki
U sohaning (vektor maydonga o‘xshab) rnaxsus nugta (maxsus chiziq)
larida bu akslantirish aniglanmagan yoki uzilishga ega boMadi.
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7 6.5-rasm 7.6.6-rasm 7.6.7-rasm

Nematikning nomlanishi va xususiyatidan ma’lumki, rnaxsus chi-
ziglar uning tarkibida mavjuddir. 7.6.5 va 7.6.6-rasmlardan ko ‘rinadiki,

nematikning direktor maydoni d(x) bu yerda tekis maydon, ya’ni

d(x)e RA(x) vektorlar R2 fazodagi vektorlar (fazoga kollinear). Bu yerda

uyurma markazi nugta ko‘rinishida keltirilgan. Uyurmaning topologik klas-
sifikatsiyasi oldingi bo‘lirndagi kabi aniglanadi. Maxsus chizigni o‘rab ol-
gan (o‘z ichtga olgan) aylana olamiz va unda direktor maydonni quyi-

dagicha aniglaymiz: d :s' -> RP2, bunda [<7]e "\(RP2) gomotopik sinf,
nx(RP2) mndamenial gruppaning stmkturasi ravsiian, 71(RP2)=2Z2 moduli
ikkiga teng bo‘lgan tagqoslamalar gruppasi. Z2 bu yerda ae Z2 bog‘ich
yasovchi shunday gomotopik sirrfki, a ekvator (yarim sfera) ning diamet-
ral garama-qgarshi yelimlangan nuqtalari bilan o‘zida saglaydi. a 1= 0 doi-
miy bogich (doimiy yo‘l) sinfidir.

Shunday qilib, umumlashgan daraja deg<i aniglandiki, bu daraja 0
yoki | giymatni gabul giladi. Shu sababli ikkita har xil topologik uyur-
malar tipi mavjud ekanki, ularning biri degd =0 giymatga, ikkinchisi esa,
deg<- ! giymatga ega. Birinchisi topologik bargaror emas, ikkinchisi
topologik barqgarordir. 7.6.5-rasmda topoiogik bargaror uyurmaga misol

keltirilgan boMib, uning d bog‘ichi bog‘ich-ekvator bilan ustma-ust
tushadi. Shu sababli ham degd --1 bo‘ladi. a bog‘ichning gomotopik
sinfi boshga, boshlari va oxiriari yarim sfera ekvatorida diametrining
oxiridan iborat bolgan chiziglar ko'rinishidagi RP2 dagi bog‘ichlarni 0‘z
ichiga oladi (7.6.7-rasm).
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Bu bog‘ichlar uchun d(x) yo‘nalish RR2 tekislikdan chigadi. Shun-

day bo‘lsa ham, ular RP1dagi doimiy bog‘ichga gomotop emas. Bunday
ikkita bog'ich ko‘paytmasi 0 sinfga tushadi. 0 sinf RP2 da doimiy
bog‘ichlar sinftdir. Bu sinfga barcha shunday bog‘ichlar kiradiki, ularning
boshi va oxirlari yarim sferada qo‘zg‘algandir. Masalan, 7.6.6-rasmda
uyurma 0 sinfli bog'ichlarni xarakterlaydi. Yugqorida keltirilgan barcha
tasdiq va xossalarni bir geometrik holat bilan ifodalash mumkin, ya’ni

belgilangan y0e RP2=Y nugta uchun nt(Y,y0) gruppa oxirlari ekvator-

ning diametri bo‘lgan bog‘ichlari bilan hisoblanadi. Shu sababli tug'ma
sohalarning topologik holati izotrop ferromagnetik va nematiklar (mos

ravishda S2 sfera va RP2 proektiv tekislik) har xil boTganligi tufayli har
xil fizik natijalarga: birinchi holda - uyurmalarning kuzatilmasligiga, ikkin-
chi holda - ko'rinishli ekanligiga (topologik indeksi degd =1 boMgan
uyurmalar) ega bo‘lamiz. Tajribalar nazariya bilan uyg'unlashgandir.

deb hisoblashadi. d direktor yo‘nalishi bog‘ichlardan o‘tganda,
1/2-(2n) =qa burchakka o‘zgarar ekan. Agar d(x) ning yo‘nalishi
N m(2n) burchakka o‘zgarsa (N butun son), u holda uyurma kuchi N

deyiladi. Bizning klassifikatsiyada kuchi N bo'lgan uyurma deg2d =0
topologik indeksga egadir va topologik bargaror emas (kuchi N =-1
bo‘lgan uyurmaga 7.6.6-rasmdagi uyurmani misoi qilib keltirish mumkin).

Tajribalar shuni ko'rsatadiki, N =* 1 kuchga ega bo‘lgan uyurma
chizig‘i “tekisroq”, “yalpayganroq” bo‘lib, uning ko‘rinishini a uyur-
maning ogqishi sifatida tasawur gilish mumkin. Bu holat shuni ko‘r-
satadiki, direktor uyurma chizig'i disklinatsiya chizig‘i yaginidan burilib,
ushbu chizig bo‘ylab (uzunasiga) oriyentirlanadi. Shu sababli uyurmaning
maxsus chizig‘i yo‘qolib ketadi.

Topologiya disklinatsiyaning butun N giymati kuchga ega emas-
ligini ugtiradi. Shu uyurma effektining uchinchi o‘lchovga ogib chigib
ketishining paygab qolinishi va murakkabrog (o‘ta) tug‘ma sohaga ega
bo‘lgan moddalar defektini o‘rganish (masalan, He3 izotop gaz) rus fizik-
lari G.E. Volovik, V.P. Mineyev, fransuzlar G. Tuluza, T. Klemanlar
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tomonidan defektlarning topologik tavsifi (xarakteristikasi) ni bayon
gilishda gomotopik topologiyani tatbiq gilinishiga olib keldi. Ma’lum
bodishicha, ;r, gruppaning multiplikativ xossalari uyurmalar bir-biri bilan
almasbinishini (kombinirovat) ta’riflaydi; uyurmalarning bir-biriga qo‘shi-
lib ketishida (bu holat topologik indekslarning qo‘shilishini anglatadi) yoki
uyurmaning bir necha uyurmalarga bodinib (ajralib) ketishida topologik
indeks (zaryad) larning umumiy yigdndisi o‘zgarmay goladi. Bu konden-
sirlangan nolatdagi moddalarning muhim fizik gonunidir.

Nemauldar va shunga o‘xshash ferromagnetiklar uchun nugtali defekt-

lar vujudga kelishi ehtunoli doimo mavjud. Ya’ni, d direktorning yo‘na-
lishlar maydoni uning raaxsus nugtasidadir. Agar x shunday nugta bo‘lsa,
u holda uning topologik indeksini (zaryadini) aniglash uchun bu nugtani

S2(x") sfera bilan o'rab olish (ferromagnetik holatga o0‘xshab) zarur. Bu
sfera boshga maxsus nugtani 0‘z ichiga olmasligi kerak, shu sababli radi-
usni yetadicha kichik gilib olinsa, yetarli bo‘ladi va d(x)S2(x')-~ RP2
akslantirishni ko‘rib chigish kerak bo‘ladi. Bu akslantirishning gomotopik
sinfi [JJe ijHff*2,)",) bodib, bu yerda yo= d(x0) x0e S 2(x’) ning bel-
gilangan nugtasidir.
Ma’lumki, n2{RP2)- Z erkin abel gruppasi. Bu abel gruppasining
yasovchisi y, :S2 ->RR’ akslantirishda diametral garama-garshi nugtalar-
; dan hosil bo‘Sgan y, cliizig bo‘ylab otadi. n2(RP2)- Z bo‘lganligi sababli
| [d}-ky2 bodadi. Buyerda k<=Z va k son akslantirishning butun giymatli

[ darajasi degrf deyiladi. Bu daraja e >0 ga bog‘liq emas va e =0
I bodganda x* maxsus nugtaning topologik indeksi (zaryadi) N(x’) bodadi.
I Shunga o*.\siiab, ferromagnetiklar uchun ham bundan-da gat’iy K(x') =k
Ini aniglasa bodadi. Bu yerda [/] =ky2 bodib, y2 chizig n2{S2)=2Z erkin
mgruppasining yasovchisidir. Topologik bargaror maxsus nugtalar uchun
IK (x“)=*0, lekin |N(x )|>1 o‘ririli bodgan nuqtaviy defektlar eksperi-

[ mentiarda aniglanrnaydi (mavjud bodmaydi).
Nematik silindrik kapilyaiga solinsa. uning chegarasida direktor kapil-
| yar devorida ortoganal holatda ko‘zga tashlanadi. Umumiyroq gilib ayt-
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ganda, sirtni (sohani) gamrab olgan modda yangi defektlar sinflarini in-
dutsirlashi (keltirib chigarishi) mumkin, chunki ular tug‘malik sohasi topo-
logiyasini o‘zgartirishi mumkin. Nematiklarning boshqa sinflari, masalan,
ikki o'glilarini olsak, ular A fazaga ega bo‘lgan He3 ning defektlarini
eslatadi. Masalan, He3 ning tug‘ma sohasi SO (3) proektiv RP3ga gome-
omorfdir. Shu sababli n2(SO(3)cm2(RP>=4. Bundan ko‘rinadiki, He

izotopda topologik bargaror nugtali maxsusliklar yo‘gligi namoyon bo‘ladi.

V1l bob yuzasidan foydalanishga tavsiya etilayotgan
adabiyotlar sharhi

Topologiyaning fizikaga tatbig‘i, ya’ni moddalarning kondensirlan-
gan holati mavzulari 21, 29, 33, 49 ragamlar bilan berilgan adabiyotlarda,
elementar zarralarning fizik holati, topologik girralar bayoni 49, 50, 93
ragamlar bilan berilgan adabiyotlarda, teskari fizik jarayonlaming zamo-
naviy ko‘pxilliklar topologiyasiga ta’siri 94, 102 ragamlar bilan berilgar
adabiyotlarda, topologiyaning mexanikada go‘llanilishi 94, 104 ragamlar
bilan berilgan adabiyotlarda batafsil yoritilgan.



VIl boh. CHIZIQLAR. CPLCHAMLAR FRAKTALLAR

Chizig tushunchasi geometriyaning eng muhim va asosiy tushun-
I chalaridan biridir. Intuitiv nuatai nazardan chiziqga bir o‘Ichovli tuzilmalar
K sifatida garash mumkin. Shu sababli ham Evklid chizigni ta’riflashda
m “ensiz uzunlikdir” yoki “chizigning chegaralaridagi nugtalaridir’, deya
B jtushuntirishga harakat gilgan. Chiziq ta’rifiga javob beruvchi yetarlicha
I keng figuralar sinfini ajratish uchun deyarli ikki ming yil davomida
K urinishiar arrialga oshirilgan. Oldingi boblarda eslatdikki, bu masalaga
I P.S. Urison lomonidan uzil-kesii javob berilgan, lekin biz hozir ba’zi
I ajoyib xususivatga ega bo‘lgan chiziglar ustida to‘xtalib o‘tamiz.

8.1-8. Kautorning mukammai to‘plami

R[ to'g'ri chizigda A=1[0,1] kesmani olaylik. Bu kesmani Lva z
nugtalar bilan uchta teng bo‘lakka ajratamiz va bo‘laklarni quyidagicha
belgilaymiz:

R Aa=[0,i], S=¢ ), A =[%1]

Au va A kesmalarni 1-rang kesmalar deb ataymiz. A kesmaning
| markaziy uchdan bir gismi bo‘lgan S intervalni “tashlab yuborib” (hisob-
I ga olmasdan), golgan AOva A, kesmaiaming har birini yana

1 1. 2=J2. 711 8/_ 8/
32"q- 9~32° /9 - 32’ /9 132

nugtaiar bilan uch bo‘lakka ajratamiz. Markaziy intervallar
S 10= i/ Om bj=(%>%) ni 1-rang interval deb ataymiz va ularni A0

jva A, kesrna-iardan tashlab yuboramiz-da, quyidagi 2-rang kesmalarni
goldiramiz:



Qolgan kesmalami teng uch bo'lakka bo‘lish jarayonini davom etti-
ramiz va markaziy intervallami tashlab yuboramiz. Natijada, to‘g‘ri chizig-
ning to ‘plamostisi bo'Imish 5 to‘plamga ega boiamiz. S to‘plamosti uni
birinchi bo‘lib aniglagan olim G. Kantor sharafiga Kantor to‘plami yoki
Kantor diskontinuumi deb ataladi.

Endi ushbu to‘plamning tuzilishini to‘laroq tasniflaymiz.

Avytaylik, barcha k, 2<k<n, n> 3 lar uchun dizyunkt (o‘zaro ke

sishmaydigan) va uzunliklari j/~k bo'lgan k-rang Alidk kesmalar \&

(k=1 rang <5, , /*=0,-1 p=1,2,..,k intervallar qurilgan bolib,
ular quyidagi shartni ganoatlantirsin:

A, N-1=A,../IH0u<5,,..... A ()

a,....<*i° kesma ik~] 2
kesmadan chaproqda joylashgan (ya’ni x <y tengsizlik ixtiyoriy
xe An...it_0 va ye A,,....it1 nugtalar uchun o'rinli). Ixtiyoriy u -1
rangli Ait.Jn-1 =[ab] kesma uchun A5 ~,0=[a,a+J"n]; S, ,,_,=(a+fyi

a+y”n), An.n+i~[a+y”n,b\ belgilashlar kiritamiz.

C,,=u{Alin:ip=0,1;=1.2,..n}, C=f]Cn
n=1

S to’plam Kantor to‘plamidan iboratdir, bu yerda
C,- C\NMNL A =0,1; p=1..n-1

U holda C=[0,I]\(<5 u{5,,....:ip=0,1;/?- -1,n=2,..}),
ya’ni S Kantor to‘plami [0,1] kesmadan < interval va Sn.....in, i =0,1;
p-\,....n\ n-123,... ko‘rinishidagi barcha intervallami tashlab yuborish-
dan tashkil topgandir. Bu S va 8n....in intervallar ham da (-00,0), (1,-K9)
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intervallar S to‘plamga qo‘shni deb ataladi. S to‘plamning qurilishidan u
quyidagi xossalarga ega:

(A): S ga qo'shni ixtiyoriy ikki interval orasida S ga qo‘shni interval
mavjud;

(V): S ning birorta nugtasi ham S ga qo‘shni bo‘lgan ikkita interval-
ning oxiri bo‘la olmaydi.

S to‘plamga qo‘shni interval laming oxirlari, ixtiyoriy C,, ga tegishli.
Demak, S ga ham tegishli, ular S ning tomonlari nugtalaridir. Sizga ma’-
lumki, bu to‘plam sanogsiz to‘plam bolib, uning quwati kontinuumga
tengdir, boshgacha aytganda, [0,1] kesmaning yoki R[ to'g'ri chiziq nug-
talarining soni gancha bo'lsa, S ning nugtalari ham shunchadir.

Kantorning mukammal to'plami va ikkinchi atamasining diskon-
tinuum deyilishiga asosiy sabab S to'plam uzil-kesil bog‘lamsiz to‘plam
ekanligidir. Ya’ni, S ning ixtiyoriy ikki nuqtasi orasida S ga go‘shni
boMgan interval mavjud. Boshgacha aytganda, S to'plam o'zida “tug'ma”
bo'Imagan kesmalarni saglamaydi.

S to'plamning yana bir ajoyib xossasi shundaki, S to'plam mukam-
mal to'plamdir. Ya’ni, S to'plam o'zining hosila to'plamiga teng. Bosh-
gacha aytganda, uning barcha nugtalari limit nugtalardan iboratdir.

8.2-8. Kantor zinapoyasi

Kantorning mukammal to'plami bilan bog'lig bo'lgan xossa - bu S
to'plamda uzluksiz c(x) funksiya mavjud bo'lib (Kantorning mukammal

to'plamida aniglangan), bu funksiyaning Kantor zinapoyasi deb yuritilishi-
dir. Endi shu funksiyani aniglashga kirishamiz.

& S

LJ
noo  *oi aro A1

8.2.1-rusm
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¢ (jo) funksiyaning giymati x =0 nugtada 0 ga; 4= 1 nuqtada 1 ga;

8 interval va uning oxirlaridagi nugtalarida (8.1.1-rasm) ~ ga; 80interval

va uning oxirlaridagi nugtalarida iga; <4 interval va uning oxirlarida )”(

ga; 8 00 interval va uning oxirlarida Yyn ga; 8 0Q interval va

n—marta n-2marta

uning oxirlarida Y)n gai $i to interval va uning oxirlarida ~ ~"V\,

ga; 8 u interval va uning oxirlarida * ga teng (intervalning

o‘ngda bo‘lgan soni uchun s(x) funksiya giymati ham kattaroq boMib
boradi) deb olamiz va hokazo. Natijada, s(x) ning ma’lum bir gismi
grafigiga ega boMamiz.

8.2.2-rasm

s(x) funksiyani C to‘plamda anigladik. Ushbu to‘plam 8 va 8h *,
/,=01, k=l,...,n, n=\2,.... intervallar va ularning oxirlaridan iborat

bo‘lgan nugtalardan tashkil topgan ((A) xossaga ko‘ra (8.1-8.), s(x) ning
aniglanishi korrektdir). Anigki, s(x) funksiya C to‘plamda monoton
(gat’iy bo‘Imasa ham) o'suvchi (o‘suvchan). Shuningdek, s(x) ning bunday
aniglanishida ixtiyoriy xe C nugta (ikki tomonlama yoki bir tomonlama)
uchun quyidagi shart bajariladi:
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(1) supp{C(x"):x>x", x'e C}=infix"):x‘>x;x’e C}

s(x) funksiyaning ikki tomonlama xe C nuqtalardagi giymati (1)
formuladagi sonlarning biriga teng deb aniglaymiz. S to‘plamda C(x)
funksiyaning monotonligi va o‘suvchi ekanligidan bu funksiyaning uzluk-
sizligi kelib chigadi. C(x) ning uzluksizligi va 5(0)=0, 5(1)=1 lardan
C([0,FD =1[0,1] o‘rinli bo‘ladi. S ga go‘shni intervalda va uning oxirlarida
S(x) ning giymati bir xil boMgani uchun c(C) =[0,1] ham o‘rinlidir.

Aytish mumkinki, ¢ :C ->[0,1] akslantirish S to‘plamga (Kantor to‘p-
lamiga) qo‘shni bo‘lgan intervallarning oxirlarini jufti bilan yelimlashdan
iborat bo‘Imoqda, ya’ni to‘g‘ri chizigdagi Kantor mukammal to‘plamining
“teshiklarini yamash” amalga oshirilmogda. Funksiyaning S ga qo'shni

bo‘lgan intervallarning barcha nugtalarida hosilasi nolga teng. Ya’ni,
uning hosilasi deyarli hamma nugtalarda mavjud va 0 ga teng. Ammo,
C(x) funksiya o‘zgarmas emas, S(x) funksiya 0 dan 1 gacha o‘suvchidir.
Chizigning matematik nugtai nazardan nisbatan gonigarli bo'lgan
ta’rifi birinchi bo‘lib Kantor tomonidan berilgan (bu ta’rif ko’proq tekis-
likdagi chiziglarga to‘g‘ri keladi). Topologiyada tekislikdagi bog‘lamli
kompakt to‘plam yassi (tekis) kontinuum deyiladi. Demak, tekislikda
aylana, doira, uchburchak, 8.2.3-rasmdagi figuralar kontinuum bo‘lar ekan.

8.2.3-rasm



Ichki nugtalarga ega bo‘lmagan tekis (yassi) kontinuum Kantor chi-
zig‘i deyiladi. Har ganday kontinuum ham chiziq boiavermaydi. Bosh-
gacha aytganda, Kantor chizig‘iga tegishli bo’lgan ixtiyoriy nuqtaning
istalgan atrofida chizigga tegishli va tegishli boimagan nuqtalar mavjud
bo‘laverar ekan. Doira, bu ma’noda, Kantor chizig‘iga misol boia olmaydi.

Yuqoridagi talgin va mulohazalardan aytishimiz mumkinki, Kantor
chizig‘i shunday X kontinuumdan iboratki, bu kontinuum tekislikdagi
ochiqg to'plam chegarasidir. Shu nuqgtai nazardan, chizigni “sirt chegarasi”
deb ta’riflash (Evklid chizigga shunday ta’rif bergan) magsadga muvo-
fiqdek tuyuladi.

8.3-8. Serpinskiy gilami

Kantor tomonidan ta’riflangan chiziglarning tashqgi ko‘rinishi elemen-
tar va analitik geometriya kurslarida uchraydigan chiziglarga garaganda
ancha murakkab bo‘lishi mumkin. Misol tarigasida polyak matematigi
Serpinskiy tomonidan keltirilgan, ajoyib xossalarga ega bo‘lgan chizigni
olaylik.

Serpinskiy gilami deb ataluvchi bu chizig Kantor mukammal to‘pla-
mining ma’lum ma’noda tekislikdagi analogidir. Serpinskiy gilami shun-
day ajoyib tekis chizig (umumiy ma’noda, tekislikdagi figura) va topologik
ma’noda hamma bir o‘lchamli tekis to‘plamlarni o‘zida saglaydi (ya’ni,
hech ganday doirani o0‘zida saglamaydi).

Serpinskiy gilami quyidagicha ko’riladi:

Q2 bilan tekislikda birlik {(x,j>)e N12:0<x,y<1} kvadratni belgi-
laymiz va bu kvadratni nol rang deb ataymiz. Gorizontal va vertikal
kesmalar bilan bu kvadratni (absissa o‘giga parallel va ordinata o‘giga
vertikal) 9 ta bir xil 1-rang kvadratlarga bo‘lamiz (bu kvadratning tomoni
uzunligi 1\3 ga teng). Ochiq markaz 1-rang kvadratni tashlab, qolgan
yopiq markaz bilan 8 ta 1-rang kvadratning birlashmasini Sj bilan bel-
gilaymiz. Qolgan 8 ta yopiq kvadratning har birini gorizontal va vertikal
kesmalar bilan 9 tadan bir xil (teng) 2-rang bo‘laklarga (kvadratlarga)
boiib (bu boMaklar 2-rang kvadratlar), markaziy ochiq kvadratlarni
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tashlab yuboramiz. Qolgan 64 ta 2-rang kvadratlar birlashmasini S2 bilan
belgilaymiz (8.3.1-rasm).

A.3.1-rasm

Yugoridagi jarayonni davom ettirib, qolgan har bir «-rang kvad-
ratlarni 9 ta teng (« + 1) rang kvadratlarga bo‘lib, har bir markaziy («+ 1)

rang kvadratni tashlab, golgan («+ 1) rang kvadratlar birlashmasini Sn#

bilan belgilasak, bu yerda «=0,1,2,... oxir-ogibat Serpinskiy gilami
@
5 =P|5n gaega bo‘lamiz.

n=1

Bu S chizigdan iboratdir. Ushbu ajoyib chiziq yuqoridagi barcha
xossalarga ega. Istalgan Kantor chizig'ini olsak ham, Serpinskiy gilamida
shunday to'plam topiladiki, bu to‘plamga Kantor chizig‘i gomeomorf
bo'ladi.

8.4-8. Menger chizig‘i

Chiziglarning uch o‘lchamli Evklid fazosi /?3 dagi umumiy ko‘ri-
nishlaridan birini keltiramiz. Universal Menger chizig'i M birinchi marta
oMchamlar nazariyasi asoschilaridan biri (rus matematigi P.S. Urison bilan
birgalikda) avstriyalik matematik K. Menger tomonidan qurilgan. Bu chiziq
Serpinskiy gilami va Kantor mukammal to‘plamining uch o‘lchamli
Evklid fazosidagi analogi hisoblanadi. Universal chiziq deyilishiga sabab,
birinchidan, u chiziqg; ikkinchidan, bu barcha fazodagi chiziglarni va bir
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oichamli to‘plamlarni topologik jihatdan o‘zida saglaydi (bir o‘lchamli
to‘plamlarni gomeomorfjoylash mumkin).

Menger chizig‘i M ni quraylik. Buning uchun R? fazoda birlik
Q3={(x,y,z)e R3: 0<x,y,z< 1} kubni olamiz va uni o “rangli” tekislik
deb belgilaymiz. Bu nol rang kubni paralellar va gorizontallar bilan
(koordinata tekisliklariga parallel tekisliklar bilan) 27 ta teng (bir xil)
kublarga boiamiz. a3 kubda 20 ta 1-rang yopiq kubni saglab, 7 ta
markaziy kub bilan umumiy yoqga ega bo‘lmagan, 1-rang kublami Q'
dan tashlab yuboramiz. Bu qolgan figura tanklarga garshi ishlatiladigan
“tipratikan”ga o‘xshagan jismdir (ya’ni, bu jism uchta o‘zaro perpen-
dikulyar, o‘rtada payvand gilingan bir xil uzunlikdagi relsdan iborat). Har
bir golgan 1-rang kublarni yana koordinata tekisliklariga parallel tekis-
liklar bilan 27 ta teng 2-rang bo‘lakka bo‘lamiz va oldingiga o‘xshab har
bir 1-rang kubda 20 ta 2-rang kub goldiramiz (bu qoldirgan 20 ta 2-rang
kub markaziy 27 ta kub bilan umumiy ikki oichamli yoqga ega emas).
Yugorida bayoni keltirilgan jarayonni davom ettirib, “tipratikan’Mami
tashlab yuboramiz va oxir-ogibat universal Menger chizig‘i M ga ega
boiamiz (8.4.1-rasm).

8.4.1-rasm

Bu chizigning yana bir ajoyibligi shundaki, u topologik bir jinsli
to‘plam (figura)dir. Ya’ni, M chizigning ixtiyoriy ikkita har xil x va y
nugtalari uchun shunday / \M -> M topologik akslantirish mavjudki, /
akslantirish uchun f(x)~y o‘rinli boiadi.
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8.5-8. Peano chiziglari

Chiziq ta’rifini berishga urinishlardan yana biriga to ‘xtalaylik. Agar
biz fazoda yetarlicha kichik o‘lchovlarga (o‘lchamlarga) ega bo‘lgan jism
(nugtaviy jism) harakat izini (traektoriyasi yoki orbitasini) olsak, bu
nugtaviy jism harakatining izi ma’lum bir vaqt oralig‘ida chizigni
ifodalaydi. Bu iz, ya’ni nugtaning izi chizigdan iborat boladi. Bu holatda
vaqtning / momentida jism holati fazoda x =cp(t),y =y/(t);z=tf(t) koor-
dinatalar bo‘yicha harakatlansa, (p,i/ va x funksiyalar bilan bog‘liq va
albatta uzluksiz funksiyalar boladi. Agar harakatlanayotgan nugtaning
(jismning) holatini ma’lum bir t0 vaqtdan boshlab I vaqtgacha davom

etish bilan chegaralasak, matematik nuqtai nazardan garaganda [/,,,/,] kes-

mani R3 fazoga uzluksiz akslantirish (x =(p(t),y =i//(t) va z=N(0 for-
mulalar bilan) holatiga tushamiz. Bunday harakatlanayotgan nugta hola-
tining fazodagi majmuasi (fazodagi traektoriyasi) kesmaning obra-
zidan iborat bo'ladi.

Chiziq ta’rifini berishga urinilgan bunday tabiiy yondashish yetarli
jiddiy kamchiliklarga egadir. Ma’lum bo‘lishicha, kesmaning uzluksiz
obrazlari, masalan, kvadrat, sfera, shar va boshqa ikki o‘lchamli figuralar,
uch o'lchamli va hattoki n o’lchamli (n>3) figuralardan iborat bo‘lib,
birortasi ham bizning tasawurimizdagi chizigga o‘xshamaydi. Bu ajoyib
chiziglar birinchi marta italyan matematigi Peano tomonidan aniglangan.
Shu sababli ham kesmaning uzluksiz obrazidan iborat bo‘lgan figura
(gisgqacha, kesmaning uzluksiz obrazi) Peano sharafiga Peano chiziglari
deb yuritiladi. Quyida misol tarigasida kesmani uchburchakka (to‘lig)
uzluksiz akslantirishni ko ‘ramiz.

Ushbu lemmani isbotsiz keltiramiz.

8.5.1-lemma. Aytaylik, R2 tekislikda An to‘g‘ri burchakli uchbur-

chaklar sistemasi berilgan va katetlari koordinata o’qlariga parallel bo'lib,
Aa3 [ m); n=1.2.. va An lar gipotenuzasi uzunligi dn nolga intilsa (n
ning ortishi bilan), u holda barcha An uchburchaklar fagat bitta umumiy

nugtaga egadir.
Endi [0,1] kesmani uchlari (0,0),(1,0)(0,1) nugtalarda bo’lgan teng
yonli to'g’ri burchakli uchburchakka akslantiruvchi uzluksiz akslantirishni
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olamiz. m orgali »=0,1,...2" dona uzunligi ~/,, bo‘lgan, yig‘indisi (bir-

lashmasi) [0,1] ga teng bo‘luvchi (o‘zaro kesishmasi bir nugtadan ko‘p
bo‘Imagan) kesmalar sistemasini belgilaymiz. rn sistemasining kesma-
larini n- rang kesmalar deb ataymiz. Xususiy holda [0,1] kesma no! rang
kesma deyiladi.

« rang kesma n> £,+i p bilan, uning o‘rtasini
Sntip’P~ 0,1,...2"-1 bilan belgilaymiz. Shunday qilib, Sn#,p-(2p+\)/
(2H=2(2/7+y 2=....). Xususiy holda [0,1]=<80 Har bir «=0,1,2,....

son uchun 2” ta to‘g‘ri burchakli teng yonli o‘zaro teng (kongruent) rago-
batdosh n- rang uchburchaklardan, ularning birlashmasi /1 dan iborat
bo‘ladigan, ularning ixtiyoriy ikkitasi yoki kesishmaydigan, yoki bir nug-
tada kesishsa, bu nugta ulardan har birining uchi bo'ladigan, yoki kesma
bo‘yicha kesishma bu kesma har birining tomoni boiadigan uchbur-
chaklardan iborat Qn sistemani ko'ramiz. Keyinchalik teng yonli to‘gri
burchakli uchburchakning yarmi deganda, gipotenuzaga tushirilgan per-
pendikulyar ajratgan ikkita uchburchakka aytiladi. Aytaylik, OO sistema
bitta A uchburchakdan, /, sistema esa, ikki yarim uchburchaklardan
iborat boisin (8.5.1-rasm).

8.5.1-rasm

Faraz qilaylik, talab gilingan (izlanayotgan) uchburchaklardan ¢yugqo-
ridagi talablami ganoatlantiruvchi) tashkil topgan Qn, sistema quriigan
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(tuzilgan) bo‘lsin. U holda Qn sistemani Qn x sistemaning barcha yarim

uchburchaklaridan tashkil topgan, deb olishimiz mumkin. S orgali barcha
mumkin boigan Tn sistelarmaning barcha kesmalarining hamma uchlari

to‘plamini belgilaymiz. Ma’lumki, [0,1] kesma barcha nugtalarining to ‘p-
lami ,p- 01 «=1.2,.... ko‘rinishda ifodalanishdan iboratdir.

T bilan mumkin bo‘lgan barcha Qn sistemaning jami uchburchaklarining
barcha uchlari to‘plamini belgilaymiz. f :S-+T va :ra-»£>, «=0,12,...
akslantirishni quyidagicha (bunda (pn(8ntlp) obrazni Ant, bilan belgilay-

miz) mosliklar bilan aniglaymiz: / (0) = (1,0); /(1) =(0,1), / (5 =(0;0),

9080 = A= AO0. Faraz gilaylik, barcha n<k,k>0 uchun:

a) (m{rn)-Q n akslantirishlar aniglangan va

b) / akslantirish barcha St nugtalarda aniglangan boiib, uning
uchun quyidagilar o‘rinli:

(aq):Awml uchburchak o‘z gipotunuzasining oxirlari (uchlari)
p+1

f nugtalardan iborat;

— wvaf
V+ Y
(fin): f (iSY ) nugta A", uchburchakning to‘g‘ri burchagi uchidir.

Endi 8 P P+0 esmani olaylik. Bu ikki R va P +1 son-

e ok 2k P
lardan fagat bittasi juft sondir. Masalan, R juft bo‘lsin(P + 1 uchun shunga

o‘xshash qaraladi), ya’ni P=2qg., u holda 7— nugta
q )y q ok ok q

ok ="2; ,(g +\)2k '|j kesmaning o‘rtasidir. (a,, -1) shartga ko‘ra,

Ak uchburchak gipotenuzasining uchlari (oxirlari) sifatida / P _L
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q+\ P+1

va / nugtalarga ega. / nugta (/?__,) shartga ko‘ra, [,

uchburchak to‘g‘ri burchagi uchidan iborat. Agyp sifatida Ay ning

shunday yarimta uchburchagini olamizki, / va/ Pl nugtalar

Yy

bu yarimtalik uchburchakning gipotenuzasi uchlaridan iborat bo‘lsin.
/ Zp*;I\ nugta sifatida Ai+lp uchburchak to‘g‘ri burchagi uchini

olamiz. Ya’ni, Akp uchburchak gipotenuzasining o‘rtasi. Bundan (an) va
(/?,,) shartlar bajarilmogda. Demak, (an) va (/?,), «=0,1,2,... shartlarni
ganoatlantiruvchi / va (m akslantirishlarni  ko‘rish  mumkin ekan.
/ akslantirish uchun quyidagi shartlarga osonlikcha erishish mumkin:

a) f{s)=T;

b) (M):Amip=>A2? va 5,+/,3 §;2q lar o‘rinli bo‘lgan p, g lar
uchun teng kuchli: «=0,1,2,...

fA\S AT akslantirishni butun [0,1] kesmaga davomlashtiramiz.
Aytaylik, s& [0,1]\A. Bu holda ixtiyoriy «uchun S nugtani o‘zida
saglovchi yagona SmHR®) kesma topiladi (mavjud bo‘ladi). Bundan
ravshanki, SnHP(s)-=>H4(s), n=0,1,2,... Shu sababli (an) shartga Ko‘ra,
ABi AP 3 Am22s) ham o‘rinli. Lemmaga ko‘ra, barcha Ant]JRX uchbur-
chakka tegishli yagona t =F(s) nugta topiladi. F akslantirishni S to‘p-
lamda / ga teng deb olamiz. Ko‘rsatamizki, tuzilgan (aniglangan)
Z:[0,1] =A akslantirish izlangan akslantirish bo‘ladi (rus va boshqga

adabiyotlarda akslantirishlar “ Fla™ (ustiga) deyiladi. Biz bu yerda ularni
syurektiv akslantirish desak ham bo‘“ladi.
te A\T nugtani olaylik. U holda te AIO-AZ() sifatida AJ0 uch-

burchak yarim uchburchaklarining t nugtani o‘z ichida saglaganini olaylik.
Faraz gilaylik, A~ m uchburchaklar uchun n<k,k >1,AnRf) 3 AmHcflj'J,

m<k lar o‘rinli.
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AkPQO) uchburchakni garaylik. te AkP() bofigani uchun, AiH9(/)
sifatida, t nuqgtani o‘zida saglagan Ak () uchburchakning yarimtalik uch-
burchagini doimo olishimiz mumkin. (an) shartdan, SnPs)* S H2VE),

n=0,1,2,... o‘rinli. n rang kesmalar uzunligi n ning ortishi bilan nolga
yaqginlashadi. Shu tufayli yagona Se [0,1] nugta topiladiki, u hamma

S,,p(l) larga tegishli bo‘ladi. Anigki, F(s) =t. Demak, F([0,1])=A, ya’ni

F akslantirish syurektiv akslantirish ekan. Qurilgan akslantirishning uz-
luksizligi giyinchiliksiz tekshiriladi.

Demak, [0,1] kesmaning uzluksiz obrazi uchburchakdan iborat
bo‘ldi. Xulosa gilib aytganda, uchburchak ham Peano chizig‘idan iborat
ekan.

8.6-8. Jordan teoremasi. VVa’da chizig'‘i

Geometriyada, qolaversa, topologiyada figuraning eng muhim xossa-
laridan biri uning yaxlit bir bo‘lakdan yoki, aksincha, bir-biri bilan bog*-
lanmagan (umumiy nuqtaga ega boimagan) bir necha bo‘laklardan iborat
bo'lishidir. Birinchi holda figura bogMamli (tutash), ikkinchi holatda esa,
bog‘lamsiz (tarqoq) deyiladi. Oldingi boblarda ham ta’kidlandiki, bog*-
lamsiz figura —bu bir necha (balki, undan ham ko‘proq) bog‘lamli bo*-
laklardan tashkil topgandir. Shu bog‘lamli gismlar figuraning kom-
ponentalari (maksimal bog‘lamli gismlari) deyiladi. Masalan, yo harfi 3 ta,
i harfi 2 ta, T, X U va O harflari 1ta komponentaga ega. Figuralarning
komponentalari soni, yassi chizigning o0‘z-o0‘zi bilan kesishish nugtalar
soniga invariantdir. Agar figuraning birorta nugtasi uni bittadan ortiq kom-
ponentalarga ajratsa, bunday nugtaga ajratuvchi nugta deyiladi. Masalan,
8.6.1-rasmda X nugta lemniskatani 2 ta komponentaga ajratadi. Unda
shunday x nugtadan boshqa nuqgta yo‘q.



8.6.1-rasm

Yugorida keltirilgan yo, X, y, t, va i harflarida ham shunday nugta
topiladiki, ularni 2 va undan ortig komponentalarga ajratadi. Bulardan
ma’lum bo‘lmoqdaki, figuralarda birorta nugta uni ikkita komponentaga
ajrata olmas ekan. Boshgacha aytganda, figura ajratuvchi nuqtalarga ega
bo'lavermas ekan (8.6.1-rasm).

Shunday bo‘lishi ham mumkinki, agar birorta figura sohani ikki
komponentaga (ichki va tashqi) ajratgan bo‘lsa, birorta tayin nuqta gaysi
ichki yoki tashqi sohaga tegishli yoki tegishli emasligini ajratish giyin
bolmaydi (8.6.2-rasmdagi R nugtani olaylik).

Lnn’
cr e t
_____________ 'r
Jr-
8.6.2-rasm 8.6.3-rasm

Masalan, 8.6.3-rasmda yopig sodda siniq chiziq keltirilgan bolib,
uning tekislikni ganday ichki va boshga bo‘laklarga ajratishi ayon emas.
a,b,c va d nugtalar gaysi gismlarga tegishli ekanligini darrov bilib
bo‘lmaydi. Shu ko‘rinishdagi holatlarga quyida Kkeltirilgan Jordan teo-
remasi javob beradi. Aylanaga gomeomorf bo‘lgan yopiq chiziq sodda
yopiq chiziq deb ataladi (Jordan chizig‘i ham deyiladi).
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Jordan teoremasi. Ixtiyoriy sodda yopiq chiziq tekislikni ikkita
komponentaga ajratadi. Bu komponentalarning biri chegaralangan bo‘ladi.

Jordan teoremasining Jordan ko‘pburchaklari uchun isbotini kelti-
ramiz. Agar Jordan chizig‘i chekli sondagi to‘g‘ri chizig kesmalaridan
tashkil topgan bo‘lsa, u Jordan ko‘pburchagi deyiladi.

Isbot. Aytaylik, Cc R2 tekislikda Jordan ko‘pburchagi boMsin.
R2\ C ning ikkitadan kam bo‘Imagan komponentasi mavjudligini ko‘rsa-
tishimiz kerak.

Pe R2\C nugtani olaylik. R nugtadan chiggan ixtiyoriy nurni garay-
lik. P(r,p) orgali C ko‘pburchak bilan r miming quyidagi shartlarni
hisobga olib sanalgan kesishishlari sonini belgilaymiz. Agar r nur V
uchdan o‘tsa yoki C ko‘pburchakning butun tomonini o‘zida saglasa, u
holda bu kesishishni 2 marta deb hisoblaymiz. Agar tomonlari V yoki L
bilan go‘shni bo‘lib, r nurdan bir tomonda yotsa, kesishishlar bir marta
hisoblanadi.

Masalan, 8.6.4-rasmda P{rl,p)=\, P(r2p)=I, \r3p)=\, P(rt,p)=5,
P(rp) =3, P(r6,p) =3, r nurning r nuqta atrofidagi P(r,p) giymati
0‘zgarib turadi, lekin P(r,p) ning juft son ekanligi o‘zgarmaydi. Shu
sababli P(r, p) sonning juft yoki togligiga garab, R nugtaning juft yoki
togligi xossalarini uning jufti deb ataymiz.

Shunday qilib, R2\C to‘plam ikkita juftlik va toglik nugtalar to‘p-
lamiga ajraladi va bu to‘plamlar mos ravishda Xj va X, bilan belgilanadi.

Ma’lumki, R2\C - XjKJ Xtva Xfnl,= 0.
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Aytaylik, PeR2\C va p(p,C) =£. Bundan B€(p)a R2\CBE(P)

to‘plamning barcha nuqtalarining juftligi R nugtaning juftligi bilan ustma-
ust tushadi. xe Ba(p) nugta uchun uchi R nugtada va x nugtadan o ‘tuvchi

nurni olish kerak. Demak, Xj va X, to‘plamlar ochiq to‘plamlardir, bu esa,
X\C ning bog‘lamsiz to‘plam va ikkitadan kam bo‘lmagan komponen-
taga ega ekanligini ko‘rsatadi.

Endi Xj va X, to’plamlarning chizigli bog'lamli ekanligini ko‘rsa-
tamiz. Buni isbotlash uchun S siniq chizigning ixtiyoriy birorta kesmasini
olamiz va uning yaqin atrofida ae R2\C va b& R2\C nugtalarni tan-
langan kesmaning turli tomonlarda birinchisini Xp ikkinchisini X, to‘p-

lamdan olamiz. Ya’ni, ae X b e Xr Agar r nugta R2\C ning ixtiyoriy

nugtasi bo'lsa, u holda, R2\C da r nugtani C ga yaqin birorta nugta bilan
tutashtiruvchi yo‘l mavjud (C siniq chiziqdagi tanlangan kesmaga yagin
bo‘lishi shart emas). Shu yo‘l C sinig chizig bo‘ylab yagin nugtalarga
shunday davom ettiriladiki, bu yo‘l R2\C dan qolsin va a va b nugtaga
yetib kelsin. Bunday mulohaza yuritish Xj va X, to'plamlarning chizigli
bog‘lamli ekanligini ko‘rsatadi. Natijada, bu to‘plamlarning bog'lamli
ekanligi kelib chigadi.

Jordan teoremasining ikkinchi shartiga kelsak, chekli sondagi siniq
chiziglarning (kesmalarning) uzunligi chekli R sondan (C sinig chizigni
tashkil gilgan kesmalar uzunliklari yig‘indisidan) iborat bo‘ladi. C siniq
chizigning ichida yotgan ixtiyoriy R nugtaning BR(P) atrofini olsak, bu
siniq chizig S o‘rab turgan soha BR(P) ning gismi bo‘ladi. Demak, bu soha-
larning biri chegaralangan ekan.

Jordan teoremasida Keltirilgan sodda Jordan chizig‘i C tekislikda
ikkita sohaning umumiy chegarasidan iborat boMmogda. Intuitsiyamiz ham
tekislikda chiziq ikkita sohaning chegarasi boiadi, degan faktni tasdig-
laydi. Lekin, aslida, intuitsiyamiz xatolikka olib kelishi mumkin.

Misol. Tekislikda bir vaqtda uchta sohaning umumiy chegarasi bo‘la-
digan chiziq mavjuddir.

Bunday chiziglar mavjudligini birinchi bo‘lib yapon matematigi
K. Yoneyama ta’riflab koTsatgan. Bu misol Va’da koMlari nomi bilan ham
ataladi.

1917-yilda yapon matematigi tabiatda bunday ko‘llar (Va’da) mav-
judligini paygaydi. Faraz gilaylik, dengiz bilan o‘ralgan quruglik (orol)
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bo‘lib, bu orolda ikkita issiq va sovuq suvga ega bo‘lgan ko‘llar mavjud
bo‘lsin. Dengiz va ko‘llardan quruglikka suv olib kelish uchun kanallar
quriladi. Bu sohani go‘sh halga ko ‘rinishida tasawur gilamiz (8.6.5-rasm).

(0 ®) ((s))

8.6.5-rasm

Qulaylik uchun bu ko‘llardagi suvlarni har xil ko‘rinishda tasvir-
laylik. Endi dengiz va ko‘llardan kanal gazib, vaqtning /=0 momentida
dengizdan quruglikka dengiz suvini yetkazib beruvchi har bir nugtalaridan
1 (birlik) dan kam boMmagan masofada o‘tgan kanal gaziymiz. Vaqtning

t =— momentida esa, birinchi ko‘ldan uning suvini quruglikka (orolga)
Ayetkazib beruvchi va quruglikning har bir nugtalaridan ~ dan kam

Poimagan masofada o‘tgan kanal gaziymiz. Vagtning tzg momentida

a, ikkinchi koMdan uning suvini quruglikka yetkazib beruvchi qurug-
likning har bir nugtasidan — dan kam bo‘lgan masofada o‘tgan kanal
gaziymiz. Shu jarayonni davom ettirib, vaqgtning f=1-(”)" momentiga

mos suv havzalarining suvini quruglikka yetkazib beruvchi, quruglikning
ar bir nugtasidan (j*)” dan kam bo‘lmagan masofada o‘tgan ariq

223



gaziymiz. Albatta, bu gazilayotgan kanallar o'zaro kesishmaydi. Ikki ko'l
0‘z kanallari bilan uchta ochiq bog'lamli sohani (to‘plamni) tashkil gildi,
quruglikning golgan gismi bularga umumiy chegara vazifasini o ‘taydi.

Agar koilarning birini sovuq, ikkinchisini issig suvli ko‘llar deb
tasawur gilsak, yugorida keltirilgan Va’da ko‘llari misolida oxir-ogibat
sovug, issiq va dengiz suvlari majmuiga (to‘rga) ega bo‘lar ekanmiz, lekin
bu suvlar to‘ri hech gayerda birga qo‘shilib ketmaydi. E’tibor bersangiz,
har bir kanal gazilganidan keyin quruglikning golgan gismi bitta yaxlit
bo‘lakni (bog‘lamli to'plam) tashkil giladi. Quruglikning oxirida qgolgan
gismi “chiziq” bo‘lib, bu chizigning har bir nugtasidan yetarlicha kichik
masofada issiq, sovuq va dengiz suvlari joylashadi.

8.7-8. Urison chiziglari

Ma’lumki, Evklid o‘zining “Negizlar” asarida chizigni (egri chizigni)
“ensiz uzunlik” deb ta’riflagan. Biz bu iborani ta’rif sifatida qabul
gilmasak-da, lekin u chizigni ayniy tasawur gilishimizda bir turtki bo‘lishi
mumkin. Oldingi boblarda chizigni to‘g‘ri chiziq gismlarining gomeomorf
obrazi deb gabul gilishimizga garamay, bu figura Evklid iborasiga doimo
to‘g‘ri kelavermasligini tasdiglash magsadida bir taajjubli tuyulgan misolni
keltiramiz. Bu misoldan va oldingi boblarda keltirilgan ma’lumotlardan
ko‘rinadiki, chizig oddiy figuralar safiga kiravermas, ba’zida chiziq yuzasi
ma’lum bir sathni egallab turar ekan.

Endi misolga qaytaylik. Yuzasi 1gateng bo‘lgan kvadrat olib, undan

yuzasi 4—ga teng bo‘lgan krestni olib tashlaymiz (8.7.1-rasm).
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8.7.1-rasm

Natijada, 4 ta kvadrat qoladi, bu kvadratlarning har biri uchun yana

gilsin va hokazo. Shu jarayonni davom ettiramiz. Oxirida hosil bo‘lgan
figurani A bilan belgilaymiz. Bu figura A]n A2rn....IN An kesishmadan

iborat bo'ladiki, bu yerda An figura n marta bajarilgan ishlardan keyin

o
hosil bo‘lgan figuradir. Ya’ni, A-fA*An. Bu yerda A figura ayrim-ayrim

bo'laklarga ajralib ketgan kvadratlardan (tashlab yuborilganlardan golgan
figura) iborat bo'ladi. Lekin golgan A figura musbat yuzaga ega bo‘lar

ekan. Hagigatan ham, birinchi bosgichda biz kvadratdan 4—yuzaga ega
krestni chigarib tashladik, keyin va hokazo. U holda

limitda hosil bo'lgan A figuraning yuzasi I—(L—l+—+ ..... ) 8a ten8
bo'ladi. Qavsda turgan yig‘indi geometrik progressiya bo‘yicha hisob-
lansa, * ga teng bo'ladi. Bundan A figura yuzaga ega bo'lar ekan.

Endi shunday sodda chiziq (kesmaga gomeomorf) quramizki, u chizig A
figuraning barcha nugtalaridan o'tsin. Birinchi bosgichda hosil gilingan
to'rtta kvadratni qoplaydigan kirillcha “IM” harfi shak.lida buklangan
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yo‘lakcha (8.7.2-a-rasm) yasaylik. Keyin yoiakchani toraytirib va yana
buklab, 16 ta ikkinchi bosgichda olib tashlangan kvadrat yuzasicha kamay-
tiramiz (8.7.2-b-rasm).

M K M M
s 1 h B
A gr~d
b S
D n

8.7.2-rasm

0 ‘zidan oldingi figuralarning har biri uning ichida joylashadi va u
bilan birga dastlabki figura ichida yotadi. Binobarin, uning yuzasi ~ dan

kam emas, 0°zi esa, qing‘ir-qiyshiq, egri-bugri ko‘rinishdadir. Bu liguraga
(chiziqga) “ensiz uzunlik” deb bo‘Imaydi.

Oldingi boblarda Urison chizig‘ini o‘lchami 1 ga teng bogiamli
kompakt to‘plam deb ta’riflagan edik. Barcha chiziglarni (giperbola,
to‘g‘ri chiziq va hokazo) o‘z ichiga olgan ta’rifhi keltiradigan bo‘lsak,
Urison chizig‘i ta’rifidagi kompaktlami lokal kompaktlarga, bogMamlikni
chekli sondagi o'zaro kesishmaydigan bog‘lamli yopig to‘plamlarning
birlashmasiga almashtirish mumkin. Urison chizig‘iga kesma, Serpinskiy
gilarni, Menger chizig‘i va Kantor chizig'i misol bo‘la oladi. Kantor
tomonidan chizigga berilgan ta’rifni fazoga nisbatan joriy qilishning iloJ1

226



yo‘g. Masalan, fazoda ichki nugtalarga ega bo‘lmagan yassi kontinuum
mavjud (ellipsoid yoki doira). Peano chiziglarini oladigan bo‘lsak, ularni
Urison chizig‘i deb ayta olmaymiz.

8.8-8. OMchamlar va oMchovlar

Ma’lumki, funksional analizda o'lchovlar nazariyasi, algebra va geo-
metriya fanlarida o‘lchamlar nazariyasi fanlari mavjuddir. Algebrada chi-
zigli fazolarning oMchami ko ‘pincha chizigli erkin vektorlar maksimal soni
bilan o‘Ichanadi. Geomometriyada ham chizigli vektorlar va affin fazolar
gismida chizigli erkin vektorlar soni fazoning oMchami deb yuritiladi.
Topologiya va algebraik topologiya fanida esa, biz fazoning sof topologik
ind,Ind va dim o'lchamlari tushunchalari bilan tanishdik.

Fazolarning gomologik va kogomologik oMchamlari tushunchalari
ham mavjuddir. Biz adabiyotlarda ishlatayotgan “mera” so‘zi o‘rniga o‘l-
chov so'zini, “razmemost” so‘zi 0‘miga “o‘lcham” so'zini ishlatib keldik
va shunday davom etamiz. 0 ‘Ichov va o‘lchamlar tushunchalari orasida
juda yagin bog‘liglik mavjud. R o‘!chovli (p>0) o‘lchov metrik fazolar
uchun umumiy holda Xausdorftomonidan aniglangan.

Bu o‘lchov Lebeg ma’nosidagi o‘Ichov bilan chambarchas bog‘ligdir.
n oMchamli fazo n oMchovli oMchovga ega, lekin o'lchovi n ga teng
bo‘lgan fazo n o‘ichamga ega bo'lavermavdi.

Masalan, irratsional sonlar to‘plami J (to‘g‘ri chizigning birlik kes-
masida), S Kantor mukammal to‘plamlarining o‘Ilchami 0 ga teng, lekin J
ning (chizigli) o‘lchovi 1 ga, S ning o‘lchovi 0 ga tengdir. Shuni aytish
mumkinki, ./ topologik ma’noda S da yotadi, J ning topologik obrazi
mavjudki, uning oMchovi nolga teng. X metrik fazo bo‘lsin, r haqgigiy
nomanfiy son, ya’ni 0<p <co, berilgan e >0 son, uchun

Tp{X) =bl £[8{A,)l.

1-1
Bu yerda, X - Jl1u Kj... ixtiyoriy sanogli sondagi diametrlari
fmdan kichik to'plamostilarga yoyilmasi; 5,(A) to‘plamdagi A ning dia-
metri <e dan kichik va [<5(£)]° =0 deymiz, agar E=0 bo'lsa, [*(i?)]0=1
deymiz. Agar aksincha bo‘lsa, r daraja ko‘rsatkichidir. Endi quyidagi sonni
aniglaymiz:
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™(X) =3>Tp(X)

e>0

Tp(X) son A fazoning R o'lchovli oichovi deyiladi.
r=0 uchun

mO(X) =0, agar X ~0 bo‘lsa;
mO(X) =n, agar|X|=Aj bo'lsa;
mO(X ) ~>, agar \X\> 90 bo'lsa, ular o‘rinli bo'ladi.

Agar p<q bo‘lsa, Tp(X)>Ta(X).

Hagigatan ham, p<qg va m (X)<co dan m~*X)- 0 kelib chigadi.

0 ‘Ichovning dim oicham bilan bog‘liglik holatini keltiramiz.

Agar X metrik fazo (sanogli bazaga ega boigan fazolarni ko'rgan-
miz) O‘Ichami dimAr<«,(«<00) bo‘lsa, mn(X)> 0 bo‘ladi. AgarA'metrik
fazo uchun 72n(X) =0(0<u<o00) o'rinli bo'lsa, u holda dimX <n bo'ladi.

Ixtiyoriy X metrik fazo berilgan bo'lsin. X fazo uchun m (X)>0

boiadigan r haqgigiy sonlarning eng yugori chegarasiga X ning Xausdorf
o'lchami deyiladi, ya’ni D(X) = sup{/>:mp(X) >0}. Bu ta’rifdan va oldingi
o‘lchov to‘g‘risidagi mulohazalardan ko‘rinadiki, ixtiyoriy metrik fazo
uchun dimJf< D(X) o‘rinli.

Fazoning Xausdorf oichami D butun son bo‘lishi shart emas.
Masalan, Kantoming mukammal to‘plami S ning Xausdorf o'lchami

D(C) = | 0,63093 dan iborat.
g3

Xausdorf o'lchami va goplamlar ma’nosidagi o‘lcham dim lar ora-
sida quyidagi tenglik mavjud. dim A-=inf{£)(X*): X ga X gomeomorf
(topologik).

Shuni aytib o'tishimiz kerakki, “yaxshi” fazolar uchun Xausdorfoi-
chami D va dim o'lchamlari bir xil bo'ladi.

Kompakt fazolarning biz keltirgan to'rtta o'lchamdan tashqari
fazoning ko'pgina geomometrik xossalarini, deformatsiyalarini go'Uab
o'rganadigan fazolarning fundamental va sheyp o'lchamlari ham mavjud.
Bu o'lchamlar orasida ham turli munosabatlar o'matilgandir.
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8.9-8. Fraktallar

Oldingi boblarda o'lchamlar nazariyasi hagida ba’zi ma’lumotiarga
ega bo‘ldik, asosiy o'lchamlar (geometriyada va topologiyada ishlatib keli-
nayotgan) dim, ind va Ind xossalari bilan tanishdik. Lekin, matematika-
da, mexanika va fizikada ko‘p hollarda shunday to‘plamlar (figuralar)
uchrab turadiki, bu to'plamlarning o'lchamini o'rganishda o'lchamlar
nazariyasi tushunchasi maxsus muhokamaga ega bo'ladi. Ba’zan fizikada
uchrayotgan jarayonlarda o'lchamning tabiiy ravishda bitta emas, bir
necha o'lcham invariantini aniglashga to‘g‘ri kelmogda. Ma’lum bir
murakkabrog, gandaydir ma’noda “ekzotik” va patologik holatlarda obyekt
(figura) laming har xil o'lcham tushunchasi har xil sonlarga olib keladi.
Yaqin-yagingacha yuqoridagi holatlar, asosan, amaliyotda kam qo'llani-
ladigan fazolar sinfi, fizika va boshga fanlarda uchraydi deb yuritilar edi.
Yaginda aniglandiki (deyarli anig bo‘ldiki), anomal nuqgtai nazardan
matematikaning klassik fizika bilan bog‘lig sohalarida o'lchamlarning,
masalan, differensial tenglamalar nazariyasida (“qizigarli attraktorlar”) va
boshqa obyektlar (figuralar) dagi qo‘llanishi uchrab turibdi. Shular sababli
yana o'lchamlar nazariyasining turli o'lchamlarini o'rganish va tahlil
gilishga gizigish ortdi. Fraktallar va fraktallar geometriyasi tushunchalari
ishlab chiqildi va o‘rganila boshlandi.

Bizga X kompakt berilgan bo'lsin. X kompaktni metrik fazo deb
olaylik. Bezikovich isbotladiki, ixtiyoriy X kompakt uchun doimo shunday
D hagigiy son topiladiki, uning m - o'lchovli Xausdorf o'Ichovi m<D
bo'lganda cheksiz, m> D bo‘lganda, nolga teng. Biz oldin ham keltirgan
edikki, bu o‘lchov Xausdorf o'lchami deyiladi. Ko'pgina adabiyotlarda bu
Xausdorf-Bezikovich oMchami deb ham yuritiladi. D =(X) songa X ning
kritik o'lchami ham deyiladi. O'lchami D>dim bo'lgan to'plamlar (figu-
ralar) fraktal deb ataladi. Xususiy holda o'lchami butun son bo'lmagan
to'plamlarga ham fraktallar deyiladi.

Oldingi bo'limda ko'rsatdikki, Kantorning mukammal to'plami

Xausdorf o'lchami a5 0,6309 bo'lar edi. Shu sababli Kantorning

mukammal to'plami ham fraktal bo'lar ekan. Kantor to'plamining tuzilish
jarayonini ozgina o'zgartirib, Xausdorf o'lchami oldindan berilgan
Ae (0,1) songa teng bo'ladigan to'plam qurish mumkin bo'ladi. Bo'sh
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to‘plam uchun dim =0 bo‘lib qolaveradi. Serpinskiy gilami ham
fraktalga misol bo‘la oladi. Fraktallar tabiiy ravishda tekislikda kompleks
almashtirishlarda ham paydo bo‘ladi. Fraktallarga misol sifatida
8.9.1-rasmdagi figuralarni ham keltirish mumkin.

8.9.1-rasm

V11l bob yuzasidan foydalanishga tavsiya etilayotgan
adabiyotlar sharhi

Kantorning mukammal to‘plami 3, 9, 53 ragamlar bilan berilgan
adabiyotlarda, Kantor zinapoyasi 70 ragam bilan berilgan adabiyotda,
Peano chiziglari bayoni 2, 70, 54 ragamlar bilan berilgan adabiyotlarda,
Jordan teoremasi va Va’da chizig‘i 20, 2, 5, 54, 70 ragamlar bilan berilgan
adabiyotlarda, Serpinskiy gilami va Menger universal chizig‘i 2, 5, 20, 54,
70 ragamlar bilan berilgan adabiyotlarda, oichamlar 3”1, 19, 34, 70, 105,
108 ragamlar bilan berilgan adabiyotlarda, oMchovlar 34, 53, 82 ragamlar
bilan berilgan adabiyotlarda, fraktallar esa, A.T. Fomenkoning 95 ragam
bilan berilgan monografiyasida batafsil yoritilgan.

230



FOYDALANILGAN ADABIYOTLAR RO*YXATI:

1 Apamc [.K.. beCcKOHeUYHOKpaTHble NPOCTPaHCTBa neTenb. - M.:
Mup, 1983.-C. 416.

2. Azlarov T.A., Mirzaaxmedov M.A., Otaqo‘ziyev D.O., Sobirov
M.A., To‘laganov S.T. Matematikadan qo‘llanma, Il qism, - T.:
0 “gituvchi, 1990, 352-h.

3. AnekcaHgpos I.C.. BBefeHne B TEOPUIO MHOXECTB W 06LLYHO
Tononoruo. -M .. Hayka, 1977. -C. 388.

4. AnekcaHgpos [1.C. Teopus pasMepHOCTM U CMEXHble BOMpPOCHI;
cTaTby 06LLero xapaktepa. - M.: Hayka, 1978. - C. 432.

5 AnekcaHgpos T1.C. Kom6uHaTopHas Tonmonorus. - M.
loctexusgar, 1947. - C. 660.

6. AnekcaHgpoB T[1.C. Kypc aHanMTUYECKON TreomeTpum
NHeHoN anrebpbl. - M.: Hayka, 1979. - C. 512.

7. AnekcaHgpoB [1.C. JleKuMnm nO aHaJMTUYECKON TeOMEeTpuUH,
MOMOJIHEHHbIE HEOBXOAWMMBLIMUM CBefeHMAMU U3 anredpbl. - M.: Hayka,
1968.-C. 912.

8. AnekcaHgpos A.[., Heuaetaes H.FO. 'eometpusa. - M.. Hayka,
1990.-C. 672.

9. AnekcaHgpos TI1.C., TlacbiHKkoB B.A. BBefeHWe B Teoputo
pasmepHocTh. - M.: Hayka, 1973. - C. 576.

10. AnekcaHgpos TI1.C., ¥YpbicoH T1.C. Memyap 0 KOMMaKTHbIX
TOMOMOrMYeCKUX NpocTpaHcTeax. - M.: Hayka, 1971.-C. 144.

11. AnekcaHgpsH P.A, MupsaxaHaH 3.A..O6wwas Tononorus. —M.:
Bbicwas wkona, 1979. - C. 336.



12. AmuHoB HKO.A. OudpepeHumanbHas reoMeTpus 1 TOMOAOMUS
KpuBbIX.-M.: Hayka, 1987.-C . 160.

13. ApxaHrenbckuii  A.B., TloHomapeB B.A.. OcHOBbI 006LLgl
TOMONOrUK B 33fa4ax v ynpaxHenunax. —M.: Hayka, 1974.

14. ApxaHrenbckuii A.B., degopuyk B.B. OCHOBHble MOHATUS WU
KOHCTPYKUun Tononormn //  CoBpemMeHHble MNpobnemMbl  MaTemMaTUKK.
dyHAaMeHTaNbHble HanpaeneHud. T.17. ITorn Hayka W TeXHUKWU. - M.
BUHNTW AH CCCP, 1987.- C. 3-110.

15. AtaHacaH J1.C., basbines B.T. leometpusa. Yacte 111 - M.
MpoceelyeHune, 1986-1987 r. - C.336, C.352.

16. bakenobmaH W.A.. Bbiclwasa reometpusa. - M.: TlpocBeLleHue,
1967.-C.368.

17. bepxxe M. 'eomeTtpus. T-1. - M.: Mup, 1984. - C. 560.

18. bepxe M. l'eometpus. T-2. - M.: Mup, 1984. - C. 368.

19. bewumo  P.b.  KoBapmaHTHble  (UyHKTOpbl K cnabas
cenapabensHocTb. JAH PY3, 1994, Ne 5. - C. 11-14.

20. bontaHckmin B.I', EdpemoBny B.A.. HarnsgHas tononorums. -
M.: Hayka, 1983.-C. 160.

21. bopucosuy KO.I"., BansHsakos H.M., N3paunesny A.A., POMeHKO
T.H. BBefeHue B Tonosiornto. - M.: Hayka, 1995. - C. 416.

22. bopcyk K. Teopusa peTpakTos. 3- M.: Mup, 1971. - C. 288.

23. bopcyk K.. Teopus weiinos. - M.: Mwup, 1976. - C. 175.

24. bott P., Ty N1.B. OuddepeHymnansHble hopmbl B anrebpanyec-
Koi Tononormun. - M.: Hayka, 1989. - C. 336.

25. bykyp W., OensHy A.. BBefieHne B TeOpUO KaTeropuii U gyHk-
TOpOB. - M.: Mup, 1972.-C. 254.

232



26. bypbakn H. O6wasa Tononorns. OCHOBHbIE CTPYKTYpbl. - M.:
Hayka, 1968.-C. 272.

27. Bacunbes B.A. BsegeHue B Tononoruto. - M.: PA3NC, 1997. -
C .132

23. BepHep AJ1., KanTtop B.E. SnemeHTbl Tononorun n gugdepeH-
LmanbHo reometpun. - M.: MpocseweHmne, 1985. - C. 112.

29. Bonosuk T.E., MwuHees B.[l. ®dusmka n Tononorus. - M.:
3HaHue, 1980.-C . 64.

30. Mabpuens M., UucmaH M. KarteropMm u4acTHbIX U Teopus
romotonuii. - M.: Mup, 1971.-C . 295.

31 lapgHep M. Martematunyeckue gocyru. - M.: Mup, 1972.- C. 496.

32. T'unbbept ., C. KoH-docceH. HarnsagHasa reometpusa. - M.
Hayka, 1981.-C. 344.

33. pocbepr A.KO., Xoxnos A.P. MMonumepbl v 6UONOAUMEPDI:
B3rnsg (hM3nKoB-TeopeTukoB // Byayulee Hayku. Bbin.18. - M.: 3HaHue,
1985.-C. 122-132.

34. T'ypesny B., BonmaH I'. Teopusa pasmepHocTh. - M.: Mup, 1948.
-C. 232.

35. daBnetoB [.3. HekoTopble CBOWCTBa (PyHKTOpa MosyaaanTuB-
HbIX (PYHKUMOHaN0B. —T.: Y36eKCKUA MaTeMaTuyeckuid xxypHan, 2009.
Ne 4, - C. 50-60.

36. Jao YoHr Txu, domeHko A.T.. MUHUMabHbIE NOBEPXHOCTU U
npo6nema Mnato. - M.: Hayka, 1987. - C. 312.

37. [xabb6apo .. KateropHble cBOICTBa (PyHKTOpa cnabo agan-
TUBHbIX MOMOXUTENTbHO-OAHOPOAHLIX (DYHKUMOHAN0B. - T.. Y36eKCKuii
maTeMaTuyecKuii XypHan, 2006. Ne 2. - C. 11-20.

233



38. OogaxoHoB H.O., XXypaeea M.M. eometpusa, | kuem, - T.:
“YKutyBun”, 1982. 368 6.

39. OopaxoHos H.A., FOHycmeToB P., Abaynnaes T. eometpus, Il
Kuem. —T.: “YKkutyBun”, 1988. 176 6.

40. fonba A. Jlekummn no anrebpanyeckoit Tononormn. —M.: Mup,
1976.-C. 464.

41. Oy6posuH B.A., HoBukos C.M., ®omeHko A.T. CoBpemMeHHas
reometpus. MeTofbl Teopun romonioruii. - M.: Hayka, 1984. —C. 344.

42. EdumoB H.B. Bbicwas reometpus. —M.: Hayka, 1978. - C. 576.

43. Egpemosny B.A. OCHOBHbIE TONONOIMYECKME NOHATUA /] DHLMK-
noneaus anemeHTapHon maTematuku. T.5. MeomeTpus. - M.: Hayka, 1966.
-C. 476-556.

44, YXntomupckuini O.K. MNpoeKkTMBHas reoMeTpus B 3agadvax. - M.
lNoctexuspar, 1954.-C. 184.

45, XX5thaeB T.d. O KoBapMaHTHbIX (JYHKTOpaX KOHEYHOWM CTeneHu
coxpaHsaowmnx A(N)R (M) - npoctpaHcTBa. Joknagbl AH bonrapus Ne 43,
Ne9, 1990.-e. 5-8.

46. )KypaeB T.®. [pocTpaHCTBO BCEX BEPOATHOCTHBLIX Mep C KOHeu-
HbIMW HOCUTEIIMW-TOMEOMOP(HO 6ECKOHEYHOMEPHOMY JIMHEHOMY MPOCT-
paHcTBy. O6wan Tornonorua. MpocTpaHcTBa U 0TobpaxeHns. 1989, MIY.
—Mocksa. - C. 66-71.

47. 3apnuHblii M.M., ®depopuyk B.B. KoBapuaHTHble (hyHKTOpbI B
KaTeropmsix TOMo/0rMYecknx NpocTpaHcTB. TOrm Haykum u TeXHUKN An-
reépa. Tononorus. Meometpus. T-28, BUHUTA, - M.: 1990. - C. 47 - 95.

48. 3eidept I., Tpenbthannb B. Tononorus. - M.: /1. TOHTW, 1938.
- C. 400.

234



49. KasakoB [O./. Mukpomup 3a npegenamm BoobpoxkeHus // byay-
Lee Hayku BbIn. 20. —M.: 3HaHuKe, 1987.- C. 70 - 87.

50. KBaHTOBbIE XMAKOCTU U KpucTasibl. —M.: Mup, 1979. —C. 9 —42.

51. Kennm O.71. O6was Tononorus. - M.: Hayka, 1981. - C. 432.

52. Kokctep I'.C.M. BsegeHuve B reomeTputo. - M.: Hayka, 1966. -
C. 648.

53. Konmoropos A.H., ®omuH C.B. 3neMeHTbl TEOpUN PYHKLUN U
(hYHKLMOHaNbHOr0 aHau3a. - M.: Hayka, 1981. - C. 544.

54. KocHéBckn Y. HauanbHblil Kypc anrebpauMyeckoii TONonoruu. -
M.: Mup, 1983.-C. 304.

55. KoctnH B.W. OcHoBaHus reomeTpuun. - M.: Yunearus, 1946. -
C .303.

56. Kpoyann P., P. ®okc. BeefeHve B Teopuio y3nos. —M.: Mup,
1967.-C. 348.

57. Kynukos J1.4. Anrebpa u Teopust umncen. - M.: Bbiclas LIKoNa,
1979.-C. 559.

58. Kypatosckuii K. Tononorusa. - M.: Mup, 1966. T. I. - C. 594.

59. Kypatosckuit K. Tononorums, 1969. Il Tom. -M .: Mup. - C. 624.

60. KyTtysoB B.B. J/lobaueBcKuii reoMeTpUsCH Ba FreOMETpUS acociapu
anemMeHTnapu.-M.: Y3neggasHawwp, 1951. 146 6.

61. MakneitH C. Fomonormsa. -M .: Mup, 1966.-C . 544,

62. Maccu Y. Teopus roMON0OrMiA 1 KOroMonoruin. - M.: Mup, 1981.
-C. 388.

63. Maccu Y. CtonnmHre k. Anrebpandeckas Tononorusi. BeeaeHue.
-M .: Mup, 1977.-C . 278.

64. Muntop k., Yonnec A. AnddepeHumansHasa Tononorus. Havans-
HbIlA Kypc. - M.: Mup, 1972. - C. 278.

235



65. MuweHko A.C., Conosbes HO.MM., ®omeHko A.T. C60pHUK 3aaa4
no auddepeHumanbHOn reometpun 1 Tononorun. - M.: M3g-8o MIY,
1981.-C. 184

66. Hoswukos C.IM. Tononorus // CoBpemMeHHble NPO6/eMbl MaTEMATUKM.
dyHAameHTanbHble HanpasneHus. T.12. ITOrn Hayku U TEXHUKKW. - M.
BUHNTW AH CCCP, 1986. - C. 5- 252.

67. Hosukos C.I1., MuweHko A.C., Conosbes HO.I., domeHko A.T.
3agaun no reomeTpumn. OudepeHumnanbHas reomeTpust 1 Tononorus. -M.:
M3p-so MIY, 1978.-C. 164.

68. Hoemkos C.M., ®omeHKo A.T. SneMeHTbl AnudhepeHLranbHOM
reoMeTpun v Tononoruun. -M .: Hayka, 1978. - C. 432.

69. OtaxoHoB P.K. "'eoMeTpuK ficaw metognapu. -T.: “YK,UTyBUn”,
1971.407 6.

70. MacbiHKOB B.A., ®epopuyk B.B. Tononorus n Teopusi pasmMepHOCTU.
-M .: 3HaHuMe, 1984.-C . 64.

71. MacbiHkoB B.A., ®epopuyk B.B., ®dwununnos B.B. Teopusa
pasmepHocTW. B c6. Anrebpa. Tononorus. eometpusa. - M.. BuHuty,
1979.-C. 229-306.

72. Toropenos A.l'. l'eomeTpua. - M.: Hayka, 1983. - C. 288.

73. MNoHTpsirnH J1.C. OCHOBbI KOMOGMHATOPHOI TOomonorun. - M.:
Hayka, 1976.-C. 136.

74. ToHTpsAruH J1.C. HenpepbiBHble Tpynnbl. - M.: Hayka, 1984. -
C .520.

75. MonTpsrnH J1.C. Tnagkme MHOroo6pasvs M MX NPUMEHEHME B
Teopun romoTonuin. -M .: Hayka, 1985.-C. 174.

76. MocTHMkoB M.M. Magkue MHoroo6pasms. - M.: Hayka, 1987. -
C .480.

236



77. MocTHMkoB M.M. JleKumn no anrebpanmyeckoil TOMOMOruun.
OcHoBbI Teopuu romoTonuin. —M.: Hayka, 1984. —C. 416.

78. MocTHMKoB M.M. JlekuMm N0 anrebpanmyeckoil TOMOMOruu.
Teopust roMOTONUIA KNETOUHbIX NpocTpaHcTe. —M.: Hayka, 1985. —C. 336.

79. MocTtHKKoB M.M. Jlekunmn no reometpun. Cemectp lll. Inagkve
MHOroo6pasus. - M.: Hayka, 1987.-C . 480.

80. MyaHkape A. N36paHHble Tpyabl: B 3T. - M.: Hayka, 1972. 7. Il.
-C. 998; 1974. 1. IIl.-C. 772.

81. PoxnuH B.B., ®ykc O.B. HauanbHbIi Kypc Tomonorum. Feomet-
puyeckue rnasbl. —M.: Hayka, 1977. —C. 488.

82. CapumcokoB T.A. ®yYHKUMOHaN aHa/IU3 Kypcu. - T.. “YKATYBUN”,
1980. 391 6.

83. CsuTuep P.M. Anrebpaunyeckast Tononorus. FfomotonuiA 1 romo-
norun. - M.: Hayka, 1985. - C. 608.

84. CvnmH A.B., LLImakoBa H.A. OTKpbiBaeM HeeBKINLOBY reomet-
puto. - M.: lNpoceeLyeHne, 1988.-C . 126.

85. CneHbep 3. Anrebpanyeckas Tononoruna.-M.: Mup, 1971.-C. 680.

86. CtuHpoa H. Tononorusa Kocbix npoussegeHuin. - M.: W/, 1953
-C. 276.

87. CtuHpog H., YuHH Y. MepBble noHATMSA TOMmonornn. - M.: Mup,
1967.-C . 224.

88. CtuHpog H., DiineH6epr C. OcHoBaHuA anrebpanyeckoit Tono-
norun. - M.: UJ1, 1958.-C . 404.

89. TenemaH K. 3nemeHTbl TONONOrMW U AUPdepeHLpyemMble MHO-
roo6pasus. - M.: Mup, 1967.-C. 390.

90. YopHep @. OcHOBbI Teopun rNagKMx MHOroobpasvini n rpynn
Nn.-M .. Mup, 1987.-C. 304.

237



91. depgopuyk B.B. Kypc aHanuTUYeCKOl FeoMeTpum n NMHEHON
anrebpbl. -M.: MI'y, 1990.-C. 328.

92. depopuyk B.B., dununnos B.B. O6uwias Tononorus. OCHOBHbIe
KOHCTPYKUuK. -M .. MI'Y, 1988. - C. 252.

93. du3snka 3a pybexxom, 83. -M.: Mup, 1983.-C. 21 -44; 83- 103

94. ®omeHko A.T. [OuddepeHumansHas reomeTpus 1 TOMONOTUS.
JononbHuTenbHble rnasbl. -M.: MI'Y, 1983. - C. 216.

95. ®omeHko A.T. HarnsgHas reometpus v Tononorusa. Marematu-
yeckue o0bpasbl B peasibHOM Mupe. - M.: MY, 1998. -C. 254.

96. domeHko A.T., dPykc A.b. Kypc romoTonnyeckoin Tononoruu. -
M.: Hayka, 1989.-C. 528.

97. ®pug O., YneHoek K. VHCTaHTOBbI U YeTepexMepHble MHOrO-
obpasms. - M.: Mup, 1988. - C. 271.

98. dykc A.B., domeHko A.T., 'yteHmaxep B.J1. ['omoTonmyeckas
Tononorusa. - M.: M3g-8o MI'Y, 1960. - C. 460.

99. Xaycpopg I'. Teopms MHOXecTB. - M.: OHTW, 1934. - C. 312.

100. XunToH M., Yaitnu C. Teopus romonoruid. - M.: Mup, 1966. -
C. 452.

101. Xvpw M. OunddepeHumansHaa Tononorusa. - M.: Mup, 1979. -
C .280.

102. Wanupo N.C., OnbluaHeukuii MA. Jlekuyy no Tornofornum ans
thmsmkoB. Mocksa, T3P, 1980.-C. 128.

103. LWawkunH KO.A. HenogswkHble Touky. -M .: Hayka, 1989. -C . 89.

104. Weapy, A.C. KsaHTOBafg Teopus nonsa u tononorus. - M.
Hayka, 1989.-C . 400.

105. SHrenbkuHr p. Obuiasa Tononorus. -M .: Mup, 1986. - C. 752.



106. lainbynnaes H. Maktabga HOEBKIMA reoMeTpusnap 3MeMeHT-
napu. -T.: “YkutyBun”, 1974. 96 6.

107. Zaitov A.A. Some categorical properties of functors Ot and Or
weakly additive functionals. Math, notes. 2006, vol.79, Ne 75, pp. 632 - 642.

108. Engelking R. Demension theory PWN. Warszawa, 1978.

239



JO'RAYEV TURSUNBOY FAYZIYEVTCH

TOPOLOGIYAGA KIRISH

Funktorlar. 0 ‘Ichamlar. Chiziglar

Bosh muharrir: M. Sarapov
Muharir: A. Omonov
Musahhih: Z. Ostonov
Rassom: A. Mamasoliyev

«TAFAKKUR-BO‘STONI» nashriyoti
Litsenziya Ne Al 190, 10.05.2011 vy.
Toshkent sh. Yunusobod 9-13

Terishga berildi 30.05.2012 y. Bosishga ruxsat etildi: 04.09.2012 y.
Bichimi 60 x 84 716 «Times New Roman garniturasi.
Shartli bosmatabog‘i 15,0. Adadi 500 dona

BuyurtmaNe 14

Tafakkur-Bo‘stoni MCHJ bosmaxonasida chop etildi.
Toshkent sh. Yunusobod 9-13






