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SO‘ZBOSHI

Klassik mexanika fani uch yuz yildan ortiq tarixga ega. Mexanika
fanini rivojlantirishga Galiley, Nyuton, Eyler, Yakobi, Gamilton va
boshga buyuk olimlar katta hissa qo'shishgan. Albatta, mexanika fa-
nining rivojlanishi hali ham davom etmogda, ammo uning prinsipial
asoslari XI1X asrning ikkinchi yarmiga kelib aniglangan desak bo ‘ladi.
Klassik mexanika juda keng va chuqur fan. Har xil soha mutaxassislari
unda o'ziga gizigarli va muhim bo'lgan yo'nalishlarni topishi mumkin.
Fiziklar sifatida biz mana shu fanning fizika uchun muhim bo'lgan
gismlarini tanlab oldik. Birinchi navbatda bu nazariy fizikaning hamma
sohalarida keng qo'llaniiadigan tushunchalar — Lagranj formalizmi,
Gamilton formalizmi, ta’sir integrali, eng qisqa ta’sir prinsipi, harakat
integrallari, tashqi maydonlarda harakat va sochilish va h.k. TJniver-
sitetlar uchun nazariy fizika kursi shunday qurilganki, yugorida aytilgan
fundamental tushunchalar birinchi bo'lib nazariy mexanika kursida
kiritiladi.

Kichik tebranishlarga ham katta ahamiyat berilgan — tebranish
jarayonlari fizikaning deyarli hamma sohalarida uchraydi va kichik
tebranishlarning gonuniyatlari hamma sohalarda ham bir xildir. Real
fizik sistemalar aynigsa elektrotexnik qurilmalarning xossalarini o'rga-
nishda ko'pincha nochiziqli tebranishlar nazariyasini go'llashga to'g'ri
keladi. Nochizigli tebranishlar sohasi birmuncha murakkab bo'lganligi
uchun kitobimizda uning fagat asoslari yoritilgan.

Qattiq jism harakati masalasi klassik matematik fizikaning eng
mukammal ishlab chigilgan gismlaridan biri sifatida e’tiborimizni
0'ziga tortadi. Klassik mexanikaning bu sohasi bilan real hayot orasida
ko'pincha bevosita bog'lanishlarni topish mumkin.

Darslik fiziklar uchun universitet dasturiga mos ravishda suyugliklar
mexanikasiga bag'ishlangan bob ham bor.

Bu bobda berilgan maiumotlar talabalarga suyuqliklar va gazlar
mexanikasiga doir asosiy qonunlarni o'zlashtirishga imkoniyat beradi
degan umiddamiz.



Klassik mexanika fizik sistemalarning fazodagi mexanik harakatini
o'rganadi, bu qonunlarni vektorlar tilida ifoda qilish juda qulaydir.
Vektorlar algebrasining asosiy qoidalari llovada berilgan, ular kitobni
tushunish uchun yetarlidir deb o'ylaymiz. Kitob davomida mana shu
ilovada tushuntirilgan soqov indekslar bo'yicha yig'indi qoidasi keng
foydalanilgan. Agar o'qjvchi vektorlar bilan ishlashda qiyinchiliklar
sezsa mana shu [lovaga murojaat gilishi kerak bo'ladi.

0 “2:bek tilida Nazariy fizika kursi birinchi bor yaratilmoqgda. Ajab
emas, sinchkov o'quvchilar darslikda ba’zi-bir nosozliklarni uchratib
golsa. Bunday o‘quvchilarning tanqgidiy mulohazalari kitobimizdagi
kamchilikiarni kamaytirishga xizmat gilgan bo'lar edi. Tegishli fikr va
mulohazalarni quyidagi manzil bo'yicha yuborishingizni so‘raymiz:
Toshkent, M. LHug'bek nomli 0 ‘zbekiston Milliy universiteti, fizika
fakulteti, Yadro va nazariy fizika kafedrasi.

Ushbu darslik 0 ‘zbekiston Respublikasi Vazirlar Mahkamasi goshi-
dagi Fanva texnologiyalarni rivojlantirishni muvofiglashtirish go'mitasi
tomonidan ta’minlangan «OW[A-3-9» sonli innovatsion loyiha doirasida
yaratilgan.

Yana bir muammoga to'xtab o'taylik. Dunvo ilmiy adabiyotlarida
olimlarning nomi uiarning oz ona tilida ganday yozilsa boshqa tillarda
ham o'zgartirilmasdan shundayiigicha qoladi. Ammo biz tarixan kirill
alifbosiga moslashtirilgan rus tilidagi talaffuzga o'rganib golganmiz.
Ikkinchi tomondan, o'quvchi ilmiy adabiyotni o'rgana boshlaganda
bizning darslikdagi ruscha talaffuzga moslashtirilgan nomlarning haqiqiy
shakliga duch kelib o'yianib golmasligi uchun quyidagi jadvalda
nomlarning qiyosiy shakllarini keltiramiz:



Ona tilida
Newton
Hamilton
Lagrange
Euler
D'Alambert
Coulumb
Navier
Stokes
Jacobi
Maupertuis
Poincare
Poisson
Cartan
Noeter
Liouville
Routh
Coriolis
Rutherford
Huygence

Legendre

Ushbu kitobda
Nyuton
Gamilton
Lagranj

Eyler
Dalamber
Kulon
Naviye
Stoks
Yakobi
Mopertyui
Puankare
Puasson
Kartan
Nyoter
Liuvi!
Raus
Koriolis
Rezerford
Guygens

Lejandr

Rus adabiyotida
HblOTOH
famMnnbTOH
JlarpaHx
oiinep
JAanam6ep
KynoH
HaBbe
CT1oKC
AKobu
MonepTion
MyaHKape
MMyaccoH
KapTtaH
Hetep
JinyBnnnob
Payc

Kopuonuc
Pesepdopa
loireHc

NexaHgp



1-bob. HARAKAT TENGLAMALARI

1.1. Erkinlik darajasi. Umumlashgan koordinatalar

Jismlarning fazodagi mexanik harakatini o‘rganish uchun sanogq
sistemasiga ega boiishimiz kerak. Sanoq sistemasi tushunchasiga ma’lum
bir yo'l bilan tanlab olingan koordinatalar sistemasi va soat kiradi.
Ular yordamida jismning ixtiyoriy vaqt momentidagi holatini aniglash
mumkin.

Jism holatining vaqt bo‘yicha o‘zgarishini uzliksiz belgilab borsak,
shu jismning fazodagi trayektoriyasini olgan bo‘lamiz.

Bu ishni bajarish uchun bir muhim tushuncha moddiy nuqgta
tushunchasidan foydalaniladi. Jismning oichami ko'rilayotgan masala-
dagi boshga o‘lchamlarga nisbatan juda kichik bo‘lsa uni massaga
ega bo'lgan bir nuqta sifatida ko'rish mumkin. Bu albatta ma’lum
bir yaqginlashuv, ideallashtirish, ammo u, odatda. yaxshi yaqin-
lashuvdir. Masalan, otilgan o'qyoki snaryadning trayektoriyasi jismlar-
ning to'qnashuvida impuls va energiyaning saqlanish gonunlarini va
hatto Yerning Quyosh atrofidagi harakatini o'rganganda bu jismlarni
moddiy nuqta sifatida ko'rish mumkin. Hatto gattiq jismning hara-
katini o'rganganimizda ham uni moddiy nuqtalardan iborat deb
garasak qulay bo'ladi.

Fizika fani tajribaga asoslangan fandir. Bundan keyin gapiriladigan
ko'pgina tasdiglar olimlarning ko'p asrlik tajribasiga asoslangan bo'lib,
ular o'zidan soddaroq bo'lgan boshga tushunchalarga keltirilmaydi.
Darslikda bir necha marta uchrab turadigan «tajriba shurti ko'rsatadiki»
degan ibora olimlarning ko‘p asrlik tajribasi asosida keltirib chiqgaril-
gan tasdiqglarga tegishlidir.

Fizik sistemaning fazodagi holatini aniglash uchun har xil koordi-
natalardan foydalanish mumkin. Ko'p masalalarda Dekart koordinatalar
sistemasi qo'llaniladi. Bu hoida moddiy nuqtaning radius-vektori r ni

va tezligini v =dr/dt=r deb belgilanadi. Ko‘p hollarda vektorlarning

komponentalari r={n\y,r} va v = {vrvy,vj dan ham foydalaniladi.
Agar moddiy nuqtalar soni bir nechta bo'lsa ularning nomeri, odatda,
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a harfi bilan belgilaymiz. Bu holda a moddiy nuqtaning radiusi va
tezligi ra, vg harflar bilan belgilanadi. Radius va tezlikning argu-
mentlarini odatda ko‘rsatib o‘tirmaganimizga gqaramasdan shuni esda
saglash kerakki, umumiy holda ular vaqtga bog‘liq bo‘lgan kattaliklar:
r=r(t) = {x@), y(t), z(nN} va v —v(t) = \bX{t), u (1), r>,(0}- Quyidagi
niunosabatlar

x=x(t), y=y((), z=z(t) (1.1)

moddiy nuqtaning x,y va z koordinatalarining vaqt bo‘yicha o'zga-
rishini ifodalaydi, ya’ni, ular shu nuqtaning trayektoriyas'mi ifodalaydi.
Bir necha moddiy nuqtali sistema hagida gap ketganda har bir
nuqtaning koordinatlarini ham shu ma’noda tushuniladi.

Masalada sferik simmetriya bo‘lsa, sferik koordinat sistemasini
go‘llash qulayroqdir. Boshga holatlarda ko‘rilyotgan masala uchun
boshqga koordinatlar qulay bo‘lishi mumkin. Fanning muhim tomoni
shundan iboratki, harakat gonunlarini umumiy ko‘rinishda konkret
koordinat sistemasiga bog‘lamagan holda umumlashgan koordinatalar
tilida ifodalash mumkin. Mana shu umumlashgan koordinatalarni qt,
£, ..., gs deb belgilaylik. Ular ham umumiy holda vaqtning funksiyalari
bo‘ladi: g~t), gqZAt), gs{t), ammo buni har gal yozish shart emas.
Umumlashgan koordinatlarga o‘tishga tnisol sifatida sferik koordi-
natlarga o ‘tishni ko ‘raylik:

,v~ rsin B coscp, v=rsmOsing), z—rcos0. (1-2)

Bu munosabatlar orqgali yangi koordinatlar {r,0 ,cp] kiritiladi. Agar
sistemada A4a moddiy nuqta bo‘lsa va ularning dekait koordinatlarini
Xa, ya za a = 1, ..., N deb belgilansa, umumlashgan koordinatlarga
o'tishni
fl(ql,-,qs),
Y,=f2{4n-"s),

(1.3)

formulalar orgali ko‘zda tutush mumkin. Sistemaning holatini to‘lig
aniglash uchun yetarli bo‘lgan koordinatlar soni sistemaning erkinlik
darajasi deyiladi. Yuqorida erkinlik darajasi s harfi bilan belgilangan,
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shuncha umumlashgan koordinata Kiritildi. Erkinlik darajasi soni 3N
dan karn boiishi mumkin. Bitta moddiy nuqtaning fazodagi holatini
aniglash uchun uning uchta koordinatasini aniqlashimiz yetarlidir.
Demak, bitta moddiy nuqtaning erkinlik darajasi uchga teng. Ikkita
moddiy nuqtaning erkinlik darajasi esa oltiga tengdir. Ammo uiarning
orasidagi masofa o'zgarmas bo'lsin desak, sistemaning erkinlik darajasi
beshga teng bo'ladi — shu sistemadagi ixtiyoriy bir nuqtaning holatini
aniglash uchun 3 ta son kerak, ikkinchi nuqtaning holatini aniglash
uchun ikkita son yetarlidir.

Tekisiik ustida harakat gilayotgan jismning erkinlik darajasi 2 ga
tengdir tekisiik ustidagi ixtiyoriy nuqtani uning ikkita koordinatasi
orqgali aniglashi mumkin.

Oxirgi ikki misolda hagigatda yana bitta tushuncha kiritildi. ya’ni
bog'lamlar soni tushunchasi. O'zaro masofasi o'zgarmaydigan ikki
nuqtali sistemada bitta bog'lanish bor — shu ikki nuqta orasidagi
masofaning o'zgarmasligi sharti. Buni matematik ko'rinishga keltirayiik,
uning uchun birinchi nuqgta koordinatalarini xJTy”®,  va ikkinchi nuqta
koordinatalari esa xv yv z2 deb belgilanadi. Unda shu ikki nuqta
orasidagi masofaning o'zgarmaslik sharti

(V2-A) +(4- WY +(z22- M)“=/" @ .4)

ko'rinishni oladi, bunda / berilgan o'zgarmas masofa. Bu yerda har
bir koordinata vaqtning funksiyasidir (sistema harakat gilishi mumkin),
ammo masofa o'zgarmasdir.

Har bir shart sistema erkinlik darajasini bittaga kamaytiradi. Masa-
lan, ixtiyoriy tekisiik ustida bir-biriga uzunligi o'zgarmaydigan ingichka
ip bilan bog'langan ikkita moddiy nuqta berilgan bo'lsin. Bu siste-
maning erkinlik darajasini topaylik. Har bir nuqta sirt ustida yotibdi
— bu ikkita shart. Ular orasidagi masofa o'zgarmaydi — yana bitta
shart.

Demak, sistemadagi erkinlik darajalar soni 6 —3 = 3 ga teng
ekan. Hagiatan ham, sistemaning holatini aniglash uchun nuqtalarning
bittasining sirt ustidagi ikkita koordinatasini berishimiz va ularni bog'-
lab turgan o'gqning x yoki y o'giga nisbatan burchagini aniglash
yetarlidir.

1.1-misol. O'zaro masofalari o'zgarmaydigan uchta moddiy nuqta siste-
masining erkinlik darajasini toping.

Uchta moddiy nuqgtali sistemani ifodalash uchun 3-3 = 9 ta koordinata
kerak. Ammo uiarning bir gismi mustaqil emas. Uchta nuqta orasidagi
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masofalarning o‘'zgarmasligi 3 ta shartni beradi, demak, sistemaning erkinlik
darajasi 9 — 3 = 6 ga teng,

1.2-misol. Chizig bo'ylab harakat gilayotgan quyidagi sistemalarning
erkinlik darajalarini toping:

1) o'zaro masofasi o'zgarmaydigan ikkita moddiy nuqta;

2) o'zaro masofalari o'zgarmaydigan N ta moddiy nuqtadan iborat sistema.

Javobi. Ikkala hoida ham erkinlik darajalari soni birga teng, chunki bu
sistemalarning holatini aniglash uchun ulardagi ixtiyoriy bitta nuqtaning
holatini aniglash yetarlidir.

1.3-misol. Tekislikda harakat gilayotgan sistemalarning erkinlik darajasini
toping:

1) 3 ta o'zaro bog‘langan moddiy nuqtalar;

2) 3 ta ketma-ket bog'langan moddiy nuqtalar;

3) ikkita o‘zaro bog'langan moddiy nuqtalar, ularning biri fagat berilgan
chiziq ustida harakatlanadi.

Javobi. 1) Har bir nuqtaning z koordinatasiga shart bor: = 0, z, = 0,
r3 = 0, bu — uchta shart. O'zaro bog'langanlik shartlari ham uchta,
demak, sistemaning 9 —3—3=3ta erkinlik darajasi bor.

3) Chizig ustida harakatlanadigan nuqtaning erkinlik darajasi birga
teng, ikkinchi nuqtaning harakatini aniglash uchun uni birinchi nuqta
bilan bog'laydigan chizigning tekislikdagi x—~ (yoki y —) o'giga nisbatan
burchagini topish mumkin. Demak, sistemaning erkinlik darajasi ikkiga
teng.

1.4-misol. Fazoda harakatlanayotgan sistemalarning erkinlik darajalarini
toping:

1) 2 ta bir-biri bilan bog'langan moddiy nuqtalar;

2) 3 ta ketma-ket bog'langan moddiy nuqtalar;

3) 2 ta o'zaro bog'langan — biri tekislikda, ikkinchisi esa fazoda hara-
katlanayotgan moddiy nuqtalar.
Javobi. 1. 5: fazodagi nugtaning erkinlik darajasi 3 ga teng, ikkinchi

nuqtaning holatini topish uchun nuqtalarni bog'laydigan chizigning tekislikka
perpendikular r — o'gi bilan hosil gilgan burchagi va shu chizigning (x, y)
tekislikka proyeksiyasining r — o'qgi bilan hosil gilgan burchaklarini aniglansa
bo'ldi:

2. 5

3. 4.

Tajriba shuni ko'rsatadiki, jismning harakat trayektoriyasi uning
boshlang'ich holati r(t0) va boshlang'ich tezligi v (t0) bilan aniqlanadi.
Bu degani, harakat tenglamasi vaqtga nisbatan ikkinchi tartibli differensial
tenglama bo'lishi kerak. Koordinatadan vaqt bo'yicha ikkinchi tartibli
hosila tezlanish deyiladi, demak, harakat tenglamasi umumiy hoida
tezlanish, tezlik va trayektoriya orasidagi munosabat ko'rinisbiga ega bo'lishi
kerak ekan.
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1.2. Lagranj funksiyasi va ta’sir integrali

Tajriba shuni ko'rsatadiki, fizik sistemaning hamma xossalari uning
Lagranjfunksiyasi L(q,q,t) va tasir integrali

b
S[g)=\dt L(a.q.t) (1.5)

a

da mujassamlangandir.

Lagranj funksiyasini ganday topish masalasi alohida ko‘rib chigiladi,
bu yerda esa ta’sir integrali bilan shug‘ullaniladi.

Bizning maqgsadimiz 5["] ga qo‘yilgan talab orgali harakat tengla-
malarini keltirib chigarish. Keltirib chigarishni soddalik uchun bir
o'lchamli holdan boshlaylik. Moddiy nuqta tavaqt momentida q(t)=qa
nugtadan harakatni boshlab, th vaqgt momentida q(tHh = gbnuqtaga
kelgan bo'lsin. Tushunarliki, jism ga nuqtadan gb nuqtaga ganday
trayektoriya bo'yicha borishi, ya’ni, q(t) trayektoriyaning ko'rinishi
(1.5) integralning son giymatiga ta’sir giladi. S [q] mana shu harakat
trayektoriyasining funksionalidir. Bu degani, trayektoriya o'zgarsa
ta’sirning son giymati ham o'zgaradi. Buni tushunish uchun eng
oddiy bir o’lchamli

I[f] = ]f{x)dx (1.6)
@

integral olaylik. Integral ostidagi f (x) funksiya o'zgartirilsa integral
/ ning son qgiymati ham o'zgaradi, shuning uchun u I If) deb
belgilandi. Integral giymatining integral ostidagi funksiyaga bog'liq-
ligini funksional bog'lanish deyiladi, gisqgacha aytganda, bunday
integrallar funksional deyiladi. Ta’sir integrali (1.5) albatta trayektoriya
q(t) ning funksionalidir.

Eng gisqa ta’sir prinsipi bo'yicha haqiqiy trayektoriyaga ta’sirning
eng kichik giymati to'g'ri keladi. Buni boshgacha ham aytish mumkin
— ta’sir integralining minimal giymatiga olib keladigan funksiya q(t)
haqgigiy harakat trayektoriyasiga mos keladi. Mana shu prinsipni
matematik ko'rinishga keltirayiik.

Buning uchun ta’sir integralini quyidagi ikkita trayektoriya uchun
solishtiriladi: q(t) + bq{t) va q(t). Bu yerdagi 5q(t) funksiya trayekto-
riyaning variatsiyasi deyiladi. U birinchidan t —tava t — th vaqt
momentlarida nolga teng bo'lsin:
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Sq(ta) = 5q(1b) = 0, .7

va, ikkinchidan, cheksiz kichik giymatlarnigina gabul qilsin. Bu degani,
birinchidan, q(t) + 8q(t) va q(t) trayektoriyalar bir nugtada boshlanadi
va bir nuqtada tugaydi va ikkinchidan, ixtiyoriy ta < t < tb vaqt
momentida son jihatdan bir biridan cheksiz kam farq giladi. Shu ikki
trayektoriya uchun ta’sirning fargi topiladi:

4
SS =S[q+Sq]-S[a]=J d[i(q +Sq,q+Sqt)- L (@, <??)] =

- \dt\— 8g+— 8
10 g (18)

Bu yerda yuqori tartibli cheksiz kichiklari tashlab yuborildi. Topilgan
kattalik ta’sirning variatsiyasi deyiladi. Trayektoriya minimal ta’sirga
to‘g'ri kelishi uchun ixtiyoriy Squchun SS = 0 bo‘lishi kerak. Integral
ostidagi ifodaning birinchisiga Sq kirgan, trayektoriyaning variatsiyasini
vaqt bo'yicha hosiladan chiqgarib olish uchun shu had bo‘lak'ab integral-
lanadi (bu amalni bajarganda variatsion hisobda isbot gilinadigan

5 &-t-q :at-Sq munosabatdan foydalandik):

dL d ' dL_r. d_dL
}dt— Sq= fdt— S— = \dt dgq = Jdt --lWElq -Sq ~
dg J dg dt J  dqdl dq dt dg  (1.9)
Natijada
.S
SS ~sq +Jdt Sq dddb g 0
dqg dg dt dg (1'1 )

munosabatga kelamiz. Birinchi had (1.7) shart natijasida nolga tengdir,

ikkinchi had ixtiyoriy Sq uchun nolga teng bo‘lishi uchun

dL d dL _

dg dt dg (1.11)
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tenglama bajarilishi kerak. Olingan tenglama Eyler—Lagranj tengla-
masi deyiladi. Bu tehglamaga jismning koordinatasi q, tezligi q va
tezlanishi q kirgan. Demak, Eyler—Lagranj tenglamasi harakat tengla-
masi ekan.

Sistemaning erkinlik darajalari soni s ta bo'igan holga o'tilsa olingan
tenglamalar sistemasi

dL ddL ,,

alC#al * ' .. ' <uU 2>

ko'rinishga keladi. Ya’ni, har bir erkinlik darajasiga bitta Eyler—Lagranj
tenglamasi to'g'ri keladi. Bu tenglamalar sistemasi 5ta ikkinchi tartibli
differensial tenglamalar sistemasini tashkil giladi. Ularni yechish uchun
2s ta boshlang'ich shartlar berilgan bo'lishi kerak. Bu boshlang'ich

shartlar sistemaning boshlang'ich holati g,{0) =ql0 va boshlang'ich
tezliklari ﬂ?u_l, -qa) djr
Dekart sistemasida {r/,} = {/;} Eyler—Lagranj tenglamalarining
ko'rinishi:
d 6L dL
narlr * - <U 3>

1.2.1-misol. Quyidagi Lagranj funksiyasi uchun harakat tenglamasini
toping (K - 0'zgarmas son):
2
= (1.14)

Kerakii hosilalarni topaylik:

3L , dL
Harakat tenglamasi:
q+k=0. (1.16)

1.2.2-misol. Quyidagi Lagranj funksiyasi uchun harakat tenglamalarini
toping (k —o'zgarmas son):

m /.7 .1\, 2
L="~X(q{ +q71)-K (92-q\) = (1.17)
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Sistemaning ikkita erkinlik darajasi bor. Harakat tenglamalarining
soni ham ikkita bo'ladi. Hosilalarni topib, harakat tenglamalariga
o'tiladi:

2= ok(g2- 9): Y = mdx=> mq}- 2k(q2-«?.) = O;
dq| dgx

(1.18)
=-2k(q2- gx); ~ =mg2=>mq2+ 2k(q2~qgx)~ 0.
ar

1.2.3-misol. Eyler—Lagranj tenglamalarining nuqtaviy deyiladigan quyi-
dagi almashtirishlarga nisbatan

m=<m(a,g2, ' = u , d e t (1-19)
L,

o'zgarmasligini ko'rsating.
Yangi va eski Lagranj funksiyalarini bog‘laylik:

(1-20)

Eski koordinataning vaqt bo'yicha hosilasini topishdan boshlaylik:

d n o dg: = dqg{
(1.21)
Bu yerdan
dqL = dgL
1.22
woow (1.22)
ekanligini topamiz. Lagranj hosilalarini hisoblaylik:
dL"_Yy~L™~Mi ¥ — — " — -X — -Lt- 1.23
W . +A dQ,’ 32 " 3Qi (129
dq:
Oxirgi tenglikka o ‘tish uchun (1.22) dan va —~ =0 ekanligidan foyda-
3Qi

lanildi. Yangi o'zgaruvchilar tilida Eyler—Lagranj tenglamalarini yozib olish
goldi:



Ikkinchi had nolga teng, chunki

N= £E*L =+ J 3 -qgl+?1L. ,1.25)
3Qi Q1i-3/ c/tdQ, t*"Q~"Qk 30.3;
Demak,

cd dL* 3L' dgj (1 2/, dL

cltdQi  dQ, fe/iQi ,dt ,qu/ a4; (1 26)

Bu tengiikning o'ng tomoni nolga teng bo'lsa, chap tomoni ham nolga
teng bo'ladi.

1.3. Inersial sanoq sistemalari

jismning harakatini o‘rganish uchun biror bir sanoq sistemasini
tanlab olishi kerak. Ixtiyoriy bo‘lgan sanoq sistemasida umumiy holda
fazo va vaqtning xossalari murakkab bo'lishi mumkin, bu esa harakat
gonunlariga jism harakatining o0'ziga hos bo'Imagari murakkablikni
kiritishi anigdir. Masalan, vaqtning bir jinslimasligi (ya’ni, vaqtning
ikkita momentlari t, va t2 ekvivalent emasligi) shunga olib Kkelishi
mumkinki, boshlang'ich paytda tinch turgan jism vaqt o‘tishi bilan
harakat gila boshlashi mumkin. Shu boisdan jismlarning mexanik hara-
katini fazo bir jinsli va izotrop, vaqt bir jinsli bo'igan sistemada
o'rganiladi. Bunday sistema inersial sistema deyiladi. Inersial sistemada
jismga hech ganday tashqi kuch ta’sir gilmayotgan bo'lsa, uning harakat
holati o'zgarmaydi. Harakat holati deganda v tezlik bilan harakat
ko‘zda tutiladi, shu jumladan, v = 0 bo'lishi ham mumkin. Shu
tasdig'imizni isbot gilaylik.

Bunirig uchun birinchi navbatda erkin jismning inersial sistemadagi
Lagranj funksiyasini topish kerak. Bu Lagranj funksiyasi na vaqt t ga
va na radius r ga bog'lig bo'lishi mumkin — vaqt va fazoning bir
jinsliligi natijasida. Demak, tezlik uqolayapti. Ammo fazoning izotrop-
ligi (ya’ni, fazodagi yo'nalishlarning ekvivalentligi) shunga olib keladiki,
Lagranj funksiyasi fagatgina tuning funksiyasi bo'lishi mumkin:

L = I(i/). (1.27)
Harakat tenglamalarini yozaylik:

d dL dL
A\ =37' <L28>



Bu tenglamaning o‘ng tomoni nolga teng:

(1.29)

Tezlikning ta’rifi bo'yicha: v=r, demak quyidagiga kelinadi:

= const (1.30)
Murakkab funksiyaning hosilasini hisoblash goidasi bo'yicha

dL(v2)_ 3L(u2)3tr _,3Uu2)

(1.31)

3v 3v 3v 3ir

Bu esa
v = const (1.32)

ekanligini ko'rsatadi. Olingan natija Nyutonning birinchi qonuni yoki,
inersiya qonuni deyiladi. Demak, inersial sanoq sistemasida tashqi
kuch ta’sirida bo'lmagan jism o'zgarmas tezlik bilan harakat qilar
ekan.

Berilgan inersial sistemaga nishatan o'zgarmas tezlik bilan harakat
gilayotgan boshqa sistema berilgan boisin. Jism bu sistemaga nisbatan
ham o'zgarmas tezlik bilan harakat gilayotgan boiadi, demak, bu
yangi sistema ham inersial sistema ekan. Inersial sistemalarning soni
cheksiz ko'p bo'lishi mumkin, ularning hammasi bir-biriga nisbatan
gandaydir o'zgarmas tezlik bilan harakat gilayotgan boiadi.

Tajriba shuni ko'rsatadiki, mexanika qonunlari hamma inersial sis-
temalarda bir xil ko'rinishga ega. Buni quyidagicha tushunish mumkin:
go'zg'olmasdan turgan laboratoriya sistemasiga nisbatan o'zgarmas
tezlik bilan harakat gilayotgan kemani olaylik (kema inersial sistema
bo'lishi uchun yetarli darajada katta bo'lishi kerak, dengiz yoki daryo
tinch bo'lishi kerak, shunda kema yetarli darajada inersial sistemaga
yaqin boiadi). Shu kemadagi hamma oynalari yopiq bir xonada hech
ganday mexanik tajriba orgali kema harakat gilayaptimi-yogmi degan
savolga javob bera olmaymiz — hamma tajribalar laboratoriya
sistemasida qanday o'tsa, shunday o'tadi. Inersial sistemalarning mexa-
nika gonunlari nuqtayi nazaridan teng huquqliligi hagidagi tasdiq
Galiley prinsipi deyiladi. Inersial sistemalar teng huquqli deganimiz
ularda mexanika qonunlari bir xil ko'rinishga ega boiadi deganimizdir.
Mexanika qonunlari differensial tenglamalar orgali ifodalanadi, demak,
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bu tenglamalarning ko'rinishi hamma inersial sistemalarda bir xil bo'lishi
kerak. Bir sistemadan ikkinchi sistemaga o‘tish ma’lum bir almash-
tirishlarni talab qgiladi. Ularni topaylik.

Bizga ikkita sistema berilgan bo‘lsin, ulardagi koordinatlarni r va
f deb belgilaylik, shtrixlangan sistema birinchi sistemaga nisbatan ¥
tezlik bilan harakat gilayotgan bo'lsin. Bu ikki sistemadagi koordinatlar

r=r + Vt (1.33)

ko'rinishda bog'langan bo'ladi. Vaqt klassik tnexanikada absolut
xarakterga ega:

t'= t (1.34)

Bu — postulat,1 klassik mexanikaning matematik apparati shu
postulatga asoslangan.

Yuqoridagi formulalar? (1.33) va (1.34) Galiley almashtirishlari
deyiladi. Inersial sanoq sistemalarning teng huquqligi mexanika
gonunlarining mana shu almashtirishlarga nisbatan kovariant bo'lishi
kerakligini bildiradi. Kovariant degani ko'rinishi o'zgarmaydi degani
ya’ni, tenglama (r,t) o'zgaruvchilarda qanday ko'rinishga ega bo'lsa,
(rV) o'zgaruvchilarda ham huddi shunday ko'rinishga ega bo'lishi
kerak. Demak, Galiley prinsipi harakat gonunlariga kuchli talab
go'yar ekan.

1.4. Galiley invariantligi va erkin jismning
Lagranj funksiyasi

Bir inersial sistemadan unga nisbatan V o'zgarmas tezlik bilan
harakat gilayotgan ikkinchi sistemaga o'tganda jismning koordinatlari
va tezliklari quyidagi Galiley almashtirishlari orqali bog'langanligini
bilamiz:

r'-r + Vt, vi=v + V. (1.35)

Bitta jismning mana shu ikkila sistemalardagi Lagranj funksivalari
orasidagi t'arq

L(rv>L(r,v)+~/(nV) (1.36)

1 «Vaqt 0°‘Z-0‘zicha, hsch narsag:1 bog' lig bo‘lIma£3n hcJda oquvchi absolut
nrbtansiya» (Nyvton).
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ko‘rinishgagina ega boiishigina mumkin. Aks holda ikkala Lagranj
funksiyalari har xil harakat tenglamalariga olib kelgan bo‘lar, bu esa
inersial sistemalarning teng huqugqliligini buzadi (paragrafga garang).
Bu yerdagi ixtiyoriy noma’lum funksiya/(r,V), albatta, V ga bog‘lig
bo'lishi kerak. Hattoki, kichik Kuchun

I(r,V)=VIi(r) (1.37)

bo‘lishi kerak, chunki V =0 bo'lganda ikkala Lagranj funksiyasi bir-
biridan farqg gilmasligi kerak. Oddiy yoyilma (tezlik ¥ ni kichik deb
faraz qilaylik)

L(r+Vrv+V)=L(r,v)+rVe— +V m» (1.38)
ar ov

dan kelib chigadiki,

M L+vE v (n)- <1.39>
V ning ixtiyoriyligi va o'zgarmasligini hamda harakat tenglamasini
hisobga olinsa:

=0 (1.40)
dt,

kelib chigadi. Endi fazoning bir jinsliligi hisobga olinsa:
dL d dL
ar nas,=°- C-41>
Demak,

(142>

f funksiya faqgat r ning funksiyasi bo‘lgani uchun undan r bo'yicha

hosila ham fagat r ning funksiyasi bo'lishi mumkin. Ammo, (1.42)

tenglikning chap tomoni r ga umuman bog'liq bo'Imagani uchun
uning o'ng tomoni ham r ga bog'lig bo'Imaydi:

TJ =~mr (1-43)

orl
biz bu yerda qulaylik uchun indeksli belgilashlarga o'tdik, ixtiyoriy
tenglik uchun indekslar balansi bajarilishi bo'lishi, uning chap va o'ng
tomonlaridagi ozod indekslar soni teng bo'lishi kerak. Paydo bo'igan
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an sonlar o'zining kelib chigishi bo'yicha gandaydir o'zgarmas sonlardir.
Natijada

= . (1.44)

tenglikni olamiz. Ammo, L = L (v)2ekanligi ham ma’lum, bu degani,
hagigatda
Ry pe—" (].45)
dv
bo'lishi kerak degani, ya'ni m. = m deb olishimiz kerak. Bu sodda
ifoda oddiy integrallanadi:

L= Y m (>-46)

(Lagranj funksiyasidan konstantani hamma vaqt tashlab yuborish
mumkin). Mulohazalarimiz davomida paydo bo'lgan o0'zgarmas son
m jismning massasi deyiladi. Yo'l-yo'lakay kichik tezlikli Galiley
almashtirishlari uchun

/| = —mr v

ekanligini ham topdik.

Lagranj funksiyasida paydo bo'lgan va jismning massasi deyilgan
kattalik hamma vaqt musbat son bo'lishi kerak, aks holda erkin jism
uchun eng qisqa ta’sir prinsipi bajarilmas edi

s= "31 \y 2dt (1.47)

ifoda m < 0 bo'lganda hamma vaqt manfiy bo'lib tezliklar katta bo‘lgan
sari quyidan chegaralanmagan, va, demak, minimumga ega bo‘la
olmaydigan bo'lib qolar edi.

Lagranj funksiyasiga vaqt va koordinataning biror-bir funksiyasining
vaqt bo'yicha to'lig hosilasini qo'shib, yangi Lagranj funksiyasiga
o'taylik:

L'=L +jf(q,t). (1.48)

Bu hoida ta’sir integrali fagatgina gandaydir anig songa o°‘za-
garadi:

20



I
S'= jdtL':S+f(thh)~f(qa,ta). (1.49)
h
SS = Ova 8% = Oshartlar bir-biridan farq gilmagani uchun harakat
tenglamalari ham o'zgarmaydi. Shu sababdan L' va L Lagranj
funksiyalarini ekvivalent Lagranjfunksiyalari deyiladi.
| funksiya sifatida biror konstantaning vaqtga ko‘paytmasini olsak:
/ = ct ikki ekvivalent Lagranj funksiyalari mana shu konstanta c ga
faqr qgiladi.

1.4.1-misol. L'=.rsin/ va L =-.xcost Lagranj funksiyalari ekvivalentdir:

L'=isin/=-xcost + — (xsint). (].50)
dt

Ikkala Lagranj funksiyasi uchun harakat tengiamaiarini solishtiraylik:
L=-xcost Lagranj funksiyasi uchun:

— =-cosf, ~ =0=>c0s? =0 (L51)
dx oi
L'=.ismt Lagranj funksiyasi uchun:
AN =0, =sin/ =>co0s? =0 (1.52)
dx dx

Harakat tenglamalari bir xil bo'ldi.

Lagranj funksiyasining yana bir umumiy xossasi bor uni ixtiyoriy
o'zgarmas songa ko'paytirishimiz mumkin, harakat tenglamlalari bunda
o'zgarmaydi. Bu Eyler—Lagranj tenglamalaridan yaqqol ko'rinib turibdi.

1.5. Moddiy nuqtalar sistemasining Lagranj funksiyasi

Erkin zarrachalar sistemasidan boshlaylik. Bir necha erkin moddiy
nuqtalar sistemasidagi har bir nuqtaning harakat tenglamasi boshqa
nugtalaming holatiga bog'liq bo'lishi mumkin emas. Bu degani, erkin
moddiy nuqtalar sistemasining Lagranj funksiyasi additivlik xossasiga ega:

2
Az (1.53)
a ~
Tajriba shuni ko'rsatadiki, moddiy nuqtalar orasidagi o'zaro ta’sir
shu moddiy nuqtalarning koordinatlariga bog'lig bo'lgan va potensial
energiya deb atalgan U (rvr2...,r) funksiya orqgali ifodalanadi. Bu
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holda sistemaning Lagranj funksiyasi

(1.54)
da

ko'rinishda olinishi kerak. Yig'indiga kirgan

L-i 2 (1.55)

ifoda sistemaning kinetik energiyasi deyiladi.
Harakat tenglamalarini olish uchun Lagranj hosilalari hisob-

lanadi:
AL du  dL iy
= HIv,, = mrn.
dr,, dra’ dva (1.56)

Demak, sistemaga kirgan a- zarrachaning harakat tenglamalari

(1.57)

ko'rinishga ega bo'ladi. O'ng tomondagi vektor a- zarrachaga ta’sir
gilayotgan kuch deyiladi:

Dekart sistemasida harakat tenglamalari Nyuton tenglamalari ko*-
rinishini oldi:

(1.59)

Harakat tenglamasiga potensial energiyaning fagat hosilasi Kkirdi,
demak, potensial energiya o0'ziga ixtiyoriy konstantani qo'shib qo'yish-
gacha aniqlikda aniglangan. Bu awalgi paragrafdagi ekvivalent Lagranj
funksiyalarining muhokamasiga mos keladi.

Lagranj funksiyasi dekart koordinatlar sistemasida keltirib chi-
garildi. Sistemaning Lagranj funksiyasini umumlashgan koordinatlar
tiliga o'tkazib olish giyin emas. Dekart va umumlashgan koordinatlarni
bog'laydigan eng umumiy ifoda (nuqtalarning nomeri a yuqorida
yozaylik):

(1.60)
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Shunga ko'ra

1y . o0 r,=iy,,v 3" a‘t .
Y 2 ij.k UUJ U.j}|< (L61>
formula hosil boiadi. Agar
IRV TR
X 2jnr %’qu dn%£< (1-62)
belgilash kiritilsa Lagranj funksiyasini
1=j X aikuigk~U{ch....q"] (1-63)

ko'rinishga keltirib olinadi, bu yerda n-erkinlik darajalari soni. Ko'rinib
turibdiki, umumiy hoida kiritilgan koeffitsiyentlar umumlashgan
koordinatlarning funksiyalari boiadi:

1.5.1-misol. Lagranj funksiyasini sferik va silindrik sistemalarda toping.
Dekart sistemasida Lagranj funksiyasi

ko'rinishga ega edi. Sferik sistemaga

Xa = r,sin Qacoscp,, VY, = h,sin0,, sin<p,,, = racoso0,, (1.65)

formulalar bo'yicha o'tiladi. Hamma hosilalarni hisoblab

L= +rfdj- +ra2sin20,( / > , /) - ..) (1.66)

a
formulaga kelamiz. Agar bitla moddiy nuqta haqida gap ketayotgan bo'lsa

Y\ = t0 T T
=+ + 1 sin" Bp~)-11(r,8,(p) (1-67)

ifoda shu nuqgtaning sferik sistemadagi Lagranj funksiyasini beradi.

Silindrik sistemaga kelaylik. Bu hoida

a, = racosgm, Y, = rusinga (1.68)

formulalardan foydalanib

1= mu(a+rada+")~U @>P\-z\"-m) (1+69)
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ifodaga kelinadi. Bitta nuqgtaning Lagranj funksiyasi esa

L="-(r2+r2p2+ :2)-U(r.<p.z) (1.70)

ko'rinishga ega bo'ladi.

Sistema ikki kichikroq sistemalardan iborat bo'isin: A va B. Shu
ikki sistemani bir-biridan uzoqlashtira borilsa ular orasidagi o‘zaro
ta’sir ham kamaya boradi va cheksiz limitda uni nolga teng deb garash
mumkin. Ya’ni, o'zaro ta’sir gilmayotgan gismlarga kirgan moddiy
nuqtalar bir-biridan mustaqil bo'igan harakat tenglamalariga ega
bo'lishi kerak.

Bu degani Z4ga B ga taallugli koordinatalar kirmaydi va aksincha.
Buni sistemaning umumiy Lagranj funksiyasi ikki qism orasidagi cheksiz
limitda

limL = La+ LB (1.71)

xossaga ega bo'lishi kerak deb ifodalashi mumkin. Bunday xossa
additivlik xossasi deyiladi. Avvalgi paragrafning oxirida aytib o'tilgan
xossa Lagranj funksiyasining ixtiyoriy songa ko'paytirish mumkin-
ligining additivlik xossasi nuqtayi nazaridan shuni bildiradiki, hamma
ko‘p sistemalarning Lagranj funksiyalarini bir vagtda gandaydir bitta
songa gaytarish mumkin. Topilgan xossa fizik kattaliklarning o'lchash
birliklarini tanlashga tegishlidir —hamma zarrachalar uchun bir birlik-
lar sistemasidan ikkinchisiga o'tilganida Lagranj funksiyasi ma’lum
bir songa ko'pavadi.

1.6. Bogianishlar bo‘lgan holda Eyler—Lagranj
tenglamalari

Avvalgi paragrafda ko'rilgan hoi sistemada bog'lanishlar bo'Ima-
gandagi sodda vaziyatga mos keladi. Bog'lanishlar mavjud bo'lsa, ha-
rakat tenglamalari qay darajada o'zgarishi kerak?

Birinchi navbatda bog'lanishlarning klassifikatsiyasini keltiraylik.
N ta zarrachali sistemani ko'raylik. Uning erkinlik darajalari soni 3N
ga tengdir. Shu sistemada Kk ta bog'lanishlar bo'isin. Albatta, kK < 3TV
bo'lishi kerak. Agar bog'lanishlarning ko'rinishi

r2 ..,rvt)=0/7/=1 .., K (1.72)

bo'lsa, ya’ni, ularga tezliklar kirmasa, bunday bog'lanishlar golonom
bogianishlar deyiladi.
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1.6.1-misol. Sistema ikkitajismdan iborat bo'lsin va shu jismlar orasidagi
masofa o'zgarmas va berilgan son / ga teng bo'lsin:

Ir,(f)-r2()| = /. (1.73)

1.6.2-mlsol. Zzarracha radiusi R — ga teng va markazi r0 nuqtada
joylashgan sferaning ustida harakatlanmoqgda:

(x(t)-X0f + (y(t)-y0)2+ (z(t)-z0)2=R2m (1-74)

Golonom bog'lanislilarga tezliklar bevosita kirmagan bo'lsa ham
ular tezliklarni ham cheklaydi. Bunga ishonch hosil gilish uchun (1.72)
ni vaqt bo'yicha differensiallaylik:

. e *eo <We*>
A

(1.72) bog'lanishlar tezlanishlarni ham bog'laydi, buni ko'rish uchun
(1.75) tenglamani vaqt bo'yicha yana bir differensiallash kerak:

..... m  (176)

Ma’lumki, jismning tezlanishi va unga ta’sir gilayotgan kuch o'zaro
proporsionaldir. Shu nuqtayi nazardan bog'lanishlar sistemaga kirgan
gismlarning orasidagi go'shimcha kuchlar sifatida ham qaralishi
mumkin.

Vaqtga bog'lig bo'Imagan golonom bog'lanishlar skleronom bog*-
lanishlar deyiladi, vagtga bog'liq bo'lganlarini esa reonom bog'lanishlar
deyiladi.

Agar bog'lanishlarga tezliklar ham bevosita kirsa:

[;(rLr2,...,rNrLr2,..rN) =0, i=\,..k (1.77)

va ularni integrallash yo'li bilan (1.72) ko'rinishga keltirish mumkin
bo'Imasa bunday bog'lanishlar nogolonorn yoki integrallanuvchanmas
bog‘lanishlar deyiladi. 3/v o'zgaruvchilar rp..., rivning K tasi harakat
tenglamalaridan emas, ynqoridagi shartlardan topiladi. Bundan harakat
tenglamalarining ham fagat 3jN — k tasining mustaqilligi kelib chigadi.

Bog'lanishlar bilan ganday ishlash kerak? Birinchi fikr — ularni
oshkora holda yechib koordinatalarning k tasini boshga koordinatlar
orqali ifodalab olish magsadga muvofiq bo'lar edi. Ammo, nogolonorn
bog'lanishlar yechib bo'Imaydigan munosabatlar turiga kiradi. Golo-
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nom bog'lanishlarning ham ba’zi-birlari bilan yechilmagan holda
ishlash qulayroq bo'lishi mumkin. Shuning uchun bog'lanishlar paydo
bo'lganda Lagranj formalizmi shu bog'lanishlarni hisobga olish uchun
ganday o'zgarishi kerak degan savolga javob beraylik.

Bog'lanishlar bo'igan holda eng gisqa ta’sir prinsipi quyidagi ko'ri-
nishga keltiriladi.Golonom holdan boshlaylik va metodning mohiyatini
avval sodda misolda ko'rib chiqaylik.

Bizga f{x,y) funksiya berilgan bo'isin. Funksiyamizning biror
nuqtada ekstremumi mavjud bo'lishi uchun shu nuqtada

(1.78)

bo'lishi kerak. dx va dy lar mustaqil va ixtiyoriy bo'lgani uchun bu
nuqtada

(1.79)

bo'lishi yetarli va zaruriydir. Endi funksiyaning ekstremumi quyidagi
shart bajarilganda aniglanishi kerak bo'isin:

SU, v)=0. (1.80)

Bu degani dx va dy orttirmalar endi mustaqgil emas balki

18!
>y (181
shartdan kelib chigadigan
dx dg !'dy
dy /9 (1.82)
munosabatga bo'ysungan. Demak, ekstremum nuqtasida
df /3y _ dg/dy
df/3x  dg/ax (1.83)
bo'lishi kerak. Buni
df Idy _ df ldx (1.84)
dg/3y dg/dx

ko'rinishida yozib olinadi, bu yerda Anoma’lum konstanta. Lekin u
fagat x, y o'zgaruvchilarga nisbatan konstanta, agar masalada ganclaydir
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parametrlar bo'lsa noma’lum ¢ ularga bog‘lig bo‘lishi shubhasizdir.
Konstanta paydo bo‘lishining sababi shuki, bu tenglikning chap va
o‘ng tomonlari ikkita har xil funksiyalarning turli xil argumentlari
bo'yicha xususiy hosilalarining nisbatlaridir, x,y argumentlarning ixtiyo-
riy giymatlarida bu tenglik o ‘rinli bo'lishi uchun bu nisbatlar fagatgina
o'zgarmas son bo'lishigina mumkin, uni (—$1) deb belgiladik.

Demak, f (x,y) ning g =0 shart bajarilgandagi ekstremumi (shartli
ekstremumi)

(1.85)
dx dx dv dv

tenglamalardan topilishi kerak ekan. Ammo bu formulalar / + Xg
funksiyaning hech ganday shart yo'gligidagi oddiy ekstremumi uchun
tenglamalarning o'zidir. Paydo bo'igan kattaiik 4 Lagranj kopaytuv-
chisi deyiladi. Bu ko'paytuvchini Kkiritib shartli ekstremum masalasini
shartsiz ekstremum masalasiga o'tkazdik, ammo buning uchun masa-
ladagi noma’lumlar sonini bittaga ko'paytirishga to'g'ri keldi, chunki
Ayangi noma’lum, uni ham aniglash kerak.

Masaladagi o'zgaruvchilar va tenglamalar soniga aniglik Kiritaylik.
Uchta mustaqil o'zgaruvchi x,y, Abor. Ularni aniglash uchun uchta
tenglama mavjud (1.85) ga kirgan ikkita tenglama va g = 0 shart.

Shu sodda misolni umumlashtirib quyidagi sxemaga kelamiz. Bizga
(1.72) bog'lanish berilgan bo'isin. Ularni umumlashgan koordinatlar
ko'rinishida yozib olaylik:

(1.86)

Bu bog'lanishlarni Lagranj ko'paytuvchilariga ko'paytirib undan
integral olamiz:

(1.87)

i=
a

Ta’sir variatsiyasining nolga tengligi shartini esa quyidagicha yozib
olinadi:



Variatsion prinsipda ro'y bergan o‘zgarish shundan iboratki, Lagranj
funksiyasi o'zgardi:

L-tLAL +j~M qj), (1.89)
/=1

ta’sir integrali ham o ‘zgardi:
S-*S' =fdrL". (1.90)

Mana shu yangi ta’sirga eng qisqa ta’sir prinsipi go'llanilsa yangi
Eyler—Lagranj tenglamalari hosil bo'ladi:

£E-£*1.0. ,-,..... 3%, 0.91)
acji  dt aqi
Bog'lanishlarning ko'rinishi (1.86) ekanligini hisobga olinsa, olingan
tenglamalar avvalgi Eyler—Lagranj tenglamalaridan bitta qo'shimcha
had bilan faqr qilishini ko'ramiz:

Tl q-—K 2=1,_ 3N n 92)

Harakat tenglamalari sistemasiga qo'shimcha tenglamalarni qo'shib
go'yish kerak:

fl(g,t) =0. j=\,....k. (1.93)

Shu yerda aslida A =A.(/) bo'lishi mumkin ekanligini aytib o'tish
kerak (buni quyida keltirilgan misollarda yana ko'rib o'tiladi). Yuqorida
aytilgan ediki, A masaladagi o'zgaaivchilar (bizning holimizda q. lar)
ga nisbatan mustaqil o'zgaruvchi, ammo masaladagi boshqga para-
metrlarga bog'liqg bo'lishi mumkin. Variatsion prinsipda Aham ishtirok
etishi uchun uni umumiy holda vaqtga bog'lig deb hisoblash kerak.

(1.93) tenglamalar berilgan shartlardir, ammo ushbu yondoshishda
ular go'yoki qo'shimcha tenglamalar rolini o'ynaydi. Ularni variatsion
prinsipdan olish uchun ta’sir funksionalini A larni yangi o'zgaruvchilar
deb ular bo'yicha variatsiyalash kerak:

dst) =0« / = 01 J =V k. (194)

Harakat tenglamalari deganda (1.91) — (1.93) tenglamalar siste-
masini ko'zda tutish kerak. Tenglamalar va noma’lumlar sonini solishti-
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raylik. Awalida 3N —k ta mustaqil o°‘zgaruvchi bor edi: 3N ta q. lar
K ta bogianishlarga boysungan. Yangi formalizmda 3jV + Kk ta mustaqil
o‘zgaruvchilar bor: 3N ta g va k ta 4. Tenglamalar soni ham 3N + K
taga teng: 3N ta (1.92) va k ta (1.93) tenglamalar.

Nogolonom bogianishlarga o'taylik. Ular bilan ishlash usuli
yuqoridagidan farq giladi. Odatda, nogolonom bogianishlarga tezliklar
chiziqli holda kiradi:

(1.95)

Agar bu bogManishlarni <& ga kofpaytirilsa ular

K
(1.96)

ko‘rinishga ega boiadi. Yaqqol ko'rinib turibdiki, koordinatalarimizning
variatsiyalari 5qj mustaqil emas, ular yuqoridagi Kk ta munosabatga
bo'ysungan. Bu holda Lagranj ko‘paytuvchilarini bevosita ta’siming
variatsiyasiga kiritamiz:

(1.97)

Natijada Eyler—Lagranj tenglamalari

(1.98)

ko‘rinishni oladi.

Birinchi garashda golonom va nogolonom hollarda har xil
tarzdagi yo‘l tutganimizdek boiib ko‘rinsa ham olingan harakat
tenglamalari ikkala holda ham bir xil ko‘rinishga ega boiadi.
Hagiqgatan ham, (1.72) golonom shartni (1.75) ko'rinishda yozib
olinsa u nogolonom boigan (1.95) shart ko‘rinishini oladi, (1.75)
dan (1.95) ga o'tish uchun

deb yozish kerak. Bu (1.92) bilan (1.98) ning bir-biriga mos ekanligini
ko‘rsatadi.



Harakat tenglamalari bir xil ko'rinishga keltiriigan bo'lishiga gara-
masdan golonom va nogolonom shartlarning orasida boshqga farglardan
tashqgari yana bitta katta farqg bor —ikkala hoida sistemaning erkinlik
darajalari soniga har xil yondoshish kerak. Bu masala «Qattiq jism»
bobida muhokama qilingan.

1.6.3-misol. Shipga osib qo'yilgan
mayatnik ko'rsatilgan. Koordinat o'qlari
1.1-rasmda ko'rsatilgan. Mayatnik ikki
o'lchamli (x, y) tekisligida harakat qi-
layotgan bo'isin, shu sababli uning koor-
dinatlarini (x, y) deb bclgilaylik. Y a’ni,
mayatnikning uchidagi moddiy nuqtaning
2 la erkinlik darajasi bor. Ammo bitta
bog'lanish bor

xl+y2=1\ (1.99)
1.1- rasm. Mayatnik. bunda / mayatnikning uzunligi. Bu — skle-

ronom bog'lanish. Demak, mayatnikning
mustaqil erkinlik darajasi bitta, shu erkinlik darajasi sifatida, odatda, burchak

¢p olinadi. Haqgigatan ham,
X =/cos<p y = /sirup (1.100)

munosabatlar (1.99) bog'lanishning yechimini beradi.
Harakat tenglamalarini tahlil gilaylik. Birinchidan Lagranj funksiyasini
tuzaylik: sistemaning Kkinetik energiyasi

r =-(A- +y2). (1.101)

Mayatnikning potensiai energiyasi Yer tortishish kuchi bilan aniglanadi,
potensiai energiyani y = | nuqtada nolga teng deb olinsa

U=mg(l-y)=mgl+U"’ (1.102)

ifoda hosil bo'ladi. Lagranj funksiyasiga kirgan o'zgarmas sonni tashlab
yuborish mumkin bo'lgani uchun

[.=T-U"= (.r +y2)+ mgy. (1.103)
Agar (1.99) ning yechimi bo'lgan (1.100) formulalarni bu Lagranj

funksiyasiga qo'yilsa bitta mustaqgil o'zgaruvchiga bog'liq bo'lgan Lagranj
funksiyasi topiladi:

L=—1 (p +mg!cosq (1.104)



Shu yagona o'zgaruvchi tilida harakat tenglamalarini tuzish giyin emas:

= —m g lsin<p, =T12¢p => (p+ —sin<p =0. (1.105)
do> ' dtp |

Endi umumiy metodga o'taylik. Umumiy metod bo'yicha Lagranj
funksiyasi quyidagicha yoziladi:

oT T O >
L =— U™+ >"+mgy+ \{lI~ -x (1.106)
Noma’lumlar soni uchta {r.y,A}. Har biriga to‘g‘ri keluvchi harakat teng-

lamalarini yozib chigamiz:

mx - —2XXx,
my = —2Xy + mg,

1 i2
X<+ Vo=,

(1.107)

x va y uchun harakat tenglamalari olindi, X uchun esa uning vaqt bo'yicha
hosilasi kirgan tenglama yo'q, demak, bu o'zgaruvchi mustaqgil dinamikaga
ega bo'lgan o'zgaruvchi emas. Tenglamalar sistemasini yechishni uning
uchinchisidan boshlash qulay:

X =/sin<g, y=/cosc
Uiarning ikkinchi tartibli hosilalari:
J= -1 2sin<p+ /<pcos<p, Vv = -lI<p2cos (p-1dsin (p. (1.109)
Bularni birinchi ikkita tenglamalarga go'yamiz:
ml (¢ cos (p- 2sin <p)+ 2A/sin (p= 0;
ml(dbin (p+ p2coscpj-2Xlcoscp = -mg.

Ikkita noma’lum <p X uchun ikkita tenglama qoldi. Uiarning birinchisini

cos ¢ ga va ikkinchisini sin @ ga ko'paytirib, go'shilsa @® uchun tenglama
hosil bo'ladi:
(p+ ysin<p = 0. (1.111)

Hosil bo'lgan tenglama (1.105) ning aynan o'zidir. Lagranj ko'paytuvchisi
X ni ham topish oson:

1 1
A=-m(p~ +— mg cos (p. (1.112)
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Ko'rinib turibdiki, X mustaqil o‘zgaruvchi emas, uning qgiymati to'liq
ravishda (1.111) ning yechimi (p(t) orqali aniqlanadi. Lagranj ko‘paytuvchisi
X dinamik o ‘zgaruvchi boimasa ham u gandaydir o ‘zgaruvchi, umumlash-
gan koordinatalarning biri. Uning mana shu xususiy misoldagi ma’nosi
nimadan iborat? Oxirgi formuladan ko‘rinib turibdiki 2/1/ mayatnikka ta’sir
gilayotgan ikkita kuchning yig'indisiga teng: markazdan gqochma kuch
plus gravitatsiya kuchining ipga proyeksiyasi. Hagigatan ham, (1.98) dan
ko'rinib turibdiki, had bogianish orqali paydo bo‘lgan kuch ma’nosiga
ega bo'lishi kerak.

1.6.4.-misol. Yer bilan (p burchak hosil gilgan
giyalik bo'yicha harakat qilayotgan a radiusli silindr
masalasini garab chiqaylik.

Masalada ikkita umumlashgan koordinata bor

g =x,q~ =9. Silindrimiz sirpanmasdan tushayapti de-
moqchi bo'lsak uning harakatini
1.2- rasm. Qiyalik

bo'yicha as =x d-n3)
tushayotgan shartga bo'ysundirish kerak. Bu shart silindrning tekis-
silindr. likka tegib turgan nuqtasining ilgarilanma harakat tezligi

uning aylanma harakat tezligiga tengligini bildiradi.

Ya’ni, bu shart ishgalanish kuchi borligini hisobga
olishga tengdir. Shart o‘z ko'rinishi bo'yicha nogolonom bo'lishiga garamay
uni integrallab tezliklar kirmaydigan, fagat umumlashgan koordinatlarga
bog'lig bo'igan shaklga keltirishi mumKkin:

d(aB- x) =0 —aB - x = const. (1.114)

Silindrning kinetik energiyasi ikki gismdan iborat:

T-""mx'+~"TK'B". (1.115)

Birinchi had ilgarilanma harakat kinetik energiyasi, ikkinchi had aylanma
harakat kinetik energiyasi («Qattiq jism» bobiga garang). ikkinchi haddagi
koeffitsivent silindrning inersiya momenti bilan aniqlanadi, uning aniqg
ta’rifi hozir zarur emas. Potensial energiyani

U = mE(/-.Y)sin<p (1.116)

ko'rinishda olamiz Bunda / - qiyalikning uzunligi. mgl sin < — silindr-
ning harakat boshidagi potensial energiyasi. Albatta, mgl sin cp o'zgarmas
hadni tashlab yuborish mumkin, u harakat tenglamalariga ta’sir qilmaydi,
ammo uni potensialining fizik ma'nosini yoritishga xizmat gilgant uchun
goidiramiz. Demak, Lagranj funksiyasi
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2 2
Harakat tenglamalariga o‘taylik. Bu hoi shunday holki, golonom va
nogolonom hollardagi metodlarning ikkalasini ham qoilashi mumkin, chunki
bog'lanishni ikkala ko‘rinishda yozib olindi — (1.113) va (1.114) formulalar.
Agar golonom holidagi metoddan foydalanilsa, Lagranj ko‘paytuvchisini
bevosita Lagranj funksiyasiga kiritiladi:

L'= L + X(aQ —x —C\), (1.118)

bunda c) ixtiyoriy konstanta. Uchta o ‘zgaruvchi bor x, B, A Mana shu
umumlashgan koordinatlar bo'yicha harakat tenglamalari yozib olinadi:
mx = mg sin - $;

mk 0 = aXx:

(1.119)

aB - x = C,.

Oxirgi tenglamani aB = x ko'rinishga keltirib olib, oddiy hisob yordamida

(1.120)
va
x=—8Zrsin 9 (1.121)
a + k~
ekanligini topamiz. A ning ma’nosini — F - dL'/dx = mg sin 9—A formu-

ladan olish mumkin. Fumumlashgan kuch, u ikki gismdan iborat: birinchisi
tortish kuchi, ikkinchisi ishqgalanish kuchi.

Demak, qiyalik bo'yicha aylanib tushayotgan silindrga ta’sir gilayotgan
ishgalanish kuchini topdik.

Silindrning tezlanishiga kelaylik. Agar qiyalikni absolut tekis ya’ni,
masalada hech ganday ishgalanish yo'q deb olsak, (1.113) shart paydo
bo'Imas edi, silindr aylanib tushishi kerak ham bo'lmas edi. Ya’ni, kinetik

energiya hadida 0 ga bog'liglik ham paydo bo'Imas edi. Bu hoida (1.120)
va (1.121) tenglamalarda k = 0 deb olish kerak (bu bilan silindrning
aylanma harakatini chigarib tashlaymiz).

Ko'rinib turibdiki. ishgalanishning mavjudligi silindrning tezlanishini
kamaytiradi.

Harakat tenglamalarini integrallash qiyin emas. Qiyalikning uchida
turgan silindrning boshlang'ich tezligini nol deb quyidagi topiladi:
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Pa‘ge- .
X - a&——y sin<p + /sinip. (1.122)
2 cl +Kk~

Bu formuladan silindrning gqiyalikning oxirigacha yetib borishi uchun
gancha vaqt kerak degan savolga javob topish qgiyin emas, buning uchun
x(tn)=1 tenglamani yechish kerak xolos.

Shart boshida nogolonom (1.113) ko'rinishga ega edi. Mashq sifatida
shu masalani nogoionom shartga mos keluvchi ikkinchi metod (1.98)
yordamida yechaylik. Buning uchun (1.113) shartni (1.95) va (1.96) ko‘ri-
nihslarga keltirib olinadi:

-X +aB = MCKIK =°- (1.123)

Shartning soni bittaligidan foydalanib ctk —ck ekanligiga o ‘t.ildi. Yuqori-

dagidan topamizki q =-1,c2 = a. Harakat tenglamalarini (1.98) orqgali yozib
olinsa yana o'sha (1.119) formulalarga kclinadi, fagat oxirgi tenglama

sifatida aB = n tenglamani qoMlash kerak.

Masalani birinchi mctod bilan ycchilganda aB = x munosabatning
o;zidangina foydalanilgan edi, shu sababdan ikkinchi metod ham huddi
o0‘sha yechimni beradi.

1-bobga mashq va savollar

1 Erkinlik darajalasi nima?
2. Qanday sistema inersial sistema deyiladi?
3. Berilgan Lagranj funksiyalari uchun harakat tenglamalarini toping:

a) L=-if - —cf\ b) L ~-tif\ c) L--B" +-5in2602-c0s0.
2 2 2 2 2

4. Quyidagi Lagranj funksiyalariga mos keluvchi harakat tenglamalarini

toping:
a) L="-(p 2+~B2+hB) + 3Lcos(p\ b) L -tXX
c) L=-s\-x2+ AX)k-(p(x); d) L=x1-(<?2J- 1)2.
5. Quyidagi Lagranj funksiyasi bilan xarakterlanuvchi sistemalarning

tezlanishlarini toping:
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a) L=-\j\~~q2+q\ b) L- i+ 2r 6 +7;

N

1
€) L=-(x"+\ 5+ (xy-yx).
2
6. To 'lig hosi/ani tashlab yuborish yo ‘li bilan ekvivalent Lagranj funk-

siyasini tuzing:

a) L'=—(q+1)2\ b) L'- ~(q+q)2; c) L'=xy-yx\
t) L' =txx ; e) £' = <)cosf; f) L'=— (2axt+ a2t~).

7. L~A> LT - L+d—f(q.t) almashtirish natijasida Eyler—Lagranj tengla-
t

malarining o zgarmasligini ko Tsating.

8. Galiley almashtirishlari r —r‘=r+\t bajarilganida erkin zarraning
Lagranj funksiyasi ekvivalent ko'rinishga o'tishini ko ¥sating.

9. Dekart koordinatlari bilan quyidagicha bog'lanishda bo'lgan koordi-
natlarda moddiy nuqtaning Lagranj funksiyasini tuzing:

a) X = R(rp+sirup), y = R(\-cos(p);

P
b) X=(@p+8,y =-:
) (P y U

c) x=J%$ncos(p, y = yf*rj sin (p. = A~

10 L=-yJx 2 Lagranj funksiyasiga mos keluvchi tasir S = jLdt

uchun

x = c/chA+ rshA, f= f/shA+rchA
almashtirish bajarilganda S = ~L(x)dt =jL(q)dr bo'lishini ko'rsating (A —
0 zgarmas, g = dqidr ).
11. Bir jinsli og'irlik mciydonida joylashgan gorizontal chizigda harakat-

lanuvchi ini va vertikal chizigda harakatlanuvchi Ta3zarralarning Lagranj

funksiyasini tuzing.
Uiarning orasidagi masofa o‘zgarmas va a ga teng (1l.3-rasmning
birinchisiga garang).
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T

at

rasm. 11-, 12- va 13- mashglarga oid.

12. 1.3-rasmning o'rtasida ko'rsatilgan tekis mayatnik uchun Lagranj
funksiyasini tuzing.

13. 1.3-rasmning o'ngida ko'rsatilgan mayatnik uchun Lagranjfunksiyasini
toping, m, nuqgta x o'gi bo'yicha ixtiyoriy harakat giladi.
14. Massasi m va uzunligi | bo'lgan mayatnikning osish nugqtasi
a) vertikal tekislikda a radiusli aylana bo'yicha o‘zgarmas J burchak
tezligi bilan harakatlanmoqda;
b) y ofqi boYyicha acosyt qgonun bo¥yicha harakat gilmoqda.
Shu sistemalarning Lagranj funksiyalarini toping.

Yy

a

m
1.4- rasm. 14- mashqgga oid.

15. 0 zaro ta 5ir energiyasi

U = kv, -T- bo ‘lgan ikki zarradan iborat
mexanik sistemaning Lagranjfunksiyasini tuzing, harakat tenglamalari hamda
r,(/),r,(7) larni toping.



2-bob. HARAKAT INTEGRALLARI

Harakat jarayonida sistemaga kirgan moddiy nuqtalarning holati
o'zgaradi, shunga ko‘ra, ularning umumlashgan koordinatalari gj va

tezliklari gi ham o‘zgarib boradi. Ammo shu kattaliklardan tuzilgan

va fizik jarayon davomida o°‘z qiymatini o ‘zgartirmaydigan kattaliklar
ham mavjud, ular saglanuvchan kattaliklar deyiladi.
Matematik ta’rifdan boshlaylik. Ta’rif bo‘yicha

f{Uqg\,q2,-,gnA\,42i-A*) = C\ (2-1)
funksiya
dL  d 3L
.-=0, Ie.a (2.2)
dgt dt dojj

differensial tenglamalar sistemasining birinchi integrali yoki harakat

integrali deyiladi gachonki W\ Yr™-~Yn, YA AU A-ANY, C Jarning o ‘rniga
(2.2) tenglamalarning yechimini qo‘yganimizda/funksiyamiz o'zgar-
mas songa aylansa. Uning son giymati masalaning boshlang‘ich
shartlariga bog‘lig boiadi. Harakat integrallari saglanuvchi kattalikning
yana bir boshga nomlanishidir. (2.2) tenglamalarning birinchi integral-
larining soni bir nechta boiishi mimkin.

Umumiy hoida s erkinlik darajali sistema 2s — 1ta harakat integraliga
ega boiadi.

Saglanuvchan kattaliklar fizikada markaziy rollardan birini o ‘ynaydi.
Saglanuvchan kattaliklarning hammasi ham teng ma’noga ega emas.
Masalan, bir nechta saglanuvchan kattalikdan tuzilgan ixtiyoriy funksiya
yana saglanuvchan kattalik boiadi, ammo uning mustaqil ahamiyati
katta boimaydi.

Biror bir kattalikning sistema uchun giymati shu sistemaga kirgan
gismlar uchun giymatlarning yig‘indisiga teng boisa, bu kattalik additiv
kattalik deyiladi. Saqlanuvchi kattaliklar ichida additivlik xossasiga
ega boiganlari aynigsa katta ahamiyatga egadir. Biz shu boiimda
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ko'rib chigadigan saglanuvchi kattaliklar bir tomondan fundamental
xarakterga ega —ularning kelib chiqishi fazo va vagtning fundamental
xossalariga bog‘lig — ikkinchi tomondan ular additivlik xossasiga ega.
Saglanuvchan kattaliklar fizik jarayonlar hagida muhim ma’lumot beradi
va ko‘pgina hollarda masalani to‘lig yechishga birdan-bir imkoniyat
beradi.

2.1. Energiyaning saqglanish qonuni

Vagqtning bir jinsliligining natijasi bo'igan saqlanuvchi kattalik
keltirib chiqaraylik. Bu holda Lagranj funksiyasi vaqtga oshkora
bog‘lig bo‘lmaydi, ya’ni, L~L(q,q) bo‘ladi. Vaqtga bogMiglik
Lagranj funksiyasiga fagat koordinatalar q.(t) orqaligina kiradi. Shuni
hisobga olib, Lagranj funksiyasining vaqt bo'yicha to‘liq hosilasini
topaylik:

. dL d dL Xd . dL
-
dt 4> + dt dq 7tq> dq,
d ur-' . dL (2'3)
dt d(jj
= (i

Bu formulaning o‘ng tomoni chap tomoniga o'tkazilsa

vV . 3L o
dq, (2.4)
721

formula hosil bo‘ladi. Qavs ichidagi kattalik energiya deyiladi:

dL
- L (2.5)

U vaqt o‘tishi bilan o‘zgarmaydigan, saglanuvchi kattalik ekan.
Olingan (2.4) munosabat energiyaning saqglanish gonuni deyiladi.

Energiya saglanish qonuni fizikadagi eng muhim tushunchalardan
biri ekanligini hisobga olib uni yana bir yo‘l bilan keltirib chigaraylik.
Eyler - Lagranj tenglamalari (2.2) ni g, ga ko‘paytirib quyidagi holga
keltiriladi:
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Bu yerdan ko‘rinib turibdiki, agar L vaqtga oshkora bog'liq bo‘i-
masa L= L(q,q) energiya harakat tenglamalarining birinchi integrali,
ya’'ni saglanuvchan kattalik bo'lar ekan.

Energiyaning son giymatiga kelganimizda u (2.5) ga kirgan trayek-
toriya va tezlikning boshlang'ich giymatlari orqali aniglanadi. Energiyasi
saqlanuvchi sistemalar konservativ sistemalar deyiladi. Ular gatoriga
yopiq sistemalar kiradi. Agar sistema vaqtga bog‘lig bo‘lmagan tashqi
maydonda harakat gilayotgan boisa bu hoida ham uning Lagranj
funsiyasi vaqtga bog‘lig bo‘!maydi, vaqt yana bir jinslidir, energiya
saqlanadi.

2.1.1-misol. Energiya harakat tenglamasining birinchi integrali ekanligini

isbot qiling.
Ishot:
dU (r
mv = — (N (2.7)
dr
(2.8)
(2.9)
ga teng, o'ng tomondagi 1J=t/(r(f)) funksiya uchun
(2.10)
ekanligidan foydalanib
2.11)
dt\ 2 7

formulaga kelamiz. Qavs ichidagi ifoda kinetik va potensiai energiyalarning
yig'indisi - to‘lig energiyadir.



2.2. Impulsning saglanish gonuni

Fazoning birjinsliligidan kelib chigadigan saqglanish qonunini keltirib
chigaraylik. Ko'rib chigishni Dekart koordinat sistemasidan boshlaylik.
Fazoning bir jinsliligi shuni bildiradiki, sistemani butunligicha (uni
buramasdan ya’ni, o‘ziga parallel gilib) bir nugtadan ikkinchisiga ko*-
chirilsa sistemaning holati o‘zgarmaydi. Bundan uning Lagranj
funksiyasi ham o ‘zgarmaydi degan ma’no kelib chigadi. Sistemaning

o'ziga parallel ko'chirishni r(, —»r/, =r,, +e ko'rinishda ifodalash mum-

kin. Bizning maqgsadimizga cheksiz kichik ko'chirish yetarli boigani
uchun e ni cheksiz kichik o'zgarmas vektor deb garaymiz. Sistemaga

kirgan hech bir nugtaning tezligi o'zgarmaydi: ru=ra. Lagranj
funksiyasining o'zgarmaslik sharti quyidagi ko'rinishni oladi:

(2.12)

Ko'chirish vektori e ixtiyoriy bo'lgani uchun

(2.13)

ekanligiga kelamiz. Bu formulani esa harakat tenglamalari yordamida

(2.14)
ko'rinishga keltiramiz. Yig'indiga kirgan

(2.15)
kattalik a — nuqgtaning impulsi deyiladi,

(2.16)

esa sistemaning to‘lig impulsi deyiladi. (2.14) formula esa sistemaning
to'lig impulsi saglanuvchan kattalik ekanligini ko'rsatadi.

Umumlashgan koordinatalar sxemasida o'tsak, Lagranj funksiya-
sining umumlashgan tezliklar bo'yicha hosilasi



umumlashgan impuls deyiladi. Harakat tenglamalari ularning tilida
P,=i=- 2.18
& @19)

ko'rinishga ega bo'ladi. Agar Lagranj funksiyasi biror g. ga bog'lig
bo'Imasa uni siklik koordinata deyiladi. Ko'rinib turibdiki, mana shu
siklik koordinataga mos keluvchi umumlashgan impuls p.uchun tenglama

Pi = 0 ko'rinishga ega bo'ladi, bundan umumlashgan impuls p. sagla-
nuvchan kattalik bo'ladi degan ma’no kelib chigadi.

2.3. Inersiya markazi

Bizga massalari mr m2 ..., mr bo'igan n ta moddiy nuqgtadan
iborat yopiq sistema berilgan bo'isin. Shu sistema uchun masofa
o'lchamligiga ega bo'igan quyidagi kattalikni tuzaylik:

X « N
R=-"Nw-
L ma (2.19)
a
Undan vaqt bo'yicha hosilani V deb belgilaylik:
R=v' x -/ (2-20)

Mahrajdagi sistemaning to'liq massasini Mdeb belgilansa, olingan
formuladan quyidagi formula hosil bo'ladi:

MV = )§I WKV, = )é p«. (2.21)

Impuls - additiv kattalik, sistemaga kirgan nuqtalarning impulslarining
yig'indisi sistemaning to'liqg impulsiga teng:

Xp«=P’ (2.22)
a

void
P = MV. (2.23)

Demak, sistemaga massasi M, tezligi V va radius-vektori R bo'igan
bitta moddiy nuqtadek garashimiz mumkin ekan. (2.19) formula orqali
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kiritilgan radius-vektor sistemaning inersiya markazi deyiladi. V tezlik
esa jismning bir-butunligicha ilgarilanma harakat tezligi bo'ladi.
Ikkita K va /isanoq sistemani kiritaylik, ularning ikkinchisi birin-
chisiga nisbatan o‘zgarmas VO tezlik bilan harakat gilayotgan bo'lsin.
Bu hoida har bir nuqtaning KvaK "' sistemalardagi radius-vektorlari

r«=r«+V (2-24)

munosabat orgali bog'langan bo'ladi. Inersiya markazlari, sistemaning
bir butunligicha tezliklari va impulslari uchun esa quyidagilarga egamiz:

Rn=R;, +VO, V,=V4VO0, P=P4MVO. (2.25)

Nsistemada \T/= 0 bo'lsin. Bu degani, K' da sistema bir
butunligicha qo‘zg‘olmasdan turibdi, uning to'liq impulsi ham nolga
teng. Bunday sanoq sistemasi inersiya markazi sistemasi deyiladi. Bu
hoida sistema bir butunligicha K ga nisbatan o'zgarmas V( tezlik (va,
demak, o'zgarmas impuls P) bilan harakat gilayotgan bo'ladi.

Uzliksiz tagsimlangan hajmi V va zichligi P(r) bo'lgan sistema
uchun inersiya markazi quyidagicha ifodalanadi:

JdVop(r)r
R=K¥71M)" (2-26)
y

Bir butunligicha qo‘zg‘olmasdan turgan sistemaning energiysi unga
kirgan zarrachalarning ichki harakat kinetik energiyasi va o'zaro ta’sir
potensiai energiyasidan tashkil topgan. U sistemaning ichki energiyasi
deyiladi. Inersiya markazi sistemasida sistemaning energiyasi uning
ichki energiyasiga teng. K va K' sanoq sistemalarida energiyalarni
bog'laylik:

£=-1 may; +n =- X K +v0)2+V =

N a ~Na
= X m«v+X m«ve -VO+ “ +V =
2 « « 2 (2.27)

=E'+P"-VO+"MYu.

Inersiya markazi sistemasida P' = 0 va £= Ek¥. Demak,
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idk 2 u
Bu formulani oldindan ham yozib ohshimiz mumkin edi: harakat-

dagi sistemaning to'liq energiyasi uning butunligicha ilgarilanma harakat
kinetik energiyasi bilan ichki energiyasidan tuzilgan bo'lishi kerak.

2.3.1-misol. Massalari bir xil bo'lgan n ta nuqtalarclan tuzilgan yopiq
sistemaning inersiya markazini toping.
Javob:

R=AIX - (2.28)

2.3.2-misol. Zichligi bir uchidan hisoblanganda ax* qonun bo'yicha
o‘'zgaradigan va uzunligi L ga teng sim berilgan bo'lsin. Uning inersiya
markazini toping.

Javob:

L
fdxaxkt]

Y, [— =itl,..

iow 1+ 2 <2209)

(o]

2.3.3-misol. R radiusli bir jinsli aylananing choragi ko'rinishiga ega
bo'lgan ingichka plastinaning inersiya markazini toping (koordinat boshi
— aylananing markazida).

Javob: Inersiya markazining jc — koordinatasi:

R x12
rdr?2 1 dipcos (p
R = - 4R
0.0, iR, (230)
Jdrr J dtp
00

y - koordinata ham huddi shunday giymatga ega:

2.3.4-misol. R radiusli shaming yuqori pallasining inersiya markazini
toping. Shar zichligi markazdan masofaning /c-darajasiga proporsional
bo'lsin.

Koordinata markazini shaming markaziga go'yilsa masalaning simmet-
riyasidan Rx= R =0 ekanligi kelib chigadi. J1. quyidagiga teng:



R /2 2n
Jdrr*43 | dOsinOcos0 J o

R = £—[--mmmmr P S — P — =- R. 231
O 2 k+4 (234
jd=r*~2J dOsin0J d9
I 0 "

3A

Bir jinsli (k = 0) yarirnshar uchun

2.4. Harakat migdori momentining saqlanish qonuni

Fazoning izotropligi bilan bog'lig bo'igan saglanuvchan kattalikni
keltirib chigaraylik. Fazoning izotropligi shuni bildiradiki, sistema bir
butunligicha biror burchakka burilsa uning xossalari o'zgarmaydi.
Shunga ko'ra, sistemaning Lagranj funksiyasi ham o'zgarmasligi kerak.

Buralish burchagmi o'zgarmas va cheksiz kichik deb garaymiz.
Buralish gandaydir bir yo'nalish — o'q atrofida roy berishi kerak,

demak unga vektor kattalik mos kelishi kerak. Shu boisdan Sep buralish

vektori deganda son giymati buralish burchagi |&H ga va yo'nalishi
buralish o'giga mos keluvchi vektorni ko'zda tutamiz.

Vektorlar algebrasining qoidalari bo'yicha ixtiyoriy nuqtaning r;

radius-vektori 8(p burchakka burilganda quyidagicha o'zgaradi:

I[=ru+Sr,=r, +[Spr, ] (2.32)
Shunga ko'ra tezlik uchun ham
=" Ubva=v«+[*pval. (2.33)

-~y ga ega boMamiz. Buni yoki avvalgi formuladan vaqt

bo'yicha hosila olib, yoki vektorlar algebrasi

‘r goidalarini bevosita tezlik vektori v.(ga go'llab olish

‘f mumkin. Demak. sistemani butunligicha kichik 8(p

burchakka burdik, bunda sistemaga kirgan har bir

moddiy nuqtaning radius-vektori va tezlik vektori

yugoridagi qoidalar bo'yicha o'zgardi. Ammo

~Buralish sistemaning Lagranj funksiyasining o'zgarishi nolga
burchagi. ten§ bo'isin:
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Harakat tenglamalaridan va uch vektorlarning aralash ko'paytmasi
goidasidan foydalanib, bu tengiik qulay ko'rinishga keltiriladi:

(2.35)

Kichik burchak 5 ixtiyoriy bo'lgani uchun nolga vaqt bo'yicha
hosilali ko'paytuvehini tenglashtirish kerak:

(2.36)
U
Yig'indiga kirgan kattalikni impuls (yoki, harakat migdori) momenti
deb ataladi:

(2.37)
n

Olingan (2.36) formula esa fazoning izotropligidan kelib chigadigan
impuls momentining saglanish qonunini bildiradi. Impuls momenti
vektor kattalik bo'lgani uchun uning to'lig saqlanishi uchta saglanish
gonunini beradi - A/, M, M.. Lekin hamma vaqt ham fazo to'liq
izotrop bo'lavermaydi. Tashqi maydon umuman olganda izotporlikni
buzadi. Ammo ba’zi bir hollarda tashgi maydon ma’lum bir yo'nalish
bo'yicha izotroplikni saqglab qoladi. Bu holda impuls momentining
shu yo'nalish bo'yicha komponentasi saglanuvchan bo'ladi. Masalan,
markaziy maydonni olaylik. Markaziy maydonda jismga ta’sir gilayotgan
kuch fagat markazgacha bo'lgan masofaga bog'liq bo'ladi. Bu holda
sistemaning xossalari markazdan chiqqan ixtiyoriy o'q atrofida aylan-
ganda o'zgarmaydi. Shutiga ko'ra, momcntnmg markazdan chiggan
ixtiyoriy o'qga proyeksiyasi saqlanuvchan kattalik bo'ladi. Buni (2.35)
dan ko'rish mumkin. Ixtiyoriy shunday bir o'qni olib, uni z o'qi deb



belgilaylik. Bu hoida buralish burchagi 5(p = {0,0,5<pz} ko'rinishga ega
bo'ladi. Shunga ko'ra (2.35) dagi skalar ko'paytma

5P i~"hPal=0 (2.38)
a
ko'rinishni oladi. Bu degani esa, bu hoida saglanuvchan Kkattalik M
ekanligini bildiradi. Markaziy maydonda z o'qi sifatida ixtiyoriy o'gni
olish mumkin.

2.4.1-misol. {Mx,M y,M z} larni silindrik koordinatlar orqgali ifodalang.

Dekart (x,y,z) va silindrik (r,(p,z) koordinatlar quyidagicha bog"'-
langan:
X = rcos(p, Yy =rs\rup, z=z (2.39)
A/ ni topaylik:

M, =yp. -zpx=m(yz - zy) = m(/"sin (pz - zr sin <p- zr cos <pg) =

= hisin cp(rz - zr)- mzrcos oxp. (2.40)
Huddi shu yo'smda boshga komponentalar ham topiladi:
M v = zPi - xp, = m(zx - Xi) = mcos<p(zr-rz)- mzrsin
M_ =xpy-ypt=m(xy- yx) = (2-41)

=m\rcos(p(rsin (p+ rgcosip) —/ sin cp(rcos P+ r<f>sin<p)] = T r2p. (2.42)

Bu misoldan bir foydali munosabat keltirib chigarishi mumkin. Agar
moddiy nuqtaning silindrik sistemadagi Lagranj funksiyasini

£E=y [x2+j2+i2)-u(v]. =~ (r2+r2p2+r )- U(r,p,z) (2.43)

yuqorida topilgan J1/ bilan tagqoslansa
M .- QL :mr(p (244)

ekanligi topiladi. Demak, umumlashgan (p koordinataga mos keluvchi

umumlashgan impuls M. ga teng boiar ekan: p9 —M_.

2.4.2-misol. {Nn/, M, M) larni sferik koordinatlar orqgali ifodalang.
Dekart (x, y, z) va sferik (r,(p,8) koordinatlar quyidagicha bog'langan:
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X = ['cossin B, Vv = rsingsin0, : = rcos0. (2.45)
Bizga x,y va Z lar kerak bo'ladi. Ular quyidagicha hisoblanadi:
X = r1cos Ppsin0 - rgpsin<psin 0 + rQ cos Pcos 0;

y = rsingsin 0 + r¢p cos Psin© + rO©sin ¢ycos 0; (2.46)

Z=rCOSB - IBSINB.

Navbatma navbat har bir komponenta topiladi:

Mx=ypt - zpv=m{yz- zy) = -mr1(0sin<+ 0sin0cos0 cos”>); (2.47)
MX-zpx-xp. =m(z.x-xz) =mr2(0coscp- ¢sin0 cos0 sin <p); (2.48)
M. - xpt- ypt =m(xy- yx) = mr' sin" Bdg. (2.49)

Moddiy nuqgta Lagranj funksiyasining sferik sistemadagi ifodasini

L=—(v2+y2+22)-1/(.v. r.r) =~ ("2+202sin20 +r262"j-U(r,<p,e) (2.50)

(2.49) bilan tagqoslanilsa, yana

dL
(2.51)

ekanligi topiladi. Bu koordinatlarda ham <pkoordinataga mos keluvchi umum-
lashgan impuls momentning z ~ komponentasiga teng bo'lib chiqdi:

%:MZ-

2.5. Virial teorema

Finit harakat gilayotgan moddiy nuqtalardan iborat sistemani olib
garaylik. Bunday sistemadagi hech birjism vaqt o'tishi bilan chesizlikka
ketib golmaydi.

Agar sistemaning potensial energiyasi o'z o'zgaruvchilarining k-
tartibli bir jinsli funksiya bo'lsa, ya’ni

U(ar,,ar2,....,arH=aku (r,.r2,...,nl, (2.52)

kinetik, potensial va to'lig energiyalarning vaqt bo'yicha o'rtacha
giymatlari orasida sodda munosabat o'rnatish mumkin. Buning uchun
dekart koordinat sistemasida a zarracha uchun harakat tenglamasini
vozib olavlik:
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" " * ra v U
Uning ikkala tomonini raga skalar ko ‘paytirib, hamma zarralar bo'yicha
yig'indiga o'tiladi:

IXvr,, =-~ruyi. (2.54)

il d
Chap va oiig tomonlar ustida quyidagi aimashtirishiarni bajaraylik.
Birinchidan,

(2.55)

Ikkinchidan, potensial energiya k tartibli bir jinsli funksiya boigani
uchun Eyler teoremasi bo‘yicha

(2 56)
(
Demak,

Vaqt bo‘yicha o‘rtacha giymat ixtiyoriy funksiya / uchun quyi-
dagicha ta’riflanadi:

f= nm-1 fill. (2.58)
n
Shu ta’rif asosida (2.57) ning ikkala tomonini o'rtalashtiramiz. Sistema
faqgat finit harakat gilayotgani uchun chap tomondagi birinchi hadning
o‘rtacha giymati nolga teng boMadi. Natijada quyidagi ifodaga ke-
linadi:
1> LU =kuU. (2.59)

a

Kinetik energiya uchun

a
ekanligini hisobga olib topilgan formulani



2T = kU. (2.61)
ko'rinishda yozib olish mumkin. To'liq energiyani ham bunday
munosabatlarga Kiritilsa, vaqt bo'yicha o'rtacha giymatlar uchun
+ >— K+ 2-
E=T+U=——U=——T (2.62)

munosabatlarga kelinadi. Topilgan niunosabatlar virial teoremani tashkil
giladil Ularning hususiy hollari gizigarlidir. Masalan, kichik tebranish-
larga o'tilsa k = 2 bo'ladi, demak,

Uus=T-=-E.
2
Gravitatsion va kulon elektr maydonlarida potensial U~ )/r ko'ri-
nishga ega, ya’ni k=—L Bu hollarda
U=-2T
va
F.=-f

bo'ladi. Kinetik energiyaning hamma vaqt musbatligidan kelib chi-
gadiki, gravitatsion va kulon maydonlarida finit harakat gilayotgan
zarrachaning to'lig energiyasi manfiy bo'lar ekan.

Harakat tenglamasi (2.53) ga qaytib kelaylik. (2.52) ga kirgan
koordinatlarni «cho'zish»

Feo —7 kq — (XTI

bilan bir vaqtda vaqt ustida ham
i~"t' =pt (2.63)

almashtirish bajarilsa, harakat tenglamaning chap tomoni a/p 2 ga
ko'payadi, o'ng tomoni esa (2.52) bo'yicha a K'xga ko'payadi. Ko'rinib
turibdiki,

P =a'~K2 (2.61)

shart bajarilsa harakat tenglamasi o'zgarmaydi. Demak, U tashqi
maydonda zarracha uchun r;(/) funksiya gandaydir trayektoriyani

ifodalasa r/(Y) funksiya ham huddi shu tashqi maydondagi mumkin
1Teoremaning nomi (2.54) ga kirgan X r, *VaU= —Xr(+*Fahad bilan bog" lig.
a a
U ba’zi bir hollarda «virial» deyiladi.
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bo'lgan harakat trayektoriyasini berar ekan. Topilgan munosabatni
anigroq tushunish uchun bundan keyin a =T /1 deb garaladi, bu yerda

/| va f —trayektoriyalarning chizigli o°‘ichamlari.
Agar ikkala trayektoriya bo'yicha harakat tezliklari solishtirsak:
, r/ ar a kn /!/\k/2
v'7 ~T>~T~a H<] u <265)

Shtrixlanmagan trayektoriyada a nuqtadan b nuqtagacha harakat
uchun t vaqt ketgan bo'lsa, shtixlangan trayektoriya bo'yicha ularga

mos keluvchi a nuqtadan b' nuqtagacha i'= fit=(1'/l)I~kn t vaqt
ketadi, tezlik esa yuqorida topildi. Masalan, tortish kuchi maydoni
uchun k~ -1, demak, (t'/t)‘ = . Keplerning uchinchi gonuni

topildi —sayyoralar uchun Quyosh atrofida aylanish davrlari nisbatining
kvadrati ular orbitalari radiuslari nisbatining kubiga teng.

2.6.1-misol. Yer va Mars uchun orbita radiuslari /= 1,496-1013sm va
/' =2.2794-10|30T(, ya’ni, /’// = 1.5237 . Agar Yerdagi bir yil 365 kun davom
etsa, Marsdagi bir yil =365 1,5237V2 = 365+1,88 = 686 kun chigadi.

Energiya uchun E'iE = (I'"H)k ekanligini topish giyin emas.

2-bobga mashqg va savollar
I. Quyidagi Lagranj funksiyalariga mos keluvchi energiyalarni toping:

r
c) L=-n/l-x2+A(X)Xx~<p(x):

d) L=x"-(V - 3.

2. Quyidagi maydonlarda harakat gilayotganda impuls va momentning
ganday komponentalari saglanadi?

a) Tashqi maydon fagat r o‘giga bog'lig, ya’ni, (;c, >® tekisiigida u bir
jinsli;
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b) cheksiz bir jinsli silindr ko'rinishdagi maydon;
c) z o‘gida yotgan ikki nuqta hosil gilgan maydon;
d) y o'qi bilan chegaralangan yarim tekislikdagi bir jinsli maydon.
3. Quyidagi umumiy koordinat almashtirishida energiya va impulsning
o'zgarish gonunini toping:
= fi(E2.C722. mem>E)> /=

4. O'zgarmas va bir jinsli tashqi magnit maydon B da harakat gilayotgan
>
e zaryadli zarracha uchun /=MB +? (rxB)* kattalik harakat integrali bo*‘-
c
lishini ko‘rsating. Bu yerda M =»irxv. Tashqi magnit maydonda zaryadga

F= vxB kuch ta’sir giladi.

5. Galiley almashtirishlari uchun invariantni loping.



3-bob. HARAKAT TENGLAMALARINI
INTEGRALLASH

3.1. Bir O‘lchamli harakat tenglamasi

Eyler—Lagranj tenglamalari fizikaga alogasi bo'lgan deyarli ham-
ma hollarda nochizigli differensial tenglamalar sistemasini tashkil
giladi. Bunday tenglamalarni integrallashning birdan bir usuli tengla-
malarning (demak, sistemaning erkinlik darajasining) soniga teng
bo'lgan harakat integrallarini topishdir. Har bir harakat integrali bitta
tenglamaning darajasini bittaga pasaytirib beradi, birinchi tartibli
oddiy hosilali tenglamani esa, odatda, integrallash mumkin bo'lib
chigadi.

Bir o'lchamli harakat tenglamasini integrallashdan boshlaylik.
Lagranj funksiyasi bu hoida

-U(x)

ko'rinishga ega. Bu yerda U (x) —berilgan tashqi maydon (potensiai).
Harakat tenglamasi

mx U "(x) (3.2)
ko'rinishni oladi. Tashqgi potensiai U (x) murakkab ko'rinishga ega
bo'lishi mumkin, ammo masalada bitta harakat integralining mavjudligi
bizning ishimizni darrov yengillashtiradi. Lagranj funksiyasi (3.1) vaqtga
bog’lig emas, demak, energiya saqlanuvchi kattalik ( o'zgarmas son).
Uning ifodasi

(3.3)
dan darhol quyidagi ifodani hosil gilish mumkin:

(3.4)

Olingan tenglama oson integrahanadi:



T f dx
2J4E-U{x)

Bu integralni hisoblash natijasida koordinata x va vaqt t orasidagi
bog'lanish topiladi. Javobni integral orqgali ifodalash, odatda, kvad-
raturaga keltirish deyiladi. (3.5) formula bir o'lchamli harakat ma-
salasini eng umumiy holda yechadi. Bu yechimga ikkita o'zgarmas
kirgan — E va const. Ular masalaning boshlang'ich shartlaridan
topiladi. E — U kinetik energiyaga teng bo'lgani uchun hamma vaqt

+ const. (3.5)

E-U>0 (3.6)

boMishi kerak. E — U = 0 nuqtada esa jismning tezligi nolga teng
bo'ladi. Bunday nuqtalar toxtash nugqtalari deyiladi. Bir o'lchamli
harakatning asosiy xossalarini 0'z ichiga olgan 3.1-rasmni ko'raylik.
Rasmdan ko'rinib turibdiki, tashqi maydonning ko‘rinishi va energiya-
ning son giymatiga garab to'xtash nuqtalar bir necha bo'lishi mumkin.
3.1-rasmda to'xtash nuqtalari a*, x2 x3 Agar harakat ikki tomondan
to'xtash nugqtalari bilan chegaralangan bo'lsa, bunday harakat finit ha-
rakat deyiladi. Rasmda bu soha x, < x < ¥ Odatda, bu formadagi
sohalar potensial o‘ra deyiladi. Rasmdagi x, < x soha — infinit
harakat sohasidir, bunday sohalarda jism harakati yoki bir to-
monlama chegaralangan bo'ladi, yoki umuman chegaralanmagam
bo'ladi. Ko'rinib turibdiki, bunday sohadagi jism vaqt o'tishi bilan
cheksizlikka intiladi.

J. I-rasm. Potensial maydondagi harakat.

Rasmdagi T harfi bilan belgilangan sohalar —taqiglangan sohalardir,
bunday sohalarda (3.6) tengsizlik bajarilmavdi. Jism bunday sohaga
o'ta olmaydi.

3.1.1-misol. U = x potensial maydonda to'xtash nuqtalarini toping va
harakatni integrallang. Boshlang'ich shartlar — .v(0) = 1,n(0) = I. Jismning

massasini bir deb oling.
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Boshlang'ich shartlardan foydalanib, energiyaning giymati topiladi:
£ = —n2+.v=1. To‘xtash nuqtasi x =\. (3.5) bo'yicha

I f dx —
-p ~-—-+const = -J 2(1 jr) + const.
/2 AVI- v

Boshlang'ich shart const=0 ga olib keladi. Demak,
x=1--T.
2

Shu holga mos keladigan harakat tenglamasi x = -1 ni yechib yana
shu natijaga kelishimizni tekshirib ko'rish qgiyin emas.

Bu potensialdagi harakat 3.2-rasmning birinchisida ko'rsatilgan. Jismga
ta’sir gilayotgan kuchning yo'naiishi ham Kko'rsatilgan.

a)

3.2-rasm. (3.1.1) va (3.1.2) misollarga oid.

3.1.2-misol. U(x) = 7kx2 potensial maydondagi harakat qonuni aniqg-

lansin.
(3.5) formulaga potensialni qo'yamiz:

iin
in dx (3.7)
P -const = —arccos -\ + const.
- i, V k 2E
E— k¢
2
J- +a
Vm (3.8)
v /
bunda a — boshlang'ich shartdan topiladigan konstanta. Masalan, t=0

vagt momentida x(0) =0 bo'lsin desak « =12 bo'lishi kerak.
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3.2. Ikki jism masalasi

Ko‘p o'lchamli mexanik harakatlar ichida aniq integrallanadigan-
lari kam. Ularning ichida markaziy maydon orqgali o'zaro ta’sir giluvchi
ikkijism masalasi eng e’tiborga sazovardir. Bu masalani ko'rib o'rganish
keltirilgan massa tushunchasidan boshlanadi.

3.2.1. Keltirilgan massa

Massalari m[va Tbbo'lgan ikki jism berilgan bo'lsin. Ular orasidagi
o'zaro ta’sir fagat o'zaro masofagagina bog'liq bo'lishi mumkin, bu

degani, potensiai energiyaning ko'rinishi U{\ x-r21 bo'lishi kerak.
Sistemaning Lagranj funksiyasi

| =t r, =T, D
2 2
Inersiya markazi sistemasiga o'taylik:
nw +m2:;, =0 (3.10)

va o0'zaro masofa vektori Kiritaylik:
r=r,-r2. (3.11)
Bu ikki tenglamani yechib

ma

Wi+ m2 +m2 (3.12)

lar olinadi. Rasmdan ko'rinib turibdiki, r vektori ikkinchi jismdan
birinchi jismga qaratilgan. Agar quyidagi munosabat orqgali

i, in-,

keltirilgan massa tushunchasi kiritilsa, Lagranj funksiyasi quyidagi sodda
ko'rinishga keladi:
L=~U(r). (3.14)

Natijada ikkita moddiy nuqtaning o'zaro ta’siri masalasi bitta mod-
diy nuqtaning U(r) ko'rinishli tashqi maydondagi harakati masalasiga



keltirildi. Har bir jismning trayektoriyasi esa (3.12) formulalar orqali
topilishi mumkin.

Keltirilgan massani yaxshiroq tasawur qilish uchun ikki chegaraviy
hollarni ko'raylik.

Birinchi hoi: mlI”~>m2, ya’ni, birinchi jismning massasi ikkin-
chinikidan ko‘p marta katta bo'lsin (ko‘z olclimizga Quyosh va Yerni
kcltirish mumkin). Bu holda m~~m2va r=-r, bo'ladi. Sistemaning
inersiya markazi massasi katta moddiy nuqtaning yaqinida joyo'lashgan
bo'ladi, massasi kichik jism uning atrofida = /smasofada aylanayotgan
bo'ladi.

Ikkinchi hoi: m=mv Bu holda m = ~~m 2 va inersiya markazi

ikki jismning qoq o'rtasidajoyo'lashgan bo'ladi. lkkala jism shu markaz
atrofida avlanadi.

3.2.2. Markaziy maydon

(3.14) Lagranj funksiyasi bilan ifodaianadigan masalani yechishga
o'tamiz. Potensial energiya fagatgina markazgacha bo'lgan masofaga
bog'lig bo'lgani uchun bunday maydon markaziy maydon deyiladi,
ko'rilayotgan masala esa markaziy maydondagi harakat masalasi

deyiladi.
Eyler—Lagranj tenglamalari bu holda quyidagi ko'rinishni oladi:
du(r)
or ™ (3.15)
O'ng tomondagi kuch radius-vektor bo'yicha yo'nalgandir:
du(r) du(r)r
(3.16)

nr dr

Uning son giymati markazgacha bo'lgan masofa r ning funksiyasidir.
(3.15) tenglamalar sistemasi uchta nochizigli tenglamadan iborat bo'lgan
sistema bo'lib, uning yechimlarini topish uchun harakat integrallari
go'llanilishi kerak.

Masala sferik simmetriyaga ega bo'lgani uchun (3.14) Lagranj
funksiyasini sferik koordinat sistemasida ochib chigamiz:

12"‘”((r2+ r2g2+r\[n&g2)-u(r). (3.17)
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Bu ifoda hali murakkabdir. Saglanuvchi kattaliklarni aniglaylik.
Ularning ichida birinchisi — impuls momenti. Uning saglanuvchan
kattalik ekanligini oddiy yo‘l bilan isbot gilishi mumkin:

— M =m—|rrj =m[rrj+ w[rrj = - [rr] = 0. (3.18)
dt dt dr

Bu isbotda (3.15), (3.16) formulalardan va ixtiyoriy vektorning o‘z-
o'ziga vektor ko‘paytmasi nolga tengligidan foydalanildi.
Harakat migdori momenti

M = [rpl (3.19)

jismning radius-vektoriga doimo perpendikulardir, uning o ‘zgarmasligi
jism radiusining doimo bir tekislakda yotishini ya’ni, harakat bir
tekislikdagina ro‘y berishini bildiradi. Shu tekislik sifatida B=n/2 tekislik
olinadi. Bu degani biz z-o‘gini harakat migdori momenti bo‘yicha
yo'naltirdik deganimizdir.

Lagranj funksiyasi uchun ifodani bir pog‘onaga soddalashtirishga
erishildi:

L=72L(r2+r2q)-U(r). (3.20)

Ko'rinib turibdiki, Lagranj funksiyasi w>— kordinataga bogMiq
emas. Bunday koordinatlarni siklik koordinata deyilgan edi. Siklik
koordinataga mos keluvchi umumlashgan impulslar saglanivhci kattalik
bo'ladi:

g_dL _d 3L

= const.
ot dt diji (3.21)

Bizning hoida siklik (p kordinataga mos keluvchi umumlashgan impuls
Pdh = Tr'd = const (3.22)
harakat migdori momentining r komponentasidir ((2.51) ga garang):

M. = [rp]l. = Tr2p (3.23)

Ammo r o‘qi M bo'yicha yo'naltirilgan, demak, M =M. Bu
tahlildan ¢ ni topib (3.20) Lagranj funksiyasini



ko‘rinishga keltiramiz. 0 ‘z navbatida bu energiya uchun

f A2 4
9 +u(r) (3.25)
formulani beradi. Uni
+ = II(E-U(r))-4n (3.26)
at vm m~r-

ko'rinishga keltirib, darhol quyidagini ifoda olinadi:

\ dr
=t

—{E —U (/*))— (127?)
m m~r

Integral hisoblansa radiusni vaqtning funksiyasi sifatida topgan
bo'lamiz — r =r(f). Trayektoriyani to‘liq topish uchun burchakning
ham vaqtga bog‘ligligini topish kerak. Buning uchun (3.23) dan
forvdalanish vetarlidir:

Mdr

1
»= J\mr ‘ 3J M- (3.28)

y2m(E-U(r))- —
r
Ikkita oxirgi integral r,pva t o'zgaruvchilar orasidagi ikki muno-

sabatni berib trayektoriyani to'liq aniglab beradi.

Agar (3.25) formulada radial tezlik nolga tenglashtirilsa: /o= 0
quyidagini olamiz:

E = U(r) + meeee. (3.29)

Ta’rif bo'yicha bu radial yo'nalishdagi to'xtash nuqtalari uchun
tenglama. Tenglamani r ga nisbatan yechib mana shu «to'xtash
nuqtalari» rQ (ularning soni tenglamaning tartibiga bog'liq) topiladi.

Bu nugqtalarda jism o'zining markazdan uzoglashishini (r>0) unga

yaginlashishga (r<0) o'zgartiradi va aksincha. Burchak tezlik ¢ ning
ishorasi esa, (3.22) dan ko'rinib turibdiki, hech gachon o'zgarmaydi
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va nolga teng bo‘lmaydi. Demak, markaziy maydonda jism markaz
atrofidagi aylanish yo'nalishini hech gachon o'zgartirmas ekan. Radial
harakat esa murakkabroq tabiatga ega. Agar

(3.30)

belgilash kiritilsa (3.25) formulani

(3.31)

ko'rinishga keltirib olish mumkin. Bu formulaga bir o'lchamli ha-
rakat formulasi sifatida gqaralsa markaziy maydondagi radial ha-
rakat (3.30) munosabat orgali aniqlanadigan effektivpotensialdagi
harakat bo‘lib chigadi. Agar Lagranj tenglamasida —3U/dq. ifoda
(umumlashgan) kuchning ifodalashi eslansa effektiv potensialdagi
go‘shimcha had

a m 2 M 2
- (3.32)
dr 2mr2 mr3

ko'rinishga ega bo'lgan markazdan tashgariga yo'nalgan qo'shimcha
kuchga olib keladi. Bu kuch markazdan qochirish kuchi deb ataladi.
Harakat migdori momenti bilan bog'liq bo'lgan bu kuchnig paydo
bo'lishi ma’lum oqgibatlarga olib keladi.

Birinchidan, markaziy maydonda harakat gilayotgan jism maydon
markaziga tusha oladimi yo'qmi degan savolga javob shu go'shimcha
kuchga bog'ligdir. Hattoki, maydon tortish maydoni bo'lganda ham
markazga tushish r -> 0 uchun (3.32) kuchni yengish kerak. Buning
uchun esa r -> 0 limitda

yoki bu munosabat integrallansa r -» 0 limitda
(3.34)

bo'lishi kerakligi topiladi. Albatta, hamma maydonlar ham bu teng-
sizlikni ganoatlantirmaydi. Bu tengsizlik bajarilishi uchun potensial
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U(r) yoki -I/rn, n>2 ko‘rinishga ega bo‘lishi kerak, yoki -a/r2
ko'rinishga ega bo‘lganda ham -a> M /2m bo‘lishi kerak.

Ikkinchidan, ma’lum vaziyatlarda potensiai energiyadagi bu
go‘shimcha had tortish maydoni bo'lgan potensiai maydonda ham
fmit harakatning mumkin emasligiga olib kelishi mumkin. Buni
ko'rish uchun tortish maydoni 3{//3r>0 ning umumiy grafigini
chizaylik (albatta, har xil maydonlar uchun grafikning og'ishi va
nuqtama-nuqta son giymatlari har xil bo'ladi, ammo dU/dr>0 shartga
bo’ysunadigan funksiyaning eng umumiy ko'rinishi shu grafikka mos
keladi). Endi bu grafikga hf/r2 funksiyasining grafigi ustma-ust
go'yilsa (3.3-rasmga qgarang). Natijaviy grafikda potensiai o'ra bormi-
yo'gmi? Potensiai o'ra bo'lishi uchun M2 ning qiymati yetarli
darajada kichik bo'lishi kerak (uning son giymati konkret maydonga
bog'lig bo'ladi).

Demak, jismning harakat migdori momenti ma’lum chcgaradan
oshib ketsa, fmit harakat bo'Imasligi ham mumkin ekan.

3.3- rasm. Effektiv potensialning hosil bo‘lishi.

Harakat chegaralarini energiya E ning son qiymati aniglab beradi
(u, o'z navbatida, boshlang'ich shartlar orgali aniglanadi). Bu tasdigni
3.3-rasmga garab tushunish giyin emas.

Agar energiyaning qiymati shunday bo'lsaki, harakat fagat bir
tomondan chegaralangan r>r{~rnpn bo'lsa (3.3-d rasmdagi Et hoi )
bunday harakat infinit harakat bo'ladi —jism cheksizlikdan keladi va
cheksizlikka gaytib ketadi. Agar harakat ikki tomondan chegaralangan
bo'lsa rmj= rx<r<r3= rnx(3.3-d rasmdagi E2hoi) u fmit harakat bo'ladi.
Harakat fmit bo'lishi uchun effektiv potensiai «o'raga» ega bo'lishi
kerak.

Finit harakatga mos keluvchi trayektoriya hamma hollarda ham
yopiq bo'lavermaydi. Oddiy matematik mulohazadan kelib chigadiki,
(3.28) integralning rnindan rmaxgacha giymati shu integrating rma dan
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rmn gacha qiymatiga tengdir. Demak, jism markazga eng yaqin
nugtadan chiqib yana shu nuqtaga gaytib kelguncha gpburchakning
0 ‘zgarishi
‘'max M dr
Ap=2 f
(3.35)
bn(E-LWr))-

ga teng bo‘ladi. Trayektoriya yopiq bo'lishi uchun Aip=2mn/n bo'lishi
kerak, bu yerda m va n - butun sonlar, bu holda jism n marta
aylangandan keyin yana boshlang'ich nuqtaga gaytib keladi.

3.3. Kepler masalasi
Kepler masalasi deb jismning

(3.36)

ko'rinishdagi maydondagi harakatini o'rganishni aytiladi. Bu ko*-
rinishdagi maydon fizikada eng muhim rol o'ynaydigan gravitatsion
maydon va kulon maydonlariga to'g'ri keladi. Gravitatsion maydon
fagat tortishish tabiatiga ega (a>0), kulon maydoni ham tortishish,
ham itarish (a<O0) tabiatiga egadir. Effektiv potensial ((a>0) hoi
uchun)

Ugg (1 = 20 2 (3.37)

(3.4) rasmda korsatilgan.
Effektiv potensialda o‘ra bor, demak, (3.36)
maydonda finit harakat mavjud ekan. Rasmdan
ko'rinib turibdiki, buning uchun jism energiyasi
manfiy bo'lishi kerak: E<O.
Bu hoi uchun markazga eng yaqin va eng uzoq 3.4- rasm. Effektiv
nuqtalar E= Udf(r) tenglamadan topiladi: potensial.



Yuqori ishora rmaxga va quyi ishora rmmga to'g'ri keladi. Albatta,

agar E > 0 bo'lsa

I T
a la™ M /1

Lt flet+v jf+m <3JS)

ga teng bo'ladi, rnu( esa mavjud bo'Imaydi.

M 2
Effektiv potensiai 10=----- nuqtada minimumga erishadi:
Ta
ma~

2M*
Hech gandayjismning energiyasi bundan kichik bo'lishi mumkin emas.

Musbat energiyali va energiyasi nolga teng jismlar infinit harakat giladi
ular cheksizlikdan kelib cheksizlikka ketadi.

Kepler masalasidagi integraliar oson hisoblanadi. Burchak < ni
topaylik (c-integrallash konstantasi):
M-dr
1 (1] d( v
J P (1)
2ma MY 2ma M~
2ME M - [2ME A
M  Ta
= arccos_ N ==M===r+c. (3.39)
.2 mE +
\ M-
Integrallash konstantasi shunday tanlab oiinadiki, 9 = 0 nuqta
r=r,, gato’g'ri kelsin.
Buning uchun const=0 bo'lishi kerak.
n 2EM-
P= e e=Jdl +— - (3.40)
Ta \ Ta
belgilashlar kiritilsa olingan formula
P
(3-41)

+ ecos ¢p
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ko'rinishga keltiladi. Orbita konus kesimi formulasiga keltirildi, P —
orbita parametri va e —uning ekssentrisiteti deyiladi. =0 va P-—n
nuqtalar orbitaning markazga eng yaqin {perigeliy) va eng uzoq (apoge-
liy) nuqtalariga to'g'ri keladi. £<0 holda e<l bo'ladi, orbita ellips
ko‘rinishiga ega. Ellipsning fokuslarining birida jismlarning biri
joyo'lashgan bo‘ladi, chunki fokusdan ellipsning eng yaqin nuqtasigacha
masofa geometriyaning ma’lum formulasi bo'yicha P/( 1+e) ga teng,
bu esa rnning o'zidir. Tabiiyki, shu fokusdan eng uzoqg masofa P/(i-
e) awal aniglangan rma ga tengdir. Bundan harakat davomida jism-
larning biri ellipsning bitta markazida turadigan bo'lib chiqgadi.

Agar E=(Ud)nn bo'lsa e=0 ga aylanadi, orbita aylanma ko'ri-
nishini oladi, markazgacha masofa o'zgarmas r =p =MI/ma ga teng
bo'ladi.

E = 0 bo'igan holda e = 1 bo'ladi, ya’ni, orbita parabola
ko'rinishiga ega bo'ladi. Bu holda harakat infinitligi aytilgan edi.

Energiyasi musbat jism esa gravitatsion (kulon) maydonida giperbola
bo'yicha harakat giladi —bu holda e > 1.

3.3.1-misol. Ko'rilayotgan U(r) = —a/r maydonda yana bitta harakat
integrali bor, u ham bo‘lsa

A= VM ] - (3.42)

ekanligini ko'rsating.
Yechish.

(3.43)

Bunda M =m[rv] va harakat tenglamasi 7Tr =ar/rv larni qo'ysak A =0
ekanligini darhol ko'ramiz. Vektor A orbita tekisligida yotadi - bu uning
ta’rifidan ko'rinib turibdi. A vektor markazdan perigeliyga garab yo'nalgan
(bobning oxiridagi masalalarni garang).
3.3.2-misol. Kepler masalasini A harakat integrali yordamida yeching.
Yechish: A ni r ga skalar ko'paytiraylik:

M
A r=-arn-—-——- : (3.44)

Agar A va r orasidagi burchakni < deb belgilansa va e=A/a, p=M1(ma)
belgilshlar Kiritilsa, 0'zimizga ma’lum bo'igan (3.41) formula hosil bo'ladi:

P
r- 3.45
1+ <?cos<p ( )
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3.5. Markaziy maydonda sochilish jarayonlari

3.5.1. Sochilish kesimi

Shu paytgacha markaziy maydonlardagi asosan finit harakatni
o‘rganildi. Tashqi maydonlardagi infmit harakatlar ham katta aha-
miyatga ega. Cheksiz uzogdan tushayotgan jism maydon markaziga
yaginlashganida maydon bilan o'zaro ta’sir natijasida o'z trayekto-
riyasini o'zgartirisi turgan gapdir.

Shu jumladan, u markazga tushishi, boshqga jism bilan to‘gnashishi
mumkin. Fizik jarayonlar o'rganganda ularga adekvat bo'lgan (ya’ni,
mos keluvchi) tushunchalardan foydalanishi kerak. To'gnashish va
sochilish jarayonlarini sochilish kesimi tushunchasi yaxshi ifoaalaydi.
U quyidagicha kiritiladi.

Tajribada zarrachalar ogimi nishonga tushadi. Ogimning zichligi ./
— birlik vaqt ichida birlik sirt orqali o'tgan zarralar sonini bildiradi.
Uning oichamligi fj ] = mu 'sek  Nishon (nishonni tashldl gilgan
zarrachalarning maydonlari) bilan o'zaro ta’sir natijasida oqimni tashkil
gilgan zarralar sochiladi (sochiladi deganda hamma mumkin bo'lgan
jarayonlar ko'zda tutiladi —shu jumladan, markazga tushish, markazda
tutilish va h.k. Ya’ni, sochilish deganda zarrachaning o'z boshlang'ich
Lrayektoriyasini o'zgartirishi ko'zda tutiladi). Agar 3.5-rasmda ko'rsatil-
ganidek, jismning og'ish burchagi o deb belgilaylik. Kuzatuvchi bir
sekundda gancha zarracha (B,8+c!B) burchak orasida targalganini sa~
naydi. Mana shu son dn(9) deb belgilanadi. Uning oichamligi |dn]=sek"".
Agar uning tushayotgan oqim zichligiga nisbati olinsa bir sekundda
birlik yuzadan o'tib nishonga tushgan zarrachalarning gandav gismi
(6,9 +¢/8) burchak ichida targalgani topiladi. Sochilishning differensial
kesimi, yoki, ko'pincha soddalik uchun gisqaitirilib aytiladigan sochilish
kesimi,

dn
do =— (3.46)

formula orqali ta’riflanadi. Differensial kcsimning oichamligi yuza
o'lchamiigiga teng.

3.5-rasm sochilish jarayonida ishlatiladigan ba'zibir kattaiiklarni
kiritishga tegishli. Chap tomondan bir jism tushayotgan bo'lsin. B —
sochilish burchagi (laboratoriya sistemada, c-sis:emada), p — nishon
parametri Nishon parametri — agar tushayotgan zarra va markaz
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3.5- rasm. Bir jismning sochilishini ta’riflashga oid.

orasida hech ganday o'zaro ta’sir kuchi bo‘Imaganda shu zarraning
markazdan ganday masofada o‘tib ketishini bildiradi.

Ko'rinib turibdiki

2q) + B = K (3.47)

Sochilash jarayonini laboratoriya (/-sistema) va inersiya markazi
(/n-sistema) larda ko'rib chiqgishi mumkin. w-sistema - sochilish
jarayonida ishtirok etayotgan zarrachalarning to‘lig impulsi nolga
teng bo'lgan sistema. Markaziy maydonda sochilish jarayonlari m-
sistemada ko'riladi, 1-sistemaga o'tish formulalari 3.5.2-paragrafda
berilgan.

Tushayotgan zarracha nishon bilan o'zaro ta’sir natijasida markaz-
dan B burchak ostida sochildi. Agar nishon parametri p boshgacha
bo'lsa, zarraning sochilish burchagi B ham boshqgacha bo'ladi. Boshqga
so‘z bilan aytganimizda, p -»p +dp o'zgarishiga B ->0 +d6 o'zgarishi
mos keladi. dpva dd laming ishoralari orasidagi bog‘lanishni aniglaylik.
Odatda, p kamaysa B oshishi kerak (chunki bu holda zarra markazga
yaqinroq keladi va, natijada, ular orasidagi o'zaro ta’sir kuchayadi)
va aksincha. Demak, odatda, (ko'pincha shunday, ba’zi-bir hollardagina
bunday emas) dp va de laming ishoralari har xil ekan.

qU0—burchakka o'taylik. Fizikada eng giziqg bo'lgan markaziy maydonda
sochilish jarayonini o'rganamiz, shuning uchun q® sifatida (3.28)
formula bo'yicha aniglanadigan burchakni olamiz:

oo M

(3.48)

bunda rnjn — trayektoriyaning markazga eng yaqin nuqtasigacha
masofa.
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Ko‘rilayotgan masalada zarracha cheksizlikdan nishonga tushmoqda.
Uning saglanuvchan energiyasi va impuls momentlarini boshlang'ich
kattaliklar orgali ifodalab olish magsadga muvoftqdir:

2

M=mvap, (3.49)

bunda V'—zarrachaning boshlang‘ich (cheksiz uzoq masofadagi) tezligi.
Natijada og'ish burchagi uchun integral

r Pdr
% = - la.— = -

o™ L 2 -2-UsD (3.50)
Vv r- mvz

ko‘rinishni oladi.

3.6-rasmda ko'rsatilganidek, boshlang'ich ogimda (p, p+dp) nishon
masofasida bo'lgan zarralar (e,(hd6) burchak ichiga sochilgan bo'ladi.
fchki va tashqgi radiusi (p, p+dp) bo'lgan haiganing yuzasi Inpdp, uni
ogim jichligi j ga ko'paytirilsa shu yuzadan bir sekundda o'tgan
zarralar soni kelib chigadi. Demak, dn —2npdpj ekan, bu esa

3.6- rasm. Sochilish.

da = Inpdp (3.51)
formulaga olib keladi. Burchak o'zgaruvchisiga o'taylik:
dp(0
p(0) do.

d6

do = Inp{9) (3.52)

Absolut giymat paydo bo'lganining sababi yuqorida aytilganidek
deyarli hamma vaqt dp/dQ<o ekanligidir, sochilish kesimi esa o0'zining
ma’nosi bo'vicha musbat bo'lishi kerak.

66



Agar fazoviy burchak do=2n sin6d6 ga o'tilsa, differensial kesim
uchun formula

da=Ne d m dn
sin0 (W (-59

ko'rinishga keladi.

3.5.2. TVqgnashish jarayonlari

To'gnashish jarayonidajismlarning impulslari va energiyalari o'zga-
radi. Demak, bir jismdan ikkinchisiga uzatilgan energiya va impuls-
larning hisoblash masalasi garab chiqilishi kerak, Energiya, impuls va
tezlikiarning giymatlarini saglanish qonunlari orgali topishi mumkin.
Bu ish bir necha misollarda ko'rsatiladi.

3.51-misol. Boshlang'ich tezligi V bo'igan zarracha ikki gismga parcha-
landi. Parchalanish natijasida hosil bo'igan zarrachalarning chigish burchagini
toping.

Zarrachalarning bittasini olaylik. Uning tezligi | va m sistemalarda v va
v,, bo'isin. v = V + v0 munosabatni v - V = v0 ko'rinishda olib kvadratga
ko'tarilsa

v~ +V2- 2vV cosB = v (3.54)

formula olinadi. Bunda 0 — v va V vektorlar orasidagi (/ — sistemadagi)
burchak. Bu tenglama v ga nisbatan yechilsa

(3.55)

formulaga kelinadi. Agar v0>V bo'lsa B burchak ixtiyoriy giymatni gabul
gilishi mumkin ya’ni, parchalanish natijasida hosil bo'igan zarracha ixtiyoriy
yo'nalishda uchib ketishi mumkin. Ammo v,<V bo'lsa B burchak chega-
ralangan bo'ladi:

(3.56)

Birinchi holda parchalanish mahsuloii V ga nisbatan ixtiyoriy yo'na-
lishda harakat qilishi mumkin (shu jumladan, teskari yo'nalishda ham).
Ikkinchi holda esa u V ga nisbatan fagat oldinga garab uchib chiqgadi,
bunda uchib chigish burchagining maksimal giymati quyidagi formuladan
aniglanadi:



Agar v =:V + vOva v - V = v0munosabatlarni kvadratga ko‘tarib uiardan V-
ni topib bir-biriga tenglashtirilsa

ucos0 = YycosOo+V (3.58)
formula topiladi. Bu yerdan olingan V2 ni V = v + vnning kvadrati bilan
tenglashtirilsa

usin 9 =t0sinB0 (3.59)
ekanligi topiladi. Demak, / va m. sistemalardagi uchib chigish burchaklari
(8 va 0Q quyidagicha bogiangan ekan:

_u0sin 60
V + 1, cos 0( (3.60)

Bu formulani 0, ga nisbatan yechib, burchaklar orasidagi teskari bog'la-
nishni ham topish qiyin emas:

cos ft, (3.61)

Bu ycrdagi + ishora yana unva V tczliklar orasidagi munosabatga bogiiqg.
3.5.2-misol. lkkita zarrachaning elastik to'gnasliishi natijasida biridan
ikkinchisiga uzatilgan energiya va impulsni toping.

Zarrachalarning / sistemadagi to'gnashishgacha impulslarini p, va p,,
to‘gnashishdan keyingi impulslarini p, va p, deb olaylik. Impulsning
saqglanish qonuni bo'yicha

Pi +P2=Pi +PV (3.62)
To'gnashuv elastik, demak, to'gnashuv natijasida zarrachalarning ichki
holatlari o'zgarmaydi. w-sistemada to'lig impuls hamma vaqt nolga teng:
Pm + Po: = piji+pii? =0, bu degani, to'qnashishdan oldin va keyin zarracha-
larning impulslari son jihatdan o'zaro teng va garama-qarshi yo'nalgan
bo'ladi (3.8-rasmga qarang):

Ip,n 1=1Po; -1 Pm 1=1Pm L

J. 7- rasm. Sochilish jarayoni: tezliklar va impulslar.
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Bu esa o0°‘z navbatida, ularning energiyalari ham o'zgarmasligini bildi-
radi. Demak, w-sistemada to‘gnashish bor~yo‘g‘i zarrachalarning yo'na-
lishlarining o'zgarishiga olib keladi. 3.8-rasmda ko'rsatilganidek m — sis-
temada zarrachalarning to'gnashish natijasidagi og'ish burchagini 0( deb
belgilaylik. Bu burchakni topish masalasini alohida ko‘rib chiqdik (-ga
garang).

Ikki jism uchun inersiya markazi sistemasiga o ‘tish formulalarini eslaylik:

inr, +inr- =0, r=r, - r2. (3.63)
Bunda r,, r, — zarrachalarining m - sistemadagi koordinatlari. Bu formu-
lalardan vaqgt bo‘yicha hosila olinsa
m,v,0+ m2v20 =0, v =vUJV 54 (3.64)

Ikkinchi munosabatni v = v(— v, deb ham yozib oiish mumkin (m-sis-
temaning /-sistemaga nisbatan tezligini Y deb olinsa \.= 0+V bo‘ladi).
(3.64) formuladan

M) V= v yAs TRV E Y (g6

ekanligi kelib chigadi, bu yerda m = miIn2(»J+w,) keltirilgan massa.
Zarrachalardan birini (m2 massalisini) to‘g-

nashishdan oldin go'zg'almasdan turibdi deb

olaylik (shu zarracha go‘zg‘olmasdan turgan sis-

tema /-sistema deb garaladi). Yani, v = vr Im-

pulslarga o ‘tilsa

Pi =Pl +P2
bo'ladi. Undan tashgqari v,=v'I0+V va

V'2 = v'20+V formulalarning birinchisini m, ga
3.8- rasm. m-sistemada

zarrachalarning

va ikkinchisini m2 ga ko'paytirilsa pjo=~P'20 n' impulslari.

hisobga olgan hoida

m
:Pio+— Pi- P2 _~P~ P2 (3.66)
n.

m
formulalarga kelinadi. Ularni 3.9-rasm bilan solishtirilsa OB =— p

ekanligini topamiz. Ikkinchi tomondan (3.91) formulalarning birinchisidan
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- T —
Pio - ~P i ekanligi kelib chigadi. Ipl0l=Ip'10l va OC =p,0 niunosabatlar

go‘llanilsa darhol OB = OC ekanligi topiladi. Bu B={k—6")12 ekanligini
beradi.

Impulslar va tezliklar orasidagi munosabatlarni (3.8-rasmdan Kko'rish
mumkin. Bu yerda ~ birinchi zarrachaning to'qnashish natijasidagi
og'ish burchagi, m — sistemada unga 00— burchak mos keladi. Shu rasmdan
ko'rish qgiyin emaski

. 0 % sin 00
‘A “vjaco My ‘367>

Birinchi tomondan, yuqorida aytilganidek, 1v’101=1v101, yoki, vfO=ul0,

m
ikkinchi tomondan uio = v, uchinchi tomondan

:./B+m2 m nu V (chunki v2=0). Burchaklar orasidagi

hamma olingan natijalarni bir joyga yig‘ilsa

co.se(l+ -i 2 (3.68)
m?2

formulalarga kelinadi.
m1>tnl holda birinchi jismning e-sistemadagi sochilish burchagi ixtiyoriy
bo'lishi mumkin. Agar bo'lsa ~ 6] bo'ladi. Hagigatan ham, bu
holda ikkinchi jistn qo'zg'almasdan turgan markaz rolini o'ynaydi deyish
ham mumkin.
Agar » in2 bo'lsa, birinchi zarrachaning sochilish burchagi quyidagi
maksimal qgiymat bilan chegaralangan bo'ladi:
© a >>h
sin imax — ] (3.69)

Birinchi zarrachadan ikkinchisiga uzatilgan cnergiyani topaylik. Buning
uchun (3.66) formulaning birinchisi kvadratga ko'tariladi va topiladi:

in" +ml + 2iihm?cos0o
P\=P\ Z«i, +T23, -e (3.70)

Bu munosabatni tezliklar tilida ham yozib olishi mumkin:
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m\jnif +m2+2mfm2cos9In

3.71
m|+ m2 ( )
(3.66) formulaning ikkinchisini kvadratga ko'tarib
' 2m,1v_ . 60
= e sin —
m| +m7 2 (3.72)
ni ham topish munkin. Demalk,
AE-E' E - P2~ - 4TIUR  Sim29° K- (3.73)
2W, (m\+m2)~ 2

Ko'rinib turibdiki, hamma vaqt AE <0 —birinchi zarracha energiya yo'qotadi,
(boshida go'zg'olmay turgan) ikkinchi zarracha esa emergiya oladi. Bunday
energiya uzatilishi Q=n bo'lganda maksimal giymatga ega bo'ladi. Q=nes,a
to'gnashish natijasida birinchi zarrachaning yo'naiishi tesakarisiga almashgan
holga mos keladi. Ikkinchi zarrachaning energiyasi boshida nolga teng edi,
uning to'gnashish natijasida olgan energiyasi birinchi zarracha yo'qotgan
energiyaga teng bo'ladi:

E2=-Afi. (3.74)
Q

ny = m2 holga alohida to'xtalib o'taylik. Bu holda AEj = —sin"-y- £i

bo'ladi. Ko'rib turibmizki, agar B -k bo'lsa AE ~-E [ bo'ladi: nishonga
tushayotgan birinchi zarracha hamma energiyasini boshida qo'zg'olmasdan
turgan ikkinchi zarrachaga beradi va o'zi to'xtab qoladi, ikkinchi zarracha
esa birinchi zarrachaning boshlang'ich yo'nalishida uning tezligi bilan harakat
gilib ketadi.

3.5.3. Sochilish jarayonlariga misollar

3.5.3-misol. Kichik zarracha radiusi a bo'lgan
gattig sharda sochilyapti. Sochilish kesimini toping.
Shaming potensialini ifodalab olaylik:

r <al
u(r) = X
(r) 0 r>a (3.75)

Agar tushayotgan zarrachaning nishon masofasi
a dan katta bo'lsa u shar bilan ta’sirga kirmaydi.
3.9-rasmdan ko'rinib turibdiki

3.9- rasm. Qattiq
sharda sochilish.
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. , A-B . B
p = flsinkp0 = asin—— = dcos—. (3.76)

Buni (3.52) formulaga olib borib go'yamiz:

da = “ka2sa\nsc!9. (3.77)
To‘lig kesim

o0 =\do =na2 (3.78)
shar ekvatorial kesimining yuzasiga teng. Sochilish kesimi nima uchun
shunday deyilisliini shu misolda tushunish mumkin - misoldagi sharda
sochilish uchun zarracha shar ekvatorial kesimiga teng bo‘lgan m 2 maydonga

tushishi kerak, aks hoida sochilish umuman ro'y bermaydi.

3.5.4-misol. Kulon maydonida sochilish kesimini toping (Rezerford
formulasi).

Kulon maydoni

u(r) = (3.79)

potensiai bilan aniglanadi. (3.50) formulaga shu potensialni go'yib integral-
lansa

[00) a
mv~p
) 1 = arccos -
2a a (3.80)
mv~r 1+ Zp

ekanligi topiladi (/* wuchun (3.38) formulani bu punktda qo'llanilgan
terminlarda yozib olish kerak). Bu yerdan p ni topish giyin emas (ikkinchi
tenglikka o'tishda (3.73) dan foydalandik):
i \%
a
P' = tg~<Po = (3.81)
% /
Kesim (3.52) bo‘yicha topiladi:

2 cos

da =K 0 de. (3.82)
v"IU" Y Sin 12'

Bu formulani fazoviy burchak tilida ham ifodalab olaylik:
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“a Vv ain
da =
2mvz . 48 (3.83)
sm -

Olingan formula Rezerford formulasi deyiladi.

3.5.5-misol. Cheksizlikda tezligi n bo'igan elektron qo‘zg'olmasdan
turgan ikkinchi elektronga p nishon masofasi bilan tushdi. Ikkala elektron-
ning to'gnashishdan keyingi tezliklarini toping.

(3.71) va (3.72) formulalar bo'yicha m~ w,= m holda

B 0
u,=cos— b, ih =sin—wu (3.84)
2 2

bo'ladi. (3.68) bo'yicha esa
2 2
ga ega bo'linadi. Ko’rinib turibdiki, zarrachalar orasidagi uchib ketish bur-
chagi (/-sistemada) n/2 ga teng.
Burchak Oit bilan masalaning parametrlari (3.81) formula orqali bog'-

linadi:

ctg”hN = - - (3.85)

/-sistemadagi burchaklar uchun esa quyidagilarni topish giyin emas:
2Ep (3-86)
To'gnashishdan keyingi tezliklar quyidagicha aniglanadi:

U --?=========z ny --p====== Q@3 87)
yja +4E2p2 yja2+ 4F.2p 2

Agar E[=mv'212 va E2=mv2/2 larni hisoblab ularning yig'indisini

olinsa bo'lishi kerak bo'igan munosabat topiladi:

me2
E[TH2=— =E. (3.88)
3.5.6-misol. U=-~,[)>0 maydonda sochilish kesimini toping.
r
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Berilgan potensialni yana (3.50) formulaga go'yiiadi va natijada quyidagi
topiladi:

_n p _n-6

2 lp2+~~n 2 (3.89)
mK.

p ni (©Qorqali ifodalab, differensial kesim darhol topiladi:

da - Anl -0 r—21X g6
a-An--Yr—-——-—- .
nivz, B~(B-2n) (3.90)

3.5.7-misol. U - r > 0 maydonda markazga tushish kesim.ini toping.

Markazga tushish uchun (3.34) shart bajarilishi kerak. Bizning holimizda
s> , oKki, ap sM=~_ ;.
2m y 2 P
bo'lishi kerak. Boshlang'ich  tezligi berilgan bo'lganda nishon masofasi
2P

P Ta\ N

dan oshmagan zarrachagina markazga tushishi mumkin. Markazga tushish
to'lig kesimi

2 27rp
A-KPNWXx- — T, (3.91)
mv i

ga teng bo'ldi. Shu yerda kesimning ma’nosiga yana bir gaytaylik: markaz
atrofidagi pmjx radiusli yuzani nishonga ololgan zarracha markazga tushadi,
shu yuzali maydonchaga tushmagam zarracha markazga tushmaydi.
3.5.8-misol. Radiusi R va nassasi M bo'lgan shaming ustiga massasi
w « M bo'lgan va shu jism bilan Nyuton qgonuni bo'yicha o'zaro ta’sir
giladigan zarrachaning tushish kesimini toping.
Ikkala jism orasidagi potensial

GMm
r
ko'rinishga ega. lkkinchi jism birinchi jismning ustiga shunda tushgan
bo'ladiki, gachonki rnjit < R bo'lsa, bu yerda rnjn ~ kichik zarracha trayek-
toriyasi va katta jismning markazi orasidagi minimal masofa. rnin ni topish
sharti o'sha eskicha: E = Uelf(rmJ. Bu yerdan topilgan rnmni R ga tenglash-
tirishi kerak,7 R ni beradi:
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_ GM .2 2RGM
M —R=- i +p; pmax R bomd—e  (3.92)

Shu bilan R radiusli tortish maydoni bor shaming ustiga tushish effektiv
kesimi

1+ IGM
3.93
Rvi ( )
bo'lib chigdi. 3.10-rasmda bu formulaga illustratsiya kelti-
rilgan — R — radiusli massiv sharga tushish effektiv kesimi
shar kesimidan bir oz kattadir.

Masalan, Yer shari uchun 2GMe/R@ 1,25-10

Quyosh uchun 2GMrJRO - 3,8-10 . Agar sifatida
3.10- rasm.
quyidagi tezlikni olinsa = |Okm/sek = 1ml0fcm/sek , Radiusli sharga
Quyoshga tushish effektiv kesimi Quyosh kesimidan 38%  tushish effektiv
katta boladi. Yer shariga tushish effektiv kesimi esa Yer kesimi.
sharining kesimidan bor-yo‘g‘i 1,25 10 ga katta
bo'ladi.
3.5.9-misol.
—a B
ij(r) ==+ (3.94)
ror
maydonning markaziga tushish effektiv kesimini toping.
a,[i> 0 holdan boshlaylik. Effektiv potensialni topaylik:
B|m~p~ a 13-Ep2
wim=-- °1™P (3.95)
r r
. I . 2({3-Ep2
Agar [3> Ep2 bo'lsa, effektiv potensialning grafigi 10 = nuqgtada
a
musbat maksimumga ega bo'ladi (3.11-a rasmga garang):
>
cr
41 3-Ep1l) (1%)

Markazga tushish uchun zarrachaning energiyasi shu maksimal giymatdan
katta bo'lishi kerak:
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E>nm
4(/3 - Ep2)

Bundan nishon masofasining maksimal giymatini topish mumkin:

cr
P'2,,, —P- 4E,

Aks holda zarracha maydon markaziga yaqinlasha olmaydi. Effektiv kesimni
topdik:

p or

& e (3.97)

Kesirn o'zining ta'rifi bo'yicha musbat son bo'lishi kerak. Buning uchun

CX~
E>wm (3.98)
4P

bo'lishi kerak. Bu shart bajarilmasa a = 0 bo'ladi.

Agar a >0. (1 <0 bo'lsa, effektiv potensial fagat itarish kuchiga olib
keladi — markazga tushish ro'y bera olmaydi (3.12-b rasmga garang).

0 < {j <Ep2bo'lib a <0 bo'lsa. markazga tushish ro'y bera olmaydi — bu
holda effektiv potensial rf) nugtada minimumga ega (bu holga 3.4-rasm mos
keladi). Agar 0 (5 >Ep2 a <0 bo'lsa ixtyoriy energiyali zarracha markazga
tushadi (3.11-rasmga garang).

b) d)

J. 12- rasm. (3.94)-potensialga oid.

3-bobga mashqg va savollar

1 Quyidagi Lagranj funksiyali sistemalar uchun to Xtash nugqtalarini
toping;
a) L=x2-~, jc(0)=1. i(0) = V8g;
>
X~ —ar + X
b) L=z ., arf0o) =1, ix(0) = I;
X
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¢) L=—— hcosx. x(0)=0, x(0)=-

d) L =x1l—ex, *0) =0, i(0) = 2

e) E=.r2-1na\ n'0) = 1 i(0) = In<?;
f)y £=—mk~+UQ(Qe'/, x(Q) =0, x(0)

9) L:mx x(0) =2, x(0)=-i=:
\Im

h)y L=w-1g2x, n(0)=0, i(0) =2

Ki L =i mx2+ U(ch~2kx, £=-E0<0.

=Vn>

2Un

2. Quyidagi Lagranj funksiyalari va boshlang'ich shartlar herilganda
ojchamli harakat tenglamalarini integraUang:

a) L=n-- . wi0) =1, x(0) = 0:
i
b) L=x2+e\ .v(0)=0. i(0) =1
¢) L= —-—x% x(0)=I. 1(0) = I;
\Y

d) L=7nix'+ax4,a>0, t=0daE=0.

bir

J. Quyidagi potensiallar uchun markazga eng yaqin va eng uzoq nuqtatarni

toping:

4. Quyidagi potensial maydonlardagi harakat integrallansin:

a
a) U{r) = a >0; b)

( cnn
d) U(r) =-Ur

11

r~+-

1\



a) U(r):----z-;rzl; b) I/I:é rI-L-lrl’T:i'

5. Kulon (Nyuton) maydonida quyidagi saglanuvchan kattaliklar borligi
ko'rsatildi: energiya E, impuls momenti M va 3.3.1-misolda Kkiritilgan A
vektori. Ular mustaqil emas balki ular orasida quyidagi ikkita munosabat
borligini ko Trsating:

MeA-0, A2=— M2+cr.
m

6. Oldingi misoldagi A vektor markazdan perigeliyga garab yo halgan
ekanligini ko fTsating.

cc /3
. ((r)= - a, j5>0 maydonda harakat gilayotgan zarracha-
r

ning markazga tushish vaqtini toping. Boshlang'ich masofa — R. Zanachamiz
markaz atrojida necha maria aylanishga ulguradi?

P \ . . .
8. U(r)~ a . , ,a,6>6 maydonda statik muvozanat nugtasini toping.
ror

Bu nugta bargaror muvozanat nuqtasi bo'ladimi?
9. Quyidagi maydonlar berilgan:

a) U(r) =-ae~Krlr ; b) U(r)=-Ven12.

Impuls momenti M ning ganday qgiymatlarida bu maydonlarda fmit
harakat qilish mumkin?

a
10. U(r) = - maydonda harakat tenglamalarini qutb sistemasida
r

yozing va ularni integrallang.

a
Il. U(r)-- " maydonda m massali zarracha rQ radiusli aylana

orbita bo'yicha harakat gilmogda. n<2 bo'lganda bu orbita kichik
tebranishlarga nisbatan bargaror bo ‘lishini ko Tsating. Javobni 8-masala
bilan taqgqoslang.

a
12, U (r)-- maydonda R masofadan markazga tushish vaqtini
r

toping. Zarrachaning boshlang'ich tezligi nolga teng.

13.  Cheksizjikdan wn tezlik va p nishon parametri bilan m, massali

zarracha m2 massali gqo'zg'olmasdan turgan zarrachaga tushmogda. Ular
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orasidagi o'zaro ta'sir potensiali U(r) = air",a>0 mZarrachalar orasidagi
eng kichik masofani toping.

14. Boshida go'zg'olmasdan turgan m massali zarrachaga huddi shunday
massali zarracha cheksizlikdan v tezlik bilan tushmoqda. Zarrachalarning

o'zaro potensiali \J=ah", to'gqnashish — markaziy. Tushayotgan zarra-
chaning to 'xtash nuqtasini toping.

x /3
15 U{r) = —- r— . a.p >0 maydonda zarrachaning trayektoriyasini
r

toping. Perigeliyni (r = r nuqtami) ketma-ket o'tilgandagi burchak farqi
A(p ni toping. Radial tebranishlar davri Tr va to'liq aylanish davri TO ni
toping. Trayektoriya yopig bo'lishi uchun ganday shart bajarilishi kerak?



4-bob. KICHIK TEBRANISHLAR

4.1. Bir o‘lchamli sistemalar

Tebranishli harakat qilishi mumkin bo'lgan fizik sistemalarning
soni ko'p. Bu sistemalar bir-biridan gancha farq gilishidan qat’i nazar
ularda ro‘y beradigan kichik tebranishlar deb atalgan tebranishlar
juda keng targalgan bo‘lib, uiarning matematik nazariyasi hamma
sistemalar uchun ham bir xildir. Mana shu nazariyani o'rganishga
o'tavlik.

Bizga ma’lum bir potensial maydon U(q)
U(q) da harakat gilayotgan erkinlik darajasi birga
teng bo'lgan bir fizik sistema berilgan bo'lsin.
U (q) potensial maydon q( nuqtada mini-
4 mumga ega bo'lsin, ya’ni
@ U'(qQ)=0. U'(gqa)> o0, (4.1)
4.1- rasm. Muvozanat bo'lsin. Agar potensial energiyani shu nugqta

nuqtasi atrofidagi . . . .

kichik tebranish. atr0f|d§ qatorgg yoylb.qatornlng fagatgina

kvadratik hadigina qoldirilsa

U (g)™ U @) +"(a ~4Dy U (afs) +- (4.2)
formulaga ega bo'lamiz. Kichik tebranishlar yaginlashuvi mana shu
yaqginlashuvga mos keladi. Qulaylik uchun g—g=x deb belgilaylik.
Kinetik energiyani ham shu yaginlashuvda olinadi:

r=\0(qg)q2 (4.3)
(u[q0)~m deb olindi). Natijada sistemaning Lagranj funksiyasi

L= Amx2-~kx2 (4.4)

ko'rmishni oladi, bu yerda U"(q0) =k belgilash ham kiritildi. Harakat

tenglamasini topish giyin emas:
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mx + kx = 0. (4.5)

Bunday tenglama erkin tebranishlar tenglamasi deyiladi. Ba’zi bir
hollarda uni garmonik ossilator tenglamasi ham deyiladi. Ko'pincha uni

X+02x—8, o= [— (4.6)
vm

ko'rinishga keltirib olish qulaydir. Kichik tebranishlarning ((4.2) va
(4.4) -yaqginlashuvning) ma’nosi endi tushunarli bo‘ldi - bu yaqin-
lashuvda harakat tenglamasi chizigli tenglama bo‘lar ekan. Shu sababdan
kichik tebranishlar ko'pincha chiziqgli tebranishlar ham deyiladi. Bu
tenglamaning umumiy yechimi

x(/) = q cos (tit + c2sin 01 (4.7)
ko'rinishga ega. Ko'rinib turibdiki, vaqt At=2n/(o giymatga o‘zgar-
ganda yechim o'zining eski giymatiga gaytib keladi:

x(t +At) = x{t), (4.8)
demak, (4.4) ko'rinishdagi Lagranj funksiyasiga ega bo'igan sistema

2™ chastota bilan garmonik tebranishli harakat gilayotgan sistema

ekan. Odatda, <w/2/r=v kattalikni tebranish chastotasi, (0 ni esa siklik
chastota deyiladi. Lekin, ko'pincha, wni chastota deb ham ketilaveradi,
biz ham shu atamadan foydalanamiz.

Masalada boshlang'ich shartlar bo'lishi kerak —x(0)=x0,i (0)=u0.

Ko‘rinib turibdiki, noma’lum cr c, lar mana shu boshlang‘ich holat x{
va boshlangHch tezlik v{ orgali ifodalanadi:

i=A,, - . 4.9
ci=A cl D (4.9)

Yechim fizikaviy kattaliklar orgali ifodalandi:

*) = xOcos<Wf+6) sin an. (4.10)

(4.7) yechimni bir muncha hollar uchun qulayroq bo‘lgan ko‘rinishga
keltririb olish uchun c”acosa, c,=asina almashtirish bajaraylik (ikkita
noma’lum ¢ c¢2 larning o'rniga ikkita yangi noma’lumlar — a,a
kiritildi). Natijada

X(t) = «cos (out+a) (4.12)
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formula olinadi. Paydo bo'lgan a — tebranish amplitudasi, cot +a —
tebranishfazasi va a — boshlang‘ichfaza deyiladi. Tebranish energiyasini
topaylik:

dL m/.> N

E=x —I'_:—éx' +arx J= —ma Cco" (4.12)

4.1.1-rnisol. Matematik mayatnik. (1.104) va (1.105) tenglamalar orqali
biz matematik mayatnikni kiritgan edik. Bu tenglamalar kichik tebranishlarga
mos kelmaydi, kichik tebranishlarni olish uchun (1.104) Lagranj funksiya-
sida cos @ ni bargaror muvozanat nuqtasi = 0 atrofida kvadratik hadgacha
gatorga yoyib

2
cos(p = 1- i + (4.15)

o'zgarmas son mgl ni Lagranj funksiyasidan tashlab yuborib, quyidagi Lagranj
funksiyasiga o ‘tish kerak:

ml2 ,2 mgl 7 ., 1n
=— <pP~— < (4-16)
Mos kcluvchi harakat tenglamasini keltirib chigarish giyin emas (uni

(1.105) dan sin<p = <p+'" yoyilma orgali olish ham mumkin edi):

(P+w2p=0, co2= . (4.17)
Ko'rinib turibdiki, chastota w tebranish amplitudasiga bog‘lig emas,
bu — kichik (chiziqgli) tebranishlarning eng muhim xossasi. Tebranishlar
davri
r=2e_bml (4 Ns)

» ndt |
fagat mayatnik osiigan ipning uzunligiga bogiiq ekan. Masalan, mayatnikning

davri bir sekundga teng boisin desak uning uzunligi 1=g/{An2j=25 sm

bo'lishi kerak.

4.1.2.-misot. Guygensning sikloidal izoxron mayatniki (4.2-c rasmga
garang).

Bu mayatnikka osib qo'yilgan massa m ning harakati sikloida bilan
chegaralangandir:

v=/(gp—sin<p), y = /(I +cos(p). (4.19)

Sistemaning Lagranj funksiyasini topaylik. Kinetik energiya:
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(4.20)

Potensial energiya
U = —mgl cos (p (4.21)

Masalaga mos keluvchi o'zgaruvchiga o'tavlik. Kerakli o‘zgaruvchini ko'rish
uchun Kinetik hadga nazar tashlaylik:

2m|’zs#12$(¥ -1>Qr1'2(icosf (4.22)
2 [dt 2/
Ko'rinib turibdiki, yangi o'zgaruvchi sifatida
y :cosf
ni tanlab olinsa va potensial cnergiyadan o°‘zgarmas sonni ajratib tashlab
yuborsak Lagranj funksiyamiz quyidagi ko'rinishga keladi:
L = Hml~y/2—2mgly/' m (4.23)

Harakat tenglamasi:

(4.24)

4.1.3-misol. (4.1)-shartlarga qaytaylik. Quyidagi potensial maydondagi
kichik tebranishlar masalasini ko'raylik:

(4.25)

Muvozanat holatlarini U'[q)- 0 shartga mos keluvchi kq+/3q*=Q
tenglamadan topish mumkin. Agar k > 0 bo'lsa bu tenglamaning haqiqiy
sonlar sohasida bitta yechimi bo'ladi: qu= 0. Bu holga mos keluvchi
grafik 4.2-a rasmda ko'rsatilgan. Agar Kk < 0 bo'lsa bu tenglamaning uchta
yechimi bor:

Ular 4.2-rasmda ko'rsatilgan. Ko'rinib turibdiki, g nugta turg'un
muvozanat nuqtasi emas, bu nuqta atrofida tebranib bo'Imaydi, bu nugtadan
ozgina siljigan massa o'ng yoki chap o'ralarga tushib ketishi kerak. Bu -
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lokal maksimum nuqtasi, bu nugtada U"(q0)< 0. Tebranish chastotasining
kvadrati uchun manfiy bo'igan U’ (qti)=-\k\im gqgiymatga egamiz. q{,

nuqtalarda esa f/'(</0)>0, bu nuqtalar lokal minimum nuqtalari. Agar

jismning energivasi manfiy E < 0 bo'lsa (albatta, E>Umm= mz_l_p_ bo'lishi

ham kerak) u mana shu minimumlar atrofida tebranuvchan harakat qilishi
mumkin. Bu nuqtalar atrofidagi kichik tebranish chastotasi

m . Shu maydonda tebranayotgan va to'liq energiyasi

manfiy bo'igan moddiy nuqta shu ikkala minimumning birida finit harakat
qilishi kerak. Qaysi birida? Agar sistemada k >0 -*k < 0 o'tish ro'y bersa
k=0 nuqgta o'tilayotganida sistema yoki chap yoki o'ng o'raga tushib ketadi,
«Qaysi biriga?» degan savolga javob berib bo'lmaydi, ikkala minimum
simmetrik joylashgan va bir xil giymatga ega. Faraz gilavlik, bu " nuqta
bo'isin. Agar sistema mana shu nuqgta atrofida tebranayotgan bo'lsa
harakat tenglamalarining shunga mos keluvchi yechimi

q(t)= g2+acos,(a>1t+a) (4.26)

bo'ladi. Potcnsial U(q)= U(—q) simrnctriyaga ega bo'lganligiga garamay
yechim bu simmetriyaga ega emas.

4.2. Majburiy tebranishlar

4.2.1. Umumiy nazariya
Turg‘un muvozanat holati atrofida kichik tebranish bilan harakat

gilayotgan jismga tashqgi kuch ta’sir gilayotgan bo'isin. Bunday masala
majburiy tebranishlar masalasi deyiladi. Albatta, tashgi kuchni ham
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kichik deb garash kerak, aksincha, uning ta’siri ostida tebranish
amplitudasi katta bo'lib ketishi, va shunga ko'ra, kichik tebranish
yaginlashuvdan chiqib ketish mumkin.

Masalani aniqroq tushinish uchun ko'z oldimizga Yer tortishish
maydonida kichik tebranayotgan zaryadlangan mayatnikni keltirishimiz
mumkin. Shu mayatnikka tashqgi (kuchli bo'Imagan) elektr maydoni
ta’sir gilayotgan bo'lsin (bir o'lchamli sistemalar haqgida gap ketar
ekan, ushbu elektr maydoni ham g o'qi bo'ylab yo'nalgan bo'lishi
kerak). Tushunarliki, bu tashqgi kuch ta’sirida mayatnikning tebra-
nishlari ham o'zgaradi. Tashqi kuch umumiy hoida vaqtga bog'liq
bo'lishi mumkin (yugoridagi misolda elektr maydon o'zgaruvchan
bo'lishi mumkin). Kuchning kelib chigishini tashqi potensiai maydon
bilan bogiaylik. Shu potensiai maydonni gatorga voyaylik:

UT(x,i) = UT(0j) +xU'T(0,/) +.. (4.27)

Chizigli yaginlashuvga mos kelish uchun tashqgi potensialning
yoyilmasida  bo'yicha chiziqli hadnigina qgoldirildi. Umumiy ta’rif
bo'yicha —dU/dx ifoda kuchni bildirar edi, shu sababdan

-11j (0j)= F(t) tashgi kuchga mos keladi. (4.27) dagi birinchi had

fagat vaqtning funksiyasi bo'lgani uchun Lagranj funksiyasidan uni
tashlab yuboramiz. Natijada sistemaning Lagranj funksiyasi

L=-"mx2-~mx2+ xF (t) (4.28)

ko'rinishga ega bo'ladi. Harakat tenglamasini yozib olamiz;

mx + kx=F(t), (4.29)
yoki
F
x+oo'x:ﬂ. (4.30)
m

Agar bir jinsli tenglamaning yechimini

m (r) = C, cos (Dt + C2sin (Dt (4.31)

deb belgilab olib (4.30) ga o'zgarmaslarni variatsiyalash metodi go'llansa
quyidagi yechim olinadi (xo(r) ni yana (4.11) ko'rinishda olamiz):

x(r) = xn(r)+X (;) = acos(ax +a) +-—---[Jr/r(T)sin(ai(/-T)). M 32)
m/ll V .
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Formulani tushunish uchun uni xususiy hollarga qo'llab ko'rish
kerak.

4.2.2. Tashqi kuch o‘zgarmas bo‘lgan hoi

Birinchi xususiy hoi sifatida tashqi kuch o'zgarmas bo'lgan holni
ko'raylik: F(/) = FO. (4.32) formuladan ko'rinib turibdiki, bu holda
tebranuvchi sistemaning eng asosiy xarakteristikasi - tebranish chastotasi
o'zgarmaydi.

Misol sifatida 4.3-rasmda ko'rsatilgan sistemani olib ko'raylik. Bu
yerda tashqi kuch — gravitatsion maydon. Koordinata o'qi X yuqoriga
garagan deylik, x = o0 nuqta sistemaning pastdagi ulangan nuqtasi
bo'lsin. Bu holda sistemaning Lagranj funksiyasi

L=- ) -k(x-i) - mgx (4.33)
bo'ladi.
Axamivat bering, bikirlik koeffitsiyenti kK ning oldida 1/2 ko'pay-
tuvchi yo'q, sababi — massamizga ta’sir gilayotgan elastik kuch

ikki tomondan ta’sir gilayapti — pastdan va yuqoridan. Agar tashqi
gravitatsion maydon bo'lmasa sistemaning bargaror muvozanat nugq-
tasi x()= /bo'lgan bo'lar edi. Tashqi maydon ta’sirida esa sistemaning
muvozanat nuqtasi siljiydi:

U'{t) = -2k{Xo-1) -, e
{t) {Xo-1) vk (4.34)
Sistemaning tebranish chastotasi:
> K V (mo) 2k
(o (4.35)
21 ¢ m

tashqi maydon bo'Imagan holdan farq gilmaydi. Bularni
bevosita Lagranj funksiyasi tilida ham ko'rish mumkin

< K edi, buning uchun potensial hadni to'lig kvadrat ko‘-
rinishiga keltirib o'zgarmas hadlarni tashlab yuborish
kerak:
4.3- rasm. mx
Bir jinsli L— -/ o (4.36)
tashqi N
maydondagi  ENdi (4.32) formulaga murojaat (/ -mg deb olish kerak)

sistema. gilaylik:



x0 (/)= sacos (cot+ a)-"-~-(\ —cos (ft)?))- (4.37)

Ammo acos(cot +a) +bcos(cot) = c/cos"cor+a ), bu yerda a,a —yangi
o'zgarmaslar, demak, olingan tebranishlar tashqi kuch yo‘q holidan

fagat umumiy -mg 1(2k) siljishga farg giladi.

4.2.3. Tashqi kuch davriy bo‘lgan hoi

Fizikaviy masalalarning ichida tashqgi kuch davriy bo‘lgan hoi eng
gizigarli holdir. Bu holga

F (t) =f coa(yt +p)

ifoda mos keladi. (4.32) integralni hisoblansa ikki xil hadlar olinadi:
yechimning birinchi gismi:

- A~ ) Codl,+N (4.38)

yechimning ikkinchi gismi:

————— - —(/sin Psin (cot)- cocos P cos (co/)).

mcoico--y"* |
Ikkinchi yechim yj oo bo‘lgan holda (4.32) dagi noma’lum kons-
tantalarni qayta ta’riflashga olib keladi holos (chunki ushbu qo‘-
shimcha hadlar yana o°‘sha o chastotali tebranishlardir), shuning
uchun y~ o holda bu hadlar alohida yozilmaydi. Ammo y-> @
bo‘lgan holda bu hadlarning roli muhimdir, tashqi kuchning chas-
totasi sistemaning xususiy chastotasiga yaginlashganda rezonans
hodisasi ro‘y beradi.

Demak, yd o hoi uchun yechimining koTinishi aniglandi:

(/)= acos (cot+a)m cos (yr + P). g

Sistemada bir vaqtda ikkita tebranish ro‘y beradi — biri mchastota
bilan, ikkinchisi /chastota bilan.

Ammo y-> wbo‘lgan holda (4.39) hadlar hisobga olinmasa
bo‘Imaydi, (4.40) formuladagi ikkinchi had bu holda cheksiz o‘sa
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boshlaydi, bu esa bu yechimning ko'rayotgan holimizda qoilanishi
mumkin emasligini bildiradi. Quyidagicha yoi tutamiz: (4.39) va (4.38)
yechimlarning yigindisini olamiz, y =c+s deymiz va £ ->0 limitga
o'tamiz. Shu limitda quyidagi yechimni topamiz:

Topilgan yechimdagi ikkinchi had vaqt o'tishi bilan o'sa boshlaydi,
rezonans degan hodisa mana shu cheklanmagan o'sishga olib kelishi
bilan xarakterlanadi. Albatta, kichik tebranishlar yaqinlashuvidan
chiqib ketmaslik uchun (4.41) formuladan faqatgina tebranish
amplitudasi hali yetarlicha kichik bo'lgan hollardagina foydalanish
mumkin.

4.2.4. Tashqi kuch bajargan ish

(4.28) Lagranj funksiyasiga mos keluvchi energiya

£(/) = —nix2+ —mx2- xF (t) (4.42)
12 2 \%
ko'rinishga ega boiadi. Bu «energiya» saqlanuvchi kattalik emas, buni
Lagranj funksiyasining vaqtga oshkora bogiigligidan ham tushunish
mumkin. Tashqi kuch sistemaga ta’sir gilarekan sistemaning energiyasi
bu kuch ta'siri ostida o'zgarishi kerak. Energiyaning o'zgarishi
quyidagicha ta’riflanadi:
AE = £(+“ )-£°(-*). (4.43)

(4.42) ifodadagi birinchi ikki hadni

(4.44)

(4.45)

1Kompleks tahlildan maiumki, z = x + iy kompleks son uchun [zp = |.v+/Vv|2



/

i, +iioX =— J drF (r)~cos(<u(? -t)) +;<usin (a>(/-r))J =
1 r (4.46)
—exp (icot) dx F (r)exp (-/cor)
m J
ifodalarga o'taylik. Bu yerda tashgi kuch | =—°° vagt momentidan
ta’sir gila boshladi deb olindi. lkkala formula birlashtirilsa
t
= i *fl ior)+ — dzF -
C (t) = exp (icot) /'flcoexp(ior) + ~ dzF (T)exp(-r'wT) (4.47)
ga kelinadi. Bu funksiyaning moduli
\'m 'ﬂcoexp((o:)+;‘]l diF(T)cxp(-iicor (4.48)

Undan tashqari,

v=—ImE£(f)
®

belgilashdan ham foydalanaylikl Demak, tashqgi kuch tomonidan
sistemaga t =— dan 1=°° gacha uzatilgan energiya

AE = E(0°) —E (=) = ~{IC (-)f -|C (-*)I2} -~ (0
2

1 9 2
iacocxp(ia)+— rdxF (T)cxp(-Yw0OT) — Ta €O -------- mf (/)
mJ 2 o

(4.49)
formula orqgali ifodalanar ekan. Agar boshlang'ich tebranishlar bo'l-
masa (a = 0) va tashqi kuch t -»+°0 da nolga intilsa bu formula
soddalashadi:

1 Kompleks son z= x + iy ning haqigiy va mavhum gqismlari x = Rez vay =
Jm z deb belgiianadi.
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AF

V2
4.4- rasm. Yutilgan energiya
grafigi.
teng, shu sababli (4.50) formula
Integralni hisoblaylik:

\]th (?)exp (—QD)

Integral ostida quyidagi siljish baj

J dtF (T)cxp(—cot) (4 50)

4.2.1-misol.

Ossillator F (/) = Foexp (-r/r2)

kuch ta’sirida t =—» dan ,-=oo gacha
gancha energiya olgan? Masalani ikki
hoida ko‘ring: a) =-°0 da ossillator
muvozanat holatida bo'lgan; b) t =oo
da ossillatorning amplitudasi a ga teng
bo'lgan.

Yechish. a) birinchi hoida ossilla-
torining boshlang'ich energiyasi nolga
masalaning yechimini bevosita beradi

= chrexp(-r /T -1« ). n

10T
araylik: t->t —

QO'T~
Fti</rexp(-r /T -icot'j = R)exp dtexp (-t~ /1:) =
4
T~ (4.52)
= "Nk F*zexp -
Demak, ossillatorga berilgan energiya
nF C 2 )
E - o T~exp
2in (4.53)

Olingan natijani tahlil gilaylik
o'zgarmas son. Tashqgi kuchning
kuchning noldan sezilarli farg qil

. 0 — sistemaning parametri, u berilgan
ifodasidan ko'rinib turibdiki, T— tashqi
ish davri. Parametr 1 vaqt o'lchamligiga
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ega, demak, cox— o'lchamsiz parametr. Bu parametrni Q)X=f3 deb belgilansa
berilgan energiya

iZF@ r
E = 13" exp (4.54)
ko'rinishga keltiriladi. Bu funksiyaning grafigi 4.4-rasmda ko'rsatilgan.
Oydinki, (3«:1 va /?» 1 bo'lganda (ya’ni, qgisga vaqtli zarba yoki,
tashqi kuch sekin paydo bo'lib sekin yo‘q bo'lsa) ossillatorga berilgan energiya
kam bo'ladi, (3-42 (r =J2/coj bo'lgnada esa ossillatorga berilgan energiya

maksimal bo'ladi:

nFt:
m0Oe
b) Bu holda ossillatorining boshlang'ich energiyasi bor. (4.49) formu-
ladagi oxirgi had bo'lmaydi holos, chunki f— da F(?)—»0 bo'ladi.

Intcgraini hisobiash masalamizning a) qismida ko'rsatilgan, natija:

[OE = - /aftjexp(ta) + — j dxF (x)cxp(-ia>T)
J

E (4.55)

” (€9).¢ )
X exp -UO)\JK Frx exp sina.
4
\Y%

[kkinchi hadning oldida minus ishorasi turibdi, sistema energiya oladimi
yoki yo'gotadinii sina ning ishorasiga bog'liq, bu yerda a tashqgi kuch
bo'Imaganda ossillatorining t = 0 momentidagi fazasi edi. Agar n<a<2n
bo'lsa anigki, ossillatori enrgiya yutadi, 0<a <k holda esa energiya yo'qotishi
mumkin. Ba’zi bir hollarda ossillator atomda harakat gilayotgan elektronning
klassik modeli sifatida ishlatiladi, tashgi kuch ta’sirida atom enrgiyani yutishi
yoki nurlanish orgali uni yo'gotishi mumkin. Bizning holimizda bu elekt-
ronning boshlang'ich fazasiga bog'lig ekan.

4.3. So‘nuvchi tebranishlar
Shu paytgacha tashqi muhitning sistemaga ta’sirini hisobga olmay
kelingan edi. Sistema biror tashqi muhitda harakat gilsa u shu muhitning

molekulalari bilan to'gnashishi natijasida o‘z energiysini yo'gota
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boshlaydi. Molekular o ‘zaro ta’sirni hisobga olgan bunday harakatning
to'lig nazariyasi murakkab bo'lib u mexanika fanining vazifasi emas.
Ammo agar jism tezligi kichik bo'lsa, muhitning ta’sirini ishqalanish
kuchi sifatida harakat tenglamasiga kiritish mumkin ya’ni, masalani
mexanik masalaga aylantirish mumkin. Bunday ishqgalanish kuchi jism
tezligiga proporsional bo'lishi kerak, chunki tezlik nolga teng bo'lganda
ishgalanish kuchi ham yo'q bo'ladi. Kichik tezliklar hagida gap ketayot-
ganini hisobga olib, bu kuch tezlikning birinchi darajasiga proporsional
deb olinadi:

/| =-ax. (4.56)

Minus ishora kuch harakat tezligiga garshi yo'nalganini ko'rsatadi.
Demak, bu holda, harakat tenglamasi

m'x = —v - a.x (4.57)

ko'rinishga ega. Quyidagi afi=k/m, 2y =a/m belgilashlar kiritib bu
tenglama

X+2yx+ x=0 (4.58)
ko'rinishga keltirib olinadi. Bu tenglamaning yechimi

X = exp(tr) (4.59)
ko'rinishda qidiriladi. k uchun tenglama:

K~+2yK+co=0. (4.60)

Tenglamaning ikkita yechimi bor:

o=y +\[y2-7 2o x=-7-\T2-72 (4.61)
Ko'rinib turibdiki, uch xil hoi uchrashi mumkin:
1- atf>y2;
2-uf<y®’
1 2 >
=y =

Birinchi holda afi-y2- o2 deb belgilansa
kL2 =—y £ 100 (4.62)

ga kelinadi, bu degani, (4.58) ning yechimi
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x = aexp(-y/)cos(c® + <) (4.63)

ko‘rinishga ega boiadi, Bu yechim davriy yechim emas, u so‘nuvchi
tebranishlarga mos keladi. Uning grafigi 4.5-a rasmda ko'rsatilgan.

a) h) d)
4.5- rasm. So‘nuvchi tebranishlar.

Ikkinchi holga o'taylik. Bu hoida (4.61) dagi ildiz haqigiy son
boiadi, umumiy yechim

(4.64)

Bunday yechim so'nishning o'zini beradi. Uning grafigi 4.5-b rasinda
ko'rsatilgan.

Uchinchi holga kelaylik. Bu hoida xarakteristik tenglamaning ildiz-
lari karralidir. Umumiy nazariya bo'yicha yechim

x=(q +t2f)exp(-y/) (4.65)
ko‘rinishga ega bo'ladi. Agar tebranish quyidagi boshlang'ich shartlarga
bo'ysunsa: v(©0)=o0, j(0o)=u,,

X = vtexp(-yt)

bo'ladi, bu funksiyaning grafigi 4.5-d rasmda ko'rsatilgan.
Ishgalanish bor boigani uchun energiyaning saglanishi hagida gap

bo'lishi mumkin emas. (4.58) tenglamani mx ga ko'paytirib uni

(4.66)

ko'rinishga keltirib olinadi. Bu munosabat esa (4.12) ni ko'zda tutgan
hoida ossillator tomonidan energiya yo'qotish tezligi uchun

(4.67)
formulani beradi. Fizik sistemaning energiya yo‘qotishi muhim
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tushuncha boigani uchun uni dissipativ funksiya deyiladigan va

F="ak2 (4.68)

ko'rinishga ega boigan funksiya orqali ifodalash gabul gilingan. Bu
hoida awalgi tenglama

-1E=~2F (4.69)

ko'rinishni oladi. Ya’ni, dissipativ funksiya sistemaning vaqt birligi
ichidagi energiyasining dissipatsiyasini bildirar ekan. Bu hoida (4.57)
harakat tenglamasini

d?L dl OF

at dx - &x =" Tox (4-70)
ko‘rinishda ham yozib olish mumkin.

Odatda. energiya yo'gotishining bir «davr» 7=2n/t0( ichidagi

oitacha giymati gizigadi boiadi. Bu kattalikni hisoblash uchun birinchi
holga murojaat gilinadi va y« ajl(ishqgalanish juda kichik) deb olinadi.

Bu hoida n(/) - awrY'sin (ay +<p va

dE - JTe  sin (oot 4
_dt =-an' - -aa'wjc sin' (coOf +w)
boiadi. Quyidagi kattalik ishqgalanish quvvati deyiladi:
; AZIr/oii, . (2nfuy ) N,
dE n a’ | [ cu m 11
J 3T L 2o (dirt- R4
0 0

Integralning giymati T=2n/ioudavr ichida energiyaning o'zgarishiga
teng, uni T ga boiinsa, bir davr ichidagi yo‘qgot.ilgan energiya Kkelib
chigadi. Integralni hisoblaganda y« af) ni hisobga olib integral ostidan
exp(-2”) ni chigarib tashladik

K.o‘rilayotgan yaqginlashuvda energiya uchun E ~Tcruer 77 ifoda

olinadi((4.12) formulada amplitudani « ae~\ ga almashtirish yetarli).
Yana bir marta ta’kidlab ketavlik. ossillatorning energiyasi sifatida
(4.12) ifoda qaraladi, (4.69) ifoda energiya yo'gotish tezligiga
tegishlidir.

Bundan foydalanib muhim boigan oichamsiz bir kattalik kiritaylik:
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n <E>cq, >,

Q=—y + =P 4-72)
Uning nomi asillik, ossillator energiyasining bir davr ichida ishqga-
lanish orgali yo'qotilgan energiyaga nisbati (chastotaga ko‘paytirilgan
holda) —so'nuvchi tebranishlarning gqav darajada uzoq davom etishini
xarakterlaydigan Kkattalik.

4.4. Ishgalanish bo‘lgandagi majburiy
tebranishlar

Ishgalanish kuchi ta’sir gilayotgan muhitda tebranayotgan
sistemaga tashqi kuch ta’sir gilayotgan bo'lsin. Tashqi kuch davriy
xarakterga ega bo’lgan hoi eng qizig bo'lgani uchun shu holni ko'rib
chiqaylik:

X+ IXX+ cnq.v?cos (yj. (4.73)

Tashqgi kuchning ko'rinishi shunday tanlab olindiki, u t=0 vaqt
momentida noldan boshlab ishga tushsin. Tenglamaga o'zgarmaslarni
variatsiyalash metodini qo'llaymiz. Bir jinsli tenglamaning yechimi
A0\ CA-/n-ay; 1 (474»
Xo (/) = C,01 1+C2@ 1 ' ’
bo'lsa, o'zgarmaslarni variatsiyalash metodi (4.73) ning yechimini
quyidagi ko'rinishda beradi:

f 2yXsm(yt)-(y2- co2)cos(yt)
(/)= 4,0+~
M~'°}8)\2+4I/ﬂ ’ ¢'75>

Shu yechimning xossalarini tahlil gilaylik. Gap tebranishlar hagida
ketayotgan ekan X< &{ deb olamiz. Bir jinsli tenglamaning yechimi
so'nish bor bo'lgani uchun vaqt o'tishi bilan nolga intilib ketadi:
joo(0->0, t ->00. Haqgiqgatda, albatta, t cheksizlikka intilishi shart emas,
x( ni tashlab yuborish uchun Xt kattaroq son bo'lishi yetarlidir. Demak,
ma’lum bir vaqt o'tganidan keyin yechim sifatida

f 2yXs\n(yt)+[-y2+co2)cob(yt)
X(t) =~

(i 747550 (4.76)
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funksiyani olish mumkin. Tebranishning so'nmaydigan qismi tashqi
kuchdan olib turilgan energiya hisobiga mavjud bo'ladi. Agarda

2yA ('y2+ﬁ>0)

va

deb belgilab olinsa (sin2 8 -fcos2 8 = 1 ekanligini tekshirish giyin emas)
topilgan yechimni

x(t) = hcos(yt +5) (4.78)

ko'rinishda yozib olish mumkin. Bizni eng qiziqtiradigan hoi -
tashqgi chastota Asistemaning xususiy chastotasi owga yaqin bo'igan
holdir. Ishgalanish kuchi bo'Imagan holda tebranishlar amplitudasi
cheksiz o'sa boshlar edi ( (4.41) ga qgarang). Endichi? Bu savolga
javob berish giyin emas — (4.78) dan ko'rinib turibdiki, tebranish
amplitudasi hamma vaqt cheklangan va uning maksimal giymati h
ga tengdir. h uchun ifoda esa y->coa bo'lganda ham chekliligicha
goladi.

Rezonans sohasini chuqurroq tahlil gilaylik, buning uchuny = +e

deb olinadi va £->0 sohani tekshiramiz. Undan tashqari A«ab deb

ham olamiz (ishqalanish kuchi kichik bo'isin). Bu sohada tebranish
amplitudasi

2Ty A (4.79)

va tebranish fazasi

. (4.80)

ko'rinishga keladi. Majburiy tebranish fazasi tashgi kuchning fazasiga
nisbatan «kechikish» xossasiga ega ekan. Buni quyidagicha ko'rish
mumkin. (4.77) dan ko'rinib turibdiki, y->0 bo'lganda (y-w 0sohada)
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$>«0 bo‘ladi. y—*° (y->w0 s°hada esa 5-»—1
bo'ladi. Agar tashqi kuch chastotasi y->o0#9ga intilsa

5 -—»—t/2 ga intiladi. /

(4.78) tebranyotgan mayatnikning energiyasi A
o'zgarmasdan qolishi kerak. Demak, mayatnik y j
tashgaridan olayotgan energiyani ishgalanishga
ketkazadi. Bir davr bo'yicha o'rtalashtirilgan 46m Rezonans
energiya yutilishi intensivhgini I(y) deb belgilab yagi,,ida energiya
uni topaylik, u esa energiya dissipatsiyasiga tes-  yutilishi intensivligi.
kari ishora bilan tengdir. (4.69) formula bo'yicha

I(y)=2F (4.81)

bo'ladi, bunda F — bir davr bo'yicha o'rtalashtirihsni bildiradi.
Dissipativ funksiya bizning holimizda

F =~ax2=faux2 = fanx2h2sin2 (yf + 5).

Sinus kvadratining bir davr bo'yicha o'rtacha giymati 1/2 ga teng,
demak

1 (y) = Amyz2h2. (4.82)
Rezonansga yaqin sohada
TE)Y=knt W (483>
Energiya yutish intensivligining maksimumini
| =-£-

0 4mA
deb belgilab, yuqgoridagi formulani

' w - N 4-84

(eW g/ (e
ko'rinishda yozib olinadi. Olingan funksiyaning grafigi 4.6-rasmda
ko'rsatilgan. Bu formuladan /(xA) =770 ekanligi kelib chigadi, shu

sababdan |e] = A qiymat rezonans egri chizig'ining yarim kengligi
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deyiladi. So’nish kamaygan sari -0 rezonans grafigining eho'qqi-
simonligi ortib boraveradi, ammo grafikning ostidagi yuza o'zgar-
maydi.

4.5. Ko‘p o‘lchamli sistemalardagi tebranishlar
4.5.1. Ikkita bog‘langan mayatniklar

4.7-rasmda ko‘rsatilgan sistemadagi tebranuvchi harakatni o'r-
ganaylik.

Sistema uzunliklari va massalari /,, myva /,, /w, bo'igan ikkita
matematik mayatniklardan iborat. Ular bikirligi Kk bo'igan prujina orqali
bir-biri bilan bog‘langan. Tushunarliki, agar biror mayatnikka turtki
bersak ikkinchisi ham tebrana boshlaydi, bu ikki mayatnik orasida
0'zaro ta’sir natijasida energiyaning biridan ikkinchisiga ko'chishi ro'y
berishi kerak. Ushbu sistemaning Lagranj funksiyasini topaylik. Umumiy
goida bo'yicha

L—T, + T, —(7, —U2~U[2. (4.85)
bunda Tr i= 1,2 — mos ravishda

tegishli mayatnikning kinetik ener-
giyasi, Upi= 1,2 — mos ravishda

K L mayatnikning potensial energiyasi

* WAMWAWAWVA-] -;: va Ur — ularning o'zaro ta'sir
'/ﬁ\ /1,: energiyasi. Birinchi mayatnikka
tegishli koordinatlarni xr yp ikkin-

chi mayatnikka tegishli koordi-

natlarni esa & v, deb belgilaylik

4. 7- rasm. Ikkita bogiangan (esimizdan chigarmaylik, x, y —

mayatnik. bargaror muvozanat holatidan

chetlashishlarni bildiradi). Mayat-

niklar osilgan iplar bukilmaydigan deb qaraladi. Agar ikkala mayatnik

barqgaror muvozanat holatida bo'lsa, oradagi prujinaning tarangligi
nolga teng bo'ladi. Lagranj funksiyasi quyidagicha tuziladi:

Vv

L—-—m, (vf+ vf)+~""2 (v: +Vv"j+ +nugy, -~k(x.-X.)". (4.86)

Burchak o'zgaruvchilariga o'tamiz va kichik tebranishlar hagida
gap ketayotganini hisobga olamiz:
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“m=/.sin(ft =/<p, y, =/cos@i=/ L ? (4.87)
-5
O'zgarmas sonlarni tashlab yuborilganidan keyin Lagranj funk-
siyasi quyidagi ko'rinishga keladi:
/ “Wliée+ " m2ljp\- *gecpl -~ w2 (<ft- )2 .(4.88)

Harakat tenglamalarini yozib olamiz:
+m\gl<P\ =-k(cp]-<p2)\
»h12(G2+ m2gl(p2 = K (@, - P 2). (4.89)
Asosiv g'oyani tushunish uchun xususiy holga o'tamiz —

mt=w, = m. /f,=12 / (4.90)
va magsadga muvofiqg bo'lgan belgilashlarni kiritamiz:

> K
- p a -
/ ml-

Bu holda tenglamalar soddalashadi:
) =-a(<px
(2-+11y(p2 =cc(k-2p2)

Agar ¢1-¢2=y/\ va (p]+(p2=u/1 formulalar orgali yangi o'zga-
ruvchilar kiritilsa tenglamalari bir-biridan ajraladi:

(4.91)

+(cqj +2a)yl, =0; \jl2+w , =0. (4.92)

Yangi koordinatlar normal koordinatlar deyiladi. Bu koordinatlar
tilida sistema ikkita mustaqil tebranish gilayotgan bo'lib chigadi —
koordinataga ox="jmf+2a va 2 koordinataga a0 chastotali

tebranishlar mos keladi. Bular normal chastotalar deyiladi.

Ular 4.8-rasmda ko'rsatilgan. Rasmdagi a) hoi ¥/, koordinataga
mos keladi va b) hoi * koordinataga mos keladi. lkkala holga mos
keluvchi umumiy yechimlar:

\f/x - a xcosa\t + b\ sin caj, y/2 =a2cosQht +1h sin Oht. (4.93)
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b)

4.8- rnsrn. Normal tebranishlar.

Boshlang‘ich shartlarni quyidagicha tanlaylik:

t=0 da 9\=<Po va A=<dA=de=0 (4.94)

Bu deganimiz boshlang'ich momentda birinchi mayatnik muvozanat
holatidan chigarilgan, ammo uning tezligi nolga teng, ikkinchi mayatnik
esa nolga teng tezlik bilan o°‘zining muvozanat holatida turibdi. Normal
koordinatlar tilida

t=o da 1, =y/2- %, y,=vr=o0. (4.95)

Bundan
@@= Uu2- oy, b\ = b2 =0. (4.96)

Demak,
Vi —<pocos L va yI2 = % cos a2, (4.97)

va, natijada, eski koordinatalarga gaytsak

@ +0h ® -ab
@ =-% (cos @?+ COS«V) = *Rocos €O | —--mmmmov -t
1 X . +a), —Oh (4.98)
{p2 = —% (cos @2t -cosfOj/I - % sin(i"I J—)t sin -

yechimlar olinadi. Har bir koordinata uchun ikkita tebranishlarning
kombinatsiyasini ko‘rayapmiz: katta chastotali (cot+ <)/2 va kichik
chastotali (c02— to)/2 . Bunday tebranishlar tepkili tebranishlar
deyiladi.

4.9-rasmdan ko‘rinib turibdiki, katta (o\ + c?/2 chastotali tebra-
nishnirig maksimal amplitudasi kichik chastota (@2 — co,)/2 bilan
tebranadi.

Endi (4.90) shartdan voz kechib umumiy hoi (4.89) ga gaytib
kelaylik. Bu hoida normal koordinatlar ganday ajratib olinadi? (4.89)
sistemani quyidagi ko‘rinishga keltirib olinadi:
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4.9- rasm. Tepkili tebranish.

<Pi+wf<Pi =-a, (<, - g2) =
(4.99)
2+ 00292 = 02 (P - 2)

Bunda

(4.100)

Chizigli differensial tenglamalar sistemasini yechishning umumiy metodi
bo'yicha (4.99) ning yechimi quyidagi ko‘rinishda izlanadi:

9 = Aexp(rcor), (P2 = Bexp(ia)t). (4.101)
Bularni (4.99) ga olib borib qo‘yilsa quyidagi algebraik sistema hosil
bo'ladi:
(a, -co2+w2)A-a,6 =0.

(4.102)
a2A-(a2-co2+co,)B=0.

Bu sistema yechimga ega bo'lishi uchun uning determinanti nolga
teng bo'lishi kerak, bundan esa

(4.103)
J

kelib chigadi. Paydo bo'lgan chastotalar xususiy yoki normal chastotalar
deyiladi. Agar «, = a2= a va = a2 =a>0 desak, darhol (4.92) dagi

O =w, +2a va co2)=cog chastotalar olinadi.

Shu bilan sistemadagi mumkin bo'lgan chastotalar topildi. A va B
larni topish qoldi.
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Buning uchun (4.102) sistemaga birinchi marta (o' = (0~ deb go'yi-
ladi va At va B: orasidagi munosabat topiladi, ikkinchi marta esa
a>Z= (02" deb go'yamiz va A2va B2orasidagi munosabatni topamiz.

Qaysi amplitudani ikkinchisi orgali ifodalash — A ni B. orgalimi yoki

teskari — ahamiyatga ega emas, bu — qulaylik masalasi. Belgilash
kiritaylik:
S o0™+co,
W= A a, a2+a>i-(on
_ B2 _a,+cor-(0~2 _ n (4.104)
A2 a\ a2+co2-co”

Natijada izlayotgan tebranishlarning har biri ikkita normal tebranish-
larning superpozitsiyasi sifatida ifodalanadi:

R = A exp(/'c0())/)+ A2exp(/ca(2r) =0, + Q2,
FH =YNA exp("'w@®?)+ -.Nzexp(;wrj = ytQt + y2Q2. (4105)

Topilgan ifodani (4.88) Lagranj funksiyasiga olib borib qo ‘yilsa quyidagi
ifoda hosil bo‘ladi:

L=~(""W +m2ly{)[<22- 1 +

.106
A +BBYRE, GBI (4:100)

Normal koordinatalarning ma’nosi shu ekanki, ular yordamida boshida
ikkita o'zaro ta’sirda bo'igan erkinlik darajalari ikkita mustaqil teb-
ranishlar ko'rinishiga keltirildi. Ularning har biri (4.4) ko'rinishdagi
erkin tebranishlar bo'lib chiqdi.

Qo'shimcha ishonch hosil gilish uchun (4.106) Lagranj funksiya-
sidan harakat tenglamalarini keltirib chiqaraylik:

& +%)Q =0, Q2+ wR)Q2=0. (4.107)
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4.5.2. Umumiy hoi

Endi ko‘p erkinlik darajali sistemalardagi tebranishlarning umumiy
nazariyasi bilan tanishib chiqaylik. Bizga erkinlik darajasi s ga teng
bo‘lgan sistema berilgan bo‘lsin. Bu sistemaga kirgan zarrachalarning
0°‘z bargaror muvozanat holati atrofida kichik tebranishlarini o'rga-
naylik. Bargaror muvozanat holati 0. lardan chetlanishlarni yana
x=gq—qQ, i =1,...s deb belgilab va potensiai energiyani kvadratik
hadlargacha aniglikda gatorga yoyilsa potensiai energiya uchun quyidagi
ifoda olinadi:

u=\"% kaxixi- (4.108)

'm7=1
Bu yerda paydo boigan koeffitsiyent
",
K \di~4\ (4.109)

o'zining ta’tifi bo'yicha simmetrikdir:
(4.110)
Kinetik energiya uchun

T (4,111)

AnT=1

ifodada a (gd) —m deb olamiz. chunki olingan yaginlashuvda
a (q)a;(q) - at(go + x +ee) = af (qQ) boMishi kerak (aks hoida chizigli
yaginlashuvdan chigib ketiladi). Natijada

o (4.112)
ij=i

ga kelamiz. Demak, sistemaning Lagranj funksiyasi

L=~ { mijxxj - kixixj)- (4.M3)

7=1

Kinetik energiyaning ta’rifi bo'yicha T >0, tenglik belgisi fagatgina
har bir zarrachaning kinetik energiyasi nolga teng bo‘lgandagina o'rinli
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bo'lishi mumkin. Demak, X muxixj kvadratik forma musbat aniglan-

gan formadir. Potensial energiyani ifodalovchi forma ham musbat

Lagranj hosilalari

(4.114)

ga teng ekanligidan harakat tenglamalar topiladi:

S

(4.115)

Bu s ta tenglamadan iborat bo'lgan chizigli tenglamalar sistemasi.
Umumiy metod bo'yicha uning yechimlarini
X, = [ exp(rid)r) (4.116)

ko'rinishda izlash kerak ((4.101) bilan tagqoslang). Natijada harakat
tenglamalari

X(~«,«2+")J1; =0, i=1 (4.117)
H
ko'rinishiga keladi (har bir tenglamadan exp (Md/) ko'paytuvchini ajratib
tashlagandan keyin). Bu bir jinsli algebraik tenglamalar sistemasi
fagat
(4.118)

bo'lgandagina yechimga ega ((4.102) va (4.103) lar bilan solishtiring).
Bu tenglama a? ga nisbatan s tartibli tenglama bo'lib u xarakteristik

tenglama deyiladi. Bu tenglamaning 5ta yechimi (of,i=\,...,s musbat
bo'lib, ulardan olingan @ lar xususiy yoki normal chastotalar deyidadi.

cof larning musbatligini isbot gilaylik.

Buning uchun (4.117) AJ ga ko'paytirib, / bo'yicha yig'indisi olinadi.
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Natijada

(4.119)

formula olinadi. Birinchidan /«. va /c larning simmetrik va haqiqiy-
ligidan mahraj va suratining haqiqiy sonligi kelib chigadi:

X »>,A*Aj = X maAiAi = X miiA"Ar (4.120)

mahraj uchun ham huddi shu. Oxirgi tenglikka o‘tishda i j almash-
tirildi va T:—t.. simmetrikligidan foydalanildi. Yugorida aytilganidek,
T va U ucfiun kvadratik formalar musbat formalar, demak, hamma
mumkin bo'igan chastotalarning kvadratlari ham ikki musbat sonlarning
nisbati sifatida musbat sonlardir.

Hamma chastotalar kvadratlarining musbatligi yana shundan ham
kelib chigadiki, ko'rilayotgan holda hech ganday tashgi ta’sir yo'q,
demak, tebranishlarning o'z-o'zidan o'sishi yoki kamayishi mumkin
emas. Vaholangki, gandaydir chastotalar uchun ax < o bo'lsa, chasto-

talar orasida rnavhumlari paydo bo'lar edi, bu esa hadlarga olib
kelar edi.

Tashqi ta’sir —ishqgalanish kuchi bor holatga o'taylik. Dissipativ
funksiya tushunchasi ham ((4.68) ga qgarang) ko'p o'lchamh holga
umumlahstiriladi:

F=—V a,XX (4.121)

Paydo bo'igan koeffitsiyentlar cr simmetriklik xossasiga ega:
(4.122)

Ushbu koeffitsiyentlarning kelib chiqishi kinetik nazariyada
tushuntiriladigan bo'lgani uchun ularni kinetik koeffitsiyentlar
deyiladi. Ularning simmetrikligi ham kinetik nazariyada isbot qili-
nadi. Ko'p o'lchamli holda harakat tenglamalariga ishqgalanish

105



kuchlarini dissipativ funksiya orqali qyidagicha kiritish mumkin:

d dL dL dF
didx, dxt~ dx, (4.123)
Sistemaning birlik vaqt ichida ishqgalanish orqgali yo'qotgan energiysi
va dissipativ funksiya orasidagi bog'lanish (4.69) ning ko'rinishi ko‘p
o‘lchamli holda ham o'zgarmaydi. Buni quyidagicha keltirib chiga-
rish munkin:

dt dt dx( J ox, dx, j

jLir dx . (47124)

oxirgi tenglik F funksiyaning ikkinchi tartibli bir jinsliligidan kelib
chigadi (Eyler teoremasi).

(4.113), (4.121) va (4.123) formulalar bo'yicha ishgalanish kuchi
harakat tenglamalariga Kkiritiladi:

?_('J\/\I+qu!+<v,) za (= 1l...' (4.125)
3

Yechimni
X,=/\,e“ (4.126)

ko'rinishda izlaymiz. Bu holda yuqoridagi tenglamalar sistemasi

X (mdar + Ky =0, /=i,..m® (4.127)
A

ko‘rinishni oladi. Bu sistemaning yechimi mavjud bo'lishi uchun
det jmtior + (o+k W=0 (4.128)

shart bajarilishi kerak. Bizga bu & ga nisbatan 2s-tartibli algebraik
tenglamani beradi. Oliy algebra kursidan ma’lumki, bu tenglamaga
kirgan hamma koeffitsiyentlar — m , k., a. —haqiqiy bo'lgani uchun
uning yechimlari yoki haqiqiy, yoki o'zaro kompleks gqo'shma juftlardan
iborat bo'ladi. Ishqgalanish borligi tebranishlar so'nuvchi bo'lishi kerak-
ligini bildiradi, bundan shunday xulosaga kelish kerakki, bu chasto-
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talaming haqigiylari ham, komplekslarining haqgiqiy gismlari ham manfiy
bo‘lishi kerak.

Sistemaning erkinlik darajalari soni uch-to‘rtdan ko’p bo‘lganda
yuqorida berilgan umumiy nazariyani analitik ko'rinishda qo°‘llash
masalada soddalashtirishga imkoniyat beradigan gandaydir simmetriya
bo'Imasa giyin bo'ladi. Shu bobning oxirgi paragrafida mana shunday
bir necha misollar keltirilgan.

4.5.3. Molekulalarning tebranish]an

Molekulalarning tollig nazariyasi kvant nazariyasi bo'lishi kerak.
ammo, kichik tebranishlar hagida gap ketganda klassik tahlildan kelib
chiggan natijalar kvant natijalar bilan bir xil bo'lib chigadi.

Kichik tebranishlar nugtayi nazaridan nta atomli
molekula - o‘zaro prujinalar bilan bog'langan massa-
lari inr tn2..., mn bo'lgan moddiy nuqtalar siste-
masidir. Bunday tasdiq uchun asos shundan iboratki,
atomlar orasidagi potensiallar 4.10-rasmda ko'rsatilgan
ko'rinishga ega. Ko'rish qiyin emaski, (4.1) parag-
rafdagi umumiy mulohazalar atomning turg'un muvo-
zanat nuqtasi atrofidagi kichik tebranishlariga be-

vosita mos keladi. 4.10-rasm.
Molekulalarning kichik tebranishlariga tegishli A;gtrzr'if:f"

bo'I.gan umumiy m'ulohaz'alar uzun bo'lmasdan quyi- rQ—tur‘g‘l’m

dagi punktlardan iboratdir. muvozanat
Molekula o'zaro ta’sirda bo'lgan atomlarning nugtasi.

yopiq sistemasidir. Bunday sistemaga uch xil harakat
hosdir —butunligicha ilgarilanma harakat, butunlikcha aylanma harakat
va atomlarning bir-biriga nisbatan tebranishi. Butunlikcha ilgarilanma
va butunlikcha aylanma harakatlarni chiqgarib tashlash kerak. Ishni
bosqgichlarga bo'laylik:

1 Butunlikcha ilgarilanma harakatni chiqgarib tashlash uchun mole-
kulaning to'lig impulsini nolga tenglashtirish kerak:

p=5>«v«=0- (4.129)
a

Bu degani molekulaning inersiya markazi sistemasiga o'tildi
degani:

R =S /Ha«=const- (4.130)
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Har bir atomning radius-vektori rj=rjp+duko'rinishda olinsin, bu
yerda r&d — a atomning muvozanat holati, d; esa muvozanatdan
chetlashish vektori. Tashqi maydonda boVImagan sistemaning inersiya
markazi 0'z-o'zidan o'zgarishi mumkin emas, shuning uchun

R=1I1>,r =5>,r,0= const. (4.131)
a 0
Demak,
b d, =° (4.132)
bo'lishi kerak.
2. Molekulaning butunlikcha aylanishini chiqgarib tashlash uchun

uning to'liq harakat migdori momentini nolga tenglashtirishi kerak.
Kichik tebranishlar hagida gap ketayotganini hisobga olib birinchi
tartibli kichik sonlar yaqginlashuvida

M =X [r,v.]1=£ ma[r,od, ] =7:L kod,]=0. (4.133)
a a a

deb olish mumkin. Hosila ostidagi kattalik o'zgarmas songa teng, da
larning nolga teng bo'lganida ham u o'sha son bo'lishi kerak bo'lgani
uchun

1> T,<A]=0 (4.134)
a

deb olish kerak.

Olingan shu ikkita tenglamalar sistemasini yechib normal koor-
dinatlarni topish mumkin. Tebranishlarga mos keluvchi erkinlik dara-
jalari sonini, ya’ni, mustaqil tebranishlar sonini topaylik. nta atomdan
iborat molekulaning 3nta erkinlik darajasi bor. Yuqoridagi ikkita vektor
shartlarning soni 6 taga teng.

Demak, natomli molekulaning tebranish erkinlik darajalari umumiy
holda 3/7 — 6 ta ekan. Agar atomlar bir to'g'ri chizigda joylashgan
bo'lsa, bu o'g atrofida aylanish haqgida gapirishning ma’nosi yo'q,
demak, bu holda tebranish erkinlik darajalari soni 3n — 5 ga teng.
Masalan, CO, molekulasining tebranishlari soni 3-2 —5=1 ga
teng. H,0 molekulasining esa mustaqil tebranishlari soni 3 «3 —6 =3
ga teng.

4.5.1-misol. 4.11-rasmda ko'rsatilgan chizigli BA, molekulaning teb-
ranish chastotalarini topaylik.
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A atomlarning massasini ma, B atomning

massasini mh deb belgilavlik. Yuqgorida Kkelti- a)
rilgan hisob bo'yicha bu molekulaning mustaqil aiB 1A N
tebranishlari soni 3 m3 —5 = 4 bo'lishi kerak. i 3 x

Ular rasmda ko'rsatilgan — bo'ylanma tebra- |
nishlari soni 2 ta, ko'ndalang tebranishlari soni d)

ham 2 ta (rasmda ularning bittasi ko'rsatilgan,

4.11- . Chizigli
ikkinchisi huddi shuning o'zi, fagat tebranish rasm tzia

molekulaning

yo'nalishlari rasm tekisligiga perpendikulardir). tebranishlari turlari.
Sistemaning bo'ylanma harakat Lagranj funk-
sivasi:
Hh K A
L~- Hr~~ {xi-x2y +(x2-x"y (4.135)
2 21

AB bogManish kuchi BA bog'lanish kuchiga teng, shuning uchun ikkala
hoi uchun ham bitta koeffitsiyent k olindi. Harakat tenglamalari

w1 +t(v, - 2)=o.

nihx2+ K (2.v; - /5 - n4) =0,

(4.136)
Taxr+ K(xr-x2)=0
inersiya sistemasiga o'tish sharti bilan to'ldirilishi kerak:
ma (v, + vV3)+ mhx2 = 0. (4.13/

Agar birinchi tenglamadan uchinchi ayirilsa
+ _*0 :0 (4.138)

tenglama olinadi. Bu bizga ko'rilayotgan masala uchun Q~x.

nata tabiiy koordinata ekanligini ko'rsatadi. (4.137) shartdan x2 koordinatani
aniqlab olib, ikkinchi tabiiy koordinata Q=x~x, ekanligini ko‘ramiz.
Shularning natijasida ikkita mustaqil tenglamalar sistemasi qoldi:

a+t+ —g,=o a+t"ns]"’r;1ha:0. (4.139)

Hagigatan ham, boshidagi uchta harakat tenglamalari bitta bog'lanishga

bo'ysunishi kerak edi, demak, ularning ichida fagat ikkitasi mustaqil

ekan. Biz ularni topdik. Kiritilgan yangi koordinatalar Qa, Qbnormal

koordinatalardir (normalarigacha aniglikda). Ko'rinib turibdiki, Qs koor-
dinataga

0 (4.140)
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chastotali tebranish mos keladi, Q koordinataga esa

kM
co, =.l~-~ (4141)

chastotali tebranish mos keladi, bu yerda M =2m +m — molekulaning
toiig massasi. aa chastotali tebranishga 4.11-rasmdagi a-hol to'g'ri keladi,
(ca chastotali tebranishga 4.11-rasmdagi b-hol to'g'ri keladi.

Faraz gilaylik, wh» m a bo'isin. Bu holda (ca-co. bo'ladi.

Sistemaning ko'ndalang tebranishlariga o'taylik. Bu hoida birinchidan,
butuniikcha ilgarilanma harakatni chigarib tashlash kerak:

m,, (n +3?)+ T1Y2 = ()> (4.142)
ikkinchidan, butuniikcha aylanma harakatni chigarib tashlash kerak (x, y) -
tekisligidagi aylanishga impuls momentining z komponentasi mos keladi):

v (4.143)
S2«(-viG >'kJ1)+Hr,An-20y2 -y20/2 )+ ma (a30y3 y30n3)-0.
Tushunarliki,
n20=0, Ag=-vM=1, yl0=y20=y30=0.
Demak, sistemaga qgo'yilgan ikkinchi shart
Vi|=y3 (4.144)
N2 ko'rinishga ega ekan. Kvadratik aniglikda potensial
Ko‘ndalane energiyani topish qoldi.
tebranishlarga Agar ABA chizi4nin8 K burchakdan og'ishini 4.12-
0j( rasmdagidek 5 harfl bilan belgilansa
S=~(yl-y2+)\-yi) (4.145)

deb yozib olish kerak (kichik burchak rasmda bo'rttirib ko'rsatilgan). Ko'n-
dalang tebranishlar uchun Lagranj funksiyasini tuzib olinadi:

1 -vn+-~y-N[252 4.146
2A\9/¥ [} A 9 ‘I— 2 ( )
(4.144) ni hisobga olib (4.142) va (4.145) lardan
) 1mJd nit IS
Vi =3 = e . 2= ———:— ¢ >n=2mA+ mB, (4.147)
2 m in

ekanligi topiladi. Bu esa Lagranj funksiyasini
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| =141 ~ S2 K 1x2 4M8)
4m 2
ko'rinishga keltirishga imkon beradi. Bu yerdan ko'ndalang tebranishlar
chastotasini topish giyin emas:

2kkm
(‘U 49)

4.6. Zanjirlarning tebranishlari

Umumiy holda (4.118) va (4.128) tenglamalarni yechib sistemadagi
xususiy chastotalarni topish murakkab masala. Fizik nuqtayi nazardati
gizig bo'lgan bir xususiy ho! ko’rib chigiladi, u ham bo'lsa bir chizigga
terilgan massasi m bo'lgan moddiy nuqtalar sistemasi bo'lsin. Ular
orasida bikirligi k bo'lgan prujinalar bo'lsin, bu prujinalar massalarni
muvozanat holatiga gaytaruvchi kuchlarga olib keladi.

31-rasmda bunday sistemalarning uch xili ko'rsatilgan: birining ikkala
chegaraviy nuqtalari mahkamlangan, ikkinchisining bitta chegaraviy
nuqgtasi mahkamlangan, uchinchisining chegaraviy nuqtalari ozod.

Massalarning soni A'ga teng bo'lsin. Uchala sistema uchun Lagranj
funksiyalari tuziladi. / nuqtaning o'z muvozanat holidan siljishini &
deb belgilanadi. Uchala hoi uchun ham kinetik energiya bir xil bo'ladi:

til | .2 2\ M %
7=y (*\r+9 +A+mw+Avj=—2 , = (4.150)
@&
Potensial energiya birinchi holda
U, :l; A2+ {XX-XTy +(x2-x1b) +HE+ (XN X~XNY +x\ (4.151)
Ikkinchi holda
uh-

Uchinchi holda esa
m - *
_I (ic, - X2y + (x2- x3)- + o+ (*,v_, - xN) (4.153)
Birinchi holda chegaraviy massalarga ikki tomondan muvozanatga
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d)
4.13- rasm. Zanjirlar:
a) ikkala uchi mahkamlangan; b) bir uchi ozoci; c¢) ikkala uchi ozod.

gaytaruvchi kuch ta’sir giladi, ikkinchi hoida esa fagat chapdagi birinchi
nuqgtaga ikki tomondan kuch ta’sir giladi, /V-nugtaga esa fagat boshga
massalar tomonidan kuch ta’sir giladi, uchinchi hoida esa gaytaruvchi
kuch faqgat go‘shni massalar tomonidan ta’sir qgiladi. Shunday
soddalashtirilgan hoi uchun ham umumiy yechimni topish giyin, biz
yuguruvchi to‘lgin deyiladigan yechimlarni o'rganamiz.

4.6.1. Chegaraviy massalar biriktirilgan hoi

Bu hoida harakat tenglamalari quyidagicha ko'rinishga ega bo'ladi:

mx, = -kx]~k(m - n2); (4.154)
mx2 = k(x]-x-,)-k(x2-x3)\ (4.155)
nw =K Q@uH- x3)-k (x3- x4); (4.156)
i = I; (4.157)
mxN  =k(xXN_ x-xs)-kxy. (4.158)
Agar
JO= /7L = 0 (4.159)

shart Kkiritilsa bu tenglamalarni umumiy ko'rinishga Kkeltirib olish
mumkin:

mxn =k(2xn-xny-nre#|)=0, n=12,....N. (4.160)

Bu sistemaning xususiy yechimini normal koordinatalarga o'tib quyidagi
ko'rinishda izlanadi:



NH= Arews = . (4.161)
Bu yerda §n—n nuqtaning to‘lqin fazasi. Masalaning simmetriyasidan
kelib chigadiki, hamma massalarning tebranish amplitudasi bir xil
bo'lishi kerak:

a, =a —mm=av=a (4.162)

ai= P belgilab (bu ham masalaning simmetriyasidan kelib

chigadi, ixtiyoriy ikkita qo'shni inassa orasidagi faza farqgi bir xil bo'lishi
kerak) (4.160) tenglamadan darhol

©2=-sin-"7 4.163
5 ) ( )

tenglik olinadi. (4.159) chegaraviy shartlarni qoniqtirish uchun quyi-
dagicha mulohaza yuritaylik. Sistemada tebranishlar o'zaro ta’sir nati-
jasida bir nuqgtadan ikkinchisiga uzatililmoqda. Bu degani, sistemada
tebranishlar to'lqini tarqalayapti. Bu 4.14-rasmda ko'rsatilgan.

4.14- rasm. Zanjir bo'yicha targalayotgan to‘Ilqgin.

Bu rasmda massaning o'zining muvozanat holatidan o'ng tomonga
siljishini musbat, chap tomonga siljishini esa manfiy amplitudaga mos
keltirsak punktir bilan ko'rsatilgan to'lginni olamiz.

Demak, zanjirdagi massalarning tebranishlari jarayonini zanjir
bo'yicha to'lginning targalishi deb garash mumkin ekan. Shu nuqtayi
nazardan (4.159) shartlar bu nuqtalatda garama-garshi amplitudali
(faza fargi K bo'lgan) ikkita to'lginning uchrashib bir-birini so'n-
dirishiga mos keladi. Yuqoridagi xususiy yechim (4.161) larning super-
pozitsiyasidan foydalanib shunday umumiy yechim topaylikki, u
(4.159) chegaraviy shartlarga bo'ysunsin. Shularni hisobga olib
tebranish amplitudasini ikki to'lgin superpozitsiyasi ko'rinishida
olamiz:

x,,=ae,@!",p+be' ("-'H. (4.164)
X(Q= 0 sharti a =—b ni beradi:
XN = 2icie0* sin (NGP). (4.165)
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)\ =0 sharti esa sin((/V+1)") =0 yoki

Ik

n-<PnA=<P = qoro /=123,..0 (4.166)
ekanligi ko ‘rsatadi. (pbutun son /=1,2,3,...,iVga bog'liq bo'lib golgani
uchun u

(4.167)

deb belgilanadi. Shu bilan sistemada N ta normal tebranishlar bor
ekanligiga ishonch hosil gildik:

2 4k y@ 4k NIk

0, =— sin" == — sin"~—:s [=1.23....N. (4.168)
m 2 m N+1
Normal koordinatalarga
N ___________
I (4.169)
bl

formula orgali o'tish mumkin.

Uzliksiz muhitga o ‘tish

Yugqgoridagi misol diskret nuqtalar sistemasiga tegishli edi. Agar
uzliksiz muhitga o'tmoqchi bo'linsa, quyidagicha mulohaza yuritishimiz
kekar. O'sha N ta nuqtalar sisteinasi ishg'ol gilgan uzunlik L bo'isin.
Unda har ikki moddiy nuqta orasidagi masofa a = L/Nga teng bo'ladi.
Uzliksiz muhitga o'tish uchun N a 0 limitga o'tish kerak,
ammo bunda Na =L o'zgarmasdan qolishi kerak. Shundan keyin x
koordinatali nuqtaning t vaqt momentida o'z muvozanat holidan
siljishini un (t, X) deb belgilaylik. Yuqoridagi formulalar bilan bog'lanish
uchun x koordinatali moddiy nuqtaning siljish amplitudasini w (t)
deb olinadi. Shunda

miin + K (24l1- - ) =0 (4.170)

deb yozib olish mumkin. Hosilaning chekli approximatsiyasini
eslaylik:

du u, N2u _ unmd - 2ur +m,,
X AX X2 AX'
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Undan tashqgari, chizigli zichlik p = ml Ax va ipning tarangligi k=TI Ax
ga o ‘tylik. Bu belgilashlar go‘llanilsa (4.170) tenglama uzliksiz limitda

(N->°°  Ax=xn ->0)

AL 2n =0, f= (4.171)
3r ax

tenglamaga o’tadi. Bu tenglamaning nomi to‘lgin tenglamasi, uning
yechimlari x o‘gining musbat va manfiy yo‘nalishlarida c tezlik bilan
tarqalayotgan toMginlarni beradi.

4.6.2. Chegaraviy massalarning bittasi biriktirilgan

Awalgi holdan farq chegaraviy shartda — mahkam biriktirilgan
chap nuqtaga mos keluvchi shart o‘z joyida goladi:

xq—9, (4.172)
o'ng chegaradagi massaning koordinatasi uchun esa
ITIREAVAVEY (4.173)

shaitni olish kerak.1 Harakat tenglamalari sistemasi ham o‘z joyida
goladi:

T™XN+K(2XN-XmM -x W) =0, n=\2 (4.174)
shunga ko‘ra —chastotalar ham:
i 4k ,10
102 =— sm-*", (4.175)
m 2

Yuqgorida keltirilgan chegaraviy shartlarni hisobga olib tekshirib
ko‘rish mumkinki, bu tenglamalar (4.152) potensiai energiyaga to‘g‘ri
keladi. Bu sistemaning xususiy yechimlari awal topilgan edi:

X, =V %= flly . (4.176)

X0 nuqtaga tegishli bo‘lgan yuqoridagi mulohazalarni gaytarib shu
nuqtadagi chegaraviy shartni ganoatlantiradigan yechim olinadi:

1 Matematik fizika kursidan ma'lumki, tebranayotgan tor yoki sterjenlarning
erkin uchiga 3u/'dx = 0 shartni go'yishimiz kerak, bu yerda un - tebranish
amplitudasi, x - koordinata. Diskret hoida bu shartni (mvH—w)/gx =0 vyoki
mwi —uv = 0 bilan almashtirishimiz kerak. Bizning hoida tebranish amplitudasi



f,, = 2iaetwrssin (n(p). (4.177)

Yana turg'un to'lqin olindi. Ikkinchi chegaraviy shartga kelaylik. Uni
quyidagi ko'rinishga keltiriladi:

sm ((/V + 1)) —sin (A'(p) = 2 cos

Bu tenglamaning yechimi

D = e T/ = —.N. (4.179)

(sin™ =0 tenglamaning yechimi shuning ichida ekanligini ko'rsating.)

Demak, sistemada N ta har xil chastotalar bor ekan:

4. /=12 V (4.180)

Chastotaning birinchisi ikkala massaning birbutun massa sifatidagi
tebranishiga to‘g‘ri keladi (ikkala massaning orasidagi masofa o'zgar-
maydi), ikkinchisi —ikkala massaning bir-biriga garama-qgarshi hara-
katiga mos keladi.

4.6.3. Chegaraviy massalar erkin bo‘lgan hoi

Bu hoi 4.14-rasmdagi d) holga to'g'ri keladi. Biz bu sistemaning
fagat hamma massalar yotgan chizig bo'yicha tebranishlarini ko'r-
moqchimiz. Ma’lumki, sistemaning ilgarilanma harakatini chigarib
tashlash kerak (molekulalarning tebranishlarining muhokamasini
eslang). Buning uchun inersiya markazi gqo'zg'olmasdan turibdi deb
olish kerak:

(4.182)
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tenglik
N

X X'=xi+Xi +"""+xn =0 (4.183)

shartni beradi. Awalgi misollardagi chegaraviy shartlarning o‘rnini
mana shu shart bosadi.
Tebranishlar tenglamasi yana o ‘sha:

mxn+k(2.t( 1 )=0, n=24..,17-1. (4.184)

indeks n endi 0 va N+\ giymatlarni gabul gilmaydi, chegaraviy shart
esa (4.183). Tenglamaning yechimi

V-4 P (4.185)
ko'rinishda izlanadi:
(2w -0 2)enN = +el[" 8. (4.186)
Yana o‘sha (4.163) formulaga keldik:
o2 =4co0 sin2 (4.187)

Endi (4.183) ni ishlataylik, buning uchun geometrik progressiyadan
foydalanish kerak;

N +Xx2+---+ XN = Aeiax (e"* +ei2* +- +eiNv
= Ae‘a |- e = 0. 4,188
. _e,m( Np) ( )

Bu tenglik bajarilishi uchun

N(p = 2In (4.189)
bo'lishi kerak, bu yerda / - butun son. Bu degani 9 — ikki go'shni
nuqta o'rtasidagi fazalar fargi — N — 1 ta har xil giymat gabul gila
oladi;

S=- f, /=123, .N-1 (4.190)

Demak, 31-rasmda ko'rsatilgan holdagi N ta nuqtaviy massalar
sistemasida N — 1 ta normal tebranishlar bor ekan (yana gaytaramiz,
to'g'ri chizigdan chigadigan tebranishlar hisobga olinmadi):
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002:4cozsin2N. /=1,23.../V-I. (4.191)

Masalan, sistema ikkita moddiy nuqtadan iborat bo‘lsin: N =2.
Bu holda sistemada fagatgina bitta tebranish bor: co=2air
Agar sistema uchta zarradan iborat bo'lsa N =3, sistemada ikkita

normal tebranishlar bor:
o =73a), oo, = 2a0.

4.6.4. Elektr zanjirlar

4.15-rasmda ko‘rsatilgan elektrik zanjirning bir uchiga U = Uoy,yt
kuchlanish berilmogda. (Rasmda induktivlikni odatdagi L ning o'rniga

Lagranj funksiyasi bilan adashtirmaslik uchun A xarfi bilan belgiladik.)
Zanjirdagi tebranishlar yuguruvchi to'lgin ko'rimshiga ega bo'lishi
uchun (bundan, har bir keyingi kondensator C dagi kuchlanish awalda-
gisidan fagat o'zining fazasi bilan farq qiladi degani) uning ikkinchi
uchiga ulanilgan kompleks garshilik Z(y) ganday bo'lishi kerak?

cr

4.15- rasm. Elektr zanjir.
Zaryadni q deb belgilaylik. Unda elektr toki /:a =g bo'ladi.

Elektr zanjirda kondensator C dagi potensial tushishi q/C ga teng,

dl
induktivlik J1 dagi potensial tushishi = bo'ladi. Agar zanjirda

fagat C va Abo'lsa Kirxgof qoidasi bo'yicha quyidagi tenglama hosil
bo'ladi:

Na+—=0
C

Demak, bu holda sistemaning Lagranj funksiyasi

L=—\q2- —
2q 2C
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ko'rinishga mos keladi. Zanjirning tebranish chastotasi ga

teng. Qarshilik R da potensial tushishi RI = Rq ga teng, ko'rinib turib-
diki, harakat tenglamasida garshilik ishgalanish kuchi rolini o'ynar ekan:

Y+ R f~ —o0.

Agar tashqi potensial {/berilgan bo'lsa uni tenglamaning o'ng tomoniga
yozamiz. Demak, qarshilikni dissipativ funksiya orqgali kiritish mumkin:

F=-Rqg2.
5 a

Rasmdagi bog'langan konturlarga o'tganda har bir kondensator ikki
go'shni kontur uchun uinumiydir. Birinchi konturdagi zaryadni qr
ikkinchi konturdagi zaryadni g2\a h.k. deb belgilansa sistemaning Lagranj
funksiyasi uchun quyidagi olinadi:

r
L=- +U  cosyt.

Qarshilik dissipativ funksiya orqali kiritiladi:
F=~Zql+

Harakat tenglamalari:

Mi +~(™i - ) =uoCS7'-

+ N (2<7,-Qqr_x-q,,") =0, n=2.3,.. 1N

~ (<74l _dn) = <T7/v+im

Yechim

jc. = Ae I(Y~nf] (4.192)
ko'rinishda izlanadi (har galdagidek, oxirida eksponentaning haqiqiy
gismini chiqgarib olish kerak). Ikkinchi tenglama

-y2/1+ J_C (2-e~inp- eilp)=10
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ko'rinishni oladi. Bu esa
z“AC = 4sin —
2

ni beradi. Uchinchi tengiamadan (elementar trigonometrik almash-
tirishlardan so‘ng):

7=— n+ Al,_TNC.
Ic\ 4
Birinchi tengiamadan amplituda topiladi, bunda biz tenglamaning
fagat haqiqgiy gismini chigarib yozib olamiz:

4 -2'J1 +—(@- cos(p) :UOcos(p.
voki

E<L y AC
y 2A

4-bobga mashq va savollar
1. Berilgan Lagranj funksiyalariga mos keluvchi kichik tebranishlar
chastotalarini toping:

kx
a) L b) /. =m mfx , f ~cons;;

¢) L= K-(Vcosax-Fx), V,F=const', d) L -—-—--- .

2 2 Inr
2. Massasi m va zaryadi e bo'igan zarra radiusi R bo'igan vertikal
aylana ichida og'irlik kuchi ta 'sirida harakatlanadi. Aylananing eng quyi
nuqgtasida e zaryad joylashgan. Muvozanat holati va tebranish chastotasi

topilsin 4.16-a rasm).

3. 4.16-b rasmda ko'rsatilgan siste-
////_/////////// maning kichik tebranishlar chastotasi

! ! topilsin. Muvozanat holatida prujina F
m kuch bilan tortilib turadi va uning uzunligi

eym | ga teng.
11?///F77';’)>’TF 4. Boshlang'ich t=0 momentda siste-

ma muvozanat holatida (x (0)=0) tinch
4.16- rasm. Tebranuvchi o . .
sistemalar. turibdi (i(0) =0) deb, quyidagi kuchlar
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ta'sirida sistemaning majburiy tebranishini aniglang. Erkin tebranish chasto-
tasiCO ga teng.

a) F(f)=FO0; b) F(t)= FOt; c) F{i)=F~"~m-
d) F(r)= FOsinew; e) F{t) = F~al sin /3f;

f) F(?)=FO0e™ cosj3f.

5. Quyidagi tashqi kuchlar ta sirida tebranish amplitudasining vagtga
bog'liq ravishda o'zgarishi topilsin. Erkin tebranish chastotasi: co, boshlan-

g'ich shart: x(0) = 0:
a) F(r) = acoscof, b) F(t) =asinaf, c¢) F(/) =as\n(a>+ A)t;

6. t=0 momentda tnuvozanat holatida tinch turgan (.v(o)=o0,a(0)=0)
sistema F(t) kuch ta’sirida tebrana boshlaydi. Har gal ham t < 0 da F =0
deb olib tebranish amplitudasi quyidagi hollarda topilsin (4.17-rasmga
garang):

a) 0<r<TdaF(t)= F0, t>TdaF = Fo0;

b) 0</<FdaF((?=Fy t>TdaF=0;

¢) ()<t<Tdn F(t)=FOtIT, t>TdaF=0;

d) O<t<T=—ﬁ)daF(?)= FOsincot, t>Tda F =0.

/ F 1 ®©
T} Tt
a) b) d) e)

4.17- rasm. (6)-misolga oid.
7. Ossillatorga quyidagi kuch ta &ir gilmoqda:
1
E?‘e” t<0;

-Fo(2-7"), r>0.

F(r)=
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Shu kuch ta sirida ossillator olgan energiyani toping. A>0 va t——»

da ossillatorning energiyasi E( = ma2c02/2

8. Quyidagi Lagranj funksiyasiga ega sistemalarning bargaror muvozanat
holati va xususiy chastotalarini toping:

N [ )<2+ V' + 1 \
a) L=~ v Y
Sl \71+er (
b) L= 9 In(.rv)+ +
Vv X

9. Quyidagi Lagranjfunksiyasiga ega sistemalarning normal tebranishlarini
toping:

2Xx2+ 2xy+ V"' 3x2+2v2
a) L= = —
2 2

T, +.v'§ co?xi2+u\1r;x;0
2

10. Massalari m va M bo'lgan 2N zarraehalar 36-a rasmda ko'rsatil-
gandek bilcirligi bir xil k bo 1gan prujinalar bilan ulangan zanjir hosil giladi.
Sistemaning tebranish chastotalarini toping.

b) L= +a.v,.v,.

M m M | ! m m | i/ ir- L
F 1>V V»W --AA~V V] VAWV VAV Vj “ral ) < J

a) b) ‘ d)

4. 1S- rasm. 11-, 12- va 13-misollarga oid.

11. 4.18-b rasmning ko'rsatilgan sistemaning quyidagi hollardagi tebra-
nishlarini toping:

a) boshlang'ich momentda bir zarrachaning tezligi v ga teng, ikkinchi
zarrachaning tezligi nolga, ikkala zarrachaning muvozanatdan og‘ishi nolga
teng;

b) boshlang'ich momentda bir zarrachaning muvozanatdan og'ishi a ga
teng, ikkinchi zarrachaning og'ishi va ikkala zarrachalarning tezliklari nolga
teng;

c) ikkala hoi uchun ham bir zarrachadan ikkinchisiga bo'lgan energiya
ogimini toping.

12. 4.18-d rasmning ko'rsatilgan bog'langan konturdagi normal tebra-
nishlarni toping.



5-bob. NOCHIZIQLI TEBRANISHLAR

5.1. Angarmonik had x4 bo‘lgandagi tebranishlar

Nochizigli tebranishlar sohasi o‘ta murakkab sohadir. Shuning
uchun bu sohadan bir necha misollar bilan chegaralanib qolamiz.

Quyidagi Lagranj funksiyasiga ega bo'igan sistemani olaylik:

i=mr_br_me¢ i
2 2 4

Chizigli tebranishlardan bu hoi o'zining oxirgi hadi bilan farq qiladi.
Paydo bo'igan parametr j3>0 ni kichik deb faraz gilamiz, bu mana
shu oxirgi hadni potensial energiyaga tuzatma deb qgarab masalani
yechishga g'alayonlanish nazariyasi orqali yondashish imkoniyatini
beradi. Bu gaplarimizni quyidagicha ifodalaylik:

U=U0+SU, u0= ~; 8U="-x*;\5n\«\uol (5.2)

Bunday holni, odatda, kuchsiz nochizigli tebranishlar deyiladi.
Harakat tenglamasini yozib olaylik:
X + co™X = ~f3x~". (5.3)
Bu —nochiziqli tenglama bo'lib uni gandaydir yaqginlashuv usuli bilan
yechish kerak. To'lig yechinmi
X=50+5x =0+ [ix]+p2x +mm (5.4)
ko'rinishda qidirish tabiiy bo'lib ko'rinadi. Bu holda tenglama
X0+ LWL x0 + /3(n:;, +wy Ix1) + p z{x2+(4x2) + - = -13x8l- 3 p 2%t - (5.5)
ko'rinishga keladi. Flosil bo'igan tenglamaning chap va o'ng tomon-

laridagi /3 bo'yicha bir xil tartibdagi hadlarini bir-biriga tenglashtirish
kerak:
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a + (00X - no;
X2+ d0xX2 = —3W.V;; (5.6)

Bu gatordagi birinchi tenglama
x0+ U x0- o (5.7)
ning yechimi
,m = acobLLU™ + q)). (5.8)
Ko'rinib turibdiki, xQni ikkinchi tenglamaga qo‘yib, undan x, ni topish
mumkin, x, ni bilgandan keyin gatordagi uchinchi tenglamadan x, ni
topish mumkin va h.k. Bunday yondashishning asosida masalada kichik
parametr /? borligi yotadi, yuqoridagi fikr masalani shu parametr bo'yi-
cha ketma-ket yaqginlashuv metodi bilan yechmoqchi bo'lishimizni
bildiradi.
Fikrimiz sodda va, odatda, matematikaning ko'pgina sohalarida
keng go'llanadigan bo'lishiga garamasdan, bizning holimizda u birjiddiy
muammoga olib keladi. Shu muammoni yechish nochizigli tebranishlar

sohasida standart bo'lib qolgan umumiy metodga olib keladi.
Muammoni ko'rish uchun (5.6) ning ikkinchi tenglamasini olaylik:

M( i=~Poe (5.9)
x(Oning o'rniga (5.8) ni qo'yiladi:

-Ag‘ - -a cos

(bu yerda cosax = (3 cos x + cos 3x)/4 formuladan foydalanildi).
Muammoga duch keldik — tenglamaning o'ng tomonida rezonans
had bor -3ascos(fty +<p)/4. Agar shu hadni tenglamaning o'ng
tomonida qoldirilsa, unda yechimda vaqt o'tishi bilan cheklanmasdan
o'sadigan

?cos(fty + ¢v)
ko'rinishdagi sekular yoki asriy deyiladigan had hosil bo'lishi kerak,

bu esa masalaning fizikasiga hech ham to'g'ri kelmaydi, tashqi ta’sir
bo'Imagan sistemada tebranish amplitudasi 0'z- o'zidan o'sa boshlashi

mumkin emas. Agar (5.3) ni mx ga ko'paytirilsa u
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d(mx2 kx2 E%A'

e —

a 2
yoki,

mi2 hﬁ2+ mBx4
2 2 4
ko‘rinishga keltiriladi. Bu — energiyaning saglanish gonuni, undan
ko‘rinib turibdiki, amplituda .x(t) yuqoridan chegaralangan va o0'z-
o'zidan o'sib ketavera olmaydi.
Demak, sekular hadni boshgacha tahlil gilish kerak. Muammoning
yechimi quyidagicha. Qaytatdan (5.3) tenglamani/? bo‘yichabirinchi
tartibli aniglikda yozib olamiz:

= const (5.11)

3u
9+ +p(p+ i ICOS|£3(/CO;1+cp)3|- 43p cos(av +<p (5.12)
Oxirgi hadni acQs(&v +9) = M) ekanligini hisobga olib, tenglamaning

chap tomoniga o‘tkazamiz va uni AY0 ga qo'shib go'yamiz:

am
* o, 3n2n/ r3
xn—+ +— *H +0(*i +%2 *|) = — f-cos[3@x+<p)]. (5.13)
Ko‘rinib turibdiki, yangi chastota
©= QU+ Pu = fu + 382 (5.149)

hosil bo'ldi. Natijada, X0 uchun tenglamani

JOHOF ~ (5.15)
ko‘rinishda yozib olishga to‘g‘ri keladi. Albatta, x0 endi /3ga bog‘liq
bo‘lib qoldi, shu sababli u boshgacha belgilandi, ammo bu bog‘liglik
oshkora emas, chastota orqali kirgan bog‘liglikdir: x0= x0(ft(j8)). Bu

tenglamaning yechimi (5.8) dan farq giladi:
0 = acos(cot+(p). (5.16)

jfo yechimni shunday gayta aniglaganimizdan keyin i, uchun tenglama
quyidagi ko‘rinishga ega boiadi:

A, +C002X, = —34 cos [3(at+)]. (5.17)
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Bu tenglamaga kelish uchun (5.4) yoyilmani gaytatdan bajarishimiz
kerak, undagi xOhadni X, ga va chastotani ham (yO->foalmashtirishimiz
kerak. Umumiy qoida bo'yicha bu tenglamaning yechimi

i, =-~-T cos[3(a» +<P)] (5.18)
320r
bo'ladi.
Demak, birinchi yaginlashuvdagi umumiy yechim
3 am 32~
X(t) = acos(o}t +<) +—— -cos(3cu?+3<p). 03=1L)+— — . (5 19)
32a3' 8

ko'rinishga ega bo'ldi.
Hagigatda ikkinchi hadningmahrajida a>-"<y0 deb olish kerak,
chunki

1 1 1 3pa2

02 o2+ 40
0 4
yoyilmadan ko'rinib turibdiki, ushbu almashtirish bajarilmasa x2 ga
kirishi kerak bo'igan hadlarning bir gismini X, ga kiritib go’ygan bo'lib
chigamiz. Shu mulohazani fikrda tutib birinchi tartibli aniglikdagi
yechim

(t) COoS(l0! + <p) Per cos{J(ot +3(p). 03= 03q 4r3P612 /5 20)
x(t) = a T+<p)+ —— - t + 3(p). = ———
32ft)j 8

deb olinadi.

Olingan natijadagi ikkita muhim o'zgacha xossalarni aytib o'tish
kerak.

Birinchidan, chizigli sistemalardan farqgli o'laroq nochiziqgli sistema-
ning tebranish chastotasi (5.14) tebranish amplitudasiga bog'liq bo'lib
chiqdi.

Ikkinchidan, yechimda yuqori chastotali tebranish — yuqori gar-
monika — hosil bo'ldi. Ularning yana bir nomi — kombinatsion chas-
totalar. Umumiy rnetodga o'tkanimizda ko'ramizki, bu ikkita alohida
xossa nochizigli tebranishlar uchun umumiy bo'igan xossalardir, har
keyingi yaqginlashuv hisobga olinganda chastotaning o'zgarishi yana
ro'y beraveradi va @ =+ </ qoida bo'yicha (bu yerda w — avvalgi



yaginlashuvlarda hosil bo‘lgan chastotalar) yangi kombinatsion chas-
totalar hosil bo'laveradi.

5. /- rasm (5.20) ning grafigi: punktirli chiziglar c0 va 3c0 chastotali
tebranishlarga mos keladi, uzliksiz chiziq esa to’liq yechimga mos keladi.

5.2.  Umumiy metod

Ko'rib chiggan misollarda kuchsiz nochizigli tebranishlarning bir
necha asosiy xossalari bilan tanishdik. Shu misollarni umumlashtirib
ma’lum bir metodga kelish mumkin. Umumlashtirish yo‘llari bir necha
ular ichida boshga ko'pgina metodlarni o°‘z ichiga olgan va barkamol
deb hisoblangan Bogolyubov-Krilov metodini o'rganamiz.

Bizga

x+aqm = ef(t,x, X) (5.21)

ko‘rinishdagi tenglama berilgan bo‘lsin. Bu yerda e — masaladagi
kichik parametr, f{t,x,x) — o0‘z argumentlarining funksiyasi. Kichik
parametrning mavjudligi gap kuchsiz nochiziglik hagida ketayotganidan
dalolat beradi. Yechimni

\Y;
A=fICCSy/ +2V/ ||-,,(rt,Y/-) +0 (£'VTl) = XO+LY] +£22+mm  (5.22)
M
ko'rinishda gidiramizl (xO=acosi//). Avvalgi paragraflardagi misollarda
ko'rdikki, yuqori tartiblarga o‘tganda tebranish chastotasi va garmoni-
kalarning amplitudalari o‘zaro bog'lig bo'lgan murakkab funksiyalarga
aylanadi.

1 Eslatib ketaylik. ifoda £ — 0 limitda 0"es{ 1 = const

ekanligini bildiradi.
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Masalan,

> = aNt +(ey/l +E£2/2 +eee)/ +< (5.23)
bunda 'P — topish kerak bo‘lgan funksiyalar, ¢ — boshlang'ich faza.
Shuni nazarda tutib, (5.22) dagi kattaliklar quyidagicha ta’riflanadi:

—j- = eA{+e2Az +mm= " 1g"/43(a) +0 (£ft+), (5.24)

1 ‘] 1
= a0 +ey/x+e Ayl +mm= «* + +0 (sNH]). (5 29%)

«

Hosil bo'lgan xn,An,y/n funksiyalar shunday tanlanib olinishi kerakki,

(5.22) orgali aniglangan funksiya (5.21) tenglamaning yechimi bo‘lib
chigsin. (5.22) formulaga ahamiyat berilsa hisoblash davomida vaqt
bo‘yicha hosilani a va y/bo‘yicha hosilalarga o‘tkazib olish qulaydir.
Murakkab funksiyaning hosilasiga tegishli zanjir qoida bo‘yicha:

dx _ da dx dWV dx
dt dtda dt dyf (5.26)

(5.21) tenglamaga qo‘yish uchun x(a(t),y/(r)) ning vaqt bo'yicha
ikkinchi tartibli hosilasi kerak:

dix_d dadx dij/f dx d2adx daw dx
dt* dt dtda dt dy  HtToa Yo7 b

:la dyf Y ® da dyf d"x

dt Tda? {dt )dlj/2  dt dt dadif/

Bu yerda hosil bo'lgan a va §/ lar ham mos hoida quyidagi ko‘rinishga
keltirib olinadi:

(5.27)

d'a_da d da da dA, (a)
dt1  dt da dt dt da da (5.28)
dNf_da d N da dy,,Ui)

wn dyt{u)
=£"A, +0(£
dr dtda dt dt D da da () (5.29)

128



(5.21) tenglamaning chap tomonini to‘lig ravishda kerakli ko'rinishga

keltirish uchun yana bir necha hosilalarni hisoblaylik. Ularda ham £2
aniqglik bilan chegaralanamiz:

X dx i dx?

— =cosy/+er-L+e ~ +

da aa da

d >d

X~ _asinl/ +£——+£ >

ay/ ay/ dyz

d~x d"x, i 221

___E__f +££ __r4| 773

da da da

d2x d2x1< 2d2x2

~-acosy/+£—K+£ — T+-"

or ay/ dyz

d2 32a, 12.v,

* - —siny'+f.e—m-+£’ TV e, (5.30)

olj/aa gy/laci ay/aa

Agar £ bo'yicha kvadratik hadlar bilan chegaralanilsa (5.21) teng-

lamaning chap tomoni quyidagi ko'rinishga keltiriladi ( (5.27) da awal

koeffitsiyentlarning, keyin esa x ning a va y/ bo'yicha hosilalarining
yoyilmalari qo'llaniladi):

dx , 9x 2d2x , dA dx
(O] o leco, ¥|—r+A ———— .
dy/ dyz dadyf A
, d
+~a|¥ tT +tv/ +ZB,£|,2 — +0 c%z——x
aamy/ X dy/~ da oW

+00a cosy/ +EX]4-£ “JT2 + eee = £ +4 20N, sinyz +ai//, cosy/)
"2

if rj2R +2®ﬂd\v,_'_|j/]c)A
dy/2 dyzda .
N —--ayz— Zcmw lcosyz m
| da i m |

9 —Nazariv mcxanika 129



cly

aAI Fa_+2A1V\lI +2000€\ siny/ (5.31)
(5.21) tenglamaning chap tomoni to‘lig ravishda yangi o°‘zgaruv-

chilarga o‘tkazilib kichik parametr bo'yicha kvadratik aniglikda gatorga
yoyilib hisoblab chigildi.

Tenglamaning o‘ng tomoni ham e bo'yicha mos keladigan aniglikda
gatorga yoyilishi kerak:

£/(%X,X) = ef(x0+E£x, \D +ei, +ee¢) = £f (X0,x0) +
of of(x0,x0) df(x0,x0) (5.32)
dx ox

Ahamiayat bering, tenglamaning chap va o‘ng tomonlaridagi gator-
lar £ ning birinchi darajasiga proporsional hadlardan boshlanadi. Bu
tabiivdir, (5.22) ga garasak, xOhadning ko'rinishi ma’lum deb olingan.
Qilishimiz kerak bo‘lgan ish (5.31) va (5.32) ifodalardagi ening bir xil
darajalari oldidagi koeffitsiyentlarni bir-biriga tenglashtirish. £ bo'yicha
birinchi tartibli hadlarni bir-biriga tenglashtirilsa X, ni aniglash uchun
differensial tenglama olinadi, e2ga proporsional hadlarni tenglashtirilsa
X, uchun differensial tenglama olinadi va h.k. Bitta savol goladi — A,
va y/ lar ganday aniglanadi? Ular resonans hadlar bo'Imasligi shartidan
topiladi. Birinchi bosqichda (e bo‘yicha birinchi tartibli hadlarni
olinganda) A va Wl koeffitsiyentlar rezonans hadlarning bo'Imasligi
shartidan topiladi, x, had y/ bo‘yicha differensial tenglamaning
yechilishidan topiladi.

Ikkinchi bosgichda bularning hammasi (5.31) formuladagi £ 2 oldidagi
to‘g‘ri gavsning ichidagi ifodaga qo‘yiladi. Noma’lumlar bu bosgichda
A,, W2va x2bo‘ladi. A,, y2larni yana rezonans hadlar boMmasligi shartidan
topiladi, natijada, X, uchun o‘ng tomonidagi hamma hadlari aniglangan
differensial tenglamaga kelamiz. Buni misollarda ko‘rganimiz yaxshidir.

5.2.1. Angarmonik ossillator: 8U Tex

5.1 gismda ko'rgan misolga qaytib kelaylik. Umumiy metod bilan
solishtirishni osonlashtirish uchun u yerdagi kichik parametr /3 ning
o'rniga £ olinadi:

130



n+cotx - —ex"'. (533)

Demak,

f(x,x) = -EX\
(5.32) yoyilma bu hoida

fix. X) = -e (X0O+ext +e+)3 = —£p-3r’ [0 +mm (5.34)
koi'inishga keladi. Endi (5.31) dagi e ning birinchi darajasi oldidagi

hadni (-jog =-«3cos'V) ga tenglashtiramiz:

Agar o‘ng tomondagi sin y va cost//hadlarni yo'q qilmasak tengla-
maning yechimida t cosy/ tipdagi rezonans hadlar hosil bo'ladi.
Tashgi kuch ta’sirida boMmagan sistema uchun bunday hadlarning
hosil boiishi mumkin emas, bu A, va Y/ uchun shartlarni beradi.

Ularni olish uchun costy = (3cosi// +cos3i//)/4 formuladan foydalanib,
tenglamaning o‘ng tomoni (5.35)

N4 + x =— (N, sint//+ UA\cosy/)--— vcosv/--%-cos3y  (5.36)
dy/~ L, 4l A

ko‘rinishga keltiriladi. Demak, rezonans hadlarning hosil boMmaslik
shartlari

ifodalarni beradi. Bularning ikkinchisi yangi chastotani beradi:

(5.38)

Natijada X, uchun tenglama

(5.39)

koi'inishni oladi. Uning yechimi
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Al = —a ncos3y/ = ma  cos(3ft>f +3).
32cu, 07 (5.40)
Yana gaytatdan (5.20) yechimni olindi.
Endi x, ni topishga kirishamiz. Buning uchun (5.31) va (5.32)
formulalardan foydalanish kerak.

Natija:
2@ A X A - 2 cosil-
dy2 dyrda ayr da
<M, _ :
,qA,F 1+241/, + 1 Aj siny/ = -3x"A, . (5.41)
a

x(), d] , Al va ¥/ ! laming o'rniga tegishli ifodalarni qo‘yib, tenglama
soddalashtiriladi:

32x, 2A, a 15a
— -+as =— -sinyH— - 29N i + cosy/ +
dy/r ~ LW, i i 28cor;
5.42
or 3al ( )
—€0s 3y/-————- I COS SyrI.
128"
Rezonans hadlarning yo‘q bo'lish shartlari:
,&( :(ﬁ y/1l= __2'555r_
2560% (5.43)
Natijada s, uchun quyidagi tenglama qoladi:
32X, % 21«5 3v/ 3,7s -y
— =+X0 = ——— rcos 3y/-—————- cos 3V//.
W~ ~ 128" : (5.44)
Uning yechimi:
) 3rt
cos 3i// - —-cosM//. (5.45)
1024(0,1 1024fttf

Bajargan ishimizni yig'ib chigaylik. f aniqglikdagi topiigan yechirn:



Tebranish chastotasi:

3aZz 15<rVvV2
y/ = cot+ <p= 000+ ———————— - t—r(p. (5.47)
vV 8% 256ft" J

Biz yana bir marta kombinatsion chastotaiarning (yuqori garmoni-
kalar) hosil bo'lishi va chastotaning amplituda va masaladagi parametrga
bog'liq bo'lib siljishi hodisalarini ta’kidlab ketaylik. Bu hodisalar
nochizigli tebranishlar uchun hos bo'igan hodisalardir.

5.2.2. Angarmonik ossillator: 8U = m£x3.

Yuqgoridagi metodni
X+afix = -ex2 (5.48)
tenglamaga go'llaylik. Metodning mohiyatini ma’lum darajada tushun-
dik deb uning ustida oitigcha to'xtalib o'tirmaymiz.

Bu gal ham masala e2 aniqlikda yechiladi. Tenglamaning o'ng
tomoni:

—£1(X,X) - —EXO+EXI N )2 = —£XY —2e"XgX1H— . (5.49)

Birinchi yaqinlashuv tenglamasi:

vV T 7

2
Tenglamaning o'ng tomonida cos ¥ = (1+cos2y/)/2 almashtirish
bajaramiz va rezonans (sekular) hadlarning yo'q qilish shartlarini
topamiz:

1=0, y,=0. (5.51)

Yakuniy tenglama:



Bu tenglamaning yechimi:

a a
W = __2:0_\'_h_6&_)._ cos2y, y .o+ (5.53)

Ushbu tartibda chastota 0°‘zgargani yo'q, chunki 1/4=0 . Keyingi
tartibli had uchun tenglama ( (5.51) hisobga olindi):

(HQJ‘B_H,_H

(on = 2acoly/2cosy/ +20"/\2 (5 54)

Bu yerga M va x( larni qo‘yib keraklicha soddalashtiramiz:

/
2a 5a'l
—+NM _ cosi/m-—-A2s\ny---- -cos3y/. (5 55)
L T VEtey ar &)

dy" ]
Rezonans hadlarning yo‘q bo‘lishi shartlari:

5a2
n2=0,y2= (5.56)

(5.55) ning yechimi:

cos 3y. (5.57)
48<u7

Shunday qilib, harakat tenglamasi (5.48) bo‘lgan sistemaning e~
aniglikdagi tebranishlari topildi:

a e~ ., ~ Ba’e? \
X-acosy-e 0+  ,cos2t// + cos3y.,y- «v t+
2% 484, a4
(5.58)

5.2.3 Mayatnik

Matematik mayatnikning aniq harakat tenglamasini 0°‘z vaqtida
keltirib chigargan edik ( (1.105) va (1.111) tenglamalarga garang). Bu
yerda o°‘sha tenglamani

*+"7sinx=0 (5.59)
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ko‘rinishda yozib olinadi (qulaylik uchun <p-»y1+ almashtirish bajaril-
di). Kichik argument uchun o‘rinli bo'lgan

sin—x-=-1+—
3

yoyilmadan foydalanib (5.59) ni

X+@qX:—6 a’. w:I—, (561)

ko‘rinishga keltirib olinadi. Agar o‘ng tomondagi kubik hadni tashlab
yuborilsa mayatnikning (chizigli) garmonik tebranishlari tenglamasining
o‘zi olinadi. 0 ‘rganilayotgan hoida birinchi angarmonik had kibik
had ekan. Krilov—Bogolyubov metodini shu tenglamaga qoilaylik.

Metodni goMlash uchun nochizigli hadni kichik tuzatma deb
garashimiz kerak, ya’ni

2

£/(v,.v) = "6° (5.62)

Bu yaginlashuv hatto x=30° (x =0.5236rad) bo‘lganda ham juda yaxshi

yaginlashuv bo‘ladi: (a-a’/6)-sinA=0,4997-0,5=3 10 4

Agarda bu yaginlashuvning anigligi yetarli bo‘imasa sinusning
yoyilmasidagi keying! hadni ham hisobga olish mumkin.

Shularni hisobga olib (5.61) ni yechishga o'taylik. Yechim yana
(5.22) ko‘rinishida izlanadi. Birinchi tartibli tuzatma uchun (5.31) asosida

/];I 2A‘ n caur

an, /' + X = 2(00Al s\nyf + 2aoj[/tcosy/+ 1 cosV- (5.63)
Ay,
tenglama olinadi. Demalk,
2
A =0, W=-°FPa . 5.64
}Jﬁ (5.64)
X, uchun tenglamaning ko‘rinishi esa
3"a, a3 )
—-7 +N =— cos3/. (5.65)
dy/~ 24

Shunday qilib, matematik mayatnik uchun birinchi nochizigli had
hisobga olinsa
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az2)
NP (5.66)

yechim olinadi. Ko'rinib turibdiki, mayatnikning chastotasi kamaydi,
tebranish davri esa o‘sdi:

T=-F =g+,
il 16 (5-67)
16

Shu yo'l bilan keyingi hadlarni ham topish mumkin.

5.2.4. So‘nuvchi tebranuvchi mayatnik

Mayatnik ishqgalanish bor bo'lgan tashgi muhitda harakat gilayotgan
bo'lsin. Bu holdagi chizigli tenglama (4.58) ko'rinishga ega edi. Umu-
miy holda uni

a+2Ai+o0"sinx=0 (5.68)

tenglamaga almashtirish kerak, bu yerda yana oy =g/l Tenglamada
yana (5.60) yaginlashuvga o'tilsa

2

X+1.X = —2?]x+—6 X} (5.69)

tenglama olinadi. Ishqgalanish kuchli hadni o'ng tomonga o'tkazish
bilan uni ham Kkichik tuzatma sifatida ko'rmoqchi ekanligimizni ayt-
mogchimiz. Buning sababi (4.4) paragrafdagi muhokamadan kelib
chigadi, u yerda ko'rgan edikki, agar ishgalanish koeffitsiyenti katta
bo'lsa, harakat tebranuvchan emas, tez so'nuvchi bo'ladi. Shunday
gilib,
2
£/U,*) = -2Ax +—g.x—\ (5.70)

Tenglamaning o'ng tomonini to'g'ri ochib chigish uchun (5.22), (5.24)
va (5.25) formulalarni go'llash kerak:

X= acosy/ +£x, + E2x2 h—

V=sacosy/-ay/siny/ +£i, +eee =
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= —ddysiny/ +e(A, cosy/ - ay/xsiny/ +i,)ees. (5.71)

Endi ef ni gatorga yoyish mumkin:

e/(.v, x) = £f(a cosi//, —aa)0sin y/) +

L X (5.72)
+£' n+- A cosyr-ai//, siny/ +ft0
C AR 8 oy/
Bu yerdan birinchi tartibli had sifatida
£f (acosyf,—adgsiny/) = laAco” siny/ +/ %0 sV (5.73)

ifodani olish kerak. Natijada, birinchi tartibda quyidagi tenglamaga
kelinadi:

13y, . 2a a a
T+ -(eA, +A)sini// + N+ cosi//+— cos3y/. (5 74)
dy/' 01, 8

Rezonans hadlarning yo‘q boiishi shartlari:

A =-4 i/, =— .
A a, fy 16 (5.75)

Shuni ta’kidlash kerakki, ko‘rgan misollarning ichida birinchi
marta A, koeffitsiyent noldan fargli bo’lib chigdi. Buning ma’nosini
tushunish givin emas — Axkoeffitsiyent nolga teng bo'lganda tebra-
nish arnplitudasi birinchi tartibda olzgarmasdan goladi. So‘nuvchi
tebranishlar uchun esa amplitudaning nolga intilishi kerakligi tushu-
narlidir.

Topilgan koeffitsiyentlardan a va yruchun tenglamalarga o'taylik:

da dy/ cr
=—Ha yi_ H
dt ’ 16

(5.76)
Ularning yechimlari:
a=aQexp(-4r). Vy/ = W0f+—3é\£exp(—2ﬂr)—1)+)>, y/(0) =@ (5.77)

Bularni x uchun ifodaga olib borib go'yiladi:
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x = aQexp(-Af)cos—{ ~"(exp(-2A0-i) .\ (5.78)

Tebranish amplitudasi vaqt o‘tishi bilan nolga intilmoqda, tebranish
fazasi murakkab funksiya bo‘lib, vagt o'tishi bilan u at+< ifodaga
intiladi.

5-bobga mashqg va savollar

2
1 Kinetik energiyaga quyidagi angarmonik tuzatma ST=—

kiritilganda garmonik tebranishlarning o'zgarishini toping.
2 Quyidagi tenglama bilan ifodalanadigan

A+A=E£(1- A").Y

va Van-der-Paul ossillatori deyiladigan sistema uchun birinchi yaginlashuvdagi
tebranish amplitudasi va chastotasi topilsin.

3. Quyidagi tenglama uchun birinchi tartibli yaqginlashuvda yechimni
toping:

X+ cqy.c=£(1- n2)X +£a?.



6-bob. QATTIQ JISM HARAKATI

6.1. Dinamik o‘zgaruvchilar

6.1.1. Koordinata o‘glarini tanlash. Burchak tezlik1l

Mexanikada qattiqjism deganda uning moddiy nuqtalari orasidagi
masofa o'zgarmas bo'igan sistema ko'zda tutiladi. Albatta, bu ma’lum
bir darajadagi yaginlashuv, uning qo'ilanishi tezliklarning kichikligi
biian bog'lig. Qattig jismning harakati haqgida gapirganda uni yoki
diskret moddiy nuqtalardan iborat sistema, yoki uzliksiz muhitli sistema
deb qaraladi.

Qattiq jismning erkintik darajalari soni 6 ga teng. Buni quyidagicha
ko'rish mumkin. Jism Arta moddiy nuqtadan iborat bo'isin. Ularning
erkinlik darajalari soni 3A;ga teng. Shu nuqgtalarning bir to'g'ri chizigda
yotmagan ixtiyoriy 3 tasini tanlab olinadi, ularning orasidagi masofa-
larning o'zgarmaslik shartlari soni 3 ga teng. Qolgan A/— Jta nuqtaning
har bittasidan shu uchta nuqtagacha masofalarning o'zgarmaslik
shartlari 3(/V— 3 ) ta boiadi. Demak, sistemaning erkinlik darajalari
soni 3N —3 —3(/V — 3 )=6 ga teng ekan.

Buni soddaroq qilib aytish ham mumkin --jism ichidagi bir to'g'ri
chizigda yotmagan ixtiyoriy uchta nuqtani tanlab olish uchun 6 ta
umumlashgan koordinatalarni aniglash yetarlidir, qolgan N — 3 ta
nuqta masofalarning o'zgarmaslik shartlari orqgali aniglanadi.

Keyingi formulalarda, odatda, gattiq jismni diskret moddiy nuqta-
lardan iborat bo'igan sistema deb ko'riladi. Qattiq jismni uzliksiz muhit
sifatida garash uchun diskret moddiy nugtalar bo'yicha yig'indilarni
(ular uchraganda) shu gattiq jismning hajmi bo'yicha integralga
quyidagi sodda qoida bo'yicha almashtirish yetarli:

. ; (6.1)

bunda a — mamassali nugtaning nomeri.
Qattig jismning harakatini o'rganish ucbun ikkita koordinat
sistemalarini kiritish maqgsadga muvofiqdir. Ularning biri laboratoriya

1 Ushbu bobni o‘rganishdan oldin ilovadagi vektorlar bilan ishlash qoidalari bilan
tanishib chiqish kerak.

139



sistemasi bo‘lib, uning o‘qglari katta harflar bilan belgilanadi — X, Y,
Z. Ikkinchisi — shu gattiq jism bilan mahkam bogMangan sistema,

6.1- rasm. Qattiq jism koordinatlari.

lining o'qglarini x, y, z deb belgilanadi. Bu sistemaning boshini jismning
inersiya markazida joylashtirish qulaydir.

0 ‘glari X, y, z bo‘lgan sistema shu gattiq jism bilan birga harakatda
bo'ladi. Harakatdagi sistemaning koordinat boshi qo‘zg‘almas sistemada
R radius-vektor orqali ifodalansin.

Qattiq jismning ixtiyoriy bir nugtasi olinadi, qo‘zg‘almas va
go‘zg‘oluvchan sistemalarda uning radius-vektorlari mos ravishda r va
r' boMsin (6.1-rasmga qarang). Ko‘rinib turibdiki

r=R +r". (6.2)
Jismning cheksiz kichik siljishini ko‘raylik. Bu siljish ikki gismdan
iborat bo‘ladi: birinchisi — butun bir jismning o0‘z-o0'ziga parallel

ko'chishi, bu —jismning inersiya markazining ko'chishi dR orqgali
hosil bo Igan qismi, ikkinchisi —jismning d ¢ burchakka buralishi
natijasida hosil bo‘lgan qismi:

dr = clR+dr' = clR +{d{pr"\ (6.3)
Bu tenglikning ikkala tomonini dt ga bo‘lsak va

dr  dR _ _dd

Ca VT w T 6.4)
formulalar orqali ko‘rilayotgan nuqtaning go‘zg‘almas sistemadagi
to‘lig tezligi, jism inersiya markazining shu sistemadagi tezhgi va
jismning burchak tezligi C larni kiritilsa, tezliklar orasidagi munosabat
olinadi:

v =V +[£2r]. (6.5)
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Ikkita koordinat sistemasini kiritishning qulayligi endi tushunarli
bo‘ldi —jismning ixtiyoriy harakatini uning inersiya markazining o‘ziga
parallel ko‘chishi x inersiya markazidan oigan o‘q atrofida aylanishi
deb garash mumkin ekan.

Qattiq jismning inersiya markazi sistemasiga o‘taylik. Bu holda
(6.5) bo'yicha jism nugtasining chiziqli tezligi uning burchak tezligi
bilan v' = [Qr'l formula orgali bog'langan.

Koordinat boshi O ni va o'glarni tanlash ixtiyoriydir, jismning
ilgarilanma harakat tezligi yangi sistemada albatta, o'zgaradi. Ammo
burchak tezlik esa bunda o'zgarmaydi. Shuni ko'rsatish uchun
go‘zg‘luvchan sistema boshini a vektorga ko'chiramiz:

r=a-r,. (6.6)
Bir toinondan
r=R +a-+r,. (6.7)
ikkinchi tomondan
r=R, r,. (6.8)

Bunda R, yangi koordinat boshi 0! ning O ga nisbatan radius-
vektori, r, — nuqtaning O ; ga nisbatan radius-vektori. Jism ilgari-
lamna + aylanma harakat gilganida tezliklar uchun

v =V +[QalJ+[Qr,] (6.9)
va

v=V,+[Q,r1) (6.10)

formulalar hosil boMadi. Bu yerdan ko'rinib turibdiki, V,=V +[Qa]
va Q = Qp ya’ni, jismning burchak tezligi koordinat sistemasini tanlab
olishga bog'liq emas ekan. Demak, burchak tezlik jism aylanma
harakatining haqiqiy xarakteristikasi ekan. Odatda, harakatdagi sistema
boshi jismning inersiya markazida olingan deb garaymiz.

6.1.2. Inersiya markazi. Impuls

Qattiq jismning to'lig massasini m="b Ik deb belgilaymiz. Inersiya
a

markazining ta’rifi bo'yicha
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K=~ b Mike (6.11)

T a

Uzliksiz sistema uchun
R=4d'rp(r)r, (6]12)
\'
bunda V—jismning hajmi. Agar 0* nugta jismning inersiya markazida
joylashgan bo‘lsa
2a4 r'o=0 (6.13)
boiadi. Uzliksiz sistema uchun bu tenglikni
pV Prv =0 (6N14)

ko‘rinishda yozib olish mumkin.
Bundan keyin hamma formulalarni diskret holda yozaveramiz,

uzliksiz holga o‘tish giyin emasligini ko'rdik.
Impulsga kelaylik. Impuls additivlik xossasiga ega ekanligidan

p= =Jjicy + Y n<[Qr'«]=""V +2Z '~ [Qrul- (6.15)
a a a a

Shtrixlangan koordinat boshi inersiya markazida bo‘lsa, ikkinchi had

yana nolga teng bo‘ladi:
P=wVv (6.16)

Ya’ni, koordinat boshi inersiya markazida olinsa, jismning ilgarilanma
harakatini o'rganganda uning butun massasini bitta R radiusli nugtada

joylashgan deb garash mumkin ekan.

6.1.3. Impuls momenti
Impuls momentini yozaylik:
M =" TMafr«vr,]= [r«V]+L m [T« [Mr«d]- (6.17)
a n a

Agar harakatdagi sistemaning koordinat boshi jismning inersiya
markazida bo‘lsa, yana birinchi had nolga teng boMadi:

M =X H« [ Mr«]]- (6.18)
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Bu yerda radiusni shtixlab belgilanmaymiz, formuladagi radius-
vektorlar inersiya markazi sistemasida olinganligini esdan chiqarilmasa
bo‘ldi. Inersiya markazi sistemasida hisoblangan impuls momenti,
odatda, jismning xususiy momenti deyiladi. Umuman esa impuls
momenti bir giymatli aniglangan kattalik emas.

Ko'rinib turibdiki, umumiy hoida impuls momenti va burchak
tezligining yoiialishlari mos tushmas ekan.

(6.18) formulani (A.36) asosida ochib chigaylik (zarrachaning
nomeri va vektorning indeksini adashtirmaslik uchun zarrachaning

nomerini kerakli joylarda gavs ichiga olinadi a —(«)):

Buni (6.18) ga olib borib go'yatniz:

(6.20)
a
Bu formulani vektor ko‘rinishda ham yozib olish mumkin:
M =Y jna[Q (ru'l’,) - ru (2 eru)} (6.21)
a
(6.20) formulani yana bir ko‘rinishga keltiraylik:
(6.22)

a
Bunda paydo boigan yangi kattalik | inersiya tenzori deyiladi, uni
alohida keyin o‘rganamiz.

6.1.4. Kinetik energiya

Jismning kinetik energiyasiga o'taylik, uni hisoblaganda ham hara-
katdagi sistema boshi inersiya markazida joylashgan deb olamiz:

7=\ < =\ Y jnXV2+2V $£In4+[Qr,]2)
C a
(6.23)

chunki (vektorlarning qo'shma ko‘paytmasi qoidasi (A.31) ni qo‘llansa)

N eV-[E2ra]=[V«]5 >«frfl= 0.

a A (6.24)
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Kinetik energiya uchun formuladagi birinchi had jismning ilgari-
lanma harakat kinetik energiyasi. Ikkinchi had llovadagi (J1.32) formula
yordamida soddalashtiriladi:

(6.25)
it

Demak. kinetik energiya ham inersiya tenzori orqali ifodalanar ekan:

Ay n 1Y | (626)

Yana bir marta ta’kidlab o'taylik, birinchi had ilgarilanma harakat
kinetik energiyasi bo'lsa, ikkinchi had aylanma harakat kinetik energiyasi
bo'ladi.

Inersiya tenzorining fizik ma’nosi mana shu formuladan ko'rinib
turibdi: birinchi hadga kirgan inert massajismning ilgarilanma harakatga
nisbatan inertligini bildirsa inersiya tenzori shu jismning aylanma
harakatga nisbatan inertligini bildirar ekan.

Qattiq jismning Lagranj funksiyasiga kelinsa uni

L =—mX2+~Q/4Q | - U (6.27)

ko'rinishda yozib olish mumkin.

6.1.5. Inersiya tenzori

Biz impuls momenti va kinetik energiya tushunchalarini qattiq
jisrnga tatbiq gilganimizda inersiya momenti (tenzori) tushunchasini
kiritgan edik. Bu juda muhim tushuncha bo'lib, uni alohida o'rganish
magsadga muvofiqdir. Inersiya tenzori ta’rifini yana bir marta yozib
olamiz:

R (6.28)

Muhokama qgilingan qoida bo'yicha uzliksiz muhit uchun

(6.29)
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Ta’rifga asosan, inersiya tenzori jism ichidagi massa tagsimotining
xarakteristikasi ekan. Bu —har birjismning ichki xarakteristikasi. Uning
komponentaiarini ochib yozaylik:

4 . b. 1,3 'X«u.vRe+x2> ~Y jruXaZa
In 1M1 hi ~ b IYuy X'V Xa+:a) ~bTaYa*-a
hx hi hi X Uk (D 4> (6.30)
v )
Ta’rifdan ko'rinib turibdiki, inersiya tenzori simmetrik tenzordir:
(6-31)

Bundagi shartlarning soni 3 ta, demak, simmetrik tenzorning 9 ta
komponentasidan 6 tasi mustaqildir. Undan tashgari, uchta burchakdan
foydalanib jismning tazodagi oriventatsiyasini o‘zgartirishimiz mumkin,
bu yana 3 ta shartni beradi. Shularni hisobga olinsa simmetrik tenzorni
uchta mustaqgil komponenta orgali ifodalangan ko‘rinishga keltirish
mumkinligi aniqgdir. Buni boshgacha ham aytish mumkin: koordinat
olglarini aylantirib, simmetrik tenzorni diagonal ko'rinishga keltirish
mumkin:

™ hi  hi) o o
12, 2 *2B 0 12 0
31 Hr  1s3 0 0 (6.32)

Bu yangi yo‘naltirilgan o‘glar inersiya bosh o‘qglari deyiladi, v L
lar esa bosh inersiya momentlari deyiladi. Diagonal ko‘rinishga
keltirishga geometrik ma’no ham berish mumkin. Quyidagi kvadratik
formani ko‘raylik:

TN ]+ VN + 25y +2xyl{Ll +2Z | M +2yzIB8 —A (6.33)

MaiumKki, ixtiyoriy simmetrik matritsani diagonal ko‘rinishga keltirish
mumkin va shu matritsa bilan bog‘lig bo‘lgan kvadratik formani
kanonik (ya’ni, fagat kvadratlardan iborat bo‘lgan) ko‘rinishga keltirish
mumkin. Ikkinchi rang simmetrik tenzorini mana shunday matritsa
deb qgarab, uni (6.32) diagonal formaga va u bilan bogiiq bo‘lgan
(6.33) kvadratik formani kanonik formaga keltirish mumkin. Buning
uchun koordinat o‘qglari ustida quyidagi ortogonal almashtirish ba-
jarish kerak:

145



r,=0jjlj, =@y, r} r'={x\y", r} (6.34)
Natijada

x| +x21 +z*/ +2xyl +2xzl +2vzl -!x2+1X~+1 z'1 (6 35)
1 ! 2 33 12 13 ' 1 2" 3

2 23

2 2 2

. . L . .oX
formula olinadi. Analitik geometriyadan ma’lumki, — +j:+——: 1
a (O

tenglama ellipsoidning tenglamasi, shu sababdan kvadratik forma

' 2 2 R 2 2
XXz X ¥ g C

AUX A/I2 A/l} a2 b2 ¢
bilan bog‘lig bo‘lgan figura ko'pincha inersiya ellipsoidi deb ataladi.
Yangi o'glar 6.2-rasmida ko‘rsatilgan.
Shunday ish bajarilgandan keyin aylanish kinetik energiyasi

Tmi =~ (/,~ +/2Q; +/,Q1) (6.36)

ko'rinishni oladi. [mpuls momenti uchun ham
(6.22) ning o‘rniga soddaroq ifoda olinadi:

M, =/£}, M2=/2Q2, M3=/3Q3. (6.37)

Bosh inersiya momentlarining ixtiyoriy biri boshga
6.2-rasm. Inersiya ikkitasining yig‘indisidan hech qgachon katta

ellipsoidi. bo‘lishi mumkin emas —buni (6.30) ning diagonal
elementiaridan ko'rish qiyin emas.
Agar bo‘lsa, bunday jism asimmetrik pirildoq deyiladi.

[=12¢/3 bo‘lsa, simmetrik pirildoq deyiladi. /,=/,=/, holda shar
pirildog deyiladi. Birinchi holda ellipsoidning uchala asosiy
o'lchamlari har xil bo'ladi. Ikkinchi holda eliipsoidni /1 y tekislik
bilan kesilsa to‘g'ri aylana olinadi. Bu holda shu tekislikda x, y
o'glarini ganday tanlab olish ahamiyatga ega emas. Uchinchi holda
ellisoid sharga aylanadi, uchala o'glarni ganday tanlab olish aha-
miyatga ega emas.

Agar /,=/,, /3=0 bo'lsa, bunday jism rotator deyiladi.

Inersiya tenzori o‘zining ganday nuqtaga nisbatan aniglanganligiga
bog'lig bo‘ladi. Inersiya tenzorining yuqgoridagi ta’rifi inersiya marka-
ziga nisbatan olingan ta’rif edi. Agar koordinata boshi a vektorga
siljitilsa: r’=r +a , yangi va eski tenzorlar orasidagi munosabat
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W= X "u(Aree " hi+m{SWa2 - a-ai) (6.38)

bo'ladi, bu yerda m ="jn,, —sistemaning to'liqQ massasi. Bu munosa-

batni keltirib chigarish uchun inersiya markazining ta’rifi b 'I* =0
yetarli bo'ladi.

6.1.1-misol. Massalari m, va msSva o'zaro masofasi / bo'lgan ikki moddiy
nugtadan tuzilgan sistemaning inersiya momentlarini toping.
Ikkala moddiy nuqta yotgan chizigni r o'qi deb olamiz. Bu sistemaning
inersiya markazi
m, +m2z2-0, z2~4a =1
tenglamalardan topiladi (ikkinchi nuqta yuqorida joylashgan bo'lsin):
hn2 luy
1 m,+m2 ' W, +m2

Ravshanki, /,=0, chunki sistemaning r o'qi atrofida aylanishi haqgida gapirish
ma’noga ega emas. Buni asosiy formula (6.28) dan ham ko'rish giyin
emas:

h =Yjfu(4 +¥a)=0,

u=l

chunki X = =Xx2=y2=0. Davom etamiz:
. v 2 2, 2 w2
f\=Ff2= ZJna-a = "!IM +m 222 = —Aer-1 m
+1U
H =

Bir chizigda 3 ta moddiy nugqta joylashgan bo'lsachi? Qo'shni nugtalar
orasidagi masofa yana | bo'lsin. Nuqtalarning inersiya markazi sistemasidagi
koordinatlari

/4,vj ‘bnirzz m"z» —0, 22 2AN— —I

tenglamalardan topiladi:

m2+2m3 ( ml-m3 ; _ _  2mg+m2
] = e /, Z[ = ——————— 5 I, 4= =
m{+m, + g+ m2+ny my,+m2+ny,

Natijada quyidagini olamiz:
vi ? > 2 2 T2, +T/ITT +AMY) 2
Nn="4=2jnazl =»hz{ +m22\+m3Zj = — '— m- f !
=1 1
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Bir chizigda sa-ta moddiy nugta joylashgan bo'lsachi? Yuqoridagi muio-
hazalarni qaytarib

ekanligi topiladi. Bu yerdagi yig'indiga hamma a va b lar bir martadan
kiradi.

6.1.2-misol. Radiusi R va massasi m bo‘lgan bir jinsli shaming inersiya
momentlarini toping.
Bir jinsli shar uchun p =3mt(4jiR").

R A 1%

(6.39)
Huddi shu yo‘l bilan /, va /, iarni ham topib /(=/,=/,. ekanligiga
ishonch hosil qilish mumkin.

6.1.3-misol. Uzunligi 1 asosining radiusi a va massasi m boMgan bir
jinsli silindrning inersiya momentlarini toping.

Silindrning zichligi p - T1(xa21) mHisobni silindrik sistemada bajarish
qulay:

n W /
a~ H-
KcdJ J J 4 3
o] 0 12 J
(6.40)
Tekshirib ko'rish giyin emaski, /,=/2 Uchinchi moment:
I In in
(6.41)
0 0 4n

Agar a —0 limitga o'tilsa, ingichka sterjen deb ataladigan jismning
inersiya momentlarini topgan bo'lamiz:

l,=1,=—.U=0. 6.42
m (6.42)

Yugoridagi terminologiya bo“N\icha ingichka sterjen rotatordir. Silindrning
aylanma kinetik energiyasi
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ko'rinishga ega bo'ladi.

Tekislikda joylashgan va radiusi a ga teng bo'igan massa tagsimotining
inersiya momentlarini topish uchun silindr uchun formulalarda / —0 deb
olinsa yetarlidir:

(6.44)

Demak, radiusi a va massasi m bo'igan ingichka diskning aylanish Kkinetik
emergiyasi

Ta—
(6.45)

ga teng.

6.1.4-misol. 6.3-rasmda ko'rsatilgan bir jinsli massasi m ga teng
bo'igan tcshikkulchasimon simmetrik pirildogning inersiya momentlarini
toping.

ED

6.3-rasm: Teshkulchasimon simmetrik pirildoq.

Teshikkulchaning hajmi V=2KI1alR. Ravshanki, 1=1=1. Shuning uchun
| +1=21 ni hisoblash qulaydir (silindrik sistemada):

R--a -2 2k
21= Jdrrd d;Jd<pp(2 ;2+r§l: n-a-R (5a2 +1I5F}p,

R-u (6.46)
72 = <JiF+{r-R)2, 2\—

Zichlik uchun p -T/(2k2a2R) ifodani go'llansa quyidagi javob

olinadi:



Uchinchi bosh momentni ham topish giyin emas:

R+a -2
/,= Jd"™JdzJd<pp = -(3a-+4R-). (648)
R -a zj 0

6.1.5-misol. Yarim o‘qlari a,b va ¢ bo'lgan bir jinsli ellipsoidning
inersiya momentlarini toping.

Ellipsoid 6.4-rasmda ko‘rsatilgan. Ellipsoidning tenglamasi

vV +v +

6.49
a" b~ c- ( )
4K .
Ellipsoidning hajmi massasi ni.
6.4-rasm: O'zgarmas zichlik: =m!V . X o'giga nisbatan inersiya
Ellipsoid. 9 - P =MV X0qlg Y
momenti:
/, =pJ dAdvd-iy’ +;T)= pJ dxJdy Jdr.(y2+:2) = ft'2) (6 50)
-a 4

Integralga kirgan chegaralar quyidagicha anigiangan:

N bin AN — , Zi —C. X v (6.51)
cr ' " “ N\ cr ir

Huddi shu vo‘l bilan qolgan ikkita inersiya bosh momentlari ham
topiladi:

/, =~(a2+c2). /, = — (a2 +b2). (6.52)
~ 5 - 5

6.2. Eyler burchaklari

Qattiq jism bilan bog‘liqg bo‘lgan harakatdagi koordinata o‘qglarining
yo'nalishlarini har xil yo‘l bilan tanlab olish mumkin. Shu imko-
niyatlarning ichida Eyler burchaklari bilan boglig tanlov o0‘zining
katta qulayliklari bilan ajralib turadi. Eyler burchaklarining ta’rifi
6.5-rasmda ko‘rsatilgan.

Bu {(p../,0) burchaklardir. Bizni faqgat burchaklarning yo'nalishlari
gizigtirgani uchun harakatlanuvchi va qo‘zg‘almas sistemalarning bosh
nuqtalari birlashtirildi. Rasmdan ko‘rinib turibdiki, Kiritilgan burchak-
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laming o‘zgarish sohalari Q<<p<2n ,

O<y/<2K va o<B<n -
Eyler burchaklarining ina’nosi
shundaki, jismning fazodagi ix- v
tiyoriy buralishini uch bosgichdan
iborat deb garash mumkin: 1) Zo‘qi
atrofida pburchakka, 2) X o'gining
yangi holati CW(CWchiziq tugunlar
chizig'i ham deyiladi) atrofida 0 6.5-rasm: Eyler burchaklari.
burchakka va 3) x3 atrofida y/ bur-
chakka. Bu burchaklarni go'llash uchun birinchi navbatda gattiq jism
burchak tezligini ular orgali ifodalab olish kerak.
Burchak tezligining qo'zg'aluvchan (xrx2x,) sistemadagi kom-

ponentalarini Q ={£,.12- .}, buralgan koordinatlardagi kompo-
nentalarini esa £1={®,B,¥\ deb belgilab olamiz. 5-rasmdan ko'rinib

turibdiki. ¢ — Z o'qi atrofidagi aylanish burchak tezligi, B — ON
0'q atrofida aylanish burchak tezligi, y — %, o'qi atrofidagi aylanish

burchak tezligi.

Mana shu burchak tezliklariga mos keluvchi vektorlarni katta harflar
bilan quyidagicha belgilaymiz: ¢, o\J.

Demak, & — Z o'gi bo'yicha yo'nalgan va son giymati ¢ ga teng
bo'lgan vektor, © — ON o0'q bo'yicha yo'nalgan va son giymati 6 ga
teng bo'lgan vektor, Y — X%, o'qi bo'yicha yo'nalgan va son giymati
yr ga teng bo'lgan vektor.

Uiarning har birining (xp x2 x3 o'qlariga bo'lgan proyeksiyalarini
rasmdan topib olish qiyin emas:

® = {<psinOsirn//,<psinOcosi//,0cos0};
0 = {Ocosi//,-0siny/,0};

(6.53)
Bu ifodalarning birinchi komponentalarinig yig'indisi Q, ni, ikkinchi
komponentalarinig yig'indisi ni va uchinchi komponentalarining

yig'indisi Q3 ni beradi:
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Q, = <psin0 siny/ +0 cost//;
Qn = sin0 cost//-Qsirn//;
a., =V coSe +»> (6 59)

Bu burchaklarning qulayligini qattiq jism harakat tenglamalarini
integrallashda ko‘ramiz.

6.3. Qattig jismning harakat tenglamalari

Qattiq jismning oltita erkinlik darajasi bor. shulardan uchtasi uning
ilgarilanma harakati, qolgan uchtasi esa uning aylanma harakati bilan
bog'lig. Demak, gattiq jism harakat tenglamalarining soni ham oltita
bo'lishi kerak. llgarilanma harakat jismning impulsi bilan bog'liq.
llgarilanma harakat tenglamasi quyidagicha keltirib chigariladi. Moddiy
nuqtaning harakat tenglamasini eslaylik:

d
- (6.55)

bunda p; —shu nugtaning impulsi, fa— shu nuqtaga ta’sir gilayotgan
kuch. Qattig jism moddiy nuqgtalarning yig'indisi bo'lgani uchun uning
harakat tenglamasini olish uchun (6.55) ni hamma moddiy nugtalar
bo'yicha yig'ib chiqgish kerak. Jismning to'liq impulsi va kuchlarning
yig'indisini
P=IP,,. F=Sfu
a
deb belgilab

P - s

dt ~ A N
tenglamaga kelinadi. Jismning har bir nuqtasiga shu jismning boshqga
nuqtalari tomonidan kuchlar ta’sir giladi, ammo bunday kuchlarning
umumiy kuch F ga go'shgan hissasi nolga teng. Buni tushunish qiyin
emas — ixtiyoriy ikkita nuqtani 1 va 2 deb belgilaylik, 1-nuqtaning
2-nuqtaga ta’sir kuchini f2 deb belgilaylik, 2 nuqtaning birinchi
nuqtaga ta’sir kuchini esa fq deb belgilaylik. Ta’sirning aks ta’sirga
tengligi va garama-qarshiligi fl2=—2 ekanligini bildiradi. Demalk,
to'lig kuchga shu ikkala nuqtaning o'zaro ta’siridan bo'igan hissa
f12=—f2I=0 bo'ladi.
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Qattiq jismning aylanma harakati uning impuls momenti bilan
bog‘langan. Impuls momentining vaqt bo'yicha hosilasi quyidagicha:

a a

Ikkinchi had tashlab yuboriladi (chunki p,]Ir,, ), birinchi hadda (6.55)
ni hisobga olamiz:

(6.58)
a

[r/j ifoda kuch momenti deyiladi. To‘lig kuch momentini

K=1£[rafJ deb belgilansa yugoridagi tenglama
a

g (6.59)

ko‘rinishni oladi. Agar koordinata boshini a vektorga siljitilsa: r = r' +=a
kuch momentining ifodasi ham o°‘zgaradi:

K=IK fJ +llafJ =K"+[aFl. (6.60)

Ko'rinib turibdiki, gattiq jismga ta’sir qilayotgan to‘lig kuch nolga
teng bo‘lganida kuch momenti o0°‘zining gaysi nuqgtaga nisbatan
aniglanganligiga bog‘lig bo‘lmaydi.

Yugoridagi harakat tenglamalari qo‘zg‘almas {X,Y,Z} sistemasida
o‘rinli bo‘lgan tenglamalardir. Qattiqg jism bilan birga harakat gilayotgan
sistemada {xpx2,x3} harakat tenglamalari biroz o‘zgaradi. £2 burchak
tezlik bilan aylanayotgan ixtiyoriy A vektorning vaqt bo‘yicha o‘zgarish
gonuni ma’lumdir:

. (6.61)

Agar tenglamaning o‘ng tomoniga shu vektorning qo‘zg‘oluvchan
sistemadagi hosilasini (uni dA/dt deb belgilaylik) go‘shib go‘yilsa, uning
to‘lig o‘zgarishi topilgan bo‘linadi:

(6.62)

153



A vektor sifatida impuls P va moment M ni ko'zda tutsak, quyidagi
tenglamalar olinadi:

= HPI=F — +[QMI =K. (6-69

Bu tenglamalarning ikkincliisi qattig jism uchun Eyler tenglamalari
deyiladil Bu tenglamalarda vaqt bo'yicha hosila qo'zg'aluvchan
sistemada hisoblanadi, shu sababdan tenglamalarni to'liq ravishda o'sha
sistemada yozib olamiz. Bunda biz vaqt bo'yicha hosila ustidagi tilda
belgisini tashlab yuboramiz. To'lig impuls uchun P —m\ deb olib (m
— jismning massasi) birinchi tenglamalarni quyidagi ko'rinishga
keltiramiz:

dv (dav

— -+ - =F., in — _+ - =

a %2 % T dt %8 s T
\
1dv (6.64)
— +Qv -nv =F.

dt

\%

Impuls momenti va inersiya momenti orasidagi M, =/£2,-/=123

munosabatlarni eslab, Eyler tenglamalarini ham komponentalar tilida
yozib olinadi:

It ~ +{h /2 - A

daQ, .
Lo el —ne2an] = K
(6.65)

dt

Ko'rinib turibdiki, bu tenglamalar burchak tezliklari uchun tengla-
malardir.

1 Suyuqlik mexanikasi sohasida ham Eyler tenglamalari bor, ular
darslikning oxirgi bobida o'rganiladi
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6.4. Qattig jism harakatini integrallash

Qattiq lism harakatini integrallash masalasi tarixda katta rol
cVynagan. Bu yerda muvafTagqgiyatli yechilgan masalalarning ikkita eng
soddalarini keltiramiz.

6.4.1. Erkin simmetrik pirildog (Eyler holi)

Erkin simmetrik pirildog masalasidan boshlaylik. Pirildogning impuls
momenti M ni go‘zg‘almas o‘q Z bo'yicha yo‘nalgan deb olamiz. Bu
tanlovga M = Mz mos keladi. Pirildogning ilgarilanma harakati bizni
gizigtirmaydi, shu sababdan qo‘zg‘almas va qo‘zg‘oluvchan sistemalar-
ning boshlarini pirildogning inersiya markazida joylashgan deb olamiz.
{x,, X,, X} o‘glar pirildogning bosh inersiya oq’lariga mos kelsin.
Pirildog hech ganday kuch ta’siri ostida boMmagani uchun uning impuls
momenti saglanuvchan bo‘ladi, ya’ni, M = My = const. Jism bilan
bog‘lig bo‘lgan xv xv X, sistemada pirildog momentining kompo-
nentalari A/p Mv M} bo'ladi. Erkin simmetrik pirildog uchun Lagranj
funksiyasi uning kinetik energiyasidan iborat bo‘ladi. Uni Eyler
burchaklari orqgali ifodalab olamiz:

L=Lvi =\h (fif +*2)+\ (P2sinD +92) +\h (dcos0 +y>f .

(6 66)

Eyler burchaklarining gay darajada qulayligi endi ko‘rinib turibdi:
burchaklarning ikkitasi ~ siklik koordinata bo‘lib chiqdi. Lflarga

mos keluvchi umumlashgan impulslar harakat integrallari bo‘lishi kerak:

pth= Yp: /,0sin:6 + 1 (<pcosO +i//)cosO —My - M - const;
C

pv = —3—|7 = /3 (PcosO +i//) = Al 3= const. (6°67)
oy/

M ning harakat integrali ekanligi masalaning go'yilishidan kelib
chigqan edi, Af3ning harakat integrali ekanligini Eyler burchaklaridan
keltirib chigarildi. Bundan yana bir muhim xulosaga kelish mumkin:

Al3=McosB bo‘lgani uchun Q= const bo'lishi kerak. 0 ‘z navbatida

D, =M3/, ham o‘zgarmas ekanligiga kelinadi.

155



(6.67) munosabatlardan ¢ va y/ larni topish giyin emas:

M M, Af3
o= —coss, y/ m M cos0 = Q3- 7 (6.68)

Bundan ko'rinib turibdiki, pirildoq Zo'qi
atrofida o'zgarmas ¢ burchak tezligi bilan
aylanma harakat gilar ekan. Bunday harakat
presessiya' deyiladi.

Natijalarni 6.6-rasm bilan taqgoslab ko‘-
ramizki, pirildog umumiy holda ikkita aylan-
ma harakat qilar ekan — o‘z.ining x3 bosh

inersiya momenti o‘gi atrofida Q3 o'zgarmas

burchak tezligi bilan va o0'zining to'lig mo-

6.6-rasm. Erkin menti vektori M yo'nalishi atrofida o'zgarmas

pirildog. ¢ burchak tezligi bilan presessiya deyiladigan
aylanma harakat. Bu harakat davomida
pirildogning M ga nisbatan og'ish burchagi o o'zgarmasdan gqolar
ekan.
Bitta xususiy holga to'xtalib o'taylik. (6.68) ning ikkinchi tengla-
masidan ko'rinib turibdiki, sharsimon pirildoqg (/, = /3) uchun y/ = 0.
Huddi shu masalaga Eyler tenglamalari nugtayi nazaridan yonda-
shaylik. Erkin jismning harakati hagida gap ketayotgani uchun kuch
momentlari nolga teng: K = 0. Undan tashqgari I, = | = I. Demalk,
erkin simmetrik pirildog uchun Eyler tenglamalari quyidagi ko'rinishga
ega bo'ladi:
/ ot +(/,-/)N20,=0,/ -(!j—t (/-71,)Q32,=0,1, ot =0. (6.71)
Oxirgi tengiamadan Q3= const ekanligi topiladi. Demak, pirildoq o'z

0'qi x3atrofida o'zgarmas burchak tezligi bilan aylanar ekan —yuqorida
ham huddi shu xulosaga kelingan edi.

h_l :@

belgilash kiritilsa, qolgan ikkita tenglama

1 Rus tilida — npevneccus.
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— L+<yQ,=0, — - - =0 6.72
p yQ p 6.72)

ko'rinishga keladi. Birinchi tenglamani Q, ga va ikkinchi tenglamani
Q, ga ko‘paytirib go'shilsa

=0, (6.73)
ya’ni,
£2Pp +Q? = const (6.74)

ekanligi topiladi. Shu konstantani aldeb belgilansa, burchak tezliklari
uchun

Q, () = ocosy/(/), Q2(r) —as\ny/(t) (6.75)
yechimlarni topiladi. Argument y/(I) ni topish uchun (6.72) tengla-
malarning har birini yana bir marta vagt bo'yicha differensiallansa har

bir £1 uchun Qf+orQf =0 tenglama hosil bo'ladi, uning yechimi esa

(cot +e9 argumentli sinus va kosinuslardir, a —boshlang'ich faza. Demalk,
Q, (0 = flcos(cor-i-a), Q : (?) = asin(co; +a). (6.76)

Hulosa qilib shuni aytish mumkinki, Q vektorning {x,,x,} tekislikka

proyeksivasi shu tekislikda O nuqta atrofida o burchak tezlik bilan
aylanadi (presessiya) va bunda shu proyeksiyaning uzunligi o'zgar-

masdan qoladi: Q2+Ql =a.

6.4.2. Tashqgi maydondagi simmetrik piriidoq
(Lagranj holi)

6.7-rasmda tashgi gravitatsion maydonda M
0'zining go'zg'almas nuqtasi atrofida ayla-
nayotgan simmetrik piriidog ko'rsatilgan.
Shu pirildogning harakati integrallaymiz.
Bu ishni huddi avvalgi holdagidek bajaramiz,
ya’ni harakatini integrallari topiladi va ular
yordamida har bir crkinlik darajasining dina-
mikasi aniglanadi. Rasmdan ko'rinib turibdiki,
go'zg'aluvclian (va qo'zg'almas) o'glar boshini
inersiya markazida emas, balki sistemaning 6 7—rasm Yer
go'zg'almas nuqtasida tanlab olindi. Inersiya maydonidagi piriidog.
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markazidan shu qo‘zg‘almas nuqtagacha bo‘lgan masofani / deb
belgilaylik. (6.38) goida bo‘yieha bu hoida {1, xv x3} sistemada bosh

inersiya momentlari /'=112=/, +ml2 =/',/3 == ga teng bo'ladi. Tashqi
gravitatsion maydondagi pirildogning Lagranj funksiyasi shunga ko‘ra

L="/,(g2sinD +02)+" [ 3(<pcos0 +y/)2-mgl cos0 (6.77)

ga teng bo'ladi. Bizda yana uchta saqglanuvchi kattaliklar bor —umum-
lashgan impulslar

pv - —~ 17sin2 +/3 (<pcosO +y/)cost = Mz.

(6.78)

va energiya

Shu yerda erkin va tashgi maydondagi pirildoglarning harakat
integrallari orasidagi fargni uqtirib ketaylik. Ikkala hoida ham uchta
harakat integraliga egamiz. Birinchi hoida energiya hagida gapirgan
emas edik, chunki u bizga kerak bo'lgani yo‘q. Farg quyidagi harakat

integralida: erkin pirildog uchun pv=M edi, Z — o'gi bo'yicha
yo‘nalgan tashgi bir jinsli maydonda esa momentning Z — kompo-

nentasigina saqglanadi - pip=Mz

Formula (6.78) dan ¢ va y/ larni topib:

M7 - M3cosB
(6.80)
ularni (6.79) ga olib borib qo‘yamiz:
M1 il [mz -M:;cose)2
EZ—FBZA_ +_ I - ) +mglcoso. (6.81)

Energiya uchun ifodani



E'=-Ie2+l/unB), E'=E----"-- mgl,
2 ] 2 /,
(6.82)
1 (My-M.cosdY
nclf(e)=- —- y o N mgl(\-C0OS6)
I"sin

ko'rinishda ham yozib olamiz. Energiya uchun ifodani bu holga keltirib
olganimizning sababi effektiv potensial potensial o‘ra ko'rinishiga
egaligidir, agar Mz = M3 bo'lImasa u 9 =0 va B =K nuqtalarda
cheksizlikka intiladi, 0<9<n oraliqda esa minimumdan o‘tadi. Bu —
0 bo'yicha harakatning fmit bo'lishi kerakligini ko'rsatadi: BkB<B2

To'xtash nuqtalari {B]J/rB2} E'=wnd shartdan topilishi kerak, harakat
sohasi esa E'>U,,n shartga bo'ysunadi.

Pirildogning harakatini chuqurrog o'rganish magsadida quyidagi
belgilashlar kiritib

M. h= L 2mgl  j 2K/
6.83
I" r*c r 'c~1r (6.83)
energiya uchun ifodani
sin2 QQ1 —- {fa—b)co$By +r (I - cosB)siniB (6.84)

ko'rinishga keltirib olamiz. Ko'rinib turibdiki, bu formulada cosO tabiiy
o'zgamvchidir, uni u=cos0 orqgali belgilansa tenglama

M=M,

6.8-rasm. f/~-ning grafigi
ir - -(a-bu)2+(\-u2)(d +c-cu) (6.85)
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ko‘rinishni oladi. Bu differensial tenglama kvadraturaga oson keltiriladi:

(6.86)

Olingan integral elliptik tipdagi integrallarga mansubdir. Agar bu tengla-
madan 9=9(1) topilsa oldingi tenglamalardan <pva i//larni ham vaqgtning
funksiyasi sifatida topish mumkin.

Bundan keyingi mulohazalar uchun muhirn bo‘lgani uchun (6.85)
ning o‘ng tomonini no'zgaruvchining funksiyasi sifatida alohida belgilab
olamiz.:

f(u)=-(a-bu)2+(1-rM)(</ +c(1-</)). (6.87)

Elliptik integrallarning umumiy nazariyasi

f(u) , asosida (6.86) integral orgali aniglanadigan
M ‘m funksiyaning hamma xossalarini o'rganish
ut mumkin edi, ammo bu yo'l katta matematik
tadqigotga olib keladi. Bizning magsadimiz
6.9-asm f-ning grafigi uchun esa og'ir simmetrik pirildogning (6.85)
tenglamadan kelib chigadigan umumiy xos-

salarining 0'zi yetarlidir. Buning uchun esaf(u) funksiyaning asosiy
Xxossalarirti o'rganish yetarlidir. Eng umumiy holda bu funksiyaning

grafigi 6.9-rasmda keltirilgaa.

Rasmdan yaqqol ko'rinib turgan bir muammoni yechishdan
boshlaymiz. /(«) =0 tenglama kubik tenglama, uning ildizlari soni
shunga ko'ra uchga teng. Go'yoki, to'xtash nuqtalarining soni uchga
teng bo'lib chigmogda. Ammo Ud] ning yuqoridagi muhokama-
sican ma’lumki, finit harakat B <9 <0, chegaralarda ro'y beradi,
u~cos6»o'zgaruvchi tilida wl)<w <ur,r Bu nosozlikni gandav qilib
yechish mumkin? Uning yechimi oson: uchinchi ildiz hamma vaqt
mavjudj ammo bo'lgani uchun u fizikaviy ma’noga ega emas.
Uchinchi ildiz hamma vaqt w3>l ekanligini isbot gilaylik. (6.87)
tenglamadagi c>0 ekaniigidan kelib chigadiki, 1 = ~ bo'lganida /
->0 bo'ladi va n +» — bo'lganida / —< bo'ladi (rasm
chizilganida shu mulohazadan foydaianilgan edi). Endi f(u) ning
mtodasida it =1 deb olavlik:
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/(1)=-{a-b)2. (6.88)
Demak, bu nugtada / <0, bu degani, uchinchi ildiz n =1 nuqgtadan
o'ngroq yotishi kerak.
Bundan bitta istisno bor —a ~ b, yoki, Mz = M, bo‘lgan hoi. Bu
hoi pirildoq vertikal turganiga mos keladi, uni keyinroq tahlil gilamiz.
Faraz qgilaylik, pirildogning boshlang'ich og'ish burchagi (vertikalga
nisbatan) 90 bo‘lsin. Ko‘rsatish qiyin emaski, (6.85) tenglamani

=cosfl0 o'zgaruvchi orgali

(i - My)u~ = (U ~uO)[2ab( 1-+uu0)- (a2+b~)(n+»L) - o(1- u2)( -njj)]  (6.89)

ko'rinishga keltirib olish mumkin (2-masalaga garang). Bundan xulosa
shuki, n ham /(«)==0 tenglamaning yechimlaridan biridir. Keyingi

xulosalar € ning qanday berilganligiga bogliq.

=0 bo‘lgan hoi.

Bu hoida u0= cosdOnuqgta (9) rasmdagi u@ nugtaga mos keladi.
Sababi — pirildogni t — 0 momentda Bn burchak ostida qo4yib
yobirilgandan keyin u og‘irlik kuchi ta’sirida pastga garab og‘a
boshlaydi, bu esa u=cos0 ning kamayishiga olib kelishi kerak. Shunday
ekanligini energiyaning ifodasidan ham Kkeltirib chigarish mumkin:

boshlang‘ich vaqtda On=0 (pirildogning boshlang‘ieh og‘ishi bor,

tugun chizig atrofidagi boshlang'ich burchak tezligi yo‘q) va

(pirildog fagqat o‘zining o'gi atrofida aylantiriigan), demak ((6.80)
va (6.81) larga garang),

E = — —+mglcos6 .
2 13 0

M2va /30‘zgarmasligi ma’lum, (6.81)-dagi boshqga hadlarning hammasi
musbat, demak, vaqt o'tishi bilan mana shu musbat hadlar qo‘shilishiga
garamasdan energiyaning giymati o'zgarmasligi uchun wo=cos0o
kamayishi kerak.

Shu yerda erkin va tashqi maydondagi pirildoglarning preses-
siyalari orasidagi katta fargni ko'riladi: erkin pirildogning presessiyasi
o‘zgarmas 0 = const burchak bilan n 4 :-crar edi, \5r b.aydonidagi
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pirildog uchun esa B burchak o'zgarib turar ekan, uning o0'zgarish
chegaralari, yugorida ko‘rsatilganidek, Bk B<B2 bo'ladi.

Pirildog yuqgori uchining bunday tebranma harakati nutatsiya
deyiladi. Agar O nuqgta atrofida pirildogning uzunligiga teng radiusli
sfera chizilsa pirildogning uchi harakat davomida mana shu sferaning
ustida egri chizig bo‘yicha harakat giladi.

Agar erkin pirildogni garasak unga mos keluvchi chizig B = const
gandaydir parallelga mos keladi (shu sferaning ustida parallellar va
meridianlar o'tkazilsa), bunday presessiya regular presessiya deyiladi.
Irregular presessiyaga olib keiadigan nutatsiya esa uch xil formaga
ega bo'ladi, ular 6.10-rasmda ko'rsatilgan.

6.10-rasm. Nutatsiya.

Bu uchala variantni tahlil gilish uchun (6.89) ifoda soddalashtiramiz.
Buning uchun boshlang'ich shartlarga gaytiladiamiz. t —0 nuqtada

=0 bo'lishi kerak (presessiya yo'q), demak, M? =M ,cos0Oo Yyoki,

a=Imn bo'ladi.
Buni yuqoridagi tenglamaga qo'yiladiamiz:

;v = —i(—i(y)[fo2(h —n o) +c(l —k2)]. (6.90)
J[u)=0 tenglamaning ikkita izdizi topildi — uning bittasi (W(].) aiogasi
yo'q bo'lib chigdi, ikkinchisi boshlang'ich og'ishga teng bo'lib chiqdi
un = u0. Agar u() ni ham topilsa
(6.91)
integral orqali nutatsiya davrini topish mumkin. Kerakli ildizimiz

— (U-»0)+1-1m2=0 (6.92)
C
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tenglamaning yechimi bo'lishi kerak. Bu tenglamaning umumiy
yechimlarini topish giyin emas, ammo hosil bo'lgan ifodalar murakkab
bo'lgani uchun bir xususiy holnigina ko'ramiz: «tez piriidog» - katta
burchak tezligi bilan harakat gilayotgan piriidog. Bu holda

h

c ~ 2mg|l': I' 2mgl (6.93)

ifoda katta son bo'ladi. Sababi — birinchi ko'paytuvchi f/l'taxminan
birga teng kattalik (giroskoplar uchun u birdan kam farqg giladi), ikkinchi
ko'paytuvchi esa aylanish kinetik energiyasining potensial energiyaga
nisbati. shart bo'yicha aylanish burchak tezligi juda katta, demak, bu
nisbat ham katta ( o'lchamsiz) son:

-» 1,

Tenglamaning izlanayotgan izdizini H deb belgilansa, »,=iQ+A ni
hisobga olib

2w O0+1 n® 4 -0 (6.94)
C c

tenglamaga kelamiz. Anigki, A - Kkichik son, shuning uchun, A uchun
kvadratik tenglamada uning kvadratini tashlab yuborishga haqglimiz.
Natijada

Tsm'tfo (6.95)

ekanligi topiladi. Nutatsiya burchagi ham topaylik. Biz yana u —uOva
shunga ko'ra, 0,—0, farglarning kichikligidan foydalanamiz:

u0- M = cos00- cos0, = 2sin s i 2n =(B0-0,)sin00 (6.96)
Yuqoridagi tenglama bilan taggoslash nutatsiya burchagi uchun
C
sin g (6.97)
formulaga olib keladi. Nutatsiya davri (va chastotasi) topiladi, buning

uchun (6.91) integralda yuqori chegara sifatida W@-A ni olish va f{u)
uchun esa ishlatilgan yaginlashuvga mos keluvchi
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fill) = ~{u~uO)No-{N-Ho) + r(1-my)|

(6.98)
ni olish kerak:
»O Wl
i -9 d-
o y-a =il - ) +o(a-m P (6.99)
Nutatsiya chastotasi topildi:
=— =b==-f- -4£2 « (6100)

CD,LLI T I r s

Bu — psrildogning burchak tezligi bilan bir xi! tartibga ega bo'igan
katta son. Shu bilan nutatsiya amplitudasi va chastotasi topildi.
Endi presessiay burchak tezligi ¢ ni topilsa masala to'lig yechilgan
bo‘ladi.

Yuqorida olingan M7 =M lu0 munosabat va b ning ta'iifidan
foydalanilsa

M7 - M ,cos8 Mi|—h

~,7 « M C»

ekanligi kelib chigadi. Presessiya burchak tezligi O=0(dan tashgari
hamma nuqtalarda musbat. fagat shu nuqtada nolga teng. Bu 6.10-
rasmdagi uchinchi holga mos keladi. Presessiya burchak tezligi uchun
aniq ifodani topish uchun (6.86) integralni (6.99) yaginlashuvda
topamiz'

di( 2 ( ~u
| yf-iju-—uQ[b7(u ~uM) +c(I - «)] h V'\sinGOJ (6.102)
lo
voki
M-\ ———Crs in~ii (1 - cos(bt)) = du- i—A (@ - cos(@in,t)) (6.103)
2

2b~

Presessiya burchak tezligini hisoblashda kichik son bo‘lgan A bo'yicha
birinchi tartibli had bilan chegaraianamiz:

h=b-—1J-=-~Il-cos (0)n,,til (6.104)
nw, Vv
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Ko'rinib turibdiki, nutatsiyaning har bir davri tugashi bilan huddi
rasmda ko‘rsatilganidek =0 bo'ladi. Presessiyaning o'rtacha burchak
tezligi standart yo‘l bo'yicha topiladi:

r
A =rE T dipo) =1b (6.105)

Presessiyaning o'rtacha burchak tezligi uning maksimal giymatining
yarmisiga teng bo'lib chiqgdi. Jarayonnitig fizikasiga aniqlik Kiritish
uchun cva b laming o'miga (6.83) formulalar bo'yicha fizik kattaliklarga
o'taylik:
—  Tu!
(6-106)

Demak, boshlang'ich burchak tezlik gqancha katta bo'lsa. presessiya
burchak tezligi shuncha kichkina bo'ladi va aksincha.
$0 -0 boigan hoi

Bu bandda biz fagat oldingi banddagi natijalardan fargli bo'igan
natijalarnigina keltiramiz. Ko'riiayotgan holda (6.102.) dan fargli o'laroq

M7 - M, coss lj-u a My
9= Ao =b-_-__ , (6.107)
/'sin2 0 [-»' h \%
bo'ladi. Shuni hisobga olib, quyidagi nisbatni ko'rayhk:
du wm — j(w
dp & h(p--n)
Demak, f{u) nolga teng bo'igan nuqtalarda (0, va 62 nuqtalarda)

(6.108)

diddtp -0 bo'ladi, bu degani, pirildogning uchi presessiya davomida

0-0, va B =B2 parallellarga urinib o'tadi. Ya’'ni, ¢0* 0 holga 6.10-
rasmlarning birinchi va ikkinchisi mos kelar ekan.
Agar m</}<//,<1bo'lsa ¢ ning ishorasi n<p bo'lganda musbal,

u<ji bo'lganda manfiy bo'ladi. Bu 6.10-rasmlarning ikkinchisiga mos
keladi. Aks holda rasmdagi birinchi holga ega boMamiz.

Ba’zi bir xususiy hollarga to'xtalib o'taylik.

1.f(u)=0 tenglamaning yechimlari karrali bo'isin: Bu degani

BX=B =67, va presessiya davomida B =const ga egamiz. ¢ va B



orasidagi yuqgorida keltirilgan bog'lanishni eslasak, ¢~ const ekanligiga

kelinadi Demak, vertikal o'q atrofidagi presessiya o'zgarmas burchak
tezligi bilan o'tadi va nutatsiya yo‘q.

2. p=1yoki M =M, holni ko'raylik — 6.9-rasmdagi ikkinchi hoi.
M7—Mr bo'lishi uchun pirildogning o'qi vertikal turgan bo'lishi kerak.
Agar {d+c)/c =a deb belgilansa f(u) funksiya

/(«) = -b2(\-u)1+c(a—u)(\-ul) (6.109)

ko'rinishni oladi. Ko'rinib turibdiki, u—1 yoki, 0=0 - yechimlarning
biri va cKI, a>1 va a —1 hollarga har xil vaziyatlar mos keladi.

Eng sodda hoi — a =1. Bu holda Jdu/Jf(u) integral aniq olinadi,

ammo, kerakli ma’lumotni bu integralni hisoblamasdan ham olish
mumkin. a —1 munosabat e'=0, yoki

munosabatga teng, bu esa piriildoq 0'z harakatini vertikal holdan
boshlagan degani. Bu holda

f(u) - L —uy\-l/ +t'(1 +«] (6.110)

funksiya uchun nuqta ikki karrali ildiz bo'ladi. Bitta ildizi (r/=1) karrali
bo'lgan kubik funksiyaning mumkin bo'lgan grafiklari 6.11-rasmda
ko'rsatilgan. Grafikning gaysi biriga ganday fizika mos kelishini topish
uchun tenglamaning uchinchi ildizini tekshirish kerak:

(6.111)

f(u) fdoO

/

6.11-rasm Boshlang'ich momentda o‘qi vertikal turgan piriidog.
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jl
Agar — >2 bo‘lsa, uchinchi iidizi wa>1 bo'ladi va birinchi grafikka

egamiz. Bu tez aylanadigan piriidoq, bu holda piriidoq harakat davomida
boshlang'ich vertikal holatini saqglab goladi, chunki harakat fagatgina

f(u)> 0 sohadagina ro'y berishi mumkin, bu soha esa fagat bitta
nugtadan iborat.

b2
Agar — <2 bo'lsa, uchinchi ildiz u3<1 bo'ladi. Bu holda piriidoq

0'z presessiyasi davomida 0=0 va 0=0, burchaklar orasida nutatsion
harakat giladi.

12
(6.93) formula bo'yicha — >2 shart

shartga mos keladi. Demak, boshlang'ich burchak tezlik ma’lum bir
chegaradan yuqori bo'lsa, pirildogning aylanish o'gi o'zining bosh-
lang'ich vertikal holatini saglab qolishi kerak. Albatta. haqgiqatda
ishgalanish kuchi mavjudligi sababli pirildogning burchak tezligi
kamaya boshlaydi va u chegaraviy chastotadan o'tgandan keyin birinchi
holatdan ikkinchi holatga o'tadi - nutatsiya boshlanadi. Oxirida
piriildog 0'z energiyasini yo'qotib to'xtab qolishi kerak.

Eyler tenglamalariga asoslanib yondoshish

Huddi shu masalaga Eyler tenglamalari nuqtayi nazaridan ham
yondoshib ko'raylik, buni ikkita magsadda gilamiz: tashgi maydonda
Eyler tenglamasini o'rganish va harakat integrallarining o'rnini bosadi-
gan hech narsa yo'qgligini ko'rsatish uchun. Eyler tenglamalarini yozish
uchun birinchidan shu tenglamalarga kirgan kuch momentini aniglash
kerak.

Kuch momenti L..x2,43} sistemada koordinat boshi O ga nisbatan
aniglanishi kerak. Masalada faqat bitta tashqi kuch bor — og'irlik
kuchi P =mg. Og'irlik kuchi go'yilgan nugtaning radius-vektori
1={0,0,/} bo'lgani uchun uning momenti uchun K~ IPJMA ", K2 AB={-
-IP21P{,0} ifodani olamiz. Demak, Eyler tenglamalari quyidagi

167



ko'rinishni oladi:

dt
r®+ (/'-/3)o a =/~
Jr

</Q;

~

Oxirgi tengiamadan darhol £2=const ekanligi topiladi. Ya’ni. og‘ir

pirildog ham o°‘zining bosh inersiya o‘qi atrofida o'zgarmas burchak
tezlik bilan aylanar ekan. Albatta, ma’lum bo'igan

(6.112)

/W, = /,£2, = const

munosabat ham shu yerdan kelib chigadi. Yana (/,//-1)Q3 = m belgi-

lash Kiritib va 6.7-rasmdan P{= -wgsinflsiny/', P2 = sin 0 cosy/ ekan-
ligini topib yuqoridagi tenglamalarning qolgan ikkitasini

dq, .

(?t ‘ mrg—lsinvr\}siﬁy/. dthn ooQ iups—l sinOcosy/ (6.113)

ko'rinishga keltirib olinadi. Afsuski, bu tenglamalarni bevosita yechish-
ning ilojisi yo'gq, yana harakat imegrallaridan foydalanish kerak.

6.4.1-misol. Teshikkulcha shaklidagi piril-

dog. Simmetrik pirildogga misol sifatida 6.12

rasmda ko'rsatilgan «teshikkulcha»m olamiz.

U hronzadan yasalgan bo'isin. o'lcharnlarini

quyidagicha olamiz: R =5sm, a =Ism. Iner-

siya markazidan pirildog turgan sirtgacha nia-

sofa / =2sm bo'isin. Teshikkulchaning hajmi

V = 27i2a?R- Armaturaning og'irligi hisobga
6.12-rasm Teshikkulcha oirnaymiz. Bronzaning zichligi p = 8,8g/sm’
shaklidagi pirildog. ekanligini hisobga olib, pirildogning massasini

topamiz: w=868g. Boshlang'ich shartlar:
pirildogga berilgan burchak tezlik sekundiga 100 marta aylanishga teng

bo'isin. ya'ni, Q<= In M(0/sek , undan tashgari, ¢ ~0 bo'isin deb olamiz.

Yer maydoni uchun £ = 981 sm/sek;

16S



Teshkulchasimon simmetrik pirildogning bosh inersiya momentlari
6.1,4-misolda hisoblangan:

L =1, =—(5a2+4R2). I, =—0a2+4R2) (6.1 14)
=

Pirildoq harakatini aniqlaydigan tenglamalarga |'=1 +mj2 kattalik kiradi.

Rerilganlardan foydalanib inersiya momentlarining son giymatlarini topamiz:

105 ) r 103.
| +4 in va k> -———in.
8 ' 4

Shularni hisobga olib masaladagi asosiy parametrlar topiladi:

206
b=-1Q, = 21 100 - 945sek”
| 137

C=*H$L = = 229sek-2, 4 =256-1(r4 1
- 106+4 -

8

Nutatsiya burchak tezligi anmi[ =b edi, chastota shundan aniglanadi:

vm,=*"=150Hrz.
2k

Nutatsiya burchak amplitudasi (6.98) bo'yicha

0o -0, =2,56-10“4sin00 (6.116)

ga teng boiadi. Faraz qilaylik, boshlang'ich og‘ish burchagi 60—45° bo'lsin.
Bu holda

00—0, = 1,81-104 = 0,62' (burchak minutij
bo'ladi. Agar pirildogning uzunligi 1 metr bo'lganda ham uning uchi nutatsiya
davomida bor yo'g'i 0,181 mm amplitudali tebranish gilgan bo'lar edi.
Bunday Kkichik siljishni odamning ko'zi sezishi qiyin.
(6.106) bo'yicha presessiyaning o'rtacha burchak tezligi
c 229

i n
= ———sek ~ =0,24sek (6 117)
2b 945 Y !

ga teng. Demak, piriidoq vertikal o'q atrofida presessiya hisobiga

=

T=~ =26sek (6.118)

vaqt ichida bir marta aylanar ekan.
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6.4.2-misol. Yer shari pirildog sifatida.

Yer sharini juda yaxshi aniglikda simmetrik pirildog sifatida ko'rish
mimkin. Yer haqigiy shar emas, balki qutblarida oz-mos sigilgan formaga
egadir. Ya’ni, birinchi yaginlashishda Yerni 6.1.5-misoldagi ellipsoid sifatida
garash mumkin, fagat a = b deb olish kerak. Bu bilan Yerni simmetrik
pirildoq sifatida garagan bo‘lamiz. O'lchashlar shuni ko‘rsatadiki, Yer
uchun

_ (6/119>

Yerning o'qi uning orbitasi tekisligiga perpendikular bilan 23° ni tashkil
giladi. Koordinat sistemasini quyidagicha tanlab olaylik — X, Y tekisligi Yer
orbitasi tekisligi bilan mos tushsin, Z o'gi unga perpendikular boisin. X,
o'qi Yer o'gi bilan mos tushsin (shimoliy yo'nalish). Quyosh bilan bog'liq
bo'lgan sferik sistema koordinatlarini /?,©.® deb belgilansa, Yerning kinetik
energiyasi quyidagicha ko'rinishga ega bo'ladi:

7 (r2+N202+ /220 2sin20 ) +-j(<p2s i n +02)++— (<?cose +i/)2.(6.120)

m 2 2 2
a ,

Bunda /, -72- — +c ), m - Yerning massasi.

6.13-rasmda Quyosh-Yer sistemasini masalaning maqgsadiga muvofiq
chizildi. Quyoshni nuqtaviy zarra deb olinadi. Quyosh bilan Yer mar-
kazlari orasidagi masofani R deb belgilab, Yerning markazidan uning
ixtiyoriy nuqtasigacha masofaning radius-vektorini [ deb belgilaylik.
Ushbu masalada Yerni moddiy nuqta emas, balki o‘lchamlari sezilarli

bo'lgan ellipsoid sifatida garash kerak. Ravshanki, r, Bu — masa-
laning yechimini r/R kichik parametr bo'yicha yoyilma sifatida topishga
imkon beradi.

Masalada R~ 0,0 =0 deb olish mumkin. Undan tashqgari, Q-nl2

bo'ladi. ® - Yerning Quyosh atrofidagi aylanish tezligi, demak,
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1~ = 1yil. (6.121)

Yer o‘gining presessiyasi Quyosh triaydonining Yerning har xil nuqta-
lariga har xil ta’siri bilan tushuntiriladi. Quyosh hosil gilgan tortishish

maydonimng potensiali (Quyosh massasini M deb belgilanadi):
GM
U=Ter? (6:122)

Yerning zichiigini bir jinsli deb garab, uning bu maydondagi potensial
energiyasini

E/=-GA/fdV-"- (6 123

deb ifodalab olinadi. Integral ostidagi funksiyani r orttirma bo'yicha Taylor
gatorga yoyamiz:

IR+rl R 'l R 2,JdrfiR: R (6.124)
Hosilatarni hisoblash giyin emas:
= 32 1 3RIRI-R25D
3R,R~ R3'" dR”Rj R~ R5 ' (6-125)

Yer ellipsoidining nuqtaviy Quyosh bilan gravitatsion ta’sir energiyasi topildi
(6.125) yoyilmadagi ikkinchi had toq funksiyani bergani uchun undan
olingan integral nolga teng bo'ladi):

GMm GM
- - J dVp(3(R-r)2-N1V]. (6.126)
R

Bu yerdagi integral Yer hajmi bo'yicha olinadi. Integral ostidagi funksiyani
quyidagicha yozib olaylik:

3(R-r)2-/?Vv =RIiRI3rlrl -S,jr2). (6.127)
Quyidagi kattalik
DU=Jd-Vp[3*--5(r2] (6.128)

jismning kvadrupol momenti deyiladi. Potensial energiya uchun ifoda
quyidagi ko'rinishga keltirildi:

GMm GM nn 2
(6.129)
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Ta’rifidan ko'rinib turibdiki, kvadrupol moment -simmetrik tenzor, demak,
uni hamma vagt diagonal ko'rinishga keltirish mumkin. Bunda jismning
simmetriya o'qini hisobga olish kerak, bizning hoida bu o'g - x, o'gi.
Demak, kvagrupol momentning Dv O va D} hadlarigina goladi. Umumiy
formula bo'yicha Dt+D2+D}=0 boigani va jismning simmetriyasidan
D}= D2bo‘lgani uchun

D, mD1

deb olamiz va bundan keyin D= D deb belgilaymiz. Yana bir soddalashtirish
bajaraylik:

R 5 5 =-"-D(3cosa-1), (6130

bunda a — R vektor va M3 0‘g orasidagi burchak. Kvadrupol moment va
inersiya momentlari orasidagi bog'lanishni topish qoldi. Bu ish qiyin
bo‘lImagani uchun uni o'quvchiga havola gilinadi. Javobi -

D = 2(/,
Shu bilan potensial energiya uchun
GMm GMD. n
U=-——-————— — 3cos-« -1 (6.131)
R 4R" k

ifoda topildi.

Yerni moddiy nuqgta deb garalganida birinchi hadning o0°‘zi qolgan
bo'lar edi. Yer hatto sof shar bo'lganda ham ikkinchi had bo‘lmas edi -
chunki bu hoida /, = /, va, demak, D —O0.

Ko‘nlayotgan yaginlashuvda Yerning Quyosh maydonidagi Lagranj
funksiyasi (6.120) va (6.131) larning ayirmasiga teng. Ammo yana ba’zi
bir mulohazalarni hisobga olish kerak.

a burchak R vektor va x, o0°‘q orasidagi burchak, demak, bir vyil

n K
ichida u sx=~-0 dan a =—+0 gacha o'zgarishi kerak. Yaginlashuv

doirasida cos2® ni uning yd bo‘yicha o'rtalashtirilgan giymatiga almash-

1
tiriladi: cos'« =>—25in W-

Yerning sutkali aylanish burchak tezligi if/, presessiya tezligi  <pni
unga nisbatan juda kichik deb garashga haqqimiz bor (tajriba asosida). Shu
sababii kinetik energiya (6.120) da ¢ bo'yicha kvadratik hadiar tashlab
vuboriladi:
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(:sinD +B") => B2, (hcobB+Yy/)2" 14 T 2+2y/thcosB. (6.132)

(6.121) formuladan oldingi gaplarni va ¢ ning o'zgarmasligini hisobga
olinsa, kinetik energiyadagi birinchi qavs tashlab yuborilishi kerakligiga
kelinaai,

Shularriing hammasini bir joyga yig'ib, Yerning masalaga mos keluv-
chi Lagranj funksiyasini quyidagicha holda olamiz:

L= ?BZ +7 {\//>2 +2||:|.'(1)0036 }+ Y COS2# (6.133)

Lagranj funksiyasida hamma o'zgarmas sonlar tashlab yuborildi. Bu Lagranj
funksiyasida ikkita siklik o'zgaruvchi bor - f va f Shunga mos ravishda
ikkita harakat integraliga egamiz:

P =/,y/cos0, p¥ =/, (y/ +<pcos0). (6.134)

y> ni - Yerning sutkali aylanish burchak tezligini - o'zgarmas deb olgan
edik, bunga p ning konstantaligi qo'shilsa 0 ham o'zgarmas son ekanligiga
kclinadi. Ikkinchi harakat integralidan esa  ning ham o'zgarmas son
ekanligi kelib chigadi. Endi 0 uchun harakat tenglamasi keltirib chigarayiik:

I8 +Mepsind' + —PO—M—II—_I—(EF;—_—E—)sih 0cos0'= 0. (6.135)

0 - 23 o'zgarmas bo'lgani uchun 0=0, demak,

3GM(a2-c2)
P= "N ——--cos0. (6.136)
X

(6.119) bo'yicha a va c orasidagi farqg kamligini ko'zda tutib, quyidagi
soddalashtirishni bajaramiz:

a2—c~ 2(a-c)
a- a
Yakuniy formula quyidagi ko'rinishda ifodalanadi:

3GM a-c
Q= -———— ———cos0. (6.137)

2/?V  a
Birinchidan, Quyosh maydoni ta’sirida Yerning presessiya burchak tezligi
topaylik. Buning uchun M sifatida Quyoshning massasi M=\.98344-10--g
va R sifatida Yerdan Quyoshgacha bo'igan masofa /?=1.496-1013m ni olish
kerak. Qolgan kattaliklar ham ma’lum:
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_8 cm
G = 6.6742 10 — v = 2" -sek"
gmek 86400

Natijada

. 12 rad burchak sekundi
7 =-2'510 _ U38>

ekanligini topiladi. Agar Yer o‘gining presessiyasi fagat
Quyosh maydoni ta’siridagina hosil bo'layotgan bo'lganida
Yer kurrasi o'z orbita tekisligiga ped®endikular bo'lgan
o'q atrofida presessiya natijasida ~ 79700 vyil ichida bir
marta to'lig aylanardi. Presessiya yo'naiishi yerning o‘z
o'gi atrofidagi aylanish vo'naiishiga teskaridir.
7 Ammo hali Oyning ta’siri e’tiborga olinmadi, uni e’ti-
borga olinsa olingan son o'zgaradi.
0.14-rasm. Blok Oy maydoni ta'siridagi presessiya teziigi ham aniq-
ustidan o‘tgan laylik, buning uchun yuqoridagi formulaga Oyning
ipga osiigan massasi M=7.35-10“g va Yer bilan Oyning markazlari
rnassa. orasidagi masofa R =3.908- 10iusm larni qo'yish kerak.
Bu Yerning Oy maydoni ta’siridagi presessiya tezligini
beradi:

_ burchak sekundi
0=-338 i . (6.139)

Ikkala ta’sirning yig'indisi -50.06" ni beradi. Eksperimental ma’lumotlar

-50.02" ekanligidan dalolat beradi. Olgan natija shuni bildiradiki, Yer o'qi

0‘z orbita tekisligiga perpendikular bo'lgan o'g atrofida presessiya natijasida
~ 26000 vyil ichida bir marta to'lig aylanadi. Yer o'qi hozir Qutb yulduziga
qaragan, Yyillar o'tishi bilan Yer o'gining yo'naiishi osmonda aylana chizib
boradi, biz topgan davr ~ 26000 yil shu aylanani bir marta chizishga kerak
bo'lgan vaqt. Bir necha ming yildan keyin qutb yulduzi boshga bo'ladi,
masalan, 12000 yildan keyin Vega qutb yulduzi bo'ladi.

6.4.3—misol. Gorizontal O o’q atrofida aylanadigan blok ustidan uzunligi
o'zgarmaydigan ip o'tgan. lIpning bir uchi bikirligi K bo'lgan prujinaga
ulangan, ikkinchi uchiga m massa osilgan. Harakat yo'naiishi — z —~ o’qi.
Blokning massasi mv uni R radiusli ingichka disk deb garang. Shu siste-
maning kichik tebranishlar chastotasini toping.

Sistemaning kinetik energiyasini yozamiz:

/,w e~ nuH Qf

T=- 6.140
5 ( )
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Burchak tezligi L, = HR bo‘lgani uchun

2
7=— m+-L
> m+-) (6.141)

Potensial energiya ikki gismdan iborat bo'ladi — gravitatsion maydondagi
energiya va bargaror muvozanat holatida uzunligi / bo'lgan prujinaning
uzayishi energiyasi:

" kz
U=-mSzH-————ce = -mgz +klz H——- (6.142)
2 2

Bargaror muvozanat holatida

3U
“l=o=tng -kl -0 (6.143)
dz

bo'lishi kerak, demak, kl=mg . Sistemaning Lagranj funksiyasi topildi:

n kz2
L-g m+m (6.144)

2

Kichik tebranishlar chastotasi:

2k 2m g

@®=
om+m  V2m+m | (6.145)

6.5. Dalamber prinsipi

Bir-biriga tegib turgan gattiq jismlar sistemasi berilgan bo'lsin.
Ularga tashqi kuchlar ham ta’sir gilayotgan bo'lishi mumkin. Shu
jismlar bir-biriga tegib turganligi tufayli biri ikkinchisining harakatini
chegaralab turgan bo'ladi. Ya’ni, har bir jism uchun bog'lanishlar
paydo bo'ladi. Bilamizki, bog‘lanishlarni kuch sifatida ham talgin
gilishimiz mumkin.

Bu kuchlar bog'lanishlarga bo'lgan reaksiya kuchlari deyiladi,
boshqga kichlar esa aktiv kuchlar deyiladi. 0 ‘zaro tegib turgan
jismlarning harakatini aniglash uchun shu reaktiv kuchlarni ham
topish kerak. (1.6) paragrafda bog'lanishlar bilan ganday ishlashni
golonom bog'lanishlar misolida ko'rib chiqdik. Ushbu paragrafda
ham golonom, ham nogolonom bog'lanishlarga qo:llanishi mumkin
bo'lgan Dalamber metodi deyiladigan metodni ikkita misolda ko'rib
chigamiz.

175



Metodning mohiyati quyidagicha. Aktiv kuchlarni f deb, reaktiv
kuchlarni fRdeb belgilaylik. Qattiq jismning harakat tenglamalari (6.56)
va (6.58) ga kirgan kuch sifatida f+ fRyig'indi olinadi. Bu tenglamalar
sistemasiga bog'lanishlar go'shiladi. Hosil bo‘lgan tenglamalar to'liq
sistemasidan jismning harakati bilan birga reaktiv kuchlar ham aniglanishi
mumkin. Ushbu metod keyingi paragraflarda ikkita masala misolida
ko'rsatilgan.

6.6. Qattiq jismlar sistemalariga misollar.
Nogolonom shartlar

Qattig jismlarning bir-biriga tegib turishi ularning harakatini
cheklaydi. Bunday cheklashni bog'lanishlar tilida ifoda gilish qu-
laydir. Biz (1.6) paragrafda golonom va nogolonom bog'lanishlar
texnikasini muhokama gqilgan edik. 1.6.4-misolda giya tekislik
bo'yicha g'ildirab tushayotgan silindr harakatini aniglash masalasi
ko‘rilgan. Bu yerda esa nogolonom bog‘lanishli harakatga misollar
keltiriladi.

Bizga biron sistema berilgan bo‘lsin. Uni ifodalash uchun kerak
bo'lgan umumlashgan koordinatalar soni n ta bo'lsin. Odatda,
nogolonom bog'lanishlar chizigli ko‘rinishga ega bo'ladi:

K

B mMm o+ -ek- (6.147)
M

Bunda k — bog'lanishlar soni. Agar d. = 0 bo‘lsa, bunday
bog'lanishlar bir jinsli deyiladi. Umumiy hoida ¢ koeffitsiyentlar umum-
lashgan koordinatalar va vaqtning funksiyalari bo'lishi mumkin. Agar
bizga bundan tashgari quyidagi golonom bog‘lanishlar ham berilgan
bo‘lsa:

=0. /=1l...y (6.148)

umumlashgan koordinatalarimizning variatsiyalari mustaqil bo‘Imasdan

(6.149) va Z~dt5q"Q (6.150)

/=i j=i
shartlarga bo'ysungam bo'ladi. Bu shartlarning umumiy soni K + s,
shuning uchun n — k — s soni nogolonom sistemaning erkinlik darajalari
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soni deyiladi. Hagigatda (misollarda keyin ko'riladi) nogolonorn bog'la-
nishlar mustagil koordinatalar sonini kamaytirmaydi, ular koordina-
talarning fagat mustaqil variatsiyalarining sonini kamaytiradi.

6.4.5-misol. (x, v)tekislikda yotgan va unga o'zining
uch nuqgtasi AOB bilan tegib turgan jism 6.15-rasmda
ko'rsatilganidek x o'qi bilan < burchak hosil qilib
harakat gilayotgan bo'lsin.

Harakat davomida jism markazi O nuqta tekislikka
tegib tursin, A va B nuqtalar esa O atrofida buralishi
mumkin bo'lsin. Ishgalanish kuchini yo'q deb olinadi.

Jism tezligining komponentalari vXxVvy. Ko'rinib turib- 6.15-rasm Tekis

diki. bu komponentalar mustaqil emas: sirt ustidagi chiziqli
jism.

— =W- (6.151)

Agar umumlashgan koordinatlarni ¢ =X #2=y, %=(p yo‘l bilan Kiri-
tilsa, sharti

P2 -3/4</=0 (6.152)

ko'rinishni oladi. Bu tenglik hech gandav funksiyaning to'lig hosilasi emas,
demak. u - nogolonorn shartdir. Uni <& ga ko'paytirilsa variatsiyalarni
bog'laydigan tenglamaga kelinadi:

8u2~8qigs = 0. (6.153)

Hulosa sifatida shuni aytish kerakki, X, v, va <9 koordinatlarning o'zga-
rishlari mustaqil bo'la ohnasligiga garamasdan koordinatlarning o'zlari
mustaqilligicha goladi, chunki, (6.154) shartni integrallab uni koordinatlarni
bog'laydigan shartga o'tkazish mumkin emas.

Shunga garamasdan harakat integrallarining mavjudligi masalani to'liq
yechishga imkon beradi. Masala birinchi Lagranj ko'paytuvchilari tilida
yechiladi, keyin harakat integrallaring muholama qilamiz.

Jismning Lagranj funksiyasi (hagiqatda u kinetik energiyaganing o0°‘zi)

1=~ m(*o +i'0)+" |(P2m (6.154)

Bunda m — jismning massasi, / - O nuqtadan o'tgan vertikal o‘qga
nisbatan inersiya momenti. (1.6) paragrafda aytilgani bo'yicha nogolonorn
bog'lanishlar bor taqdirida harakat tenglamalari

dtdg, dgi~ 2 - IKXK (6.155)
K
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ko'rinishga ega bo'ladi. (6.150) va (6.154) shartlar tagqoslansa

Cii = ~tSE OR=1"ci3 =° (6.156)

ekanligi topiladi. Bu darhol harakat tenglamalarini yozib olishga imkon
beradi:

mx0 = —Afg<p, my0 =XI, 1(f)- 0. (6.157)

Bu sistema
y-xtgep = Q (6.158)
tenglama bilan to'ldirilishi kerak. Shu bilan, to'rtta noma’lum bor — X,y.cp,A .
Ular uchun yozilgan tenglamalar soni ham to'rtta - (6.158) da uchta va
(6.159) tenglama. Shu tenglamalar ichidagi uchinchisini yechish eng osoni:
() = ot +q, (6.159)

bunda 0)~® —jismning z o'qi atrofidagi burchak tezligi. (6.158) dagi birinchi
va ikkinchi tenglamalardan yKni gisgartirilsa
Jtcos cp+ysin =0 (6.160)
hosii bo'ladi. (6.159) tenglamani ham
ycosp-.rsin @- 0 (6.161)
ko'rinishda olib ikkalasi go'shilsa

xcoscp-xs\ncp + ysin<p + ycoscp = 0, (6.162)
yoki

— [xcos cp+ vsinraj = 0 (6.163)
dt
tenglamaga kelinadi. Bitta harakat integrali topildi
Xcos<p+ysimp - c,. (6.164)
Bu tenglamani (6.162) tenglama bilan taqgoslab

X=c, cos@ Y= 0isin @ (6.165)
ekanligini, shunga ko'ra,

* = (sin<p-sin D) +x0, y = -~(costf>-cos<p0)+y0 (6.166)
[¢0} ®

ekanligi topiladi. (6.166) tengiamadan c,=u ekanligi kelib chigadi.
(6 158) sistemaning ikkinchi tenglamasidan vy, topiladi:

Al - nnov cos (P (6.167)
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(6.158) sistemadagi birinchi va ikkinchi tenglamalarning o‘ng tomonlari
reaksiya kuchining X va y koniponentalarini beradi:

Rx= -mcovsmq), Rx= mcov coacp. (6.168)
Ko'rinib turibdiki,
R2=R; + Rl =m 2c02v 2.

Demak, reaksiya kuchi o‘zgarmas giymatga ega R =mcov. Uning yo'na-
lishini aniqglash qiyin emas (6.169) formulalardan xulosa qilish mumkinki,
bu kuch A va B nuqtalar chizayotgan aylanaga urinma bo'yicha yo'nalgan.

Harakat integrallariga kelaylik. Masalaning vechilishining sababi yetarli
darajadagi harakat integrallarining mavjudligidadir. Ulardan birinchisi—
energiya:

1
E- ?ﬁt«o +Y0) +-1<P2- (6.169)
Ikkinchisi - 9 ning siklikligidan kelib chigadigan ¢ = const ekanligi. Bundan

esa 0°‘z navbatida 4 \f = const ekanligi. (6.165) tenglama shu oxirgi
munosabatning o'zidir. Buni ko'rish uchun tenglikning ikkala tomonini
v=lvl ga ko‘paytirib X=vcos(p va ) =using ekanligini hisobga olish
kerak.

6.4.6-misol. Tekislik ustida a radiusli shar z
sirpanmasdan harakat gilayotgan bo'lsin. Shar-
ning tekislikka tegib turgan nuqtasining tezligi
sirpanmaslik sharti ogibatida nolga teng bo‘lishi
kerak. Shaming erkinlik darajalari sonini anig-
laylik. Shaming holati uning markazining koor-
dinatalari X0, Y{va uchta Eyler burchaklari
orgali aniglanadi. Haqiqatan ham, tekislik
ustida harakat deganimiz sharga Z o ‘qi bo'yicha
go‘yilgan bitta shartga mos keladi: Z —a , bu
— golonom shart.

Demak, erkinlik darajalari soni 6-1=5. Shaming sirtga tegib turgan
nugtasini P deb, shaming markazidan unga tushgan vektorni a deb belgi-
laylik.

Markaz O ning tezligi VO deb belgilansa, P nuqtaning tezligi nolga
tengligi sharti

6.16-rasm Tekis sirt
ustidagi shar.

NP - N0 +[£23] = 0 (6.170)

kc/rinishga ega bo'ladi. a={0,0,-a} bo'lgani uchun komponentalarda bu

tenglama
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Xp = X0 -all, =0, Y =X +ally=0 (6.17Y)

ko'rinishni oladi. Bu — nogolonorn sliartlar, chunki burchak tezligining
komponentalari hech ganday funksiyaning vaqt bo'yicha to'liq hosilasi
emas (Q lar Eyler burchaklari ning murakkab funksiyalaridir). Shu
sababdan bu shartlarni yecha olmaymiz. Ularni harakat tenglamalariga
Dalamber prinsipi yordamida ((6.5) paragrafni garang) reaksiva kuchlari
orgali kiritganimiz maqsadga muvofiqroqdir.

Shularni hisobga olib harakat tenglamalari sistemasiga o4aylik. Shaming
massasini m deb. uning markazining ilgarilanma harakat tezligini m deb
olinsa va shar uchun M =/Q ekanligidan foydalanilsa tenglamalar sistemasi
quyidagicha ko4inishga ega bo'ladi:

m~ =F+R. /-y = K+faRl, V+[Qal=0. (6.172)

Bunda F — tashqi kuch va K — u hosil gilgan kuch momenti. Uchinchi

tenglama birinchiga qo'yiladi, Q ni esa ikkinchi tenglamadan olinadi:

F+R + f[Ka]-ai,R -a)+Ra2j=0. (6.173)

Bu tenglama komponentalar bo'yicha yozib olavlik (shar uchun 1=2Turlb
ekanligi hisobga olindi):

R,= ~ F x+~-Ky, Rx= _ Fx- Kr. R F. (6.174)
11a i la

Reaksiva kuchlari topildi. Endi harakat tenglamalarini fagat tashqi kuchiar
orqali yozib olish mumkin. Birinchidan, harakat tenglamalarining nuistaqillari
soni nechaga teng? Boshida oltita harakat tenglamasi bor edi, ularga kirgan
kattaliklarga uchta shart go'yilgan. Demak, mustaqil harakat tenglamalari
soni uchga teng bo'lishi kerak. Ular sifatida

dv ;( t N\ dav 4/ , n (/g
"~ F +-K | -—-Z=K  (6.175)

mdt ~5 x a vy dt
tenglamalar olinadi. Qolgan Kkattaliklar quidagicha topiladi: (6.175) ning

uchinchisidan V. =0 ekanligi kelib chigadi, bu esa boshlang'ich golonom
sharti z = a ning natijasidir, £\, Qv lar esa (6.173) ning uchinchisi bo'lgan
bog'lanishlar D.—V /a, £2~~Vr/a dan topiladi.

Huddi shu masalani Lagranj ko'paytuvchilari tilida ham garash mumkin.
Buni o'quvchiga masala sifatida havola qilinadi (shu bobga 3-masalaga
garang).
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6.7. Noinersial sistemalardagi harakat

Inersial sistemalarning mexanikadagi alohida ahamiyati hagida kursi—-
ning boshida gapirgan edik. Inersial sistemada jismning Lagranj funk-
siyasi

L - ~~ —4(r0) (6.176)

ko‘rinishga ega (bu sistemaga taallugli tezliklarni nol indeksi bilan
belgilanadi). Noinersial sistemaga o‘tgandajismning Lagranj funksiyasi
ganday bo’'ladi?

Vaqt bir jinsli va fazo bir jisnli hamda izotrop bo'lgan sistemalar
inersial sistema deb ta’riflangan edi. Noinersial sistemaga o'tganimizda
fazo va vaqtning bu xossalari yo'qolishi kerak.

Inersial sistemada o0'zgarmas VO tezlik bilan harakat gilayotgan
jism olaylik. Shu sistemaga nisbatan ixtiyoriy V(/) tezlik bilan harakat
gilayotgan shtrixlangan sistema fC da jismning tezligi V' quyidagicha
aniglanadi:

vo = V' +V(I). (6.1277)

Buni (6.177) ga olib borib go'yilsa (fagat vaqtning funksiyasi bo'lgan
VAt) had tashlab yuboriladi va potensial yangi koordinatlarda
ifodalanadi):

174
L'= — bmv' V(/) —t/(r"). (6.178)

Agar orqali shtrixlangan sistemaning tezlanishi kiritilsa,

shu Lagranj funksiyasiga mos keluvchi harakat tenglamasi quyidagicha
yoziladi:

mv'=—-~mW (/). (6.179)
dr

Demak, tezlanishning paydo bo'lishi —iW(t) ko'rinishdagi bir jinsli
kuch maydonining paydo bo'lishiga ekvivalent ekan. Bu maydonda
har birjism o0'zining massasiga bog'lig bo'Imaydigan —hamma jismlar
uchun bir xil bo'lgan va sistemaning tezlanishiga teskari bo'lgan
tezlanish olar ekan. Mana shu tashgi bir jinsli kuch maydonining
paydo bo'lishini bo'rttirib ko'rsatish uchun L Lagranj funksiyasidagi
ikkinchi hadni
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ko'rinishga keltiriladi. Bu yerdagi vaqt bo'yicha to'liqg hosilali hadni
Lagranj funksiyasidan tashlab yuborishi mumkin. Natijada Lagranj
funksiya quyidagi ko'rinishga keladi:

(6.181)

Albatta, bu Lagranj funksiyasidan olingan harakat tenglamasi huddi
o'sha (6.180) ko'rinishga ega bo'ladi.

Ikkinchi bosgichga o'taylik. Shtrixlangan sistema I( ga nisbatan
Q(/) burchak tezlik bilan harakat gilayotgan sistema K Kiritiladi. Bu
sistemaning koordinat boshi shtrixlangan sistemaning boshi bilan bir

xil bo'isin, bu degani, r=r . K dagi tezlik v bilan K' dagi v tezlik
quyidagicha bog'langan bo'ladi:

v'=s v+[Qrl (6.182)

Biz K' sistemadagi o0'zgaruvchan tezlik v7 ni ikki gismga ajratdik -
ilgarilanma harakat tezligi — v va aylanma harakat tezligi —[£r].
(6.182) dagi tezlikni bu goida bo'yicha almashtirilsa K sistemadagi
Lagranj funksiyasi quyidagi ko'rinishga keladi:

[ =N 2—+/r/v—[Qr] +‘:A\ [Qr]9-U(r)-inr-wWQt). (6.183)

Lagranj hosilalarini hisoblashga o'taylik. Ikkinchi haddan radius-vektor
bo'yicha hosiladan boshlaymiz:

Uchinchi haddan radius-vektor bo'yicha hosila:

(6.185)

Shularni hisobga olib
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.d_r = — +in[vQ] +mEQ[rQ]I—mW (6.186)

ekanligiga ishonch hosil giiinadi. Tezlik bo‘yicha hosilani hisoblash
osonrog:

N = mv+m[Qr]. (6.187)
dv

Topilgan Lagranj hosilalaridan harakat tenglamalariga o‘tamiz:

mv =

mW +2m [vQ]+ m [fi[rQ]j +»i r£ij. (6.188)

Aylanma harakatni hisobga olish (6.180) dagi kuchlarga yana uch xil
yangi kuchning qo'shiiishiga olib keldi. Uiarning birinchisi — 2m[vd]

—Koriolis kuchi deyiladi. Ikkinchisi — /«[Q[rQ]] —markazdan gochma
kuch deyiladi. r va [ o‘zaro perpendikular bo‘lgan holda bu kuch
elementar fizikadan ma'lum bo'lgan wdrr = mv2r Kko‘rinishga keladi,

bu yerda v — £1 burchak tezligi bilan harakat gilayotgan r radiusli
nuqtaning chizigli tezligi: v =

Oxirgi had burchak tezligining mumkin bo'lgan tekismasligi bilan
bog'liq bo'lgan haddir. Topilgan kuchlarning ichida Koriolis kuchi
ajralib turadi —faqat u jismning noinersial sistemadagi tezligiga bog'lig.
Qolgan kuchlar noinersial sistemada qo'zg'almasdan turgan jismlarga
ham ta’sir giladi.

Koriolis kuchining kelib chigishini 6.17-rasmda ko'rsatilgan xususiy
hoi asosida tushunish mumkin.

Rasmda ko'rsatilganidek, Yer sharining B] va 62 kengliklari
olinadi. Yer sirtida turgan jismlar uchun Yerning aylanishi bilan

bog‘liq bo‘lgan impils momentlari JV, = =mQr2 va

M2=mv22=mQ.r{ bo‘ladi, demak, MX<M2 ekan. Janubdan

shimolga garab oqayotgan daryoni olaylik. Suv zarrachalari o'zi
bilan shargga yo'nalgan impuls momentining goldig'ini olib keladi.

Bu qoldigning ta’siri ostida suv zarrachalari inersiya bo'yicha
daryoning o'ng qirg'og'iga go'shimcha bosim bilan ta’sir giladi. Mana
shu kuch — Koriolis kuchidir.
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6.17-rcism. Koriolis kuchining kelib chigishiga oid.

Bu mulohazamizni matematik ko'rinishga keltiraylik. Qulaylik uchun
ij=mva 2=3+Ar=mAr deb olamiz. shunga ko'ra JV,=M va

W, =JV, +AM =M +AM deb vozamiz va
AM =M2- M* =mQ (/f - rf) - 2»iQ rAr (6.189)

ga kelamiz. Tenglamaning ikkala tomonini At ga bo'lib cheksiz
kichiklarga o'taylik. Bu holda o'ng tomonda jism tezligining radial
komponentasi paydo bo‘ladi: dr/di —vr. Rasmdan ko‘rish mumkinki,
vr= sin0. Demak,

ri 2Qvs\n Or (6.190)

tenglamaga kelamiz. lkkinchi tomondan, Qusin0O ifoda [vfi] vektor-
ning kenglik paralleli bo‘vicha yo'nalgan komponentasi. Tezlikning
tanlab olgan yo'nalishini ko'zda tutilsa, olingan tenglamani vektor
ko‘rinishda quvidagicha yozib olish mumkinligi kelib chigadi:

(6.191)

Impuls momenti uchun harakat tenglamasi (6.58) bilan tagqoslansa
suv zarrasiga 2m [vQ] kuch ta’sir gilayotganini ko'ramiz. Bu — Koriolis
kuchi.

Agar endi suv oqimi shimoldan janubga garab yo'nalgan bo'lsa
AM <0 bo'ladi, kuch g'arb tomonga yo'nalgan bo'lib chigadi. Shimoliy
yarim sharda ogayotgan daryo uchun bu —yana o'sha o'ng girg‘oqga
ta'sir giluvchi kuchni beradi. Umuman, suv tezligini ixtiyoriy yo'nalishda
deb olinsa mos keluvchi vektor ifodalarga kelamiz.
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Janubiy yarim shar uchun yuqoridagi mulohazalar qo'llanilsa bu
hoida Koriolis kuchi daryolarning chap qirg‘og‘iga ta’sir gilishi topiladi.

Mana shu tushuntirishdan ko'rinib turibdiki Koriolis kuchi inersia
kuchining narnoyonidir.

Yugoridan garab Yerga tushayotgan jismga Koriolis kuchining ta’siri
nimaga olib keladi? Bu hoida [vQ] vektor sharg tomonga qarab
yo'nalgan boladi (gaysi yarim sharda ekanligimizdan gat’iy nazar).
Bu degani, pastga tushayotgan jismning trayektoriyasi tik to‘g‘ri chiziq
bo‘hnay u sharg tomonga "og'gan egri chizig bo‘iadi.

Bu hodisani ham inersiya kuchlari orqgali tushuntirish mumkin.
Yugorida turgan jismning impuls momenti shu jismga nisbatan verti-
kal bo'yicha pastroq joylashgan jismning impuls momentidan katta
bo‘ladi (esdan chigarmaylik, Yer bilan birga aylanayotgan sistema-
damiz). Momentning saglanish qonuni bo'yicha radius-vektor ka'may-
ganda (jism pastga tushganda) jismning aylanma chizigli tezligi
oshishi kerak. Natijada boshlang'ich vagt momentida Yer sirtiga
parallel yo‘naiishda tezlikka ega bo‘lmagan jismning pastga tushgan
sari sharqg tomonga yo‘nalgan tezlik komponentasi paydo boMadi
va orta boshlaydi.

Pastdan yuqoriga otilgan jism uchun esa trayektoriyaning siljishi
g‘arb tomonga garab yo‘nalgan bo'ladi.

(6.189) harakat tenglamasining xususiy holini olaylik:

const va W:O% (6.193)

bo‘lsin, ya'ni, sistema ilgarilanma tezlanishga egamas va uning burchak
tezligi o'zgarmas boisin:

mv = -+ 2n[VvE2]H+wlo[r2jl. (6.194)
or

Shu tenglamani v ga skalar ko'paytirib

" AL =ML va w4 =4 rJ" 6.195
ar e 2=y e (6:199)
ekanliklari hisobga olinsa saglanish qonuniga kelinadi:
d (pe/l N\
dt =o (6.196)

Qavs ichidagi ifoda — energiya:



£="L.-|[Qr]2+t. (6.197)

Kinetik va oddiy potensial energiyalardan tashgari unga markazdan

gochma potensial energiyasi — —EerJ — ham kirgan. Bu ifodani

bevosita (6.184) Lagranj funksiyasidan ham olish mumkin edi.
Koriolis kuchi ish bajarmaydi —hamma vaqt tezlikka perpendikular

yo'nalgari bo'lgani uchun (huddi magnit maydonidek). Shu sababdan

unga mos keluvchi had energiyning ifodasida paydo bo‘Imadi.
Umumlashgan impulsni (6.188) dan olamiz:

p=] =mv-+m[Hr]. (6.198)

Umumlashgan impuls ilgarilanma va aylanma gismlardan iborat
ekan.

6.7.1-misol. Boshlang'ich tezligi vO va boshlang‘ich holati r{ bo'lgan
jism Yer maydonida harakat gilmoqgda. Jism trayektoriyasining Koriolis
kuchi orgali o'zgarishini toping. Yerning burchak tezligini o'zgarmas deb
garang.

Yer uchun burchak tezlikning son qiymati juda kichikligi -

I~ 1= Hoavio sek ' =7.27 10 5sek 1 - Q2 ga proporsional bo'lgan markazdan
gochma kuchni hisobga olmasligimiz kerakligini bikliradi. Potensial
cnergiya U=-mg-r ekanligidan harakat tenglamasi quyidagicha bo’lishi
kclib chigadi:
v =g+2[vQJ. (6.199)
Tenglama Q bo'yicha iteratsiyalar bilan yechiladi. Buning uchun
V=vg+v() (6.200)

deb olinadi va v(© had ft ga bogTiq bo'Imaydi, v() had esa £1 ning
birinchi darajasiga proporsional bo'ladi deb olinadi, Natijada

v0 =g, v() =2[vO£] (6.201)
tenglamalar sistemasi olinadi. Bu sistema oson yechiladi:
vQ =gf +v0, v(* =[gQ]r2+2 [VOQ]r, (6.202)

yoki
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V=v0+g? + 2[v0Q]f +|gQ]r. (6.203)

Harakat tenglamasida £22 ga proportsional bo'Jgan hadni tashlab yuborga-
nimiz uchun iteratsiya jarayonini shu yerda to'xtatishimiz kerak.
Radius-vektorni topish uchun tezlikni vaqt bo‘yicha integrallaymiz:

r(;)=r0+v0?+-gf:-+fvOn]/2+-[gQ]r\ (6.204)

6.7.2-misol. Boshlang‘ich tezligi nolga teng bo‘lgan jism h balandlikdan
Yerga tushish davomida vertikaldan ganchaga og‘adi?
Masalani konkret bir kenglikka bogiaylik, bu kenglikni Q deb belgilaymiz

(Toshkent uchun 0 =41°). Koordinat o‘qlari tanlaymiz. x-o‘qi meridian
bo'yicha janubdan shimolga garatamiz. z-o‘gi yuqoriga yo‘naltiriladi. y
0‘qi g'arbga yo‘nalgan bo'ladi.

Bu holda g = {0,0,-g} va Q ={Qco0s0,0, Qsin0} boiadi va yechimdagi

vektor ko'paytmaning birdan-bir noldan fargli komponentasi uning y
komponentasi boiadi:

[g£2] = {0,-g Qcos0, 0}
Demak, boshlang'ich koordinatlari r0 ={0,0, h] bo‘lgan jism yerga tush-
ganda (6.204) bo'yicha
(6.205)

koordinatlarga ega bo‘lar ekan. Minus ishora og'ishning sharg tomonga
ro‘y bcrishini ko‘rsatadi. r ~ komponcnta uchun ifodani nolga tenglash-
tirib
z=h— %W2=0 (6.206)
2

tushish vaqgtini (6.205) ga go‘yamiz:

y=— — glQcosS. (6.207)
H «
Son qiymatlarini qo‘yib chigaylik:

y - -2,19 10~5h32coss. (6.208)

Toshkent kengligi uchun

y=-1.65-10"V /2.
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Agar h =100m deb olinsa, y=-1,65-10 2m =-L65sm bo'ladi. Agar jism
Toshkent teleminorasining uchidan tushib ketsa (/i=340m), uning vertikal-
dan sharqqa og'ishi y =—10,3 sm ekanligini topamiz. Albatta, hayotda
shamolning ta'siri bundan kuchliroq bo'ladi.

6.7.3-misol- Boshlang'ich vO tezlik bilan Yer sirtidan otilgan jism Yerga
gaytib tushganda o'zining boshlang'ich tezligi yotgan tekislikdan ganchaga
chetlashadi?

Koordinat o'glarini avvalgi misoldagidek tanlaymiz. Effekt maksima!
bo'lishi uchun tezlikni x, r tekisligida yotibdi deb olamiz. Bu holda
(6.204) dan

(6.209)

ekanligini topiladi. Jism Yerga gaytib tushgunicha t- 2v0Jg vaqt ketadi.
Demak.

(6.210)

To'pdan va miltiqdan o'q otishda aniq nishonga olish uchun shu natijalarni
ham hisobga olish kerak.

6-bobga mashqg va savollar

1 Erkin jism uchun Eyler tenglamalaridan (K - 0)

— Jism energiyasining harakat integrali ekanligini;

- Impuls momentining kvadrati M2 harakat integrali ekanligini Kkeltirih
chigaring.

2. Energiya E' ning ((6.82) ga qarang) harakat integralligidan foydalamb
(6.89) tenglamani keltirih chigaring. Buning uchun boshlang'ich B burchakda
energiyaning giymati ixtiyoriy boshga B burchakdagi giymatiga teng ekanli-
gulan foydalaning.

3. Tekislikda sirpanmasdan harakat gilayotgan shar masalasini Lagranj
ko paytuvchiiari metodi bilan yeching ((1.6)-paragrafga qarang).

4. 6.18-b rasmda ko'rsatilgan 2a tomonli kvadratning uchlarida joylashgan
massalar sistemasi uchun inersiya tenzorining komponentalarini toping. Bu
ishni (x. y) va (x’y") sistemalarda bajaring.

5. 6.18-rasmda ko'rsatilgan katetlari 2a va 4a bo'/gan to'g'nbiirchakii
uchburchak uchlarida joylashgan m va 2m massalar uchun bosh inersiya
o glarini va bosh inersiya momentlarini toping.

6. Faraz qilaylik, Yertiing radius! 1% ga kamaydi, massasi o0'zgarmadi.
Uning burchak tezligi ganchaga o'zgamdi? Energiyasichi?



6.18~rasm. Moddiy nuqtalar sistemalari.

T777TTTT77TTITT,

6.19-rasm. Tebranayotgan hoda

7. Uzun/igi L va massasi m bo igan hoda bikirlikfari k bo 1gan ikki
prujinaga 6.19-rasmda koYsatilganidek o'rnatilgan. Bir uchini kichik masofaga

toping.

8. Shimoliy yarim shardagi daryo janubga garab ogmoqda. B kenglikda
daryoning kengligi H ga teng. Sharqgiy va g'arbiy qirg'oglardagi suvning
balandliklarining farqgini toping.

9. a radiusli bir jinsli silindr A radiusli katta bo Shligli silindrning
ichida sirpanmasdan harakat gilmoqgda (6.15d rasmga garang). Uning Lagranj
funksiyasini toping. Kichik silindrning bargaror muvozanat holati atrofidagi
kichik tebranishlar chastotasini toping.



7-bob. KANONIK FORMALIZM

7.1 Gamilton tenglamalari

Lagranj formalizmi klassik mexanikadagi yagona formalizmi emas.
Ushbu bobda ko‘rib chigiladigan kanonik yoki Gamilton metodi
mexanikanmg yana bir eng umumiy metodi bo'lib Lagranj metodidan
ba’zi bir jihatlarda hatto ustunligi ham bor. Shu metodni o'rganishga
o'taylik.

Lagranj metodida umumlashgan koordinatalar va umumlashgan
tezliklarning funksiyasi bo'Imish Lagranj funksiyasini topish kerak edi
va shu funksiyadan foydalanib vaqtga nisbatan ikkinchi tartibli diffe-
rensial tenglamalar bo‘lgan harakat tenglamalarini topish kerak edi.
(2.2) paragrafda (2.17) formula orgali umumlashgan impuls tushuncha-
sini kiritgan edik.

Bu bobdagi metod umumlashgan koordinatalar va umumlashgan
impulslar tilida ifodalanadi.

Vaqtga oshkora bog'lig bo‘lmagan Lagranj funksiyasining toMiq
differensialini yozaylik:

(7.2)
Umumlashgan impulsning ta’rifi
dl
(7.2)
Eyler—Lagranj harakat tenglamalari
a. .
n =R (7.3)
va
(7.4)

dan foydalanib yuqoridagi formulani
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ko‘rinishga keltiraylik. Bu munosabatning o‘ng tomoniga ahamiyat

berilsa, chap tomondagi 2”P,&H~L kombinatsiya q va p argument-

laming funksiyasi ekanligini ko‘ramiz. Shu boisdan 2”~pq -L uchun
|
yangi belgilash kiritaylik:

(7.6)

Kiritilgan funksiya Gamilton funksiyasi deyiladi. Lagranj funksiya-
sidan Gamilton funksiyasiga o'tish uchun bajarilgan almashtirish Lejandr
almashtirishi deyiladi.

Olingan

(7.7)
formuladan darhol quyidagi formulalar kelib chigadi:
Olingan tengiamalarning nomi — Gamilton tenglamalari. Ular

ko‘pincha kanonik tenglamalar ham deyiladi.

Gamilton funksiyasining ta’rifi (7.6) ni energiyaning ta’rifi (2.5)
bilan tagqoslansa, ularning bir xil ekanligini ko'ramiz, fagat Gamilton
funksiyasi energiyani umumlasgan impuls va koordinatalarning funksiyasi
sifatida ifodalanadi. Bu ikkala ifodalarning son giymatlari (koordinatlar
va impulslar harakat tenglamalarining yechimlari bo‘lgan hoida) bir
hildir.

7.1.1-misol. Bir oMchamli garmonik ossillatorning Lagranj funksiyasi

L=mqgl kg2
2 2

(7.9)

Umumlashgan impuls:



Bu yerdari g ni p ning funksiyasi sifatida topib oiamiz:

_p
g = m: (7.11)
Gamilton funksiyasi:
u P mp*“ kq* kq*
H(q,p) =pg—L-=p- — H ——7 ~ -~ (7.12)
in 2 nr 2 2m 2

Ikkinchi tenglik belgisidan so‘ng (7.11) formula qo'llanildi. Gamilton
tehglamalaii:

P=~kq. q =—. (713)

Bu ikkita birinchi tartibli tengiamadan bitta ikkinchi tartibli (o‘zimizga
yaxshi ma’lum bo'igan) tenglamaga o'tish mumkin:
, K
g+ (0o~q~o0.co~— . (7.14)
m
7.1.2-misol. Sferik koordinata sistemasida ixtiyoriy potensial Uda harakat
gilayotgan jLsmning Gamilton funksiyasini toping.
Lagranj funksiyasi:

L=—({/’+rti: +r2a\nxzs¢p2'}-u(l\s,(p). (7.15)

Qoida bo™yicha umumlashgan impulslarni kiritamiz:

dL -a <)L H .o
=mr, pg=—r=mr B. p =——=mr sin-s(p (7.16)
dd dtp

P, =

o~
b TR

Gamilton funksiyasiga o'tish uchun bu tenglarnalami umumlashgan tezliklar

(r.O0.tp) ga nisbat.au yechib topilgan ifodalarni Gamilton funksiyasi ta’rifi

(7.6) ga qo'yish kerak. Shu islini bajaraylik:

H(r,6.0 p,.Ps,/>,)=nrrrp,s+pv({> 1=

= + L ri— +11(r,0,(p) (7.17)
2m  2>ir~  hr,r' sirr#

t.ndi Lagranj funksiyasi vaqtga oshkora bog‘lig bo'igan holni ko'raylik -
I - L(q,q.1) . Bu lioida
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dL dL

dL =
(7 15)
va Gamilton funksiyasining ta’rifida ham qo'shimcha had paydo bo‘ladi:
dH =~g,d 'Y Pd %t
-e.ap g (7.19)
Ko‘rinib turibdiki,
dL
H (7.20)
dt dt’

lkkinchi tomondan,

dH _dH V 3H. V 1dH . _dH
dt dt dg, q,+ZLt dit pi~~di (7.21)

chunki ikkinchi va uchinchi hadlar yig‘indisi (7.8) natijasida nolga tengdir.

Demak,

dH dL

7.22
dt tdt' ( )

Biz yana bir bor energiyaning saglanish qonuniga keldik — Lagranj
funksiyasi vaqtga oshkora bogiig bo‘lmasa yuqoridagi tenglikning o°‘ng
tomoni nolga teng boiadi, demak, energiya harakat integrali boiadi:

H = const. (7.23)

Gamilton va Lagranj funksiyalarining vaqt bo‘yicha hosilalari hagidagi
natijani umuman ixtiyoriy parametr tiliga o‘tkazishimiz mumkin. Faraz

gilaylik, L- L(q,9.X) bo‘lsin, bunda A — sistemani yoki unga ta’sir
gilayotgan kuchni xarakterlovchi bir parametr boisin. Lagranj funksiyasining
toiiq differensiali

. dLJ  MTal . dL ..
dL= L % dh+ dapa dlli*T2.d1 (7.24)

ni olib, uning ustida Legandre almashtirishi bajarilsa

dL

munosabatga kelinadi. Bu degani ixtiyoriy parametr uchun
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N3 di

A Py Usdn4d (7.26)

bo'lishi kerak.

Lagranj va Gamilton funksivalarini bog'laydigan yana bitta xossa bor,
bu xossa g'alayonlanish nazariyasida muhim rol o'ynaydi. Agar Lagranj
funksiyasiga kichik go'shimcha L' qo'shilsa, Gamilton funksiyasi ham
o'zgaradi, (7.6) ta’rifidan bevosita ko‘rinib turibdiki bu cvzgarish

H'=-L'
ko'rinishga ega bo'ladi.

Agar ftzik sistcmaning Gamilton funksiyasi berilgan bo'lsa. unga mos
keluvchi Lagranj funksiyasini ham topish mumkin. Buning uchun (7.6)
formulaga teskari tomondan qarashimiz kerak:

1= (7.27)

7.1.3-misol. Quyidagi Gamilton funksiyasi berilgan:

(7.28)

Unga mos keluvchi Lagranj funksiyasini topish uchun tezliklar va im-
pulslarni kanonik tenglamalar orqali bog'laymiz:

A

A
X=— =/V+/V
> y p. > (7.29)

Bundan topilgan #n = Y<P* = x-yt formulalar (7.27) ga olib borib go'yiladi:

b= pofep P2 pipy =xy- 1t (7.30)

7.1.4-misol. Quyidagi Lagranj funksiyasiga mos keluvchi Gamilton
funksiyasini toping:

L=-me?J1—-- (7.3i;
\' ¢
bunda m va ¢ — konstantalar (jismning massasi va yorug'lik tezligi).
Umumlashgan impulsni topaylik:
dL
p =
d .
Y ioh (7.32)
VvV <2



Tezlik impulsning funksiyasi sifatida aniglanadi:

P 1
i+ 1> (7.33)
m-'c~
Gamilton funksiyasi:
H=pv-L(v) &2 "+ me’ P~ . zc')%j>>|102+p
p=+mc (7.34)

m¢c¢

Agar jismning tezligi (impulsi) nolga. teng bo'lsa, Gamilton funksiyasi
0'zgarmas songa tenglashadi: H = me2

7.1.5-misol. Quyidagi Gamilton funksiyasi uchun Gamilton tenglama-
larini tuzing va ularni yeching:

p=(Pry (7.35)
Gamilton tenglamalari:
p=2r(p-r ) r=p-r (7.36)
Ko‘rinib turibdiki,
p = 2rr. (7.37)
yoki
~(P~r-) =o0. 7.38
5t ) (7.38)
Demak.
p-r'=aq.
Natijada harakat tenglamalari osongina yechiladi:
r=cf+c2, p- C%t2+ 20,6 +Ci +C2.
c, ¢l —boshlang'ich shartlardan aniqlanadigan konstantalar.
7.1.6-misol. Gamilton funksivasi
p2 O)F'IXZ ( PZ N[2]X2 \
+4 ‘ (7.39)

ko‘rinishga ega bo‘lgan sistemaning harakatini aniglang.
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Agar

2 21

. (7.40)

deb belgilab olinsa, Gamilton funksiyasining vaqtga bog‘liq emasligidan
uning o'zgarmas songa tengligi: H =£0+A£f, =const va natijada,
E0 = const0 ekanligi olinadi. Kanonik tenglamalar:

all H
P= = <Y) (1L+ 29£0)x, X = I +2A£0)p.
P ) (1+ )X do ( )P (7.41)

Agar ty=(1+24£n)Q belgilash Kkiritsak, sistemaning yechimi

&= Acosox, p =-ctyAsino (7.42)

ko‘rinishda ekanligi topiladi, bunda A — ixtiyoriy konstanta.
7.1.7-misol. Tajriba shuni ko'rsatadiki, zaryadi e va massasi m bo'lgan
zarrachaning tashqi elektromagnit maydondagi Lagranj funksiyasi

L=Zmr’ -e(p(rt) + Shma(r.f) (7.43)

ko‘rinishga ega. Bu yerda kiritilgan 9 (r,t) va A (r.t) funksiyalar elektro-
magnit maydonning skalar va vektor potensiallari deyiladi. Shu Lagranj
funksiyasiga mos keluvchi Gamilton funksiyasi topilsin.

Umumlashgan impulslar:

p =mv H_CA (7.44)

Gamilton fuksiyasi:

H=p-r-L =4 =(. (7.45)

Gamiiton tenglamalariga o‘taylik:
e- dH - ! i>'-.ej'| VA - eV
" ar m ¢
_dH 1( e (7.46)
Sp

Bu birinchi tartibli tenglamalar sistemasi, tenglamalar soni oltita. Ularni
uchta ikkinchi tartibli tenglamalar sistemasiga aylantirish mumkin. Buning
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uchun ikkinchi tengiamadan yana bir marta vaqt bo'yicha
hosila olinadi:

mr = —eV(p—iA +E—r VA . (7.47)
Ikkita oxirgi hadlarni bir oz o'zgartiraylik. Ikkinchi had-

dagi vaqt bo'yicha to‘liq hosilani murakkab funksiyaning
hosilasini hisoblash qoidasi bo'yicha ochamiz:

A=—Afrt)=— +(r-V)A = —A+r,— A, 7.1-rasm
dt ) dt (r-v) di 1dr, (7.48) Magnit
Natijada harakat tenglama indekslar orqgali yozilganda m:;r(i/(;gda
quyidagi ko'rinishni oladi: '

3 e A et

mr = —e— 1,

drs} rd  mJ (7.49)

Odatda
dd\
E=-V<p-":, B =rotA
IOcdt (7.50)

formulalar orgali elektr E va B magnit maydon kuchlanganliklari kiritiladi.
Ularning tilida yuqoridagi tenglama (tezliklarga o'tilganda: i-=v )

m\ = eE +—vBJ (7.51)
c

ko'rishni oladi. 0 ‘ng tomongagi ifoda Lorentz kuchi deyiladi.
7.1.8-misol. Massasi m va zaryadi e bo'igan zarracha tashqi bir jinsli
o'zgarmas B = (0,0,5) magnit maydondagi harakatini Gamilton tengla-
malari orgali o‘rganing (7.1-rasmga garang).
Tashqgi magnit maydondagi zarrachaning Gamilton funksiyasi

H = (7.52)
2m
ko‘rinishga ega bo'ladi (awalgi misolga garang). Bu yerda paydo bo‘lgan
vektor A magnit maydon bilan quyidagicha bog‘langan: B=rotA. Magnit
maydoni o'zgarmas va fagat z-komponentaga ega bo'lishi uchu vektor
potensial A=(0,xB,0) komponentalik vektor bo'lishi kerak. Shuni hisobga
olib zaryadining Gamilton funksiyasini ochib yozib olamiz:
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Ikkita siklik koordinataga egarniz: y va z- Ularga ikkita harakat integrali

mos keladi: p =const va P.=const. Quyidagi belgilashlar Kkiritilsa:

_ B _ oy

U~ me’ A ~ eB
Gamilton funksivasi

H=£i.+~ | (x. xti)2+b_ (7.54)
2m 2 2m

ko'rinishga keladi. Bu —muvozanat nuqgtasi x0bo'lgan bir o'lchamli garmonik
ossillatorning o'zi. Uning yechimlari ma’lum:

X = .v0+ a cos(cot + <pd, P, = —maoJdsin((Qt+ d)o). (7 55)/

y va z koordinatalar bo'yicha harakat tenglamalarini ham yozaylik:

a4 i/ e
=— =—|p — xB -cmcos(cot + tpQ), - (7 56)
op m
Bulardati
v = -«sin(w/ +q0)+y0, z:Tnt+zO (7.57)

ekanligi topiladi.

Demak, zarracha B maydonga parallel yo'nalgan (x = x(, y = 0)-0‘q
bo'yicha o'zgarmas p./m tezlik bilan harakat gilmogda, shu bilan bir
vaqtda u (X, y) tekisligida shu o‘q atrofida burchak tezlik bilan avlan-
moqda.

7.3. Raus funksiyasi va siklik koordinatalar

Lagranj formalizmi hagida gap ketayotganida siklik koordinata
tushunchasi Kkiritilgan edi. Siklik deb Lagranj funksiyasida ishtirok
etmagan umumlashgan koordinatani aytilgan edi. Unga mos kelgan
umumlashgan tezlik Lagranj funksiyasida ishtirok etadi:
L=b(ab...,u, b di*x...,qn,g%...,qn). Bu siklik koordinata Gamilton
funksiyasida ham ishtirok etmaydi. Buni ko'rish giyin emas: mos



keluvchi umumlashgan impuls

Eyler—Lagranj tenglamasi bo‘yicha saqlanuvchan Kkattalik: p, =0.
Kanonik tenglamalar bo‘yicha

demak, H ham ¢ ga bogiiq emas ekan: H =H{ql,...,qi_],qi+l,...,qn,

pu...,pn). Bu nuqtayi nazardan Lagranj va Gamilton funksiyalari bir-

biriga o‘xshash. Ammo Gamilton funksiyasining bir ustunligi bor —
/?/=const boiganligi sababli Gamilton funksiyasiga impulsning o‘rniga
mana shu konstanta kiradi. Bu konstantani a deb belgilaylik, uning
son giymati boshlangich shartlardan aniglanadi. Gamilton funksiyasi

bu hoida H(ql,...,qi_bgi+u...,qn,pi,...,pi-ba,pM,...,p,,) ko‘rinishga
ega bo‘ladi. Natijada Gamilton funksiyasi umuman  kanonik juftlik

(gn p)ga bog‘lig bo‘lmaydi. Demak, kanonik sistemaga kirgan
tenglamalar soni ham 2 taga kam boiadi:

X " [ dH . . . .
opk dt/ 77 A lak4 .. (7.71)

Umumlashgan koordinata g‘ni shunda g =oH/dpi tenglamani oddiy

integrallash yoii bilan topish mumkin:

Agar / ta koordinata siklik boisa, unda kanonik tenglamalar siste-
masining tartibini 21 ga tushurish mumkin.

Siklik koordinatalarning mavjudligida ko‘pincha Gamilton funksiyasi
o‘rniga Raus funksiyasi kiritiladi. Umumlahsgan koordinatalarni ikki

gismga boiamiz: bunda — {q‘,i ta siklik boigan

koordinatalar golgan umumlashgan koor-

dinatalar. Bu hoida K ta birinchi integralga egamiz:

199



Pi ~ ~q|ﬂ =ci =const, I'=4%,..., k. (7.72)

Raus funksiyasi quyidagicha ta’riflanadi:
K
R=5j>idi-1"- 7.73
e 7.7

Uning to'liq differensialini topaylik:

i=1 i=1 i=\ i=1 r~1
£ A
a1 (7.74)
M H /-1 /-1 H
Demak,
3R dR )
= — =-p,-r=1,...,£
o/ "9,
a? an Z N+ (7-75)

aclh'ar"pC,~~p£:"1= +
Bu sistemaga kirgan birinchi tenglamalar Gamilton tenglamalari
ko‘rinishiga ega, Gamilton funksiyasi rolini Raus funksiyasi o ‘ynaydi.
Ikkinchi gatordagi tenglamalar esa £m o‘zgaruvchilar uchun

d 3R dr

Ita £ _9f ~7°76)
tenglamalarni olishimizni ko‘rsatadi. Bu - Lagranj funksiyasi rolini
Raus funksiyasi o‘ynaydigan Eyler-Lagranj tenglamalari. g. koordinatlar

siklik bo‘lgani uchun ular Raus funksiyasiga ham kirmaydi. Ularga
mos keluvchi impulslar p. o‘zgarmas sonlar: p. = ¢, demak, Raus

funksiyasi R =R($I,...,i;n k£ I,...£n k,cb...,Ck,t) ko‘rinishga ega

bo'ladi. Agar £b..., n kX\T--,Cn-K o'zgaruvchilar uchun Lagranj
tenglamalari yechilgan bo‘lsa, siklik o'zgaruvchilarni
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q.=— ,1 =\X... .k (7.77)

tenglamalardan to'g'ri integrallash yo‘li bilan topish mumkin, chunki bu
tenglamaning o‘ng tomoni fagat o‘zgarmas sonlar va vaqtning funksiyasidir.
Energiyani Raus funksiyasi orgali ifodalab olish mumkin:

7.4. Puasson gavslari

Klassik dinamikaning hamma sohalarida quyidagicha ta’riflanadigan

3/ dg df dg
if-~ 1 (¢-dg dgdp, (7.79)

va Puasson qavslari deb ataladigan kattalik juda muhim rol o'ynaydi.
Bu yerdagi s — ko‘rilayotgan sistemaning erkinlik darajasi, / va g
funksiyalar esa umumlashgan koordinatalar va impulslardan tuzilgan
va shu sistemaning biror xossalariga tegishli bo'lgan funksiyalardir.
Puasson gavslarini Gamilton funksiyasiga va kanonik tenglamalarga
bog‘lab kiritish mumkin. Buning uchun garalayotgan biror sistemaning
umumlashgan koordinatlari va impulslarining funksiyasi bo‘Imish bir
funksiya/(q, p, t) ning vaqt bo'yicha to‘liq hosilasi hisoblaymiz:

df  df df . df .
dt ot \dpj  dai (7.80)

i~1 "

Gamilton tenglamalari hisobga olinsa

dt  dt dpt dgi  dqt 3pt  dt (7.81)

ifodaga kelamiz. Agar/ funksiya vaqtga oshkora bog'liq bo'Imasa

|- ={a,/}. (7.82)

Bundan ko'rinib turibdiki,/harakat integrali bo'lishi uchun
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{#a,/} =0 (7.83)

boiishi kerak. Puasson qavslarining fundamental ahamiyati birinchi
navbatda shu dalilga kelib tagaladi.
Puasson qavslarining asosiy xossalarini sanab chiqaylik:

e {/:9}=-{ ]} :

2. {c,/}=0,bunda ¢ — o0‘zgarmas son;

3- [f+/27}y={li-9g}+{/2.9}

4. {f\f2,9} = {f\,s]f2+f\{fi,g} :

6. {/>{#>h}}+{g-{h,f}}+{h,{/,g}}~ 0- Yakobi ayniyati.
Birinchi, ikkinchi va uchinchi munosabatlar osongina tekshiriladi.
To‘rtinchi munosabat Leibnitz qoidasining natijasidir:

va 0. uchun ham huddi shunday.
Beshinchi munosabat ham Leibnitz qoidasining va analizdan
ma’lum bo'lgan xususiy hosilalarning tartibini o‘zgartirish mumkin-
ligining natijasidir:
3 df d dj
dt dq" dgq dt (7.85)

va p. uchun ham huddi shunday.

bltinchi munosabat Yakobi ayniyati deyiladi, uning isboti 0z moz
hisobni talab giladi.

Quyidagi munosabatlarni ham keltiraylik:

(7.86)

bunda qi —umumlashgan koordinata;

(7.87)
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bunda p- umumlashgan impuls. Juda muhim rol o'ynaydigan
munosabatlarga quyidagi fundamental Puasson qavslari kiradi:

{<h,gj} =°> o, (I'-71 F < (7.88)
Ularni ham keltirib chigarish giyin emas.

Puasson gavslarining muhim tomoni quyidagi Puasson teoremasidan
kelib chigadi:

Teorema: Agar/va g harakat integrallari bo‘lsa, ularning Puasson
gavsi {f, g) ham harakat integrali bo'ladi.
Isbot. {f, g} ning vaqt bo‘yicha to‘lig hosilasini hisoblaymiz:

YR (7.89)
Beshinchi va oltinchi goidalarmi ishlatsak

d

d (7.90)

Oxirgi hadlarga birinchi qoidani qo'llasak darhol maqgsadga kelamiz:

f 4+ /-1 —0 (7.91)

Albatta, bunday jarayon (ikkita harakat integralining Puasson gavsini
tashkil qilish) bizga hamma vaqt ham yangi harakat integrallarini
beravermaydi: mustaqil harakat integrallarirung soni 2s — 1 bilan
cheklangan, yangi harakat integrali eski integrallarning funksiyasi bo'lib
chigishi mumkin

Ba’zi bir hollarda Puasson qgavslarini eslab qolish uchun oson bo'igan
determinant ko‘rinishida ham ifoda gilib olish magsadga muvofiqdir:

>
M dg dg (7.92)
do, =

7.4.1-misol. Impuls momentining komponentalari Mt orasidagi Puasson
gavslarini toping.

Yechish. Albatta hamma {M, M } lar (/ bo'yicha yig'indi yo'q) nolga
teng (birinchi xossa bo'yicha). Qolganlari:

[Mx,M>) ={¥2~-Py,~PX~xp: }=
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={yp..zpx)-{ypz.xp:}-{zpy,zpx)+{zpy xp:) =ypx-xpy =-M \ (7.93)
[My.M.}=[zpx - xp:,xpy - ypx} =
= {zpx.xpy}- {zpx,yPx} - {xy;. Xpy} +{xpz,ypx}= :py - vpz = -Mx; (7.94)
{M-, Mx} = {xpr - ypx.yp, - zpy}=

={xpy.yp.}-{xpy.zpy)-{ypx.,yp.} +{ypx,zp}) =xp. -zpx=-Mv (7.95)
Puasson teoremasi bo'yicha ikki harakat integralining Puasson gavsi yana
harakat integrali bo'lishi kerak edi. Yugoridagi hisoblar bo'yicha agar Mxva
M harakat integrallari bo'lsa M. ham harakat integrali bo'lishi kerak va h.k.
Bu uchala formulani llovada keltirilgan birlik antisimmetrik tenzor orqgali
bitta formula ko'rinishida yozib olish mumkin:

(7.96)

Bu yerda ikki marta uchragan indeks K bo'yicha | dan 3 gacha yig'indi
ko'zda tutilgan.

7.4.2-misol. Impuls va impuls momentlari orasidagi Puasson qavslarini
hisoblang. Masalani (7.87 ni hisobga olib, osongina yechish mumkin:

{Mx,px}:-"d-(ypz—sz):O; (7.97)
r

{MY,px) =—"{zpx- xp:)- P:\ (7.98)

va h.k. Bu formulalarni ham birlik antisimmetrik tenzor £y* dan foydalanib

bitta formula ko'rinishida yozib olishimiz mumkin:

{MiiPJ) =- - ~ M, = - ~ ~ £ ik(kPi=~E£ikiPi5§ =~ !>m (7.100)
Ko'rinib turibdiki, / = j bo'lsa o'ng tomon hamma vaqt nolga teng.
7.4.3-misol. Impuls momentlari va koordinatalar orasidagi Puasson

gavslarini toping.
Masalani (7.86) asosida yechiladi:

3 3
Mx,x}= —-M x= — -zPv)=0; 7.101
Mxx}= oM x= o (pz-2PY) (7.101)
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3

3
{Mxy}=— Mx= (ypr-2/7..) = -r (7.102)
opv

dpv

va h.k. Bu formulalarni ham birlik antisimmetrik tenzor £4- dan foydalanib
bitta formula ko‘rinishida vozib olishimiz mumkin:

iLM=—¢ =f —£ )
dp / dp N 1 K5j! i« Epd® (7.103)
]
Ko'rinib turibdiki, i = boisa o‘ng tomon hamma vaqgt nolga teng.

7.4.4-raisol. {p.?"} ni hisoblang.
Bu gavsning bitta ixtiyoriy i komponentasini topamiz:

f i N n n~2
\p'r I=@Ar =.r (7.104)
Vektoi ko‘rinishida:
j-nr r. (7.105)

Sbuncha Puasson gavslarini hisoblandi. Bularning amaliy ahamiyati
nimadan iborat? Buni oiganish uchun paragrafning boshidagi umumlashgan
impuls va koordinatalarning vaqtga oshkora bog‘lig bo‘lmagari ixtiyoriy
funksiyasi f(p{t),q(t)) uchun bo‘lgan (7.82) formulaga gaytib kelaylik. Mana
shu funksiyani vaqt bo‘yicha gatorga yoyaylik:

\
df d +Vd
f(p(1),a(t)) = F{p(0),q(0) + o ¥ 4 s
Vdp da o AN
1 d2f 2 32/ .. 232 2 (7.106)
H- — +2--——-pg —- t2+m
2 dp2_p bp'b‘-lpl/?—l dq*_q / 120

Kanonik tenglamalardan foydalanib, p va q laming o'rniga H ning hosilalari
go‘yilsa quyidagi formulaga kelinadi:

/(P(0,9(0) = NP (0),9(0)) +{A)}|,=0r+~{A,{A,/}}|<0r +-(7.107)

Bu formula bizga Gamilton funksiyasi va Puasson gavsining yana bir muhum
ma’nosini tushunishga yordam beradi — Gamilton funksiyasi mexanik
sistemaning vaqt bo'yicha siljishini Puasson qavslari orgali ta’minlovchi
kattalik ekan.

Shu tomonni vorituvchi bir misol keltirainiz.
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7.4.5-misol. Garmonik ossillator uchun p(t) ni (7.107) gator yordamida
hisoblang. Garmonik ossillatorning Gamilton funksiyasi topilgan ((7.12)

ga garang):

Kerakli bo'igan Poissom gavslarini topaylik:

(7.109)

Boshlang’ich shartlarni p(0);=pd va *(0)=xo deb bclgilab olamiz. Undan
tashqari, k=mof ekanligini ham hisobga olaylik. Demak,

(7.110)
= Pqgcos(co/) —mcox0 sin(ftw).

Huddi shu yo‘l bilan x(r) ni ham topish mumkin. Buning uchun yana
o‘sha (7.109) Puasson gavslaridan foydalansak vetarlidir:

x(t) =x0cos(ft>0 H——E"-sm(fIM)- (7.111)
mco

Albatta, ma’lum bo'igan yechim topildi. Bu yechimni oddiy differensial
tenglamani yechish yo'li bilan topish osonroq edi, ammo, hozir qo‘llagan
metod murakkabroq bo'igan misollarda qulayrog bo'lib chigishi mumkin.
Aynigsa, kvant mexanikasiga o'tishda bu metodning ahamiyati oshadi.

Endi ixtiyoriy J[r) funksiya bilan impulsning Puasson qavslari (7.87)
ga kelaylik. Uni

(7.112)

kolrinishda yozib olib, n marta qayta qo'llaylik:

(7.113)
f[r) funksiya uchun Taylor gatorini yozaylik:
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1 d2f
/(F) ./(())°> #t - — =
o =g 2 12 3[2 Ay
2"/ (7.114)

H— | BT eem
mn-i12 AN -y T, 0
Bu formula Puasson gavslari yordamida

I(r)y=17(0) + :{Pi,/} r=0+ rifrn [pl?,/}} +
r=0

4- — i [ ooel-
P (!I. 0 (7.115)

ko'rinishga keltiriladi. Hulosa qilib shuni aytish mumkinki, impuls fazo
bo'yicha siljishni ta’minlovchi kattalik ekan.

Puasson qavslari yordamida impuls momentining ham chuqur ma’nosini
yorltish mumkin. (2.44) va (2.51) formulalardan ko'rinib turibdiki

Pg=M (7.116)

Umumiy qoida ((7.88) ga garang) bo'yicha (p ,<p}=1 bo'lishi kerakligini
hisobga olinsa

{Mz,0>}=1 (7.117)
olinadi. Agar argumentlari ichiga fpham Kkirgan biror/ funksiya berilgan bo'lsa

(7.118)

formulani n marta tatbiq qilib quyidagini olamiz:

= (7.119)
chap tomonda Puasson gavslari n marta go'llanilgan. Demak,

f{<p) = [0) +<pflO)+V /" (0)+...+1 fI,"/* (0) + wm=
(-0
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+-o" {nl....{nl. {m:,/}}.. + -
n- p=0
ekan. Ya’ni, Mz ixtiyoriy funksiyaning argumentini (p burchakka burib
berar ekan, bu degani M. mexanik sistemani aylanma siljishini ifodalovchi
kattalik ekan. Puasson qavslari energiya, impuls va impuls momenti vaqt
fazo va fazoviy burchak bo'yicha siljishni ta’minlovchi kattaliklar ekanligini
tushunishga yordam berdi.

7.5. Ta’sir integrali koordinata va vaqtning
funksiyasi sifatida

Kursning boshida ta’sir integrali
'b

(7.121)
a

kiritilgan edi. Harakat trayektoriyasini topish masalasi ta’sir integralining
variatsiyasini nolga tenglashtirib yechilgan edi. Bunda trayektoriyaning
variatsiyalarini trayektoriyaning boshi va oxirida nolga teng deb olgan
edik. Ta’sir integrali trayektoriyaning funksionali bo'lishi bilan bir
vaqtda o'zining ta’rifi (7.121) bo'yicha (tatbq(ta),q(td) o'zgaruvchi-
larga bog'liqdir, ya’ni uiarning funksiyasidir. Bizning bu paragrafdagi
maqgsadimiz shu bog'liglikning ko'rinishini topish. Ya’ni, moddiy nuqta
harakat tenglamalari orqgali aniglangan trayektoriya bo'yicha harakat
giladi deb olinadi va ta’sirni shu trayektoriyaning boshlang'ich va
oxirgi nuqtalari (va vaqtlar)ning funksiyasi sifatida o'rganiladi. Bunday
masalani yechish uchun g.va t mustaqi! ravishda o'zgarmoqgda deb
garash kerak. Demak, zarracha haqiqiy trayektoriya bo'yicha harakat
gilmogda, ammo biz bu trayektoriyani formal ravishda variatsiyalaymiz:
g”™qg'ya yangi traektoriyada vaqt ham boshqgacha o'tadi deymiz:
Bu paragrafda i indeks ikki marta uchrasa ular bo'yicha yig'indi ko'zda
tutiladi, ammo yozilmaydi.

Traektoriya ustida vaqtni ham o'z ichiga olgan umumiy almashtirish
bajaraylik.:

2,(0 = q,U) + Sq,{t). (7.122)

8qj{t) —to‘liqyoki asinxron variatsiya deyiladi. Agar Eyler—L_agranj
tengiamalarini keltirib chigarishga bag'ishlangan mulohazalarni eslansa
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u yerda vaqt ustida hech ganday alamshtirish bajarilmagan edi. Bu
yerda esa vaqt ham almashtiriladi t—t'-t + St.
q(t) funksiya ikki sababdan o'zgaradi —trayektoriya ko'rinishining

o'zgarishi: q(t)->q'(t) , va argumentning o ‘zgarishi: t . Shu ikkala
0 ‘zgarishni ajratib yozamiz. To‘lig o‘zgarishni

=Q'(t+s0 = gKO+5tqj(t). (7.123)
ko‘rinishda yozib olib awalgi formula bilan taggoslansa
5<2iU) = 4i( 0 - 4i(0 + = 8nqt (t) + 8tq;(t) (7.124)
formula olinadi. Bu yerda
80q,(t) =q'(t)~qi(t) (7.125)

trayektoriya ko‘rinishining o‘zgarishi. Keyingi formulalarda kerak
bo'lgani uchun Lagranj funksiyasining ham toMiq o'zgarishini shu
ko‘rinishda yozib olamiz:

8L = 80L +8tL. (7.126)

Ta’sirning tollig variatsiyasi huddi (2.5) da hisoblangandek hisoblanadi
(quyida keltiriladigan formulalarning hammasida birinchi tartibli cheksiz
kichiklargina qoldirilgan):

8S = jdt'L(Q'(t'),Q'(t'),t')-‘] dtL(q(t),q(t).t) =
= \] [(dt + d8t)(L(t) +50L + LSt) - dtL(t)] =
(7.127)

=Ad(B)L+ (<@L +LSt) = ] d(StL) +J dtsoL

Lagranj funksiyasining variatsiyasi standart yo‘lbilan hisoblanadi:

SoL ~ ~ LSOgl(t) + ~ S iiqi(t). (7.128)
dq, dq, \Y

Awal aytib o‘tilganidek SOq(t) =~ 80q(t) . Shuni hisobga olib va variat-

siyaga hosila tushgan hadni boiaklab integrallab, quyidagi ifoda olinadi:
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SS-jV i +|lapg + jitf. (7.129)

Shu yerda masalaning go'yilishini yana bir muhokama qilaylik. Haqiqiy
trayektoriya bo'yicha harakat gilayotgan sisternani ko'rayapmiz. Ya’ni,
trayektoriyani aniglash masalasi bilan shug'ullanmaymiz, trayektoriya
Eyler—Lagranj tenglamalarining
d 3L dL

<IN3°»
yechimi sifatida topilgan, zarracha shu trayektoriya bo'yicha harakat
giladi. Demak, (7.129) formuladagi ikkinchi had nolga teng va birinchi
hadning o'zi qoladi:

55 =rdidtL +/— dg}. (7.131)

Bunga kirgan 50qi uchun

g (0 = 5q, (0 - 8tqt(t) (7.132)
ekanligini eslab ta’sirning to'liq variatsiyasi
r t..3L  dL , 9
8S otL-otqgj-—- t—-bg. =[p,5q9,-H5tfa (7 133)
dgt dqt

ko'rinishga keltiriladi. Formulani ochib yozaylik:
55 =Pfitrsqgrtr-HASth- Pi(ta)8qi(ta) + H(ta)5ta. (7.134)
Agar trayektoriyaning boshlang'ich nuqtasi o'zgarmas bo'lgan hoi

garalsa (bunda birdan-bir o'zgaruvchilar yuqori nuqtaga tegishli bo'ladi
va shu sababdan, ularni indekslarisiz yozamiz):

SS = PjSqi - HSt (7.135)
ga ega bo'lamiz. Ko'rinib turibdiki,
ds ds
Pi"a* ~ 37" <7136>

Agar trayektoriyaning oxirgi nuqtasini va unga mos keluvchi vaqt
momentini o'zgarmas deb olsak, yuqoridagi formulalarda o'ng tomon-
larning ishoralari o'zgaradi. (7.136) formulalarni

dS = P,dq, - Ildt (7 137)
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ko'rinishda yozib olish mumkin. Umumiy holda esa

dS = P, Vb)d4i (h)- H ({b)dtb ~ Pi<X)ddi (Sa)+ H (k)dta (7.138)

formulaga egamiz. Bu munosabatning ma’nosi shundan iboratki, harakat
ixtiyoriy bolavermas ekan, u fagatgina shunday bo'lishi mumkinki,
bu formulaning o‘ng tomoni to'liq differensia! bo‘lsin.

(7.137) formulani integral ko'rinishda yozib olaylik:

S = j(pidgm- Hdt). (7.139)

Biz ta'sir integrali uchun yangi ifoda oldik, bu ifodadan ham harakat
tenglamalarini keltirib chigishimiz mumkin. Albatta, bu galda kanonik
tenglamalar kelib chiqgishini kutish kerak. Eslatib o'taylik, harakat
tenglamalarini gidirganda trayektoriya variatsiyalanadi (bu holda

q(t) —q(t) + Sq[l), p(t) —p(t) +8p(t))lvagtga tegmavmiz, chegaralarning
o‘zgarmasligidan foydalaniladi: Sqa=8gh=Spu=Spb=0. Umumiy
metod bo'yicha Ss hisoblaymiz va uni nolga tengiashtiramiz:

8s =J(5pdq+pSdqg- §Hdt). (7.140)
Integral ostidagi ikkinchi hadni boMaklab integrallaymiz va

err_ c 34 _
~~dp ~m ekanligini hisobga olamiz:

8S ="8p{dgq — -dt j- "8q{dp+€E-dt +pdq (7.141)

Oxirgi had nolga teng (chegaraviy shartlar natijasida). Variatsiyalar
ixtiyoriy bo'lganida bu ifoda nolga teng bo‘lishi uchun

, o4 3H
dg-— dt=0, dp+— dt=0 (7.142)

bo'lishi kerak. Kanonik tenglamalarga yana keldik.
7.5.1-misol. Bir o'lchamli harakat gilayotgan erkin nuqtaning ta’sirini
toping.
b P o \ .
s=rdtl(g,q.0="rdtg2=-2der[gal-aq =~ 0
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chunki erkin nuqta uchun q=0.Endi g =——— = const ekanligini hisobga

h-la
olish goldi. Natijada
a_m(gh-qa)2

|F1"~"|]a NTN44)

formulaga kelinadi. Ko‘rinib turibdiki,
ph :és mi‘ij_qﬁ =mqg, pu=- i5 =m gh_:_q_a = mq.’ M =- is (7]‘|45)

Mb h~la Ma *b~K, dtb '
Uch o'lchamli holga o'tganimizda (7.144) o'rniga

c_m(rh-ray .
1 b (7n46)

formulani olamiz.
7.5.2-misol. Garmonik ossillatorning ta’sirini toping.

‘b >

s-=™jdt(q2-0yq:)=jjdt*[aq]-aq-10 262 =y [aa

chunki garmonik ossillator uchun harakat tenglamasi ij+co'q = 0. Bu tengla-
maning vechimini

g{t) = Acos D/ + Bsinat (7.148)
ko'rinishda olib, chegaraviy shartlarni hisobga olgan hoida uni

q(t) = qacos(o(t-ta)+’\0(-) sinco(t-ta) =ghcos(o{t-?,,) + 2 sinal (t-th) (7.149)

ko'rinishga kcltirish mumkin. 0 ‘z navbatida bu munosabatlardan

. costor), gh ————(g/, cos coT - ga) (7.150)
sincoT sin coT

ekanligi topamiz, bunda T =tbh-ta. Topilgan formulalar
[ggt > =-T ~n[ul +ql )cosa>7" - Iqagh j (7.151)
"« sind)/ LV ' i

ga olib keladi. Natijada, garmonik ossillator uchun ta’sir integrali shu integ-
rating chegaraviy nugqtalarining funksiyasi sifatida quyidagi ko‘rinishni
gabul qiladi:



THOT \(ci;+qR T-2qagb].
25mcoTI'(-CI qB)cos(o anJ] (7.152)

(7.136) formulalarni tekshirib chiqish giyin emas.

7.6. Kanonik almashtirishlar

7.6.1. Ta’rif. Hosil giluvchi funksiyalar

Awal aytgan edikki, Lagranj formalizmidagi umumlashgan koordi-
natalar g. ni ixtiyoriy ravishda tanlab olish mumkin, harakat tengla-
malarining umumiy ko‘rinishi bunga bog'lig emas. Ular ustida hatto
vaqgtga bog'lig bo'lgan almashtirishlarni ham bajarish mumkin:

Qi :6,(/\0_ (7.153)
bunda g —eski koordinatalar, Q —yangi koordinatalar ((1.2)-misolga
garang).

Kanonik formalizmi 2s o'lchamli (qrp), i=l,...,s fazo tilida ifoda-
lanadi. Bunday matematik fazo fazaviyfazo deyiladi. Bu fazoni tashkil
giluvchi g va p koordinatlar teng huquglidir. Uiarning teng huqugqliligi
yangi imkoniyatlarga olib keladi. Quyidagi matematik almashtirish
yordamida

Q =Qi(a,pt), ™ P P (7.154)
bu fazoda yangi koordinatalarga o‘tish mumkin. Yangi koordinatalarga
o'tishdan asosiy maqsad ularni shunday tanlab olishki, uiarning ichida
mumkin gadar ko‘proq siklik Q. larbo‘lsin. Masalan, Qtsiklik koordi-
nata bo‘lib chigdi deylik. Unga mos keluvchi impuls bu holda o'zgarmas
harakat integrali bo'ladi: Pt= const. Asosiy maqsad, yuqorida aytilga-
nidek, yangi koordinatalarni shunday tanlab olishki, uiarning hammasi
siklik bo'lib chigsin. Bu holda 5 ta harakat integralini topgan bo'lamiz,
harakat tenglamalari darhol integrallanadi.

Koordinata va impulslarni (7.154) formula bo'yicha o'zgartiril-
ganda umumiy holda Gamilton funksiyasi ham o'zgarishi turgan gap:
A->497, ammo bu almashtirishlarga qo'yiladigan asosiy talab —
uiarning natijasida harakat tenglamalari o'z ko'rinishini saglab golishi
kerak:

(7.155)
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Bunday xossaga ega bo'igan almashtirishlar kanonik almashtirishlar
deyiladi. Almashtirishlarning kanoniklik shartini keltirib chiqgaraylik.
(7.139) —(7.141) formulalar bo'yicha kanonik tenglamalami quyidagi
variatsion prinsipdan keltirib chigarilgan edi:

Gamilton tenglamalarining ko'rinishi o'zgarmasin deyilsa yangi
o'zgaruvchilarga ham liuddi shu prinsipni go'llash kerak:

Bu ikkala variatsiya bitta hagigiy harakat trayektoriyasiga olib kelishi
kerak, fagatgina, bu trayektoriya har xil o'zgaruvchilar tilida yozilgan.
Ikkala variatsiya nolga teng bo'lishi uchun integral osti ifodalar bir-
biridan koordinata va impulslarning funksiyasi bo'igan funksiyaning
to'liq differensialigagitia farg qilishi mumkin. Bu holda bir integral
ikkinchisidan shu funksiyaning chegara nuqtalardagi o'zgarmas giymat-
larigagina farg giladi. O'zgarmas sonning variatsiyasi nolga tengdir.
Demakl®
p,dg, - PjdQt+ (H'-H)dt = dF. (7.158)
Paydo bo'igan funksiya F kanonik almashtirishlarning hosil giluvchi
funksiyasi deyiladi. Ko'rinib turibdiki F = F{q,Q,i) va
dF _ dF dF
<7M1591
Bu birdan bir mumkin holmi? Yo'q, hosil giluvchi funksiyaning argu-
mentlarini boshgacha gilib ham tanlab olish mumkin. Buning uchun
(7.158) chap tomonidagi —PdQ} hadni o'ng tomonga o'tkaziladi va
shu tomonni

dF+P,dQ, =d(F+L .)- QdP, (7.160)
ko'rinishga keltirib olinadi (bunday almashtirish Lejandr almashtirishi
deyilishini yana bir eslatib o'taylik). O'ng tomondagi QMP, hadni chap
tomonga o'tkazamiz. Yangi hosil bo'igan funksiyani F2deb belgilab:

lYana bir eslatib ketaylik, ikki marta uchragan indeks bo'yicha yig'indi ko'zda
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F2(q,Pj)=F(q,0j) + P,Qn (7-161)
uning differensiali uchun
dF2(q, Pj) =p,dq, + QjdPj + (H'~H)dt (7.162)
ifodani topamiz. Shu munosabat bilan birinchi paydo bo‘lgan hosil
giluvchi funksiyani F{ =F[(q,0j) deb belgilab olaylik. Yangi hosil
giluvchi funksiya uchun
_ 3F, »  3F,
~W’ H~H+~/- Inn>
Lejandr almashtirishlari yo‘li bilan yana ikki xil hosil giluvchi

funksiyalarni topish mumkin. Buning uchun (7.162) o‘ng tomonidagi
pdqg. hadni chap tomonga o'tkazib chap tomonni

dF2- Pjdgj =d(F2- ptqt)+ q,dp, (7.164)
ko'rinishga keltiramiz. F2- p,qf = F~(p,P,t) belgilash kiritib
dF3 - ~qldp,+0,dPl+{H"'-H)dt (7.165)

ekanligini ko'rish mumkin. To‘rtinchi va oxirgi ko‘rinish quyidagichadir:

dFA(p,Q,t) =-qldPI-P IdQi+{H"'-H)dt. (7.166)
Topilgan hosil giluvchi funksiyalarni keltirayiik:
Fx{q,Q,t), F2(q,P,t), F3(p,P,t), FA(p,Q,t). (7.167)

Boshqga variantlar yo‘qg.

Agar hosil giluvchi funksiya vaqtga oshkora bog'lig bo'Imasa
(hamma variantlarda ham) yangi va eski Gamilton funksiyalari teng
bo'ladi:

H'=H. (7.168)

Kanonik almashtirishlarga misollar keltirayiik.

7.6.1-misol. Bir o'lchamli garmonik ossillator uchun

Fi(q,Q.t) = “m(oq2ctgQ (7.169)

kanonik almashtirish yordamida yangi o'zgaruvchilarga o'ting.
Garmonik ossillatorning Gamilton funksiyasi bizga ma’lum:

{ A
H=1"+kL =l v et (7.170)

2m 2 m
\%

Hosil giluvchi funksiya vaqtga oshkora bog‘lig bo4magani uchun
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H'=H. (7.171)

Yangi va eski o°‘zgaruvchiiarni bog'laydigan munosabatlarni yozaylik:

p= 0% =m(0qctgQ} />= _ oF, 1m(OqZ_ ! (7.172)
L, dQ 2 sin“e ’
Bu munosabatlarni yechib quyidagi ifodalar osongina topiladi:
q'i :-If--sinan, p2= 2PmcocosQ>Q. (7 173)
mco
Demak,
H = Pco. (7.174)

Ko‘rinib turibdiki, Q siklik koordinata, demak, unga mos keluvchi kano-
nik impuls P saglanuvchi Kkattalik:

P = const. (7.175)
Buni kanonik tenglamalardan ham ko'rish mumkin:

d n n a dH

Birinchi tengiamadan darhol (7.175) kelib chigadi, ikkinchi tengiamadan
esa

Q=Q(t) =cat+P (7.177)

ckanligi kelib chigadi. 0 ‘zgarmas son ft boshlang'ich shartlardan anig-
lanadi. (7.175) ga kirgan o'zgarmasni topish givin emas. Garmonik os-
sillator uchun energiya saglanuvchi bo'lgani uchun (7.174) dan kelib
chigadiki

E
P O (7.178)
Eski o‘zgaruvchilarga qaytib kelaylik:
12P 2E
q(t) = . ----- sing = ------ j sin(cot +ft),
Vmco Vmco (7.179)

p(t) = \/2mPcocosQ = J2mE cos(a>/ + /3).

Biz kanonik tenglamalarni integrallash masalasini qulay bo‘lgan hosil
giluvchi funksiyani topib kanonik almashtirishlar metodi bilan osongina
yechdik. Albatta, misolning o0°‘zi giyin emas edi, ammo murakkab hollarda
ham shu metod qulaylik tug‘dirishi mumkmligi turgan gap.

Ikkinchi misolga o ‘tishdan oldin yana umumiy mulohazalarga gaytib
kelavlik.
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Yuqoridagi misoldagi kanonik almashtirishda hosil bo‘lgan yangi
umumlashgan koordinata va impulslarga garalsa ((7.173) ga garang)
ular odatdagi koordinata va impuls tushunchalariga to‘g‘ri kel-
masligini ko'rish mumkin, ularning o'lchamliklari ham koordinata
va impulsning oichamligiga mos kelmaydi. Kanonik almashtirishlar
koordinatalarni impulslar bilan bogiaganligi uchun yangi umum-
lashgan koordinatalar umumiy hoida oddiy fazoviy koordinata ma’-
nosini yo'qotishi mumkin. Masalan, yuqoridagi misolda Q umuman
oichamlikka ega emas. Ya’ni, kanonik formalizmida umumlashgan
koordinata va umumlashgan impulslar o‘zining boshlang'ich ma’-
nosini yo‘qotishi mumkin. Shu sababdan (Q,P) juftlikni, odatda,
kanonik qo‘shma o zgaruvchilar deyiladi. Ularning qaysi birining
fizik ma’nosi ganday boiishi konkret masalada ko‘rilgan konkret
kanonik almashtirishlarga bogiiq boiadi.

Bu holatga misol sifatida Q = p, P = - q almashtirishlarni keltirilishi
mumkin, bor yo'g'i impuls va koordinataning o'mini almashtirib
go'ydik, bu kanonik almashtirish ekanligini tekshirib ko ‘rish mumkin.

7.6.2-misol. Awalgi misolda ko‘rilgan almashtirishga kirgan chastotani
vaqtga bog'lig deb olylik:

F{q,Qj) = - nm(t)q2cigQ. (7.180)

Bunday almashtirish garmonik ossiilatorining chastotasi o'zgaruvchan bo'lgan

holga mos keladi. Bu hoida yangi o'zgaruvchilar tilida kanonik tenglama-

iarning ko'rinishi ganday boiadi va bu ganday qulayliklar beradi?
Yechish. Bu hoi awalgi holdan farq giladi. Yangi Gamilton funksiyasi

H' eskisiga teng emas:

Yangi va eski kanonik o'zgaruvchilar orasidagi bogianish o'zgar-
maydi:

Natijada yangi Gamilton funksiyasi uchun quyidagi formula olinadi:

© ‘
H’= Pco 1+ sin(20 (7.183)
v 20 /

Kanonik tenglamalarga kelaylik:
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P=P —cos(2Q), Q=0 1+-2-sin(20 (7.184)
f50) 20r /

N
Bu tenglamalar sistemasini ft)//ft)' « 1 boMgan holda g'alayonlanish
nazariyasi orqali yechish mumkin.
Quyidagi misollar kanonik almashtirish yordamida nochiziqli tebranish-
lar masalasini yechishga oiddir.
7.6.3-misol. Nochizigli ossillatorni olaylik:

(7.185)

Masala quyidagidan iborat: F2(x,P) =xP +ax2P +bP3 hosil qiluvchi

funksiyada a va b parametrlarni shunday tanlab olingki, yangi Gamilton
funksivasiga o'tilganida sistemaning kichik tebranishlari garmonik ko‘rinishga
ega bo'lsin.

Yechish. Yangi va eski kanonik o'zgaruvchilarni bog'laylik:

N =x+ax2+3bP2 (7.186)

Keyin ko'ramizki, a va b parametrlar masaladagi kichik pararnetr a ga
proporsional bo'ladi, shuning uchun ular bo'yicha faqgat birinchi tartibli
hadlar qoldiriladi. Mana shu birinchi tartibda eski o'zgaruvchilar vangiiari
orgali quyidagicha aniqglanadi:
p =P +2aQP\ x=Q-aQ" —3bP-~. (7.187)

Hosil giluvchi funksiya vaqtga oshkora bog'lig emas, shu sababdan yangi
Gamilton funksiyasiga o'tish uchun eski Gamilton funksiyasida mana shu
almashtirishlarni bajarilsa vetarli (eslatib o'tamiz, a va b parametrlar bo'yicha
chizigli yaginlashuvda qolish kerak, undan tas'tgari, c,b ~ a, shu sababdan
a a, ab hadlar ham tashlab yuboriladi):

q =- +— Qr + (2a- 3bof)QP~ + (a/3 - aor )QJ+m (7.188)

Oxirgi ikkita nochizigli hadlar bo'Imasligi uchun
2a- 3bw2 =0, a =3aco’ (7.189)
bo'lishi kerak. Bu degani.

a ,  2a
(7.190)

Demak,
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P:P+§(I()2P' X:Q"'%_QZ' gI.IJP 2- (7.191)

Yangi H="P 2+ ~Q 2 Gamilton funksiyasi uchun yechimlar bizga

ma’lum:
Q = Acoscot, P —€0Asin cot. (7.192)

Bularni (/.191) formulalarga qo'vilsa nochizigli tebranishlar masalasini
birinchi tartibli yaginlashuvda yechgan boiamiz:
? ?
A~ A
X —Acos cot---e-)f—H-E---coslmt. (7 193)
2co- 6002

7.6.4-misol. Quyidagi ko‘rinishdagi angarmonik ossillatorni olaylik:

H=— +A% —+—x4, (7.194)
2 2 4

Agarda (5.1) da m = 1 desak, mana shu Gamilton funksiyasi olinadi.
Hosil giluvchi funksiva sifatida

F2 = xP + ax3P +bxP3 (7.195)
ni ishlatib yuqoridagi angarmonik ossillator tebranishlarini toping.
Yangi va eski o‘zgaruvchilarni bogiaylik:

E - %l> = P +3ax'P +bPI; = Ly =x+ax' +3be£. g 196)}
X aP

Bu sistemaui iteratsiyalar yordamida yechish mumkin. Keyin koiamizki,

a va b paramctrlar masaladagi kichik parametr /3 ga proporsiona! boiadi,

shuning uchun ular bo‘yicha yuqori tartibli hadlar tashlab yuboriladi. Ko'rish

giyin emaski,

x =9 -AL.=(0- ax3)(1- 3bP2- m¢)- Q- aQ3- 3bQP2+mm (7.197)
1+3bP2

Buni hisobga olib quyidagiga kelamiz:

p= P+bP3+3aP(Q-aQ3-1bQP2+ess) = P+bP3+3aPQ2+mm (7.198)

Hosil qiluvchi funksiya vagtga oshkora bogiiq emas, shu sababdan yangi
Gamilton funksiyasiga o‘tish uchun eski Gamilton funksiyasida (7.197) va
(7.198) almashtirishlarni bajarish yetarli:
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H < +-2-Q2+bpA +3{a—bcol)Q2P 2+ P waws \Q\ (7.199)

Awalgi misoldan fargli o‘laroq bu holda a va b parametrlarni hech ganday
tanlab olganimiz bilan F haddan qutila olmaymiz. Shuning uchun bu gal
boshgacha yo‘l tutamiz. (7.39) misolni eslaylik. Agar P4 haddan qutula
olmas ekanmiz, Gamilton funksiyani (7.39) ko‘rinishga keltirishga harakat
gilaylik. Buning uchun

2 2 2 2
(7.200)
=— + g2+—P4+ 04+ Q'-P2
2 4 4 2
ifodani (7.199) ga tenglashtirish kerak. Buning uchun
(7.201)

32 8(on
bo'lishi kerak. (7.39) ko‘rinishdagi Gamilton funksiyasi uchun
Q = Acoscot, P =-coQAsmcot, 002 = (1+2XEOQ)oc0 (7.202)

edi. Bizning holimizda ((7.40) ga garang) EO-~A <0. Demak, nochizigli
tebranish uchun birinchi tartibda quyidagi topildi:

i3 a3
3251m| Q - 200 QP-. (7.203)

Trigonometrik almashtirishlar bajarilganidan keyin quyidagi ifoda hosil bo'ladi:

-Q-

33A2

PA~
60~ coscot+§-cosscot, ©— 1+ <0. (7.204)

7.6.2. Kanonik almashtirishlar va Puasson qavslari

Bizga gandaydir bir almashtirish berilgan bo'lsin:
(9,92,Pi,P2,-;Ps)=*(Qi,Q2>--->Qs>pi>P2>-"Ps)- (7.205)

Puasson gavslarining bu almashtirishlarga nisbatan invariantligi:
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{f.s}pg-{f.g}RQ (7.206)
ularning kanonikligining zaruriy va yetarli sharti ekanligini isbot gilaylik
(qaysi o‘zgaruvchilarga nisbatan hosilalar hisoblanayotganini gavslaming
0°‘ng tomonidagi indeksi sifatida belgilandi).

Zaruriylik shartidan boshlaylik (ya’ni, (7.205) ni kanonik deb undan
(7.206) ni keltirib chigaramiz). Isbotni ikki bosqichga bo'lamiz. Birinchi
navbatda

(7.207)
ekanligini ko ‘rsataylik.

o/ W, ef R) VF 9 a2l 3/ "fa
dPk dgk dgk 3pk | jLA 3k dgkdQi gk dpkdQt

3/ 3w df 3 3/ bpk bf da ~ 3/
1 apk L, dgk dgk WL gpk I LmA dpkdQ, dgk 3g, e,
(7.208)

Oxirgi tenglik belgisiga o ‘tishda murakkab funksiyaning hosilasi uchun
zanjir qoidasidan foydalanildi. Huddi shu yo‘l bilan (7.207) ga kirgan
ikkinchi formulani ham isbot gilish mumkin. Bu formulalarning natijasi
sifatida

= ipRQ” P4= (7-209>

munosabatlarga kelinadi.

Olingan natijalar asosida asosiy bo'igan (7.206) formula isbot
gilamiz. Ishni soddalashtirish uchun bir oichamli holni ko'raylik, ko‘p
oichamli holga o‘tishni o:quvchiga havola gilamiz. Keyingi hisoblarda
ham murakkab funksiyaning hosilasi uchun zanjir qoidasi asosiy bo ‘ladi:



Ifodaning o‘ng t( onini ochib chiqgilsa sakkizta haddan to‘rttasi
gisqaradi. Qolgan idlar yig‘ib chiqgilsa va (7.209) ning uchinchisini
go‘llanilsa izlagan ntnuia hosil bo‘ladi:

"dP dQ _ 2QdP 4 .
Adp dq dp dq \_f S}FQ {PAQ} ({] -s}pO (7-211)
Endi yetarlilik shartiga o‘taylik (ya’ni, (7.206)-bajarilganida
(7.205)-almashtirish kanonik ekanligini ko‘rsatamiz). Buning uchun

yangi o‘zgaruvchiiar uchun harakat tengiamalarini topaylik. Q dan

boshiaylik:
W g, dx,
3pk
I EAH _ dQ: 34 (7.212)
didk aPx  gPx Mk
Ammo
(7.213)
va, demak, (7.207) bo'yicha
d
dt‘QF{H.Q,)pq: (7.214)

P. uchun ham kanonik tenglama olishimizni huddi shunday yo‘l
bilan isbot gilish mumkinligini o‘quvchiga havola gilamiz.

7.6.3. Kanonik almashtirish va harakat

Kanonik o'zgaruvchilarning t vaqt momentidagi giymatlarini qt, pt
va t + At vaqgt momentidagi giymatlarini g™A, pA deb belgilaylik.
Ta’sir integrali uchun

ds = - Pid(h) (7,215)

(bizning holimizda dt —dtb=0, chunki harakat boshi va oxiriga mos
keluvchi vaqt momentlari aniqdir: t=t, tl-tJ-At) ifodani (7.158) bilan
tagqoslansa qi,pi dan &+0,/>#1 ga o‘tisimi kanonik almashtirish deb
garash mumkinligi tushuniladi, bunda ta’sir integrali S hosil giluvchi
funksiya rolini o ‘ynaydi.



7.7 Integral invariantlar

7.7.1 Fazaviy fazodagi integral invariant

Ba’zi bir hollarda oddiy uch o‘lchamli fazo yoki umumlashgan
koordinatalar fazosi konfiguratsionfazo deyiladi. Kanonik formalizmga
o'tganimizdan keyin biz uchun koordinatalar va impulslar {qr p.,
i=l,...,s} mustaqgil o'zgaruvchilar boMib goldi, shunga yarasha mana
shu o'zgaruvchilardan tuzilgan 2s o'lchamlifazaviyfazo tiliga o'tishimiz
magsadga muvofiqdir. Agar bir oMchamli harakat hagida gap ketayotgan
bo'lsa bu 2 o'lchamli fazo - tekislik bo'ladi.

Faraz gilaylik, t{vaqtda ko'rilayotgan sistema fazaviy fazoda ma*
lum bir hajmni egallasin. Bir oMchamli hoi uchun bu hajmni 7.2-
rasmdagi yx konturning ichidagi soha sifatida ko‘rishimiz mumkin.
Vaqt o'tishi bilan sistemadagi umumlashgan koordinata va impulslar
o'zgara boradi, shunga yarasha, sistemaning fazaviy fazodagi egallagan
sohasi ham o'zgara boshlaydi. Fazaviy fazodagi har bir nuqgtaning

trayektoriyasi
oH dH
Pi=" &' = =1.A (?-216>

tenglamalar sistemasiga bo'ysunadi. Agar sistema bir-necha zarralardan
tashkil topgan boisa uning fazaviy fazodagi traektoriyalari majmuasi
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fazaviy ogimni tashkil giladi. Yana bir o'lchamli holga gaytib kelsak t2
vaqtda sistemaning egallagan fazaviy hajmi 7.2-rasmdagi y2konturning
ichidagi sohadir. Shu rasmdagi y{dan y2tomon yo'nalgan chiziglar
fazaviy oqimni ifodalaydi.

Quyidagini isbot qilaylik:

(7.217)

bu yerda p-dq=pxdq[+ p2dq2 +emm+ psdqs. Bu formulaga kirgan in-
tegral Puankarening universal integral invariant deyiladi. Olingan
formulani

7

ko'rinishda tushunish mumkin. Konturning ustida vaqt o'zgarmagani
uchun vaqt bo'yicha hosilani integral ostiga kiritishimiz mumkin:

Qhirgi integral to'lig differensiaidan yopiq kontur bo'yicha olmgani
uchun avnan nolga teng. Detnak,

Yy
Bu integral ihtiyoriy yopiq kontur g bo'yicha nolga teng bo'lishi
uchun integral ostidagi ifoda gandaydir funksiyaning to'liq differensiali
bo'lishi kerak:

pdg-qdp =-dH

Shu tarzda tanlab olingan funksiya uchun kanonik tenglamalarni
olamiz:

. 4=— (7.218)

Haqiqatda 7.218 -dan 7.217-ni keltirib chigarish ham mumkin, ya’ni,
7.217-ning bajarilishi uchun kanonik tenglamalarning bajarilishi yetarli
va zaruriydir.



7.7.2. Liuvil teoremasi

Quyidagi munosabatni isbot gilaylik:
S
jp-dg =jj~ dpidg, (7.219)
y S I=l
Bu yerda S —g egri chiziq bilan chegaralangan sirt. Isbot uchun
2s - olchamli fazaviy fazo koordimatalarini {x.}=L, x, , X3={1?,,

pv ..., ps, qi; g2 q) deb belgilaylik va L4 }={0,0 ,... ,0, p{{p2...,p)
vektorni Kiritaylik. Bu belgilashda

22
)p-dg-j>""Ajdxl
y Y /=1
bo‘ladi. Stoks teoremasi bo‘yicha
1 22 . . i OAn
=-JJ £ dx'dxl('u'—Ai—
dx'  dxJ

y i=i 1ls i
Aivektor sifatida yuqoridagi tarifdan foydalanib 7.4-formulani olamiz

(Stoks teoremasiga kirgan dx! dxlintegrallash elementi dx' dxi=- dx! dx'
goidaga bo‘ysunadi, ya’ni, u yo‘nalishga ega bo‘lgan sirt elementidir).

7.217- va 7.19-formulalarni tagqoslash harakat davomida M2 > a
5 <1

integral-ning saqglanishini bildiradi. Chuqur matematik muloxazalar
asosida

\]]]]Xd Pid4,dPjdclj V\]]]]]] X d Picch dP] ddl j dPkd4k (7.220)

i*7=1 i*j?k=
va h.k integrallarning ham invariant bo‘lishini isbot gilish mumkin.

Bunday isbot [14] kitobda keltirilgan, isbotning murakkabligi uni bu
yerda keltirishga imkon bermaydi. Misol sifatida bir va ikki o‘lchamli

hollarni qaraylik: 1) bir olchamli holda 7.219 ning o‘ng tomoni jdp {doq"
bo‘ladi, bu - sistemaning fazaviy hajmi; 2) ikki o’lchamli holda ikkita
invariantga egamiz: ~(dpxdgx+dp2dqg2) va , ikkinchisi shu

ikki o‘lchamli sistemaning fazaviy hajmi.
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Harakat, 7.6.3-da isbot gilinganidek, kanonik almashtirishning
hususiy holi. Shuni hisobga olib quyidagi umumlashtiruvchi ta'rifni
gabul qgilaylik:

Fazaviy fazoda quyidagi koordinat almashtirishlar berilgan bo ‘Isirt:

(@, qv =,qd5prpv.  ’p) ->(Qt>Qv >@>pr p2z> -p)-
Agar

(">p-dg = (P-Q
Yy Y

bo1sa bunday almashtirishlar kanonik almashtirish deyiladi.

Misol 7.7.1. 7.6.!. paragrafda kanonik almashtirishlar kanonik tenglama-
larning ko‘rinishini saqglaydigan almashtirishlardir deb ta’riflangan edi.
Hozirgi ta’rifimiz awalgi ta'rifni o‘z ichiga olishini bir hususiy hoida — bir
o'lchamli sistema uchun vaqtga bog'lig bo'Imagan almashtirishlar misolida
ko‘rsataylik.

7.221 -formuladan ko'rinib turibdiki integral ostidagi ifoda to'liq diffe-
rensiai bo’lishi kerak:

(7.221)

pc/g-PdQ =ds ,

Bir o'Ichamli hoida: pdg—PdQ —dS m Q = Q(p,q) ekanligini hisobga
olib bu formulani

pa/q—|5>(-d—Qd’q+Qc-)dp :(p- p‘(qu dh—ﬁ{%—-(:—d'p

ko'rinishga keltiramiz. Q'ng tomondagi ifodaning to'liq differensialligi
sharti:

A Pse 3 >30

dp q dg dp

Bu formulani ochib chigsak {P,Q}=\ ekanligi kelib chigadi. Demak, yangi
0;zgaravchilarda Puasson gavsi saglanar ekan. 7.6.2-paragrafda isbot gilingani
bo'yicha Puasson gavsining saqlanishi almashtirishning kanonikligining
yetarli va zaruriy sharti edi.

7.219-ni hisobga olib kanonik almashtirish davomida (intcgrallash
sohalarini / va I deb belgilaylik)

(7.222)

bo‘lishi kerak degan hulosaga kelamiz. Bir o'lchmali hoida bu formula

226



Jdpdg = 1 dPdQ

Yy r
ko'rinishga ega bo'ladi. y — (p, @) o'zgaruvchilar tilidagi boshlang'ich sirt,
r— (P, Q o'zgaruvchilar tilidagi sirt. Demak, kanonik alamshtirishlarda
bir o'lchamli sistemaning fazaviy hajmi saqlanar ekan.

7.220-formulaga olib kelgan mulohazalarni davom ettirsak, /, j, k, .. .

indekslarning sotii s ga teng bo'lganida invariantlikni 7.222-ma’noda tushunib
quyidagi natijaga kelamiz:

dpidc/ldp~,dg1 m-dpsdqs = J dPldQ{dP2dQ2 mmsdQs  (7.223)
Yy r
Ijshbu tasdiq Liuvil teoremasi deyiladi. Chap tomondagi integral s- ta
crkinlik darajasiga ega bo'lgan sistemaning fazaviy fazodagi hajmi, o'ng
iomonda esa shu sistemaning yangi kanonik o'zgaruvchilarga o'tilgandan
keyingi fazaviy hajmi. Demak, kanonik almashtirishda sistemaning fazaviy
fazodagi hajmi o'zgarmas ekan.

7.8. Mopertyui prinsipi

Gamilton funksiyasi vaqtga oshkora bogiiq bo'Imagan holda ener-
giva saglanadi:
tf(q,p) = £\ (7.255)

Bu shart 2s o'lchamli (j —erkinlik darajalari soni) fazaviy fazoda 25 —
I o'lchamli sirtni aniglaydi.

Masalan, 5 = 1 bo'lsa fazaviy fazo tekislik bo'ladi, yuqoridagi
shart esa shu tekislikdagi chizigni beradi. Konkret misolni garaylik:
garmonik ossillator uchun

h=pL+? *V =e (7.256)
m 2

shart (q,p) tekislikdagi ellipsni beradi. Demak. E energiyalik chizigli
ossillatorning tebranishi davrida fazaviy tekislikda uni ifodalaydigan
nugta mana shu ellipsni chizib chigadi.

Harakat fagatgina 25 —1o0'lchamli sirtning ustidagina bo'lishi mum-
kin, shu jumladan, boshlang'ich q = gava oxirgi g = gbnuqtalar ham
mana shu sirtning ustida yotadi. Bu holda variatsion prinsipni ganday
ko'rinishda olganimiz qulaydir? Shu savolga Mopertyui prinsipi javob
beradi.
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(7.139) formulani (7.224) holda quyidagicha yozib olish mumkin:

S=1Pld4i-E (i-t0), (7.257)
bunda —harakat boshi momenti. Paydo bo‘lgan
So=JPiddi=]p dq (7.258)

kattalik gisqartirilgan ta’sir deyiladi.
(7.255) shart o ‘rinli bo'lganda (7.258) ta’sirning minimumi
5S0=0 (7.259)

harakat trayektoriyasining ko‘rinishini berishini isbot gilaylik. Ushbu
tasdig Mopertyui prinsipi deyiladi. Buning uchun (7.255) shartni pt ga
nisbatan yechib oldik deylik:

PI1=K(V,Q,T,E), (7.260)
va magsadimizga muvofiq bo'lgan quyidagi belgilashlarni ham Kkiritib
olaylik:

P={n.P3.---.n}, Q={7203>->2v)> T=-qx (7.261)
Natijada

p dg=PdQ-A'dr (7.262)

tenglikni olamiz, o‘ng tomonda paydo bo'lgan formada K ni yangi
Gamilton funksiyasi va T ni yangi vaqt deb qaralsa Soning ko ‘rinishi
yangi o'zgaruvchilarga nisbatan to'liq ta’sirning o'zi bo'ladi. Demalk,
(7.157) asosida harakat tenglamalari sifatida quyidagi tenglarnalarni
olish mumkin:

P K dQ <K
T dQ’ dT up' (7.263)

2s —al o'lchamli (7.255) shart bilan chegaralangan fazodagi harakat
tenglamalari mana shu ko'rinishga ega bo'ladi.

Olingan tenglamalar kanonik tenglamalarga o'xshasa ham uiarning
ma’nosi bir oz boshqachadir - bu tenglamalar trayektoriyaning vaqt
o'tishi bilan o'zgarishini emas, balki shu trayektoriyaning 2s o'lchamli
fazodagi ko'rinishini beradi, chunki ular sistemamizning umumlashgan
koordinatalari va impulslarini bog'laydigan tenglamalar sistemasini
tashkil giladi.

Buni tushunish giyin emas, bu tenglamalardagi «vaqt» T haqigatda
gxkoordinata va «energiya» - hagigatda impulsning birinchi kompo-
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nentasi p{dir. Demak, bu tenglamalar 2s o'lchamli fazaviy fazodagi
trayektoriyaning geometrik ko'rinishini beradi. Demak, (7.259) variatsion
prinsip (7.255) shart o‘rinli bo‘lgan va sistemaning boshlang‘ich va
oxirgi holatlari berilgan holda harakat trayektoriyasini berar ekan.
Qisqartirilgan ta’sirga boshga ko'rinish beraylik. Bir tomondan

jP.dgi=\"-4At=j2Tdt = jI(E-U)dt. (7.264)

Bu yerda ikkinchi tenglikdan keyin Eylerning bir jinsli funksiyalar
hagidagi teoremasini go'llanildi. Ushbu formuladan vaqtni yo‘q qili-
shimiz kerak, chunki fagat trayektoriyani gidiramiz. Ikkinchi tomondan

]jt: - u_ 1 A YR = X av-dqidg
g AWLFOW=S = ETG)
(7.265)
Demak,
N=Jpdp=~jr"E-U~r"dq]j. (7.266)

Endi Mopertyui prinsipining aniq ko'rinishini berishimiz mumkin:
harakatning boshlang ich q va oxirgi q, nuqtalarini bog 1aydigan q =
q(t) trayektoriya H{p,q) = E shart bajarilganida quyidagi minimum
prinsipiga bo‘ysunadi:

SM"E-U”a.jdqAqgj =o0. (7.267)

Bu prinsipda vaqt hagida hech narsa deyilmaydi, berilgan boshlan-
g'ich qova oxirgi g4 nuqtalar orasidagi masofani sistema gancha vaqtda
bosib o‘tgani energiya E orqgali aniglanishi mumkin.

Agar bitta ozod moddiy nuqta hagida gap ketayotgan bo‘lsa

ld[
=— (7.268)
2\ dt;
bo'ladi, bunda dl —uzunlik elementi. Natijada
8jsjE-UdIl =0 (7.269)

prinsipga kelinadi. Bu yerdagi integral berilgan nuqtalarning orasidagi
trayektoriya bo'yicha olingan. Vaqtning ham boshlang'ich nuqtasi
berilgan, ammo oxirgi nuqtasi berilmagan.

Ozod zarracha uchun bu
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s\dl =0 (7.270)

shartni beradi. Bu esa ikki nuqgta orasidagi eng gisqa chiziq —to‘g‘ri
chiziq tenglamasi. Hagigatan ham, ozod zarradan to‘g‘ri chiziq bo‘yicha
harakat qiladi.

7.9. Gamilton — Yakobi tenglamasi

(7.136) tenglamalarning ikkinchisini olib garaylik:

(7.271)

Agar bu tenglamada impulslarning o‘rniga (7.136) ning birinchisini
ishlatsak

as ds dS 0)S 0

dt W7 oy (7.272)
ko‘rinishdagi birinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamani
olgan boiamiz. Bu tenglama ta’sir funksiyasi S(q,t) uchun bo'lib,
uning mavjudligi harakat tenglamalarini integrallashning yana bir
zabardast metodini beradi. Bu metodni o‘rganish uchun birinchidan
xususiy hosilali differensial tenglama (7.272) ning toliq integrali kiritaylik.
Ta’rifbo'yicha differensial tenglamaning to‘liq integrali uning shunday
yechimiki, unga kirgan mustaqil ixtiyoriy o'zgarmaslar soni tenglamadagi
mustaqil o‘zgaruvchilarning soniga teng boiadi. Bizning holimizda
mustaqil o'zgaruvchilar soni s + !, s ta koordinata va vaqt. Ta'sir
tenglamaga fagat hosila ostida kirgani uchun bitta o‘zgarmasni additiv
ravishda olishi mumkin:

5=/(/,9,92,....gs\axaz2,...,a,)+ a0, (7.273)
bunda a0,«%a2,...,an — ixtiyoriy o °‘zgarmas sonlar (integrallash

konstantalari).
Teorema (Yakobi):

d2s
(7.273) funksiya (7.272) ning toiiq integrali va det .
dgidg/
boisin. Unda
dH . a1 C
4, P,=-n1 > r=1>._.*
ocC/,
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sistemaning umumiy yechimi

ds » dS
p' = ?J-qf Pi= a—af (7.274)

munosabatlar bilan aniqlanadi, bunda /3. - yangi ixtiyoriy doimiylar.

,» ds _ds

da "an 4 =di(P'a’t) “ar toPiladi, topilgan qi larni Pi~”~"' ga
go‘yib Pi = Pi(P,a,t)lar topiladi.

Isbot: (7.273) dagi f(q,a,t) ni hosil giluvchi funksiya sifatida olaySik,

bunda a. lar yangi impulslar rolini o'ynasin: a = Pr Kanonik
almashtirish bajaraylik:

o, 3l
Q@ H'=H+3 (7.275)

l
Bu qatordagi oxirgi formula va (7.272) dan kelib chigadiki #'=0.
Demak, P =0, Yoki, f-=a,- =const, (),= const. OXxirgi

konstantalarni Qt=[ deb belgilashi bilan teoremamiz isbot bo‘ladi.
Gamilton funksiyasi vagtga oshkora bog'liq bo'Imagan holda ta’sir

S ~ S{- Ei ko'rinishga ega bo'lishini ko'rgan edik. Bu holda Gamilton—
Yakobi tenglamasi qisqgartirilgan ta’sir uchun yoziladi va

( ds,, £
do{ dg2 das T4 (7.276)
ko'rinishni oladi.

7.9.1-misol.
Garmonik ossiliatorni olib qaraylik:

H=R_ +ma2q2 (7.277)
2m 2
Gamilton funksiyasi vaqtga oshkora boglig emas. Demak, Gamilton—Yakobi
tenglamasining to'liq integralini S =-Et +W(q,a) ko'rinishda gidirish kerak.
W uchun

1w PRI 7.278
2m dq 4= (7.278)

tenglama olamiz. Uni integrallash giyin emas:
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Ta’sir S bitta o'zgarmas E ga bog'liq, tabiiyki, uni a = E deb olinadi. Ya’ni,
yangi kanonik «impuls» energiyaga teng bo‘lib chiqdi. To'liq integral aniglandi.
Endi Yakobi teoremasi bo'yicha /3=dS/BE dan koordinatani topish kerak:

/

= -I/I—1 arcsin g
@® v V2E ’ (7.280)

yoki

(7.281)

Voo
Tmpulsga kelsak

(7.282)

ifoda olinadi. Chizigli ossillator uchun harakat tenglamalari integrallandi.
7.10. 0 ‘zgaruvchilarni ajratish

7.10.1. Umumiy g‘oyalar

Quyidagi masaladan boshlaylik. (qv /?,) o'zgaruvchilar Gamilton
funksiyasiga fagat / (g{, p{) kombinatsiya orgali kirsin:
H =H{j\qup\),q2, p2,...,05,pSs).
f (qp p2 ning harakat integrali ekanligini isbot gilaylik. Harakat
integralini tekshirish uchun Puasson gavsini topamiz:

chunki/ fagat gqxva /> larga bog'liq. lkkinchi tomondan,



Bularni Puasson gavsiga olib borib go'ysak
{#,/} =0 (7.285)

ekanligi, ya’'ni f —harakat integrali ekanligi topiladi.

Ko‘rib chigilgan masala Gamilton—Yakobi tenglamasi uchun
o‘zgaruvchilarni ajratish metodining asosi boiib xizmat giladi.

Yugorida topgan natijani Gamilton—Yakobi tenglamasiga qoi-
laylik. (qv p{) o‘zgaruvchilar Gamilton funksiyasiga fagat / (<?, pt)
kombinatsiya orqgali kirgan bo‘lsin. Bu hoida quyidagi tenglamalarga
ega boiamiz:

das n ds_ .,/ _~dS dS ds
a-, —+H

) nT A2 4N-ms’t - 0. ,
L 1 9 ]50'2 093 0gs (7.286)
Hozir ko‘rsatilgani bo‘yicha a, = const. Agar shu sistemadagi ikkinchi
tenglamada g{o'zgaruvchini o‘zgartirilsa tenglamada hech narsa o'zgar-
masligi kerak. Buning uchun esa ta’sir

S =S'(g2mT,...,.qx. 200 ) + 5, (<) (7.287)
ko‘rinishga ega boiishi kerak. Aks hoida (7.286) sistemaning ikkinchi
tenglamasiga {dS/dg"i = 2,3,...,.?! hosilalar orgali ga bogianish Kkirib
golishi mumkin. Demak, gxkoordinata uchun toiiq hosilali

@sH @
tenglamaga keldik. Toiig hosilali tenglamani esa oddiv yoi bilan
integrallash mumkin. Shu bilan Gamilton—Yakobi tenglamasidagi
o0 ‘zgaruvchiiar sonini bittaga kamaytirgan boiamiz. Bu hoida qto‘zga-
mvchi ajratiidi deyiladi. Faraz qilaylik, shu yoi bilan boshga o0 ‘zga-
mvchilarni ham ajratib oldik. Agar sistema konservativ boisa ta’sir

AS I(9l,a a2, ..., al (7.289)

ko'rinishga keltirilgan boiadi. Bu hoida masala to‘liq integrallandi
deyiladi.

Toiiqg integralianish afsuski juda kam uchraydigan hoi. Uning
yetarlilik shartini quyidagi Liuvil teoremasildeyiladigan tasdiq ifo-
dalaydi:

Fazoviy hajmning saglanishi hagidagi Linvill teoremasi bilan adashtirmang.
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Teorema. Agar Lagranj funksiyasi
S S S

L=\ f (fofte-j ( 9 i )/ = (?1).  (7.290)
= =i =i
ko'rinishga ega bo‘lsa Gamilton—Yakobi tenglamasi kvadraturalarga
keltiriladi.
Isbot. Gamilton funksiyasini topish uchun quyidagi umumlashgan
impulslarni

p=fa\g)qr (7.291)
(7.6) ta’rifga olib borib qo‘yamiz. Natijada quyidagi ifoda hosil bo ‘ladi:

i V .y (7.292)

Bu yerdan Gamilton—Yakobi tenglamasini darhol olinadi:
LT X 0 s Uitai i
Ui(qi)~EF:{ql) o.
1 22,09,) | d4t | (7.293)
Yechishni

S0 = 5, (ry,)+ S2(q2) + mm+ S, (js) = (9, (7.294)
r-1

ko'rinishda qidirish tabiiydir. Bu holda (7.293) tenglama
1 rdSif

2aMi) >dgi |

ko'rinishga keiadi. Yiglindidagi har bir had fagat mos keluvchi g
gagina bog'liq, bu degani, mana shu har bir hadni gandaydir bir
o'zgarmas songa tenglashtirib qo'yish kerak:

+Ui(q,)-EFi(ql) o (7.295)

1 "ds, - . .
_ +Ui(qi)-EFj(qi)=ai, (7.296)
2aMi) \ 4 5
(7.295) bo'yicha
=0. 7.297
i=i> ( )



(7.296) dan 5. larni kvadratura ko'rinishida topib olishi giyin emas:

Si(4,) = )7, 9Ra, (qi){ai + EF #</,.)-£/,.(<29). (7.298)

Gamilton—Yakobi tenglamasining to‘liq integrali topildi, u v ta
o'zgarmas songa bog'lig bo'lib chiqdi:

E,ai,a2,...,ax|. (7.299)

asesa (7.297) tenglamadan aniqlanadi: as = -a, -...-asy Teorema
isbot gilindi.

Siklik o'zgaruvchilarga kelaylik. Ularga mos keluvchi umumlashgan
impulslar harakat integrallari ekanligini bilamiz. Shunday bo'lishi
kerakligi o'zgaruvchilarni ajratish metodi bilan hamohangdir. Koor-
dinata siklik bo'lganda u Gamilton funksiyasida gatnashmaydi. Natijada
(7.288) tenglama

ds,
— (7.300)

ko'rinishga kelib qoladi. Demak, ta’sir siklik koordinataning oddiy
chizigli funksiyasi bo'lar ekan:

5 =wAar (7.301)
O'zgarmas son a, esa shu koordinataga mos keluvchi impulsning o'zi:
P = «

Konservativ sistemalar uchun ta sirning vaqtga bog'liq gismi
S'(t ) = — Et ko'rinishga ega bo'lishini bu holda vaqtning Gamilton
funksiyasiga oshkora kirmasligi, ya’ni «siklik koordinata» bo'lishining
natijasi deb garash mumkin. Bu nuqtayi nazardan E >Tjqoridagi o'zgar-
mas a laming biridir, masalan, E = a0

O'zgaruvchilarni ajratib olish uchun koordinat sistemasini masalaning
mohiyatiga mos keladigan qilib tanlab olish juda muhimdir. Quyida
shunga bir necha misollar ko'ramiz.

7.10.2. Qutb koordinat sistemasi

Tekislik ustida markaziy maydon ta’sirida harakat gilayotganjismni
garaylik. Uning Gamilton funksiyasi:



Birinchidan, Gamilton funksiyasi vaqtga oshkora bogiig bo‘Imagani
uchun

S =-Et+ W{r,g>\ (7.303)
bunda birinchi o°‘zgarmas son aO=const=£ paydo boidi. Ikkin-
chidan, ® siklik koordinata boigani uchun

W(r,(p) = WI(r) +a @ (7.304)
Ko‘rinib turibdiki, op- dS/dep=p~ (yuqoridagi muhokama bo'vicha
ay =const = Ap). Shularni hisobga olib

S = -Et + Pp(p+ Wi(r) (7.305)

deb yozib olinadi. Gamilton—Yakobi tenglamasi quyidagi ko‘rinishga
keldi:

cl v pj
17 (7.306)
W uchun tenglama:
E I =]12m(E~U(r)) Py . (7.307)
Uning yechimi:
WY{r) =3d "2/« (£--C/(0)-~ (7.308)

Ta’sir uchun quyidagini topdik:

S =-Et+ pp(p+ \TrAZT(E-c/(r))-A- (7.309)

To‘liq integral topildi. U ikkita mustaqil o°‘zgarmas sonlarga bogiiq
boiib chiqdi: a0—£ va axp . Yuqorida keltirilgan Yakobi teoremasi
bo‘yicha trayektoriya va impulslarni topish mumkin:

as dr
B=-t+m

ae
2,n(E-U(r))- (7.310)
Vv
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» as C Pydr
A =T - =<P~\— = = N= =T -

A Jrr2n,(E-V(r))-£ <-311>

Bu tenglamalarning birinchisi r va t orasidagi bog'lanishni beradi,
ikkinchisi esa r va (porasidagi bog‘lanishni beradi. Agar potensial U(r)
berilgan bo'lsa, bu formulalar trayektoriyani to'liq aniglab bergan
bo'ladi. O'zgarmas sonlarga kelinsa [, boshlang'ich vaqt momentini,

esa boshlang'ich burchak momentini ifodalaydi.

Kepler masalasi

3.3- paragrafda Kepler masalasi yechilgan edi. Kepler masalasi
sferik simmetrik

Ups=-+ (7.312)

maydondagi jismning harakatini topishdan iborat edi ( 3.3 -paragrafdagi
a ni A ga almashtirdik, bu paragrafda a harfi boshga ma’noda
go'llangan). Lagranj funksiyasi (3.20) ifoda orqgali berilgan edi. Unga
potensial go'yilsa

Ko'rinib turibdiki, (7.302) Gamilton funksiyasining o0'zi olindi.
3.3-paragrafga to'lig mos kelishi uchun p=M deyish yetarlidir. De-
mak, (7.310) va (7.311) formulalar markaziy maydondagi moddiy
nuqtaning trayektoriyasi masalasini yechar ekan. Darhaqgigat, bu
formulalar boshgqa metod bilan awal topilgan 3.27- va 3.28-larning
o'zidir.

7.10.3. Sferik koordinata sistemasi

Sferik koordinata sistemasida Gamilton funksiyasi quyidagi ko'ri-
nishga ega bo'ladi:

2
H=— pieht 4.

+U(r,e,(p). 7.314
o P AT+, g +Ue(®) (7.314)
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Agar potensial

[t (o) = alr) + (O 4o
r- Tty (7J15)
ko'rinishga ega bo'lsa, Gamilton—Yakobi tenglamasida o‘zgaruvchilarni
ajratish imkoniyatiga ega bo'lamiz. Bu yerdagi oxirgi had fizik nuqtayi
nazardan ahamiyatga ega emas, bunday hadli potensiallar fizikada
uchramaydi. Shu sababdan u tashlab yuboriladi.
Gamilton funksiyasi vaqtga oshkora bogllig emas, demalk,

S =—Et+Sq.
Qisqartirilgan ta’sir uchun Gamilton—Yakobi tenglamasi quyidagi
ko'rinishga keltirilishi mumkin:
5 _.
1 1 1

va(r) .4 £ 0 & g
g — 54 a0 omtsmz gp .. (7.316)

Ko'rinib turibdiki, <« —siklik koordinata, demak,

350
P<l,=lhp=CnSt
saqlanuvchi kattalik (harakat integrali) ekan. Ya’ni,

S=—Ft+ p<p<p+ Si(/*,O). (7.317)
Shuni hisobga olib yuqoridagi tenglamani

1 139 *
b

2Min

L 9-r§E-|.“3S"€_-
) gszn\;dﬁp r 2 g 5 air)  (7.318)

ko'rinishga keltirib olamiz. Chap tomon fagat B ga bog'liq, o'ng
tomon esa fagat r ga bog'lig. Ya’ni, Gamilton—Yakobi tenglamasi

fagat va {/-,3M3r} ga bog‘liq kombinatsiyalarga keltirildi.
Umumiy nazariya bo'yicha
5,(r,0) = Sj(r) +5j(0) (7.319)

ko'rinishida izlanishi kerak. Natijada tenglama



ko'rinishga ega bo'ladi. Ixtiyoriy rva B uchun bu tenglik bajarilishi
uchun ikkala tomon ham gandaydir o'zgarmas songa teng bo'lishi
kerak. U a deb belgilansa, quyidagi ikkita tenglamaga kelinadi:

ds3{9) ds2(r)
b + —mmm—p~ -a, —
2mV dQ Q) 2«isin 0 P 2m dr

Bu tenglamalarni integrallash giyin emas:

+a(n+2 =E. (7.321)

Sidr hm TE-a(r)—2 % s3=jdeJ2m(a-b(6))- (7.322)
SitTA

Shu bilan, Gamilton—Yakobi tenglamasining to‘lig integralim topdik:

S=-Et+p (ot |dr 2m E-a(r)-~ 1#1d0j2m(a-b(6))—
| sm2

(7.323)

7.11. Ta’sir-burchak o‘zgaruvchilari

Finit harakat gilayotgan sistemani olib ko'ravlik.
Masala quyidagicha qo'yiladi: kanonik almashtirish yordamida

shunday yangi kanonik o'zgaruvchilar {Ik, dx) ni kiritaylikki, Gamilton

funksiya @ ga bog'liq bo'Imasin. Bu holda kanonik tenglamalar

(D)

K ,qcpK K ~3FK~ (7.324)

ko'rinishga ega bo'ladi. Birinchi tenglamadan Ik = const ekanligini
topiladi. A4 o'zgarmas /“largagina bog'liq ekan o'zi ham o'zgarmas

bo'ladi. Bu degani, const=< ya’'ni, gx=(okl+dak. Harakat

tenglamalari integrallandi, dk— o'zining ma’nosi bo'yicha burchak

ekan.
Soddalashtirish uchun bir o'lchamli holdan boshlaylik. Yuqoridagi

magsadni nazarda tutib {p,a}-*{1,d} kanonik almashtirishning hosil
gilish funksiyasi F2(1,q) ni topish kerak:



P=*M ~"®=D H aF2(l.q) = £(/). (7.325)
T dg =B U dg 9 T ' '
Hosil giluvchi funksiya vaqtga bogiig bo‘Imagani uchun yangi va eski
Gamilton funksiyalari bir-biriga teng. Uni energiyaga tenglashtirib
go'ydik.
Hosil qiluvchi funksiyani topaylik. /o'zgarmas bo'lganida (7.325)
ning birinchisidan

|/=consi ~ (7326)
ekanligiga kelinadi. 1 = 1(E) =const sirtning ustida qolishimiz kerak
bo‘lgani uchun umuman

(7.327)
&

deb olish kerak. Integral 1=1(E)—econst sirtning ustidagi qova q nuqtalar
orasida yotgan ma’lum bir haqiqiy trayektoriya bo'yicha olinadi. Finit
harakat haqida gapirilmoqda, burchak <>o‘zgaruvchi yopiq trayektoriya
bo‘yicha harakat gilib gaytib kelganda

(7.328)
bo‘lishi kerak. Ikkinchi tomondan

Al
* (7.329)

1{F)=const
integral 1(E) = const sirt ustidagi yopiq egri chiziq bilan chegaralangan
sirt yuzasini beradi.

Bu integralni ikki ma’noda tushunish
mumkin - 7.3-rasmda ko'rsatilganidek g0
dan g ga borishni yoki aylanmasdan
bevosita gq0->q borish, yoki yopiq kon-
turimizni n marta aylanib borish deb
tushunish mumkin. Kontur bo‘yicha har
bir aylanganda AF2 ga shu yopiq kontur
bilan chegaralangan sirt yuzasi giymatini
bir marta qo‘shgan bo‘linadi. Demak, F2

7.3-rasm, ganugtadan g funksiya bir giymatli aniglangan funksiya

nuqtaga bevosita borish yoki  emas ekan, unga mana shu sirt yuzasining

konturni n marta aylanib ixtiyoriy butun songa ko‘paytirilgan giy-
borish inumkin.
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matini qo‘shib qoyish mumkin ekan. Bu noaniglik dFJdq ga ta'sir
gilmasa ham ¢ =dF2dl ga ta’sir giladi. (7.328) shart F2 funksiyani
aniglashga xizmat giladi. Shu shart bajarilishi uchun

—AR2=2n
o (7.330)

bo'lishi kerak. Bu tenglik bajarilishi uchun o0°‘z navbatida

(7.331)

bo'lishi kerak. Integral yopiq kontur bo‘yicha bir marta aylanishga
mos keladi, ya’ni integrali yopiq konturning sirtiga teng.

Hosil bo'igan kattalik [ — ta’sir o Zzgaruvchisi deyiladi, unga
kanonik go‘shma bo‘lgan ¢ — burchak o %zgaruvchisi deyiladi. /
ning ta’rifidan ko'rinib turibdiki uning o'lchamligi ta’sirning va harakat
migdori momentining o‘lchamligiga teng, ¢ ning esa o‘lchamligi
yo‘g.

7.11.1-misol. Garmonik ossillator uchun ta’sir burchak o'zgaruvchilarini
toping.

p~ marq'
2m

H= uchun H =E «sirt» katta va kichik yarimo'qglari

bo'igan ellipsni beradi, uning yuzasi

nab = 2 — (7.332)
@

ga teng. Demalk,

o (7.333)

Huddi shu natijaga (7.331) integralni bevosita hisoblash orgali ham kelish
mumkin. Buning uchun awal H = E shartdan impuls topiladi:

(7.334)

Demalk,
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Bu integralda x = yfemE sin palmashtirish bajarib, uni <pbo'yicha 0 dan 2n

gacha integrallansa yana o°‘ha (7.333) natijaga kelinadi.
Burchak o'zgaruvchisini topish uchun harakat tenglamasidan foydalanamiz:

moaH (dIT1

*C 3 1k ] (7TH®6)
Demak, burchak o'zgaruvchi tebranish fazasining o‘zi ekan:
= col + 00 (7.337)
Shu bilan harakat tenglamalarini integrallamasdan turib jism harakati
aniglandi — bu harakat oo chastotali tebranish ekan.

Amplitudaning maksimal giymati E =mco2ql/2 shartdan topiladi:
2E - , . . o
4n ~ w--—-T- Biz yana o0'sha eski natijaga keldik:
2E 1
</(0 = J — «—cos(0>/+tf>0). (7.338)
Vm o

7.11.2-misol. Rotatorni eslaylik:

Bu yerda inersiya momenti A harfi bilan belgilandi (/ harfi band
bo'lgani uchun). Ko‘rish osonki

H ._4oH Py
— 37-0. (7.340)
yoki,
_Py
P(p-const, (p—-At + (0. (7.341)

Demak, rotator p /A chastotali aylanma harakat gilar ekan, uning
umumlashgan impulsi /; (harakat migdori momenti) saglanuvchan kattalik
ekan,

Ko‘p o‘lcliamli holga o'taylik. Sistema hamma koordinatlar bo'yicha
finil harakat gilayotgan bo'isin. Faraz gilayiik, hamma koordinatalar
bo'yicha o'zagruvchilarni ajratish mumkin bo'isin. Ma’lumki, bu holda
gisqartirilgan ta'sir uchun



so ~ X™Ojr,-) (7.342)
i

tasawurga ega bo‘lamiz. Umumlashgan impulslar

dSm
(7-343)
orgali mana shu ta’sirning tashkil giluvchi gismlari uchun
St =|p ;dg, (7.344)

deb yozib olish mumkin. Agar g. koordinata bir marta to‘liq finit
harakat qilib gaytsa .S ning giymati

ASO=ASi=$p dqt = 2nl, (7.345)
[

ga o'zgaradi. Bu sistemada ham «ta’sir-burchak» o ‘zgaruvchilariga
o0 ‘tish mumkin.

, _dsSn~ d S k(gk,n
@~ (7-346)
K

formula orqgali «burchak» o°‘zgaruvchilari Kiritiladi. Yuqoridagi hamma

gaplar bu holga ham ko’chiriladi —harakat tenglamalari:
;on 1 24()
'=0'N =~27T° <J-347>

uiarning yechimlari:
/, = const, A = 3 t+ c?_nst = 0j (1)t + const. (7.348)
J

Ko'rinib turibdiki, g koordinataning to'liq o'zgarishiga mos keluvchi
(I ning In ga o'zgarishi to'g'ri keladi:

AV (?..) ..V S/,
* b 31, Zjdl, (7.349)
K K

Ossillator va rotator misollarida burchak koordinatlaridan dekart koordi-
natlariga qaytilsa uiarning

x=Ae'v = AeM (7.350)
tasawurga ega bo'lishimizni ko'ramiz (kompleks tasavvurda). Bunday

narakatni davriy harakat deyiladi. Hozirgina ko'rdikki, agar finit harakat
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uchun o'zgaruvchilar to'liq ajratilsa har bir burchak o°‘zgaruvchisi
davriy bo‘lib qolar ekan. Bu degani, agar fmit harakatga mos keluvchi
biror F(p,q) funksiya berilgan bo'lsa bu funksiya har bir burchak
0 ‘zgaruvchisi bo‘yicha davriy bo‘ladi (davri — 2n:)- Demak, bu
funksiyani fourier-gatoriga yoyish mumkin:

P2l e wwn)z K Ae-sdsemt <] (7.551)

kr...,ks~ butun sonlar (— dan +°° gacha). A h..k koeffitsiyentlar L.

larning funksivalaridir. Har bir ¢/ning vaqtga bog‘ligligi (7.348) bo‘yicha
aniglangan. Bu formuladagi chastota @ larning nisbatlari umumiy hoida
ratsional sonlar boimagani uchun funksiya ham aniq davriy funksiya
bo‘imaydi. Aytmoqgchimizki, funksiya F, faraz gilaylik, q{ bo‘yicha

m
bir marta to'hq o‘zgardi, Wdp— -butunson bo'lgani uchun g2

koordinata bo‘yicha sistema boshlang‘ich holatga qaytib kelmaydi.
Agar, masalan, 2ao0=3co? bo‘lganda edi, q, koordinata bo‘vicha ikki
marta aylanib kelganda qg3bo‘yicha uch marta aylanib, boshlang‘ich
holatga gaytib kelgan bo‘lar edik. Bu hoida (ikki o‘lchamli sistemamiz)
haqiqiy davriy sistema bo‘lgan bo‘lar edi. Umumiy hoida, yuqorida
aytganimizdek, chastotalarning nisbatlari ratsional sonlarga teng emas,
bunday harakat shartli-davriy harakat deyiladi.

7.12. Adiabatik invariantlar

7.4-rasmda ko‘rsatilgan mayatnikni olyiik.
Mayatnikning chastotasi uning uzunligiga
bogiiqligini bilamiz: o) =yfg™N.

Faraz gilaylik, uning uzunligi juda sekin
0 ‘zgarayotgan bo‘lsin. Juda sekin deganini
quyidagicha tushuniladi:

1 dco
g cos & od T (7.352)
T=2k/0) boigani uchun bu ta’rif bir davr
Rasm 6: Uzunligi ichida chastotaning o°‘zgarishi shu chastotaga

0°‘zgaruvchan mayatnik. nisbatan juda kichik son ekanligini bildiradi.
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Mayatnik tashqi kuch ta’siri ostida bo‘lgani uchun uning energiyasi
saglanmaydi. Ammo, shunga garamasdan, sistemaning parametri 0
juda sekin — adiabatik ravishda — o‘zgarayotganligi ma’lum bir
saqlanuvchi kattalikning mavjudligiga olib keladi. Bunday kattaliklarning
umumiy nomi adiabatik invariantlardir.

Yuqoridagi mulohazalar Unit harakat gilayotgan ixtiyoriy sistemalar
uchun o‘rinlidir. Mayatnikning chastotasi o'rniga sistemaning ixtiyoriy
gandaydir parametrini ko‘z oldiga keltirsak bo'ladi.

Adiabatik invariantlar sifatida awalgi paragrafda kiritilgan kanonik
ta’sir o‘zgaruvchilarini olish kerakligini ko'rsataylik. Buning uchun
yana mayatnikka qaytib kelaylik. Uning uzunligi sekin o‘zgarishi
natijasida ustida bajarilgan ishni topaylik. Bu ish ikki gismdan iborat
—tortishish kuchi mg cosgrga garshi ish va markazdan gqochma kuch

mv2ll - ml<p2 ga qarshi ish:

H
A -- | (mgcos<p+m<pl)dl. (7.353)
/

Shart bo‘yicha bir davr ichida Al juda kichik, shuning uchun bu
formulani

A =-("mgcos(p +mi<p2|a/ (7.354)
ko'rinishda olamiz, bu formuladagi ustchiziq bir (g‘alayonlanmagan)
davr ichidagi o'rtacha giymatni ifodalaydi. Tebranish burchagi kichik

ekanligini hisobga olib cos<p = I-<p2/2 almashtirish bajaraylik:

/
A = -mgAl Al = -mgA! +AE. (7.355)

Birinchi had muvozanat nugtasining yuqoriga ko‘tarilishiga mos keladi
va biz uchun qiziq emas, ikkinchi had esa tebranma harakat ener-
giyasining o ‘zgarishiga mos keladi. Kichik tebranishlar uchun mayat-
nikning energiyasi

(7356)
2 2

edi. Ma’lumki, garmonik tebranish uchun (p=%cosat bo‘ladi, bu degani

7 = = (7'357)
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Shularni hisobga olib

AE =--mg(plAl, E =—mglfpl, (7.358)
yoki
AE _ 1[4/
£ (7.359)
ekanligiga ishonch hosil gilamiz. Ikkinchi tomondan,
A Aft) is
T -~'"Y T (7'360)
Demak,
AE _ Ao
E (7.361)
Bu tenglik integrallansa
6: const (7.362)

munosabatga kelinadi. Hulosa: mayatnik uchun energiya Eva chastota
w uning uzunligiga bog'liq, uzunlik o‘zgarsa ular o‘zgarmasdan
golmaydi, ammo E/co nisbhat uzunlik adiabatik o'zgarganda o‘zgar-
masdan qolar, invariant ekan. Avvalgi paragrafda ko‘rgan edikki,
/ = E/m kattalik mayatnik uchun ta’sir o‘zgaruvchisi edi.

Shu xususiy misolda topilgan natija — ta’sir 0 °‘zgaruvchisining
adiabatik invariantligi —umumiy bo'lib u hamma hollarda to ‘g‘ridir:
ta’sir o °‘zgaruvchisi

pdq
2k
adiabatik invariantdir.
7.12.1-misol. L,(r) =-a/r maydondagi harakat uchun ta’sir burchak

o0 ‘zgaruvchilarini loping.
Gamilton funksiyasi:

' i a
H=—prs"!

om - (7.363)

(7.10.2) paragrafda ko‘rgan edikki, bu holda o'zgaruvchilar ajraladi. pr
uchun olingan ifoda quyidagicha edi ((7.307) ga garang):
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= _q\_ly‘L: I 2m \e'+ --------- (7364)

dr \Y/ 1" r r2

Py = M deb belgilab va ko‘rilayotgan maydonda finit harakat energiyasining
manfiyligini hisobga olindi. Sistemada ikkita erkinlik darajasi bor —r va
9. Ularga mos keluvchi ta’sir o'zgaruvchilari:

2m

= (7-365)
0
max /
. i 2nia  n/* n .
dr. - 2/9 £ Yoo — = -—M /1 ift)
1 -2 V2E (7.366)
Oxirgi integralda
/nax
gdr=2 J dr

ekanligini hisobga olindi. Energiyani ta’sir o‘zgaruvchilari orqali ifodaiash
mumkin:

ma

7.367
2 r ( )

(3.40)-formulalarga nazar tashlansa orbitaning parametri va ekssentrisiteti
uchun

L 2
p=—, e (7.368)
Ta

Masalada ikkita parametr bor - mva a . Ta’sir o'zgaruvchilarining adiabatik
invariantligidan quyidagi hulosaga kelinadi: agar a va m sekin o0‘zgarsa
orbita parametri ularga teskari o'zgaradi, ekssentrisitet o‘zgarmaydi. Energiya

Ir va 19 lar bo'yicha aynigan, ya’ni uiarning yig'indisi o0 ‘zgarmasdan har

birining o0‘zi o'zgarsa energiya o'zgarmaydi.
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7-bobga mashqglar va savollar
I Quyidagi Lagranj funksiyalariga mos keluvchi Gamilton funksiyalarini
toping:

X~+V
c)L + XV + X ; dL +XV- VY,

2. Quyidagi Lagranj funksiyasi uchun Gamilton funksiyasini toping:

3. Avvalgi misol uchun Gamilton tenglamalarini tuning.

4. Eyler hurchaklari 9,<py/ ni umumlashgan koordinatlar sifatida olib
simmetrik pirildog uchun Gamilton funksiyasini toping.

5. Tashqgi maydondagi zurrachaning Gamilton funksiyasini sferik va
silindrik sistemalarda toping.

6. Sistemaning Gamilton funksiaysi sistemaning bir butunligicha cheksiz
kichik siljishida o zgarmasligidan impulsning saqlanish qonunini kelib
thigishini ko Tsating.

7. Sistemaning Gamilton funksiaysi sistemaning bir butunligicha cheksiz
kichik buralishida o Zzgarmasligidan impuls momentining saglanish gonunini
keltirib chigaring.

8. Quyidagi Gamilton futiksiyasiga mos keluvclu Lagranj funksiyasini
toping:

9. Og'ir simmetrik pirildog uchun Raus funksiyasini tuzing.
10. Quyidagi Puasson qavslarini hisoblang:

ay{ Mm , 6 ) { b *M,a *r}

c){b-M ,c-M }; ri)y{M rp};
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g){ft.M2}; fo{n ,p2}

11. U=—a/r maydonda M saqglanuvchan kattalik ekanligini Puasson
gavslarini ishlatib ko ‘rsating.

12. 3-bobdagi (3.3)-misolda kiritilgan Laplas vektori A = [vM]- —

ning harakat integrali ekanligini Puasson gavslari orgali isbot giling.

13. F2(q,P) =q2ep hosil giluvchi funksiya olib keladigan kanonik
almashlirishlarga olib keladigan Ft[(p,Q) hosil giluvchi funksiyani toping.

14. F2(q,P) =qInP  hosil qiluvchi funksiya bajaradigan kanonik

almashtirishlarni toping.
15. Jismning tashgi tortish maydonidagi Gamilton funksiyasi

2

H = o +mgx hosil giluvchi funksiya F-,(icP) = XP -mgxt ga mos keluvchi
m

kanonik almashtirishdan keyin ganday ko'rinishni oladi?
M

i funksiya yordamida bajarilgan almashtirish
I

f(qgJ) funksiya bo'yicha chizigli boiganda kanonik ekanligini isbot qgiling.

17. Lagranj funksiyasi L(q,q,t) ni L'[qg,qj) = L(qg,q9.t) + ga

almashtirish, bunda f(q,t) — ixtiyoriy funksiya, harakat tenglamalarini
o'zgartirmas edi. Ushbu almashtirish kanonik almashtirish ekanligini ko‘r-
sating va unga mos keluvchi hosil gilish funksiyasini toping.



8-bob. SUYUQLIKLAR MEXANIKASI

8.1. Uzliksizlik tenglamasi

Suyuglik vagazlarning mexanik harakatini o'rganganda ularni tutash
muhit sifatida ko‘riladi. Jismlar mexanikasida «moddiy nugta» tushun-
chasi qanday ro‘l o‘ynagan bo‘lsa gidrodinamikada «suyuglik nugtasi»,
«suyuglik zarrachasi» tushunchalari shunday rol o'ynaydi. Suyuqglik
nuqtasi deganda shunday kichik hajmdagi suyuqlikka aytiladiki, bu
hajm ko‘rilayotgan masalaning masshtabiga nisbatan juda kichik bo'lishi
kerak. Shu biian birga, bu hajmning ichidagi molekulalar soni uni
tutash muhit deyishimizga yetarli bo‘lgan darajada katta bo'lishi kerak.
Ya’ni, suyuglik nuqgtasi suyuglikning shu darajada kichik elementiki,
uni geometrik tomondan bir nugta sifatida ko‘rish mumkin, shu boisdan
uning koordinatalari bor —x, y, z, fizik tomondan esa bu elementning
ichida molekulalarning soni juda katta bo'lishi kerak.

Gapimizga illyustatsiya keltiraylik. Normal sharoitda havoning
hajmida 2.7-1019ta molekula bor. Agar tomonlari 0,1 mm bo‘lgan hajmni
olinsa (uni albatta, nugta deb ko‘rish mumkin!) uning ichida 27-10Ba
molekula boiadi. Suyugliklarda bir kub santimctrning ichida yanada
ko'progq molekulalar boMadi -1Q12 yana tomonlari 0,1 mm bo‘lgan hajm
garalsa uning ichida ~1016 ta molekulalar bo‘iadi.

Uzliksiz muhit haqgida gap ketar ekan uning zichligi bor —p(x,y,z,f).
Harakat hagida gapirilganda suyuglik tezligini kiritish kerak —\(Xx,y,z.f).

Bu tezlik suyuglikning x,y,z koordinatali nuqtasidan t vaqt
momentida o‘tayotgan suyuglik zarrachasining tezligidir. VVaqt o‘tishi
bilan bu zarracha boshga nugtaga oqib ketadi, lekin ixtiyoriy boshga
vagt momentida ham w(v, y. z, O tezlik yana o0‘sha x,y,z nugtaga
boshga f vagt momentida yetib kelgan suyuglik zarrachasining tezligini
bildiradi.

Bu kattaliklar sistemasiga suyuqglik (gaz)ning bosimini ham kiritish
kerak, chunki muhit ichidagi bosim har xil nuqtalarda har xil bo‘lsa
bosim yuqori nuqtadan bosim past nuqtaga suyuglik ogimi paydo
bo'ladi. Demak, suyuglikning mexanik harakatini o‘rganish uchun
unga taallugli bo‘lgan beshta kattalik uchun — zichlik p, bosim p va
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tezlik v —tenglamalar topish kerak ekan. Shularning biri  uzliksizlik
tenglamasidir. U quyidagicha keltirib chiqariladi.
\pdVv

Ixtiyoriy bir hajm V ni olamiz. Zichlikning ta’rifi bo‘yicha

integral Fhajm ichidagi modda miqgdorini beradi. Shunga ko‘ra,

ajpdV (8.1)

shu hajm ichidagi modda migdorining o‘zgarish tezligini beradi.

Hajm ichidagi suyuglik migdori suyuqglik unga oqib kirsa yoki oqib
chigib ketsa o‘zgaradi. Oqgim zichligini — birlik vaqt ichida birlik
sirtgan o'tgan modda miqgdorini quyidagicha ta’riflaylik: j =pv.
Demak,

05

integral v hajmni o0‘z ichiga olgan sirt s orqali
suyuglik oqgimi tezligini ko‘rsatadi. Minus ishorasiga
ahamiyat beraylik 8.1-rasmga garalsa sirtga normal
vektor va oqim vektori j =pv orasidagi burchak o‘tkir
bo'lsa (ya’ni, suyuglik hajmgan ogib chigib ketayotgan
bo‘lsa) (8.2) integral manfiy bo‘ladi, aks holda u musbat
bo'ladi. Hagigatan ham, dS va ¥ orasidagi burchak
o‘tmas bo‘lishi hajmga kirib kelayotgan suyuglikga mos

< 1-rasm:
Ixtiyoriy

; A ; ‘ hajm, sirt
keladi. Shularni hisobga olib V hajm uchun modda element! va
balansi tenelamasini vozamiz: ogim tezligi.

B : i
y—_J dVp = .f/s j. (8.3)

T I
Tenglamaning o‘ng tomoniga Gauss teoremasi qo‘llanilsa

Jdv 3,+div(pv) 0 (8.4)

tenglikka kelinadi. Bu tenglikning ixtiyoriy V hajm uchun baja-
rilishi

9P divipv) = 0 8.5
it
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bo‘lishi kerakiigiga olib keladi. Hosil bo‘lgan tenglamaning nomi —
uzliksizlik tenglamasi.

Boshida aytilganidek, suyuglik deganda ham suyugliklar, ham gazlar
tushuniladi. Suyugliklar (gazlar emas) oddiy sharoitda sigilmaslik
xossasiga ega. Ular uchun p =const deb gabul gilish mumkin. Bunday
suyuglik sigilmaydigan suyuqlik deyiladi. Keyin ko‘rsatamizki, zichlik-
ning o‘zgarishi harakat tezligining tovush tezligiga nisbatining kvadratiga
proporsional bo‘ladi, suyugliklar uchun bu nisbat juda kichik sondir.
Ya’ni, suyugliklarni odatda sigilmaydigan muhit sifatida ko‘rish mum-
kin. Gazlarda harakat tezligi tovush tezligiga yaqin va hatto undan
yuqgori ham bo'lishi mumkin, bunday harakatlarni o‘rgangandagina
zichlikning konstanta emasligini hisobga olish kerak. Sigilmaydigan
suyuglik uchun uzliksizlik tenglamasi

divv=0 (8.6)
ko‘rinishni oladi.

8.2. Eyler tenglamasi

Tajriba shuni ko‘rsatadiki, suyuqglik elementi unga go‘yilgan hatto
eng kichik kuch (bosim) ostida ham harakat gila boshlaydi. Suyuqlikning
ichidagi ixtiyoriy sirt olinsa bosim unga perpendikular yo‘nalgan bo‘ladi.
Bulardan xulosa shuki, muvozanatda turgan suyuglikdagi ixtiyoriy sirt
elementiga ikki tomondan ta’sir gilgyotgan bosimlar muvozantda turibdi
(8.2-a rasmga garang). Bunday xossa bosimning izotropligi deyiladi.

Bosim — sirt birligiga perpendikular yo‘nalishda ta’sir gilayotgan
kuch. Suyuglik ichida kichik parallelogramm olaylik (8.2-b rasmga
garang) (bu parallelogramm «suyuglik nuqtasini» birinchi yaginlashuvda
ifodalasin). Shu parallelogrammning x va x+Ax sirtlari orasidagi tashqi
bosimning o°‘zgarishini hisoblaylik:

pX A9

8.2-rasm : a) bosimning izotropligi;
b) bosim kuchini topishga oid.
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P(X)-p(x +Ax) = -"AX. (8.7)
ox

Bosimning bu o‘zgarishini u ta’sir gilayotgan sirt elementiga ko‘pay-
tirilsa, parallelogrammga xyo‘nalishda ta’sir gilayotgan kuchni topgan
boUamiz:

—A~AXAYAZ = - AV. (8.8)

oX (oD%
Shu mulohazalarni y va z o'glariga ham gollanilsa, AV hajmli suyuglik
nuqtasiga ta’sir gilayotgan kuchni topgan bo'lamiz:

~VPAV. (8.9)

Demak, chekli Fhajm uchun bosim o ‘zgarishi orqali ta’sir gilayot-
gan kuch

—jdvVvp (8.10)

ko‘rinishga ega. Bosim kuchining zichligini topdik: -Ap. Agar bosim
gradiyentidan tashqari kuchlar bo‘lsa ularning zichligini umumiy f
harfi bilan belgilaymiz. Harakat tenglamasini tuzish uchun massa
zichligining tezlanishga ko‘paytmasini kuch zicliligiga tenglashtirish
kerak:

p— =-Vp +f. (8.11)
dt

Bu tenglamada v tezlik harakat gilayotgan suyuglik zarrachasining
tezligi, u ikki sababdan o‘zgaradi —fazoda ma’lum trayektoriya bo‘yicha
harakat qilishi natijasida (trayektoriyaning har xil nuqtalarida uning
giymati har xil bo‘lishi mumkin) va vaqt o‘tishi bilan. Tezlikning vaqt
bo'yicha to‘liq orttirmasi:

v(r (t +AL), t+At)- v(r(r), ). 8-12

Bu orttirmani hisoblash uchun birinchidan r(/+A/) ni Teylor gatoriga
yoyishimiz kerak:

r(t+AO0 = r(t) +At2—\tl =r(0 +Atv(r(0). ("8.13)

Bu bilan biz trayektoriyaning Afvaqt icliida qancha o‘zgargani topdik.
Tezlikka gaytaylik:
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v(r(t +At),l +At)-\(r(t),t) -
= v(r(/) +AN(r(),1 +At)~ v(r(/),/) = GI\;+(v-V)v At. (8-14)
3
Natijada quyidagi Eyler tenglamasigix kelamiz:
Sy __Vp
— h(v-V)v =— =
- (v-V) ) (8.15)

Eyler tenglamasi o0'zining sodda ko'rinishiga garamasdan ko‘pgina
murakkab fizikaviy jarayonlarni ifodalaydi.

Agar suyuglik tashqi gravitatsion maydonda bollsa f =gp deb olish
kerak:

<Y
dt

Bosim gradiyentining oldidagi minus ishorasi suyuglik bosim vuqori
nugtadan bosim kichikrog nuqgta tomonga harakat giiishini bildiradi.

+(v-V)v = —% +g (8.16)

8.3. Gidrostatika

Eyler tenglamasini o'rganishni eng sodda ho! — suyuglik gravi-
tatsion maydonda gimirlamay turgan holdan boshlaylik.
Bu holda tezlik nolga teng va Eyler tenglamasi keskin sodda-
iashadi:
-Vp +pg =0. (8.17)
Koordinat o‘glarini 8.3-rasmdagidek chizilsa, bosim uchun y va >
yo'nalishlarda

i \$i
h

‘1/ -
X

8.3-rasm. Statik ho! O’ o‘qi tekislikka perpendikular).

254



ax By

tenglamalar olinadi. Ya’ni, bu yo‘nalishlarda bosim o‘zgarmas bo‘ladi:
p = const, ryo'nalishda esa

~ +Pg=0 (8.18)

ekanligini topamiz (vektorgning komponentalari: g={0,0,-g}). Integ-
raliash doimiysini p deb belgilasak

p(-)=Fo~Pg- @19
yechim topiJadi. Demak, z balandiikka ko‘tarilganida suyuglik (gaz)
bosimi pgz giymatga kamayar ekan. Boshgacha aytganda, p + pgz
kombinatsiya bu hoi uchun Eyler tenglamasining harakat integrali
ekan.

Bu mulohazalarda balandlik o‘zgarganda ham zichlik p o‘zgar-
masdan qoladi deb oldik. Hagigatda, aynigsa gazlarni olganda, bu
faraz to‘g‘ri emas, gazning holat tenglamasidan uning bosimi pasaysa
(temperaturasi o0°‘zgarmaganda) zichligi ham kamayishi kelib chigadi.
Ammo bu farq gazlarning yetarli darajadagi katta massivlari uchun-
gina sezilarli bo‘lgani uchun wvuqoridagi formula balandliklar katta
bo‘lmaganda yaxshi aniglikda ishlaydigan formula deb hisoblanishi

mumkin.

8.4. Bernulli gonuni

Eyler tenglamasidagi (v V)v hadni vektor algebrasi yordamida
magsadga muvofiq bo'lgan ko‘rinishga keltiraylik:

(vV)v = | v«2-[vrotv], (8.20)

Undan tashqgari gravitatsion maydonni potensial orgali ifodalab olaylik:
g=—A« Natijada Eyler tenglamasi quyidagi ko‘rinishni oladi:
v Ev rot v:P= - —1\\// tr 2 Vep. (8.21)
St 2 p \% 7

Har bir suyuglik nugtasi o0°‘zining oqim chizig‘iga ega, bu — shu
suyuglik zarrasining trayektoriyasidir. Har bir suyuglik zarrasining tezligi



ogim chizig‘ining mos kelgan nugtasida urinma bo'yicha yo'nalgan
bo‘ladi. Tezlik vektori vektor maydonni hosil giladi (magnitostatik va
elektrostatik maydonlarni eslab ko‘ring).

Statsionar ogimni ko‘raylik. Statsionar ogim shunday oqimki, unda

tezliklar vagtga bog‘lig bo‘lmaydi, fagat koordinatlarga: v=v(*,>>,z).
Ya’ni, oqim chiziglarining hech qaysisi vaqgt o‘tishi bilan o'zgarmaydi.
Ma'lum bir suyuglik zarrachasining ma’lum bir (x,y,:) nuqtadagi tezligi

v(x,y,z) bo‘lsa shu nuqtaga boshga vaqt momentida yetib kelgan

boshga zarrachaning tezligi ham huddi o‘sha bo‘ladi. Albatta, har bir
suyuqlik zarrachasining tezligi vagt o‘tishi bilan o‘zgarib boradi, ammo
shu zarrachaning o‘rniga kelayotgan zarrachaning tezligi ham huddi
shu tartibda o‘zgaradi.

Yana suyuglikni sigilmaydigan deb olamiz: p =const (8.21) rii chap
tomondan v ga skalar ravishda ko‘paytiraylik. Natijada

&2)

tenglama hosil boMadi. Qavs ichidagi kattalik statsionar ogim uchun
Eyler tenglamasining birinchi integralidir.

Bu tenglamadagi v *V operator tezlik v yo'nalishi bo‘yicha olingan
hosila operatoridir, demak, oqgim chiziglari ustid a gavs ichidagi kattalik
o'zgarmas ekan:

Ei r H_F_S_V[P: const. (8.23)

Umuman, ushbu const har bir ogim chizig‘i uchun o0‘z giymatiga
ega. Agar rot v = 0 boiganda edi (8.21) tenglamadan

V pv2+—te =0 (8.24)

munosabatga kelgan bo‘lar edik, bu esa yana (8.23) natijani berar edi,
ammo, bu holda yuqoridagi const hamma chiziglar uchun bir xil
giymatga ega bo‘lgan bo‘lar edi.

(8.23) munosabat Bernulli teoremasi deyiladi. Uning ma’nosi sodda.
Zichliknmg o‘zgarmasligini hisobga olib uni

(8.25)
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ko‘rinishga keltirib olinadi. Bu yerda birinchi had — suyuqglik zarra-
chasining kinetik energiya zichligi, ikkinchi had —tashqgi gravitatsion
maydondagi potensial energiya zichligi va uchinchi had — termo-
dinamika gonunlari bo‘yicha ichki energiya zichligidir.

Demak, Bernulli teoremasi energiyaning saglanish gonunining bir
ko'rinishi ekan.

8.5. Tezlik sirkulatsiyasi

Tezlikdan yopig kontur bo‘yicha olingan integral
Sirkulatsiya = ~ v mll AN
tezlikning shu kontur bo'yicha sirkulatsiyasi deyiladi. Stoks teoremasi
bo;yicha

g)v «dl = Jf/S erot v,

1 S
bunda S —yopiq kontur L bilan chegaralangan sirt. Tezlikning rotori
Eyler tenglamasining (8.21) ko'rinishida ham paydo bo'lgan edi. Shu
rotomi alohida belgilab olaylik:

£2 = rot v. (8.28)

Bu yangi kattalikning fizik ma’nosini tushunish maqgsadida biror o‘q
atrolida ® burchak tezligi bilan aylanayotgan qattiq jismni ko'raylik.
Ushbu jismning ixtiyoriy r nuqtasining chizigli va burchak tezliklari
quyidagicha bog‘langan edi:

v = [fir], (8.29)

Tezlikning rotorini topaylik:
rotv = 2a). (8.30)

Demak, £3 ning noldan fargliligi shu zarrachaning ma’lum bir o‘q

atrofida — Q burchak tezlik bilan aylanayotganini anglatadi. Darha-

gigat, (8.27) formula shu talginga mosdir.
Q. odatda, buramalilik deyiladil

*Ruschasi — 3aBUXPEHHOCTb.
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Eyler tenglamasini fagat sirkulatsiya va tezliklar tilida ham yozib
olish mumkin. Buning uchun (8.15) ikki tomonining rotorini hisoblaylik.
Natija:

A +[V[vE2]j = O. (8.31)
Bu tenglamaga quyidagilarni go'shilsa to‘lig sistema olinadi:
V-v =0, £2=IVvl. (8.32)

Olingan tenglamalar sistemasiga bosim va zichliklar kirmadi.

Bu tenglamalar ideal suyuglikning harakatini o'rganish masalasini
to‘liq yechadi —bizga tezlik v ma’lum bo'lsa (8.31) tenglamadan Q ni
topamiz, topilgan £2 asosida (8.32) tenglamalardan v ni topiladi va
h.k. (8.32) tenglamalarni yechish yo'li ma’lum, magnitostatikani eslaylik:

VB =0, [VB]=41/c
Magnitostatikada berilgan tok bo‘yicha magnit maydonni topish
masalasi gidrodinamikada berilgan buramalik orgali tezlikni topish

masalasi bilan bir xil ekan.
(8.28) ta'rifdan ko‘rinib turibdiki hamma vaqt

V= (8.33
Demak, £2 ning kuch chiziglari hech gayerda boshlanmas va hech
gayerda tugamas ekan.

Faraz qilaylik, biror vagt momentida fazoning hamma nug-
talarida Q = 0 bo‘lsin. Bu degani, [JB/iF =0 ham bo'lishi kerak.
Keyingi vaqt momenti t+At ga o'tilsa (8.31) bo'yicha ba’ri bir
£2-0 va ?)Q/c)t=0 ekan. Bu degani, agar vaqgtning boshida buramalik
nolga teng bo'lsa u hech ganday yoll bilan paydo bo'ia olmaydi
(ideal suyuglik uchun). Bu holda suyuglik tezliklarining mavdonini
topish uchun

V v=0. [W]=0 (8.39)
tenglamalar sistemasini go'llash yetarlidir. Bu holni zaryadlar va toklar

bo‘Imagan holdagi elektrostatika (VeE=0, [VE] 0) va magnitostatika

(VeB=0 [VB]=0) tenglamalari bilan solishtirish mumkin.

Fazoning hamma nuqtasida rotv —0 boigan ogim potensial (yoki,
buramasiz) ogim deyiladi. Potensial ogim uchun tezlik sirkulatsiyasi



aynan nolga teng:

G)v «dl = sc/s motv = 0. (8.35)
i

Suyuglik ichida bir yopig kontur olaylik. Konturining ustidagi
suyuglik nugtalari vaqt o‘tishi bilan siljib boradi, ular bilan birga
kontur ham harakatda bo‘ladi.

Shu kontur bo‘yicha olingan sirkulatsiyaning o‘zgarmasdan qolishi
isbot qilylik. Sirkulatsiyadan vaqt bo'yicha hosila oliganda nafaqgat
kontur ustidagi suyuglik zarrachalarining tezliklarining, balki harakatdagi
kontur nugtalarining ham vaqt bo'yicha o‘zgarishini hisobga olish
kerak:

(8.36)

A\ element shu elementning bosh va oxirgi nugtalarining radius-
vektorlarining ayirmasidir, undan vagt bo‘yicha hosila tezlikning o‘zidir.
Ikkinchi had to‘liq differensialdan olingan integral ko‘rinishiga keltiri-
ladi, kontur yopiqgligini hisobga olinsa u nolga tengdir:

(8.37)

Eyler tenglamasini hisobga olib birinchi hadni ham to‘liq differensialdan
yopig kontur bo‘yicha integral ko‘rinishiga keltirib olamiz (yana bir
eslataylik, p = const holni ko‘ryapmiz), va, demak, u ham nolga
teng bo‘ladi:

(8.38)
Demalk,
(8.39)
yoki
@ v "1 = const (8.40)

L

ekan. Bu natija sirkulatsiyaning saglanish gqonuni deyiladi.
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8.6. Tezlik potensiali

Ogimning potensiallik sharti

rotv =0 (8.41)
ni quyidagicha yechish mumkin:
v = grad ¢ (8.42)

Kiritilgan kattalik <ptezlik potensiali deyiladi. Agar (8.21) tenglamaga
bu ta’rif kiritilsa tenglama

/.
dp v bl
dt 2 p (843
v y
ko'rinishga keladi. Bu tenglamaning birinchi integrali:
~HT +p =/(°- (844)

Agar 9 vaqtga bog'lig boMmasa (statsionar ogim) o‘ng tomondagi / (1)
ni constantaga almashtirish mumkin:
\/—_-

— +£ = const. (8.45)
2 p

Biz yana Bernulli teoremasiga gaytdik — (8.25) formula bilan
solishtiring.

8.7. Impuls ogimi zichligi tenzori

Zichlikning tezlikka ko'paytmasi pv impulsning zichligi ma’no-
siga ega, ikkinchi tomondan u bir sekundda birlik sirtdan oqib
o‘tgan modda miqgdorini bildiradi. Suyuglikning harakat tenglamasini
shu impuls zichligi tiliga o‘tkazay!ik, bu ishgalanuvchi suyuglik
tenglamasini olishda yordam beradi. Shu magsadda (8.5) va (8.15)
tenglamalardan foydalanib pv ning vaqgt bo'yicha hosilasini hisob-
laylik:

gtpv =-vdiv(pv)+p — —-(V-V)V mVp-vV «(pv)-p(Vv *V)v. (8.46)
P

Bu tenglamani kerakli ko‘rinishga keltirish uchun impuls ogimi zichligi
tenzori degan kattalikni kiritaylik:
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My =pSy-+pvivj. (8.47)

Kiritilgan kattalik tilida yuqoridagi tenglama

ko‘rinishni oladi. Chap tomonda impuls zichligidan vaqt bo‘yicha
hosila kirgan, bu —birlik hajmdagi suyuglikka ta’sir gilayotgan kuch,
agar undan hajm bo'yicha integral olinsa shu hajm ichidagi suyuglikka
ta’sir gilayotgan kuch olinadi.

Ikkinchi tomondan, u mana shu hajm ichidagi suyuglik impulsining
bir sekunddagi o'zgarishini beradi. O ‘ng tomonga Gauss teoremasini
go‘llanilsa mana shu hajmni 0°‘z ichiga olgan yopiq sirt orgali IX
tenzorining ogimi topilgan bo‘linadi:

(8.49)

M ga kirgan birinchi had bosim p edi. Ma’lumki, bosimning sirt elementi
dS ga ko‘paytmasi shu sirt elementiga ta’sir gilayotgan bosim kuchini
beradi. Bizning holimizda dS 8 = pdS — i -sirtga bosim orgali ta’sir
gilayotgan kuch.

Kuchning bu qismi fagat suyuglikning bosimi bilan bog'lig bo'isa,
uning ikkinchi gismi —dSpvv - o°‘zining ma’nosi bo'yicha birlik vaqt
ichida <9sirtdan suyuqlikning harakati natijasida ogib o'tgan impulsni
berishi kerak. Shuning uchun N tenzor impuls ogimi zichligi tenzori
deyiladi.

Uning ma’nosini yanada anigroq tushunish uchun sirt elementini
shu sirtga perpendikular boigan birlik vektor orqali belgilab olaylik:
dS 1= n MdS, bunda dS — shu sirt elementi yuzasi. Unda dS 'pvvj
ko'paytmani vektor ko'rinishda (dSni yozmay turib) quyidagicha itoda-
iashimiz mumkin:

pv(v-n). (8.50)
Agar vx=n bo‘lsa bu ifoda nolga teng bo‘iadi, demak, pdSpvv.
oqgimning sirtga perpendikular (n ga parallel) gisminigina o°‘z ichiga
olgan.

Ogim tezligiga perpendikular sirt orgali impuls zichligi ogimi fagat
bosim p ga teng bo'ladi.
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8.8. Yopishqoq suyuglik

Ideal suyuglikning ichida suyuqlik gatlamlari bir-biriga ishgalan-
rnasdan oqadi, ular orasida o‘zaro impuls almashinish bo‘Imaydi.
Impuls fagatgina mexanik harakat natijasidagina bir nugtadan ikkin-
chisiga uzatiladi. Haqiqiy suyiigliklarda albatta, bunday emas —
uiarning bir-biriga nisbatan harakat gilayotgan gatlamlari orasidagi
ishgalanish natijasida impuls giymati baland nuqtadan qiymati past
nugtaga uzatiladi. Bunday jarayonlar lizikada dissipativ jarayonlar
deyiladi.

Ideal suyuglik uchun olingan tenglamalarni ishqgalanish bo'igan
holga moslab o‘zgartiray!ik. Ideal va yopishqoq suyugliklar orasidagi
katta farq chegaraviy s'nartlarda namoyon bo‘ladi — qgattiq jism bilan
chegarada ideal suyuqlik tezligining norma! komponentasi vn nolga
tenglashtirishi kerak. Tezlikning tangensiai (sirtga parallel) kompo-
nemasiga hech ganday shart go'yiimaydi — suyuqglik ideal ekan u
sirtga ishgalanmasdan, unga yopishmasdan harakat qilishi kerak. Eyler
tenglamasidan ham chegaraviy shart bitta bo'lishi kerakligi kelib chigadi
—tenglama birinchi tartibga ega.

Yopishqoq suyugliklarga o‘tish uchun quyidagi fundamental tajri-
baviy dalilga asoslanishimiz kerak —haqiqiy suyuglik gattiqjism sirtiga
yopishish xossasiga ega. Ya’ni, chegaraviy shartlar bu holda ikkita
bo‘lishi kerak —tezlikning normal va tangensiai komponentalari gattiq
jism sirtida nolga teng bo‘lishi kerak: ur=0, i>=0.

Suyuglik gattiq jism sirtiga yopishar ekan boshida qo‘zg‘almasdan
turgan qattiq jism harakatlana boshlasa (tashqgi kuch ta’sirida) suyug-
likning shu sirtga yopishgan gatlami ham shu jismning tezligi bilan
harakat gila boshlashi kerak. 0 ‘zaro ishgalanish ogibatida suyuglikning
go‘shni gatlamlariga ham impuls uzatila boshlanadi va ular ham
harakatga keladi 8.4-rasmga qaraylik. Bu rasmda ikkita parallel
plastinalar orasidagi oqim ko‘rsatilgan. Pastgi plastina qo‘zg‘almasdan
turibdi, yugoridagi plastinaga (.v-oqgi yo'naiishida) Afkuch qo'yilgan,
shu kuch ta’sirida plastina Avxtezlik bilan harakat gilayapti, .suyug-
likning eng >itqori gqatlami esa ishgalanish natijasida shu sirtga ergaslub
aynnn o‘sha tezlik bilan harakat giladi.

n/'qancha katta bo'lsa Auvham shunclia katta bo'ladi, ya'ni ular
o'zaro proporsionaldir. Ikkinchi tomondan, plastinalar orasidagi masofa
Ay gancha katta boisa, plastina o‘zgarmas tezlik bilan harakat qilishi
uchun shuncha kam kuch kerak bo'ladi, ya'ni AF va Ay o'zaro teskari
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AF

8.4-msm. Ikki parallel plastina orasidagi ogim.

proporsionaldir. Undan tashqari, plastina sirti AS gancha katta bo‘lsa
plastinani berilgan tezlik bilan harakatlantirishga shuncha ko'p kuch
kerak. Shularning hammasini hisobga olib, quyidagi munosabatga
kelamiz:

AF _ Ay,
AS  Av

Bunda paydo boMgan proporsionallik koeffisiventi 1j — ishgalanish
koeffisiyenti deyiladi. Chap tomondagi kattalik kuchning sirt zichligi.
Cheksiz kichiklarga o'tib ko‘rilayotgan holda

(8.51)

Kuchni irt zichliai - Ml— -
uchning sirt zichligi ~ i] & (8.52)

ekanligini topamiz.

Endi shu natijani umumlashtiraylik. Asosiy xulosa shundan iborat
bo‘ldiki, ishqgalanish kuchi tezliklarning gradiyentlariga proporsional
ekan, agar misoldagi plastinalarni X, y va z o‘glariga nisbatan har xil
gilib joylashtirilsa (8.52) dagi hosilani

larning kombinatsiyasiga almashtirish kerak bo‘ladi. Qidirayotgan
kattalik kuch zichligi sifatida impuls ogimi zichligi tenzori (8.47) ga
go‘shilishi kerak. Unga kiruvchi tezliklarning hosilalaridan tuzilgan
kombinatsiya quyidagi ko‘rinishda tanlab olinadi:

M dv
dxJ  dx*

(8.53)
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Uning bunday simmetrik ko‘rinishi quyudagi misol bilan asoslanadi —
o'zgarmas «burchak tezlik bilan aylanayotgan silindrik formadagi suv
massivini olaylik. Uni silindrik gatlamlarga bo‘lib chigilsa bu gatlam-
lar bir-biriga nisbatan harakat gilmaydi. Demak, bu gatlamlar orasida
ishgalanish bo‘lmaydi. Yuqoridagi simmetrik forma huddi shu xossaga
mos keladi. Buni ko‘rish uchun wburchak tezlikli silindirdagi r nugta
tezligi uchun

v = [oor] (8.59)

formuladan foydalanib yugoridagi kombinatsiyani hisoblaylik:

dv  dv
o o kK TRk 2 (855)
Hosil bo'lgan simmetrik tenzorni quyidagi ko'rinishga keltirib oiinadi:
dv dv
a P+ L4 58 divv 458 div. (856)

Bu ifodaning birinchi gismining izi nolga teng:

u M. o N
—-— -\ = 2divv - 2diw =0.

dr'  Sx
Simmetrik tenzorning izsiz va birlik tenzor ko'rinishidagi gismlari
koordinat almashtirishlarida fagat o‘z- o‘zi orgaligina almashingani
uchun ularni har xil koeffisiyemiai bilan oldik. Odatda, q — (birinchi)
ishgalanish koeffisiyenti. C esa — ikkinchi ishgalanish koeffisiyenti
deyiladi. Keltirib chigarish bo'yicha bu koeffisiyentiar tezlikiarga bog'liq
ernas. Ammo ular umumiv hoida temperatura va bosimning funksiyalari
bo'lishi nuimkin, Ularning ikkalasi ham musbatdir:

>(0. 4>0. (8.57)

Topilgan tenzor ishqalanish orgali paydo boMacligan kuch ziohligmi
ifodalaydi, shu sababli uni kuch zichligi uinumiy tenzori M ga go'shib
go'yiladi f(8.49) tenglamaning o‘ng tomoniga I, minus isliora bilan

kirgani uchun o'. ning ham ishorasi minus bilan olingan):
11," pa. -pVii> -a', --a- +pv,v, (8.58)

Oxirgi (pnglikdan keyingi itoda orqaii kuchhmganiik ten/ormi ikki



gismga bo‘lindi —bosim va ishqalanish orgali suyuqglik ichidagi paydo
boiadigan impuls oqgimi

°ij =-p8y +yj (859
va impuls zichligi ogimining suyuglikning zarralari bilan birga ko‘cha-
digan gismiga bo'lindi.

pVvpj (8.60)
Sigilmaydigan yopishqoq suyugliklar uchun kuchlanganlik tenzori

(8.61)

ko‘rinishga ega bo‘ladi. Bunday suyugliklar ko‘pincha Nyuton suyug-
liklari deyiladi. Deyarli hamma suyugliklar uchun bu gonun o‘rinlidir,
bu gonunga bo‘ysunmaydigan suyugliklar uchun kuch tenzorini topish
murakkab masala hisoblanadi.

Yopishqoq suyuglik harakat tenglamasini keltirib chigarish uchun
umumiy ko‘rinishdagi harakat tenglamasi (8.49) ga (8.58) ni go'yamiz
(rj va £ koeffisiyentlarini o‘zgarmas deb qaraymiz) va uzliksizlik
tenglamasi hisobga olamiz:

(8.62)

Bu tenglamaning nomi Naviye—Stoks tenglamasi. Agar sigilmay-
digan suyuglik hagida gap ketayotgan bo'lsa oxirgi hadni tashlab
yuborish mumkin:

(—jy—h(v V)v = —\AN+VAV
i 5 : (8.63)

Bu yerda kinematikyopishqgoqglik deyiladiganv = 1yp kattalik kiritildi.
Agar tashqgi gravitatsion maydonni hisobga olish kerak bo‘lsa NS
tenglamasming o‘ng tomoni quyidagicha o'zgaradi:

3 +v-V)v b (8.64)

Tenglama vaqt bo'yicha birinchi tartibli tenglama, demak, tezlikning
boshlang‘ich qgiymati berilgan bo‘lishi kerak (statsionar hollardan
tashqari). Chegaraviy shartlarni muhokama qilaylik. Chegara ikki xil
bo'lishi mumkin —qattiq jism sirti va boshga suyuglik (yoki gaz) bilan
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chegara. Qattiq jism sirtida yopishgoq suyuglikning shu sirtga yopishib
golishini ifodalaydigan shart

V|5 =0. (8.65)

Bu —eksperimental fakt, hammamiz ko‘p marta ko‘rganmizki, gattiq
jism sirtiga yopishgan changning juda kichik zarralarini havo oqimi
bilan shu sirtdan uchirib yuborish mumkin emas. Faqat yetarli
darajada katta zarralargina havo oqimi ta’sirida uchib Icetadi. Bu
hodisaning sababi — havo oqgimining sirt ustidagi tezligining nolga
tengligidir.

Vektorining komponentasi uchta bo‘lishiga garamay bu shartlarning
soni ikkita —tezlikning sirtga normal va sirtga urinma komponentalarini
nolga tenglashtirish kerak —vn= 0, n = 0. Eazoviv hosilalar bo'yicha
tenglamaning ikkinchi tartibli ekanligi bunga mos keladi.

Agar qattiq sirt harakatda bo'lsa, suyuglikning shu sirt ustidagi

tezligi sirtning tezligiga teng bo‘lishi kerak v|s” v\,..

8.9. Yopishqoq suyugliklar ogimiga misollar
8.9.1. Ikki plastina orasidagi ogim

Bir-biriga nisbatan vi tezlik bilan harakat gilayotgan ikkita cheksiz
parallel plastinalar orasidagi yopishgog suyuglik ogimini ko‘raylik.
Koordinat o‘glari quyidagicha tanlab olinadi: x, y o‘glari pastgi plasti-
naning ustida joylashsin, r o‘qgi plastinalarga perpendikular bo‘lsin va
uiarning orasidagi masofa d ga teng bo‘lsin. V) tezlik y o'gi bo‘yicha
yonalgan deb olamiz. Masala statsionardir, tezliklar vagtga bog!liq
boMmaydi.

Masalaning qolyilishidan ko‘rinib turibdiki, suyuqglik tezligi y o‘qi
bo‘yicha yo‘nalgan: v = (0, v, 0) Tezlik va bosim fagat z koordi-
natagagina bog'lig bo'lishi mumkin: n=u(r), p 9{2)

Birinchidan,

v =v—.

Vaqt bo‘yicha hosilaning nolga tengligi bilan bu Naviye-Stoks
tenglamasining chap tomoni umuman nolga teng ekanligini ko‘rsatadi.
NS tenglamasining o‘ng tomonining x komponentasi ham nolga teng.
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Uning y komponentasi

-V
dz2

0 (8.66)

ko‘rinishni oladi. z —komponentsi esa

dp
" (8.67)

ga tengdir. Ikkinchi tenglamaning yechimi p =const, birinchi tengla-

maning umumiy yechimi v =az+b, chegaraviy shartlar hisobga
olinsa

n=-Va (8.68)

Endi masalaning shartlarini o‘zgartiraylik. Ikkala parallel plastinalar
bir-biriga nisbatan qo‘zg‘almasdan turgan boisin. y o‘gi bo'yicha

bosim gradiyenti berilgan boisin: \/; =0,— ,0). Masala bu gal ham

statsionardir.

£/ 1 1/ /
/
% [/ /71?2 /

/
Y f1ylyy J
11Ty 1111 &

8.5-rasm. Ikkita g o‘zg‘almas parallel plastinalar orasidagi ogim.

Bu holda ham NS tenglamasining chap tomoni nolga teng. O fng
tomonidagi bosim gradiyentini chap tomonga o‘tkazaylik:

Vp =VAv. (8.69)
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Tezlik yana fagat z ga bog‘lig va v=(0,v,0), bosim uchun esa

p =p(y,z) deb olish kerak. Demak, oxirgi tenglamadan fagat quyida-
gilar goladi:

— N
M-V 320 (8.70)
Oxirgi tenglama bosim z ga bog‘liq emasligini, ya’ni bosim suyuglik
gatlami bo'yicha o‘zgarmasligini ko‘rsatadi. Natijada birinchi teng-
lamaning chap tomoni fagat y ning funksiyasi, o‘ng tomoni esa fagat
z ning funksiyasi bo‘lib chigadi. Harxil o'zgaruvchilarning funksiyalari
bir-biriga teng bo‘lishi uchun uiarning har biri 0‘zgarmas bo‘lishi
kerak:

dp d2v
N =0CnSt=Vvh T= <8'71)

Bu tenglamadan tezlikni topish oson:
U=~ G z2+az +h. (8.72)
v

Chegaraviy shartlarni eslaylik (sirt ustida urinma tezlikning nolga
tengligi): v(0)=v(d)=0. Natija:

v=~-Gz(:-d). (8.73)
o

Tezligimiz z —O0 dagi plastinadan ® —d dagi plastinagacha yetguncha
parabola bo‘yicha o‘zgarar ekan. 8.5-rasmda tezlikning profili
ko‘rsatilgan.

8.9.2. Qiyalik bo‘yicha ogim

Eng qizig masalalardan biri bo'lgan giyalilik tekislik bo'yicha ogim
masalasini ko‘rib chigaylik. Bu masalani 8.6-rasm bo'yicha tasawur
gilish giyin emas: gorizontga a burchak bilan og‘gan tekis giyalik
ustida galinligi d bo'lgan suyuglik gatlami tortishish kuchi ta’sirida
pastga oqib tushmogda. Suyuglikning ustida bosimi pQ bo‘lgan ochiq
havodir (atmosfera).

Koordinat o‘glarming yo‘nalishi rasmda ko‘rsatilgan (v o'gi giya
tekislikning ustida yotibti). Masalaning mohiyati bo'yicha bosim fagat
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8.6-rasm. Qiyali tekislik bo‘yicha ogim.

z koordinataga bog‘lig bo'lishi mumkin: p = p(z), tezlikning esa
fagat x koordinatasi bor v = (u,0,0), va u ham bo‘lsa fagat z ning
funksiyasidir: v= v(z) . Ogim statsionar bo'lgani uchun vaqt bo'yicha
hosila tashlab yuboriladi. Undan tashqari

vev=pl
X
ekanligini va tezlik x ga bog‘lig emasligini hisobga olinsa NS tengla-
malari quyidagi ko‘rinishga keltiriladi:

vA -~ +gsinor = 0, “ +gpcosa = 0. (8-74)
dz' dz

Chegaraviy shartlarni aniglaylik. z = 0 tekislikda v = 0 bo‘lishi kerak.
Suyuglikning ochiq sirtida (z = d) esa

i dv
<«=p\N=d=--on=n— =0 (8.75)

bo'lishi kerak. (8.74) tenglamalarning bu shartlarga bo‘ysunadigan
yechimlari quyidagicha:
T &

P =Po+gpcosa(d-z), V— — z(2d —2). (8.76)
Ko'rinib turibdiki, suyuglik tezligining maksimal giymatiga z = d
nugtada erishadi. Ogim zichligi (birlik vaqt ichida birlik sirt orgali
ogib o‘tgan suyuqglik migdori) j=pv formula orqali ifodalanar edi,
shuni hisobga olib (y, z) tekisligida yotgan balandligi d va kengligi 1
ga teng sirtdan bir sekundda o‘tgan suyuglik migdorini
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gpsina 3
___3 _ 8.77)
o O 0

formuladan topish mumkin.

8.9.3. Quvur bo‘yicha ogim

Radiusi R ga teng bo'lgan silindrik quvur bo‘yicha oqimni olib
ko'raylik. Quvurning uzunligi /bo‘lsin. x o ‘qgini quvurning o‘qi bo‘yicha
yo’naltiramiz. Bu holda suyuglik tezligining komponentalari v = (v ,0,0)
ko‘rinishga ega bo‘ladi. Albatta, v=v (y,z) bo‘lishi kerak — suyuqlik
tezligi fagat quvurning ko‘ndalang kesim sirtidagina o‘zgarishi mumkin.
Bundan xulosa —

(vw)vy =u—u(v,z) =0.

Oqim statsionar ekanligini hisobga olinsa NS tenglamasidagi vaqt
bo‘yicha hosila ham nolga aylanadi va natijada yana sodda holga
kelinadi:

V p-rjAv = 0. (8.78)
Bu tenglamaning y va z komponentalari

ko‘rinishga ega, demak, bosim p quvurning ko'ndalang kesim sirtida
o'zgarmas ekan. Boshgacha aytganda —p ~ p(x) .
Ana endi (8.79) tenglamaning v - komponentasiga kelaylik:

(8.80)

Tenglamaning o‘ng tomoni x ga, chap tomoni esay, z larga bog‘liq
emas. Hulosa — ikkala tomon ham o'zgarmas songa teng. Demak,
quvur bo'yicha bosim gradiyenti o‘zgarmas son ekan, shunday ekan,
uni quvurning ikkala uchidagi bosimlar fargi Ap orgali ifodalash
mumkin:

dp_ Ap

dx 1
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(ogim tezligi x o‘gining musbat yo‘nalishi bo‘yicha yo‘nalgan, buning
uchun bosim quvurning boshida uning oxiriga nisbatan yuqgori bo‘lishi
kerak — dp/dx <0). Endi (8.80) tenglamaning o‘ng tomonini qutb
koordinat sistemasida yozib olamiz:

(8.81)

o°‘ng tomonda konstanta ekanligini hisobga olib tenglamani ikki marta
integrallaymiz:

v=-2" ra\nr+h (8.82)

Tezlik quvurning hamma nuqtalarida chekli boMishi kerak bo’lgani
uchun a = 0O, quvurning (ichki) sirtida esa v(R)=0. Natijaviy formula

(8.83)

Tezlik profili parabola ko‘rinishiga ega ekan.

Quvur bo'yicha 1 sekundda ogib o'tayotgan suyuglik miqdori
(xarajati)ni topaylik. Buning uchun oqgim zichligi pv dan quvurning
kesimi bo'yicha integral olamiz:

Q=2n édr rpv= '.{\;V—R4. (8.84)

Suyuglik xarajati quvur radiusining to‘rtinchi darajasiga proporsional
ekan.

8.10. Tovush

Sigiluvchan suyuglik (gaziar) dinamikasiga misol sifatida tovushning
paydo bo'lishi va targalishi masalasi ko'rib chigatniz. Tovush deganda
amplitudasi va, shunga ko'ra, tezligi kichik bo‘lgan tebranishlarning
targalishi tushuniladi. Masalaning qo'yilishi quyidagicha: qo‘zg‘al-
masdan turgan suyuqlik ichida kichik tezlikli g‘alayonlanish hosil
gilamiz, buning uchun bir suyuglik nuqtasini o‘z muvozanat holidan
go'zg‘atiladi. Mana shu nuqta atrofida bosim va zichliklar ham o‘z-
garadi. Bosim va zichlikning g‘alayonlanishi ham kichik bo‘lsin. Mana
shu g‘alayonlanishning targalishi masalasini ko‘raylik. Demak, tezlik,
bosim va zichlik uchun

271



v=V, P=Po+P, p=p0+p', (8.85)

deb yozib olish kerak, bunda VO=0,pQp0~ tezlik, bosim va zichlikning
go‘zg‘olmasdan turgan suyuglikka mos keluvchi o'zgarmas giymatlari,
v*,p va p lar esa ularuing g‘alayonlangan o‘zgaruvchan gismlariga
mos keladi. Bundan keyin kichik sonlarning shtrixlarini tashlab yubo-
ramiz. Shart bo‘yicha — p<s. p0, p « p0. Kichik tebranishlarga kichik
tezliklar mos kelishi sababidan Eyler tenglamasida (vV)v hadni ikkinchi
tartibli kichik son sifatida tashlab yuboramiz. (Tovush targalishi
masalasini Eyler tenglamasi asosida ko‘riladi, tovushning dissipatsiyasi
masalasini ko‘rish uchungina NS tenglamasi kerak bo‘ladi.) Shu
yagqginlikda uzliksizlik tenglamasi quyidagi ko‘rinishni oladi:

8.86)

Ikkinchi hadda tashlab yuborilgan gism pv ikkinchi tartibli kichik sondir.
Eyler tenglamasida ham birinchi tartibli hadlarni goldirilsa u quyidagi
ko‘rinishga keladi:

Tenglamalarning soni to‘rtta, ozgaruvchilar soni beshta — p./?,v.
Suyuglikning holat tenglamasi orqgali p va p larni bog'lashimiz goldi.
Suyuglik (gaz)ni termodinamik ma’noda ideal deb qaraymiz, tovush
tarqalish jarayonini esa adiabatik deb gqaraymiz. Shu sababdan bosim
va zichlikning o‘zgarishlari uchun

(8.88)

deb yozib olish mumkin. Endi tenglamalarining soni noma’lumlar
soniga teng bo‘ldi. Oxirgi tenglamadagi s indeks jarayonining adiabatik
ekanligini ko‘rsatadi, 0 indeks esa hosila muvozanat holati p =0 da
hisoblanishi kerakligini bildiradi.

Olingan tenglamalar sistemasini yana bir marta yozib chigaylik:

(8.89)
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Bu tenglamalarning birinchisidan vagt bo‘yicha hosila olib, uning
ikkinchi hadiga tenglamalarning ikkinchi va uchinchisi go'yilsa

(8.90)

tenglamaga hosil bo'ladi, bunda

(8.91)

Ab = divgraflp = (& (2 1" (8.92)

Bosim g‘alayoni uchun ham huddi shunday tenglamaga kelinadi:

va

(8.93)

(8.90) (va 8.93) ko'rinishdagi tenglama matematik fizikada to‘lgin
tenglamasi deyiladi (4.170 tenglama biian solishtiring, u yerdagi
tenglama bir o‘lchamli to‘lgin tenglamasi. bu bobda uch o‘lchamli
tenglamaga o‘tdik).

Masala 8.10.1 v = gradp kiritib puchun ham to'lgin tenglamasi kelib
chiqishi ko‘rsating.

Bu lenglamaning mag'zini chagish uchun uning eng sodda holiga o‘taylik
- bir o'lchamli holga. Ya’ni, to‘lginning hamma kattaliklari fagat bitta
koordinatga bog'lig bo'lsin. masalan, v koordinatga. Bunday to'lginlar yassi
to'lgin deyiladi. Bu holda tenglama quyidagi ko'rinishga cga bo'ladi (p va p
laming o'rniga bitta (p funksiyasi olaylik va ¢~ ni qulayroq o'ringa joylash-
tiraylik):

1 d
5 (8.99)
Tckshirish giyin emaski bu lenglamaning yechimi
<p{xj) = /](N -ct) +f 2(x +cl) (8.95)

ko'rimshga ega, bunda f vaf funksiyalar ixtiyoriy (ikki marta uzliksiz
<iitercnsiallarmvehi) funksiyalardir.
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8.10.1-misol. Shu tasdigni tekshiring.

Yassi to'lgindagi hamma Kkattaliklar — p,p,\. — koordinata X va vaqt t
ga mana shu ikkita kombinatsiva wv — ct va v + ct orqaligina bog‘liq
bo’'ladi.

Ycchimlarning birini olaylik va aniglik uchun zichlik hagida gapiraylik
— p N\(x~—t). Ko‘rinib turibdiki, zichlik koordinata va vaqtning

y—Ct ~ const, yoki .r= consta4-ct (8.96)

kombinatsiyasida o‘zgarmas giymatga ega bo'ladi. Zichlik (va boshga kat-
taliklar)ning shu giymati / vaqt o'tgandan keyin v o'qgi bo'yicha ct masofaga
ko'chadi. Bu degani, zichlik g'alayonlanishi muhitda c tezlik bilan ko'chadi,
shu sababdan c tovush tezligi deyiladi.

Ikkinchi yechimga kelsak —f2x + ct) — u i1 o'gining manfiy yo‘nalisiii
bo'yicha c tezlik bilan tarqgalavotgan to'lginga mos keladi.

Tovush tezligiga gaytaylik. Gazni ideal gaz deb qaralsa lining holat
tenglamasi

RT
P=— P (8.97)

bo'ladi, bunda R = 8.314J/grad — universal gaz doimiysi. T — absolut
temperatura, p —gazning molar massasi. 8.91 formuladagi hosilani tcrmo-
dinamika qoidalari bo'yicha

<
p 7 (8.98)

ko'rinishda yozib olinadi, bunda y=c fcv Bu biz.ga (8.97) formulani qo'llash-
ga imkon beradi:

RT
fy <899

Havo uchun tovush tezligini topaylik. Havo uchun y =1.4,
n =29-10 kg.Temperatura T —273°K bo'lganda ¢ --33lin/sek. temperatura
" =300=A bo'lganda esa ¢ =347m/sek bo'ladi.

Gazning molekular massasi oshsa undagi tovush tezligi kamavadi.
Masalan, argon uchun ,u =40-10 ’kg, tovush tezligi T =273° bo'lganda

C =288 ——
sek
Agar (8.9D ga ahamiyat bcrsak sigilmaydigan suyuglik uchun ¢ — =

ekanligini ko'rarmz. Albatta, absolut ravishda sigilmaydigan suyuglik yo'q,
real suyugliklarning ozgina bo'lsa ham siqgiiuvchaniigi bor. Shuning uchun



ularda ham tovush tarqalishi ro‘y beraveradi, tovush tezligi, albatta, gazlarga
nisbatan katta bo'ladi.

8.11. Quwvur bo‘yicha gazning bir o‘lchamli
statsionar ogqimi

Suyuglik tezligi tovush tezligiga yaqin bo'lganda birinchi garashda
gizig tuyulgan hodisalar ham ro‘y beradi. Bunga misol gilib quvur
bo'yicha bir oichamli statsionar ogimni ko'raylik (8.7-rasmga garang,
ogim x-o‘qi bo'vicha ro'v berayapti). Oqim tezligi ixtiyoriy bo‘lsin.
Oqimni bir jinsli deb garaymiz, buning uchun, albatta, quvur kesimi
juda katta boMmasligi va u o'zining o‘gi bo'vicha tez o'zgarmasligi
kerak.

Shu shartlar bajarilganida masalaning bir o'lchamligi uning stat-
sionarligidan kelib chigadi - ixtiyoriy biror x nugtaga perpendikular
bo’lgau tekislikning hamma nuqtalarida tezlik va boshga xarakteristikalar
vaqtga bogiiq emas, demak, ular lagatgiua x koordinataning funksiya-
laridir. Quvur kesimi sirtining giymatini A harfi bilan belgilaymiz.
Quvurning kesimi Vv o'qi bo'yicha o'zgarsin. Ogim zichligi j =pv
bo'lsa bir sekundda quvurning ixtiyoriy A kesimidan ogib o‘tadigan
suyuglik migdori

Q ~pu.4 = const (8.100)

bo'lishi kerak. Bu — uzliksizlik tenglamasining ko'rilayotgan holga
mos keluvchi formasidir. Quvurning uzunligini uning diametriga nisbatan
juda katta deb garaladi. Statsionar ogim uchun bir o'lchamli Eyler
tenglamasini olarniz:

Vdv _ ladp
dx b dx (8.101)
A

8.7-rasm. Quvur bo‘yicha ogim.
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Bu tenglamani

vdv = —diE __Spdp_ -c

R (8.102)
p pp p ;

ko'rinishga keltiraylik. Bu yerdagi dp/p ni topish uchun (8.100) ning
differensiali olamiz va uni pvA ga bo'lamiz:

dp dv dA
— = r- (8.103)
P \"%
Demak,
% 1 dv >dA
(U--C2)— =c' — (8.104)
ekan. Odatda, suyuglik tezligining tovush tezligiga nisbatini
M = (8.105)

c
harfi bilan belgilanadi va uni Mach soni deyiladi. M <1 hoi tovush
tezligidan kichik tezlikli ogimga, M >1 hoi esa tovush teztigidan katta
teziikli ogimga mos keladi. M = 1 hoi esa ogim tezligi tovush tezligiga
teng ekanhgini ko'rsatadi. Shu belgilashni hisobga olib oxirgi olingan
tenglamani

dv  dA
M~-D=— =— (8.106)
\% A
ko'rinishga keltirib olylik. Bu tenglamaning nomi - Hugoniot teng-
lamasi.

Ko'rinib turibdiki, quyidagi hollar o‘rinlidir:

1 M <1 bo‘lsin. Bu hoida dv va dA larning ishoralari har xildir.
Yani, ogim tovushdan sekin bo'isa, quvurning kesimi kamayganda
oqgim tezligi oshadi va quvurning kesimi ko'payganda oqim tezligi
kamayadi.

2. M >1 boisin. Bu hoida do va dA iarning ishoralari bir xiidii.
Yani, ognn tezligi tovush tezligidan katta boMgatida quvurning kesim:
O'hgan sari ogim tezligi ham osha boradi va aksineha - quvur ingich-
kalashgan sari ogim tezligi ham kamaya boradi Bunday giziq naiijani
C.gaigina quyidagicha tusbunish mumkin — quvr.r kengayganda gaz
..='hugi >:-H darriiada kamayib ketsuiki, pA birr kamayad>, faqu
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shundagina v oshishi mumkin. Ya’ni, paradoks zichlikning keskin
kamayishi bilan tushuntiriladi.

3. M =1 holda dA = 0 bo'lishi kerak. Ya’ni, kesim o0'zining
ekstremumiga erishadi. Bu ekstremum minimumdir, chunki M <1
tomondan M = 1ga yaqinlashsa A kamayishi kerak, M >1 tomondan
M = 1ga yaginlashsa A yana kamayishi kerak.

4. dA —O0 holni ko‘raylik. Bu holga yoki M = yoki dv=0M * 1
mos keladi. dA = 0 sharti kesimning ekstremumligi shartidir, dv = 0
sharti esa tezlikning ekstremumligi shartidir:

— Agar M <1 bo‘lsa, maksimal kesim nuqgtasida tezlik minimal
bo'ladi va minimal kesim nugtasida tezlik maksimal bo‘ladi.

— Agar M >1 bo‘lsa, maksimal kesim nuqtasida tezlik ham maksimal
bo'ladi va minimal kesim nuqgtasida tezlik ham minimal bo'ladi.

Bu xulosalarni quyidagi tahlil bilan ham bog‘lash mumkin. Eyler
tenglamasini yana bir boshga ko‘rinishga ham keltirib olish mumkin.
(8.102) dan

f- Pz (8.107)

tenglamani olish mumkin, uning ikkala tomonini v ga ko‘paytirilsa

( 2\
dg:;') v (8.108)

C
J

yoki,
= p[\-Mr) (8.109)

tenglama kelinadi. Ko'rinib turibdiki, M <1 bo‘lsa, tezlik oshgan sari
ogim zichligi ham oshib boradi, v =c¢* (quvurning har xil nugtalarida
gaz zichligi va temperaturasi har xil bo'lishi mumkin, natijada, har xil
nugtada tovush tezligi ham har xil bo'lishi mumkin, ¢, mahalliy tovush
tezligini bildiradi) bo'lganda esa oqim zichligi o0'zining maksimal
giymatiga erishadi. Odatda, bu zichlik kritik zichlik deyiladi. Bu giyrnat
gquvurning gaysi nuqtasida erishiladi? Hugoniot tenglamasining
tahlilidan ajtish mumkinki, bu quvurning eng ingichka nuqtasida ro'y
beradi. M >1 bo'lganda (8.109) ning o'ng tomoni manfiy, tezlik
oshishi bilan ogim zichligi kamaya boradi va nolga intiladi (boshlang’ich
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giymati ma’lum bir musbat son boMgan funksiya kamayaversa oxiri
nolga teng bo‘lishi kerak). Bu —oqim chiziglarining bir-biridan uzog-
lashib ketishi bilan bog'lig.

Ko‘rinib turibdiki, gaz ogimining xossalari uning tezligi tovush
tezligiga qanday munosabatda ekanligiga kuchli darajada bog‘ligdir.

8-bobga mashq va savollar

1 Vertikal radtusli silindrga sigilmaydigan ideal suyuglik quyilgan (8.8-
a rasmga garang). Suyuqlik bir butunligicha & burchak tezlik bilan vertikal
yo'nalgan o4 atrofida aylanmoqda. Agar (inch turganda suyuglik balandligi
h bo'lsa, aylanayotgan suyuqlik ichidagi bosimni toping.

2. Kesimi S bo ‘lgan baland idishning quyi gismida kichik s kesimli
teshik bar (8.8-b rasmga qarang). Shu teshikdan oqib chigayotgan susyuqlik
tezligi n nimaga teng?

3. 8.8-d rasmda ko'rsatilgan suv soatining formasini hosil giluvchi chiziq
formulasini toping. Suv soatiga qo'yiladigan asosiy talab — ixtiyoriy birlik
vaqt intervalida kichik s kesimli teshikdan bir xil suyuqglik miqdori o'tishi
kerak.

8.8-rasm. 1-, 2- va 3- misollarga oid.

4 Sigilmaydigan p o'zichlikli suyuqglik R radiusli sharni tashkil gilsin.
Shu shaming markazidagi bosimni toping.



Masalalarning javoblari va yechimlari

1 -bobga oid masalalarning javoblari va yechimlari

1 Sistemaning holatini bir giymatii anigiash uchun kerak boigan
kattaliklar soni.

2. Fazo birjinsli va izotrop hamda vaqt bir jisnii boMgan sanoq sisternasi
inersial sistema deyiladi.

3 L dL
1a) JMg=-q' ~ =qg=>Cl+@1=0'

6L dL d, .
b>7r°'sr', —n(u):-

d» — = $=sin0cosO0+sin0, ~ =6:=>6 =sin0il+<p20030?l_;
J 30 nB

_dl__ = 0. r—)L = (;;sin——Q: E k"'sin"O)\= 0
dtp o dt
1-3 "
4 a) (p+;6: ___Ismqo, 9+0=0; b)x+oo%x=0, c0" = kKm
m
c) *-~=L==-"; d)x+edex-1)=0.
VI-n2 dx

5 ayty=fl-g2XU\ b)

6. a) Iil— Ij_+—(<q+—|t|]J; L-14 <

b) = 7tVn L=2"r +q >
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cg L'= —2yx +E_(x‘v,)—2xy —dc(xy): L=2xx=-2\.

d(l)¢ L X\ L'=L +— (t t); L = <psint
; = - = — COSt); = <psIntg
d) dtV9 / 2 dt P P
Y, w 1 211 [
~L4+— maxt+—mar ; L=-max.
HL I\i dt 6 1
daf__ty . 3/ . )
7. ekanligini hisobga olib

A=A 4fL Or_ 3L | |
N 39 3 A (G Y ;

—-E£~AL+2IL
dt ag dt3gq dg2 dqdt

formulalarni keltirib chigariladi. Bu yerdan esa
¢ 3z/ 3z2/ d3L 3L _
dt g dg dtdg dg

kelib chigadi.

8. Lagranj funksiyasida paydo boMadigan qo'shimcha had vaqt bo‘yicha
to‘liq hosiia ko'rinishiga egadir:

4 m\' | 1
cL =—v+V) =——+uf Vre "V

dx qchX+qchx . dq
o dt gshX +gchA dr
.2 dgchX+dtqchX
II~q a d dral-if
gchX+qchX
10. a) L= +y’)-U(X.,y)=2R2P200s2"-U(R,<p);

i AN

b) L f<if)l+|3~-+2(|5.B—|Y\Z-L~~-((F i'M -
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c) L=~ 1+2- + 9q1<P2-U(£,ri)
4 o~y N\ 1)

a’yr

11. 5 (w, QOBV +ffj2sin Xp) - mi8asin 9-

12 L= T2 e MBhAE T 2y p2csipe Or)'
-(wj M2)*a(l —cos™i )-m2gb(] —cos<2).

[+,

) >’<%+ [Tf\g %h_g+21xcbcos<p)— m2gl (1-cos(p).

14. &) m nuqtaning koordinatlari:
X=acoosyt+/sin@ y=asinyt-1cos(@

Lagranj funksiyasi (vaqtning funksiaysi va vaqt bo‘yicha to‘lig hosila
tashlab yuborilgandan keyin):

L = ~~<P2+inaly2sin (cp- yt) - mgl (I —cosip).

b) m nugtaning koordinatlari: x =Isin{y y = «sin yi-]cosg>.

Lagranj funksiyasi (t'agat vaqgtning funksiaysi va vaqt bo‘yicha to‘liq
hosila tashlab yuborilgandan keyin):

L= h2+Taly20c0syt cos (p- mg' (1- cos<p).

Isl L :—2L rr v— -r-, —kr, [T, M, :—Krl, «bl, — -kr,.
2 L] L}

Ikkala harakat tenglamasi go‘shilsa >tux+mX2=-£(ii +2)=0, yoki
r, =-r, ekanligi topiladi.

Demak, haqgigatda musiaqil harakat tenglamasi bitta: = krt
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2-bobga oid masalalarning javoblari va yechimlari

a) E:TZ'— & +=8'+hB —aos(p b)E:E%@ 1-‘9212;

0 E= —= +<p(t); d)E =x1+(«n-1)
N—x2

2 a) Saglanuvchi kattaliklar: PxP Mz Sababi: (X,y) tekisligida sistemani
xohlagan nuqgtaga bir butun sifatida ko‘chirish mumkin. Undan tashqari,
sistemani z °‘qi atrofida ixtiyoriy burchakka burganida ham uning holati
0‘zgarmaydi;

b) PZMZ\ c) M\ d) Fy.

dL V1
3.Pj=—C-,E'= Y P:Qj-L ta’riflarni kiritaylik. Pt va e’ ~ yangi
J > pu Qj Y e yang

If; , -
impuls va energiya. Bu holda L, ~ P, va E'=E-pj— bo‘ladi, p, va

f —eski impuls va energiya. Bunda E:MI hnL dan foydalandik.

4 ~n=(~d~+[Fr]j B’ F =—]vB].
Ikkinchi tomondan, g =m[rv] =[rF], Demak, /=0.

3-bobga oid masalalarning javoblari va yechimlari

1 a) E=9 x12==1/3, harakat infinit: x> jc,xX<>x2\
b) E=1,%x =2, harakat infinit x<2\
C) £ =-1/2, harakat finit: n/3> x<2n/3;
d) E=5  =In5 harakat infinit: x<In5;
e) E=1,x - ¢ harakat infinit: x<<
f) E=0; to'xtash nuqtasi yo‘q, harakat infinit: “0<* <ag
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g) £ =5/2; to'htash nuqtasi jc = 2/5; harakat infinit: x>2/5:
h) E =4; harakat fmit: -2<x<2;

un
K) Harakat finit: ~Tarcc\h~ * 1" —arcch

2-a) x(t) =yjl+4r; b) *(/)==2In(l—72); c¢) jec(/)=1+sin?;

d) *(0=" -n(0). Mahrajdagi ishora boshlang’ich
14D

tezlikning ishorasiga teskari bo'ladi.

a
3. a) g 1H 1+ b)

2 ma— 4mE M 2

ML
C¢) E->] +— shart bajarilganda harakat fmit: r, <r<r;
m

M1
1+
r7=E 1-M- Z={ l+m
(-1)d M
P=M In
4. a) I 1 M2 VI-A/? r \r2 \-M2
r-2(1+M2)
rarctan
+r 2l+M2 A 2E52+r-(1 +M 2)

5. Birinchi munosabat M ning ta’rifidan darhol kelib chigadi. Ikkinchi

munosabatni olganda E = m\ 12-alr ifodani qo'llash kerak.
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6. Awalgi misolning birinchi munosabatidan A vektoming orbita tekis-
ligida yotishi kelib chigadi.

7 Statik muvozanat nugtasi uchun U'ff (rO) =0 bo'lishi kerak. Bu

B—M 2 (2m) . . . Lo
10- 2————5————n| beradi, buning uchun esa M~ <2mB bo'lishi kerak.

Muvozanat bargaror bo'lishi uchun esa LQ (r0)> 0 bo'lishi kerak. Bu

p-M2A@2m) . . . ,
/0> 3____31____ bo'lishi kerakligini beradi. Demak, muvozanat nugtasi

bargaror bo'lmas ekan.

8. Harakat finit bo'lishi uchun Uqj (r) minimumga ega bo'lishi kerak:

kM~
a) Bu holda minimum sharti—a—m— =/ (V)= Ml +X)e~l ,x =0 ko'ri-

nishga ega. Bu tenglama yechimga ega bo'lishi uchun uning chap tomoni
o'ng tomonidagi M 2<2m/5 ning maksimumidan kichik bo'lishi kerak.

f (X) funksiya x= 1618 nuqgtada 0,84 ga teng maksimumga ega. Demak,

kM2
— < 0.84 shart bajarilgandagina berilgan potensiaida finit. harakat bo'lishi

mumkin,
. . . . KM2 -
b) Effektiv potensial uchun minimum sharti _2n:1_v =Xxdex X =KmQ
Finit harakat sharti:

M <uv
Iy c
9. Harakat tenglamasining Dekart sistemasidagi ko'rinishi:

f
mr —a—.

Harakat bir tekislikda ro'y beradi. Tenglamaning o'ng tomonini qiub
sistemasma 0'lkazamiz:
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dx _ acos(p dy_ a simp
dt m r2 dt m r2

M
d_<p -, ni (3.23) ga garang) hisobga olib bu tenglamalarni

at
dx a dy a .
= - COS (D, = - Sine)
d(p M dip M

ko‘rinishga keltiramiz. Demak,

a . . a
x = ———=SJnfp + Cj, Y = — COSljo+ C2.
M M

Endi xvay larning o‘rniga qutb koordinatlariga o‘tiladi:
x = rcoscp, Y = rsin (p.
Natijada oxirgi tenglamalar

a . .. . a
rcos(p- npsin (p= __I\Z sin p+q, rsm (p+r(pcos = _I\/I Ccos Pp+c2

ko‘rinishni oladi. Ularning birinchisini -sin<p va ikkinchisini cos<p ga
ko‘paytirib qo'shilsa

a
rep = Ve G sin (p+c9cos P

ga kelinadi. Yana bir bor (3.23) formulani go‘llanib trayektoriya formulasi
topiladi:

L_am o si'n<®+@ cos (p
r M2 M M

Bu —ellips tenglamasi.

11. Trayektoriya aylana bo'lishi uchun rQ effektiv potensial
it =u +%r2 n‘n8 minimumi bo'lishi kerak:

3 4 =0 daJU'ff(m). O
dr ! dr?2
Birinchi shartdan 102 = nam/M2, ikkinchi shartdan esa

> /r(n+1), yoki,«<2
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ekanligini topiladi.
12. Energiyaning saglanish qonuni bo‘yicha

m-2 a <«

R
R
w?3
Demak, r=j— l.7=== =—\j—
12aJ M I 2V 2a
oOVvr R

13. Zarrachaning harakat migdori momenti M =mvp, energiyasi

E=mv22, bunda m=T1xrl{Tx+m)2, minimal masofa MM =E
shartimad topiladi. Demak,

n »2 Nn-r 2a
*w/r P hnin 1~
mv—

Bu tenglamaning fagat n =i,2,4 hollardagina sodda yechimi bor. Masalan,

\2 .
>
n=2, m),,:J;'J—+—2—a7-
mv

du
14. Zarrachalar orasidagi kuch —itarish kuchidir: —5 " rqu]lil -
4-hobga oid masalalarning javoblari va yechimlari

1

a) Potensial U(xX) =x2' ni uning minimumi x=0 atrofida gatorga
yoyaylik:

U - X2+X3 +—x4 ++°m

Lagranj funksiyasi: L =" 2x2-" 2X" +x3+ses . Chastota: ©="- =1

t N2 f2 [r
by U=U x-L —, 0=J]J—.
Nk 2k \m

¢) Potensialning minimumlari
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a vy /
nugtalarda joylashgan. Shu nugtalarning ixtiyoriy biri atrofida potensial
gatorga yoyilsa kvadratik had

f- X
. IC-
2Va V ag 2( X0

ko‘rinishga ega boiadi. Demak, ® 1—
d UX) =L = <?+9§_—e—)—+- Demak co—1 j=m
Inc 2% ' CORE

2. Sistemaning Lagranj funksiyasi:

L=— ¢1-mgR(1-cos(p)
2Rs\n—

/
Muvozanat nugtasi: % = 2arcsin

73

8m,oR2

Shu nugta atrofida potensialni gatorga yoyib, kvadratik hadning o‘zini
goldirainiz:

R e e
L=-——@-— 3mgr 1- (>29- +m
2 2 "SR
v J
Chastota:
/
® =m
R %R~
v ¥ /

Aibatta, € <BTYR bo'fihi kerak, aks holda muvozanat bargaror
boimaydi.

3 Massaning kinetik energiyasi T=-Ta ¢ . Potensialenergiyani topish

uchun prujinaga ta’sir gilayotgan kuch /’ni prujina uzunligining o‘zgarishi



[/ ga ko‘paytiramiz. [/ ni cosinuslar teoremasidan topish mumkin:

a(a-hl)
Al = Ma~+(a+/) _2n(a +/eos<p =T g

@+NF
nail

F F
4.2 *(0 = ;@QO ""coseor); b) *(/) = — "r(co?-sinfi)r);

Fn ooe a - mocos (ot +a sina

c) X(t)=-0
) x(t) ~0 O +a 2
s Fn (osmaf asinftw
d) x()=r -5
'(9)- [a* w [2a[i cos [it
mo (a2 +j32) +2"a2-p2'o2+acA
€)
~(a: -/32+ar)sin PiJ +p[-2acocosa>t + ~a2+ p~ -0Y ~sin
r(O =— jcoe jr«" - P +(0'jcos (it

(a2+p2)" +2(a2-/32)ft2 +a4

—-2aPsinPt]+ a (a: +p—-co2’'sinat-o0”a2-pl+m "cos ©t

\

5.a)x(t) = —a—t— sin &2, b) ——y——(/sm<u/ Wrcoswr)
2o 2noo*

a (A +w)sin(ur-wsin(a> +A)f

9 "0 = AL+24)

a) va b) yechimlar vaqt o‘tishi bilan cheklanmagan holda o‘suvchi
bo‘lib ularni kichik tebranishlar sohasida qo'llanib bo‘lmaydi. c) holda
A chekli son bo'lganda muammo yo'q, [ — 0 holda yana b) holga
kelinadi.

6. a) (4.32) formuladagi integral t <7’holda:
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f
— — (co/ -sin (or)
m&'T

Endi t >T dagi yechimni topaylik. Yuqoridagi integral t >T da
(integrallash yugori chegarasi T bo'lganda)

Y ) .
— 2— (Yet)cos ft) (? —T) +sin a)(t —T ) - sin cat)
mo T
ga tengdir. Undan tashgari, kuch FObo‘lganda t >T hoida integral

(I =cosco(/-T))
mar

ga teng. Shularning hammasini yig’ib t >T dagi yechimni
f
N\cos (i - T)+c2sina>(f -IMN)+ -
ko‘rinishda qgidirish kerakligiga kelinadi. X va uning hosilasi x ning t —T
nugtada uzliksizligidan cr c2doimiylarni topiladi:

c, = — sinf7\ €2 = — (I-cosfor).
mo~-T 7 mo-T

Demak, t>T da
sin«(r-7")-sina«’
oo~ air

. . ) VI 2 2 2F0_, «l
Tebranish amplitudasi: «-Vei +c2 :n—mrlTM - =

Nr
b) t<T bo‘lganda: ¢=—\(I-cosfttf);
mco"

t>T bo‘lganda:

F 2F  mT .
X=— (cosa>(T -t)~ coscot) = — y sin— sin a>(T/2-t).
n0 m(0~ 2

p

C) t<T bolganda: x=—*j(cot-sincot);
mco’

t>T bo'lganda:

X = — \AcrilTcosco(T -t)~sin cot-sin co(T-t)) =
mcoT
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"? [(fttf’ cos coT - sin <07) cos at + (coT sin cOT +cos<oT —)sino>fJ.
mar

Tebranish amplitudasi: a =Ja>2T2+2(l-cos6u7)-2sin coT.

f
d) t<T bo‘lganda: x = — —r(sin cot-cot cos cot);
2meo

kFo
t>T bo‘lganda: x m y cos at.

7. (4.49) formulaning birinchi gatoridagi ifodani

F(t m-{t ~(¢
(ReC2 (1) +ImC2 (n)- r(n) r; o m{cz ;a()")

dan foydalanib hisoblash qulaydir:

/(™) Fa X1 _ . .
aC0C0Sa————————m-mm T + ;fIft)sin a
mco 2o a>—+A"
va
F(-») i
= ae—
mco
Natijada
IF,: aX F,cosa
AESED-EE =S 2 12+«2
«

8. a) Minimum: a0=1,W =-1. Chastotalar: oof = cof = 6;
b) Minimum: x=1,v=1. Chastotalar: u, =a=1.

9. @) Normal chastotalar: 1, =T6, w, - 1; Normal koordinatlar:

x=Qi+Q2, y - ——ON\+Q2m
. . 5-i 15 9 5-i 5 >
Lagranj funksiyasi: L=~8Q\-£Q\ +§Q' ~—Q'im

290



b) Normal chastotalar: 2= AL 4 ef

Normal koordinatlar: A - 61 +@>*2 - " N+ 2 Q-
a W2 - L

10. Kinetik energiya:
T m!2 -4 2 N\NXM((2 2 < \

T - ~ (xI +'GB+"- +x2N'-])+ — [x2 + x4 +'" + xX2;Vj-

Potensial energiy:

v - B('xw 1= X2t + (X2 x3)2 ¢ cme (x2umi - X2 T XN -

Harakat tenglamalari:

ntxi il +K (2521, - xan - x2n_2) = 0, Mx2n +K(2x2n - x2IH - x2n_, ) = 0.
Chegaraviy shartlar: X0 =x2Nq =0.

Yechimni turg‘un to‘lginlar x,m* = Ae'{Ddm)p), = Be{OHp

ko‘rinishda gidiramiz. Bu holda chastota uchun tenglama quyidagicha
bo'ladi:

- :l( +J|-— i mM
ug2 1+l siap V-

a chastota ba’zi bir hollarda «optik chastota», a2 esa «akustik chastota»
deyiladi (ko'rilayotgan sistema ba’zi bir hollarda gattiq jismning sodda-
lashtirilgan modellaridan biri bo'lib xizmat giladi). Chegaraviy shartlarning

birinchisini ganoatlantirish uchun yugoridagi turg'un to‘lginlarning quyidagi
kombinatsiyasi olinishi kerak:

x2,A = Aksin((2n-1l)<pt )cos(ay +at), xh= Bksin (2n(pk)cos (cokt +ak),

kn
bunda <x= 2n +[ ~ ikkinchi chegaraviy shartdan olinadi.
11. Sistemaning Lagranj funksiyasi:

L=™ (X +X1)-\(XL+X)- "= (X X2f m
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Harakat tenglamalari:
mX] +(k +Kkt).v,-KIx2 = 0- mx2+(k +kl)x2-klIxl = 0.

2 k+2kx

»
a) ——sin 0,/ H— sin 0.1 A, = Y —— sif <u,r

@ ft). _2| g

b) V= —@8X0)/ +COSCIlV), x2=—(cosffl*-cosov).

c) Birinchi zarrachadan ikkinchisiga a/ vaqt ichida berilgan energiya
X.) kuchning shu vaqt ichida bajargan ishiga teng:

dE - Fdx2 = kx(x[ - x2)dx2 = (aj - x2)x2dl.

Demak,
dE kv , s
a) — = -—--smftV~cosoy-cosaijfJ;
2aP
dE ka—- ol . s
b) — = ——— cos(ti,i 4, sin t— sin cam.
d: 2

Ko'rinib turibdiki, energiya ogimi vaqt o'tishi bilan ishorasini davriy ravishda
o'zgartirib turadi — energiya goh birinchi zarrachadan ikkinchishiga, goh
teskari oqgadi.

12. a) Sistemaning Lagranj funksiyasi:

/ 2 2\

2
fi =+

L=-{KW —n27;) c ¢ c

Agar quyidagi bclgilashlar kiritilsa:
nNE&E=r. VA;(, =2, &4, =*

Ll —_ 4 Iaé
n, ¢, c cNn~n2

9-masalaning b) gismidagi Lagranj funksiyasini olgan bolamiz.
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5-bobga oid masalalarning javoblari va yechimlari

1 Birinchi tartibli tuzatraa uchun tenglama:

&Xt

L= _g (A,sinv” +av/i cosi//)\-i~+£ cos2i/l.
oA L,

Demak, A -0, w]=0.

a2y a2y

Yechish: x=acos(aty +<p)+— ———— cos(2tity +2<p).
Chastotaga birinchi tartibli tuzatma yo‘q ekan.
2. Birinchi tuzatma uchun tenglama:

a2y

U +x 20, —n+  siny/ +2ail//, cost// 4  sin3y/.
3i//2 4

Demak. 2A —H+—4 =0, iln=0.

fkkinchi tuzatma uchun tenglama:

C— 1+x2- 2aw,—A Cl—Aﬁ—l-ll——dl 1A + cost// +
oyl d [ 4 128

X/ T A

o siniff + 3 M7 Doosaw i 222cossil/.
* 128

Asriy hadlarning paydo bo'Imaslik sharti:

dAL 3a2\ a

A2=0, y/2= -A
da 256"

Yechim:

jt = ncosy/’ _£2 Sk -~ na 2 cosby/ +(a2 +8)cos3y/
32 4

bunda
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® = w=t— 1-EinamE a7 +dNe
1+ 16 8 64

3 x—a cosy——fc—I j(sin3i/" +cos3y/);
32

a0 = a(0), y/ = adt- 3
1+In-

6-bobga oid masalalarning javoblari va yechimlari

1 Ko‘rsatma: mos keluvchi tenglainalarni skalar ravishda P va M ga
ko‘paytiring.
2. Energiyaning saglanish qonunini

(M .- M 3coseoy
QA — ———————— mgl (1 - cosaul =

2/sin ‘0o

{Mr-McosB)2
= -16" +

2

mgl (I —cosfl)

ko'rinishda yozib olinadi, (6.79) belgilashlarni kiritiladi va kerakli algebraik
soddalashtirishlar bajariladi.

3. /u. /n =2al(m+M),Ixw=/, =2a2{in- M),

I:;, =2/,,0:= =/v¥= =0.Ixx=4flam,/;, =
=4a2M, /' =/ .+T
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4, (xX\y') koordinat o‘glarida inersiya markazi (a,a) nuqtada joylash-

gan. Shu nuqtaga nisbatan inersiya momentlarini topilsa quyidagi natija
olinadi:

12ta2 Ama2 O "cos@ sinip 0 N

Ama2 Ama2 O Oz = -sinot cosa 0

o o
0 0 \&me2 v /

Koordinat sistemani ¢ burchakka burab shunday yangi (x,y) koordinatlarga
o‘taylikki, ularda | diagonal bo‘lsin. Buning uchun r o‘gi atrofida (p

burchakka burash matritsasi O\ dan foydalanamiz. Ojkl'k

Birinchi elementni topaylik:
/] =0, 4 a Ne= OfjOn/y, +10N\NON +0{20u 1 2 =
= Amal(3cos2p+ 2sin (pcos (p+ sin Xp).
Huddi shunday:
hi “ 0,)0il1.14 —O0*,0,\111 + 0\ \OINI\i  O/y()ji/71+ O f-jO inlI=

= Ama2 (-sin 2p-+cos2<p);
122 = Ama2 (?>cos2p-sm2(p +sin2P\ = \6ma2', /13 = "23=0-

> burchakni shunday tanlab olish kerakki, 112—0 bo‘lsin. Buning
uchun <p=n/8 bo'lishi kerak. Natijada inersiya tenzorining bosh mo-
mentlari uchun quyidagilar olinadi:

/n =7 =Ama2(2+Vv2j;, =Il12=4ma2{l-"Jlj;/. /3=16ma
5. Impuls momentining saqglanishi gonuni bo'yicha M =/Q = const.
Bu munosabat shar uchun =const ko'rinichga ega. R -R'X)." dan
Q'=0Q/(0,99)2=1,02Q ekanligi topiladi. Yerdagi sutkaning uzunligi - 28

minutga kamayadi. Yerning aylanish energiyasi 2% ga oshadi.
6. Tortish kuchi yo‘q bo'lganda prujinalarning uzunligini b deylik.
Sistemamizning erkinlik darajasi ikkiga teng —jtva B. Lagranj funksiyasi

1:§Tx2+5—ie2—§k G:, -bf +(x2-bf -mgx
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X2-J) = bB,xx+x2 =X munosabatlardan x{=x- [£12. xX2=x+Ld/2 lar
olinadi. Natilada Lagranj funksiyasi quyidagi ko'rinishni oladi:

L=—mx2+—1Q2-k(x-b)1- mgx- —kL2d 2.
2 2 g’ ) 4

Xodani ingichka deb garaylik: / =
Harakat tenglamalari:

X+20)2(x-b)+g =0, B+6008B=0 ©O— —m

vm

Demak, sistemada ikkita chastota bor ekan; < =V2m, a2=s/6m Ularga

mos keluvchi tebranish modalari - normal tebranishlar — (I.)-rasnmda
ko‘rsatilgan.

t t

1-rasm. 6-bobdagi 6-masaiaga oid

. 2VHQ . n
7. 2-a rasmdan ko‘rinib turibdiki, h - s,n0-
g

8. 2-b rasmdagi belgilashlardan foydalaniladi. Kichik silindming kinetik
energiyasi ikki gismdan iborat — o‘z o'qgi atrofida aylanish energiyasi va
katta silindrning ichida yumalash energiyasi:

T=]7,02+1m(R-a)2S2.

bz gmiRee)
Bu yerda (R-a)5 =v kichik silindr markazining harakat tezligi,
/m=Ta212. Sirpanishsiz harakat uchun as = (R -a)S. Demak,

Fr=~m(R~af 82.

Silindrchaning potensial energiyasi: £/= (R-«)m<<(I-cos<5). Lagranj
funksiyasi:

L :Zm(R —a)" & - (R-a)mg (- cosb).
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Kichik tebranishlar hagida gapirish uchun cos<s ~i—8/2 deb olinadi:

Tebranish chastotas? ©- 3 (R-a)

F—2imLlIsine

a)

2-rasm. 6-bobdagi (7)- va (8)-masalalarga oid

7-bobga oid masalalarning javoblari va yechimlari

|
H=~Inr;  b)H = —-\ P?+-
a) e b) ZmI}J+2M-b
N

OH-= 1—xp—~o+LPx2 <N\ d)H = I—xtp/ +Xprpr
4 4x 4

e)H =" PX2+/1 2+ YPx - XPy +1 (*2+32);

f)H = — —RXY2r 2sm 2@+ mgr CoSs B.
2 m 2

2. p=m(r +[£2r]), H="mp2-£2+[mp] +t/(r). Agar burchak tezlik

nolga teng bolgandagi Gamilton funksiyasini tfO deb belgilansa va impuls

momentining ta’rifini eslansa H = HO-M <1 bo‘ladi.



4 If pi, (/y-/y cose)? ; pi

2/, 2/,sin2 2/3
2 RP 2
5. Silindrik sistemada: ~ =2m Pr+ | +t/ (r,<p,2).
1
+U(r,0,<p).
2W "gin o

6. Cheksiz kichik siljish: ru->re>=r,, +e;p'a:pa.
A — ! ! GH PRI - - .
A(rigpa)= //(ru,pu) shart = r=o ekanligini bildiradi.

kanonik tenglamalar bo’yicha

PZI_ — Igi:l (0=>P = const.

7. Cheksiz kichik Sep burchakka burilganda

ra=r,+sra, p;,=pe+5p,; Sra=[5m,] 5Pe=[5m,]
bo‘ladi,

H dH

— 5re+— 5pl =L (-Pa5ra+ra5pa) =

ma . ( pa)
:X (“P,, Wiipra]+V [&ppal) = Sp—£ [1,p,,1= 0.

&9 ixtiyoriy boigani uchun M =2[r,,pu]= const.

? 9

9. /?(0,6»,M,,M3)\: LB tM2y (M- M gCOs0F
" 2 fr

sin

9,h -siklik, py =M., pv =M3.
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a) [M., T} =£ljkik: b){beM ,aer}=b,at{M,,r,}=£ijkbiajik =
J0 =W ar];
c) {bwi,c -M}=cbM]; d)OQ;

e){p.(a r)*}="-(ar)2=2a(ar);
H{r..M2}=2Mj {/;,Mj}= 2[Mr],;9){p.,M 2} = 2[pM].;

h) 0;i) O.

11 Berilgan maydonda H :;—2——2( . M ={#,M} ni topish kerak.
m r

Komponentalar bo‘yicha hisoblaylik:

Mj = {H ,Mj} =£jk{n,r,pk} =ejk {H, M} pk+£Ikrj {H,pk} =

AH aH 1 a

=0y N =

n
12. Kulon (Nynton) maydonida # :26——(:; .Vazifamiz A={H, Aj
ni hisoblash. Komponentalar bo‘yicha hisoblaylik:
O={/N}y={4,['M],}-« |9 4] =eik{H,r;MK}-a

Quyidagi hadni hisoblaylik:

o £{«m'}=

Demak,

A= -2 ejiMk—2 p+ —T(rm)y = G
mr mr nr—

chunki

£ijkrj M k = £4krjeklimrePm ={SnSJm-S,m8jl )rjrepm=r (r p)~ p,l2.
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a— p dp Tp n
— =2 Q=< =P=Inh—; Pqg
18 P qe 6 e 2 Q
Ly OF4
‘b 30
oF. =
Yechish kerak: — =-——  In— :_2
P dp 40 dQ
Yechish: A {p,Q)=-20\np +c{O\ -2\np+— — =-in—
{P,Q)=-2Q\np +c{Q P15 i

ec(e)=G(in4j2-i)=>F4(P,e)=G

14. P=ep, Q=0qe

15 H (P-mgtf
2m
16. Almashtirish t'ormulaiari:
g,_
Ko‘rsatish giyin emaski:
oA A ’a '
G I a? II_ doj
?, J e/, 3c/;

3/
17. Ko'rinib turibdiki, P~p -+ " —~g Yangi Garnilton funksiyasi

H'=PQ-L'= pg-L-~=H-— =H =",
3/ dt dt

Demak, yangi o'zgaruvchilarda ham tenglamalar kanonik bo'lib
chigadi.

18 F2{q,P) =qP-f{q,t).
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8-bobga oid masalalarning javoblari va yechimlari
1 0 ‘glarni rasmda ko‘rsatilganidek tanlaymiz. Burchak tezlik
£2={0,0,cy} (X, V) koordinatali suyuglik nuqtasining tezligi:
vx=-ooy, I\=ax V.=0. Undan tashgari p =const. Bu hoi uchun
Eyler tenglamalari:
i 1 b o 1dp dp

co'x = — -, y = 0=-9¢g-—-
p dx p dy p dz

Demak, dp = po3l(xdx+ydy)-pgdz,
yoki, p=-po32(x2+y2Al-pgz +C.

Suyuglik sirtida p- 0, demak, —pco2(x2+y2l-pgz +C=0.

Bu - aylanma paraboloid tenglamasi. Shu sirtning markazida
-pgh'+C =0. Demak, p="po32(x2+y2")+pg(h'-z).

h' ni suyuglikning hajmi o‘zgarmasligi shartidan topiladi:

In d
ncth J¢ drrz=2KJf‘drrIEE?\/h' ka ha
2.5
0 (1 i .

Shu bilan bosim uchun ifoda to'lig aniglandi:

1 i T , . C03-p
P--PO03 (x- + = )+pg(h=-2z.) - -

2. z o‘qgini yuqoridan pastga garatamiz. Bernulli integrali:

£l +Hlv--g:=*L+H V\
p 2 p 2

po —tashgi atmosfera bosimi, z ~ suyuqlik sirtining boshlang’ich
balandligi. Uzliksizlik tenglamasi: sv = sv. Natija:

2= .Agar /s «; | bo'lsa v2=2gz deb olish mumkin.

01



3. Uzliksizlik tenglamasi SV = sv, tezlik uchun awalgi masalada olingan

tenglama u2=2gy va 5 =/1x2 larni birlashtiramiz: kx2/=¢ 8Y.
Demak,

KV
Bunday tenglama bilan aniglanadigan chiziq klepsidra deyiladi.

4. Bu holda Eyler tenglamasi:
\>

0= — z +g.
p
Uning faqgat radial komponentasi qoladi, shaming ichida:

s GA, A
&~ 7" y3 Pry

N radiusli shar uchun:

T . 'AG
p(R-P0 = i_[—l_dr——i—é oI,

Ravshanki, p(R) =0. Shaming sirtidagi tortish kuchi tczlanishini gR

deb olib shaming markazidagi bosim uchun quyidagi formula olinadi.

/(0) =



Vektor algebra

Vektorlar ustida amallarni bajarishning bir necha yo‘llari bor. Shular
ichida analitik metod o°‘zining umumiyligi va soddaligi bilan ajralib turadi.
Mana shu metodni o'rganaylik. Biz fagat uch o'lchamli vektorlar bilangina
shug‘ullanamiz.

Skalar ko‘paytma tushunchasidan boshlaymiz. Ikki vektorning skalar
ko'paytmasi quyidagicha aniglangan:

3
A B=AB.+/l B +AB = AB, +A2B2+A}BJ=".4,Bt. (A 19
i=

Vektorning X, y.z, komponentalarini 1,2,3 deb belgilash qulaydir.
Skalar ko'paytma natijasida skalar kattalik paydo bladi. Quyidagicha gqoida
kiritaylik (Einstein goidasi): ikki marta uchragan indeks bo‘yicha yig‘indi
ko‘zda tutiladi. Bu holda yuqgoridagi formulani yig‘indi belgisiz yozishimiz
mumekin:

AB =A/. (A 15

Bunday indekslarni sogov indekslar deytniz. Qoida kiritilishining sababi —
formulalarning yozilishini soddalashtirish. Masalan, to‘rtta vektorning skalar
ko'paytmalarining ko'paytmasi:

(AB)(CD) = AjBjCjDJ. (A 16)

Agar sogov indeks tushunchasidan foydalanmasak 0'ng tomonda ikkita yig'indi
belgisini yozishimiz kerak bo'lgan bo'lar edi —biri /bo'yicha, ikkinchisaj
bo'yicha (ikkalasi 1dan 3 gacha). Soqov indekslarni bir-biridan farq qilish
kerak —agar ifodada bir-necha sogov indeks ishtirok etsa uiarning har biri
0'z harfl bilan belgilanishi kerak. Ozod indeks tushunchasini ham kiritaylik

u,. = 4. (A.17)
Biz bu belgilash bilan chap tomondagi vektorning /-nchi komponentasi A
ekanligini ko'rsatmoqchimiz.
Masalan, A vektori B mC skalar ko'paytmaga ko'paytirilgan bo'lsin.
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Hosil bo'lgan vektorning /-nchi komponentasi nimaga teng? Javob:
(A (B <C)). = AS;C;. (A.18
Endi Kronekker simvolini kiritaylik:
[ agari=j bo'lsa,
U=l agar ™| Ko Isa. (A-19)

Bu simvolni ikki vektorning skalar ko‘paytmasining ta’rifida ishlatishimiz
mumkin:

A B = A,B,= 8lAB}. (A.20)

0 ‘ng tomonda ikkita soqov indeks bo'yicha yig‘indi ketayapti. Oxirgi
formula

A = SijAj (A.21)
ga asoslangandir (/'bo'yicha yig‘indida fagatgina bitta had goladi - j =i

bo'lgan had).
Birlik antisimmetrik tcnzor tushunchasini kiritaylik:

1 agarijk = 123.231,312 ketrna - ketliklarni xosil gilsa.
0 agar /A laming birorikkitasi teng bo’lsa. 22)
-1 golgan hollarda

Yani, el@d=£,,, =£32=1,

e2id=ed42 =£m =  >£i2?=£ii3 = e32 = me= 0- Ta’rifdan ko‘rinib
turibdiki, ushbu tenzorning indekslari o'rnini siklik ravishda almashtirishimiz
mumkin:

Eijt=£jKi=£ W (A.23)

Birlik antisimmetrik tenzor o‘zining indekslari bo‘yicha antisimmetrikdir:
Ek=~Yr- (A29)

Natijada uning ixtiyoriy ikki indeksi bir-biriga teng bo‘lib qolsa u nolga

teng bladi: £4=£4=£ikl- 0 va h.k. Bu uch undeksli kattalik

(psevdo)tenzorni xosil giladi. Shu tenzor yordamida ikki vektorning vektor
ko‘paytmasini quyidagicha ta’riflashimiz mumkin:

[AB], = eijkAjBk. (A.25)
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Tekshirib ko‘raylik. i = 1 bo'lsin:

[AB1, = [AB]4= eljkAjBk. (A.26)

0 ‘ng tomondagi ikkita yig'indi ostida sogov indekslary va k fagatgina 2 va
3 giymatlarni gabul gilgan hadlargina nolga teng emas:

edkAjBk = £I22A2B3+£11 J13B2 = AZB, - A,B,. (A.27)
Olgan natijamizni o‘zimizga ma’lum ko'rinishga keltirib olish mumkin:
[AB], = A2B3- AlB2= AvBz- A,Bx (A.28)

Demak, £jjk tenzori vektor ko‘paytmani kompakt ko'rinishda yozib olishga
imkon berar ekan. Agar shu tenzorning quyidagi xossalarini kiritsak:
£l rm= 8ji8km- 8jnBK, fupEur =28km £,J'ri = 6, (A.29)
vektor algebrasida uchravdigan eng murakkab ifodalarni ham soddalashtirish
imkoniyatiga ega blamiz. Bu xossalarning birinchisini to‘g‘ridan-to‘g‘ri
tekshirib ko‘rishgina mumkin. Ikkinchisi esa birinchisidan uni 5, ga
ko‘paytirib soqov indekslarbo'yicha Yig‘indini xisoblab olinadi. Uchinchisi
ikkinchisini 8mga ko‘paytirib olinadi.
Kiritilgan formulalarning ganday ishlashini misollarda ko*rib chigaylik.
A.l-misol. Uch vektorning go'shma ko‘paytmasini toping.
A -[BC] = AIBCI, =e.jABjC,. (A.30)
Agar (A.23) ni eslasak uch vektor gshma ko'paytmasining bizga ma’lum bir
xossasini olgan bo'lamiz:

A-[BC] = B-[CA] = C-[AB]. (A31)

A.2-misol.
[ABI-tCDMABUCD], =£Ew*(B,e,,,,CD,, =
=(«A-y>,8,CrB.=(*C)(BB)-(A-D)(BC)'AJ2>

A.3-misol. Birlik antisimmetrik tenzorning antisimmetrikligidan
foydalanib
A -[AB] = O (A33)
ekanligini ko'rsatuig.
Ishot.

A +[AB] = £4KAIAIBK. (A.34)
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Bu ifodada uchta sogov indeks bor —/,j, Kk uiarning har biri bo'yicha 1
dan 3 gacha yig‘indi ko‘zda tutilgan. K indeksni olaylik va uning har bir
giymati uchun nol olishni ko‘rsataylik. k =3 dan boshlaylik. Unda

= (OA, - A2[1)B3=0 (A35)

bo'ladi. Shu muloxazani k =1 va k =2 xollar uchun ham qaytarishimiz
mumkin, har gal ham nolni olamiz. Umumiy natija ham nolga tengdir.
Uchta vektorning vektor ko'paytmasini ko'raylik:

[AIBCI1.. =£,,14BC], =eiikAieUaBICm=

(A.36)
= {8, 5im- 5in8jt)AjB,Cm=B, (A &) - G, (A &),

yoki, to'liq ravishda vektor ko'rinishga o'tsak:
[A[BC]] = B(A-C)-C(A-B). (A37)
Asosiy tekstda uchta vektorning vektor ko'paytmasi uchraganda ularda
ham huddi (A.36) formulasidagi tartib ko'zda tutilgan —birinchi vektor

ikkinchi va uchinchi vektorlarning vektor ko'paytmasiga vektor ravishda
ko'paytirilgan.
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