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С ^ З  Б О Ш И

^кувчиларнинг умумий билимини устиришда геометрия фани 
му^им урин тутса-да, куп мактабларда уни у^итиш сифати 
талаб этилган дараж ада деб булмайди. Бунинг асосий сабаб- 
ларидан бири геометрия фанини уцитишга расмиятчилик билан 
цараш булса, иккинчиси бу со^ада ишлайдиган ихтисосли 
кадрларнинг етишмаслиги, "У збек тилида геометрияга дойр 
(дарсликдан танщари) ^ушимча кулланмаларнинг йуклигидир. 
П едагогика институтларида ^ам элементар математикани ур- 
ганишга, айникса геометрия теоремаларини масалалар ечишга 
татб1Щ эта билиш малакаларини яратишга кам а^амият ва оз 
вакт берилади. Шу сабабли институт у^увчиларя орасида ^ам, 
ннститутни битириб чиццан у^итувчилар ичида жиддий- 
рок масалаларни ечишда цийналиб цоладиганларл куп учрайди.

Бу кулланмани ёзишдан ма^сад ана шу камчиликларни йуко- 
тишда укитувчилар ва Укувчиларгаоз булса-даёрдам беришдир. 

Кулланма уч кисмдан иборат:
Биринчи кисмда ёрдамчи теоремаларнинг исботи, бу теоре- 

маларнинг масалалар ечишга татбиц этилишига дойр мисол- 
лар, >{исоблаш ва исбот килишга дойр геометрик масалаларни 
ечиш методлари ёритилган. •

Иккинчи цисмда 602 та масала1 берилган.
Н и^оят, учинчи кисмда иккинчи ^исмдаги масалаларнинг 

тегишли методик курсатмалар билан биргаликдаги ечимлари 
берилган.

1 Масалалар асосан М. П о п р у ж е н к о н и н г  .Сборник задач по гео
метрии" кктобидан олиндн.
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Бу кулланмани ёзишда берган маслахатлари ва ^имматли 
курсатмалари учун физика-математика фанлари доктори, про
фессор А. С. Смогоржевскийга, кимматли масла^ати ва холис 
ёрдамини аямаган Узбекистан Фанлар Академиясининг коррес
пондент аъзоси, физика-математика фанлари доктори, про
фессор С. Щ Сирожиддинов, Цш ёзмани ддщат билан куз- 
дан кечириб, катта мехнат сарф этган редактор, доцент 
I I  А. Мустафин, Республика Укув методик Совети Н  М. С) нинг 
раиси, доцент А. Л. Перельдик, кекса у^итувчи П. А. Островс
кий, методист С. Б. Бофуров ва бошкаларга самимий миннат- 
дорчилик билдираман.

Бу асардан фойдаланишда учраган камчилик ва хатоларни 
курсатиб мурожаат килган китобхонларнинг курсатмаларини 
чукур мамнуният билан кабул циламан^Й

Обид Каримий.



(1- ва 2-шаклларга царанг)

Агар махсус шартлашилмагаи булса, формулаларда ва ма 
салаларда учбурчаклар учун цуйидаги белгилар Щ аЯ ^илин 
ган.

А, В, С — учбурчакнинг учлари. 
а, Ь, с — томонлари {а — ВС, Ь= АС , с =  АВ).

А, В, С ёки а,3 j  — бурчаклари.
р  — ярим периметри.

Я  А„, Щ — баландликлари. 
та, ть, тс — медианалари.

Щ 1Ь, Щ — ички бурчакларнинг биссектрисалари. 
lla, l lb, 11с — таш^и бурчакларнинг бйссектрисалари,

R  — таш^и чизилган айлананинг радиуси. 
г — ички чизилган айлананинг радиуси. 

гс-таш ци-ички чизилган айланаларнинг ради- 
услари.

5 — учбурчакнинг юзи.



Н — баландликларнинг кесишган нуктаси (орто- 
марказ).

G— медианаларнинг кесишган нуктаси (огир- 
лик маркази).

О — ташки чизилган айлананинг маркази.
2 — ички чизилган айлананинг маркази (биссек- 

трисаларнинг кесишган нуктаси).
§д> ~  танщи-ички чизилган айланаларнинг мар- 

казлари.
0д — Эйлер айланасининг маркази (туккиз нукта 

айланаси).
К , К  — баландликларнинг кесишган нуктасини уч

бурчакнинг учлари билан туташтирувчи 
кесмалар.

V Ге — биссектрисаларнинг кесишган нуктасини
учбурчакнинг учлари билан туташтирувчи 
кесмалар.

т'а, т'ь, т'с — медианаларнинг кесишган нуктасини уч
бурчакнинг учлари билан туташтирувчи 
кесмалар.

h'a -h’b h’c — баландликларнинг ортомарказ билан учбур
чакнинг томонлари орасидаги кесмалари.

V  /’ — биссектрисаларнинг улар кесишган нукта
билан учбурчакнинг томонлари орасидаги 
кесмалари.

та, т"ь, т"с — медианаларнинг улар кесишган нукта би
лан учбурчакнинг - томонлари орасидаги 
кесмалари.

da, db, dc — ташки чизилган айлананинг марказидан уч- 
бурчакка ташки ва ички чизилган айлана- 
лар марказларигача булган масофалар.

km kb, kc — ташки чизилган айлананинг марказидан 
учбурчакнинг томонларигача булган масо
фалар.

ga, £&, gc — ташки чизилган айланада олинган бирор 
нуцтадан учбурчакнинг томонларигача бул
ган масофалар И

g'a, ь'ь, Sc — ички чизилган ёки ташки-ички чизилган 
айланада олинган бирор нуктадан учбур
чакнинг томонларигача булган масофалар. 

щ  Щ — учбурчак текислиг-ида ва унинг ичидаги 
бирор нуктадан учбурчакнинг томонлари
гача булган масофалар.

а + 6 + с ^
Р =  — g--------учбурчакнинг ярим периметри.



Б И Р И Н Ч И  К И С М

ЁРДАМЧИ ТЕОРЕМАЛАР ВА ФОРМУЛАЛАР 
§ № Юз ^ацидаги теоремалар

I, Агар ABC учбурчакнинг А бурчаги А'В'С' учбурчакнинг 
А! бурчагига тенг булса, бу учбурчаклар юзларининг нисбати 
тенг бурчакларни Ташкил этган томонлар купайтмасининг нис- 
батига тенгдир, яъни:

S' == be : b'c'.
Бу маълум теоремани (Киселёв, Геометрия дарслиги, I кием, 

§ 259) келтиришдан ма^сад шуки, биз тез-тез бу теоремага 
мурожаат килиб турамиз.

II. Агар ABC учбурчакнинг А бурчаги билан А'В'С' учбур
чакнинг А' бурчагининг йигиндиси 180° га тенг булса, учбур- 
чак юзларининг нисбати шу А аа А! бурчакларни ташкил эт
ган томонлар купайтмасининг нисбатига тенгдир, яъни:

S  : S' =  be \Ъ'с'У.

А'В'С' учбурчакда С'А' нинг давомида А' нуктага нисбатан 
С' нуктага симметрик килиб, С" нукта оламиз. А С" =  А'С'— Ь'. 
Энди В' ва С" нукталарни тугри чизик билан туташтирамиз. 
Хосил булган А В’С" учбурчак (3-ва 4-шакллар) нинг юзини S" 
билан белгилайлик, Z В'А'С" — Z А булганидан, 1 теоремага 
асосан:

S : S '  =  bc:b'c'. (1)
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А'В'С" ва А'В'С' учбурчакларнинг асослари тенг ва баланд- 
ликлари умумий булганидан, улариинг юзлари тенг булади:

5" =  5 '. |  (2)
(2) тенгликка асосан ( 1) тенгликдаги S" урнига S ' ни к К  

сак, керакли муносабат келиб чицади.
III. Ушбу:

I  =  гр 1 1 | |  -  а) щ г„(р -  Ь) =  гс(р -  с) 
муносабатлар тугридир.

( 3)

5-шакл.

ВСS, CAQ,ABQ, учбурчакларнинг баландликлари г  га,B C Q a, 
CAQa, АВ Q0 учбурчакларники эса га га тенгдир (5- ва 6-шакл- 
лар). Шунинг учун:

1 =  BCQ юзи -f CAQ юзи +  АВО, юзи =  I! (а  I  +  с) ■ 1= гр
ва

1  == СЛ20 юзи -f ABQa юзи — fiCSa юзи =  Й Ш 4-1 — а) • га =  
Ц г„(р — а). (3) тенгликлардан:

5 Гг = Жр  — Ь ’ ' с р  — с 
тенгликлар келиб чицади.

Ш а. 1 1 1 | / 4 а2Ьг -  (а21 § | В | | |  , (4)
муносабат ^ам тугридир, чунки Герон формуласига асосан:

S =  У р  {р — а) Щ — W& — с) -
a + b +с а + с—Ь а + b—с b+с—а _

— у  2 |  2 2 ■

= \ v 11 + 1  +  I  [(Я 1 1  — 1 1 1  (а — Я I  - { а  —Ь)\ =

I Ц(а2+  Щ 3  — С*) (С"- Ш Ш Я  =
1 1  | Н  Ц  (а2+  Ц  [2аЬ -  П  Ш  с2)] |

=  |  V 4§Ш  — (a21 1  -  с2)2.



муиосабатлар тугридир.
ABC учбурчакнинг А учидан АА' =  ha баландликни ва таш^и 

чизилган айлананинг AD диаметрини утказамиз (7-шакл). У sfffl 
да Z ADB = Щ АСВ\ шунинг учун ABD ва АА'С тугри бур- 
чакли учбурчаклар ухшаш булади, демак:

AD АС и 2/? Ь Ьа . п с  -
АВ =  ТАI  5  T  =  ^  =  ^ ; A ea =  2S  булганиучунбун-

дан ушбу 7{осил булади:
1R _  ab 

с 2 S ’

Бундан (5) ва (6) тенгликлар уз-узидан келиб чицади.

§ 2. Стюарт теоремаси
V. А гар D  нуц т а  ABC учбурчакнинг ВС т омонида  

ётса, у  х о лд а :
AD2-a =  BD-bz -\-DC-c2, — BD-DC-a, (7)

(6 )

у у
/ /

/  /
/  /

/  /
S  /

В D 1 с

8-шакл.

Агар ABC учбурчакнинг (8-шакл) бир баландлиги АА' булса, 
ADC ва ABD  учбурчаклар учун

§ 1  В  +  DC2 — 2 DC-DAI  (8)
c* =  AD* +  BD* +  2BD -D A' (9)

муносабатлар тугри булади. (8) тенгликнинг ^адлари'ни BD га 
ва (9) ни DC га купайтириб, сунгра ^адлаб цушсак,

BD-b* +  DC-c* = AD*(BD +  DC) +  BD-DC-(BD +  DC)
ёки

BD -P +  DC ■ с2 = AD*-a +  BD-DC-a.
Бундан (7) формула осонгина келиб чирди.
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§ 3. Менелай теоремаси

VI. А гар бирор т угр и  чизак, A B C  у ч б у р ч а к н и н г  А В , 
ВС, СА т о м о н ла р и н и  ё к и  у ла р н и н г  д а в о м л а р и н и  С', 
А ', В ' н у ц т а ла р д а  к еси б  ут са , у  л;олда;

ВА' СВ' АС ' _  . 
А 'С  В 'А  С 'В  “  ■ ( 10)

(Агар | |§ |  бир нисбатни ташкил этувчи кесмалар бир хил йу- 
налишга эга булса, нисбат мусбат, карама-^арши йуналиш-

ларга эга булса, манфий ^и- 
собланади.)

Теоремада курсатилган ке- 
сувчи тугри чизикка учбурчак
нинг А, В, С учларидан ту- 
ширилган перпендикулярлар- 
нинг узунликларини a,{3,f би- 

4' лан ТЗелгилаб, мос ухшаш у ч - , 
бурчакларнинг ухшашлигидан 
фойдаланиб куйидаги нисбат- 
ларни ёзамиз (9-шакл):

ВА'
А 'С

С В ' _  7 АС ' 
В 'А  а  ’ С 'В

Бу тенгликларни ^адлаб купайтирсак, (10) муносабат келиб 
чицади.

Биз теоремани кесувчи тугри чизик учбурчакнинг икки 
томонини кесиб, учинчи томоннинг давомини кесган ^ол учун 
исбот килдик. Тугри чизиц учбурчак учала томонининг давом
ларини кесган ^олда у,ш  теорема худди шу усулда исбот 1<и- 
линади. Бошцача ^олларнинг була олмаслигини ашщлаш ж  
йин эмас.

VII. Менелайнинг тескари теоремаси. А га р  ARC уч б у р 
чакнинг АВ, ВС, С А т о м о н ла р и д а  ё к и  у л а р н и н г  давом и-  
да м ос А ', В ', С' н у ц т а л а р  о ли н га н д а

ВА' СВ' АС ' 
А’С В 'А  С’В 1

м уносабат  т у гр и  булса , бу о л и н г а н  у ч  н уц т а  к о л -  
л и н еа р  булади  (бир т угр и  ч и зи ц д а  ёт ади).

Агар учбурчакнинг АВ томонини ёки унинг давомини А'В ' 
тугри чизик С4 нуцтада кесади десак, бундан VI га асосан

ВА' СВ' АС" 
А 'С ’ В 'А 'С "  В =  -  1 ( 12)

ю



^осил булади. Буни (10) билан солиштирсак, ушбу келиб 
чицади:

А С  АС"
С'В ~  С"В-

АВ кесмани бир хил мусбат ёки манфий нисбатдабулувчи фа- 
кат битта ну^та булиши мумкин, шунинг учун С' ва С" нукта- 
лар устма-уст тушади. Шу билан теорема исбот булди.

§ 4. Чева теоремаси

VIII. А гар  О н щ т а  ABC учбурчакнинг ички со хасида 
ёт увча  и хт и ёр и й  нуцт а  булса, АО, ВО, СО т угри чи- 
зи ц л а р  уч б ур ч а к н и н г  ВС, СА, АВ т ом онларини мос 
раваш да А ', В ', С' нуцт аларда  кесса, уш бу муносабат  
ур и н ли д и р :

BAr CBr А С '__1 /1*^
T c 'W a "c b Ш; -

10-шаклда курсатилгани каби АА', В В \ СС тугри чизи^лар 
ABC. учбурчакни умумий учлари О ну^тада булган олтита уч-
бурчакка ажратади. Уларнинг 
юзларини а,53,7 ,8,6,5; билан бел- 
гилайлик.

АА'В  ва АА С учбурчаклар 
тенг баландликка эга булгани- 
дан, юзларининг нисбати А'В  ва 
А'С асосларининг нисбати каби- 
дир.

Шунга ухшаш ОБА' ва ОА'С 
учбурчаклар юзларининг нисбати 
уларнинг ВА' ва А'С асослари
нинг нисбатига тенг, яъни:

А

А'В  _АА'В  юзи _  a +  j3 +  f
А'С АА С юзи 8 +  6 +  5

ва
А'В
А'С

ОА'В  юзи 
ОА'С  юзи

Бу сунгги икки пропорциядан ^уйидаги косила пропорция 
келиб чикади:

А ' В  ___  а  +  р  +  1  —  7

еки

Шунга ухшаш:

А ' С 5  +  е  +  g .

А ' В а  +  Р

А ' С “  *  +  г

В ' С _  т  + 5
А В ' a  +  р

(14)

(15)



ва
AC  е 4- S /л дч
ВС' f  +  8* ' '"Л' V  .

Агар (14), (15) ва (16) тенгликларни ^адлаб купайтирсак, 
(13) муносабат хосил булади.

IX. Чеванинг тескари теоремаси. А га р  A B C  у ч б у р ч а к 
нинг АВ, ВС, С А т о м о н ла р и д а  м ос р а ви ш д а  о ли н га н  
.С', А ', В' н уц т а ла р  уч ун

В А ’ СВ' АС' 1 n 7Y
А ’С В 'А  С'В  1 •

б$лса, А А ', ВВ ' ва С С  т угри  ч и зи ц л а р  у за р о  бир нун;- 
т ада кесиш ади.

АА' ва ВВ' тугри чизицлар бир-бирини О нуцтада кесиб, 
СО тугри чизик учбурчакнинг АВ томонини Щ ну^тада кесса, 
унда VIII теоремага асосан:

ВА' C W  Л С " ! ,  ,
А 'С  ' В 'А  ’ С"В к  . '■10*

(17) ва (18) га кура:
АС' _  АС^
С’В  С 'В '

Демак, С7 нукта Ц  нуцта билан устма-уст тушади, шу би
лан теорема исбот булди,

Исбот килинган VIII ва IX теоремаларни кесишиш нуктаси
О учбурчак танщарисида (унинг текислигида) булган хол учун 
хам умумлаштириш мумкин. Бунда А', В', С' ну^талардан 
баъзилари учбурчак томонларининг давомнда ётади.

Менелай теоремаси, одатда берилган уч нуктанинг кол- 
линеарлигини исбот этишда (§ 3 га каранг) ва учбурчак томон- 
ларини бирор тугри чизик кёсганда хосил булган кесмаларнинг 
нисбатларини аниклашда цулланилади.

Чева терремаси эса одатда берилган уч тугри чизиц- 
нинг бир нуцтада кесишишини исбот этишда ёки уч тугри 
чизи^дан >̂ ар бири учбурчакнинг бирор учидан чикиб, учбур
чак текислигида ётган умумий бир нуктадан утиб, учбурчак 
томонларини кесганда з^осил булган*кесмалар орасидаги нис- 
батларни аницлашда цулланилади,

I  5. Учбурчакдаги баъзи бир кесмаларнинг 
нисбатларини эдисоблаш

ABC учбурчакнинг ВС ва СА томонларида мос равишда 
А  ва Щ нуцталар берилган булиб (11-шакл), унда:

ВА' _ _ л СВ’Ш  
' А'С Ш I  В’А ~  1

АА' ва В В ' тугри чизицлар Ону^Ыда кесишган булсин. АА' кес-
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манинг О ну^та билан ^осил т^илимган булакларининг нисба- 
тини топайлик. А'В' кесмани 5ттказсак, у з^олда (/\А В В I ва 
А В'ВА' лар умумий ВВ' асосга эга б5’лганидан):

д  АВВ'юзи
& В'ВС юзи _
ДВ'Л'С юзи 
ДВ'ВС  юзи

А О  ____ Д А В В ’юзи 
ОА' Д В 'В Л 'ю зи

еки

Д  ЛЯВ'юзи
/ \В В 'С  юзи—Д В 'Л 'С  юзи

В 'А
СВ'

1 — А 'С
В А '+ А 'С 1 — Х +  1

АО  X +
О А' Х(х 

АА' АА

(19)-

(19) дан фойдаланиб, ва щ т нисбатларни *ам топиш осон:

И

лл^
ол

ёки

11-шакл. 

АО  +  ОАЕ
ло

_ 1 ЛЛ __
S H  . W  4: О Д ' —

АА'
АО'
АА'
ОА’

к *-1

Ар* -I- X 1 
X + 1 | 

Хр* "Ь X -f* 1
Aij.

ДО +  ОА' I X +  1 
ОА' Х|х

( 20)

(21)

§ 6. Птоломей теоремаси
X. Д о й р  ага и чки  чизилган  т урт бур как даагонал- 

ла р и н и н г купайт м аси  т урт бурчак царама-царши  
т о м о н ла р и  к$ пайт м аларининг йиеиндисига тенг.

Ички чизилган ABCD туртбурчакнинг А учидан ВС ва CD 
тугри чизицларга АЕ  ва AF  перпендикулярларни туширсак (12-
шакл), АВЕ  ва ADF  ухшаш учбурчаклардан 
ёки

A B -D F =  AD-BE. (22)
13



AC2 =  АВ2 +  ВС2 2• ВС■ BE, 
AC2 ~  CD2 +  AD2 ±  2-CD-DF.

ABC ва ACD учбурчаклардан:

(23)
(24)

Охирги тенгликлардаги кУш ишоралардан усткисн, В бур- 
чак уткир булган з^олга, осткиси эса утмас булган з^олга 
тугри келади. (23) тенгликнинг з^адларини AD-CD  га, (24) 
тенгликнинг з^адларини АВ-ВС  га купайтириб, *осил булган 
тенгликларнн цушсак, (22) муносабатга асосан куйидагилар 
з^осил булади:

АС2■ (А В ■ ВС +  A D - CD) =  АВ2■ AD ■ CD +  ВС2-AD-CD +  CD2 х  
X АВ-ВС +  AD*-АВ-ВС =  AB-CD {A B -A D  +  BC-CD) +

+  AD -BC AB-AD  +  BC-CD);
бундан:

(А В -CD I  A D -В С )-(A B-A D  +  BC -C D )
A C 2

шунга ухшаш:
А В -В С  +  A D -C D

о г й  _  (A B -C D  +  A D -ВС) (А В -В С  +  A D -C D ) 
В  A B -A D  +  B C -C D

(25)

(26)

(25) ва (26) тенгликларни з^адлаб 
купайтириб, з{осил булган ифода- 
нинг иккала томонидан квадрат 
илдиз чи^арамиз:
AC-BD =  AB-CD +  AD-BC. (27) 

Шу билан теорема исбот 
булди.

§ 7. туодиз нукта айланаси 
ёки Эйлер айланаси

XI. У чбурчак баландлиги-  
нинг учбурчак  учидан орто- 

м арказгача  булган  кесмаси, ш у учбурчакка  т аш ци чи
зи л га н  а йлан а  м арказидан  берилган бурчак царш исида  
ёт ган т ом онга  кадар булган  м асоф анинг и к к и  бара- 
варига т енг, яъ н и :

(28)

Агар 0у4,_]_ВС, АА'±.ВС (13-шакл), таш^и чизилган айлана- 
даги В га диаметрал карама-^арши нукта D ни олиб, DA, DC 
кесмаларни утказсак, унда DC = 2-ОАъ чунки СМ, кесма BCD 
учбурчакнинг урта чизиги. AHCD туртбурчак паралле-
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лограмм булганидан, DC — АН, демак: АН =  2 '0A V Биз шуни 
исбот ЭТМОКЧИ эдик.

XII. У чбурчак  т ом онларининг урт аларидан , баланд
ли к ла р н и н г  асосларидан ва орт ом арказ билан учбурчак  
уч ла р и н и  т ут аш т ирувчи  кесм аларн инг урт аларидан  
иборат  булган  т ук,цизт а нукт а  бир айланада ёта- 
ди. Б у  ай ла н а  т уцциз нуцт а  айланаси ёки  Эйлер  
а й ла н а си  деб  ат алади.

Курсатилган туккизта нуктанинг бир айланада ётишини 
исбот килиш учун бирор ихтиёрий ABC учбурчакни (14-шакл) 
текширамиз, Р, Q,R — учбурчак 
томонларининг урталари; K,L,
МЩ- баландликларнинг асослари;
Н  — ортомарказ ва Е, F, G— 
ортомарказ билан учбурчак уч
ларини туташтирувчи кесмалар
нинг урталари булсин (Е , F, G 
нукталар Эйлер нукталари деб 
Хам аталади). EFPQ туртбурчак 
тугри бурчакли туртбурчак эка- 
нини курсатамиз. Хакикатан, EF  14-шакл.
кесма АВ га параллел ва унинг
ярмига тенг, чунки у АНВ учбурчакнинг урта чизигидир; 
QP >>ам АВ га параллел ва унинг ярмига тенг,. чунки у 
АСВ учбурчакнинг урта чизигидир. Бундан EFPQ туртбур- 
чакнинг параллелограмм экани келиб 'чикади. Шу билан 
бирга АСН ва ВСН учбурчакларнинг QE ва FP урта чизик- 
ларн СМ перпендикулярга параллел. СМ кесма АВ га пер
пендикуляр булгани учун EFPQ параллелограмм тугри бур
чакли туртбурчакдир. EFPQ тугри туртбурчак таищарисига 
чизилган айлананинг маркази туртбурчак диагоналларининг 
кесишиш нуктаси О да ётади. QF ва ЕР диаметрларга тиралган 
тугри бурчакларнинг учлари L ва К  нукталар хам уша айланада 
ётади. QGF бурчакнинг тугри эканини курсатамиз. Хакикатан, 
АСН учбурчакнинг QG урта чизиги АК  га параллел, СНВ уч
бурчакнинг GF урта чизиги эса СВ га параллел, АК±_СВ 
эканлигидан QGj_GF ва /. QGF =  90° экани келиб чикади. 
QF диаметрга тиралган QGF тугри бурчакнинг учи сифатида 
G нукта хам уша айланада ётади. АНВ учбурчакнинг EF 
урта чизиги АВ га параллел, АСВ учбурчакнинг RP урта 
чизиги (у шаклда курсатилмаган) АС га параллел; \bLJ_AC 
эканлигидан Z ERP — 90° экани келиб чикади. РЕ диаметрга 
тиралган ERP  тугри бурчакнинг учи R  нукта хам уша айла
нада ётади. GER бурчак тугри (GE || АС ва ER  || BL) булгани 
ва каралаётган айланада ётгани учун G ва R  нукталар диаметрал 
карама-карши нукталардир. У холда охирги М  нукта хам уша 
айланада ётади, чунки GMR бурчак тугри ва GR диаметрга
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тиралади. Эйлер айланасининг маркази Эйлер нукталарини мос | 
^арама-карши томонларнинг урталари билан туташтирувчи учта J 
кесманинг умумий нуктасидир/

Эйлер айланасининг маркази 2  нукта, О А ^В С , А А' А-ВС ва 1 
А Н  кесманинг уртаси А" нукта булсин (15-шакл); ОН, О А, АХА". I

кесмаларни чизам изр  ОН  ва А]А" I  
узаро 2  нуктада кесишиб, ОА =  R\ 1 
ОАу || АА'; ОАх =  АА" =  А "Н  бул- I 
ганидан [XI га щ зсан] АОАуА" 1 
туртбурчак параллелограмм булади. I
0 2  Аг ва HQA" учбурчакларнинг ик- 1 
китадан бурчаклари ва биттадан I 
томонлари тенг булганидан:

0 2  1  Q H , ' 8  A & Q  А,г ̂  Ш ш
15-шакл.

Ш унингдек, 2  нукта АХА'А" ( 
тугри  бурчакли учбурчак гипотенузасининг уртаси булганидан:

А' 2  -  ^ -А И " =

Хосил булган сунгги иф одалардан курамизтси, Эйлер айла--^  
насининг маркази таш ки чизилган айлананинг маркази билан 
ортом арказ орасидаги кесм анинг Урта нуктасида булиб, радиуси - 
таш ки айлана радиусининг ярм ига тенгдир. Бу айлана //> О нук- 
таларнинг вазиятига ва R  нинг микдорига богликдир.

Э й лер  а й ла н а с и н и н г  хо сса ла р и

16-ш аклда ABC у ч б у р ч ак  ва унга таш ки чизилган айлана
нинг м аркази  О берилган . Ш у О м арказдан  учбурчак томон- 
лари га  ODj_BC, ObJ_AC ва OF ±.АВ у тказилганда э^осил бул
ган D, Е  ва F  н укталар  у ч б у р 
чак  том онларини тенг иккига 
б у лад и .

У чбурчакнинг ААи ВВХ ва ССг 
балан дликлари ни  чизсак, улар  
би рор  Н  нуктада кеси ш ади. Б и з 
б у  нуктани ортом арказ нукта деб

айтам из. Я саш дан DE =  у  АВ,
DE  кесм а ABC учбурчакн и н г ур - с 
та  чизи ги  экани  кури нади . A XF 
т у гр и  ч и зи к  ABAi учбурчакн и н г 
м ед и ан аси  бутш б, гипотенузанинг

я р м и га  тен г , я ъ н и  АгР  -  j  АВ. ш-шакл.
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Бундан DE =  AXF  экани келиб чикади. Бундан тацщари, 
E t  || ВС; бу золда DEFA1 туртбурчак тенг ёнли тра
пеция булиб, D,E, F  ва Ах нукталар бир айланада ётади.

Бундан учбурчак томонларининг урталари (D, Е  ва F) дан 
„ ут ган айлана , уябуряак баландлигининг асоси щ  дан х,ам ути

ши. келиб чицади. Учбурчак ААХ баландлигининг А Н кесмаси ур- 
тасини Р оркали белгиласак, ясашга кура куйидагиларга эга бу-
ламиз:ЕР — 4- СН  ва ЕР  || СН, шунинг учун ЕР_\_АВ булади. 
Шунингдек, OF±_AB, бундан эсаЕ Р  || ОГкелиб чикади. Бу ^олда 
PF || ОЕ булади. Булардан OE=PF  ва OF—ЕР келиб чикади.

Натижада PF= Щ ВН , ОЕ =  Ц  ВН  ва OF — И  СН  булади.
Биз уябуряакка ташци чизилган айлананинг марказидан 

уябуряак томонига туширилган перпендикуляр шу томонга 
туш ирилган баландликнинг уябуряак уяи билан ортомарказ 
орасидаги булагининг; ярмига тенг деган натижага кела- 
миз.

Шаклда РО^айлананинг диаметридир. DA^P тугри бурчакли 
“ ■ учбурчакнинг учларидан утувчи айланани карасак, DF || АС, 
g P F l BBy (чунки PF \\ ОЕ \\ ВВ,}, PFD бурчак тугри булгани 
||уч ун  айлана F  нуктадан э$ам утади. Бундан, D, Е, F, А, В ва С 
•рнукталардан утувчи айлана Р нуктадан зам, яъни АН  кесма- 
РЕйинг уртасидан хам утади деган хулоса келиб чикади. Худди 
ВЩ1  усул билан каралаётган айлананинг колган баландликлар-
i нинг ВН ва СН  кесмаларнинг урталари Q ва К  нукталарнинг 

урталаридан хам утишини курсатиш мумкин.
, Шу билан: 1) уябуряак томонларининг урталаридан, 2) ба

ланд лик ларининг асосларидан ва 3) ортомарказни уябуряак 
уялари билан туташтирувяи кесмаларнинг урталаридан 
иборат булган туццизта нуцта бир айланада ётади деган 
натижага эга буламиз. Бу айлана эса туккиз нукта айланаси 

. дейилади. PD кесма шу айлананинг диаметридир.
Демак, OD— А Н  — PH  булиб, бунда Д  OMD =  /\РМ Н . (М

нукта ОН Ва PD кесмаларнинг кесишиш нуктаси.) Шунинг 
учун DM =  МР ва ОМ — МН, ёки туцциз нуцта айланасининг 
маркази уябуряак баландликларининг кесишган нуцтаси ба- 
' лан  ташци чизилган айлана марказини туташтирувяи кес- 

. манинг уртасида ётади. Ни^оят, АР — OD ва АР || OD булга
нидан OAPD туртбурчак параллелограммдир.

DP — ОА ёки МР =  ОА, бу ^олда ОА кесма ABC учбур-
л а к к а  ташки чизилган айлананинг радиуси булади; шунинг 
учун туцциз нуцта айланасининг радиуси ташци яизилган 
айлана радиусининг ярмига тенгдир.

Булардан ташкари яна куйидагилар зам маълум:
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1) ABC учбурчакнинг AD медианаси ОН. ни G нуктада ке-

наларининг кесишган нуктаси (огирлик маркази)дир. уШундай 
килиб, ABC учбурчакнинг огирлик маркази G нуцта ОН кес
манинг устида ётади. GOD ва AGH  учбурчаклар ухшаш бул-

2) Учбурчакнинг ААХ баландлиги О айланани бирор Аанук- 
тада кесгунча давом эттирамиз, унда Z  АХАВ =  Z АХССХ, чун
ки бу икки бурчакни В бурчак, тугри бурчакка тулдиради. 
Бундан w  АгВ — w  ВСа булади (Са нукта ССХ баландликнинг О 
марказли айлана билан кесишган нуктасидир). Бундан Z. ВСА2= 
=  Z ВСС2 ва Д  АХСН =  Д  АХСА2 зам да АХА2 ~ А ХН , ёки уябур
яак баландлиги ташци яизилган айланани кесъута давом 
эттирилса, шу нуцтадан уябуряакнинг ортомаркази Н  гаяа 
булган кесма уябуряак томони билан тенг иккига булинади.

Н а т и ж а л а р :  1) туккиз нукта айланаси ва //нуктани олсак, 
НАХ НР =  H B1-HQ =  НСХ-НК  (Q ва К  нукталар НВ ва НС кес
маларнинг уртаси) булади; бундан А Н • НАХ= В Н  ■ НВХ—СН ■ ЩШ 
экани келиб чикади, ёки: уябуряак баландликларининг кеси- 
шишидан j$ocu,i булган булакларнинг купайтмаси узаро 
тенгдир;

2) туккиз нукта айланасига тегишли Аъ Вх ва щ  нукталар- 
ни карасак, АВХ-АЕ — AF-АСХ, BF-BCX = BD-BAX\ CAX-CD& 
=  СВХ-СЕ эканини курамиз. Бундан ташкари, шу айтилганлар- 
га кура, ААХ-АР, BBX-BQ ва ССХ СК  купайтмалар бир-би- 
рига тенг булганидан АР, BQ, СК  ларни иккилантириб, АН, 
ВН, СН лар оркали алмаштирсак, куйидагилар зосил булади:

Одатдагидек учбурчак томонларини а, Ь ва с оркали бел- 
гиласак, 2АЕ — 2СЕ =  щ 2BF — 2AF  =  с\ 2BD =  2CD =  а.

У *олда (1) тенгликлардан куйидаги тенгликлар келиб

ААХ ■ АН =  2АЕ-АВХ -  Ь-АВХ, 
ААХ-А Н =  4AF-АС х =  с-АСх-, 
ВВ1 ■ ВН  =  2 BF-ВС у = с ■ ВСХ\ 
ВВХ■ ВН Щ 2BD-ВАХ ~  а-ВАХ\ 
ССХ С Н =  2 CD-CAt =  а-СА,- 
ССХ• СН =  2СЕ СВХ — Ь-СВХ.

сади, OD || ААХ булганидан Д  GOD^n Д Л б Я , бундан qD—q q =2  

){осил булади, ёки GD — AD, яъни G нукта учбурчак медиа-

A G _ A H  
GD OD

ганидан 0 0  =  -g- ОН булади.

( 1)

чикади:
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(2) тенгликнинг мос томонларини цушсак, 2 (АА,-АН-\- ВВ,Х 
X ВН  +  СС, • СН) Ц  b (АВ, + В,С) + с (АС, +  С,Я) +  а  (ВЛ, +  А,С) 
келиб чикади ёки унг томондаги цавсларнинг урнига улар
нинг кийматлари цуйилса:
2 {ААу-АН +BBl -B H -f  ССХ-СН)^= Ь-Ь +  с-с +  а-аЩ Ь*+ с*+а* 

булади. Бундан:

АА, ■ АН  +  ВВ, ■ ВН  +  СС, • СН =

яъни %ар бир баландликни унинг ортомарказ билан уябур
яак уяи орасидаги булагига купайтирилганда х,осил булган 
купайтмалар UuFUHducu, уябуряак томонлари квадратлари 
UuFunducuHUHZ ярмига тенгдир;

3) агар текшириш учун АНС учбурчак олинса, бу учбур
чакнинг баландликлари В нуктада кесишади ва томонларининг 
уртаси Е, Р  ва К  замда баландликларнинг ортомарказ билан 
учлар орасидаги булакларининг Урталари О, F ва D  нуцталар- 
да булади. Шунинг учун ABC учбурчакка тегишли 9 нуцта 
айланаси бу АНС учбурчак учун зам шундай айлана булади. 
АН  кесманинг уртаси Р нуцтада булгани учун ясалишига кура

цуйидагилар зосил булади: ЕР  — СН  ва ЕР  || СН, яъни ЕР  X
J_АВ. Шунингдек, OF ±  АВ, шундан ЕР || OF. У золда РЕ\\ ОЕ
булади. Шу усулда OE—PF  ва OF=EP олиб, бундан PF =  ~  ВН;

ОЕ = ^ В Н  ва OF—^ C H  экаНини курамиз, яъни уябуряакка
ташци чизилган айлананинг марказидан бир томонга туши
рилган перпендикулярнинг узунлиги шу томонга туширилган 
баландликнинг ортомарказ билан уябуряак уяи орасидаги 
булагининг ярмига тенг булади.

Шаклдаги PD кесма айлананинг диаметри булиб, DA,P туг
ри бурчакдир, Р, D ва Л1.нуцталардан утувчи айланани царай- 
лик, DF || AC, PF || ВВ, (PF || ОЕ || ВВ,), бундан Z PFD тугри 
бурчак булиши маълум. Шунинг учун айлана F  нуктадан зам 
утади. Бундан D, Е, F, Аъ ВъСг нуцталаридан утувчи айлана 
Р нуцтадан э?ам, яъни АА, баландлик цисмининг уртасидан ){ам 
утади, деган хулосага келамиз.

Айлананинг, бошка баландликлардаги Q ва К  нуцталардан 
утиши зам худди шу усулда курсатилади. Шунингдек, шу 
айтилган айлана АНВ ва ВНС учбурчаклар учун }{ам 9 нуцта 
айланаси‘булади. Шунга кура, ABC учбурчакка ташци чизил
ган айлананинг радиуси АНС, АНВ ва ВНС учбурчакларга 
ташци чизилган айланаларнинг радиуслари билан бир хил 
булади. Уларнинг марказини аницлаш цулай.
2* 19
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§ 8. Эйлер теорем аси

XIII. Учбурчакнинг орт омаркази , огирлик маркази. 
ва учбурчакка ташци чизилган айлана маркази бир 
т$гри чиШЩ устида ётади.

17-шаклдан AL  =  h a, ВМ  =  hb 
ва СМ =  fic, ОА, X  ВС ОН , ЛЯ, АА, 
кесмаларии утказамиз. АА,, ВВ± ва 
СС, медианалар. АЛ,ва ОЯ тугри 
чизицларнинг кесишган нуктасини 
G деб олсак, А Н  =  2 • ОА, (XI). AGH  
ва A,OG учбурчаклар ухшаш ва 
HG — 2-OG, шунинг учун G нуцта 
АА, меднананинг 2 :1  нисбатда бу-' |  
лади ва учбурчакнинг огирлик маркази булади.

G нуцта ОЯ тугри чизиц устида ётганлигидан теорем&нинг 
тугрилиги келиб чицади. Айтилганларга асосан 6 Я = = 2 -0 0 , 
бундан; -

XIV. У ч б у р ч а к н и н г  о г и р л и к  м а р к а з и  о р т о м а р к а з  б и 
л а н  т а ш ц и  ч и з и л г а н  а й л а н а  м а р к а з и  у р т а с и д а ги  м асо-  
ф а н и  2 : 1  н и с б а т д а  б у л а д и  деган нйтиМ; келиб чи|? 
кади.

г  § 9. Р адикал  Уц ва  радикал м аркэт»-

Р нуцтадан утувчи тугри чизицлар бирор К  айланани А ва В, 
Аг ва Въ А 2 ва В2,... нукталарда кесиб утса (18-шакл), унда

.P A ,-P 5 , =  РА2 Р В 2 ШШЯ щ Щ була
ди. Бу узгармас мицдоо Р  нуцтанннг 
К  айланага нисбатан даражаси дейи- 
лади ва gkP  куринишда белгиланади. 
gk.P мицдор иккита РА  ва РВ кесма*- 
ларнинг купайтмасига тенг булиб, Р 
нуцтанинг золатига цараб, турли ишо- 
ра билан олинади. Агар кесмалар:

1) бир хил йуналишда булса (Р 
айланага нисбатан ташци нуцта бул
са), g kP >  0 ;

2) кесмалар турли йуналишда булса (Р нуцта айланага нис
батан ички нуцта булса), ЩШт 0;

3) Р нуцта К  айлана устида ётса: gkP  =  0 булади.
О нуцта К  айлананинг маркази, г  унинг радиуси булса, 

ушбу муносабатни ёза оламиз:
gkp  =  Р02 —  г2. (29)

Хацицатанг
1) агар Р нуцта айланага нисбатан ташци нуцта булса (18- 

шакл), Р А =  РО — г, РВ — РО +  г ва бу кесмалар бир хилда

18-шакл.
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йуналган булгани учун gkP  =  РА-РВ — (РО — г) (РО +  г) =  
=  Р02 — г2 булади. Агар P O = d  деб олинса, g kP = d2 — r \  
Ташци нуцтадан айланага утказилган уринма ^ацидаги теоре
мага асосан Р К 2 — РА-РВ  булгани учун, бу )(олда gkP  =  РК* 
булади;

2) агар Р-нуцта айланага.нисбатан ички нуцта булса(19-шакл). 
g kP  =  -  РА-РВ ——(АО—РО) (РО +  ОВ) =  —(r - Р О  (РО +  г) =  
=  P 0 2 — r2 =  d 2- r 2-

19-шакл. 19-а-шакл.

3) агар Р  нуцта айланада ётса (19-а шакл), бу нуцтадав 
утувчи тугри чизицларнинг айлана билан кесишган нуцтала- 
ридан биттаси (В, Въ Ва,...) Р  нуцтанинг узида булади. Шу- 
ни'нг учун g/gP =  РВ-РА щ РВЛ-РА1 — ...= РР-РА  =  PP-PAt =  
=  ... =  О-РА =  Р-РАг = . . .  =  0. Иккинчи томондан, бу цолда
#  J j #  =  РО2 — гг =  г2 W г2 — 0. Шундай цилиб, g kP  =  d2 — г*. 
Демак, ихтиёрий золатдаги Р  нуцта учун gkP  =  а 2 — г2 муно
сабат тугри экан. '

XV. Б ер и лга н  и к к и  а й л а н а га  ни сб а т а н  т ен г  дара-  
ж а ли  н щ т а л а р н и н г  гео м ет р и к  $ р н и  (берилган икки ай
лананинг радикал к 

Берилган икки К  ва К ' айлана- 
ларнинг радиуслари г ва г', мар- 
казлари О ва О' булсин (20-шакл).
Шундай Р  нуцталарнинг геометрик 
Урнини топиш керакки, 
булсин. g kP =  g'kP  (30)

(29) ва /.30) дан: 20-шакл.
РП2 РО'2 -  г ,2Ш Щ  (31)

Агар P Q j_ 0 0 ' булса, у золда:
РО2 — Q02 £  РО'2 — О Р 'Ш  (32)

чунки Пифагор теоремасига кура буларнинг иккаласи ){ам PQ* 
га тенг!S

(31) тенгликдан (32) ни задлаб айирсак:
Q02 — г2 == QO'2 — г'2

ёки
g kQ =  g'k -Q.

24



Бу тенгликдан Q нуцта зам радикал уцца тегишли эканли- 
ги куринади. PQ тугри чизицда ётувчи ихтиёрий нуцтанинг 
зам радикал уцца тегишли эканини курсатиш мумкин.

Марказлар чизигида ётган ва радикал уцца тегишли Q нуц
танинг вазияти радикал уцнинг вазиятини тулиц аницлаб бера- 
ди. Изланган геометрик урин марказлар чизиггдаги Q нуцта- 
дан марказлар чизигига перпендикуляр цилиб утказилган тугри 
чизицдан иборатлиги маълум булади.

Агар берилган икки айлана узаро кесишса, уларнинг ради
кал уци умумий нуцталардан утувчи тугри чизицдан иборат 
булади.

Агар айланалар узаро уринса, уларнинг умумий уринмаси 
радикал ук булади.

Иккита концентрнк айлананинг радикал уци булмайди, чун
ки бу золда РО2 — га =  Р 0 2— г '2 (г Ф г') тенглама зосил булиб, 
бу тенгламани зеч  кандай Р  нуцта цаноатлантирмайди.

XVI. М а р к а зл а р и  бир т у гр и  ч и зи ц д а  ёт м аган. уч  ай
ла н а н и  и к к и т а -и к к и т а д а н  ц и л и б  о ли н га н д а ги  р а д и к а л  
у ц ла р и  бир н уц т а д а  кесиш ади . (Бу нуцта уч айлананинг 
радикал маркази дейилади.)

Берилган айланаларни |Щ Щ  К3 билан ва ЦЦ Я  айлана- 
ларнинг радикал уцини /12 орцали, Щ замда К3 га тегишли 
булган радикал уцни й  орцали шунингдек, Къ К3 айланалар- 
никнни Щ орцали белгилайлик.* / 12 ва 4 з тугри чизицларнинг 
кесишган нуцтасини L десак, g ^ L  =  g ^ L  ва gk2L =  gk^A  бун
дан g ^ L  — g ^ L  келиб чицади. Бинобарин, L нуцтанинг /13 тугри 
чизицда зам ётиши куринади.

Агар / 12 ва h з узаро параллел булса, радикал Уцлар кесиш- 
майди. Бунда радикал марказ чексиз узоцликдаги нуцтада ёта
ди, дейиш мумкин.

I. ЁРДАМЧИ ТЕОРЕМАЛАРНИНГ МАСАЛАЛАР 
ЕЧИШГА ТАТБИКИ

§ 10. Ю зларга дойр теоремаларнинг татбици 
ва бу теоремалардан чицадиган натижалар

1. Исбот цилиш керак:

al'a +  Щ  +  Ш  =  abc, (33)

Учбурчакка ички чизилган айлана маркази £  дан берилган 
учбурчакнинг ВС, СА, АВ томонларига QAU I В и QCt перпен- 
дикулярни туширайлик. АС томонга нисбатан |  га симметрик 
2 ' нуцта олиб (21-шакл), щ  ни А, 1 нуцталар билан ту- 
таштирсак, бунда:
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Л2 — AQ' — la; Д  АСг2  =  Д  Л й ^  =  д  ЛВХ2 ' булганлигидан: 
Л С ^ /^  юзи =  Л 22 ' юзи (34)

ABC ва Л 2 2 ' учбурчакларда Z. ВАС =  Z. 2Л2' булганидан, 
(I) теоремага асосан:

/4S2'
5 Ьс (35)

(34) ва (35) тенгликлардан:

AC-yQBy юзи __ | |
S  Ш  Ьс~"

Шунга ухшаш:
BA1QC1 ю зи _  h  . CBjQA! юзи ^
■ В  S I 9  1и  *ес ’ З Ш 1 ab ’

бу уч тенгликдан:
/ / /^  Л Е Й Н  j
Ьс ас аЬ

цосил булади. Бундан бевосита (33) формула келиб чицади.
2. Маркази О нуцтада ва радиуси г  га тенг булган айлана 

Л, В, С нуцталар билан тенг уч булакка булинган (22-шакл).

С'

ОА, ОВ, ОС радиусларда айланага ички чизилган квадратнинг 
томонига тенг цилиб, ОА', OB', ОС' кесмалар ажратилган. 
А’В’С' учбурчак юзининг айланага ички чизилган мунтазам 
олтибурчак юзига нисбатини топинг.

ОС радиусга царама-царши йуналишдаги нур А'В' кесмани 
D нуцтада, айлана ёйини Е  нуцтада кессин. Бундан I теоре
мага асосан:

A'DO  юзи О А '-О Р  
АЕО  юзи ОА • ОЕ ‘
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Бунда ОА' =  г У  2, 0D  = ОА =  ОЕ =  г .мбундан таш-
1 А'В'С' юзи.цари A'DO юзи — б

Агар мунтазам олтибурчакнинг юзиии £ билан белгиласак,

Л£0 юзи =  -g- £. 
Шунинг учун:

А'В'С' юзи 6A'DO  юзи 
=  ЬАЕО юзи г» В л

3. ABC учбурчак огирлик маркази G нинг учала томонида- 
ги проекциялари Ga, Gb, Gc. Бу нуцталарни туташтиришдан 
зосил булган GaGbGc учбурчакнинг юзи топилсин.

Маълумки,
GGb щ GGC = & , Z GcGGb +  Ж 

(23-шакл) 1Г теоремага биноан:
GcGGb ю зи __GGb-GGc

АВ-АС
hb-hc

96с
Бундан:

GcGGb юзи

Я  a?bchbhc 
ЩсЙШф

453а2

4 s* c m  
9а2йаеа

| ш т ш  '
Ишни шунга ухшаш усулда да

вом эттириб, ушбуларни зосил эта- 
миз:

GaGbGc io3n=GGbGc юзи +  GGCG~
Ш т Ш Ш Ш Ш  4 S»(a*+'№  +  с2) юзи +  GGdGb юзи =  ч 9а2Ьг$----- ^

4. Ушбу

+
+ Ш  -Ь 4й) \  (36)

муносабат исбот килинсин.
ZBHC +  Z B A C =  180° (24-шакл) экани эътиборга олинса, 

II теоремага асосан:

ШШО ’ /С

Н ВС  юзи ВН- СН 
АВ7АС

К  к
Ьс

Иккинчи томондан:
НВС  юзи
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д&мак:

he _ ha
bc h,a'

Бундан (6) формула буйича:

m m = L  H&L  =  k n • ш Ш т
4 c ha aha a 2S  a

Бундан (36) формула осонгина келиб-чикади.
5. Томонлари АВ, ВС, CD, DA га тенг ва айланага ташки 

чизилган ABCD туртбурчак айланага К, L, М, N  нукталарда 
уриниб, АС ва BD диагоналлари узаро Р нуктада кесишади 
(25-шакл).

КМ ва LN тугри чизикларнинг зам Р нуктадан. утишини 
ва BP : PD =  ВК- D M  эканини исбот этиш керак.

ВКМ  ва DMK  учбурчакларни карасак:
Z ВКМ +  Z  DMK ̂  180°.
II теоремага биноанЯ

ВКМ  юзи В К -К М В К
DM 'ЕЩМ юзи D M -КМ.

Бу учбурчаклар умумий КМ  асосга эга булгани учун:
ВМ К  юзи __ВР’
D KM  юзи P 'D '

(37)

(38)

(Бунда Р' нукта BD  ва КМ тугри чизикларнинг кесишган нук
таси деб фараз килинади.)

BD ва КМ  тугри чизикларнинг кесишиш нуцтаси Р' булса, 
(37) ва (38) га. кура: -

(за)
P 'D  ~  D M  1 '

BD ва L N  тугри чизикларнинг кесишган нуктасини S  десак, 
BLN  ва D LN  учбурчаклардан:

1  (40)
SD  D N  у
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ВР' _  B S  
W D  ~  SD  •

Демак, Р' ва S нуцталар устма-уст тушади ва BD  диаго- 
нал КМ ва LN  тугри чизицларнинг кесишиш нуцтаси орцали 
утади. Бу нуцтадан АС диагоналнинг утишини зам юцоридаги 
сингари исботлаш мумкин. Демак, AC, BD, КМ, LM  тугри 
чизицлар бир нуцтада кесишади. Шартга кура, АС ва BD туг
ри чизицлар Р нуцтада кесишади. Шунинг учун, Р, Р ', S  нуц- 
талар бир нуцтадир. Шунингдек, (39) ёки (40) теигликлардаи 
BP\PD — BK-.DM экани келиб чицади.

6. ____ £
S  =  V r r arqrc.

Юцорида (3') да курсатилган тенгликларни ){адлаб купай- 
тирсак:

$*rrnrhr„ =

BL — ВК  ва D/V =  DM  булгани учун (39) ва (40) дан ушбу
тенглик-зосил булади:

Р(Р  —  а){р  — 1>)(р —  с у

Бунда Герон формуласини татбиц этсак, ушбу тенгликни 
зосил циламиз:

<s®= Ш ш Ш

* в 1 , 1 1 В^НШ В
ha + hb+ h c -  . , . .  (4-1 \

Бу муносабатни келтириб чицаришда (3') ни назарга олиш 
лозим, у цолда:

1 1 , 1 _-ч J>_ I с а  4- Ь +  с _  р  _  Eg 
h a ' h b  hc aha bhb ' с hc 22F

8.
■ W

Маълумки:
1 I 1 I 1 p  — a , p  — b l p — c _ 3 p  — 2p _  1 
Fa +  7„ +  Fc ~ - f -  +  - ^ - + ~ S - - ~ S -

9.
rarbrc __ r brc 4- rcra 4- rar b 
hahbhc hbhe 4- hcha 4- hahb

(41) ва (42) га асосан:

(43)



Иккинчи тенгликни биринчисига булсак:

1 + 1 + 1  1  Г а ' ГЬ I Г с _  Г_ _  |

ha ' hb ' hc г
Чап томоннинг сурат ва махражииинг шаклини узгартира- 

миз:
f e l l  I  rcra I  rarb

rarbrc_________ |

Бундаи:

iol

hbhc I  hcha I  hahb 
hahbhc

Ш Ш  _  ШШ 1  гсГд I  rarb 
hahbhc hbhc Ц hcha |  hahb

R r = ^ .4p
(4) ва, (6) формулаларга кура:

„  _abc __ abc
45 * p ~ l p ’

§ И. Стюарт теоремасининг татбици

11. Уябуряак биссектрисасининг узунлиги топалсин.
ABC учбурчакда А бурчакнинг биссектрисаси АА' = Щ бул

син (26-шакл). ВА':А'С =  с: Ь ни эътиборга олиб, ВА' ва А'С 
кесмаларнинг узунлигини топамиз.

ВА' +  А 'С = а

эканини эътиборга олсак, цуйидаги цосил булади:

ВА' =  А'С =  -Ь +  с’ Ь р  с

Сунг, V теоремага биноан:
2   аЬгс . abc2 ас ab

Щ b +  с ' b +  с I И с Ь +  с

Бундай оддий алмаштиришлардан кейин

■ ' т  
келиб чицади. Бу ерда a +  b +  с=2р, Ь +  с — а =  2(р — а) эка
нини цисобга олсак:

/2 _  4Ьср(р — а)
I  (Ь +  с)®
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ёки
L  Р V  b c p ( p - a ) .  ^  (45)

12. Учбурчак медианасининг узунлиги топилсин.
ABC учбурчак ВС томонининг Урта нуцтаси D булсин

(27-шакл). У холда AD  =  та, BD = D C =  j  булиб, Стюарт
теоремасига биноан:

о го . ct а а а
т1’а =  2 ' Ь +  Т ’С 2 " 2 ' а*

БунданШ
' ^а 4

ёки

13. Учбурчакка ташци. чизилган айлана марками '-би^ан 
учбурчак огирлик маркази орасидаги масофа топилсин.

ABC учбурчак ВС томонининг урта нуцтаси D ва изланган
ц s шЯШШ̂ШЩ!ШЯШВШЯЯШж масофа OG (27-шакл) булсин. OBD учбурчакдан: OD2= R 2— j-

ва AD — та, Стюарт теоремасини татбиц этиб, (46) формула 
буйича ^исобланса:

OG2-AD =  OA2-DG +  OD2- S  -  А
ёки

OG2-ma =  R2- l m a +  (R2 — 

бундан:
OG2 =  -i tf2 +  § (tf2 -  f ) - 1  tn% m  ,

демак:
OG =  | / 9 /?2 -  (a2 +  £2 +

23
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14. Радиуса R булган айланага АВ диаметр чизилган ва 
АО радиуснинг уртаси N  нуцтадан утиб, ОВ радиуснинг

^ртаси. М  нуцтадан тугри бурчак 
остида куринадиган CD ватар 
утказилган. Айлананинг 0 мар
казидан CD ватаргача булган ма
софа топилсин.

CMD учбурчакнинг МР медиа- 
насини ва OPN учбурчакнинг PQ 
медианасини утказиб, ОР у  CD, 
|OP =  х) ни хосил ^иламиз, унда 
Z  CMD =  ZOPN — 90° булганидан 
(28-шакл):

МР = СР = PD = V R 2 — 1 |  
PON учбурчакдан:

PQ =  OQ =  QN Rш
Стюарт тёоремаси буйича PMQ учбурчакдан: 

ш Ш Ш М Ш  М О-PQ2 +  OQ-MP2 — MQ-MO-OQ
еки

.Бундан!
ШШт &L S. 

16 1 2 ш т в ш т т

щ  и Щ  ^  Н Ц Ш К Ц Б Н Щ  4 и
12. Мен®;йщ%^р!емасининг татбици

15. Бир тугри кизщ  .ABC учбурчакнинг АВ, АС томон 
лари ва ВС томо'ннипг давомЩЩ мос равишда А', В', С'- нуц  
таларда кесиб утади. ВС томо&Щ 
нининг уртасига нисбаМан Л§|га 
симметрик А!' ва СА томонининг 
уртасйга нисбатан В' нуцтага 
симметрик В" ,ва АВ томонининг 
уртасига нисбатан С' нуцтага 
симметрик С" нуцталар олинган.

ШШШж В",
Щт/тнеар бу лиши, яъни уларнинг 
бир . трррй* чизЩ устида ётишини исбот цилинг. 

теоремага асосанЯ
ва ' е-в' _  _ .

29-шакл.

А'С В 'а : С'А  

Бундан тапщари (29-шакл):
ВА"=>А'С, А"С =  ВА', СВ" =  В'А. 
В"А =  СВ', АС" =  С'В, С"В =  А С \

(47)
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ВА" СВ" АС"  _  _
А " С 'В " А  ’ С"В ~  * '

Бу сунгги тенгликдан М енелай теоремасига биноан А ', В" 
С" нукталар бир тугри чизик устида ётиши келиб чикади.

16. Учбурчак учларидан ташци чи- 
5' £ j  эилган а й ла н а га  ут казилган  уринма-

ла р н и н г царши т омонларнинг давоми 
б илан  кесишган нуцт алари  коллинеар- 
дир.

ABC учбурчакнинг А, В, С учларидан 
ташци чизилган айланага утказилган 
уринмалар ВС, СА , АВ  мос карши то
монларнинг давомларини А ' , В ' , С' нук- 
таларда кессин (30-шакл). АВА', АСА  
учбурчакларнинг ухшашлигини назарга 
олсак, биринчи учбурчак ВА', А'А, 

АВ =  с томонларининг иккинчи учбурчак А А ', СА', АС =  Ь 
томонларига нисбатидан:

ВА' _  АА' с 
АА ' ~  С  А ' ~  Ь 1 ,

бундан ва С А ——А'С  булганидан:
В А  _  £  АА!_ ж  _  с_
А А ' ~  Ь ; А 'С  ~  т  Ь •

Охирги тенгликларни хадлаб купайтирсак:
В А ' _
А 'С Щ Ш  Ь*’

Шунга ухшаш:
С В ' =  _ _ а *  МУ_ = __
В ’А Щ Щ с* ’ С 'В  Щ

(48) ва (49) тенгликлардан:
В A’ C W  АСУ_____ 1
А 'С ’ В 'А  ’ С 'А  ~  ■

булиб, теорема исбот килинди.

§ 13. Чева теоремасининг татбици

17. Учбурчак бурчакларининг учларидан утувчи ва царши 
т омонларни ён томонларининг п-дарсиисалари нисбатларига 
тенг нисбатда булувчи тугри чизицлар бир нуцтада кеси- 
шиши исбот цилинсин.

В А ' № СВ' а" А С ' _ Ь п 
31-шаклдан: -jtq  — Ъп. ц ’д  — сп, с >д ап•

Шунинг учун (47) тенгликдан:
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Бу тенгликларни задлаб купайтирсак:
ВА' СВ' А С  _  •
А 'С  ’ В'А ' С'В ~~

Зосил булади. Демак, Чева теоремасига биноан АА', ВВ', СС' 
тугри чизицлар бир нуцтада кесишади.

Агар п =  0 булса, у золда А’, В', С' нуцталар учбурчак 
томонларининг уртасида ётиб, АА', ВВ’, СС' тугри чизицлар

учбурчакнинг медианалари булади. Маълумки, учбурчакнинг 
медианалари бир нуцтада кесишади. Бу теореманинг хусусий 
холи булади. Агар п =  1 булса, АА', ВВ', СС' лар учбурчакнинг 
биесектрисалари булади, улар зам узаро бир нуктада кеси
шади.

Учбурчакнинг учидан утувчи тугри‘чизик унинг томонини 
колган икки томон квадратларининг нисбати каби нисбатдаги 
кесмаларга булса, бу тугри чизик учбурчакнинг симедианаси 
дейилади. Теоремага кура учбурчакнинг симедианалари бир 
нуктада кесишади. щ —

Симедианаларнинг кесишиш нуктаси {  а \
Л е м у а н  н у к т а с и  деб аталади. i а  )

18. Айланага ташци чизллган ABC
учбурчакнинг ВС, СА, АВ томонлари айла- f  / O w ^ \  \  
нага мос равишда А’, В', С' нуцталарда / |
уринади. АА', ВВ |  СС' тугри чизицларнинг у J
бир нуцтада кесишишини исбот цилиш у
керак (32-шакл). 33-шакл.

АВ' ва АС' лар бир. нуктадан утказил
ган уринмалар булганидан узаро тенг. Шунинг каби ВС' =ВА', 
СА' =  СВ'; демак:

ВА' СВ' АС' _ 1 
А 'С  ' В 'А ' С В ~  *'

Шу билан теорема исбот этилди.
19. Марказлари А, В, С нуцталарда булган айланалар 

жуфт-жуфти билан узаро ташци уринади; В ва С айлана 
А' нуцтада, А ва С айлана В' нуцтада, А ва В лар С' нуц
тада уринади. АА', ВВ', СС' тугри чизиклар бир нуктада 
кесишишини исбот цилиш керак.
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ВА" W  АС" _  _  1 
А"С 'В "А  'С"В ~  -

Бу сунгги тенгликдан Менелай теоремасига биноан -4", В" 
С" нуцталар бир тугри чизик устида ётиши келиб чицади.

16. Уябуряак уяларидан ташци яи- 
|  зилган айланага ут казилган уринма-
* -и » "  ларнинг царши томонларнинг давоми 

билан кесишган нуцт алари коллинеар- 
дир.

ABC учбурчакнинг А , В , С учларидан 
ташци чизилган айланага утказилган 
уринмалар ВС, СА, АВ мос царши то
монларнинг давомларини А', В’, С' нуц
таларда кессин (30-шакл). АВА', АСА'

30-шакл. учбурчакларнинг ухшашлигини назарга
, олсак, биринчи учбурчак ВА', А'А, 

АВ =  с томонларининг иккинчи учбурчак АА', СА' , АС =  b 
томонларига нисбатидан:

ВА' _ А А '  с 
АА' ~  С А ' ~  Ь \

бундан ва С А '= —А'С булганидан:
ВА’ __ с АА' ^  _  с_
A A ' ~ l > l i  А 'С - К 'о б *  '

Охирги тенгликларни хадлаб купайтирсакЗВ
ВА’ . Ц  
А’С  й2 '

Шунга ухшаш:

Шунинг учун (47) тенгликдан:

(48)

ВСВ' Л С ____JP ''
В'Л “  :3 с2 * С'В

(48) ва (49) тенгликлардан:
ВАЩСВ' АС1 Щ ИЯ 
А 'С 'В 'А 'С 'А  1

булиб, теорема исбот цилинди.

§ 13. Чева теоремасининг татбици .

17. Уябуряак бурчакларининг уяларидан утувчи ва царши 
томонларни ён томонларининг п-дараокалари нисбатларига 
тенг нисбатда булувш  тугри яизицлар бир нуцтада кеси- 
шиши исбот цилинсин.

ВА' сп СВ' ап АС' Ьп
31-шаклдан: д > с ~  ъп' В 'А Ш е в  Щ’
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Бу тенгликларни ^адлаб купайтирсак:
ВА' т АС' _  .
А 'С  'В ’А ' С'В ~  1

зосил булади. Демак, Чева теоремасига биноан АА', ВВ', СС' 
турри чизицлар бир нуцтада кесишади.

Агар п =  О булса, у ^олда А', В', С' нуцталар учбурчак 
томонларининг уртасида ётиб, АА', ВВ', С С  тугри чизицлар

В
32-шакл.31-шакл.

учбурчакнинг медианалари булади. Маълумки, учбурчакнинг 
медианалари бир нуцтада кесишади. Бу теореманинг хусусий 
холи булади. Агар п — 1 булса, АА', ВВ', СС' лар учбурчакнинг 
биссектрисалари булади, улар зам узаро бир нуктада кеси
шади.

Учбурчакнинг учидан утувчи турри'чизик унинг томонини 
колган икки томон квадратларининг нисбати каби нисбатдаги 
кесмаларга булса, бу тугри чизиц учбурчакнинг симедианаси 
дейилади. Теоремага кура учбурчакнинг симедианалари бир 
нуцтада кесишади.

Симедйаналарнйнг кесишиш нуцтаси 
Л е м у а н и у к т а'с и деб аталади.

„ 18. Айланага ташци чизилган ABC 
учбурчакнинг ВС, СА,. АВ томонлари айла
нага мос равишда А', В', С' нуцталарда 
уринади.. АА', ВВ', СС' тугри чизицларнинг 
бир нуцтада кесишишини исбот цилиш 
т рал  (32-шакл). - зз-шакл.

АВ' щ  АС  лар'бир. нуцтадан утказил
ган уринмалар булганидан узаро тенг. Шунинг каби ВС' =ВА', 
СА' =  СВ'; демак:

ВА' СВ' АС’ _  1 
А 'С 'В 'а ’ С'В р  ь

Шу билан теорема исбот этилди.
19. Марказлари А, В, С нуцталарда булган айланалар 

жуфт-жуфпш билан узаро ташци уринади; В ва С айлана 
А' нуцтада, А ва С айлана В' нуцтада, А ва В лар С' нуц
тада уринади. АА ' , ВВ', СС' турри чизицлар бир нуцтада 
кесишишини исбот цилиш керак.
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Бир айлананинг радиуслари булгани учун (33-шакл):
В'А щ АС', С'В  =  ВА', А'С  |  СВ',

бундан:
ВА' СВ' АС' _ t 
А'С ’ В'А' С'В ~ 1

экани келиб чицади. Шу билан теорема исбот булди.

§ 14. 5-параграф даги ф орм улаларнинг татбици

20. ABC учбурчакнинг ВС, СА, АВ  томонларида А', В', С' 
нуцталар олинган ва бунда:

ВА' I СВ' АС'
А'С ~ I В'А ~  СТВ f i

А А ', ВВ', СС' тугри чизиклар билан тегаралангаи АуВуСу уч
бурчакнинг юзи топилсин (34-шакл).

Энг олдин АВСг учбурчакнинг юзини топамиз. Умумий 
баландликли учбурчаклар булгани учун:

АВСу юзи АСХ I АВА' юзи В А'
АВА' юзи В ва II ~ВС'

лт>г> .лот» с АС\ В А 't АВСХ юзи — S  ■ • в с

§ 5 даги (20) формуладан

АА ' -j- Х,-Ь 1

Зосил булади. Шунинг каби
В А ' В А ’
В С  ~~ В  А ' +  А 'С  Щ 1 +  X’

демак:
ABC, юзи =  Х|х +Xf + T -

Шунга ухшаш:

ВСАу юзи =  — Ш Ш  САВу юзи =  — ■ . .W +  н- + 1 • тк- + Т +  1
Энди АуВуСг учбурчакнинг юзини топиш осон: , *
АуВуСх юзи =  ABC юзи — ABC у ю зи — ВС Ах юзи — САВу 1ози==:

_о ^ \ s  (*.s .
Х(* + .Х  + 1  p-Y +  f  4- 1 I '

Бундан бир неча шакл алмаштиришлар бажарилгандан сунг: 

AiBxCi
J32



Хусусий ^олда |  == |  =  I  булганда (50) формуладан:

Я & й  юзи =  х?+7 + г
21. ЛВС учбурчакнинг а, Ь, с томонларида мос равишда 

А', В’, С  нуцталар олинган, бунда
А 'В  В 'С  С А  
А 'С  ~  Щ В 'А  ~  Щ С'А ~  W ’

ABC учбурчакнииг юзи 5  га тенг булса, А'В'С' учбурчакнинг 
юзини топинг.

Е ч и ш (ЗБ-шакл)да олинган кесмалар:
А'В  =  а1; А'С =  а2; В’С =  А ; В'А =  Ьг-, ВС  =  сг; А С  =  %  

учбурчаклардаи /\А 'ВС ' юзи =* /\А В 'С ’ юзи =  SB;
А А 'Ш  ,юзи =  S2; AABC =  S  д
билан белгилаймиз; кичик уч
бурчаклар ABC учбурчак билан 
умумий бурчакка эга булга
нидан:

ш fli-Ca Ai-bt_о. _
c-b

бу тенгликларии задма-зад 
КУшсак:

01 С2 I Й Ш  , С\'Ь2 _  5,“l 1;  I аааьа I
с-Ъ

Агар Si +  S2 +  Ss =  S„ деб о/

•-’I | HI | аз 
' 5  “г  5

+  аФ\С +  сфга __§ь
abc =  ? •(!)

2) % и; =  иа2; т1 =  к; &i =  ах&2; 7 - =  Щ сх =РрШ ДШ зу1. ■Ч з И
-(- Й2 =  я 2 “Ь =  Яг (1 ~Н и) V 

3) Ь ~  #1 +  +  оЬ г — Ьг (1 +  v )  I 
| Н =  « а + .С г  =  С2 +  чирз =  С2 (1 + W ) .  j 

Буларни (I) га цуямиз:
-{~ I/) "f fljfiiCjfl -4* и )  4* сгЬ 2̂2(1 4~ и)

Г’1~' 4- «)(1 +_к)(1 +  w)

__ц(1 +  у) 4- р(1 +  w) +  да(1 -f и) _  Sb
(1 +  u)(l 4- o )(l -I- w) 5

ёки

3  Обид Каримий

„  И(1 4- v) +  t>(l + w )  4- w (l +  u) / j j \  
Ц  (1 4- в) (1 4- и )(1 +  w) . V



5) Агар изланган Д А'В'С' нинг юзи =  S a булса:
S a  =  S - S »

еки
с _  „ _  с ц(1 4- v) 4- i>(l 4- та) 4- w (14- ») ^  n 1 4- uvw_____
щ  — (1 1 и)(1 Ц Ц 1 + ®) ’ (1 1  и).(1 |  Й  I  w)‘

§ 15. Птоломей теоремасининг татбици

22. Тугри бурчакли ABC учбурчакнинг АВ гипотенузасига 
учбурчакдан ташцарида квадрат ясалган. Квадратнинг мар
кази Р нуцт а билан турри бурчакнинг учи. С орасидаги ма- 
софа топилсин.

АРВС туртбурчакка ташци айлана чизамиз, ВСА ва АРВ— 
бурчаклар йигиндиси 180° булганидан бундай айлана чизиш 
мумкин. Птоломей теоремасига асосан:^

С Р А В  — АР-ВС +  РШ'СА
ёки

ас , Ьс
■ СР' с =  у Ъ  уЪ '

Бундан:
а +  Ь

23. Ушбу.
a(kb +  kc) +  b(kc -{- k a) +  c(ka -f  k b) =  2pR  (51)

муносабат исбот этилсин.
37-шаклда курсатилганидек О В^ЛС, ОС-хА^АВ утказсак (бу 

ерда О — ташци чизилган айлананинг маркази), унда ОА =  R, 
ОВ1 = k b, OCi =  k c булиб, BjCx учбурчакнинг урта чизиги була*

D  /-> аДИ. Шувинг учун O jL i  =  у  
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ACiOBj  ̂ туртбурчакка Птоломей теоремасини татбиц этсак:

Бундан:
C'kb +  b><kc — a-R. (52)

Шунга ухшаш:
a<kc +  cka — b-R, (53)

f c i f c ,  c-R- (54)

(52), (53) ва <(54) тенгликларни задлаб цушсак, (51) муносабат
зосил булади'И

24. ABCDEFG мунтазам еттибурчакнинг учлари тартиб би- 
ЛЗН В* С, D, . . .

АВ =  АС  I  5̂ 5 |̂

‘эканини исбот цилиш керак.
Агар АВСЕ- туртбурчакка (38-шакл)

Птоломей теоремасини татбиц этсак:
АС • BE =  АВ- CEJr ВС ■ АЕ 

булади, бу ерда 
|gjJK?'= АВ. СЕ == АС ва А £ — BE — AD 38-шакл̂
эканини эътиборга олиб,

АС■ AD — АВ ■ АС +  АВ ■ AD

тенгликни зосил циламиз. Буни AB-AC-AD купайтмага бул- 
сак, (55) муносабат келиб чицади. i

Учбурчакнинг баландлиги, медианаси ва биссектрисасининг 
узунликларини учбурчак томонлари орцали ифодалай билиш 
келгуси масалаларда зарур булганидан цуйида уларни цандай 
келтириб чицаришга тухтаб утамиз.

Учбурчакнинг баландлигини зисоблаш

25. ВС=а  томонга туширилган баландлик ha ни топайлик 
(39-я, б шакллар). b нинг а томоннинг (С бурчак утмас булган 
зол) давомидаги проекциясини Ьх билан, с томоннинг проек- 
циясини Ci билан белгиласак, учбурчакларнинг В уткир бур
чаги царшисида ётган b томоннинг квадрата зацидаги теоре
мага асосанЛ

№ == а2 +  с2 — 2ас1.
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Бу тенгликдан сг кесмани аницлаймиз:

а2 + са —
Cl = 2а I

ABD турри бурчаклн учбурчакдан баландликни аницлаймиз:

h =  1Г р  _  С2 =  1 Г а  ,а* + с * - ь * {  Щ 
а г 1 Г \ 2а I V (2а)а ЙГ

=  ^У Ч 2ас2)2 — (а2+ с а — й2,2 =

=  §5 +  Ь +  с)(а — Ь +  с) (а +  Ь — с)(Ь +  с — а) =  |

=  ^ V 2 p - 2 ( p  — а)-2(р — Ь) -2{р — с) =  \ )Г р (р  — а)(р — )̂(/>—~И), 

яъни

ha = \V P { P  — а){р — Ь)(р — с).

s  р  1 + с  =  2р булгани учун, ШШ — с =  (а + й  +  с)—2с =  2/> —
— 2с =  2(р — с). Шу сингари а +  с — b — 2(р — Ь)\ Ь +  с — а =
— 2(р — а). Биз шу шартлардан фойдаландик.

С бурчак уткир булганда i n  формула шу усулда чица- 
рнладн. а<^Ь-\-с тенгсизликнинг цар икки томонига а цушсак 
а +  а < a - f - £ - f c ,  яъни 2 а < 2/?, а < р ,  р  — а > 0 (р — Ь'р-О, 
р  — с >  0 экани цам шундай курсатилади) булганидан, шу 
усулда чицарилган радикал остидаги ифода мусбат' булади.

Бир учбурчакнинг юзини унинг томонлари ва уларга туши
рилган баландлиги орцали цуйидагича ифодалашимиз мумкин:

i  _  a-hg _  Ь-hb _  c-hc
Щ ~  2 ~  2 Щ 2 ’
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Бундан:
a-ha =  b-hb

ёки
а _ _ Н ь  
Ь ha ’

ёки
. и  1 1  а\ b =

ha hb
Шунинг учун

и 1 1 1а:Ь:с ==■=- :т-
ha hb hc

дейишимиз мумкин.
Бундан: у ч б у р ч а к  т о м о н л а р и н и н г  н и с б а т и  шу  

т о м о н л а р г а  т у ш и р и л г а н  м о с  б а л а н д л и к л а р т е с -  
к а р и  ц и й м а т л а р и г а  п р о п о р и и о н а л  б у л а д и  д е й и 
ш и м и з  м у м к и н .

26. ЛВС учбурчакда а =  13,’ b =14, £=15 булса, ha, hb, hc 
ни топинг, ha =  V p (p  — a)(j> — b)(p — с) формулага

p  =  13 + 124- — =  ^  =  21; p  — a  =  8; p  — b = 7; p  — c — Q лар- 

ни куйсак:
ha =  ^ / 2 1  -8-7-6=  ^ - 7- 3 • 4=13.

2
Худди шу сингари 7-3-4 =  12;

Лс =  ^ -7 -3 -4 =  11,5.

26-масал'анинг натижасидан фойдаланиб, куйидаги масала- 
ни ечамиз:

27. Трапециянинг а =  9, b — 4 асосЪари, с =  3, d =  4 ён 
томонлари берилган. Унинг баландлигини топинг (40-а шакл).

Еч и ш.  BE || CD утказамиз. ABE учбурчакнинг баландлиги 
трапециянинг ^ам баландлиги булади.

а — 6 =  9 — 4 =  5;
_ 3 + 4 + 5  I  
Р  = ----- 2------ 6;

р  — С =  6 — 3 =  3;
p - d  =  6 - 4  =  2;

р - ( а - Ь )  =  6 - 5  =  1; A =  4 K 6 -3 -2 -7 = f -6 =  i 2 =  2,4.
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28. Трапеция асослари а ва Ь\ диагоналлари йъ rf2; унинг 
ha баландлигини топинг (40-6 шакл).

Бу масала зам юцоридаги сингари ечилади.

М е д и а н а н и н г  у з у н л и г и

Учбурчак медианаларининг узунлигини куйидагича ){ам то- 
пиш мумкин. Агар ABC учбурчакнинг а томонига туширилган mg

медиананинг узунлигини учЗ
& , ^ИитоЯШжшМвИИЯаВИдашНиИ 
/ ч  дайдиган булсак, та кесманинг, 
I \m o  I ' давомида уa r t f ^ l iy кил'йб‘̂ 1 1  

I n .  п J ни куямиз (41-шакл), Л', нУдс-
I______________________ j | Тани В ва С нукталар билдн 
/  / туташтиреак, АВА'С паралле-|
I______________________ j лограмм з{Осил булади. Биз бу 

о К ~ _ ^ ________________ерда параллелограмм томон
лари билан диагоналлари ора* 
сидаги маълум муносабатдан 
фойдаланамиз:

41-шакл.

а2 =  (2та)г Щ 2Щ — 2с2; (2maf  I  Я  И 2с2 - 
.  ,  262 +  2е2 —  а 2

Щ Щ --------- 4--------- .

Демак:
та — ~ У  2 И +  2с2 — а2. 

тпь, тпс ларии цам худди шу усулда топамиз:
=  -g- V 2а1 +  2с8 — b%\ mc = 2Щ +  2Ьг — с2.

Хосил этилган бу натижани трапецияга татбиц этайлик.
29. ABCD трапецияда АВ =  а =  18; CD =  b =  6; AD = с — 11; 

СВ =  1  =  7 экани берилган (42-шакл). Бу трапеция асослари- 
иинг урталарини туташтирувчи кесманинг узунлигини топинг.
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Ечи ш.  Трапеция ён томонларининг давомлари Р  нуцтада 
кесишсин. Бундан АРВ ва DPC учбурчаклар ){осил булади.
/\APBs) &DPC булганидан в к = т ^ =  р
F i e  о - Н И Ц  0 I  оп ШШкI =  -Q = 3  еки—-pD— = 3  ва PD — 5,5. , q

Худди шу хилда PC — 3|5. Бунга асосан 
АР =  16,5, РВ == 10,5 булади. PD -■ -g-ЛР,

A D = ^A P .
Энди АРВ учбурчакдан’! ^ .  - , 42-шакл.

' РЕ =  у 1Л б ,52-2 +  1,0,5г-2 -  16* =  -j- /441  =  у-21 =  10,5. 
Бундан:

E F = ± - 1 0 , 5 =  7.

Биз излагая кесма 7 бирликка тенг экан. 

Б и с с е к т р и с а н и н г  у з у н л и г и н и  ц и с о б л а ш
ЛВС учбурчакнинг С учидан утказилган CD биссектриса

нинг узунлигини ^исоблайлик (43-шакл). Уни рс орцали бел- 
гилаб, Л, В ва С нуцталар орцали утув
чи айлана чизамиз. CD ни шу айлана 
билан Е  нуцтада кесишгунча давом эт- 
тирсак, ухшаш BCD ва АСЕ учбурчак
лар хосил булади (Z.ACD— Z.DCB ва 
Z CBD =  Z СЕА).
Бундан:

t  ■“  РТТ^ ёки № +  1°'х  a6j J  (1)
F х  = DE айлана ичидаги D нуцта-

43-шакл. да кесишувчи ватарлар кесмаларининг
купайтмаси узаро тенг:

ре-х = ах-1>х. (2)
Буни (1) га цуйсак: fj? +  ах. % — ab 
ёки

$1 — ab — ахЬх. (3)
ах ва Ьу ларнинг цийматини аницлайлик.
CD биссектриса булганидан: j  — г  ёки ах — с — Ьх булиши- 

ни эътиборга олсак:

Ь Ьх J  1 1
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ai== а Т Т ш & )

Энди (4) ва (4') ифодаларни (3) ифодага кУйсак:
2 _ , ас Ьс _  а6[(а +  й)2-^- ег] _  ab(a +  6 4- с)(а  +  Ь — с)

в  а  +  6  6  4 -  е  ( а + 6 ) *  "  ~  \  ?  ( e - ( - ^ a *  , = а

__ 4аЬ-р(р —  с) п ' _  2 /  a b p ( p - c )
(а +  6)2 ° с а  +  6 *

Худди шунингдек:
В _  2 /~ Ь ср (р — а) „ 2 К аср(р — й)

6 +  с ""ГЖ в  а  4- е 11ииа

ЛВС учбурчакда а = 5 ; 6 =  7; с =  6 бери лган ^,, ни топинг:

о _  2 /а - 6 р . ( р  — е) 2 К 5 -7 -9 -3  |  / 1 0 5

В = / 1 0 5  
‘ 2 •

ёки bi (a -\-b ) =  be тенгликдан bx =  — j ; худди шу усулда
ас

И. ^ИСОБЛАШ ГА ВА ИСБОТЛАШГА ДОИР ГЕОМЕТРИК 
МАСАЛАЛАР РАПИДА

§ 16. Масалалар ечиш усуллари тугрисида

Геометрия дедуктив фан кисобланади. Уни аксиоматик ту- 
зиш учун чекли сондаги аксиомалар асос килиб олинади (де
дукция сузи умумий цоллардан хусусий колларга утиш маъ- 
носини билдиради).

Исботсиз кабул этиладнган жумлалар аксиома дейилади, 
бошка геометрик жумлалар шу аксиомалардан мантикий ко- 
нунларга асосан келтириб чикарилади. Аксиомаларга асосан 
исбот килинадиган жумлалар теоремалар деб аталади.

Бир теоремадан иккинчи бир теорема унинг хусусий цоли 
сифатида келиб чикиши мумкин.

Бу ^олда биринчи теореманинг мазмуни иккинчи теорема- 
нинг мазмунидан кенгрок булади. Масалан, куйидаги учта 
жумлани карайлик;

1) Стюарт теоремаси;
,  2(62 +  с)г — а2 .2) гп?а — —-------------- формула ва;

3) тугри бурчак учидан утказилган медиана гипотенуза- 
нинг ярмига тенг деган теорема.

2-жумла 1-жумланинг, 3 -жумла эса 2-жумланинг хусусий 
Холидир. Демак, Стюарт теоремасининг мазмуни колган икки
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жумланинг мазмунига Караганда кенгрок экан. „Тугри бур- 
чакли учбурчакнинг катетлари 3 ва 4 га тенг булса, унинг 
гипотенузаси 5 га тенг булади” деган жумла ^ам теорема булса- 
да, унинг мазмуни анча тордир, шунинг учун хам у унчалик 
адамиятли эмас.

Мазмуни тулиц баён этилган теореманинг исботини масала 
тарзида бериш мумкин. Теореманинг мазмунини тулик баён 
этмасдан туриб, ундан фойдаланиб масала тузиш мумкин. Юцо- 
рида айтилган мисолдаги учбурчакнинг катетлари ва гипоте
нузаси дакидаги жумладан фойдаланиб, „катетлари 3 ва 4 га 
тенг булган тугри бурчакли учбурчакнинг гипотенузасини то
пинг* деган масала тузиш мумкин. Бирор теоремани исбот 
килишда бир нечта усул булиши мумкин булгани каби бирор 
масалани ечишда дам бир нечта йул булиши мумкин.

Масалан, „Учбурчакнинг ташки бурчаги узига кУшни бул- 
маган бурчакларнинг дар биридан катта" деган жумла мактаб 
дарсликларида икки усул билан исботланади: а) параллел туг
ри чизиклар назарияси утилмасдан олдин бу жумла бевосита 
исбот килинади, б) параллел тугри чизиклар дакидаги аксиома 
киритилгандан Кейин бу жумла учбурчак ички бурчаклари- 
нннг йигиндиси дакидаги теоремадан фойдаланиб исботланади.

Юкоридагиларга асосланиб, шундай хулосага келамиз: ма- 
еала ечишда бизга -маълум булган бирмунча жумлалар комп- 
Лекси берилади. Бизнинг максад бу жумлалардан келиб чи- 
кадиган натижаларни излаётганда бизга илгаридан маълум 
булган ва берилган теоремани бир-бирига боглаб, улар ораси
даги мантикий алокани топишдир. Бу богланишнинг боскич- 
лари канчалик куп булса масалани ечиш шунча кийинлашади. 
Масала кал килишда ораликдаги боскичларни излаш (сунгги 
боскич—масаланинг жавоби бизга номаълум булса ^ам), тур
ли жумла ва натижалар орасидаги зарурий муносабатларни 
топишдир. Шунинг учун дам бу кийин ва ижодий ишдир. У 
биздан сабот ва ташаббус, зур аклий фантазия дамда идрок 
талаб этади. Масала ечишда факат ижодий ишлар эмас, бал
ки техник ишлар, масалан, масалага дойр шакл чизиш ва хи- 
соблашлар дам маълум даражада а>;амиятга эга булади. Ма
салани дал' килиш натижасида биз узимиз учун янги булган 
математик факт билан ошна буламиз ва уз билим савиямизни 
кенгайтирамиз.

Янги маълумотларнинг тупланиши, масала ечишда энг ким- 
ма'тли материаллардан дисобланади. Маълум факт ва тушун- 
чаларни дисобга олишимиз натижасида биз уз малакамизни 
Устириш билан бирга, бу факт ва тушунчаларнинг рационал 
равишда ривожланишига имкон тугилади.

Шуюг айтиш керакки, деч бир масалани хал килишнинг 
деч кандай умумий коидаси (умумий ечиш йули) йук- Бу хак- 
да баъзи курс£тмаРва масладатл'ар берилиши мумкин, холос.
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Масалани ечишдаги усталик дар кимнинг билим, тажриба 
ва ицтидорига боглицдир.

)^ар бир масалани ечиш йуллари, масаланинг мазмуни ва 
унинг специфик характерига цараб ошкор булади. Шунинг учун 
масалани ечишга киришишдан илгари, берилган масаланинг 
шартларини анализ цилиш дамда уни ечиш учун керак бу- 
ладиган теорема ва формулаларни аницлаш керак.

Масалаларни турларга булиш ишига келсак, баъзи педа- 
гоглар масалаларни уларнинг ечилиш йули — усулига асосан, 
яъни масаланинг тузилишига цараб, геометрик уринлар методи 
билан, инверсия, ухшашлик ва доказо методлар билан ечила- 
диган турларга ажратишни тавсия этадилар. Бундай турларга 
булишда баъзи масалаларни цайси турга киритиш иши огир- 
лашади (чунки шундай масалалар дам борки, уларни методик 
циммат эътибори билан тенг кучга эга булган бир неча усул- 
га боглаб ечиш мумкин). Бундан ташцари, масалалар шундай 
белгилар буйича турларга булинганда масалани дал цилишда 
уцувчиларнинг купроц бош цотиришига, яъни „изланиш“ига 
дам эхтиёж камаяди (чунки бу долда биз цайси масалани 
цандай усул билан ечиш кераклигини бевосита узимиз курса- 
тиб берган буламиз). Демак, бундай цилинганда Укувчиларга 
геометрик масалалар устида фикрлаш тугрисида берилиши 
лозим булган методик ёрдам цимматсизлантирилади, холос. 
Баъзан масалаларнинг шартлари мураккаблашиб кетган дол- 
ларда цисцача курсатмалар беришга тугри келадиИБу долда 
бизнинг юцорида айтилган усулда турларга булишимиз бекор- 
га чицадн. Шундай цилиб, геометрик масалалар шу хилда тур
ларга ажратилса масала ечишдаги ташаббус бугилади, маса
лалар туплами устидаги ижодий иш, дар бир булимда бир 
турли, яъни бир цолипдаги ишга айланади. Бу билан масала 
ечишга булган давас, „изланиш“ каби фаолиятимиз анча бу
гилади.

Группаларга ажратишнинг бу методини айницса хисоблаш 
ва исботлашга дойр масалаларни турларга ажратишга татбиц 
этсак, яъни теоремаларга асосан группаларга ажратсак, груп- 
паларнинг ортиб кетиши, мавжуд теорема (Пифагор, Птоломей, 
Менелай, Чева...)ларнинг сонига мос долда ортиб кетганлиги- 
дан катта ноцулайликка олиб келади. Бунинг устига баъзи 
масалаларнинг бир неча теореманинг комбинациясидан иборат- 
лигини назарга олсак, иш янада мураккаблашади.

Агар группаларга ажратишда умумий характердаги (маса
лан: аналитик, ёрдамчи шакл ясашлар ва бошца) методларни 
олсак, иш яна мужмаллашиб, деч цандай фойда чицмайди. 
(Чунки, агар биз масалани аналитик ечишни тавсия этсак, иш- 
ловчи буни бошца цулайроц усулда, масалан, ёрдамчи шакл 
ясаш билан осонгина ечиши мумкин.)
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Фацат масаланинг объекта буйича (масалан, тугри чизик, 
учбурчак ва айланага нисбатан1) группалаш, яъни осон шакл- 
дан цийинга, содда шаклдан мураккабга утиш, охирги шакл- 
нинг олдин утилганларга боглиц булиши каби приндипни олга 
сурамиз. Шу билан бирга биз уз тавсифларимизда куйидаги 
планни ишлатамиз: дастлаб масалани бир неча хил ечиш йул
лари мавжудми эканини текширамиз, Бу бизга масалани ечиш 
учун лозим булган тушунчанинг калитини беради.

Сунгра иш даврида масала ечишда тупланган маълумотла- 
римизни муста^камлаш ва системалаштиришга утамиз. Ни^оят, 
масалалар ечишдаги энг характерли йул-йурицлар ва усулларга 
тухтаймиз.

Масала ечиш тугрисида В. М. Брадис ва бонщалар куйи- 
даги мазмунда мулодазани баён этишади:

М а с а л а  е ч и ш
Аввало, „математик масала“ терминининг маъносини аниц- 

лайлик.
Мактаб математика курсиниыг дар бир булимига дойр „ма

сала* сузи нима? Унга баъзи олимлар куйидагича жавоб бе- 
радилар: „маълум фактлар (берилганлар) ёрдамида топилиши 
талаб килинган фактлар орасидаги муносабатни ифода этиш 
масала деб аталади*.

Масалага бундай таъриф берилганда куп масала ва исбот- 
лашлар унга кирмай цолади. Масаланинг туликрок таърифи 
куйидагича: масала турли хилдаги математик саволлар булиб, 
унинг жавоби учун утган назарий материаллардан бирорта 
натижа, теорема ёки таърифларни соддагина кайтадан ишлаб 
чициш эмас, балки уларни у зурн и да  келтириб фойдаланиш 
оркали тегишли жавобга эга булишдир.

Системали равишда масалалар ечиб бориш, назарияни онгли 
ва пухта узлаштиришга ёрдам беради, унинг амалий киймати- 
ни курсатади; шу билан бирга масала ечиш укувчиларнинг 
мантиций тафаккурини, ижодий ташаббусини, фа^м-фаросат- 
ларини тарбиялайди ва уларга бир цанча зарур амалий майо
рат ва малака беради.

Масала ечишда турли мацсадлар назарда тутилади. Баъзи 
масалалар оркали бирор назарий конун исботланади. Ундан 
бирор конкрет холда фойдаланиш йуллари курсатилади.

Шунинг учун дар бир геометрик масалани ечиш бирор 
геометрик теоремани исботлаш булиб чикади.

Купинча масалалар ечиш утилганларни такрорлаш ёки укув- 
чилар материални цай даражада узлаштирганликларини тек-

1 Биз бу ерда китобнинг дар бир боби охирида шу бобдаги ва бундан 
илгариги бобларда берилган назарий билимии'баён киладиган ва муста^кам- 
лайдиган масалаларнинг исойланиши дацида сузламсжчи эмасмиз.
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ширишдан иборат булади. Тузилишига цараб масала содда ва 
мураккаб булади.

Содда масалада шу утилаётган курсга дойр назарий маса- 
лалардан (формула, цоида ва теоремаларни) биттасигина ишти- 
рок этган булади. Уни баъзан мисол дам деб аталади. Бунда 
шарт цилиб келтирилган жумла огир булмаслиги керак.

Масалани ечишда буладиган цийинчилик жумлаларнинг узаро 
комбинациясини тузиш, дар хил алмаштиришлар киритиш, дар 
хил цушимча шакл элементларини ясашдан иборат булади. 
Баъзан буларни биронта формулага солиш ёки математик тил 
билан ифодалаш цийинчилик турдиради.

Масала ва мисол ечиш назарияни яхши узлаштириш ёки 
бирор теореманинг амалда татбиц этилиш йулларини машц ци
лиш дир. Умуман ол ганда масала ечиш дан мацсад математик 
тафаккурни устириш булиб, ижодий текшириш ишининг би- 
ринчи формасидир.

Масала ечилган булиши учун цуйидагилар булиши керак:
1. Хато булмаслиги; 2. Асосланган булиши; 3. Бутун харак- 

терни уз ичига олган булиши лозим. Бу учта талаб, албатта, 
мавжуд булиши зарур. Агар бу талаблардан бирортаси бул- 
маса (масалан, масаланинг ечими турри булиб, асосланмаган 
булса, ёки асосланган булса-ю, аммо тугал булмаса), унда 
ечим тулиц деб дисобланмайди.

Бундан ташцари, ечимни тотшшда цуйидагилар булиши та
лаб цилинади:

1. Ечим мумкин цадар содда булсин; 2. Етарли даражада 
тартибга солинган булсин; 3. Ечиш учун олинган— танланган 
йул мумкин цадар равшан булсин; 4. Ечим умумлаштирил- 
ган булсин.

Бу талабларни куздан кечирайлик.
1. Х а т о с и з  е ч и ш :
Бизда дастлаб цуйидаги савол турилади. Топилган ечим- 

нинг туррилигига цандай ишонч досил цилиш мумкин. Бу са- 
волни купинча уцувчилар дарров китобда берилган жавобга 
цараш билан дал этадилар. Бу жуда яхши, чунки куч ва вацт 
тежалади. Лекин уцувчиларга уз-узини текширишни ургатиш 
лозим. Баъзан масалаларнинг жавоби булмаслиги мумкин. 
Баъзи китоблардаги берилган жавобларда матбаа хатоси бу
либ, жавоб ва курсатмалар янглиш булиши мумкин. Шунинг 
учун уцувчи — (масала ечувчи) узи фойдаланган формула ва 
цоидаларнинг турри ишлатилган-ишлатилмаганлигини текши- 
риб куриши, олинган жавобнинг тенглама ва масала шартига 
мувофиц келиши ёки досил цилинган ечимнинг талабларни цано- 
атлантиришини куздан кечириши, шаклларнинганицлигини тек- 
шириб куриши, цисоблаш ишини бошца йуллар билан такрор- 
лаб куриши ва шунга ухшаш ишларни бажариши лозим.

Масала ечувчи келиб чиццан хатонинг сабабини аницлаб,
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2. М а с а л а н и  а с о с л а б  е ч и ш :
Масала ечимининг тутрилигини исботлаб бориш, масала- 

ниНг тугри ечилганлигини анидлаб беради. Купинча масала 
ечувчи масалани ечиб дуйган булса-да, уни тегишли далил- 
ларга суяниб исботлаб бера олмайди. Баъзан удитувчи дам 
бунга ожизлик дилиб долади.

Асослаш, утилган маълум доида, теорема ва натижаларга 
■суяниш ёки мантидий мудокама юритишдан иборатдир. Ишни 
бажарувчи киши дар бир бажарган ва бажараётган ишини 
нима учун шундай булаётганлигини билиши керак. Айнидса 
бу дол геометрик масалалар ечишда мухим урин.тутади.

3. Е ч и ш д а г и  д а м м а  д о л а т л а р  ва х а р а к т е р л а р -  
ни  к у з д а н  к е ч и р и ш :

Масала ечилиб, бир жавоб досил дилингандан кейин яна 
бонщача жавоби дам булиши мумкинми ёки йудми эканлигини 
текшириб куриш, агар бошца жавоблари булса, уларни аниц- 
лаш ва кандай шартда бу жавоб цосил булишини курсатиш 
лозим. Айницса, ясашга дойр геометрик масалалар ечилгандан 
сунг уни текшириш талаб дилинади.

4. О с о н р о д  е ч и ш  й у л и н и  д и д и р и ш :
Бир масалани турли усулда ечиш мумкин. Улар орасидан 

осон, тушунарлисини аницлаш лозим. Баъзи масалаларни ечиш
да масалани осонгина ечишга ёрдам берувчи сунъий усуллар 
ва ёрдамчи шакллардан хам фойдаланилади.

5. М а с а л а  е ч и м и н и н г  ё з у в и н и т а р т и б г а  с о л и ш :
Оддий масаланинг ечимини тартибга солиш талаб цилин-

майди. Аммо дар хил шакллар ясаш ва турли назарий мате- 
риаллар ){амда алгебраик шакл алмаштиришлар датнашадиган 
мураккаб масалаларнинг ечимини албатта тартиб билан ёзиб 
чидиш талаб дилинади.

Масала ечишда илгари тартибсиз аралаш-цуралаш холда 
дора (черновик)га ёзиб ташловчи, шаклларни хам тартибсиз 
чизиб, масалани ечиб булгандан сунг уни тартибга солиб, 
шаклларни хам диццат билан дайтадан чизиб чикувчилар бу
лади. Биринчи галдаёц барча иш тартиб билан бажарилса, 
ишловчининг тугри фикрлаши учун имконйят яратилади, шакл 
ва алгебраик ифодалар орасидаги муносабатларни топиш осон- 
лашади.

Ечнмни тартиб билан ёзиб боришда цуйидагиларни тавсия 
этамиз:

1) ечишда оц ва дорани жуда эътибор билан ёзиб бориш 
лозим. Рацамлар, ёзилган ифодалар аниц ва равшан булсин.

'агар бу хато назариянинг бушлиги ёки бошца характерли
доллар натижасида келиб чиддан булса, бу анидланган кам-
чиликни йУдотишга даракат дилиши зарур.
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Ш акллар пухта-аниц цилиб чизилсин, уринсиз ёзилган ва янг- 
лиш хисоблашлар булган тацдирда яхшилаб учириб ташлаш 
керак. Хар бир янги материал — мулохаза, айрим босцични 
ишлаганда ажратиб олиб, ишлаш, алохида килиб ёзиб цуйиш 
керак;

2) ёзиш икки хил булади: бири цисцача ёзиш булиб, унга 
биринчи, иккинчи, ... ва ^оказо иш тартиби курсатиб борила- 
ди. Иккинчи хил ёзиш тула ёзиш булиб, нега бундайлигининг 
сабаблари, богланиши хамда ундан келиб чицадиган натижа- 
ларнинг цаммаси тулалигича ёзиб борилади. Кисцача ёзишда 
жавобнинг цайси йул билан келиб чицишитушунилса-да, тула 
ёзувни ^ар ким, х&Р вацт уциб тушуна олади. Масаланинг 
ечиш усулини курсатиб бориш тушунишга ёрдам беради. Кис
ка ёзишда орадаги ишда йул цуйилган баъзи бир хато, янг- 
лиш мухокамаларни излащда уни топиш иши цийинлашади;

3) тула ёзиш куп вацт олса хам фикрдаги тасаввурни (му- 
хокама цилишни) аниц ифодалашга ургатади. Шундай булса- 
да, вацтни куп сарф цилмаслик учун цисцароц ёзувга секин- 
аста урганиб, ёзувнн камайтиришга харакат цилиш керак;

4) цорадан оцца кутариш ишига царши курашиш керак, 
чунки бу иш куп вацт олади. Баъзан муцим масалаларни тар
тибга солиб кучиришдан цутулиш учун уйлаб тузилган цисца 
ёзув билан тула ёзиш йуллари курсатилган масалалар наму-. 
насини куздан кечириб утиш яхши булади. Масала ечишда 
хар доим бир хил шаклдаги ишлаш усулидан, фойдаланиш ва 
унга махкам ёпишиб олнш ярамайди (цатто баъзи уцитувчилар 
Уцувчилар масалаларни у билгандан бошца усулда ечса, уларга 
нисбатан масъулиятсизлик билан царайдилар). J^ap бир киши- 
нинг узи ижод этишига имкон бериш керак. Уцувчилар юцо- 
ри синфларга утган сари мустацил фикрлашга куникиб, тула 
езиш йулларини танлай олади ва янги ечиш йулларини излаш- 
га цизицади. Шундай экан хар бир кишидан мустациллик ва 
ижодчиликни талаб этиш керак;

5) ечимга олиб келадиган аниц йул.
Баъзи масалани ечиш жуда сунъий булади, махсус усулларг 

га асосланиб, умумий назарияга алоцаси булмай цолади. Бун
дай усулларга царши чициш ярамайди. Унга математик ижод 
деб цараш керак.

Баъзан кам тажрибали кишилар, ижодий ишланган цийин 
масалалар ечимини курганда хайратда цоладилар. Бунинг %еч 
цандай ажабланарли жойи йук. Куп масала ечиб, малака цо- 
снл цилинса, турли мулоцазалар, цар хил фикрлар тугилиб 
бораверади;

6) айрим масалаларни умумлаштириш.
Масалаларни умумлаштириш фойдалидир. Дар цандай ма

салани ечгандан сунг масаланинг ифодасига турли сон ций- 
матлар цуйиб текшириб чициш яхши булади.
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Масалан, томонлари 3,4 ва 5 булган миср учбурчаги учун 
3® +  4а =  5®. Ихтиёрий бутун ва мусбат х  учун (З*)2 (4л:)2 =  
=> (5а:)2 булади, бундан томонлари бутун сонлар билан ифо- 
даланган янги Пифагор учбурчаклари топиш усули келиб 
чикади.

Математик назария амалда татбиц этилмаса (масала, мисол 
ечилмаса), муста^камланмаган булади.

Уцувчилар билан ишлаш цандай шароитда боришига эъти- 
бор бериш лозим. Бунинг учун дастлаб уцитувчи типик маса- 
лалардан намуналар курсатиши керак. Бу иш пухта тайёрлан- 
ган )(Олда савол-жавоб билан, пухта уйланган методда (уци
тувчи ра^барлигида) олиб борилади. Бунда уцитувчи фикрни 
усталик билан тартибга солиши, тушунарли цилиб баён этиши 
лозим. Масаланинг шарти аниц ва равшан ^амда тартибли ци
либ берилиши, ^амма саволлар, деталлар уцувчиларга тушу
нарли булганлигига ишонч ){Осил цилиниши керак. Буни аниц- 
лаш учун уцувчиларга материални цайтадан такрорлатиб чициш 
фойдали булади.

Масаланинг цаммасини диктовка цилиб ёздириб чициш ке
рак эмас. Бунга куп вацт кетади. Берилган сонларни цисцача 
ёзиб цуйиш кифоя. Сунгра масалани цандай ечиш плани му- 
Зокама цилинади. Ницоят, бу план амалга оширилади. Баъзан 
натижага тез олиб келувчи ечиш усулини таклиф этувчилар 
булса, унга тусцинлик цилмаслик керак. Ечилишнинг турли 
йулларини курсатиб, улардан энг цулайини танлаб олиш фой- 
далидир.

Кийин масалани уцитувчи ечиб бергандан кейин бир уцувчи 
уни такрорлаши, ёки уцувчилар ечиб булганидан сунг уцитувчи 
яхшилаб тартибга солиб цайтадан тушунтириб берса яхши 
булади.

Уцувчи доскада масала ечганда j?ap бир цадам музока- 
ра-муцокама орцали олиб борилса, бу масалани ечишда уцув
чилар актив иштирок этади. Масалалар ечишнинг ку р й б  утил- 
ган усулларини пухта урганиш ^амда муста^камлаш мацсадида 
уйга мустацил иш берилади. Уйга берилган иш, синфда иш- 
ланган ишларнинг давоми, яъни унга ухшаш булиши шарт. 
Янги материаллар э^тиётлик билан берилади, мустацил ишлаш 
учун цийинлик циладиган мураккаброц ишлар кейинчалнк бе
рилади.

Уйга бериладиган з(ар бир мисол ва масала уцитувчи то- 
монидан танлаб олинган *амда яхши урганилган булиши керак. 
Масала ва мисол танлашда Урта даражадаги уцувчиларни на- 
зарда тутиш, жуда осон ^ам жуда ,\ам цийин масалаларни 
олмай, купчилик учун уртача цийинликдаги масалаларни тан- 
лаш зарур. Агар ^амма учун огир булган масала бернлса, 
У'цувчилар ишлай олмайди, бу билан уларнинг масала ечишга 
булган цизицишлари йуцолади.
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У ft и пиши текшнрншда уцувчилар еча олмаган масалаларни 
уцитувчи ишлаб, тушунтириб бериши зарур. Агар уй ишини 
бир неча Учувчи ишлаб келган булса, ишлаган Уцувчилардан 
бирини доскага чицариш ва масаланинг ечиш йулини бошца- 
ларга курсатиб утиш лозим.

Уй ишини текширишда уцувчиларнинг ишини танцидий 
урганиш, ёзма берилган маълумотларни яхшилаб куздан ке- 
чириш лозим; бунда уцувчилар йул цуйган камчилик ва хато- 
ларни тузатиш, керакли цушимчалар булса киритиш ёки бошца 
йул^билан ишлаб курсатиш керак.

Утилган теманинг нацадар узлаштирилганлиги янги маса
лалар ишлаш орцали аницланади. Масала ишлашда бутун синф 
иштирок этсин, бунда з^ар бир уцувчи уз фикр муло^азаси 
билан цатнашиши керак. Синфда ишланаётган ишга уцувчилар 
орасида тушунмайдиганлар булмаслиги лозим, агар бундай- 
лар учраб цолса буни нормал 30л деб булмайди. ^амманинг 
тушуниб боришига ^аракат цилиш зарур. Синфда купчиликка 
маълум булган материал устида вацт утказиш жуда, з;ам зе- 
риктирарли ишднр.

Огзаки цисоблаш иши масала ишлашда катта урин тутади. 
Алгебраик алмаштириш, арифметик амалларни огзаки бажа- 
ришдан ташцари геометрик шакллар устидаги богланиш, му>| 
носабатларда ^ам огзаки иш олиб бориш диццатга сазовордир. 
Баъзан юцори .синфларда масала ечишда оддий арифметик 
^исоблашларни ^ам доскага ёзиб цисоблашади. Бу, огзаки 
з^исоблашга з$еч бир йул бермаслик деган суздирЯН

Огзаки з?исоблаш нккига: цисман огзаки хисоблаш ва ту-~ 
лиц огзаки ^исоблашга булинади. Тулнц огзаки ^исоблашда 
бернлганлар цамда цисоблаш натижаларининг ^аммаси огзаки 
бажарилади. Хеч нарса ёзилмайди.

Кисман огзаки цисоблашда берилганлар билан охиргн на- 
тижаларгина доскага ёки дафтарга ёзилади. Огзаки ^исоблаш- 
дан купинча осон масалаларни ечишда фойдаланилади. Бу 
масалаларни онгли ва мустацил ишлашга ургатади, Мураккаб 
масалалар ечишда оралик ^исоблашларни огзаки бажаришни 
унутмаслик керак. Математиканинг з^амма соцасида ундан фой
даланиш лозим.

Кулингиздаги бу китоб купроц мустацил 'Урганишга мул- 
жаллаб ёзнлган. Дастлаб бу китобда берилган, мактаб дарс- 
лиги ва масалалар тупламига кирмаган назарий материалларни 
Урганиб чициш ва уларни амалда кандай татбиц этишни кур- 
сатувчи масала ва ечимларни синчиклаб урганиб чициш, ечим-- 
лари берилган бу масалаларни китобга мурожаат этмай, ма- 

-сала шарти буйича мустацил цайтадан ечиб чициш лозим.
Масалада берилган шаклларни чизишда, шартга цанчалик 

жавоб беришини текшириб, цар бир навбатдаги ишни шаклга 
мослаб му^окама цилиш, уртадаги муносабатларини излаб то-



пиш зарур. Ечилган тайёр ма.салаларни яхшилаб урганиш биз- 
нинг огзаки баён цилиш цобилиятимизни тарацций этти- 
ради. Келгусида узимизнинг мустацил ишлашимизга йул очади.

Курсатмаларга эътибор этсак, бизга шакл ёки берилганлар 
орасида цандай алоца борлиги аён булади. Китобда келтирил- 
ган мураккаб масала ва ифодаларни том маъноси билан уз- 
лаштириш, уларнинг мазмунини ёритиб бора олиш малакасига 
эга булиш, бошца цар хил осон ва цийин геометрик масала
ларни еча билиш цобилиятини вужудга келтиради.

§ 17. Битта масалани турли йуллар билан ечиш 
имконияти тугрисида

КуйидагИ Иккита характерли мисолни куриб чицайлик.
30. Маркази О нуцтада булган айлананинг АВ ва CD ва- 

тарлари Q нуцтада кесишади. Q нуцта О марказ билан туташ-

тирилиб, CQ тугри чизицца Q нуктадан перпендикуляр утка
зилган. Бу перпендикуляр айланани S  ва Т  нуцталарда кесиб 
утади. AD  ва СВ тугри чизицлар S T  тугри чизик билан М , N  
нуцтада кесишади (S, М , A, D нукталар CQ дан бир тарафда 
ётади). SM  =  N T  булиши исбот цилинсин.

Биз бу масалани бир неча йул билан ечиб курсатамиз. 
Б и р и н ч и  йул:
Ечишдаги гоя. SM  ва N T  кесмаларни маълум AQ, BQ, EQ, 

EQ кесмалар орцали топиш (44-шакл). Ечиш цуйидагича бу
лади:

AQ — a, BQ — 6, EQ N  е, FQ = /

булсин ва OQ диаметр' айланани F ва Ц нуцталарда кессин. 
Бунда

ab =  e f  \ Q T Q S ,
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сунгра ЕВ , ЕС, FA, FD тугри чизицларни утказамиз, улар 
S T  тугри чизицни Н, V, G, U  нуцталарда кесиб утсин.

Биз илгари HQ — GQ ни исбот этайлик.
0 0 1 _L АВ\ ЕЕХ _]_ АВ  ни утказсак,

QE1:QE =  Q 01:Q0.
Аммо

Q 01 = A 0 1- A Q  =  1  (a +  b ) ~ a  =  ± ( b -  a).

Шунга ухшаш QO =  —/ )  булади. Шунинг учун:

Ш« H I
QE-l 2

Бундан

Сунгра

e 1шшм

B E 2 -  BQ2 - f  EQ 2 — 2BQ-QF1= b *  +  e2 -  2be-h- ~ f

_  b*e — b*f + e »  — e2/  — 2b*e +  2abe
e —f  .

ва 2abe =  2e2/ ,  бундан:

д с а  e3 +  e2/ — — 62/  __ (e2 — b2) (e + / )
'' e —f ‘

//£ Q  ва FZTB ухшаш у ч б у р ч а к л а р д а н т^  —
Бундан

£ , p 2 E Q 2-F E 2 Ш Ш т Я Я к  _ _ ea(ea _ / a )  
£  ~  B £ 2 — (e2 — 62)(e +  / )  e* — b ? fi

Ни^оят,
« .*»  e2 (e2 - / 3) „s _  e2 (b2 - Л )

—  e*— b* e2 —  W

Яна шунга ухшаш йул билан GQ2 нй зам аницлаш мумкин. 
Бунинг учун HQ2 ифодадаги Ь .ни а га, е ни /  га алмашти- 
рамиз:

f 2{a2 — е2) .



Бундан а =  у  тенгликка асосан:

И
Ш 1 1 Л л ___!_L I  _  яоаЧ В е2/ 2 й2 —е2 — « ч .  

^ — 5Г
Демак,

GQ =  WQ.
Шудаа ухшаш;

i/Q =  ¥Q.
Шунингдек

~ Я Т ; ,  I /S  =  .С/Г,

энди
K^rCRF == ^ -ё £ Щ  C W  =  <jES~'~' тсИ Н Н Н ^ Н  I . |

\ j RT— JTC ^  ЕС
Щщ ■ 2 ~  2

эканини курамиз, бундан:

Демак, BCVH туртбурчакка ташци айлана чизиш мумкин. 
Бундан:

А'С
келиб чикади, шу билан бирга

Ш ^ Ш Щ м Щ т +  TS).
Демак, ;

^M T {N T + M k = lH T ^-N T )-(yT + :NT)
.ёки

ИТ) 0  Н Т ■ VT; .
бундан!

V S +  Н Т

Шунга ухшаш йул билан MS =  ут+Gs' бундан эса MS—
=  N T  тенглик }{0сил булади, биздан шуни топиш талаб ци- 
линган эди/

2-й у л Л. Пе р е ль дик ник и) .
Ечишдаги р о я .  Шаклни Q нуцта атрофида 180° га бурамиз. 
Бунда М нукта N нуцта устига тушади. Бу Ролдан фойда- 

ланищ мумкин: Аг ва Dt нуцталарни Q нуцтага нисбатан А ва
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D нуцталарга симметрик килиб оламиз (45-шакл) ва Менелай 
теоремасидан фойдаланиб, Й§ | |  ва N  иукталарнинг бир турри 
чизикда ётишини исбот этамиз.

Биринчи ечишдаги белгилашлардан ташкари, ЩЙёШ 
DQ — ^лардан фойдалансак, бунда ab cd — e f. Олдин BN:CN 

нисбатни аниклаймиз. Агар ВВ' j_ OQ 
СС' _L OQ ни олсак, BB'Q ва OOxQ уч
бурчакларнинг ухшашлигидан:

B 'Q
B Q

OjQ
O Q

Бундан:
B'Q =  - 

Шунга ухшаш:
тШт

|  (b — а) 
e — f

с (с d) 
e — f  ’

 ̂ Бу ерда СС' IJ ВВ' || NQ, бундан BN  ва CN кесмалар B'Q ва 
C'Q га пропорционалдир; шунга кура:

BN
C N

B 'Q
C'Q

b (b — a)
с (с — d) ‘

Энди N , Du  Ax иукталарнинг BCQ учбурчак томонларида 
ётишини текширсак, Стюарт теоремасига асосан:

B N  
NC  ’

C D X
■Ш

_ b (b -ga)
с (с — d) Ь — а

т,осил булади. Бундан N , Щ, Щ нукталар бир тугри чизик- 
да ётишини курамиз, яъни шу билан N  нуктанинг урни аник* 
ланиб, масала ^ал этилган булади. |1 ||||| =  SADQ ва SNDiQ =  
=  SMDQ булиб, тенг MQ  ва NQ  кесмалардан тенг SQ ва TQ кес
малар айрилса, 111 =  N T  ^осил булади. Биз шуни исбот кил- 
м ок Ч й  эдик.

3 - й у л .  (Бу рационал усулни В. А. Зморович таклиф эт- 
ган.)

Ечишдаги f o x .  Масалада катнашувчи микдорлар орасидаги 
муносабатни аниклаш, улардан SM  ва А Горасидаги теигликни 
келтириб чикариш. Бу гоя масалага Менелай теоремасини 
икки марта татбик этиш билан амалга оширилади.

AD  ва ВС тугри чизиклар Ь нуктада кесишсин (46-шакл). 
L P N  учбурчакка Менелай теоремасини татбик этсак:

DP-QN-BL = ЬА-PQ-BN,
DP-QN-Ch =  LD-PQ-CN
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*осил булади. Бу тенгликларни >{адлаб купайтирсак: 
AP-DP-(QN)2-(BL-CL) =
— (LA -LD)- (PQ)2 -BN-CN. (56)

Шунингдек,
BL-CL — LA-LD.

AP-DP — PS PT — (PQЩa)(PQ — a) =  PQ2 -  a2,
BN-CN =  NT-NS  =  (NQ +  a)(NQ -  a)=AQ2 -  a\ 

бу ерда
a =  QS =  Qr,

энди (56) дан NQ2'- (PQ2 -  a2) =  (7VQa -  a2) • PQ2 ёки PQ =  NQ; 
бу тенгликнинг иккала томонидан SQ — TQ кесма. айрилса,

SM =  TVr булади.
Бу ечишдаги энг кийматли нар- 

са ёрдамчи шаклларнинг талаб ци* 
линмаслигидир.

4 - йул  (А. С. Смогоржевский 
топган).

Ечишдаги. гоя. Иккинчи ечишдаги каби бу ечйш з?ам 
Dx, N  иукталарнинг узаро коллинеарлигини исбот килишдан, ’ 
яъни A jD i ва ВС ){амда ST  тугри чизикларнинг бир нуктада 
кесишишини исботлашдан иборатдир.

Берилган (1) айланага, ST  тугри чизшда нисбатан симмет
рик цилиб, (2) айланани чизамиз (47-шакл). (2) айлана BQ 
кесмани Аг ва QC кесмани Ш нуктада кессин. Бунда ADQ ва 
AXDXQ учбурчаклар тенг ва ZQCB—ZQAXDX (чунки ZB1A1Q = 
Щ Z  QAD— ZQCB булиб, улар ^ BD билан улчанади).

Агар N T — SM  булса, QN=Q M  булиб, A^D, тугри чизик 
N  нуктадан утади. Z  BCDX -j- Z DXAXB — 180° булгандан AyD,CB 
туртбурчакка ташки ( )  айлана чизиш мумкин.

Ш  ва (2) айлананинг радикал уки ST  ва (1),(3) нинг ра
дикал уки ВС лар N  нуктада кесишсин. Шу нуктадан (2) ва
(3) га тегишли AXDX радикал ук *ам утади. Биа шуни исбот 
этмокчи эдик.
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Бу ечиш нинг олдингиларга Караганда соддалиги шунда- 
ки, бунда алгебраик алмаштиришлар талаб килинмайди, ёлгиз 
синтетик усуллар ишлатилади.

Яна тубандагича му^окама килиш мумкин: АМХ тугри чи
зик (2) айланани Д нуктада ва (3) айланани А' нуктада кеса- 
диган булса, унда N B -N C  =  АМ^Л/А', N B -N C  =  N T -N S , 
N T -N S =  N A ^ N k ,  яъни Л/А' =  A/A ни оламиз. Шу билан А, А' 
ва D нукталар устма-уст тушганлиги куринади.

Демак, бу ^олда )?ам радикал Ук тушунчасидан фойдала
ниш зарур булади.

31. Маркази О да булган айланага ташки ABCD  туртбур
чак чизилган. Бунда АВ =  а, ВС Ц  b, CD Ц  с, DA =  d  б5глса,

ОА т f  ad '
О С ^ У  Тс . p i

эканлиги исбот килинсин.
1 - х и л  е ч и м  (В. А. Зморович таклиф этган).
Ечишдаги f o r .  Шакл элементлари орасидаги геометрик 

муносабатларни ^исоблаб чикиш.
Туртбурчакнинг АВ, ВС, CD, 

DA томонларининг айлана билан 
уриниш нукталари К, L, М , N  ни 
узаро туташтиришдан ^осил бул
ган K LM N  туртбурчак томонла- 

q рининг.40, ВО, СО, DO кесмалар 
'билан кесишган мос нукта
лари А', В ', С', D' булсин (48- 
шакл). Бу нукталар NK, KL, LM, 
M N  кесмаларнинг урта нукталари

48-шакл. булиб, A' B 'Q D ' туртбурчак па
раллелограмм ва 

А'В ' =  C'D', В'С' =  ЩЬ'; (58)
булади. Тугри бурчакли АО К  ва СОЬ учбурчаклардан (АОК  
тугри бурчакли учбурчакда А’О кесма КО катетнинг проек- 
цияси ва COL учбурчакда ОС' кесма OL катетнинг проекцияси 
булганидан):

О А — г* ОС — —
Л — О А '’ и ь  ~  ОС'

(г — ABCD  туртбурчакка ички чизилган айлананинг радиуси). 
Бундан:

щшаш Н
ОС ОА' I ( '

А, В, С, D нукталардан айланага утказилган. мос уринма- 
лар узунликларини а, Ц  Ц  |  билан белгиласак, бунда: 

ad_ _  (а +  Р)(д 1  5) j
be (т +  ЯР +  I 1 - Ш ш Ш т
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АОК ва КОА' ухшаш*учбурчаклардан 
АК __ А’к  
КО ~  ОА''

бундан
АЧС-КО _  N K-r  

АО' ~  2-ОА'-
Шунга ухшаш:

а _  K L - r ___LM -r I _  MN-r
2-OB' i-i 2-0C ' ’ 2 -0D ' ‘

Сунгги тенгликлар ва (60) тенгликдан:
/N K -г K L -r  , iN K -r  M N -r \  

a d  =  \2 -O A ' +  2 O B ' \2 - 0 A '  +  2 0 D ' )  _  
be tL M -r K L -r \  I LM -r M N - r \

\2 -O C ' +  2 -O B ')  12 -О С ' +  2^O D 'J  
|  СN K -O B '  +  K L - O A ^ N K - O D ' +  M N  O A')(O C')*
~  (LM-OB’ +  KL-O C')\l M-OD' +  M N -OC')(OA'Y  ^

Энди A'KB'O туртбурчакдан Птоломей теоремаси буйича:

К  ОВ' +  Щ-- ОА' =  А'В' • г
ёки

. № ф В ' +  KL-ОА' == 2г ■ А’ВГЩ
Шунга ухшаш:
, NK ■ OD' +  M N-О А! =  2 г ■ А'ГУ,

LM -O B'+  KL-OC'4=2r-B'C',
LM-OD’ -f- MN-OC' — 2r-C'D'.

Бу тенгликларни, (61) ва (58) муносабатларни эътиборга олсак 
. ad  _  (ОС') 2 

Ьс ~  (ОА')*
Н  ч Н  Н I  I * о  аБу сунгги тенгликни (59) билан таодослаб курсак, ^  =

Ш Ш  келиб чикади, биз шуни исбот килмоцчи эдик.
2 - е ч и м  (А. С. Смогоржевский йули).
Ечишдаги. гоя. Каралаётган кесмаларни юзлар билан бог- 

лаш. Купинча купайтманинг нисбати (бу жойда ad'.bc) олин- 
ганда, уни учбурчаклар юзларининг нисбати орцали ифодалаш 
мумкин булади. Бу муло^аза, берилган масалани ечишда *ам 
ёрдам беради. ABD ва CBD учбурчакларни царайлик. Биринчи 
царашда бундан з̂ еч бир фойда йувдек туюлади. Чунки,4 
Z BAD ва Z BCD тенг эмас ва уларнинг йигиндиси 180° эмас. 
Бунда I ва 11 теоремаларни ABD ва CBD учбурчакларга тат- 
б щ  этиш мумкин эмас.

Шундай булса-да, юкоридаги гояни ёрдамчи шакллар чи- 
зиш билан юзага чицариш мумкин.
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АВ  ва ВС ларга нисбатан О нуктага симметрик S  ва Т  нуц
талар олиб (49-шакл), 48-шаклда белгилангани каби ABD, CBD, 
AO S  ва СО Т  учбурчакларнинг юзларини мос равишда S u S2] 
Я  ва р | лар оркали белгиласак:

Z O A S  =  в  DAB, I  ОСТ — Z  DCB булганидан:
Щ Ьс 

ОС*
S 1 ad о2 

ОА2' Ш (62)

Сунгра OS =  О Т  =  2г, шунинг учун:

(63)

49-шакл. 

Шунинг кабиг
и
Я

АР
P C (64)

Р  н у к та  АС в а  BD  диагоналларнинг кесишган нуцтасидир, 
Ни^оят (5-масалага каранг)

А К
CL

АР
P C

Бундан (63) ва (64) тенгликларга асосан:

Ш унинг учун:

Ц
Я

^1

Бундан (62) муносабатдан фойдаланиб:
ad 

ОА2
. ОЛ __ -» Гу
ОС2 ва  ОС ~  |§

ни зосил киламиз. Биз шуни исботэтмоцчи эдик. 
3 - е  ч и м  (А. Л ; Перельдикники).
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Z CO D-f Z  AOB =  180° эканлиги маълум булганидан:
АОВ ю зи_ АО'ОВ \
COD юзи”  OC-OD I 
AOD юзи _  AO-OD [ Щ  
СОВ юзи ОС’ОВ )

Иккинчи томондан АОВ, COD, 40D ва ВОС учбурчаклар* 
нинг баландликлари тенг (г) булганидан (50-шакл):

АОВ юзи АВ-г АВ Щ
COD юзи ~ CD г Щ CD рЙг \
AOD юзи AD-r AD а
COD юзи ВС'Г ~ В С " 1 i

тенгликларга асосан:
АООВ
OC-OD

ат — ва с
AOOD
ОС-ОВ

Буларни ^адлаб купайтирсак,
АО-ОВ OA-OD a d 
OC-OD |  ОС ОБ Ь

АО1 ad АО т  ГаЛ <
еки -ос2 — Ьс ’ яъни о с  К  Г Тс келиб ™WOL

Ечишнинг бу 3-усули киска, тушунарли ва жуда чаройли- 
Масалани ечишда жуда содда йутши исташимиз табиийдир. 

Баъзан шундай осон йул излашда бизга узун мураккабечиш йул
лари тугри келиб, бундан кутулиш мумкин булмай колади. Ёки 
масалани ечишда куп ёрдамчи теоремаларни келтиришга тугри 
келади. Куйида шу хилдаги масалани куриб чикамиз.

32. Томонлари а  га тенг булган тенг томонли учбурчак 
ичида М  нукта берилган. Бунда МА =  а, MB Щ р, МС Щ ц бу
либ, шу а , а, 3, i  микдорлар орасидаги богланиш топилсин. 

Куйидаги гоя ечишнинг энг содда йули булади:
М  нукта берилган учбурчак ичида ётганидан

МАВ юзи +  МВС юзи Ц  MCA юзи =  ABC юзи
муносабатга келамиз.

Бунда Герон формуласи буйича бирмунча алмаштириш* 
соддалаштиришлар бажаргандан сунг:

V { а  р  |  +  р)(— а  + 1 +  Р)(а — |  +  PX# + 1 — Щ +
“Ь + 1 + т )(— & + 1 +  т)(я — р +  1)(я +  Р — ?) +

+  У (а  И I  И  а)(— а  И  I  И I ) (а  — | +  Я  -f  1 — а) =  & Й 3. (65) 
#1 а, р, |  орасидаги богланишга юзаки Караганда масала 

зал булган дейиш мумкин.
Лекин (65) формула бир канча алгебраик алмаштиришлар- 

дан сунг бирмунча содда куринишга келса-да, уни талаб этил-



ган богланишни цаноатлантиради дейиш мумкии эмас, чунки 
М  нуцта учбурчак ташцарисида булганда баъзи радикаллар- 
нинг олдига (—) ишора цуйишга турри келар эди. Радикал 
ишорасини йуцотнш натижасида (65) формула ихчамроц кури- 
нишга келади дея оламиз, лекин бунга эришиш учун огир 

>?исоблашларга олиб келадиган алмаш
тиришлар цилиш керак. Шу сабабдан 
ечишнинг бу йулидан воз кечиш керак.

Шу муносабат билан бу масаланинг 
цуйидаги бошцача ечилишини курсата
миз (51-шакл);бу усул, узун, лекин сод- 

-да алгебраик алмаштиришни ' уз ичига 
олади.

Биз М АХ А_ВС, МВ{ ±  СА, МС1±А& 
ларни утказамиз ва АСХ — x i ВАг "З* 
-  у , СВу =  г, MAt =  $, МВЬ М  щ, 

деб белгилаймиз, МАВ, МВС, MCA учбурчаклардан:
а2 +  а2И- @а , _ а2 +  -аьЁДИ

51-шакл.

X —

Бундан:
2 а 2 а 2а

Ш к

Куйидаги тенгликни х;ам шунга ухшаш }{©сил циламиз:
tf'mM

Сунгра I ва II теоремалардан

В У (а  — ■*)

АС^В, юзи х  (а -
Щ Щ

г ) , ВА̂ Сх юзи _
. ■ Я2 ’ -

СА1В1 юзи _ а юзи ЯНШ
а2 5  ~г" .Г;

М А1С1 ю зи_ £<р_ МА^Вх ю зи__rfc
S  а2' - ... ■'S  ' a3’-...

Сунгги тенгликларни цушиб, сунгра махраждан -цутцазсак, 
ушбу ^осил булади:

а2 =  а (х +  у  +  г) — [yz +  z x  +  ху) ж  +  <Р? 4- Щ  
Бундан (67) тенгликни назарда тутсак:

2 (yz  +  z x  +  ху  I =  2 й  4- 11 4- Ш  +  Я  (69)
(67) ва (68) муносабатлардан цуйидагилар келиб чицади:

В + Ц 4  Ц у I (yz 4  Z X  4- ху) =  а2. (70)

5г П Ч ? Ч 2 ( ч  +  ^ 4 Й ) = г й 2. ^Ш )«
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(-*а +  У* 1  *а) +  I  + 1 1  Щ =  § .  (72)

Бундан ташцари Пифагор теоремасига асосан:
Ц 1 1  + S 1  &  1 1 1  Щ 1 1  +  р2 +  И  (73) 

(72) ва (73) тенгликлардан:

л2 +  у2 +  г2 т  - У + .ДУ + г^ _ Н  (74)

(66) ифодани (74) тенгликка цуйсак:
Щ 011 81 1 В ИI - 1|| 1 Щ11 -Н=

=  #  (2а2 +  Щ  Ш 2f2 +  а2)2.
Буни соддалаштирсак, ушбу келиб чикади: 

а4 +  8 1 |  8  +  if41  а2а2 — а2£2 — а 2̂ 2 — а2р2 — | 2̂  — ц2ае =  0.

§ 18. Масалаларни ечишда йул курсатиши мумкин 
булган белги ва муло^азалар х;ацида

Масала ечишга киришишдан олдин масала шарти билан 
боглик булган энг му^им математик фактларни аницлаш керак. 
Фактлар масала мазмуни билан яциндан богланган булиши 
лозим.,

Масалани ечиш процессида ораликдаги боскичларни излаш- 
га икки йулдан бориш мумкин: дастлабки босцич учун шарт- 
лар орасида туррилиги илгаридан маълум булган муносабатлар 
ёки ечими охиригача Тугалланадиган жумлалар асос цилиб 
олинади. Мисол учун 25-масала ечимини курсатиш мумкин: 
биринчидан, масала шартидан келиб чикадиган шакл тузили- 
шини куздан кечириб, унга Птоломей теоремаси татбик эти- 
лади. Учлари туртбурчак томонлари урталарида ётган цавариц 
туртбурчак параллелограмм_булади ва ^оказо.

Иккинчидан,'[Щ  =  формулани исбот цилиш талаб
этилади. Бу формуланинг тузилиши эса бизга бир цанча 
ёрдамчи учбурчаклар ясашни пайцашга ёрдам беради. Кейинги 
келтирилган масалаларни куздан кечириб, баён этилган фикр- 
ларни деталлаштириб, йул-йулакай Узига хос цатор белгиларни 
курсатиб, уларга эътибор билан муносабатда булиш, ечиш 
йулларини излаб топишни енгиллаштиради.

33. Ушбу

4 K ka +  К К  +  ЛА )  *  «а +  +  с2 <75)
тенгликнинг туррилиги исботлансин.

Б и р и н Ч и  х и л  е ч и ш.  Шакл содда булиб, ka мицдорни

(69), (70) ва (71) тенгликлардан:
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(52-шакл) келтириб чицариш ва бош ца муносабатларни аниц
лаш  учун ОВА' учбурчак элементларини куздан кечиришга

турри келади. М аълумки, бу ерда OB =  R, ВА' — Ц  ва ни-

коят Z  BOA' =  Z  ВАС  (буларнинг кар икки- 
си ВА"С ёйнинг ярми билан у л чан ад и ).

Биз олган тенглик биринчидан, Пифа
гор теоремасини татбиц этиш фикрига олиб 
келса, иккинчидан, берилган учбурчакка 
ухш аш  учбурчак ясаш  фойдали эканини 
курсатади. Ш у билан бирга Пифагор тео
ремасини татбиц этиш яхш и натиж а бер- 
м аслигисезилиб турибди, чунки бу колда ka
микдор учун иррационал ифода VRZ-
косил цилинади. Б ун дан  ташцари, бунда- 

ги R  мицдор (75) ф орм улада цатнаш майди. Ш унинг учун 
бош ца йул излаймиз. С С 'J_A B  ясалса, ухш аш  ОВА' ва

П А ' А С '
АСС' учбурчаклардан  - g y  =  ёки 2ОА' =  2ka, 2ВА' =  а>

2АС' =  — — е + а  ■ эканлигини назарда тутсак, уш бу косил бу -|
лади: .

2К  _  Ь2 +  с2 — а* n p s
a 2chc " .  '  '

Щ ва Щ мицдорлар орасидаги богланишни осонгина аниц
лаш  мумкин. chc =  aha — 2 S  тенгликларга кура (76) дан ушбу 
тенгликни косил циламиз: а

Р
~4

'■ +  с2 аг

■Ь\
%

Яна шу усулда цуйидагилар косил 
булади:

4hbk b =  ф Т  '
4hck c =  а2 -W 0  — с2

Буларни ^адлаб  цуш сак (75) ф ор
мула келиб чицади.

Бундан  таш цари яна 2 хил ечиш 
берам из.

И к к и н ч и  х и л  е ч и ш .  I. ABC учбурчакка тегишли туцциз 
нуцта айланасини учбурчакнинг ААХ баландлиги А" нуцтада 
кессин (53-ш акл). Бунда туцциз нуцта айланса АН  кесманинг
Уртасидан утади. Бундан АА" = АН = -^-2ka — ka\{2S)T& ца-
ранг] ёки АА"-ААг =  АС'-АС! И АВ'-АВ, (Аи Вь  И лар баланд
ликларнинг асослари, А', В', С' лар эса учбурчак томонлари
нинг урталари).
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ЭЕ I  у  jjjjl — 8 pBl (77)

^осил булади. Бундан ушбу муносабат келиб чицади:
4Aa&fl ~  & "АВу -f- С’АСу.

Ш унингдек,
4 hbkb =-c-BC1-\-a-BA1,
4 heft с =  я  • САу -)- b • СВ 1ш

Бундан:
| (hak a "Ь hbkb 4  hck c) =  а (ВAy И  САу) -\- Ь (СВ|  -I- 4ВХ) -)- 

tJ" с  {АСу -f~ ВСу) — Щ -f~ Щ -(- с2.

Ш уни исбот цилиш талаб этилган эди.

Сунгги тенгликдан

У ч и  м чи  х и л  е ч и ш :  AAl J_ ВС ва 4 S XJ_C4 ни чизамиз 
(54-шакл). Бунда / \А Н В 1 сп /\А С А 1 ва АН = &Ш демак:

АН АС . 2ka Ь
АВХ~  ААу еКИ Щ В V

бундан:
2 kaka ~  Ь-АВу.

Бу муносабатга асосан [(77) тенгликка царанг] яна аввалги 
натижага келамиз.

Т у р т и н ч и х и л  е ч и ш :  I. 43С  учбурчакка ташци айла
на чизамиз ва ААг _L ВС; ШШ _]_ АС; ССг±  АВ ларни утказамиз, 
бунда ААХ = Щ BBt =  hb; ССг — Щ (55-шакл);

ташци айлананинг О марказидан 04„ Ц  ВС; ОВ2 _!_ АС; 
ОСг _]_АВ туширамиз (55-шакл), бунда OA2 — k a; ОВг = Щ  
ОСг *= k c; АуАз =  X; ВуВъ Ц  у; СхСг =  1 орцали белгилаб, АВ =  с; 
АС =  Ь; ВС =  а ва Ш д =  ВСг; ВАг — СА« ва СВ2 =  АВг эканли
гини эсда тутиб,
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II. 1) ясашдан олинган Ль Л2, Въ В2, Сх ва Са нуцталардан 
айлана утказамиз. Бунда айлана ha, h.b, hc ларни а, р ва т нуц
таларда кесади (яъни бу нуцталар 9 нуцта айланасига тегишли 
булади):

2) шу 9 нуцта айланаси марказини Q билан белгиласак, 
Щ =  Шй В  булганидан Д  Л.,02 =  Д  Ш  Н, чунки Л20  — а И
(§ 7 (28) да Л20  =-1- АН  эди, шунга кура Л а =  о.Н), яъни: .•

Ла ==■ а Н  =  ОЛ2 =  ka;

3) шаклдаги Л2ОЛа туртбурчак параллелограмм (Л20  #  Аа.) 
демак, АО #  Л2а =  R; Л2Q В  2 а В У  R.

III. Агар 2  марказли айлананинг ташцарисидаги А нуцта- 
дан уринма ва ААЪ ЛС2 ва АВ2 кесувчилар утказилса, уринма 
ва кесувчилар ^ацидаги теоремага асосан:
Ла • ААг =  АСг ■ АСз i ёки Ла ва ААХ ларнинг циймати ва бош- 
Ая-АА1 =  АВ1-АВ2 ) цалар цуйилса,

ka 'ha=  ( у  z)"2

Ц у) - т

V j f l p S  + z ) - |

Щ • Щ =  ( 2 р  л:) "~2

Щ Ш  +  у ) - |  
kc-hc =  (-g х )'~2

Бу тенгликлар ^адлаб цушилса,

2 (kaha +  k b h  +  kchc) =  f  +  -j +  f  келиб чицади.

Бундан 4(&aAe +  kchc) =  a 2 -f- 62 +  с2 ^осил булади.
Бу эса исбот этилиши лозим булган тенгликдирШ

Б е ш и н ч и  х и л  е ч и ш .  1 .0 марказли айланага ички чизил
ган ABC учбурчакда AD _|_ ВС; BL JL AC, OEj_BC утказилган 
(56-шакл). AD =  ha, BL — hb, ОЕ =  ka, OF =  Кь, ОС =  R.

1) ОСЕ учбурчакда

ОЕ2 — ОС2 — ^С 2 ёки k2a — R 2 — ёки 4 £2 =  4/?2 — а 2. (1) 
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В нуцтадан кесувчи утказишда,

С нуцтадан кесувчи утказишда.



2) О ЕС ва ABL учбурчакларда Z. CAB =  'Z СОЕ (ВтС ёй- 
нинг ярми билан улчанади) ва улар тугри бурчакли учбурчак 
булганликларидан ухшаш (яъни 
Д  0£С сл Д  ASL), шунинг учун:

CQ АВ „ R с 
СЕ ~~ BL ёкИ а_ ~ h „ ’

ш
бундан: .

р _Иш .
R Шь 

Худди шу сингари: 
-Ьс

(2)

В 2 Ж

3) ЙИ5-.ГоЙ«..,Дан
56-шакл.

(3) Буни (2) га куйсак, унда ушбу ^осил булади:

X — "Ц-

Буни квадратга кУтариб (1) га куйсак:

(4)

г., .2  .... 4ааЬасг 
я —

а?т&
ВЙЯ

Бундан ушбуни ^осил циламиз: 2ka == ^  l / b2c2—4S2’ 
Худди шу сингариаИ

2Л» =  ^ Я 2е2-  452;

II. 4 М «  =  2V.2Ae^ r  | ^ 2-4 S 2~  =  -4S*.

яъни: 4kaha— 2 V

Худди шу сингари:
4ky hb. =  2 / a V ^ 4 S 2 ва 4 * ^ ;.=  2 / a 3*8 - 4 S 2. (5)

(5) муносабатдаги тенгликлар хадлаб кушилса куйидаги тенг- 
лик келиб чицадиЯ

4kaha +  4kbfib +  4 kchc =
=  2 ( j/f tV  —4S2 +  У a2c2- 4 S 2 +  / a2*2 - 4 S 2). (A)

Энди биз S ни топамиз:
2S =  aha =  bhb — chc.
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Биз учбурчакнинг оаландлигини цуйидагича ашщлаган эдик: 

I 1  jf V4а262 — (а2 +  62 — Я  
Бундан ушбу }{0сил б^лади:

21 1  aha В  §  V  Aa2b2 -  Ц 1 1 1 I

бунинг квадрати:
4

,(В) даги цийматни (А) га цуямиз:

И  1 1  [4 И 1 1 1 1 И  С2)] . (В)

4а262 — (аМ -62  — с=)
+

.+ ] / а ас2 — 4fl2ft2— (aa + ba—Д

2 - аа 4- Щ + I
+

Ш — Ц ж с2
+

д2 -J- йг — сг

-Я
Щ у билан 4 | | | | |  — kbhb Ц kchc) В а 2 Ц  Щ +  с2 тенгликнинг туг- 
риэканлиги исбот этилди.

34. ЛВС учбурчак берилган (57-ш акл). О нукта бу учбур- 
чакка ташци чизилган айлананинг маркази, ОАг ±  ВС, ОСг_1_ АВ
Щ OBjJL^C булган ^олда +  И  - f  В  =  j r l r r  тенглик ис-\ка Rh Иг] &а.*Ь&с

57-шакл. 

с ) I  Ш  °а И  °ь +  °<v

а^Ь^с
бот КИЛИНСИН.

Б и р и н ч и  х и л  е ч и ш .  I. 1) Агар О 
марказдан туш ирилган перпендикулярлар 
асоси Аъ Щ  Сх ларни кесмалар ёрдамида 
узаро туташтирсак, 6 та учбурчак ^осил 
булади. Булардан:

а) АВ1С1 юзи => ВА1С1 юзи —- СА1В1 юзи =  
=  AJiyCy юзи =  о;

б) ОВ]Сх юзи =  Ц | OAjCi юзи =  аь- 
0i4jBj юзи =  <v,

2) Z  ClAB1 Щ 1  СхОВ =  180°, бундан Хс^ а в ' ■  Ц
.яьни:

Д О С \В\ 

д  А С \В

kb’kc
ь_ т 
2  * 2

1 I  . Ь — fcc-gg
I • Кь “с —  4з •

Шундай цилиб, k 6-ka — ob-ac 
~4з~
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i f  4 В а | 1 1 _ | a-kb-kc b-ka -kc
•1® *» ko) \ka -kb-kc +  Щ Щ Щ  +

Ш Ш&ШшД _  4 a-kb-kc + bkgkc + ckakb _
k c 'k a 'k y  kakbkc

abcdg abcai, abcac 
__ 1  4з 4д 4j _ . abc (aa +  ab +  ac) _  4abce _  abc

W'ШШ ~  ЩМШЙ ~  Ш Ш ш  ~  kakbkc 
Шундай килиб: |§ f l  Ц г- +  fe-l =  abc

k b 4 Щ  J J  kakbkc ЭКаН>

Ик к и и ч и  хил ечиш:

4 ( £ + £ + £ ) = ж -  ( 7 8 )

муносабат исбот килинсин.
Исбот цилинаётган тенгликни унга тенг кучли булган тенг- 

лик билан алмаштирамиз. Бунинг учун (78)
тенгликнинг иккала томонини- ?\ькс га ку- Вabc J /
пайтириб, ушбу тенгликни ^осил цила* /
миз: I / \ \ 0

4 (kbkc I М ?  _1_ £А .\ I _ |
са г  аЪ] (79) В

Ю р». О А  АШт^&Йг\МОА. - ч.(^ ' j_ АВ 
рни ясаймиз (58-р‘акл),. i

ОВ’С юзи kbkc О С А  юзи kcka ОА'В'юзи kakb 
•« S ас ’ 5  ab

Бундан ташцари:
(80)

OB'С' юзи +  ОС' А! юзи +  О А'В' юзи =  А  В'С' юзи =  ^  S. (81)
(80) ва (81) тенгликдан (79) тенгликни осонгина келтириб 
чикариш мумкин.

35. Ушбу тенгликнинг туррилиги исбот ^илинсин:

^ f h X h'! =  Z & K K K . (82)
Бу тенгликдаги симметрикликдан, унинг узини келтириб 

чи^ариш учун фойдаланиш имкониятини цараб курайлик. 
h'* — 2Rh’a тенглик туррими? — деган савол куямиз.
Агар мана iiiy ва унга ухшаш цилиб ёзилган тагин и к к и 

муносабат турри булса, улардан изланган муносабатни келти
риб чикарар эдик. Охирги тенгликни турри бурчакли учбурчак 
учун текширсак, унинг бажарилмаслигини сезиб цоламиз 
(чунки а  гипотенуза булса, h'a — 0, к'а ф  0). Энди h'bh'c ку-
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пайтмани текшириб курайлик^ биз бу купайтмани ВСН  учбур
чак юзининг берилган ABC учбурчак юзига нисбатидс-н р щ ш  
цнлишимиз мумкин (59-шакл):

ВСН ют hb hc
S ~  b e '

A m m o :

l „ , , , ,  obcha
. ВС Hiози =  g  a k a булганидан ',b'1c =  ~ 2s~ ' (°3)

Бундан R =  j s  тенгликка кура ушбу тенглик ^осил булади:

R =  ^  тенглик маълум булмаган ^олда э?ам 4-масала ор
кали (83) тенгликни топиш мумкин булганидан, фацат шу ма
салани исбот этиш цолади.

36. ABC  ва А'В'С' учбурчаклар берилган. Бунда:
Z Л +  Z A '  =  180°, Z  В =  Z  В'

булса;
а а ’ =  ЪЬ’ +  (85)

булиши аницлансин.
(85) тенглик бир жинсли булганидан берилган учбурчак- 

ларни ухшаш учбурчак билан алмаштириш мумкин булади. 
Биз бу ерда икки хил ечишни келтирамиз.
Булардан биринчиси (85) тенгликнинг Птоломей теорема- 

сида >$осил этилган формулага ухшашлигига асосан, иккинчи 
хил ечишни учбурчаклар юзларининг нисбатидаи топамиз.

Б и р и н ч и  х и л  е ч и ш.  Биз ABC учбурчакнинг бир та- 
рафида Z  ВС А" =  Z  В =  Z В \  Z  СА"В — Z  А' буладиган цилиб 
А" нуцта оламиз. Бунда ABC ва А"ВС учбурчаклар ВС дан 
турли гарафда ётади (60-шакл). Шу билан Д  А"СВ in Д  А'В'С 
(шаклда А'В'С' учбурчак берилмаган) булганидан BC — qa', 
СЛ" =  qc', А"В =  qb' булади (бу ерда ц — пропорциойаллик
коэффициенти).
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Бундан ташцари, АВА"С туртбурчак тенг ёнли трапеция- 
дир. Шунинг учун АА" «* ВС =  а. Птоломей теоремасига асо
сан: АА"-ВС =  АВ-СА” +  АС-ВА" ёки a-qa' =  c-qc' +  bq-b'.

Буни q га цисцартириб (85) формулани ^осил циламиз.
2-х и л е ч и ш.  ABC учбурчакнинг АС томони давомида 

Z АВ"А — Z В =  Z В' булиш шарти билан В" нуцта оламиз 
(61-шакл). Бунда Д АВ"В сл Д  А'В'С' ва ВВ" =  qa ' , BA — qb', 
АВ4 — дс (д — пропорционаллик коэффициент^.

Шунингдек, Z СВ'В =  Z ВАС эканлигини куриш осон. 
Булардан I ва II теоремага асосан:

ABC  юзи А В -А С  qb'-b  __ЬЬ' _
СВВ"ю зи  ~  В С -В В " aq-a ' ~  аа1'
А В В "ю щ  _  А В" - А В  qc' ■ с _  сс'
СВВ "ю зи  В С -В В " aq-a ' ~  а а ’’

Булардан:
ABC  юзи . АВВ"\озу1__.
СВВ"юзи СВВ"юзи ’

бу тенгликдан:
ЬЬ' , сс' _
аа' ' аа! ШяН 

Демак, (85) формула тугри.
37. Радиуси % га тенг булган айланага ички чизилган тенг 

томонли учбурчак томонига тенг ватар ёрдамида икки сег- 
ментга булинган. Булардан кичик сегмент ичига мунтазам уч
бурчак ясалган булиб, унинг бир томони ватарга перпендику
ляр. Бу учбурчак томонининг узунлиги топилсин.

Бу масалани ечишни изланган шаклнинг схемасидан бош- 
лаш фойдали,

Фараз этайлик, M N  берилган ватар, ABC изланган учбур
чак булсин (62-шакл).

Шаклни диццат билан куздан кечирсак, айлананинг О мар
казидан чициб, учбурчакнинг А учидан утувчи ОК радиус 
Z ВАС ни тенг иккига булади. Демак, Z КАС =  30°, Z  МАО — 

'=  Z К  A N  =  60°, энди масала осонгина ечилади.
5*
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ОС радиус чизиб, АС кесмани утказиб, 0Q  J_ АС , OP M N  
лар олинса:

AQ =  OP =  Ш  PA =  OQ=>

Q P  =  Y 1

3 /f
36

/ 3 3

бундан:

AC =  Q C - A Q  = г  /3 3 г ( /3 3  —3)

38. Туртбурчак томонларининг узунлиги кетма-кет a, ft, с 
ва d  га тенг булиб, бунда a < ^ b , c ^ > d  ва b2 — a 2 =  c2 — d 2.

Бу туртбурчакнинг диагоналлари узаро перпендикуляр эка- 
нини исбот этиш талаб цилинади.

ABC  учбурчакни цараймиз (63-шакл^; 
Агар B E  АС' я сал сеЯ

АС2 4 62 — я2
2 АС

^осил булади. Шунингдек, D F  Д. ЛС ни 
ясаш билан куйидагини топамиз:

СЕ  = АС2 + б2 — d*Ш ШИ В
63-шакл. " ну^та шаклда с^илмаган^^^

Биз шартда берилган а 2 =  й2 
тенгликка асосан СЕ =  С Е  дея оламиз, бу Е  ва Е  ну^талар- 
нинг устма-уст тушганлигини билдиради, бундан эса J S  _L ЛС , 
келиб чицади.

§ 19. Масалалар ечиш даврида т^планган билимларни 
муста^камлаш ва системалаштириш т^ррисида

Масала ечишда, илгаридан ечилиб утилган масалалардан 
^осил булган билимлар билан муносабат боглаб бориш фой- 
дали эканлигига бир неча бор дуч келган эдик. Бу ^олни 
яодол курсатиш учун кщоридаги 9 ва 31-(2-хил ечиш) маса* 
лаларнинг ечилишини эслатамиз.

9-масалани ечиш унча кийин булмади. Масалада берилган- 
лар аввал. 7-ва 8-масалаларда уз вацтида исбот этилган булиб, 
шуларни урнига келтириб цуйиш билан кифояландик. Шунинг
дек, 31-масалани ечишда бизга 5-масала1 ечимининг ол- 
диндан маълум булиши катта роль уйнайди.

1 Х акицатан, 31-м асала иккинчи ечимининг. автори уни боыщача йул би
лан топган.
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Шунга ухшаш куп масалалар келтиришимиз мумкин эди. 
Лекин биз цуйидаги бирмунча масалаларни келтириш билаи 
кифояланамиз. Булар ечиш методи ва мазмуии буйича ухшаш 
^амда умумий темага боглиц булиб, ьсейингиси олдингисининг 
жавоби ва мазмунига боглиц ^олда 
жойлашгандир.

39. Учбурчакка тацщи чизилган айла- 
на маркази О билан учбурчакнинг огир- 
лик маркази G орасидаги масофа топил- 
син.

Берилган ABC учбурчакда ВС томо- 
нииинг уртаси D  булсин (64-шакл). Маъ- ® 
лумки,

OD =  |  f  R2 —- , DC Щ “2 Ма-» ЛШ Я  -g- 64-шакл.

(46) формулани эътиборга олсак ва Стюарт теоремасини AOD 
учбурчакнинг OG кесмасига татбиц этсак:

f | f f . AD  =  АО2-D G + O D 2-AG — AD-AG-DG

ш т
OG2• та |  К  ■ та +  (#2- f  I • J  rna -  m a |  ma • | H  

Бундан
0G2 ^  |  ^ 21 1 В 1 Щ Щ |  m l = R2-  — g —

ва

OG =  i  / 9 1  -  S  Я  I В  И  (86)

40. Учбурчакнинг огирлик маркази О билан учбурчакка 
ички чизилган айлана маркази 1  орасидаги масофа топилсин.

Теорема (С. С . ' Б ю ш г е н с .  Аналитическая геометрия, гл. 23.); .айлана 
тацщарисига чизилган туртбурчак царши томонларининг айланага уринувчи 
нукталарини туташтирувчи т$?рп чизиклар шу туртбурчак диагоналлари ке- 
сишган нуцтада кесишиши“ни к^грсатади.

Бу Б р и а н ш о н  теоремасининг хусусий ^оли экани унга маълум эди- 
Лекин Брианшон теоремаси элементар булмаганидан ечишни бешинчи ма- 
салага келтириб ишлаган. Бу ишни соддалаштириш мацсадида цилинган бул
са керак. (Брианшон теоремасига асосан конус кесимининг ташцарисига чи
зилган олтибурчакнинг царама-царши ётган учдарини туташтирувчи тугри 
чизицлар— диагоналлар бир нуцтада кесишади.)

Хусусий *олда ABC туртбурчакда (25-шакл) худди олтибурчакнинг то- 
монлари каторида ЛК, /(D, BCt СМ, MD ва DA кесмаларни олиб, А С, DB 
ва КМ  ларнинг бир нуцтада кесишишини курамиз.



Берилган ABC учбурчак ВС томонининг уртаси А' булсин 
(65-шакл). Агар £ М ± А С ,  Щ ! Щ ВС ясалса, унда: 

2М  =-■ QN =  r ,B N  +  C N  +  А М ^  
=  АВ -j- М С  =  р;

AM  = р  — a, C N  =  р  — с, 2Л2 =  
=  г а + ( р - а ) г.

A 'N  Щ — (р — с)

I  2Л '2 =  г2 +  

A'G  =  j  та.

ЛЛ'2 учбурчак ва 2G кесмани цараб чицамиз. Стюарт 
оремасига асосан:

те-

2G2- АА' Щ 2Л2- ОЛ' +  I A'2-GA -  A A '-G A ■ GA!
ёки

QG*.ma = [ r S  +  ( p - a f ] - \ m a

Бундан:
QG* — -i-

r

2 1 
/7Za - g ГПa - g T4a.

H I  1 2
j  * 3

2  2----- /71 =3 «j = I  ц и  я  I  ц  1 1  i й и ш ё
_ , Ш 1 1 — Ц  I I  — Ш 2&a |  Ц  _  aa 
~ Г +  ------ 12------|  | |  ф г — 18--------I

_  гг j_ Щ + 18 4- a* — 2 Ш + 6c + ca) 262 + 2c2—a2 _
jg 12 • Ц  18 I  В

_  й I SI + Ц I  2a2 — (a + b + Ш 262 + 2c2 — a2 _  
Ш 12 18 В

Я 2 , 2 (a2 + 62 + c2) — 3p* 
9

Демак, бундан:
QG 5 1 1  9r2+ 1 (c21 1 1  Ш — 3/>a. (87)

41. Учбурчакка ташци чизилган айлана маркази О билан 
учбурчакка ички чизилган айлана маркази 2 орасидаги масо- 
фа аницлансин.

ABC  учбурчакнинг А учидан утказилган биссектриса AQ 
ташци чизилган айланани D  нуцтада ва учбурчакнинг ВС то-
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монини А' нуктада кессин (66-шакл). Бунда Z BAD 8  щ А'АС\ 
Щ ADB =  Щ АСВ булиб ABD ва АА’С учбурчаклар ухшаш 
булади. Шунинг учун:

AD _  АС_
АВ ~  АА’'

бундан:
AD =  f-. (88)

Сунгра (20) формулада % =  у ,  Р =  “  фараз этилса:
а с 

АА' Ш 1  Ь |  1 
ЯЭ с

ёки:
. к — 2Р
AQ Ь + с

Бундан (88) га биноан:
л о  _  1 Ш + 1  И  п о  _  Э _1  р  I  с).

i | --------2р . 1
Агар таищи айлананинг |Ш | диаметри 8 нуктадан утса, 

бунда:
MQ-QN =  D2-QA

ёки:
1 1 02) §  -  02) в  1  в  К З  • j | j ®

Буйдан:
D2 _ 0 2 ® =  й  Р В В _ Ш И Й

2/> Щ  *

Олинган сунгги тенгликдан, (44) формулани эътиборга ол- 
сак, у *олда:

I м и  I  bc-(b+f r ai 1  # - «*<?+»+«> в2р  4f a 4 р 2

Демак:
0 2  ШШШ — 2/?г. (89)

42. Учбурчакка ички чизилган айлана маркази |  дан шу 
учбурчакнинг ортомаркази ш гача булган масофа топилсин.

Агар / / 0 2  учбурчак ва G 2 кесмага Стюарт теоремасини 
татбик этсак (67-шакл):

G 22 • ОН  =  2 //*  • 0G  +  ОЙ2 -G H — 0 H 0 G ■ GH,
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шунннгдек, XIV теоремагя асосан O //= 2 -0 G , O H ^ s . q q  
у н д а :  ' 1 

3 • G22 =  2 И 2 -1-*2 ‘ 0 2  — 6 • 0G2.
Бундан:

QH' Ш 3 * G22 +  60G2 -  202*.

66-шакл.

Бундан ва (86), (87), (89) лардан:

2 Я 2 =  Зг2 +  |  (а 2 +  А2 +  с2) -  / 72 +  6Д2

-  2/?2 +  4/?г
i ( a 2 +  62 +  c2) -

еки:

QH =  V S  г2 +  4R2 +  4Rr Р 2- (90)

Масалалар ечиш натижасида билимимиз муста^камланиб, 
янги цимматли маълумотлар тупланади. Лекин масалалар ечиш 
иши системали равишда олиб борилмаса, у ^олда, баъзан та- 
содифий фактларга дуч  келиб коламизки, улар орасида узаро 
богланиш булмайди.

Масала ечишда куйидаги системада иш куришни тавсия 
килиш мумкин:

1. Тегишли адабиёт ва материалларни текшириб чи^иб, ма
салалар туплами еки унинг бир булими, ёхуд математика жур- 
налидан олинган айрим масалалар, темага тегишли да рели к, 
мацола, лозим булганда жадвал ва курсатмёли Укув куролла- 
рини ани^лаб чициш керак.

2. Масалалар тупламида масала цандай жойлашган булса, 
ш у тартиб билан ечиб бориш керак. Буиинг ичида ечилиши 
осонгина куриниб турган масалаларни цолдириб утиш мумкин. 
Ш унингдек, ечиш огир булган баъзи масалаларни ^ам ташлаб 
утиш лозим. Бунга ортицча вацт сарф этиб утирилмаса, бир
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оз нарига боргандан сунг унинг мщияти англашилиб цолиши 
мумкин. Низоят, зеч булмаганда, бу закла маълумотли ки- 
шилардан ёрдам ёки илмий муассасалардан консультация 
олиш, маслазат сураш лозим.1

3. Масалани ечгандан сунг ечишдаги мухим пайт ва жум- 
лаларни танлаб, маълум тартибда белгиланган максадга те
гишли мазмун билан ажратилган дафтарга конспект тарзида, 
ёки маълумот (справочник) сифатида, ёхуд умумий тешат 
кенгайтирувчи ёзма сифатида кучириб кУйиш лозим.

Бундай ёзмалар биринчи навбатда кенг доирада кУллани- 
ладиган теорема ва масалаларни алозида ечиш методла- 
рини зам уз ичига олиши лозим. Бунда азамияти жизатидан 
унчалик музим булмаган баъзи бир нафис мазмунли жумла- 
ларни эътиборсиз колдирмаслик керак. Шу билан бирга темага 
алокадор булган адабиётда курилган хато, камчиликларни кайд 
этиб утиш керак2.

Юкорида келтирилган фикримизнинг далили сифатида ушбу 
масалаларни караб чикамиз.

43. Туртбурчакларнинг учлари туртбурчак кетма-кет томон
ларининг урталарида ётса, бундай туртбурчак параллелограмм 
булади. Шуни исбот килинг.

Агар ABCD туртбурчакнинг АШ:Ч ВС, CD, DA томонларининг 
мос урта нукталари К\ Ш Ш булса (68-шакл), KN  ва LM  
кесмалар ABD  ва BCD учбурчакларнинг урта чизиги булгани
дан буларнинг зар бири BD кесманинг ярмига тенг. Шунинг 
учун K N  || LM  ва K N  =  LM  булади. Шу билан теорема исбот 
булади.

| Бу теоремага бир бор (31-масаланинг биринчи ечилишига ка- 
ранг) мурожаат этган эдик. Куйида яна бир мисолда унинг 
татбикидан фойдаланиш мумкин.

44. Радиуси 5 га тенг булган айлана 9 га АВ jj 9 ватар
утказилган. АВ  нинг устида К  нукта олинган. ЛАГ= 7-х -АВтуг
ри чизикдаги К  нуктадан CD _L АВ ватар чизилган, сунгра А 
нукта билан С нукта, шунингдек, С билан В нукта, яна В 
нукта D нукта билан, ва D билан А тугри чизик оркали туташ- 
т и р и л г а н д а ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ д ^ ^ ш ^ ш

1 Баъзан масала (унинг шарти ёки жавоби) матбаа хатолари билан бе
рилган булиши мумкин. Бундай доллар Й В  цийинчилик тугдиради. Шунинг 
учун бошца босмалари булса солиштириб ёхуд бошца усул татбиц этиш 
билан шу хатоларни топиш ва тузатиш керак. Баъзан авторнинг эътибор бер- 
маслиги натижасида баъзи масалаларнинг мазмуни янглиш булиб, ечилишн 
мумкин булманди. Шунинг учун берилган масалага танцидий куз билан цлраш 
зарур.

2 Адабиёт манбаларида курилган хатоларни авторга ёки нашриётга ёзиб 
маълум цилиш керак. Бу курсатилган танцидий опдлантириш билаи автор
нинг ишига катта маънавий ёрдам берган буламиз.



1) ^осил булган ACBD туртбурчак юзи; 2) ACBD туртбур
чак томонларининг уртасидан утган айлананинг юзи топилсин.

Агар М, N, Р, Q нуцталар АС, СВ, BD, DA томонларнинг 
^рталари булса (68-шакл), берилган айлананинг маркази О бу-
либ, 01 _L CD ясалса, бунда OD =  5 ва OL — у  АВ — КВ ~  3

*амда CD В  | LD §  2 В  — I  =  8.
ACBD туртбурчакнинг диагоналлари узаро перпендикуляр

булганидан, бу ерда ACBD юзи =  ^-AB-CD — 36.
Сунгра MNPQ туртбурчак тугри туртбурчак булиб, унинг 

кушни томонлари узаро перпендикуляр, ^арама-царши томон- 
лари параллел; бундан ташцари:

МЛ/ — ~  АВ = 4 MQ = \C D  =  4.

Шу билан бирга унга ташци айлана чизиш мумкин ва унинг 
диаметри:

МР =  "j/"42 +  (4 у  )2 =  —24-- 

Доиранинг юзи =  ^  § • MPZ =  Мр тс.

45. Ички чизилган туртбурчакнинг а, Ь, с, d  томонлари 
буйича юзини топинг.

Берилган ABCD туртбурчакда АВ =  а, ВС — b, CD —с, 
DA =  d, АС =  е, DB = f  ва бунда d^>b булсин (69-шакл).

Агар АВ ва CD тугри чизи^лар Е  нуктада кесишса, АЕ ни 
jc оркали, DE  ни у оркали ифода килсак, ухшаш АСЕ ва DBE 
учбурчаклардан:

- (91)
У /

Яна (25), (26) формулалардан ушбу:
L  А с  A B A D  + BC-CD 
f  BD АВ-ВС + AD-DC



тенгликлар келиб чицади. (91) га асосан:
х __ad +. be
у  ' ab + cd ' (92)

Бундан ташцари:
ЕА-ЕВ = EDEC

ёки
j c ( j : - a ) * y ( y - c ) i . .  (93)

Фараз этайлик, х  =  k(ad  -f- be), у — k (c.b -f- cd). (94)
(93) ва (94) дан x  ва у ни топсак, бундан k =  ^
Бундан ташцари ABCD юзи =  S; ADE юзи =  I; ВСЕ юзи=8 

деб белгиласак:

Бундан:

;  ‘ . (95)

Сунгра a - \ - b - \ - c \ d  — 2p десак, (94) ва d =  №(с Р Ь г) 
тенгликларни эътиборга олсак:

х +  у +  d = 2k (d -f b) (p — b), 
f s g j ip +  У +  d ,=  2k (d —b)(p — a), 

x  — у +  d =  2k (d — b){p — е)/Щ 
x  -f- y-jjgd =  2k (d +  b) (p — d).

Герон формуласига биноан:

£ =  j  Y \x  +  у -f  d) (— jc +  у +  d) (x — у +  d) (x -f  y — d) =

, =  k2 (d* — b2) Y(p  — a) (p — b) (p — c) (p — d) =

. =? s n r p V(P — a){P %b)(p — c) (p — d), 

ни^оят, бу ва (95) тенгликдан:
•S =  V(P — a) (P — b) (P ~  c) (p d). (96)

46. Томонлари a, b, c, d булган туртбурчакка ташки лам- 
да ички айлана чизнш мумкин булса, унинг юзи

S  =  V  a b e d  (97)

булиши исбот килинсин.
1 Бу ^олда (агар 1 ва с ^арама-карши томонлар булса):

P = a-\-c==b-\-d, р — а = с, р  — b — d, p — c — a ,p  — d=b.
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Бундан ва (96) формуладан бевосита (97) тенглик келиб 
чикади.

(96) формула ж уда куп ишлатилади, лекин шакли содда 
эмас. (97) формула содда ва ихчам булишига ^арамай, кам 
ишлатилади.

§ 20. Масалаларни ^исоблаб ечиш ва теоремаларни 
исбот цилиш методи

Масалаларни ечишда ){ар бир масала учун у мумий булган 
асосий боскичларни куйидаги схемалар буйича ажратиб иш 
курилади.

1-6о с  ки ч :  Масала мазмунини аницлаш.
Ишнинг бу <{исмида ишловчи, Укиб ёки тинглаб, сунгра 

масала шартларини ёзиб чикади ва бунинг устида уйлаб, хо- 
маки шакллар чизади, баъзан моделлар ясайди.

2-6 о с к и ч. Берилган маълумотлар билан изланган муно- 
сабатлар ёки мицдорлар, исбот цилинувчи билан маълумлар 
орасидаги богланишларини изланишдан иборат.

Бу боскич ечишдаги энг масъулиятли пайт булиб, умуман 
айтганда масала ечишдаги типик методлар билан таниш булиш, 
|а р  хил математик жумлаларнинг муносабатларини топиш ма- 
лакаси, айрим теоремалар ва уларнинг комбинациясидан келиб 
чикадиган кутилмаган баъзи натижаларни кура олишдаги мо- 
Хирликка богликдир.

3 - б о с к и ч .  Ечимни асослаш. Масаланинг ечимига муноса- 
бати булган жумлаларни исбот килиш ва ,унга тегишли бул
ган асосий ва ёрдамчи шакл ясашларни бажариш, уларнинг 
узаро муносабатларини аниклаш ва энг сунгра лозим булган 
алгебраик алмаштириш ва кисоблаш ишларини бажаришдан 
иборатдир.

4-6 о с  к и ч .  Ечишни танцидий к^здан кечириш.
Бу боскич куйидагиларни уз ичига олади. Маълум шартга 

асосан, мумкин булиш-булмаслигиии аниклаш максадида ечим- 
ни текшириш. )^осил булган муносабатларнинг энг характерли 
кисмини топиш. Топилган ечимнинг тулик ёки тулик эмасли- 
гини билиш *амда унинг содда — ихчам ва нафислигига ба^о 
бериш.

Фикрлашнинг узгаришига сабаб буладиган ^оллардан: тая- 
нилган асосларнинг очиц эмаслиги, масалани тула исботлаш 
OFnp булиши, баъзи адабиётда математик хатоларнинг мавжуд 
булишини курсатиш мумкин. .Юкоридаги айтилган сузларни 
ойдинлаштириш учун куйидаги икки мисолни келтирамиз.

47. Дойра шаклида булган биллиард ичида марказдан Щ
радиус узокликда шарча ётади. Бу шарча шундай йуналишда 
урплганки, у биллиард деворига уч марта тегиб, бориб-келиб,
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яна аввалги Урнида тухтайди. Доиранинг радиуси 2 га тонг 
булса, шарча утган йулнинг узунлиги топилсин.

Биллиард марказини О ва шарчанинг бошлангич урнини (нук- 
та) S деб белгиласак, масаланинг шартини 4 хил ^аракат ца- 
иоатлантиради.

Б и р и н ч и  ва  и к к и н ч и  з^ол: биринчида 0 ва S иуц- 
тадаи 5  (нуцта О ва Л' орасида) биллиарднинг АА' диаметрини 
утказамиз (70-а шакл). Бунда:

SA  +  АА' +  А'А Щ AS  =  2Л Л '+  2AS =  14-|
«5

ёкйг
SA’ §  А’А Ц- АА’+  A S  =  2 А А' +  2 A‘S  §  9 j .

У ч и н ч и  х о л :  шарнинг марказдан масофасй биллиард 
ичига чизилгаи мунтазам учбурчак томонининг марказдан бул- 
тан. энг кичик масофасидан катта. Бунда шарча 70-0 шаклда 
курсатилган йулда ^аракатланиш имкониятага эга. Б у ^ о л д а  
шарча утган йулининг узунлиги 6 У  3 га тенгдир.

Т у р т и н ч и  }(ол: 70-с шаклда тасвир этилганча Л О радиус
2SAB нинг биссектрисаси ва АВ = х  булса, бунда Л5 =  х  

ва (44) формулани татбик этсак, АО2 I  АВ =  Л£- ^  

келиб чикади. Бу ){олда BS =  3 д- булганидан:

Сунгги тенгликдан х  =  У 10-
1 10 /10

Шарчанинг йули: SA  +  АВ ВС +  CS =  З ^ х  =  —|  •
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М асаланинг бонщ ача ечими йуцлигига осонгина ишонч ^о- 
сил этиш мумкин.

М. П опруж енко уз китобида (5-нашри № 320 ва 4-нашри 
№  281) фацатгина туртинчи жавобни бериб, биз куриб чиц- 
цан 3 хил ечим имкониятини ^исобга олмайди.

Шу* китобдан яна бир масалани келтирамиз (5-нашри № 660,
4-нашри №  570). Бунда )$ам уч хил имкониятдан фацат бири 
берилган.

48. М арказий бурчаги 90° ва радиуси 5 булган секторнинг 
ичига тугри туртбурчак ясалган. Бунинг бир томони иккинчи 
томонидан 6 марта катта. Ш у турри туртбурчакнинг томонла
ри топилсин.

М умкин булган ^олатлар, 71 -а, б, с ш акдларда тасвир этил- 
ган.

Турри туртбурчакнинг кичик томонини х  билан белгила- 
сак, б и р и н ч и  * о л д а  (71-а  ш акл):

О А =  5, АВ  =  Зх, ОВ — Ах. Бундан 9^2+  16jc2=  25 ва х = 1 ,  
яъни кичик томони 1, катта томони 6 дир. Китобда фацат шу 
Волгина ^исобга олинади.

И к к и н ч и  ) ( ол  (71-5 ш акл): ОЛ =  5, ЛВ =  -|-, O B ^ 6 j X ;

яъни кичик томони у  катта томони 6 ] / т ч .

У ч и н ч и  * о л  (71-с шакл):

О А — 5, ОВ Щ х 1 АВ Щ Qx; х 2 -f- 36-*2 =  25, х  =  -4=
’ V 37•

„  5 30Д ем ак , кичик томон - = ,  катта томони -у= 
у 37 у  37’

М асала ечиш методининг схематик обзорига келганда, энг
типик м етодлар Щ йИ® хулоса чицариш ва ^озиргача урган-



ганларимизии терминлаштириш ишицолади. Геометрик масала
ларни ^исоблаб ечиш ва теоремаларни исбот этишдаги мстод- 
ларни классификация килишда тула ва асосли булмаса ^ам 
Куйидагича ягона бир принципга келтиришни мулжаллай ола- 
миз.

А. Е ч и ш  в о с и т а л а р и н и н г  м у н о с а б а т и

Агар ечиш воситаларини муфассал равишда ишлаб чицмас- 
дан ф а^ат унинг энг умумий биргалик хусусиятлари билан 
чегаралансак, унда ечиш методларини шундай группаларга аж- 
ратиш |£Щ |1кин. '  '

• 1. С интетик метод. Ёлгиз геометрик жумлаларга асослан- 
ган холда сонларни киритишдан к°чиш ва алгебраик алмаш- 
тириш лардан холи булишдан иборатдир. Масалан, 30-масала- 
нинг туртинчи ечилиши каби.

2. А налитик метод. Тенглама ва алгебраик алмаштиришлар 
ёрдамида сонлар ёрдами билан геометрик муносабатларни 
юзага чицаришдир.

М и с о л .  30-масаланинг ечилиши каби.
Мицдорий муносабатларни урганаётганимизда аналитик ме- 

тоднинг устунлигини, фазовий шаклларни урганишда синте
тик методнинг устунлигини айтиш мумкин.

Аналитик методни татбиц этиш етарли даражада математик 
билим ва малакаларнинг мавжудлигини талаб килади; бунда 
куп вацт бир хил ечиш йули билан борилади ва ечишдаги 
турланиш баъзан хисоблаш учун огир булган алгебраик алмаш- 
тиришларга олиб боради.

Синтетик методни татбик этиш купинча жуда хам сезгир- 
лик талаб цилади. Аммо, у  бошдан-оёц цаторасига содда ва 
ихчам ечиш йу'лларига олиб келади.

Геометрик масалаларни ечишда купинча синтетик ва анали
тик методлар бирга олиб борилишини курамиз. Шунингдек, 
куп авторяар аналитик-синтетик методлари устида ra n  юрита- 
дилар. Бунда jjap хил методларнинг муносабатлари тугрисида 
куйидагича мулохаза булиши мумкин.

Улар бир-бирига богланган ва бири иккинчисининг тулди- 
рувчиси була олади.

Ечиш воситалари мазмунининг тафсилотига келганда биз 
маълум асосий математик назариялар ва математик жумлалар 
группаси методи хакида гапира оламиз, масалан:

1. У хш аш лик методи.
2. Инверсия методи.
3. Тригонометрик муносабатларни татбиц этиш методи.
Ш унингдек, айрим асосий теоремаларни татбик этиш ме

тоди устида:
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1. Птоломей теоремаси.
2. Стюарт теоремаси.
3. Менелай теоремаси.
Асосий ва содда геометрик алмаштиришлар методлари туг- 

рисида:
1. П араллел кучириш методи.
2. Симметрия методи ва бопщаларни айтиш мумкин.-

В. Е ч и м н и  и з л а ш  й у л л а р и

Излаш йуналишини тавсифловчи метод:
1. Берилган маълумдан изланганга утиш методи.
2 . Излангандан берилган маълумга утиш методи.
Ёрдамчи аппаратни жалб этишни тавсифловчи метод:
1. Ёрдамчи шакл ясаш методи.
2 . Ёрдамчи алгебраик алмаштириш методи.
Инверсия методи ва проектов геометриянинг асосий теоре- 

маларини татбнк этиш методи ж уда кизикарли иш булса-да, 
лекин уларни караш биз мулжаллаган иш рамкасига кир- 
майди.



иккинчи кием  
МАСАЛАЛАР ТУПЛАМИ

I. УЧБУРЧАКЛАР

11 Гипотенузанинг уртаси О дан чицарилган перпендикуляр 
катетлардан бирини К  нуцтада, иккинчисининг давомини М  
нуцтада кесиб утади. Агар ОК Щ а ва ОМ — b булса, тугри 
бурчакли учбурчакнинг томонлари ва юзи топилсин.

2. Тенг ёнли учбурчакнинг тенг томонларидан бири 5, асо- 
си 6. Учбурчакнинг ортомаркази (баландликларининг кесиш
ган нуцтаси) билан огирлик маркази орасидаги масофа топил
син.

3. Тугри бурчакли учбурчакнинг катетлари а  ва & га тенг, 
Тугри бурчак биссектрисасининг узунлиги топилсин.

4. 4та — 2Ьг 4- 2с2 — а2 муносабат исбот цилинсин.
5. Гипотенузага утказилган медиана 5 га тенг. Унинг Урта- 

сидан чицарил1*&н перпендикуляр катта катетни кесади ва у
1 -g- га тенг. Тугри бурчакли учбурчакнинг катетлари ва юзи
топилсин.

6. S  =  j  V abchahbhc муносабат исбот цилинсин.
7. Учбурчакнинг учта медианаси буйича унинг юзи ^исоб- 

лансин.
8. Учбурчакнинг учта баландлиги буйича унинг юзи то

пилсин.
9. Учбурчакнинг асоси 15 га тенг. Бу асосга тегишли ба- 

ландлик ва медиана мос равишда И -g- ва y j /5 0 5  га тенг.
Бошца томонлари топилсин.

10. Тугри бурчакли ABC учбурчакнинг катетлари АВ = 3 
ва АС =  4 булиб, катта катетнинг уртаси О дан чицарилган 
перпендикуляр тугри бурчакнинг учидан гипотенузага утка
зилган перпендикулярнинг давоми билан К  нуцтада кесишади.
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И Я 1  учбурчак юзини; 2) берилган учбурчак гипотенуза- 
синииг А О К  учбурчак ичида колган кисмини; 3) СК  ва ШМ 
кесмаларнинг узунликларини топинг.

11. Томонлари 4 ,1  ва 6 га тенг булган учбурчак кичик 
бурчагининг ва унга ЩиЩд бурчакнинг биссектрисалари утка- 
зилган. Каршидаги томоннинг уша биссектрисалар орасида 
долган кесмасининг узунлиги топилсин.

12. Тенг ёнли ABC учбурчак берилган (АВ =  ВС). ВА ва
ВС томонларда B N  =  В Р  =  -g-ЛВ кесмалар кУйилган. АР ва CN

кесмалар D  нуктада кесишади. BNDP туртбурчакнинг юзини 
берилган учбурчак юзи оркали топинг.

13. Учбурчакнинг а  ва b томонлари орасидаги бурчаги 30°. 
Учбурчакнинг учинчи томони ва юзи топилсин.

14. Учбурчакнинг а  ва Ь томонлари орасидаги бурчаги 45°. 
Учбурчакнинг учинчи томони ва юзи топилсин.

15. Учбурчакнинг а  ва 6 томонлари орасидаги бурчаги 60°. 
Учбурчакнинг учинчи томони ва юзи топилсин.

16. Учбурчакнинг а  ва & томонлари орасидаги бурчаги 150°. 
Учбурчакнинг учинчи томони ва юзи топилсин.

17. Учбурчакнинг а  ва Ъ томонлари оржидаги бурчаги 120°.** 
Учбурчакнинг учинчи томони ва юзи топилсин.

18. Учбурчакнинг а  ва Ь томонлари орасидаги бурчаги 
75°. Учбурчакнинг учинчи томони ва юзи топилсин.

19. Учбурчакнинг а  ва Ь томонлари орасидаги бурчак 135°. 
Учбурчакнинг учинчи томони ва юзи топилсин.

20. Тенг ёнли учбурчакнинг тенг томонларидан бири а, тенг 
томонлар орасидаги бурчаги 144°. Учбурчакнинг юзини топинг.

21. Учбурчакнинг бир томони а, унга ёпишган бурчаклари 
30° ва 45°. Колган томонларини з а  юзини топи'нг.

22. Тугри бурчакли учбурчакнинг катетлари а  ва 2а га 
тенг булиб, 2а га тенг катет гипотенузага перпендикуляр тур- 
ри чизик билан иккита тенгдош кисмга булинган. Шу утка- 
зилган турри чизикнинг учбурчак ичида колган кесмасини ва 
кичик бурчакнинг учидан унгача булган масофани топинг.

23. Турри бурчакли учбурчакда кичик катет ] /  3 га тенг. 
Турри бурчак учидан утказилган ва шу кичик катет билан

d  бурчак ташкил килувчи турри чизик гипотенузадан (кичик

катетдан бошлаб ^исоблаганда) унинг -g- кисмига тенг кесма 
ажратади. Иккинчи катетни, гипот^енузани ва учбурчак юзини 
топинг.

24. Тенг томонли учбурчакнинг учлари учта параллел тур- 
ри чизик устида ётади. Уртадаги турри чизик колган иккита- 
сидан а  ва Ь масофада ётади. Тенг томонли учбурчакнинг то
мони топилсин.
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25. ABC учбурчакда А бурчак В бурчакдан икки марта 
катта, b ва с томонлари берилган. а томонни топинг.

+ %  +  < )  ~  Н- =  (а +  Ь +  с) I f  f  1  + 1 )  
теиглик исбот цилинсин.
i .  27. Учбурчакнинг томонлари 13, 14, 15 бутшб, катта томо- 
нига утказилгаи перпендикуляр билан унинг юзи тенг иккига 
булинган. Тенг булувчи чизицнинг учбурчак ичида долган цис- 
мини ва кичик бурчак учидан унгача булган масофани топинг.

28. ABC учбурчакда АВ =  6-, ВС =  5, АС =  4. А учидан бош- 
даб, АС ва АВ томонларидан АК — 3 ва AL =  2 кесмалар ажра- 
тилган. BL КС туртб.урчакнинг периметрини ва унинг диагонал- 
ларидан ясалгаи турри туртбурчакнинг юзини топинг.

29. Т@нг. томонли учбурчакнинг томони 3. Юзи уникидан 
уч. марта кичик булган иккинчи тенг томонли учбурчак унга 
ички чизилган* Бу учбурчакларнинг ёнма-ён учлари орасидаги 
масофани топинг.
Щ '•’иомонлари- % булиб АВ ва АС
томшЖрни кесувчи, АХ кесма билан тенг периметрли ва бир 
хил юз ли икки I f  лийка булинган. АК ва AL кесмалардан ясал- 

|{^^^даиьЩ ртбу:рчакнинг юзини ва периметрини топинг.
■ K l. латетларнинг. гипотенузадаги проекциялари айирмаси 

турри бурч&йучидщн туширилган баландлик k га тенг. Гипо
тенуза ва катетлар топилсин.
Н Ш  Томонлари & -ШШ ва мос баландликлари ha, hb, hc бул-Stv ^ 1 ■ -■* h h

"ран учбурчак берилган. Томонлари ha, hb ва булган янги
учбурчак ясалган. Биринчи учбурчак юзининг иккинчи учбур
чак юзига нисбати топилсин.

33. ABC учбурчакнинг ВС томонида D нуцта олинган. Бун
дан учбурчак икки томонига мос равишда параллел DQ ва DP 
турри чизицлар утказилиб, Р ва Q нуцталар туташтирилган. 
Агар Д  DQC юзи =  ва Д  PBD юзи =  S2 булса, APQ учбур
чакнинг юзини топинг.

34. Турри ‘бурча'книнг . биссектрисаси гипотенузани р ва q 
кесмаларга булади: 1) турри бурчакли учбурчакнинг катетлари;
2) гипотенузага туширилган баландлиги; 3) турри бурчакнинг 
биссектрисаси топилсин.

35. Учбурчакнинг а томонига туширилган баландликнинг 
шу томонга тегишли медианадаги проекциясини топинг.

•36. Учбурчакнинг огирлик марказидан баландликка туши
рилган перпендикуляр 6 га ва учбурчакнинг асоси 20 га тенг. 
Учбурчак асосидан баландлик ажратган кесмаларни аницланг.

•''37. ABC учбурчакнинг АВ томонида олинган D нуктадан 
чикувчи DE ва DF турри чизицлар учбурчакни тенгдош уч 
булакка булади. АС =  30, АВ — 32, AD =  25 булса, DE ва DF 
турри чизи^ларнинг ^олатларини аникланг.
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■ Р ____Я иулади. Бу булакларнинг А дан бошлаб
оир-бирига нисбати 1 : 2 : 3 : 4 : 5 каби, АВ =  112, АС ~  108 ва 
AD Н 84 булса, DE, DF, DG ва DH  турри чизикларнинг ){олат- 
ларини аникланг.

39. ABC учбурчакнинг АВ, ВС ва СА томонларида мос ра-
н ц н н

вишда Си Аъ Щ нукталар шундай олинганки, АС1 = -^АВ,

BAi =  4- ВС ва СВг =  -g АС; Ах, Сх нукталар кесмалар би
лан туташтирилган. ABC  учбурчакнинг юзи 5  булса, ЛДС] 
учбурчакнинг юзини топинг.

40. ABC учбурчакнинг АВ, ВС ва СА томонларида Clt Аи
Ц  нукталар шундай олинганки, АСг — Н АВ, =  У ВС ва

CBl =  Ц СА ABC учбурчакнинг юзи 5  булса, ААЪ ВВг ва Ш
тугри чизикларнинг Кесишишидан ^осил булган учбурчакнинг 
юзини топинг.

Куйидаги (41—45) муносабатларнинг туррилиги исбот р -  
линсин:

41 . (Ь > с ).

42- — ĵ ~ c VЬср (р — а).

43* Щ =  ь ~ с  I b c (p  — b) (Р — СЩ

Ш  Ш Ш Ш т
45. 4| S  J  1 1 1  o f  I  l\a I  d  сУЩ
46. Токка чикиладиган йул синик чизик шаклидаги икки 

^исмдан иборат. Биринчи кием горизонт билан 30° ли, иккин- 
чиси эса 75° ли бурчак ташкил этади. Тор чуккисини бошлан- 
рич нукта билан тута.штирувчи турри чизик горизонт билан 
60° ли бурчак ташкил этади. Биринчи участканинг узунлиги 
1 км булса, торнинг баландлигини аникланг.

47. Агар тс нинг с томонга туширилган проекцияси пс би
лан ифодаланса, у >{олда а? — b2 =  2спс булишини исбот ки‘ 
линг.

48. Айланага ички мунтазам ABC учбурчак чизилган. Бун
да АВ — ВС ~  АС — а\ ВС томоннинг уртаси D нуктадан ВС 
томон билан 45° ли бурчаклар ташкил этувчи иккита турри 
чизик  ̂Утказилган, булар орасидаги бурчак 90°. Бу турри чизик
лар айланани бир йуналишда М. ва hi иукталарда, иккинчи 
йуналишда Е  ва F  нукталарда кесади. ва E F  кесмалар
нинг узунликларини топинг.
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49. ABC учбурчакнинг ВС томонида иккита тенг томонли 
BCD ва BCD' учбурчаклар чизилган. Берилган учбурчакнинг 
томонлари а , Ь, с булса, AD ва AD' нинг узунлигини топинг. 
i ,  50. ABC учбурчакнинг АВ томонида AD = АС ажратилиб, 

DC кесма утказилган. .Бу. кесманинг узунлигини учбурчак то
монлари оркали топинг.

51. ABC учбурчак огирлик маркази М  дан ВС томонга 
M E J_ ВСj АС томонга MF J_ АС утказилган. ME  +  M F=  |  бе
рилган. ME  ва MF  кесмаларнинг узунликларини топинг.

52. Тенг томонли ABC учбурчак АВ томонининг Уртаси О 
нуктадан АС томонни Р  нуктада ва ВС томоннинг давомини N  
нуктада кесувчи турри чизик-утказилган. ОВА ва ОРА учбур
чаклар юзларйнинг айирмаси берилган тенг томонли учбурчак^ 
нинг юзига тенг. Тенг томонли учбурчакнинг томони 1 +  V  2 
булса, АР нинг узунлигини топинг.

53. Учбурчак А бурчаги биссектрисасининг шу бурчак 
томонларидан биридаги проекциясини топинг.

54. ABC учбурчакнинг томонлари бир турли йуналишда Аъ 
Въ Ci нукталарга кадар шундай давом эттирилганки, ААХ=ЪАВ, 
ВВ1Щ 3ВС; ССг — 2>СА з^осил булган. Д В ^  учбурчак юзининг 
ABC учбурчак юзига нисбатини топинг.

55. Тенг ёнли ЛВС учбурчакнинг АВ асосида К  нукта олин- 
ган ва А К = а , В К = Ь . Агар АС — ВС = р  булса, СК кесма 
топилсин.
19 56. Учбурчакда АВ =  с, АС =  Ь ва ВС = а. ВС томонда Е 
нукта BE = т вй ЕС — п буладиган килиб олинган. АЕ нинг 
узунлигини топинг.

57. Тенг ёнли учбурчакнинг томонлари 8, 5 ва 5 булиб, 
учбурчак ичидаги бирор О нуктадан томонларига туширилган 
перпендикулярлар учбурчакни тенгдош уч булакка булади. О 
нуктадан учбурчакнинг асосигача ва тенг томонларидан бири- 
гача булган масофаларни топинг.

58. АВ =  а кесманинг уртаси О нуктадан АВ га перпен
дикуляр чикарилган. Бу перпендикуляр устида Е, F  ва Снук-

г -  <  л с  “  л с  “  V~3 Г\п «  ( 2 ~ +  У З )талар олинган булиб, OF =  у ,  ОЕ =  щ — , UС =- ——~ — - га
тенг. Бу нукталарии кесманинг учлари билан туташтирганда 
.^осил булган бурчаклар йигиндиси Z AFB +  Z АЕВ +  Z  АСВ 
ни топинт.

59. Тенг ёнли ABC учбурчакда АВ  =  АС =  75, ВС =  90. А 
учидан баландлик туширилган ва унинг уртаси О нукта уч
бурчакнинг В ва С учлари билан туташтирилиб, >;осил булган 
тугри чизиклар учбурчакнинг томонлари билан Е  ва К  иукта- 
ларда кесишгунча давом эттирилган, .^осил булган АЕОКтурт
бурчакнинг юзини топинг.

• 60. Деворнинг узунлигини бшгаш учун кузатувчи олдин 
деворнинг бир учидан жанубда, сунгра иккинчи учидан гарбда
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туриб Караганда, *ар икки *олда девор 30° ли бурчак остида 
куринган. Кузатиш нукталари орасидаги масофа 90 метр бул
са, деворнинг узунлиги канча булади?

61. Ушбу муносабатни исбот цилинг: +  д" — Й
62. Х 'Х  турри чизик устида учта А, В ва С нукта олинган. 

Бунда АВ =  1 6 у , В С Щ 7 -я* ^амда Х 'Х  турри чизицдан тацща-

рида Р  нукта берилган булиб, Щ РАХ  =  =  Р
тадан Х 'Х  турри чизиккача булган масофани топинг.

63. Учбурчакнинг В ва С учларидан А бурчакнинг бис- 
сектрисасига перпендикулярлар туширилган. Шу перпендику- 
лярларнинг узунликларини топинг.

64. Тенг ёнли учбурчакнинг АВ ва АС тенг ёнларидан

АВу =  АСХ =  Т у  кесмал'ар ажратилган, бунда h—А учидан ту

ширилган баландлик. Щ ва Щ нукталардан улар ётган томон- 
ларга чикарилган перпендикулярлар О нуктада кесишади, шу
О нуктадан асосга ОАх перпендикуляр туширилган. Х °сил бул
ган АВхОСи ВВхОАъ ОАхССх туртбурчаклар юзларининг нис- 
бати топилсин.

65. Учбурчакнинг томонлари 13,20 ва 21. Катта бурчакнинг 
биссектрисасига параллел килиб утказилган турри чизик уч- 
бурчакни икки тенгдош булакка булади. Учбурчакнинг катта 
томонидан бу турри чизик билан ажратилган кесмаларнинг 
узунликларини топинг.

66. Учбурчакнинг асосини т : п "нисбатда булувчи D нукта- 
дан унинг боища и к к и  томонига параллел килиб турри чизик- 
лар утказилган. Учбурчакнинг юзи S  булса, учбурчакдан аж 
ратилган булакларнинг юзларини топинг.

67. Тенг томонли учбурчакнинг бир томонига перпендику
ляр ва узунлиги р  га тенг булган кесма олинган. Олинган 
кесманинг учбурчак томонларидаги проекцияларининг й и р и н -  
дисини топинг.

68. ABC учбурчакнинг АВ томонидаги К  нуктадан АС то- 
монга параллел Щ  ва СВ томонга параллел KN  турри чизик- 
лар утказилиб, улар АС ва СВ томонлар билан кесишгунча 
давом эттирилган; натижада NP  турри чизик АВ га, параллел 
булган. Берилган учбурчакнинг томонлари .13, 14 ва 15 булса, 
A7VP учбурчакнинг юзини топинг.

69. Берилган учбурчакнинг томонлари 36, 29 ва 25 га тенг. 
Катта томоннинг уртйси О нуктадан иккала кичик томонга ОК 
ва ON  перпендикулярлар туширилган ва уларнинг асослари 
туташтирилган. O NK  учбурчакнинг юзи топилсин.

70 Учбурчак ичидаги нуктадан учбурчакнинг а, Щ с то- 
монларига р и Щ Ц  перпендикулярлар утказилиб, уларнинг
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асослари туташтирилган. Перпендикулярларнинг асосларини 
туташтиришдан ^осил булган учбурчакнинг юзини то
пинг.

71. Турри бурчакли учбурчакнинг гипотенузаси ва катетла- 
рига квадратлар чизилган (учбурчакнинг таш^арисида) ва улар
нинг озод учлари туташтирилган. Учбурчакнинг юзи =  5  ва 
гипотенузаси =  а б^лса, ^осил булган шаклнинг юзини то
пинг.

72. АВ кесма ва унинг уртаси О нукта берилган. ОБ кес- 
л  лг% »-v AC ADмада С нуцта ва АВ кесманинг давомида и  нукта =  -gg

муносабат бажариладиган килиб олинган. Агар ОС = k ва 
OD — т булса, АВ нинг узунлиги х  топилсин.
А 73. Баландлиги h га ?енг булган учбурчакнинг юзи асосига 

параллел турри чизик билан четки ва урта нш^Затда булинган. 
Кичик учбурчакнинг баландлигини топинг (учбурчакнинг катта 
Киеми трапециядан иборат).

74. ABC учбурчакда ССг ва АА1 баландликлар утказилган. 
АВ ® 13, ВС — 14, АС = 15 булса, А ^ В  учбурчакнинг юзини

Й Г 0 П И Н Г . ,
7-5. Учбурчакда учала баландликнинг асослари \?заро туташ

тирилган. Бундан *осил булган учбурчакнинг периметрини то
пинг*?.,

gif 76. Учбурчак ичида олинган нуктадан учбурчакнинг томон- 
ларига параллел учта турри чизик утказилган. Бу турри чи- 
зиклар учбурчакни олти булакка булади, булардан учтаси 
учбурчак булиб, уларнинг юзлари Slt S2, Sa га тенг. Берилган 
учбурчакнинг юзини топинг.

77. MON турри- бурчакка тенг томонли ички ABC учбурчак 
чизилган, унинг А учи бурчакнинг МО томонида, В учи унинг 
ON томонида ётади. С учи эса бурчакнинг биссектрисасида 
булиб, бурчак учидан d масофада ётади. Учбурчак томонини 
топинг.

78. Учбурчакнинг а  ва b томонлари ){амда учинчи томонга 
тегишли тс медианаси буйича унинг юзини топинг.
/0 79. Уткир бурчакли учбурчакнинг томонлари а, Ь, с га 

тенг. ha-HA +  hb-HB -f- hc-NC ифодани >{исобланг. Бу ерда 
Н  — ортомарказ.
!  ■ 80. Маркази О да булган айланага ички ABC учбурчак чи
зилган. Учбурчакнинг баландликлари Н нуктада кесишади. а 
томонга туширилган баландликнинг юкори кисми Ча ни айлана 
марказидан'йС томонгача булган ON = ka масофа оркали ифо- 

, даланг.
81. Агар ABC учбурчакда Л ва В бурчакларнинг ички бис-

лар Q нуктада кесишса,
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82. Учбурчак бир бурчагининг ички ва цолган икки бур- 
чагининг ташки биссектрисалари бир н уктада кесиш ади. Ш уии 
исбот цилинг.

83. ABC учбурчакда АЕ  _]_ ВС, BD  О  АС, АЕ  =  ha, АО  =  Щ  
ОЕ =  Ка (АЕ ва BD нинг кесиш ган нуктаси О). Ц  нинг узун- 
лиг'кни учбурчак юзи ва томонлари оркали топинг.

84. У чбурчак ичида ётган бир нуктадан учбурчак томон- 
ларига перпендикулярлартуш ирилса, учбурчак томонлари олти- 
та кесмага булинади. Булардан ёндаш маган учта кесма квадрат- 
ларининг йигиндиси, бош ка учтасининг квадратлари йигинди- 
сига тенглигини курсатинг.

85. 84 -теоремага тескари теоремани исбот килинг.
86. 85 -масаладан фойдаланиб, учбурчак томонларининг 

урталаридан уларга перпендикуляр килиб чикарилган тугри 
чизикларнинг бир нуктада кесишишини исбот килинг.

87. М , N  ва Р иукталарнинг ABC учбурчак а  томонидан 
узокликлари d'a, d ’a ва d"a \ Ъ томонидан узокликлари эса d'bi 
d-ь ва d ” оркали белгиланган, кандай шарт баж арилганда М , 
N  ва Р нукталар бир тугри чизикда ётади?

88. 56-масалада т -\-п  =  а  булиб, а х2 =  mb2 И  К — тпа

топилган эди. Энди —■ =  г - Деб олиб, х 2 ни аникловчи формула-

нинг шаклини алмаштиринг (т  ва п  ни I  ва |  билан алмаштиринг).
89. ABCD тугри туртбурчакнинг АС диагонали чизилган ва 

ACD учбурчак АС диагонали атрофида, ук атрофида айланган- 
дек, 180° га айлантирилганда D нукта D' нуктага келиб туш- 
ган. АВ =  3 ва ВС =  4 булса, В ва D' учлар орасидаги масо- 
фа топилсин.

90. Пеоиметри 2р, гипотенузага туширилган баландлиги |  
булган тугри бурчакли учбурчакнинг томонларини топинг.

91. Чева теоремасидан фойдаланиб, учбурчакнинг медиана
лари бир нуктада кесишишини исбот килинг.

92. ABC учбурчакда AAU BBt ва ССг биссектрисалар утка-
я п  Ьс r-k̂ > ab ~ л оЬ асзилса, унда ; В,С =  —— ; СА, Ш ; А,В — г — ;’ J 1 а +  су 1 а Н- #  1 b + су 1 b с*

ACi =  ^ ~ b  Щ ^  =  a T i  булади. Шуми исбот килинг.
93. Учбурчакнинг учала баландлиги бир нуктада кесиши

шини Ч ева теоремасидан фойдаланиб исбот килинг.
94. Учбурчакнинг учала учидан чикувчи тугри чизиклардан 

j$ap бири карш исида ётган томонни уша томон учларидаги 
бурчакларга пропорционал булакларга булса, улар бир нукта
да кесиш ади. Исбот килинг.

95. ABC учбурчакда ВС томонга антипараллел ихтиёрий 
В'С ' . кесма утказилган, унинг уртаси О нукта А билан туташ- 
тирилган ва АО  ни ВС билан |  нуктада кесишгунча давом
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эттирилган. Ва ва Си кесмаларнинг нисбатини ^амда узунлик
ларини топинг.

96. Учбурчак симедианасининг узунлигини унинг томонлари 
оркали аникланг.

J 97. Катетлари а  ва Ь булган турри бурчакли учбурчакда, 
тугри бурчак учидан утказилган симедианани топинг.

9.8. ABC учбурчакнинг AAj медианаси, Аа симедианаси ва 
А1Аа бурчакни тенг булувчи A N t тугри чизик Утказилган, BN  
нинг CN  га нисбатини. топинг.

Д2 99." Учбурчакнинг учта симедианаси бир нуктада кесишади. 
(Бу нукта Лемуан нуктаси деб аталади.) Шуни ^исоблаш йули 
билан исбот килинг.

100. Учбурчакнинг Лемуан нуктаси К  дан учбурчакнинг 
^ар бир томонигача булган масофани топинг.

101. ABC учбурчакнинг Лемуан нуктаси К  нинг учбурчак 
томонларидаги проекциялари Ка, Кь ва Кс дан иборат (Ка—ВС 
томондаги проекция ва ^оказо). КаКьКс учбурчакнинг юзини 
топинг.
19 102. ABC учбурчакда ААХ медиана, Ап. симедиана ва А̂ Ат. 
бурчакнинг Лш биссектрисаси утказилган. Вш ва Сш кесмалар
нинг нисбати топилсин.
11 103. ABC учбурчакнинг уч томонига перпендикулярлар чи- 
карилган: ВС томонга а нуктадан (а—А учидан утказилган симе- 
диананинг ВС томон билан кесишган нуктаси), АВ томонга В 
нуктадан ва АС томонга С нуктадан. Биринчи перпендикуляр 
иккинчи перпендикуляр билан В' нуктада, биринчи—учинчи би
лан эса С' нуктада кесишади. ВВ’ нинг СС' га нисбати топил- 
син.

104. ABC учбурчакнинг ВС асосида Р нукта олинган. Агар 
АВ2 +  АС2 =  2АР2 +  ВР2 Ц  СР2 муносабат бажарилса, Р нукта- 
нинг .холатини аникланг.

105. Учбурчакнинг ичидаги исталган нуктадан унинг томон- 
ларига мос равишда параллел учта тугри чизик Утказилган. 
Бу TVFpii чизикларнинг учбурчак томонлари орасида колган 
а’, Ь', с' кесмалари ушбу

-  4 -  — +  — == 2 а ' Ь Щ  с *

шартни каноатлантиришини исбот килинг.
106. Учбурчак ичида олинган Р нуктадан унинг уч томо

нига параллел тугри чизиклар утказилган. Учбурчак томонла- 
рииинг бу параллеллар орасида колган кесмалари узаро тенг- 
дир. Параллелларнинг узунликларини топинг.

107. Учбурчак ичидаги Н  нуктадан учбурчак томонларига 
параллел тугри чизиклар утказилган. Бу тугри чизикларнинг 
учбурчак томонлари орасида колган аъ Щ Щ кесмалари мос 
томонлар квадратларига пропорционал булса, шу кесмаларнинг
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узуиликларини ва уларнинг учбурчакнинг мос учларидан узоц- 
лигини аницланг.

108. 107-масалада олинган учбурчакда О нукта ёрдами би
лан зщсил булган АОВ, АОС ва ВОС учбурчаклар юзлариии то
пинг.

109. Учбурчак ичида олинган Р | нуктадан унинг уч томо- 
нига'параллел турри чизиклар утказилган. Бу турри чизиклар- 
нинг учбурчак томонлари орасида колган кесмалари узаро 
тенг. Уларнинг узуиликларини топинг.

110. Р ва Ш нукталар (106 ва 109-масалага каранг) ва уч
бурчакнинг огирлик маркази бир турри чизикда ётишини исбот 
Килинг. Огирлик маркази Р ва Ц  орасидаги масофани кандай 
нисбатда булади?

111. ABC учбурчакнинг ички биссектрисаларининг кесишган 
нуктаси О билан, иккита ташки ва бир ички биссектрисалари
нинг кесишган Ог нуктаси орасидаги ООх масофани топинг.

112.. ABC турри бурчакли учбурчакнинг катетлари АВ =  3, 
АС =  4. А учидан гипотенузада икки К  ва Р  нукта олинган; 
бунда ВК =  1 ва Z  САР — Z  ВАК. СР нинг узунлигини то
пинг.

И З. ABC. турри бурчакли учбурчакда С — турри бурчак. С 
дан гипотенузага СК перпендикуляр туширилган. К  дан АС ва 
СВ катетларга КТ  ва КР перпендикулярлар туширилган. ВР=т  
ва АТ  =  п берилган булса, гипотенузанинг узунлиги х  ни то
пинг.

114. Турри бурчакли учбурчакнинг гипотенузасига ясалган 
тенг томонли учбурчакнинг юзи турри бурчакли учбурчак 
юзидан икки марта катта. Турри бурчакли учбурчак катетла- 
рининг нисбатини топинг.

115. Тенг ёнли ABC учбурчакда АВ =  Л С=5, BC-{-DC=9-|-
(бу ерда D нукта В нуктанинг АВ даги проекдияси). ВС то
моннинг узунлигини топинг.

116. 1 1 1  а  Ш  | тенглик факат учбурчак тенг томонли

булгандагина турри булишини исбот килинг.
117. Уткир бурчакли учбурчакда

2 (K h'a +  hbh'b +  hcK) =  а*+  ЬЪ +с* 
булишини курсатинг.

118. S  =  -j- (аЛ'а -(- ЬКь - f  ch'\ муносабатнинг туррилигини 
мсбот килинг.

4. 119. Тенг ёнли турри бурчакли ABC учбурчак узининг АС 
катёти 'уртаси^ нукта атрофида45° га айлантирилиб, янги 
^олатига келтирилган. Х,аР иккала учбурчак учун умумуй бул-
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ган куп бурчакли шакл юзининг берилган учбурчак юзига 
нисбатиии топинг.
L  120. ABC учбурчакнинг учларидан унинг томонларига пер
пендикулярлар (DE±BC\ EF±AC; FDj_AB) утказилган. 
Улар узаро кесишиб янги EFD учбурчак ^осил килади. 
Унинг томоиларини ва юзини топинг.

121. h'ah"a — щШ — Kch"c муносабатларнинг туррилигини исбот 
Килинг.

%,) 122. Катетлари а булган. тенг ёнли турри бурчакли учбур
чак турри бурчаги учи атрофида олдинги ^олатига нисбатан 
30е га бурилган. Турри бурчакли учбурчакнинг иккала вазия- 
тидаги умумий кисмнинг юзини топинг. 
г.( 123. ABC учбурчакда Ь = с. Унинг а томонида олинган би- 
рор нуктадан колган томонларигача булган масофаларнинг 
й и р и н д и с и н и  топинг.

124. Тенг томонли учбурчакнинг В А ва АС томонларидан 
ВС' =» АВ' =  2 кесмалар ал<ратилган. В' ва С' нукталар туташ- 

^йрилган ва В'С' турри чизик АС томон билан А' нуктада ке- 
сишгунча давом эттирилган. ВС Щ 5 булса, С А  ни топинг.
Н  125. Агар турри бурчакли учбурчакнинг гипотенузаси а 

’булса’ *5 — р(,р—~а) = (р — Ь)(р — с) булишини исбот килинг.
« I2fL О нукта ABC бурчак текислигида ва унинг ичида ёта- 

ди. AOj ВО ва С@ турри чизиклар учбурчакнинг а, b ва с то- 
монлар^ни мш .равишда А', В', С' нукталарда кесади

булишини исбот килинг.
127. Тенг ёнли ABC учбурчакнинг ВС асосига BCDE квад

рат ясалганда .учбурчак билан квадрат юзи тенг (SABC — SBCDE\ 
булади. АС ён томоннинг ВС асосга нисбати топилсин.

128. ABC учбурчакнинг А бурчаги биссектрисасида ихтиё- 
рий М  нукта олинган ва ундан АС томонга MN  перпендику
ляр туширилса, турри бурчакли учбурчак ^осил булади. Шу
учбурчак катетларининг нисбати ни аникланг.

'129. АВ бертикал ‘ миноранинг В учига ВС вертикал ёгоч 
КУйияйр. Ердаги М  нуктадан В ва С нукталарга каралганда 
MB ва МС чизиклар горизонтал текислик билан 30° ва 60° ли 
•бурчаклар ташкил килади. Шу ВС ёгоч узунлигининг АВ ба-

. 1^0. ABC учбурчакнинг ВС томонида ихтиёрий D нукта оли- 
ниб, АВР ва ACD учбурчакларга ташки доиралар чизилган. 
Бу доиралар юзларининг нисбатини топинг.

>;здЗЧН ЛВС *§чбурчакда Z B — Z C -f9 0 ° ; AD А. ВС, AD = /t; 
DB =  т\ DC =  d  булса, h2= m -d  эканлигини исбот килинг. <■

ОА' , OB' , ОС' _  . 
ЛЛ'ЙГ ВВ' +  СС Я  1

л&ндликка нисбати i топилсин.
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132. ABC учбурчакда Z  В — Z  С =  90° булса, ^  ^  ^  с)а+  

_ .ffi булади. Буни исбот цилинг.
133. ABC учбурчакда А бурчакнинг ички биссектрисаси 

А Е — 1 ва ташци биссектрисаси A F = lx утказилган; учбурчак
АВтомонларининг нисбати jQ  — k  булса, ABC учбурчакнинг 

юзи топилсин.
134. Иккита тенг эмас учбурчакда учта бурчаги узаро тенг 

булиб, иккита томони узаро тенг булиши мумкинми? Бундай 
учбурчаклар мос томонларининг нисбати цандай ораликдаги 
цийматлар цабул цилади?

135. Тугри бурчакли учбурчакда А уткир бурчагинииг бис-з 
сектрисаси царшисида ётган томони 2 : К Т  нисбатда булса, шу 
А уткир бурчак 30° га тенг булади. Исбот цилинг.

136. Иккита тугри бурчакли ухшаш учбурчакда гипотену;? 
заларнинг купайтмаси, бошца мос томонлар купайтмаларнинг 
йишндисига тенгдир. Исбот цилинг.

137. Учбурчакнинг томонлари 4, 5 ва 6 сонларга пропор- 
ционал. Унинг энг катта бурчаги энг кичик бурчагидан 2 марта 
катталигини исбот цилинг.

138. ■. учбурчакнинг юзи 5; ортомарказ Н  ва АВН уч
бурчак юзи S j га тенг. L нуцта СН  кесмада ёки унинг даво- 
мида булса, ABL тугри бурчакли учбурчакнинг юзйни то
пинг.

139—140. ABC учбурчакда АВ ==с, АС == b берилган. Шу 
учбурчакнинг А учидан ВС томонга AD ва АЕ  кесувчилар 
утказилган. BE = CD ва AD = р  ва АЕ =  q булса, а нинг узун- 
лигина топинг.

141. ABD тугри бурчак ичидаги ихтиёрий О нуцтадан ABD 
бурчакни кесувчи ВОВ' тугри чизиц утказилган. Олинган О 
нуцтани бурчакнинг А учи билан туташтирсак, АОВ ва АОВ' 
учбурчаклар ^осил булади. АОВ нинг юзи 5  ва AOD юзи Щ
булса, 5- +  J- узгармас мицдор’ (constanta) булади. Исбот ци
линг.

142. ABC учбурчак бурчаклари биссектрисаларининг царши 
томонлари билан кесишган нуцталари А ' , В' ва С'. ABC уч
бурчак юзининг А'В'С' учбурчак юзига нисбати топилсин.
■£, 143. Тугри бурчакли ABC учбурчакда катетларининг йигин- 

диси р  га тенг (b Ц  с =  р). D ва Е  нуцталар гипотёнузани тенг 
уч  булакка булади. Бу нуцталарни учбурчакнинг А учи билан 
туташ тирувчи AD ва АЕ  кесмаларнинг йигиндиси т га тенг 
булса, а гипотенузани топинг.

j 44. |  ^  ^ (Р ~ а) — , Буни исбот цилинг.
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145. a t*  +  hi'* +  cl'e2 =  abc ни исбот килинг.

I g lbl с (b + CHC + a) (я + b) 
W B m  abc . Буни исбот КИЛИНГ.

147. ЛВС учбурчакда АВ =  с, ВС нинг АС даги проекцияси 
Ц  АС нинг ВС даги проекцияси § булса, ВС ва АС ни 
ашщланг.

148. ABC учбурчакда APJ_BC, шу АР кесманинг АВ томон- 
даги проекцияси AD, АС томондаги проекцияси АЕ, DE кес
манинг узунлигини ва А нуктадан DE турри чизиккача булган 
масофани топинг.
Щ 149. Турри бурчакнинг биссектрисаси (р) гипотенузани чет 
ва урта нисбатда булади. Катетларни топинг.

150. Тугри бурчакли ABC учбурчакнинг огирлик маркази 
G нуктадан учбурчак учларигача булган AG(=t)\ CG(—r) ва 
BG (=#) масофаларни учбурчак томонлари оркали аникланг ва 
5t2 = q2-\-r2 эканини курсатинг.

15J. ЛВС учбурчакнинг томонларида ташки томонда учта 
мунтайам учбурчак ясалиб, уларнинг марказлари кесмалар би
лан туташтирилганда янги учбурчак ^осил булган. Унинг то- 
монларини топинг.

152. ЛВС учбурчакда ВС =  2АС. Бу учбурчакнинг AD ме- 
дианаси, АВ томон ва ADC учбурчакнинг медианаси АЕ дан 
){осил булган ВАЕ  бурчакни тенг иккига булишини исбот ки- 
лНнгЯЦ

' 153., ЛВС учбурчакда а = 1 4 ,  ha =  12, b +  c = 28. b ва с ни

155. Ш | ) / ‘lallbl'c(Ь- Р эканини ( а > Ь > с )
исбот КИ ЛИНГ.

/1-56. Факат тенг ёнли учбурчак икки ички бурчагининг бис
сектрисаси тенг булиши мумкин. Буни >{исоблаш билан исбот 
Килинг.

^ 5 7 .  Ц ЛВС учбурчакнинг АС томонига параллел килиб MN  
Урта чизик" утказилган ва урта чизикнинг М  ва N  учларидан 
ML X  АС ва AlF_]_ АС туширилганда MNFL тугри туртбурчак 
5{Осил булади. 2) ЛВС учбурчакнинг В учидан АС томонга 
параллел КЕ тугри чизик утказилган ва ML ^амда FN тутри 
чизиклар КЕ билан кесишгунча давом эттирилиб, MNEKтур- 
ри туртбурчак ^осил килинган, бу туртбурчак MNFL туртбур- 
чакка тенг булади. Бу иккала туртбурчак юзининг йигиндиси 
берилган ЛВС учбурчак юзига тенг булишини курсатинг.

топинг.
Ighlcjb + С) (с + а) (а + Ь) 

8 abcp Бу муносабатнинг туррили-
гини исбот килинг.
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158. ABC учбурчак G огирлик марказининг учбурчак томон- 
ларидаги проекциялари Ga, Gb ва Gc булса, шу нуцталарни ту- 
таштиришдан з^осил булган GaGbGc учбурчакнинг юзини топинг.

159. ABC  тенг томонли учбурчак томонларига квадратлар 
ясалган; уларнинг марказлари Аъ Ви Схнуцталарда. : SABC 
нисбатни топинг.

160. ABC  учбурчакнинг ВС томонига параллел ва уни кесувчи 
BiCi тугри чизиц утказилган. Учбурчакнинг юзи = 5  ва 
ABxCi учбурчакнинг юзи S ^ A B fi учбурчакнинг юзини топинг.

161. ABC  учбурчакда ВС га параллел ВjCj кесма шундай 
утказилганки, В1С1 =  ВВг +  ССа муносабат бажарилади. АВХ ва 
5/?! ни учбурчакнинг томонлари орцали топинг.

162. Учбурчакнинг а  ва b томонлари берилган ва та \_ т ь. 
Учбурчакнинг учинчи томонини топинг.

163. ABC учбурчакнинг BD ва СЕ баландликлари узаро 
тенг ва улар учбурчак ичидаги Н  нуцтада кесишади. BH =3H D\ 
С Н — ЪНЕ ва ВС =  2. Шу учбурчакнинг бошца томонларини, 
баландликларини ва юзини топинг.

164. Тенг ёнли тугри бурчакли ABC учбурчакнинг АВ ва 
АС катетларидан BD ва АЕ  цисмлар ажратилган; улар узаро 
тенг ва ^ар бнри катетнинг учдан бирига баравар, сунгра В 
ва D  нуцталар Е  билан туташтирилган. ADE бурчакнинг ЕВС 
бурчакка тенглиги исбот цилинсин.

165. Учбурчакда
а  *#*5™ 

b — с — 2,
Ш Ж щ Щ ф Й

экани маълум, Ь ва с томонларни ^исобланг.
L  166. Учбурчакнинг икки томони b ва с(Ь^>с) ва а томон

нинг А бурчак ички ва ташци биссектрисалари орасида цолган 
d  кесмаси буйича учбурчак ясалмоцчи, бунда d  нинг узунли
гини ихтиёрий танлаб олиш мумкинми?

167. ABC учбурчак А бурчагининг ички биссектрисаси цар
ши ВС томонни D  нуцтада кесади. Шу D нуцтада AD га пер
пендикуляр цилиб, E F  тугри чизиц утказилган ва бу E F тугри 
чизик билан АВ томон Е  нуцтада, АС томон F  нуцтада кеси
шади. А Е  ва AF  кесмаларнинг узунлигини топинг.

168. Тугри бурчакли ABC учбурчакнинг турри бурчаги учи- 
дан AD  баландлик утказилган. Баландликда ва катетларда 
АА' — ВВ' =  СС' =  1 кесмалар ажратилган.

АВ  S  3, АС Щ I  булса, А'В'С' учбурчакнинг юзини топинг.
169. 168-масалани АА' Щ ВВ' -  СС' щ шартда ечинг.
170. ЛВС учбурчакда Ц С р  120°.

' „ ВС /  3 —1 ч
АВ ~  2

В бурчакни аникланг.
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171. ABC учбурчак С бурчагининг томонлари ташкарига с 
узунлигида, В бурчагининг томонлари |  узунлигида, А бурча
гининг томонлари а узунлигида узайтирилган. Шу хилда узай- 
тириш билан ташки со^ада олти нукта танлаб олиниб, уларни 
туташтириш натижасида олти бурчакли шакл ?;осил килинган. 
Шу шаклнинг юзини топинг.

172. Турри бурчакли ABC учбурчакда А уткир бурчак учи
дан ч^кувчи ва С учидан АВ томонга туширилган перпенди- 
кулярни М  нуктада тенг иккига булувчй тугри чизик ВС то- 
монни N  нуктада кесади. ВС = а, CD — h булса, хосил булган 
CN ва NB кесмаларнинг нисбатини аникланг.

173. Тугри бурчакли учбурчакнинг тугри бурчак учи С дан 
гипотенузага CD перпендикуляр туширилган, CD кесма Dt 
нуктдгача уз узунлиги кадар давом эттирилган, сунгра Dx нукта 
учбурчакнинг А учи билан бирлаштирилиб, у учбурчак 
СВ томонининг давоми билан F  нуктада кесиштирилган. Агар 
учбурчакда ВС = а, CD= h булса, CF кесманинг узунлигини 
топинг.

ВС 9174. ABC учбурчакда АВ =  АС, А Н — баландлик. =  -g-.

МН 3АН да М  нукта шундай олинганки, =  |  ва /И н у к тад ан "

АН билан 45° ли бурчак ясовчи иккита тУ?ри чизик утказил- 
са, ABC учбурчак турт кисмга ажралади. Шу кисмларнинг 
узаро тенгдошлиги исбот килинсин.

175. ABC учбурчакнинг ички биссектрисалари каршисида 
ётган томонларни Аъ В1 ва Щ нукталарда кесади. Аи В1 ва Сх 
нукталарга мос равишда Л, В ва С нукталарга нисбатан сим- 
метрик килиб, Л2, В2 ва С2 нукталар олинган ва улар узаро 
бирлаштирилиб янги ЩШШ учбурчак ш р т  килинган. щШШ 
учбурчак юзини топинг.

176. 175-масалани Л2, Щ ва С2 нукталар А, В, С нукталар
га Л,, В1г Сх марказларга нисбатан симметрик булган э̂ ол учун 
ечинг.

177. Тенг томонли ABC учбурчакнинг АВ ва ВС томонла- 
рида Е  ва D нукталар олинган. Агар BD = ^BC\ AE = ED
булса, ЕС =  ЕВ +  BD булишини исбот килинг.

178. ABC ва Л ^С х учбурчаклар учун Z A + Z A 1 = 90°
fS \2 I Si \2 1 булса, I^ J  +  f jA l => -j- эканини исбот килинг.

179. ABC ва |Ш |ш  учбурчакларда Z А-\- Z  А1 = 180° ва 
Z  В — Z  Вг булса, ааг =  ЬЬХ +  ссх тенглик бажарилишини ис
бот килинг.

/1 8 0 . Н, М  ва D учбурчакнинг бир учидан чиккан баланд- 
Мик,, медиана ва биссектриса асосларидан иборат, агар HD =
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=  3MD булса, ABC учбурчакнинг томонлари арифметик про
порция тузадн. Шуни исбот килинг.

181.'Тугри бурчакли учбурчак уткир бурчаклари 15° ва 75° 
га тенг булганда, катетларининг купайтмаси гипотенуза ярми- 
нинг квадратига тенг 65'лади. Шуни исбот килинг,

182. ABC учбурчак баландликларининг асослари Аъ щ  ва Cv
AB ACj 4- ВС-ВАх 1  СА-САу =  АВ-ВС^ Ц  ВС-СА| Ц  СА-ЛВХ=

— °8+ п Й |  муносабатнинг тугрилигини исбот килинг.
183. ABC учбурчакнинг ft ва с томонлари ва А бурчагининг 

биссектрисаси Щ буйича учинчи а томонини ва учбурчакнинг 
юзини з^исобланг. Масаланинг мумкинлик шарти кандай?

184. ABC учбурчак ташки бурчакларининг биссектрисалари 
■узаро А', В' ва Ц  нукталарда кесишади ва В'С '= а', С А' , 
А'В' =  с' берилган. ЛВС учбурчакнинг а, |  ва с томонларини 
з{исобланг.

185. Учбурчак ички бурчакларининг биссектрисалари ке
сишган нукта биссектрисаларнинг Щш бирини кандай нисбатда 
булади?

186. Тугри бурчакли учбурчакнинг гипотенузаси а, т$?гри 
бурчагииинг биссектрисаси катетларидан бирига тенг. Иккинчи 
«атетини топинг.

187. Ихтиёрий ABC учбурчакнинг А учидан ВС томонга 
иккита AD ва АЕ  тугри чизик утказилган; улардан биринчиси 
АВ  томон билан щ С га тенг бурчак зфсил килади; иккинчиси 
АС томон билан Z  В га тенг бурчак э{Осил Килади. ADE уч
бурчакнинг тенг ёнли эканлиги лсбот килинсин.

188. ABC учбурчакнинг ВС томони уртасидан А бурчаги
нинг биссектрисасига перпендикуляр утказилса, бу перпенди
куляр АВ ва АС томонларининг каР бирида иккита кесма з$о-|  АВ +  АС А В — АС сил килади. Ьу кесмалар мос равишда ---- 1----  ва -----1----  га
тенг эканлиги исбот килинсин. ' \ ч . . . -wx. •

II. т Ур т б у р ч а к л а р

1. Параллелограмм, ромб, турри туртбурчак, квадратлар

L  189. Катта томони 2 Ц 13, кичик диагонали кичик томонига 
перпендикуляр ва асосиг^ ёпишган бурчакларининг нисбати 5 
булган параллелограммнинг кичик томонини, юзини ш ш щ  юзи 
шу параллелограммнинг юзига тенг булган тенг томонли уч
бурчакнинг томонини топинг.

190. ABC учбурчакнинг а асосида шундай нукта топилсин- 
кй, бу нуктадан учбурчак томонларига параллел ту^ри чи-
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зицлар утказишдан |p | i u  булган параллелограммнинг юзи у ч 
бурчак юзидан уч марта кичик булсин.

191. Асоси 16, баландлиги 4 булган учбурчакка юзи
12 га тенг булган тугри ички туртбурчак ясалган. Шу тугри 
туртбурчак томонларини топинг.

^  192. ABCD параллелограммнинг АВ томони 108 га, ВС томони 
136 га тенг. Бу параллелограмм A l ва AF  тугри чизицлар би
лан.(В  дан бошлаб) юзлари 2 :3 :7  нисбатда булган уч булак- 
ка булинган. АЕ  в а / / 7тугри чизицларнинг ^олатини аницланг.

193. ABCD параллелограммда АВ =  108 ва AD — 136 булиб, 
АЕ ва AF  тугри чизиклар билан унинг юзи (В дан бошлаб) 
3 :1 7 :4  нисбатда уч булакка булинган. АЕ  ва AF тугри чизиц
ларнинг ^олатини аницланг.

194. ABCD параллелограммнинг AD — а томонида К нуц- 
та олинган, бунда АК, =  Ц  шу нуцтадан царши томонга, 
параллелограммнинг юзини т :п  нисбатида булувчи К Х  тугри 
чизиц утказилган. ВХ  ни топинг.
/2 195. ABCD параллелограмм юзи АВ  томоннинг уртаси О 
Нуцтадан утказилган О К ва ON тугри чизицлар билан (D нуц
тадан бошлаб) 4:3:1 нисбатда булинган. Шу ОК ва ON тугри 
чизицлар яолатини аницланг.

196. Томонлари 13, 14 ва 15 булган учбурчакка ички ромб 
чизилган; ромбнинг бир бурчаги, учбурчакнинг узунлиги 15 
булган томони царшисида ётган бурчаги билан устма-уст 
тушади. Ромбнинг диагоналларини ва томонини топинг.

197. Тугри туртбурчак томонлари 1 ва 2. Бу туртбур
чак бурчакларининг биссектрисалари, царшисида ётган то
мон билан кесишгунча давом эттирилганда туртбурчак ^осил 
цилади. Бу туртбурчак томонларини, диагоналларини ва юзини 
топинг.

198. Томонлари 4, 5 ва 6 булган учбурчакка ички паралле
лограмм чизилган. Унинг периметри 9 булиб, бир бурчаги уч
бурчакнинг урта томони царшисида ётган бурчаги билан уму- 
мийдир. Параллелограммнинг томонларини топинг.

199. Тугри туртбурчакнинг катта томонида олинган бир 
нуцтадан, тенг булмаган икки томон тенг бурчак остида кури
нади. Томонларнинг узунлиги 63 ва 65 га тенг булса, бу нуц
тадан туртбурчакнинг бир кичик томонигача булган масофа 
цанча?

200. Тугри бурчакли учбурчакнинг а  гипотенузасига утка
зилган перпендикуляр катетлардан бирини В нуцтада, иккинчи- 
сининг давомини С нуцтада ва гипотенузани унинг уртасидан 
k масофада ётган D нуцтада кесади. DB ва DC кесмаларга 
ясалган тугри туртбурчакнинг юзини топинг.

201. Тугри бурчакли учбурчакка ички квадрат чизилган; 
буиинг бир томони гипотенузада ётади. У ч б у р ч а к н и н г  б и р  ут- 
кип бурчагидан квадратнинг энг яцин учигача булган масофа
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т ва иккинчи уткир бурчагидан квадратнинг энг учигача 
булган масофа п га тенг. Квадратнинг юзини топинг.

202. Томонлари 13, 14, 15 булган учбурчакка ички турри 
туртбурчак чизилган. Унинг бир диагонали учбурчакнинг ки
чик томонига параллел ва бир томони учбурчакнинг катта то
монига параллелдир. Тугри туртбурчакнинг томонларини то
пинг.

\/203 . ABC учбурчакка ички параллелограмм чизилган. В 
бурчаги хаР икки шакл учун умумий. В учидан утмайди- 
ган диагонали А В  томонга перпендикуляр; ВС =  а, АВ  =  с ва 
ВС нинг АВ  даги проекцияси сх. Параллелограммнинг томон
ларини топинг.

204. Тугри туртбурчакнинг икки учидан диагоналига туши
рилган перпендикулярлар унинг диагоналини тенг уч булакка 
булган. Тугри туртбурчакнинг бир томони ]/2 . Иккинчи томо- 
нини топинг.

205.. Томони а  га тенг булган квадратнинг карама-карши 
томонларида иккита тенг томонли (ички) учбурчак ясалган. 
Бу учбурчаклар томонларининг кесишишидан турт бурчакли 
шакл хосил булади. Бу кандай шакл экани аниклансин ва 
томонлари, бурчаклари ва юзи топилсин.

206. ABCD  тугри туртбурчакнинг АВ томонида бир К  нук
та олинган, бунда АВ томон А К :К В  =  3 :4  нисбатда иккига 
булинган. Шу хилда CD  томонда М  нукта олиниб, бу томон 
D M  | М С  — 5 :3  нисбатда икки булакка булинган. М К  кесма 
билан тугри туртбурчакнинг юзи кандай нисбатда булинишини 
топинг.

207. ABCD  параллелограммнинг АВ, ВС, CD ва DA томон
ларида олинган Е, Щ G, И  нукталар тугаштирилиб EFGH  
туртбурчак хосил килинган,

А Е  — а и ЕВ В  а г ; BF — b x, FC В  bz; СО =  сх\ GD =  Ш 
D H  =  d x, НА  — Ш ва АВ =  а, ВС =  |

булса, бу туртбурчак юзининг параллелограмм юзига нисба- 
тини топинг.

208. ABCD  параллелограммнинг томонлари бир хилда т ; п 
нисбатда булинган ва Ц  F, Ц  Н  булиниш нукталари мос ра- 
вишда С, D, А, В  нукталар билан туташтирилган. 1) AG, СЕ,... 
ва бошка тугри чизиклардаги кесмаларнинг нисбатини; 2) па
раллелограммнинг юзи S  булса, унинг булинишидан }{осил 
булган шаклларнинг юзларини топинг.

209. ABCD  параллелограммнинг CD  томонида ётган Ц  нук
тадан утказилган кесувчи АВ томоннинг давомини 1 нукта
да, AD  ни Е  нуктада, BD  диагонални G нуктада, ВС нинг да-
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вомини Е' нуктада, АС нинг давомини G' нуктада кесади. 
Бунда:

ВС =  Ь, ЕЕ' =  d, DE =  т, СЕ' =  п.

Кесувчининг *амма кесмалари топилсин.
210. Квадратга ички тенг томонли учбурчак чизилган. Уч

бурчакнинг бир учи квадратнинг бир томонининг уртасида ёта
ди. Шу учбурчак юзининг квадрат юзига нисбати топилсин.

211. Томонлари 3 :4  нисбатда булган тугри туртбурчакка 
томони 25 булган ички ромб чизилган. Бу ромбнинг юзи то- 
пилси^.
1* 212. Томони а булган квадрат берилган. Квадратнинг ка- 

рама-карши учлари икки тенг ромбнинг учларидир. ХаР бир 
ромбнинг юзи квадрат юзининг ярмига тенг булса, иккала ромб 
умумий кисмининг юзини топинг.

'213. Квадратга ички тенг томонли учбурчак чизилган. Унинг 
бир учи квадратнинг учида ётади. Учбурчак юзининг квад
рат юзига нисбати топилсин.

214. ABQD параллелограммнинг АС диагонали чизилган, бу 
диагонал гстида олинган ^ар бир нуктадан АВ ва AD томон- 
ларгача булган масофалар, шу томонлар узунликларига тес- 
кари пропорционал булади. Шуни курсатинг.

Ц/ 215. Параллелограмм уз диагоналига параллел килиб утка
зилган тугри чизик билан икки булакка булинган. Булардан 
бирининг юзи иккинчисидан 2 марта катта. Булувчи чизикнинг 
^олатини топинг.

216. Томонлари а булган квадрат томонларининг урталари 
каршидаги учлар билан туташтирилган. Бу тугри чизиклар 
узаро кесишиб, 8 бурчакли шакл ясайди. Бу шаклнинг юзини 
топинг.

217. ABCD параллелограммда AD томоннинг уртаси Е  булиб,
_ y j  у  7

Z. Л # 6 0 ° , BE =  -g -  ва СЕ =  —̂ ~. Параллелограммнинг то-
монларини топинг.

/ I  218. Томонлари а булган квадратнинг ички со^асида унинг 
турта'ла томонига мунтазам учбурчаклар ясалган. Буларнинг 
туртта учи квадратнинг ичида, колган учлари квадрат учлари- 
да ётади. Учбурчакларнинг умумий кнсмидан иборат булган 
8 учли юлдузнинг юзини топинг.

219. Томонлари а,Ь булган ABCD параллелограммнинг А 
учид#н ВС ва CD томонлари ёки уларнинг давоми билан М 
ва N  нукталарда учрашувчи ANM  кесувчи тугри чизик утка
зилган. Бунда BM DN  =  ab булишини исбот килинг.

.220. Тугри туртбурчакнинг ярми узига ухшаш (ярмини 
олишда диагоналларининг кесишган нуктасидан бир томонига 
параллел тугри чизик утказилади). Тугри туртбурчакнинг
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томонлари ва диагонали цандай сонларга пропорционал экани 
топилсин.

221. ABCD ромбнинг АС диагоналида ихтиёрий Р  нуцта 
олинган ва бу нуцта В уч билан туташтирилган. Бунда 
АР-РС =  ЛВ2 — РВг булиши исбот цилинсин.

222. Томонлари а га тенг булган квадратга ички тугри 
туртбурчак чизилган. Туртбурчакнинг томонлари квадрат диа- 
гоналл&рига параллел. Тугри туртбурчак томонларининг нис
бати k  га тенг. Шу тугри туртбурчакнинг юзини топинг.

2. Трапециялар
223.-Тенг ёнли (симметрик) трапециянинг диагонали катта 

асоси а га, асосларининг айирмаси k  га тенг. Трапеция ён 
томонини топинг.

224. Трапециянинг томонлари а, Ь, с, d. (d ва^а параллел) 
берилтан, унинг параллел томонлари Урталарини туташтирувчи 
кесманинг узунлиги-топилсин.

225. Трапециянинг асослари а ва b « а ) .  Параллел булма- 
ган томонлари узаро кесишгунча давом эттирилган ва улар
нинг кесишган нуцтасидан асосларга параллел тугри чизиц ут
казилган. Бу чизицнинг трапеция диагоналлари давоми орасида 
цолган кисмининг узунлиги топилсин.

/2 2 6 . Трапециянинг асослари 3 ва 12 булиб, унинг #СШгаЯ 
рига параллел булган M N  тугри чизиц уни иккита урЯ ш к 
трапецияга булади. Кесувчи M N  чизиц узунлигини топинг.

227. Трапециянинг асослари 24 ва 12, асосларига параллел 
цилиб ^утказилган M N  тугри чизиц кичик асосдан бошлаб ён 
томонни 3 :5  нисбатда булади. Шу M N  кесманинг узунлигини 
топинг.

228. Учбурчак томонлари 52, 56 ва 60 га тенг. Унинг кат
та томонига параллел тугри чизиц утказилганда хосил бул
ган трапециянинг периметри 156 га тенг. Шу трапеция юзини 
топинг.

229. Тугри бурчакли трапециянинг катта асоси а; баланд
лиги h ва уткир бурчаги 60°. Трапециянинг юзини топинг.

230. Тенг ёнли трапециянинг катта асоси 1 + 2 5 ; цолган
томондари узаро тенг ва диагонали катта асосига баравар;
1) трапециянинг цолган томонларини, 2) трапециянинг бурчакла- 
рини, 3) диагоналларининг узаро кесишгандаги кесмаларини 
топинг.

231. ABCD трапеция берилган булиб, унинг АС ва AD диа
гоналлари О нуцтада кесишади. AOD ва ВОС учбурчакларнинг 
юзлари р 2 ва q1 га тенглиги маълум: 1) трапеция AD ва ВС 
асосларининг нисбати, 2) АОВ ва COD учбурчакларнинг юз
лари, 3) трапециянинг юзи топилсин.
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232. ABCD трапецияда ён томонлариданбири CD= 12, б^нга 
иккинчи ён томон уртасидан EF =  8 И перпендикуляр (EF\CD)
утказилган. Шу ABCD трапеция юзига тенгдош булган 
квадратнинг томонини топинг.

233. Тенг ёнли трапециянинг катта асоси а га тенг. Унинг 
турта-ла томонининг урталарини кетма-кет туташтиришда квад
рат хосил булган. Унинг томони Ь га тенг. Шу трапециянинг 
юзини ва цолган томонларини топинг.

234. Диагоналлари бир-бирига перпендикуляр ва баландли
ги h булган симметрик трапециянинг юзини топинг.
У 235. Тугри бурчакли трапециянинг катта ён томони асос

ларининг йигиндисига тенг, баландлиги h — 10. Трапециянинг 
асосларига ясалган туртбурчакнинг юзини топинг.

236. Диагоналлари 113 ва 17, баландлиги 15 булган трапе
циянинг юзи топилсин.

237. Асослари а ва Ь булган трапециянинг асосига парал
лел булган ва трапеция юзини тенг иккига булувчи кесманинг 
узунлигини топинг.

238. Трапециянинг урта ч и з и р и  7,5; диагоналларидан бири
6 булиб, у диагонал трапецияни иккита ухшаш учбурчакка 
булади. Трапециянинг асосларини топинг.

239. Трапециянинг асослари 5 ва 3 га тенг. Асосларга па
раллел булган EF кесма уни (катта асосдан бошлаб) 7:12 
нисбатда булади. EF нинг узунлигини топинг.

240. ABC учбурчакнинг юзи S, АВ томони с, шу АВ то-
монда А К — ВН.= т<  4  кесмалар ажратилган. Сунгра К  ва Я
нукталардан ВС асосга параллел ЯР ва КМ тугри чизиклар 
утказилган. Шу параллел чизицлар орасида цолган MKFIP 
трапециянинг юзини топинг.

241. ABC учбурчак берилган, унинг юзи S; ВС томонга ла- 
раллел цилиб утказилган турри чизиц учбурчак икки томо
нининг хар бирини т : п нисбатда булади. А учидан ВС томон- 
ни р : q нисбатда булувчи иккинчи тугри чизиц утказилган. 
Учбурчакнинг шу икки турри чизиц билан булинган цисмла- 
рининг юзларини топинг.

242. Трапециянинг асослари а ва b булиб, диагоналлари- 
нинг кесишган ну^тасидан асосига параллел турри чизиц утка
зилган, унинг узунлигини 2х деб олсак, х  ни томонлари би
лан богловчи муносабатни топинг.

' 243. Томонлари а, Ь, с, d \b ва d  томонлари параллел, 
b^>d] булган трапециянинг т ва п диагоналларини унинг то
монлари орцали хисобланг.

244. Томонлари а, Ь, с, d [b ва d параллел, b^>d\ булган 
трапециянинг туртала томони орцали унинг юзини топинг.



245. Трапециянинг урта ч и з и р и  унинг юзини (катта асосдан 
дисоблаганда) 3 :2  нисбатда булади. Унинг асосларининг нис-' 
батини топинг.

246. А ва В нуцталар X Y  тугри чизикнинг бир томонида 
булиб, ундан 6 "ва 10 бирлик узоцликда ётади. Л ва В нук* 
талардан узаро параллел тугри чизиклар утказилган, улар 
XY  ни М ва N  нуцталарда кесади. M N — 9. ABNM  трапеция
нинг юзини топинг.

247. ABC учбурчакнинг С ва В учларидан мос равишда АВ 
ва АС томонларига параллел CL ва ВН тугри чизиклар утка
зилган. Бу параллел чизиклар учбурчакнинг ички со^асида 
А учидан k {k<^ha) масофада ВС асосга параллел цилиб утка
зилган HL тугри чизик билан Н  ва L нукталарда кесишади. 
BCLH  трапеция юзини топинг.

248. Асоси а ва b булган трапециянинг диагоналлари кё- 
сишган нуктасидан асосларига параллел тугри чизик утка
зилган. Бу чизи^ трапецияни икки кисмга ажратади. Бу кисм- 
лар юзларининг нисбатини топинг.
1^249. Кичик асоси DC—b, катта асоси А В = а  булган трапе

ция кичик асоскнияг давомида Р  нукта шундай олинганки, АР 
тугри чизик трапецияни иккита тенгдош кисмга ажратади. СР 
ни топинг.

3. Ихтиёрий туртбурчаклар

250. ABCD квадрат берилган, унинг томони а. Томонларида 
АА'=АА"==ВВ' ЫВВ"=СС'— СС"== DD'= DD"=k<^a узунлигида 
кесмалар олинган. А'А", В'В'', С',С", О'.Щ тугри чизиклар 
узаро кесишгунча давом эттирилган. Досил булган туртбур
чакнинг юзини топинг.

251. Утган масаладаги шартга асосланиб, шундай k микдор- 
ни аниклангки, унда A"B'B"C'C"D'D" А' саккизбурчак мунтазам 
булсин ва унинг юзини топинг.

252. Туртбурчакнинг кетма-кет томонлари а, Ь, с ва d, 
Ь>  а , с>  d  ва Ь2 — а2 =  — d*.

Туртбурчак диагоналлари узаро перпендикуляр булишини 
исбот килинг.

253. Туртбурчакнинг томонлари билан диагоналлари ораси-| 
даги богланишни топинг. [а, Ь, с, d —томонлар, е ва /  — диаго- 
яаллар.]

. 254. 253-масаланинг ечимидан фойдаланиб, айлаНага ички чи
зилган туртбурчакнинг диагоналларини томонлари оркали ифо- 
даланг.
!\ 2 55. АБС учбурчакнинг юзи S га тенг. Унинг BD ва СЕ 

медианаларининг урталари М  ^амда N нукталар BMNC турт
бурчакнинг юзини топ и н г,у
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АВ — CD = EF — b,
ВС — DE — FA = a

ва >;амма бурчаклари узаро тенг. Олтибурчакнинг юзини ){и- 
собланг.

р  АЙЛАНАЛАР

I  257. Икки концентрик айлананинг радиуслари мос равишда 
8 ва 15. Радиусларнинг давомида марказдан 17 бирлик масо- 
фада бир нукта олинган. Бу нуктадан эсар иккала айланага 
уринмалар утказилган. Бу уринмаларнинг уриниш нукталари 
орасидаги масофани топинг.
Ц 258. Радиуси бирга тенг булган О айланадаги ОР радиус- 

нинг уртасидан унга перпендикуляр килиб АВ ватар чизилган. 
Л ва О нукталар туташтирилиб, О марказдан АО га перпендику
ляр килиб ОС радиус утказилган ^амда А ни марказ ва АС ни 
радиус килиб, АВ ни D нуктада кесиб утувчи ёй чизилган. 
Сунгра ВР ватардан BD га тенг BQ кесма ажратилиб, бундан 
колган PQ булагини диаметр килиб айлана чизилган ва бу 
айланага В нуктадан уринма утказилган. Бу уринманинг 
узунлигини топинг.
2 3  259. Икки айлана бир-бирига ортогонал (яъни уларнинг 
кесишган нуктаеидан утган уринмалар узаро перпендикуляр); 
айланаларнинг радиуслари 24 ва 7 :1) марказлар орасидаги ма- 
софа, 2) умумий ватар, 3) умумий ташки уринма топилсин. 
^2 6 0 . Радиуслари 2 ва 3 булган икки айлана ички уринади. 

Кичик айлананинг марказидан марказлар чизш?ига утказилган 
перпендикуляр катта айланани кесиб утади. Кесишиш нукта- 
сидан кичик айланага уринмалар утказилган. Бу уринмалар 
орасидаги бурчак топилсин.

• ' 261. АВ =  6 диаметр билан чегараланган ярим айланада О А 
ва ОВ диаметрларда ички ярим айланалар ясалган. Бу учала 
ярим айланага уринувчи айлананинг радиусини хисобланг.
1,0 262. Радиуси г булган айланада узаро перпендикуляр АВ 

ва CD диаметрлар утказилган. С нуктадан СА радиус билан 
АКВ ёй чизилган AKBD ^илол (ойча) га тенгдош булган квад
ратнинг томони топилсин.

'263. Радйуси 1 +  V  о булган айланада АВ диаметр ва СВ 
уринма берилган. Шундай айлана чизилганки, у АВ диаметр- 
нинг А учидан утиб, ВС га уринади ва унинг маркази бирин- 
чи айланада ётади. Уникг радиусини топинг.
/&264. Радиуси г булган айланада 108° ли ёйни тортиб ту- 
рувчи ватар чизилган. lily ватарнинг узунлигини топинг.
Й  265. Радиуси г "булган айланага туртта тенг ички айлана 
чизилган. Бу айланалар узаро ва берилган айланага уринади.

256. ABCDEF олтибурчакда:
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Юзи шу Щщв айлана юзлари йигиндисига тенг айлананинг 
радиусини топинг.

266. Радиуси бир бирликка тенг булган ва ташки уринув- 
чи икки айлананинг марказларидан утувчи ва радиуси 2 га 
тенг булган учинчи айлана чизилган, маркази кейинги айлана 
устида булган ва илгариги икки айланага уринувчи айланалар 
утказилган, бу айланаларнинг радиуслари топилсин. -

267. Айлана, тугри чизик ва шу тугри чизикда ётувчи В 
нукта берилган: 1) берилган айлананинг радиуси 1 га тенг,.
2) берилган айлана марказидан берилган тугри чизищ ача бул
ган масофа 3 га тенг ва 3) берилган айлана марказининг бе
рилган тугри чизикдаги проекцияси билан В нукта орасидаги 
масофа 10 га тенг. Берилган айланага ва берилган тугри чи- 
зикка В нуктада уринувчи доираларнинг юзларини топинг.

268. Радиуслари 4 ва 9 булган икки айлана ташки уринади. 
Бу икки айланага ва уларнинг умумий ташки уринмасига ури
нувчи айланалар радиусларини топинг.

269. Радиуси г 'б у л ган  айланага п  та тенг ички айлана чи
зилган; >;ар бир айлана икки ёнидагига ва берилган айланага 
уринади. Берилган айланага ички чизилган мунтазам п бур
чак томони а булса, чизилган айланалар радиусларини аник
ланг.

270. Ярим айлананинг АВ диаметрида С нукта шундай олин
ганки, А С = 2 гх ва СВ =  2 г2; АС ва СВ ни диаметр килиб ярим 
айланалар чизилган. Бу учта ярим айланага уринувчи айлана
нинг радиуси (х) ни ^исобланг.

271. Радиуслари 3 ва 1 булган икки айлана ташки А нук
тада уринади. Уларга ташки умумий ВС уринма утказилган. 
ABC шаклнинг юзини топинг.

272. Айлананинг диаметри учларидан ва айланадаги бошка 
бир нуктадан айланага уринмалар утказилган ва<улар узаро 
кесиштирилган. Кейинги уринманинг диаметрнинг учларидан 
утказилган уринмалар орасида колган кесмаси уриниш нукта- 
сида 12 :3  нисбатда булинади. Берилган айлананинг радиуси
ни топинг.

273. Радиуси г булган ярим айлана учта тенг секторга бу
линган ва булиниш нукталари диаметрнинг бир учи билан ту- 
таштирилган. Шундаги икки ватар ва улар орасида колган ёй 
билан чегараланган шакл юзини топинг.

274. Радиуслари г  ва гх булган икки айлана 60° ли бурчак 
остида кесишади. Бу икки айланага умумий уринма утказил
ган. Умумий уринма ва берилган икки айланага уринувчи 
учинчи айлана чизилган, шу айлана радиусини топинг.

275. Радиуси г  булган дойра ташкаридан турт тенг дойра 
билан уралган. Улар узаро ва берилган доирага уринади. Шу 
доиралардан бирининг юзини топинг.
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276. Радиуси г булган айлана таш^аридан уч тенг айлана 
билан уралган. Улар узаро ва берилган айланага уринади. Шу 
айланалардан бирининг радиусини топинг.

277. Радиуслари 2 ва 1 булган икки айлананинг марказлари 
орасидаги масофа 6. Учинчи айлана бу икки айланани турри 
бурчак остида кесади. Унинг маркази берилган айланалар. мар- 
казларини туташтирувчи турри чизивда ётади. Учинчи айлана 
билан чегараланган дОиранинг юзини топинг.

278. Бир бурчак ичига учта ички айлана чизилган; уртадаги 
айлана икки четдаги айланага уринади. Четдаги айланаларнинг 
радиуслари R  ва г  га тенг. Уртадаги айлананинг радиусини 
ТОПИНГ. ■ . - ’

279. Радиуси V2  булган айлана иккинчи бир айлананинг 
^амма нуцталаридан турри бурчак остида куринади. Бу айла
нанинг радиусини топинг.

* 2
280. Радиуслари 2 ва -я- булган икки айлана ички уринади.

Бу икки айланага ва уларнинг марказини туташтирувчи турри 
чизикка уринувчи учинчи айлананинг радиусини топинг.
/  281. Радиуси 3 булган айлананинг маркази радиуси 5 га 

тенг булган иккинчи айланада ётади. Катта айлананинг мар
кази (О) дан кичик айланага уринувчи диаметр утказилган. 
Кичик айлананинг уриниш нуктасидан утказилган радиуси уму
мий ватарни К  нуктада кесади. ОК нинг узунлигини топинг.
fj.282. Бир айлананинг бир-бирига перпендикуляр булган ОА 

ва ОВ радиуслари мОс равишда Щ ва' Вх нуктагача давом эт- 
тирилган, бунда О А —'2,5,^АА1 =  0,5 ва ВВ1= 1 ,5 , АХВУ турри. 
чизик берилган айланани кесадими? Агар кесса, бу турри чи- 
зикдан айлана билан ажратилган ватарнинг узунлиги нимага 
тенг?
t _283. Радиуси г  булган айланада бир-бирига перпендикуляр 

булган ОА ва’ ОВ радиуслар ва Вх нукталаргача давом
эттирилган, бунда ААХ =  ВВХ =  булиб, АхВх турри чизик 

айланани М ва N нукталарда кесади (М  нукта Ах га якин).
О А устида ОК =  я  масофада К  нукта олинган. КМ. нинг узун

лигини топинг.
11 284. Радиуслари 2 ва 1 булган икки айлананинг марказла

ри орасидаги масофа 5. Учинчи айлананинг маркази аввалги 
икки айлана марказлари билан бир тугри чизик устида ётади; 
учинчи айлана катта айланани турри бурчак остида ва кичик 
айланани диаметри буйича кесади. Учинчи айлана марказининг 
^олатини ва унинг радиусини аникланг.
Jc>285. Радиуслари 2 ва 1 булган икки айлананинг марказлари 
орасидаги масофа 5. Учинчи айлана буларни диаметрлари буйи
ча кесадияУчала айлананинг марказлари бир тугри чизик ус-
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тида ётади. Катта айлананинг марказидан учинчи айлананинг 
марказигача булган масофа ва учинчи айлана билан чегаралан- 
ган доиранинг юзи топилсин.

286. Маркази О ва радиуси 5 булган айланада узаро пер
пендикуляр АВ ва CD ватарлар утказилган. ОВ радиуснинг 
давоми билан ОА радиус CD ватарни тенг уч булакка булади. 
АВ = 8  булса, CD ватарнинг марказдан узоклиги топилсин. 
|^>287. Радиуслари /? =  11 булган икки тенг айлананинг мар
казлари орасидаги масофа 60. Марказлар чизигида ётган N 
нуктадан иккала айланага утказилган уринмалар узаро турри 
бурчак ясайди. N нуктадан марказлар чизигининг уртасигача 
булган масофа топилсин.

288. Ярим айлананинг АВ =  4 диаметрида АС — булиш шар-
ти билан С нукта олинган ва АС ни диаметр килиб ярим айла-- 
на чизилган. Ю^орида айтилган иккала ярим айланага ва С 
нуктада диаметрга перпендикуляр килиб чизилган ярим ватарга 
уринувчи айлананинг радиусини топинг.

289. Радиуси 1 га тенг ва маркази О нуктада булган айла
на берилган. Унинг А нуктасидан уринма утказилган. АОВ

7 ‘ • ' т~ •• гГГТВЫВДП
диаметр устида АР =  -g- масофада Р нукта олинган ва Р нук-

тани марказ килиб радиуси 4 булган айлана чизилган. Бу айла-| 
на уринмани И  нуктада кесади. Агар Н  ни В билан туташтирсак, 
бу тугри чизик радиуси 1 булган айланани К  нуктада кесибТ 
утади. Радиуси 1 булган айлана юзи билан томони АК  га тенг 
булган квадрат юзи орасидаги айирмани топинг.

290. Радиуслари 5 ва 3 булган икки айлананинг марказлари 
орасидаги масофа 28. Марказлар чизиги устида кичик айлана 
марказидан 5 бирлик масофада ётган нуктадан иккала айла
нага утказилган кесувчи айланаларда тенг ватарлар з^осил ки-| 
лади. Марказлардан бу ватарларгача булган масофалар топилсин

291. Радиуслари V  Ъ — 1, V  3 +  1 ,3— V  3 булган уч айла
на жуфт-жуфти билан ташки уринади. Шу айланалар opa-v 
сида колган эгри чизикли учбурчакнинг юзини топинг.

292. Тугри бурчакнинг бир томонида тугри бурчак учидан
6 ва 24 масофада икки нукта олинган. Бу икки нуктадан утиб, 
тугри бурчакнинг иккинчи томонига уринувчи айлананинг ра
диусини топинг ва тугри бурчак учидан уриниш нуктасигача 
булган масофани ^исобланг.

293. Марказлари О ва Ot булган айланаларнинг радиуслари г 
ва/?булсин . Уларнинг марказлари орасидаги масофа d, айлана
лар ташкарисида А нукта олинган ва ундан айланага тенг урин
малар утказилган. Бу А нуктадан марказлар чизигига Л/Сперпен- 
дикуляр туширилган. ОК ва ОгК  кесмаларнинг узунлиги то
пилсин.

106



294. АВ=  1 кесмани ватар деб олиб, унинг учларидан икки 
ёй утказилган. Бунда э^осил булган сегмеитларнинг бирига 
ички чизилган ^амма бурчаклар 135° га, иккинчи сегментга 
ички чизилган ^амма бурчаклар 120° га тенг. Бу икки ёй ора
сида колган шаклнинг [^илол (ойча)] юзини топинг.

I 295. Радиуси 4 булган айланага АВ  ватар утказилган. 
Ватар узунлиги билан В нуктадан, А дан утказилган уринма- 
гача булган масофанинг йигиндиси 6 га тенг. АВ ватарнинг 
узунлиги топилсин.

296. Радиуслари 10 ва 5 булган икки айлананинг марказ- 
лари орасидаги масофа 113. Марказлар чизиги устида шундай 
нукта топиш керакки, ундан иккала айлана тенг бурчак ос- 
тида куринсин ва бу нуктадан куринган ватарлар узунликлари 
аниклашГин.

ларида иккита ички ярим дойра чизилган. Квадрантнинг бу 
ярим доиралар ташкарисида колган кисмининг юзи топилсин. 
J  298. АВ — 2# диаметр билан чегараланган ярим айлананинг 

,Щ нуктасидан уринма утказилган, бу уринма диаметр Даво
мини Р нуктада кесади. AN=2NP  булса, AN нинг диаметрдаги 
проекцияси топилсин.
Ь 299. Радиуси t  булган айлана устида.узгармас узунликдаги 

ватарнинг А  ва В учлари сирганиб ^аракатланса, ватарда олин- 
®ан ихтиёрийЙМнукта айлана чизади. Агар АС = а ва ВС = Ь 
рулса,. берилган айлана билан С нукта чизган айлана ораси
даги калканинг юзини топинг.

С 300. АВ =  R кесма радиуси R  булган айлананинг А нукта- 
сида унга доимо уринма булган колда узлуксиз ^аракат ки- 
лади. Уриниш нуктаси айлана устида 30° га ^аракатланган деб 
фараз килиб, АВ кесма чизган шаклнинг юзини топинг.

4^01. Радиуси R булган айлананинг О марказидан АОВ диа
метр утказилган ва АО радиуснинг уртаси N нуктадан шундай 
ватар утказилганки, бу ватар ОВ радиуснинг уртаси М нукта
дан тугри бурчак остида куринади. Марказдан шу ватаргача 
булган масофа топилсин. \. *

Л i?Д  302. Радиуси R  ва булган икки айлана А нуктада ички
уринади. Катта айлананинг марказидан кичик айланага уринув
чи ВС диаметр ва А уриниш нуктаси оркали ВА ^амда СА 
тугри чизиклар утказилган. Досил булган ABC учбурчак юзи- 
ни топинг.

303. Марказлари А, В ва С нукталарда радиуслари а, b ва 
с булган учта айлана жуфт-жуфти билан ташки уринади. А 
ва В марказли айланалдрга утказилган умумий уринма, А ва 
С марказли айланаларга ■утказилган у м у м и й  уринмалар узаро

297. Радиуси г булган квадрант нинг радиус-



айлпналарнинг умумий урннмасига перпендикуляр булган диа- 
метрнгача булган масофалар р  ва Бунда pq =  2 а* — 8 Ьс бу- 
лишинн исбот килинг.

>304. Маркази О нуктада ва радиуси г булган айланада Щ 
нуктадан турли томонда) АВ ва АС ватарлар утказилган. Бун
да АВ ватар 60° ли ёйни ва АС ватар 90° ли ёйни тортиб ту- 
ради. Л, О нукталар ва АВ ватарнинг уртаси М  нуктадан айла
на утказилганда бу айлана ВС ватарни Къ&Р  нукталарда кесиб 
утади. АК  ва АР ни топинг.

305. Днаметри АВ =  |Ц  булган ярим айлананинг диаметрига 
перпендикуляр килиб ОС радиус утказилган. АС ёйда 
шундай М  нукта топиш керакки, унинг диаметрдаги Р  проек
цияси билан MB  ва СО тугри чизиклар кесишган D нуктани 
туташтирувчи тугри чизик M B  га перпендикуляр булсин.

306. Маркази О ва радиуси R  булган айланада марказдан

ОА =  —■! ?  масофада CD ватар утказилган. ОС радиус ташки
томонга СЕ =  2R  га давом эттирилган ва С, D, Е  нукталар ор
кали айлана утказилган. 1) Ш у айлана радиусини топинг,
2) CDE айлананинг Е  нуктасида утказилган уринма каралаётган 
иккала айланага умумий уринма булишини курсатинг.

307. Радиуслари Ц ва г булган икки айлана ташки урина
ди. Уларнинг уриниш нуктасидан умумий ташки уринмагача 
булган масофани топинг.

308. Радиуслари /? ва г  булган икки айлана ташки урина
ди. Уларнинг марказлар чизигини диаметр килиб учинчи айла
на чизилган. Сунгра аввалги икки айланага ташки, учинчи 
айланага эса ички уринувчи туртинчи айлана чизилган., 
Унинг радиуси х  ни топинг.

309. О марказли айлана иккинчи бир айлананинг Ш марка- 
зидан утади. Иккала айланага утказилган умумий ташки урин
малар О марказли айланага А ва В нукталарда уринади. АВ 
тугри чизик Щ марказли айланага уринишини исбот килинг.

310. Бир айлананинг радиуси иккинчи айлананинг радиу- 
сидан икки марта катта; уларнинг бири иккинчисининг ташка- 
рисида ётади. Уларнинг ички умумий уринмалари узаро 60° 
ли бурчак ясайди. Ташки умумий уринманинг ички умумий 
уринмага нисбатини топинг.

311. Учта айлана берилган. Улар жуф-ж уфти билан бир- 
бирига ташки уринади; уларнинг радиуслари гъ Щ г3. У чала 
айланага уринувчи айлананинг радиусини топинг.

3J2 . Радиуслари Ц ва г булган икки айлана ташки равиш- 
д а  А  нуктада уринади. Радиуси г булган айланада А нуктага 
диам етрал  карама-карш и булган В нукта олинган ва бу нук-;- 
тадан уринм а утказилган. Берилган иккала айланага ва В нук
тадан  утувчи  уринмага уринувчи 'айлананинг радиусини ^и- 
собланг.

108



313. Берилган икки нуктагача масофаларининг т : п{т Ф п) 
нисбати узгармас булган нукталарнинг геометрик урни айла- 
надир, АВ =  а фараз килиб, шу айлананинг радиусини топинг.

314. Радиуслари г, гх ва R  булган учта айлана жуфт-жуф- 
ти билан ташки уринади. Аввалги икки айланага умумий таш- 
ки уринмадан учинчи айлана ажратган ватарнинг узунлиги'ни 
топинг.

315. Айлана радиусининг уртасидан радиус билан 45° ли 
бурчак ташкил этувчи икки тугри чизик утказилган. Берилган 
айланага ва ясалган икки тугри чизикка уринувчи ^амма айла- 
наларнинг радиусларини ^исобланг.

316. Радиуслари R  ва г  булган икки айлана С нуктада 
уринади. Уларга АВ умумий ташки уринма утказилган. Л ва В 
уриниш нукталари. ABC учбурчакнингтомонларини ^исобланг.

317. Айлананинг маркази О нуктадан 2R масофада ётувчи 
А  нуктадан айланага шундай ABN кесувчи утказилганки, BN  
ни диаметр килиб, айлана чизилганда, у АО га Р нуктада 
уринади. АР  ва BN  ни аникланг.

318. А ва Ц нукталарни марказ килиб, АВ И R  радиус би
лан икки айлана чизилган. Булар узаро К  ва Н  нукталарда 
кесишади. Бу сунгги икки нукдадан туртта HAL, Н ВМ , КАР 
ва KBN диаметрлар утказилган. Сунгра К марказдан КР ра
диус билан PN  ей, Н  марказдан HL радиус билан LM  ёй |й§§ 
зилган. Бундан овал шакли ^осил булган. Унинг юзини то- 
линг.

319. Айлананинг бир нуктасидан чиккан иккита ватарнинг 
узунликлари а ва Ь. Улардан бирининг (я) уртасидан иккин- 
чиси (b) гача булган масофа d  маълум булса, айлананинг ра
диусини т о п и н г ^

320. М аркази О нуктада булган айлана диаметрининг да- 
вомида узгарувчи М  нукта олинган. Бу нуктадан айланага 
уринма утказилган. Уринмада шундай Р нукталарнинг геомет
рик урнини топиш керакки, бунда РМ  =  МО булсин.

321. Айлана ичида олинган нуктадан бир-бирига перпен
дикуляр иккита ватар Утказилган. Уларнинг учларини туташ- 
тиришдан ^осил булган туртбурчакда бир-бирига карама-кар- 
ши ётган томонлар квадратларининг йигиндиси диаметрнинг 
квадратига тенглиги исбот килинсин.

322. АВ ёйнинг уртаси (С нукта) дан ихтиёрий икки турри 
чизик утказилган. Булар айланани D ва Е  нукталарда зсамда 
АВ  ватарни .G ва F «укталарда кесади. DEFG туртбурчак таш- 
карисига айлана чизиш мумкинлигини исбот килинг.

323. Дойра диаметрининг Л ва В учларидан АС ва BD ва
тарлар утказилган. Улар дойра ичида Р  нуктада кесишади.

AB2 =  AC-AP-\-BD-BP  эканини исбот килиш керак.
324. Бир бурчакнинг ичига уч  айлана чизилиб, уларнинг- 

икки четдагилари уртадагининг марказидан утади. Четдагилар-
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нинг радиуслари R ва г  булса, уртадаги айлананинг радиусини
ТОПИНГ. и  „

325. Диаметри АВ га тенг булган айлана берилган. by аила- 
нанинг Л ва В нукталарида уринмалар утказилган. Бу урин
малар учинчи узгарувчи уринма билан Р ва N  нукталарда 
кесишади: 1) А Р -BN купайтма узгармас микдор булишини 
курсатинг, 2) РЛг нинг минимумини аницланг.

326. Радиуси R булган айланага ташки А нуктадан АВ ва АС 
уринмалар утказилган. В дан АС га перпендикуляр кидиб 
BD — а  чизилган. АВ, АС ва ВС ни ^исобланг.

327. Марказлари О ва Ох булган икки айланада бир-бирига 
перпендикуляр икки радиус ОА ва 0 ^  утказилган. Сунгра 
ААХ ва 0 0 х кесмалар М ва /  нукталарда тенг иккига булин- 
ган. Берилган айланаларнинг радиуслари R ва Rx булса, M l  
кесма узунлигини топинг.

IV. АЙЛАНА ВА КУПБУРЧАКЛАРНИНГ БИРГАЛИКДА ЦАРАЛИШИ 

1. Айлана ва учбурчак
328. Томонлари а  булган мунтазам учбурчакка ички дойра 

чизилган. Сунгра шу учбурчак ичига биринчи доирага ва уч
бурчак томонларига уринувчи учта дойра чизилган^ Яна шу 
хилда кейиНги дойра билан учбурчак томонларига уринувчи 
учта дойра чизилган ва ^оказо....

Шу ^амма доиралар юзларининг й и р и н д и с и н и  т о п и н г . « |
329. Тугри бурчакли учбурчакнинг катетлари 3 ва 4. Ки

чик катетнинг Уртасидан утиб, гипотенузанинг уртасига ури- 
надиган, маркази эса иккинчи катет устида жойлашган доира- 
нинг юзини топинг.

330. Тугри бурчакли учбурчакка ички чизилган айлана ги- 
потенузани а  ва b кесмаларга булади. Учбурчак юзини топинг!

331. Хар кандай учбурчакда bc= 2R ha булишини исбот ки
линг.

332. Тенг ёнли ABC учбурчакда
ВС =  24, АВ =  АС =  13 ’

АВ га В нуктада, АС га С нуктада уринувчи айлананинг 
радиусини топинг.

333. Учбурчакка ташки-ички чизилган айлана1 радиусини 
шу учбурчак томонлари оркали ^исобланг.

Куйидаги тенгликлар (о34—341) исбот килинсин.
334. S  =  V r r arbrc

1 Учбурчакнинг таищарисида б^либ, унинг бир томонига ва колган икки 
томонининг давомларига уринган айлана ташци-ички чизилган айлана деб 
аталади.
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335. S--= r- ^ .

33B. 1 1  И  у 4/? — Г a + г
ra~ Г

337. s  = ri& >±l£i337. S = а

340.

342,. ABC учбурчакка ташци-ички уринувчи айлана чизил
ган,. Бу айлана АС ва АВ томонларнинг давомларига Р ва N 
нуцталарда уринади. АВ — 13» АС = 20 ва ВС =*= 21 булса, APN 
учбурчакнинг юзини топинг.

343. Тенг ёнли учбурчак асосини ватар цилиб тенг ёнларга 
уринувчи айлана чизилган. Учбурчакнинг асоси 80 ва баланд
лиги 9 булсэ^айлананинг узунлигини топинг.

344. Радиуси 2 булган айлананинг маркази тугри бурчак
нинг бир томонида ва унинг учидан 23 бирлик узоцликда ёта
ди. Бу айланага ва тугри бурчакнинг томонларига уринувчи 
икки айлана чизилган. Уларнинг радиусларини хамда учлари 
шу айланалар марказларидан иборат булган учбурчакнинг 
юзини топинг.

345. Томонлари а га тенг булган тенг томонли учбурчакка 
ички айлана чизилган. Маркази учбурчак учида, радиуси 
учбурчак томонининг ярмига тенг булган иккинчи айлана 
чизилган. Иккала айлана умумий цисмининг юзини топинг.

346. Катетлари а ва Ь, гипотенузаси с булган тугри бур
чакли учбурчакка ички чизилган айлана радиусини шу томон
лар орцали ифода цилинг.

347Й Учбурчакнинг бир томони a, цолган икки томонининг 
айирмаси I ва шу томонларга туширилган мос баландликлар
нинг айирмаси т. Бу учбурчакка ташци чизилган айлананинг 
радиусини топинг.

348. ХаР кандай учбурчакда *ам rra = (р — Ь)(р — с) муно
сабат тугри эканини курсатинг.

349. Дар цандай учбурчакда з?ам Rra =  муносабат 
тугри булишини исботланг.
■ШШО^Ушбу a2 -j- [ra — r f  — AR(ra — г) тенгликни исбот ци-| 

Ииибй
351'^Исбот цилинг: rarb — /т-gki ~  (о2 +  Ь2 — с2).
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352. Тугри бурчакли учбурчакнинг катетлари а ва 1  T^f- 
ри бурчакнинг учидан гипотенузага туширилган перпендику- 
лярнинг гипотенузадан ажратган кесмаларини диаметр цилиб 
ички ярим айланалар чизилган. Катетларнинг бу ярим айла
налар ичида колган кнсмларини топинг.

35,3. Тугри бурчакли учбурчакнинг учларини марказлар ки- 
либ шундай айланалар чизилганки, улардан марказлари уткир 
бурчаклар учларида булганлари узаро ташки, маркази турри 
■бурчак учида булган айлана билан эса ички уринади. Агар 
учбурчакнинг гипотенузаси 10, бир уткир бурчаги 30° булса: 
1) айланаларнинг радиусларини, 2) учлари уринищ нуктала- 
ридан иборат булган эгри чизикли учбурчакнинг юзини топинг.

354. Исбот килинсин: ab  +  be  - f  са — щ  Ц  щ  +  4Rr.
355. ^ар кандай учбурчакда Rr — ~  булади. Шуни исбот

дилинг. щ
356. pH Ш rarbrc муносабатни келтириб чикаринг.
357. а 2 Ц  щ  - f  с2 — 2Ц  — 2гг — 8Rr муносабатни исбот 

.линг.
358. Ярим доиранинг диаметри 2 г да тенг томонли учбур

чак ясалган. Учбурчакнинг дойра ташкарисида долган кисми- 
нииг юзини топинг.

359. Томонлари а  булган тенг томонли учбурчакнинг то- 
монларини диаметр килиб ички ярим доиралар чизилган. Уч
бурчак ичида косил булган эгри чизикли учбурчакнинг юзини 
топинг.

360. Тенг томонли учбурчакка радиуси г булган ташки 
айлана чизилган. Берилган айланага ва учбурчакнинг икки 
томонига ёки уларнинг давомига уринувчи учта айлананинг 
радиусларини топинг.

361. Исбот килинсин:
» | г i t ,  ^  ~h be ~h ДС

K  +  h b +  h c =  --- 2R ~---Щ

.362. Томонлари 13, 14 ва 15 га тенг булган учбурчакка ич
ки айлана чизилган. Шу айлана билан концентрик ва радиуси
5 га тенг булган иккинчи айлана чизилса, учбурчак томонла-;^ 
рини кесиб утади. Шу айлананинг учбурчак томонларидан аж
ратган ватарларининг узунликларини топинг.

363. Томонлари a, b ва с  булган учбурчак берилган. Шун
дай айлана чизилганки, у айлана. учбурчакнинг а  ва b томон- 
ларига ички уринади ва унинг маркази учбурчакнинг учинчи 
томонида ётади. Шу айлана радиусини топинг.

364. Турри бурчакли учбурчакка ички чизилган айлананинг 
радиуси г, гипотенузага уринувчи ташки-ички чизилган айла
нанинг радиуси г ' . Турри бурчакли учбурчакнинг юзини то- 
пинг."
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365. ABC учбурчакка ташки ва ички чизилган айланалар- 
нинг радиуслари R ва г ^амда учбурчакнинг ярим периметри 
р  берилган. Томонлари АВ-\-ВС, АВ + АС ва АС +  ВС булган 
янги учбурчак ясалмокчи. Бундай учбурчакни %амма вант ясаш 
мумкинми? Унинг юзини ва унга ички чизилган айлананинг 
радиусини топинг.

366. Томонлари 18 булган мунтазам учбурчакнинг икки то
монига ва бу учбурчакка ички чизилган айланага уринувчи 
доиранинг юзини топинг.

Куйидаги те’нгликларни исбот килинг:
I  367. -  И Ш  г  +тг- г ha Ь-ь hc

3 6 8 . '4 й - Л - Ь -  +  - .г Га ГЬ ' г с
369. Учбурчакка ташки чизилган айлананинг диаметрини 

учбурчакнинг бир бурчагидан утказилган баландлиги, медиа- 
наси ва биссектрисаси оркали ифода дилинг.

370. Томонлари 13, 14 ва 15 булган учбурчакка ички чи- 
здлган айлана маркази билан катта томонига ташки ички чи
зилган айлана маркази орасидаги масофа топилсин.

371. Учбурчакка ички чизилган айлана учбурчак бир то
монини уриниш нуктасида т, ва п булакларга ажратади. Бу
лакларга ажралган_томон кар шиси даги бурчак 60° га тенг, шу 
учбурчак юзини топинг.'
I 372. Радиуслари 1 ва 2 булган.икки айлана ташки уринади. 

Уларнинг уриниш нуктасидан иккала айланага умумий кесув- 
чи утказилган. Кесувчидан^ катта айлана ажратган ватар ки
чик айлананинг радиусига тенг. Томонлари, кесувчидан кичик 
айлана ажратган ватарга тенг булган мунтазам учбурчакнинг 
юзини топинг.

373. Томонлари V  39 булган мунтазам учбурчакка ички 
айлана чизилган. Учбурчакнинг бир томонини ватар килиб, шу. 
айлананинг юзини тенг иккига булувчи айлана чизилган. Бу 
айлананинг радиусини топинг.

374. Томонлари 17, 17 ва 16 булган учбурчакка ички ва 
таш^и чизилган айланалар марказлари орасидаги масофа то
пилсин.

375. Тугри бурчакли учбурчакнинг катетлари 3 ва 4. Бунга 
ички ва ташки чизилган айланалар марказлари орасидаги ма
софа топилсин.

376. Тенг ёнли тугри бурчакли ABC учбурчакнинг АВ ги
потенузаси ВК  =  АВ кадар узайтирилган. К  нукта С нукта билан 
туташтирилган. С ни марказ килиб, ВС радиус билан чизилган 
айлана СК ни N нуктада кесади. Тугри бурчакли учбурчак
нинг катета г булса, NK нинг узунлигини топинг.

377» Тенг ёнли учбурчакнинг асосига туширилган баланд- 
лик h ва ички чизилган айлананинг радиуси г маълум. Уч-
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бурчакнинг томонлари ва ташци чизилган айлананинг радиуси 
топилсин. Кандай шартда ташци айлананинг маркази ички 
айланада ётади?

378. Тенг ёнли учбурчакнинг асоси 2 а ва ички айлананинг 
радиуси г  маълум. Ташци чизилган айлананинг радиуси R то
пилсин. а ни узгарувчи, г  ни узгармас ^иеоблаб, R нинг энг 
кичик циймати аницлансин.

379. Тугри бурчакли учбурчак катетлари 3 ва 4 га тенг. 
Айлана шу учбурчакнинг jjap бир учидан 60° ли бурчак остида 
куринади. Шу айлана марказининг ^олатини ва радиусининг 
узунлигини аницланг.

380. Учбурчакнинг а томони 45° ли бурчак царшисида ёта
ди. Учбурчакка ташци айлана чизилган. Шу айланага ташци 
чизилган мунтазам олтибурчакнинг юзини топинг.

381. Учбурчакнинг а томони 30° ли'бурчак царшисида ёта
ди. Учбурчакка ташци чизилган айланага ички чизилган мун
тазам саккизбурчакнинг юзини топинг.

382. АВ диаметр билан чегараланган ярим айланага АС щ а, 
AD  =  b ватарлар чизилган. Диаметрда APD учбурчакнинг Л 
бурчагидан утказилган баландлик (к) нинг узунлиги цадар АК  
кесма олинган. К  нуцтадан диаметрга чицарилган перпендику
ляр айланани К' нуцтада кесади. АК' кесманинг узунлигини
ТОПИНГ. • • • -  I

383. — ^ - hb +  - а-" - с +  hc ha =  6. Бу муносабатнинг f f rp iP
• с  Га ^Ъ

лиги исбот цилинсин.
384. Куйидаги муносабатнинг тугрилигини исбот цилинг:

ГдГЬГс _  г ьгс  4  ГсГ;а +  ГаГь 
hahbhc hbhc +  hcha +  hahb

385. ra -f- rb +  rc =  4R +  г. Бу муносабатнинг тугрилиги ис
бот цилинсин.

386. Учбурчакнинг бир томонида квадрат, иккинчи томо
нида тенг томонли учбурчак, учинчи томонида ярим дойра 
ясалганда уларнинг юзлари узаро тенг булса, учбурчак томон
лари узаро цандай нисбатда булади?

387. Радиуси 18 -g- булган айланага ички чизилган уткир
бурчакли учбурчакнинг икки томони 25 ва 29 га тенг. Учбур
чакнинг учинчи томонини ва .юзини топинг.

388. Куйидаги муносабатларнинг тугрилигини исбот цилинг: 
a(kb +  kc) +  b(kc +  k a) Ц  с (ka Ц  kb) =  2pR.
389. 4Щж/Ж -f- k akc jffi kakb) — (pc -f- etc -)- ab) — 4R(R Щ
390. У чбурчакка ташци-ички чизилган айланаларнинг то

монлар билан уриниш нуцталарини учбурчакнинг уларга цар
ши ётган учлари билан туташтирувчи тугри чизицлар бир 
нуцтада кесишади. Буни ^исоблаш билан исбот цилинг.
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391. Учбурчак томонларининг урталари тугри чизиклар би
лан туташтирилса, -янги учбурчак *осил булади. Унга ички 
чизилган айлана марказидан берилган учбурчак томонларигача 
булган масофалар аниклансин.

392. Учбурчакка ташки-ички чизилган айланаларнинг ури
ниш нукталарини учбурчак учлари билан туташтирувчи тугри 
чизикларнинг кесишган нуктасидан учбурчак томонларигача 
булган масофалар топилсин.

393. Учбурчакнинг ортомаркази, огирлик маркази ва унга 
таш^и чизилган айлананинг марказлари бир тугри чизик устида 
ётишини ^исоблаш билан курсатинг. Огирлик маркази орто- 
марказ билан ташки айлана маркази орасидаги масофани кан- 
дай щисбатда булишини топинг.

394. Учбурчакнинг-огирлик маркази, ички чизилган айлана 
маркази ва учбурчакка ташки-ички чизилган айланаларнинг 
томонлар билан уриниш йукталарини учбурчак учлари билан 
туташтирувчи трансверсал чизикларнинг кесишиш нукталари 
бир тугри чизик устида ётишини ^исоблаш йули билан курса
тинг. Огирлик маркази айтилган бошка нукталар орасидаги 
масофани кандай нисбатда булишини топинг.

395. Учбурчакда: 1) огирлик маркази, 2) ички чизилган 
айлана маркази, 3) учлари учбурчак томонларининг Уртала- 
ридан иборат булган учбурчакка тегишли ички айлана мар
кази бир тугри чизик устида ётишини ^исоблаш йули билан 
курсатинг. Огирлик маркази колган нукталар орасидаги масо
фани кандай нисбатда булишини топинг.

396. Икки айлана Л ва В нукталарда кесишади. А дан айла- 
нфларни С ва D нукталарда кесиб утадиган кесувчи утказил
ган; CBD бурчак Л нуктадан утказилган ^ар кандай кесувчи 
учун узгармас мивдор эканлиги исбот килинсин.

397. Учбурчакнинг огирлик маркази G билан ички чизил
ган айлана маркази Ох орасидаги масофани аникланг.

398. 9 • GO] = р г‘ +  5 г2 — 16/? г тенглйкни исбот килинг.
399. Учбурчакнинг ортомаркази билан ташки чизилган айла

на маркази орасидаги масофани топинг.
400. Ташки чизилган айлананинг радиуси R ва ички чизил

ган айлананинг радиуси г буйича ташки айлана маркази О ва 
ички айлана маркази Ог орасидаги масофани топинг.

401. Учбурчакка ички чизилган айлана маркази билан 
ортомарказ Й  орасидаги масофани топинг.

402. Учбурчакнинг Л учи билан унинг каршисида ётган 
томонга тегишли ташки-ички чизилган айлана маркази 2Я ора
сидаги масофа топилсин.

403. Ташки-ички айлана маркази 2в билан ортомаркази Н  
орасидаги масофа топилсин.

404. 9 • G 2a =  р г +  6г \  — г2 -j- 4/?(3га — г) исбот килинсин.
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405. Ички чизилган айлана маркази 2  билан т^вдиз нукта 
айланасининг маркази 0 9 орасидаги масофа аниклансин.

406. Туккиз нуцта айланасининг маркази 0„ билан танщи- 
ички чизилган айлана маркази 2 Я орасидаги масофа топилсин.

407. ABC учбурчакнинг А учи билан унинг карш исида'ёт
ган томонга уринувчи танщи-ички чизилган айлана маркази 
2 в орасидаги масофа топилсин.

408. 2 Л2 |  =  (/-а +  гьУ +  с2 эканлиги исбот килинсин.

409. GO\ +  G22 +  G 2 | +  G2] =  16R2 -  - | ( а 2 +  b2 - f  с2).

410. НО\ +  HQl  +  HQl +  Ш 48i?a — 4(a * +  b2 +  с2) .
411. Туккиз нукта айланаси ички чизилган айланага ва 

танщи-ички чизилган учта айланага уринишини 405 ва 406-ма- 
салаларнинг натижалари сифатида келтириб чикаринг (Фейер
бах теоремаси).

412—417-тенгликларнинг тугрилиги исбот килинсин.
412. ( - а ± Ь-± -с ] =  4.

кга ' Гь 1 Гс I \Га + ГЬ +  гс>
413. аа =  ( г „ - г ) ( г 4 +  гс).
414. 0 12 a .0 12 6 . 0 x2 c = 1 6 i? 2r >
415. AQa-BQb-CQc =  4Rp2.
416. 2 62 c.2 c2 a + - 2 02 6 =  16R2p.
417. 2 62* -(- 2 с2 д  -|- 2 a2 f  =  8R (ra -J- Гь -f- гc).
418. Ташки чизилган айланадаги )$ар кандай нуктадан 

учбурчак томонларига туширилган перпендикулярларнинг асос- 
лари бир тугри чизик устида (Симпсон тугри чизигида) ётади. 
Шуни исбот килинг.

Куйидаги 419—423-тенгликларни исбот килинг:
419. d2 +  d2a +  d \ +  d\ =  12R2. ■
420. 3 (d2 +  d2a - f  d2b+  d^) =  4(a2 +  b2 +  c2) +  A-OH2.
421. h’a - f  Щ -\-h'c =  2{R +  г) ёки ka +  kb +  kc =  R -\-r.
422. r2 +  r2a +  r2 +  r2c =  4R2+  h'2 +  h'2 +  H2.
423. KbKe +  h'cKa +  h'ah'b -  2R(h"a +  h‘b +  h'c).
424. Учбурчак баландликларининг асосларини тугри чизик

лар билан туташтирамиз, биринчи учбурчакнинг баландлнк- 
лари хосил булган янги учбурчакнинг биссектрисалари була
ди. Шуни исбот килинг.

425. Учбурчакка ички чизилган айлана маркази билан уч
бурчак учларини туташтирувчи кесмалар узунликларини то
пинг.

426. Тенг томонли ABC учбурчакка ташки чизилган айла
надаги ихтиёрий нуктани учбурчакнинг учлари билан туташ
тирувчи кесмалардан энг каттаси колган иккитасининг йигин- 
дисига тенг эканлиги исбот этилсин.
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427. Турри бурчакли ABC учбурчакнинг турри бурчаги учи 
(А) дан ВС гипотенузага (AD _|_ ВС) баландлик туширилганда 
ABD  ва ACD учбурчаклар з{осил булади. ABD учбурчакка гх 
радиусли ва ADC учбурчакка г2 радиусли ички айлана чизил
ган. ABC учбурчакка ички чизилган айлана радиусини топинг.

428. а г +  п ‘ =  =  с2 +  Л'2 =  4 тенгликни исбот ди
линг.

429. 4(Ад +  k \ Щ k]) =  12R2 — (а2 +  Ьг +  с2) тенгликни исбот 
дилинг.

430. Квадрат икки диагонали билан туртта учбурчакка бу- 
линади. Шу учбурчакларга ташки ва ички айланалар чизил
ган. Бу айланаларнинг марказларини туташтириш натижасида 
квадратлар з{осил булади. Шу квадратлар юзларининг нисба- 
тини топинг.

Куйидаги 431—435-тенгликлар исбот килинсин.

431. S  -
' :  432. г ьгс Р Щ ,  п -г аг„-£гр*.

434.

435. а Р
436. Маркази О ва радиуси R  булган айлана берилган. Унинг 

бир 01 радиусини диаметр килиб иккинчи айлана чизилган ва
О нуктадан биринчи айлана билан В  нуктада, иккинчи айлана
билан А  нуктада учрашувчи кесувчи утказилган. О А =  - j , А
ва В нукталарда айланаларга утказилган уринмалар С нукта
да кесишади. ABC учбурчакнинг АС томонига туширилган ба- 
ландлигини ва. А С ^щ ойти^Т 'ам н ^ р :;

437. -^тг +  =  1 • Исбот килинг.А&а r BQl Щ Ш  I  Щ
Аао i4a* i.ssj» ШШШ
438‘ 1 Г  +  +  1ВГ Й ^ И(̂ .0Т ^ ИЛИШЩ
439. Тугри бурчакли учбурчакнинг гипотенузасига уринув

чи ташки-ички чизилган айлананинг радиуси г. Периметри 
турри бурчакли учбурчак периметрига тенг булган квадрат 
юзини аникланг. •

Куйидаги муносабатлар исбот килинсин:

440. ШШтш ш ш
V {га + ГЬ) . .

441. та медиананинг исталган нуктасидан Ь ва с томонлар- 
гача булган масофалар шу томонларга тескари пропорционалдир.
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442. а? +  +  с* +  r*+r*a +  г\ +  г\ =  16 Я».
443. А  _  I  =  1 .г ra ha
444. - Ш Р Ж ё Я  гь 1 rc ha
445. Радиуси R булган айлана ташцарисига бир бурчаги 

120° булган тенг ёнли учбурчак чизилган. Унинг томонларини 
аницланг.

446. Радиуси 5 см ва 2 см булган икки айлананинг умумий 
ташци уринмаси умумий ички уринмасидан 1 4- марта катта.,
Бу айланалар марказлар чизигининг узунлигини топинг.

447. Сегментнинг периметри р  га тенг булиб, ёйи 120° га 
тенг. Сегментнинг юзини топинг.

4 4 8  +  гс)(г с +  га){га +  г ь) __ . „
ГьГс +  ГсСа  +  Га ГЬ

449. У г-£ьЦ. +  Л/Ч°гс  +  t / t v .  Ш
v Га г Г ь V Г с

450. ABC учбурчакнинг А  учидан утказилган медианасининг 
давоми ташци чизилган айланани щ  нуцтада кесади. Шу AAt 
кесманинг узунлигини топинЙе^

451. Тенг ёнли учбурчакка ички чизилган айлана радиуси 
г, тенг томонларидан бирига у^йнувчи "ташци-ички чизилган 
айлана радиуси г '. Тенг ёнли учбурчак асосини топйн§И|

452. Ушбу тенгликни исбот ц и ли н гИ

ъ Н Цк а — ■ гь +  Г с — Г а
к у п

453. Ушбу тенгликни исбот цилинг:
R Р2
2 г hbhc + hcha + hahb-JJi

454. ABC учбурчакнинг А  учидан ва АС томонининг уртаси 
О нуцтадан ВС томонга ёки унинг давомига уринувчи айла®  ̂
налар утказилган.. Учбурчакнинг томонлари:’ АС =  30, АВ =  26 
ва ВС = 28. Б у  айланаларнинг радиусларини топинг.

455. М арказлари Оъ Ог, Оа ва радиуслари Ru Яг ва Rs бул
ган уч айлана жуфт-жуфти бидан ташци уринади. 0х0г03 уч
бурчак юзи S  га тенг; унинг томои-лавж  улаонинг у р и - 
ниш нуцталарини туташтирувчи учбурчакнинг юзи Sa га тенг.

эканини исбот цилинг.
456. Исбот цилинг:
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457. Исбот дилинг:

U Ж 1'с
г “ И

458. NBM тенг томонли ва NAM тенг ёнли тугри бурчакли 
учбурчаклар умумий NM = b асОсга эга булиб, тенг ёнли уч
бурчак тугри бурчагининг А учи тенг томонли учбурчакнинг 
ВО баландлигида ётади. В нуктадан BN радиус билан NCM 
ёй ва А нуктадан AN радиус билан NDM ёй чизилган. Досил 
булган MCMD ойчанинг юзи топилсин.

459. Томонлари 2а булган мунтазам учбурчак учларидан 
радиуслари а булган учта айлана чизилган. Сунгра бу уч 
айланага уринувчи яна икки айлана чизилган. Уларнинг ра
диусларини топинг.

460. Мунтазам ABC учбурчак берилган; ВС га нисбатан А 
нуцтага симметрии М  нукта 'олиб, щу нуктадан ВС радиус 
билан айлана чизилган. Бу айланада ихтиёрий Р нукта 
олинса, бунда: РА2 =  РВ2 4* PC? булади. Шуни исбот килинг.

461. Йсбот килинг:

462. Томонлари 2а булган мунтазам ЛВС учбурчакка икки 
ёй чизилган. Улар А ва В нукталардан утиб, бири ВС ва СА 
томонларга уринади, иккинчиси Л ва В бурчакларнинг бис-; 
сектрисаларига А ва В нукталарда уринади. Бунда: 1) бу 
ёйларнинг jjap бйрида неча градус борлигини, 2 ) ёйларнинг 
радиусларини, 3) ёйлар орасида колган юзни аникланг.

Ушбу (463—465) мукоса^батлар исбот килинсин:

465. А&'-АО,ЩШШ
466. Берилган иккита ABC ва А'В'С' учбурчакда Z  В =  ZC-, 

Z  А = 3 Z В; Z В' = Z  С'; 2 Z  А =  ВС = А’В' т а. Бу 
учбурчакларга ташки чизилган айланалар радиусларининг тенг- 
лиги исбот килинсин ва бу радиуслар ^исоблансин.

467. ;тугри бурчакли учбурчакнинг юзи 6 га тенг. Катет- 
лардан бирига уринувчи ташки-ички чизилган айлана радиуси
3. га тенг. Учбурчак томонларини топинг.

468. а У х г — аа +  6 +  0 У х * ~  ^  ~  ~ |г  тенглама"
ни геометрик му^окама йули билан ечинг.

4Щ  Тен#;:- ёнли ABC, учбурчакда ВС =  6, АВ = АС =  10. 
Учбурчакка ички айлана чизилган. У учбурчакнинг асосига

hb hc ha 

iQb с '

Ш
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D нуктада, АВ томонига Е н ук тада  урйнади . Е ва D ту гр и  
чизик АС нинг давоми билан Н  н ук тада  кесиш ади . АН  к е см а 
нинг узунлигини топинг.

470. ABC учб ур чак  А бурчагининг ички биссектрисаси кар - 
ши томонни D н уктада  ва  таш ки айланани Е н ук тад а  кесади . 
AE:ED нисбатни ан и кяан г.

471. Катетлари 3 ва 4  б улган  тугр и  б урч акли  учбурчакн и н г 
катта катети га уринувчи , м аркази  ги п отен узада б ул ган  ва кар - 
шидаги утки р  б урч ак  учи дан  утувч и  айлана чизилган . А йла
нанинг радиусини топинг.

472. Гипотенузаси бир катети дан  и кки  м арта катта  б ул ган  
тугри  бурчакли учбурчакн и н г юзи S . У члари берилган  тугри  
бурчакли  уч б ур ч акка  таш ки-ички чизилган айланаларнинг 
марказларидан иборат б ул ган  учб ур чакн и н г юзини топинг.

473. У чбурчакка ички чизилган айлана марказининг уч б ур 
чак томонларидаги проекциялари Ра, Рь, Рс. РаРьРс уч б ур ч ак 
нинг юзини топинг.

474. Т угри  б ур ч акли  учб ур ч акн и н г юзи 6, таш ки чизилган 
айлананинг радиуси  2 ,5  б улса , катетларнинг урталаридан  утувч и  
в а  ги п отен узага  уринувчи  айлананинг радиусини топинг.

475. Т угри  бурчакли  т ен г  ёнли учбурчакн и н г утки р  б ур 
чаги  учи  оркали карш и даги  катетн инг даво м и га уринувчи  ва 
гипотенузанинг уртаси дан  утувч и  айлана чизилган. У чбурчак- 
ларнинг катетлари  а  га  тен г б улса , айлананинг юзини 5{исоблаш\

476. У ш буни исбот килинг:

1 . 1 . 1  . 1 а? + 6* 4-
Ш Ш И В В В — 5 Г ~ ~ м а■а Ь с  - . --j-j ,

477. ABC у ч б ур ч ак к а  таш ки чизилган айланага Л н уктада  
у ткази л ган  уринма ВС томоннинг давомини Т н уктада  к есад и . 
ВТ ва  АТ ни ани клан г.

478 . У ш бу муносабатни исбот килинг:

AQ2 -f- BQ* +  С й 2 =  be -\-ас +  ab Щ ШвШ т

479 . У ш буни исбот килинг: Л 2  В Й -С 2  =  4J?/'2.
480 . У чта концентрик айлананинг радиуслари  3, 2 у  3 ва 6. 

Кичик ай лан ага у ткази л ган  ихтиёрий уринма ур тад аги  айла,- 
нани В н ук тад а , таш ки  айланани С1 н уктада  к е с и б у т а д и , бун 
д а  В  ва С н укталар  уриниш н уктаси  А дан  турли  тараф да деб  
ф араз килинади. В ва С нукталарни О билан туташ тириш дан 
^осил  б ул ган  ВОС учб урчакн и н г бурчакларини ва ВС томо
нини топинг.

1 Иккинчи кесишув иуцталари царалмайди.
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481. Радиуси  R булган  айланага тенг ёнли тугри бурчакли 
ички уч б ур ч ак  чизилган. Учбурчакнинг тенг томонларига ва 
биринчи айланага уринувчи иккинчи айлана чизилган. Иккин- 
чи айлананинг радиусини топинг.

482. А'В диаметрли ярим айланага ички ABC тенг ёнли уч 
б урч ак  чизилган. А нуцта ВС ватарнинг Уртаси D билан т у -  
таш тирилиб, ярим айланани Е нуцтада кесгунча давом этти- 
рилган; Е нуцтадан ВС томонга (EF J_ ВС) перпендикуляр т у 
ширилган. CF — 3ЕЕ тенглик исбот цилинсин.

483. ABC учбурчакда Эйлер тугри  чизиги а томонга па
раллел. Берилган R радиус ва  а кесм а буйича ha ни топинг.

484. 483-ма'сала шартлари баж арилганда: be — 3R J/4P 2 — а ‘ 
булишини курсатинг.

485. Т угри бурчакли учбурчакнинг огирлик маркази ички 
чизилган айлана усти да ётади . Катетларининг нисбатини то- 
пингЩ

486. ABC мунтазам уч б ур ч акка  ташци чизилган айлананинг 
CD ватари k г а -т ен г  булиб, АВ томонни 3 :2  нисбатда булади . 
Айлананинг радиусини топинг.

487. Радиуси  9 га  тенг б улган  айланага ички тенг ёнли 
учб ур чак  чизилган, айлана м арказидан учб ур чак  томонлари
гача масофалар йигиндиси. 11,5 га  тенг. Айлана марказидан  
тенг томбнлардан биригача булган  масофани топинг.

488. ABC учб ур чак  4В  томонининг уртаси  М; цолган то
монлари а  ва Ь га  тенг. СМВ, СМА ва СВА_ учбурчакларга 
ташци чизилган айланаларнинг радиуслари  Ru R2 ва R булиб,.
е> jRi 4*бунда ■ ^ п Щ

т с медианани топинг.
489. У чбурчак ички бурчагининг биссектрисаси АА', бис- 

сектрисаларнинг кеси ш ган  нуцтаси Q '• 2 Л -QA' купайтмани ^и- 
собланг.

490. ABC уч б ур ч акда  ha — r a булса, шщвщШ! булади . М а
саланинг мумкинлик шартлари текширилсин.

491. Учбурчакнинг А учидан ^ам да АВ ва АС томонлар- 
нинг урталаридан  утиб , учинчи томонга Р нуцтада уринувчи 
айлана берилган. Б унда АР кесм а ВР ва СР кесмалар орасида 
урта пропорционал эканлиги исбот цилинсин.

492. П араллел булм аган  АВ ва CD кесмалар берилган. Ш ун- 
дай М  нуцталарнинг геометрик урни топилсинки, бунда МАВ 
ва MCD учб ур чак  юзларининг йигиндиси ёки айирмаси берил- 

,ган  мицдорга тен г  булсрн.
493. Т уртбурчак диагоналларининг урталарини туташ ти

рувчи  тугри  чизиц, туртб урчак  царама-царш и томонларининг 
кесиш ган нуцталарини туташ тирувчи кесманинг уртасидан у т а 
ди . Ш уни исбот цилинг.
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494. Д о и р ага  таш ки чизилган  т у р т б у р ч а к  ди агон алл ар и н и н г 
урталарини туташ ти р увч и  турри  чизиц ички  айлан ан и н г м а р ' 
Казидан утиш и исбот килинсин.

2. Айлана ва купбурчаклар
495. Р ади уси  1 г а  т ен г  б у л га н  ярим  д о и р ага  ички чизил- 

Ган трапециянинг перим етри  5 г а  т ен г . Унинг бир асоси ди а- 
м етрда ётади . Б у  трап ец и ян и н г томонларини ва  юзини з^исоб- 
л ан г .

496 . Бир б у р ч ак к а  ички  чизи лган  г р ади усл и  айлананинг 
уриниш  н укталари н и  туташ ти р увч и  ватар  а  г а  т е н г Д Б у  ва- 
т ар га  параллел  цилиб икКи ури н м а уткази ш д ан  тр ап ец и я ){осил 
б ул ад и . Унинг юзини топинг.

497 . Ромб узи нин г ди агон али  билан и кки та т ен г  томонли 
у ч б у р ч а к к а  аж р ал а д и , р ом бга ички чизилган  айлананинг р а 
д и уси  бирга т ен г . Ромбнинг томонини а н и к л а н гИ

498 . Ромбнинг ди аго н аллар и  6 ва 8 га  тен г, /Унга ички чи
зи лган  доиранинг юзини топ и н гЩ

499 . Т омонлари 4  г а  т ен г  б ул ган  ABCD к в ад р ат  б ер и л ган ! 
У  нинг AD томонидан АК  == 1 б ул ган  К  н ук та  Ожиниб, С в^ 
К  н ук тал ар  туташ ти р и лган . С ун гр а  С/< ке^ м ага  В н уктадан  
В Т  п ер п ен ди кул яр  туш и ри лган . ВТ нинг узун ли ги н и  ва ВТКА 
т у р т б у р ч а к к а  таш ки  чизи лган  айлананинг радиусини топинг.

500 . К вадратн и н г бир уч и дан  к в ад р ат  томонининг ярми- 
Га тен г р ад и ус  билан айлана чизилган , Цушни уч дан  ай лан ага 
уринм а утк а зи л га н . Б у  ури н м а квадр атн и н г юзини кандай  нис
б атда  б ул ад и ?

501. Т ен г ёнли трап ец и ян и н г п ар аллел  б улм аган  томонлари 
Щ асослари  1 ва  7 г а  т е н г . Ш у тр ап ец и яга  таш ки  чизилган 
дои ранинг юзини топинг.

502 . П араллел  томонлари 8 в а  2 булганШ й м м етри Щ  т р ап е 
ц и яга  ички айлана чизилган . Унинг радиусини топинг.

503 . Р ади уси  г  . б ул ган  ярим до и рага  ички к в а д р а т , чизил
ган . К вадратн и н г юзини топинг.

504 . Р ади усл ар и  г б ул ган  и кки  тен г  айлана бнр-бирини к е 
сад и . У ларнинг м ар казлар и  ораси даги  масофа г  г а  тен г. И ккала  
айлан ан и н г ум ум и й  ц и с м и г а  к вад р ат  ясал ган . ^ н и н г  томонини 
топинг.

505 . А сослари  6 ва 21 ^ ам д а  бир ён томони 14 б ул ган  тр а 
п ец и яга  ички ай лан а чизи лган . Ш у айлананинг радиусини то 
пинг

506 . Р ад и уси  /••булган ярим до и рага  ички ACDB туртбур,- 
ч а к  ч и зи лган . Б ун да  АВ =  2г, А С — г, Йй =  Ш  йиМ'гШ ! 
й ун ал и ш д аги  проекциясини топинг.

507 . У зун л и ги  2 а  г а  тен г  б ул ган  кесм а  тен г.и кки га  були нган . 
У н и н г бир б у л а г и г а  к в ад р ат , иккинчи б ул аги га  тенг томонли
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у ч б у р ч а к  чизилган . К вадратнинг ва учб урчакн и н г тугри чизик 
таш кар и си да  ётган  учларини туташ тириб, беш бурчакли  шакл 
>{0сил килинган . Б еш бур ч ак  томонларини, диагоналларини, бур- 
ч акларин и  ва юзини }(амда уч б ур ч акка  таш ки чизилган айла
на билан к вад р ат  томонида аж р ати лган  ватар узунлигини то 
пинг.

508 . Квадрачанинг и кки  к'ушни томонида таш ки ярим ай л а
на чизи лган . Ярим айланаларга у з  диам етрига параллел килиб 
У ринмалар утк а зи л га н . К вадрат томони 2а га  тенг булса, шу 
и кки  ярим ай лан ага  ва ури н м алар га  уринувчи  айлананинг ра- 
диусини  топинг.

509 . Томонлари 13, 14 ва 15 б улган  учбурчакн и н г огирлик 
м ар кази дан  икки  кичик томонига перпендикуляр  туш ирилган, 
б у н д а  тур тб ур ч ак  хосил б улган . Унинг: 1) томонларини, 2 )д и а - 
гоналларини , 3) ун га  таш ки чизилган айлананинг радиусини 
в а  4) туртб урчакн и н г юзини тогйшг.

 ̂ 5.10. Р ади уси  Ц-га тен г б ул ган  дои рага юзи 20 б улган  сим- 
метри к таш ки  тр апеция ясал ган . Т рапециянинг томонларини 

р Щ щ г .
WffiilW, Ярим дои рага  ички чизилган туртбурчакни нг томон-

л&ридан бири ди ам етр га , колганлари  эс-а к етм а -кет  2 j/ 5 , 2 V  5 
в а ?6 г а  ~Ф‘енг. Д оиранинг радиусини топинг.

Ц581^| Р а д и у о щ ^ З  б ул ган  дои р ага  м ун тазам  ички учб ур чак  
чизилган. И кки томонни тортиб тур увч и  ёйларнинг урталарини 
туташ ти рувчи  кесм а уткази л ган . Б у  кесманинг узунлигини ва бу 
кесм адан  уч б ур ч ак  томонлари билан аж р алган  кесм алар  у з у н -  
ликларини Я|И т||||

51ЗС-Квадратнинг кёМ в^квт" икки  учи дан  айлана у тк ази л 
ган . Учинчи учи дан  б у  ай лан ага у ткази л ган  уринманинг у з у н 
лиги квадр ат  'йомонинин.р икки  ^исс'йсига тен г. К вадратнинг 
юзи 10. Айлананинг радиусини топинг.

514. Р ади уси  1 га  тен г булг.ан дои рада иккита ёйга тегиш 
ли а ва & ватарлар  бериЛгаЩ  Б у ёйлар айирмасига тенг б ул 
ган  ёйга тегиш ли ватарни топинг.

= 5 J5 . Бирлик радиусли  а'йланада а  в'а Ъ ватарлар  берилган. 
Ш у ватарлар га  тегиш ли ёйлар йигиндисига тенг ёйни тортиб 
т у р у  в ч и*%атар ни н£::; ^  то п и н г  И р В ***  * *!0ЁЙ|558|Я

516. Р ади уси  1 га  тен г б улган  дои рада 210° ли ёйга тегишли 
ватарни. тдаи н г.

; 517^  Р ади услари  г  га  тен г б у л г а н ' иккита тенг айлананинг 
м ар казлари  орасидаги  масофа d г а  тен г. Хар бир айлананинг 
м ар кази дан  иккинчи ай лан ага уткази л ган  уринмалар кесиши- 
ш идан яооил б ул ган  ромбнинг,томонини ва юзини топинг.

518. А йлан ага ички чизилган ABCD туртбурчакнинг АВ ва 
CD томонлари узар о  Е н уктада  кесиш гунча давом  эттирилган. 
А гар  тур тб ур ч ак  томонлари АВ =  а, ВС — b, CD=c ва AD= d
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(й? > 6) булса, *осил булган ADE учбурчак томонларини то-
пииг. I

519. Радиуси R га  тенг б улган  ярим айланага ACDB ички 
туртбурчак чизилган. Унинг АВ томони айлана диаметридир, 
АС И  BD =  2R. Т уртбурчакнинг диагоналлари О нуцтада кеси 
шади. Бунда АО =  а; ОВ =  | булса, тур тб урч ак  томонларини 
ва АОВ учбурчакнинг юзини топинг. ^

520. Ички чизилган туртбурчакнинг турт томони (а , Ь, с 
ва d) буйича тур тб ур ч ак  юзини топинг.

521. Ички туртбурчак  юзини унинг Ц  Ц с в а  d  томонлари 
ва щ  п диагоналларидан бири хам да  ташци чизилган айлана
нинг радиуси R орцали ифодаланг. Б у ифодалардан фойдала
ниб ички чизилган туртбурчакнинг диагоналлари нисбатини 
топинг (царама-карш и томонлари а, с ва Ц d).

522. Томонлари а, Ь, с ва d булган  тур тб ур ч акка  таш ки 
ва ички айланалар чизиш мумкин. Унинг юзини топинг.

523. Ички чизилган тур тб ур ч ак  томонлари а, Ь, с ва  d 
буйича унинг диагоналларини топинг.

524. Ёйи 120°_ли сегм ентга ички квадр ат чизилган. Доира- 
нинг радиуси 1^19 Ц  2. Квадратнинг томонини аницланг.

525. Ярим дойра АВ тугри  чизиц билан кесилган  ва тугри  
чизицца MN диаметр учларидан М К =  р, МР =  q перпендику- 
лярлар туш ирилган. КА ва АР кесм аларда ясалган  тугри тур т 
бурч ак  юзини топинг.

526. Ради уси  R булган  айлананинг диаметрида тенг томон- 
ли учб ур чак  ясал ган . У чбурчакнинг айлана таш царисидаги 
учи радиуснинг уртаси (учбурчакнинг асосида) билан туташ - 
тирилган ва ^осил булган  тугри  чизиц айлана билан кесиш - 
гунча давом  эттирилган. Кесишиш нуктаси билан диаметрнинг 
якин турган  учини туташ тирувчи  ватарнинг узунлигини топинг.

527. Айлана квадратнинг икки кУшни томонига уринади ва 
учинчи томонини узунликлари  8 ва 17 булган  кесм аларга аж - 
ратади . Б у айлананинг радиусини топинг.

528. А йланага ички чизилган тенг томонли учбурчакнинг 
бир томони билан айланадан аж ратилган  кичик сегм ен тга  ич
ки м унтазам  уч б ур чак  чизилган. Бунинг бир томони сегмент 
ватари га перпендикуляр. А гар айлананинг радиуси | булса, 
м ун тазам  уч б ур ч ак  томонларини аникланг.

529. Р ади уси  R булган  АОВ квадрантда АВ ватардан k ма- 
софада АВ га  параллел кесувчи  уткази лган . Б у кесувчи  АО 
ва  ОВ р адиуслар  давомини С ва D нуцталарда ва квадрант ёйини 
Е в а  F нуцталарда кесади . Олинган Е (С га яцин турган ) н у к 
тадан  CD га  уткази лган  перпендикуляр АО ни G нуктада к е 
сади . DG нинг узунлигини топинг.

530. Р ади уси  г б улган  айланага тенг ёнли таш ки трапеция 
чизилган, унинг кичик асоси 2а. Трапециянинг диагоналларини 
топинг.
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531. Р адиуси  г булган айланага мос томонлари узаро пер
п ен ди куляр  булган  иккита тенг турри туртбурчак ясалган. 
•Уларнинг тенг булм аган  томонларининг нисбати 2 га  тенг бул
с а , и ккала турри туртбурчак умумий кисмининг юзини топинг.

532. Симметрик трапециянинг баландлиги Л; унинг BD диаго
нали ВС томонига перпендикуляр. AD ва ВС томоиларни диа
метр килиб чизилган айланалар бир-бирига ташки уринади. 
АВ ва CD асосларни аникланг.

533. Радиуси R га  тенг булган айланага ички мунтазам 
сакки з  бурчакли ю лдуз чизилган. Унинг юзини топинг.

534. Квадратнинг турт томонини диаметр килиб, ички то
монга ярим айланалар чизилган, бундан турт япрокли шакл 
з{Осил булган . Квадратнинг томони 2а  булса, бу шаклнинг 
юзини топинг.

535—536. Радиуслари  R ва  г булган  икки айланага умумий 
таш ки уринмалар уткази лган . Бу уринмалар ва уриниш нукталар- 
ни туташ тирувчи ватарлардан ^осил булган  трапециянинг юзи-

537. Р адиуси  5 га  тенг булган  айланада АВ — 9 ватар у т к а 
зилган. АВ д а  В К  =  7-g- га  тен г масоф ада К  нукта олинган.
К  нуктадан  АВ кесм ага  перпендикуляр  CD ватар чизилган. 
С ун гра А нукта билан С,С билан В, В билан D ва D билан А 
нукталар  турри чизиклар билан туташ тирилган:

1) хосил булган  ACBD туртбурчакнинг юзини;
2) шу туртб урчак  томонларининг уртасидан утган  доира

нинг юзини топинг.
538. Радиуси R б улган  айлананинг ОА радиусида шундай

В нукта олинганки, бунда ОВ =  -~2—; В нуктадан ОА радиус-
га перпендикуляр DC ватар утказилган . Сунгра D н уктад а  
айланага DE уринма уткази лган , бу уринма ОА радиуснинг 
давоми билан Е н уктада  кесиш ади ва  BE турри чизикни диа
метр килиб I  марказли  айлана чизилган, у  биринчи айлана би
лан F ва G н укталарда кесиш ади: I) иккала айлана умумий 
ватарининг узунлигини; 2) IFOG туртбурчак юзининг BDE уч 
бурч ак  ю зига нисбатини топиш талаб этилади.

539. R радиусли айланага ички ABCD туртбурчак чизилган. 
Б унда w A B  =  60°, w  ВС =  90°, w  CD =  120°:

1) туртбурч ак  томонларини топиш; 2) унинг диагоналлари 
узаро  перпендикуляр эканлигини исбот килиш; 3) диагона л 
кесмаларини ва уларнинг узларини ^исоблаш; 4) туртбурчак- 
нинг юзини тощйр талаб '$ э д д а д и ш И В | Н Н Н Н Н И | Н Н |

540. Радиуси R га  тен г булган  О марказли айлананинг А 
нуктаси да айланага уринма утказилган . Бу уринмада АР кес- 
ма кУйилган, Р нукта О марказ билан туташтирилиб, ОР турри 
чизик айланани D н уктада кесгунча давом эттирилган. Шу D
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н уктад а  айланага иккинчи уринм а у ткази л ган  ва  у , § 1  урин
ма давомини Е н уктада  к есгун ч а  давом  эттирилган . ОРА у ч 
бурчак юзи ODEA т ур тб ур ч ак  ю зига тен г булиш  ш артидан 
АР кесманинг узунлигини топинг.

541. R радиусли  ай лан ага таш ки  ABCD т ур тб ур ч ак  чизил
ган , унинг АС диагонали О м ар каздан  утади , АО =  2 ^ , Z  А +  
+  Z С — 180°:

1) В ва D б урч акларн и ; 2) I  н ук та  АВ томоннинг уриниш 
н уктаси  б ул ган  э^олда, А01 уч б ур ч ак  юзини; 3) туртб урч ак  
юзини; 4) т ур тб ур ч акка  таш ки  чизилган  айлананинг радиусини 
топиш талаб  килинади.

542. Р ади уси  г г а  тен г б ул ган  ай лан ага таш ки тур тб ур ч ак  
чизилган. Унинг томонлари тартиб билан а, Ь, с ва с1 га  тенг. 
И чки чизилган айлананинг уриниш  нукталари  тур тб ур ч ак  то- 
монларида эрсил ки лган  кесм аларни  топинг.

543. Бир айлана тугри  б урчакли  трапециянинг "'йараЛле® 
булм аган  АА' ва  ВВ' томонларига з^амда А'В' катта  асосига 
уринади . И ккинчи айлана трапециянинг параллел булм аган  
томонларига ва АВ кичик асоси га уринади . Ш у айланаларга 
ум ум и й  ички уринма трапециянинг асосларига параллел- б у 
либ, трапециянинг асослари а, b б улса : 1 ) трапециянинг ко л 
ган  икки томонини; 2) айланалар радиусларини; 3) асосларга 
п араллел  ички ум ум и й  уринманинг томонлар орасида колган 
кесмасини; 4) асо слар га  п араллел  булм аган  ички умумий 
уринманинг томонлар орасида колган  кесмасини; 5) трапеция
нинг асосига п ер п ен ди куляр  б улган  томонларнинг кейинги 
уринма билан булинган  кесм аларини ; .6) А ва А! нукталардан  
утиб , ВВ' томонва уринувчи  айлананинг радиусини топинг.

544. И чки чизилган ABCD тур тб ур ч акд а  АВ =  g  AD, ВС =

— -я CD, б ун да АВ =  а  ва АС =  Ь м аъ л ум . ВС ни ^исобланг.

Кандай }{олда АВ, т ур тб ур ч акка  таш ки чизилган айлананинг 
р ади уси га  тен г б ул ад и ?

545. Т угри  бурчакли  трапециянинг баланддиги 2й. Унинг 
асосига огма томонини диам етр  килиб айлана чизилганда айла
на кар ам а-карш и  томонга урийади . Томонлари ffly трапеция 
асосларидан иборат б улган  тугр и  туртбурч акн и н г Юзини то 
пинг.

546 . Квадратнинг ^ар бир учидан  унинг томонига тен г бул
ган  I  р ади ус  билан ички со^ага  туртдан  бир айланага тенг 
ёй лар  чизилган. Б у ёйлар кесиш иб, эгри чизикли тур тб урч ак  
ш акл  ясай ди . Б у  ш аклнинг юзини топинг.

547 . Трапециянинг диагоналларини диаметр килиб айланалар 
чизи лган . Т рапециянинг диагоналлари 2 а ва 2 Щ булиб, асос- 
ларининг ай и р м аси 2  6. Б у айланалар ум ум ий  ватарининг у з у н 
лигини топинг.
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548. Р ади уси  г  га тенг булган  айлана А, В ва С нуцталар 
билан тен г уч  б ул акка  булинган. ОА, ОВ ва ОС ра'диуслар 
йуналиш лари айланага ички чизилган квадрат томоиига тенг 
б улган  АОъ ОВг ва ОС| кесмалар цуйилган. учбурчак 
юзининг ички чизилган мунтазам  олтибурчак юзига нисбати 
топилсин.

549. Ради уси  R булган  айланада 45° ли ёйга тегишли АВ 
ватар  АР диаметрнинг уртаси О нуцтадан унга чицарилган 
перпендикуляр  билан К  нуцтада кесиш гунча давом  эттирилган. 
В нуцтадан АР ва ВС перпендикуляр туш ирилган. ОСВК тра
пециянинг юзини топинг.

550. Радиуси У  6 булган  айланага ички чизилган мунтазам 
олтибурчакнинг АВ томони ва ташци чизилган мунтазам олти- 
бурчакнинг АВ га  параллел булган  А'В' томони давом этти- 
рилса, айлананинг марказидан АВ га  цушни томонга туш ирил
ган  лерп ен ди куляр  давоми билан С ва С' нуцталарда кеси 
ш ади. А в а  А' нуцталар тугри  чизиц билан туташ тирилган. 
АА'СС' трапециянинг юзи топилсин.

551. DF—айлананинг ватари булиб, у  мунтазам ички уч б ур 
чакнинг томонига тенг; айлананинг DC диаметри 2 У 3; АВ 
уринма DF га  параллёл (АВ ва  DF м арказдан  бир тарафда 
ётади )Я Л  — уринманинг DC диаметр, давоми билан кесиш ган 
нуцтаси; В уринманинг FC тугри  чизицнинг давоми билан к е 
сиш ган нуцтаси. ADFB трапециянинг юзи топилсин.

552. А гар  тенг ёнли трапецияга ички айлана чизиш мумкин 
булса, трапециянинг баландлиги асосларнинг Урта геометрик 
цийматига, ён томони эса. асосларнинг Урта арифметик цийма- 
тига тенг булади . Ш уни курсатинг.

5 5 3 .-Кандай шарт баж арилганда бурчакларининг учлари,. 
симметрик трапеция томонларининг' урталарида булган  тур т 
бурчак квадрат булади?

554. Ички чизилган ABCD туртб урчакда АВ — а, ВС — Ь, 
CD =  с. В ва D нуцталар тугр и  чизиц билан туташ тирилган; 
>{осил булган  BCD учбурчакни  у з  урнидан олиб, ташци томон- 
дан ВС ни ВА усти га ш ундай цуйилганки, В нуцта у з  жойида. 
цолган, С нуцта эса ВА даги  Е нуцтага келиб туш ган  (ВС<ВА). 
Бунда D нуцта F  вазиятни олади. BF тугри  чизиц AD нинг- 
давоми билан G нуцтада кесиш гунча давом  эттирилган. AG 
ЩШШШ BD лкесмани ва ^  нисбатни топинг.

555. М арказий бурчаги  60° ва радиуси У  2 +  yW булган сек- 
торга ички чизилган квадратнинг томони топилсин.

556. Радиуси 5 га  тенг булган  секторнинг марказий бурчаги 
90° га  тен г. У нга ички тугри  туртб урч ак  чизилган, унинг то- 
монларидан бири иккинчисидан 6 марта катта. Шу тугри турт
бурчак томонларини топинг.

127



557. Томонлари а булган  ABCD квадр ат  берилган , унинг 
диагоналлари О н у к т ад а  кесиш ади . АОВ, ВОС, COD, DOA, ABC, 
BCD, CDA ва DAB учбурчаклар га  ички чизилган айланалар- 
нинг марказлари бирор сакки збурчакнин г учларини аниклайди. 
Унинг юзини топинг.

558. Радиуси R булган  ярим айлана АВ ди ам етрга  чизил
ган булиб, айланага ички чизилган квадр ат  томонига тен г б ул 
ган АС ватар ва ички мунтазам  уч б ур ч ак  томонига тен г булган 
AD ватар утказилган . CD ватарнинг узун ли ги  ва  ACD ш акл- 
нинг юзи топилсин.

559. Радиуси R б улган  айланага ички ABCD к вадр ат  чизил
ган. D дан айланага уткази лган  уринма АВ нинг давоми билан 
Е нуктада кесиш ади. Е  нуктани- С билан туташ ти рувчи  ЕС 
тугр и  чизик. ШШ ни М  н уктада  кесиб утади . Д о си л  булган 
АВМС ш аклнинг юзи топилсин.

560. ABCD квадр атга  радиуси 2 г а  тен г б улган  ички айла
на чизилган. Бу айланага ихтиёрий уринма уткази л ган да , у  ВС 
томонни Р н уктада , DC томонни Q н уктада  кесади . ^осил 
булган  APQ учбурчакнинг юзи у згар м ас  микдор эканлигини 
исбот килинг.

V. МУНТАЗАМ К^ПБУРЧАКЛАР

Куйидаги 561 — 566-м асалаларда радиуси г булган  доирага 
ички чизилган м унтазам  купбурчакларнинг юзларини топиш 
талаб килинади:

561. У чбурчакнинг.
562. Квадратнинг.
563. Беш бурчакнинг.
564. О лтибурчакнинг.
565. Саккизбурчакнинг.
566. Унбурчакнинг.
Куйидаги 567 — 572-м аеалаларда радиуси г  б улган  доирага 

таш ки  чизилган мунтазам  куп бурчаклар  юзларини топиш та- 
-лаб килинади:

567. Учбурчакнинг.
568. Квадратнинг.
569. Беш бурчакнинг.
570. Олтибурчакнинг.
571. Саккизбурчакнинг.
572. Унбурчакнинг.
Куйидаги 573 — 578-м асалаларда радиуси г булган  дои

рага ички чизилган мунтазам купбурчакнинг томони а  буйича 
купбурчак юзини топиш талаб килинади:

573. Учбурчакнинг.
574. Беш бурчакнинг.
575. О лтибурчакнинг,
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576. Саккизбурчакнинг.
577. Унбурчакнинг.
578. Униккибурчакнинг.
Куйидаги 579 — 582-масалаларда мунтазам купбурчакнинг 

берилган юзи S  буйича унинг томонкни топинг.
579. Учбурчакнинг.
580. Олтибурчакнинг.
581. Саккизбурчакнинг.
582. Униккибурчакнинг.
Куйидаги 583 — 585-масалаларда купбурчакнинг берилган 

юзи 5  буйича ташки чизилган айлананинг радиусини топинг:
583. Бешбурчакнинг.
584. Саккизбурчакнинг.
585. Унбурчакнинг.
586. Агар мунтазам купбурчакнинг учлари кетма-кет А, 

В, С ва D ларда булса, унда АС2 — АВ2 = AB-AD булади. Шу
ни исбот килинг.

587. Икки мунтазам купбурчакнинг томонлари тенг булиб, 
биринчисининг ички бурчаклари иккинчисиникидан 2 марта 
катта. Бу купбурчаклар юзларининг нисбати топилсин.

588. Томонлари п ва 2п булган мунтазам ички купбурчак
нинг юзлари S  ва S± маълум булган *олда, томонлари 4п бул
ган мунтазам ички купбурчакнинг юзи S 2 ни топинг.

589. М унтазам купбурчакда иккитадан кУшни томонларни 
торт^б турувчи диагоналлар утказилган, улар узаро кесишиб, 
'томонлар сони берилган купбурчакникича булган янги мун
тазам купбурчак хосил килади. Досил булган мунтазам куп
бурчакнинг юзини топинг.

590. Мунтазам саккизбурчакнинг иккита параллел томони 
ва уларнинг учларини туташтирувчи икки диагоналдан цосил 
булган шаклнинг юзини топинг. Саккизбурчакнинг томони

■ У Щ Ш . .
591MABCD йвадрат томонларининг урталари Ои 0 2) Оа, Ot 

(02 — АВ нинг уртаси, Ог — ВС нинг уртасй ва ш у каби), АОг, 
BOs, COi, D01 тугри чизиклар узаро_кесишиб, туртбурчак *о- 
сйл килади. Квадратнинг томони / 5 . >£осил булган туртбур
чакнинг турини ва юзини аникланг.

592 .'Радиуси г булган доирага ички чизилган мунтазам 15 
бурчак томонининг узунлигини топинг.

593. Квадратнинг ташкарисига, квадрат'томонларини асос 
Килиб, мунтазам учбурчаклар чизилган. Сунгра уларнинг таш- 
Ки учлари туташтирилган. Квадратнинг томони а га тенг бул
са, зсосил булган шаклга тенгдош булган мунтазам 12 бурчак
нинг томонини топинг.
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594. М ун тазам  6 б урчакн и н г учларини биттадан оралатиб ту- 
таш тириш  н ати ж аси да ^осил б ул ган  тугр и  чизиц кесмалари бир- 
бири билан кесиш иб иккинчи м ун тазам  6 бурч ак  з{0сил килади.

А гар  унин г юзи б ул са , биринчи м унтазам  6 бурчакка
таш ци чизилган  доиранинг юзини топинг.

595. Юзи 8 б ул ган  ABCD п араллело грам м  ичида ихтиёрий
О н укта  олиниб, б у  н укта  параллелограм м  учлари билан туташ 
тирилган . Юзи ^осил б ул ган  АОВ ва  COD учб ур чаклар  юзла
рининг йи нш дисига тенгдош  б ул ган  м унтазам  саккизбурчак- 
нинг томонини топинг.

596. Томонлари а  б ул ган  м ун тазам  олтибурчак юзи, бир учи
дан  чицкан тугр и  чизиц билан 2 :3  нисбатда булинган . Булувчи 
чизицнинг узун ли ги н и  топинг.

597. Томонлари а  б ул ган  м ун тазам  6 бурчакнинг ичига 5 
б ур ч акли  ш акл  ясал ган . Унинг бир учидан  боища ){амма уч 
лари  о лти бур ч ак  томонларининг урталари да ётади , бир учи 
эса и ккал а  ш акл  у ч у н  ум ум и й . Беш бурчакнинг томонларини 
ва юзини топинг.

598 . Томонлари а  ва | Ц  Ь) б улган  иккита тенг тугри 
т у р т б у р ч а к  бир-бирининг усти га  концентрик ^олда шундай 
К уйилганки , уларн и н г тен г томонлари узаро  перпендикуляр 
були б , кр ест  ш акли ^осил б улган . Б у  крестнинг кУшни учла
рини туташ ти ри ш дан  8 бурч акли  ш акл ^осил булган . Унинг 
юзини топинг. К андай ш артда б у 8 б урчак мунтазам- булади?

599. Томони а  б ул ган  м унтазам  олтибурчак, бир томонига 
п ер п ен ди куляр  йунали ш да олтибурчак апофемасининг узун 
лиги к ад а р  масоф ага п араллел  кучирилган . М унтазам  олти- 
бурч акн и н г и ккал а  хо лати даги  ум ум и й  кисмининг юзини топинг.

600 . М ун тазам  олтибурчакнинг ?{амма томонлари бир хил 
айланиш  йун али ш лари да, томонларидан уч  з?исса узун  булган 
м икдорга давом  эттирилган . С ун гги  нукталар  кесмалар билан 
туташ ти ри лган . Досил б ул ган  ш акл юзининг берилган олти
б ур ч ак  ю зига нисбатини топинг.

601. М ун тазам  7 бурчакнинг учлари  тартиб билан А, В, С,
ва D б улган  ко л да  =  j g  +  j q  булиш и исбот цилинсин.

602. Р ади уси  г б улган  айлана тен г 10 б ул акка  булиниб, 
булиниш н укталари дан  биринчи н укта  туртинчи -билан, тур- 
тинчи н укта  еттинчи билан, еттинчи н укта  унинчи билан, унинчи 
н укта учинчи билан ва ^оказо  туташ тирилса, унта каварик, 
унта ботик б ур ч акка э га  булган  йигирма бурчакли  ш акл ^осил 
булади . Ш у ш аклнинг юзини топинг.



У Ч И Н Ч И  К И С М  

ЖАВОБЛАР, КУРСАТМА ВА ЕЧИМЛАР

1. УЧБУРЧАКЛАР

1РЕ чиш  (72-шакл). Биттадан уткир бурчаги тенг булган 
тугри бурчакли ВОК ва МОА учбурчакларнинг ухшашлигидан: 

Щ  1) ВО ё ки АО-ОВ —
|= ОК-МО, яъни АО2 =  ОК-ОМ, бун
дан АО =  У аЬ  в аЛ В = 2  У аЬ .

2) ВОК учбурчакданжВ

в к ~  У  в о * + о к *  г= СВ 1 1  i
=  У  а  (а 4- Ь).

3) М К  ̂ М О ^ О К  = а.
4) Д ОВК Ш Ш Ш  булганидан

Л Я  11 ок Ш 
Жм = W  б у н д а » *

-г>и  ̂ОК-КМ Н Н Н  Г  а. Щ 

. 5) ВС '--В К +  KC*~Va (а  +  Ь) + (Ь -  а ) У  ̂ г ь =
26 

а + ЬУ  а ( а  +  Ь).

6) 'АС =  /АВ2 -  ВС2 = У АаЬ— а ( а  +  Ь) = 2 а ] / -

у Щ Ш = ™ у т ь .V а + ь . aifcbr

ь 
+ *•

Ш - 4 в С . Л с ' * ; ^

* 12‘ .
3. Е ч и ш.  73-шаклда курсатилган CD ни топиш керак.
1) CD—учбурчак С бурчагининг биссектрисаси булганидан:

В ^ Я  (AD =  kb; BD =>ka).BD
8* m



2) DF JL AC, б ун дан :
B C ’AD d'kb

D F
A A D F v  Д Л В С ; J g .

DF =
kab kab

BC 
: AB’ 

ab
. AB AD + D B  ka + Ц  k(a +  b) | -(- 6 

(пропорция буй и ча AD — kb-, BD =  ka).
3) D £ =  • FDEC к в ад р ат  булган и дан  DE =  DF = ^

4) П иф агор тео р ем аси  буйича Д О С Я  дан  DC =  |/*2^- 

-Г Г ъ У 2 бУладиГ I

Д Ч- ft* 
ab
+ b

4 . К урсатм а. У ч б ур ч ак  ясаб , уни параллелограммгача тулЯ  
ди рам и з.

5 . Е ч и ш  (74 -ш акл ). 1) DK J_AC  у т к а зс ак , ухш аш  CKD ва 
CEF т у гр и  б ур ч акл и  у ч б у р ч ак л ар  досил булади .

ШШШ
1  D K EF
Б ун д ан : ш  =  Ж'’ n w  EF Н |  _  Е ВDK — DC.-,fc  — 5 - 25 8.25

2) D K — Урта чизи^. (АК = КСщ' КС-— У  CD2 DK?—
=  y lzB - 1■9 =  4 ; АТС =  4 , ЛС =  | Щ =  8;

3) Д  ABC сл Д  ADK, бундан  щ  =  в с  =  D^"AK =

=  3 - 4  =  6 ;

4)
6 . И с б о т .

1 -ЛС-ВС =  у -  8-6 24.

S  — п яАд — -г bh„ — о

132



Бу тенгликларни купайтирсак, 5а = -5- abchahbhc, бундан

5  Щ / ab ch akbhc ^осил булади.
P p .  Ечи ш (75-шакл). 1) Учбурчак медианаларининг кесиш
ган нуктаси О булсин; медиана учбурчакнинг юзини тенг ик- 
кига булганидан: Д АВА' юзи =
== Д  АСА' юзи ва Д BGA' юзи =
= ДСОД'ак юзи, бундан ДЛОС 
юзи = Д С 65 юзи /\AGB юзи;

2) АА' медиана GA’ цадар Л" 
нуктагача узайтирилиб, А" нукта 
С билан туташтирилса, Д  А'А"С=
Щ Д  А'ОВ ва Д  BGC = Д GCA'
{булади; ;

гПаг*
Герой формуласига кура: 

бу ерда:

C-.G Ч- A"G A'.G 2 тпа + -4- Шс ж Л/Г.

М  =  ma + mb + mc

Бундан:

НИ И Щ м Щ т ^ т ^ М ^ т ^ Ш  -  т е)  I
= ,± V M (M  -  т а) (М  -  т ь) (Ж -  тс).

4) SMC =  Ш л -со  Щ ^У М  (М  -  т а) (М -  т ь){М -  т с).
8. Ечиш (.76-ша'йл). Учбурчакнинг юзини аниклашдаги

Y aha — y  btib — ~2 °b-c формуладан фойдаланамиз, бундан ака=>

— bhb =  ch c булиб, Ъ = с  =  ^  олинади. Бизда ярим пе-пи Пп
риметр, р  ■■ ™яя™  ИН— Е М а й Н  1 ,aha . aha . aha\

i i| -+ 1 7 J “ т ' л ;  +  *7 +
- f  + * • + * • ' ) .  
бундаги АГ1 +  КьХ +  А~' = 2Н деб олинса, Р — 0^"' +  ЛГ*+ 

*+. А71) ифодани р  =  ~ -2 Н  = ahaH деб ёзамиз, p  — ahaH. 

р  — о киймати: р  — а  = ahaH — а  ~ ahaH — = aha(H—h a l),
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шу хилда яна р — b = aha(H ~  hb *); р — с =  aha (H — hTx) б», 
лади. Булар Герои формуласига к^й и лса^ <̂ ^ ^ 9 Щ В Н Н |

S  =  V  ahaH ■ aha (Н — hgl) ■ aha(H — hr') • aha(H — h j l) =
=  a 4 l  VH (H -  ha1) ■ ( Я  -  Aft-1 ) . ( H - h 7 l).

Натижада aAa =  25 булганидан Ц =

=  1/ Я ( Я - А Г 1) ( Я - А Г 1) ( Я - Л 7 1)-
9. 13 ва 14.
10. 77-шаклдаги АОК учбурчак юзини, ЕЕ, С1( ва В/< Кес-

Е ч и ш:
3) ВС =  У АВ2 +  АС2 =  1/9 +  16 =  5; Вс М бШ
2) Д  ABC сл Д  FAC, бундан:

. л \ 9 £ - А С т r F _  АО Щ 16. Н «
'  АС ВС’ ~ВС ~ ~Ъ’ С Ц Т ’

AF _ А В  л с  _  АВ-АС 12 И Н Щ Н  
л с  ~  в с ’ л г  V л/" —шШ.

3) Д  ЛВС сл Д  ОЛАТ, бундан:
К  СУС АС п ь ,  АО-АС 8 К Ш Ш В ш  

 ̂ АО ~  АВ’ 0/C =  Ш
а/с вс Л|Г АО-вс н Н Н И Ш !

б> АО ^  АВ’ ^  В  « М
4) Д  О ЕС сл Д  ЛВС, бундан:
„ч СЯ _  СВ ^с . _  ОС СВ 5 I—  5 
а '  СО . АС’ АС Ш -2 ’

ВО АВ- в п  АВ-СО - 1 ж  Р Ш К п
6) СО ~  Лс= £ 0  =
5) = сг -  ся = ̂  1 = У ш 1

_  АО-ОК 1  I  . ' Ш* Ш
« д о * — 2 3 °жмс S W i

7) СД- =  Л/С (кесма уртасидан чицарилган йерпендикуляр- 
д а ги  нуктани кесманинг икки учи билан туташ тирувчи of-

. r i s  Юмалар ), д ем ак , о д  =
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8) hF  =  AK — AF — 3

9) BF =  С В — f f l  =  5

10 12 

¥ =  !• .  BF- l

— • KF=15' WS 15’

10) B K - V K P + В Г - У

11. 21 11*
КУрсатма. 62<  52 +  42 булганидан учбурчак  уткир бурчак- 

лидир. У чбурчак кичик бурчагининг учидан щ Я щ  томонига 
перпендикуляр туш ириб, уш а 
томонда э^осил булган  кесм а- 
ларни излаймиз.

12. BNDP юзи =  -g ABC юзи.

13. Е ч и ш  (78-ш акл).
1) Т угри  бурчакли  В С £ уч б ур - Qy 
ч акд а  BE (30° ли б ур ч ак  к^р- 
ш исидаги ) к атет  булган и дан : 78-шакл.

£КЙ
А2 —  а г  пь — -f '

СЕ =  т  д е с а к , уш а  у ч б у р ч ак д ан :
2) Л* =  аа — т 2.
( 1) в а  (2 ) д ан ;* . .

^  = а2 — т 2; т 2 =  а2 ва т  =  3.

3 ) Д  Л В £  дан ЛВ2 =  АЕ2 +  BE2 ёки х2 =  {Ь — т ) 2 +  hl — 

=  (b — j +  ^ — а2 +  62 — аЬУ~Ъ, яъни х  =

= / а 2 +  Ь2 — a f r /  3 .

4 ) 5 ЛВС=  \ b h b = \ b - ±  =  яъни =  j .  

14. / s a + 62-a6/ " 2 ;

15,

1бЙ

abV  Ъ 
4

~п abVa* +  b* +  abV  3; 

17.' 1/а2 + 6а + а6;



18. Е ч и ш  (79-ш акл). СВ =  а ;  АС =  ft; Z  ВСА — 75° б улса, 
Z ВСА нинг С учидан CD ±  АС у ткази б , Z  ВСА ни 90° га  тул- 

дирилса ва ёрдамчи б урч ак  CD томонини ВА нинг давоми би
лан кесиш гунча даво м  эттириб, BF  || АС ва BE _L АС чизилса, 
бунда:

1) СЕ =  BF =  i - a l2=  ~ а У 2 — У  3 ( а 12 — ички чизилган 
мунтазам  12 б урч ак  томони);

2) BE =  У  а? — СЕ2 =  У Ш й

3) ЕА§= Ь —- СЕ =  ЬЩ| .  

бинобарин: ВА'=* У  ЕА2 +  ЕВ2 =  ^  ]/~4а 2 +  4ft2—2аЬЩГъ ~УЩ ‘>

S  =  \  BE-АС =л О

19. ] / >  +  Ь2 +  аЬУ~2; »

20. ]/" 10 — 2 У  5 . К урсатма. Т енг ёнлардан бирини у з
йуналиш ида д аво м  эттириб, 144° ли бурчакни 180° га  тулди- 
рамиз, ш у томонга иккинчи б урч ак  учидан перпендикуляр 
туш ирам из.

21. а  (| / 1 -  1); \  ( K f f ;  |/ 2 ^ | | / з Щ И

22. а У %

23. 2; У~7; УЪ.
24. Е ч и ш  (80-ш акл ). BD =  ал^МР =  Ь^АЩ^= ■̂ С =  ■# 

булсин ;
1) ЛВГ> уч б ур ч акд а  AD =  У х 2 —
2) ВС/7 „ С/7 ^-]/.*:2 — ft2;
3) ЛСВ" » СВ1 =  ]/  x * g -  ( a  +  f t ^ g
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4) AD — EF  ёки AD — FC +  СВ; юкоридаги кийматлар УР‘ 
нига кУйилса:

25. 1-х и л е ч и ш  (80-а шакл).
АЕ А. ВС; ED =  п булсин.
1) AD биссектриса (AD =  DB — m), чунки ^ В =  Z  BAD.

2) ЛВ£; ва ЛВ’С учбурчакларнинг э?ар бири турри бур- 
чаклИ; А Е рЩ ? Д  Л оЯ  дан: 'Я т &  АВ2 — BZ:2, h2 =  c 2—(m — л)2;

; ДЛ£Ю J I M S !

« Й Д а  !§ ¥ ”  -  яЛ]а- "
^  =  2/яд +  £2; j i  =  2̂ ~ С (2) 

т ? р - у|||№; 2/?г2 — 2а (яг — /г) — 2тп ~Ьг — а2;

-Ь Ж  д  =  У ьъ 4- be.
|Щ1|хил е ч и ш  (80-5 шакл). Бу усулни Д. А. Мустафин так- 

лйф .килган. ■

У х 2 — а 2 =  У х 2 — Ьг +  ]Лх2 — ( а  +  6)2.

Бундан:

т ( й  +  с) =  ас; т =  I— . ■ Ш И Н  ЙШН 0 + с (1)

80-е шакл.

-  2/я* +т  1
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DC =  г  десак , Д  ABC сл IЯ DAC дан : -7 =  Т  ва В I  =  ~  бул-у ** о Z
ганидан:

А бурчакнинг AD биссектрисасини чизамиз. BD = | ва

■ 1К Я111В T̂+S-y* 9 11
/  =  у = С] А

г  = I К S ; 1 1  ВС =  z j 1 у — (b -f- с)

=  у 1 2 Ч- Щ  
й =  к ~т Ьс•

I_
I + е’

Ь~ 
b  +  с

2 526. Курсатма. Щ — — !

27. 4]/г*7; 3 ЦШ
28. 12,5; 16,5.
29. 2 ёки 1.
30. у  ва 2р.

31. а  =  — ]/~ 10 — 2]/"5 ; &

& 10 -Ь 2 V"~5; с =  h |Л5.

32. Е ч и ш  (81-а, б шакл).

еки

о _  ghg_Мь cflc
ABC Т В .2 -  ~  2  2

hq_____ Ьс _ о С
1 — 1 1 B S §|

Бундан:-

- т ^ г
Иккинчи учбурчакнинг учинчи томонини шулар биМн ифо* 

даласак:
2 5  2 5

ha-hb__ д  ‘ Ь __ 2 с 5
he 2 5  ab" (2)

/> =
а  +  Ь + с

га ухш аш
а г  +  Ьх +  С\ =  h a  +  h b +  д  ь  — ЩЩ
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2 Рх 
Бундан:

десак:
а Ш Н И  2aS + 2bS + 2cS . 25 (д + | + 1

п. [ h ! /? U /тЛ ^  *

ЯЪНИ

У 5{0лда 

шу хилда

ой ab

S (а + b + с) 2pS
ab

2pS

ab '

, 2pS 2 5 2 S (p — b)' 
Pi Ш ab a 1  Ш ’

A
h — 25 (p —a).
p — I

25 25
■ ha -hb _  2pS_ я ‘ 6 _  2/)5_2 cS __25 (p — c)

■  he ab 25 ab ab ab '

Бунда! . |>Т'̂ 5ЙЙ^ЙнИИ

t Д и =  $ y LM- ] / А (A  — A J (p ! — A6) {(p! - ■A»'
hc

2 Sp, 2 5 (p — a) 2$Jjp-*b) 2§ j p  — c) = _ 
ab ab ab ab

452 n 453
f t e ^T ]/> (P -| « )  (P• - Ь) (P - r  C) = j . 9 =  _I  a4*’

яъни

бундан

H I  453
и Я В яШ

Щи _  453 
5 — аайа‘

В
(3)

Бизда 5 . =  5  =  ^  ва Sf =  -т^  , бу ва (3) тенгликка кура
И  1 я  _  2

^Еуйидагини ёза олами§|

■— И a24J

еки
ва
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33. 1-хил ечиш (82-шакл). Шаклдаги ВР = п, Р А = т  
булсин (АВ = п + т). Д- BPD юзи = Si, Д  DQC юзи — S 2,
О PDQA юзи = К десак,

I) Д  ВРО<л Д  DQC дан:
& 2!Sa “ да* .(Ц
ёки

-  = l/ - 1 т V Si (2)

£ t f "7 
82-шакл.

2) Д  QDC ел Д  ABC дан:
С 0п jtfi

SABC (да + л)2 ЛВС 

булгани учун:
Sarc Si + S2 + К.

W  - _ 171 1. /о\
I  S t f  S.2 '+ К

л2 ^ н н и н  ш н н н нЭнди (1) дан S1 = —2 Sa ни ёзиб уни (3) ифодадаги Si ур* 
нига кУйсак:

Ш  ‘ hbiktamffl„2s2 + s2 + k \. ■®&-а

БунданМ 

Бундан эса

S2-m? да*
Si (л* + да2) /Сда2 (да -Кл)]|Я

I  5» 1
52 (да2 + л2) + Хда? • д(|к. + 

5 г (да2 + л2) +

ж2+ д2+ ш ш
оа

/С«2Н 2/гея

Кт 2nS->Я  о „ . /<*_ | Ш Щ и №  
Д да

./4PQ учбурчакнинг изланган юзи = яъни
л _tiS%__ _л_ р

~т да 2

Л.
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mm
* = / ! • * . - l /

Ни^оят:
s= V SySi

2-хил ечищ (83-шакл).
ABC учбурчак AQP, DQP, DBQ 

ва DPC учбурчакларга булинган- 
да Д  AQP юзи = х, Д  BQD юзи = |Ц |
Д DPC юзи = Ц десак, &AQP сл 
сл Д BQD (мос томонлари параллел) 
булганидан

I £ Ш AQ?BQ*' у л D2
Шу сингари Д AQP сл Д  £>РС дан = р

Ж?

(2) ифодага асосан:

(1) ва (2) ни ^адлаб купайтирсак, =bq5 

AQ = PD ва АР = QD булганидан: ' Цш
PD PCД BQD со Д  DPC дан в д  = ф

АРг 
PC* 

PD* QW 
В&'РС*'

(4) ва (5) дан:

BQ 
PD QB_

ШШщмт-г Л

je2* '_jwB® QD'fi
% $ 2 ~ { Щ ' Р С )  =

( 1 )

(2 )

(3)

(4)

(5)

34. 1 Й1 1  
✓ /?2 -f

■Si-iSa В 1

%# == бундан jf «= VS^S*.
. я(р + я) . ря(р + я). ря Ш1

Кра + 9а ̂Р3 + 9а ’ *■ ?а ’ К/>а + Я*
35. Ечиш (84-шакл). Агар AD = h\ АЕ = та булса,
— ва та = — / 2£г + 2с2 — a2. DF X АЕ. Шу сабабли

AF

ha — 
тугри

бурчакли ' ADE, AFD учбурчаклар ухшаш булиб, -g - — 
■

бундан, AF= ■— ёки AF=
8S2

а 2 ЩШ§ + 2с2 + в 2'
36. 1 ва 19.
37. АЕ = 12,8; АР = 25,6.
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33. Е ч и ш  (85 -ш акл ).АЕ  =  х\ AF =  у ; АО — i\ АН =  а  д еб  
олайлик. У мумий б ур ч ак ка  э га  у ч б ур ч ак л ар  ю зига дойр I тео - 
р ем ага к ур а :

(ABC уч б ур ч ак  1 :2 :3 : 4 : 5  н и сбатларда э^аммаси булиб 15 б у - 
л а к к а  б ули н ган );

2)

4)

SADF y-84 3 У 4-.35
SABC vj 112-108’ 15 = 4-36’ g S 7" ~5~
SA£G z-84 6 . z 2 2
S.ABC J  112-108’ 15 = F 36 ’ l l i l =  4^36

’,6 .
SADH u-84 10 и

11 —
2-4-36

SABC “  112-108’ 4^36’ 3

2-4-36 .

— 96; Ji =  96.

Д е м а к , л: =  9 ,6 ; у  =  28,8fjz  — 57 ,6 ; м # -9 6 .
39. 'I s . 

з
40. у  S . К урсатма. AAt в а  ВВг т у гр и  чизикларнинг кеси-

шиш н уктаси  Л?; B S j в а  ССХ ларнинг кесиш иш  н уктаси  Р; CQ 
ва ААХ ларнинг кесиш иш  н уктаси  Q билан б елгиланса, ун да :

С — С 'J QNP ABC AQC С _ С°ВРС J ANB-

М асалан , SAQC ни топиш уч ун

топамиз, б у  ерда

°AQC 
SBQC

ва AQC
$AQB нисбатларни

B̂QC "f" ÂQB
эканини эъти борга оламиз. ,

41. Е ч и ш  (86-ш акл ). ABC уч б ур ч акд а  АР =  1а ички биссек
триса, AD Щ ш  таш ^и биссектриса.

а) Б и ссектри сага дойр теор ем ага  асосан :
. .А С  СР .  СР ь „о _  
Р  АВ ~  Р В  екИ PB  с> Р ■СР.
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Ш аклдан : PC — а  — РВ. Буни (1) га куй сак , унда РВ =

=  1 (а -Р В ) 'ё к * Р В =  Щ  С унгра РС =  а - ^ е =  ^ .

2) Ташци биссектрисага дойр теорем ага к у р а : ^  ==Л § = 4 ’ 

ш аклдан : CD~a-{-BD, д ем ак , ° — - j  булиб, BD =  ~-~с.

оч prMjpR I  НИИ ШЯЖ ac(fe~c+'6±c) = Шс
В К  +  6* —с* »*—в»

г) г~л_ 2abc
ЯЪНИ

б) |  =  (чунки /a J_ / la), бундан PDA =
=Zfl‘ /lfl. Ш ундай килиб,
I- _ lajjia ___ {â Jia ___ Ц * Ш 111 g2)
а PD 2abc 2 flic |

W—c*

ЯЪНИ

h — Ig'lia № са)
° 2в6с

в) SjjjjJj =  -g- яЛа =  g-я X
У  /а - (6а3г£2), _ >п ■ 1щ (ft2 — с8) 87-шакл.

2а®е - 4с6 • — •
д ем ак :

s := - - af c7 ci)(b > e).

42. Е ч и ш  (87-ш акл). 1) У тм ас бурчакли  /4ВР учбурчакда:

‘ ° - l l + № S + H l ^ - * A P D * m )  (1)

2) У ткир бурчакли  АСР уч б ур ч акда
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(1) ни с га , (2 ) ни Ь га купайтириб, хосил булган  тенглик- 
ларни хадлаб кУшсак, bc(b -|- с) =  1\ (Ь +  с) +  аъЬс-ц^Ар. 
Бундан:

^  (b i'c )з '4р(р — а) ёки 1а =  УЬср (р — а).

43. Е ч и ш  (88-шакл). ABC учбурчакни чизиб, унинг А учи
дан BAN бурчакнинг АР биссектрисасини утказам из, АВР уч 

бурчакнинг А учидан ВС томонга AD баландлик туширамиз. 
Бунда олинган кесмани BD =  х  десак ,

1) ДЛВС дан Ьг =  с2 -f- а? +  L )!

2) Д  ЛВР дан/?в =  с2 +  ( ^ ) Г - ?  (2)- 

( 1) ни ‘gm~c га  ва (2) ни 1 га купайтириб хадлаб кУшсак:

I , Ш 1 1 В 1 И I ИИ И I аас+сз | ш
*1а+ й  —С— Ц  6 — 1 У  (6 — с)2 И 1 1а 6 — С Ц  (& — С)2 

f c S  =  Ть=м  ~ с)2В | - ь*) (Ь ~с) +  а?с =Ь — с  (Ь — с)2

(Ьгс — 2 Ьсъ +  с3 + а?с а?Ь — Ьв — с3— а?с +  62с)=~ (Ь  - с у

-  <«* +  — b* ~ с2) 1 f r k * (а +  Ь - с ) ( а - Ь  +  с)
4bc (а + Ь—с) (а — b + с ) _ 46с t „  — n\(n — h\

=  ( Ь - с72 ' 2 2 ( Ь - с ) ^ Р С>'Р

Б ундан : l la =  f=~c У&с (р -  Ь) (р -  с).
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44. Курсатна. 42—43-масалалардаги формулалардан фой- 
даланамиз.

46. Н =  3-+, /  3 км.
47. Курсатма. Учбурчак томонининг квадрати ^акидаги 

теоремадан фойдаланамиз.
4 8 . Е ч и ш  (89-шакл). ABC учбур- Д 

чакда А В — ВС — АС =  а берилган.

h =  AD =  а.

Айлананинг радиуси
а У з  г — .
- 3- *

Изланган MN =  у ; EF — x булса,

ML =  LN =  LD =  Ep^pF  =  pD =-• i -

I. Биз Л1 ; Z.?; Лр ва pq ларни излаймиз.

I  ш Я В Я Я Ш Э
2) 2г  — Л& 2 / З а

3
а 1А 3 — у _ д / 3  + 3у

' -2 | В И Щ ё В Ш
о\ я  z. . х  'Y ~ 3  . х  а \ Ш. +  х
3) Ар =  Л +-2  a +  y  = — 2------

4) pq — 2г — Ар Ш2 '/'За а  / 3  + в К3 — З*

II. Энди айлана ичида олинган L ва р нукталарда кесиш
ган ватарлар купайтмасини KaPa®MH3:

1) AL.Lq=M L.LN  =

(а  1/Т — у) (a  / I + % )  =  Зу2; бу2 — 21/ З ау  За2 =  0; 
а У  3(1

У =

2) Ар-pq =  Ер•pF; a- £ 32t * . * ^ - 3 * g р

б* 2 + 2а 1 / Зу — За2 =  0.
- а / 1 ( 1  ± / 7)

49. Е ч и ш  (90-шакл). АБС учбурчак ВС томонининг икки 
тарафига тенг томонли BCD (чизмада бу учбурчакнинг DC 
томони курсатилмаган) ва BCD' учбурчаклар ясаб, D ва
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D' нукталар туташтирилса, бу чизик ВС томонни М нуктада 
кесиб утади. Учбурчакнинг А учидан АА' J_BC утказилса, 
бунда:

АА' =  ha\ DM =

ва
л,С __ а* + ьъ — са.

2а ЩШм
сунгра

Л /Т Л '_  ®___  л 'п  _  а  а * +  6» — с2 с* — 6*Л/V /ИЛ л с - т --------- 2а-------------2а '

ADN ва AD'N учбурчаклардан AD 
ва AD' ларнинг кийматларини ифо- 
да килсак:

р :  +  * .) ' +

=  % T a K V-3 +  K + f ^ ,  

сунгра

булганидан 
AD2 (AD'*) =  Т  2 S / '3  4  у — '

а2 . с3 а2 4- 6* + с2 —
~ Т  +  ~4 =  2 =  2 5 / 3

(бунда о* +  б2 -J- с® =  2&2 олинган). Д ем ак :

AD (AD') =  ] / А2 т  25Т/~§||
яъни

ЛО =  ^ * 2 — 251/ 3
ва

AD' =  j/"Аа +  25 У  Т.

50. Курсатма. Стюарт теоремаси татбик 
этилсин.

51. ME — MF —
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52. Ечиш (91-шакл), щ N нуктадан АС нинг давомига 
ND — h  перпендикуляр туширамиз. АР = х ; РС — а  — х  бул
са, шарт буйича

бундан
^OBN $АОР ~  ABC ~

SpNC =  2S =  (я  — х) • ( 1)
S AON =  S OBN булганидан

;бундан
S  S , o p  +  S  +  Saop — S 4 - 2 'SA0P, (2)

ABC ва АОР учбурчаклар умумий А бур 
чакка" эга булганидан

а
'йлпи АО-АР. 2

-  я  т

АВ-АС а -а 2 а

(3) тенгликдан (2). га кУйилса,.

келиб чикади.
Шаклдан маълум булишича!

а + х

ЯШЕ-;-:. ’ ЬХ 
Ширя ~ ш?%

(4) ва (5) тенгликлардан:
Л •х  j|sS(a + х)
~Т В  а

(3)

(4)

S (а 4- х)

(6) тенглик (1) га к?йилса,
jc) • 8{аа} х\

Щ ндай;; -
2 —

Шарт буйича а  нинг берилган циймати (7) га кУйилса: 
х = (|/"2 + 1) (V~2— 0  = 1, яъни АР =  1.

10*

(6)

(7)
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II. Р  ва N н ук тал ар  О д ан  бир тар аф да ётган  э?ол.
1) (92 -а  ш акл). (А . С . С м о го р ж евски й  том он идан  таади м

эти лган .) АВ =  ВС =  С А =  а; АО — ОВ =  АР — х\ BN =  г ;
BQ || AC; BQ =  АР =  х. BQN ва CPN ух ш аш  уч б ур ч акл ар д ан
QB BN .  х  z
PC =  CN еки  а^~х Щ р Щ ; б ун д ан :

ах  • I H R H
г  =  2— (О

JVD _]_ АВ ва  РЕ  J_ АВ у т к а з -  
с а к , б ун д а  AND ва АРЕ  тугри  
б ур ч акл и  у ч б у р ч а к л а р д а  60° ли

ри у ч у н  

ND%  
сун гр а

\1Т\ ZV  3 n c . x V  ^ND =  —п— : РЕ — —~— булади ,

с  _В О -N D __a -z Y  3
BO N  2  я

АО РЕ а -xV 3

а? V 3
(2)

Ш артга к у р а : SBON -  S AOP =  S ABC , 
ах\f 3 а?У~%

( 2) г а  к у р а ;
■У~Ъ

о лсак :
б ули б , б ун дан  z — x  — 2a  ёки  ( 1) ни н азар га

—-------х  — 2а
7.x — а

еки

ва
1 +  а х  — а? =•• 0

х  =  а / 5 — 1 :0,62а

кели б  ч и кади . .
2) (92 -6  ш акл ). (А . Л . П е р е л ь д и к  таади м  этган .)

S BON

( 2) тен гл и кка

bBON

3АВС

( 1 )
(2)



ларни кУйсак,

хосил булади.
9 — оС 
°P W C  “  ОРА

(4) га  асосан (3)

булганидан : 

булгани учун  

булади .

булганидан:

о =  2 S  = 2  — = —• ^  о р а  ~  Щ  £4 2а а
Saqn ~ $ bon

$ A P N  ^  ABC ~  S

ЙЁЗЙЦив...:. xh 
рЙрЯРлг ~  2

о _xh' h __ S_.
5 — 2 1 ¥  ■  ~х''
с
°РЛГС

(в  — jc) Л

(3)

(5)

(6)

(7)

(6) даги  -g- ни (7) га ц уйсак , SPNC =  (а — х) — булади .
. . . I (а — jc)S  j?S ,  j/~5—1 ___1

(3) ва  (4) га  кур а  *— =  — , бундан jc =  ------а  ~

« :0 ,6 2  а  чицади.
53. Е ч и ш  (92-е ш акл). 1) AD биссектриса булгани учун :

аЬ



42-масаладан:

la — ь + сУ bcp (p — с).

2) la — биссектрисанинг b том он даги  проекциясини топамиз: 
DC2 =  AD2 +  AC2 — 2 AC-АЕ,

бундан:

АЕ = AD* + AC3 — DC1 
2AC =  ^bc- (b + c)2 — a2 +  62- a=62

]:2  b

В
a2h

(b + c )a 1 " (6 + c)»
(b + c)a a2 - » __ _

’ (6 + c)2 ^  (b + c)» 
2  (b + c)2 — a2 _  2p(p  — a) 
2 b + c 6 + с к

54. 19.

1) Д ABC дан  h =  у/c% — ( rn—рШ

55 . CK  =  У P2 — a&-
56. Е ч и ш  (93-ш акл).
А дан  AD б аландли к туширамиз 

ва  DE ни р  билан белгилаймиз.

ИН 
( €2) Д  ADC дан  h =  У  № — (га +  __________

(1) ва  (2) дан  ]/ с2 — (/га — р )2 =  ]/ б 2 — (га-)-/>)2;

2р ( т  +  -ШШ И

Р Ш
т2 — я2 4- Ь2 — с2 pi2 — п2 + Ь2 — с2

2 (т  + л) 2а
3) Д А В Я  д а  с2 =  АЕ2 +  /га2 — 2/га/7; (Л Я  =  х)

х 2 =  с2 —  /га2 +  2/га/? =  с2— /га2 +  2/га- /я2 — л2 +63— с2
2а

лс2 — т2п  — /ил2 + отб2

X = mb2
т + п  

п с2 — /ля (от 4- я) отЬ2 + лс2 —■ тпа

-V mb2 + лс2 — тпа

57. А сосидан масофаси =  -д- (9 — 5 3 ) .
58. Z  HFB +  Z  Л£В +  Z  ЛВС =  180°;

( Z  АЯВ =  90°; Z  АЕВ =  60°; Z  АСВ =  30°.
59. Е ч и ш  (94 -ш акл ). E Fj_B C  утказам и з .

AD =  Н ; EF =  A; OD — ГС =  га. д ес ак ,
1) Д  В0£> сл Д  ВЕР дан :

ЯР _ЯР h  __а  — л
СЮ ~  И  Н_ а~'

2 2
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Н = V 752 — 452 =  60 булгани учун h =  = J .  (90 _  л).
2) ДЛ/ЭС ся A  EFC лан:

EF ■■ PC h _ п , 4
W =  CD> Н ~ 10 'fls= T n ’

2

3) (90 — я) =  | -в  тенгламадан я  = 30;

5)
6) 5 двс =  у а .Я = 2 7 0 0 ;

7) • Д Щ 1 « я У Р ш Г  “
8) ИИ 15„вс +  SB0CН М *= 2700 +  1350 -  2-1800В

60. 301/3 м. курсатма. Кузатиш йуналишларидан икки- 
таси узаро перпендикуляр.

61. Еч и ш (95-шакл)М ta, tb, tc учбурчак ичида олинган 
ихтиёрий М нуцтанинг учбурчак томонларигача масофалари- 
дан иборат.

.1) ^а в с  =  ^лмс^^ллтв ^ в м с  ^ки 5  =» Sj +  S i  +  S*;

4) h -  - i  n =  4 -3 0  =  40;

В D F 
94-шакл. , 95-шакл.

=  450.
S aft 450.

шаш:

1
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4) Булардан:

ha ' Нь "r  hc a ' a ' b ’ b '
I 2Ss .
' c  9 с

2S Si i Sz i S s_Sj -f- Sg *+- 1S3 __ *S
r e  — e .9+  !

яъни Щ +  Ш +  J  =  1 тен гл и к  келиб  чицади .Йд tlf) *l'c »
62. Е ч и ш  (96 -ш акл ). Ш артни кУриб чицеак: Z  PAC—Z СРВ 

ва ZCPA =  Z  РВС були б , Д Р В С ^ э  Д  АРС; бун дан :
АР РВ  16,5 И . „ 1 1Ш — Ш -  Ш  =  1  с п и  A P - t i P C  o r  я  г  Шх к > яъ н и  ™  | Ца •

396 
P C

В

~РС ВС  7,5 
АР _ В Р .  АР 
AC ~  PC' 24

5 
16,5 
P C ’ ЯЪ Н И  А Р  =

О)

(2)

(1) ва (2) тенгликлардан У-PC — яъни PC2 =  =  180;

д ем а к : PC =  / 1 8 0  ва АР  = ^ / 1 8 0 .

С ун гра Р  н уктадан  х 'х  га  PD =  h б аландли к т'ушириб, 
BD =  х  д е с а к ,

Д  АРВ д ан : АР2 =  АВ2 +  РВ2 +  2 ■ АВ ■ BD.
Ёки ( ^ К Т 8б)а =  16,52 +  16,52 +  2 -1 6 ,5jc були б, дг =  9 ,9 .

Д  PBD дан  h =  V  16,5 — х 2 =  V 272,25 — 98,01 =  / 1 7 4 ,2 4  =  
«= 13,2. Д е м а к , Р  н уктадан  х 'х  гача б улган  масофа =  13,2.

63 с ( Р —ь) ( р  — с ) . л f b ( p  — Ь)(р  — с )

64. Б у * ам м а тур тб ур ч акл ар  тенгдош .
65. Б у к есм ал ар дан  бири — j/ 330 .

n2S _ m2S 2 mnS 
66- (да +_л)2 ’ (да + я)*» (да + я)*‘
67. /  3.
68. 21.
69. Е ч и  ш (97 -ш акл ). 1) Герон ф ормуласига биноан S ^ c =  

=* 360.
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-  92 ЛВС2) Тенг асосларга эга булганидан SAb0 = S0BC
ое л  осл

(шаклда ВО кесма курсатилмаган) ёки О/С■= ON — -̂ >
______ „ . ОК'ВС ОК-29 ________ ON-AB
бундан S obc =  2 2 ва Sabc 2 —
=  ^  =  180.

3) Z NOK +  Z NBK— 180° булганидан, учбурчаклар юзла- 
рининг нисбати, бу бурчакларни уз ичига олган томонлар ку- 
пайтмасининг нисбатига тенгдир, яъни:

ONK
АВ-ВС
ON-OK еки

360 25-29 
=  ?60 360’ 

25 ' 29
бундан:

70. РгРг I РгРа i PiPa
I hr * 9ЯЯ

ONK ~  '

Я

.3208
* 4205'

00
Курсатма. О нуктадан туширилган перпендикулярнинг 

асосларини туташтиришдан э{осил булган кичик учбурчак уч 
Кием га булинади. Булардан *ар бирида ABC ва OBJC1 учбур- 
чакдаги каби Z В1ОС1 +  Z = 180° булганидан, уларнинг
юзларининг нисбати олинади.

71. 4S +  2а а.
72. Е ч и ш (98-шакл). АВ = х  десак,

I  1)
АС +  ВС =  х,

98-шакл.
2) A B -B D -

. АСЦ ВС =  2k;
- 3) BD g  т  - г 4). ВС =  - J  -  k.

TI AC AD AC—ВС
II. в с =  во дан косила пропорция I— —  =  -

тегишли кийматларни ёзсак:
х г; бундан х —2 У  mk.

AD — BD 
BD тузиб,

X:т —-х-

74. 12— й В Н ш !!!
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75. Е ч и ш  (99 -ш акл ). Д  ABC д а  ААХ \_ ВС\ ВВ1 _|_АС, 
СС,_1_ЛВ б улса , ту гр и  б ур ч акли  Д  ААХВ сл Д  ССгВ, бундан

М ' ==Ж ' ёки Ш:=  Щ 1 бУндан таш кари  Z  В ум ум и й  булгани

учун  Д  A^BCi сл Д  АБС. Ш унга асосан : ёки Afi^ =

=  —•*; (Д В  =  jc). х  нинг кийматини топиш уч ун  уч б ур ч ак  то
мони квадратининг ф ормуласидан ф ойдаланамиз. Б унда Д  ABC

q2 J_ 2̂
дан  x  — ------2̂ —  • Б у  киймат х  нинг ур н и га куйилса:

а г  — а — ь ла н-с2 — 6* ь*(аа + с2 — 6»)
- » !  =  - ------- 2а =  -------'

Ш унга ухш аш :
H I  а2 (52 + с2 — пЪ ■ШШёШШ- ЩшШ

~  2abc . Ba Cl=“  ЧаЬс |
булар дан :
г. , ь , д2 fft2 4- д2— а#>=  /•-

_(а Ь + с) (а + Ь — с) (д + с — Ь)(Ь + с  — а ) __16S2 8S2
2abc 2abc abc

76. Е ч и ш  ( 100-ш акл ). О — Д  ABC ичидаги ихтиЩрий нукта, 
ЕЕ || АВ ; ЛХСХ |! АС ва В хО || ВС олиб, >̂дВГ-, =
— S 2 в а  5 ^ ^  ■= 5* х ам да  ' &Е: »= ШЩЙМ ва
Лp tf  =  у  б улса , бун да с =  х  +  у  +  z  булади .

■ Томонлари узаро  параллел булг.аниданЖ^

1) Д .О Л Е  сп Д  ЛВС булиб || * * я |  -лтда^ д Ш Ш в Ш Я Ц

2) Д  OFC, оо Д  ЛВС булиб-,' f  =1-

3) Д О Д В ^  Д Л В С  булиб, ^  =  ^3, яъни у  =  J - j/ 5s • ^ б у - '
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c = x + y ± z = t  , Щ §  I  I  y s ^ S ) t
бундан:

V~S = /  S i + y s 2 + / S a  ёки S  = ( / S ^  + / S 2 + j/Y3)*.
77. «  =  ^ 1 / 3  — | p c ]

лардан;

78. b) (p — 2mc); бунда 2p = a  +  b +  2mc.
79. i ( a 2 +  A2-f-c2).

I Д а й  ч и,,ш;Шй1-шакл).
А йлананивр^^арМ эидан  ON _L ВС, учбурчакнинг А учидан 

AD ±^BCt' AD.~ ha деб, ha =  2. ka булишини курса-
т & е т Щ

.1 )  Д  АДС^рЙЕ*Урта чизиги NL =  ^АС,

2) А М Г а й ж г а чизиги pq = -%АС,

мб$1̂ 1Н1^ВмМ * демак’ д 0NL ~ д HPq%
я-кни''ШйВ&мЖЪи. S $t= = Y  AHg^ha —^h'a (AH — h!̂ .

=  йка даерл ё у # ад и Н

|*Ч§- Айлананинг An  диаметрини утказиб, N ва С нукталарни 
туташ тирсак, тугри 'бурчакли учбурчак ^осил булади. Бунда:
Д  АОЕ ва ^Н |^-Д ГС  (ОЕ урта чизик)» яъни NC =

I I Г  I  EjjH
2) „/ ABN — 90°; СК || NB. Д ем ак , NBHC туртбурчак парал

лелограмм булиб, NC =  BH (BN — A'b). Шу билан BH=20E,
J ib =  2 k h a =  2ka; tic*= 2ft, дирШ
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81. Е ч и ш  (103-ш акл). Айтилган ички биссектрисаларнинг 
кесиш ган нуктаси  У булсии. Биз А 2С  ва  ABC учбурчаклар  
юзларининг нисбатини ёзсак , ун д а :

ЯлспI as. aBi s.
*АВС : вЩ ёки вЩ

\гЬ

>АЗС
$аяс + ^вас

I Ь -

+ 5 ASB

а 4- Ь +  е 2р

яъни QBy =  Yp'BBx. Ш у хилда 2Л Х =  ^ А А ц  9С г — ^ С С Х.

82. Курсатма. Ички ва таш ки чизилган биссектрисаларнинг 
кесишиш нуктаси  О билан А, В, С нукталар  туташ тирилганда 
хосил б улган  учб ур ч аклар  юзининг нисбатини томонлари би
лан богловчи иф одалардан фойдаланамиз.

83. Е ч и ш  (104-ш акл). 1) BE =  т  д есак , ABC учбурчакдаги  
В б урчак карш исидаги томонни аниклаш формуласидан т  Щ 
_  а г + с? — Ь2

2а
2) Умумий утки р  б урч акка э га  тугр и  бурчакли учбур 

чаклар  булганидан  Д Д Е О сл Д 2ШС.
„  . а -т  Ь (а2 + с2— Ьа) / и _ 2 S ^  
Бундан : а) пь :  т  =  а : пь\ пь =  -------- . \пь — ^)

, , Ь (Ь2 +■ С2 — Ця I 
д ем ак , W ^ ^ -------- 1

ВО , ВС h'b аб) — = — ; -4 = —, 1
I ш  CD Ш п

и' — « (ш унга ухш аш  п.а -------
+ еа—аа)
4S

n-h'b (а2 + 62 — с2) (а* + с2 — 6»)
8aS

. .  . . .  (й2 + 62 — с2) (л2 + е2 — &а). 
У мумий х о л д а : п.. — ± ---------------

. !  (сг + Ь>-*>)(а> + Ь>-с>)
Ш у хи л д а : hb =  ± ---------- Г “Щ
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84. Курсатма. Учбурчакнинг учларини олинган нуцта би
лан тут'аштириб, косил булган учбурчакларга Пифагор теоре
масини татбиц этамиз./':

85. Е ч и ш  (105-ш акл). Д А 8С нинг АВ томонида Е, ВС то
монида D ва АС томонида F  нукталар олинганда, учбурчак 
томонларидаги кесмалар орасида а? +  Ь2 -f- с2 = а] +  Ь\ +  с\ 
тенглик м авж уд  булганда D,E, /^нукталардан учбурчак томонла-

ш л

рига чикарилган перпендикуляр бир нуктада кесишмасдан 
у ч  нуктада кесишса, иккитасининг кесишиш нуктасидан учинчи 
томонга перпендикуляр тушчриб 84-масалага биноан а 2-|-£2 -{- 
4- сг =  а\ +  Ь\ 4- ва а* +  #2 +  /?2 =  а\ •+■ Ъ\ -\-р\ тенгликларни 
косил киламиз. Уларнинг шакли алмаштириб ёзилса:

а 8 +  Ь2 — а* — Ь\ =  с? =  съ ва а2 +  Ь2 — а\ — Ь\ =  р\ — рг, 
бундан

с\ — с2 =р\ — р2 ёки {c1 — c)(ct +  'c)^(p1 —p)(p1 +p). 
Масаланинг шартига кура :

ci +  c = р г +  р
булганидан, ( 1) дан:

ci — c = p xp p .
Бу сунгги икки тенгликни кУшсак ва айирсак 2р, =  2су ва
2р =  2с, яъни Рх =  сг келиб чикади, бу эса учала перпендику- 
лярнинг бир нуктада кесишганлигини курсатади.

87. —%-----“ =  4̂-----* шарт бажарилганда. Учбурчак томон-

ларига туш ирилган параллел кесмаларнинг пропорционаллиги- 
дан фойдаланилади.

Ьг а , ааар

р

(2)

(3)

88. х2 = а  -Н р 1 а +  р ( а  +  р )» ’

90. Е ч и ш  (106-шайл). Ш артга кура а +  b -+ с = 2р. Бундан 
а  +  Ь =  2р — с булиб, иккала томонни квадратга кутарсак, 
«8 тЬ ь* +  2а 6 =  (2р — с)2; аммо а2 +  Ь2 =  с8 ва ab =  ch.



~ . . , 2» (й + р) . 2ваЛ В В
Энди бнз а  +  Ь =  - -£+ 2р ва  ab “  h + 2p л аРни *осил циламиз.

т г I  2 2» (А + р) , 2раЛ л
Н атижада а  ва о лар л г — ^-+ 2р т~h + 2p =  тенглама-

нинг илдизлари булади . Б унда с

Шунинг учун са +  2сЛ =  4/>а — 4рс +  с\ Бундан

2р* 
h + 2р’

h+1prn [h + P  +  V ( p - h ? - 2 h * ]

1 1 Ц 1 — в Й  — A)a — 2Aa] • М асала {p — A)® >  2A*

булгандагина ечимга э га  булади .
91. Курсатма. Ч ева теоремасини исбот цилгандагидай иш

курам и з.
В 92. Курсатма. Чева теорема

сини татбик этамиз.
94. Курсатма. Чева теорема- 

сидан фойдаланамиз.
9 5 я Е ч и ш  (107-шакл). ABC 

учбурчакда В'С' тугри чизик 
ВС га  антипараллел чизик, яъни 

q Z  ABC =  Z АС’Й', Аа тугри чи
зик симедиана, яъни ОС’ =  OB'.
Ва ва Са кесмаларни ва нис-
батни топиш к е р а к ./ '

Д  Аа.В ва Д  АСа ларнинг баландликлари бир хил б$АщЩ 
нидан: . ‘ .. лй***

.<? . * Г».
ш

Ва
Са

Умумий б ур ч акка  эга  -булган  Д  АВа ва ^Н$0$?.юзл$фд£- 
нинг нисбати:

Aa-ff \ ' . •- 
: АО-АВ' ё к и  S ABa — S AOB- • АО-АВ'

Ш унингдек, Z  а АС умумий булганидан Д  АСа ва Д  АОС' юзла- 
рининг нисбати:

JAOC' IAO-AC *АОС[ АО-АС

Хосил килинган (2) тенгликни (3) га булсак (5Л0В, 
ганидан)

S ло„ АС ‘&

=  £

JABa _ _
$ агп ABf b

В1
АОС- бУдЯ

Ж
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Д  ABC ва Д  АВ'С' ларда Z В = "Z С' ва ~Z А умумий булга- 
нидан ДА ВСсл Д Л В 'С ', бундан:

АС _ А В  _  с
АВ’ ~  АС ~  Ь‘ (5>

(4) ва (5) Fa кура:
S,1В. АС' с  е  с  с*
1 ^ 1==ав' ' 7  = 1 щ7 ~ ь‘ ’

бу тенглик ( 1) билан солиштирилса, ^  =  р  келиб чикади.
Яъни кесмаларнинг нисбати буларга ёпишган томонлар квад- 
ратларининг иисбатига тенг.

Агар Ва =  х; Са =  у десак, х  - f  у =  а; у  =  р ;  бундан: 
ас1 | Ц . аЬг

щ — ь* + Ш j У Ж ь2 + Щ
И з о х. Агар (В'С') тугри чизик учбурчак бурчагининг (Z А 

нинг) икки томонини ёки уларнинг давомини кесиб утиш нати* 
жасида шу томонлардан бири билан ^осил килинган бурчак 

м к т н Щ  в‘» Ж и '  т бмон ораси
даги 4урчак8*а тенг булса, (В'С') А 
тугри чизик учинчи (ВС) томон
га нисбатан антипараллел деб 
аталади. А» тугри чизик ВС то
монга нисбатан «учбурчак симе- 
дианаси деб аталади. Медиана—
ВС га параллел ватарлар урта- 
ларининг геомётрик уриидир .В  
^имёдиана ’Эса, ВС га  нисбатан 
вантипшр^^Ш ?' б ул ган . ватарлар 108-шакл..
Урталарининг геометрик урнидир.

Тенг ёнли учбурчакнинг учидаги бурчагийинг. симедианаси 
шу бурчакнинг баландлиги, биссектрисаси ва медианаси билан 
устма-устг туш ади.

(108-шакл.) Агар B fit кесма ВС га 
нисбатан антипараллел булса, унда АВ1С1 учбурчакнинг медиа
наси ABC учбурчакнинг симедианаси ва, аксинча, ABC учбур^ 
чакнинг медианаси АВ^С, учбурчакнинг симедианаси булади. 
Шунга кура, Z BAAt =#: Z СЛа булади.

' ВС' I Вя'~\~ а С Ва Вя с®
M m g j &  % *  1 .Ш -«А салада ^ ? j s  булган

эд^и. Шуни назардатутамиз)ёки  ^ + 1 = ^  +  1 +  булиб, 
натижада:

£двс _  Ь*+с*
SACa **
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ёки
6» + еа 

62
„„ с 56»
ва — б« + са-

.5 ШШШ°AR4i 2

( 1)

( 2)

(ААг кесм а ВАС учбурчакни нг медианаси.)
( 1) ни (2) га  булсак ,

3АС« 262 
: 6» + с»’

Аа = 26с \-т„ = 26с
6а + с» * 6* + с» ■ 2

ABAi " /г  ь • ■ - я Я
Иккинчи томонидан 

ZCAa =  булганидан:
. КяЯ11 b 'Аа —d£a _____  /4)

^ABAi c ' m a

/> (3 ) в а  (4) ни эътиборга ол- 

' Ь-Аа • 26»-53
--С'Ш а  6* + с»

i ёки .
i  2б2+  2е2 - -  а а =

6с
j у  2Ь2+  2с2 — а*, д ем ак , Ла =  г— —2}/26*+ 2с2 — о2.6 *  + с »  г  1 * A V -m u n , -av6 ,  ■

2 - у с у л  ( 109-ш акл). Ал =  СЖД  АВ =  Щ АС =  Ь\ ВС =  е й  
ADJ_BC  ва 95-м асаладан :

Ва = ас2 аб2
62 + с2’ v>~ 62+ с2'

Учбурчак томонлари квадратининг ф ормуласига кур а Д А В а 
дан :

1) сг =  см -\- Ва2 +  2Ва. • Da Са. тенгламаларнинг 1-сини 
Д  АСа .2) ba =  C i +  Са* +  2Са-Ва Са ва 2-сини Ва га купай-

--------------------------------- -— ;------------ -, тириб, ^адлаб к^шамиз^'
ЬгВа +  сгСа Щ С2 (В а +  Са) +  Ва-Са (Ва +  Си)
ёки  62В а +  с2Са =  а&м - f  аВа-Са 'ъундан :

Ьг -В а  +  с г -Са  _  62-ОС2 , с2 • аб2С2 = ■ В а • Са =  ■' а (6 2 + с2) ^  a(6a + caj — 
а гЬ2с 2 ЬЧ2 (62 + с») + 62с2 (6* + с») — а262с2 i 2c2 (262+ 2с2 — а2) 

(6а + с •) ~~ ~~ ' (62 + с*)2 — (6» + с3)2 '■

Д е м ак ,

С„ =  У № + 2 с ' - а Щ
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97. Турри бурчакдан гипотенузага туширилган перпендику- 
лярдан иборат; 95-масалага каранг.

98. 4-. Бундан нима хулоса чицариш мумкин?
Курсатма. 95-масалага каранг.
99. Курсатма. 95-масалага к&ранг.

2 aS100. КК =  -s— г,\— %• Курсатма. 99-масалага каранг. а  1 л2 + о2 + с* "  • .
| Ш И Н  Ш 0-ш акл).Й ЛВС ва Ш Н  -учбурчакларда

^  КЬК.К„ § -  2  ВСА =  2d. Илгари курганимиздек:

• s a b c  _  а ' ь  & $  =  5 ь 1<'^ 5 . а . §
Щ М  ~ КьК-КдК еки g g g |  ab | -

ИИ

И И И  И И И И И И И  «-ь- 2 aS 2 i s
100-м асал аЯ  к | Щ « 7 ( в Щ ?  + =  « r f T s + i i -  '

Ш унга кура
I  _ 2 6S . 2aS , S 4 S3
^KbKKa а* + № + &' cfi + b* + с2 ' e& ~  (a2 + 6s + S2)2 ’

. худди щу каби
НИ IИ Н  Н  4S» 1 1 1  | И Я  — I * 4SS
i f  Щ ^тс ~  («2 + *2 + с2)2

булганидан
„ 4'S% 4S5 1 Ш  _

'" Ж ?Л  +  +  Г  Чл* + 6* +

ХаКъКеТ-:<* + 6® 1 Ш
102. Е ч и ш  (111-ш акл). Учбурчакда А бурчакнинг ААХ ме- 

дианаси, Аа симедианаси ва AjAa бурчакнинг Ао> биссектриса- 
чсини утказсак , унда:

'** Ш| Обид КариМОД ВБ2



aft»I, 1) a С — bi— 2; 2) Aja 2 + ^  

= ma = -\ ]/ 2 62 + 2 ca — a2; 4) Ла

ab* _a(c8 — 6a)
(Г  -2 (6s + eV  3) Щ

5)

ЛЛ, 

дан: Лхо) ==

ЛхЛа учбурчакда Л«> биссектриса булганидан: = _2!
Аа . , ша  ̂ Ал Ч* AAi_ wa 4- Л^^ См Ч- ТПа Лха *
А л “г  1 ~  д „ , *t * ААг А,и> т _  А., п>Bj(o 

Лгаг«а 
С*'

i4jm’ бун-

II. ЛхЛа учбурчакдан. 

Бундан:
26с

Л]Ш__ЛЛ^__ fta+ са
т а  Ла 2 Ьс ’

2Ьс а  (с — ft)
ша бг+ са' ̂ 1<В ^ЩЕЩррррч- 6) 

, _ aftc (с —.of

aftc (с — Ь)

III. 1) (вС =  о>а-|-ас= +

(<> +  с ) (б а +  с*); -v 
aft* с* — сб” + 4&Шз>т

ХаЬ= аЪ (Ь + с) (ft2 + с*) 1 ft2 + с2 (ft + с) (62 + с2) Ж

6 + с 

2) шВ = а- WC : а  ш aft sat В
a b  с  шВ

=  7 . яъни ^ = — 
а

ь шккЛЫА шямяшл* ЕШ В
Ь +  с ГшС

103. Ечиш f,l 12-шакл). Ёрдамчи 
Л£>_[_ВС утказамиз. Бунда 4 Та тугри бур
чакли учбурчак хосил булади: 1) ABD 
ва BBj<x учбу рчакл ардан Z лВВ1 +  Z  АВ a= 
=  90°, шунга . кура Д  ABD с/э Д  ВВХа. 

Г  ,  В В , В а  DD В а ̂ бундан— = яъни В б,
2) ЛОС ва -CaC, учбурчакларда 

Z СЛО + Z DCC, = 90°. Шунга кура
Д  Л DC от Д  CaCi; ф  яъни ССХ=
= |! Ад *.
Бундан:

BBj _  £
СС, ~  ft8'

104. ВР = PC ёки Р : нукта Л дан туширилган перпендику- 
лярнинг асосида ётади.

105. I хи л  е ч и л и ши  (113-шакй).
1) ЛХЛ2 |! ВС; В1В2 || АС; СХС2 И АВЩ

Л1Л2 — о/; B\B<i = fp||CiCa “  с  •
А,В = <7; ЛВ2 = с*; с г +  с 2 =  <fe

ВВ, _ Ва . Са _ С В а_ с с2 _ с3
СС, ~ °'Та к~ ~  в" • ТГа ~ Т  ' ft2 — ft2 ’
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булса,
ЛИ = АВ -  АХВ = с  — р  BBi = А В -А В 2 = С -  сР

2) Д AAXA2 Ш Д  ЛВС булганидан,
_M l  v®;„„ _0 °i. Hi. _  1 __Я  ^  _l_ ?J- sa 1. (1)

d flf I ЛВ к а с ’ a ' с '  a + с
3) Д  ЛВС ел Д BBjB2 булганидан ёки

шШу sjn-̂ siiiSmeL * I Я  6' t |Н ' /о\
Щ “ 1 В  ^  щ  |  Н  (

(1) ва (2) тенгликларни цушеак, j  +|- + Cly~ — 2 ёки

В Я з В
//

С

II хил ечилиши (114-шакл).
1) ДЛа = а г; BiB2 == 6Х; С А  = Ш £D li

AXD — ВС '== a ; ВгЕ = АСё-Ь.

Д  i42CD ся Д BjCf сл д  ЛВС (томонлари параллел учбурчак- 
лар)дан

AoD л  ВлЕ  Ь ГЩ',  А п и
Щ  = Т: £С еки A2D = CD.^- Bx£ = £C-f
AD В2£"" = Z .СКИ —~—~j • ~--- i- ‘ ‘

Ь
5) ШИ ИЙИ = 9 йт/н йЙ вЙ Й *1 #*|| | Ш  1 1  ! 1Ш !
I I 1  | I I  |----- Т + - 5~ +

, §£1_ау Ц 6, ,£•£> 1 Я Ш
+ 6 + ft a +6 + С + ~ ~ ^ + б 1+ -Т  = Г  + Г + Г‘

106.- f j 6 + c). ; ■ 6а (g + с) са (д •+ 6)
ас "Ь #с’ аб 4" лс + 6с*

Курсатма. 105*масалзгз ^зрзнг.
Ш  * J63



107. Е ч и ш  (1 15-шакл).

I  I  =  % = %=■-k десак, унда a ^ k a 2-, b^kb*-, y P f  '' 

булади. Буларни (105-масаладаги J  +  ^  +  ^  = 2) тенгликка 

куйсак, Ш +  Я  -г Щ  = I  ёки ka -f- kb +  kc = 2,

11Г Г 6 +-С = *eF б̂лганидан« 11 p A  I y;|
Cj =  —  х о си л  б ^ ля  лги.

115-шакл. ;

2) P U N  || Л С  у т к а з а м и з .-  ABC ва  AFVV у ч б у р ч ак л ар  ухшаш,
у л а р н и н г  б а л ан д л и кл ар и н и  Н  ва I  орцали  б ел ги л асак ,

a i 2Sh — H —  ( 1) Л б С  у ч б у р ч а к д а н  Н =  ^  ни (1 ) тен гл и кка  куйсак,

2S щ  2S-a? 21 , 25Щ  —  1 —  щ ------- ш  — I яъ н и  h =  — 1а  а  а -а р  р  ’ ■£, /г
о I S(p  — a ) - с  _ S ( p  — с). с  _  S(p — Ь) 

ш э .  ^ в о с ~  р  ’  ВОА р  ’ АОС р

109 . 2г -— К ур сатм а. 1 05 -м асал ага  к ар ан г. аЬ \ ас + ос . г
t lO . Е ч и ш  (1 1 6 -ш акл ). 1 0 6 -м асал ага  асосан

Ц I ЯЙ +  ДС + 6с*3*? • Ц

1 0 9 -м а с а л а га  асо сан
и 'Л ' -  2д6с' (2)Л 1Л1 “  + ас + 6с- w

М 'М " — м ед и ан ал ар н и н г кеси ш ган  н уктаси дан  у т ган  парал- 
л?л . б у л ган и д ан :

М'М" =  j  а ’. (3)

1С4



M'L || A\K II AC утказилса, (1) ва (3) га кура A’L = А’А" —
__а2(Ь + с)  _______________ 2 „  _  a  (ab - f  ас — 2 Ьс) . . .

ab + а с  + Ьс 3" 3 (аЬ + а с ос) '  '
(2) ва (3) га асосан:
Л Г /О  М'М" -  А\А\ ШШШ - _ 2а6с , Ш Ш Ш Ш Ш Ш 1

1 1  3 ab + а с + Ьс 3 (аЬ Н- ас +  Ьс)

ёки |9|^Я| (5)
Томонлари узаро параллел булганидан Д  сл Д  M'A'L,

бунда (4) ва (5) ни эътиборга олинса, ^ -^ 7  =  =  —; шу 
J  w  М М 2 М 'К  2  J

каби = -i-, Бунга кура PPi ва М/3! параллелограммларнинг

бир учи умумий булиб, мос томон
лари параллел ва пропорционал 
булади ){амда уларнинг диагонал
лари бир тугри чизик устида, яъни 
P. Pi нукталар ва М огирлик мар
кази бир турри чизикда ётади.
РМ  : М Р j нисбатнинг ухшашлик 
коэффициента 1 :2  га тенг булади. .

111. Еч и ш (117-шакл). 1) АА,= ”2 ----------------
~ ^ ~ V b cp { p  -  а ) (биссектриса 117-шакл.
узунлиги). 2) 81-масаладан: 

л '°
3) АО I  АА, I  А ,01  ^ V b : p ( p - a )  |  |||||

Ш У ьср  (р  -  а) Ц _  Щ __ V Ьср (р  — а) Ь + с  _  ЩЬср(р — а)
Ь •+ с  ’ \ р ' Ь + с  ' р  р

4) 82-масаладан: АО, =
• b h  V b cp (p -a)  =  Vbcp(p%i).

Ни^оят:

00 1 = АО, — ЛО = (Д  с) Vbcp (р — а) — 1  \Tbcp(p-a)= 

= V Ь ср(р-а)  • [frzX )7A  с) -  у ]  =  VЬср{р-а),
ЯЪНИ

° ° х I  / f r - q )  ^ Ь ср (р -а).

105



112. Е ч и ш  (118-ш акл). BD || АР ни утказиб , АС нинг тес- 
кари давомини у  билан D нуктада кесиш гунча давом эттирилса 
ва К  нуктадан КЕ II АС утказилса, бунда Д  ABC <л Д  ЕВК ва
ВК =  у  ВС булади. Бундан BE =  -g- АВ — - | Л

ва Е К = ^АС =  ~-
■ 5 ■

Ш у каби Д  ABD-л Д  АЕК\ б у н д а н ^  =  ^ ё к и  AD =  АВ X 
12 ; 

v  =  з  • **- 1 *)Х'ЕК 4 а у -

С унгра Д В О С  со Д  АРС дан Д Ш  ^  ёки РС = *В С '4т .=£>С'
г 4 20 1 7 D/r> 1 7 I

~  5 -1 3 1 1 3  =  1 ТЗ> яъни ЯС *=
113. Е ч и ш  (119-ш акл). СР *= у; СТ =  г  деб олсак, &ATKW. 

сд Д  /<РВ дан : 1) Ц  === z  = 1|| Турри.бурчакли С/(В учбур^. 
чакда:

СК^Щ СР-СВ ёкт^СК2 — у  (у  +  яг), (1) 
Х удди шу каби турри бурчакли СКА 

учб ур чакда : •
( 2) -

( 1) ва (2) дан:
У (У +  m) =  z(z  +  « )  ; (3)

2) турри бурчакли СКВ учбурчакда КР 
гипотенузага туширилган перпендикуляр 

р m В булганидан ва бу учбурчак АТК учбур
чакка ухш аш  булганидан:

п z тп
7  =  ^ г ; г = , у (4)

« / I \ тп fтп I ~
(4) ни (3) га  кУйсак> У (.У +  =  Y \ T

L Аз m зуз =  т п 2; у  =  т ъп 3 . Ш у каби z =  п 3 т
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1  2 J. i_
3) СВ — у +  п. — m3 re3 + /га = /re 3(re3 +  /re3); CB2 =

!  i .  2- ' JL 1  1  I  2
— /§■*' |rf3 +  m3 f . AC = z +  n — n 3 m 3 +  n — re3 (ms + re3);

2. JL Ifi 
ЛС2 =  re3 (/re3 +  re 3 )2,

_2 2
4) ABC учбурчакдан AB2 =  AC2 + BC2 =  n 3(/re 3 +  re"® )2 -f- 

H  -X I -JL — — JL JL 2_ 2 
/rei3(/re3 +  /1 3)* == (/re3 +  я 3 )a (/re3 +  re3 ) =  (/re3 +  re3 )8,

яъни
В  I 1£ : ' £_ _2_

. x2 ~ $n 3 -f- re3 )3 ёки .*3 =  /re3 +  re3 .

114. / У .
115. 6,
116. Еч и ш.  Китобнинг назария кисмида берилган ушбу

S =  i  = у  6--^]/4а2й2 — (а2+ 62 +с2)2 =

= ■ / 4 а2й2 — (а2 + 62+с2)2 

формулани олиб, берилганга тенглаштирамиз:

± ]/4a2Aa- ( a 2 +  62 -t-c2)a =  аг + ьг± с\
4 . •; 4 >/ 3

Бундан-
4aW  — (a2 +  b2 +  с2)2 =  (да + ^  +<=?);

ёки
' 12аа6а —3£га -f  Ъ2 + с8)2 = (а* + Ь2 + с2)2

ёки
2а4 + 2&4 + 2с4 — 2а2Ь2 — 2а2с2 — 268с2 = О

ёки
(а2 — b2f. +  (Ь2 — с2)2 +  (с2 — о2)2 =  0.

Бу квадратлар йигиндиси 0 га тенг б^лиши учун факат 
а  — b = с булиши лозим.

117. Курсатма. Птолемей теоремасидан ва учбурчак то
монларининг квадратлари ^акидаги теоремадан фойдаланамиз.

118. Курсатма. 80-масалага каранг.
119. Е ч й ш  (120-шакл).
I. 1} шарт буйича.: ECt = ^а\ (АС =  ВС = а), АХЕ = а; 

(AE = i a).
1S7



2) АХРЕ уч б ур ч ак  Шар тен г ёнли (асоси га  ёпиш ган бурчак-
р ц  __ а %лари 45° ли) б улган и дан , , ^ - 4

а  / Т  || а (2 — К Т )
4-_ 4

a f  2.

3) АР =  АЕ- РЕ — у

4 ) E Q ±  АВ-, EQ =  C f -  ва AQ -  EQ =  - / 2

5) : / 2  а (2 + / 2 )

в

+

И. 1) S,
а

трап (AEC\F) 11 В  е д -^Q I И Ш И I

— дшЁШя ̂  +  ИЙ

2) s  ирлг •= у  АР • РА' = i -  АР* У 1  = _

Ш Ш Й Ш
=  § ( 3 - 2  Г ¥ ) ;  (AP =  PN.)

“̂ купбур (EPNFCi) ^трап • Д

- ^ ( S - 2 ^ 2) =  f  ‘

•Si = у  (2 2 — 1). Щу нингд e;K&|fe4 jM
Б улар н и н г нисбати:

2 /"2 — 1

120. DE а2 + Ьг + М .

Si 
S  ~

юзи2 ha ’ ,иоп Ш -
121. К ур сатм а. Т ук к и з  н укта  айланаси ^акидаги  теорема- 

д а н  ф ой далан ам и з. ^ | Н Н | ^ ^ Н Н Н ^ Н |
122. Е ч  и ш  ( 121-ш акл ). Т енг ёнли учб ур чакда  АВ=ВС=а; 

б ур и л и ш  б у р ч а ги  /. АВЕ =  30° ^аы да Д  BEF д а  ЁВ,Х*$Е ва
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BM _L EF у тказсак , BM =  Н = 2 /̂ Л/ =  Ц  BF = 1; EF = rf
д есак , Е уткир бурчак тугри бурчакли EFN ва ВМЕ учбур- 
чакларнинг умумий бурчаги булганидан, улар ухшаш булгдч; 
бунда

BF EF I п 
Т ш ~  NF еки ~Н = У  “ ;

о ^

бундан:
1г -  2пН.

Тугри бурчакли учбурчак ВЕМ дан: 

v 12 = Нг +^~.

(1)

(2)
J i f '  _  шш J . О Л

Хосил цилинган (1) ва (2) тенгликлардан 2п -п  = /л | 

бундан Н =  E lL l булганидан, /г =  а / 2 (2 ±

H IШ И И Ш ш и а ш д Ш  з).Щ@ЯГ ’ 2 " к ' =*' 2
Д ем ак:

’ t^EBF— Д  £Ш. „булганидан S ngg, - у .0* (2 ± У ^ ) -

123,
. 124. 9jgfe

125. Е чи  ш (122-шакл). Агар 
гипотенуза а; катетй рШ ^ ва с 
ЙУ'Л'Ш'лИ

чунки Пифагор теоремасига асо- 
; с$н •••

а 2 =  62 4- с2 (1)
ва периметри 2р булганидан

+ b +Ш-А> + с—л
.  в 9 Ш  .....

62+ «2—(j2+ 26С

{р — Ь%р =  

Ъ аГ ||ра ц

Р(Р~ а) Ш

..-г- ■
а  4--С—  Ь а 4- 6 — с а—6а— са + 26с

2 2 4 
(1) ни (2) ва (Щ га  цуййлса:

6а+ Са—  а а +  26с а 2 — а24- 26с _  6с

(2)

(3)

4 4 2
д«_  ft2_  са+ 26с _  аа — (6а + сг) + 2б£_ =

I  4 М Ш  ^
_  а а —  6а +  26с _  6с
"  4 ' 2 1 1

16?



Бу тенглик турри бурчакли уч б ур чак  юзининг катетлар  
оркали ифодасидир. Д ем ак :

ab  I
S ^ = p {p  — a) =  (р — &)(р — с)?= ^ | |

127.

1 2 8 . У Р ( Ь  —  а )
1 2 9 .2 .
130. Е ч и ш  (123-ш акл). Учбурчакнинг А учидан AF ва АЕ 

диаметрларни утказиб , Ц нуктани С билан, Е нуктани 5  билан 
туташ тирсак, тугри бурчакли АВЕ ва ACF учбурчаклар  досил 
булади. Булардан:

1) Z АЕВ +  Z  ADB = 180° (ички чизилган туртбурчакнинг 
карама-карш и бурчаклари);

2) Z ADB Ц  Щ ADC =  180° (кУшни бурчаклар);
3) Z ADC =  Z AFC (бир ёйга тиралган):
4) Д  АВЕ оо Д  AFC-, бундан  ̂  ёки -■= =  у  шу

S  ^ 01айлана Ш Щ 5 а айлана С?
билан ---------=  -р2=  м . Демак, с ;------ =  ЦЛ»2а*лана к 6 Оо.чйлана

131. Курсатма. ADC ел/\ BDA эканлигини а никла ш, 
сунгра улар томонларининг пропорционаллигидан фойдала- 
нилсин.

132. Е ч и ш  (124-шакл).
I у с у л .  1) Z  ABC — Z  АСВ =  90° берилса, унда Z  A£Zf=90° 

iZ  ЕВС =  Z  £СВ);
2) Утмас бурчакли ВЕС учбурчакдан ВС| =  В £а +  Й  Ц 

Н- 2ЕС ■ DE (DE В  е; BE — ЕС =  х  олинса) аг — Ц  -f- Ц  +  2л'£

ёзам из, ёки а 2 =  2л:2+ 2.*г; ( 1)

3) тугр и  бурчакли АВЕ учбурчакда BD у  АЕ утказилса, 
Д  АВЕ Щ Д  DBE дан:
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BE AE! v ;  7 x b — x 9 b — x' #
4) турри бурчакли ABE учбурчакдан : BE2 =  АЕг — AB2 ёки

-■= ф — x f  — е2 ёки х% = Ьг — 2Ьх +  х 2— с2; х  —- 6 ~ с\ (3)

( 1) га (2) ни кУйсак:

a > - 2 * *  +  2 * ( ^ ) ^ 2 * " ( l + 5^ ) ; '  *■ -  2r* ( l  +  ^ ) .  (4)

(4) тенгликдаги д: урнига унинг (3) даги кийматини кУйсак:

q/ ^ y L ' И Д И ̂ - ft8— /:2 ■ ’ : 26? К ; ' 6» + с2у
■ 1 ' -- 'ШШ 26 J  I

ёки  а 2 =  Щ ^ - 2. Бундан: ||  Ш ёки 2 га  купайтирсак:
2 26а„-*- 2са 

Л2 ~  ({,2 * р ®
2 262 + 26с —'26с + с2 6а + 26сQ с® + 62-g26c + с* _

; (йа"_с2)2-» ■•■’■.. ' .W##*)* "
(5 + с)2 + (6 —-;с)2 _  (6 + с)2 + (6 -{йс)2 _  (6 + с)2 ,

(ft* _  С2)2 (6 + С)2 (6 —С)2 =  (6 + С)а (6 — С)2
В  №~ с)а | 1
“Г l h -L/-\3i th_Ш  ( h ---rtl 'I +  С)2 (6  — С)2 (6  —  С)2 ' (6  +  С)2 '

Д ем ак ,
2 _  1 . 1 

о 2 —  ( 6 — с)2 “г  ( 6  +  с)2‘

л о о  р Ш № — 1)100. Одзс — п н
134. Т е к ш и р и ш .  1) агар учбурчакларнинг учта бурчаги 

мос равишда бир-бирига тенг булса, улар узаро ухш аш  була-Ц 
ди, у  ^олда учбурчакларнинг томонларини а, b ва с з^амда 
а ъ Ьг ва сг оркали белгиланса,

— == Д  =  -  =  k; (1)« j bj сг т ' '
2) учбурчакларнинг икки томони тенг булса (масалан, а=Ь; 

Ь1 — с десак), ( 1) пропорцияни

f-ЙМ-У (2)
куринишда ёза оламиз. Бундан с =  ,

3) с<^а-\-о тенгсизликни — <^а-\-Ь деб ёзиш мумкин.
ИВВ дг2 {ф

Бундан а 2 +  ab — Ь2 О ни >{осил килиб, № га булсак т г  +  ja ~'

— ^а>О ёки +  j -  — 1 > 0  тенгсизлик келиб чи^ади. у  =  ^



булгани уч ун : k2 -f k — 1 >  0; k2 +  k2— \ =  0_ б улади  Т ен гл зр
, И иЯк / 1 + 4  — 1± т/"5. и _— 3 V~%I

манинг илдизлари к =  •---------------------- -------§ ’ 1 — I 2— Ws

кг =  ■ (k -  k j  {k — k a )> 0  булиш и у ч у н  k > У Л ~  1 бу-

лнши лозим;
4) k уч ун  боища чегараларн и  а — Ь<^с т ен гси зл и кдан  фой-

• • Vv̂, I - ' £)2
даланиб топамиз. с нинг кийматини кУ й сак , а  — b <  — ёки
a2 — ab2 — b2<C0  кели б  чи кади . Б у н д а н  k2 — k ^ \  <  0, буни

дам  (А — &х) (& — /г2) <  0 кури н и ш да ё зи лган да  ^ х =  1 ■ ̂ ^  5 ,
, 1 —л/~Ъ \ и Щ т/" 5 +  i  __I  . S i
« 2=4=----- 1— ) тен гси зли к я  < 1— g—'  §чи м га э га  б ул ад и ,

/ F + i  3,2361 - / т — 1 __ 1,2361 Ш Ш Ш Ш Я Ш Я И Ш Я
1— 2----- ~ —— ; 1—2— ~  —  б улган и дан  0,-618 < ^ * <  1 ,618

ораликда б улади . А гар  k »  1,5 десак ;, с k " ларда®

ф ойдаланилганда j  =  |  =  Ш  =  0,66, яъни с.— 0,66 Ъ ёкн  

=  0,66 кели б  чикади .
122 1=2

М исол у ч у н  биз а щ  8 о лсак , #-== 1й щ р - g - =  -g- =  18,. 
м ак , а — 8; b =s 12 ва  с щ 18 були б , а 1 — Ь =  12; яъни а жМ |р||| 
Ь1 — с -  18 ; Щ 1  18 в а  (2 ) д ан  Ц  =  °-т ифода буйича c1= A g—27 
келиб чи кади . Д е м а к , а х =.■ 12; =  18 ва с% =  27 булади .

Э с л а т м а .  k учун 1 циймат олиимайди, чунки бу цолда учбурчаклар 
Узаро тенг булиб колади. Шунга кура 0 , 6 1 8 1 , 6 1 8  орасидаги бошка 
цийматларни олганимизда уч бурчаги ва икки томони тенг булган турли то- 
монли иккита учбурчак досил цилиш мумкин булар зкан.

135. К урсатма. П иф агор теор ем аси дан  фойдаланилади.
137, К урсатма. У ртанча б ур ч ак  учи дан  карш и томонга пер

п ен ди кул яр  туш ириб, б у  п ер п ен ди куляр га  нисбатан кичик то
монга сим м етрик чизи^ у тказам и з .

138. т/ S - S i  (125-ш акл)- 
К урсатма. Д  ABC га  таш ки айлана 

х ам д а  учб ур чакн и н г АВ томонига Z  С дан  
туш ган  баландли к билан L н уктада  кеси - 
ш увчи  ярим айлана чизамиз. Кесиш ган

тен гли ги дан  ф ойдаланамиз.
1 3 9 -1 4 0  а _  2(6*-с * ) (й *  +  с«- / > * - <?*)

I W .  a  ( 6 2 _ C2 ) 2 _ ( ; , 2 _ 9 a )2  •

125-ш акл.' К урсатма. У чб ур чак  юзини топинг:

И =  -i М4а 2Ь2 — (а2 Й  Ь2 — с2)2
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141. -J + — ос ос1 = соп5'1,
Курсатма. Д  АВВг Д  СВО булгани учун  томонлари про- 

порционал.
142 (а  + Ь)(Ь + с) (а  + с)

143. Е ч и ш  (126-ш акл ). АЕ =  х , AD — у д есак , х  ■+у =  т  
.б улади .' :

1Н Ш артга к ур а :
'/ Ф + с ^ р ,  ( 1)

X +  у  =  я г Я Щ | ?  (2)

2. ЛВС уч б ур ч ак  билан унинг АЕ кесувчисига ва уш а у ч 
б ур ч ак  билан унинг AD кесувч и га  Стюарт теоремасини татбиц 
эзрсак:

ш щ Ж В & Ц  . (3)
+  (4)

(1) дан с ни олиб квадрйтга к у тар сак , сй— С 
| & £ г — 2ср +  р2. Буни (3) га  кУйсак,

. ЬЪ2-*- 2Ьр +  р2 Я  9х2. (5)

(2) дан у  ни топиб квадр атга  кутариб, 
унинг ва с% нинг цийматини {4) га  кУйсак, 
уш б у хосил булади :

5Ь2 — 8Ьр +  4р2 =  9х2 — 18т х  +  9 т 2. (б)

(6) тенгликдан (5) ни айириб, натижани 3 
га  булиб х  ни топамиз:

_  Зта + 2Ьр —р г
*  : 6 т

Бу.иф одани квад р атга  кутариб , (5) га цуям из:

Бундан
Ъ2- Ь р - ? -  10̂ t - i ^  =  0V 9(5m2—/>2) и'

В ьет теорем асига к ур а : Ьг +  Ьг — р. Ю корида Ь +  с — р бе
рилган эди. Ш унга кур а  == Ь\ Ь̂  — с булади . Бундан:

, р 1 — 10p2m2 + 9т*
— 4 (5т2 —р 2) '

Пифагор теоремаси буйича
ИИ H I  H I  о , е*— 10Л»*+9я** 9т*—р*a ? ’= b 2 +  ci ==<lb + c)2 — 2bc==p*+' —яяаътйЕ** ,

формулани Д  ABE ва Д  ACD га татбик этинг.



2 Рг — 9т* 
а ~~ 2 (ра — Ъпф*

144. Е ч и ш  (127-шакл). 1) Д Л В С  да ААг =  la, AQ =  £ai
А й Ш Ш Ш  1 BS В Щ  -AS В а; ва В В И

2
/д =  К — а). (42-масаладан);

2) ABQ, AjBQ учбурчакларда Z АХВ 2  =  Z АВ2, бу икки уч
бурчак баландлиги умумий ва у  А га тенг

5 лио с-/1 /’ Ц с I . - : fit

Бундан эса

5 S A 4j  M ®  l a  l  a  { ’  l a +  l a  c  +  C + f

/д_ | В  fe + С *_ 6 + c Ц t b + C
la ac a + b + с 2p ’ « a, 2p 

с + Г Г с

Д емак:
г К  т Г ШШв$%

&>*■
145. Курсатма. Медианаларнинг ке- 

сишиш нуктаси О га  АС томонга нис’ба- 
тан симметрии булган 2 нукта олиб, 

127-шакл. у  ни А нукта билан туташтирсак учбур-
чак хосил булади. О нуктадан АВ ва Ас 

томонга ОСу ва ОА1 перпендикулярлар утказиб, ^осил булган 
АС1ОВ1 туртбурчак ва AOQ учбурчак юзларининг нисбатини 
томонлар купайтмалари нисбати оркали' ифодалаймиз.

1 4 7  а  =  p (j> q  ^ p2q2  +р2 + 4г Я Ш
иг _  ч(рч  +  Ур*4* +  с Чр2 + 7 )

p̂  + q* У '

148. DE =  Ц  AQ =  J .

149. Е ч и ш  (128-ш акл). ABC тугри бурчакли учбурчакнинг 
ВС гипотенузасидаги булиниш нуктаси D дан DE || АВ утказа- 
миз. Бунда ED =  ЕА =  х  ва ЕС — у; CD = t; DB = ш; AD = р

У~2
д ес а к , тугри  бурчакли AED учбурчакдан р* = 2х*; х = —̂~ Р-

а I . 2Ь-У~2-р ь =  X +  у дан у  = ------

174



1) AD кесма А бурчакнинг биссектрисаси булганидан:
в _ ас ^_ аЬ

ft + с ' Ь + с
2) Д  ABC сл Д  EDC. Демак:

>’ с, ... у с  •
• J  ЩШI

бундан

Шарт буйича

£*= а<» ■

Бунга / ва ш нинг цийматлари кУйилса:
Ьг -г-Сг \

. . До-. . 7 ! . '
Олинган (1) ва (2) тенгликлардан —— = 1 ёки42р|/ 2

Ь = />(ЗУ 2 + ^ 1 0

(2)

150. Ечиш (129-шакл). А—тугри бурчак булсин. G яуцта 
ABC учбурчак медианаларининг кесишиш нуктаси булганидан,

2 2 BG = q = - g — ВВХ. Шунга асосан АВА1 учбурчакдан GF=-$ ABt

ёки GF = b — - j ,  яъни GF =» шу хилда GE = -g-.

=  ^  c; (AF = GE); /4£ =  -j- b (AE=GF). Демак, f нинг b

ва с томоилардаги проекциялари npc/ = 4 ; пр/ =  у  булади.



AGE учбурчакдан :
Ш = 3 ш в т

№ + с*

•еки

булган и  учун  

.булади . Бундан:

9 !« =  A2 -f  с2 • £ А  =  90° 

А2 ■ с‘ — а‘

9t2 =? a2; t == у .

II. 1 ) ВОР уч б ур ч акд а  B F — - j c ;г;_ GP == =  ^ -6 . Пифагор 
тео р ем аси га  к ур а

4 l^ B f2 +  O P  = ]/ (|- c ) V  Ь)*!ф -Ь / 4сН й 2; <?= ^ V ^ 2-\-b2. .
v2) СОЕ уч б ур ч акд ан :

•| / 4 6 а +  с2.

™ ™ д

;Бу уч ал а  кесманинг у зар о  богланиш ига кел сак ,
о\ а ,  2 4c* + d* +V  Я +  Г g .......

Б ундан :
92 +  5? .

151. Е ч и ш  (130-ш акл ). ABC учбурчакни нг ВС томЙнй)?а' 
чизилган таш ки А'ВС учб ур чакн и н г учи дан  A'Q ==g$a  баланд-

лик уткази б , уни  тескар и  йУналишД  
д а  QA'—A'Q м иадорга узай ти р а^  
миз, ;с ун гр а  А'А” ни диаметр килиб* 
айлана чизаш В И ^Ж У Р чакн и н г А 
учи  О Д В у Щ ^ ^ И ^ р иир A- pa А" 
н укталар и  Ф^аЧИтирилса, ДАА'А" 

I jo c M  ^Фргади.
^Щ ’ Вйр А А  А' учбУ'рчак А'А" ва 

АА' т'омонларини ш яаД М й^ш  
А А  томонини т а й м а у ч у н :  AP_L 

± А ’А" туш и р сак^Д Л Л М " дан :
а а :2 =  а 'ащ^ а а^ ш а щ а" ^ ^
А Ж  ва А/P ни аниклаб бу. т е н г *  
ли кка  щуймиз.

Шаклдай': PQ == Щг, A'Q == -̂ ЯЩьГ
1 Щ Ш ИЯНДИ Щ: шшяЯШтш



(2) ни (1) га цуйсак: ЛЛ'2 =  Л'Л"2 +  ЛЛ"2’ — 2Л'Л" X
X А'А" -  На) =  АА"3 И  2А'А" ■ На. (3)

А'А" =  а 1/3 булганидан, (Л'Л" =  2ha =  а 1/3),
ЛЛ'а =  АА"2 +  2Л 'Л ’'- Я а У  ЛЛ"2 J  2 а| / 3-# а = АА"2 +  4|/3 -S  

ёки • . . ,  Н  .
ЛЛ'2' -  ЛЛ"2 =  41/3  S. (4)

- 2) А'А" ий топиш учун  А' Аа щ  А"а. деб олсак:
Л'Л"2 =  ЛЛ'2 +  ЛЛ"2 • 2ЛЛ' .Ли

^ёки
ЛЛ'2 Н- ЛЛ"2 =  Л'Л"2 -  2ЛЛ' • Аа,. (5)

Айлана маркази Q нуктадан Л бурчак учидан утувчи  у м у 
мий LN диаметр чизсак ААЪ Аа, AL ва AN кесмалар айлана 
ичидаги бир н уктада  кесиш увчи ватарлар булганидан:

АА' -Аа =  AL-AN. (6)
б у  кёсйалар :

Ah — AQ QL — тЧц ~{- h .̂ (7)
AN — A’Q — AQ, — ha — ma. (8)

Ш унинг учун :

« Ч е Ш - ( У ^ т Щ - г!!= г = г  IAL-AN= h 

ёки

л л ,;йа«р ^ ~ ~ |  (io )

Буни (5) fa  куййб, Л 'Л ^Ш  l / l ‘ эканини назарга олсак:

А А 'г + ^ а * + ь‘
ёки

а® -f- ЖЙЙШ ЛЛ'2 +  Л Л"* =  2fe2. (11)
(4) ва (10) ни би.ргаликда ечсак:

ЛЛ'2 — ЛЛ"2 =  4 l/3~S; ЛЛ'2 +  ЛЛ"2 2£2,
■ -■ „ ■ _

л 4 '* =  l ^ E + i j T l ^ i .  (12)

И. а  томонга чизилган учбурчакнинг маркази Оа ва b то- 
монга чизш ган  учбурчакнинг маркази 0  ̂ в а  ш у каби с то
монга чи5илган айлана маркази  Ос б улган  ^олда олинган нук- 
талардан з р а м  булган  ОаОьОс - ва АА'С учбурчакларни текш и- 
риб курам из. а, Ь, с ва /га , hb, hc лар мунтазам учбурчакнинг
томонлари ва  баландликлари булганидан ^  — j -



Z АСА' ва Z ОаСО„ ларнинг *ар  бири Z ВСА га 60° бурчак 
цушилишидан *осил булган . Д ем ак , Z А'СА =  Z ОаСОь. Шун- 
га кура Д  АА'С сл Д  ОаОъС. Ш унинг учун

ОаС А'С _  а  
ОьС АС Т\ ,•

шу сингари
ОаОй _ АЛ/
ОвС А'С

ёки

Бунда

ОаС =  |/га -  'Ц р - ;  АА' =  У л '  +  й / з  ва А’р = а

булганидан, (13) ифодадан:

ОаОь =  а + 2 5 ^ 3 =  ^|/~3feM-6SK3.

ОаОс ва ОьОс томонларни топсак >$ам шундай натижа чица- 
ди, яъни ОаОс =  ОьОс = ОаОь булади. Бу ОаОьОс учбурчакнинг 
мунтазам эканини курсатади. ,. . S .J-

131-ш акл.

152. Курсашма. DF _|_ АС утказиб, ^осил булган шаклни 
текширамиз.

153. 6=^15; с =  13.
154. Курсатма. 42-масалага царанг.
155. Е ч и ш  (131-ш аклш  1) ABC учбурчак ташки бур- 

чагининг биссектрисаси 1’а булганидан ушбу муносабатни ёза 
оламиз:
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с2-/ + l'£-a — b \ a  + 1) = (a  +  i) - c i ' t .
(1) дан (2) га цуйсак,

/'2 _  — Ь)(р — с)
°  ф  —  С )г

2) Стюарт теоремасига кура:
(2)

еки
1  = Vй И  -  b)(j) — с).

Шунга ухшаш:

1ь =  т г гУ  а с (Р — а%Р ~  с) : vc ** abi-P "  а ^Р Ь)'
Буларни ^адлаб купайтирсак:

v  /' /' _  8аЬс(р — а ) (р — ЬУр — с) 
a t '  с  ~

ёки

S

(а — Ь)(Ь — с)(а  — с)
HnhfS1 .

р(р  — а)(р *>)(Р с)

: = р/" 1а’ 1Ь '1с(р— <*)(/> — *)(/> — е)
Sabc

156. К урсат м а . 1\ =  урни га тегиш ли цийматларни куйиб,
а= Ь  Тенгликни келтириб чикарамиз. Масалан,

п -  at | И  ас (a + g jL r iiшН Щ *  ьШ Щ  1ь Ш ‘ (а + «! НИ

vvftwfi;. аканини топамиз. ^
157. К урсат м а. Досил булган икки жуфт учоурчаклар- 

нинг тенглигидан фойдаланамиз.
В

У

158. Е ч и ш (132-шакд) 1) GGa ^= -̂ha; GGb—^ h b;GGb = 

== \ hc. 2) Z ABC Z GaGGk= 180° булгани учун -л°а°-  =
« ' -i Hf?

12*

GGa -GQk lia -hc
9ac

hahcac
9a2ca

45»
; 9 a 2c a >
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4Sa
9я262 ва

м в с
4S2 

9 Ь2са ^ ам д а  S g q ,, q. —
4 Ц  

9a2ca

ва ш унга ухш аш  б ул ад и , ч ун ки  S n sc  — S . Н ати ж ада
4S3 . 4S3 4S8 

j b'J c  'J 'Ja ' Jb ' uc ' u u a ° c  9a4>2 9a2ca 9&aca =
4Ss(aa + &2 + ca)

я  i  l i |  °c+ s
4S3c2 + 4S362 + 4S3a2

9o262c2 9a2b2c2

159. 1 +

160. 1/ S S i .
161. fl(c I  6) [ a(c + &)

2/7 ' 2p *

162. с =  ] /

163. ЛВ =  ]^ з ;Л С  = / 3;

Л6=  Ae = - | / 6; K  =  V 2! s = / 2.
164. Е ч и ш  (133-ш акл). 1) Е 

н уктад ан  EFJ_BC утказамиз.ЩЯШ щ 2 ■
Б ун да  ЕС =  -д ЛС булганидан

н Я И
2) т у гр и  б ур ч акл и  тен г ёнли учбурчакн и н г ВС томонига 

м ос б ал ан д л и ги  б ул ган и д ан : ha =  -~ ВС\ ш у ^олда тенг ёнли 
турри  б ур ч ак л и  уч б ур ч ак н и н г  ён томонлари EF =  CF булиб, 

EF ~ \ к а =  ^ - \ в С = ^ В С  ва BF =  |  ВС. Д ем ак , =
2*

4 в с  =  | ; з
Ш у саб аб л и  турри б ур ч акли  BEF, DAE учбурчаклар  ух - 

ш аш  ва Z  FBE =■ Z  EDA.
165. 4  в а  6 .
166 . Е ч и ш  (134-ш акл ). Б иссектрисалар  орасида цолган кес 

м а  d  =  А  А  =  А'В +  В А' булсин ; б ун да А  В =  ВА" = ]& ■  

Бинобарин:
, №  abc И М

М а ъ л у м к и , у ч б у р ч а к д а  i  — с <  а  <  b +  с , б у  тенгсизлик (1) га 
куп ай ти р и лса ,

ВС:
1

=  2.

с*

2я6с (6 —с) 
62 —са <  d - a  <

2a6c (Ь +с) 
ft2 —с2

т«о



ёки
26с . 2 be

TT-c< d<r=-c
5{0сил булади, бу эса d  нинг кандай чегарада узгаришини кУр- 
сатади.

^ | 6 ^ Е ч и щ  | з5 -р а к л |  SHBD = %  SHCD = S2; Sbdb- * a

• Ясашга кура: (HDj_EF ва Z EHD — Z. DHF булганидан, 
Д  EHF тенг £нли|*5я с г = 5Яд£(=  E) булсин;

2) юкоридаги учбурчакларнинг баландликлари умумий бул- 
ршидан,. ||f= булардан S2 =  °2 =

.. :. '1) °* (4)t'(3) ва (4) дан Sx —ох =
= S2 + ®2 

|Ши

■ W W + 0i)
ёки ) ( с— .

I  гё • Ъ о
I

Рщ Ж . .ни куйеак,-

Шундай кили^ 4) ^  НЕ — НВ 
...26с

(5)
26 ■St

•с ёки

бундан

ёки

НЕ =

1
НЕ

b + с '

Ь + с  
~2Ьс~

ш Ш Ш Ш ш
НЕ 2 \bc ~  Ьс)
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€ки

т  = t ( v  + т ) ( я г * ам шУнга те14
168. 1 ,2.
169. 0. Бундан ^андай хулоса чицади?
170. 45°.
171. Еч иш (136-шакл). Олинган шаклда АА' — АА" = а;

ВВ' Щ ВВ" = b\ СС = СС" =  с . S ^ c  У  s;

А'А"В,В"С,С" Km = S.
Учбурчаклар тенг бурчакларга эга 
булгани учун:

■ ЪАА' а"

’ ABC

Шунга 5'хшаш: 
Ш И & ос с с  s  ' a b  в  В 'в"

2)
Яна:

lb + с)2 у  + с)2
— Ъ Г ~  е К И  АС'В" =  " Ь с~ ^ '

s  == s • (g + яя <?° с в 'Л *  й а ь  B d  0 ВА'С"
(а +  с)2

Изланган шаклнинг юзи:
ЧЧ О _  о Г<** . ** , «■ . («  + Ш  . + с)2 ,о) S  s [Fa +  -2 +  5  + — ^  +

4 а 6 с  + (а  + b 4- с ) ( S ^ f  b*.+ с 2) 
5 ’ абс

1 - 0  CN А 2 п с172. ^  95-масалага каранг.

173. BF =

2S в

2Л2 —  а 2
174 9I/4*. OpQM
175. I) ABC учбурчакка 

ички чизилган айлананинг 
радиусини I  десак (137-
шакл), ДВОС юзи = g-ar;
илгаридан маълумки, Ш = 
=  rPi бундан:

^akml ~ Smlcq ~ ^мквр ~~

г  —
р '

1 3 7 -ш а к л .



Шунга кура:
| _  aS 
в о е  — 2р>

2) ABC учбурчакда ОВ = = 1Ь. Маълум булишича:

/г > 6  а  + с Iг; = )/ ас (п — 6) , 2 , г  —;--------
---------- ’ 1ь ^ -х ~ г У а °{Р — Ь). Шунга кура:

яъни

У а с ( р - Ь )
ОВ _ l'b __ р  а + с

В В j ;  Щ 2 Y  а с ( р — Ь) Щ ’ 
* а  •+• с

ОВ а + с
О  f

3) (1) ифодадан бунинг икки томонига 1 1<у-

шилса, ^  +  ясашдан ВВх —ВВ2 булганидан,
В В , 4 . O F  2р  . :  В В , + ОВ О В , -  .. Ц— -QB—  = ~  +  1 ни — -Щ — =  -тш деб езиш мумкин була
ди, яъни

ОВг _ 2р  , . _я  + 6 + с . о  + с __ Ь + 2(а + с ) __  Ь , g
ОВ а + с  а  + с  ' а + с  а + с  а + с  '
Шу билан 2 ^  =  — (- 2.

. . О В а  +  с . 1 Шш I

Демак:
Q Ba____ 6 I п . .
О В а  +  с  ' ’

OCt с  , п шу сингари - ^  = _  + 2.

II. Энди учбурчаклар юзларининг нисбатини ёзамиз:г
S

1) OBiCt _ ОВг ОСг ОВ„ ОС, _ (  Ъ о\
> овс ~  O B -О С ~  О В '  ОС \а + е / \а + 6 * ) '

бундан:
о _о ОВ8-ОСа _  aS  (  Ь | лИ  с  ■ «А

Оо в 2с 2 ~  ^ о в с '  ОВ ОС Щ 2р\а +  с _r z A a  + * ^

Бу ифода унг томонининг шаклини алмаштирсак, ушбу зо- 
сил булади:

_ _2aS , S ( ab , ас \ ._______ abcS _
^ОВгСг р  ~р \а + с а  + Ь' ‘ 2р (а + Ь) (а  + с)'

Шунга ухшаш:
_  ___26S , S j  ab. , _bc \ j ____________ abcS
"oCsHa ~p г  "p\b + с ' a  + b) ' 2p (a + b)\b + c)
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ва
асс _  2£S.

^ОЛгВз р  ' р  \Ь + С

Буларни ){адлаб цушамиз:

Ьс
:) +

a b e S

AraP s a2b2c2 В  § десак, 
A

a  + c )  ' 2p  (a  +.e) Щ + c)' 

2 abcS
|| + 6) (a 1  c) (& + c) ’

2 abc
® {a + b) (b + c),(a p  c)

' 176. Е ч и ш (138-шакл). 
у  I. Биссектрисалар ва уларнинг 

булакларига дойр формула- 
лардан:

1а — £ —  ЩЬср (р  -  сф^'а =
=  J/r be (р — а)ш

/~Ь с ( р - а )  
V р

Р
1а =

6 +с

ларни ёзиш мумкин. Бошца 
томонларга тегишли биссект-' 

рисалар ва уларнинг булакларини ^ам шу хилда ёза оламиз. 
175-масалада курсатилганидек, цуйидагиларни ёзамиз:

’ 2) $пвс ~
aS
2 р ' олв

с$.' _ _bS
Щ  ОАС ■  I р -

Шаклдан:
0А% = 1а +  1а] ОС2= 1С +  1С. 

Булар куйидагича булади:
3) ОАг = 1а + Га =  « l/ M ^ z £ ) .

° 6+С Г /» *
_  У Ьср (р —а) (а  , п\ _  2р +■ в  -| fb c jp ^ a )  

b+ c \Р J b + с ' V р Щ
Ушбуни )(ам шунга ухшаш ёзиш мумкин:

а) =

ос, = 4 + /; = 2pjl£ . л / аЬ (р^ > .
3 г с в + 6  V р

II. ОЛаС2 ва ОАС учбурчакларнинг бурчаклари тенг булга
нидан:

^OA2Ci_Oi42 • ОС, 2р + а у  Ьс + (р — а) 2р + с У  ab (р — с) ,
S0AC О А-ОС Ц  1 1  | | |  а + 6 " />

. /Ьс (/> — д) у  аЬ (р — с) _  (2р + а) (2р + с) У  Ьс (р—  а)'У  ab(p — c),
Р р р г (a +  Ь)(Ь +  с)
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= 1
ёки

S

| у  be (р — а)'УаЬ(р — с) Ш Ш Ш шШ Ш  _  2р + а 2/> ± с
щ щ ш и  1 1  1 1 1 *

2а  
b •+ с + 1) Ш ь Щ

a  t  b

0Л2С2
2а

Шт. '\ьТ~ с +  1
2с 

а  + b +  1
_ bS , bS / л 

2р р \6 + с ~h а ■+ bш
Шу каби:

*ОА2В2 2 р  р

ОВ2С2 2р

ас 
b + с  

сф
~h

+

bS / 2а . j
2р\ьТ~с~т~ 1

4abcS 
(а + b)(b  + с ) ‘

be I  , 4 abc S
(b + с) (а + с) ' 

AabcS
а + с )

И 1а + с  1 а + с !  (c  + ti)(a '+ c)'

m + * h
а>

(2) 

(3>
(1), (2) ва (3) тенгликларни цадлаб цушеак:

А2В2С2
с  . S [с (а + b) . k\a + с) . а (Ь + с)1 . 
& ~Г „ I „  I А I „  _1_ „ "Г /,Х/. J Тр  L а  + b 1 а  + с  

. 4 abc S (а + с + а + b + Ь + с) 0 . 0 ,,
КШ + Ь)(а + с)(Ь + с) В Н Ш

_  qc I 8abcS______
‘ (а + b) ( a - f- с) (b -he)'

А гар SA2B2C ни А ор^али б ел ги л а са к :

b  + с  
8 abc S

(a + b) (a + с) (b + с)

177. BD = 1
— =  3

МШШ
8 a b c

(a  +■ b) (b  +  c )  ( a  + c ) ’

15’
ВЯ5 1 1 8 13 
£ C =  T + 15 =  IE-

178. К ур сат м а . ABC учбурчакнинг А бурчаги ён и га  A, б ур - 
чакни кУйсак (AxBt ва АВ — умумий томон), 90° ли б у р ч а к  %о- 
сил булади.  ̂В, учлардан карши томонларга ва Д/?, 
перпендикулярлар утказсак , 
бунда ^осил булган ABD ва 
AyBxDy учбурчаклар юзлари- 
нинг нисбатларидан исбот- 
ланувчи тенгликни келтириб 
чикариш мумкин.

179Яё ч и ш  (139-шакл).
Агар бир жинсли а а г —
= bb1 +.ссд тенглик ABC ва 

учбурчаклар учун 
бажарилса, А1В1С1 учбурчак 
узига ухшаш бошка учбур
чак билан алмаштирилганда хам у  бажарилиши куринади. A ^Ci 
учбурчакка ухшаш шундай А2В2Сг учбурчак оламизки, унинг 
Вх бурчакка мос В2 бурчаги каршисидаги томони АВ га тенг

185
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булсин. Кейинги учбурчакни шаклда курсатилганидек, ABG 
учбурчакка ёндош килиб жойлаштирамиз (у ADB долатни эгал- 
лайди). Бундан^ CAB — Z  ADB -f- Z ABD = Z  ABC + ^  ABD= 
щ Z DBC экани келиб чикади.

Z DAB + Z DBC = 180° булгани учун
$ABD _  AD-AB __ с2- Сз-й ш

j B C ' B D  d ' d 2 d c^ *  CL *у,№

ЛВС ва BCD учбурчаклар тенг бурчакларга эга булгани

s a b c _АС-АВ _ b f b  _  f o b  i
SgcD BC-BD а-аг аг-а" , Щ.

(1) ва (2) ни дадлаб цушсак,
$А ВР  , S ABC _  $В С Р  j  

$ВФ 
ёки

C'ifi I Ьф ._..
аф '

140-шакл. : Бундан:
ЬгЬ + с2с = а2а. ■

180. Ечиш (140-шакл). 1) СН =  х десак, бу АС нинг ВСcfi | I - - q2
даги проекцияси булганидан, х  =  — ~̂2а— • ^  ва CD кес
малар 1а биссектрисанинг ВС томондан ажратган кесмалари 
булганидан:

CD t=— ~c  ва BD = j^ - c хамда ВМ  =  МС =  - j .  •

2) HD =  CD — :   ̂Я6 + с > | Ж ' |

я м  , (2)
шартга кура:

HD == 3-MD, \
яъни

ab а 2 + 62—„с» И м  д ц ш ж
Ь + с 2а  ' ' \ 2 6 -{- с.

ёки
2а 2* -  (а2 + Ьг -  с 2) (Ь +  с )  = За*~Ш1р) — 6я 26 - 

ёки ‘ ' ■
2аг£ + 6а? Ь -  а\Ь +  с)  — За2(* + % -  (й* -<?2) : (J  -j- г )  =  0 

ёки
8а 2* -  4аг(* +  с ) — {Ь — ф  + <ф =  0
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ёки

еки

бундан

4а?(2Ь — Ъ — с) — (Ь — с)(Ь + с?  = О 

4а8 — с)г =  0„ .

/ (2а + b + c)(2a  — b — c) = 0.
Бу купайтмада албатта, 2а + Ь + сФ 0 , демак, 2а—Ь—с=0. 
Шундай килиб, а — Ь = с  — а  ёки Ъ — а = а  — с  булганидан, 
улар узаро арифметик прогрессия 
таш-киЛ этади. л \ $ /  В'

181. Курсатма. 75° ли бурчакни ----
15°. ва 60° ли бурчакларга ажратиб, \ /
уткир бурчаги 30° булган турри бур- \ '
чакли ва тенг ёнли учбурчаклардан —■— I-----
фойдаланамиз. /

182. Курсатма. Уткир бурчак кар- \

184. Ечиш (141-шакл); Учбурчак 
ички ва ташки бурчакларининг биссектрисалари узаро пер
пендикуляр булганидан:

Z А'ВВ' =5!§Л'СС' = Z А'АВ' =' 90°.
Шунга кура умумий А' уткир бурчакка эга булгани учун 
ваииш Щ |  а ' с М ^ а ' в  .  А'С А'С 
ДЛ'СС сп А АВВ , бундан: Щ* еки a fB = AW

Демак, А бурчаги умумий, мос томонлари пропорционал 
булгани сабабли ДЛ'ВС сл дЛ'В'С', бундан:

А'В ВС 
А'В' ~  WC'

.  , АВ ИЯёки а = а ■ -р- булади.
Учбурчак томонининг квадрата з$акидаги форму ладан (А'В'С’fo'2 _j_ Qr2_1 я'2

учбурчак а' томонининг квадрата учун) А'В = ------%у-----
b'a с'2_д'2

булгани сабабли а = а - .-------------- •
1 й с  ‘ а __Ь +  с  h  ___ а  + с  1С J y  а  +  Ь1»0. , — ; . — ь ; . — с . 

l a  1Ь с

186. т/ -2 -|- у 2- Курсатма. 53-масалага каранг.

шисида ётган томон квадратининг 
формуласидан фойдаланамиз.

У 462с2 — 12а(Ь + с)2. 141-шакл.
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188. Ечиш (142-шакл). ABC учбурчак ВС томонининг ур
таси D нуцтадан утувчи тугри чизиц АЕ биссектрисага пер
пендикуляр булиб, АВ ва АС ларни К  ва L нуцталарда кес- 
син. AKL учбурчакнинг биссектрисаси баландлиги билан уст-

- ма-уст тушгани уч ун  AK=AL ва
Z.AKL =  Z ALK булади. CF || АВ ут- 

/  N. казсак, бунда BDK ва CDF учбур-
/  л чаклар тенг булади, чунки CF || АВ

v /  £ булганидан ВК = CF. Сунгра
/ " —-’гГ ----- г ZCFb = Z. AKL — Z ALF ва бундан

В г ^  ВК = СЬ, Бундан эса CF — CL.
Шу сингари АВ= А К В Щ  

142-шакл. АС = AL — CL — АК — ВК эканидан
AK=AL (АВ +  АС);

ВК —CL = \(АВ— АС).

II . Т^РТБУРЧАКЛАР

1. Параллелограмм, ромб, турри туртбурчак ва квадрат лар

189. V39; 13 ]/ Т ; 2 УЩ
190. Асосининг уртасидан изланган нуцтагача булган ма

софа у  V 3.
191. 3 ва 4; 1 ва 12.
192. ВЁ = 45-^; BF — 113-g-. Курсатма. ^аммаси 2+3+7=

= 12 булиб, параллелограмм юзининг ярми 6 улуш буладй:
193. BE = 34; CF = 72.
194. m -v  п
195. OK кесманинг К  учи DC кесманинг устида, ON ^Jfecjj 

манинг N учи ВС кесманинг уртасида ётади.
28 VT3 ^ I196. Бир диагонали—^—■; бир томони 6^ .

Курсатма. Умумий бурчакнинг биссектрисасин# олиб, унинг 
асосидан учбурчак томонларига параллел тугри чизицлар ут- 
казамиз.

197. а = ? р ;  d = \ ;  S  =  j .  '

ва 3.
199. 16.
Курсатма. Айтилган нуцтадан утказилган турри чизицлар 

билан туртбурчакнинг катта томони тенг ёнли учбурчак 30- 
сил цилади.
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200. Щ —  к 2.
201. тп.
202. Ечиш (143-шакл). Шартга кура, МР || АС\ JVP ц ВС, 

бунда АА J_ ВС олинса, PNMC параллелограмм ва PNMQ Щж 
ри туртбурчак буйича

СМ = MQ = NP — х ва МР = СЛ/ = у;
АА! ~'ha = ± V p { p -a ){ p

А'С = 1/АСг — АА'2 =

Ь) (р  — с )
33

■J/21-6-7-8; 56

D

а М Р  АСABC (л Д МРВ булганидан, ' д С ёки
И р г

15’
У: -• . 

15 — х  ’

Нбундан 13л + 15у = 13 * 15.
MNC булганидан, ^  ^

( 1)

:13.Иг _ ^ .v у т ш ш
БунданМ

65jc — ЗЗу = 0.
(1) ван(2) тенгламалар бирликда ечилса, х == 4 у  = pgjr* 

рБул^гаЖсосан-Г' ‘ 4,*v ' £ '• '  *'* , - - ■
MN = ]/МР2 -  NP2 = ]/ 7 ^ 2 = ] / i% 5)2-  ( I ) '  P f  i -

65-5
(2)

203. асi а с  
с  + Ц

205. Ечиш (144-шакл). Ясалган учбурчаклар учлари Мва 
N 5$ай!да томонларининг узаро кесишган нукталари £ ва Г
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булсин. Е ва F  нуцталардан квадратнинг томонларини кесувчи 
тугри чизик утказиб, масалани еча бошлаймиз.-

1) олинган EMFN шаклда Z M  = Z N =  60° булганидан, 
г- Е = Z Е = 120°.

2) CQ = ва Z ECQ =  30° цамда EQ =  у  ЕС булганидан

= ME =  MF =  Щщ = FN ва Z =  Щ iJM F булганидан, шак- 
лимиз ромб булади.

4) Ромбнинг-юзи =EF-MO\ 
бунда

МО = j/МЯ* -  ОЕ* =  У Ц  (3 -  Я  j 2-  [|  (3 -  J/3)]2 =

206.
207. Е ч и ш  (145-шакл). Бу ерда биттадан бурчаги умумий 

(тенг) булган учбурчакларнинг юзлари цацидаги теоремадан
' фойдаланамиз. 1) А умумий бур-

QE = РЕ =

3) E F = a -2 Q E  = a -  =  -g- (3 —1^3). Сунгра EF =

D Са  G С ,
^ч ак  булгани учун:

Щ  S  АЕН _  АЕ-АН a i - d a
S  a b d  AB-AD ab

A В умумий бурчак булгани учун:

145-шакл.
Sjzbf BE • B F _а2'
S ABC A B-BC ab

С умумий бурчак булгани учун:
S f c o  C F 'C G _fej-Ci
Ш bcd B C ' CD ab
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^яро DH-DG __ с2б?!
AD-DC оЬ

ёки ■*’* „ . Г ,  V  'ъ f "КИВд У
А ^  Cj* rfj

' •  ĤDQ — 2 ' аб Я  
Буларнинг йигиндиси:
■ с  — с  ' _i_ @1 И ВЕИ  -L :<г =  _  . / ^ д  + a2*>i + В,с, + e„rf.\^  АЕНГГ ‘->BEF °C F Q  ' °  ДЯО 2 V ---- jjg-----------— I,

Изланган шакл юзини Sa десак, унда
g  _  £_5 = S _ S Чт ааЬх +,Ь.ге1 + c3cf,

P ^ S '
'бундан:

D умумий бурчак булгани учун:

2 вб 
2а6 — Oyd% — flaftt — Ьгсг — c,rf,

5*s
2а& — c i^d  ̂ й $ \  Ъ%с j — Cjrfj 

2ab ■
208. Ечиш (146-шакл). Шарт буйича”

А Н Щ Ш  b e  ^  п  Л Г п  — т ы ,.«я* А д а  77/!
I №+— Щ '''ЖПйШЙ

LD;

Д71 п ( т  + п )  ,.ч
71 от (я»+ л) и '

деб ёзиш мумкин. Сунгра 
Д  АТВ сл Д  GID, шунинг учун 

Д7' i4i5.... m + и • .
LG  ■ ■ ■

ёки
i  ■ Т Н

/47~_л ( т  + и)
L G  п 8

деб ёза оламиз. (1) ва (2) дан: '
ДЗаЁД-Т’ Шчя т + п 
TL ’ LG

146-шакл.

т
бундан:

TL
LG

■ т<-т + и) 
ла

AG
LG
AG _  АТ + TL + LG AT TL LG

LG ~ LG~t~ LG + LG~
__ п  (w -f п) , т (т  + п) , , _  т а + 2тп + 2л»

Л» Л» *" Я»



'ёки бу нисбатларнинг тескари кийматларини ёзсак:
LG ________ л2
АО т2 + 2 тп + 2л2‘

Кетма-кет пропорциялардан:
А Т : ТЬ : LG : AG = n(m  +  п ) : т (т  + r i) : n2 : (m2 -f 2тп -(- 2и2).

и с __L о __Lc
'  ADC 2  параллелограмм 2

D бурчак умумий булганидан:
л

еки

Шу каби:

*adc т + rt

^  d o l _LG
'Sado AG

ёки
s —S Л  ^ ____v

d o l  —  a d g  A O  ~  2 (»« + « ) *
X ______  /ql

m2 + 2mn + 2na 2 (/я -+• n ) [(/и + я)2 n*J* ^|j
К

Ш. Шаклдан:
о nS

a d l  a d o  a l g  2 ( m  + ri) 2(m + n )  [(m  + л)2 + л2]
_ nS  (tit + n)

2 [(m -+- л,2 + л2] * ~

Ухшаш учбурчаклардан:
^a тн пг
s a l d  ( » i + « ) 8

ёки
л2 я£ (иг + й|Г' ла

p p i  a d l  ( m  +  n ) 2 2 {;»г + »)S+ ^12] ' (/к+;Я)*

= ________я __ ;-4 (4)2 (от -+- п )  [(от + л)2 я 2}'

Хосил килинган (3) ва (4) тенгликлардан SDQ̂ =  SATH эканли
ги маълум булади. Агар DLTH туртбурчакнинг юзини ^исоб- 
ласак:

I  _  |  _  с  1  Я  nS (tfi + n ) _
D̂LTH — ^ AID А̂ТН ~  2 [(« + Я)2 + и2] ' , 

rfiS mnS  (от -h2n) L
2(m +  n) [(m + я )2 + я2] 2 (m  + n) [(от + я )2 + я 2]
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IV. Энди TNLK параллелограммнинг юзини ^исоблаймиз:

THKL. ' ^ABCD -4-S, nS (т + п) m‘S
ALD "1" 2 [(/й -f- П)г  -)- П2]

209. Ечиш (147-шакл).
Бурчаклари тенг булганидан:

Д  F'E'C сл Д FED,
бундан:

E f  ED „ EF' 1  /1Ч 
E'F' ~  Е' С 6КИ E'F' ~  п ’

EF 1 FE' I  ЕЕ j  1  (2)
(1) ва (2) тенгликдан:

пг р (от | п)>•

E’F' = £/=■' = Вер-» + n ’ '  т -+п 
тикал бурчакка эга булганидан:

Д  AEF 1  Д  F'ED,
шунга кура:

E F _ A E  EF _ b  — m 
' “  ED ёки  EF' ~  m ’ 

бундан:
EF=EF' ■b — m

m. m + n m Km + n 
II. Агар EH\\DB утказилса, BH—m >{амда [\DEG<л/\Е’GB, 

шунингдек, Д£>£'0~ /\Е'ЕН булганидан,
Е й е е Щ
ED — НЕ’

ёки
EG _  ЕЕ'
ВН ~  НЕ'

ёки г
d mdEG = B H ~ = mПС. т  rf Ь + п m + b

III. Яна E'H' || AC утказамиз, AH' —E'C=n з а̂мда Д G'E'C сл 
сл Д  E'EH', бундан:'

еки

ва

ёки

13 Обид Каримий

E'G' 
Е’С '

G'E' 
AH' ''

E'E 
EH’
E'E 

: EH'

G'E S nd
b — {m + n)'
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210. 5 Л : Skb. = 1 / 3 :4 .
211. 600.
212. Е ч и ш (148-шакл). Агар ромбнинг юзи квадрат юзи

нинг ярмига тенг булса, 5 ^ ^ =  S A0N дейиш мумкин. У ндабу 
учбурчакларнинг баландлиги умумий булганидан асослари

ON = NB =  BD (О — квадратнинг 
маркази) булади.

NKA. АВ утказилса, ВК  =  j  с  ва 
NBK  учбурчак тенг ёнли булганидан' 
N K = K B  =  ± a ;  AK =  j a , AQ =  ± а  
ва

по 2 2 1 1PQ — з NK — 3, • 4 а> -щ б о,-

Буларга асосан, шакл парчаларининг 
148-шакл. юзларини излаймизЩ

о о »  _в* а*__
PBN  ABN А В Р —  8  1 2  —  2 4 ’V '

о   с  __о о я2 а2 а®-_д*
M PN O ~  ABO ABN  *->А РМ  Т  ¥  _  2 4  “  1 2 ‘

Иккала ромбнинг умумий кнсми булган саккизбурчакнинг юзи 
(S) шундай туртта SMPAfQ шаклнинг юзига тенг булганидан:

S  =  4 -— — —°  *  12 3* ,
213. 2 У З  — 3.
214. К ур сат м а . Учбурчаклар ухшашлиги ва тенглигига 

асосланиб ечилади.
215. Параллелограммнинг катта томони а  даги кесма х

а У  6 Ь л/"~~булса, у  ЦЩЩ х  = —|—, кичик томонидаги кесма р  у  о.
216. Е ч и ш  (149-шакл). 1 .1) СЕва AF параллел кесмаларнинг 

BD диаметр билан кесишишидан ^осил булган ADNI ва 
EDL учбурчакларда AN || Eh булиб, улар умумий ADB бур-
чакка эга булганидан ухшаш булади. Бундану-щ, =  щ  =  Ц

яъни DL =  Щ DN. L нукта DN кесманинг Уртаси. Шу хилда N 
нуцта BL кесманинг уртаси булиб, BN =  NL — LD ^осил булади.
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2) N нуктадан АВ га перпендикуляр (NKA.AB) утказсак; 
з?осил булган Д  BNK сл Д  ABD булганидан, ~ш= 4-, яъни

NK—\ AD = i  а булади. Демак, N K ^ -g cl.
3) BE ва AF кесмаларнинг кесишиш Р нуктасидан PQ_L АВ 

туширилганда Д  APQ сл Д  ЛЛЗ з̂ осил булади. Бундан:
PQ 
BF

PQ = - j  BF

AQ — 1
АВ 2 ’

IjWp. 
2 '  2 а.

Демак:

II. 1) QO-АВ Ф:
_  1 а  _да_

j J B  32" 2 а ~  4'

3 g§ £?°АО£" j 4 •

2) S ,ra/= 4  iV/C-AB = 4- а  _  ° s . 

A B N  В  6  *

149-шакл.

а2
ABN '

4) 
Демак:

_с НШ8
—  ABN а  ЛВР йАВР

4аг — За2 
: 24

о  
° врлг ~  24'

5) S,'купбур. MPNO — 'Злпп Sab n Sf _  Л» _  в « _  в»
3АОВ °A BN  ^ B P N  —  4  6  24~'  24’

д2
яъни SMPN0 — 25. Шунга кура изланган 8 бурчакнинг юзи шундай

4 та купбурчак юзищ тенг булганидан Sa 6ур — 4-|^ = ^ . На- 

тижада Sa 6ур. =  -g булади.

217. 2 ва 1 ва 1.
218. Еч и ш (150-шакл.) Кватратнинг DC томонига ясалган 

учбурчак билан AD томонига ясалган учбурчак томонлари-
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нинг кесишнш нуктаси К  булиб, DC томонга ясалган учбур
чакнинг учини Р десак, бу нуцтадан АВ томонга туширил
ган перпендикуляр АВ билан Q нуцтада кесишади, бу ^олда 
Д  AKD да Z ADK — 30°, бундан:

А К = \  AD = -1 .

Д  AKN да Z К AN =  30°, бундан:
_1_
2K N - 1  А К = т ;

N а
150-шакл.

буларга асосан турри бурчакли 
AKN учбурчакнинг учинчи то
мони AN =  а ; бинобарин:

NQ = AQ~ AN= f  -  О а  =

= f  ( 2 - / 3 ) .

Катетлар АК — AQ = у  а  ва АР
умумий томон ва ^ар бири тур
ри бурчакли булганидан-Д АКР= 
=  Д  APQ.

Шу сабабли:

КР  =  PQ = PD — KD =  а  — = а ( - ^ ^ 3),

чунки ADK учбурчакда KD =  - .  Булардан фойдаланиб, шакл 
булагининг юзини излаймиз:

=  -A N -KN  =  — .g-K j. .£  IV  О 1X 1V V О /I /I
l/з-а*

AKN  2 '  2 4 32

V p k  = f  N(* w  f  г т  Ц  ~  К з ) -Д =
16 — 9 V~3

32

S a q p k  “  AKN +  S — ШШЙ 1 ~ Г - дг“ И ---- :_- дги
/WQP 32 ' 32 4 *

16 — 9 / 3 • /  з

Агар квадратнинг юзидан AQPK шакл юзининг саккиз )$исса- 
сини олиб ташласак, изланган шаклнинг юзи келиб чицади, 
яъни:

С s r  дг.2 
°8  бур. ^

2 —У  3 а2 Я  а2 ( 2 / 3  — 3),

220. 1 : /  2 :/ 3-
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222. Е ч и ш  (151-шакл). Шартга кура:
1 \ АЕ_НЕ .

ЕВ~ ~EF~ ’
2) АЕ -(- ЕВ =  а . '

(1) ва (2) тенгламаларни биргаликда ечсак:
д р __ . р в __
Л 1 + к’ ~ I + к’

3) ЛЕН учбурчакдан: ЕН  =  АЕ V~2=-k ^  2-

( 1)
(2)

1 + к

BE F  учбурчакдан: ЕЕ — E B Y 2 = у^ -| .

Бундан тугри туртбурчакнинг юзи:
ak у~2 а у'2S  — EH-EF —

3 # 2 а 2
223. CB=-Vak.

1 +к 1 +к 
, к

(1 + ky

2a*k 
(1 +k)*'

224. у  b*— (с к у р с а тма .  Параллел булган кичик
томон уртасидан ён томонларга параллел килиб тугри чизиц- 
лар утказамиз.

F F  A F
225. Е ч и ш (152-шакл). /\AEF сп  ДЛ£)С булганидан 

б ун дан г:
E P = D C - % = b i i  (1)

Агар С К  || АЕ утказилса, Д  АВЕ сп Д  В КС булиб, бундан:
АЕ _ А В  .  АЕ _  а 
К С ~  ВК. AD а  — Ь‘



АЕ а~{2) тенгликдаги д р  — £-^|Киймат (1) ифодага кУйилса:
ЖEF —а — Ь я

AEF ва BEG учбурчакларнинг баландлиги тенг, уларнинг 
асосларидан тенг узоцликда ва асосга параллел ётган CD кес- 
ма ^ар иккиси учун умумйй булганидан GE — EF.

2abДемак: GF — 2EF =
226.MN = 6.
227. MN
228. S,

229.

а — Ь'

1б | .
"трапеций •, I 260t 
(6а —h  / 3 ) ft

6
230. Ечиш (153-шакл). I. 1) 

Шартга кура: АВ = АС =
= ва AD = DC = СВ = х.

Агар СЕ || AD утказилса, АЕ =  СЕ = х\ BE ■=. а —х булади. 
2) ABC ва ЕВС учбурчаклар тенг ёнли булиб, асосларидаги 

бурчаги (Z  В) умумий булганидан:
АВ ВС  I  а  х  Щ 
ВС BE  ёКИ х~ 7Г^~ х'

бунга а  нинг циймати куйилса:

V _  V X +  E l  V T — 1  И Я

х = а

X = 1 .2 I
II. 1) Агар А нуктани марказ килиб А В ^ а  радиус билан 

айлана чизсак, ВС = х = а - булганидан у а10 га, яъни
айланага ички чизилган мунтазам 10 бурчакнинг бир томонига 
тенг булади. Унинг марказий бурчаги Z ВЛСр|-эд-=360', бун-

ШЛ ШШШШ * i8o°-S6° iдан тенг ёнли ABC учбурчакнинг асосидагибурчаклар— ^—  =
= 72°, яъни трапециянинг асоеидаги бир бурчак 72° экани ке- 
либ чинади. Демак, иккинчиси 180°—72° =^108° булиши керак.

2) АО ва ОС кесмаларни ^ам у  ва а  — у'билан белгид£сак* 
АОВ ва COD учбурчакларнинг ухшашлигидан:

АО АВ. а _____



231, Ечиш (154-шакл). Шартга кура:

ва ухшаш булганидан
Ш

SB‘
(1) ва (2) га асосан

(ЛД)»
“(ВС)* : ОТ-

ёки
(АР)* • (АО)* р* 
W  =  (ОС)* q*

М>_АО_л 
в с ~ о с ~ а  

? a b d = ; s ad.c- Буларнинг *ар бири- 
дан SAOD айрилса, Sdqc =SАОВ бу
лади. Баландликлари тенг булгани
дан:

А О  . 

г '
ш  кура

ёки

6 ЛОР 
S D OC 154-шакл.

;r:3§- j ̂  I .1 .5РРРЙЙОС р ’
бунга шартда берилган ^ АОд нИнг циймати куйилса:

НЯВН 1  ..
: =Р* #-#<?•

Демак:
. pABCD — ̂ AOD ~Ь' ЗвОС~̂~̂АОВ D̂OC
i»a + <?2+pq +pq =р2 + q2 + 2jщ + q?• 

' 232. a* = 10.
233. = 26*; кичик асоси DC = 2b У  2 —a.
234. A®.
235. Асослари х ва у билан белгиланса:

I  sT9PTfivn4m = *y = l a j
236. 900,,
237. У + г
238. 12 ва

240. SMKHP (трапец11я) —S ABC' с —2т

(2)

(3)

(4)

(1)
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241. Е ч и ш  (155-ш акл). Ш арт буйича:* 

S ,
BD 
DC

р  АВ' 
7  ва В 'В

Ш унга асосан  ш аклн ин г юзини текш ирамиз.
I. ABC ва АВ’С' уч б ур ч акл ар  ухш аш  булганидан:

S a b ' c

$авс
АВ'* 
АВ2

т2
(т + п)2

т2Q "1- (1)
АШС' Г ^ ( и  +  п ) » | р ' 7 . ■

ABD ва  ABC учбурчакларнинг 
баландликлари тенг булганидан:

BD
ВС

155-шакл.

■5л»г)— S
б ун дан :
■ р Я Н

АВ °  Р + Ч  Р + ШШ 
с у н гр а  т ур т б у р ч ак н и н г  юзи ^уй и даги ч а ифода этилади:

S  Rrr" R' “S л an S  лг>, г., — S с  »г2 _  р, п(2т  + и)
* (от -ьи)2 ~ 5 (от + п)2 -

(2)

(3)
II. АВ'О ва  АВ'С' учб ур ч акл ар н и н г баландликлари тенг бул- 

ган и д а н :
В'О
W c7

Р.:,:..
' р  + щ

б у н д а н :

т  S, В'О  
В 'С '

m 2S
(т + п)2 р  + q

тгр

(1 ) в а  (4) т ен гл и кл ар д ан :

= 5 ,

Шу каби:

SА В 'О '

= Ш
(т+п) 

qM
r - . - S

(га + п)*(р + q)' 

pm 2 - __

S b 'B D O  ~  ABD

(m + n)2[p+q) ‘ 

pSс  — -J ------°AB'0 p + q
, pn  (2/я 4- n)
’ " (m + ШШ + Щ

(m + n)2(p +

pSm2
(p + q) (m + пУ

(4)

(5)

(6)

(3 ) ва  (6) т ен гл и кл ар дан : m (2m + n)

'DCC' О



242. -  =4- + Шх Ь ' a
243. Е ч и ш  (156-шакл). 1) ABC учбурчакда АЕ || BD  утказ- 

сак, Стюарт теоремасига кура:
АВ2-ЕС +  AC2-BE  -  АЕ2-ВС = ВС-ВЕ-ЕС

ёки
m2(b — d) -f сЫ — a2b = bd(b — d),

бундан: _
1 /  6d(6 — d) + а Ч — c2d 1 /~Ь (а* — d*) + d  (Ь* — &) /l4

b— rf------- ~gjr
Шу каби

2) CF||BD утказсак, ДОС/7 учбурчакдан яна Стюарт тео
ремасига кура:

CD2-A F+  CF2■ AD -  AC2• DF = AD- AF-DF 
(бу ерда FC =  a ; H F =  b — d )  
ёки

n\ b  - d ) - \ -  a ?d  n - c 2b =  b d (b  — c?)
ёки

й2(6 — d ) — c2b — a 2d  +  d b 2 — bd 2,
бундан:

1 [dip* — a2) + 6(c2 — d2)
” — К

244.
4(6—d) / (a-\-b-\-c—d ) ( a —b-\-c-{-d) (a-\-b—c —d ) ( —a + b + c—d j.

К ур сат м а . Кичик асосининг учидан ён томонига параллел 
тугри чизик утказиб, олинган учбурчакка Герон формуласини 
татбик этиш билан трапеция юзини излаймиз.

245. 7 : 3 .
246. 72£
247. Е ч и ш  (157-шакл). 1) Изланган-SCLW трапециянинг юзи:

■ т̂рап. =  ^  ABC &AEF +  ^ИВЕ +  ^CLF  ^
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2) Д  ABC сл Д AEF сл Д  НВЕ сл ДСА./7 (бу ерда Z ЛБ// = 
Z ВАС = ^  ЛС£, ва томонлари параллел) шунга кура:

ъ  mm~w£k ёки с =  ^ :.с
1  5ДВС В  1  еКИ Ш §  — h i *да ‘ °ЛВС.

S tfB £  _  (ft —  ft)2 о  _  (ft —  А) о  
S^ c ~ ft* ’ ЯВЕ h2 ’ ЛВС’ '
S C£F _  (ft—ft)2 0 _  (ft — ft)2 c
s hbc ~  fta ’ “  fta ЛВС' 

Бу ифодаларни (1) га цуйсак:

157-шакл.
Г

158-шакл.

трап
— с  _с  I

ЛВС °ЛВС 1*2

НМ!'ASC

(ft —ft)2 (ft — ft)2| _
- - ... j c ■■ -

f. ft2 | о (ft —ft)*| eft ft2 —ft2+ 2(ft —ft)2 _  
l l A*-*" ft2 1 Я  2 ' '• -A*'

_a(ft — ft) (3ft — ft)
“ А Г ч ® % :

(2)

Демак,

948 (д i  Я  a*
ЩЩ (b +  3a) b2'
249. CP = a  •a + о
250. 2. (a  — k)z.
251. A = a(2~ l/1); S = 2 a * ( / 2 -  1).
252. И сбот  (158-шакл). Туртбурчакнинг BD диагоналига 

А учидан AE _L BD ва С учидан CF j_ BD туширамиз. У золда 
ABD ва CBD учбурчаклардан:

я2 + Ш)2 — ЯН
D E = — ш — ■ ‘ 9 1



Шартга кура b2 — а2 = с2 — йг булганидан, (1) ва (2) га ку
ра DE=DF. Демак, Е ва F  нукталар шаклида курсатилганича 
*ар хил булмасдан, бир-бирининг устига тушади. Боищача 
айтганда, CF ва АЕ перпендикуляр чизицлар бир тугри чи
зик устида, яъни АС тугри чи
зик устида ётади. Шундай ки* £ 
либ, ЛС _]_Ш)ва талаб килинган 
нарса исбот этилди,....

,253. Ечиш.  (159-шакл). Кис- 
калик учун куйидаги белп#*» 
лашларни киритамиз:
ф  -h$2— Щ,\. I f / 4-^>е=а1 я 

= р\ - 
Туртбурчакнинг BD диагоналига 
Л ва С учлардан АЕ ±BD ва 
С.Р_1_ЯОларнитуширамиз. Сунгра 
АЕ ЩрО (AG ="EF) шарт би- 

^ н  в ^ у к т а  й ам 'Щ ^  ва O'wjffi 
таларни туташярамиз, ABD у | « ч . . . '  159-шакл. 
бурчакдан:'

(о
CBD учбурчакдан^ : _

Ю  = . (2)

Досил килинган (1) ва (2) тенгликлардан:
: ;̂ i = . - (3)

Пифагор теоремасига асосан, AED учбурчакдан:

АЕ — /AD* -  DE8 =У  -  е* -2 е2т-~р\ (4)
CFD учбурчакданЛЙ 

CF= / C D * - D F * = y d ? - = ^ / f r e 4+ 2е2л (5) 
AQC учбурчакдадШ 

. ACf = АСРЩгрО* = EF2 +i(CF+ FG)a = EF2 +  (CF+ AEf. (6)
. Бу тенбяикка (3), (4) ва (5) ларда хосил килинган кий- 
матларни кУйсак:

ЛС2 — / 2 = ( ‘9 ''~р)а I [ ^ & е* + 2е2п — 4а У —е* + 2еа/я —И 3 

ёки
4е2/ 2 — (q — р у  = (/  — е4 -j- 2е2п  — -|- j/— е4 + 2е2т—р 2)2- (7)
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Бу тенгликнинг иккала томонини квадратга кутариб, иккига 
булиб, ихчамлаб рационал ^адларни бир томонга кучирсак,

2е2/2 + е 4 — е2 (т  +  п )  +  pq  =
=  у/ — е4 — 2еап — Щ- ■/ — е4 4- 2е2т  —р2

*осил булади, унинг иккала томонини яна бир марта квад
ратга кутариб ихчамласак:
4е4/4 +  е4 [(яг +  я)2 +• 2pq — р2 — <?г — 4/гая.] е2[ 2 (яг?2 +  tip*) —

— 2pq (т  +  я)1 +  4е6/2 — 4е4/2 (яг - f  я) + Ae^pq =  0. (8)
Урта кавслар ичидаги ифодаларнинг шаклини алмаштирсак:

(т + я)2 + 2pq — р2 — ф — 4/пя = (яг — я)2 — (р — <?)2 =
= (яг — л +/> — 9) (яг — я — р  <?) — 4 (а2 — й2) (62 — с2)

- —4 ( а 2с2^ й 2е2 —а2А2—# й г).Ш ^ :ч (9)
2 (/га<?2 +  пр2) — 2pq  (яг +  я ) =  2mq (q — р ) +  2пр (p  — q) = 

~ 2 { p  — q) (пр  — mq) =  4 (а2 — й2 — с2 + cf) (а2с2 -  ЬЧ2) =
-  4 (а4с8 -{-а2с4-\-ЪЧ2 + b2d i  —а2й\ 2 - а 2ЬЧ2- а 2сЧ 2- Ь 2сЧ 2) .  (10)

Шарт буйича яг +  я  ва nq ларнинг кийматини 5{амда (9) 
ва ( i 0) ифодаларни (8) ифодада урнига куйиб, 4е2 га кискар- 
тилса:

е4/ 2 +  е2/ 4 — f e \ a % +  Ъ2 +  с2 +  d2) — е2 (а2с2 +  § § | й а2Ь2 -
— сЧ 2) — f 2 (а2с 2 +  Ъ2<р — аЧ 2 Ь2с2) +  (а4с2 + a V  + й4с?2 £  ‘ 

+  ЬЧ*) — (а2Ь2с 2 +  а2ЬЧ2 -f- a zc2d % + Ь2сЧ 2) Щ 0. {11)
( 11) тенгликни киска шаклда куйидагича ёзамиз:

/ V  +  |gjg Ц M e2/2 — Ne2 — P f2 +  Q —Я  =  0. (12)
Бунда:

а2 +  Ь2 +  с 2 +  сР т  М,~ 
а2с 2 +  ЪЧ2 — а 2Ь2 — сЧ 2 =  N, 
а2с 2 4- ЬЧ2- а Ч 2Щ- 
а 2с* +  а*с2 +  d 2b* +  ЬЧ* =  Q, 

а гсЧ 2 -{- а2ЬЧ2 -j- а %Ь2с г -f- Ь2сЧ 2 =̂ R деб олинди.
Туртбурчакнинг томонлари билан диагоналлари орасидаги му
носабат мана шундан иборат.

254. Ечиш.  Агар туртбурчак ички чизилган булса, унда 
Птоломей теоремасига асосан:

e f  = а с  +  bd.
1) 253-масаланинг жавобидаги:

P e i — Ne2 — е 2 [(/Vs — N) = е 2 {(ас + bd)2 — Л/] =
=  е 2(а2с 2 +  2ab cd  +  ЬЧ2 — N) = е2[а2с2 +  2abcd  +  ЬЧ2 —



Щ i l l  П s  ~  И р — 1 S  В 1  (а2с2 1  2abed 1  ЬЧг -  Щ  -  
-  ЬЧ2 1  а а6а 1  сМ2) 1 1  в !  I  И !  I Я  a  ea(aft 1  jgg*(

яъни
/2е4 — Ate2 = е2 (ab + cd f .  (1)

2) е2/ 4 -  p f 2 = / 2 (е/2-/ ? )= / 2[(ас + М )2 -  р] =
=  / 2 (а2с2 + 2abed  + б2̂ 2 - p ) = f 2 [aV 4 

+  2a£cd + b2d? — (а2с2 + ЬЧ2 -  a2d2 — bV)} =
= / 2 (ad + be)2,

яъни е р — p f 2 — р  (a d -{-be)2 (253-масалада берилган изоадаги 
р  нинг цийматига ; ц а р а н г ) | ^ Ш Г ' ^ (2)

3) Энди тенгликда цолган ^адлар:
— Me2/2 + Q - R = -  (a2b2 + с2 4- d2) (ас +  bd)2 4- 

+ Q — R = — (аа + Ь2 4  с2 +  d2) (а2с2 -f 2abed Н- ЬЧ2) 4- 
4- Q — R = — а* с2 — а2Ь2с2 — а2с4 — а2сЧ 2 — 2a3bcd  —

— 2ab3cd  — 2abc4  — 2abcda — а2Ь2аР — ЬЧ2 —
— Ь2сЧ 2 — ЬЧ4 4- а2с4 +  а 4с2 4  ЬЧ* +  ft4rf2 — а2сЧ 2 —

— aWd2 — а2Ь2с2 — 62с2й2 = — 2{а26с (ad 4- 6с) +
4- аЬЧ (ad 4- be) +  a c2d  ( a d b e )  4- bed2 (ad  +  be)) =.

= — 2 (ad  4- be) (a2be +  аЬЧ +  аеЧ  + bea2) =
= — 2 (ad +.bc) (ab (ac -(- bd) 4- ed  (a c 4  bd)) =

=  —2(ab + ed ) (ad  4- be) (ac 4  bd) = —2 (ab +  ed) (ad+ bc)-ef,

яъни
— Me2/ 2 4  Q— Я = — 2 (a6 +  erf) (arf +  be) e f .  (3)

(1), (2) ва (3) ларда цосил цилинган натижаларни 253-маса- 
ладаги
/2е4 + е2р  — Me2/ 2 — Ne2 — р р  +  Q — R = 0 ифодага куйилса 

е2 (ab +  ed )2 — 2 (ab 4  ed) (ad 4  be) e f  4- / 2 (ad  + be)2 = 0,

бундан:
[e (ab + cd) g- /  (ad  4- be)]2 = 0

ёки
e  (ab + cd ) = /  (ad  4- be).

Бу тенгликдан у  = экани келиб чицади. Агар шу тенг
лик билан Птоломей теоремасидаги тенгламани биргаликда 
ечсак:

а _(ad + be) (ас + bd)
е  ab + cd

255. STypt6yp4 = jg S,
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256. —  (а*+4а6 +  ft2). К урсат м а. Бир томонга ёпишган
бурчак учларидан томонларига параллел булган диагоналлар 
утказиб, шаклни учбурчак ва параллелограммларга ажратамиз.

Айлана
257 (160-шакл). 9

258. ] / / 3  —/  ч2. К урсат м а . Энг сунгги айланага кесувчи 
ва уринма зацидаги теоремани татбиц этамиз.

259. 25; 13; 44; 4 / 2 1 7
260. 90°.
261. 1 .
262. г.
263. 4.

в \ с

0 о J Г й

160-шакл.

264. ^  \ К урсат м а. Энг олдин 108° ли бурчакка^^- 
гишли ватарни^ топамиз.

265. 2 г ( /  2 — 1). К урсат м а. Иккита кичик айлана ва кат
та айлана марказларини туташтириб, учбурчак зосил циламиз.

266 (161-шакл). 1) АЕ= /  6 +  /  2 +  1,
2) A B jM /  6 +  /  2 — Т.-

267. Е ч и ш  (162-шакл). Бу масалада икки ^ол булиши 
мумкин. Oj марказли айланага ташци уринувчи OF—у  ва 
х радиусли айлана.

I. &ОгО’Е да ОгЕ =  10; ОгО' =эх + 1| =  булиб,
О'О2 =  OjiB* +  О'Е*^яъни (x  +  l )2 .= ( ^ g  З)2 +  10* ва

О' марказли доиранинг юзи:
„ „ /27\ 2 729 „ 729 |

II. Д  OOxZ: да O f = у — 3; 00 , =  у — 1; О ^  = 10.
Бундан 0 ,0 2 =  ОЕ* +  0Х£ 2; (у -  I)2 =  (у -  З)2 +  10г, яъни

у  =  27.
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О марказли доиранинг юзи Sa= 278>ir = 729it, демак,, 
Sa = 729ic.

268. Ечиш (163-шакл). Уринма берилганайланаларга А ва В 
нукталарда уринса, унинг узунлиги АВ— (R + r)z— (R—r)2= 
= |/̂ 13а — 52 = 12. Берилган айланага уринувчи айлана АВ кес-

мага С нуктада уринса^ бунда 
>{0сил булган кесмаларни АС—у, 
СВ=\2—у-, CQ—х билан белги- 
лаб, сунгги 2 айлананинг марка' 
зидан MN || АВ утказамиз ва ^о- 
сил булган OjQM учбурчакдан

163-шакл.

( 1>

(2),

OjQ* = QMJ 4- МО* ёки (9 +  х)ъ = ( 9 -  х ?  +  f  
ва OtQN учбурчакдан

0828 = аМ8+А/0|
ёки

(4 +'±)8 =  (12 — у)2 +  (4 — л:)8.
( 1) ва (2) тенгламалар биргаликда ечилса:

Уз — 36» ха ==36.
Масалада х  ва у  учун иккита киймат ^осил булишига сабаб, 
изланувчи айлананинг АВ тугри чизикка уриниш нуктаси АВ 
кесмадан таищарида ёки АВ кесмада булиши мумкинлигида- 
дир.

269- e- W
270. Еч и ш (164-шакл). Катта айлананинг маркази О ва 

ясалган уринувчи айлана маркази R оркали ON радиус утка
замиз ва RM _L АВ утказиб, R нуктани берилган иккала ярим
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-айлана марказлари Р ва̂  Q билан туташтиришдан хосил бул
ган POR учбурчакдан:

OR2 + OP2— RP2 (rt  + ra —х)г + r\ — (/y+
OM-----  2 o p

ea QOR учбурчакдан:
RQ2 — OR* -r- OQ2

OM — 2 -OQ
(r 1 4- *)2 — (/~1 + r2 — ■*)* — r\ 

2/--.

(1)

(2)

(1) ва (2) тенгликлардан:
(/~i + r a — x)2 + гЩ  (r2+ a:)2 _  (/~i + j ) a — ( r t + r2 ̂ *)г g p | - 

2/"i 2ra
Бу тенглама ечилса:

v — rir2 fe + /~е)
' l+ 'W + r i '

Изо??. CQ = г ъ PC = r2, AO = OB = R = -j-r2, бундан 
OQ = r2, OP = лx ва PR = x  +  r 2; RQ = x -\- rx; OP=/'1+ r2— .*.•

241/‘3 — Я 1271.
272. г =  6. 

наранг.
165-шаклга

273. тс Г2

166-шакл.

е .Курсатма. Ярим
айлананинг булиниш ну^та- 
лари билан диаметр учини 
ва айлана марказини туташ
тиришдан ^осил булган уч- 
бурчаклар тенгдош булади.

274. Ечиш (166-шакл).
1) Изланган доиранинг мар
кази 2 ва радиуси р бул- 
син. Р ну^та Ot ва О мар
казли айланаларнинг кесиш
ган нуцтаси. ‘Z ОР01 = 60°,
ОР = г\ ОгР Ш Щ
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Pq = 4%  (OiQIl OP; Z QO,P -  30°); '
02 = r  + p;OD -  r —p; OjQ = rx + p;

Ol E=*r1 — p; OM = r — rv  
OxM ± ОЛ; Д ООхЯ ни ясаймиз.
00f =5= OP2 -j- OjP2 — 2 • bP- PQ

ёки
-'’  0§* =  r2 +  ,• rl = 'j^ + r\  — r r b

яъни
' >0.0|Ф= r2 *f- r\—rrv

2) A  OOiM дан:
OxM fe= V  00\ — OM2 = ] A 2 -f /-2 — /7-! — (/■ Ц  rxf  =

Жънй
OjM == AB « if/ -rrt.fl̂ |

Агар AC = jc Йёеак, CB = ~\f rr$-?,x  булиб, 0D2 ва OxEQ 
учбурчаклардан куйидагиларни ёзиш мумкин.

3) 0D2 учбурчакдан М

Х2 =  (г + р)2 -||(г — р)2 ёки x2 = 4rp. (1)
OiEQ учбурчакдан EQ2J= Ot22— OtE2 ёки

(у/ТГх — х )2 =■• ( г х + Ш  —г(^ ^ Щ ^ ё к и  { / r r xM̂ :x f  === 4rip. (2) 
Буларда DQ = AC ma'EQ — ВС. (1) ва (2) дан: 

г  Ы  г г х -|§..jc) 2 =  г ^ 2,
бундан:

I  fe T^Tii^-7- 2rx Y ггг + f 2rx = 0, 
r Y г г х — т[r sr1 — гЧ -L (r — г г) _  r  y/Tj (/7~— /rD _  

r — rr . r — rx
гУТл ЩЛ  

тГР'ЪУТг

Радикални минус ишора билан олиш керак. Бунда излан- 
ган дойра шарт буйича берилган айлана ва умумий уринма 
орасидаги шакл билан чегараланади (268-масалага каранг).

X == АС *= ни||1) га кУйсакЯ

. |-^=^р=у) == 4гр *рсил булади.

14 Обяя Каримий



Бундан:
r r x

г 4 (/ Г +  /Г ,)2 
Агар ^  ОРО, = 120° булса, унда:

Р - 3 rrt

DN —

H v j + y r y '
275. > (3  +  2 /IT) ra.
276. (2 -/ T + 3 ) r .
277. 6,5625л.
278. / # г .
279. 2.
280. 1.
281. Еч иш (167-шакл).

1) OD =  5; AD=3 булса, АО ==4.
2) Д  ODP Дан :

о д а + с р .  _  о р .  _  о д _ .  : ф  =  S P )
2-OD

еки
DN = jq ва 07V: OD— DN — 5 —

I

41 
: 10’

-
3) Д  DNKw Д  М О . Бундан: ёки н р

В Ш
NK— з ' ю

и и я ш я н
и  ю

4) OKN учбурчакдан: 0/С = / OAf2 +NJK2 = / 4,1а + 1,1? —

= /Щ 25 Щ У  j  Щ \ / 7 3 . 0/C = i / S ^
282. 1,4.

283. г К 12 — / 7

284. Учинчи айлананинг радиуси /  5; маркази аввалги ай* 
ланаларнинг марказлар чизигини 3 :2  нисбатда булади.

285. 2,2;_8,84гс,
286.
287. 5 / 1 4 .
288. 0,21875.
289. Ечиш (168-шакл).
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1) Д АРН дан:
АН2 = PH *- АР2 ёки Л/Уг = 1 6 - |  = 5Д

2) АВН учбурчакдан:
В//г=  АВ2 +  АН2 §  S  +  4 1  —1 • 36 1 36’

А а

ШШ ШШ . лз*Г > ш р  : m  аванш  527-4-36 
wbS) ДАб/Ссл /\АВЩ AH^BH 6КИ ~ BW* 36-671 —• 

2108 
=  671 '

4) Бунда радиуси 1 бирлик булган айлананинг юзи я.
5) Томони АК булган квадратнинг юзи -тяг-.

21086) Булар орасидаги айирма « -----^ у -  <  0,0001 келиб чи
кади.

290. g / T 4; £ / И . _

291. 6 2я С1 ~ 2 Курсатма. Айланалар марказлари-
ни туташтиришдан цосил булган учбурчак томонларини аниц- 
лаб, сектор бурЧакларини топамиз.

292. 15 ва 12.
293. Е ч и ш  (169-ш акл).- Шартга кура А нуктадан О ва 0 Х 

айланаларга утказилган АВ =  АС уринмалар тенг булганидан 
А дан марказлар чизигига туширилган АК перпендикуляр ра
дикал Ук булади, яъни:

g0A — g0iA ёки АО2 — г2 — АО\ — R2,
бундан:

АО\ — A02=R2 — т2 =  const.

Сунгра АОК ва АОхК  учбурчаклардан:
А02 =  ОК2 +  АК2 ва АО\ — ОгК2 +  АК2. Биринчи тенгликдан 

иккинчини задлаб  айирсак, АО^— АО2 = О̂ К2 — ОК2 булганидан,
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О К  пи 0 0 x — 
=  0,А 'Я— (d

OJ< — d 
-  Q \K f \

L OjA' орцали ифода цилсак, A0\— A02= 
бу алгебраик алмаштириш сунгида 

л  d* — (AO\ — AO*) 
АО] — АО* =  сР — 2d-ОхК булиб, бундан: ОхК •=*--------- grf--------
келиб чицади. Бу ерда тенглама унг томонидаги сон узгармас, 
чунки d мицдори берилган икки айлана марказлар чизит бул

ганидан узгармас мицдор, 
юцорида курсагилганидек 
АО] — АО2 мицдор зам уз
гармас эди. 

д  Шундай цилиб, А нуцта
нинг марказлар чизигидаги 
проекцияси булган К нуцта
дан зар бир айлана марка- 
зигача булган масофа узгар
мас мицдор булади.

294. Е ч и ш (170-шакл). 
Олинган ватар икки айлана
га тегишли булиб, О мар
казли айланадан 90° ли ёй- 
ни, щ  марказли айланадан 

120 ли ёйни тортиб туради. Айланалар марказидан АВ ватарга 
туширилган перпендикуляр АВ ни Е нуцтада кесади, шунинг 
учун

Д  ОБЕ да 1  ЕОВ §  3  ОБЕ § 45°.
Бундан:

О
170-шакл.

ОЕ BE =  4- ва OB = R = lQ -.
Д ем ак ,

S a o b

АОВ

4И
О) ва (2) тенгликлардан сегмент юзини топамиз: 

с  _ с  с 1 г 1 _ * ~ 2

(1)

(2)

(3)
Шундай м улозаза  юритсак,

Д  ОхВЕ да Z  ЕОхВ — 60 
Ш унга к^ра:

1 Щ, „  1ОхЕ =  i  ОхВ

SAOiB сект.

бу ерда г
1 2 1 

- з ГТС!== т  
1

Z ОхВЕ =  30'

В

м охв

2
з

V J
6

ва
1

ш в т

те.9
/ т  

12 '

(4)

(5)

512



(4) ва (5) тенгликлардан бу айланага тегишли сегмент юзи 
топилади, яъни

о _ 1 ij/ 3 _ 4и — 3
сегм. =  g 1 (6)12 36

Энди ойчанинг юзини (3) ва (6) тенгликлардан топиш мумкин:
Jpg — з у/~з * — 2 18 — 6 уНГ— i  

ойча 36 8 ~ 72
295. 4.
296. Ечиш (171-шакл). Марказлар чизигидаги нукта Р, кат

та айлаиа маркази О, «кичик айлана маркази О| ва кичик айла
нанинг ватари АВ, катта 
айлананинг ватари ED бу
либ, кичик айлана ватари 
марказлар чизигини С нук
тада кессин. Бунда O f  = Ц 
РО Ш 113 — 1  PC = /, РА=у,
АВ —%рМ АС — р  десак,
Д  ОхЛР сл Д  РЕО булгани
дан:

■* _j l .  у _и§. лп р
113 — jc Ш1&Г 3 ’ Ul 

учбурчакдан,:

/ РО\ -  А0\ = | / (^ )  — 52 =
19ШЁ

1_12 
3 ’

АРС, бундан = у 

ЛСР учбурчакданЯ

Щж = ¥ —Y

т ш ж

У Ж т
112
3

J
113Я Я р 112-5 

113 ’
Демак;

297. те — 2

1  Л В -  2 • М  |  Д?0 _  9 103
1 113 113 ~  ИЗ'

г 2. Курсатма. Излангап юз квадрант ватари билан
^осил булган KaTfa айлана сегмента ва иккита кичик айлана 
сегмента орасидаги айирмадан иборатдир.

298. г  уНГ. Курсатма. AN ватар диаметр билан узининг 
диаметрдаги проекцияси орасида урта пропорционалдир.

299. n-ab. Курсатма. Айлана марказидан ватй'рга перпен
дикуляр (ОВ) тушириб, В ва С нукталарни марказ билан ту- 
таштириб, ОС кесма узунлигини излаймиз.
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301. Ечиш (172-шакл). 1) МО = ON = OQ = килиб
оламиз. Шарт буйича Z CMD Щ 90°; OP J_ CD утказиб, OP =х 
десак,

2) Турри бурчакли MCD учбурчакда Р нукта гипотенуза- 
иииг уртаси, яъни у учбурчакка ташки чизилган айлананинг 
маркази булганидан: МР = СР = PD.

3) OPD учбурчакдан: PD = У ODP — ОРг = УР? — х*.
4) OPN учбурчак тугри бурчакли булиб, Q нукта гипоте- 

нузанинг уртаси, яъни ташки айлана маркази булганидан:

q p S o q ^ q m MВ 0Ш
5) Стюарт теоремаси буйича MPQ учбурчакдан:

MP2-OQ +  PQ*-MO — OP2‘ QM = MQ-OQ-MQ '
ёки

/02_x*)'— 4- — — — x*’ J S . — .Ш И(■п; x ) 4 -f- 16 2  ̂■'”x 4
„  /?Буни -j- га кискартсак:

02 S i  Я* * о •“  — 4- -g-----З д с * . - ^ ^ I
Бундан:

^  •= 4хг ёки х  =

302. Ц
303. 173-шаклдан фойдаланинг.



304. Ечиш (174-шакл).
1) Z AMO = 90° булганидан, АО кесма Ог марказли айла

нанинг диаметри булади. AN±BC туширилса, ABC бурчак 90е 
ли ёйга тиралганлигидан у 45° ли булади. ANB турри бурчакли 
учбурчакнинг иккинчи бурчаги (Z А) з̂ ам 45° ли булиб, 
AN — BN. АСВ бурчак 60° ли ёйга тиралганлиги учун 30° га тенг, 
АВ = а е = г- АС *= а.1 = г  У~2. ABN учбурчакдан;

AN = BN = ^ L r ; ВС — а3 —Г / ? ;

C/V = /  АС2 • 
Шу колда

AN*

B C -B N + N C ~ ^ Y -r+ jV  6- у / Т ( 1 + / 3),

ЯЪНИ

CN= f / 6j BC = '£ f r (  1+ т/Т).

• 2) Агар В A" = х\ КР = у  ва PC = z десак:
В ^ — х у z.

3) Ог марказли айланада ВА ва 
ВР кесувчилар утказсак, унда

ВК-ВР = АВ-МВ 
ёки -

х(х  + у ) = г ~ - г .  (2)
4) Бунда СО ва САГ кесмалар 

Ох марказли айланада уринма ва 
кесувчи чизик булганидан:

СК-СР = СО®,
яъни

2 (г +  У)^>*. (3)
(2) ва (3) тенгламаларни бирга- 

ликда ечиб ва
Jt + у -\-z = a\ jс + у = а  — z; z + у = а — ■* эканнни эъти- 

борга олсак.
1 га

, |6|а —ф =  r*\ z (а — *) = г® ва z =

ёки
2 ах® — (2а® — г®) х + аг® = 0.



Б ун д ан :
_  Ш  -  8  -  У(2д21  щ  1 8а2га (В)а: • ■ 4д

(радикални минус ишора билан олиш керак). (А) ифодада 
а=и£ 2  r ( l + / Т )  эди. Бундан а 2 =  г 2(2 +  У7) булиб, уни 
(В) даги (2а2 — г2) га куйсак: .

2а2 — г2 =  г2 (3 +  2 -/  3 ).
Бундан:

(2а2 — г2)2 =  г 4 (3 1  2 Щ 3 Ц  
шу усулда . . _ _  _

=  г + 2 У З - Щ  + 4 / Т
2 У 1Г  (1 + У Т )

эканини топамиз.
5) Энди А В К  учбурчакдан:

АА? «= АВ2 +  В/С2 — 2ВАГ- ВАГ
ёки

+  ёки ^ Е *2- г * У 2 +_1а =

= 8 (1 + У З )а + (3+2/3~—У  5 4 - 4 У ^ ) 2—2У 2~ (1+ У з)(3+ 2/'3'—У 5 + У з ) / 1
| ______  8( 1 + У З  |  . , | | j 

J 11 I  6 - у з  — у 5 I  4 У~3~ (11+6у з ) (2—У з )—у  (5+ 4У З)(2+ У з)а|  
8(2 + У З )  “  8 "V- =

1 1  У Т — У ( 5  I  4 У Т )  ( 7 — 4 У ¥ )  8 +  2 У з “— 2 У в  У З  — 13 
В 8 j 11 j янц^ишц д д  '

Демак: .

АК— 1/ 8 + 2У 3 —2>/в/Щ-Щ*!
Агар (В) тенгликда радикал (+ )  ишора билан олинса, унда 

х^>г булади, бунинг эса булиши мумкин эмас. Шу сабабли 
Попруженкода радикал остида олинган иккинчи ишора но
ту гри.

305. РВ Ш |  У Т .
306. Еч и ш (175-шакл).
1) Янги чизилган айлана маркази 2  нукта булсин. Бу нук

тадан СЕ ватарга QF _]_ СЕ утказамиз.
2) Д  &ЕО сп Д  СЛО (бир уткир бурчаги умумий булган тур

ри бурчакли учбурчаклар). бундан:
ш

QF СА _ QF R 3
FO %  ОЛ еКИ 2R 9 - = У  2, яъни S/7—2/?У1Г.
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3) Д  QEF дан янги айлананинг радиуси 2£ = ]/2Р -| -£ 'Я =  
=  У 8R2 +  R2 =  3R, яъни 2 £  = 3R.

4) Q G j_ .fi.2 утказилса, Д 2 Я Р = Д 0 £ ' 0  булади (чунки 
уларда Е — умумий бурчак, 2£  щ  ОЕ =  ЗЯ ва улар турри бур- 
•чакли). У золда EG — EF — R буладй.

5) ОН  || EG ва Е дан 2  айланага ЕН уринма утказилса, 
OGEH тугри туртбурчак булади. ОН =  GE = R ва OH j_EH  
булгани учун ЕН биринчи айланага э̂ ам уринма булади.

307. К ур сат м а . Айланаларнинг уриниш нузтасидан2 R r
R + гЭВ

умумий танщи у-ринмага параллел тугри чизи^ утказамиз, цо~ 
сил булган ухшаш учбурчакларни цараймиз.

Я Ш И Я В а

310,« Ш Ш

309. 176-шаклга царанг-

l / 1  У 27

Берилган айланаларнинг 
марказлари А, В, С булиб, 
изланган айлананинг марка
зи D будсинЯ А, В, Ц ад | |  
таларни туташтйрсак ABC 
учбурчак зосил булади.
Сунгра В  ва D ну^талардан
АС томонга BE  ва DF  перпендикулярларни, D нуктадан BE га 
DG перпендикулярни утказсак, ABC ва ADC учбурчаклардан 
цуйидагилар зосил булади; ABC учбурчакдан:

АВ'1 +  А& — ВС* (r i + r a)» + (г, + г8)а —;(г г + г 3у  =

(1)
АЕ Ш ■

П + г,
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„  AD2 + AC2 — DC2 _  (r , + x )2 4- (rx 4- r)* -  (r, 4- x}*
Л Г  ~  2AC 2 (rt + r s) =

_ -  i ■* fa  — П>)
- Г1 + - 7Т+7Г-

BDG учбурчакдан:
BD2 =  BG2 +  DG2 = (B£ -  DF)2 +  (AB -  A£)a =

= BE2 — 2BE-DF +  D P +  AB2 — 2AE-AF -f AB* =
-  (BB2 +  AB2) +  (D P1 +  AB2) -  2AE-AF—2BE'DF=

= AS2 +  AD2 -  2A E -A F- 2BE-DF.
Бу тенгликдан BE-DF ни аницлаймиз:

BE-DF =  Щ(AB2 +  AD2 -  BD2 -  2AB-AB) = l '{ ( r 1 +  r2)8 +

ADC у ч б у р ч а к д ан :

+ (r, + -*)2- ( r ,  +  * )a -  2 k  +  ^ " ^ 1 I JC(rt — r,)
Г‘ +  ~*Г+7Г

1  i  ■  P  1 И —1  ШI Я 1 1  шш ШI  rs>
(rx + r,)«--------------------------- (3)

Сунгра ABB1 ва DAF турри бурчакли учбурчаклардан BB2, DF1 
ларни топамиз. ABE учбурчакдан^^^^^^Ш

BE2 = АВ2 — АВ8 =  +  /-г)2 — Гг, +  -  ̂  ~ Гз)]2 =
L r i  + jr* J

4>V* [ г2 + г2 (Г1 + г,)1
------------

2 ____________ _
(4) дан: ВВ =  ^  У ^ГгГз (r x +  f t  +  г а) ни топа оламиз.
ADF учбурчакдан:

DF2 = AD2 — АВ2 =  || Ц  х )2 — Jr, +  J  =
4ГхГ8 [х 2 +  ЛГ (Гх + г3]

= ы  Г 7|ДД
(4) ва (5) тенгликларни кадлаб купайтирамиз:

(5)

ъ к щ  4гхг3 [  f~2 +  г 2 <гг +  Гз)] 4 гхГз [X2 + х  (Лх + г8)]
ВЕг - ° ' я  = --------+ ^ ^ 1Я И И Д  + г,|. ■■ ’

Агар (3) ва (б) тенгламаларни биргаликда ечсак ва 
V r !r 2r z (r i +  r t +  г з) — S деб олсак, х нинг кийматлари:

_________r'r"r° - - jp  = ______гггггъ______
* г хг г  +  ГхГз + ^Уз + 2 5 ’ 2 -Ь -Ь — 2S

ABC учбурчакнинг юзини (4) да ^осил килинган тенгликни 
эътиборга олиб топамиз:

S =  y АС•.BE = - j  ( г г +  г в) ■ ( ~ r p j  /  W 8 (гх+ г я +  ra) =
=  V ^ r g r ,  (rx +  r 2 +  r 8)-
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312. л;1 = г+-^-; xt = R-{-r. Курсатма. Учала айлана мар-
казларини туташтиришдан зосил булган учбурчакда, уринувчи 
айлана марказидан баландлик тушириб, Пифагор теоремасидан 
фойдаланамиз.

313. Ечиш (178-шакл). Берилган нуцталар А, В ва улар 
орасидаги масофа а булсин. Агар айланада бирор Р нуцта ол
сак, унда •

АР: РВ = т т .
АРВ бурчакнинг ички ва 

ташци биссектрисалари (PS ва 
РТ) ни чизамиз. Р нуцта айла- 
нада, ST диаметр булиб, SB—x,
ВТ = у. десак:

AS а  — х m
-:в& ̂

Бундан:

5яНЙ

х = ап 
т + п ’

АТ Я  а  + У _  
ВТ у дан эса

Маълумки, ST= 2г ёки г  = , бунга асосан:
ап \ атп 
— п )  тг — л2

314. 4 R
ШШ

ШI179-шакл.

г + г,
Курсатма. Учинчи 

айлана марказидан ва- 
тарга замда бошца икки 
айлананинг марказлар 
чизигига перпендику- 
лярлар туширамиэ.
_ Ш. Ечиш (179- 

шакл). Берилган айла
на радиусининг Уртаси 
М, бу нуцтадан утувчи 
икки чизицца ва берил
ган айланага уринувчи 
айланалар марказлари 
Oi, 02. . . . 0В булса, бун
да 04, 0б ва 0S, 0в айла
налар узаро тенг булга
нидан, бизга олтита ай
лананинг радиусларини 
топиш керак булади.
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1) I I  айлана радиусини |  д есак , Ц  М =  |  у  |  бунда бе. 
рилган айлана радиусининг ярми MN =  - у  =  ^  И I  | Щ  бун> 
дан:

I  _  £ _  Ж/ T - l)
2 ( /2  | 1) 2

2) Ц айлана радиуси хг булса, ОхУИ ев Я  И Щ шаклдан

Демак, хг 1  -у = У  V~2 ёки х% =-- Л  i J S g J  l); 
л ва Ш ни биргаликда ифода этсак:

| j  Щ  = 4 ^ 2” + 1).
3) 07 айлананинг радиусини у десак, 07М — — R — y, 

шаклдан:
07Л̂  = уУ г 2, булардан у-/Т=-|/? — у

ёки
I  р  Ц  Д 1 1)

2 ( /  2 + 0  2 ; i t

4) 08 марказли айлана радиуси Ух булса, ОаМ — ^R  + y lt 
шаклдан 08М = у 1у г  Щ булиб, ух /"2 — \ R + Ух ёки

|  _  й  _ З Я ( / 2 "  + 1 )
' Х “  2 ( / Т -  1) j j j f f i j l j

0 7 ва 0 8 м арказли  айланаларнинг радиусларини биргаликда 
ифода э тсак :

(У, Уд =  ^R (V ~ 2  + 1)Щ
5) 0 6 м арказли  айлана радиуси г  ни топиш учун МООв уч

бурчакни  караймиз. Бунда 00\  =  ОМ2 +  МО%
ёки

яъни
г - 4 ( | +

6) Os марказли айлана радиуси г г ни МОО& учбурчакдан то- 
памиз. Бунда 00\ — ОМ2 + NiO\ ёки (R — r^ 2 = (-y j + (гх j/^)2
ёки г\ +  2r xR —j R 2 = 0, бундан 
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^осил этилган муносабатлардаи 0 6 ва Ов марказли айлана' 
лар радиусларини биргаликда ифода цилинса:

(г , 7 + 2).

316. Е ч и ш  (180-шакл). Кичик айлананинг маркази О, дан 
катта айлана радиуси ОВ га Щ| _L ОВ утказамиз. Х,осил булган 
ОхОЕ учбурчакда: Д О  В

1.) OtO — R ОЕ= R —г  ва 
ОхЕ «= / 0 0 »  -  0 £2 =

== /  (/? Н- г)® — (/? — т =  2 /  Rr, 
яъни АВ = 0ХЕ булганидан:

. Л5 = 2 / Л |
2) ОгС = г ,  ОЕ — R — г  булиб,

CF  =  -дейилса, Д  QjCF сл
^  « д  QjOi?, бундан:

GiC CF г  t , r(R>—r)= ТГЬ еки 75----- =  1 ; t  = - д-;  .R + r  R — p£ Я .4- r

- Ш аклдайСО = r  -\-t ёки CD = Д  OiCF дан:
!

AD ^  Ох^'^рй^'нидан

J? +V
3) ADC учбурчакдан:

R + r '
Юкоридаги мунесабатлардан: .

—ДО = 2/ ^ - ^ / / ? ? - j ^ / ^

4) DSC учбурчакдан§;4;

И р / Ш Ч ^ 5 « -

" 317. ц У Ш  2^  |/~2,/i3-Ж,'V- 

' 318. ^ 4ж 181-шаклдан фойдаланинг.
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319. Ечиш (182-шакл). Агар AD = d\ АР =  -|-; ВР — ~ 
булса, . . ̂

PD =  / A P 2 — AD* =  y ~  — d? =  ± y ra2 — 4di .

Шунингдек, ватарларнинг урталарини туташтирувчи кесма 
АВ—с  булса,
с* =  а2 +  BD2 =  d2 +  (PB %  PDj* ^  — 1 / а 2 — 4daj a =

-  §>; (а2 + Ь% -  26 / а 2 —4d2)-

f

АОВР туртбурчакда Z ОЛР= Z ОВР = 90° ва Z/IOB+Z ВРА—
— 180°. Демак, унга ташки айлана чизиш мумкин, Бу ерда 
Птоломей теоремасини татбик этсак:

АВ-ОР=ОВ-АР + АО-РВ ёки OP = °-В'-А.р + А°1 РВ.
ёки

а  У 4  R2 —  b2 Ь y f 4 /? 2 —  а? 
п 2 '  2 + 2 ’ " 2  ' а / 4 /?2 — Ь* + й / 4/?2_ аа

с ~  4с
Буни квадратга кутарсак:

р2 О? (4R2 — *2) + 62 ( 4 ^ 2 _ Л2) + 2дб у(4 №  — а?) (4& —Ь2)
*  ~ 16с2

Бунга (1) дан с2 нинг кийматини куйиб, касрдан куткарсак: 
64af2/?4 + 8a2b У  а2 -  4d2 ■ R2 — 4а2 (а2 + b2) R2 = О, 

буни 4R2 га кис^артиб, R2 ни топсак:
п2 _  а2(а2 + — 26У a2—4d)2 
*  ~ Шг
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R + b% — 2by а* — 4d*.
320. Курсатма. Р  нуктадан берилган диаметргача булга» 

масофа айлана радиусига тенг.
321. Е ч и ш  (183-шакл). Берилган М нуктада кесишувчи ва ' 

тарлар АВ ва CD булсин. Бунда Z AMD = 90° булганидан:

У_4” Р + w СпВ _  90о ва w  AmD + pf CnD =  180°.

Агар AmD ёй билан умумий нуктага эга булмаган DpE ёй- 
га  тенг булган СпВ ёйни чизсак, у  холда DE ватар ВС ва- 
таргатен г. ADE ёй 180° ва АЕ ватар берилган айлана диаметри

ёки бундан:

булади. Тугри бурчакли ADE учбурчакдан DE =  СВ тенгликна 
назарда тутиб, AD* +  СВ2 =  АЕ* тенгликни хосил ь?иламиз. Шун-- 
га ухшаш AC*-\-BD* =  АЕ2 келиб чицади.

323. Е ч и ш  (184-шакл). АРВ утмас бурчак булса, унда уч-. 
бурчак томонларининг квадратлари хакидаги теоремани АВР 
учбурчакда утмас бурчак царшисидаги томонга 2 марта татбш; 
этсак:

АВ2 =  АР* + ВР* +  2 А Р -PC-,
АВ* — АР* +  BP* +  2BP-PD.

Бундан:
АВ* (  АР* +  ВР* + А Р-PC +  BP-PD  = АР (АР + PC) +.

+ B P  (B P  + PD) = АР-АС + BP-BD .

Биз шуни исбот КИЛМОКЧИ ЭДИК.

ц  щ
325. 1) A P -B N = R *.

2) min Р№ — 4R*.'
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326. W  ~ a ) ' ^ 2aR-
Курсатма. Айлананинг О марказидан BD га перпендикуляр 

утказиб, тугри бурчакли ухшаш учбурчаклар косил киламиз.
327. Ечиш (185-шакл). АО || IB ва ДОх || /5Х чизсак, унда 

АВ — 01=0x1 — AxBv  Шулардан АВ || Афх ва Z. МАВ=/!МА1В1. 
Бинобарин, Д  АВМ ва Д  А ^М  лар тенг булиб, натижада М 
ну^та тугри бурчакли Д  B B J  нинг гипотенузасининг Уртаси

iBM = MBх) ва 1М кесма учбурчакнинг ВВХ томонига туширил
ган медиана булганидан:

= ВВг =  - i  )/ R\ косил булади (ОА = R, ОхА= Ri 
олинган эди).

328. Еч иш (186-шакл). Биринчи доиранинг О маркази 
B N = h  баландликни ВО: ON = 2 :1  нисбатда булади. Демак,2 - ЩЯшШЯШШ Щ НИИ
MN диаметр h  ни ташкил этиб, BM = -^h  булади. BDE уч
бурчак баландлиги ABC учбурчак 1 баландлигининг учдан би- 
рига тенг. Демак, Ц = OjM радиус | =  ON дан уч марта ки
чик. Шунга кура О марказли дойра юзи <sj\s = гс̂ a ^ - J  =j|-2j

булса, унда Ох марказли дойра юзи Si = o$S. Лекин шундай

доиралар учта булганидан уларнинг умумий юзи Qt = j  S бу
лади. Шу хилда мукокама килиб, кейинги учта дойра юзи то- 
пилади. Ц = j ,  Q1 = — S ва коказо. Демак, | +  Щ +  Qa+ Qs+

4 - ... =  +  +  агар биринчи хадни эътиборга
олмасак, кейинги йигинди камаювчи геометрик прогрессия
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си
■ жо
1 — я~~ Т~

ташкил этади (a, = lrS ; ,  = £\ Бу прогресс™*
ЙИРИНДИ-

^  8 S. Бунга тарин S ни цушсак, — s = 11
96 ш г

ни >{осил киламиз.
329. S = |-ir.
330. S Ы db.

■ 332. ЗД ,2. " -
333. y pj p - .bl ( p - c) '

V Р ~ а
334. Бизга маълум булишича

Бу тенгликлар ^адма-^ад купайтирилса:

5
Р —с"

r - r a-rb-rc = S9

еки

Бундан:

-ай~: - s ? _ са
Р (Р ~  а) ( р — Ь)(р — с) S 8

336. I) ГГа = S=>
p i p  —“У

ш2) r a - r = F - ~ -  
abc

aS
p ( p —a)'

«Ч , T-ч . H / I ч ДОС flS
3) 4R raЩ Ш Ш Щ Щ - r ) =  Н Е ■H K 4 ?£*■7 SJ p ( p - a )

I  W ^ )  Ш  -  S2l = Щ  ( p - a ) - p ( p - a ) X
x (p —b) (p -О ]  Ш И  (p 8 Ш Ш  c)j = |  (fe -*^“+ / »+

__ap

= яъни iP,- r „  + r  =
I  Г 4R —r a + r  _  V4 R — ra + r  _  S2 

ra \ /  ra - r ~ ~  a /r— r

a  +  b +  c \ __op Ы-c—a ___

p ( p  — a)

т  /'4/? — г a + T S = rra y -  ra—~f~ ‘

15 Обид Карпмий

Н Я В Н



342. 353

343.

37 
130' 

3280я

344. Ечиш (187-шакл). Берилган айлана маркази турри 
бурчак томонларига ва берилган айланага уринувчи айланалар 
марказлари 03 ва 08 булсин. Оа ва 03 дан тугри бурчак томони- 

га ОгС ва OsD перпендикулярларни 
туширсак: 1) ОгСОх учбурчакдан ОхО| = 
= OiC® + 02Са ёки (23 -  г)а + г 2= (г+ 
+2)а.Бундан §Й == 35, г2 = 15 булиб бу
лар ички ва ташки уринувчи айланалар 
радиусларини курсатади. Демак, 
АС = 15; AD = 35; ОхС = 8; OxD = Щ

2) Учбурчаклар юзини зисобласак:

= Ва V

3) Трапециянинг юзи:

С̂ОгОзО I  50°-
4) Сунгра изланган учбурчак юзи:

■̂ ОхОгОз Э  *^С09 О а Р м ! (« Й С О , + И |  В  500 - а д  + 210) а  230*j
345. а2 (5л — 6 уН Г)

72

346. ой

Щ ' 9
350. Е ч и ш. а 2 +  (г а — г ) г  а 8 +  = а *+

^ <d 1 М* -д» | Q2 - *  : _ Д2[1 | p(p3^(Pzz3 S R ^ U  + р ) а +6 (р — а)г.ра ~ а [1+  р2 (р — a)2 J
Г a t p ( p  — a) + (/> — с){р  — Ь) д2 2р2—р ( а  + 6 +  с) + &с __

р ( р  — а) 
.  2р2—2р2 + he _

р{р  — а)
1 Гf =  а 2 •——Я —S S  =  a b c — — - В a b c  (—— ——'jр ( р  — а) р { р —а) \р ■—а р )

= 4- abc = 4R ( r a -  г ) .4S \р — а р  

Д емак, а 2 -{ -(га — г ) 2 — 4R  (га — г) келиб чикади. 
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S  s 
р  — а ' р  — Ь'

S>

351. Исбот:

-  s i (P2 — Pc  — P* +  Pb +  p a  -  ab) = p  («  + b

■■ -g (a  -f  b +  c ) ( a  +  b — c) — ab ■
яъни:

lr a’r b ~ rrc = -2 (аг +  Ь* — с*).
352° • Щ | Щ s§ + *2,
353. Ечиш (188-шакл).

Шаклдан курамизки^ г +
+ Р =  Ю,

ООг ?= Я — г ---5, ООх =
= Я - Р = 5/Т.

Бундан:
2Я —(r + p> = 5 (1 + / Т ) ,  

г +  р =10
булгани учун

1  5 (1  +/~3) + 10 =  5 ( 3 + / ] [ )
Ш — -------------о------------  9

У *олда г  — /? — 5 = 5 (1 + / У )

Р = ^ _ 5 / 3  = ^ ^

МРЕ ~  S qPE OO1O2 ^OtiMP $OiME
[5(1 +  / 3 ) 5

Т2
|5( 3 - / T ) J  =

= f  (5я / Т -  3 -/Т— М

5 л .р я | |  ( 5 « / 3 - 3 / 3 - 5 « ) .

354. Ис б о т .  р* +  г® +  4Rr =  P® +Jj +  ~§^'^‘ =:
«  п* 4.  (Р — а)(Р — Ь)(р — с) + Обе

+ р* — р* (а + Ь + с) + р  (ab + Ьс + ас) — abc + abc

= Р* + р '  — 2р* + р  (ab +  Ьс + ас)

z=p*—р* + ab + Ьс + ас = ab + Ьс + ас.



ооо. курсатма. R ва  г нинг цийматларини учбурчакнинг 
том онлари  в а  юзининг цнйматлари оркали оламиз.

357. И с б о т .  а а b7, 4- са =  аг Щ в  ca 2аЬ 4- ЧЬс Ц Я  —
— 2 (ab -\- bс 4- ас i =  {а Ь Ц Ц  — | щ  Ц be Й ас) Й Щ —
— 2 (аб -\- bс -\- ас) — 4р2 — 1 (р2 Ц г4 Ц 4Rr) = 4pa Ц Щ — 2г» -
— 8R r  — 2pa — 2r a — 8R r , яъни:

а Ч 6 Ч с *  =  2pa — 2 г® — 8Rr 
(354-масалага асосан Ш Я  6с 4- ас Ц Щ 4- г* И 4ftr олинди).

3 5 8 . г* 6
. 3 5 9 . а Ч * - / э )

8
3 6 0 . Е ч и ш  (189-шакл), 

Шаклдан 0Вг = ОВ = г\ 
OjBj =  OjM = rg  OjBj = 
= O jCi =  Щ OgCj =  1  булса:

1) ДВСуИ слДВВДдан:
OjM _  BjA . _Гг_ 1 1  
OjB “  ВЛВ еКИ 2r—§ 2r'

с  2Бунда r x = -g r.
2 ) A  BCBt слД бСАдан:

= 5̂  екиOa£ —
_£ l- = -
/*2 4  2r 2r

Бундан r 2 = 2г.
3) Д  ОгВС?! оо ДВ0302дан;-

5 у Н Д аН
361-

abc

1в9-шакл.

Оъ& — 0208
i |  н

/&Д ■+■ h b +

190-ш акл.

дйс
abc

=  (аб +  ас +  be) ; 2S
u \ /190-шаклга царанг.)

db 4



364. г г'.: .
Курсатма. г' —гс ва учбурчакда р — г +  с лигини аниц- 

ланг.
365. Е ч и ш  (191-шакл). 1) Бундай учбурчакни ясаш ^амма 

ва^'г мумкин, чунки ясаб булиш шарти, яъни бир томони дол
ган икки томони йигиндисидан кичик, айирмасидан катта де- 
ган шарт бажарилади.

2) Бу учбурчакнинг томонлари:
а' =  АС +  АВ =  b +  с;
Ы =  ВС -|- АВ == а -{• с\ 
с' — ВС +  АС = а + Ь, 

яъни р' В  2р =  а  + 1 Ц I  бундан р' — V = 1  ш — а ' = а ;

‘:J "Демак:
S ' =  У"р' (р' — а ')  (р' — Ь') (р' —с')=У2р-аЬс =

... =  У  2 p ^ - 4 S  = -\Г2p-RAS = 2 У  2pR-rp =  2/?|/" 2Rr, 
бундан:

I  _  Ш _ 2р / 2Лг _  /тгпГ
366. Зя.
367. Курсатма. Хар бир касрнинг сурат ва махражи мос 

равишда а, b ва с ларга купайтирилади.
368. Курсатма. га , ва г е нинг цийматлари лар-

дан фойдаланамиз.
369. Е ч и ш  (192-шакл). Медиана AD — m, биссектриса 

АЕ — U баландлик Л/7 =  А десак, W/31| 5С  олсак, f/ 7 =  / /2—h2; 
NP = DE =  )fm2 — А8. Сунгра тугой бурчакли учбурчаклар 
Д  /4A4;V сл д  Л/:/3 сл Д  Л М 5, бундан:

229



i i \ AN_NP AM — A F • —  — / l / *£__£ !ИЁ EF' —AJZ EF V —
оч Ш Н 1  m n I л л ' •— У  1  V m*~ h% - -  =  -  V - - - - -’ AN AF' AF V I*— ft* ft ft Г <* — ft»
370. 5 >/73.
371. Ечиш (193-шакл). 1) ABC учбурчакда AD «кесма AC 

томоннинг проекцияси, шунинг учун:
a d *AC1± A B ^ '  _ .щ

AD кесма ACD учбурчакда 30° ли бурчак каршисида ётган

булади.
(1) ва (2) дан: ШШ

+ п  _  АС* Ш ш ш Я в Е Ш
—2

ёки
п  +■ х  _  (п  + х )1 4  (т  +■*)'*’— (т  3- п)г

2 . ,2 (т +
ёки

(яг +  х) (я  + х) =  (п -Цшг +  (т  +.я)* Jg (яг
Бу тенгликнинг иккала томонидан 2 (/га +  jc) • . (га + х) ни 

айирсак, унда:
— (яг + х) (я  -f jc)= (яг +  л;)2— 2  (яг+х) ( я + jc ) -f  (ra-j-j:)2—(яг+га)* 
ёки

: “  (яг +  я) (я +  х) — [(яг +  л) — (я Ц
ёки

— (яг - f  * ) (я -f  * )  =  (яг - f  л  — я  — х)г — (яг +  га)*, j
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еки
(т + х) (п + х) = — (п — т)г + (п + т)*

(т Н- х) (п 4- х) = 4/я/г (3)

булганидан

келиб чикади.
2) ADC учбурчакда CD 60° ли бурчак каршисидаги катет 

Г.П = (п + ■*) / У
■

3) SABC= ±AB-CD=±(x + (4)
(4) га (3) даги киймат кУйилса:

SABC= \  (х + т) {х + п ) / а  Р  \-4тп-/~3 -  тп / Т
чикади.

Демак:

в а
373. 3,251

teT 1
30'

НИ
374.

375 .1

шМ^ЯН I377. Ечиш (194-шакл). й£ = г; ОВ — R- AD = h булса:
J  /(А  — 0 s

11 Д ЛОС СО Д AQE, 
бундан:

DC
AD = Ш  DCАЕ'

. г г = / к  {h -  2г).

л г  ла h r __
At^ § r 'l (h -2 r )

еки
BC = 2-DC = 2hr

/ Л  (Л — 2л)‘
2) ADC учбурчакдан:

Г -  г2Л2
+  Л (А — 2 г) ~  у  ft (Л — 2 г) '

Ш  OBD учб ур ч акдан :
ОВ* = 0D* +• BD% ёки R* = (ЬЩ- R)2 + В ^ , 

бундан: г>й, а (а -г )«
2/?А А2 + BD* =  А* + CD* = А 4 h ih -W ) Л - 2 г *

Демак: |  №J§r)1.
— 2 ( А - 2 г) ‘

.
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4) Ташки чизилган айлананинг маркази ички чизилган ай
лана устида булиши учун Ц +  2г Щ | булиши керак. Бу тенг- 
ликка R нинг юкоридаги киймати к5гйилса:

1 1 ~  Ц  ёки Й  — Щ = 2 I  — 2г)2,
бундан:

h — r  — (h — 2r) ёки Я =  ~ 1 1  3 1 /~2

булиб, куйилган шартни каноатлантириш учун зарур булган h 
ва г  орасидаги муносабат келиб чикади.

378 - ^  + г2У ■ р  —ог0/0‘ 4г2(д2_ г2). ^min
379. Е ч и ш  (195-шакл). Агар учбурчак катетлари 3 ва 4 

булса, гипотенузаси 5 булади. Берилган ABC учбурчаккаташ- 
Ки айлана чизсак, унинг маркази гипотенуза уртаси М нукта
да ва радиуси у  га тенг булади.

Изланган айлана А, В , С нукталардан 60° ли бурчак ости
да курингани учун, у ташки чизилган айланага концентрик 
булиши ва унинг ичида ётиши керак.

Ташки нуктадан айлана 60° ли бурчак остида куриниши 
учун нуктанинг марказгача масофаси айла1а радиусидан 2 мар
та катта булиши керак (ЧЭб-шзкл). Шунинг учун изланган 
айлананинг радиуси ABC айлана радиусидан 2 марта кичик,5
яъни -к : 2 =  1,25 булади.

Шундай килиб, изланган айлананинг маркази гипотенуза 
Уртасида ётади ва радиуси 1,25 га тенг (196- шакл).

380. а 2 /  З-. - - ,
К урсат м а. ВС томон = а 4. Бу оркали а й ва Ьй ни топамиз.
381. 2а?/~2.
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К урсат м а. ВС томон = ав.
382. / аЬ.

К урсат м а. АК! кесма диаметр ва диаметрдаги уз проек- 
цияси орасида Урта пропорционалдир.

383. Ечиш,

ha + hh | h j + h c | ha + hc _ h a + hb , hc , hb + hc  , ha , hc + ha ,
t c  r a ■ r b —  r c  ' - r c  ' ra '' r a ' r 4 "I'

>  hi  -  (r, + z + 7, = + *» + «  Ш + I  |  r;) -

“ I + !+ £ ) = ( ! + ? + ? )  (et !  + Ш t )  -

-  («т-‘ *. + ̂  + '- ? * . )  = 2s ;( t  + t  + t )  x
H  /> — в + p — b + p — с  ш Я И  , (p —6)2S , (p —e)2S| _

L s ' e S6 & j

:/% т+ *^ в^ 4 ^ М +гг +е?)-.

+ ̂ + 7 )  + ^  + T + T ) - 2f ( i  + l + 7 ) -

2 ( f  + i + i )  + §  " 2p + т  ■+ f ) ~

/ - 2 , . ( 7  + 7  + 7 )+ 2 '3i'* -- ',
384. Курсатм а. Тенгликнинг иккала томонидаги касрлар- 

нинг суратини r ar br c га ва махражини haht,hc га булиш воси- 
таси билан иш курамиз.

385. Ечиш.  г а + ги +  г .  — г — — |— ^-тН— —  — ~г =а 0 V е р  — а Щр — b 1 р  — с р
о p (p —b)(p—c)+ p(p—a)(p—c) +р(р — с)(р  — Ь) Щ 1 г з „а,/, , £  |

= S-------------7(р-аНр-ЬПР- с ) ------------ ~S^ -Р  <*+С)+
+  p b c  +  р 3 — р 2 (а +  с) + р а с  +  р а — р ъ (а  +  Ь) 4- pab — р* +

■+•р \ а  +  b +с) — р  {ab+bc +  а с) +  abc\ — [2р 3 —р* (а + b + 

+  с) +  abc\ = у  (2р* — 2ръ +  abc) = ^  = 4R.



ra + rb + rc— г = 4/?
•ёки

r a +  rb +  r c = 4R +  r
келиб чикади.

386. У 3§jl 2 / w ;  / l 2 .
387. У чинчи томони =  36, юзи — 360.
388 (197-шакл). АВхОСх туртбурчакда АО =  R; СХВХ — -^ '
Z. АСхО +  Z Л5Х0 =  180° булгани учун бу туртбурчакка 

Птоломей теоремасини татбик этиш мумкин:
АСх-ОВх +  А В^-ОС^ AO-Bfii. ёки

Бундан: 
ckb +  bkc =  aR.

Шунга ухш аш Я
bka - f  a k f^ cR .  \
■akt 4 j - ^ 3 W .

Охирги учта тенгликни зад*] 
ма-зад кушса!-:

а  (^ь “Ь ®с) +
-\-о (ka +  kb) =  R (а  +  b -f- Щ 
ёки

а  (kb +  kc) -f- b  (ka +  kc) (ka - f -  kb) == 2pR.
389. A (kbkc +  kakc -f  kakb) =  {ab -\-ac + be) — 4/? (R +  r) 

тенгликни исбот цилиш учун аввал
k a -f- к ь  4 -  kg —  R  +  r  ( I )

тенгликни исбот циламиз, бунинг учун олдинги масалада ис
бот этилган:

а  Щ  + kc) +  b (ka + kc) + с  (ka +  kb) =  2pR 
тенгликнинг иккала томонига 2S ни зушамиз:Н

2S -fc a  (kb +  kc) -f- b (ka -J- kc) -j- с  (ka  -f- kb) =  2pR +  2S. (2) 
Бизга

1) 25 =  aka +  bkb +  ckc ) /ov
Ba 2) 2 S  =  ' г р г  J  W

маълум.
(2) даги 2S Урнига чапда (3) дан биринчи ифодани ва унг- 

да иккинчисини кУйсак, унда aka +  bkb +  СК  +  а \^ь +  ^с) +

.Демак:
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+  b (ka +  kc) +  с  (ka +  kf,) = 2pR + 2pr олинади. Бунинг шакли 
алмаштирилса:

+  а  Ш  + М  + Ыгь + b (ka +  k j  +  + с (ka + kb) =
= 2 pR + 2pr

ёКИ

а  (&a +  кь + kc) +  b (ka +  kb + kc) + c  (ka + kb + kc)=2pR-\-2pr, 
ёки

(*a +  kb +  kc) (a + 6 +  с) = 2p# + 2pr — 2p(R-\- r),
ёки

( * a +  h  +  ftc) - 2p  =  2p (Д +  r ) ,
ёки 2 рф 0  булгани учун Aa + + k/*= R +  г келиб чицади.

'Энди ka +  kb + kc = R +  г тенгликнинг иккала темонини 
квадратга кутарамиз:

ka kb kc 2kakb -|- 2kakc -j- 2kbkc = ЯЕ "Ь 2Rr &■ га.
Бундан:

2(kakb + ka -kc + kbkc) = Ra + 2Rr + ri - k 2a - k 2b— kl (4) 
ни з̂ осил циламиз. Утган 388-масаладаги шаклдан:

маълум. Шунга ухшаш:
& т Ч = т ва

ёки
=  k\ = p*~ *  ва kc = R * -^ .  (5)

И |  ,  • S* Ш
дан 7  (

ёзсак, (4). нинг унг томонига (5) ва (6) дан цуйилса,
D = 2Яг-Ь ̂ + 5*2±^L±i! _  2R2

зрсил булади, бу ерда ^искалик учун D орцали 2 (kakb + 
+  kakc +  kbkc) белгиланди.

D _  2Rr  + Р(Р — а)(Р — ь)^Р—с'> _  2Я* -f- °8 + + с*
ёки

D == 2#Г | jP*—Р8(а+Ь+с)4Р (аЬ + ас+ Ьс)—аЬс _  а» + Ь* +

D = 2Rr + ра — р (а  +  6 +  с) + (a + b + с) — —
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ёки
D = 2Rr + ра _ (а + ь2+.с)а + (ab + ас + b c)L  2£Г£'-_

H I  I Ш Н
. 2 ^ 2  _j_ а а +  68 +  с2

ёки
р - п п .  г п2 ®а + ^ 2 +  сг  +  2в6 4- 2 ас  +  26с , , ,  ,и  — гкг -\ -р --------------------2------------ — +  (аЬ +  ас + Ьс)

— 4# г — 2Яг - f  2 !iL ^ ± f !5'

ёки
D=2Rr—4Rr- f Ра — -  + g + g8 —(а6+  ас+йс) +  (аб+ ас+ бс)- 

В  J j L  2 f lr  -Ь,/?2.—

.  ab + ас + Ьс М Н Я  об
р  -

в 2 4 . {,з с* 4 . 2 аЬ + 2 ас  +  26с ab + ас +  6с _  а Ч -  62 +  с2 

булганидан:
______  * / «  йЬ +  вс +  6с\ о  па

D =  2Д г +  /?а f* W  ̂ -------- §------) ~~ 2Я

_ „  аб +  ас 4  Ьс о оз D — — 2Rr Н--------5-------- ’■'

ёки
В = у  (о* + ас + to) -  2Я (Я + /-).

Буни 2 га купайтирсак,
2В = ab -f- а с  -f- to — 4/? (/? + г)

чикади. Яъни:
4 {kakb + kakc + kbkc) = ab + а с + be — 4R (R + г).
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390. Ечиш (197а-шакл). Шаклдан куринишича:
1) АВ' = АВ" =  s; АС' = АС" = 1\ В'С = В!"С = t\ 

ВС' =  ВС"' =  ft; Л'С = Л'"С = /га; Л'В = Л"В = п.
2) СС" = СС" =  р; СС" +  СС"' = 2р.

ВВ" =  ВВ'" =  р; ВВ" +  ВВ'" = 2р.
ЛЛ" = АА'" = р ; ЛЛ" +  ЛЛ'" = 2р.

3) ЛЛ" = С +  И = Р ;  п  = р —с  \
AN" = b -{-m = p\ m = p  — b]
ВВ" =  С + s= = p;.s= p-^^|
ВВт = a  +  t=^=p; t  = p  — a\
СС" =  b + 1 — p't l  = p  — b 1 
СС" = а  + ft = р; ft = р — а)

4) Энди Чева теоремасини татбик этиб ЛВ'-СЛ'-ВС' ва 
ЛС'-ВЛ'-СВ' ларнинг кийматларини топамиз.

Улар мос равишда s-m-ft ва l - n - t  га тенг. Кейииги купайт- 
маларнинг иккаласи хам (р — а) (р — b) (р — с) га тенг булиб,

W  ГАГ RC'
АВ’ • С А' • ВС' = АС' ■ В А' • СВ' тенглик, яъни ■ -дгд • = 1 
тугри булади. Шунинг учун ЛЛ', ВВ' ва СС' тугри чизицлар 
бир нуктада кесишади.

391. Ечиш (198-шакл). Берилган учбурчакка ички чизил
ган айлананинг маркази О ва радиуси R, иккинчи айлана мар
кази 2 ва радиуси г булсин.
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А'В'С' учбурчакнинг томонлари ABC учбурчак томонлари
нинг ярмига тенг. Шунинг учун:

г = -!/?, Ь = ^ н Ш
ABC учбурчакнинг ВС асосига перпендикуляр килиб туши- 

рилган кесма QE = h — r  = ~ (Н -Щ =  j ( - - S
S  'to 4- с)  S (a  + b) булади.Колган иккита масофа ibp ■ ва 2~р~

392. Ечиш (199-шакл). 390-масалага биноан:

в с  = р  -щ Щик
АС = ] ® в # . - Я Н  
АВ[ = А1 В == р

Учбурчаклар тенг баландликка эга булганидан
р  —-ь 4 йиЯИНИВ|ВВ№В
~ г  В . Sa с с ' = ’

р—ь

р  * m m srW: —— еки.С Н И  ЯСС с

О)

(2)

яна
р —ь . _ Н ^ И В Я  а />-ь| —j — еки S î ĝv — Ш И Н ^ В (3).

( 1) ва (3) дан ва учбурчакларнинг асоси умумийлигидан:
АК КА'

бинобарин:
KD  _  КА’ _ р —а...^

~ А А' ~ р г’ , ̂
Щ fig (р —a) e  a h g ip  — a) _  2S (p  — a) 

р  ар \ ар

(4)
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393. Е ч и ш  (200-шакл). 1) АН = h'a\ AF—ha; GE= ~ h

(G — огирлик маркази); OD = ka = j  h 'a; 0£ ' = D£; GFt  = £/?
2) Д  DGE сл Д  булганидан

DE _  DG __ 1 Щ _DE _  DG 1
GF) Gi4 2 ’ ЯЪНИ G F j ~  E F ~ G A ~  J '

3) H F = h a - K a.
4) G£j =  GE — OD = GE — EEt ёки G£x = 1  Aa — A ^  =

— ~q kg, =  g- (2ha — Ъка).

5) //Л = Л £— у4Я — /У7! ёки //£,= ha — ha — ^ h a = l  ^a —

- ' ‘> i ( 2h° - 3A'a).
6) щ = l(2̂ - 3A«) 4  (2A* - 3Л) = T
Шундан:

Of, _  S& _ I 
GF, — «f , ~ 2>

бинобарин:
В  
. ■

И л о в a (201-шакл). Ички чизилган ABC учбурчакда N — 
ортомарказ, О —ташки айлана маркази, 0£ j_B C ; AL ± ВС 
олиниб ОЕ = ka, AN =  h.’a булса, h!a= 2ka ни исбот килиш керак.

Исбот .  Айланага ВМ диаметрни утказиб, М нукта А ьа 
С учлар билан бирлаштирилса:

1) 2. ВАМ = /L ВСМ = 90° ва ОЕ || MC II AL булиб, тугри
бурчакли ВМС ва ВОЕ учбурчакларда 0Е = ^М С  (ОЕ у рта 
чизик) ва MC = 2ka .



2) САГИ МА\ МС 11 AN булганидан AMCN туртбурчак парал
лелограмм, яъни МС = AN (AN = Аа), демак, AN — 2'ОЕ ёки
К  = 2ka.

394. Ечиш (202-шакл). Шаклда курилганича, 2 — ички 
айлана маркази. G — огирлик маркази. К — учбурчакка ташци 
томоидан уринган айланаларнинг уриниш нуцталарига бурчак 
учидан чизилган трансверсал чизицларнинг кесишган нуцтаси

Я

булса, бу нуцталардан учбурчакнинг ВС асосига перпендику
ляр AM А-ВС\ QF А_ВС\ GE_\.BC; KD ±. ВС утказилса, 392-ма- 
салага биноан:

— 2S  (р  а)

Огирлик марказидан туширилган перпендикуляр
GE = — h = —-3 а За

2S 
За-

Ички чизилган айлана радиуси булгани учун:
ШШQF = г  =

( 1)

(2)

(3)
GE дан олинган кесма: 

GE' GE-EE' Ц<ЗЕ -К В  = g -  = 2JS%-P М  (4)
Айлана радиусидан олинган кесма

q f  = a p - O B  = j - §  = £-р Щ  Ж
(5) тенглик (4) га булинса:

Q.F' _  _S_ _
. GE' — Зар 3ар

Д  ABC да АВ нинг проекцияси булганидан:

. 25  (За — 2р) 1 1  
~~ 2 •

я2+- с2 — 
2д

(5)

(6) 

(7)
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В А '= р -с . ш (8)
Асосдаги кесмалардан:

| А'М =  ВМ — В А' |  ~ { р ~ с )  =  р р р  (9)

Д  A'/CD сл Д  Л'AM дан ^  = —  ёки 392-масаладаги

=*£zl-  га биноан: а
А'В =  А ' М - = Р £ = »  . р_—а _ (с — Ь) (р -  а)

ЛД' a a a v

Шу билан (8) ва (10) дан:

ВР =  ВА' +  А 'В = / ? - С +  (-^ :-^ - а) = ^ + с ^ - ^ - 2а (с -6) (11)

BE Щ ВЛГ +  Л/£ =  - J  +  I  ( В М =

390-масаласа асосан:

а . 1 /а2+ с2— 6s а\ За2+с2— б2
— 2 +  3  ̂ 2 а  - H J  — 6а ’ (12)

П Е -В Е  BD =  Zai + Ci~ bl В  + 1  —Ш — 2о (с — Ь)
6 а  2а

_  (е — Ь) (За — Ь — с)
За___З И И Ш '':А   ̂ ^

B F = p ^ b .  ( 14)

EF = B F - B E  =  р  — b — Д Я 1 1  b ~ c). (15)

Д  KGE' сл &GQF,  бундан =  ёки
Ш  £>£ (с —Ь)(3а —Ь —с), (с —6)(За —6—с) „
Ц  I  £F За Ш  6а ~ '

Демак^

GQ ~  ’

бундан:
GQ _  ~1 
/СО ^  2 *

395. 4-. К ур сат м а . 391 ва 394-масалаларга каранг.
396. 1 и с б от (203-шакл). Исбот этиш учун Z КАС ва ZDAL 

ни олиб курамиз. Булар вертикал бурчаклар булганидан тенг 
булиб, улар Ш КС ва w  DL ларнинг ярми билан улчанганли- 
гидан w  КС =  w  DL келиб чщади (яъни градуслари тенг бу
лади). Биз Z KBD  га Z КВС ни ^ушсак, ZKBL келиб чикади. 
Z C BD =  Z K B L ,.,,  булиб масала'исбот этилади.
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Я исбот. Z С =  Z К в a A D =  Z L булганидд Д  CBD ва 
Д  KBL лар икки тенг бурчакка эга булганидан Z CBD= Z KBL 
булиб, масала исбот этилади.

397. Ечиш (204-шакл). 1) АР =  р  — a; CN =  р —с;
AAjOi учбурчакда GOt кесувчи чизик. Стюарт теорема- 

сига асосан:
0 1Gt-AA1 = 0 1A*’ GA1 +  OxA\-AG -  AA^AG-Afi.

1

Бу ерда Д  АРОх дан ОгАг =  г2 +  (р — а),2;

Д  A & N  дан A,N =  |  (/> -| с) ОИ? = ^

Натижада:

< № •« . =  [г’ + (/■ -  +  [ ' ’ +  f ^ ) ‘ ] ■ I ” . -

ёки
ц |  «= 4  [ г» + (р -  o )* i+ 4 1 г>

2 (в* — 2 h c +.6*) . (6 + с^< Щ  26* +
12 ~ 12:-

_ 2 . 36* + 3с* + в* — 2 (ab + Ьс + а с) 26* + 2ег.^-я?
_  12 I v ~ -

2 | 4ft*+4c*+2в*— ( в + 6 + .cf 26*+2с*—-а* Я И Я Ш 1 Д й 1 Я
~ М ---------------12 ---- 18 ~ Г Н---------

^ У .+.f f - *  г* + g + y  +  2(-д2Д _

+ 62 +  с®) — Зр8Д

Шу билан O f i = \ v  9 г* +  2 (аа +  А» 4- с2) — Зр2 келиб чикадя.
398. Курсатма. 397 ва 354-масалаларга каранг.
399. /  9Я2 — (а2 +  й2 +  с2).

йт



К ур сат м а . 393 ва 396-масалаларга царанг.
400. Е ч и ш  (205-шакл). 1) ED±BC\ AFJ_BC ^тказамиз, 

шунда
Д  ADE w  Д  FAAt-, §  = " .  Ж> = DE- " =  2 * £  т .и , . * , .

— О Р —  — —  ^  _ Ьс Щ яШ Ш
-  гК  Ж  3  21 ' ala -  Щ Щ  -  1а

олинади. |ИИИ лп £
2) ЛЛХС учбурчакда OjC биссектриса, бунда •

АА, зам  ABC учбурчакда А бурчакнинг биссектрисаси. Бундан: 

А,С =  ь^ гс , шунинг учун:

АгОг =  А О ^  =  АО, -Ц -с =  АО,
аЬ

Ь b + с
еки 
АгОг_

Шо$ ~
ёки 

A Щ

Ь + i

А,0 ,  + АОt _а  + Ъ + с .  1а _  а + 6 + с
АО, ft + с АО, Ь + с

Бундан:
Х(Ь + с) _

lg (ft + 0 
2р 1

Г)/") __ /д (ft 4- с)

2Р :
3) Ташки чизилган айлана учун jW/V ва ЛО кесмалар Ох 

нуктадан утувчи ватарлар, шунга кура M 0 ,-0 ,N  = 0 0 Х-01Л ёки
L(b + c)-\la(b + c)

Яр(Я + 00,) (Я -  00х) = [£ -  Ц ^ 1 ] :

Ьс (Ь + с) (Ь + с)Ч2а
R2 — 00\ = 

Илгаридан бизга маълум:
2 р 4р«

l2 = bcj±$L-Z*'
■В (* + с)* I
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I  -  о о ; В  j j j j  - 1  1 ; / ? * - о о ; «
_  Ц 1 1 1 1 1 11 1 — 1 1 gj 11

4p*

Ш -  oo? = 6c? ( «  + fr+c)
1 4p2

_  abc_„ S
— 2p — i  w  j

Ш унга кур а :

еки

R2 -  00- =  2# r

ниб, натижада 0 0 j =  ЩЛ2— ЦШ 
келиб чикади.

401. Е ч и ш (296-шакл).
1) 0 0 ХН учбурчакни куздан ке- 
чирсак, Стюарт теоремасига кура:

OG*OH =  0 ХН*- OG +  OOl-GH— OG-GH-OH 
2̂
3

1 20 XG =  щ ОН-, GH =  Ц ОН; шунга кура, ОН ни нолдан фаркли
деб, ОН га цисцартирсак:

OxG2 =  0 ХН • i  + 0 ,0 s j  -  §  О//2.
Бундан:

(OHf =  3 (OxG)2 + О//2 — 2 0 0 га

(397, 399 ва 402-масалаларга кура 
3
2

Ох/У2 1 Ц 1 Н (а2 И 11 с2) — В 6/?2-

еки
(ОхН)г =  За-4 +  4R 2 +  4/?r  — Р* 

ёки (357-масаладан)
Р  +  ш  +  С2 '

Iз2 — г2 — 4/?г = ----- 2-----
ни алмаштирсак

Ох#2 =  2 9  |  И  — (/>* — В  1  t f j  1  5
ёки _________

1 1 1  Са

>2 _

з^осил булади.
0 ХН =  У  4 R2 +  2 г 2 -



Из о^ .  Учбурчак тенг томонли булсагина ОН нолга тенг 
булади. Бу ){олда изланган ОхН масофа ^ам нолга тенг булади 
ва >{осил булган формула ^ам ноль беради.

402. Ечиш (207-шакл).
AQaD учбурчакдан:

AQ2a = AD2 -)- QD*. (1)

Шаклдан куринишича |aD = ra, AD = AE = p булиб, бу- 
ларни (1) га кУйсак:

S2А й * = ?  + г* = р ' +  (p_ a)i 

бундан:

= р2 +
р ( р  — Ь)(р — с)  _  рЬс

AQ — л[ РЬса ~  у  р _ а -

р  — а р  — а ’

И лова  (208-шакл). 1) CE=CN, ВМ — ВЕ, ВС=ВЕ-\-ВС=а, 
BM + CN В  а, АМ = АВ + ВМ = АВ +  ВЕ, AN = AC + CN =  
= AC + CE,AM +  AN=2p{AM = AN-=p). mj

А п.г — п.г Pz
1

§1 S Am s n  ~  — 2* I Р ' га ~  Р ' г а-

3) B̂MSaNC ? 2 а~
1  S Abc  =  Ш  Щ Щ  = г а ( Р ~ Щ

Бундан:
г„ = - S

р — а

403. Ечиш (209-шакл).
I. 402-масалага асосан AQ* =_  рЬс

р — а 

\

эди. 209-шакл.
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II. 2 aG ни излаймиз. Бизга маълум булишича: 
NC — р — Ь\ A'N =  ^  — (р — Ь )=  Ь- ~ -

A'QaN учбурчакдан A'N2 ёки Л '2^= Г1+ (Ь
1 АА! — т а булиб, Л2аЛ' учбурчакдан Стюарт теоре 
ноан:
2 aG2■ т а =  Л22.-1 т а-\- 2 аА,а• tna — \ т а - ^ т а- т а

еки

2 а 0 2 = 4 ( ^  +  Га ) + х [ Га +
Ь — С\2 — i-m 2 = г2 4-9  о  а  ’2

(д + 6 + с)* 2 (Ь — с> 2Ьг + 2са — a? 9r2 +2 (a*+ 6*+ cs) - 3  (р-а)>
г  12 ^  12 18 9 1 

Бундан:

2 aG =  -i- |/9г2 +  2 (а а +  6а +  са) - 3 ( / > - а ) 2

келиб чикади.
III. 02д  ни топиш керак.
2 аМ ва 2 аА кесмалар О марказли айлананинг кесувчи- 

лари булганидан, уларнинг бутун цясмларининг ташци цисм- 
ларига купайтмалари тенг, яъни:

2 aM -2 aQ = 2 flD1. 2 ^
ёки

(0 2 a +  R) (0 2 a -  R) =  AQa (AQa -  AD,).
Агарда I кисмдаги (45) ва (88) дан:

ADX =  ^  i f  Ьс1  ̂ Г р (р —а ) 
нинг кийматини ва 402-масаладан Л2Я кийматини цуйсак:

<4 - (V]S - ̂  V 7 5 Q =
p b c  Ьс (Ь + с ) _ abc _ 0 abc S _оП_

§ р  — а  ~  2 (р —'a ) S  2(р — а) ~  4S ’ ШШ ~  2/хГ« ‘ 
Демак,

022 __ д .  +  2Rra.

У IV. HQa ни топиш учун шаклни кайта-
\\ дан чизамиз (210-шакл). Стюарт теоремасини 

П0 | татбик этиш учун HQЩ учбурчакда 2 aG туг- 
% ри чизикни утказсак

2 aG2 • ОН =  Я 2| • 0G 1  022. Щ  ■  И  GH-0G



2 а0-0Н = HQ\ .1 ОН + 0Q2.4 он - 1 он1.
Бу тенгликни ОН га цискартириб, уЧга купайтириш билан Я 2 ’ 
ни топсак:

HQ\ =  3 • 2 а0» +  А ОН* -  2 0 2 а,
бундан:

ИК  =  т  19^ +  2 (а а +  Ь* +  с») -  3 ( р - а)*| +  | [ 9 Я * -  (а* +
+  Ьг +  с2)] - 2 Р ? -  ARra =  3г\ + 4Я!  - ( р -  а )1 -  4Rra.

Агарда бу ифодадан г\ — (р  — а )г — 4Rr\ ни ажратиб шак- 
лини алмаштирсак:

- ( Р - а у  -  & J jg g g £ r * - -(р -а )*  -
abc _а8 + 61 + с*

р  — а  2

(бу ерда a ( p  — b ) ( p  — c)  — a b c = — ар  (р —а) га келтирилди) 
Демак,

/я211 Я I Ж 11 И ЦI Ш -т^+В1ШЦЦ
бундан:

HQa = y  4R* + 2 r l - а*+ 6* + ся

404. Ечиш. 403-масаланинг ечимига кура:
1) GQ2a HO = HQ2a *-| НО + 0 2 | Н О  — НО3 олинади ёки, 

бундан:
gqi= \ hqi+ \ o&0- 1 ho*

олсак, 403-масаладан:
HQl J  4Д* 1 21 - **+ 2 + С*

булади.
2) 0 2 а =/(* +  2/?г (403-масаладан).
3) WO* = 9#* — (а* +  Ш +  са) (399-масаладан) цийматлар 

келтириб кУйилса:

В 1 1  Щ  1 21 1 а,+ 2-— ]+ 4  (« •+ Я  -

- j [ 9 F * - ( a *  +  bl  +  c*)]
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ёки

9р е  3^4В  I  2 1 +  б ( р г +  2 а д

3  /_а I ца- 1 J| j 1  If! 1 1 1  J j  I  i g j  i  Щ  - 1 j j  + ьг +  j g  +
+  6R* +  12R ra -  Ш 2 +  2 ( a a +  b* +  c2) =  6r* +

I Щ  В 1 1 2 i ? r a 1  b rl I  H 1 1 В  К  H 1

ШШ 11 1 1 1 Ш Ш - 1
(357-масалада Ц  +  Ц  + Ц =  2p2 — 2 r2 =  8R r). Д ем ак , 

9GQ2 = p 2 +  6r l  - r *  +  4R  (3 re -  r )  
келиб чицади.

405. Е ч и ш  (211-ш акл ). Т уеди з ну^та айланасининг м арка
зи Ц  уч б ур ч ак  баландликларининг кесиш ган нуктаси (//) би
лан ташци чизилган айлана маркази (О) оралигида ётади . Биз 
и злагая  ШШ кесм а hQ O  учбурчакнинг медианасидан иборат, 
ш унинг уч ун :

ШЙ 2WQ= 4- 2022— ОН2
9  4

Л И  +  4 1  — Ц  1 1  +  с2)] 1  (2 tf2 — 4Я г) — S  — (а2 +  |  +  с2)]
— 4 —

_  R2 — 4Яг + 4га _, Я \2
4 « Я

Бундан :

в о ,  =  4 - г .

406. Е ч  и ш (405-масала шаклидан фойдаланамиз).
QaHO учбурчакдан  2 аО„ медиана булганидан:

o n  _  2^  + 20Q2 - 0 №
Ш йш  — I ---------------1
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Учбурчакнинг ортомаркази билан ташки чизилган айлана 
маркази орасидаги НО масофани излашда (396-масалада) 
I кисм. 39-масаладаги

OG =  \  / 9 R 2-  

ни 393-масаладаги НО =  3OG га куйсак:
НО =  V  Н  -  (а21  Ь*~+~с*).

OQ2a ва HQ2a ларнинг киймати 403-масаладан келтириб ёзил-
са:
0  Щ I  18R* 1  41  -  (а2 1 1 1  Ц  I  (2R2 + 4Rr„) -  [9Ц  -  (дЧ>Чс!)1

бундан:
= ( 4 + '■ ) ’ .

1Ш1I—Ц+г •
407. А 2а =  / - ^ Курсатма.

масалани ечишда 403-масаланинг 1-кисми- 
дан фойдаланамиз.

408. Е ч и ш  (212-шакл). 1) А М = р  — с ;
AN  =  р\ Q„P =  MN =  A N -A M  =  p — ( р -
—  С) —  Ш ЯЪНИ: 912-шякл

2 S - с. 1 1 1 В 1 1 § 1 1 1 1  1 Щ
яъни:

QaP  =  га +  г„.
2) 2 Д 2 4 Р  учбурчакдан

2„2,.8 = 2  Р2 -I- 2 . р 2
яъни:

2* =  (ra +  г ьТ +  °1-
409. I. 385 ва 405-масалаларга асосан га +  гь +  гс — Щ Ц | 

ни ёки га +  гь +  гс — г =  Щ  ни олиб, икки томонини квадрат- 
га кутариб, (ra +  гь +  гс — г)г =  16 R2 ни оламиз. Бундан:

1 1  Га i  1  +  1  +  2 1 Ш  -  ш  +  2 Я  -  гга) 1  2 {rarc~rrb)=
= 16Я8. (1)

351-масалада олинган натижадан
I  | 'яг 6 —а  =  ш + ш —1  
I (Гьгс — ГГа) В I  1 П 1 1 1
I  (rcr e — r r  I  =  a 2 — Ш + 1

ларни ёза оламиз. Буларни 
юкоридаги (1) га кУйиб, 
сунгра ихчамласак:

гг +  г \ +  Ц +  гс +  (а8+£8—с8)+ (—а8+62+ с2)+  (а* — Ьг +  Ц  = 
=  16/?2 ёки г2 +  Гд К  +Гс =16 Я8—(а2+£2 +  с8) келиб чикади.
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II. Энди биз 397-масаладан: 
1OxG =  _ l /  9 ra +  2 {a? - f  b* 4- с2) — Зр2 ва 403-масаладан

щЙ = 4  У^Эга 4- 2 (а2 4- Ц Д  с2) — 3 Ш — a f  ни олсак, анало

гия билан
Ox G8 + 2aG2+ 2 6G2+ 2 CG2= r8+ г2 + + rj +  | (а 2+й2+с1) -  

--g - /?г +  (Р~ а)2 +  (Р - * ) 2 +  ( р - с ) а] =

1 16Д2-  (a2+ H  с2) 1  Я И  8 1 1 Щ — £ \Арг — 21 (<* +1
+ c) + a2 + 62 +  c2l  = 16i?2 —(aa +A2 + c^-f-| (a2 + 62 + c2) —

I I  T +  b* +  c8) — (4p* -g4/>2) = 16Я* — (a2 4- b* 4 | | fe

яъни OxG8 +  SflG2 4- 2 6G24 -2 CG2=  16i?2 — -g- (a 2 +  й2 +  с2) келиб 
чицади.

410. HO^ +  h Q l +  HQl 4- HQl 

Ю коридаги401-масаладагиЯ 01=|/" 4/?2+2r® — a--^ £ ~ ^ --  ва

403-масаладаги HQa =  ]/" 4#8 +  2r\ — + ^  + — *амда 409-ма-1 

саладаги (1) тенгликдан фойдалансак, H O ]+ H Q 2a -f/ / S 2 +  
4- Я 2 2 =  4#®4-2г8-  д- +- ~-±-с*: +4/?2+ 2 г2 — *  + »  + * . + 4 ^  +

4- 2 r l  — а% + Ь*2+ °2 +  4R* +  2r\ — - + g + с* ■ =  16/?® +  2 (г® +

4 - г 2 4- г| +  г2) - 2 (а®+  6® + с®) =  16/?®4-32^ -  2(а® -М е +  
+  с8) — 2 (а2 4- Ьг  4- с2) =  48Я® — 4 (а® +  6® 4- с®).
Шу билан

HCf\ 4- HQ2a +  HQ 1 4- HQ] =  48 i?2 - . 4  (a2 +  6® +  c8) 

келиб чицади.
411. Утган 405 ва 406-масалалардан фойдаланиб 9 нукта 

айланаси, ички чизилгаи айланага ва учта ташки-ички чизилган 
айланага уринишини шундай курсатамиз:

1) Хакикатан 405-масалада у  — 1 ички чизилган айлана би
лан 9 нукта айланасининг марказлари орасидаги масофадан 
иборатдир.



D
j  булса, 9 нукта айланасининг радиуси булиб, г  —ички

D
чизилган айлана радиусидир. Биз j  ни р билан ифодаласак,
О ,

Y  — г =  р — г булади. Бу икки айлананинг ички уриниш шарти-
дан иборат булади, яъни ички чизилган айлана 9 нукта айла- 
насига ички уринган булади, яъни 0 10 1 =  р — г  булади.

2) 406-масалада топилган микдор 9 нукта айланаси билан 
ташки-ички уринувчи айланалар марказлари орасидаги масо-
фадан иборат булиб у у +  г ёки I ^олдаги шарт буйича р +  г
булади. Бу з{олат ташки-ички уринувчи айланада булади. 
Демак, 2дОв =  р +  г, яъни ташки-ички уринувчи айлана 9 нук
та айланасига ташки уринади

412. — + — + — ифодани узгартириб ёзамиз: г а Гb Гг
! ч а  . Ь , с  а гьг с  + Ьгаг с  4- с г аг ь 
Ч Ш Ц — + г  = — ' " “  ГГа Гь Гс  Га -Г у Г с

aS* 6Sa cS2
(  п __п\ ( п  —  Л  I(р  — Ь)(р — с) (р  — а)(р  — с) т  (р  — а )(р  — Ь) _

“ ' S1
(р  — а)(р  — Ь)(р — с)

(р  —а)(р—Ь) (р  — с)Г а  _  Ь с
=  S [ ( р - Ь ) ( р  — с ) + ( р  — а)(р  — с ) * ( р — а) (р — Ь)

а ( р  — а) + Ь( р  — Ь) + с  ( р  — с ) р ( а  + Ь + с )  — (ва + Ьг + с») _
-- ----------------------S  - w * - '. S

=  2рг— (2рг— 2r* — 8R r) =  2 г» + 8 R r =  2 г  1* +  ^
S '* S S '

2) 385-масалага асосан:
a  +  h  +  c  2р
Га + Гь +  Г с 4R + Г

У з^олда:
2Р

Демак,

4 R + r
_ j p r _  4S._ . 
“ 5  ~  S

( i-  4- -  = CV  Д + ft + g \ U  4 
'■Го ~  rb rc )\ ra + Гь + rc J

булиб, тенгликнинг тугрилиги исбот этилди.
414. Ечиш (213-шакл 1) Ички чизилган айлананинг мар

кази Ох ва ташки-ички чизилган айлана маркази 2 в булса, бу 
марказларни учбурчакнинг А учи билан туташтирсак, бунда
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0 1Qa = AQa- A 0 l J  Y  -  la {\+p C)~ (A° i  б  »  л а Р S
масала замда I цисм 41-масаладан аницланади).

Шундан:
ЛП 1 /"“р й Г  /а (ft + с ) _  1 /  /)Ьс ~ y f . b c  (р — а) _

1 а ~ К Ш Й  2р Г p - а  I  р ~

(I цисм, 42-масалада курсатилганча:
2 > т 

^  =  Т + Т ^ РЬс(Р~ а ) )

2) Шунга ухшаш му^окама билан: 
C*i2a - 0 12 i)- 0 12 c =________

=  , а—г / pbc' (р —а) • , - -.-гр(р — а) г г  > р(р — ь)

213-шакл. У  рас (р — Ь) • р р̂ °_С)  У pab (р — с) =
_  аЧНгр Ур ( о  —  а)(р —  Ь)(п  —  с ) __  a 2b2c 2S  _  Ц ( а Ь с \ 2 S _  1 f iD 2 (.

Ц(р — д)(р — Ь)(р — с) “  g  1  1DV4S/- р L̂ r -
416. Еч и ш.  408-масаладан 2 a2* I  (/*а +  гьУ +  Щ

бундан: gg| 1 Я + г,)2 1 1 | 1 Ий 11 =
_  «  \2 Р ~  (« + Ь)1 I .а с2Р (/> — а)(Р  — 6)(р — с) | „2 _

В  Щ — а)(р —11 И с -  Щ <J>-a){p-b) g j
4 аЬ с г=  т.-------w-----п, яъни:4 (р — а)(р — Ь)

2  2 -  j f f f ___ а_с.2--------
a ? г (р — я)(р — 6)'

Шунга ухшаш:

О  О  _  l / "  И И ________O .Q  —  l X ---------------- а 2 —-----------
Me“ c -  I  (р - а ) ( р - с ) '  1  '

Булардан:
дЧ>4С4 I

(р — я)2(р — 6j2(p — Щ —
а?ЪЧг _  ра2ЬЧг_____ _

~  (р — а)(р — Ь)(р — с) ~ р (р — а)(р — Ь)(р — с)

^Щящ р ̂ i=i6pRi-
418. Ечиш (214-щакл). 1) ABC учбурчакка ташци чизил

ган О марказли айлана устидаги Р нуцтадан АВ, ВС ва АС
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томонларга Р А ^ В С ; PCX\_AB ва РВ ^АС  перпендикулярлар- 
ни утказамиз. Унда PBjACj ва ЩШШ туртбурчаклар хосил 
булади.

Бу туртбурчакларда Z РВУА ва Z ||||| лар 90° ли ррама- 
карши бурчаклар булиб, йигиндиси 180° булганидан РВг АСу 
туртбурчакка ташки айлана чизиш мумкин. Худди шу Мл 
билан РВА1С1 туртбурчакка Шм ташки айлана чизиш мумкин 
(Z fiC jP  ва I  ВАгР лар 90° ли).

2) Энди биз РВ1АС1 туртбур- -----\Bi
чакда В1С1 ва РА диагоналларни | /  шМ&Тщ
утказиб, учбурчаклар ^осил ки- S '
ламиз. Худди шу йулда PBAxCj f  
туртбурчакда ВСХ ва РАх диаго- / /  /  \Л Д /^Х у\\ 
наллари оркали учбурчаклар ^о* ( /  /  V\
сил килинади. \ / / \\

3) АРВХ ва АСхВх учбурчак- \ \ / ^ ^ \  // п \|
ларда Z ACjBx =  Z АРВХ (улар ________\|с

у̂АВх нинг ярми билан улчанади). | Ц J 
Шу хилда ВРАх ва BCxt1  учбур- \ / 
чакларда Z ВРАХ = Z ВС̂ Ау \  /  
(улар w  АУВ нинг ярми билан /  
улчанади). й —----- ЙШШ

4) Бизга Z АРВг ва Z АгРВ 214-шакл. 
ларнинг тенглигини исбот ки-
лиш керак. РВгСАх туртбурчакда Ц РВгС = щШШт =90° булга
нидан долган икки карама-карши бурчак (Z ^ P B i+ Z  А1СВ1 = 
= 180°), яъни бошка РВ^СА туртбурчакда Z C + Z 5 IPy41 = 
= 180°, шундан Z ВРА = Z ЩР&% келиб чикади. Бу тенг бур- 
чакларни боищача ёзсак,

Z ВРА = Z AtPA |  Z ВРАх\
Щ АхРВх= I  ЛРЙ! I  Z Л,РЛ/ булади,

яъни:
'Z ДРА + Z ВРАх 1 1  АРВ,+ Z А,РЛ

еки
1  ВРА, = Z АРВ,

келиб чикади.
5) Шунга Караганда Z ВхРА = Z BPAj Ц Z |||Й|| = Z 

Z В^А. Демак, учлари бир нуктада булиб, бир томони бир туй 
ри чизикда ётган икки тенг бурчак Z А ^ В  = Z АС^В, булга
нидан, уларнинг иккинчи томонлари *ам бир тугри чизик 
устида ётиши керак булиб, учта перпендикулярларнинг Щ Ц 
ва Вх асослари бир т^ри чизик устида жойлашади.

419. Ечиш.  Бу ерда d=OOx\ da = OQa; Ш = РЙЯ 
d c =  0 2 , .

1) 397-масаладан Ш = ОО* = Р* —2Rr;
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2) 403-масаладан dl = 0Q2a =  R2 + 2Rra\
dl =  OQb =  R2 +  2Rrb\
dl =  0 Q2c =  R3 +  2Rrc. Булардан:

dl f i  Й  -f d2c +  Я I  4JRa+ §1  Ц

- « ■  +  » 0 = г  + 7--Ь P---С-------- - )  = 4 R2 +—  С D /

+ j  1  и* -  ь)(р - c ) + p ( p -  a)(p— 1 1 1 1 1 S  I  I  -

— {p — a)(p — b)(p — c)] = 4  R2 +  2-§ { p (p — c)[2p — b — a] +  

+  ( p - a ) ( p - 6 ) l p - / 7 +  c]} =  4tf2 + ^ [ p 2- > + P 2-  

—| (a +  й) +  ab] =  Sgl 1 ^  (2Ц — 2p2 +  §1 = 4.R2 +  |§jjjj =S

=  4R2 8 R -~  =  \2R2.

215-шакл.

Демак, d2+ .d2a + d l  + d 2c =  12R* келиб 
яинади.

420» Курсатма. 399 ва 419-масалаларга 
царанг.

С 421. Еч иш (215-шакл). Ташки чизил
ган айлана марказидан учбурчак томон
ларига ОА' = ka, ОВ' =  kb, ОС' =  kc пер- 
пендикулярларни утказамиз, бунда ^осил 
булган туртбурчакларда Птоломей теоре- 
масини татбик этсак:

с  , *. Ь г, а  .АВ’ОС’ туртбурчакда: kf,-^ kc-̂  =  R -1 ёки c-kb +  bkc
«= aR. Шунга ухшаш:

akb + bka == cR ва cka + akc = bR,
буларнинг шаклини алмаштириш билан:

bkc +  ckb + aka — aka = aR, 
cka -f- akc -f bkb — bkb — bR, 
akb -j- bka + ckc — ckc = cR.

Буларни бирга кушсак:
Ip (ka +  Щ В  Ш — aka — bkb — ckc =  2pR.

Шаклдан маълум булишича:
aka +  bkb +  ckc = 2 S.

Бунинг кийматини урнига ц^йсак:
2Р (ka +  ^* +  kc) — 2S = 2pR
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ka + kb + kc — ^  = R,
ёки

ka + kb + kc — r = R,
ёки

"b kb + kc = R + Г.
Сунгра 393-масала иловасидаги ha = 2ka муносабатга кура:- 

ha *Ь hb -|- hc = 2 (/? + f).

422. Курсатма. 351 ва 409-масалаларга каранг.
423. Курсатма. Бир учбурчакнинг бир бурчаги билан ик- 

кинчи учбурчакнинг бир бурчаги йигиндиси 180° булган иккн 
учбурчак юзларининг нисбатидан фойдаланамиз.

ёки

424. Ечиш (216-шакл). Берилган ABC учбурчакнинг А,В 
ва С учларидан каршисида ётган томонларга перпендикулярлар 
Утказамиз. Бу пернендикулярларнинг асослари тугри чизиклар 
оркали туташтирилса, янги кШШ учбурчак ^осил булади. Бу 
учбурчакка ^озирги ААЪ ВВ, ва СС, тугри чизик кесмалари 
биссектриса булишини исбот килиш керак.

I. ACxGBt, B fiA fi ва А, ОС, б туртбурчаклар карама-карши 
икки бурчаги тугри бурчак булганидан уларга ташки айлана
лар чизиш мумкин, яъни Я  бир туртбурчак ички чизилган 
туртбурчак булади. Шунга кура:

Z. AGCX = Z АВ,С, ( 4yHKlV АСХ нинг ярми билан улчанади). 
Z CGAX S  Щ СВ,/4, Ш AjC нинг ярми билан улчанади).
Ш AGCX = Z AXGC (вертикал бурчаклар булганидан). 

Шунга асосан Z АВ1С1 = ШШШ келиб чикади. АС томонга 
BBi перпендикуляр булганидан Щ ВВХС = Z ВВгА = 90° булиб,
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бу тенг бурчаклардан боища тенг бурчаклар айирнлса, унда 
яна айирмалар тенг булади: ZBBXA — Z АВХСХ =  Z ВВХС —
— Z СВХАХ, яъни Z СХВХВ = Z ВВХАХ булиб, ВВг турри чизик 
Z АХВХСХ га биссектриса булади, Vv^"*

Колган иккита ички чизилган турт.бурчакдан фойдаланиб, 
ААХ ва CCi ларнинг хам Л ^С ^ учбурчак,учун биссектриса 
булишини исбот кила оламиз. ААХ, ВВ1у ССХ баландликлар 
АХВХСХ учбурчак бурчаклари учун ички биссектрисалар були- 
ши шарт эмас. Масалан, 416-а шаклда ААЪ ВВХ баландлик*. 
лар мос бурчакларнинг ташки биссектрисалари, ССХ эса ички 
биссектрисадир.

425. 400-масаланинг ечимига ва 42-масалага кура:

л о ,  =  W|±i>- =  / 4  Wp Гр -  а). Ц ±  _  у т с Ц К ,

шунга ухшаш:

ВОх = У  а с  СОх =  У ab- p- f ^ .

426. Ечиш (217-шакл). ABC учбурчакда АВ — ВС =  АС"вд 
учбурчакка ташки чизилган айланада М нукта берилган. Бу'

М нуктадан MA, MB ва МС кесмалар 
утказилган. Шунда МВ>МА, MB >МС 
ва MB = МА + МС булишини исбот 
Киламиз.

И с б от. АВ —ВС=АС = а ; МС= Ъ\ 
МА = с ва MB — d десак, унда MB 
кесма устида ME = МС кесма олиб, 
Е ни С билан бирлаштирсак, МЕС 
учбурчак хосил булади. МЕС учбур
чакда ME = МС = b булганидан тенг 
ёнли учбурчак асосига ёпишган бур
чаклар узаро тенг булганидан Z МЕС= 
= ZECM. Ундан танщари ZBMC=60°, 
чунки у, w  ВС =  120° ёйга тиралади. 

Шундан Z MCE = Z МЕС = 60° булибI.Z СЕВ =  120° булади. 
240° ли ёйга тиралгани учун Z АМС =  120°. Биз АМС ва 
ВЕС учбурчакларни текширсак, улар тенг булади, чунки АС=
— ВС — а; МС = ЕС = b; Z MAC = Z МВС (w  МС нинг ярми 
билан улчанади) булганидан бу иккала учбурчак бир-бирига 
тенг булади. Шундан BE — МС Щ с олинади. МА = ЕВ\ 
МС = ME тенгликларни тараф-тарафига кушсак, унда 
AM -f- МС жж BE +  ЕМ = MB олинади, Биз мана шу тенгликни 
излагая эдик.

427. Ечиш (218-шакл).

А
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A 4BD  со ДЛС0. Бундан g  = й . g  = |  булар. 
ни квадратга кутариб, 5^адма-хад кушсак:

А8> + АС» ВС* , МВ\а , МС\* |Г1,а /г,\а
« яс» “  вс* ~ яъни 1вс) ■*" l i e )  — 1? )  + (7 ) —

= -^ + 4  = 1; бундан:Г гя
г\ -f г2 = г* булиб, г келиб чикади.

428. Курсатма. 393-масалага каранг.

430. Ечиш (219-шакл). 1) Берилган катта квадратнинг то-
Щ ,/Тмони 1 га тенг булса, унда уртача квадратнинг томони

булиб, унинг юзи = j|| яъни Sx j  булади.
2) Кичик айланаларнинг радиусларини г деб олсак,
PQ =  2 r, OP =  r  \f2. ОМ =  OP +  r — r Y 2 + r  == г(у/~2 +  

+ 1), яна ОМ = j  булганидан г (/'2"-f 1) = j ;

| = 2 (/ 2+1) = 2̂ F i - БУндан rS" б?лади-

3) Sku4. kb. -  Я<39= 4 r2 = 4 = 3- 2 / 2;

44 si H i  3 + 2 /F. Si _ =»
4 '  " "5кнч. kb. I" •,(3  ~  2  /  2  '  ~  2 > Skim . kb.

= j( 3  + 2 /̂ 2) олинади.
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432. I кисмдаги III дан r a, r j ,  r c ларнинг цийматлариии олиб 
исбот цилинаётган тенгликнинг чап томонга цуямиз. у  з̂ олда

V . + V , + V .  S f r f e r  *  i
1______ S8 S8 [(р — с) + (р —'&) + (р — д)] _

(р — Ь)(р — с) (р — а}(р — 6)(р — с)
_  S* [Зр (а + Ь + с)] _  - S ! (Зр — 2р) ~ - у  S*p

(р — а)(р — Ь)(р — с) j||3(p — а)(р — 6)(р — г) (р — а)(р — i)(p — с)

S2 ^
булиб, тенгликларнинг тугрилиги исбот этилади.

О
4 3 3 . К ур са т м а . г  =  —•

434. Е ч и ш . Я  =  ^ в а  г  =  — га асослансакШ
*±0 р  ,

R _ a b c ' S  _p a b c  __ p*S ab c S ab c Saha S3abc |
г  ~  4S ' ~р '~  I S *  — ^  Й ? ; ^  4 р Р  Ж  ■ 4o*Sar  *

НИННВ  Г- .aS •Ц  ж  Г________S’abc 1
4г* *Р2-Р(Р — «)(р — Ь)(р^ 4 )1  ~  АТ* 1р(р—,а) Р{р — Ъ) g g g  
js__ 1 =  1 Г--Д1
— с) I 4 г* \р—.а " р i 1р— Ь '  рУ  Iр —■ с р I 'ЩйЯ

=  47» ('•0 - ' - ) ( г » - г ) ( г с - г ) -

= Т (г -  1X? -  1)(? -  1 )•
435. К урсатм а. а  ни ёрдамчи ифода [а =  а  +  2 р ~  2р =

g2a ~~2— =7 <:;•] билан алмаштирамиз.
436. ^  Я; 0 ,2 ^ 1 5 .
437. К урсатм а. 407-масалага царанг.
438. К урсатм а. 397-масалага каранг.
439. ^  г2.
440. 1) QaQl — (г а  +  гь?  +  о* (408-масалага ^аранг).

г  г  l / (r° + г ьУ + са 1 =  г  г  r fr)!l.| са ,
> а 6 У (га + гьУ 1 * % Y  (га + r t f  +  (га + гь)*~~1

cS ‘
, _  ГдГьс___ , (р  — а ) ( р  — Ь)

(га + гьу га + гь с ( 1 ’  1 \
\р — а  р  —Ь)

1 К Д  1 1 I 1  олинади. Шу билан | = гаг „ у  
келиб чи^ади.



441. tna медиананинг асоси Щ дан АВ ва АС томонларга 
перпендикулярлар туширамиз. ABAt ва АСС̂  учбурчакларнинг 
тенгдошлигидан фойдаланамиз.

442. Курсатма. 432-масалага каранг.
445. АВ =  ВС =  -2- (̂ 1 +2); АС Я  2R ( / I  + 2).
446. ОхОг =  9 см.
447. с _ Зрг(4*-з/Т )

4 (2к + 3 /  З)2 •

448| 1) Щ  + Гс) Щ + ГЬ) (Г. + Г„) = (~ гь +  | | 1  Шрр +
_1__Я )-.оя\Р - '  + Р - Ь]\Р - а + Р - с} у

— а* \р— а ' р  — 6' |(р — Ь)(р — с)||(р — а )(р  — с))
#> —2р + а)(2р-

+
\р — Ъ + р  — д1 
(р —а)(р —й)1
= S3

= S3i
abc

-2р  + ft) (2p — 2p + с)

p 2S3abc
Ь)г (р — с)г

2) r6rc + rarc 

3 > + rc) (re

( р - а ) г (р — Ь)г (р — с)г ~  p2 {p — a)2(p 
p 2Saa b c_p2a6c

s* s~-
- rar„ = p2 (432-масалага каранг).

ргаЬс̂  
г  a) (га I  Гь) _  S

45ГьГс + Tcra + г  атЬ Р
булиб, айният тугрилиги исбот килинади

449. курсатма. I кием 
§ 10 даги 6 га каранг.

450. м И Р ®
Курсатма. Айлана ичи

да олинган бир нуктадан 
утган ватарлар кесмала- 
рини каранг.

451. Ечи ш(220-шакл).
Мос томонлари пер
пендикуляр булган туг
ри бурчакли учбурчак
лар булганидан Д EQbC сл 
сл Д  CQF

&ьЕ_CF
ЕС FQ

(У = ЕС; х = CF- СВ = 2х). 
Шунинг каби Д  BQF сл Д  В&ЬЕ булганидан

=  Ц  еки — = ггу = —•

BF
B E '

11 
SbE’ 2х + у

(1)
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бундан

бинобарин:

бундан

(1) ва (2) тенгликлардан
2г)

X “ г »

(2)

шшж2 г’

ВС 2г'

2 s 2 ТТГТГТ■ Я  И ШШШ

452. К ур са т м а . 1 кием § 1 
даги III формула ва 351, 443 ва 
444-масалаларга.царанг.

453. К ур са т м а . Ёрдамчи 
купайтувчилар билан ифода- 
нинг шаклини алмаштирамиз. 
Масалан: •
ШШI , aha ■ btigs, 4S2 т вШ

K h “  lb
454 Е ч и ш  (221-шаК®)Я 

Учбурчакнинг А учидан асо
сига АЕ перпендикуляр ту- 
ширсак:

а ) ( р  — Ь)(р — с) =

=  ^1/42 -16 -14 -12  =  24.

У чбурчак АС томонининг айланада ётувчи уртаси 0  нукта
дан  туш ирилган перпендикуляр

OD =  ~ h a =  12 (АО =  ОС = 15).

12й = 9.OCD учбурчакдан : CD. =  / ОС2 — OD2 =  J/152•
-/WQ _L АО булганидан: OQ = у  АО — • 15-= 7 у . 
У чбурчакларнинг томонлари бир-бирига перпендикуляр ёки 
параллел булганидан Д  COD сл Д  50Q с/з Д  SMN; бунга асо
сан:-

0 5 = ? .
ОЛ/ =  OD — ND =  12 — г. 

76 171
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ДСООсл A S /Ш дан ^ = %  = ^  ёки MN~NS- j ,

ёки ш ^ г Ц = % - ± ,

|Д MGW дан ОМ2 = МЛ'а + OiVa ёки (12 -  г)2 + - 4 \я

Бундан 16ra — 2-450г + 9(l44 + = 0 булиб, 

_ 450±  ]/~450а — 16-9(144— ^-) Я  45(5 + 2 ]/2)

455. Ечиш (222-шакл). Изланган учбурчак юзини Sa де- 
сак, бу жойда с  = + Rr, b = Rt +  /?„; a = R2 + Rs 
булганидан 90-масалага биноан

ИИ НИИА 2 Аз *4
булиб ва SMNP— Sa нинг икки хил куринишидаги кийматидан:

1) sc (1 + avw) S
(1 + и) (1 + t>) (1 + w )

Sa =
> Bl Bi R*V'+ Rt'Ri RJ* _ о _ n

м и я г и  ИI

2) Sfl = S- 1 -

ёки

Sa = S 1 -  

R, 
Ri

§a Шп RiRjRj 
abc т"

H (1 +  t ; )  +  V (1 +  w )  +  W (1 +  ц)1
'• ̂ >1 + «)(! + v) (1 + w) J

(1+ ё ) ( 1+ | )  'Ш Ш Ш

_  С II __ __^ 2
be ac

Rt* ' Ri
Ri R% R&
R% _ R$ Ri
be a c  ab

RjR$ RzRa RiRb.
lH

abV

ёки бундан:
So. = x _Щ_К2_«з_ 
S be ac ab

(1) ва (II) дан масаланинг ечими келиб чикади.

(О

(И)



458. ^  (1/ 3 —те — 6).
Курсатма. Тенг томонли учбурчак томонлари Ь буйича 

секторларнинг юзларини топамиз.
459. (2 1^3 + 9); |  (2 / 3 - 3 ) -
460. Курсатма. Учбурчак томонларининг квадратлари з̂ а- 

кидаги теорема татбик этилади.
461. Курсатма. 37-шаклдаги АС1ОВ1 туртбурчакдан Пто-

ломей теоремаси буйича y  ^  kb = — R, бундан:
с  5— kb +  kc =  R ва бонщалар.

462. Еч и ш (223-шакл)
куАтВ == а | О'В = г 1 ' 
куАпВ =  р / Ba OB=RJ

булсин.
Z АО'В = 180°-t-/ZC = 120°; { ZC =  60°).

Z ЛОВ = 180° —Z ЛЯВ = 180° — 120° = 60° булганидан:
1) Z АСВ = 360° ёки 60°= 360°2— ; «=120°.
2) Z APB =  360J^2_w_^ „ки 12()0 _  360°^-2g; р_ б0о

3) Д  О'ВС да Z О'СВ = 30°; О’В = -I О'С ва 0'В*= О’С*- ВС' 

ёки г2 =  (2г)2 -  (2а)2; г = у  а]/3-
4) Д  ОВ£> да Z. DOB — 30°; BD = jO B  ва OB2=DB2+OD^ 

ёки бундан BD — я; ОВ = 2я булганидан # — 2с.
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6) s

I 2 1 4 .  4a*it 
Г сек т .=  Т Г ”  =  Т Т а *  =  - Г

S a o ' b  =  t O ' D . A B  =  Y - ^ . 2 a  =  â  

( 0 ,D = V F ^  = j/ 3 l).
£

' 9
_  a2 / 3 _  4в*я — 3f/~3 a2 

3 ' ' 9
А,ВО сект. = 4  №  =  i  4 Л  =  T

s a o b  =  T  0 D ,A S  =  J  a / 3 - 2 a  =  a1 / 3 .
2С —  С __  С _____ д 2 -  —

*^Лл5 сегы. °.АлЯ0 сект. ° аАОВ — 3

7) SА тВп (ойча) '

-  а2 /  3 =

^ЛтИ ЛШ'Т

^ _  2аатс — 3 ]̂ 3 а2

4а2я —31^3 в*
Л яВ сект. 9

Я  ( 3 / 3 - * ) .3 9 ■

464. 1) 397 ва 425-масалаларга асосланиб, аналогия билан 

С О ^ У  аЬ-р- ^ -  

2) 403 ва 407-масалаларга асосланиб, аналогия билан 
С2с = у  ёзамиз. Шунга кура BOt ва ларни |ж§| 

ёзиб чикиб, уринларига куйсак:

l /  | р — с  л /  раЬ г] Г ЩЩ (р  -
1 ШИ _  V Щ ь V р—с _  V р(р —со

B O yB Q i,

— с) 
с)

л /  Р~  1 Л/ Р™ Л f  ШШШ — 1V а с  р  У Р - Ь  У Р ( Р - Ь )

_V щь1_|
~  У  а2с2 ~  «*

Демак:
COy CQ| _  6_
BOi 'BQb с

келиб чикади.
466. Ечиш (224-шакл). Шартда берилганларга кура /Л  +

I  ZB 1  Ш 1 3ZB I  ZB+ ZB=5Z В=  180е, бундан ^В= 
= z. С=36°, Z A =  108° ва Z B '=  Z C '=  72° ларни топамиз.



Шунинг учун 3 Z B ' =  216° з а м д а ^ Л +  Z  С  =  10 8 °+ 7 2 о= 180°. 
Шунга кура ABC'С туртбурчак таищарисига айлана чизиш мум
кин, яъни R=R' булади. Агарда CD =  АС =  АВ олинса, бунда 
!Z CAD =  Z  ADC =  72°, Z  DAB =  36° ва Д  ABD сr> Д  ABC булиб

467. o =  3; b =  4.
468. a vr  x 1 — Ш b MШ — Ьъ +  с /  х г — с2 = |j|| тенглик 

*акида куйидаги геометрик му^окамани юритиш мумкин:
1) / хг — а? ифода биронта тугри бурчакли учбурчакда бир 

катетнинг кийматини курсатади. Бунда х  — тугри бурчакли уч
бурчакнинг гипотенузаси, а  — иккинчи катет булади;

2) Учбурчакка ташки чизилган айлана учун Ak2a — 4/?а — а1 
муносабатни биламиз. Бу ерда 2R =  х  гипотенуза, а — бир катет, 
2ка— иккинчи катет булишига асосланиб, | Ц  — а2 =  2ka тенг
ликни ёза оламиз. Ёки хг — а? =  4/г‘га булади. Шунга асосан:

а / х г —а* =  a-2kа десак, аналогия билан b (Лк®— Ьг — Ь-2кь

264

А BD АВ
( 1)АВ Щ ВС'

< щ

\

, Агарда АВ =  CD =  х  булса, BD = 
p lo j _  а __х  булади. (1) тенгликдан
 ̂ а — х х

х а
ёки

х* +  ах  — аг =  О

4
/  5 — 2 / 5

2 ' Э
булиб,

Ташки чизилган айлана радиуси:

0 _ а * с _ т ( 6 - 2Г5>
К  Л С ---------------- :—-

4S а2 / 5—2 У~Ъ

/  50 — 10 V 5а - ------------ —ю



ва

с у х 2 — с1 — с’ 2kc булади. а \fх2 — аг + Ь _|_

+о Ш  Ё й ! 2 ВшШ + Ckc) = 2 (2Sl + 25г + 2Sa) =
м И Н ш Ц  Ы М Ц s- ш й

а :  /<«с2 — аг +,&' Ул:2 — 6а + с /л;2 
2̂  2а6с_2дйе__^ фс ^

■ 45.

щ  4/г
Натижада (Г) ва (2) тенгликларга асосан бизга керак бул

ган айният исбот булади.
469. 17-|- (225-шакл).- 

1

470. ш т

471. 1-*.
472 Е ч и ш  (226-ш акл). Шартга асосан

АС-ВС _  а8 У 3
2

ВС = а; АВ=с=2а, 

(1)
А С =  Ь =  а / 3 ва S — г

.^-5 . За —а / 3
За + аУ"3. „ _ а  =  в-± |Ь -3; Р - * = -----Г ""

р = -----2
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Ш улардан:

(Р — а) (р — Ь) =  %£■ а 8; 

(р -  а ) (р  -  с) = ~ ;2.'
2 /За* —За*( р _ й ) ( р - с )  =

416-масалага бинозн:

л  _  п  п  — 1  f  abc* — 1  f  g -a / r-4 a *
1 в " К (р — а)(р — 6) |/ /За*

Ц  /" 2-4а® =  2 а / 2;

*. | «А * Я / ^
" :Ж-:"

л  л  ,  Г  Ьса* Ц Ц  -  Г  БИ2ЯШ13Й1 Я Я И И Я Я  с, = Оi,Or =  1/ -----------------=  1/ — -----------= = а и 6 + а / 2 .

2
а г + bi+ Ci _  З а + 2а / з +  а /  б

Щ ' 2 2 |
2 'а/"3 + а / 6  —а / 2Pi  — 2

и _ ^ З а/ 2  —2 а / 3  + а / б  
Pi ®i — ~2 iii ;v

| _  а  / 2  + 2 а/ 3  — а / 6 - 
Рх — Ci — " 2 f$>

S л(Од о„ ос) =  / Pi (Pi — «г) (Pi — *i)(P i — Cj) =
Ь/"Г=  -i]/  [(За / 2 + а /  б )г- ( 2 а / 3 ) г] [ (2 / 3 а )4- ( а / 2 + а / б ) 2] =

=  а * (З Ч -/ 3 ) =  ^ р - 2 (  3 4 1 )  = S * -2 (/ 3 " + l)  =

=  2 (/ 3 ‘ + l ) S .  (2)
4 S3473. abc (a  +  b + Щ

94.1
474. (227-шакл.) 1 ggoг==; 1,251.

2 25aJ475. fj n= - j— -к.
abc a c%

b* — c2’ Ьг — с*

Бу ерда (2, ифодага (1) S = -- Х~ ни кУйиб, S0 0<а = 2 ( /  3+1J-S
2  a b c

олнмди.

266

480. 20°; 60^; 90°; 4 / 3 .  (228-шакл.)
481. 2R ( / 2 - 1 ) . .
482. Курсатма. 1) AD медианани,

2) Д-ЛСОслДГ^В дан DZ: ни. 
D F D E  3 ) A  BDE Да EF±DB олиб
5 5  5 5  Д®® С/7, f/ 7 ларни аниклаймиз.

483. |  /4/?* -  а\
484. Курсатма. Эйлер теоремасидан фойдаланамиз.
485. Ечиш (229-шакл). I. АгарДа С'С медиана булса,

АС  =  ВС  I Ш

аа
CD баландлик булса, BD =  — 
бунда шаклдан:

ryi#_с  a *__ С1
“  2" — Т ~ ш2с

2а* _  (а* + 6») — 2а® _  6® — а* 
2с 2с

•D F = | DC' =  £=J*.

B F= B D  +  D F = j  +  b' а* За* + ft* с* + а»
Зс Зс

В£ =  р — b (392-масала).
Зс

MG г г  с*-fa* »■_ с* + а* а — 6 + с
= E F= ~ T c------ ( P - 6) = - f c ------------- 2---- :
2с* + 2а* — Зас 4- ЗЬс — Зс®_а* — Зас + ЗЬс — ft*__

6с 6с
а* — Ьъ а  — Ь 

~  ~~6с 2 ’

( 1)

(2 )

(3)

(4)

(5)
(6)

(7)



Медианаларнинг кесишган нуктасидан туширилган перпен
дикуляр булганидан:

< * = т  (8)
2М  =  г ^ Ц ; -  .  (9)

II. Маълумки, Д  QGM да а 0 2 =  ЛК}г +  2Ма ёки (6) ва (8) 
га кура

( ^ - 2fT+('-Sr='* ,J>°>
ёки

(а2 —Ь2)2 (аа — 6»)(о — 6) .  -(в — ®1 , „а В И Д  в*? Н Н  
Зве» '' 6с +  4- Щг 3»: 4 Ш 1>. .У

ёки
(аа + Ь2)2 ., а2Ь2 (а* — 6») (а—6) , (а— Ь)2 | 2 raft _ 1  

36£а '+' 9с» • 6с '
г _  *  _  ab 

Ш а й р

(а» + Ь2)2 (в2—6*) I M i a l  аЧ1 я  Л 
36-С4 ' '6£ ^ЩТ~

булганидан:
‘ + Ь2)2 (а2—б2) (а - 
36 с3 6 с

I 2̂~̂Р
Я  М2 г»2Ь2

— 0;

булганидан:
(а2 + б2) _  Га2 affi

w  ■ 4 ||Ш |
36 га купайтириб, ^амма жойда га нинг киймати 'урнига кУй 
йилса:

а2 +  Ь2 — 6 Y  а? + № V
• щщш—

■̂ -(а + 6 + У a2 -f Щ У а* -pi*

бу тенгламани соддалаштиргандан кейин:
16а4 — 48а3* +  41аг62 — 48яй8’+  166* =-|1 |

Буни Ь* га булсак:

16 (£ ) * -  48 (|-)!  +  41 

Агарда у  щ х  десак:

16л;* — 48л*+ 41̂ 2 +  48л- -f. i|  = 0. J $ $ ’'
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Бу симметрии тенгламани ечсак:

г  | 1 - 3 (2 ± / 3 ) 
' х 4 (13)

чикади.
Бу ерда + ишорали кийматни олишимиз керак.
3 (2 +1^3)— ,— -> 2  булганидан х учун адикий киймат келиб

чикади.
Бундан: _______

а _ 6  + з / з ± / з б  / 3 - 1  
■*- Ь 8 (14)

Радикал остидаги ифода хам (13) да мусбат ишорали киймат 
олиниши керак эканлигини тасдик этади.

486. ф Г -
487. 8,5 ёки ,3|5H
488. Ш Ша + о
лоо ahn lh -*•
°  - Ф + с)(а + Ь + с)'

491. Эслатма .  Учбурчакнинг томонлари орасида кандай 
муносабат мавжуд булса, масала шартида курсатилган хосса 
уринли булади? А бурчак утмас ёки тугри булиши мумкинми?

492. Ечиш (230-шакл). Бизга АВ ва CD кесмалар яамда 
ихтиёрий М нукта берилган булиб, АВ, CD чизикларнинг ке- 
сишган нуктаси О булсин. ОС ва АО тугри чизиклар устида 
ОЕ = АВ 1ва ОЕ = CD кесмалар олинса, у холда АВ, CD, OF 
ва ОЁ кесмалар учларини туташтиришдан хосил булган уч- 
бурчаклардан:

+  ^CDM ~  $ OEM +  S opM  =  S 0EMF

булади..
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Агарда М нукта ZAOC ичида булиб, ш уМ  нуктадан Утув- 
чи турри чизик устида EF га параллел холда харакат этса, 
унда OEMF туртбурчакнинг юзи узгармас микдор булиб ко
ла беради.

Хакикатда хам бундай холда EFM учбурчак юзи узгаомай 
Колади ва /S.OEF нинг юзи хар вакт узгармас мивдор булади.

Агарда PQ кесманинг давомида М' нуктани олсак, бун
да (231-шакл):

$ авм' _ S CDM, =  S OEM, — S 0FM, = SEM,F =  SEMF

булади. (Бу шаклимизда Q нукта М  ва Р  нукталар орасида 
ётади. Агарда Р  нукта М' ва Q нукталар оралигида булса, 
юкоридагига ухшаш яна S  CDM, — SAB'M, =  S 0EMF ни оламиз.) 
Шунинг каби агарда OEMF туртбурчакнинг юзи берилган 
5тзгармас микдор S га тенг булса, бунда изланган геометрик

урин PQ тугри чизикда булиб, М нукта PQ кесма устида ётса, 
(CDM ва АВМ) учбурчаклар юзларининг йигиндиси олинади.

Агарда М нукта PQ нинг давомида ётса, шу учбурчаклар 
юзларининг айирмаси олинади.

АО ва СО тугри чизикларда мос холда AB=OG ва OD—OH 
кссмаларни ола биламиз (232-шакл), шунингдек ушбу муло- 
хазага мувофик АВ ва CD кесмалар жуфтни ОЕ ва ОН ёки 
OG ва OF, ёки OG ва ОН кесмалар жуфтларининг исталгани 
билан алмаштириш мумкин булади. Бинобарин, изланган гео
метрик упин PQRC параллелограммнинг томонлари устида 
ётади (PQRS ва EFGHпараллелограммлар ухшаш ва ухшаш 
жойлашган).

Агарда р|§§| Ц SCOM | =  S  булиши лозим булса, бунда Q 
нинг урнини (232-шакл) шундай олиш лозимки, SOEq= S  шар- 
ти бажарилсин.

493. Агарда AC, BD, EF кесмаларнинг урталари Мг, М2,
Мя (233-шакл) булса, SMlCD = у  $асо, Sm\Ab ~  ~2 ^слв га эга
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буламиз. Булар ^адлаб кУшилса: S 

оламиз. Шунинг каби ёЩ + Щ Ш Ж  S ^ ,  сунгра:
М\АВ ' ' ЩшЖ ~  2 ^ABCD

■>МаАВ

S MsCd =  В  SFCd булади, чунки Мг АВ учбурчак FAB учбурча к
билан умумий АВ асосга эга булиб, баландлиги икки марта 
кичикдир. Ш унингдек MaCD уч 
бурчак FCD учбурчак билан 
умум ий  CD асосга эга булиб, 
баландлиги икки марта кичикдир.
Буларни хадлаб айирсак:

^мцав SMscd ~  Y SAbcd

келиб чикади. Олинган муноса- 
батлардан:

^MiAB M̂iCD — $МгАВ M̂«CD=
— _Lc I _i  — —2^ABCD, °M,AB M$CD 2 ABCD.

Утганларни куздан кечирсак, унда М ъ М 2 нукталар AED 
бурчак ичида булиб, М3 нукта бу бурчакка ёпишган DEG бур
чак ичида ётади. Шунга кура 492-масала буйича Мг, Мг нук
талар ZAED ичидаги М  иукталарнинг геометрик урин булган 
PQ да ётганидан:

1

233-шакл.

^маАВ CD '

Ш унингдек И  нукта DEG бурчакнинг ичидаги М нукталар- 
нинг геометрик урни булган PQ чизигининг давоми QQ' кесмаси 

устида ётганидан:

|-’/И3С£> 1 SABCQ.
Булар курсатадики, ^акикатан лтам 

Мъ  И  Ms нукталар 492-масалага асо
сан бир PQQ’ т ^ р и  чизик устида ётади.

494. Агарда ABCD — айлана ташка-
l l  рисига чизилган туртбурчак булиб (234-

• шакл) И  ва И  нукталар унинг АС 
ва BD диагоналларининг Урталари 
замда О нукта ички чизилган айлана

нинг марказидан иборат булса, ABCD туртбурчак ромб 
булганда Мъ Mt ва О нукталар бир-бирининг устига 
тушади, шунинг учун е т  ва Я  нукталардан утувчи лар
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цандай тугри чизик О нуктадан утади. Биз туртбурчак
нинг карама-карши томонлари параллел булмаган }(Олни 
текширамиз. Бунда АВ ва CD томонлар параллел булмаса, 

ва нукталарга 493-масалани татбик килсак,

^ЛЦАВ +  S MlCD == 2 S ABCD> ^МгАВ "b MiCD ~  Y  ^ABCD•

О  нукта учун *ам S a bo  +  S OCD — ^  туррилигини исбот
этамиз. Агарда айлананинг радиуси R булса:

. S abcd = J  К  (АВ f  вЩ Ш Щ Ш Щ
Ташки туртбурчак томонлари булганидан AB-\-CD=AD+BC, 

бундан АВ +  CD =  (.46 -j- ВС +  CD +  DA); Шунга кура ^

&лов
Исбот килинган муносабатларга биноан:

SjltiAB "Ь SjthCD =  S MtAB +  $МгСО^Щэ АВ +
Шуни ^ам айтиш керакки, Мг, Ма ва О нукталар ABCD турт
бурчакнинг ичида, яъни улар АВ ва CD тугри чизиклардан

вдеил булган бурчак ичидаёщад 
ди. Бинобарин, 492-масалага асо
сан Мъ М% ва ■ О нукталар айтиб 
утилган бурчак орасида ётган 
М нукталарнинг геометрик урни 
булган кй§ма|>^|тади ва буМ 
нукталар удун

$АМВ ”Ь SjiiCD ~  Щ 3 Ав с р

тенглик мавжуддир,
' 495.

235-шакл. 496. В Я и ш (235-шакл). 1)
jg a gE HOQ =Ш OQP (ички алма- 

шинувчи бурчаклар) ZQPO=Z OQH= 90° булганидан: ДOQЯcл
(.г> Д  HQO, шундан щ  — щ  ёки ОН =  ^  Шаклда OD± 

J_ НТ булганидан НТ = 2 ОН ёки НТ =
2) НТ— трапециянинг урта чизиги булса, CD — баландлиги 

булади.



Шунга асосан: 

Демак,
S KLMN (трапеция) Г  HT-CD — НТ-2Г | а  а

-'трапеция

497. Я  / з ;3 V- О.
498. 5,76я.
499. Ечиш (236-шакл) 1) Шарт буйича AD = 4, АК=1\ 

ЛХ> = 3; СК—У 16 + 9 = 5. _____
Шундан В К = Щ ЛВ2 +  .4/0 =  уЛ42 + 1г В  УТ7.

236-щакл. 237-шакл.

2 ) «  = 0
3) Z ТВС — А KCD (томонлари. перпендикуляр).

Шундан:
ВТ CD r t _B C -C D  _ 4 - 4 _ 1 6  
ВС 1  СК' СК Щ 5 g  5

Д емак, ВГ =  ^

500. (1+ТШЮ 1-
501. (237-шакл.) 1) Трапеция асосига баландлик РМ_]_ВС ут

казамиз. Унда DM — h — -/DCа — MCS = \f 25 — 9 = 4 (Л4С = 
= 7-^-1=3).

2) Д DCM сл Д FEC t\FOK данЦ = ^ ;

_5
o\ OK_EC, r\is_ pis EC_______i .  П  ̂.

FK~~ EF> — £F ~  3 ' 10 — 2 A  — 2 ’
В
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4) R =  ОС =  m a + OK* = / ( £ )!' +  ( I-)2 =  j / f  = ■I  / 2;

а̂йлана
502. 2.

4ra503. %

Я Ш Б  демак, S=12,5 булади.

504. d U I n l i '
505. 5 6.
506. Ечиш (238-шакл). AB нинг проекциясини олиш учун 

CD давомига Л ва В нукталардан AM ва BN перпендикуляр- 
ларни туширамиз. Олинган MN кесма изланган проекция була- _ 
ди. Шарт буйича:

к^АС =  60е булгани учун АС = г.щ  
w  DB =  90° булгани учун BD =-<_ '

Агарда CD ва АВ кесмалар бир-бирини Р  нуктада кесгун- 
ча давом эттирилса, бундан:

, n w BD —\j  АС , 90° — 60° Ц И Я |
' В *

Агарда А нуктадан BN га АЕ перпендикулярни туширсак,-
Z ВАЕ =  15° булади. Биз АВ 

j )  At билан 15° ли бурчак яс^вчи AF 
тугри чизи^ни BN нинг даво- 

^  ми билан кесишгунча узайтир- 
сак, АВ .диаметри AEF учбур- 

в  чакнинг биссектрисаси булади.
! Тугри бурчакли Д  AEF 

да Л. А — 30° булганида EF —
238-шакл. шунга кура АЕ = х

2х
V з

53-масала буйича 1а биссектриса узунлиги формуласи
Щ _3_V 1

1  Н  (Ь + с у - а * А г * - 2х* S 1  В  Щ1 Я 1 1 Е  га биноан: Ц  —
1 +

2 \« * 

V V

бундан:

/ 2jc^бунда I  =  Ц  с*; -7==; 1 1

И^ВуМ2+ / 3

I=!1г +#,

дг
я
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507. Ечиш (239-шакл). Шарт буйича ЕСВ учбурчак тенг 
ёнли ЕС = DC;Z  ЕСВ = 90°; Z DCB =  60°, Z ECD =  30° бул
ганидан:

1) Z CED — z  EDC =  =  — ■=75°.
Шундан Z EDB =  135°; (75° +  60° = 135°).

2) EDH учбурчакда ED2 — ЕН2 + DH2; (HD±EC) 
ёки

ED21 ( a 2а*-  а ^ З «  а\ 2 -  / 3 )

£ £// == ЕС — НС; НС = DM =  У  а2 — ^  s= f / з ';  ЯС = а ] .

3) ACD учбурчак тенг ёнли (AC =  CD), Z ACD — 120°;
60°Z СЛО = Z CIM = 30°.

239-шакл.

Шунинг учун 60° ли бурчакнинг ёйи булганидан CG ватар г 
га тенг булади.

BCD учбурчакнинг танщи чизилган айлана радиуси = a i f 3

булганидан CG = а- ^  3 келиб чицади, яъни a  = r\TZ;
а Уъ г = —g— булади.

508. Ечиш (240-шакл). 1) M N=2a; АВ= а - -̂r; АС= а —г, 
ВС = 2а — г;

2) Д  ABC да АС2 + ВС2 =  АВ? ёки (а — г)8 +  (2 а — г)8 =  , 
= (а + г)2; бундан: г = 2а(2 — / 3 ) ;

3) агар уринувчи айлана, ярим айланаларга таищаридан 
уринса, унда г = 2а булади.
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509. Е ч и ш  (241-шакл), Медианаларнинг кесишган нуцта- 
си О булганидан:

АО =  у  tna\ СО =  4  Щ\ ВО =  от,,.

Агарда ЯГ =  z; АЕ =  у ; AF =  х-, ОЕ =  q ва OF =  р булса, 
тугри бурчакли учбурчаклардан:

рг =  АО* — х*’ф О С 2--\  14ч?» .*)*, (1)

Бундан Л  ma) — jc2 =  (-|- т е] — (14 — jc)® ёки т а ва т ? нинг 
^ийматларини цуйиб чи^иш ЩШнШд ?

jj| |  у  У  2Ьг -\- 2с2 — а 2)*— хъ =

p f a j 2а1 +.26* - с 2)2 -  (14 —̂  )*f . •

сунгра а, b ва с нинг кийматларини кУйиш %амД0 бир цанча
шакл алмаштиришлардан ке-1 
йинД

x  =  A F =  6-д-,
И1

яна АО =  ж т а булганидан: 

АО Щ ЦЯЦ У  2Ьг +  2с* — а? —

142 +  2-132Ц 152= ; 
= у / 5 0 5

чикади. Олинган (2) ва (3) ни (1) га кУйсак,

, , ,  д о »
Р — OF =  4. (4)

Худди шу и в  билан борганда тугри бурчакли ОВЕ учбур
чакдан

Ф -  о в 2 — (13 — у )2 =  АО2 -  у2, (5)
бундан

Ш т ь )2 (1з у)2 = ( 4  Я ! )2—У*
ёки

( 4 - 4  -т/га^ +  гс2- ^ ) 2 -  (13 -  у)21

=(11у] В 1 Я  -  S B  Я
Бундан, шакл алмаштиришлар натижасида:

у  =  АЕ  =  6 gg (6)
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чицади. Топилган АО ва у ни (5) га кУйсак:
„2 АГА 2 505 /339,2 3136

бундан:
q =  OE =  4~ . (7)

AEOF туртбурчакда Птоломей теоремасига биноан:
AO-z.= q-x-\-p-y

ёки
-|/505 _ 56 19 . , 239 
У  3 ' г ~  13 ' 3 ■* 9 ’

бундан:
'  z =  ^ / 5 0 5 . (8>

Туртбурчакнинг юзи:
. |б ар  19 

„ , OF-AF 13 ’ 39 , 4 ' 3 _ о с 439 , QV
s =  2 +  ■ 2 — j  • 2 507*

Бу туртбурчакка ташци чизилган айлана диаметри АО бул
ганидан, унинг радиуси:

г =  уЛ О  =  4 - / 5 0 5  =-g-/ 505 . (Ю)
510. 8, 2, 5.
511. 5.
512. 3, 1 (242-шакл).
513. Ечиш (243-шакл). 1) АВ — а;  ̂OG = г  булса, унда

О ЕС учбурчакдан ОЕ =  | / г2— (у )  ;
2) AOG ва AOF учбурчаклардан A 02—0G 2 -f  AG2— AP+OF*
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еки _____
г* +  4а2 =  ~ +  [a - f  ]/Va — j )

•ёки
У 4г* — а2 =  За; 4г» =  10а3.

Шарт буйича S =  а а =  10 эди. Бундан 4га =  10-10; г2 =  25 
ва г  =  5 келиб чикади.

514. Еч и ш (244-шакл). Берилган ёйлар:«АВ = а; ВС = Ь 
булсин* А нуцтадан айлананинг АР диаметрни утказиб, бунинг 
Р учини В билан туташтирамиз. Сунгра В нуцтанинг иккинчи 
томони BD =  ВС ватарни олиб, D нуцтани А ва Р нуцталар 
билан бирлаштирсак, Птоломей теоремасига биноан ADBP 
туртбурчакдан

AB-PD  =  AD-PB +  B D 'A P$$l^*y ; .  (1)

244-шакл.

Бу ерда АР =  2; АВ =  a; DB =  b; АРЩ^Щр PD =|/4 — х2; 
РВ =  У 4 — а2 булганидан (1) ни а - У 4 ^ Й ? =  Щ у г4 — а2-\~2Ь 
шаклида ёза оламиз. Бундан:

х  = & (Щ b У 4 — й2 -f 4Я^ | ^ у̂

515. ^ ( Ь У 4 — Ь2 а  У 4 — а2) (244-шакл).И

516. / ,6 + ' Курсатма. 506-масалага царанкЙ^ 
d‘r517.

2
d-

2 f/ d2 — г2’ 2 /rf> —г2 '
518. Еч и ш (245-шакл). Бу масалани ечишда 254-масала- 

нинг ечилишидан фойдаланиш керак.
Айтайлик, АС =  с; BD—f ;  АЕ — х; ED — у булсин. Бу ер

да 1) Д  АЕС оо Д  DEB (иккитадан бурчаги тенг):
АЕ _ D E  .  А Е_АС
АС Ш DB еки DE Щ DB’

278



яъни:
х  _ е
Т “  /

И  _ , е  a d  + Ьс\
(254-масалада j  =  ^TTd)' Демак:

х  _a d  + be
у  ab + cd '

бундан таш^ари:
АЕ-ВЕ = DE-CE ёки х ( х - а )  =  у (у  — с);

2) вацтинча биз
х  = z (ad +  be); y =  z(ab +  cd)

деб фараз этсак, (2) ва (1) дан:
z (ad +  be) [z (ad +  bc) — a ] = z  (ab +  cd) [z (ab +  cd) — c]

ёки
z (ad +  be)2 — a (ad +  be) = z (ab +  cd)2 — с (ab +  cd). 

Бундан:
" z (a2cP -f bV  — a2b2 — c2cP) =  a2d? +  abc — abc — c2(P

ёки
z [a* ( a ? - c 2) S b 2 (a* -  62)] = d ( a 2-  c2).

Бундан:
d

z — d‘ —b» >
3) (2) дан AE =  x  =  d2^ bi (ad +  cb) == ■.

^  =* У = ^  (ab +  cd) =
олинади. Демак,

уЦ г d jad_ + bc)_  £ ,с. _  d{ab  +  cd )
,"•* a* — b - '  tP  —  62

келиб чикади.
519. AB = 2iR (шартдан); ВС — *2 +  2a&-

2Ra ЙГ) 2,Rfr _ abR
АС = ТТЪ> BD = WTb' S =Ъ+Ъ’

■ 520 (246-шакл). 518-масала- 
даги шакл ва ундаги жавобни 
келтирамиз.

1) ABCD туртбурчакнинг 
юзи = S, Д AED нинг юзи = 2,
Д  ВЕС учбурчакнинг юзи Ц? о де
сак, бунда S =  2 — о булади.



Шунингдек Д AED слД СЕВ булиб, бундан | = Щ (бу ерда 
у*'Z AED — умумий) a = Шунга кура:

о __V ___ S  — ___  —  Ш V  /<tU;

2) Биз S микдорни топишда Герон формуласидан фойдала-fjtнамиз. Агар ни к ор̂али белгиласак, унда АЕ = | (ad+
+ be); DE = k (ab -j- cd)-, AD = cf = k(d? — ft8) булиб, буларнинг йигандисидан:3) АЕ -f DE р AD = I (ad + be -f- ab + cd + Ц — Щ = k\(b-\- + d)a -f (b + d) с + (b + d) (d — ft)] = k (b fj d) (a — 1 Я c+d)= = 2k (b + d) (p — ft) (бу ерда 2p = a + b-\-c + d деб олинди).4) АЕ + ED — AD = k (ad j| be Ш ab Ц cd — Щ + Ц = 1 [(ft+ + d) a + (b d) с + (b Ц d) (b — d)\ = k (b + d) (а Я b + c—d)= = 2k(b d)(p — d).5) AE — ED -j- AD = k ad-\-bc — ab — cd+d2— ft2) — k \a (d—— b) — с (d — b) Ц (d + c) (d — b)\ = k(d — ft) (a M b — с Ц d) Щ = 2k (d — b)(p — c).6) DE Ц AD — AE = k(— ad — be + ab if cd + d2 — ft2) =
=  k [— a(d  — ft) +  c(d  — ft)ЦIIЦft) (rf — ft)] = k (d  — ft)(— a+  
•+■ ft +  S + rf) =  2& Ц  — ft) (jP — a), бундан:

I  =  j  V |AE+ED+AD) |—AE+ED +AD) (AE—ED+AD) (AE + ED—AD) =  

= k2 (d2— |H \f (p — a)(p — b)(p — c){p — d) =
=  d * - b *  V  (P  — a ) ( p  — b )  ( p  -  c)<j> -  d )

булиб, бундан (1) тенглик буйича натижада:
1  = Щ § — а)(р — b)(p — с)(р — d) 

га эга буламиз.
сг) | п (ad + Ьс) т (ab + cd ) т ad  Л- Ьс

II  еки 41  ; ~п В  ab I Ц  Ц
Курсатма. Ташки айлананинг радиуси формуласи \R=ohJ 

ни назарга оламиз.
522. Л =  Щ abed.
523. Ечиш.  254-масалада ички чизилган туртбурчак томон

лари ва диагоналлари учун
е__ad  + be m

/  ab + cd
олинган эди.
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Птоломей теоремасини татбиц этсак,
e f  = а-с-\- b-d (2)

тенглиги келиб чицади. Бу (I) ва (2) тенгламйлар биргаликда 
ечилса,

*_(ad + be) (ас + bd) |  Г (ad + Ьс) (ас + bd)
6 ~  ab + cd  Ц Щ  У aF+Td------*

_  (ас + bd) (ab + cd) . _  |  /'(ас + bd) (ab + cd)
J  be + ad ® * V be + ad

келиб чицади.
524. 3.
525. pq. Курсатма. Айлана ташцарисидаги нуцтадан утган 

кесувчи ^ацидаги теоремани назарга оламиз.
526. Ечиш (247-шакл). 1) Тенг томонли учбурчак баланд

лиги:
ОС =  h =  R^/~3. Шарт буйича OD =  DB =  .

_ _ EF СО R / ^  п г-^
2) Д  DEFсл Д  DOC; ор~Ш >= 1Г~= 2 * 3’ яъни:

Т
§£ = 2/ ~ 3 ; E F =  DF-2/1Г.

3) D£F учбурчакдан 0/^+ EF2— OF? ёки (OD -f D Ff +  EF*— 
- O P ,  Щ  ( - J + D f ) ‘ + I2 0 ^ *= A ’ [ +  4K-DF -  3/?= 0.

_M D F = = M ± g B ± m = R . = l  + >™, яъни:

n r лг> I ПГ R I n -- 1 + /40 n 6 + /To4) OF = OD + DF =  +  R------^ —  =  R — ^ — .

5) OBE учбурчакдан BE? =  OE* OB2 -2-O B -O F  ёки

ВЕг=  R? +  R * -2 R -R "  +{f 10 =  2 R*7 ~ ( ]10 = R* •14
Бундан: ______

BE =  R У 14 ~1э ^  келиб чицади.

527. 53 ёки 13.
528. (248-шакл.) С</^=±).
529. Ечиш (249-шакл). А нуцтадан CD га АН перпендику- 

лярни туширсак, тенг ёнли тугри бурчакли АСН учбурчакдан 
АН = ЕС =  Ц АС =  k\ f 2. Шунидг каби АВ = R-\/~2, бундан:

CD =  AB +  2HC =  A B + 2k  =  R)/~2+2k. (1)
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Тугри бурчакли DEG учбурчакда DE =  X ( —FC)\ 

E G = y ( = E C )  десак, CD =  x  у .  
Олинган (1) ва (2) дан:

л + У = /?т/Т+2. (3)

(2)

Айланага утказилган кесувчи з^ацидаги теоремага биноан:

CE-CF —СА-САг =  х у  ёки х у  Я (2/? +  £ / - 2 )  к 2. (4); 
GD2 =  Q£* -|- £D* =  ас*+ у * (jc +  УЖ±:2-*У =

_*= (RYH+ 2k)2 Ш  k =  2§*
Бундан GD =  R  тГ2, бу  ифода к  га боглиц эмас.

530 ^ а*
531. 0,8г®. _ _ _ _ _
532. AVV~5 +  2; А ]/ / 1 Г — 2.
533. Sg6yp4 =  4/?2( / 2 — 1). (250-шакл.)
534. 2аг ( т г - 2 ) .
535 — 536. Еч и ш (251-шакл). Шакл буйича ОЬ =  x\0'N — г ;  

ОМ =  R ; 0 0 ' =  R + r ; M N  =  ШЕ =  Щ ML =  q\ NF =  t; LF=A; 
OE — R —r  булса, умумий уткир бурчакка эга булган тугри 
бурчакли учбурчаклар Д  ОО’Е сл &OML, бундан:

00 '  

ОЕ :
ОМ
OL
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Тугри бурчакли MLO учбурчакдан: 
ML* = q* = R2- x 2 = ■R*

(Я + г)* 4 Rr

(2)

Тугри бурчакли ЕО'О учбурчакдан:
0'Е2 — р г = \R  +  Щ г

I  - 11 ■ (з)
Уткир бурчакларнинг томонлари узаро перпендикуляр булган 
тугри бурчакли учбурчаклар булганидан Д  OLM сл Д  M N K  
булиб, бундан:

' Ш ш W & B sW — Ш I
NM~ МО 6КИ р  R'

R
Ъ/ R r  2R _ rn Z 4R r

B r e S /R Ц- — B*F<r|
Шунинг каби Д  O'NF сл Д  О ML булганидан:

O'N :
LM 

: МО

(4)

t  _ q | _ г  | _ г  2R
щ — R ' x ~ Щ 0  ~  R ‘ / ?+ ;гВамниии

Шунга кура трапециянинг юзи:

келиб чикадй.
537. Туртбурчак юзи =  36.

4R r _  8R r-/ R r  
’R + r 1щШик, r~'

45 v=  tsic (252-шакл).



BD =  /0D 2 -  В  |  Y 1 Й  I Н  
Демак, бу курсатадики, Z ODB =  60°; Z BOD =  30°, бундан:

Z £D£ = 30° ва ^

538. Ечиш (253-шакл). Тугри бурчакли BOD учбурчакда:

Агарда DE = х булса, турри бурчпкли учбурчакда: 
ED2 — В£2 = BD2,

бундан:
Л

Бунга кура:

»  х1 Щ х  — г  = т  ва х ■— ЩЛ4 4 / 3 -

_  /? й  з , R  / Т  _  7R /  3
~ 2 Ш 12 12

0G7 учбурчакда OG = R\ O Jг  —^  булганида 
бундан:

л/ Я/У | 07  = —jg—,

_  ОЕ + OG + GE _  R  . R / Ъ  „  _  ШШ31 
§  — ------------g----------- — Ш  I  3 в а  ^OOJ 24

келиб чикади.
Шунингдек S00J = Щ Я  В I дан ШШ — II

Щ  45  R 2 / Т . 7/? / У  _  2/? 
U t  ~  O J ~  6 I 12 7 '
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Энг с^нг
о _ 1 п г) п р_Щ R ~/ 3 _R2 i f  3 _о

P bde — 2 ' а и ' а с  — 2 ' 2 ' 6 ~  24 —
олиниб, иатижада булардан:

S qojf 2S
=  т  =  2 -DDE °

539. В  ШИ В  Я ! В Вк -̂мй
ffi (2 + / 3  )

2

540. 2R /  2.
541. Ечиш (254-шакл). 1) агар 

A0 — 2R булса, A 0J  учбурчакда 
|  A 0 J=  30°; |  АСВ =60°;Z СВА=
=  90°; яъни 1  СВ А ~  Щ CD А —

В 90°; | 1 И  + ^ 4 ^  = 90°;
||| =30°; |  gCD S  60°).
2) /40/ учбурчакда AJ =

В  Н Я

Kgs111 a j.oj=  1 1 Щ 11 l i  I  В  в H  Ц
3) 0£C учбурчакда EC — x  булса, Д  0£C сл Д ЛСВ дан:

AB OE AJ + JB OE . 
ВС ~  EC' ЯЪНИ AE | EC~ EC еКИ

R  i/*3 4- R  _ R u
R + x  ~x’

x = S ± R ; BC = R + !^ - R  = £ (3  +  S J ) ,
AB = R +  R y fJ = R (  1 + S J ) .

4) $аяс~^яВС' S ABCD = АВ ВС = R (1 + Ш 3 ) x 
X I (3 I 2 ■ ) 11 (6 I 4 Щ  I  В (3 I  2 Ю

яъни:
i  _  2/?« (з + 2 >/T) 
рщш -  з

5) ОС = ] / / ? * +  ^  =  =  AC =  2 R  +  2- f ^ R  =

= ^ ( 3  + / 3 ) .

285



Бизга маълум:

4S
= —-А В-АС-ВС=  ■■-т- 1;3 — 

4S 4К2 (3 +  2 / з )
■Я(1+ / З ) х  

2
V  *  ■ . г * \ Ш М  . т У Й М Ш а Д -Х Т (3 + Т/ 3). з K 6 +  V  №  4.з(з + 2 / з ) _

_ 2-6^ ( б - Ь З / Э -) ; R (5  + 3/3)  _  /?(5 + 3/Т) (2/3 -3)  
2/3  ̂+3 12 — 9 

_ R (3 + / 3  )
— 3

3 -4  (3  +  2 - / 3  )

Ж3 + / Т )

Ь $ ^

2 55 -ш ак л .

Л 0 2 =  а?

Юкорида сузланган масаладаги натижада
АО* a d  
СО2 Ьс ЭДИ>

a d  .  .: Ш еки Ьс Л

. (Бу ерда &  туртбурчакка таш^и чи
зилган айлана радиусидир.)

542. Е ч и ш  (255-шакл). 1)1 кием 
31-масалада шунга яцин иш курил- 
ган эди: бу ерда биз яна куйида- 
гича белгилаб чицачиз:

А К =  AL =  § £ p r =  BN =  р;
- c n  ш м  =  v ;  I

DM =  DL =  8 десак, а + Р = а ;  
Р +  Т[ =  й булиб, бундан: а  — Ь =  
== в  — т ва т — а — а  +  Ь олинади-.

2) AOL ва СОМ учбурчаклар- 
дан :- 

-Г8Г ОС8

(2)

+ г‘(2) дан (1) га куйсак, 
агЬс +  ггЬс — -\2ad  +  r 3ad; a?bc +  ггЬс =  (а +• Ь — а )2 ad  + г2ad, 

ёки
с? (ad  — be) —2а-ad  (а — b) Ц ( а — с)2 ad  +  г2 (ad  — be) Щ 0. (3) 
Агар

а) a  +  c =  b -\ -d = p  десак, унда:
ad  — be =  ad  — db +  db — be =  d (a — b) +  b (d — с) Я  
=  d (a  — b) Ц  b (a — b) =  (a  — b) (d Ц b) I  p (a — b). (4)

(4) ва (3) дан f(3) тенгликни (a — b) га кискартиргандан 
сунг] :

б) pa2 — 2a.ad 4- (a — b) ad  +  pr* =  0; 
б у н д а н : ‘

a  — a d  v ^ d 1—p  (a — b) a d —
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с) ш !  —p ( a  — b )a d  =  a d \ a d — (b +  d) (а — b)] =  ad  [ad —
— ab Ц Ш — ad  +  bd[ =  abd (b -\-d — a) = abed.

i  a\ a d  db V a b ed — pV2 .Шундан ва (А) дан: a = -------r-—------^— олинади. Агарда
v =  a — a-\-b  га а нинг киймати кУйилса:

, l ad ± Vabed—P*r2 „ . и3) T =  a — a  +  b =  -----* ------a  +  b =

ad ± ■/abed—p r3 — (a — b)(b+ d) _  ± У abed—p r2 + (b + d —a) _  
® | г “ “  ~P __________ P

- A --Ja b ed  — p r 2 +  b c be ±  j/ a b e d —p r 2 _  ± у  aucu ^  ̂ яъни .j. _  --------r _ ------£— чикади .

4) Айтилган масалада
ВО 2 _£* ,.4
0£>> ~  c d  ' '

эди . Ш аклдан :
ВО2 =  r 2 +  Р ; OD2 =  г2 +  82 (2)

ёзилади (Д  OBN ва Д  ODM дан). (1) га (2) ни куйилса:
г 2 +Ра _ab
г*+ 8» “  c d

ёки
г2 +  d2 +  p2cd — r 2ab +  l 2ab (3)

оламиз.
5) p -j- 1  =  b\ -f +  8 =  с "булиб, б ун дан :

b — c =  p — 8; S =  В — (b — с) (4)
(4) ни (3) га  кУ йсак:

r2cd +  $2cd =  r 2ab +  [р — (b — c)]2ab
ёки

r 2cd +  ^cd — r2ab +  \?ab — 23 (b — с) ab -\-(b — c)2 ab,
ёки

P* (ab — cd) — 2pab (b — c)-\- (b — c)2 ab +  r 2 (ab — cd) =0; (5)
6) ab — cd =  ab — bd +  bd r~cd =  b (a — d) +  d(b  — c) =

=  b(b — c) +  d(b — c) =  (b — c)(b +  d) =  (b — c)p  (6) 
чикади.

a  +  c — b -(- d  =  p  ва a  — d =  b — с эди. (6) ни (5) га куя- 
миз, унда:

7) р2р (Ь — с) — 2рай (Ь — с) +  (Ь — с)2 ab +  г2р (Ь — с) *= 0. 
Буни (Ь — с) га кискартирсак,

р2/? — 2рас +  (Ь — с) ab +  г2р  =  0.

Ш унингдек:



Бундан:

яъни:

ab 9  l E i  —pab — г 2р г _ a b  ±  / abed —г°~рг 
-  р  Р

ab ±  / afcerf — г 2р 2 — (я •+■ с) (fr — с )_ас — &с +  с» ±  •/*abed — г 2р 2 __
Р ~  Р

_с (а + с — 6) Т V abed — г гр г __cd  ± У abed — гар» чикади, яъни:

г=  cd ± fab cd -ry  б„лади<

Агарда У a b e d  — r*p2 =  М  оркали курсатилса, унда:
ad  ±  М ab ±  М be ± М  «, c d  -Ь М  

Т —' в а  5 =

А'К
а (а + Ь) 

а  — Ь I

В ’Р
А'В'

В В ’
А'К

п/ р _А 'В '-ВВ1 ■ 2 аУаЬ
АК ~  а — Ь

SA.B,P = jA 'B '.B 'P=â .
ш

Iза бу учбурчакда

р  =  | »  I В 'Р  +  А 'В ') =  |(й  +  +  I =
| _ab Ц Щ abed — Ггр г

" _  Р
чикади, чунки:
a?b2 — abp Щ — с) = ab [ab—p (b — c)]=ab [ас — (а -f с) (Ь—с)] = 
= ab (ab — be — ab -{-ас + Ц = ab (ас + Ц — be) = abc (а Щ с — 

— Ь) = abed ва Щ = а Щ с — Ь).
8) Ь =  р _ {Ь -  с )  =  ( 6 - с) =

бундан:

_я| 4- a  j/аб
а — б |

, _ S _а* УаЬ [ а® ■+• | УаЬ
р  а — | а — 6 Ща н- >/6

а У  b

шартга кур а  бизга маълум  булишича

ВВ' Ц 2 (г  Ц г ')  ёки | +  г ' =  У  Б Б ' =  у ab\

бундан:

р ' р р
^олга келади.

543. Е ч и ш  (256-шакл). Агарда айлана
лар радиусларини г  ва г '  десак, бунда 
СС' =  DD' =  г  -f  г '  яна А'С' =  а  — г '  б ул -. 
ганидан АА' =  А'С' +  С'С +  ЛС= а  — г ' +  
+ b —г  + r +  r '= a +  Ь вй А’К  =  а  — b буйи
ча А А’К  учбурчакдан:
ВВ' =  АК =  V \а +  Ь)2 — (а  — 6)2 =  2 /1г6.
Трапеция Л'Б'Р учбурчакка тулдирилса, 
бунда Д  Л 'Б'Р со Д  ЛЛ'/( ва А К=  ВВ' 

/4'Р В'А' . б у л г а н и д а н =  -дг£ , еки

д/р _  Л'.вднЛЛ'

Шунингдек:

г  — - f a b  — г '  — У аЬ  — й | 1 Ё 1 я  =  И И 1 у =- I / а  —/ Т  / а  + / Ь
MN г

А Р М Ы  сл Д  РА 'В  булганидан ~агв т~~Р ёки
. . . .  г  ЖУ~а а У  b /— гMN — а - — — а -  —=■— - = : ■ *— «=  == / а б  

Г' ШШ У “  + /  ь /  в  +  /  6

булиши сабаби дан ,
){амда MN j_  ВВ' ва S T  _L АА'

= w k  А!& = а  —г ' . .  
натижада:

^ 'S  = А'С' +  C'S — а  — г' -f- г ' = а ; яъни /4'S — А'В'. 
Бундан:

В 'Т  =  S T  =  У  a b  =  - i  Б Б '.

А'В’ВА туртбурчакнинг урта чизиги ш унингдек
ЛЛ' =  а  4- 6 ; изланган айлананинг маркази АА' кесманинг у р 
таси булиб, радиуси:

Ш Ш
544, V

ЬЬ2 — 8аа ; 7Ьг = 1баа.
К у р са т м а . Т уртбурчакниучбурчакларга аж ратиб , учбурчак 

томонларининг квадратлари )?акидаги теоремадан фойдаланамиз.
545. Аа.
546. Е ч и ш  (257-ш акл). LKD  учбурчакда L K = - ^ L D  б ул 

ганидан:
Z LD/C = 30°.
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Д ем ак:

сект. (DKmL)
itra
12

ва

S dkl ~  2 'LD'k  — 2 r ‘ 2 — 4 (2)

(1)

(1) ва (2) га кура:
■кг*
12
... 1 а r j ,

—  19 4 Г Ш 19 'cern.(A'Im) “  Ц  :й 4  7 —  ( 3 )

Д  DLL' дан DL’ =  / DL*— LL’2—

ш в ш ш ш
PL =  CZ.' — DC Щ В Щ  

булганидан:
/ d _ » 3 /■ (2«—1/~3 )

г  •; 2 ;
Шунга кура KLMN квадратнинг диагонали:

LN =  г — 2 (г О р )  =  г ( / з _ 1 к

(4)

(5)

(6)

И И 1 1  = |  !| ( / s i  о ] 2 | Щ  (з Щ г з -f

^ 1 г Ч 4 - 2 / ' 3 ) .  (7)

Олинган шакл юзи:

1| 1  ^ LM N K  (кв.) 3  ^ '^ K L M  (сегм.) g  ~2 ■  ^ / Ю  || 4 - щ  И 3) =

=  ^ 4 _ 2 / з ) + 9 < * - 3 ) = £ ( 3 - 3 / 3  +  1г). (8)

547. ЦЯ Бу ерда S  томонлари а, а' ва | булган учбур
чакнинг юзидан иборат.

Курсатма. Диагоналларнинг урталарини бирлаштирувчи 
кесмалар учлари айланаларнинг кесишган нуктаси билан бир- 
лаштирилса, тугри бурчаклл учбурчак ^осил булади. Унинг 
юзини аниклаймиз.

548. 1.. ^
г Л Г% 3 + 2 •549. — г — г®.4  , __ _ ‘ ‘Т
550. Е ч и ш (258-шакл). Шарт буйича г — / 6 ;  Z СМС =60°; 
АОС =  90°, Z ЛСО = 30° булганидан:

ЛС =  2ЛО = 2г. (О
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ДО С, учбурчакдан:

ва

А А  =  А10  =  Ь =  

а л  = 2 А А  = ^ р ~ -

DD1 =  OD1 -O D  =  r - r- ^  =  j ( 2 - / ~ 3 y

\м

Сунгра изланган: 
{А С +

а ;■\4i4iCjC

551. “ / 3 .

. £>Д = (г  +  у  / Т )  • у  (2 -  j/ T )  =  / а

552. Л =  / о 6 ; с =  ^±£.
553. 2с® = а2 -(- А2, бу ерда й, b — асослар, с — ён томон, -
554. A  v -а * b
555. Ечиш (259-д шакл). 1.1) АВ =  а-, АО =  г  булса, бунда 

Е О = У г г - ^ [ а ОЕучбурчакда 0Е2= А 0 2—АЕ2; ОЕ2= г2—

2) О^С учбурчакда^ Е0С=30о, Z /;СО=60°, яъни ЕС=уСО; 
ЕС = у ;  ОС = о. Шундан:

ОЕ = ]Л г г -  ^  = -| / Т ; OE =  EF +  FO =  a  +  +
Шунинг учун:

3) | ( 2  +  / 3 )  =  т ( 7 +  4 ^ )  =  - т ;

(8 +  4 У~3) = г2;

а2(2 +  / 3 " ) = 2  +  i/_3; а2= 1; а =  1.
II. 259-^ шакл.
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А гарда кввдрат сектор томонига ясалса, бунда:
1) AOD уч б ур ч акдан  OD== шШ — Ш
2) ОВС уч б ур ч акд а  Z ВОС =  60°; Z ОВС =  30°, яъни:

ОС = y ob ~ х ’
х 2 = 4jc2 — a2; 3jc2 = а2; х = .

Ш ундан:

OD 1 11 j|jj 11 (з  J / 3 ) ;

3) y ( 3  +  / T j = / r 2- a 2; |  ( 4 1  2 / 3 )  1 1  - Я

- ( 7  +  2 / 3 )  = г2; а2 = — ^ — ; а = г- Г_ УЙ
S 7 + 2 / У  | / 7  + 2 / 3  .

г / 3(7 + 2 / 3 )  _  (7 — 2 / Т ) / 21 + 6 - / Т _
Ц  7 + 2 /  З" ~  | 37

(7 — 2 / Т )  (/ 4 2  + 2 /333 | / 4 2  —2/333)
В I  j 37-2 I ■

(/ 4 2  + 2 / 3 3 3 + / 42 — 2 /  333)— 2 /126  +6 /333 —2/126—6/333) 
- ~  * | - 

Ш ундан:

ИМшВ / зх
| ,7  ( / 4 2  +  2 / 3 3 3 + / 42 — 2 / З З З )—2 ( /  126 |  б / 3331 / 1 2 6  — б / з з з ) .  
Х  74 ч ’

2 (21 /"3 — 38) *яъни а  =  —— §||------- 1 келиб чикади.

556. j / ‘°; б ]/ [10 
17'

557. Е ч и ш  (260-ш акл). ACD учбурчакда /С марказли ички 
чизилган айланш инг радиуси =  R'; S ACD =  S  ва ярим пери- 
метри:

AD Щ DC + АС 2 а + а / 2  . а/ТГ1 1 ---- 2---- I ---К 1 11 § "V;
Ш акл буйича O K = R  булиб, S  =  \ ,  бунда:



O il* учбурчакдан 0/<8Я 2гг; г = ,

яъни-ОЕК учбурчакда Z ЕОК= Z £7С0; 0Кг — 2-ЕК2 ёки:

EK=O K-^y ~- (2)
(1) ва (2) тенгликдан:

' FL  =  K E ^ O K - ^ f -Щ |  ( 2 - / 1 ) - ^  =  - £  ( / 7 -  l ) .  ( 3 )

Шаклдан:
L0 = F O -W . =  | - ' - f  (/ 5 V l) j t=  f ( / 2 - l ) .  (4)

(1) ва (4) тенгликлардан: OK=LO .
Буларга асосан:".**

Ц |И |Я |14 j и |Я  IИ В  В  *=
j j ^ ( 3  / Т -  4).

Саккиз бурчакли шакл шундай 8 та учбурчакка тенг булга
нидан:

=  8 -S = 8 -у ( 3 / 2 - 4 )  i a 2( 3 / 3 V 4 ) g

558. § ( * +  6 i s /  3); 4 (/ 'б^ -/ 2 ) •
Курсатма. Олинган туртбурчакда ВС ва AD диагоналла- 

рини олиб, Птоломей теоремасини татбик этамиз.
559. R2.
560. г*.
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561. - | r V  3.
562. 2г2.
563. Ёрдамчи маълумот (261-шакл). Энг олдин ички мун

тазам 10-бурчак ясаб, сунгра бундан ички мунтазам 5-бурчак 
>?осил киламиз.

Ярим айлананинг ОС радиусини диаметр килиб 0' марказли 
айлана чизамиз. Олинган О' нуктани АВ д-иаметрнинг В учи 
билан туташтирсак, бунда О’В кесма О' марказли айланани М 
нуктада кесиб утади. Бунда олинган ВМ турри чизик кесмаси 
биз излаган мунтазам 10-бурчакнинг бир томонидан иборат

булади. Бу кесмага тенг ватар айланага 10 марта жойлашади, 
яъни бу билан айлана тенг 10 булакка булинади. Агарда бу 
булиниш нукталарни биттадан оралаб туташтирсак, ички мун
тазам бешбурчак з?осил булади.

Энди ички мунтазам 10-бурчак томонининг радиусга булган 
муносабатини ва кийматини топамиз. 262-шаклдан: 1) АОВ тенг 
ёнли учбурчакда:

Z АОВ = 36°; АО =  ВО = г.

Бунда Z А нинг АК  биссеКтрисасини чизсак, иккита тенг 
ёнли Д  АОК ва Д  АВК э?осил буладиЩБунда АВ=АК=ОК=а10
булади. АК  учбурчакнинг биссектрисаси булганидан jq — qP

ёки y  =  Г~ а'°. бундан г (г — а10) =а\0 булиб, «хо айлана ра
диуси г  нинг четки ва урта нисбатда булувчи кесмалардан ибо
рат эканлиги маълум булади;

2) 263-шаклда АР — х; PN =  CO =  r\ Ог марказли айлана- 
дан ташкарида олинган А нуктадан айланага АО уринмани ва 
AN кесувчини утказсак, бунда АО* =  АР-AN ёки r*= x(r-j-jc), 
бундан г (г — х) =  х2. Бундан маълум буладики, олинган АР 
кесма ^акикатан *ам радиусни четки ва Урта нисбатда булув-
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чи кесмалардан иборатдир;. яъни ->с S  Ощ; унинг киймати
Ш ШшШШШШш —г±гуГь Щ I  X — --------2 — булиб:

/5"^1 ... х  =  а10 =  г- —2------  (1)
(Бунда фацат мусбат циймат олинади.)

II. Бунга кура fls ни излаймиз.
1) (264-шакл) мунтазам купбурчак томонларини иккилан- 

тириш формуласига биноан: ~

|  й  - (2)
булиб, (1) ва (2) дан:р-;

ёзи л са, бун да н: _ _ _ _ _ _ _  о
5. ,-2Ш-шакл.

келиб чицади;
2) шаклнинг -g- цисми булган ВОА учбурчак юзини топа-

АОВ учбурчакда АВ =  as; АЕ Щ у  = -£■ ]/~ Ю — 2 /  5.
Бу ердааР£*1д1гу?Г'  ' ' ________

0£=/z = /OB?F B f r = "|/га— ^ (Ю -^ 2 / 5 ')  =

Ш 0 - + 2 / 5 ; .
3) учбурчакнинг юзи:

ф 0А =  4 «Йа т  2

X j  V 6'+-2 1̂ 10 +  2У̂ .

4) бундан ички мунтазам бешбурчакнинг_този:у5

Щ Э  в >  5 - S ^  5-£ / ю  +  2 / 5 ;

564. | / -V 3 :
565. 2r2/~2.
566.
Курсатма. 563-масалага царанг.



567. 3гв/  3. 
Курсатма. bn = формуладан фойдаланамиз.

568. 4г*.
569. 5га ^ - 2 / 5 . -
570. 2г2/ 3 »

571. 8ra(/ 2  — !)•
572. 2r*]/25— 10/5". 
Курсатма. 567-масалага каранг.
573. i # / S !

574. j  a* V 2 5 +  Ю / 5 .

575. у  а * /  3.

576. 2а* (1 + / 2 ) .
577. у  а 21/ 5 +  2 / 5 .

578. 3а2(2 +  / 3 ) .

579. J ^ y S 4-

583. Ш ——Ш Й

Курсатма. 563-масалага царанг.
584. i /  —Д  

|/ 2/Т -

585. Ш В Ц Е р З

586. Курсатма. Птоломей теоремасини татбиц этамиз.

/  Ш Щ
582. У  f  (2 -  /  3").



587. Ечиш.  1) Мунтазам учбурчак, квадрат, бешбурчак... 
ларнинг ички бурчаклари: 60°, 9J0, 108°... га тенг булиб, бу- 
лардан квадратнинг бурчаги иккиланганда тугри чизиэда ай- 
ланиб кетади, ёлгиз учбурчакнинг ички бурчагигина масалани 
каноатлантириши мумкин. =-------------- „

2) Учбурчакнинг ички бурчаги 
иккиланса 60°-2 =120° булиб, бу 
мунтазам олтибурчакнинг ички бур- _ 
чаги булади. Мунтазам учбурчак- "  
нинг юзи билан мунтазам олтибур- 
чак юзларининг нисбати 1 :6  каби 
булади, чунки томонлари R булган 
мунтазам олтибурчак, томонлари R 
булган 6 та мунтазам учбурчакка ' 265-шакл.
ажралади.

588. Ечиш (265-шакл). АВщ ап = а, АС = агл — а булсин; 
бунда иккилантириш формуласига биноан а2 = 2R2—R У 4R2 — а2 
булиб,

а ^ ^ - у Ч ^ - а 2, * (1)
АОС учбурчак, томонлари 2п булган ички чизилган мунта

зам купбурчакнинг ^  кисми булганидан:

I  .= ■ =  i ■t c - O E ^ Y W - % *  | §  / Я г т а
ёки

§ = • / 4 7 ? = ^ .  (2)
Шунга ухшаш:

1  = = }- АВ • OF = а Y R *  -  j  =  j  /4/?2 -  а2. (3)
(3) ифодага (1) ни куйсак:

^  = T l/4i?2- a 2= | ]/ 4/ ?2-g (4 / < a- a 2) =

= {  ±  /4Я 2 -  а2 У  4Я2 -  (4/?2 -  а2) =

= (2Я2 -  а*) / 4 Я *-а* . (4)
Худди шу йулда:

2 ^АПП 1 Я 1 Л fli?  ■

r« = ^ F = 2 OD- ^ = 2 ^ 2 = T
ёки

= (5)
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(4) тенглик (2) га асосан алмаштирилса:

HHBb i I
ёки

(5) ва (6) тенгликлар купайтирилса:
Si

(5) ни (6) га булинса
s.

В Е Р Я  /АйЩЭДв!

(7)

(8)

(6)

S)

бундан:
__S*_ i  / 2 (S , -  S) 

п V Sx

~  Т  ёки 2^2 = S|(S + 5Х)
булиб, натижада:

ВШ!С2'_ |
; 2 ~

£ 589. Ечиш (266-шакл). 
Берилган мунтазам тп-бур
чакнинг томонлари (А В,ВС  
CD,. . .)  =  а ,  диагоналлари 
(AC, BD, С Е ,...) =  ава юзи= 
= S булиб, изланган мунта- 

(П Р  кг>  - g f -б у р ч ак н и н г  В щ мО Т?
" ' > ^•••) = b ва юзи — Е булсау 588-масалага|&инЬан:

266-:

§ Щ | р г * - а г).
BF ВС ■Сунгра Д  BCF сл Д  ABC булганидан ^  ёки

бундан:

Шаклдан:

BF
а

B F = ~ .

2 а* аа — 2а1

-0 )

(2)

!Ч\



(4)

Л = |/ г2 —̂  = у / 4г* — а?
б^лгаиидан:

(5)

М унтазам кунбурчакнинг юзи т  дона шундай учбурчак юзла- 
рининг йигиндисидан иборат булганидан:

590. 1, 
g i H l j

592. Е ч и ш  (267-ш акл). М унтазам унбешбуг.чакнинг бир
* 360° орэмони билан тортилиб турган ёй а =  - ^ = 2 4 ° .  Агарда 60 ли

АС ёйдан 36° ли АВ ёйни айирсак АВ ватар а 10 ва ВС  ватар 
а № булади.

АВ =  а ы  =  AC — a t — r  ва CD =  я 3 =  /■ / 3 .
С унгра ABD учбурчакдан :

BD  =  / AD*— АВ* =  Y 4 г* - £ ( /  5 — l ) a =  |  ] / т  +  2 / 5 .

Энди ABCD туртбурчакка Птоломей теоремасини татбиц

S  =  т  — / 4 г *  — афА (6)

Нифонт, (1 ), (3) ва (6) дан (4) ифоданинг киймати:

та (2г2 — а2)'
4г2 у  4г2 — а2'

этсак,
BC-A D  =  AC-BD — AB-CD

ёки

«is• 2r = г y l/ 'lO  + 2 т / Т - г / Т • ̂  ( / 5  -  1),
бундан:

0x5 = £  (у  10 +  2 / 5  -  / 1 5  +  / 3  ).

5 93 .
1 3
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594. S =  д. Курсатма. 584-масалага каранг.
595. У  2 [У  2 — 1).
596. Ечиш (268-шакл).
1) Шартга кура SAGEP: SBCDEQ = 2 :3 .  Кисцалик учун SA:SB

деб ва 2 :3  ни 12 :18  деб олсак SA: S B= 1 2 : 1 8  ёки 
S я + So\ 12 + 18 30

= булишидан + SB = SM18 м. 6 бур.
12
30’

268-шакл.

булади.
2) S

'i SBEG

2) S qaFE ~  3 ■ ̂  ва ÂEF — 2 Яод^я-Safe г» I — i ®
1

(S* шМ Щ- > 5 S k is — да g 92

4 )  $ л е а  ~  SAGBEF Й  (SA E F

5) AG :BG  =  7хЛ
A G + BG

AG 7
ёки

АВ _  ИЗ _ £ _ _ | 0 . л г' 
A G~~7' AG ШШШЁ : 0,7а?

6) АЕ =  а3 = а У  3; Д  А£0 дан ЖО = У AG2 +  АЕг =

=  ft (0,7а)2 +  (&УЩ* И / М 8 ?  1 1У  |j I
яъни:

£*? = ^ / т
597. Ечиш (269-шакл). СМИ учбурчакда Z С ='120° бул? 

ганидан Ж// =  ^ 2^-;айлананинг£нуктасига утказилган уринма
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CD тугри чизикка перпендикуляр булиб, улар Р нуктада ке- 
сишади. Бунда ИР = г булганидан:

HP =  а  ва DP = Щ • (1)"
HDE учбурчакдан НЕг — DE2 + DH2 + 2HD ■ DP = а2 +

ёки:
= | / 7 Г  (2)

Тенг ёнли учбурчакнинг томонлари МН—ОН=РЕ — х  
.:&лса^РНЕ  учбурчакдан: ______

РЕ =  у г НЕг—HP* - У ~  — а2 =  f / H  (3)

/C/iE' учбурчакнинг юзини РЕ-HP куринишида ифода ки- 
лиш мумкин, яъни:

- v # , а ’ (4)
• OKL ва АОВ учбурчакларнинг ухшашлигидан фойдаланиб:

(5)
ни топиш мумкин;" Турт бурчакли шакллардан:

У~&. g g V j [ .  /g\
л HMLK— ЩхШШ  2  4 ~  16 '

Беш бурчакли шаклнинг юзи (4) ва (6) нинг йириндисидан 
иборат булганидан^И

> «■*У Т  _  17а2уНГ
• ̂ 16 +  2' 16 *

 ̂598. т/Т +  М

> 599.

600. (2 ^ ® К ^ ^ Ш | У„ ;66 Р̂ .

-  H i  „ _ .  a » i / T  За2|/Тмунтазам олтибурчакнинг юзи = 6-S0£C = 6- — = —£—■
булади.

2) АВ =  аб1.АК =  4а; ШЯШШ  Д  BMP дан:
NP =  У  (4а)а — (2а)2 = У  16а2 — 4а2 =  У 12 а2 — 2а У  3.
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3) Ш И  | NP-BK i  I -2ai/~3-3a Щ I Щ Щ3 .

Бизда I  = эди, унда SBKN = =  За*/"3; яъни:
булади.

4) ^осил булган шаклнинг юзи S = 6-SB̂  +  S 66 = 
= 6-25 +  S =  12S +  S =  13S.

Демак, ^осил булган шаклнинг юзи | =: 13S булади.
601. Курсатма. Хосил булган туртбурчакка Птоломей 

теоремасини татбик этамиз.
602- Еч и ш (271-шакл). Шаклдан курамизки:

1) 1 QAB i 1 ABQ 1 I OST= I PNM 1 I PMN =  72° ва 
Д  QAB сл Д  OSrco Д  PAG сл Д  PAW.

Бунинг устига QAB ва OS Г 
учбурчакларнинг баландлик- 
лари AL кесманинг ярмига 
тенг булиб, бу бурчаклар тенг- 
дир.

Агарда шаклнинг юзини S 
десак, унинг циймати ABQ уч
бурчак юзидан 20 марта катта, 

р яъни 5  =  20-SABQ.
2) Шартда берилишича 

M N = a10, Z PM N=  72°, бун
дан МР =  г. _ Агарда AG =  
=  GM =  х  десак, PNM ва PAG 
ухшаш учбурчаклардан:

г ( / 5 - 1) 
2г
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=  £ М  =  |  Y  4г* — Jt* =  ( / 5  +  1 )*=

=  £ / 10- 2/ 5.

PM N  учбурчакнинг f  баландлиги:

f e f  =  / | - 4 °  =  1)21  т К ю +  2 / 5 .

j4BQ ва M AP учбурчакларнинг ухшашлигидан —  =  — г бун- 
:Дан: '

Л5 |  =  I Щ Ж 1) .  Iь Ш З Ш У  £j (з _  / 5  );
| 2 • '  10 +  2 / 5  2 '

сунгра: 
| Jj® | | p p | =  1 0 ^ { з  - / Т ) -  £ | Л о - 2 / 5  =  

= ^ 1 ^ 5 0 -2 2  /  57

Энди QAB учбурчакнинг баландлигини изласак:

• А Д А Б И ;Ё Т

К?лланмани тузишда куйидаги адабиётлардан фойдаланилди:
М. П о п руж ен ко -Й Э С б ор н и к геометрических задач.
Д е л о н е  и Ж и т о м и р с к и й  — Геометрические задачи.
Ж. А д а м а р  — Элементарная геометрия (I кием).
А. К и с е л е в — Геометрия (Планиметрия).
Д. И. П е р е п е л к и н  — Курс элементарной геометрии (I кием). Плани

метрия.
Р. В. Г а н  г н у с  ва Ю. О. - Г  у  р в и ц ,^  Геометрия. (Планиметрия цисми.)
A. Н. П е р е д е л к и н а  и С. И. Н о в о с е л о в  — Геометрия и тригоно

метрия.
3 . А. С к о п е ц  и В. И. Ж а р о в  — Задачи и геометрические теоремы. 
Пр о ф.  И. Ф.  Ч е т в е р у х и н  — Геометрияда ясаш методлари.
B. М. Б р а д и с  — Методика преподавания математики в средней школе.
C. Е. Л я п и н а  — Методика преподавания математики.
V. А. Г а с т е е в а ,  Б. И. К р е л ь ш т е й н ,  С.  Е. Л я п и н а ,  М. М.

Ш и д л о . в с к а я  — Математика Укитиш методикаси.
С. С. Б ю ш г е в с  — Аналитическая геометрия.
Н. П. А н т о н о в ,  М.  Я. В ы г о д с к и й ,  В,  :В. Н и к и т и н ,  А .  И. 

С а н к и н — Элементар математикадан масалалар туплами. Т., „Укитувчи", 
1964.
Н. Н и к и т и н — Геометрия.
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