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С У З  Б О Ш И

К и т о б х о н  эътиборига хавола ь^илннаётган мазкур «Олий 
математика» дарслигининг иккинчи жилдига ^аторлар, Фурье 
алмаштиришлари, каррали интеграллар, эгри чизицли ва сирт 
интегралларп, векторлар анализ», математик физика тенглама- 
лари, э.угимоллик назарпясп ва математик статистика, асосий 
сонли усуллар киритилгаи.

Му ставил ечиш учун тавсин этилган машкларнинг тартиб 
раЦамларп 9— 12- бобларда Г. И. Берманнинг «Сборник задач 
по курсу математического анализа», М., Наука, 1985 китоби- 
дан, 14- бобда эса «Сборник задач по математике для втузов. 
Теория вероятностен и математическая статистика» (под ред. 
А. В. Нфимова), М., 1990 китобидан курсатилган.

Дарслнкпинг иккинчи жилднии ёзишда хам олий укув юрт- 
ларинпнг мухандис-техник ва кишлоц хужалик мутахассислик- 
лари учун математик фанлариинг амалдаги «Дастур» ида тав- 
сия ^илингап асосий ва кушимча адабиётлардан хам да узбек 
тилида чоп этилган дарслик ва уцув кулланмаларидан кенг 
фойдаланилди.

I М азкур дарсликни «Олий математика мисол ва масалалар- 
да» учинчи жилдп ва олий математика фанииинг кенгаптирил- 
ган маълум кисмлари (чизикли алгебра элементлари, хакикий

1 узгарувчинииг вектор ва комплекс функциялари, дифференциал 
; тенгламалар назарпясп элементлари, Фурье цаторлари, нара- 

четрга боглиц булган интеграллар, Фурье алмаштиришлари, 
майдон пазарияси, комплекс узгарувчили функция назарпясп, 
операцион хпсоб, математик физика тенгламалари, асосий хи- 
'облаш усуллари, э.\тимоллик пазарияси, математик статистика 

элементлари, дискрет математика асослари, оптималлаштнриш 
усуллари, операциялар тахлилп)ни уз ичига олган «Олий мате- 
матикадап махсус маърузалар» хам да «Мухандислнк масала- 
рини математик моделлаш ва ЭХМда ,\исоблаш усуллари» 
^исмларидан иборат туртинчи ва бешинчи жилдлари билан тул- 
дириш кузда тутнлган.

М уаллиф дарсликнинг ушбу жилдини тузишда ва унга ки-
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ритилган айрим цисмларини ёзишда берган масла^атлари ва 
ёрдамлари учун Тошкент меъморчилик-цурилиш институти 
«Олий ва амалий математика» кафедраси у^итувчиларига, 
ало^ида доцент Э. Л. Айрапетовага, холисона тацриз, тан^ид, 
уни ёзишда йул ^уйилган камчиликларни курсатганлари учун 
Ургенч д авл ат  университети профессори, физика-математика 
фанлари доктори Ш. Норимовга, Тошкент цишло^ хужалигини 
ирригациялаш ва механизациялаш му,\андислари институти 
«Олий математика» кафедраси мудири, профессор Э. Ф. Фай- 
зибоевга, Тошкент кимё-технология институти «Олий матема­
тика» кафедраси у^итувчиларига ва унинг мудири, доцент
Н. С. Ра,\имовага, та,\рир ^айъатининг аъзолари доцентлар 
А. Омонов, М. Ж ураев , ё . М. Дусанбоев, А. А. ^ам дам овларга  
уз миннатдорчилигини билдиради.

Айни!\са, дарсликнинг «Э^тимоллик назарияси ва математик 
статистика» бобини ёзишда доцентлар ё . М. ^усанбоев ва 
А. Омоновларнинг беминнат ёрдамларини муаллиф эътироф 
этишни узининг бурчи деб билади.

Д арслик сифати ва мазмунини янада такомиллаштиришга 
^аратилган тан^идий фикр ва муло.\азалар билдирган уртоцлар- 
га муаллиф олдиндан уз ташаккурини билдиради.



9- б о б

КАТО РЛА Р. Ф У РЬЕ А Л М А Ш Т И Р И Ш Л А РИ

1-§. Сонли каторлар. Каторнинг я^инлашиши ва йигиндиси

Чекснз ^аторлар математик анализнинг му.\им ^исмларн- 
дан биридир. Улардан функциялар цийматларини та^рибий 
,у 1 С о б л а ш л а р ,  и н т е г р а л л а р  ц и й м а т л а р и н и  х и с о б л а ш л а р  билан 
боглиц булган хар хил амалий масалаларни ечишда кенг фой- 
даланилади.

Чексиз цаторлар билан богли^ асосий тушунчаларни ца- 
рашга киришамиз.

Элементлари сонлар (хакикий ёки комплекс) ёки функция­
лар  булган

и^, . • .} ип, . . .

чексиз кетма-кетликни ^араймиз.
1 -т а ъ р и ф .  Ушбу

ы, +  и.2 +  и3 +  . . . + и п +  . . . ( 1 . 1)

ифода чексиз ^атор ёки турридан-тугри цатор дейилади. ( 1 . 1 ) 
^аторни белгилаш учун бундай ёзувдан фойдаланилади:

я -]

и >< «з. • • ■> 11 п' ■ ■ ■ кетма-кетликнинг элементлари каторнинг 
,\адлари дейилади.

Агар каторнинг ^адлари сонлардан (функциялардан) ибо- 
рат булса, цатор сонли цатор (ф ункционал цатор) дейилади; к а ­
торнинг п- хадини унинг ум ум ий %ади дейилади.

1 -м и с о л .  Ушбу — +  — +  -*- +  . . .  +  — +  . . .  катор сонли ка- 
1 2  3 п

тордир, унинг умумий хади — га тенг; бу цаторни кис^ача бундай
П

00

дзиш мумкин: Л Г '—.
ияш4 пП- 1

5



п (п \)

тор функционал катордир, унинг умумий хади ип = мп/цс
п (п 1)

га тенг,

бу каторни киска бундай ёзиш мумкин: 5111/1 .V

Хозирча сонли каторларни караш билан чекланамиз, функционал 
каторларни эса 13-§ дан бошлаб к,араймиз.

Х,ар бир к а тор учун ^уйиладиган асосий сапол бу унинг 
яцинлашиши масаласидир.

2 - т а ъ р и ф .  ( 1 . 1 ) ь^атор дастлабки п та хадининг йигин- 
диси

шу каторнинг п- хусусий йигиндиси дейилади. Шу хусусий 
йигиндиларни караймнз:

Равшаики, хусусий йигиндилар 5 ,,  5 2, . . ., 5 (1, . . . чсксиз сснли 
кетма-кетликци хосил килади.

3 - т а ъ р и ф .  Агар ( 1 . 1) каторнинг хусусий йигиндиларидан иборат 
кетма- кетлик 5 ,,  5 .,, . . . , . . . чекли лимитга эга булса, бу катер 
якинлашувчи катор дейилади. Бу лимитнинг циймати 5  И гл

(1.1) каторнинг йигиндиси дейилади. Бу холда бундай ёзилади:

4 - т а  ъ  р и  ф. Лгар ( 1 . 1 ) цаторнинг хусусий йигиндилари 
кетма-кетлиги чекли лимитга эга булмаса, бу цатор узоцлаш ув- 
чи ^атор дейилади.

Сонли ь^аторлар назариясининг мазмуни ^аторнннг я^ин- 
лашувчи ёки узо^лашувчи эканлигини аницлаш ва якннлашув- 
чи 1\аторлар йигиндисини ^исоблашдан нборат.

Энг содда мисол сифатида геометрик прогрессиянн карай- 
миз.

Чексиз геометрик прогрессия
а +  а^ +  а^- +  . . . +  ацп 1 +  . . . 

энг содда, энг куп учрайдиган цаторлардан биридир. Бунда а —

4 " ил -г • • • ип

$1 —
5 2 ^ и 1 - -  и,.

П

2- §. Геомет.рик прогрессия
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прогрессиянинг бирипчи хади, ^  эса прогрессиянинг махражи 
дейилади.

Прогрессия дастлабки п та .^адининг йигиндиси 5 п куйида- 
гига тенг:

бунда <7 ^ = 1 . ^  нинг мумкин булган ^ийматларини караймнз:
1) Агар | </1 <  I булса, у холда Н т  дп - = 0  ва шунинг учун

П—+СС
, .  с  ,. а — аап а] 1т  Ьп ^  Н т  ------- — =  ------ .
я-»» л-**, 1 — <7 1 — 9

Шундай килиб, | ^ | <  1 да чексиз геометрик прогрессия йигиндиси

5  =  - ^ -
1 — д

булган якинлашувчи катор хосил килади.
2) Агар | </1 >  1 булса, у холда П т  щп — о ва шунинг учун

Л—>50
1 ■ о 1 • " — аапп т  5;| =  11т  -------— =  оо.
п —* х ' л-ю 1 — 9

Шундай килиб, | </1 .> 1 да чексиз геометрик прогрессия узоклашувчи 
катор хосил килади.

3) Агар ^ — 1 булса, у холда
а +  а +  а +  . . .  +  а +  . . .

Катор хосил булади, бу каторнинг п- хусусий йигиндиси =  п ■ а бу- 
лади.

Равшанки,
П т  5 Л =  П т  а п — оо,
л  > Х  Л - * о с

яъни к^тор узоклашади.
4) Агар (/ = — 1 булса, у холда

а — а-т а — . . .

К а т о р  ^осил булади. Ж уф т  п номерли хар ка ндай хусусий йи- 
гинди нолга тенг, ток п номерли хусусий йигинди эса 
а га тенг. Шундай килиб, бу .\олда хусусий йигиндилар кетма- 
кстлиги тебранувчи булиб, .\еч кандай лимитга интилмайди, шу 
сабабли

а — а -'г а — . . .
Кагор узоклашувчи.

Шундай килиб, чексиз геометрик прогрессия | <7 1 <  1 да якинла- 
шувчи ва \ д \ >  1 да узоклашувчи катор экан.
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Биз цаторнинг якинлашувчи ёки узо^лашувчи эканини я^ин- 
лашишнинг таърифидан ва п- хусусий . йигиндининг маълум 
формуласидан фойдаланиб аницладик. Аммо >̂ ар доим >^ам 5„ 
учун ва демак, нинг лимитн учун >̂ ам ихчам формула топиб 
булавермайди. Шу сабабли ^атор яцинлашишини Я1\инла 1миш- 
нинг баъзи белгилари (аломатлари) дан фойдаланиб ани^лаш 
мухимдир.

3- §. Катор я^инлашишининг зарурий шарти

К аю р  я^инлашишининг зарурий шартини 1\араймиз, яъни 
шундай шартни ани^лаймизки, бу шарт баж арилмаганда 1̂ атор 
узоклашади.

Т е о р е м а .  А гар  цатор якинлаш увчи  булса, у  цолда к;а- 
торнинг ум ум ий %ади п чексиз усганда нолга интилади.

И с б о т и. Ушбу

Ы| +  « 2  +  • • • 4* ип +  • • • 
к,атор якинлашувчи, яъни Н т  5 п =  5  лимит мавжуд булсин, бунда

П~* ос
5  — каторнинг йигиндиси (чекли сон). Аммо бу холла

П т  5„_, =  5,
П-* эо

чунки гс — оо да (п — 1) -> о о .
1\аторнинг умумий хади ип ни хусусий йигцндилар 5„ ва 5„_, 

билан ифодалаймиз. Равшанки,

11 а =  5 „ —
Катор умумий хадининг лимитини >;исоблаймиз:

П т  ип =  П т  (Зп —  5„_,) =  П т  — П т  5„_, =  0.
и —>оо я —*со п~*оо и —* со

Шундай килиб, агар катор якинлашувчи булса, у ,\олда П т  ип -  0.
П-+ЯС

Шуни исботлаш талаб ^илинган эди.
Н а т и ж а .  Агар каторнинг умумий \ади я —» оо да нолга интил- 

маса, у холда ^атор узоклашади.
Масалан,

-  +  . Ч - - 2—: +  • • •
3 5 7 2 /1 + 1

к>атор узо^лашувчи, чунки

П т  и„ =  П т  —— - =  Ф  0.
П-* 00 п 2п-г 1 2

П т  ип =  0  тенглик уринли буладиган .\ар цандай цатор хам яцин-

лашувчи булавермайди. Бу шартнинг бажарилиши ^атор я^инлашув- 
чи булиши учун зарурий, аммо етарли шарт эмас, яъни ^атор уму­
мий хадининг нолга интилиши билан ^аторнинг якинлашувчи эканлиги



келиб чикавермайди, цатор узоклашувчи булиши хам мумкин. Маса- 
лак, гармоник катор деб аталувчи

1 + 1  +  1  +  . . .
2 3 п

^атор учун П т  ип =  П т  — = 0  булишига ^арамай у якинлашувчи
И—► Н—>30 Л

эмаслигини исботлаймиз. Гармоник каторнинг дастлабки бир неча за­
дний куйидагидек гурухлаб ёзамиз:

1 +  4  +  ( 4 - + 4 '1  +  ( 4 - + 4  +  4 + 4 ' )  +3 4 ! \  5 6 7 8

V 9 10 11 12 13 14 15 16 )

.\ар кайси кавс ичидаги кушилувчиларни уларнинг кичиги билан ал- 
маштирамиз. Натижада

1 +  - + ( -  +  - )  +  ( -  +  - + -  +  - )  +
2 V 4 4 /  \  8 8 8 8 /

+  ( —  +  —  +  —  +  —  +  —  +  —  +  — + - Ц  +  . . .
\  16 16 16 16 16 16 16 16 /  

га эга буламиз.
Хар кайси кавс ичидаги кушилувчилар йигиндиси кичик- 

лашди ва 1/2 га тенг булди. Охирги катор чексиз куп кавслар- 
га эга булганлиги сабабли уларнинг йигиндиси чексизликка 
интилади. Демак, гармоник каторнинг йигиндиси албатта чек­
сизликка интилади. Шундай килиб, биз гармоник кат 0 Рнинг 
узоклашувчи эканлигини исботладик.

4-§. Каторлар устида содда ам аллар  бажариш : сонга 
купайтириш, кушиш ва айириш

Каторлар устида ам аллар  бажаришнинг баъзи коиДалаРи 
билан танишамиз.

1 - т е о р е м а  (каторни сонга купайтириш хакида) .  Агар

и\ +  и2 +  • • ■ +  ип +  • • • (4.1)
цатор якинлаш увчи  булиб, унинг йигиндиси 5  га тенг булса, 
И \олда

^ н ,  +  к и 2 +  . . . +  к и п +  . . . (4.2)

цатор %ам якинлаш увчи  булади  ва унинг йигиндиси к -5 га тенг 
булади, бунда к — тайин сон.

II с б о т  и. (4.1) ва (4.2) каТ0 Рларнинг п- хусусий йигиндиларини 
мос равишда ва ап билан белгилаймиз. У  ^олда куйидагига эга 
буламиз:

(т ( — к и1 +  к и, +  . . . +  А, ип =  к (их +  иг +  . . . +  м„) =  к  • 5„, 
вундан:



П т  оп =  Нт(А,-5/1) =  Л .-Н т5 п  = Х -5 .
п—*х> п~*сС п"+сс

Шундай ^илиб, (4.2) катор якинлашувчи, унинг йириндиси X ■ 5  га 
тенг. Теорема исботланди.

2 - т е о р е м а  (ь^аторларни кушиш хасида). Агар
и1+ и 2 +  . . . +  ип +  . . (4.3)

«1  +  V., +  . . . +  Уп +  . . . (4.4)

цаторлар якинлашувчи ва уларнинг йигиндилари мос раеишда $ 
ва 5  га тенг булса, у  \олда

( « 1  +  у.) +  ( « 2  +  У2) +  . . . +  (ип +  V,) -г  . . • (4.5)

цатор ,\ам якинлашувчи ва унинг йигиндиси 5  5  га тенг була- 
ди.

И с б о т и .  (4.3), (4.4) ва (4 5) каторларнинг «-хусусий йнгшгди- 
ларини мос равишда зп, З п ва оп деб белгилаймиз. У холда

ап - (и\ +  °|) +  («о +  У>) +  • • • +  (ип +  »„) -  зп +  5„.

Бундан:
П т  ап =  П т  (х„ +  5,,) П т  зп +  П т  5Ц --= 5 +  5.
/1 -+ 0 0  /1 --» З с  П--+Х> Н —+ЗЭ

Шундай килиб, (4.5) катор якинлашувчи ва унинг йириндиси ь -Ь 5  
га тенг.

3 -т е о р е м а  (к,аторларни айириш .\ацида). Агар

« 1  +  и., -г и3 -г • • • +  ип +  . . ., (4.6)

у, +  и, +  у3 +  . . . -г у„ +  . • . (4.7)

цаторлар якинлашувчи ва уларнинг йигиндиси мос равишда $ ва 3  
га тенг булса, у  \олда

{их —  у,) +  (и2 — у4) +  . . . +  (ип — а„) +  . • . (4.8)

ф т ор ,\ам якинлашувчи ва унинг йигиндиси ь — 5  га тенг була- 
ди.

И с б о т и .  (4.7) каторнинг хар бир ^адини — 1 га купайтирамиз 
( 1 -теоремага кура бу цатор якинлашувчи ва унинг йигиндиси — 5  га 
тенг булади). Уни (4.6) катор хадлари билан цушамиз ва (4.8) каторга 
эга буламиз:

(и1 — VI) +  (и, —  V2) + . . .  +  (ип — у„) +  . .

бу катор 2 -теоремага кура якинлашувчи ва унинг йигиндиси 5 — 5  
га тенг. Теорема исботланди.

Юкоридаги теоремалардан куйидаги натижа келиб ч и кади.
Агар^

« 1  +  и2 +  . . . +  ип +  . . .,

"у, +  у2 +  • • • +  у„ +  • • ■



Каторлар якинлашувчи ва уларнинг йириндиларн мое равишда 5 ва 5  
га тен г  булса, у холда

(к и1 +  и У]) +  (к и., +  ц а,) +  . . . +  (X. иг1 +  ц уп) +  . . .

катор хам якинлашувчи ва унинг йигиндиси к з т  и 5  га тенг, бун­
да к, (.1 — тайин "сонлар.

Шундай килиб, якинлашувчи цаторларпи хадлаб КУШИШ> 
а й и р и ш  ва узгармас сонга купайтириш мумкин экан.

Яна битта мухим теоремани исботлаймиз.
4 - т е о р е м  а. А гар цатор якинлаш увчи  булса, у  \о л д а  бе- 

рилган каторга чекли сондаги уадларни  цуш иш  ёки унда чек- 
ли сондаги хадларни ташлаб ю бориш дан \о си л  булган  к^атор 
\а м  якинлаш увчи  булади.

11 с б о т и . Ушбу
ы, +  и., +  -г  • • • (4.6)

натор якинлашувчи, унинг йигиндиси 5  га тенг булсин. (4.6) катор 
дастл аб ки  п та хадининг йигиндисини билан белгилаймиз, к (к < п ) 
та т а ш л аб  юборилган хадлар йигиндисини билан, колгац п — к та
хадлар йигиндисини ап к билан белгилаймиз. Демак, =  5 /; +  сгя_й,
бунда — п га бог лиц булмаган чекли сон, шу сабабли:

Нш 5„ - : Пт (5Й +  оп_к) =  Нт +  Пт ап_к.
П-ь-л /1 —> Эс И —»х П-кг>

Бундам:

И т  оп к .
П—>оо //-» оо

Шундай килиб, агар П т  5 я мавжуд булса (яъни берилган катор
/2—>оО

якинлашувчи булса), у холда П т  ог1_ к хам мавжуд булади (яъни хар
Л - > Х

капча чекли сондаги хадларни ташлаб юборишдан хосил килинган 
Катор хам якинлашади). Чекли сондаги хадларни кушишдан хосил 
булган каторнинг якиилашувчи булиши юкоридагидек курсатилади. 
Теорема исботланди.

5- §. Мусбат хадли каторлар

Хамма хадлари бир хил ишорали булган каторлар узгармас 
ишорали каторлар дейилади. Аниклик учун биз мусбат .\адли 
Каторларни караймиз.

Шуни кайд киламизки, мусбат ишорали каторда барча п >  1 лар 
УЧУ|( ^п - 1  >  тенгсизлик уринли, яъни хусусий йигиндилар усувчи 
кетма-кетлик хосил килади. Бундай холда л —  оо да иккита имкони- 
ят мавжуд булади: ё хусусий йигиндилар — оо ва бу ^олда
Катор узоклашади, ёки хусусий йигиндилар кетма-кетлиги чегараланган 
па бу холда лимит мавжуд булади, демак катор якинлашувчи. 

Шундай килиб, мусбат ишорали кат°рларнинг якинлашишини ис-
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ботлашда 5 П хусусий йигиндилар кетма- кетлигининг чегараланган 
эканини ани^лашнинг узи етарлидир. Мусбат ишорали ^аторлар якин' 
лашувчи булишининг хар хил аломатларини, яъни учун формула 
чицармай ва нинг лимитини хисобламай туриб каторнинг якнпла- 
шувчи ёки узо^лашувчи эканини ани^лаш имконини берадиган усул- 
ларни урганамиз.

6 -§. Таедослаш теоремалари

Мусбат ишорали иккита
и, +  и2 +  . . . +  +  . . . , (6 . 1)

+  У2 +  • • • +  Х}п +  • • • (6 -2)
каторга эга булайлик. Булар учун куйидаги теоремалар уринли.

1-т е о р е м а  (я^инлашувчанликнинг етарли шарти). А гар
(6 . 1 ) цаторнинг цадлари  (6 .2 ) каторнинг мос х1адларидан катта 
булмаса, яъни

(п =  \, 2, 3, . . .) (6.3)

булса  ва (6 .2 ) цатор якинлаш увчи  булса, у  х^олда (6 . 1 ) $атор 
%ам якинлаш увчи  булади.

И с б о т и .  (6.1) ва (6.2) каторлар п- хусусий йигиндиларшы мос 
равишда 8 п ва о„ билан белгилаймиз. (6.3) тенгсизликлардан <  ап 
эканлиги келиб чи^ади. (6 .2 ) ^атор якинлашувчи эканлиги туфайли 
Нш оп= а  мавжуд. Бунда ^аторниннг хадлари мусбат ишорали булга-
Я —* со

ни учун стп< о  тенгсизлик уринли, демак, 5 „ < о .  Шундай килиб, (6.1) 
мусбат хадли катор хусусий йигиндилари кетма-кетлиги чегаралан­
ган ва демак, бу цатор якинлашувчи. Шу билан бирга бу катор 
йириндиси (6 .2) цатор йириндисидан катта булмайди.

2 - т е о р е м а  (узо^лашувчанликнинг етарли шарти). Агар
(6 .2 ) цаторнинг щ д ла р и  (6 . 1 ) цаторнинг мос %адларидан ки- 
чик булмаса, яъни

ип <  уп (п =  *> 2, 3, - • •) (6.3)
булса ва (6 . 1) щ т ор узоцлашувчи булса, у  холда (6 .2 ) катор ,\ам 
узоцлсим увчидир.

И с б о т и .  (6.1) ва (6.2) каторларнинг л-хусусий йигиндиларини 
мос равишда ва оп билан белгилаймиз. (6.3) тенгсизликлардан 
ап >  З п экани келиб чи^ади. (6 . 1) катор узоцлашувчи ва унинг хусу­
сий йигиндилари ортиб боргани сабабли Н т  5,( =  оо. Бу холда П т  сгп=

П ~>  оо /2—» со

=  оо. Демак, (6.2) катор узо^лашувчи. Теорема исботланди
И ккала теорема (6.3) тенгсизлнклар барча п лар учун 

эмас, балки бирор п = Ы дан бошлаб бажарилса .^ам уринли 
булаверади. Бу шу бобнинг 4- § идаги 4 - теоремадан куриниб 
турибди.
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Н ккала  теоремани ^исцача бундай ифодалаш мумкин: ки- 
ч и к  булмаган >^адли цаторнинг я^инлашувчанлигидан катта 
б у л м а г а н  ^адли ^аторнинг яцинлашувчанлиги келиб чицади, 
к а т т а  булмаган ^адли цаторнинг узо^лашувчанлигидан кичик 
б у л м а г а н  .^адли каторнинг узо^лашувчанлиги келиб чицади.

1 - м и с о л .  Ушбу

1 + 7 1?Г+Ит)’+'"+ » (I)"
^атор якинлашувчи, чунки бу цаторнинг ^адлари

/ 2 \л
+ . .

цаторнинг мос хадларидан катта эмас. Охирги ^атор яцинла- 
шувчи, чунки бу цаторнинг .^адлари ма^ражи <7 =  2 / 3  га тенг, 
йигиндиси эса 2  га тенг геометрик прогрессияни ташкил этади. 
Демак, берилган ь^атор ^ам якинлашувчи булади, шу билан 
бирга унинг йигиндиси 2  дан катта булмайди.

2 - м и с о л. Ушбу

1 4---- — 4-----з- . . . 4-----—  4- . . .
I 2 у  3 » «

|\атор узоклашувчи, чунки унинг ^адлари, иккинчи ^адидан 
бошлаб,

1 + 7  +  ^  +  - . .  +  1 + . . .
2 о п

гармоник ^аторнинг мос ^адларидан катта, гармоник 1̂ атор эса, 
маълумки, узо!уташувчидир.

Дмалда таь^ослаш  аломатидан 1\уйидаги куринишда фой- 
даланиш энг цулайдир;

3 - т е о р е м а  (таадослашнинг лимит аломати). Агар —  нисСат-
V"

пинг лимити мавжуд булса ва у нолга тенг булмаса, яъни  
П т  —  =  Л >  0  булса, у  %олда (6 . 1) ва (6 .2 ) каторларнинг икка-
"-►00 1'п
ю си ё ящ нлаш ади, ёки узо^лашади.

3 - м и с о л .  Ушбу

1 ~  +  • • • +  — ■+- • • •2 п
к,аторнк

1 4-  — +  . . .  4-------- К . . .
2 п

Г*рмоиик цатор билан тацкослаймиз. •— нисбатни тузамиь ва унинг
«'л

лимигипн топамиз:
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<8 —
Н т  —  — П т  — — =  1 >  О,
п ->оо 1'п 1

П
* 1 1 чунки п —>- оо да — со —.

п п
Шундай цилиб, берилган к а ю р  узоклашувчи, чунки гармо­

ник катор узоклашувчи.
4-м и с о л. Ушбу

1

цаторни

• 1 , 1 , , . 151П — ~  51П------г  • • • — ЯП ----2 0 2  2п

катор билан таккослаймиз, охирги катор якинлашувчи, чунки 
унинг хадлари махражи <?=1 / 2  булган геометрик прогрессия 
ташкил килади.

—п- ннсбатни тузамиз ва унинг лимйтини топамиз: п —► оо дн
ь'л
1 1 .. . и п м п 2 -«  , ,, , , т 51п — со — булгани учун: п т —  — П т ---------- - 1 >  0. Шундай !\и-Г)П ОП 7, О — П

-  -  П  —* X  п ~ >  ОС

либ, берилган катор якинлашувчи.

У З-у 3 И II и т е к ш и р и ш у ч у н с а в о л л а р

1. Сонли цатор деб нимага айтилади? К,аторнинг умумий м;ади ннма?
2. Каторнинг якинлашувчи ва узоклашувчи булиши таърифлариии айтинг. 

Каторнинг йириндиси дсб нимага айтилади?
3. Геометрик прогрессия ^адларидан тузилган ^аториинг яь;инлашувчин- 

лигнни текширинг.
4. Катор якинлашувчи булишининг зарурий шарти нимадан иборат? Бу 

шарт етарли шарт булмаслигиии курсатувчи мисол келтиринг.
5. Катор узоклашувчи булишининг энг содда етарли шартини курсатинг.
6. Якинлашувчи каторларни кушиш ^акидагн теоремани нсботланг.
7. Якинлашувчи кат0Р ^адларини узгармас сонга купайтирши хакидмги 

теоремани исботланг.
8. Каторга чекли сондаги хадларни кушиш ёки унда чекли сондагн хад- 

ларни ташлаб юборишдан кат0Рни,|г якинлашиши узгармаслигн х;иу|дпги 
теоремани исботланг.

9. Мусбат хадли иккита катоРни таккослаш .\акидаги теоремани ифода- 
ланг ва уни исботланг.

10. 2727—2759- масалаларпи ечипг.

7- §. Д алам бер  ва Коши аломатлари

Мусбат хадли ^аторларнинг яцинлашиш ва узоклашнш ало- 
матларини урганишни давом эттирамиз.

1. Д алам бер  аломати
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Т е о р е м а .  Агар

и 1 ~Ь иг ~г из “г  • ■ (7.1)

мусбат каторда (п +  1 )-%адн.инг п-хадга нисбати п-+- оо да чекли 
I лимитга эга булса, яъни

булса, у холда: а) / <  1 да катор якинлашади, б) / >  1 да катор
узоклашади.

И с б о т и .  Лимитнинг таърифидан ва (7.2) муносабатдан ихтиёрий 
е >  0 сон учун п иинг бирор N  номердан бошлаб барча кийматлари 
учун, бошкача айтганда п р* N  учун

бажарялади. / +  е =  ц деб белгилаймиз. е ни шундай кичик килиб 
танлаймизки, д иинг киймати / <  1 да I дан кичик бу 1син, яъни
О <  </ <  1 тенгсизлил бажарилсик ( 1 -шакл), демак,

тенгсизлнк билан алмаштирамиз. Охирги тенгсизликни п нинг 
/V дан бошлаб турли ^ийматлари учун, яъни лар  учун
ёзиб, ^уйндагиларга эга буламиз:

(7.2)

, •• ^  “ « + 1  ,— ------ / <  е еки — к < ------------/ <  е
" п  “ п

(7.3)

тгнгсизлик уринли булиши келиб чи^ади.
/ <  1 ва / >  1 булгандаги иккала холни цараймиз.

а) / <  1 булсин, у холда (7.3) тенгсизликдан — ; 1

" п
I <  г ёки

ип I |
— — <  / +  е экани келиб чи^ади. Темгсизлик барча п >  N лар учун

(7.4)

(7.4) тенгсизликни унга тенг кучли булган

“ „ + 1  <  ?■“ ,,

“л- : 1 <  с1иХ<

« Л - + 2  <  У и Х >1  <  Я 'и х .  

^Л'+З ' / Х  .

(7.5)

Иккпта ^аторни 1\араймиз.
«I +  и, -г  . . . +  и1у +  ыЛ,+ 1  +  . . .

~0 г
г  у(7-1)

(7.6)
1- ш акл.
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(7.6) цаторнинг хадлари < / < 1  

Цг1'1 мусбат м аздаж ли  геометрик прог-и.
-------рессия таш кил цилади. Демак,

° ^  (7.6) цатор я^инлашади.
(7.5) тенгсизликлардан (7.]) ^а-

2- шакл. торнинг хадлари ик ,, дан бошлаб
(7.6) каторнинг мос хадларидан кичик. 

6 -§ даги 1-теоремага асосан ва 4-§ даги 4-теоремага асосап берил­
ган ^атор (7.1) якинлашувчи.

б) / > 1  булсин. У ^олда (7.3) тенгсизликлардан бирор по­
мер N  дан бошлаб

ип+ 1 - ип+\ . , „— :------1 >  — е еки — — > I — е

эканлиги келиб чицади. /— г = ^  деб белгилаймиз, е ни шундай 
кичик килиб танлаймизки, натиж ада / >  1 да <7 нинг катталиги 
1 дан катта булиб 1̂ олаверсин, яъни /— е =  ̂ >  1 (2 - шакл)  ва, 
демак,

и,п+ 1 >  д, N. (7.7)

(7.7) тенгсизликни унга тенг кучли

«„+, > Я -и п,

тенгсизлик билан алмаштирамиз. Бу ^аторнинг .\адларп ( N + 1 )  
номердан бошлаб усишини билдиради, шу сабабли цаторнинг 
умумий ^ади нолга интилмайди. К,атор яцинлашишининг зару­
рий шарти бажарилмайди, шу сабабли (7.1) цатор у зо ^ л аш ад и . .

1 - э с л а т м а .  Агар П т  ——  =  оо булса, у холда катор узокла-

шади, чунки бу холда ——  > 1  ва и ,, >  ип, яъни П т  ип Ф О (ззру-
ип • /2 —*о о

рий шарт бажарилмайди).

2 - э с л а т м а .  Агар П т  " + 1  мавжуд ва бирга тенг булса ёки
п- ► о о  ип

мавжуд булмаса, у холда Даламбер аломати цаторнинг якинлашувчи 
ёки узоцлашувчи эканини ани^лаш имконини бермайди. Бу масалани 
хал цилиш учун болща аломатдан фойдаланиш керак.

1 - м и с о л .  К,уйидаги каторни якинлашувчанликка текширипг:
2  2 2  23 2п -

Е ч и ш. Бундан ип — — , ы,■п+ 1 (п+ 1)2’



демак, катор узоклашувчи.
2 - м и с о л .  Куйидаги цаторни якинлашувчанликка текширинг:

—  -}----- ------ 1----- ------ [ - • • • +  +  . . .
у 2 (у 2 ?  ( } 2 ) 3 (у 2 ) п

г  г- 2п — 1 2п -■>- 1 Ь ч и ш. Бунда и„ =  — ■— , ы ., =■=---------- г,
У " (у 2) П + 1  ( | 2 )

и„ + 1 (2 л + 1) (>'2 )" , 2п+] ,
]1 Ш  ----------  =  11171 _  ■ ■ д-----------=  -  ~  ПГП ------------  —  —  <  1 ,
п-+со ип п ** (у 2 )  0  | 2 п~*<х> 2п— 1 | 2

демак, катор якинлашувчи.
3 - м и с о л .  К,уйидаги ка тор ни якинлашувчанликка текширинг:

1 +  Т 1-  +  Л +  • • • +  т 2: +  • • •I 2  , .3 , п

Е ч и ш. Бунда ип •= ;]4 г ,  ип , --- — '—

1 • ип-\-\ | • X п ' /  п , ,, .VЬ т ------ 11т   ̂ -= И т  1 /  —— =  1 (/ =  1).
/1-юо ип п  ̂ л—|— 1 11—► ос V /1 г 1

Каторнинг яцинлашиши хацида Д алам бер  аломати асоси- 
да хулоса чи^ариш мумкин эмас. Тацкослаш аломатини кул- 
лаймиз. Узоклашувчи

1 +  -^ +  7  +  .2 6 п

гармоник цаторнинг ^адлари, иккинчи .^адидан бошлаб, берил- 
гаи цаторнинг мос ^адларидан кичик, демак, 6 - § нинг 1 -теоре- 
масига биноан берилган ^атор узоклашувчи.

2. Коши аломати

Т е о р е м а .  А гар  мусбат х^адли

и 1 +  и 2 +  из +  ■ • • +  и„ +  • • • (7.8)

цатор учун у  ип мщ дор п-*- оо да чекли лимитга эга булса, яъни

\ \ т \ /Гип = 1  (7 .9 )
П—►да

булса, у  холда
а) I <  1 да цатор якинлашади,
б) / >  1 да цатор узоцлашади.

И с б о т и .  Лимитнинг таърифидан ва (7.9) муносабатдан би- 
рор N  номердан бошлаб п нинг барча ^ийматлари учун, яъни 

дан бошлаб



п Г I п /—
I V ип — / 1 <  Е ёки — Е <  у  ип — I <  е (7.10)

тенгсизлик уринлн булади, бунда е > 0  олдиндан танланган ки­
чик сон.

П /-----
а) / <  1 булсин. У холда (7.10) тенгсизликдан } ип — / <  б
П г

ёки \ ип <1  — е эканлиги келиб чи^ади. Тенгсизлик бирор N  дан 
бошлаб, яъни барча п >  N  лар учун бажарилади. / +  е =  д деб бел­
гилаймиз, е ни шундай кичик цилиб танлаймизки, / <  1 да д микдор
1 дан кичик булиб цолаверсин, яъни 0  <  / +  в ва демак,
барча N  лар учун

П
У ип < д  ёки ип < д п. (7.11)

Иккига каторни караймиз:
+  их  +  ыл ,+ 1  +  их+2 . . ., (7.8)

N , 1 , ЛЧ-2 , / 7  1 0 \д + д  +  д -I- . . . ( / • ! “)
(7.12) цатор якинлашувчи, чунки унинг хадлари махражи с/ <  1 

булган геометрик прогрессия .^осил килади.
(7.8) каторнинг хадлари их  дан бошлаб, (7.11) тенгсизликка би- 

ногн, (7.12) ^аторнинг .^адларидан кичик. Демак, (7.8) ь^атор 6 - § да­
ги 1-теорема ва 4-§ даги 1 -теорема асоснда якинлашувчи.

П /
б) I > 1  булсин. (7.10) тенгсизликдан У  ип — / > — е ёки

П Г
У ип > 1  — в эканлиги келиб чикади. Тенгсизлик бирор N  дан бош­
лаб бажарилади, яъни барча п >  /V лар учун уринли. / — г д деб 
белгилаймиз. е ни шундай кичик ь^плиб танлаб оламизки, / >  1 да <7 

микдор 1 дан катталигича цолаверади, яъни I — е — д >  I ва демак, 
бирор N  дан бошлаб

п Г  п -------

у  ип >  д >  1 ёки \ ип >  1 .

Аммо к.аралаётгап каторнинг барча >;ади, их  дан бошлаб, 1 дан кат­
та булса, у холда кагор узоклашади, чунки унинг умумий \ади нол­
га интилмайди./

Э с л а т м а. Д алам бер  аломатидаги каби, 1=1 булган .\ол- 
да Коши аломати ь^ушимча текширишни талаб  ь^илади.

4-м  и с о  л. Куйидаги каторни яцинлашувчанликка текши- 
ринг:

п

. 5 /  \2  п - г

Е ч и ш .  Бунда

и =  [ —- — Нгп]/  и =  П т  — — =  — <  1 .
" \ 2 п + \ )  п-+о° " п-*х 2 п + \  2 

Катор я^инлашади.
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4 4 9
+  т )  +  • ■

4 . ,  п ~г 1
- |1 '■ з 1 \  П 1

5 - м и е о л .  К,уйидаги каторни якинлашувчанликка текширинг:

Т  +  Ч .у
Кч и ш.  Бунда

и„ I Г  - И т  У и п И т  Г с > ] -\  п I и-»х п->х  \ п !

К; ггор у зон ла шу р.ч  и .

8-§ . Каюр якинлашишининг интеграл аломати
Т е о р е м а .  Агар

ы, +  и.,-г  ■ ■ ■ -г ип -г • • • (8 . 1 )

щ порнинг х ад лари мусбат ва усмайдиган булса , яъни

и { > и . , > . . . >  и, . . .

булса ва /  (а) функция учун  /  ( 1) и,, / (2 ) (л, . . ., /  (/г) м,, . . . 
тснгликлар уринли булса , у холда:

Сг.

1) агар | /  (д) с1х хосмас интеграл якин.игчеа, каппр якинла-
I

шувчи,
00

2 ) «га/; | /  (д) с1х хосмас интеграл у  ю\лашувчи булса, катор
\

узоклашувчи булади.
И с б о т и .  Юкоридап у - /  (л) эгра чизик билан чегараланган, асос- 

лари .V 1 дан .V п гача булгар, бунда п — ихтнерий бутуп мус­
бат сон, эгри чизакли трапецияни кчранмич (3- шакл). Г>у транецимга 
асослари [ 1 , 2 |, [2 , 3), . . |/г -  1 , /;| кесмалардан иборат ьчки ва таш­
ки заиапоясимоп тургбурчаклар чизамиз, бунда функциянинг



ч -1 =  /  ( 2 ) ,  и.л =  1  ( 3 ) ,  . . и п =  /  ( п )  

кийматлари ички чизилган туртбурчакларга,

« 1  =  ! (О, =  ! (2 ), • • и„_, =  /  (л — 1 )
ь̂ ий мат лари эса таш^и чизилган туртбурчакларга баландлик булиб хиз- 
мат цилади.

К^уйидаги белгилашларии киритамиз: 5 п — каторнинг | п- хусусий 
йириндиси, 5 И — эгри чизицли трапециянинг юзи, 5 И ч, *9Т ч — мос ра­
вишда ички ва ташки чизилган зинаноясимои шаклларнинг юзлари.

_ П
8 п =  и { +  и 2 +  . . . +  и п, 8 п =  (  /  ( х )  й х  экани равшан. Шаклдан

I

5 , , ч < 5 „ < 5 тч (8 .2 )

эканлиги келиб чи^ади, бунда

5 „.ч  =  и 2 +  « з  +  ■ • • +  и п =  5 „  — и „

5 т.ч =  -г и > +  • • • +  1 =
Шундай ^илиб, (8.2) тенгсизликни бундай ёзиш мумкин:

еки

5 „  —  и ,  <  /  (а-) й х  <  5 „  —  и п .
1

Бундан иккита тенгсизликка эга буламиз:

<  «! +  Г / (V) (8.3)
'1

5„ >  и п +  ( /  (л-) й х .  (8.4)
I

п

I (х ) функция мусбат, шу сабабли п нинг ортиши билан (’ /  ( х )  й х
1

интеграл .\ам катталашиб боради. Икки хел булиши мумкин:
00

1) 1 /  ( х )  с1 х  хосмас интеграл якинлашувчи, яъни
I

| /  ( а )  с1х  =  Н т  [  /  (а-) й х  =  I
1 /1-.0С -|

П
интеграл чекли сонга тенг булсин. У ^олда (’ /  (л;) йх  <  /  ва (8.3)

I
тенгсизликдан .%ар цандай п  да З п <  и 1 +  I  эканлиги келиб чик,ади. 
Шундай цилиб, бу .^олда 5 (1 хусусий йириндилар кетма- кетлиги че- 
гараланган ва, демак, (8 . 1) ^атор я^инлашади.



2 ) | /  (.г) йх  хосмас интеграл узоклашувчи булсин, яъни
I

|' /  (х) йх  =  П т  [ /  (х) Ах =  +  оо
1 П-+Ж |

булсин. (8.4) тенгсизликдан 5 П хусусий йигиндилар кетма- кетлиги че- 
гараланмаганлиги келиб чикади ва, демак, (8 . 1) цатор узоклашади. 

М и с о л .  Умумлашган гармоник катор деб аталувчи

1 Ч------~\----------Ь . . . Н-------- Ь • • •
2 Р V  пр

каторнинг узоклашувчи ёки якинлашувчи эканини аникланг.
Е ч и ш .  /(х) функциянинг —  дан иборатлиги равшан, бунда р —

х р
тайинланган сон. Ушбу

йх  *-Р+1 1 Г 1Н т  х 1 р \ — ------ П т  (п1 р — 1), р ф  1
1 — р п->х '] 1 — р п-*х

хосмас интегрални хисоблаймиз. Агар р  >  1 булса, у холда П т  п х~р=
И—> оо

00

— О ва I —  = ---------- якинлашувчи; агар р <  1 булса, у холда
^  х р р — \
I

ОС

ва I —  йх  — узоклашувчи; агар р  =  1 булса, у хол- 
^ х р '

да

]
Г  йх  IяI —  =  1пх =  оо — узоклашувчи. Шу сабабли умумлашган гар-

1

моник 1\атор р  >  1 да якинлашувчи ва р  <  1 да узоклашувчи.

9-§. Цатор ^олдигини интеграл аломат ёрдамида ба^олзш

Якинлашувчи
и \ +  и, +  . . . +  ип . . . (9.1)

цаторни к а рай м из.
Т а  ър и ф.  Каторнинг йигиндиси 5  билан унинг п- хусусий йигин­

диси 5 п орасидаги айирма каторнинг п- колдши  дейилади ва /? би­
лан белгиланади:

Яя =  $ - 5 в.
Каторнинг ^олдиги ^ам цатор булиб, у берилган (9.1) ца- 

тордан дастлабки я  та ^адни таш лаш  натижасида ^осил бу- 
лади:

К  =  ип+\ +  • • • +  ип-т +  • • •
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Бу ь^атор 4- § даги 4- теоремага кура якинлашувчи, шу теоремага 
кура аксинчасини >;ам тасдиклаш мумкин: агар ^аторнннг крл- 
д и р н  яцинлашувчн булса, у ,\олда цатор якинлашувчи булади. 

Катор колдигининг таърифига кура
П т  КГ1 =  О

булиши равшан.
^а^ и к атан  хам,

П т  П т  (5 — 5 п) -  5  — П т  5„ -  5  — 5  =  0.
п—>эс И —> ос П-*о0

Шу сабабли етарлича катта п лар учун

такрибий тенгликка эга буламиз, п катталашгани сари бу тенглик- 
нинг ани^лиги орта боради. К,атор йигиндиси 5  ни унинг хусусий йи­
гиндиси 5 (1 билан алмаштирилгандаги абсолют хато, равшанки, катор 
колдигининг модулига тенг:

Д -= | 5  | — | |.
Шундай килиб, агар катор йигиндисини г >  0 гача аникликда то- 

пиш талаб килинса, у холда шундай п сондаги дастлабки хадлар йи- 
гиндисини олиш керакки, | | <  «?. тенгсизлик бажарилсин. Шуша ^а- 
рамай куп холларда биз р п колдицни аник топа олмаймиз. Шу са­
бабли колдикнинг модули берилган е сондан катга булмайдиган крл- 
дикнинг п  номерини ^андай топиш кераклипши аншуташимиз керак.

Мусбат ишорали цатор колдигини интеграл аломат ёрдами- 
да бахолаш хакидаги ушбу теорема айтилган саволга жавоб 
берадн.

Т е о р е м а .  Агар мусбат ,\адли
«I -г и., ~т ■ ■ ■ -р ип +  . . .
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катор интеграл аломатнинг талабларига жавоб берса, у холда 
унинг цолдиги Нп куйидаги тенгсизликларни каноатлантиради:

Д  /  ( V) й х < / ? „ <  |  /  (-V) йх.
п-'-\ п

И с б о т и. 8 - § даги (интеграл аломатдаги) шаклни канта чн- 
замиз ( 4 - шакл) .  Бирор п номерни тайинлаймиз. Юкоридан 
у = 1 (х)  функция графиги билан чегараланган, асоси х  = п 
дан х = п  + т  гача булган эгри чизшути трапецияни караим из. 
8 - § дагига ухшаш

« 4 - т

5 „ , , <  ( [ ( х ) П х < 5 Т Ч

ОКИ ип\-\ +  ■■• ип+т <  I' /  (*) йх < и п +  • • • +  ип-,п_ I тенгсизликлар-
п

ни тузит мумкин. Равшанки, охирги тенгсизликни 5„, ,_ш, 5 п+т_, 
хусусий йигиндилар оркали ифодалаш мумкин:

п - \ - т

5 Я тт- 5 л <  ( /  (х) йх< . ,_ш_, 5.1_ 1.
П

Бундан куйидаги иккита теигсизликка эга буламиз:
п+т п-\-т

\ ! (V) ах <  5 я,.т . , -  5„_, ва ] /  (.V) с!х >  5 п+т —5„. (9.2)
п ”

Якинлашувчи каторлар учун т -*-оо  да (9.2) тенгсизликларда ли­
митга утамиз.

п\-т оо
П т  1 /  (х) с/х =  Г [ (х) йх якинлашувчи,

П т  5 п: ш_, - 5 , П т  5„_,п -  5 ,
т - * 0с, т п -+ -х :

(бунда 5  — катор йириндиси) эканини хисобга олиб (9.2) ни бундай 
ёзиш мумкин:

| /  (х) й х <  5  — 5„_ „
П

Г  / (х) йх >  5  — 5

еки

/  (л-) йх <

/  (а) йх  >  /?„•
(9.3)
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(9.3) нинг биринчи тенгсиатигида п  ни п +  1 билан алмаштириб, 
ушбу

|' /  (х) йх <  Яп ва г  /  (х) ах >  Яп
п VI п

тенгсиз; икларга эга буламиз. Бу тенгсизликларни куш тенгсизлик 
шаклида бирлаштириб,

| ! (х) йх  <  Яп <  ) /  (а-) йх
//-г! п

ифодага эга буламиз. Шуни исботлаш талаб ^илинган эди.
М и с о л .  Ушбу

5 =  1 4 - —  +  . . . +  — +  . . .
23 п3

катор йигиндисини 0 , 1  гача (яъни е =  0 , 1 ) аникликда топинг.
Е ч и ш. Якинлашувчи (умумлашган гармоник, р =  3 > 1 )  

^аторга эгамиз. Каторнинг ^адлари монотон камаювчи

! (*) =  ~ 7X6
функциянинг мос ^ийматларидан иборат. Шу сабабли ь^атор- 
нинг П- 1\ 0 ЛДИРИ

р  =  _ 1 ____|____
" (п-\ 1)а 1 (п■; 2)3 ~Г

учун ушбу бахога эгамиз:
сс

с!х
я

„ . . I I  /?„ <  е еки —  <  —
" 2 /Г- 10

тенгсизликни ечиб, 2п- >  10 ёки п >  \ 5 ж  2,24 тенгсизликка эга бу­
ламиз. п =  3 деб 1\абул циламиз. Шундай ь^нлиб,

5 , =  1 +  — +  —  «  1,16.
» 23 3:1

Бу кийматни яхлитлаб 1\атор йигиндисининг такрибий кийматини то- 
памиз: 5  »  1,2.

У з-у з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р
1. Даламбер аломати нимадан иборат? Уни исботланг. Мисоллар келти- 

ринг.
2. Коши аломати нимадан иборат? Уни исботланг. Мисоллар келтирннг.
3. Интеграл аломат нимадан иборат? Уни исботланг.
4. Ушбу

^  пр
п =  I

24



к,аторнинг р > 1  да яцинлашувчи ва р < 1  да узоклашувчи эканини аницланг.
5. Мусбат з^адли цаторнинг ^олдиги интеграл аломат билан ^андай ба- 

х,оланади?
6. 2754—2770- масалаларни ечинг.

10- §. Ишоралари навбатлашувчи каторлар

)\адларининг ишоралари ^ар хил булган цаторларни урга- 
нишга утамиз. Энг аввал иш оралари навбат лаш увчи цаторлар 
деб аталувчи 1\аторларга тухталамиз. Бундай 1\аторларда ^ар бир 
мусбат ^аддан кейин манфий >;ад ва ^ар бир манфий ^аддан 
кейин мусбат хад келади. Иш оралари навбатлашувчи ^аторни 
бундай ёзиш мумкин:

щ  — и, +  и3 — . . . +  (— I ) 4 - 1 =  2  (“  1 ^ + 1

п =  I

бунда и ь и.,, , иг . . . — мусбат сонлар.
1. Ишоралари навбатлашувчи ^аторлар я^инлашишининг 

етарли шартини уз ичига олган цуйидаги теоремани исботлай-
миз.

1 - т е о р е м а  ( Л е й б н и ц  т е о р е м а с и ) .  А гар  иш орала­
ри навбатлаш увчи

и1— и2 +  и3 —  . . .-т -  (— 1)"+1 « „ + • • •  (Ю.1)

кагпорда катор хадларининг абсолют кийматлари камаювчи, яъни
и1 >  и2 >  и3 >  . . . >  ип >  . . . (1 0 .2 )

булса, ш у билан бирга ип умумий хад нолга интилса:

П т  ип =  0, . (10.3)
’1 — х

у >;олда ( 1 0 . 1) цатор якинлашувчи булади, шу билан бирга унинг 
йигиндиси биринчи %адидан катта булмайди ва мусбат булади:
0 <  5  <  «!•

И с б о т и .  Олдин жуфт индексли 8.ш  хусусий йигиндилар кетма- 
кетлигини караймиз, уларни ушбу куринишда ёзамиз:

*52Ш =  (Ц\, и.2) “Ь (из И*) Ч" • • . (и2т— 1 и 2т\±
Демак, 3 2т >  0 ва хусусий йигиндилар кетма-кетлиги усувчи.
( 1 0 .2 ) шартдан хар бир цавс ичидаги ифоданинг мусбат экани келиб 
чикзди.

Энди З.,т хусусий йигиндини бундай кучириб ёзамиз:

т ~  и 1 ( и 2 и :>) ' • • • ~ ( и 2ш— 2 и 1т— 1)  и 2т- •

( 1 0 . 1) шартдан ^ар бир цавс ичидаги ифоданинг мусбат экани келиб 
чикади. Шу сабабли бу ^авсларни и 1 дан айириш натижасида биз и1 
дан кичик сонга эга буламиз, яъни

$ 2 т  ^  и 1-



Шундай килиб, 5 2,„ хусусий йигиндилар кетма-кетлиги т  билан 
биргаликда усувчи ва юкоридан чегараланган. Демак, у лимитга эга, 
яъни

Игл 8.г т  =  5,
гп—юо

шу билан бирга 0  <  5  <  и1.
Энди ток индексли 5 2т : , хусусий йигиндилар хам 5  лимитга ин- 

тилишини исботлаймиз. Ха к и катан хам,

^ 2т т 1 =  ^2т “Ь иШ~1 
булгани учун т - * - о о  да

Нгп 8 2 т -и1 =  Н т  8.ш  +  П т  и , т ^ 1 =  П т  5.2т -  5
т —* э о  Ш —+ У Э  т ~ +  х.'  г п -+ ~ у э

га эга буламиз, бунда (10.3) шаргга кура П т  и2т . ,  0. Шу билан
П1~ъ V

биз жуфт п ларда хам, ток п ларда хам П т  5„ =  5  эканини исбот-
П  —ю о

ладик. Демак, (10.1) катор якинлашувчи, шу билан бирга унинг йи­
риндиси мусбат ва каторнинг биринчи хадидан катта булмайди, яъни

0 <  5  <  ы,.
2. Цатор колдигини ба^олаш. Лейбниц теоремаси ишорала- 

ри навбатлашувчи цатор ^олдигини ба^олаш имконини беради.
2- т е о р е м а. А гар  иш оралари навбатлаш увчи

и, —  и2 +  и3— . . . +  (— О1 : 1 ип -г ■ • • ( 1 0 . 1)

цатор Л ейбниц теоремаси шартини цаноатлантирса, у  ,\олда  
унинг п- олдиги абсолют циймати буйича ташлаб ю борил- 
ган уадларнинг биринчисининг м одулидан катта булмайди.

И с б о т и .  Иш оралари навбатлашувчи (10.1) ^атор Лейбниц 
теоремаси шартларини ^аноатлантиргани учун у якинлашувчи.
У холда каторнинг п- ^ о л д и р и

К  =  ±  ( « „ + 1  -  ип : -> +  • • ■) 
нинг узи ишоралари навбатлашувчи цаторнинг йигиндиси бу- 
лади. Лейбниц теоремасига кура бу йигинди абсолют киймат 
буйича катор биринчи хади модулидан катта булмаслиги керак, 
яъни

. |Я „ 1 < « Л+, (Ю.4)
булиши керак.

Д емак, каторнинг 5  й и р и н д и с и н и  хусусий йиринди билан 
алмаштиришда йул цуйиладиган хато абсолют ^иймати буйича 
таш лаб юборилган ^адларнинг биринчисидан катта булмайди. 
Охирги тенгсизликдан ^олдицнинг модули берилган ани^лик е 
дан катта булмайдиган п номерни топишда фойдаланилади.

1- м и с о л. Ушбу



^ а т о р н и н г  я к и н л а ш и ш и н и  т е к ш и р и н г .
Е ч и ш. К ,аторнинг х а д л а р и  а б с о л ю т  ц и й м а т и  б у й и ч а  ка-  

м ай и б  б о р а д и :
I I 1— >  — >  . . . >  ------->  . . .

2 - 32 (п - 1)2

П т  и„ — П т  — -—  =  0.
п -  + х  л - * *  ('1 Г О 2

Шу с а б а б л и  к а т о р  я к и н л а ш у в ч и .
2 - м и с о л .  1- м и с о л д а г и  ь^атор йирин ди си н и  г =  0 ,0 1  гач а  

а ц ц к л и к д а  топипг . К а т о р н и н г  п- ц о л д и ги

К  ±  ( — ------------------ —  -Г  ■ .1 (п 2)2 (п ;-з>2 ) 

учуй у ш б у  б а х о г а  э г а м и з :

Ш ! <  — 1-----.П- , „ - . . 2 )2

Ушбу
1 1

\К„\ <  е ёки (п - 2 ) 2  юо 
тенгсизликни ечиб

(п -г  2 )2 >  1 0 0  ски п >  8 

га эга буламиз. п 9  деб оламиз.

Ш ундай килиб,

5 0 — . . .  +  —  «  0,182.
•' 2 2  32 42 102

Б у  | ;п й м ат н и  ю зд а н  б и р л а р г а ч а  я х л и т л а б ,  к а т о р  й и р и н д и с и н и н г  
т а ^ р и б и й  1\ н й м а т и г а  эга  б у л а м и з :

5  да 0,18.

11- §. Узгарувчан ишорали ^аторлар

Л г а р  ц а т о р н и н г  ^ а д л а р и  о р а с и д а  м у с б а т л а р и  .\ам , м а н ф и й -  
л а р и  х ам  б у л с а ,  у х о л д а  б у н д а й  ь^атор у з г а р у в ч а н  и ш о р а л и  1\а -  
тор д е й и л а д и :

и , +  ы4 +  . . . +  ы„ Ч- . . . ,

бунда и и и.,, . . . , ип, . . . сонлар мусбат хам, манфий хам булиши 
мумкин (10-§  дагидаи фаркли). Олдинги пзраграфда куриб утилган 
ишоралари навбатлашувчи каторлар узгарувчан ишорали каторларнинг 
хусусий холидир.

1. Абсолют ва шартли якинлашувчи цаторлар. У з г а р у в ч а н



и ш о р а л и  к а т о р н и н г  а б с о л ю т  в а  ш а р т л и  я ^ и н л а ш у в и  к а б и  м у -  
^ и м  т у ш у н ч а л а р н и  к и р и т а м и з .

1 - т а ъ р и ф .  Узгарувчан ишорали
ы, +  и2 +  . . . +  ип +  . . . ( 1 1 . 1 )

ц а т о р  х а д л а р и  а б с о л ю т  к 1|й м а т л а р и д а н  т у зи л г а н

N  +  N 4 -  ( 1 1 .2 )
к а т о р  я к и н л а ш у в ч и  б у л с а ,  ( 1 1 . 1 )  абсолют якинлаш увчи  цатор 
д е й и л а д и .

2 - т а ъ  р и ф. Агар узгарувчан ишорали (11.1) катор якинла­
шувчи булиб, бу каторнинг ^адлари абсолют цийматларидан 
тузилган ( 1 1 .2 ) ' Р^атор узоклашувчи булса, у .\олда бернлган 
узгарувчан ишорали (11.1) катоР шартли ёки ноабсолют яцин- 
лаш увчи  цатор дейилади.

1-м и с о л .  Иш оралари навбатлашувчи

1 Г  4- -------------- ■ • • 4- (  — 1 ) , , + 1  —  - г  . . .
2 3 п

К а т о р  шартли як.инлашувчи катордир, чунки у якинлашувчи 
(Лейбниц аломати буйича), унинг хадлари абсолют кииматла- 
ридан тузилган

1 +  -  4- ■ - . + - + . . .
2 п

К а т о р  э с а  у з о к л а ш у в ч и д и р  ( г а р м о н и к  к а т о р ) .
2- м и с о л. Иш оралари навбатлашувчи

] ___ I  ' (-  1Г И :
2 2  ' 3* п2 1

к.атор абсолют якинлашувчи )<атоРДнР. чунки у якинлашузчи- 
дир (буни Лейбниц аломати буйича текшири!и осон), унинг 
хадлари абсолют кийматларидан тузилган

1 -Ь —  4- 4- . . . 4- —  4- . . .
22  32

К а т о р  .^ам якинлашувчи (курсаткичи р  =  2 >  1 булган умумлаш ­
ган гармоник катор).

2. Абсолют якинлашувчи каторнинг якинлашиши хакида  
теорема. Узгарувчан ишорали )<ат0Р якинлашувчанлнгининг 
му>;им етарли шартини келтирамиз.

Т е о р е м а .  А гар  узгарувчан  иш орали

и 1 4 '  и* +  . . . 4- ип 4- . . . (11-1)

цатор %адлари абсолют кийматларидан тузилган

К1 4- !ы2| 4- . . .  4- \ип\ 4- . . . (11-2)

цатор яцинлаш са, у  холда  берилган узгарувчан  иш орали  ( 1 1 .2 ) 
цатор %ам яцинлаш ади.
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И с б о т и .  5 П ва стп мос равишда (11.1) ва (11.2) ^аторларнинг п —  
хусуси й  йигиндилари булсин. 5^" билан барча мусбат, 8 ~  билан эса 
5  хусусий йигиндидаги барча манфий ишорали .\адлар абсолют кий- 
м атлари  йигиндисини белгилаймиз. У .холда

*Г. +
Шартга кура (11.2) катор якинлашувчи, шу сабабли ап йигинди а 
лимитга эга. 5,7 ва 5 “  лар эса мусбат ва усувчи, шу билан бир­
га 5 , 7  <  ап <  а  ва 5,7 <  оп <  о (чегараланган), демак, улар хам ли­
митга эга:

П т  — 5~7 П т  5 7  =  5 _ .
П ->оо П-+оо

5  — 5,7 — 5,7 муносабатдан 5„ .\ам лимитга эга эканлиги келиб чи-
кади:

П т  5 (( =  П т  5,7 — П т  5,7 =  5 -1'  — 5 _ .
П —* о о  /1—> 00  П - +  ОО

Д емак, узгарувчан ишорали кат0Р якинлашади.
Абсолют якинлашиш тушунчаси ёрдамида бу теорема ку- 

пинча бундай ифодаланади: хар канДа й абсолют якинлашувчи 
Катор якинлашувчи кзтордир.

3- м и с о л. Узгарувчан ишорали

мп а  +  5 ' п 2 а  +  +  м п л «  +  ( , ,  3 )
12 2 2

Каторнинг якинлашишини текширинг, бунда а- ихтиёрий >*аки-
1чИЙ СО Н.

Е ч л ш. Берилган ка тор билан бирга
| мп 2 а  |МП ОС

12
+

2 2 П2

К а т о р н и  к а Р а й м и з .  Бу кзторни якинлашувчи

1 +  +  —  + . . .  (П .5)
2 2  л2

гармоник к атор билан такк°слаймиз.
(11.4) катоРнинг >\адлари (11.5) к а т о Р 1,и н г  мос ^адларидан 

катта эмас, шу сабабли так кослаш аломатига кура (11.4) к3 '  
тор якинлашувчи. Аммо у ^олда, исботланган теоремага асо- 
сан, (11.3) к ат0Р ^а м якинлашувчи.

Абсолют ва шартли якинлашувчи катоРлаРнинг цуйидаги 
хоссаларини ка йд киламиз:

а) агар к а тор абсолют якинлашувчи б^лса, у ^олда бу ка­
тор >;адларининг урни ка Р Канча алмаш тирилганда ^ам у абсо­
лют якинлашувчи булиб колаверади; бунда кэторнинг й и р и н д и с и
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унинг хадлари тартибига богли^ булмайди (бу хосса шартли 
якинлашувчи ^аторлар учун са^л ан м ай д и );

б) агар цатор шартли якинлашувчи булса, у .%олда бу к а ­
гор хадларининг уринларинн шундай алмаштириб куйиш му,м- 
кинки, натижада унинг йигиндиси узгаради; бунинг устнга 
алмаштиришдан кейин хосил булган катор узоклашувчи катор 
булиб цолиши мумкин.

Мисол учун ш артли якинлашувчи

каторни оламиз. Унинг йигиндисини 5  билан белгилаймиз. Ка­
гор хадларини хар бир мусбат хаддан кейин иккита манфий 
хад турадиган килиб алмаштирамиз:

! ____1____1 , _1_ 1
2  4 ^  3  0  8

Х,ар бир мусбат хадни ундан кейин келадиган манфий .\ад би­
лан кушамиз:

Натиж ада хадлари берилган цатор ^адларнни 1/2 га купанти- 
рлшдан ,\осил булган каторга эга буламиз. Аммо 4 - § д а г и  
1 - теоремага кура бу ь^атор якинлашувчи ва унинг йигиндиси

-т-5 га тенг. Шундай килиб, катор хадларининг жойлашиш
таргибини узгартириш билангина унинг йигиндисини икки ма р ­
та камайтирдик.

12-§. Комплекс ^адли каторлар

Каторлар назариясининг купгина масалалари деярли хеч 
капдай узгаришларсиз хадлари комплекс сонлардан иборат 
булган каторларга утказилади. Д астлаб

г„ ^ -------- г„------

комплекс сонлар кетма-кетлигининг лнмити таърифини кнри- 
тамиз, бунда:

г « =  х „ +  л  =  1, 2,  3,  . . .

1 - т а ъ р и ф .  Агар хар капдай е >  О учун шундай N  натура л оси- 
ни танлаш мумкин булсаки, барча п >  N  лар учун

I г п ~  г о 1 <  8

тенгсизлик бажарилса, у холда г0 -= а ■+ /Ь комплекс сон гп — х п 4  

+  1 (/п комплекс сонлар кетма-кетлигининг лимшпи дейилади. 

гп — г0 =  (*„ —  а) +  I (уп — Ъ) булгани учун \гп — г «1

ЗЭ



=*] г (хп—а)'-+(у1— Ь)'1. Шу сабабли 11т гп =  г0 лимитнинг мавжудлиги
П-* оо

хакиций сонлар кетма- кетлигининг иккита лими™ мавжудлигига тенг 
кучлидир:

Н т  ^  =  а П т  у п Ь. (12.1)
П—+00 П-* со

Бу таъриф 1̂ атор я^инлашишинннг таърифини комплекс 
хадли ь^аторга >̂ еч бир узгаришсиз утказнш имконини беради. 
Комплекс сонлардан иборат.

101 +  И)2 +  . . . + ш п +  . . . ( 1 2 .2 )

каторни тузамиз, бунда
шп =  п - 1 , 2 , 3 ------

Бу цаторнинг дастлабкн п  та хади йигиндисини караймиз, уни 
5 п билан белгилаймиз:

5 , 1  — 0)1 +  иЛ, +  . . . -г  и>п,

З п — комплекс сон:

5„ =- (и1 -|- и,) 1 (ь\ +  V., +  . . .  +  V,,). (12.3)

2 - т а ъ р и ф .  Агар (12.3) каторнинг хусусий йигиндилари кет­
ма- кетлигининг лимита

П т  =  5  =  А +  /В
П—*оо

мавжуд булса, у холда (12.3) комплекс хадли катор щ и н л а -  
ш увчи цатор, 5  эса унинг йигиндиси  дейилади.

( 1 2 . 1 ) га асосан ( 1 2 .2 ) цаториинг якинлашувчи эканидан ^а- 
цнций коэффицентли иккита

А =  и 1 +  и, — . . . -г ы„ +  . . . ,

В  =  - г  У ,  +  . . .  +  Х)п +  . . .

каторшшг якинлашувчи экани келиб чикади.
3-т а ъ р и ф .  Агар П т  8 п мавжуд булмаса, у холда комплекс

/1-* о о

хадли ( 1 2 .2 ) 1̂ атор узоклашувчи катор дейилади.
( 1 2 .2 ) цаторнинг яцинлашишиии текширишда ушбу теорема 

жуда мухимдир.
Т е о р е м а .  А гар

ИЛ +  Иг 1 +  . • . +  I®,,! +  ■ • • ,

бунда |доп| == у  и~п -+- уя катор якинлашувчи булса, у  холда ( 1 2 .2 ) 
катор %ам якинлашувчи булади.

И с б о т и .  Мусбат хадли

Н 1 +  \®г\ +  ■ • • +  К , |  +  • . .



каторнинг яцинл аш увчанлиги ва

К 1 <  V ' ип +  К  =  К 1. К 1 <  У  ип +  К  =  К 1

шартлардан, мусбат хадли каторларни таккослаш аломати асосида 
(6 - §, 1 - теорема)

Ш  +  !цг1 +  • • • +  \ип\ +  • ■ • . Г1 0  4^1

1У 11 +  11'г1 +  • • • +  |Ь'„1 ~  ■
^аторларнинг я^инлашувчанлиги келиб чицади. (12.4) катор- 
ларнинг я^инлашишидан 1 1 -§ даги теорема асосида

и1 +  и2 +  • • • +  ип +  • • • ,

У1 +  V* - г  • • • +  ип +  . . .

каторларнинг якинлашиши, ва демак,

И) 4" Шо ■ т  т>п -4- . . .

цаторнинг .^ам якинлашиши келиб чицади, шуни нсботлаш та- 
лаб цилинган эди.

Исботланган теорема комплекс .^адли цаторларнинг яцин- 
лашишини текшириш учун мусбат хадли цаторлар яцинлашиши- 
нинг барча етарлилик аломатларини цулланиш имконини бе- 
ради.

4 - т а ъ  р и ф. Агар комплекс .^адли цаторнинг ^адлари мо- 
дулларидан тузилган 1̂ атор якинлашувчи булса, бу комплекс 
хадли ^атор абсолют якинлаш увчи  цатор дейилади.

Комплекс ^адли абсолют якинлашувчи каторлар хацикнй 
^адли абсолют якинлашувчи ^аторларнинг ^амма хоссаларига 
эга.

* . ___  ,  со-; 1 мп 1 , соя 2 -г «мп 2 , .
1 - м и с о л .  У ш б у ------------------- 1---------------------- г  . . . +

12 2 2  

. СОЯ Л +  I Я111 П , „
Н-------------------------- г • • - катор абсолют якинлашади, чунки унингп2 •
.хадлари модулларидан тузилган

12 22 П*
^атор якинлашувчидир.

У э- у з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л я р

1. Ишоралари навбатлашувчи ^атор деб цандай цаторга айтилади? Узгарув­
чан ишорали 1̂ атор деб- чи?

2. Ишоралари навбатлашувчи ^атор учун Лейбниц, аломати нимадан иборат? 
Исботланг.

3. Ишоралари навбатлашувчи цатор цолдиги цандай ба^оланади? Мисол- 
лар келтиринг.

4. Узгарувчан ишорали катор учун якинлашишнинг етарлилик шарти нима? 
Исботланг.

5. Абсолют якинлашувчи ва шартли якинлашувчи цаторларнинг таърифини 
беринг. Мисоллар келтиринг.



6. Абсолют якинлашувчи каторларнинг хоссасини нфодаланг.
7. Абсолют якинлашувчи ^аторнинг якинлашиши ха^идаги теореманп исбот­

ланг.
8. Комплекс сонлар кетма- кетлигишшг лимита таърифини ва комплекс хад­

ли якинлашувчи катор таърифини беринг.
9. Комплекс хадли каторларнинг якинлашиши цандай текширилади?
10. 2790 — 2801-масалаларни ечинг.

13- §. Функционал ^аторлар. Якинлашиш сохаси

Хадлари функциялардан иборат булган цаторларни караш- 
га утамиз:

и 1 (х) +  и о (х) +  . . .  -г ип (*) +  • • • (13.1)

Бундай каторлар ф ункционал цаторлар дейилади. щ (х ) ,  и ,(х ) ,  
. . .  функцияларнинг ,\аммаси бирор чекли ёки чексиз интервал- 
да ашпуланган ва узлуксиз.

Функционал цаторнинг ^ади, хусусан, узгармас булиши хам 
мумкин. Бундай холда функционал 1\атор сонли каторга айла- 
нади. Шундай цилиб, сонли катор функционал каторнинг хусу- 
спй хол и экан.

(13.1) ифодада х  узгарувчига баъзи х 0, Х\, . . .  цийматларни 
бериб, у ёки бу сонли ^аторга эга буламиз:

и 1  (л0) +  и, (,г0) +  .  . .  -г  ип (х0) + --------------

« , ( * . )  +  и2 К )  +  . . .  +  « „ ( * , )  +  . . .

ва х. к.
х  узгарувчннинг оладиган кийматига ь^араб (13.2) катор 

якинлашувчи ёки узоклашувчи булади.
х  у з г а р у в ч н н и н г  (13 .2)  со н л и  1̂ атор  я к и н л а ш у в ч и  б у л а д и г а н  

к и п м а т и  (13 .1)  ф ункционал каторнинг якинлаш иш  нуцтаси де-  
й н л а д и .  .V у з г а р у в ч н н и н г  (13.2)  сон ли  1\ а т о р  у з о к л а ш у в ч и  б у ­
л а д и г а н  ^ и й м а т и  (13 .1)  ф ункционал цаторнинг узо^лаш иш  нук,- 
таси д е й и л а д и .

Т а ъ  р и ф. х  узгарувчннинг (13.2) ]\атор якинлашувчи бу­
ладиган хамма ^ийматлари туплами (13.1) функционал цатор- 
нинг якинлаш иш  сохаси  дейилади.

Агар х  узгарувчннинг х0 кийматп (13.1) функционал катор­
нинг якинлашиш сохасига тегишли булса, у холда бу катор­
нинг х  = х 0 нуцтадаги йигиндиси ^а^ида гапириш мумкин:

5  (*о) =  “1 (*о) +  «2 (*о) +  • • • + и п (А'о) +  • • •
Ш ундай килиб, функционал 1̂ атор йигиндисининг киймати х  

узгарувчннинг кийматига богли^. Шу сабабли функционал ка- 
торнинг йигиндиси унинг якинлашиш со^асида х  нинг бирор 
функцияси булади ва 5  (х )  билан белгиланади.

1- м и с о л. Ушбу

1 “Ь -V “Г -V" .V

3— 2640 33



функционал каторнинг хадлари м ахраж и <7 =  х  га тенг  булган гео­
метрик прогрессия таш кил килади. Д ем ак ,  унинг якинлашиши учун 
|а'1 <  1 булиши керак ва (— 1, 1) ннтервалда каторнинг йигиндиси

— га тенг. Ш ундай килиб, ( — 1, 1) ннтервалда берилган цатор 
1 — х

5 (х ) =  - г ~I — х

функцияни аниклайди, бу эса каторнинг йигиндисидир, яъни 

1 Н -  А- - г  А-2  - Г  . . .  +  А - "  +  • .  .  •
1 —  А'

2 - м н е  о л. У ш бу

2 + з т х  3 51 п л* л - ) - 1 +  з т  д.-

ф у н к ц и о н а л  к а т о р  х  пинг х а р  ц а н д а й  ц и й м а т и д а  у з о к л а ш у в ч и .  
Х а к и к а т а н ,  б а р ч а  х  л а р  у ч у н — 1 ^ 5 1 п х ' ^ 1 ,  ш у н и н г д е к ,  ц а т о р -  
нинг х а д л а р и  б а р ч а  х  л а р  учун  м у сб ат .  Ш у  с а б а б л и  м у с б а т  
х а д л и  м а т о р л а р н и н г  т а ^ ц о е л а ш  а л о м а т и н и  ц у л л а й м и з ,  б е р и л ­
ган  к а т о р н и

1 +  - - + ± + ± + - . - + ~ +  ■■■2 3 4 п

г а р м о н и к  ц а т о р  б и л а н  т а 1\ к о с л а й м и з .  Б е р и л г а н  ц а т о р н и н г  ^ а д -  
л а р и  г а р м о н и к  ^ а т о р н и н г  м ос  > ;а д л ар и д ан  (учи н ч и  ^ а д и д а н  
б о ш л а б )  к и ч и к  э м а с ,  г а р м о н и к  ц а т о р  эса ,  м а ъ л у м к и ,  у з о ц л а -  
ш увч и .  Д е м а к ,  б е р и л г а н  1̂ атор .V н и н г  ^ а р  ц а н д а й  1\ и й м а т и д а  
у з о к л а ш у в ч и ,  ш у н и  и с б о т л а ш  т а л а б  к и л и н г а н  эди .

(13 .1)  к а т о р н и н г  д а с т л а б к и  п  т а  ^ а д и  й и ги н д и с и н и  3„(х)  
б и л а н  б е л г и л а й м и з .  А г а р  бу  ц а т о р  х  н и н г  б и р о р  ^ и й м а т и д а  
я ^ и н л а ш е а ,  у  >^олда

5 ( а )  =  5 „ (х )  +  г,Да) 

булади, бунда 5  (х) —  каторнинг йигиндиси,

Г, , (* )  =  “ „4-1 (А') +  и„ ^ Л х) +  • • •

гп (х) микдор (13.1) каторнинг цолдиги дейилади. а- нинг барча 
кийматлари учун каторнинг я^инлашиш сохасида

П т  (а;) =  5  (а)
П-юо

муносабат уринли, ш у  сабабли П т  (5  (л) — 5,, (л-)) =  0 ёки П т  гп (а) =
П—юо

=  0 , яъни якинлашувчи каторнинг колдиги п —► оо да нолга интила- 
ди.



14-§. Текис якинлашиш. Вейерштрасс аломати

13-§ да бнз якинлашиш сохасида П т  гп (х) =  0 эканини аникла-
П—юо

дик. Бу ихтиёрий кичик е >  0 сои учун е ва х  га боглик шундай 
N  (е, х) сон тоиилиб, барча п >  N  (ь-, д) ларда |г п (х)| <  е тенгсизлик 
бажарилиишни б\ 1лд! 1 ра;ц 1.

Функционал каторларшшг шундай синфи мавжудки, бу каторлар 
учун юкоридаги тенгсизлик каторнинг якинлашиш сохасига тегишли 
барча .г лар учун п >  N  булиши биланок бажарилади, бу холда N  
([закат е нинг узига борлш\, яъни N =  N  (е). Бу каторлар текис якин­
лашувчи каторлар деб аталади.

Т а ъ р и ф. Лгар ихтиёрий исталганча кичик г > 0  сон учун 
фацат е га боглик, шундай N (г) сон топнлиб, барча п ^ Л ’ да 
курсатилган сохага тегишли .V .тар учун

К  ( V)! <  8
тенгсизлик бажарилса,

и 1 (х ) +  и2 (д) 4  . . .  -г  ип (х) 4  • • •
ф у н к ц и о н а л  1̂ атор  к у р с а т и л г а н  соха  д а  текис якинлаш увчи  ца- 
тор д е й и л а д и .

Катор текис якинлашишининг ам алда кулай булган етарли­
лик аломатини исботлаймиз.

В е й е р ш т р а с с  а л о м а т и. А гар

Мл') +  М * ) +  • ■ • + и п (х )+  . . . (14.1)

ф ункционал каторнинг цадлари бирор [а, Ь] сохада абсолют 
^иймати буйича бирор якинлаш увчи  мусбат иш орали

с\ 4  с., - 1-  • ■ • 4  сп 4  ■ • . (14.2)

каторнинг мос х^адларидан катта булмаса, яъни
| ип (х) | <  сп (14.3)

булса (бунда п =  1 , 2 , . . . ) ,  у  холда  бсрилган ф ункционал цатор 
курсатилган [а, Ь\ сохада текис яцинлашади.

И с б о т и .  (14.2) катор йигиндисини а  билан белгилаймиз:
о =  с1 4  с2 4  . . . 4  сп 4- - - . ,

у холда а  =  оп 4  &п, бунда ап — п- хусусий йигинди, гп эса бу 
каторнинг п- колдиги, яъни

г п =  с „ + 1  +  с л + _ >  +  ■ ■ • (14.4)
(14.2) катор якинлашувчи булгани учун П т  оп =  о ва, демак,

/2 —> СО

П т  гп — 0.
Л —»оо

(14.1) функционал катор йигиндисини
5  (д )  =  5„ (.V) 4  гп (х) 

куринншда ёзшиз, бунда



5„(х) =  м1 ( х ) +  ■ ■ ■ +  «„(*),

Гп ( Х )  =  и п Н  СГ)  -  г  , (А-) +  . . .

(14.3) шартдан
К + 1  (х)\ <  сп+1, \ип1_2(х)\ <  сп.(.2, . . .

экани келиб читали ва шу сабабли (14.4) дан каралаётган  
со.^анинг барча х  лари учун

К  ( д ')1 <  е„
тенгсизлик баж арилади. Бу эса (14.1) 1\атор [а, Ь\ да текис 
якинлашишинн курсатади. Шуни исботлаш талаб  цнлинган 
эди.

1 - м и с о л .  Ушбу
51П \ 2 X  _ ^ 5 1 П 2 2 Х , , 8111 П2Х  ,

13 2 2  Л*
функционал цатор х нинг барча ^а^иь^ий ^ийматлари учун те­
кис якинлашади, чунки барча х ва п  ларда

1

II-
ушбу

—  +  —  +  . .  • + — + . . .
12 2 2  11“

т^атор эса, маълумки, якинлашувчи, чунки бу курсаткичи 
р =  2 > 1  булган умумлашган гармоник катордир.

Текис якинлашувчи функционал цаторлар учун функция- 
лар  чекли йигиндиси хоссаларини татбиц цилиш мумкин.

1 - т е о р е м а. А гар
и1 (х) +  иг (х) +  . . .  +  ип (х) +  . . .

ф ункционал цаторнинг %ар бир %ади [а, Ь] кесмада узлукси з  
булиб, бу ф ункционал цатор [а, Ь] да текис якинлаш увчи  б у л ­
са, у  %олда цаторнинг йигиндиси 8 ( х )  %ам ш у кесмада у з л у к ­
сиз булади  .

2 - т е о р е м а  (^аторларнн ^адлаб  интеграллаш ^ацида).  
А гар

и у(л) +  и,, (х) +  . . . +  ип (х) -'г  . . . 
ф ункционал аторнинг %ар бир %ади [о, Ь] кесмада узлукси з  
булиб, бу ф ункционал цатор [а, Ь\ да текис якинлаш увчи  б у л ­
са, у  холда

[ и1(х)с1х +  ^ иг ( х )й х +  . . . +  ( ип{х)<1х+ . . .
а а а Ь

цатор хам якинлашувчи булади ва унинг йигиндиси [ 5(х)с1х га
а

тенг булади.
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Юцоридаги теоремаларнинг исботини келтирмаймиз.
2- м и с о л. Ушбу

1 — х2 +  х4  — . . . - И — 1)я х2" +  . . .

функционал катор |х| <  1 да текис якинлашувчи ва унинг йигиндиси 
(каралаётган катор .хадлари геометрик прогрессия ташкил килади)
5  (х) =  2- эканини куриш осон. Берилган каторни 0 дан бирор 

х  <  1 гача хадлаб интеграллаймиз, ьатижада
х3 х* „ х2п+1

х - ^ -  +  —  ~  . . . + ( - \ )

каторга эга буламиз, бу катор \х\ <  1 да текис якинлашади ва унинг 
йигиндиси ^уйидагига тенг:

X X

[  З Д < / х  =  |  7 Т ^ = а г с ^ А 
с о

х
--- агс .V.

Шундай килиб, |х| <  1 да текис якинлашувчи
х5 л* „ *2л+ 1

агс1б х  =  х -  —  +  + ( - 1) 2 Т Г + Т +

каторга эга булдик.
3 - т е  о р е м  а (каторларни хадлаб дифференциаллаш хакида). Агар

и 1 (-') +  и 2 (А) +  • • • +  ип (х) +  . . .
ф ункционал цатор бирор [а, Ь] со.\ада якинлаш увчи  ва 5 ( х )  
йигиндига эга булса, шу билан бирга унинг хадлари  ш у соуада  
узлу к си з  х^осилаларга эга булса уамда

и\ (х) +  и2 (л) +  . . . +  и'п (л) +  . . .

катор [а, Ь] да текис якинлашувчи булиб, а(х) йигиндига эга бул­
са, у  х°лда берилган катор текис якинлашувчи булади ва 5 ' (л) =  
=  о (л) булади.

Бу теореманннг исботини .\ам келтирмаймиз:
3 - м и с о  л. Шу параграфдагн 2- мисолни караймиз:

агс 1§ х  =  х ----- г  +  . . .  -г (— 1)П X

Бундан

х -агс 1§ х  =  д' 2 — -г • • • -г (— 1)" ~ р г  +  • • • (!4 ' 5)

экани келиб чикади. Бунда унг томонда бирор катор турибди. 
Шу каторни хадлаб дифференциаллаб, цуйидагини топамиз:
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Бу каторга Д алам б ер  аломатнни цуллаймиз:
2 п 4 -2

1 “п+!И т
п—юо I и.

=  П т
п —юо

..2Л+ 1

2 п 1
2  п 

2 п — \
•2п— 1

,. 2 ( п + 1)(2 ге— 1) „ ,  =  Ь т  1— —г~------ -  X- =  1-2
п~*эо (2 II 0  2 /I

Г=.

Шундай цилнб, 1̂ аюр абсолют якинлашувчи ва барча |* |< 1  
лар  учун эса текис якинлашувчи булади.

Демак, ^осилаларнинг ёзилган цатори (14.5) ^атор йигин- 
дисидан олинган хосилага я^инлашади:

4 ж3
агс + =  2  х  —л? “ 3 1 •

Бу якинлашиш барча |х| <  1 да текисдир.

Н - 1 Г !2 ^ + „
2п-\- I

У з - у з и  н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Капдай цатор функционал цатор дейилади?
2. Функционал цаторнинг якинлашиш со^асн деб нимага аитилади?
3. Капдай функционал ^атор текис якинлашувчи цатор дейилади?
4. Функционал цаторнинг текис я^инлашншининг Вейерштрасс аломати 

нима?
5. Текис якинлашувчи цаторларнннг хоссаларнни санаб чицинг. Мисол",г> 

келтиринг.
6. 2802—2820- масалаларнн ечинг.

15- §. Даражали к,аторлар

Т а ъ р и ф .  Дараж али катор деб

Яо +  Мл-  — л'о) +  а,(л- — л'о) 2 4- • ■ • +  ап(х — х0)п +  . . . (15.1)

куринишдаги функционал цаторга айтилади, бунда а0, а ь  . . . , ап, . . . 
узгармас сонлар даражали цатэрнинг ксэффициентлари дейилади.

Хусусий ^олда, агар л' 0 =  0 булса, у ^олда биз хадлари х  
нинг д ар аж ал ар и  буйича жойлашган

а0 +  +  а.,х2 4 - . . . +  ап х  +  . . . (15-2)

дараж али  цаторга эга буламиз.
Биз бундан кейин (15.2) куринишдаги д ар аж ал и  цаторлар- 

ни урганамиз, чунки бундай 1\атор а'' =  а'—х 0 алмаштириш билан 
(15.1) куринишдаги ^аторга келтирилади.

Кулайлик учун апхп хадни, унинг (п +  1)- уринда туришига ца- 
рамай, каторнинг п- хади дейилади. Каторнинг озод хади а0 цатор- 
нинг нолинчи .\ади  дейилади.

Д ар аж ал и  ^аторнинг якинлашиш со^аси ^ар доим бирор ии- 
тервалдан иборат, бу интервал, хусусий холда нуктага айла- 
ниб ^олиши мумкин. Бунга ишонч >;осил цилиш учун д а р а ж а ­
ли ь;аторлар назарияси учун му^им булган ^уйидаги теорема- 
ни исботлаймиз.
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1 . А б е л ь  т е о р е м а с и. Агар

(15.2)

даражали катор .т0 Ф 0  нуктада якинлашса, у  холда бу катор х  
нинг | * 1  <  ]л'п[ тенгсизликни каноатлантирадиган барча кийматла- 
рида абсолют якинлашади, яъни  (— |л'0|, /л'0!) интервалда якинла- 
шувчидир.

И с б о т п. Теореманпнг шартига кура

а о “Ь  а 1х о "Ь  ^ 2л о +  • • • + а п-х'о +  • ■ •

сонли 1̂ атор якинлашувчи, шу сабабли унинг умумий хади нол- 
га интилади:

и—> оо
шуига кура бу каторнинг хамма хади чегараланган, яъни шун­
дай А1 > 0  узгармас мавжудки, барча п  ларда

\а п х 1 \ < м

тенгсизлик уринли булади.
(15.2) ^аторни куйидагпча куринишда ёзамиз:

(15.3)

ап а1хо( ~ ) +  «2- ^0 ( —  Г +  • • • +  апХ о ( ~ ) П +  • • • (15.4)
\  л о /  V  л о / V Ао /

Шундан кейин бу катор .хадларининг абсолют кийматларидан
I I- х
М

1 х + а У 0 X о

Л'о л'о
(15.5)

каторпи тузамиз ва шунингдек, хадлари махражи д =  — ва бирин-
, ,  I  х о \

чи хади М  га тенг булган геометрик прогрессиянинг хадларидан 
иборат каторпи караймиз:

М  -г л
* 1- -г М

X
■ -Ь • ■ +  м  1 —

1 Ло •V,. 1 .'о
(15.6)

Агар </ = — ! < ёки |л| <  |л0| б\лса, у холда (15.6) катор якинла­

шади. Шу сабабли абсолют киймаглардан иборат (15.5) катор хам 
якинлашувчи, чунки унинг хадлари (15.3) тенгсизликлар туфайли
(15.6) якинлашувчи каторнинг мос хадларидан кичик. У холда (15.4) 
ёки (15.2) каторнинг узи хам абсолют якинлашади.

Шундай килиб, агар берилган катор х =  х0ф О  да якинлашувчи 
булса, бу катор |л| <  /л0| учун абсолют якинлашувчи булади. Шуни 
исботлаш талаб килшгган эдн.

Н а т и ж а .  Агар (15.2) даражали катор ,г =  .г0 да узоклашувчи 
булса, у холда бу каюр .V иинг ).г| >  |.\-0| тенгсизликни к.аноатлан- 
тирувчи хар капдай кийматида узоклашувчи булади.

И с б о т и .  Катор Сирор (л',| >  1.\0| да якинлашувчи деб фараз ки- 
лаилик, у холда Абель теоремасига бииоан у )д'| <  |л'11 тенгсизликни
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цаноатлантирувчи х ларда, хусусан х =  х0  да, абсолют якинлашувчи, 
бу эса шартга зид. Демак, фаразимиз нотурри, бу эса натижанинг 
тасдири туррилигини билдиради.

1 - э с л а т м а .  Комплекс узгарувчининг

а0 -+- а^г +  а2г2 +  . . . + а п г +  . . . (15-7)

даражали катори учун Абель теоремаси туррилигича колади, бунда 
с,,, аи . . . , ап, . . . комплекс сонлар — каторнинг коэффициентлари. 
Абель теоремасига кура (15.7) каторнинг бирор г0 нуктада я^инла- 
шувчаклигидан унинг

И < |г0|
тенгсизликларни каноатлантирувчи барча г ларда абсолют я^инлаши- 
ши келиб чикади.

5- шакл.

2. ^акнкий ^адли цаторлар учун якинлашиш доираси, интерва- 
ли ва радиуси. Даражали каторнинг якинлашиш сохасини ани^лашга 
киришамиз. Абель теоремаси даражали каторнинг якинлашиш ва узок- 
лашиш нукталарининг жойлашишлари ха к. и да мулохаза юритиш имко- 
нини берадк. Х,акик;ата1Г, агар х0 якинлашиш ну^таси булса, у холда 
(— ко!, 1А'о1) интерЕалнинг хаммаси абсолют якинлашиш ну^талари 
билан тулдирилган. Агар х, кукта узоклашиш нуктаси булса, у  хол­
да |хх| дан унгдаги чексиз ярим турри чизикнинг ва— |хх| дан чапдаги 
чексиз ярим турри чизикнинг хаммаси узоклашиш 'нуктасидан иборат 
булади (5- шакл). Бундан шундай Я  сон мавжуд эканлиги р.а |х| <  Я  
да абсолют якинлашиш, |х| >  Я  да эса узоклашиш ну^таларига эга 
булишимиз келиб чикади. Шундай ^илиб, даражали каторнинг якин­
лашиш сохаси маркази координаталар бошида булган интервалдан 
иборат.

2 - т а ъ р и ф .  а 0 +  а! х + а 2х2+  . .  , +  а„ х" +  ■ • . даражали ца- 
торнинг якинлаш иш  сохаси деб шундай (— Я, Я) интервалга 
айтиладики, бу интервалнинг ичидаги ^ар 1̂ андай х нуцтада 
цатор якинлаш ади  ва шу билан бирга абсолют якинлашади, 
ундан тацщарида ётувчи х ну^таларда 1\атор узоклашади. Я 
сони дараж али  каторнинг якинлаш иш радиуси дейилади (6 - 
ш акл).

Интервалнинг четки ну^таларида, яъни х —Я ва х —— Я ну^- 
таларда  берилган ^аторнинг я^инлашиши ёки узоклашиши 
масаласи 1̂ атор учун ало^ида >^ал цилинади.

Б аъзи  каторлар учун якинлашиш интервали ну^тага айла-
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Котор абсолют 
якинлашади

6- шакл.

нио коладн, у холда /? =  0  булади; баъзилари учун эса бутун 
Ох укипи цамраб оладн, яъни Д = оо булади.

Д ар аж ал и  катор якинлаш иш радиусини ани^лаш учун ф ор­
мула чи^арамиз. Яна

(15.2)

цагорни караймиз. Унинг ^адларининг абсолют кийматларидан 
1̂ агор тузамиз:

(15.8)

мусбат хадли каторга эга буламиз. (15.8) ^аторнинг яцинла- 
шишинн аниклаш учун Д алам б ер  аломатини цуллаймиз.

_«-М I

со Ч~ а 1х  агх2 Ч- • • • Ч~ опхп +  . . .

1ао1 Ч- 1̂ 1*1 Ч- |аоЛ'2| -г  . . . +  |апхп\ +  • • •

1 •
11 гп =  Пт
п~>оО “п н -+00

Ул-М ■ Игл /I —|— I \х\ =  / • \Х\

лимит мавжуд булсин. У холда Даламбер аломатига кура 
(15 8 ) катор, агар / |л| <  1 , яъни |х| <  — булса, якинлашувчи, агар

I ■ |Л) >  1 , яъни |д-| >  — булса, узоклашувчи булади.

Демак, (15.2) катор |а | <  у  да абсолют якинлашади ва |х| >  -~  

да узоклашади.
Юкоридагилардан | — у ,  — ) интервал (15.2) каторнинг яцикла- 

шкш интервали экани келиб чикади, яъни

Я =  —  =  П т
*п+\

(15.9)

Якинлашиш интервалини аницлаш учун шунингдек Коши 
аломатндан хам фойдаланиш мумкин, у холда

/? =
П т  , |ап |

(15.10)

2 - э с л а т м а. (15.9) ва (15.10) формулалардан катор хад ­
лари тула, яъни катор коэффициентлари нолга айланмайдиган 
^олларда якинлашиш радиусларини топиш учун фойдаланиш
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мумкин. Агар ь^атор ф а^ ат  жуфт дараж аларн и  ёки ф акат  ток 
д араж аларн и  уз ичига олса ёки д ар аж ал ар и  каррали  бул­
са ва .4 . к., у холда якинлашиш интервалини то п и т  учун бево- 
сита Д аламбср  ёки Коши аломатидан, (15.9) ёки (15.10) фор- 
мулаларни чикаришда килинганидек фойдаланиш керак.

3- э с л а т м а. Ушбу

а0 +  а х (х — л'о) -г а.г (х — х0)п- +  . . . +  ап (х — .г0)" +  . . .

куринишдаги д ар аж ал и  каторлар учун юкорида айтнлганлар- 
нинг хаммаси уз кучида колади, бунда фарц шундан иборат- 
ки, энди якинлашиш маркази л- =  0  нуктада эмас, балки х  = х 0 
нуктада ётади. Д ем ак , якинлашиш интервали (д' 0— /?, х 0 + Я) 
иитервалдан иборат булади, бунда Я  (15.9) ёки (15.10) фор- 
мулалар буйича ани^ланади, шу билан бирга 2 - эслатма бу 
каторлар учун уз кучида ^олади.

4 - э с л а т м а .  Ю корида айтилгаиларнииг хаммаси комплекс 
узгарувчили

дараж али  кагор учун хам уз кучини саклайди. Бу каторнинг 
аникланиш со.^аси 2  комплекс узгарувчи текислпгидаги м ар ка­
зи координаталар бошида булган доирадан иборат. Бу дойра 
якинлашиш доираси дейилади. Якинлашиш доираси ичида ёт- 
ган нуцталарда (15.11) 1̂ атор абсолют якинлашади. Яцинла- 
шиш доирасининг радиуси дараж али  цаторнинг якинлашиш ра- 
диуси дейилади. Д емак, якинлашиш со-^саси радиуси Я бул­
ган доирадан иборат булади: | г |  < /? ,  бунда (15.11) катор аб­
солют якинлашади (7 - шакл) .

1 - м и с о л .  Д а р а ж а л и  каторнинг якинлашиш интервалини 
тоиинг:

(15.11)

/- шакл. 8- шакл.

_  (2х)1 +  ( 2  д)з
1 2 3

( _ ] ) " + ' . . .
п
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Е ч н ш .  Бунда

п + 2  2 '
,«4-1

/ Н - 1

Шу сабабли

К =  П т
П-+оо

.. 2 " ( п - 1) 1 .. „ +
=  П т  — 5— -г2- =  — П т  ——

„4-1 п- 2п+ 1 2  п -

Демак, ( — - ,  —) интервал якинлашиш интервали булади.
ч 2 2 ,

х  =  ~  Да • — ■“  +  ~  — • • • каторга эга буламиз, бу катор Лейб­

ниц аломати буйича якинлашувчи. х  ■■ 1 . 1 1- — да — 1 ---------------
2 2 3

каторга эга буламиз, бу 1̂ атор гармоник !^атор сифатида узоклашувчи. 
2 - м и с о л .  Каторнинг якинлашиш интервалини аникланг:

, (X- — 1)2 , (х — I) 3
л _ ( а - 1 ) п

1 - 2  2 - 2 2  

Е ч и ш .  Бунда а

3 .2 :*
/ 1- 2 "

п-2" ’ " + 1 (п +  1) 2п + '
, шу сабабли

Я =•= П т ап ] ,. (/;-!- 1)-2 , , + 1  п 1 __— п т  -— — ------ ------ =  2  П т  —— =

Якинлашиш интервалининг маркази л: =  1 нуктада, шу сабабли 
(— 1 , 3) интервал каторнинг якинлашиш интервали булади. х  =  — 1 

1 1
да — 1 +  — — — +  . . . каторга эга буламиз, бу катор Лейбниц

аломатига кура якинлашувчи, х  ~  3 да 1 -}—^—|—^ . . . каторга 

эга буламиз, бу катор гармоник катор сифатида узоклашувчи.

3 - ми с о л. КаТ0 Р|1И|1Г якинлашиш доирасини топинг:

1 -г г +  г2 +  • • • -г г" +  . . .

Е ч и ш .  Бунда ап =  1, с п + 1  =  1, Я =  П т
а п+ 1

=  1. Демак, ра­

диуси /? =  1 , маркази координаталар бошида булган дойра якинла­
шиш доираси булади, яъни \г\ <  1 дойра якинлашиш доираси булади. 
Бу дои рада катор абсолют якинлашади (8 - шакл).

4 - м и с о л .  КатоРнниг якинлашиш доирасини топинг:

1
г — 1 (2 — 1)2

I Г+  - 2 7 — +1 !

Е ч и ш .  Бунда ап =  — , ап+{ = 1

(п-|- 1)!

(2 - 1)" .

, шу сабабли
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7? =  Н т
°/1-Н

=  П т  =  П т  (п +  1) =  оо.
п—к пл п\ п-ъж

Демак, якинлашиш доираси бутун комплекс текисликдан иборат 
булади.

^аторни караймиз. Бу каторга нисбатан 11-§ даги натижаларни 
цулланиш учун куйидаги теоремани исботлаймиз.

Т е о р е м а .  Д араж али к^атор якинлаш иш  интервалы ичида  
ётган \а р  цандай  [— Ь, Ь] оралицда текис яцинлаш увчидир.

И с б о т и .  х 0 ну^тани тенгсизлик уринли булади-
ган цилиб танлаймиз ( 9 - ш акл).  Бу ну^та якинлашиш интер- 
вали ичида ётади, шу сабабли Абель теоремасига биноан

сонли катор абсолют якинлашувчи булади. Ихтиёрий .г С [ — Ь, Ь] 
нукта учун |х| <  |х0 1 тенгсизлик уринли, шунга кура

тенгсизлик уринли, бошкача айтганда, (16.1) каторнинг хадлари якин­
лашувчи мусбат каторнинг хадларидан кичик. Демак, Вейерштрасс 
теоремасига кура (14-§) барча — Ь, Ь] лар учун (16.1) катор 
якинлашувчи. Шу теоремага асосан, шунингдек, текис якинлашувчи 
каторларнинг хоссаларига биноан даражали каторларнинг куйидаги 
хоссалари уринли.

1 . Иириндининг узлуксизлиги. Д ар аж ал и  каторнинг йигин­
диси шу каторнинг якинлашиш интервалнда узлуксиз.

2. Даражали каторларни интеграллаш. Д ар аж ал и  . каторни 
узинннг якинлашиш интервалнда хадлаб интеграллаш мум­
кин.

X X X  X
[ 5  (х) йх  =  [ а0 йх  +  |" аухйх  - г  [ апхп ах  - г  . . . =

* 16-^§. Даражали цаторнинг текис яцинлашиши хакида 
у \  теорема. Дараж али цаторларнинг хоссалари

Якинлашиш радиуси Я га тенг булган
5  (х) =  а0 +  ахх  +  а2х 2 - ( - . . .  -Ь апхп (16.1)

о о с ь

— а0х  +  - у  х г -р  . . ~ - 1ХП+' +  . . .  ..V € ( - / ? ,  /?)•

9- шакл.

о
Ь 3. Даражали каторларни диф- 

ференциаллаш. Д ар аж ал и  катор­
ни узннинг якинлашиш пнтер- 
валида ихтиёрий сон марта .^ад- 

лаб дифференнналлаш мумкин:
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5 '  (л) =  аг +  2  а,х  +  3 а3х- -1- . . . +  паихп 1 4 - . . . , х ^ ( — Я, /?).

5"  (д-) =  2 а2 -г  3• 2  а3х  +  . . .  +  п (п — 1) апх ' ~ 2 -г . . .  , 

х € ( — /?, Р )\
ва х. к.

У з-у з и н  и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р
1. Кандай цатор даражали цатор дейилади?
2. Абель теоремаснни ифодаланг ва исботланг.
3. Дараж али  цаторнинг якинлашиш радиуси ва интервалини аннцланг.
4. Д араж али каторнинг якинлашиш радиусини >;исоблаш формуласини 

чн^аринг.
5. Комплекс узгарувчи даражали ^аторининг якинлашиш радиуси ва до­

ираси ь;андай аницланади?
6. Дараж али  цаторнннг текис яцннлашиши \а^идаги  теоремани исбот­

ланг.
7. Дараж али  цаторнипг хоссаларини айтннг.
3. 2878-2889- масалаларни ечинг.

17-§. Тейлор ^атори

3-бобнинг 2 1 -§ и д а  (Олий математика, 1-жилд. 2 1 - § . ) я + 1 -  
тартиблигача хамма хосилаларига эга булган /(*) функция учун 
х =  а нукта атрофида

1(х) =  Ца) +  Г ( а ) +  . . .  +  Г  (а) +  Яп(х) (17.1)

Те«лор\формуласи уринли экани курсатилган эди, бунда ^олдик; хад 
д е б  аталувчи Яп(х) хад

=  ( 1 7 . 2 )

формула буйича хисобланади, бу ерда а < % <  х  ёки х  <  |  <  а 
( 1 0 - шакп).

Агар /(х) функция х  — а нук,та атрофида хамма тартибли хоси- 
лаларга эга булса, у холда Тейлор формуласида п  сонини исталганча 
катта килиб олиш мумкин. Каралаётган атрофда

Нгп Яп (х) =  0
П-*-уг

деб фараз цилайлик.
У холда (17.1) форму лада га->оо да лимитга утиб, унгДа чек­

сиз каторга эга буламиз.
Т а ъ р и ф .  }{х) функциянинг

№ ) « , ( „ >  +  + - “ / ' ( < » +  . . .  +  - ^ ^ / < »  +  . . .  (17-3) 

куриниц'-^аги ифодаси бу функция-
нинг Тейлор цатори дейилади. * ? * Т

Охирги тенглик п  ->  оо да __________ _________
Р,, {х^ -> 0  булсагина уринли. Бу " * а Т
х.олда унг томондаги ^атор я^инла-
шузчи ва унинг йигиндиси берилган 10-шакл.

-  45



/  (х) функцияга тенг. Шуни курсатамиэ. ^а^и^атан хам, /  (х) — 
=  Рп (х) +  Яп (х), бунда

Ра (*) = /(^+ ̂ Т Г /'(«)+ ••• +  ^  /<п) (а).
Аммо шартга кура, Н т  Яп (х) =  0, у холда /  (х) =  Н т  Рп (х). Бирок

П~>г>о Л-»-»
/?„(*) (17.3) каторнинг /г- хусусий йигиндиси, унинг лимита (17.3) 
нинг йигиндисига тенг. Демак, бу (17.3) тенглик уринли.

Шундай килиб, П т  Яп (х) =  0 булгандагина Тейлор катори берил-
о

ган функция ни ифодалайди.
1. Даражали цатор ёйилмасининг ягоналиги ^акидаги тео­

рема. Х,ар цандай функция .%ам Тейлор ь^аторига ёйнла берман- 
ди. Аммо функцияни бирор дараж али  каторга ёйиш мумкин 
булса, бу ёйилма Тейлор цатори буйича ёйилма булади.

1- т е о р е м а .  Агар

/(л) =  а0 +  а ^ х  —  а) +  . . . +  ап (х —  а)" +  . . . (17.4)

булса, унгда турган катор х  6  [а — Н, а +  /?] лар учун  /  (х) ф унк­
цияга якинлашади, шу сабабли бу катор Тейлор катори булади, 
яъни

а =  ^ > -" п\

бунда п — 0 , 1 , 2 , . . . .
И с б о т и .  (17.4) тенгликка дараж али  каторларни п марта 

^адлаб  дифференциаллаш хоссасинн цуллаймиз. Н атиж ада )^у- 
нидагиларга эга буламиз:

/ '  (х) =  а1 +  2  а2 (х — а) +  . . .  +  пап (х — а)п~ ] +  . . .

/" (х) =  1 • 2  а., -г 3 • 2  • а3 (х — а) +  . . .  +  п (п — 1) ап (х — а)п~ 2 +  • • •

!{п)(х) =  п\ ап +  . . .

Агар бу тенгликларда х  = а деб олинса, у .^олда биринчиси- 
дан боища хамма ^ушилувчилар нолга айланади ва биз

/ '(« )  =  1 ! а1§ /"(а) =  2 ! а2........... ? п>(а) =  п\ а, Пу

тенгликларга эга буламиз, бундан п — 0 , 1 , 2 , . . .  булганда

(17-5)п\

тенгликка эга буламиз.
Бу теоремадан [ (х) фуикциянинг битта соханинг узида иккита

!(х) =  а0 +  а1(х —  а )+  . . . + а п (х —  а)'г+  . . .



}(х) =  Ь0 +  Ь1(х —  а ) +  . - • +  Ьп (х — а)п +  . . .

каторга ёйилмаси булса, у холда бу иккала катор битта Тейлор ка- 
торининг узи булиши ва шу сабабли улар бир хил булиши, яъни

ао =  К  =  Ь1У . . . , ап =  Ьп, . . .

ъкапи келиб чикади.
2. Функциянинг Тейлор каторига ёйилишининг етарлилик 

шартлари. Функциянинг Тейлор ^аторига ёйилишининг цуйида- 
ги аломати амалий кулланишлар учун ^улайдир.

2 - т е о р е м а .  А гар \ ( х )  ф ункция х  = а ну^танинг бирор ат­
рофида абсолют циймати буйича айнан бир соннинг узи  билан  
чегараланган исталганча юцори тартибли хосилаларга  эга б у л ­
са, у  холда  бу ф ункция курсатилган х  = а нуцта атрофида Тейлор 
каторига ёйилиш и мумкин.

И с б о т и .  Биз х  =  а атрофнинг хамма нукдалари учун п -* -о о да 
Яп колди^ хаднинг нолга интилишини исботлашимиз керак. Теорема- 
иинг шартйса кура шундай мусбат узгармас сон М  >  о мавжудки, 
курсатилган атрофдаги барча х лар учун

|/('!+1) (х)| <  М
тенгсизлик бажарилади. У холда (17.2) шарт буйича /  (х) функция­
нинг Тейлор ёйилмасидаги Яп (х) ^олдиги учун ушбуга эга буламиз:

а д  = ( х — а)п+[ < М |ЛС~ Д1"+1.. (17.6) 
( л + 1)! (п +  1)!

Бундан, х — а атрофнинг барча нукталари учун П т  |/?(1 ( х ) | = 0 ,
П—У X)

Яуг 1 • |д; — а1п+] .  \х - а \ п+ '  _чунки М  н т 1-------!— =  0, ( п т -------1—  =  0 якинлашувчи каторнинг
п~+~с {п -4- 1)! п—►•х) (я  -}■' 1)!

умумий хади сифатида, 15- § даги 4-мисолга к;аранг). Теорема исбот­
ланди.

18-§. ех, 8шх,  со&х, 1п(1+ж), (1+ж)а функцияларни ж нинг дара- 
жалари буйича ёйиш. Купинча функцияларнинг х нинг даражалари 
буйича ёйилмаларидан фойдаланилади. Бу холда (17.3) формулада 
а — 0  деб олиб, ушбу каторга эга булинади:

/  (х) = / ( ( ) )  + 7 7 / ' ( 0 ) +  . . . Ч- ~  / ('° (0 ) +  . . .  (18.1)

Бу катор Тейлор каторипинг хусусий холидир, у Маклореи ^атори 
деб аталади.

Элементар функцияларни Маклорен каторига ёйишни куришга ута- 
миз.

1. ех функциянинг х  нинг даражалари буйича ёйилмаси. /(х) =  
=  е~ функцияни (18.1) Маклорен ^аторига ёямиз. / ' ( х ) = /" (х )  =  
=  . . . =  / (п) (х) =  ех булгани учун х =  0  нуктада



/ ( 0 )  =  П 0 ) =  • • • =  Рп) (0) =  е° =  1

тенгликларга эгамиз. [— /V, Л'] ораликни цараймиз, бунда N — их­
тиёрий тайинланган сон. х  нинг бу интервалдаги барча цийматлари 
учун

/ <п) (х) =  ех <  еы =  .V/ >  0.

Демак, бу ораликда хосилаларнинг [^аммаси битта Л/ =  ем соннинг 
узи билан чегараланган ра исботлангаи теоремага кура

Н т  Кп (х) =  0.
я -> х>

Аммо фаразга кура N  исталган сон, демак, /  (дг) =  ех функция х 
нинг хамма кийматларида, яъни Ох уцининг хамма ерида Маклорен 
каторига ёйилади.

Шундай килиб,

ех =  1 + % +  . . .  +  А -  -г ■ • • , х ^ ( — оо, оо). (18.2)

2. 51 п х  функцияни х  нинг даражалари буйича ёйиш. /  (х) — ьзшг
функцияни (18.1) Маклорен каторига ёямиз.

/ '  (х) =  С05 X =  51П [х +  ~ |  ,

/ "  (а:) =  —  31П X =  51П I X +  2  • — | ,
V 2 ) 

/'" (х) =  —созл: =  5 ш (х  +  3 • ^  V

/ <П)(х) =  5Ю ( х  +  п - ^  

булгани учун х  =  0  нуктада куйидагиларга эга буламиз:
НО) =  о, П О ) =  1, П О )  =  0, г  (0) =  -  1, Г  (0) -  о

ва х. к.
Хосилаларнинг кийматлари такрорланади ва

0, 1, 0, - 1, 0, 1, 0, - 1, . .  .

такрорланувчи кетма- кетликни хосил килади. з!п х функциянинг ис­
талган хосиласи хамма х  лар учун абсолют циймати буйича 1 дан 
катта булмайди, яъни

| / п)(х)| =  |з1п (х  -г  п ■ — ) <  1 ва П т  Кп(х) =  0 .

Демак, /  (х) =  з т  х функция сонлар турри чизигининг хамма ну^- 
таларида Маклорен каторига ёйилади:



51п х  ток, функция, каторда х  нинг ток даражалари катнашади.
3. сохх  функцияни х  нинг даражалари буйича ёйиш. Б у  ёйил- 

мани 51П х  функцияни каторга ёйишда кулланилган усулнинг узи би­
лан хоеил килиш мумкин. Аммо 81 п х  функциянинг (18.3) ёйилмаси 
л ад м а -х а д  дифференциалланса, с о з х  функция ёйилмасини осонрок 
олиш мумкин (даражали каторларнинг хоссаларига асосан):

(51ПЛ-)' =  У  —  I —  I - г  . . . -Г (—  1)п + 1 ( (2 ^ - - ~1)!' I +  • • •

Дем ак,

с о з  х  "  1 —  ^ - - г  . . . +  ( —  1 ) " + ' 7 2 7 Г ^ 2 7 !  - г  • • • ,  ^ € ( о о ,  о о ) .

соь х  ж у ф г  функция, каторда .г нинг ж у ф т  даражалари катнашади.
4. 1п(1 — х)  функцияни х  нинг даражалари буйича ёйиш. / ( х )  =  

=  1п ( 1 +  л) функцияни Маклорен каторига ёйиш учун чексиз камаюв- 
чи

_ ! _ =  \ - х  +  х 2 _  .  . . +  ( _ 1 ) "  х "  +  . . .  ,  А - € ( —  1 ,  1 )

] -(- X

геометрик прогрессиянинг йириндиси формуласидан фойдаланамиз. 
Даражали каторларни якинлашиш интервалида интеграллаш хоссаси- 
дан фойдаланамиз:

X Я X [X  X

|  =  ^ й х  —  |  хйх  +  |  х2йх  —  . . . - ) - ( —  1 )" | хпйх  +  . . .

0 0 0 0 о

Бундан

+  , * € ( - ! ,  1).

5. (1 +  х)а функцияни х  нинг даражалари буйича ёйиш. /(* ) =  
=  ( 1  + х ) “ функцияни Маклорен цаторига ёямиз, бунда а  — ихтиёрий 
хациций сон. Бу ерда Нп (х) цолди^ хадни бахолаш бирмунча мурак- 
каблик ^илади, шу сабабли берилган функцияни ёйишда бош^ачароц 
йул тутамиз. !(х)  ни дифференциаллаймиз. Куйидагиларга эга була­
миз:

/'(* ) =  « ( !  +  х)а~ \

Г  (х) =  а ( а  —  1) (1 +  х)а~~,

1{п)(х) =  а (а  —  1) . . . (а —  п +  1 ) ( 1  +  х )а "•

4—2640 49



х  =  0  да

/ ( 0 ) =  1 , / '  (0 ) =  «, / " ( 0 ) =  а  (а  -  1 ), . . .  , Г ( 0 ) =
=  а  (а  — 1) . . .  (а — я +  1) 

ларга эга буламиз. Хосилаларнинг топилган кийматларини (18.1) фор- 
мулага куямиз, натижада ( 1  - г  л)“ фушшиянинг Маклорен каторига
эга буламиз:

. а  , а  (а —
------ X -1-----------

1! 2 !
- 2

а {п. — 1) . . .  (а —л-г 1) п ,; х . . . (18.4)

Бу катор бипомиал катор дейилади. Шу каторнинг якинлашиш ин­
тервалини топамиз:

а  (а — 1) . . .  ( а  — п +  1) (п ~  1)!
Я =  П т

°л-М1

=  П т
П —► х п\ а  (а — 1) . . . (п. — п +  1) (а  — п)

п -!- "п т
\п — /г

1

Куриб турибмизки, биномиал катор (— 1 , 1) интервалда абсолют 
я^инлашар экан.

Крлди^ з^адни бахолашга киришамиз, бунда 0  <  х  <  1 хол билан 
чекланамиз. Бу интервалда (1 +  х) п 1 =  — —^ _ (аг п <  * (барча

п >  а  — 1 лар учун) ва шу сабабли

|/('!+1, (л-)| =  | а ( а  -  1) . . . ( а - л ) ( 1  +  х)а~п^
— 1 ) . . . (а  — л)|.

(1

<  | а  ( а  -

Бу ерда функцияни Тейлор ^аторига ёйишнинг етарли шар- 
ти хакидаги теоремадан (17-§, 2 - теорема) фойдалана олмай- 
миз, чунки хосила учун топилган чегара п га боглиц. Шу са ­
бабли (17.6) тенгсизликни ^уллаймиз:

1В Д <
а  (ос — 1) . . .  (а  — я) ■

( п + 1)!

Тенгсизликнинг унг цисми |х| <  1 да якинлашувчи (18.4) даражали 
катор (п +  1)- хадининг абсолют кийматидан иборатдир, айтилган ка­
торнинг якинлашишини хозирпша юкорида исботладик. Демак,

П т  Я п (х) =  0.
П—

Шундай килиб, (18.4) биномиал катор (— 1, 1) да ( 1  + .г )а функ­
цияни ифодалайди:

(! -г* ) 1 +  - ^ х +  . . .  + а ( а - 1) . . . ( а - п - Ц ) л, . +  _
1! п!
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* 6 ( - 1 ,  1).
а  ни н г  т у р л и  ц и н м а т л а р и  учун  б н н о м и а л  к а т о р л а р н и н г  бир 

н еч та  хусуси й  к у р и н и ш л а р и н и  хосил  к и л а м и з :

а) Агар а  — булса, у холда бипомиал катор бундай ёзилади: 

1 " Г - ; , . 1 1 • /  п "  г ‘ 1 - 3-  • • • • (2/2— 3) _ .
[ 1 +  .V =  1 - г  -  А- -  —  А- - г  • • • -Г  ( -  1) ■ 2 : х  +

- Г ---------а'€  [—  1 ; 1].

б) Агар а - —  у  булса, у холда бипомиал катор бундай ёзила-

1 , 1 . 1 - 3 . ,  , ЬЗ- . . . • (2п — 1) , 
--------= 1“  Т  х  т  -V —  • • • Т  (—  1) • — — ------- ---------- X +

ди:

I  1 : .V 2 2-4 2-4- . . .  ■ 2п
- г . . . ,  лб  (—  1 ;

У з-у з п н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. /(л) функциянинг Тейлор цатори деб нимага айтилади? Тейлор цатори- 
нинг колднк .\ади деб нимага айтилади?

2. Функциянинг даражали каторга ёйнлмасининг ягоналмги хацидаги те­
оремани исботланг.

3. Функциянинг Тейлор каторига ёйнлмасининг етарлплнк шарти хацида- 
ги теоремани исботланг.

4. е ' функцияни даражали каторга ёйннг ва колдик -Чад ёрдамида з^осил 
булган каторнинг берилган функцияга яцинлашишинн исботланг.

5. соя х  функцияни даражали цаторга ёйинг ва .\оснл булган каторнинг 
берилган функцияга якинлашишини колднк \ а д  ёрдамида исботланг.

6. $1п *  функцияни даражали кат0Рга ёйинг ва .\осил булган катоРнннг 
берилган функцияга якинлашишини колдик ^ад ёрдамида исботланг.

7. 1п ( 1+д)  функцияни даражали катоРл аРнн интеграллаш .^ацидагн 
теоремадан фойдаланиб кэторга ёйинг.

8. (1 + х )а  функцияни даражали каторга ёйинг ва .^осил булган каторнинг 
якинлашиш ннтервалини топннг.

9. 2841—2868-масалаларни ечннг.

19- §. Дифференциал тенгламаларни ечишга даражали  
^аторларни татбик килиш

Функцияларни д ар аж ал и  каторларга ёйиш ёрдамида хар 
хил дифференциал тенгламаларни такрибан интеграллаш мум­
кин. М ураккаб назарий тасаввурларга берилмасдан, хусусий 
ечимни топишнинг иккита усулини караймиз.

Биринчи усул. Дифференциал тенглама ва хусусий ечимни 
аницловчи бошлангич ш артлар берилган булсин. Тенгламанинг 
ечимини бошлангич ш артлар  берилган х 0 нукта атрофида 
(а:—а 0) нинг д ар аж ал ар и  буйнча жойлашган каторга ёйиш мум­
кин:

у  —  а0 -Ь а 1 (х  —  А'0) +  а., ( х  —  д'0)2 +  . . . +  ап (х  —  д-0)я +  . . . 

)\озирча номаълум коэффициентли бу каторни тенгламанинг
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тартиби рандам булса, шунча марта дифференциаллаймиз. 
Шундан кейин тенгламада ном;аълум функция ва унинг ^оси- 
лалари  урнига тегишли цаторларни ь^уйиб, айниятга эга була­
миз, ундан ^аторнинг иомаълум коэффициентларини ани 1у  
лаймиз. Бунда цаториинг дастлабки коэффициентлари (улар­
нинг сони тенглама тартибига тенг) бошлангич шартлардан 
ани^ланади. Айникса чизикли тенгламаларни бундай усул би­
лан ечиш г^улай.

1 - м и с о л .  Иккинчи тартибли чизикли у "  =  ху  дифференциал 
тенгламани у \ х=0 =  1 , у ' \ х=а =  ® бошлангич шартларда ечинг.

Е ч и ш .  х0 = 0  булгани учун ечимни х  нинг даражалари буйича 
тузилган цатор куринишида излаймиз:

Бошлангич шартлардан фойдаланиб, дг =  0 цийматни (19.1) ва
(19.2) ^аторларга ь^уйиб, дастлабки коэффициентларни топа- 
м из:

Ш ундан кейин берилган тенгламадаги у  ва у "  лар  урнига 
уларнинг (19.1) ва (19.3) ёйилмаларини цуйиб

1 • 2а2 +  2 • 3а3х  +  . . .  +  п (п —  1) апхп~ 2 +  . . . =

=  а0х +  . . . +  апхп+1 +  . . .

айниятга эга буламиз. х  нинг бир хил д ар аж ал ар и  олдидаги 
коэффициентларни тенглаб, топамиз:

Бундан о0 =  1, а1 =  0 эканини хисобга олиб, куйидагиларни куриш 
осон:

У =  о 0 +  Я] х  +  а., х~ +  . . .  +  ап х п +  . . . 

Бу цаторни икки марта дифференциаллаймиз: 

у '  =  а, +  2а.,х +  . . . +  папхп~ 1 +  . . . 

у "  =  1 • 2а, +  . . .  +  п (п —  1 )а п хп~ 2 +  . . .

(19.1)

(19.2)

(19.3)

°0 — 1, «1 =  0.

1 • 2а2 =  0,
2-3 а3 =  аОУ 
3 • 4 а 4 =  а х

( п — \)пап =  ап_ 3.

Бошк,ача айтганда (19.1) кат орда
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. 1 1-4 1-4-7- . . . • (Зя — 2)
оп =  1 , От =  —, а к --  — , • • • , ,

о 3 3! 6 6! Зп (Зя)!

бу каторнинг колган коэффициентлари эса нолга айланади.
Шундай килиб, биз тенгламанинг катор куринишидаги ечи- 

мпга эга буламиз:

,/ =  ] +  1- х з +  —  х9 - ь . . .  + 1-4 ' 7~ • • • • <3 я --а> лз„ +  . . .
31 б! (Зя)!

Бу цатор .V нинг хар кандай кийматида якинлашувчи эканини 
Д алам б ср  аломати ёрдампда курсатиш мумкин. Шуни кайд ки- 
ламизкн, тенгламанинг тартиби уни ь^атор ёрдампда ечиш усу- 
лига хеч бир таъсир этмайди. /

Иккинчи усул. Агар теиглама чизикли булмаса, у холда у  
урнига унинг цаторга ёйилмаси

у  =  а0 +  а, (х  —  х0) +  . . . +  ап (х —  х0)п +  . . . (19.1)

ни куйиш номаълум коэффициентларни аниклаш учун мурак- 
каб тенгламаларга олиб келади. Бундай ^олларда цуйидагича 
иш куриш фойдали. Тенгламада у  ни д: нинг функцияси деб ^а- 
раб, уни бир неча марта дифференциалланади. Тенгламанинг 
узида ва унинг хосилаларида х  = х 0 (х 0 учун бошлангич шарт- 
лар берилган) деб олиб ва бошлангич шартларни инобатга 
олган холда (19.1) катор коэффициентлари кетма-кет топилади.

2 - м и с о л .  у "  =  х 1- \-у г тенглама ечимининг даражали каторга 
ёйилмасининг бир неча ладини у  | л=1 == 1 , у ' \ х=\ =  0  бошлангич 
шаргларда топинг.

Е ч и ш .  Ечимни
у  =  а0 +  о, (х — 1) ■+ . . .  +  ап ( х — 1)п 4- . . .

катор куринишида излаймиз. Маълумки, бу каторнинг коэф- 
фициеПтлари Тейлор коэффициентларидир, улар у  функция- 
нинг . \ - = 1  иуктадаги хосилалари орцали цуйндаги формулалар 
билан ифодаланадн:

«о -  //(1), «I -  У' (1), « 2  -  ■ • ■ • - ап =  ^ 11), ■ . . (19.4)

Бунда ушбу белгилашлар киритилган: г/(1) =  у  | ?=1, у' (1) у' \ я=), 
. . . .  (1) = уи,) \ |, . . . Берилган тенгламани бир неча марта диф- 
ференпиаллаймиз ва хосилаларнинг .V =  1 иуктадаги кийматларини 
хисоблаймиз. Шундай килиб:

У" =  А' 2 4- У1, V . //(1) 1.
у ' "  =  2х 4 - » 2 г / - ! / ' ( И )  =  О,

ЧУ "  ( О = 2,
г/1У =  2  4 -  2у '2 4 -  у ' "  ~  о,

" V х' ( I )  6, 
у х — б у 'у"  - г  2уу'1^ .....4 ’
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да х. к.
Хосилаларнинг топнлган кийматларини 1\атор коэффициент- 

ларининг (19.4) формулаларига куямиз. К,уйидаги кийматлар 
хосил булади:

1 г\ 2  . 2  1 6  1а0 =  1 , а. — 0 , а~ =  — =  1 , а3 =  — =  — , а, — — =  —, 
о . 1  ’ -  2!  3!  3  4 4!  4

—  —  -  1

3 57 ~  30’

Шундай килиб, тенгламанинг

У =  1 +  (х —  1)'- +  1 ( д г _  1)’ +  ±  ( х - \ у  ~  ± ( х -  \ Г +  . . .
3 4 30

[\атор куринишидаги ечимига эга буламиз. Ечишнинг бу усулини 
хар 1\андай тартибли тенгламага куллай оламиз.

20- §. Такрибий хисоблашлар

Такрибий хисоблашларда .\ам д ар аж ал и  цаторлардан фой- 
даланилади. [ (х) функция цийматини д: =  л-0 да берилган ани 1\- 
ликда хисоблаш талаб  1̂ илннсин, дейлик. Функцияни (а—Я,  
а + К) ннтервалда Тейлор ^аторига ёйиш мумкин ва х  = х 0 нуц- 
та берилган интервалга тегишли деб ф араз  киламиз. У холда 
) ( х )  функциянинг бу ну^тадаги ани^ циймати Тейлор цатори 
буйича, такрибий киймати эса шу каторнинг хусусий й и р и н д и ­
си буйича ^нсобланнши мумкин, бош^ача айтганда:

о)-
п нинг катталашиши билан бу тенгликнинг аншутиги орта 

боради. Бу такрибий тенгликнинг абсолют хатоси ь^атор цолди-
РИИИНГ

\ [ (х0) - З п {х0)\ =  \гп (х0)\

модулига тенг.
Агар I (х0) функция кийматини е > 0  аншуаиккача хисоблаш 

талаб цилинса, у холда биз шундай дастлабки хадлар й н р и н - 
дисини олишимиз керакки,

|/(дго) — (лго) | =  I Гя (^о) I <  е

тенгсизлик уринли булсин.
К,атор к о л д н р и  мусбат ишорали ь^аторларга тааллу^ли

(19.2) интеграл аломат буйича ёки ишоралари навбатлашувчи 
^аторларга тааллукли (10.4) Лейбниц аломати буйича ба^ола- 
нади.

Пайдо булган хатони Тейлор каторининг колдик чади билан ба- 
холаш мумкин. Бу холда абсолют хато, яъни \ } (х0) — 5 п (аг0) | Тей­
лор каторининг колдик ,\ади модулига тенг:
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бунда с киймат а  билан х  орасида ётади.
К р л д и ц н и  б а х о л а ш  у с у л и  а н и ц  х о л га  ц а р а б  ц у л л а н а д и .
1 -м  и с о л .  е сонини  0,001 г а ч а  а н и к л и к д а  х и с о б л а н г .  

Е ч и ш .  М а ъ л у м к и ,  е 'н и н г  .V д а р а ж а л а р и  б у й и ч а  к а т о р г а  
ё й и л м а с и  к у й и д а г и ч а  к у р и н и ш г а  эга :

| /  (дг?) -  5 ,  (А-0) I =  I (х0) I =  | (л-0 -  а)"-' 1,

ех =  1 - -  .V +  д” ~г
2 ! /1! 

бу х ар  кандай х  учун уринли. .V =  1 да

е г 1 +  I . . .  + - 7 +  . . .
2 ! п!

булади.
Дастлабки  (я  +  1) та хадни олсак,

е ж 2 -г — +  +  —
2 ! /2!

такрибий тенгликка эга буламиз. Якинлашиш хатосини Маклорен на­
тори колдик хади ёрдамида бахолаймиз. 1<п̂ ])(х) =  ех булгани учун 
колдик. хад

Р п (д) - - - - -  .V * !
(п-г1)!

га тенг булади, бунда 0 <  |  <  д\ х  = 1  да /?„ (1) — —----- , бунда 0 <
" (л + 1)!

<  ё <  1.
е1 <  е <  3 эканини хисобга олиб,

* ( 1 ) < *г г й

тенгсизликка эга буламиз. Талаб килинаётган аникликка эрмшмок 
\ ч \ н  п 6 деб олиш етарли эканини текшириш осон, яъни <
< 0 , 0 0 1 .

Ш ундай килиб, 0,001 аникликдаги
0  , 1 , 1  ' , 1с та 2  ---------Ь ---- г • • •  -г----

2 ! 3! 0 !
т а к р и б и й  т е н г л и к к а  эга б у л а м и з .  В из йул к у й га н  х а т о га  к у ш и -  
л у н ч и л а р н и  я х л п т л а ш д а  я н а  х а т о  к у ш и л м а с л и г и  учун х а р  к ай -  
си к у ши л у в ч и п и  б и т т а д а н  э х ти ё т  р а к а м  б и л а н  ё з а м и з :

е ж  1,0000 +  1,0000 -г  0 ,5000  - г  0 ,1667  0,0417 ~  0 ,0083  »- 
+  0 ,0014  -= 2,7181.

Д ем ак ,  е 0,001 гача аникликда 2 ,718 га тенг, яъни с « 2 , 7 1 8 .
2 - м и с о л .  51П 18 ни 0,0001 гача аникликда хисобланг.
Е ч и ш .  м п .г  учун д- нинг хар кандай киймати да тугрн булган  

х  нинг даражалари буйича ушбу ёйилмага эгамиз:



18’ ни радианларда ифодалаймиз: х =  Демак,

Ю З  . Г Г  Л  Л 3 ,
51П 18 =  51П — — -------------------Ь . . .

10 10 103-3!

Хадлари абсолют киймати буйича камаювчи ва умумий .чади нолга 
интилувчи ишоралари навбатлашувчи цаторга эга булдик. Шу сабаб­
ли, каторнинг 1\олдиги (10.4) нинг ташлаб юборилган биринчи хади-
дан катта булмайди. — — - > 0 ,0 0 0 1 , ^  - < 0 , 0 0 0 1  булгани са- 

103-3! 10'’-5!
бабли 0 , 0 0 0 1  гача аникликда

10 103-3!

тацрибий кийматга эга буламиз. Х^исоблашларнинг хаммаснни бигта 
ортиц ракам билан бажарамнз:

л »  3,14159; л 3 =  31,00620,

51П 18’ «  _  :И'ТО!;2° ~  0,31416 — 0,00517 ^  0,30899.
10 0000

Шундай килиб, 0.0001 гача аникликда з т  1 8 ° ^  0,3090. 
Б аъзан  дараж али  ^аторлар ёрдамида аник интегралларни 

хисоблаш мумкин, бу интсграллар юкори чегаранинг функ- 
цияси сифатида охир-окибатда элементар функциялар билан 
ифолаланмайди. Бир нечта мисол караймиз.

а

3-м и с о л .  Ушбу | е~х' йх интегрални хисобланг.
б

Е ч и ш .  е~х~ нинг бошлангич фупкцияси элементар функция эмас. 
Бу интегрални хисоблаш учун интеграл огтидаги е~х' функцияни 
каторга ёямиз, сх нинг (18.2) ёйилмасида х  ни (— х-) билан алмаш- 
тирамиз:

1-2 ,1 г2п
е~хг -  1 — -  -Ь ------ . . . + ( _ ! ) » * _ +  . . .

1! 2! 4 п\

Бу тенгликнинг иккала кисмини 0 дан а  гача чегарада интеграллаб, 
^уйидагини топа миз:

а
( ‘ -  Г  V3  1' 5 у - П  +
I е -* ’ 4 х = \  -------- —  --------. . .  +  (— 1 ) » ------ ---------- +

;  ' 1 1! - 3 21-3 ’ п\{2п +  1) о
а е н 1

+  . . . )  Ч- — • • + ( - 1 )" ------+ . . ./  о 1 IГ - 3 2!-5 V я! (2/1 +  1)

Бу тенглик ёрдамида дар кандай а  да берилган интегрални исталган



1/3
дзражада аникликда хисоблаш мумкин. Масалан, [ е~х' йх интеграл*

о
ни 0,001 гача аникликда хисоблаш керак. Изланаётган интеграл 
ишоралари навбатлашувчи ^атор йигиндисига тенг:

1/3

е - * 2 йх =  -  — - Ц -  4------!--------. . .
3 1 !3 - 3 215-35 

о

г , - '3-  <  0 ,0 0 1 , з ~| | з^ >  0 , 0 0 1  булгани учун ишоралари навбат­

лашувчи холида хатоликни бахолаш цоидаси асосида 0 , 0 0 1  гача 
аникликда куйидагига эга буламиз:

1/3

1‘ с- '*  йх  «  -  — - Ц , «  0,3333 — 0,0123 => 0,3210.
 ̂ 3 з-з3

0

Шундай цилиб,

[ е~х’ йхта 0,321.

а

4 - м и с о л .  |  йх ни хисобланг.

Е ч и ш .  Интеграл остидагн функцияни ^аторга ёямиз.

3 г 2п~ 1

5|п 1 “  17 “ зТ + ' ■' +  '>"+' + ' ' '
тзнгликдан барча .V ларда якинлашувчи

5*п х __ ] __^ ___| I С__ ______ 1_
X- 3! 1 ’ (2п— 1)!

каторга эга буламиз. >^адлаб интеграллаб, куйидчгига эга буламиз:

1 ■ з л-'1—1*1П X , а3 , , , 1ч„_и о Г

о

К а т о р  й и г и н д и с и  х а р  к а н д а й  а д а  и с т а л г а н  а н и к л и к д а  осон 
:^к еэб ла н ад и .

У з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Дифференциал тенгламаларни даражали цаторлар ёрдамида интеграл­
лаш усули нимадан иборат? Мисоллар келтиринг.

2. Функдиялар ^ийматларини ^аторлар ёрдамида такрибий ^исоблаш усу- 
лкнк баён дилинг. Мисол келтиринг.

3. Интеграллар цийматларини цаторлар ёрдамнда такрибий з^исоблаш 
усулияи баён цилинг. Мисол келтиринг.



4. Каторлар ёрдамида фуикцияларии интеграллаш усулиии баён кнлинг. 
Мисол келтиринг.

5. 2894—2914, 2920—2938, 4109—4116, 4246—4250-масалаларни ечинг.

7  ФуРье КатоРи- Фурье коэффициентлари

Энди амалнй фанларнинг ва математиканинг турли масала- 
лари келтириладиган каторлар синфини ташкил этувчи Фурье 
цаторларини урганишга киришамиз.

Ушбу
^  -(- (а ,  с о з  .V +  Ь] зш  х) +  . . . +  (ап с о з  пх  +  Ьп з ш  пх) . . . =

ос

=  ~  - г  (ап с о з  пх  +  Ьг 31П пх) (21.1)
/1=!

куринишдаги катор тригонометрии катор деб аталади, бунда а0, аъ 
й,, . . . , ап, Ьп, . . . — узгармас сонлар, булар каторнинг коэффи­
циентлари дейилади.

Тригоиометрик каторлар иккинчи мухим функционал 1̂ а- 
торлар синфини ташкил килади (дараж али  каторлар синфи би- 
ринчн синф хисобланади).

(2 1 . 1 ) катор х  га каррали аргументларнинг синуслар ва ко- 
синусларини уз ичига олганлиги учун улар 2 л га тенг умумий 
даврга эга булади. Агар бу катор якинлашувчи катор деб фа- 
раз килинса, у холда унинг йигиндиси хам даври 2 л га тенг 
булган даврий функция булади.

Ушбу масалани куямиз: даври 2л га тенг булган берилган 
/ (д) функция учун шу функцияга якинлашувчи тригоиометрик 
катор тузинг.

Олдиндан бир неча ёрдамчн формулаларни аниклаб оламиз. 
Хар кандай п Ф  0 да куйндагиларга эгамиз:

Я

с о з  пхйх
— Я 

Я
соя пх

=  о,
—я

(21 .2)

51Л пхйх - ------- = О,

я  я

| с о з2 пхйх  =  — | (1 ~  соз  2  пх) йх  =  л ,

—л —л
я  я

1

(21.3)

| зш 2 пх йх  — — 1 ( 1  —  соз 2  пх) йх  =  л .
«У 2  о
—я  — я

Тригонометриянинг маълум ушбу

соз а  соз Р — (соз (ос ~  Р) +  соз (сс— р))
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з т  а  соз Р =  ^  (зш ( а  +  Р) +  з т  ( а  —  р))

ф ормулаларига биноан, шунингдек (21.2) ва (21.3) формула- 
ларга  биноан, ихтиёрий мусбат п  ва т  лар  учун куйидагилар 
уринли булади:

? . Г О ,  агар т ф п  булса,
| соз пх  соз т х й х  — | л> агар п =  т  булса,

- *  (21.4)
г . . , Г0 , агар т ф п  булса,

5Ш пх  5|П т х(1х— |  агар т  — п  булса,
—Я

Я

1 з т  пх  соз т х й х  — 0.
—Я

К,уйилган масалага цайтамиз.
Даври  2л га тенг булган [ (х) даврий функция узига (— я ,  

л) интервалда якинлашувчи тригонометрик цатор билан тасвир- 
ланадиган булсин, дейлик, яъни шу тригонометрик щ т о р  йи- 
риндисидан иборат булсин, дейлик:

оо

/  (-V) =  у  +  К  С 0 5  П Х  +  Ь п  5 ‘П  п х ) -  ( 2 1  -5 )

П= I

Бу цатор х^  [— л, л] лар учун якинлашувчи ва уни хадлаб инте­
граллаш мумкин деб фараз цилайлик. Бундан а0 коэффициеитни хи­
соблаш учун фойдаланамиз. (21.5) тенгликнинг иккала цисмини — л 
дан л  гача интеграллаймиз:

П  Я  оо П  Я

1 /  (х) йх =  — |  а0 йх +  (ап | соз пх йх  +  Ьп з т  пхйх).
с) *■ . *-

— Я  — Л  / 1 = 1  — я  — я

(2 1 .2 ) формулаларга бинозн йигиндч бглгиси огтидаги интеграл- 
ларнинг хаммаси нолга тенг. Демак,

я

\ [ (х )йх  =  ла„,
— Л

бундай
Я

а а =  ^ Н х ) й х .  (21 .6)
— Л

к Ф 0  нинг бирор аник; ^ийматида ак коэффициентам топиш учун
(21.5) тенгликнинг иккала цисмини соз кх га купайтирамиз ва х.осил 
булган ифодани — л  дан л  гача хадлаб интеграллаймиз:

51П а  51П Р =  “ • (соз (а — Р) — соз (а -+- (5)),



| /  (х) сов кх йх — у  ^  соз кх йх +  (ап ^  соз пх  соз кх йх +
—я  —я  п = \  —я

я

-Ь Ьп [ 51п пх соз кх йх).
— Я

(21.2) ва (21.4) фор.мулаларни эътиборга олсак, унг томондаги ак 
коэффициентам интегралдан бошка хамма интегралларнинг нолга тенг 
эканини курамиэ.

Демак,
Л Я

1 1 (х) соз кх йх =  ак ( соз2 кх йх =  акп,
— Я — Я

бундан
Я

а, -- — 1 /(.г) соз кх йх. (21.7)
Л ■«• I/

-—Я

Ьк коэс))фициент11и топиш учун (21.5) тенгликнинг иккала кис ми­
ни зш кх га купайтирамиз ва хосил булган тенгликни — я  дан л 
гача интеграллаймиз:

-Л Я

| } (х) 51П кх с!х =  у  51П кх йх +
— Л — Л

ЬС Л Л
-|- (ап | соз пх  зш  к х й х - т Ь п зш пх зш кх йх).

/1=1 —л —л

(21.2) ва (21.4) фор.мулаларни хисобга олсак, унг томондаги Ък 
коэффициентли интегралдан боннца хамма интегралларнинг нолга тенг 
эканини-курамиз.

Шундай килиб,
Л Я

| /  (л) зш кх йх — Ък | 31П" кх йх =  Ьк л,

бундан

Ьк— у  ^ /  (л) 31П /ел- йх. (2 1 .8 )
Я

1

(21.6), (21.7) ва  (21.8) ф о р м у л а л а р  буйича анш утанган ко- 
эф ф и ц и ен тлар  } (х) ф ункциянинг Фурье  коэффициентлари  д ей и ­
лади . Ш ундай коэфф ициентли  (21.1) тригоиометрик ь^атор зса 
[ (х)  ф ункциянинг Фурье  цатори д ейилади .

Хосил килинган тригоиометрик ^атор  берилган [ (х) функ-



цинга як и н л аш и ш »  м асаласй  хали  а н и к л ан м аган и  учун биз 
Су Фурье 1\атори  / ( х ) ф ункц ия  ёр д ам и д а  в у ж у д га  келтирилган  
дек олам из, холос. ( (х) ф ункц ия билан у ^осил ки лган  Ф урье 
катори ораси даги  борланиш  бундай  белги лан ади :

сс
! (х) ~  ^  (ак соз кх +  Ьк з т  кх),

к=\
бунда а0, ак, Ьк лар (21.6), (21.7) ва (21.8) формулалар буйича хи-
собланади.

Б ун дай  ёзув } (х) ф уи кц и яга  унг том онда  ёзи лган  Ф урье  ца- 
тори мос келиш инигина билди ради . Биз каторни нг яцин лаш и- 
шнни ва унинг йигиндиси { (х) га тенглигини исботлагани м и з-  
дан  кейиигина ~  белгини =  белги билан  ал м аш ти р и ш  м у м ­
кин.

Бу м асалан н  хал  ки ли ш дан  олднн «уртача  я к и н л аш и ш »  ту- 
шунчаси билан таниш ам из.

22- §. Уртача якинлашиш. Фурье коэффициентларининг 
минималлик хоссасн

Агар бирор ф ункц ия  чексиз ^атор  ш ак л и д а  т асв и р л ан са ,  у 
холда цаторни п- хадида узиш  н ати ж аси д а  ^осил булган  чек­
ли йипшди  ёй и лаётган  ф ункц ияни нг тацрибий ифодаси д ей и ­
лади . п нинг етарли ча  к атта  1̂ ийматини т а н л а ш  йули билан  
уни и сталган ча  аниь^ликда .^осил к;илиш мумкин.

Даври 2 л  га тенг /  (х) даврий функцияни
П

Тп (х) =  | °  -Г ^  (о* СОЗ кх +  Р* 31П кх) 
к—1

п- тартибли  тригонометрик купуад  билан  та^р и б и й  тасви р л аш - 
да  хато улчови учун

Я

=  |  И ( х ) - Т п ( х ) ) 4 х (2 2 . 1)
—Я

тенглик билан аникланувчи, урта квадратик четлашиш деб аталувчи 
б"'; олинади. /  (х) функциянинг Тп(х) тригонометрик купхад билан 
бундай якиилашиши уртача (ёки урта маънода) якинлашиш дейилади, 
бунда хато улчови учун Ь'2п уртача квадратик четлашиш олинади. Баъзи 
Тп (х) тригонометрик куп^адлар учун жуда катта булади ва 
бу холда Тп (х) купхад /(х )  функцияни тацрибий тасвирлашга яра- 
майди, баъзи Тп (х) лар учун у  жуда кичик булади. Энди 8^ 
хато энг кичик буладиган Тп (х) тригонометрик купхадни излаш ма- 
саласи ^уйилади, яъни шу купхаднинг а 0, а , ,  Р1( . . . , а п, Р„
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коэффициентларини топиш талаб килинади. Масала 2 л +  1 та сс0, а , ,  
Р,, . . . , а п, узгарувчига боглик булган Ь'2п функция минимуми- 

ни топишга келтирилади.
Бу  экстремал масаланинг ечилиш натижаси куйидаги теоремадан 

иборат булади.
Т е о р е м а ,  п-тартибли тригоиометрик купщ длар ичида 

(— д, л) интервалда / ( х) узлуксиз функцияга энг яхши уртача 
яцинлсиииш берадигани

П

5 П (А') =  7  +  \ ]  {ак С05 кх +  ьк 51П кх) (22.2)
/-•=1

тригоиометрик купхаддир, бунда а0, ак, Ьк — Фурье коэффициент­
лари.

Раршанки, бу купхад Фурье каторининг п- хусусий йигиндисидир. 
Аини шу § п (х) купхад / (л )  функциядан энг кичик уртача квадратик 
четлашишга эга булади; бу четлашишнинг катталиги куйидаги га тенг 
эканини исботлаш мумкин;

Я  •> П

«  "  й  .1’ I’ <■'> *  -  { ( т  +  +  Н ) }  <22- 3)
—я 1

п катталашгани сари 6 '̂  нинг микдори камая боради, чунки унинг 
(22.3) ифодасида янги манфий цушилунчилар душила боради. Ш у 
сабабли п катталашгани сари (2 2 .2 ) 5 ,( купхад каралаётган /(.г) 
функцияга шунча «уртача» як,ин боради (бу (2 2 . 1) дан келиб читали).

(22.3) тенгликдан мухим натижа келиб чикади. 0 булгани 
учун хар кандай п да:

2 п  Я

^  ^  («* +  Ь1) <  ~  |  / 2 М  <*х - (22.4)
А=1 —л

Бу тенгсизликнинг унг кисми п га боглиц эмас, демак, каторнинг ^

*=1

хусусий йигиндилари  п-*-оо да  ч егар ал ан ган л и ги ч а  колади . Б у  
катор  мусбат  иш орали  булгани учун у яки н лаш увчи  булади . 
Ш ундай  килиб, узлукси з  функция Фурье катори  коэф ф и ц и ен т­
л а р и  к в а д р а тл а р и  хар  доим яки нлаш увч и  катор  хосил килади. 
Хусусан, бундан п—̂ оо д а  узлукси з  функция учун доим купи- 
даги га  эгам из:

15т ап =  0, П т  Ьп О
П —*оо П ->  оо

Энди (22.4) тенгсизликни бундай ёзиш мумкин:



О оо Я

У  +  \ ] К  +  <  ~  / 2 (а) йх.  (22.5)
А=| —я

Бу м уносабат  Бессель  тенгсизлиги д ейилади .

2 3 -§ . Фурье тригонометрик ^аторларининг уртача  
якиилашиши ва нуктада якиилашиши хакида теорем а

Энди [ (х) ф ункц ияни нг Ф урье цатори яки н лаш увчи  булиши 
ва бу каторнинг йигиндиси айн ан  шу ф ункц ияга  тенг булиши 
учун [ (х )  ф ункция к.андай х о ссал ар га  эга  булиш и к е р а к  экан- 
лиги хаки даги  м асалан и  царайм из.

Бу  хоссалар  келтирилган  теорем ан инг ифодасини баён ки- 
лиш дан  олдии баъ зи  таъ р и ф л а р н и  кнритамиз.

1 - т а ъ р и ф .  Агар х 0 н у ктад а  ( (х)  ф ункц ияни нг чап  ва унг 
л и м и тл ар и  м а в ж у д  булса-ю , (чекли сонлар) ам м о у за р о  тенг 
б улм аса , яъни

/ (л-0 — 0) Ф [  (х0 +  0 ), бунда /  (л-0 — 0 ) =  П т  / (л),
Х —+ Х 9
х< х 9

/ ( л '0 +  0 )  =  П т  / ( л )  
х-*х9 
X х 0

булса, у холда х 0 нук;та / ( х )  ф ункция учун биринчи тур узилиш  
нуцтаси д ей илади  ( 1 1 - ш а к л ) .

2 - т а ъ  р и ф. Агар / (х )  ф ункция \а, Ь] к есм ад а  ф ац ат  чекли 
сонда биринчи тур узилиш  н у ц тал ар и га  эга булса, у холда [ ( х )  
функция шу к есм ад а  була кл и у з л у к с и з  функция  дей илади .

1 2 - ш а к л д а  т асв и р л ан ган  ф ункц ия  граф и ги  иккнта  биринчи 
тур узилиш  н у^таси га  эга.

3 - т а ъ  р и ф. А гар  / ( х )  ф ункц ия  [а, Ь] к есм ад а  биринчи ^о- 
силаси билан би р гали кд а  узлукси з  булса, у холда  бу ф ункция 
шу кесм ада  силлиц функция  д ейилади .

Геометрик нуктаи  н а за р д а н  бу урин м ан инг  эгри чи зи ^  буй- 
л аб  с и л ж и ш и да  уринм анинг йуналиш и с а к р а ш л ар с и з  узлукси з
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13- ш акл.

узгариш ини  билдиради . С иллиц  ф ункция граф и ги  бурчак  ну^- 
т а л а р и  булм аган  текис эгри чизицдан иборат  ( 1 3 - ш а к л ) .

4 - т а ъ р и ф .  А гар  (а, Ь) интервални чекли сондаги кисм- 
и н тер в ал л ар га  булиш  мумкин булиб, бу 1̂ исм ин тервалларн и и г  
хар  бирида ф ункция  силлиц ф ункция булса, у .\олда бу ф у н к ­
ция шу и н тер вал д а  бу л а к л и  силлиц функция  д ейилади .

Б у л а к л и  силлиц ф ункциянинг граф и ги  чекли сондаги силлиц 
ёй л ар д ан  и б о р ат  ва у чекли сондаги биринчи тур узилиш  ну;^- 
та л а р и га  эга  булиши мумкин ( 1 4 - ш ак л ) .

Ф уикцияни Ф урье  каторига  ёйишнинг м умкинлиги хаки да-  
ги теоремами иф одалай м и з .

У р т а ч а  я к и н л а ш и ш  ^ а 1\  и д  а г и т е о р е м а .  (— л, л )  
интервалда б у ла кл и у з л у к с и з  ( ( х )  функциянинг Фу рье  на­
тори уни вужудга  келтирган ( ( х )  функцияга  уртача яки нла ша­
ди, яъни Фурье  каторининг

$ п (х) = = 7  +  ^  (ак соз кх 4 -  Ь, зш кх)
к =  I

хусусий йигиндилари п-*~оо да  } (х) функцияга  уртача к в а д р а ­
тик четлашиш маъносида интилади, бунда

2 со Л

~  +  +  \ Г ( х )  ах
к= 1 —л



формула уринли,  бу  формула Л я ­
п у н о в —■ П  арсеваль тенглиги дейи­
лади (бу ерда а0, а к, Ьк— ]{х) функ­
циянинг Фурье коэффициентлари).

Н у к т а д а  я к и н л а ш и ш  
^  а ^  и д  а т е о р е м а .  (— л, л )  
интервалда була кл и силлиц { ( х )  
функциянинг Фурье  цатори шу  
интервалнинг х1а р  бир нуцтасида  
якинлашувчи.  Ш у билан бирга,
{ ( х )  функция уч ун  Фурье  цато- 
рининг йигиндиси 3 ( х )  булса ,  у  15-шакл.
холда б у  функция у зл у к с и з  б у ­
ладиган ну^таларнинг хаммасида 8 ( х )  =  1(х ) ,  I тур у зи л иш га  
эга  бул га н  нуцталарнинг , \аммасида эса

5  (* )  =  - ( / ( * - 0 )  +  / ( *  +  0 ) ) .

Бундан ташкари

5 ( л )  =  5 ( - л )  =  |  ( / ( л - 0 ) +  / ( -  л  +  0 )).

Бу  теорема Д и р и х л е  теоремаси д ей илади . Б у  теорем анинг 
ш арти  — ф ункция булак ли  узлукси з  булиш и кераклиги  уш бу 
иккита  ш артга  тенг кучли: ф ункц ия  ч ега р а л а н га н  ва б у лакл и  
монотон булиши керак .

Охирги ш арт  ф ункция 1\ а р а л а ё т г а н  ин тервални  чекли сон­
даги и н тер в ал л ар га  булиш  ва бу и н тер в ал л ар н и н г  ^ар  бири- 
да  ф ункция монотон булиши кераклигини  билдиради.

Ш ундай  1̂ илиб, агар  /  (х)  ф ункц ия  (— л, л )  и н тер в ал д а  бу­
л а к л и  монотон булса, у .%олда бу ф ункц ия  учун н у к тад а  я к и н ­
лаш и ш  теоремаси уринли. Б у  ш ар т л а р  Д и р и х л е  шартлари д е ­
йилади.

М асал ан ,  у  =  х  ф ункция (— л, л )  и н тер вал д а  Д и р и х л е  ш арт- 
ларини  ^ан о атл ан ти р ад и , чунки у ч егар ал ан ган  ва монотон 
(усувчи) ( 1 5 - ш а к л ) .

2 4 -§ . Ортонормалланган система, системанинг тулалигм 
туш унчалари, тула система буйича ёйиш

ь
1 -т а ъ р и ф . Агар ф„ (х)фт  (х)с/х =  0 (бунда п ф  т) булса,

а
функцияларнинг ф0 (л), ф, (х), . . . , фл ( х ) , . . .  чексиз системаси [а, Ь] 
кесмада ортогонал система дейилади.

Б и з тригонометрик ф ун кц и яларн и н г

1, 005 .V, Ч!П .V, . . . , СОЗ ПХ,  51П ПХ, . . .

системаси билан иш курган эдик, бу система [— л, л] кесмада ортс- 
гонал эди, чунки
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агар т Ф  п булса. 1 зш пх  зш тх йх =  О,
— Я 

Я

агар т ф п  булса, | соз пх  соз тх йх =  О,
—Я

Я

хар кандай т  ва п учун  ̂ зш пх соз тх йх =  0 .
—Я

Бу (21.4) дан келиб чикади. Бошка тригоиометрик функцияларнинг 
з^ам ортогоналлигини исботлаш мумкин:

1, соз х, соз 2х, . . . , соз пх, . . .  [0 , л] кесмада,

51П х, зш 2х, . . . , зш пх, . . .  [0 , л] кесмада.
. лх  . пх лпх л  пх , ,
1 , с о з у ,  зш —, . . . , соз —— , зш — , . . . [— /, /] кесмада.

2 - т а ъ р и ф .  Агар

булса, функцияларнинг

Ф0 (А), Ф |( а) ,  . . . , Ф „ (х ), . . .

чексиз системаси [а, Ъ] кесмада нормалланган система дейилади. 
Функцияларнинг хар кандай ортогонал системасини нормаллаш мум­
кин. Бунинг маъноси цуйидагидек: хар доим ц0, и,, . . . , ц г1, . . . 
узгармас сонларни

НоФо (х)< 1ЧФ1 (А). • • • , 11«Фп (А)’ • • •
ф у н кц и ял ар  системаси авв а л ги д е к  ортогонал , шу билан бирга,
энди н о р м а л л а н га н  булади ган  килиб  т а н л а ш  мумкин. 

ь
Хаки^атан, агар [ <р̂  (х) йх =  (бунда кп Ф  0) булса, у ^олда

а

. Шундан кейин

ь ь

[  р 2п Фп (А‘) йх =  2̂ ]  ф« (*) Ах =  -ут К  =  1
а а

тенгликка эга буламиз. мивдорни срп (л) функциянинг нормаси деб 
атаймиз ва |] срп II куринишда белгилаймиз. Шундай килиб,

Г ь
• ф „ : ----1  |ф ,2Да) ^х.

а
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Агар система нормалланган булса, у холда равшанки, || ср ',! =  ] 
булади.

3- т а ъ  р и ф. Агар функцияларнинг

Ф0 (*). ф,(*), .• • • , ф„(*), • • •

чексиз системаси ортогонал ва нормалланган булса, бошкача айтган- 
да, агар

Г го (г) (г ГгЫг =  (0, агар т ф п  бУлса’I Гт \х ) ах  | ] ; агар п =  т  булса
а

булса, у холда система [а, Ь] кесмада ортонормалланган система 
дейилади. Масалан, функцияларнинг 1, созх, зш х , . . . , соз пх, 
чп  пх, . . . системаси [— л ,  л ]  кесмада ортогонал, аммо нормалланган 
эмас, чунки

Л Л

I* СОЗ2 пх йх — л ,   ̂ 31П2 пх йх =  л ,
—л —л

бу хар кандай п Ф 0 да (21.3) дан келиб чикади. Бу системани нор- 
маллаш учун ундаги функцияларнинг хар бирини / я  га булиш ке- 
рак, Функциялар системасиницг [— л ,  л ]  кесмада ортонормалланган

1 1  1 1 1
— =  , ----— СОЗ .V, - г =  31П .V, . . . , —=  СОЗ ПХ,  31П ПХ, . . .
I л у я ( л у  я  У л

системасига эга буламиз.
Ихтиёрий [а, Ь] кесмага кайтамиз. Бу кесмада функцияларнинг 

бирор
Фо(*). Ф1 (а), • ■ • , ф„(х), . . .  . (24.1)

ортогонал системаси берилган булсин дейлик. Ма^садимиз [а, Ь] кес­
мада аникланган ( (х) функцияни (24.1) система функциялари буйича

/  (а) =  с0ц>0[(х) +  с,ф, (а ) +  . . . +  спср„ (х) +  . . . (24.2)

куринишдаги каторларга ёйишдан иборат. Бу ёйилманинг коэффи- 
циентларини аниклаш учун биз хусусий холда (2 1 -§  да) килгани- 
миздек ёйилманинг иккала кисмини <рк(х) га купайтириб, уни хадлаб 
интеграллаймиз:

Ь оо ь

]  /  (*) Ч к (х) йх  --= V  сп (  ф (1 (а )  фа (х )  йх.
а /1 = 0  а

(24.1) система ортогонал булганлиги сабабли, унгдаги интеграл- 
ларнинг биттасидан бошка хаммаси нолга тенг булади ва

ь

ск =  ~  1--------- | /  (*) Ф* (* ) йх (24.3)
1 <Ск (х) йх а

и

экани осонгнна топилади.
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К о эф ф и ц и ен тлари  (24.3) ф о р м у л а л а р  буйича тузилган
(24.2) цатор  бери лган  } (х )  ф ункциянинг у м ум л аш га н  Фурье  
/уатори, коэф ф и ц и ен тларн и н г  узи эса ф ун кц и яларн и н г

Фо (*). Ф[ (*), • • • , Ф„ • • • 
системасига нисбатан умумлашган Фурье коэффициентлари дейила­
ди.

(21.6), (21.7) ва (21.8) формулалар (24.3) формулаларнинг хусу­
сий холлари хисобланади. Ортонормалланган система холида (24.3)

ь
формулалар айникса содда булади: | ц ‘-к (х) йх  =  1 булганда, ск =

а
Ь

=  | [ (х) фА (х) йх булади.
а

2 1 - §  даги  м у л о ^ а за л а р н и  та к р о р л а б ,  у м у м л аш ган  Ф урье  
^атори  учун ур тача  к в а д р а ти к  четлаш и ш  куйидаги  куриниш га 
эга  эканини курсатиш  мумкин:

82 =  § 1 * { х ) ( 1 х -  V  с Щ ф Л * .  (24.4)
а к—О

Бу ифода, п катталашгани сари 6 - ми^дор мусбатлигича. цолиб, 
фа хат камайиши мумкин эканини, яъни п нинг ортиши билан Фурье 
каторининг хусусий йигиндилари [(х)  функциянинг ани^роц тацри- 
б ш  тасвирини беришини курсатади. булгани учун (24.4) дан

2  сь 11 112 <  I  ^  М  Лх
к=жО а

п
экани келиб чикади. Бунда ^  с\ Ц ф* 112 йигинди п-*-  оо да чекли

к=0 Ь
лимитга эга, чунки у  унгдан п га боглиь* булмаган | / 2 (а) йх  мик-

а
дор билан чегараланган. Шунинг учун

оо

к=О
^атор якинлашувчи ва Бессель тенгсизлигига эга буламиз:

2  С1 11 %  112 <  |  / 2 (* ) Л х - 
к=0 а

Б и з бу тенгсизликнинг хусусий холи булган  (22.5) тенгсизликни 
х;ос!!л цнлган эдик.

4- т  а ъ  р и ф. А гар  к в ад р ати  билан  и н теграллан увчи  ихтиёрий 
/ (х) ф ункция учун Бессель  тенгсизлиги урнига



( I2 (х) ах =  2  4  н фа н2
а к= О

(24.5)

те» г лик уринли булса, [а, Ь] кесмада ортогонал булган

Ф0 (х ), Ф ,(х ) ,  • ■ • , Ф „ (х ) , . . . (24.6)

функдиялар системаси тула система дейилади. Бунда ск — / (х) 
функциянинг Фурье коэффициентлари ((24.3) формула).

(24.5) тенглик  (24.6) системанинг тулалик шарти д еб  ата- 
лади . Б у  ш артни  унга  тенг кучли булган

тенглик билан алмаштирамиз. Агар (24.4) формула хисобга олинса, 
охирги тенгликни Пш 6^ =  0  куринишда ёзиш мумкин.

Ш ундай  ^илиб, (24.6) ф у н к ц и я л ар  системаси [а, Ь] д а  тула  
булса, у ^о л д а  Ф урье  цатори / ( х ) га  у р тач а  яц и н л аш ад и  де- 
йилади. 1

Шунн 1\а н д  килиш  керак ки ,  (24.6) ф у н кц и ял ар  системаси 
тула  були ш и га  к а р а м а й ,  Ф урье  ^атори н и н г  узини вуж уд га  кел- 
тирган ф ункц ияга  оддий ну^тави й  яки и л аш и ш и  ^ а р  доим ур и н ­
ли б улаверм айди . Ш унга к а р а м а й ,  ту ла  си стем ал ар  учун ур- 
гача яки н л аш и ш  хар  доим  уринли. Би знин г таъ ки д и м и з  уртача  
яки н лаш и ш  туш унчасининг иш ончли эканини яна  бир м ар та  
курсатади .

]. К,андай цатор тригоном етрик цатор  дейилади?
2. Д ав р и  2 л  га тенг давр и й  ф ункциянинг Ф урье коэф ф ициентлари учун 

ф орм ула чи^аринг.
3. У ртача якинлаш иш  нима? У ртача к вад рати к  четлаш иш  нима?
4. Т ригонометрик к у п ^адл ар дан  цайсиниси ф ункцияга энг яхш и я>ушла- 

шишни беради?
5. Т ригонометрик каторларн инг якиилаш иш и (уртача ва  н у к тад а  якннла- 

ш иш ) ^акидаги  теорем ани иф одаланг.
6. Ф ункцияларнинг цандай системаси ортогонал система дейилади? Функ- 

цняларнинг цандай  системаси норм алланган , цандай  системаси ортонорм ал­
ланган  система дейилади?

7. Ф ункцияни ортогонал система буйича цаторга ёйиш м асаласи  ним адан 
нборат? Ёйилма коэф ф ициентлари цандай изланади?

8. Ф ункцияларнинг цандай системаси ту ла  система дейилади? Ф ункцияни 
тула  система буйича каторга  ёйиш нинг хусусияти ним адан иборат?

9. С истем аларнинг ортогоналлигини исботланг:
1, со я* , со ; 2х, . . . , со? пх, . . . нинг [0, л ) к&мада,
« п  .т, 51п 2х, . . .  , з т  пх, . . . нинг [0, я ]  кесмада.

Ш у системаларни ортонорм алланг.

У з - у з  и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

«9



25- §. (—л, л )  интервалда берилган жуфт ва тоц функцияларни 
Фурье тригоиометрик цаторларига ёйиш

1. Ж уф т ва тоц функциялар. [(х) ф ункц ия  сон лар  у^ининг 
х ам м а  ери да  ёки к о о р д и н а та л а р  бош ига нисбатан  сим м етрик  
булган  бирор и н тер в ал д а  а н и ^ л ан ган  булсин. Т о ^  ва  ж у ф т  
ф у н к ц и ял ар  т а ъ р и ф л а р и н и  эслатиб  утамиз.

А гар  к а р а л а ё т га н  ^ а м м а  х  л а р  учун / ( — х ) = / ( х )  тенглик 
уринли булса, у х олда  /  (х) ф ункция жуфт функция  дей илади .

Ж у ф т  ф ункц ияни нг  графиги  о р д и н а т а л ар  уки га  нисбатан  
сим м етрик (16- ш а к л ) .

' 1 6 -ш акл. 1 7 -ш акл.

А гар к а р а л а ё т га н  ци йм атларни нг  ^ а м м а с н д а  / ( — х) = — [ (х) 
тенглик уринли булса , / ( х )  ф ункция тоц функция  д ей илади .

Т о 1̂  ф ункциянинг граф и ги  к о о р д и н атал ар  бошига нисбатан  
си м м етрик  ( 1 7 - ш а к л ) .

И к к и та  ж у ф т  ф ункц ияни нг  ёки иккита  тоц ф ункциянинг ку- 
п ай тм аси  ж у ф т  ф ункция , ж у ф т  ва то ^  ф у н к ц и ял ар н и н г  купайт- 
маси то!^ функция.

А гар  / ( х )  ф ункц ия  [— а, а] к есм ад а  и н теграллан увчи  булса , 
У *олда

С /(х) 0 х =  ( 1(х)0х4- С /(х) ах.  (25.1)
—а —а О

А м м о х  ни — х  билан  ал м а ш т и р и ш д а  унг цисмдаги биринчи 
ин теграл  бундай  ё зи лади :

С /(х) Л х =  С я — х) а( — х) =  — [ /(— х) й х =  1 Ц — х) ах,
— а а а  О

Бунинг ^ийматини (25.1) га ^уйсак,

бундан

] а[(х)ах =  $ т  +  к - х ) ] а х ,  
—а Ь



| }(х) йх— 0  — то^ функциялар учун.

а а

| 1(х)йх  =  2 \ /(.г) йх — жуфт функциялар учун.
—а О

Б у  и а т и ж ад а н  Ф урье ко эф ф иц иентларини  хи со б л аш д а  фой- 
д ал ан ам и з .

2. Жуфт ва тоц функциялар учун Фурье катори. [(х)  функ­
ция д ав р и  2л, [— я ,  л] кесм ад а  Д и р и х л е  ш ар тл а р и н и  1\аноат-.  
лан ти р ад и гаи  ж у ф т  ф ункц ия  булсин. Унинг Ф урье ^атори  ко ­
эф ф ици ен тлари  учун ^уй идаги  ф о р м у л а л а р н и  топам из:

Ш ундай  килиб, ж у ф т  ф ункциянинг Ф урье като р и д а  синусли 
х а д л а р  катн аш м ай д и , ж у ф т  ф ункц ияни нг Ф урье ^ато р и  ф а к а т  
косинусларни уз ичига олади  ва бундай  кури ниш да булади:

я  я

Л О Я ^
—я О

Я

оо

/ (* )=  V  +  соз кх,
лшшЛ (25.2)

бунда
Я

О
я

О
Энди ](х) даври 2я , [ —  л, л] кесмада Дирихле шартларини ка- 

ноатлантирадиган ток функция булсин. Унинг Фурье катори коэф- 
фицнентлари учун куйидаги формулаларни топамиз:



л л
Ьк =  —  |* 1(х) 51Пк х й х = ---- |* 1(х) 51П кх йх.

—я о
Ш у н дай  ь^илиб, то ^  ф ункциянинг Ф урье ц аторида  озод  ^ а д  ва 

косинусли ^ а д л а р  цатн аш м ай ди . Т о^  ф ункциянинг Ф урье н а ­
тори ф а ^ а т  синусли х а д л а р н и  уз ичига ол ади  ва  бундай  кури- 
нишда булади:

бунда

[(х) =  V  Ьк 51П кх, (25.3)
4=1

ьт к хйх .

Ч и ^ а р и л га н  ф о р м у л а л а р ,  асли да  ^ а р  ц ан дай  д авр и й  ф у н к ­
ция з^ам ж у ф т  ёки тоц ф ункц ия  бу лавер м асл и ги  р авш ан  бул- 
са-да, ж у ф т  ва тоц ф ун кц и ял ар н и н г  Ф урье коэф ф иц иентлари- 
ни ^и соблаш ни с о дд ал аш ти р и ш  имконини беради.

1- м и с о л .  Д а в р и  2 л  булган

/(*) =
-  Х б (-я , 0),

X *  х ^ (° -  л )

функцияни Фурье цаторига ёйинг.
х  =  пп  (бунда п ^ 2 ) ну^таларда }(х) =  0  булади, леб фараз ци- 

ламиз (18-шакл).
Функция ток;, Дирихле шартларини ^аноатлантирадч, шунга кура

(25.3) тенглик асосида ^уйидагига эга буламиз:
п я  _

, 2 С я . , , 1 С . и . соз кх  |Ьк = .—  1 —  зш кх ах =  —  I зш кх ах =  
к п  .1 4 2 ]

о о
2 к

соз 0—соз л к
2 к ^ ( 1 - ( - ! ) * ) -

— , агар к тоц булса, 
к

О, агар к  жуфт булса.

Демак,

У

у - ? ( х )

1
*“  "I

-•*! 0 7? \ 2К  X

&1 =  1, Ъг = 0 , 6 ,  =  —  ,

&4 =  0 , . . .  
Изланаётган ёйилма

}(х) =  51П X -Ь  —  51П 3 *  -+• . . .  4 -
3

18- шакл.
+

1

2 ч —  1
зш ( 2 п —  1)л;+ . . .
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дан иборат. Бундан х  =  —  да

+  (— 1)
1

+

/(*) =  И  =  { '

2л — 1

2 - м и с о л .  Даври 2л  га тенг

' —  х, агар х ^ { — л, 0 ) булса, 
х, агар [0 , л) булса

функцияни Фурье каторига ёйинг (19-шакл).
Равшанки, /(х) функция жуфт, Дирихле шартларини цаноатлан- 

тиради, шу сабабли (25.2) муносабатга асосан

2 г  . 2  х*аа =  —  I хах— ---------
0 я  . я  2

«I
х  соз кхйх =  —  

я

о

X 31 п кх

=  л,

соз кх
+

з кх  V
1 Г )

=  —  — (соз л  к — соз 0 ) — —  -^-(( —  1)* 
я  к- п к*

агар к  то!^ булса,

0 , агар к ж уф т булса.

Демак, ах =  — — , а2 =  0, а3 =  ^ ,  а* =  0, . . .
я  Эя

Изланаётган ёйилма куйидагидан иборат:

/ ( * ) =  ----------— (соз х  +  — соз Зх +  • •
4 2 я  \  32

+  г — с 0 3  (2 л  —  1)х +  • • •

1) —

+

(2 я — 1)2

Бувдан, хусусий ^олда х = 0  булганда ^уйидаги тенглик келиб чи^ади:

0  =  Л _ А
2 я ,1 +  • +

1

=  1 + - 1 - 4 -  .
8 32

бундан

Бу ?;атор йигиндисини билган ^олда 

5 = 1 4 ---------1---------Ь
2 * 32

ни топиш осон. ^а^ицатан,
1

(2л — 1)* 

1

)•

(2 л  —  1)2 

Ч

• Ч— “ 4* • • •л»

1 I 1



(2л)*
+  . . .

Демак,

+  . . . ) =  -5*. +  ± ( \  +  ±  +  . "  +  -1 +  . . .
) 8 2* \  2» л>

=  —  +  —  5 .
8 4

5  =  —  +  — 5.
8 4

—  =  V . — =  1 +  —  + • • • +  —  + • •  •
6 ^  л» 2* л*

л=1

26- § . [—/, /] кесмада берилган функцияларни Фурье 
^аторига ёйиш

Энди ихтиёрий 2/ даврли, Дирихле шартларини к;аноатлантирувчи 

1(х) даврий функцияни караймиз. х — — I урнига куйиш бизни 2 л
Я

даврли / 1 — / 1 функцияга олиб келади, бу функцияни Фурье като­

рига ёямиз:
•о

^ ( ' 7 ' 1 ) +  2  0 0 5  Ы +  Ьк 5’п 
1

п
бунда о0 =  —  ( /( —  1 I <И,

Л ^ /
—Я

я
/ )со$-6 М /,

— Я 
Я

I /(•7/)5|п«л-
Каторда ва Фурье коэффициентлари формулаларида янги / узгарувчидан 

эски х узгарувчига кайтиб ва I =  -у-х, <Ц =  —  йх эканини >;исобга 

олиб, ^уйидагига эга буламиз:

/ (* )=  "7 +  ^  ( с03 ^ + 5 ‘п п г }  (26' 1)
*=|

бунда 
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О0

ьк

К о эф ф и ц и ен тл ар и  (26.2) ф о р м у л а л а р  б и л ан  ан и ц л ан ади ган
(26.1) ^ато р  ихтиёрий 21  д а в р л и  / ( * )  ф ункц ия  учун Ф урье  ца- 
тори дейилади .

21 даврли жуфт функция учун ^амма Ьк =  0 булади, демак, 
Фурье катори фак;ат косинусларни уз ичига олади:

Ц х )=  у  +  ^  о * с о з ^ , (26.3)
*=1

бунда
I I

а0 -  -у- | {(х) йх, ак =  }(х) соз йх.
о о

21 даврли ток функция учун эса хамма =  0  ва аа =  0  була- 
ди, демак, Фурье ь^атори факат синусларни уз ичига олади:

оо
Ж '! ,  . пкх

Кх) = \ Ь кз т — , (26.4)
*=1

бунда
/

у -  [ [(х)5'т3̂ -й х .
О

Купинча [0 , /]  к есм ад а  бери лган  / ( х )  ф ункц ияни  снн услар  
буйича ёки косинуслар  буйича к ато р га  ёйиш м ас а л а с и  т а л а б  
этилади.

{ {х )  ф ункцияни косинуслар  буйича ^ ато р га  ёйиш учун ф у н к ­
ция ж у ф тли ги ч а  [0 , /1 к есм ад ан  [— I, 0 ] к есм ага  давом  этти- 
рилади  ( 2 0 - ш а к л ) .  У э^олда «давом  эттирилган>  ж у ф т  ф у н к ­
ция учун Ф урье  ^атори  ф а^ат^  косинусларни уз ичига олади .  
Агар / ( х )  ф ункцияни ц аторга  синуслар  буйича ёйишни истасак , 
у холд а  ф ункц ияни  тоцлигина [0 , /] к есм ад ан  [— /, 0 ] кесм ага  
д аво м  этти рам и з ,  бунда / ( 0 ) = 0  д еб  олиш и м и з  к е р а к  (2 1 - 
ш ак л ) .

« Д аво м  эттирилган»  тоц  ф ункц ия  учун Ф урье  цатори ф а- 
1\ат  синусларни уз ичига олади . А слида  кесм ад ан  к есм ага

-у- [  /  (х) йх,
—̂1

~  |  [ (х ) со $ ~-й х ,
—I

(26.2)

1 , ,  ̂ ) 5Ш ~ й х .
- I
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д ав о м  эттириш ни а м а л га  о ш и рм аса  з^ам булади , чунки Ф урье  
ко эф ф иц иентларини  ^и со бл аш  ф о р м у л а л а р и д а  ж у ф т  ёки тещ 
ф у н кц и я  ^оли да  } (х)  ф ункц ияни нг [0 , / ]  кесм ад аги  ^ и й м атлар и  
цатн аш ади .

1 - м  и с о л .  [ ( х ) = х 2 ф ункцияни [0 , / ]  к есм ад а  син услар  бу­
йича ^ато р га  ёйинг.

}(х)  функцияни [— / , 0 ] кесм ага  ток; давом  эттириш  ва ун- 
д а н  кейинги даври й  давом  эттириш  граф и ги  2 2 - ш ак л д а  к у р ­
сати лган .

Ф ун кци я  тоц ва у Д и р и х л е  ш ар тл ар и н и  ц ан о атл ан ти р ад и . 
Ш у  сабаб л и  ^уй и даги га  эгам из:

, 2 с  ,  . я Ь  , 2 (  I 2 „  я кх  11 IЬь —  I хг 51П —  йх =  — --------х2 соз — - +
* I ,) I I \  я к  I | о

о
. 212 . пкх  \ 1 . 2I3 лкх  

Ч---------X 5 Ш ------- - Ч---------СОЗ--------
(лк)2 I I о (лк)3 I

----------СОЗ л  к - г
пк

+ - ^ ( с о з я б -  1) )  =  - | - ( (  ~  1>‘+ ' —ь +  Г ? Г ( ( -  1 ) Й ‘(пк)3 ) I \ л к (л/г) 3
« ) .

Изланаётган ёйилма куйидаги куринишга эга: 
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к * ) = т 2 ( ( - | , ‘+ ' т + , - | ^ - | , * - | ) }
А=1

2- М И С О Л. /(X) =  ЗШ х функцияни о ,—
2

кесмада косинуслар

буйича каторга ёйинг.
Ж уф т давом эттириш ва ундан кейинги даврий давом эттириш 

буйича графикни ясаймиз (23- шакл). Функция жуфт функция, Д и ­

рихле шартларини цаноатлантиради. Бунда / =  Шу сабабли, (26.3) 

га биноан куйидагига эгамиз:

я /2
2 Г 4а» =  2  • —  1 зш  хйх — — ( —^соз х)
л  ,) Я  ^

Я /2

о

_4^

л

а ь =  —  Г 51П ХСОЗ 2  к х й х — —  [  —  (зш ( 2 & + 1) х — 
л ,) л .] 2

о о

— з ш ( 2 /г — 1)х) й х ' =  —  •—  ( ---------— соз(2 & +  1)х ] +
л 2 \ 2& -I- I

I /о».  ̂ я/2 2 /  1 1 \  4 1Н---------- соз ( 2  к— 1) х  =  —  I ---------------------
2й -  I / о  л  \26 +  1 2 к- п  4к*—  1

Демак,

/ (х )=  —------- - - ( —  соз 2 х +  ——соз 4х +  —  соз 6 х +  . . .  V
тс ус \ 3 35 }

х — 0  да куйидагига эгамиз:

л л 1

Бундан

У _ 1 _ = = _ 1  +  ± + _ 1  +
^ 4 А * - 1  3 15 35 
к= 1
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1. Функциянинг бирор координаталар бошига нисбатан симметрии ин- 
тервалдаги жуфтлнк ёки токлик хоссаси нимадан иборат?

2. [—я, я] кесмада жуфт функциянинг Фурье коэффициентлари учун фор- 
мулалар чи^арннг.

3. [—я, я] кесмада то^ функциянинг Фурье коэффициентлари учун фор- 
мулалар чи^аринг.

4. 4372, 4376, 4378- масалаларни ечинг.

2 7 - § .  Фурье интеграли

}(х) функция х Е (— оо, оо) да Ганикланган ва шу интервалда аб­
солют интегралланувчи булсин, яъни

Уз - уз ини т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

оо

| | / ( х ) М х = < 2  (27.1)

хосмас интеграл мавжуд булсин. Каралаётган функция шундай бул- 
синки, у ихтиёрий ( — 1,1) ораликда Фурье каторига ёйилсин:

К *)- т  +  2  ( а*с05 т 5 +  ь> 8',п :}̂ )■  <27-2) 

бу№  а > _ ±  с П 1 ) а х ! »л к , ±  (273)

- I  - I
(агар ак нинг формуласида к =  0  де'б олинса, ай коэффициент хосил 
булади). Коэффициентларнинг (27.3) ифодаларини (27.2) каторга 
^уйиб, куйидагипи топамиз:

/ ( * ) =  у  |  №  <и +  у  2  |  / (О с »  у  л )  соз у  +
- I  *=1 - I

+  т 2 (  1  №)51" Т л ) 5‘" Т -  1Г .СЯ')‘" +
*=1  —/ - I

оо /
1 Г , , » /  /гл* , > *?л/ . к л х \ . .

+  —  |  / ( 0  ( С 05 —  С 0 5  —  +  31П у  51П —  | / й

еки
I

к л(< — дг)
К*) =  [  /  (ОЛ + - 7 ^ 1  ^ > с 0 5  Л ‘ (27.4)

- I  к=\
Энди / ни чексиз к а т т а л а ш т и р а м и з  ва бунда (27.4) ф о р м у ­

л а  ни м ага  утиш ини тайин лан ган  х  д а  ^ ар ай м и з .  Ш у мак.садда 
бундай  цилиб олам и з:



л 2л Ьп
а , =  — , а ,  = , а А =  — , Да* =  а л+1  — а к =  —

I ‘ I ’
Энди бизни цизик;тираётган (27.4) йигинди куйидаги куринишни 
олади:

/ оо I

/ ( * ) =  “  Ш)М +  4 ~ ^ 1 (  [  Ш)с05а к{{ — х)й1)Иак. (27.5)
’ к=\ —I

Бу ифоданинг унг кисмидаги биринчи хад / -*- оо да нолга интилади. 
Ха^и^атан,

I
—  Г / ( ^ ) Л  

- /

/ ОО

— /  —  оо

бунда / ( * )  ф ункциянинг абсолю т  и н теграллан увчи  булиш ининг
(27.1) ш артидан  ф о й д алан и лган .

(27.5) иф оданинг унг ^и см идаги  иккинчи ^ а д  а  га б о гл и ^
I
^ /  (I) соз а(( —х) <11.

- I

ф ункциянинг [0 , с») о р а л и ^ д а  тузилган  ин теграл  йигиндисини 
эслатади. Шунинг учун / ->- оо д ^  (27.5) икки каррали интегралга 
утишини кутиш табиий:

оо оо

/ ( * ) =  ] / ( О с о з а (1 —  х)сИ. (27.6)
О —оо

Бу ф орм улан инг унг ^и см ида  турган  и ф о д а  / ( * )  ф ункц ия  учун 
Фурье  интеграли дей илади . Б у  тенглик ( (х )  ф ункц ия  узлукси з  
булган нуцталарнинг ^ а м м а с и д а  уринли. У зилиш  н у ц тал ар и д а  
эса

ОО 90

—  | йа  |  /  (/) соз а (1 — х) сИ

тенглик бажарилади, яъни унинг чап ва унг лимитишшг урта ариф­
метик к,ийматига тенг булади.

Агар айирманинг косинуси формуласи

соз а  ( (— х) =  соз а /  соз а  х  + 5ш а  I зш а  х

дан фойдаланилса, у холда Фурьенинг интеграл формуласи (27.6) 
куйидаги куринишни олади:

ОО оо

/ ( х ) =  ( У /  ( 0  соз а  I Ш '1 соз ах с1а
О —“оо
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оо оо

+  —  |* ( ^ ( О з т а & И ^ з т а х й а  (27.7)
О — оо

ёки

/ ( х ) =  |  (а(а)сояах +  Ь (а) з т  а  х) ^ а ,  (27.8)

бунда 0
оо оо

а(а) =  —  у  / ( / )  соз а  1 (11, Ь{а) — | / ( / ) з т а Ы / .
—оо —оо

Ф урье  цатори билан  у х ш аш ли к н и  пай цаш  осон: йигинди 
белгнси ин теграл  белгиси билан  ал м аш д и , бутун сонли к п а р а ­
м етр  урнига  у злукси з  ^згарувчи  а  п ар ам етр  келади , а ( а )  ва 
Ь ( а )  ф у н к ц и ял ар  Ф урье  коэф ф нц иентларини  эслатади .

/ ( х )  ф ункция ж у ф т  ёки тоц булган х о л л а р д а  (27.7) Ф урье 
ин теграл  ф орм уласн н и н г  хусусий >;олларини царайм и з . / ( х )  
ж у ф т  ф ункция булсин, у холда  [ ( ( ) со&а( -\ам ж у ф т  ф ункция 
б улад и , / ( 0  э т а /  эса  то^  ф ункция, биз ^уй идаги га  эга  б у л а ­
миз:

оо

^ !  (О 51П а ( (И =  О,

^ /  (/) соз а  Ш  =  2  | /  (() соз а  Ш1.
— сО О

(27.7) формула ж уф т функция учун бундай куринишни олади:
оо 00

/  (х) =  — | ( |  /  (0 соз а  / с11̂  соз а  х Л а .  (27.9)
о о

Энди /  (х )— тоц функция булсин. Бу  холда /  (/) соз а /  — т щ  
функция, /  (/) з т а /  эса ж уф т функция булади, биз цуйидагига эга 
буламиз:

Г /  (/) с о з а /  И  =  0 , \ /  ( 0  з т  а /  =  2  ^  /  ( 0  з ш а /  (П.
о

То 1̂  функция учун (27.1) формула бундай куринишни олади:
оо оо

/  (х) =  — I* ( |  /  (0 з ш а * Л )  3 1 п а х ^ а .  (27.10)
о о '

28- §. Фурье интегралининг комплекс шакли
Ф урье  интегралини ком плекс ш а к л д а  и ф о д ал ай м и з .  (27.8) 

ф о р м у л а га  кура:

I (х) =  ^ (а (а) соз а х  +  Ь (а) з ш а х )  4 я,  (28.1)
е

80



бунда
ос

а (а) =  —  ̂ /  (/) соз а  I 6.1,

Ь (а) =  — /  (/) зш а  / Л .

(28.2)

Э йлернинг тригоиом етрик ф у н к ц и ял ар н и  курсаткичли ф у н к­
ция билан  богловчи маш.^ур ф о рм уласи д аи  ф о й д ал ан ам и з :

в1 * =  СОЗ ф +  I 51П ф, г  =  —  1 .

Бу айниятдан осонлик билан

СОЗ ф =  ---------;---------- , 51Пф =
2 21

тенгликларни хосил килиш мумкин. Шу сабабли [бундай ёзиш мум­
кин:

а * _1_ е~ '1 а *
соз а х  =

31П СфС :
^  21

Буларии (28.1) формулага куйиш ^уйидагини беради:

е1 а х  +  е ~ 1 ах  . . .  е1 а х _ - [ а х(• /  -I. ^  Л 1 ----  4. Ы, л

/ (* )  =  ]  (а  ( а ) --------- - ------------ | -Ь (а )
21

Л а  =

=  1 1  (а (а) — 1Ь (а ))  е‘ ах  +  (а (а) +  Л  (а)) е~‘-а *} й а .  (28.3)

о
Бундай белгилаймиз:

с (а) =  я (а (а) —  1Ь (а)).
(28.2) формулалар буйича а  (а), 6  (а) лар учун

с (а) =  у /  (0 (со5 а ( — г зш а () с11 =  ( /  (0 <Г‘ ° ' Л (28.4)
— оо — со

ни топамиз. Шундан кейин с (а) цушма комплекс сонни топамиз: 

с (а) =  я  (а (а) +  1Ъ (а)) =  Г ! (О а '  Л .

Агар с ( а )  =  с ( — а )  деб белгиланса, у холда (28.4) формула барча 
а ларда, яъни мусбат а ларда хам, манфий а  ларда ^ам с (а) ни 
ашщлайди. с (а) функцияни (28.3) Фурье интегралига цуйиб, цуйида- 
гини топамиз:

6 -2 6 4 0  81



/(*)*■ Г (с (а) е1аг +  с ( —а) в ‘ ах) й а  =  Г с (а) е1 а 'й а  +
 ̂я  ,1 2 л ^

о о

+  Г " (  с (— а ) е~1а* с1 а  =  —  Г с (а) е*** ^ а +
2  я ^

О о
■■30 ос

+  ~  |  С (а )  е‘ а * ^  (— а )  =  ^ - |  с (а) в‘ ах  ^ а  +  
о о

О «
-Ь — I с (а) е а * й а  =  —  ( с (а) е1 а * й а.

2 я 2 я  л
- »  - »

Шундай ^илиб,
«Э

! (х) =  - ~  1 с (а) е‘ “ * с?а, (28.5)2 Л ^
— оо

бунда

с (а) =  {  / ( 0  в -‘ в / Л.
-- 35

Охирида Фурье интеграли бундай куринишни олади:

/  (*) =  2- ^  |  ( ] ’ е_ ‘ “  (/_"  /  (О Л )  <*«• (28.6)
— 00 —эО

(28.5) ва (28.6) формулаларнинг унг кисмлари комплекс ишклдаги 
Фурье интеграллари дейилади.

29- §. Фурье ^атОрининг комплекс шакли

Фурье цаторларини комплекс шаклда тасвирлаш ^ам Фурье ин- 
тегралларнни тасвирлагандек амалга оширилади. /  (х) функциянинг 
Фурье каторига эга булайлик:

Ж
Ц х ) - ~ - т -  (ак соз кх +  Ьк зтй х ) ,  (29.1)

*« 1
бунда

— П

82

п
ак— — |* I (х) соз кх с1х,

—  Я 

Л

Ьк=  — ^ [ (х) з т  кх йх.

(29.2)



Эйлернинг
Г кх  , — 1кх лкж _  _ 1  к !

С05 к х  —  ------- — ---------, 51П&1' = ------------;-------
2 21

формулалари буйича алмаштнришларни бажарамиз. Бу ^олда (29.1) 
ии бундай ёзгмиз:

___  21
*=1

I
=  7  +  7 ^  (*Ш К  ~  * к) +  е - " \  (ак -г 1Ьк)). (29.3) 

*^1

ск =  ак — IЪк белгилашки [киритамиз. У [холда (29.2) формулаларга 
кура

Я Я

Ск =  1 /  (х) (со5 кх —  151П кх) йх =  “ ^  /  (х) е~~':кх йх. (29.4)
— Я •—Л

Агар (29.4) формулада к ни — к билан алмаштирилса, ундан

с* =  ак +  1Ьк

комплекс сои келиб чикади. Шу сабабли бундай белгилаш мумкин:
Я

Ск =  С _ к =  | I (х) ё кх йх. (29.5)
- И

Я

а0 =  — Г }  (х) йх  булгани учун уни к =  0  да ак нинг (29.2) форму-
—  Я

ласидан топиш мумкин. Ш у сабабли а0 — с0 деб ёзиш мумкин. Ки- 
ритилган алмаИггиришларни ^исобга олиб (29.3) ^аторни ушбу

=  7  ск +  V  с_ ке - 1Ь* )
2  ^  У*Г] Й  >

еки кис^ароц

л
куринишда ёзиш мумкин, бунда ск =  — Г 7  (х) с ~ 1кх йх. Шунинг узи

я
— Я

Фурье каторининг комплекс шаклидир.
Топилган натижани комплекс шаклдаги Фурье интеграли билан 

тац^ослаймиз. Унда ск сонлар
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С (а) =  Г /  ( 0  е
- 1 а /

Л

функция билан алмащинади, бу функция а  билан биргаликда узга- 
ради.

ос

2 ск е

ииринди эса цуиидаги,

с (а) е1 а ‘  <1 а

интеграл билан алмашинади. 
Комплекс шаклдаги интеграл

ос

, м " 1
1 (0 ‘  <4

еки кисца

/  (х) =  | с (а) е1 ах й а

«
бунда с (а) =  —  I I (I) е~ а ‘ каби ёзилади. а  тулцин сом дейи-

2 я  ^
—  00

лади, у  — оо  дан +  оо  гача :\амма цийматларни ^абул циладн. 
с (а) функция спектрал зичлик ёки спектрал функция  деб аталади.

30- §. Фурье алмаштириши

1 (1) ф ункц ия  бери лган  булсин.
оо

Г ( а ) =  (30.1)
V 2 п ^

-- 00
ф ункц ия [ ( I )  ф ункциянинг Фурье  алмаштириши дейилади.  А гар 
1(х)  ф ункция учун ком п лекс  ш а к л д а  олинган  Ф урьенинг ин тег­
рал  ф орм уласи  уринли булса, у ^о л д а  (28 .6 )га биноан:

оо

/  (а) =  —з г  ( Р  (а) е а х й а .  (30.2)
/ 2 я  ^

•—00

Бу ф ункция Р [а )  ф ункц ия  учун Фурьенинг  тескари алмашти­
риши  булади . .Р (а )  ф ункц ияни  (30.2) ин теграл  тенглам ан и н г  
ечими си ф ати да  ц ар аш  мум кин (1 (х)  ф ункция  берилган , Г (а)  
ф ункц ия  и зл а н а д н ) .



1. Фурьенинг синус ва косинус-алмаштнришлари.
____  СО

ф ( а )  =  [ / ( 0  5 1 п а /  <И (30.3)

о
функцияни /  (() функция учун Фурьенинг синус- алмаштиришлари  
дейишга келишиб оламиз. (27.10) формуладан

оо

/(*) — | /  — [  Ф  (а) 5 т а х < 2 а ,  (30.4)

о
яъни 1 (х)  ф ункц ия  уз н а в б а ти д а  Ф ( а )  ф ункц ия  учун сннус- 
ал м аш ти р и ш  булади. Б о ш ц ач а  ай тган д а  /  ва  Ф  ф у н кц и ял ар  
у зар о  си н ус-алм аш ти ри ш лард и р .

Ш унга ухш аш ,
__ со

Г  (а) =  у ' Г -  |  /  (0 соз а  /  Л  (30.5)

о
функцияни 1({) ф ункц ия  учун Ф урьенинг коси нус-алм аш тириш - 
л ар и  деймиз. А гар  / ( х ) ф ункц ия  учун Ф урьенинг интеграл  
ф орм уласи  уринли булса, у ,\олда (27.9) ф орм улад ан :

_____ се

} ( х ) =  |  Р (а ) со$ а  хс1 а ,  (30.6)
о"

яъни I (х)  ф ункц ия  уз н а в б а ти д а  Р (а )  учун косинус-алмашти-  
риш  булади . Б о ш ^ а ч а  ай тган д а  /  ва Р  ф у н к ц и я л ар  у за р о  коси-  
нус-алмаштиришлардир.  (30.3) ф ункц ияни  (30.4) ин теграл  тенг­
л а м а н и н г  ечими сиф ати да  ц а р а ш  мумкин ( / ( * ) — берилган , 
Ф ( а ) — н з л а н а д и ) ,  (30.5) ф ункцияни эса (30,6) интеграл  те н г л а ­
манинг ечими деб  ц а р а ш  мумкин ( / ( х ) — берилган , Р ( а )  — 
н зл а н а д и ) .

2. Фурье алмаштиришларининг хоссалари. Ф урье алм аш ти -  
ри ш лариии нг  бир нечта хоссасини т а ъ к и д л а б  утамнз.

а )  А гар  1(х)  ф ункц ия  (— о о ,о о )  о р ал и к д а  абсолю т  инте- 
граллан увчи  булса , у .^олда Р (х)  ф ункция барча  х  л а р  учун 
узлуксиз ва |* |-»-оо да  нолга интилади.

б) А гар х" ( (.V) (п ен .X) ф ункция (— оо, оо) о р а л и к д а  аб со ­
лю т  и н теграллан увчи  булса, у ^о л д а  Р ( х )  нинг п м ар та  .\оси- 
ласи  м авж у д , шу билан  бирга

оо

Р {к) (х) =  Г (( /)  1»е- ИхсИ, к =  Т^п
I 2 л  3

““ ос

ва бу хосилаларнинг хаммаси | .к |-» -оо  да нолга интилади.

85



в) Агар /  (х) функция (— оо, оо) ораликда абсолют интегралла-
X  -

нувчи булиб, ] х | ос да \ [  (() А1 -+- 0  булса, у ^олда
9

*0 ‘

— I | |  I (а) ^  я  | е~1х‘ (И =  —  Р{х).

г) А гар  / ( х )  ф ункц ия  узлукси з  ва |х |-»-оо д а  нолга ин- 
тилса, 1' ( х )  эса (— оо,оо) о р а л и к д а  абсолю т и н теграллан увчи  
булса, у холда

Охирги икки ф о р м у л ад ан  куйидаги хулосани ч и ^ар и ш  м ум ­
кин:

[ ( х )  ф ункцияни ди фференциаллаш га  унинг а л м аш ти р и л -

ган ^ ( х )  ф ункциясининг — — га куп айтирилгани  ж а в о б  беради ,

и н теграллаш га  эса унинг шу мицдорга  булингани ж а в о б  б е ­
ради.

Мисол сиф ати да  Ф урье ал м а ш ти р и ш л а р и н и  б аъ зи  интеграл-  
ларни ^и со бл аш га  куллай м и з .

1- м и с о л .  /  ( х ) =-■■■■ е ~ их (а >  0 , х >  0) функция берилган булсин. 
Бу функция барча х >  0 лар угчун интегралланувчи ва ^амма жойда 
хосилага эга. Булаклаб интеграллаш ёрдамида Фурьенинг синус 
ва косинус-алмаштиришларини топамиз:

а

ТУ 2'Г(0=1 ' Л  ] ' = -
о

_____ оо ____

Ф ( 0 — 1 /  — 1 е~ац 51П 1ийи =  1 /  ■— — -— . 
у  л ,] у  л а* +  **

о

У  холда (30.6) ва (30.4) формулалар цуйидагиларни беради:

о

С05/ЛГ л
-------- й(, х >  0 ;
а2 +  Р

2 <51ПI X
--------<и, х  >  о.

л ^  а* +  /*
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2- м и с о л.

/ (* )  =

1 УЧУН.

х =  а
2

О,

учун,

учун

булсин. Фурьенинг к о с и н у с - алмаштириши куйидаги куринишга эга 
экани равшан:

соз (и Ли
' ■ « “ / - Л

о

бундан (30.6) га биноан

п а /с о 5  х1 д !  __

/ _2 $|'па/ 
л  I '

1 , 0  <  х  <  а  учун,

о

Хусусан, .г =  а да

—, х  =  а
2

0 . х >  а

Учун,

учун.

-$1П 2 а( м .\ _  ^  I $'п ±
2 л  3 *

о
1 л [ зш: 11

а — — деб олинса, у .%олда ^

У з - ^ з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1 Ф урье интеграли деб ним ага айтилади?
2 Ф ункцияни Ф урье интеграли билан тасвирлаш  ш артини курсатинг.
3. Ж у ф т  ва  ток ф ункциялар учун Фурье интеграли ^ан д аи  езилади?
4. Ф урье интегралининг комплекс шаклини езинг.
5. К омплекс ш аклдаги  Ф урье цаторини ез™ го
6. Ф урье алм аш тириш ларининг таърифини оеринг.
7 .  Ф урьенинг синус- ва  к о с и н у с - а л м а ш т и р и ш л а р я  нима.
8. Ф урье алм аш тириш ларининг хоссаларини айтинг.



10-6  о б

КАРРАЛИ ИНТЕГРАЛЛАР

!■§• Икки улчовли интеграл ва унинг хоссалари

Би р  узгарувчн нин г ф ункцияси  д и ф ф ер ен ц и ал  хисоби тушуп- 
ч ал а р и  ва у су л л ар и  7- бобда и сталган  сондаги узгарувчннинг 
ф ункцияси  учун ж ори й  килинган эди. И н теграл  ^исобнинг асо- 
сий гоялари ни  >^ам куп узгарувчи ли  ф у н к ц и я л а р га  кучириш  
мумкин, бу ф икр  энг ав в ал  интегралнин г аниц турдаги  йигин- 
дининг лимити эк ан ли ги  ^ац и даги  гояга  тегиш лидир.

О х у  т еки сли к да  Ь чизиц билан  (ёки бир неча ч и зн ^  билан)  
чега р а л а н га н  ёпиц й  со^ани ^ ар ай м и з .  Ш у сохада  уЛ*уксиз

ф ункц ия  бери лган  булсин. 1\у й и д а г и  а м а л л а р н и  б а ж а р а м и з :
1 ) Б  со^ани ^ а р  ^ ан д ан  ч и зи клар  билан  (хусусий ,\олда бу 

чи зи ^ л ар  Ох  ва О у  координ ата  у ц л ар и га  п а р а л л е л  турри чи- 
зи ^ л а р  булиши мумкин) п ихтиёрий ^и см га  булам и з:

бу ^и см ларн и  элементар юз ча ла р  д еб  атай м и з  ва ш у символ- 
л ар н и н г  узи билан  тегиш ли ю зчал ар н и н г  ю злари н и  б ел г и л а й ­
миз.

2) Б у  А юзчаларнинг .\ар бирида биттадан Р 1 (*,-, у с) нуцта ола- 
мнз, бу ну^та юзчага тегишли булиши шарт. п та ну^тага эга була­
миз (24-шакл):

г = / ( Я )  ёки г =  Н х , у )

3) Танлаб олинган ну^таларда 
г  =  [ ( Р )  =  1 (х , у)  функция кий- 
матларини ^исоблаб, ушбуга эга бу-

о

24- шакл.
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4 ) Ушбу куринишдаги купайтмани тузамиз: /  (Р,) А 5  - =  /  (лг,-, у,) • А 5;.
П Л

5) Бу купайтмаларни йирамнз: V  [ (Рс) А 5 ,  =  V  / ( х  */,) • А 5 , .

Бу йириндини г = 1 ( Р )  = } ( х ,  у )  ф ункц ия  учун И со^ада  интеграл 
йигинди  д еб  атай м из. Б у  ин теграл  йиринди бир хил п д а  Э  со- 
.\ани А 5 4- л а р г а  булиш  усулига  ва  ^ ар  бир ^исм ичида Р,- нук- 
таки  т а н л а ш г а  богли^.

Ш ундай  цилиб, т ай и н лан ган  п  д а  ин теграл  йигиндилар  кет- 
ма-кетлнгига  эга  бу лам и з .  п-*-оо д а  Д5,- ю зчал ар  д и а м е тр л а -  
рининг энг каттаси  нолга  инти лади  деб  ф а р а з  ц и лам и з (ю зча- 
нинг чегараси даги  н у ц тал ар  о раси д аги  м а с о ф а л а р д а и  энг к а т ­
таси шу ю зчанинг д и ам етр и  деб  а т а л а д и ) .  к у й и д а г и  т а с д и ^  
уринли.

Т е о р е м а .  А г а р  чегараланган ёпиц И со%ада г = [ ( Р )  =  
=[(х,{ /)  функция у з л у к с и з  булса,  у  %олда б у  соцани цисмларга  
булиш сонини  А5 ,- юз ча ла р диаметрларининг энг  каттаси нолг а  
интиладиган цилиб катталаштирилганда (п-*-оо)

2 У1) Ь * С  
1=1 1=1 

куринишдаги интеграл йигиндиларнинг лимити мавжуд булади.
Бу теорем ан и  исботсиз ц аб у л  циламиз.
Б у  лимит О  со^ани А цисмларга булиш усулига ^ам, ^ар цай- 

си ^исм ичида Р { ну^тани танлаш усулига з^ам борлиц булмайди, 
г =  /  (Р) =  /  (х, у)  функциядан й  со^а буйича олинган икк& улчовли 
интеграл дейилади ва бундай белгиланади:

^ 1 (Р) 4 3  ёки ^ 7  ( х , у ) а З .  
о о

Шундай цилиб, таъриф ва белгилашларга биноан ушбуга эгамиз:

\ \ Г ( Р ) с 1 3 =  И т  2 / ( р . ) Д 5 ,
тах<Лат Д 5(‘ ->0

1=1
еки

( (х,  у) аз =

Н т
тахсН ат Д 5 ;  ->0

V / ( * . « , , )  А 5 , .
1=  I

Бунда И  интеграллаш со.^аси, 
[  (Р) — I (х, у)  интеграл остидаги 
функция, /  (Р) а З  =  1 (х , у)  а З  ин­
теграл остидаги ифода, х, у  инте­
граллаш узгарувчилари, а з  юз эле­
м е н т  дейилади. '

89



Икки улчовли интеграл О  сохани цисмларга булиш усулига бог- 
ли^ булмаганлиги учун уни координаталар у^ларига параллел тугри 
чизицлар билан томонлари А А у 1 га тенг булган тугри туртбур- 
чакларга булиш мумкин (25- шакл), бунда

А 5 (- =  А л-- А у {.

Икки улчовли интегралнинг таърифига биноан:
П

\ С /  (-*, у) а З  =  П т  V  /  (хь  (/.) Ах;  А у;.
• ^ т а х Л а т .Д  5 / ->0и * * 1=1

Шунинг учун икки улчовли интегрални

( ]  /  (-V, У) йх йу
и

каби белгилаш мумкин.
Шундай ^илиб,

П
Г Г / (* ,  у ) й х й у =  П т  V  /  (*,-, У[) А х1 А у с.

^ тахсНат Д 5 / -*0О 1 1 = 1

ах й у  ифода юзнинг д ек а р т  к о о р д и н атал ар и д аги  элементи дейн- 
лади .

И кк и  улчовли интегралнинг геом етрик м аъносини ан и ^л аш  
учун цуйидаги тушунчани киритам из.

Т а ъ  р и ф. й  со.\а, тен глам аси  г  =  } ( х , у )  д ан  и борат  а  сирт, 
йуналтирувчиси  г  . \ам да  ясовчи лари  О г  у ^ц а  п а р а л л е л  булган 
цилиндрик сирт билан чегар ал ан ган  ж и см  цилиндрик жисм деб 
аталад и .

А гар  О  сохада  } (х ,  у ) ^ 0 булса , у холда .\ар бир 

/ (Я ,)  А 5 ;  =  /(*,-, У,) А З ,

кушилувчини асоси А 5  ■ дан, баландлиги эса [ ( Р , )  =  /(х,-, у {) дан 
иборат кичкина цилиндрик жисмнинг ^ажми сифатида геометрик тас- 
вирлаш мумкин (26- шакл). Бу  холда

У / ( Р , . )  А 5 , =  V  /(.г,. У;) А 3 ,
1— 1 1=1

ин теграл  йигинди курсати лган  цили ндрик  ж и см л ар н и н г  ^ а ж м -  
л а р н  йнгиндисидан, б о ш к ача  ай тган д а ,  бирор зин апоясим он ци­
л и н д ри к  ж исмнинг ^ а ж м и д а н  и б о р ат  булади . } ( Р ) = [ ( х ,  у )  функ- 
ци яд ан  О  соха буйича олинган икки улчовли и н теграл  цуйидан 
О  соха билан, ю цоридан эса  г  — 1 ( Р )  = } ( х ,  у )  сирт  билан  ч е г а ­
р а л а н га н  цилиндрик ж и см н инг  V ^ а ж м и г а  тенг булади:

^ / ( Р ) Й 5 =  Кх, у) аз,
и о



бунда О со.\а г =  /(/>) =  / (* ,  у)  
сиртинпг 0x 1/ текисликдаги проек- 
циисндир. Икки улчовли интеграл- 
нинг геометрик маъноси шундан 
иборат.

Лгар  О  со .\ада ин теграл  ости- 
даги  ф ункц ия  [ ( Р ) = ! ( х ,  у )  = 1  
булса , у холда  икки улчовли 
и ктегрални нг  ^ийм ати  сон ж и ^ат -  
дан и н тегр ал л аш  со^аси  О  нинг 
5  юзига тенг булади:

5  — С  ̂ 4 3  ёки 5  =  |  (" Лхйу.
'6 3

(1 1 )
Лгар ин теграл  остидаги функ- 26-шакл.

ция 1 ( Р ) = [ ( х ,  у )  со ^ад а  м асса
т а^ си м лан и ш и н и н г  зичлиги булса , у ^ о л д а  икки ^лчовли  ин­
теграл  й  п ласти н кага  ж о й л аш га н  м одда м ассаси  т  ни бё-
ради:

т  =  [ | / ( Р ) < * 5  =  $ \ Ц х , у ) 4 5 .  ( 1 2 )
'и й

И кки  улчовли  интегралнинг механик маъноси  ш ундан  ибо­
рат.

И кки  улчовли  и н теграл  аниц интегралнин г з^амма хосса- 
л а р и га  эга , икки улчовли  и н теграл  ан и ^  интегралнинг бевосита 
у м у м лаш м аси д и р . И кки  улчовли  и н тегр ал л ар  х оссалари нин г  
исботи ан и ^  интегралнинг мос хоссалари ни  и сб о тл аган д ек  б а ­
ж ар и лад и . Ш у саб аб л и  икки улчовли  интегралнин г хоссалари -  
ки, б аъ зи  х о л л а р д а  геом етрик и н тер п р и тац и ял аш  билан  ч екла-  
ниб, исботсиз келтирам из.

1- х о с с а .  У згар м ас  купайтувчини икки улчовли  ин теграл  
белгисидан т ац щ ар и га  ч и ^арн ш  мумкин, яъни  а гар  к —  узгар -  
мас сон булса, у х.олда:

I* |  к /  (х, у) с13 =  к С [ (  (х, у) с13.

2 - х о с с а. Би р  неча ф ункц ияни нг ал геб р а и к  йигиндисидан 
олинган икки улчовли ин теграл  ^у ш и л у в ч и л ар д ан  олинган  и к ­
ки улчовли и н тегралларн и н г  ал геб р а и к  йигиндисига тенг (и к ­
кита ^уш илувчи булган ^ол  билан  ч е к л а н а м и з ) :

| |  ( /  (х, у ) ± ( р  (х, у)) с13 =  | |  /  (х, у) 4 3  ±  [ |  ф (х, у) (13.
о  о  Ъ

3- х о с с а. А гар  й  и н те гр а л л аш  сохаси бир нечта цисмга 
булинса, у .^олда бутун со ^а  буйича олинган  икки улчовли  ин­
тегр ал  >^ар ^ай си  ^и см дан  олинган  икки улчовли  и н тегр ал л ар
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йириндисига тенг (иккита цисм 
булган ,\ол билан  ч ек л ан ам и з ,  
27- ш а к л ) :

^  ! ( х ,  у) 4 8 =  \ $ Ц х , у ) а з  +

+  ^ ( ( х , у ) а з .
О,

4- х о с с а. Агар интеграллаш 
сохасида интеграл остидаги функ-

27- ш акл. ция уз ишорасини узгартирмаса, у
холда икки улчовли интеграл ш у 

ишорани саклайди, бошкача айтганда, агар О  сохада /  (х, у) > 0  булса, 
у ^олда |  /  (х, у) 4 8  >  0 ; агар О  сохада /  (х, у) ^  0  булса, у  хол- 

Ъ
да

I I  /(х ,  у) а з  <  0 .
Ъ'

5- х о с с а. Агар и н тегр ал л аш  сохасида  нккита  ф ункц ия  би­
рор тенгсизликни ^ ан о атл ан ти р са ,  у ^о л д а  бу ф у н к ц и я л ар д ан  
олинган икки улчовли и н тегр ал л ар  .\ам шу тенгсизликни кано- 
атлан тн р ад и , б ош кача  айтган да ,  а гар  Б  со.\ада / ( х ,  у)  ^ г р ( х , у )  
булса, у холда

^  / (х ,  У) 4 3  >  ф (х, у) аз.

У р т а  ц и й м а т  ^  а к и д  а т е о р е м а .  А г а р  1 ( х , у )  ф у н к ­
ция ёпиц чегараланган й  сохада у з л у к с и з  булса,  у , \олда бу  со- 
Х ада  шундай Ро(х0, у0)  нуцта мавжудки, О со х а  буйича олинган  
икки улч овли интеграл интеграл остидаги функциянинг шу нуц-  
тадаги цийматини Ъ интеграллаш сохасининг юзи 3  га  купай-  
тирилганига тенг:

Л  /(* .  У) 4 3  =  [ (х0, у 0) ■ 3 .

Б у  теорем анинг геом етрик интерпритацияси  ^уй и даги дан  
иборат: агар  Б  сохада  / (х ,  у ) ^ 0  булса, у холда  цили ндрик  
ж исмнинг х аж м и  ш ундай  цилиндрнинг ^ а ж м и г а  тенгки, бу ци- 
линдрни нг асоси ц и ли ндрик  ж и смн инг асоси й  га, б алан дли гн  
эса интеграл  остидаги [ ( х , у )  ф ункциянинг Б  со.^анинг бирор 
Р 0 (х0, у й) нуктасидаги /  (х0, у 0) кийматига тенг. Функциянинг

Я  / (*. У) 05 

/(х0, Уо) =  ------ -------

циймати /(.V, у) функциянинг О  сохадаги урта киймати дейилади 
(2 8 -шакл).
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И н т е г р а л н и н г  ч е г а р а л а н г а н л н г н  ^ а  1\ и д а  т е о -  
р с м а. А г а р  ( (х,  у )  функция ёпиц й  соцада у з л у к с и з  %амда М  
па т — унинг  шу со^адаги энг катта ва  энг  кичик цийматлари 
Силса, у  %олда икки ул ч о вл и  интеграл энг  кичик цийматнинг й  
интеграллаш соцаси 3  ю з и га  купайтмаси билан энг катта ций- 
матнинг шу ю з га  купайтмаси ор ас ид а ётади (яъни  ф ункц ия  
чегар ал ан ган  булса, икки улчовли  и н теграл  ^ а м  ч егар ал ан ган -
днр):

т ■ 8 <  [ |  [ (х, у) (15 <  М  ■ 8 .
'р

Б у  теорем ан инг геом етри к интерп ритац ияси  бундай: а гар
О сохада  } (х,  у ) ^ 0  булса , у ^о л д а  ц и ли ндрик  ж и см н инг  >^аж- 
ми асослари  шу ц и ли ндрик  ж и см н инг  асоси й  га, б ал ан дл и к-  
л ар и  эса мос р ави ш да  Ь  со х ада  энг кичик т  ва  энг к а тта  М  
к ;ийматларга тенг булган  ц и ли н д р л ар  ^ а ж м и  о р аси д а  ётади  
(29- ш а к л ) .

М и с о л .  к у й и д а ги  икки улчовли  интегрални ба^оланг :

Я А-*--»* <«.
о

бунда интеграллаш сохаеи Б  маркази координаталар бошида булиб, 
радиуси г — 1 га тенг доирадан иборат. Шунингдек, интеграл ости­
даги г  — / 1 — л:2—у-  функциянинг О  сохадаги урта к;ийматини то­
пинг .

Е ч и ш .  И н теграл  остидаги  ф ункц ия  м а р к а зи  ко о р д и н атал ар  
бош ида, радиуси  г =  1 б улган  юцори ярим сф ера  ш ак л и д а  гео­
метрик тасви р л ан ади . Р а в ш ан к и ,  бу сохада  М =  1 ва  т  =  0 г а  
эгамиз. И н те гр а л л а ш  сохаси О  дой ра  булиб, бу доиранин г  юзи 
5  =  л г 2 =  л 1 2 =  я  ( к в . б и р л и к ) .  Б а ^ о л а ш  х а^и даги  теорем ан и  
цуллаб , ^уйидагини топам из:
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30- ш акл.

0 - Ж ^ К 1 - * 2—Уг 1 -я.
Ъ

Демак, икки улчовли интеграл 
нинг киймати

° <  И V  1

тенгсизликни каноатлантиради.
г  — 1 1 — х2 — у 2 функциянинг 

урта киймати .^ацидаги масалани 
ечиш учун олдин маркази координа- 
талар бошида, радиуси г  =  1 Сул­
тан О  доирада

у  1 —  х2 — у 2 4 8

и нтегралнинг ^и им атини  топам из.
И кки  улчовли интегралнинг геометрик м аън оси дан  бу >^ий- 

м ат  радиуси г =  1 булган ю кори ярим  сф еран инг ^ а ж м и г а  тенг, 
шу сабаб ли

И  ] 1 — х2 — у 2 4 8  =  — л  (куб. бирлик).
'о 3

Энди урта ^иймат хацидаги теоремани куллаб, функциянинг урта 
цийматини топамиз:

/(*«. Уо) =

2
— я  
3__

я

Ф ункция урта  ц и й м атл ар и га  эга  булади ган  н уц таларн и  то- 
пиш ^ам  цийин эм ас :

V I  - х 2— у 2 =  - ,  бундан а-2 - г  г/ 2 =  - .
о У

Шундай 1\илиб, функция урта кийматига

О I _ О ох- +  У  — — 
*  9

айлана нуцталарида эришади (30-шакл).

2-§. Уч улчовли интеграл ва унинг хоссалари

Уч улчовли интеграл  ^ам  икки улчовли  ин тегралга  ухш аш  
ан и цланади . Энди ф азонин г бирор ы со^асида  ва шу соханинг 
а  ч егар аси д а  ан и ц лан ган  учта  узгарувчн нин г узлуксиз ф у н к­
цияси
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и =  Р(Р) ёки и =  ( (х, у,  г)

НИ цараймиз. Куйидагиларни бажарамиз:
1) С)> сохани хар хил сиртлар (хусусан бу сиртлар координаталар 

Текисликларига параллел текисликлар булиши мумкин) била к п  та 
ихтиёрий жисмга буламиз:

А со,, А о)2, . . А о А а п,

бу жисмларни биэ элементар ^ажмлар деб  атаймиз ва тегишли жисм- 
ларнинг хажмларики хам худди шундай белгилаймиз.

2) > а̂р бир А со,- (1 =  1, п) элементар хажмдан биттадан Р 1 (л:,-, }
г )  нукта олиб, п та ну^тага эга буламиз:

Р\  (хъ (/„ 2\), Р 2 (х2, у.2, г2)...........

Л  ( Х Г  У п  г <)- • • •• Р п  ( * „ .  У п ’ г п ) -

3) Танлаб олинган ну^таларда и =  /  (Р) — /  (х, у,  г) функциянинг 
цийматларини хисоблаймиз:

/ ( Л )  =  ! (*ь у *  гд ,  [ (Р2) =  Цх 2, у 2, г 2) ...........

/ ( Р , )  =  /  К .  У п  г д ................. /  ( р , )  =  /  ( * „ .  У „ .  г „ ) .

4) Ушбу
/(Я ,) А оз■ =  / (а -, г/., г() Аы-

куринишдаги купайтмаларни тузамнз.
5) Бу купайтмаларнинг йигиндисини хосил ^иламиз:

V  / (Р .)  Дш,. =  2  [ ( х г  у с, г{) Ашг  
«—I 1*1

Бу йириндини со сохада ы =  /  (Р) =  /  (х, у, г) функциялар учун ин­
теграл йигинди деб атаймиз. п нинг тайинланган кийматларида бу  
интеграл йигинди со сохани А ы- ци см лар га булиш усулига ва хар 
бир бундай кием ичида Р , (х,-, у п г() нуцтани танлаш усулига бог- 
ли!у Шундай ь^илиб, тайинланган п да интеграл йигиндилар кетма- 
кетлигига эга буламиз. А ш,- элементар хажмлар диаметрларининг энг 
каттаси (шахсИаш А со,-) п ->  оо да нолга интилади деб  фзраз циламиз 
(А со,- ,\ажмнинг диаметри деб унинг чегарасидаги ну^талар орасидаги 
маесфаларнинг энг каттасига айтилади). куйидаги тасдик; уринли.

Т е о р е м а .  Агар и =  I (Р) =  [ (х, у, г) функция ёпик чегаралан- 
ган со сохада узлуксиз булса, у  холда бу  сохани А со(- щемларга  
булиш сонининг ортиши билан (п оо) элементар хажмлар диа­
метрларининг энг каттаси нолга интилса,

V  ( (р . )  Д со,- =  ^  /(*<■ У о г д  А 
1 = 1  1 = 1

куринишдаги интеграл йигиндиларнинг лимиты мавжуд булади.



Б у лимит со со хани Д со,- цисмларга булиш усулига хам, х1ар бир 
кием ичидан Я- нуцтани танлашга %ам боглщ эмас.

Б у  лимит и =  /  (Р) =  /  (V, у, г) функциядан со соха буйича олин­
ган уч улчо&ти интеграл дейилади ва бундай белгиланади:

Ш ̂ ̂  = Ш / (*» У- г)
О <0

Шундай килиб, таъриф ва белгилашларга мос равишда ушбуларга 
эгамиз:

\ \ П  (Р) а < о =  Нт V  /  (р.) д  со-
« %} т а я  сП а т  Д о ;  •♦О4 1 =  1

ёки
п

С ( С /  (*, У, 2) С̂О =  Пт V  /  (* У[, г.) Д со-.
Л •' Л гпах < л а т  Д (О/-»0о) 4 /=1

Бунда со — интеграллаш сохаси, /  (Р) =  /  (х, »/, г) — интеграл остида- 
гй функция, /  (Р) йа> =  /  (х, у, г) йы— интеграл остидаги ифода, й и> 
эса хажм элементи деб аталади.

Уч улчовли интеграл со сохани кисмларга булиш усулига боглиц 
булмагани учун уни икки улчовли интегралга ухшаш бундай белги- 
лаш хам мумкин:

]  И /  (*, У, г) йх йу йг,
СО

бунда йх йу йг ифода декарт координаталаридаги хажм элементи 
дейилади. Уч улчовли интеграл содда геометрик маънога эга эмас. 
Аммо интеграл остидаги функция со сохада / ( /* )  =  /  (х, у, г) =  1 
булса, у  ^олда уч улчовли интегралнинг циймати <о соханинг V хаж- 
мига тенг булади:

у  =  | | | ^ с о  ёки У = ^ ^ й х й у й г .  (2 . 1)
(О со

А гар  и н теграл  о с т и д а г и / ( Я )  = } (х ,  у, г )  ф ункция со сохада  
м асса  тац еим ланиш ин инг  зичлиги булса, у ^о л д а  уч улчовли 
ин теграл  V ^ а ж м д а г и  м одда массасини беради:

Л1 =  СС| / (Р)йа>=  С С [ / (х, у, г) й со. (2.2)
<0 (О

Уч улчовли  интегралнинг м еханик  м аъноси  ш ундан иборат. 
Олдинги п а р а г р а ф д а  икки улчовли  интеграл  учун айтнб утил- 
ган х о ссал ар  уч улчовли интеграл  учун ту лали ги ча  кучирилади.

1 - х о с с а .  У згар м ас  купайтувчини уч улчовли интеграл  бел- 
гисидан т аш ц ар и га  чи^ари ш  мумкин, яъни к у згар м ас  сон 
булса, у холда:



к /  (х, у,  г) (1 (о =  * | | |  /  ( х ,у ,  г) Ли.
О) (О

2- х о с с а. Би р  неча ^уш илувчининг а л геб р а и к  йигиндисидан 
Олинган уч улчовли ин теграл  ^у ш и л у в ч и л ар д ан  олинган  уч у л ­
човли и н теграллар  а л геб р а и к  йигиндисига тенг (икки та  цу- 
шилуичи булган  з^ол билан  ч ек л а н а м и з ) :

Щ  (/ (X, у, г) ±  ф (х, у,  г)) 4 со =  | | |  /  (х, у,  г) 4 со ±
О) (О

±  | | |  ч> (х> У> 2)
(1)

3- х о с с а. А гар  и н тегр ал л аш  соз^аси со бир неча цисмга бу- 
лннса, у з^олда бутун соз^а буйича олинган уч улчовли ин теграл  
^ар  1\айси  цисм буйича олинган уч улчовли и н тегр ал л ар н и н г  
йигиндисига тенг булади  (икки та  цисм булган  з^ол билан  чек- 
л а п а м и з ) :

1 /  (х, У, г) (I со =  | | |  I (х, у,  г) й со +  1 1 |  /  (х, у,  г) й  со.
О) О), О),

4 - х о с с а .  Агар интеграллаш ссз^асида интеграл остидаги функция 
$/л ишорасини узгартирмаса, у холда уч улчовли интеграл худди шу 
ишорани сацлайди, чунончи: агар со со.^ада /  (х, у,  г) >  0  булса, у  
\олда ]' С |  /  (х, у,  г) (1 со >  О, агар со соз^ада /  (х, у,  г) <  0  булса, у

х,олда 1 1 1  /  (х, у,  г) й со <  0 .
(О

5 -х  о с е  а. Агар интеграллаш со^асида иккита функция бирор тенг- 
сизликни ^аноатлантирса, у з^олда бу функциялардан олинган уч ул» 
човли интеграл з^ам шу тенгсизликни каноатлантиради, [боцщача айт­
ганда, агар со соз^ада /  (х, у ,  г) >  ф (х, у,  г) булса, у  з^олда

| | |  /  (х, У, г) Ло >  1 1 |  ф (л, у ,  г) Ло.
(О (й

У р т а  ц и й м а т  з ^ а ц и д а г и  т е о р е м а .  А г а р  /  (х, у , г )  
функция ёпиц чегараланган  со со%ада у з л у к с и з  булса,  у  хсолда  
бу  соцава шундай Р 0 ( х0, у 0, г0) нуцта мавжуд  буладики,  со со%а 
буйича олинган уч ул човл и интеграл интеграл остидаги функ­
циянинг шу нуцтадаги урта щйматини интеграллаш соуаси  © 
нинг V уажмига купайтирилганига тенг:

/ Я  /  (*. У' г ) ® =  /  (%  У* г0) У.
О)

Функциянинг

/  (*о. Уо, 2о) =  ^  | | |  /  (х, у ,  г) Ло 
0)

циймати /  (х, у,  г) функцияниннг со соз^адаги урта циймати дейилади.
И н т е г р а л н и н г  ч е г а р а л а н г а н л и г и  ^ а р д а  т е о -
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р, е и  а. А г а р  ( (х, у,  г )  функция ёпиц чегараланган  и  сохада  
у з л у к с и з  уамд а М  ва  т л а р  функциянинг шу со^адаги энг кат- 
та ва  энг  кичик циймати булса,  у  %олда уч  улчовл и интеграл 
функциянинг  энг  кичик цийматининг интеграллаш соцасининг
V \а ж м и га  купайтмаси билан энг  катта щймати М  нинг уш а  
уажмга купайтмаси орасида ётади (яъни  ф ункц ия  ч е г а р а л а н ­
ган  булса , уч улчовли  ин теграл  ^ а м  ч е г а р а л а н г а н д и р ) :

т  ^  ^  1 ] ] I У’ г) <&> <  М  • К.
(1)

У з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Б ерилган ф ункциядан  берилган со^а буйича олинган икки улчовли 
интеграл деб  ним ага айтилади? Унинг геометрик ва механик м аъноларини ту- 
ш унтиринг.

2. И кки улчовли интегралнинг м авж удлиги  ^а^и даги  теорем а нимадан 
иборат?

3. Ясен ш акл  юзини икки улчовли интеграл ёрдам ида ^исоблаш  ф орм у- 
ласини асосланг.

4. И кки улчовли интегралнинг хоссаларипи айтиб беринг.
5. И кки улчовли интеграл учун урта кий мат .^акидаги теорем анн ва инте- 

гралнинг чегараланган лиги  ^а^и даги  теорем аларни иф одаланг, уларнинг 
геом етрик м аъиосини курсатииг.

6. Б ерилган ф ункциядан  берилган со^а буйича олинган уч улчовли инте­
грал  деб нимага айтилади?-У нинг геометрик м аъносини курсатинг.

7. Уч улчовли интегралнинг м авж удлиги  ^аци даги  теорем а ним адан ибо­
рат?

8. Ж исм  ,\аж м и н 1! уч улчовли интеграл билан >;исоблаш форм улаенни асос­
ланг.

9. Уч улчовли интегралнинг асосий хоссаларини айтиб беринг.
10. Уч улчовли интеграл учун урта ^ийм ат з^а^идаги ва  интегралнинг 

чегараланганлиги ^аци даги  теорем аларни иф одаланг.
11. 3466—3476, 3513— 3 5 1 6 -м асалаларни  ечинг.

3- §. Икки улчовли ва уч улчовли интегралларни кетма-кет 
интеграллаш билан ^исоблаш

И кки улчовли ва уч улчовли и н тегралларн и н г  интеграл  
йигнндиларнинг ли м и тл ар и  си ф атп да  берилган  та ъ р и ф л а р и  
^ и соблаш  усуллари ни  хам курсатади . Аммо бу ж а р а ё н  нкхоят- 
д а  узундан-узо!^ ва купгина ^и йин чи ли клар  билан боглиц. И к ­
ки улчовли ва уч улчовли и н тегралларн и  ^и соблаш  м асаласи  
а м а л д а  мос р ав и ш д а  иккита  ва учта ани ^  интегрални кетма- 
кет >;исоблашга келтирилади .

1. Икки улчовли интегрални хисоблаш . О лдин икки улчовли 
интегрални .^исоблаш м асаласи н и  царайм и з:

_[ Г /  {х, у) ах йу.
О

В  сохани цуйпдагича деб ф а р а з  ^и лам и з:  у у  =  у \ , ( х ) ,  у  =  
=  у 2(х) ф ун кц и яларн и н г  гр а ф и к л а р и  х а м д а  х =  а ва  х = Ь  турри 
ч и зи ^ лар  б и л ан  чегар ал ан ган  ( 3 1 - ш а к л ) .  ^  со.\анинг исталган
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ички нуцтаси орк;али Оу  ук,ига п а р а л л е л  турри чизиц лар  утка-  
замиз. Бу  турри ч и зи ^  Ь  со^анинг ^  чегарасини иккита  Р  ва (2 
и у^тада  кесиб утади . С Р В  чегарани  кириш, АС}В чегарани  эса  
чициш чегараси  деймиз.

Т а ъ р и ф .  А гар  й  со^а  уш бу  икки ш артни  ^ ан о атл ан ти р са ,  
яъни

а) унинг ички н у ^ таси дан  утувчи Оу  у ^ а  п а р а л л е л  ^ ар  
цандай  турри ч и зи ^  ^  контурни икки н у ^тад а  кесиб утса;

б) кириш ва чикиш  кон турларин инг  ^ар  бири ало.^ида тенг- 
л а м а  билан  б ери лса, бу со^а  Оу  у^и йуналиш и буйича мунта- 
:шм со%а дей и лади .

Оу  у^и йун али ш и  буйича м ун тазам  булган  со^а  т е н г л а м а л а р  
системаси билан ^уй идаги ча  берилиш и мумкин:

31- ш акл. 32- ш акл.

|  а  <  X <  Ь,

\ У 1 ( х ) < У <  У 2 (*),
бунда

У1 (х) <  У2 (х).
Ох  уци йуналиш и буйича м ун тазам  булган  со^ани ^ ам  

ш унга ухш аш  а н и ^ л а ш  мумкин. Б у н дай  со^а (32- ш ак л )

|  с <  у  <  а,
\ х 1 (у) < х < х 2 (у)

тенгсизликлар  системаси билан берилиш и мумкин, бунда  
х 1( у ) ^ х 2(у ) .

А гар т а ъ р и ф д аги  ш ар т л а р д а н  а ^ а л л и  биттаси бузилса , у 
^олда со^а у ёки бу й у н али ш д а  номунтазам со^а  д ей илади . 
Б ун дай  ^о л д а  со^ани Оу  ёки Ох  у^ига  п а р а л л е л  турри чизиц- 
л ар  билан  ^ар  бири у ёки бу й ун али ш га  нисбатан  мунтазам- 
буладиган  ци см ларга  а ж р а т и ш  мумкин.

33- ш а к л д а  Оу  у^и йуналиш и буйича н ом ун тазам  со^а ми- 
соли келтирилган , чунки бунда биринчи ш ар т  бузилган: бунда  
со^а  чегарасини туртта  н у ^ тад а  кесадиган  Оу  уцига  п а р а л л е л  
турри чизиц м авж уд . Бу  со^ани Оу  у^и га  п а р а л л е л  турри чи- 
зи ^  билан  учта 0 2, м у н тазам  со^ага  булиш  мумкин.
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3 4 - ш а к л д а  О ^уц ига  нисбатан  н о м у н тазам  со^а мисоли бе­
рилган , чунки б у д а  иккинчи ш ар т  бузилган : чициш  чегараси  
и кки та  тен гл ам а  билан  берилган . Оу  у ^и га  п а р а л л е л  тугри 
чизиц  билан  со^^и  и кки та  Б 1 ва Б 2 м у н тазам  со^ага  булиш  
мумкин. С о^а б ь  й ун али ш да  м унтазам , иккинчи йун али ш да  
ном ун тазам  булкцИ мумкин. Х|ар икки й ун али ш д а  м у н тазам  
б улган  со^а  ту г^д ан -ту р р и  м у н тазам  со^а  д ей илади .

33- ш а л . 34- ш акл.

Энди икки у л о в л и

\ I  I (х, у )  йхйу
ъ

ин тегралга  ^айтгмиз. Б  и н тегр ал л аш  со^аси Оу  ук,и йуналиш и- 
д а  м унтазам  д е б ф а р а з  к;иламиз. Б у н д ан  т а ш ^ а р и  ин теграл  ости­
даги  ф ункц ия  /X', у ) > 0  деб  ф а р а з  цилам из. Б у  икки улчовли  
интегралнинг цищ ндрик ж и смн инг з^ажми си ф ати даги  геомет- 
рик  м азм ун и дан  ф о й д ал ан и ш  имконини беради, яъни

V =  _[[ /  [х, у) й х й у
б

тенгликдан  фойдаланиш имконини беради.
Энди цилиндрик ж и смн инг V ^ аж м и н и  к у н д ал ан г  кесим- 

л а р  усулидан  6 - боб, 2 1 -§ )  ф о й д ал ан и б  ^и соблай м н з  (35- 
ш а к л ) .

К ,аралаётган  цили ндрик  ж и смн и Ох  у ^и га  перп ен ди куляр  
булган  ихтиёрш  х =  сопз! ( о ^ х ^ Ь )  текислик  билан  кесамиз. 
К есим да  МХ'ОР  эгри чизикли  тр ап ец и яга  эга  булам и з, унинг 
5  (л:) юзи х  у з 1арувчининг функциясидир. Ж и см н и н г  . \аж ми, 
м аълум ки ,

ь
у  =  |  5  (х) йх

а

ф о р м у ла  билан  и ф о д ал ан ад и . Ш у ф орм улан и  биз цили ндрик  
ж и см  хаж м и н и  >исоблашга ^ уллай м и з .  .Бунинг учун эгри
чизицли т р ап ещ я н и н г  юзи булм иш  5 ( х )  ф ункц ия  куриниш ини 
а н и ^ л а ш  ^олад! .  М аъ л у м ки , бу юзни аниц  ин теграл  ёр д ам и д а
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2--11Х.У)

в  У;У2(Х)

^и соблаш  мумкин, бу и н те гр а л ­
нинг ин теграл  ости ф ункцияси 
г  =  { (х,  у )  сирт билан  х = с о п з 1 
тскисликнинг кеси ш иш идан ^о- 
сил булган  М1Ч чизик; тен глам а-  
сидан и борат  булади , шу билан  
бирга у  у згарувчи  узининг Р  
нуцтадаги  у\ (х) ва  <2 нуцтадаги  
у 2 (х) ^ и й м атлар и  ораси да  узга- 
ради:

Уг (*>
5  (х) =  ( /  (х, у) йу,

У1 <х)

бу ерда  [(х,  у )  бир узгарувчи- 
нинг функциясидир, чунки х  =  сопз!.

Х^осил цилинган  ф о р м у ла  цили ндрик  ж и см  к у н д ал ан г  кеси- 
мининг 5 ( х )  юзини и ф одалай ди . Энди ж и см н и н г  ^а ж м и н и  то- 
гшш мумкин:

ь У г (X)

у  = 5 (5 т ^ йу) йх'
а У',(х)

Аммо иккинчи томондан цилиндрик жисмнинг ^ажми икки ул­
човли интегралга тенг: V =  ^  /  (х, у)  йхйу .  Ш у сабабли

35- ш акл.

У,{х)
|  |  I (х, у) йх й у  =  [ ( |  /  (.х, у) йу} йх

У\ (х)
еки

ь В, (х)
I I  / (х, у) й х й у =  [ йх |  /  (х, у) йу.
й  а У! (X)

(3.1)

Ана шунинг узи икки улчовли  интегрални ^и соблаш  учун 
и зл анаётган  ф орм улади р .  Унгда турган  ин теграл  икки ка рр ал и  
интеграл д ей илади , шу билан  бирга

У, (х)

[ /  (х, У) йу
VI (х)

ички интеграл деб  а т ал а д и ,  бунда  х  у з г а р м а с  ^и соблана-  
ди, и н тегр ал л аш  у  буйича олиб борилади , и н тегр ал л аш  чегара-  
ла р и  эса  умумий ^олда  х  нинг ф у н к ц и ял ар и  б улади  (у згар м ас  
б ули ш лари  ^ ам  м ум ки н). И чки интегрални ^и соблаш  н ати ж аси  
умумий ^о л д а  х  нинг ф ункцияси  булади . Б у  н а т и ж а  таш ци  ин­
теграл  учун ин теграл  ости ф ункцияси  б улади , т аш ^ и  ин теграл  х  
у зарувчи  буйича а  д ан  Ь гача  ч е г а р а л а р д а  ^и собланади .

(3.1) ф о р м у ла  И  со ^ ад а  на ф а ^ а т  } (х ,  у ) > 0 б улгандагина ,
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б ал к и  1 ( х , у ) <  0  б улган д а  з$ам ёки } { х , у )  И соз^ада уз ишора- 
сини у зга р ти р га н д а  з^ам тугри лигича  к;олади.

1 - э с л а т м а .  А гар  И  и н тегр ал л аш  сохаси Ох  уки йунали- 
ши буйича м у н тазам  булса, яъни  уни

с <  у  <  а, 

х 1 ( К ) < К * 2 (у) 
т ен гси зл и клар  систем аси  билан  бериш мумкин булса, у ^олда  
икки улчовли  и н тегрални  з^исоблаш учун ^уй идаги  ф о рм улага  
эга  булам из:

л *2 (У)
/  (х, у) йх. (3.2)

(У)

Б у н да  ички и н те гр а л л аш д а  у  у згарувчи  у зга р м а с  деб  з^исобла- 
нади. Б у  и н теграллаш н и н г  н ати ж аси  умумий з^олда у  узгарув- 
чининг ф ункцияси  булади, ш ундан кейин уни с д ан  й гача  че- 
г а р а д а  у  буйича и н тегр ал л аш  керак .

2 - э с л а т  м а. Т аш ^ и  интегралнинг и н теграллан и ш  чегара- 
л а р и  доим у зга р м а с  булади.

3 - э с л а т м а .  Агар Б  и н тегр ал л аш  сохаси н ом ун тазам  бу л ­
са, уни бир неча м ун тазам  со . \аларга  булиш, бу соз^аларнинг 
з^ар бирида икки улчовли  интегрални з^исоблаш ва ш ундан  ке ­
йин н а т и ж ал а р н и  ж а м л а ш  керак . М азк у р  бобнинг 1 -§  идаги
3- хоссага  кура  Б  соз^а буйича олинган  интеграл  шу йигиндига 
тенг булади.

4- э с л а т м а. А гар  и н тегр ал л аш  сохаси Б

а <  х  <  Ь, 
с <  у  <  й

тугри ту р тб у р ч ак д ан  и борат  булса, у з^олда (3.1) ва (3.2) фор- 
м у л а л а р  цуйидаги кури ниш ларни  олади:

ь а
|  \ [ (х, у )  йхйу  =  |  йх ( I (х, у) йу,  (З.З;
О а с

А Ь

I I  /  (х, у) йхйу  =  |  йу  |  { (х, у) йх. (3.4]
О с а

1 - м и с о л .  А гар  р зичлик  пласти н к ан и н г  и сталган  ну^та- 
сида р — х + у  ф о р м у ла  билан берилган  булса,

1 <  х  <  2 ,

1 <  г / < 3
тен гси зли клар  системаси билан  бери лган  п л астинканин г  гг> 
массасини з^исобланг.

Е ч и ш .  И кк и  улчовли  интегралнин г м еханик  маъносидан  
келиб  чикилса, бу м а с а л а  р д ан  олинган  икки улчовли  инте 
г р а л га  тенг ( ( 1 .2 ) ф о р м у л а ) :

| |  I (х, У) й х й у  =  |  йу



т  =  С |  (х +  у) йх йу, 
й

бунда И  — томснлари

х =  1, х =  2, у  =  1, у  =  3 
булган тугри туртбурчак билан че­
гараланган соха.

О и н тегр ал л аш  со^асини тас- 
ннрлаймиз, у Ох  уци йуналиш и 
буйича хам, Оу  уци йуналиш и 
буйича ^ам  м унтазам . И нтеграл-  
мн , \исоблаш учун (3.3) форму- 
лани ц у л лай м и з  ( 3 6 - ш а к л ) :

У-З
У / / 7 /

> -:
V-

ш
36- ш акл .

т |  (х +  у) йх йу  =  |  йх (х +  у) йу.

Олдин ички ин тегрални  ^и соблайм и з, унда х  у з г а р м а с  деб  >̂ и- 
собланади:

3 3
|  (х +  у) й у =  \ (х +  у) й (х +  у) - --^ (X +  у )2 | 3 =
1 1 1

Демак,

=  ±  {х +  З)2 — у  ( х +  1)* = 2  (х +  2 ).

т =  ( 2 (х +  2) йх -  (х 4- 2)2 | =  42 — З2 =  7. 
Г 1

Виз (3.4) ф о р м у лад ан  ф о й д ал а н га н и м и зд а  >^ам ш ундай  нати- 
ж а га  эри ш ган  б улардик :

3 2

т  =  ( йу  | (х +  у) йх =  7.
Г !

2 - м и с о л. К,уйидаги сиртлар  билан ч егар ал ан ган  ж исм  
хаж м ини топииг:

г =  х2 +  у 2, 2  =  0 , у  =  х2, х =  у 2.

Е ч и ш .  Б ер и лган  ж и см  цили ндрик  ж исм: у ю коридан  
г  =  х2 +  у 2 а й л а н м а  п араб олои д , куйидан 2  =  0  ко о р д и н атал ар  
текислиги, ён том о н л ар дан  ясовчи лари  О г  укига п а р а л л е л  
булган у  =  х 2, х =  у 2 п ар аб о л и к  ц и ли н д р л ар  билан ч егаралан ган .  
Унинг х а ж м и  V уш бу

V =  Г С /  (х, у) йх йу
'и

ф орм ула  буйича ^и соблан ади .
Ж и см н и  ю коридан  ч егараловчи  сиртнинг тенглам аси  

г  =  х2 +  г/ 2 ин теграл  ости ф ункцияси  булади . й  ин теграллаш  со­

юз



еки
0 <  х  <  1 , 
х2<  у  <  У X 

Шундай к,илиб,

V =  |  С (х2 +  у 2) й х  й у

^аси  эса  г  =  0 теки сли кдаги  
у = х 2 ва  х = у 2 п а р а б о л а л а р  би­
л а н  ч ега р а л а н га н  ш а к л д а н  и б о­
рат  булади . Ц и л и н др и к  ж и смн и  
ю ц оридан  чегараловчи  г  =  х г + у 2 
п араболоидн инг цисми худди шу 
со ^ага  п р о ек ц и ял ан ад и  (37- 
ш а к л ) .

й  со^а  м ун тазам , уни цуйи- 
даги  тенгси зли к лар  системаси би­
л а н  бериш  мумкин:

1,

интегрални хисоблаш  учун (3.1) ва  (3.2) ф о р м у л а д а н  исталга-  
нини ц у л л аш  мумкин. (3.1) ф орм улан и  ц уллайм из:

1 Ух
V =  |  йх (х2 +  у 2) йу .

О лдин ички интегрални ^и соблайм и з, унда  х  у з га р м а с  д еб  ^и- 
с облан ад и :

У х  — - -  1 */2 -п (  I \  | У х 5/2
|  (х2 +  У2) йу  =  [х2у  +  у  у 3̂  | =  X +  -  х ■х*-------х".

3

Демак, V =  ( (х5/2+  х 3/2— х 4 — ~  хе \ йх =

21 15 21 35

Шундай цялиб, бэрллган жис\1.нч:гг хажми: V =  —  (куб бирлик).
О О

(3.4) формуладан фэлдаланалса х-ш шу натижага эришиш мум­
кин:

и1
3 - м и с о л .  Ушбу

I =  У /  /  {х, у) йх йу
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икки улчовли интегрални икки к а р р а л и  ин тегралга  келтиринг, 
бунда  И — (/ =  0 , у = х г, х - \ у  =  2  ч и зи ^ л ар  билан  ч ега р а л а н га н  
со^а.

Е ч и ш .  I)  и н тегр ал л аш  соб^аеини тасв и р л ай м и з  ( 3 8 - ш а к л ) .  
Ву Ох уь^и йун али ш и даги  м у н тазам  со^а, уни

| 0 <  1,

1 V у  <  х  <  2  — у
тснгси зли клар  системаси б и лан  бериш  мумкин, шу с аб аб л и  
.(3.2) ф о р м у лага  биноан:

38- ш акл. 39- ш акл.

2 - у

V у у

А гар и н тегр ал л аш  тар ти би  узгар ти р и л са ,  у ^олда  н ати ж а-  
ни бир интеграл  кури ниш ида ёзиб булм ай ди , чунки й  со^а Оу  
уци йуналиш и буйича ном ун тазам  со.^а (ОБА  чи^иш  чегараси  
^ар  хил кисм да >^ар хил т е н гл ам ага  э га ) .  со^ани иккита  ва 
I)2 м ун тазам  с о х ал ар га  б у лам и з  ( 3 9 - ш ак л ) :

0 1 : 1 д  . „ ва Б.,:

Натижада куйидагига эга буламиз:

0  <  у  <  2  — х.

I =  (’ /  (х, У) Ах йу =  \ \ } (х, и) йх йу +  /  (х, у)  йх йу  =
О. О,

2—х
=  [ йх (* /  (х, у) йу  +  С йх \ /  (х, у) йу.

о о‘ Г о
Бу мисол и н тегр ал л аш  тарти бин и  турри т а н л а ш  ц ан чал и к  му- 
^им эканини курсатади .

2. Уч улчовли  интегрални хисоблаш . Уч улчовли

]’ [ I  /  (х, у,  г) йх йу  йг
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ин тегрални  ^и соблаш  учта  ани ц  
интегрални кетм а-кет  интеграл- 
л а ш га  келтирилади . со интеграл­
л аш  со^аси п астдан  г  =  г { (х, у ) 
сирт билан, ю цоридан эса  г — 
= г 2(х, у )  сирт билан  ч е г а р а л а н ­
ган  деб  ф а р а з  ^и лам и з .  Б у  ж и см  
О ху  текисликдаги  й  со^ага  про- 
екциялансин. / )  со^а у = у \ ( х )  ва  
у = у 2( х ) ч изиц лар  б и л ан  (бунда 
У \ ( х ) ^ у 2( х )  ва  х =  а, х =  Ь 
( а > Ь )  тугри чизиц лар  билан  
чегараланган булсин. со-жисмнинг ис- 
т а лган  ички ну^таси  орцали  О г  
\ '^ига  п а р а л л е л  тугри чизиь^ ут- 

к а за м и з  ( 4 0 - ш а к л ) .  У со ж исм  чегарасини иккита  Р  ва 0  нук;- 
т ада  кесиб утади. Уч улчовли интегралнинг ^ийм ати

а у, (дг) г ,  (х, у)

I I I  /  (х, у,  г) йх йу  йг =  |  йх йу  [ /  (х, у , г) йг
(о ь у, (х ) г , (х, у)

ф о р м у ла  буйича .^исобланишини исботлаш  мумкин.
У нгда турган  ин теграл  уч каррал и интеграл д ейилади . Б у  

интегрални хисоблаш  учун олдин икки интегрални, х  ва  у  
ни у зга р м а с  деб олиб, 2  у згарувчи  буйича и н тегр ал л аш  керак .  
^ и с о б л а ш  н ати ж аси  х  ва  у  га боглик, булган  ф ункц ияди р . Б у  
ф ункц ия  урта  ин теграл  учун у  буйича интеграл  ости ф у н кц и я ­
си булади, бунда х у зга р м а с  деб  ^и собланади . Н и^оят, ик ки н ­
чи и н тегр ал л аш  н ати ж аси  ф а ^ а т  х  га б огли ^  ф ункция булади . 
Уни Ь дан  а гача ч ега р а д а  ин теграллаб ,  уч улчовли интеграл- 
нинг цийматини топамиз.

4- м и с о л. Ушбу

I ~  П \ (х + У + 2) ^х ^У ^г 
<ь

уч улчовли интегрални хисобланг, бунда со — коорди н ата  те- 
к и сли кл ар и  ва х +  у  +  г =  1 т екислик  билан ч егар ал ан ган  ж исм.

Е ч и ш .  со и н тегр ал л аш  со^асини ва унинг Оху  т е к и с л и к д а ­
ги Б  проекциясини ясай м и з  ( 4 1 - ш а к л ) .  со сох ада  уш бу тенг- 
с и зл и к л ар га  эга булам и з:

0  <  1 ,
0  <  у  <  1 — х,
0  <  г <  1 — х — у.

Шундай цилиб, уч улчовли интеграл уч каррали интегралга
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41- ш акл.

/  =   ̂ йх  ̂ йу  |  (х +  / / т г )  Л
о б  о

(формула ор^али келтирилади. Ички интегрални хисоблаймиз, унда 2 
интеграллаш узгарувчиси, х ва у  узгармас деб хисобланади:

I — х — у

^ {х +  у  +  г) йг =  — (л: +  у  +  г)2
1—л—у

о

=  |  (* +  */ +  1 - х - у У - ±  (х +  у)* =  \  (1 - ( х  +  у П

Энди урта интегрални хисоблаймиз, бунда у  интеграллаш узгарув­
чиси, х  эса узгармас деб хисобланади:

1 -  *

(1 — (* +  # )  й у  =  ^ [ у  — ~  (х +  '/)3) | о =

? ,-,=

— л: — — +  — х3 ) =  — (— х3 — л: +  — ).2 V 3 3 / 2 \ 3 3)
Нихоят, таш^и интегрални хисоблаймиз:

I =  Г ^  (-7; х3 — х +  — \ йх =  — ( —  х 4 ------  ха +
О 2 \ 3 3 ) 2 V 12 2
о

+!*)
I 1 / 1

12
1  • 2
2 ^ 3
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1. К,андай ссда  м унтазам  со>;а дейилади?
2. И кки улчовли интегрални м унтазам  со^а буйича икки кар р ал и  интеграл  

ёрдам ида >;исоблаш форм уласини чиь;аринг.
3. Н ом унтазам  со^а булганда икки улчовли интеграл кан дай  ^н соблана-

ди?
4. Уч улчовли интеграл уч каррали  интеграл ёрдам ида ^ан д ай  ^исоблана-

ди?
5. 3485—3497, 3506— 3512, 3517— 3524- м асалаларни  ечинг.

4- §. Икки улчовли  и н те гр а л д а  у згарувчи ларн и  а л м а ш т и р и ш

Биз аник; и н тегралларн и  хи со б л аш д а  у згар у в чи лар н и  а л ­
м аш тири ш  усули му.\им эканинн билам из . Ш у усул ё р д а м и д а  
интеграл  остидаги ифодани бошь^а осой и н те гр а л л ан а д и га н  
иф ода  билан  ал м аш ти р и ш  мумкин. И кки  улчовли и н те г р а л л а р  
учун ш ундай усулни 1\ар ай м и з .

г==[ ( х > У) ф ункц ия  бирор ёпик; ч ега р а л а н га н  О  с о х а д а  у з ­
лукси з  булсин. Б у н дай  ф ункция учун икки улчовли

С [ /  (*, у)  йх йу  (4.1)
"в

ин теграл  м авж уд .
И н тегр алд а

х =  х  (и, V), у  =  у  (и, у) (4.2)
ф о р м у л а л а р  ё р д а м и д а  янги и, V у згар у в ч и л ар га  утам и з ,  (4.2) 
ф о р м у л а л а р д а н  и, V у згар у вч и лар н и  ягона усул билан топиш 
мумкин булсин:

и =  и ( х ,  у), у =  (х, у).  (4.3)

У з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

42- ш акл.

(4.3) ф о р м у л а л а р  ёр д ам и д а  О  соханинг >^ар бир Р { х , у )  
н у^таси га  ( О х у  к о о р д и н атал ар  текислигининг) янги 
тугри б урчакли  ко о р д и н атал ар  ^ и с те м а с и д а н  бирор Р ( и , ь )  
ну^та  мос келтирилади . Х^амма Р(и ,  и) н у ^ тал ар н и н г  ту п л ам и  
Ъ  ёпиц ч ега р а л а н га н  со.\ани ^осил цилади  ( 4 2 - ш а к л ) .  (4.2) 
ф о р м у л а л а р  к о о р д и н атал ар н и  ал м аш ти р и ш  ф о р м у л а л а р и ,  (4.3) 
ф о р м у л а л а р  эса  тескари  ал м аш ти р и ш  ф о р м у л а л а р и  дейилади,



Л гар  (4.2) ф у н кц и ял ар  Б  со ^ ад а  узлукси з  биринчи тар ти бл и  
хусусий х о си л ал ар га  эга  булса  ва  агар  шу со ^ад а  д етерм и н ан т

дх дх

I ди дV 
ду ду 
ди ди

Ф  О (4.4)

булса , у >;олда (4.1) ин теграл  учун узгарувчиларни алмаштириш 
формуласи уринли:

^ |  П х ,  У) Ш у  =  \ \  I (х (и, V), у  (и , V)) 1/| йийи. (4.5)
о Ъ

/  д ет е р м и н ан т  х =  х(и ,  V) ва  у  — у(и ,  V) ф у н кц и ял ар н и н г  и ва
V у згар у в ч и лар  буйича функционал детерминанти дей илади . 
У ш унингдек немис м атем атиги  Якоби номи билан якобиан  деб  
^ам  а т ал а д и .

1 -м и с о л. Ушбу

[ [ (2 х—у) йх йу  
'6

интегрални хисобланг, бунда Б  ушбу

х +  у  =  1 , х +  у  =  2, 2х  — у  =  1, 2х — у  =  3

турри ч и зи ц лар  б и лан  ч ега р а л а н га н  соха.
Е ч и ш .  И н те гр а л л а ш  сохасини царайм и з, у Ох  у ^  й у н ал и ­

ши буйича хам, О у  у ^  йуналиш и буйича хам  н ом ун тазам  соха. 
Ш у с а б а б л и  интегрални хисоблаш  узундан  у зо ^  булади , чунки 
Б  сохани м у н тазам  ^ и с м л а р га  булиш  (улар  учта  б у л а д и ) ,  
сунгра  эса  ш унга мос учта интегрални хисоблаш  к е р а к  булади . 
А гар  со дд аги н а

х +  у  =  и, 
2х  — у  =  V

(4.6)

V

О,
----- 1______1_

43- шакл.
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ал м а ш т и р и ш л а р  б аж а р и л с а ,  интегрални ^и со бл аш  анча осон- 
л а ш а д и .  Б у н дай  ал м аш ти р и ш  асосида х +  у =  1 ва  х + у  — 2 тур- 
ри чизиц лар  ко о р д и н атал ар н и н г  янги 0 Уиу  систем асида  и =  1 ва 
и = 2  тугри ч и зи ^ л ар га  утади , 2 х — у = 1  ва  2 л:— у  =  3 тугри чи- 
з и ^ л а р  эса  у = 1  ва о =  3 тугри  ч и зи ^ л ар га  ут а Ди - & п а р а л л е ­
л о гр ам м  О  тугри  ту р тб у р чак  билан  а л м аш ад и , бу эса  содда 
и н тегр ал л аш  со^аси  булади  ( 4 3 - ш а к л ) .

Энди I якобианн и  ^и соблаш  ^олади . Бунинг учун х  ва у  
у згар у вчи лар н и  (4.5) ф орм ула  буйича и ф од алай м и з:

х = - ^  (и +  о),

у = 1  (2 ы _ 0).

и ва V узгарувчилар буйича хусусий ^осилаларни топамиз:
дх_ _  ±  дх  _  1 
да ~  3 '  3 ’

_ду _  _2 ду_ _______1_

ди 3 ’ <9о 3 ’

уларнинг ^ииматларини эса (4.4) формулага ^уямиз:
1 1_

7  3 _______ 1____ _2 ________ 1_

2_ ~  9 9 3 '

3 3

(4.5) формула буйича’ узил-кесил ^уйидагига эга буламиз:
2 3

^  (2х — у) йх йу =  | |* V ~  йи йу =  | йи |* уйи =

=  — Г -  и2 3 йи =  — Г (9 —  1) йи =  —- ц Р =  — .
3 .1 2 1 6  ^ 4 ’ 6  II 3

1 1

К, у  т б к о о р д и н а т а л а р  и. х ва у  декарт координаталари

х  =  Г С05 ф , 

у  =  Г 51П ф

ф о р м у л а л а р  ё р д а м и д а  ^утб  к о о р д и н атал ар и  г ва  ф билан ал- 
м аш и н ад и ган  хусусий з^олни ^ар ай м и з ,  бу а м ал и й  татб и ц л ар  
учун му^имдир.

г  ва  ф у згар у вчи лар  буйича хусусий ^о си л ал ар н и  топамиз:'
дх дх

—  =  С 05ф , —  =  —  Г 51П ф , 
дг  оф

д у  . ду
=  81П ф , - Г  дг дц>

Г  С05 ф ,
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бундан

I СОЗ ф —  Г51П Ф I
/  =  . | =  ГСОЗ2 ф +  ГЗШ2 ф =  Г.

| 51П ф ГСОЗф |

(4.5) формула кунядагк куринишни олади:

[ ( /  (х, у) йх йу  =  /  (гсозф, гзш  ф) гйгй ф. (4.7)
о ТГ

гйгйц! и ф ода  цутб координаталаридаги ю з  элемента д ей и л ади .
(4.7) ф орм ула купинча Б  со^а м аркази  к оор ди н атал ар  бош и ­
да булган

х2 +  у 2 <  а2

доп р одан  иборат  бул ган да  ц улл ан и лади  ( 4 4 - ш аклда ч а п д а ).  
Бу ,\ол да Б  со.\а  куйидаги

О <  г <  а,
О <  ф <  2 л

тенгсизликлар  билан  аницланади . (4 .7 ) икки улчовли и н тегр ал ­
ни хи собл аш  г ва ф узгарувч и л ар  буйича икки улчовли и н те­
грални хи собл аш га  келтирилади ( 4 4 - ш аклда у н г д а ) .

К утб к оорди н атал ар  си стем аси да  кутбнннг ж ойлаш иш ига  
боглиц хо л д а  интеграллаш  чегараларини  ж ойлаш тириш  ^ои- 
дасини  курсатам и з.

а) О 1\у т б  ф =  а  ва ф =  р нурлар о р аси да  ж ой л аш ган  Б  со- 
.^ада ётм асин , бун да  ф =  сопз1 координата чизиклари чегарани  
иккита н уктада кесиб утснн ( 4 5 - ш ак л ).
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47- ш акл.

А К В  ва  АС}В эгри ч и зи ^ л ар -  
нинг цутб те н г л ам а л а р и  мос р а ­
виш да г  =  Г\(ф )в а  г =  г2(ф) б у л ­
син. Б ер и л ган  и н тегр ал л аш  со^а- 
си учун икки улчовли  и н те гр а л ­
ни хисоблаш  ф орм уласи  цуйида- 
ги куриниш ни олади :

I (г  соз ф, г зш  ф ) гйгй ф =
Ъ

Р г , (Ф)
=  Г I' / ( г с о з ф ,  г з т ф ) г й г .  (4.8)

а  г ,  (ф )

б) О 1̂ утб й  и н тегр ал л аш  со^аси ичида ётсин ва ф =  соп з1 
координ ата  ч и зи ^ л ар и  ч егарани  битта н у ^ тад а  кесиб утсин. 
Ч егар ан и н г  цутб тен гл ам аси  г = г ( ф) булсин ( 4 6 - ш а к л ) .  Б е ­
рилган  и н тегр ал л аш  со^аси учун икки улчовли  интегрални ^и- 
со бл аш  ф орм уласи  куйидаги  куриниш ни олади :

2л г (ф)
[ Г / ( г с о з ф ,  т зш ф) гйгй ф =  С 4 ф |  / ( г с о з ф ,  г зш ф) тйг. (4.9)
Ъ о о

в) О цутб Б  и н тегр ал л аш  со^асининг ч егараси га  тегиш ли 
булсин, бунда 23 со^а  ф =  а  ва ф =  р н у р л ар  о р аси д а  ётсин 
( 4 7 -ш а к л ) .  Ч егар ан и н г  цутб тен глам аси  г =  г ( ф) булсин. Б е ­
р илган  и н тегр ал л аш  со^аси учун икки улчовли  интегрални ^и- 
со бл аш  ф о рм уласи  куйидаги  куриниш ни олади :

Э Г (ф)
С]7(гсозф, л з т ф ) г 4 г ^ ф  =  ] ' й ф |  / ( г с о з ф ,  г&тц>)гс!г. (4.10)
Ь а  О

Чи^арилган (4.8), (4.9), (4.10) формулаларда ички интеграллаш 
узгарувчиси г, таш^и интегрални хисоблаш узгарувчиси эса ф.

2 - м и с о л .  Устки ярим сфера г =  У 4 — х2— у 2, 2  =  0 текислик 
ва х2 +  у 2 — 2  у  — 0  доиравий цилиндр билан чегараланган жисм 
хажмини ^исобланг.

Е ч и ш .  Х,ажмини хисоблаш керак булган жисмни ва бу жисм 
проекцияланадиган интеграллаш сохасини тасвирлаймиз (48-шакл). ",
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Изланаётган х.ажм: V =  2  [{ ] / 4 — х2 — у 2 йхйу .  Бу  интегрални,
Ь

х ни г  соз ф билан, у  ни г  $ т  ф билан, йхйу  ни тйгй ф билан алмаш- 
тириб, (4.7) формула буйича цутб координаталарида ёзамиз:

V =  2 [[ У  А — г2 г йг йср.
Ъ

Интеграллаш сс^аси чегарасининг х2 +  у 2 — 2  у  =  0  тенгламаси 
кутб координаталар системасида г =  2 з т  ф ку ринишни олади. К,утб

Ф =  0  ва ф =  “  нурлари орасида жойлашган интеграллаш со^аси-

пинг чегарасида жойлашганини пай^аган холда интегралга (4.10) 
формулани ^уллаб ^исоблаймиз:

я/2  2 51П ф  я/2 2 $ ш ф  1

У =  2 ] ^ Ф1  ] ^ 4 ^ 7 2 гйг =  —  2 * - ^ у  й<р |* (4 — г2)~й(4 —

/ . о  о 2 з т  ф о 'I I

— г2) =  —  |  у ( 4  — г2)  ̂ =  [(4 — 4 з т 2 ф) — 4 ] й у =
о о

3 3 -5-
31/2 Т  Т  2 

=  — — ^ 4 [(1 — 5 ш 2ф) —  1]с1(р  =  — ~  -8  ^  (соз3 ф —  1) с1<р =

о о
Я/2 л / 2  л / 2

= ------ |  ]* С052Ф С0 5 Ф ^ Ф — ^ ^ Ф  — -----------! г [ 1  — 51П2 ф ) (51П ф ) —

0

я / 2

я / 2-1
_  1 6

0 —  3

я /2

51П ф  —  — 51П ф  ■ ■ф ( 1 - -
0 3 V 3

—
2 )

1 6

{ 1 -
- _ [ 6  I

( -
3 и 2  / 3  'и з /

Шундай 1\илиб, изланаётган з^ажм: У =

3 - м и с о л .  Ушбу

(х2 +  у 2)3 =  х4 +  у 4
чизин; билан чегараланган шакл юзи- 
ни топинг.

Е ч и ш .  Чизи!^ тенгламасида х  
ни гсо зф  билан, у  ни г з ш ф  билан 
алмаштириб, цутб координаталарида 
ёзамиз:

(куб. бирлик).

г  =  ■^-уЛ3 +  с о з 4 ф .
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Ш у чизщ  билан чегараланган сохани тасвирлаймиз (49- шакл). Бу 
соханинг симметриклиги хамда (1.1) формулага биноан изланаётган 
ю з бундай ифодаланади:

5  =  8 Г| йхйу.

К,утб координатлларида йхд.у =  гЛгй ф, ш у сабабли:
1  

Я/4 7ГУЗ +  С 05  4 <р

5  =  8  [ (■ гс1гй ф =  8  |' с1 ф [ гАг —
о о о

(3 +  соз 4 ф) <1 ф =

я

~  _  3 
—  7  я -п 4

=  |* (3 +  соз 4 ф) й ф =  ^3 ф +  — зш  4 ф 
о

Ш ундай килиб, изланаётган юз 5  =  ^  (кв. бирлик).

5 -§ . Уч улчовли интегралда узгарувчиларни алмаштириш

Уч улчовли и н тегр ал да  у згарувчи ларн и  ал м аш ти р и ш  х ам 
икки улчовли  и н тегр ал даги д ек  а м а л га  ош ирилади . 1 (х , у ,  г )  
ф ункц ия  ф азонинг бирор ч ега р а л а н га н  ёпи ^  со со^асида  у з л у к ­
сиз булсин. Б ун дай  ф ункц ия  учун уч улчовли

) П' !{х, у,  г) а х й у й г  (5.1)
О)

интеграл мавжуд. Ушбу

х  =  х (и, V, до), у  =  у(и,  V, до), г =  г (и, V, до) (5.2)
ф о р м у л а л а р  ёр дам и да  ин тегралда  янги и, V, до узгар у вчи лар -  
га  утамиз. (5.2) ф о р м у л а л а р д а н  и, V,  до ларни  ягона усул б и ­
л ан  ан и к л аш  мумкин булсин:

и =  и (х, у,  г), у =  1>(х, у,  г), до =  до(х, у  г). (5.3)

(5.3) ф о р м у л ал ар  ё р д а м и д а  со соханинг хар бир Р ( х , у , г )  
н у ктаси га  коорд н н атал ар н и н г  О ^удо систем асидан  бирор 
Р(и,  V,  до) нукта  мос цуйилади . Х ам м а  Р ( и , о , ш )  н у ^ тал ар н и н г  
ту п л ам и  ф азонин г ч егар ал ан ган  ёпик со со^асини та ш к и л  ци- 
лади . (5.2) ф о р м у л а л а р  координаталарни алмаштириш форму-  
ла.гари,  (5.3) ф о р м у л а л а р  эса  тескари  алмаштириш форму-  
л ал ар и  д ейилади . Ш у ф а р а з л а р д а  исботлаш  мумкинки, агар
(5.2) ф у н кц и ял ар  со с о ^ ад а  биринчи тар ти бл и  узлукси з  хусу­

сий ^о с и л ал а р га  эга булса  ва бу со ^ад а  детерм ин ан т
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/  =

дх дх дх
ди дV дю
ду ду *у
ди дV дю
дг дг дг
ди дV дю

ч * 0 . (5.4)

булса, у ^о л д а  (5.1) ин теграл  учун у згарувчи ларн и  а л м а ш т и ­
риш ф орм уласи  уринли:

Щ 7 (*. У. г) йх йу йг =
' О)

=  [(С } (х(и ,  V, иV), у  {и, V, т) ,  г  (и,  V, (5.5)

/  д етер м и н ан т  х  =  х ( и ^ , ш ) ,  у  =  у ( и ,  V, т ) ,  г  =  г ( и ,  V, хю) 
ф у н кц и ял ар н и н г  и, V, ш у згар у в ч и лар  буйича ф у н к ц и о н а л  д е ­
терминанта  ёки я к о б и а н  деб  атал ад и .

1. Ц илин дри к  ко о р д и н атал ар .  О х у г  к о о р д и н атал ар  систе- 
м асида  М  нуцтани царайм и з . Р  ну^та  М  нинг Оху  текисликда-  
ги проекцияси булсин. М  ну^тан инг ф азо даги  ^олатини Р  ну^- 
танинг цутб ко о рд и н аталари н и  О ху  текисликда  бериш ва М  
н у^танинг г  апп ли катаси н и  бериш  билан а н и ^ л а ш  мумкин. Б у  
г, ф ва  г  сонлар  (учта сон) М  ну^танинг  цилиндрик коорд ина­
талари дей илади . 50- ш а к л д а н  ну^тан инг цили ндрик  ко о р д и н а­
т а л а р и  унинг д ек а р т  к о о р д и н атал ар и  б и лан  цуйидаги муно- 
с а б а т л а р  билан богланган и  куринади:

IX — г соз ф,
\ у  =  Г 51П ф,
12 =  2,

бунда г >  0 , 0  <  ф <  2  л, 
хосилаларни топамиз:

(5.6)

оо <  г  <  о о . г, ф , г буйича хусусий

сх ёх
----- =  СОЗ ф , ----- =
ёг  Эф

ёх „
- Г 51П ф , —  =  0 ,

дг
ду
дг

ду
51П ф , —  =  ГС О Зф, 

Эф
^  = о .
дг

А  =  о, - -  =  о,
ёсрё г

бундан: 
соз ф

ёг
ёг

Г.
—  Г 31П ф  

51П ф  Г СОЗ ф
о о

(5.5) формула ^уйидаги куринишни 
олади:

Л I  /(*, У, 2) йх йу йг =  (5.7)
(О

=  |  [ | / ( г  созф, г зщ  ф , г) гйг й ф  йг.

50- шакл.
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1- м и с о л .  Уч улчовли

I I I  (х2 +  У2) йх йу  йг _
СО

интегрални ^исобланг, бунда ш 
соха г =  х2 +  У2 параболоид ва 
2 =  1 текислик билан чегараланган.

Е ч и ш .  со интеграллаш со- 
хаси ва унинг Оху  текисликдаги 
О проекциясини ясаймиз (51- 
шакл).

Интегралда цилиндрик коорди- 
наталарга утамиз: интеграл ости­
даги /  (х, у, г) =  х2 +  у 2 функция 
/  (г  соз ф, г зш ф, г) = г 2 куринишни 
олади, со со.\а чегарасинингг=х2+  
+ у 2 ва 2 = 1  тенгламалари бундай 
ёзилади: г  — г2 ва 2 = 1 , Б  соха 
чегарасининг х2 +  у 2 =  1 тенгла­
маси г  =  1 булади. Шундай ки­
либ, уч улчовли интегрални ци­
линдрик координаталарда ёзиш 
ва (5.7) буйича хисоблаш мумкин:

III (х2 +  У2) йх йу йг =
(О

2 я 1 1  2я 1

=  Щ  г2- г й г й у й г  =  |  й у  §  йг \  г3йг =  \  й у  [ (г3-г) Лг =

2я 2я

о о

2. С ф ерик к о о р д и н атал ар .  О х у г  к о о р д и н атал ар  системасида 
М  ну^тани ^а р а й м и з .  М  ну^танинг ф азо дагн  ^олати  унинг коор­
д и н а т а л а р  бош и гача  булган м асоф аси  (М  ну^та  радиус-век- 
то р и  у зун ли ги ) ,  радиус-вектор б и л ан  О г  уц ораси даги  0 бур- 
ч а к  ^ а м д а  ну^та  радиус-векторининг Оху  у эд а  проекцияси би­
л а н  Ох  орасидаги  ф б урчак  орцали  а н и ^ л ан ад и . Б у  учта  г, ф, 0 
сон М  нуцтанинг сф ери к  ко о р д и н атал ар и  дей илади . 52- ш акл-  
дан  М  н у^тан инг  сф ери к  к о о р д и н атал ар и  унинг х, у, г  д ек а р т  
ко о р д и н атал ар и  билан  куйидаги м у н о саб атл ар  о р ^ал и  боглан- 
ганлиги  куриниб турибди:

х  =  г  зш 0  соз ф,
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У  =  Г51П 0 3 Ш ф ,

2 =  Г СОЗ 0,

бунда г >  О, О < ф < 2 л , О < 0 < л .
Алмаштириш якобиани

1 =  г2 з т  0

эканини хисоблаш мумкин, ш у са­
бабли (5.5) формула куйидаги кури­
нишни олади:

] !(х,  У, г ) й х й у й г  =
(1)

=  | / ( Г  51П 0СОЗф, Т 31П 0 ЗШ ф, Г СОЗ 0) Г2 5Ш 0 й г  й  ф й 0. (6 .8 )
оГ

2- м и с о л. Р ади уси  Я га тенг ш ар з^ажмини хи собл ан г. 
Е ч и ш .  (2 .1 ) ф ор м ул ага  биноан ва и зл ан аётган  з^ажми V 

га тенг ж исм нинг сим м етриклиги туф айли  з^ажм куйидаги  ф о р ­
м ула буйича з^исобланади:

V =  8 К =  8 |  йх йу  йг =  8 1  |  г2 з т  0 йг й ф й 0,

бунда V —  шар хажмининг саккиздан бир цисми (53- шакл):

О <  г <  Я,

О <  ф <  — .
2

Демак,
Я
Т

_я
2

Я/2 я/2

V =  8 й у  ^ й® |* г2 з т 0 йг — 
о' о о

Я_ _Я
Л П/. 2 Я  2 2

=  8 ^  ^  ф  ^ 51П 0  • с ^ 0 = ■ ^ - ^ > ( ^ ф ^ ^ 3 8 ^ п 0 Й 0  =

* 0 0 0

, я/2

й ф =  —  у  Я3 ^  ^соз ----- соз 0 1 Н ф =

о
[/2 _Я

=  - # 3 Г ^ ф  =  А ^ з . ф | 2  = 1 я ^ з
з .] з !„ з

о

Шундай ^илиб, радиуси Я  га тенг шар з^ажми

п/2

— соз 0  

о

п/2

О

я/2
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дан иборат.

У з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. И кки улчовли ин тегралда узгарувчи ^ан д ай  алм аш тири лади ? А лм аш ­
тириш  якобиани нима?

2. И кки улчовли интеграл кутб  координ аталарида  ^ан д ай  иф одаланади?  
Д ек ар т  координаталарини  кутб координ аталарига  алм аш тириш  якобиани  ни­
м ага  тенг?

3. 1^утб координ аталарида  икки улчовли интеграл икки каррали  интеграл 
ёрдам и да кан дай  хисобланади?

4. Уч улчовли интегралда узгарувчилар  к ан дай  алм аш тирилади? А лм аш ­
тириш  якобиани нима?

5. Уч улчовли интеграл цилиндрик к оордин аталарга  кан дай  алм аш ти р и ла­
ди? Д ек ар т  координаталарини  цилиндрик к оордин аталарга  алм аш тириш  я к о ­
биани нимага тенг?

6. Уч улчовли интеграл сф ерик координ аталарга  кан дай  алм аш тирилади? 
Д ек ар т  координ аталари  сф ерик к оордин аталарга  к анДай алм аш тирилади? 
Д ек ар т  координаталарини  сф ерик к оордин аталарга  алм аш тириш  якобиани 
нимага тенг?

7. 3525—3540, 3 5 4 7 -3 5 5 8 -  м асалаларни  ечинг.



1 1 - б о б

ЭГРИ  Ч И ЗИ К Л И  И Н Т Е Г РА Л Л А Р ВА СИРТ  
И Н Т Е ГРА Л Л А РИ

1- §. 0гр и  чизицли интегралларга олиб келадиган м асалалар

И н т е гр а л л а ш  сохаси бирор эгри чизик; кесмаси булган з^ол 
учун ан и ^  интеграл туш унчасини у м у м л аш ти р ам н з .  Бу  турдаги  
и н тегр ал л ар  эгри чизикли и н тегр ал л ар  дей илади . У лар  мате- 
м ати кан и н г  турли б у л и м л ар и д а  ^ у л л ан и лад и . Эгри чизицли 
и н тегр ал л ар н и н г  икки тури фарк, 1\илинади : биринчи турдаги  
в а  иккинчи турдаги  эгри чизикли  ин теграллар .  Б у  туш ун чалар -  
га келтирувчи м а с а л а л а р н и  ^ а р а б  чи^амиз.

1. Эгри чизи^нинг массасини ^исоблаш ^ацидаги масала. Фараз 
к,илайлик, бирор АВ  ясси эгри чизик да масса узлуксиз таксимланган 
булсин. Агар эгри чизи^нинг хар бир М  ну^тасидаги р зичлиги маъ- 
лум булса, яъни р =  р(М ) булса (бунда р =  р ( М ) — М  нуктанинг 
берилган узлуксиз функцияси), АВ  эгри чизик,нинг т  массасини топа­
миз. Бунинг учун АВ  эгри чизи^ни А и Л2, . . . , Лг-_,, А {, . . . , Ап_ х 
нукталар билан п та ёйга (кисмга) ажратамиз (54-шакл). АВ  эгри 
чизикни булиш натижасида хосил булган ёй узунлигининг энг кат- 
тасини с1 билан белгилаймиз ва булиниш диаметри деб атаймиз. Агар 
диаметр с1-+0  булеа, у холда ёйларга булиш сони п - +  оо булади.

ёйларнинг хар бирида ихтиёрий равишда биттадан у {)
нук,та танлаб оламиз ва унда эгри чнзи^нинг зичлигини хисоблаймиз:

Агар эгри чизикникг хар бир кисмидаги хамма ку^таларда зичлиги 
узгармас ва унинг /И- иуктадаги кийматига тенг булади деб фараз 
цилинса, у холда хар бир ёйнинг 
т.1 массаси тацрибан куйидагига у,

р. =  р(М-) =  р (хг  у ().

тенг булади: А В

бунда Д /,• катталик • ёйнинг
узунлиги. Х,амма ёйларнинг масса- 
ларини цушиб, А В  эгри чизик, гп 
массасининг такрибий ^ийматини 
>;осил циламиз:

/

54- шакл.
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т « 2 Р  (Щ  А /, = 2  Р (х0 Уд А (1.1)
/=1 ,=1

Эгри чизи^ ^анчалик кичикроц булакларга ажратилса, бу тенглик 
шунчалик аниц булади. Моддий эгри чизикнинг массаси булиниш 
диаметри й нолга интилганда ( 1.1) тенглик унг цисмининг лимитига 
тенг булади, яъни

т  =  Нш2 Р (Щ А /,• =  Пш У  р (х-, г/ ) А /•, '  (1.2) 
{=1 </-*0

бунда
4 — шах А

Шундай ^илиб, эгри чизикнинг массасини ^исоблаш масаласи (1.2) 
лимитни ^исоблаш масаласига олиб келинди.

2. Кучнинг эгри чизи  ̂ буйлаб бажарган иши ^а^идаги масала.
Фараз цилайлик, М  моддий ну^та АВ ясси эгри чизиц буйлаб ^аракат- 
ланганда координата у^ларида узининг Р  ва С} проекциялари билан
берилган Р  = Р  (х, у) куч таъсирида, яъни

Р  =~Р(х, у) = Р(х, у)? +  <Э(Х, у) т  (1.3)

куч таъсирида А ^олатдан В  холатга утган булсин. Р  кучнинг А В 
кучиришда бажарган № ишини топамиз. АВ  эгри чизи^ни А, Аи 
А2, . . .  , Аь . . . , Ап_ и В  нукталар билан яна п та цисмга
(ёйга) буламиз. Энг катта ёйнинг узунлигини А билан белгилаймиз 
ва уни булиниш диаметри деб атаймиз. Х,ар к,эйси ^исмда (ёйда) их-
тиёрий М- (х-, ус) ну^тани танлаймиз ва унда Р 1 = {Р,, С,} кучнинг 
кийматини топамиз, бунда

Р1 “= Уд’ Р1 = р (*<. Щ), <2; = (НХ{, Уд-
Куч ёйнинг ну^таларида узгармас саклэнади ва унинг таъсирида 

ну^та ёй буйича эмас, балки бу ёйнинг ватари А 5■ = Л(_ 1Л,=  {А х (, 
А у,} буйлаб кучади деб фараз ^иламиз. .X >Р бир ёйдаги ишнинг так,-
рибий киймати куч вектори Р{ ва кучищ в;ктор;[ А 5,- нияг скаляр 
купайтмасига тенг (55- шакл):

Г,- = Р 1 • А"5,- = Р  (х1, у^ А х,- +  <2 (х,, у,-) А у,-.

Хосил ^илинган цисм ишларнч жамлаб .4В эгри чизи!\ буйлаб Р  куч 
бажарган тулиц ишнинг такрибий цийматини ^осил ^иламиз:

Г  «  V  [Р (7(,7 1) Ах,- +  0. (х,-Д-) Ау ■]. (1.4)
1 = 1



Моддий нуцтани АВ эгри чизиц буйлаб кучиришда Р  куч бажарган 
иш учун й булиниш диаметри нолга интилганда (1.4) йигиндининг 
лимитини кабул ^иламиз, яъни

П

V  = П т  2  [Р (*., 1/.) ^  (*,-, Ду{]. (1.5)
а~"° 1=1

Бу ерда ^ам кучнинг бажарган ишини ^исоблаш масаласи (1.5) ли- 
митни хисоблашга келди.

Кейинчалик (1.2) ва (1.5) формулаларнинг унг цисмлари 
А В  эгри чизи^ буйлаб биринчи ва иккинчи тур эгри чизицли 
интеграллар эканини курамиз.

2-§. Биринчи тур эгри чизикли интеграл

1. Таърифи ва асосий хоссалари. Оху текисликда хар бир нуцтаси- 
да / (л:, у) функция берилган бирор АВ еилли^ эгри чизикни цараб чи̂ а- 
миз. Бу эгри чизицни А, Ах, А2, . . . , А[г . . . , Ап_ и В  ну^талар 
билан п та булакка (ёйларга) ажратамиз ва хар бир ёйда биттадан 
М[(х;, у{) ну^та танлаб оламиз. Бу ну^таларда берилган }(х, у) 
функциянинг кийматларини хисоблаймиз ва куйидаги йириндини ту- 
замиз:

^/(М ^Д/,- = >•/(*., У;) д/., (2.1)
1 =  1 ____ 1 =  1

бунда Д/,- катталик А[_ ХА1 ёйнинг узунлиги (56- шакл). (2.1) куриниш­
даги йигиндилар /(.V, у) функция учун АВ ясси эгри чизи^ буйлаб 
олинган биринчи тур интеграл йигиндилар деб аталади.

Т а ъ р и ф. Булиниш ^исмларининг энг катта Д 1( узунлиги 
(уни й диаметр деб атаймиз) нолга интилган шартда (2.1) 
интеграл йигиндининг лимити биринчи тур эгри чизикли интег­
рал дейилади (ёки ёй узунлиги буйича эгри чизикли интеграл 
дейилади) ва

Г /(*, У) <и
А В
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каби белгиланади. Шундай ^илиб,

Г /(х, у) <11 Нш У Дх,-, г/() А/,-, (2.2)
А В  “ -*0 [~\

бу ерда АВ эгри чизикнн контур ёки интеграллаш йули деб атай­
миз. Агар /(х, у) функция АВ контурнинг хамма нук,таларида узлук- 
еиз булса, бу лимит мавжуд булади. Биринчи тур эгри чизшуш ин­
теграл АВ интеграллаш йулининг йуналишига богли  ̂ булмайди, чун­
ки А/,- ёйнинг узунлиги ёки А1 нук,талардан ^айеи бири ёйнинг 
боши учун ва к̂ айси бири охири учун 1̂абул к,илинганига богли^ 
булмайди, яъни

[ /(х, у) <11= \}(х, у) <11.
Ав вл

(2.2) ва ( 1.2) формулаларни так^ослаб, зичлиги р (х, у) бул­
ган моддий АВ  эгри чизикнинг т  массаси р (х, у) зичликдан 
АВ  эгри чизи^ буйича олинган биринчи тур эгри чизицли ин- 
тегралга тенг, яъни

= [  Р(х, У) <11 (2.3)т  -
Ав

булишини курамиз.
Агар АВ  контурнинг ^амма нук;таларида интеграл остидаги 

1(х, у) &  1 булса, у ^олда биринчи тур (2.2) эгри чизшули интег- 
ралнинг циймати сон жи.\атдан АВ  эгри чизикнинг Ь узун- 
лигига тенг булади, яъни

1 =  \<11. (2.4)
А В

Агар АВ  эгри чизикнинг ^ар бир ну^тасида интеграл осги- 
даги функция } ( х ,у )^  0 булса, у ^олда (2.2) эгри чизи^ли ин­
теграл сон жихатидан ясовчилари Ог у^ига параллел булган 
цилиндрик сирт булагининг 5 юзига тенг булади. Бу сиртнинг 
йуналтирувчиси АВ  контур булади, у юк,оридан г = [(х ,у ) сирт 
бнлан, пастдан 2 = 0 текнслик билан чегараланган (57-шакл). 
Шундай цилиб,

5=  (■ /(х, у)й1. (2.5)
А В

Ясси АВ  эгри чизиь  ̂ буйича олинган эгри чизш ут интегралнинг 
геометрик маъноси ана шундан иборат.

Эгри чизи^ли интегралнинг асосий хоссаларини биз санаб 
утамиз холос, чунки уларнинг исботи ани^ интегралнинг мос 
хоссалари исботига ухшашдир.

1-хосса . Узгармас купайтувчини эгри чизицли интеграл 
ишорасидан ташкарисига чи^ариш мумкин, яъни агар к узгар­
мас сон булса,
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7,

57- шакл. 58- шакл.

С Ле /(аг, у) <11 = к С Т(х,у)А1.
А В  А В

2 -х о сса . Бир неча функциянинг алгебраик йигиндисидан 
олинган эгри чизикли интеграл цушилувчилардан олинган (ик­
кита ^ушилувчи билан чекланамиз) эгри чизикли интеграллар- 
нинг алгебраик йигиндисига тенг:

I* [/(х, у) ± ф (х, у)] сII= С /(х, у) (11 ± [ ф (х, у) (11.
А В  А В  А В

3- х о с с а. Агар интеграллаш йули АВ  бир неча цисмга бу- 
линса, у ^олда бутун йул буйича олинган эгри чизикли инте­
грал .\ар бир цисм буйича (икки ^исм билан чекланамиз) 
олинган эгри чизицли интеграллар йигиндисига тенг булади 
(58- шакл).

С /(х, у) (и= { !(х, у) (11 +  |/ (х , у) й1.
А В  АС С В

Пировардида шуни ^айд ^иламизки, агар АВ  фазовий эгри 
чизи^ ва унда /(х, у, г) функция аникланган булса, у холда 
ясси эгри чизивда ухшаш ^олда бу фазовий эгри чизи^ буйлаб 
биринчи тур эгри чизикли интегрални ани^лаш мумкин, у 
^уйидагича белгиланади:

|/ (х , у, г) (II. (2.6)
А В

2. Биринчи тур эгри чизикли интегрални ^исоблаш. |* /(х, у) (11
А В

эгри чизикли интегрални ^исоблаш аник, интегрални хисоблаш га кел- 
тирилади. Фараз ^илайлик, ясси силлик, АВ эгри чизикнинг параметрик 
тенгламаси

’ х = х (/),
У =  У(()

куринишда булсин, шу билан бирга х', у'( узлуксиз .^осилалар мав­
жуд булсин. Фараз ^илайлик, I параметр а дан р гача узгарадиган 
булсин, шу билан бирга а < р. У  холда ёйнинг дифференциали

(11 =  У  х '2 + у '2 (II.
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ва эгри чизи^ли интеграл аниц интеграл ср^али

С / (х, у) 41 =  |  / (х (О, У (О) У ^ ? Т у [2 41 (2.7)
А В  а  '

формула буйича ифодаланади. Жумладан, агар АВ силлик эгри чи- 
зиц у = у(х) ошкор тенглама билан берилган булса (бунда а <  х <
<Ь),

Г / (х, у) 41 = |7 (х, у (х)) 1 ' Т Т ? 2 4х (2.8)
Л В  а

булади.
(2.6) фазовий эгри чизи^ буйича олинган биринчи тур эгри 

чизицли интегрални хисоблаш техникаси ясси эгри чизиц буйи­
ча олинган интегрални ^исоблаш техникасидан фарц цилмай- 
ди, хусусан:

Г / (х, у, г) 41= \ { (х (/), у (0, 2 (0) У"х;2 +  +  г;2 41, (2.9)
<4В а

бу ерда х = х(1), у = у((), г = г(() тенгламалар АВ эгри чизикнинг 
параметрик тенгламалари, шу билан бирга I параметр а  дан Р гача 
узгаради (а <  Р).

1-мисол. Ушбу
(х + у +  г)41

Ав
интегрални хисобланг, бунда АВ — куйидаги параметрик тенгламалар 
билан берилган винт чизи^ урамининг ёйи:

х = соз I, у =  51П I, г = (, бунда 0 < I <  —.

Ечи ш . (2.9) формулага кура цуйидагиларни топамиз:
л /2  ________________________________

(х +  У +  г) 41 = |  (соз I +  зщ /+/) У (— зш О2 +  (соз 02+12 41=*=
о

=  У  2 (51П —  СОЗ — —  У  2 (ЗШ 0 —  соз 0 +  0) =
\ 2 2 8 /

= У 2 (1 +  1 +  ^  = у 2 (2 +

2-мисол. Интегрални хисобланг:
С х* 41,

А В

бунда А В — 1 < х < 2 булганда, у= 1пх текис эгри чизикнинг ёйи. 
Е чи ш . (2.8) формуладан фойдаланиб, хосил циламиз:
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2 _ г ________в 2 2
Г з? д \ = ] /  1 + |  йх = ~ Г  Ф * +

ЛВ 1 1 1

+  1) = = 1 . { (1+ ^  |* =  1 (5 3/2- 2 3/2) =  - 1 ( К 5 * - У ^ ) .

3-§. Иккинчи тур эфи чизикли интеграл
1. Таърифи ва асосий хоссалари. Фараз цилайлик, Оху те- 

кисликда йуналтирилган А В  силли^ эгри чизи^ берилган бул­
син, унда унинг А боши ва В  охири ^амда шу эгри чизи^даги 
Р (х ,у )  функция курсатилган булсин. Бу эгри чизицни

А, Л|, А2, . . . , А^_|, А . . . , Ап_|, В
нуцталар билан А дан В  га цараб йуналишда ихтиёрий узунликдаги 
п та булакка (ёйга) буламиз (59-шакл). Дар бир ёйда Д4(- (х̂ , у -1 ) 
нуцтани танлаб оламиз. Р(х, у) функциянинг шу ну^талардаги ^ий- 
матларини ^исоблаймиз. Дар бир ёй учун

Р (х {, у{) Ах,.

купайтмани хисоблаймиз, бунда Ах,- — Л,-_, Л,- ёйнинг Ох увдаги про- 
екцияси. Ёйнинг Ох уедаги проекцияси деганда бу ёй ватарининг Ох 
$'̂ идаги проекцияси тушунилади, яъни

Дх4- = х,-

бунда х1 ва х,-_,— Л,-_, А1 ватарнинг Л,- охири ва Л,-_, бошининг 
абсциссалари. Досил ^илинган купайтмаларни ^ушамиз:

1=1
(3.1)

(3.1) куринишдаги й и р и н д и  Р {х ,у ) функция учун А В  эгри чи- 
зи!  ̂ буйича х координатага нисбатан иккинчи тур интеграл 
йигинди дейилади. Иккинчи тур (3.1) интеграл йигиндининг 
биринчи тур (2.1) интеграл йигиндидан фарци шундан иборат- 
ки, у ерда функциянинг ^иймати булиниш цисмининг узунли- 
гига купайтирилади, бу ерда эса 
бу ^исмнинг Ох уедаги проек- 
циясига купайтирилади.

Т а ъ  р и ф. Энг катта були­
ниш цисмининг узунлиги нолга 
интилганда (3.1) интеграл йирин- 
дининг лимити иккинчи тур эгри 
чизикли интеграл (ёки х коорди­
ната буйича эгри чизикли интег­
рал) дейилади ва бундай белги- 
ланади:
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[ Р(х, у) йх
А В

(3 .2 )

Бу ерда АВ  контур ёки интеграллаш нули дейилади ва А нук;- 
та шу контурнинг бошлангич, В  эса охирги ну^таси дейилади.

(3.1) интеграл йигиндининг тузилишидан иккинчи тур эгри 
чизшули интеграл уз ^ийматини АВ  интеграллаш нули узгар- 
ганда карама-каршисига алмаштириши келиб чикади, яъни

Дацицатан хам, агар эгри чизикнинг йуналиши узгартирилса, у хол- 
да (3.1) йириндидаги Дх,- проекцияларнинг ишоралари хам узгаради. 
Демак, йигиндининг узи ва унинг (3.2) лимити ишорасини узгарти- 
ради.

у координата буйича иккинчи тур эгри чизицли интеграл 
,\ам шунга ухшаш аншутанади, у бундай белгиланади:

(3.2) ва (3.4) эгри чизшуш интегралларнинг йириндиси ик­
кинчи тур умумий эгри чизицли интеграл (ёки координаталар 
буйича эгри чизицли интеграл) дейилади ва бундай белгила­
нади:

Агар Р (х ,у ) ва <2(х, г/)— Г  кучнинг координаталар у^иДаги 
проекцияси булса, у >;олда (1.5) муносабатдан иккинчи тур 
умумий эгри чизи^ли интеграл шу кучнинг АВ  йулдаги ишини 
ифодалаши келиб чикади. Иккинчи тур эгри чизжути интеграл­
нинг механик маъноси шундан иборат.

Иккинчи тур эгри чизицли интеграл биринчи тур эгри чи- 
зицли интегралнинг .\амма хоссаларига эга булади, бундан ^у- 
йидаги мустасно: интеграллаш контури йуналиши узгарганда

(3.3)

А В
(3.4)

(3-5)
А В

интеграл (3.3) нинг ишора- 
си узгаради.

60- шакл.
А

Агар контурнинг охирги 
В  нуцтаси бошлангич А 
ну^таси билан устма-уст 
тушса, АВ  эгри чизи^ ёпиц 
булади (60-шакл). Бу ?̂ ол- 
да (3.5) интегралда АВ 
ёпи^ контур ^ар доим мус­
бат йуналишда айланиб 
утилади, бунда шу контур 
ичида ётувчи со^а айланиб
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;утувчи ну^тага нисбатан чап томонда 1\олади деб ^исоблай- 
миз. Контурни айланиб утишнинг к;арама-1̂ арши йуналишини 
манфий йуналиш деб атаймиз.

Эгри чизикли интегрални Ь ёпиц контур буйича белгилаш 
учун

§ Р (х , У)йх +С} (х, у)йу (3.6)

белгидан фойдаланилади.
Пировардида, агар АВ  —  фазовий эгри чизиц ва унда 

Р(х, у, г), 0(х, у, г), Р  (х, у, г) функциялар ани^ланган булса, 
ясси эгри чизи^ ^олига ухшаш бу фазовий эгри чизн^ буйича 
олинган иккинчи тур эгри чизикли интегрални аншугаш мумкин. 
Интеграл бундай белгиланади:

А В
р (х, у, г) йх +  <2 (х, у, г) йу +  Р  (х, у, г) йг. ^  ^

2. Иккинчи тур эгри чизикли интегрални ^исоблаш. Иккинчи 
тур эгри чизикли интегрални хисоблаш хам аник, интегрални хисоб- 
лашга келтирилади.

Фараз цилайлик, АВ си л лик ясси эгри чизик
х = х(1),

.У = У (О
параметрик тенгламалар билан берилган булсин, бунда I параметр- 
нинг а дан р гача узгаришига эгри чизик, буйлаб бошлангич А пунк­
та дан охирги В  иуктага цараб харакат мос келади. Бу ерда а миц- 
дор р дан кичик булиши шарт эмас. У  холда \ Р(х, у) йх эгри чизи^-

а 'в
ли интеграл

[ Р  [х, У) йх =-- Р  (х((), у (1))х'(() йс (3.8)
А В  а

формула буйича аник интеграл билан ифодаланади. Г <3 (х, у) йу ин-
А В

теграл учун хам худди шунга ухшаш формулани хосил киламиз. 
Шундай килиб, иккинчи тур умумий эгри чизицли интеграл вджида- 
ги формулага кура ани  ̂ интеграл билан ифодаланади:

С р(х, у) (1х-\ 0_ (х, у) йу= [Р (х((), у(())х'(() +
А В а

+ (2(х((), у(())у'(<)\й(. (3.9)
Агар ясси эгри чизиц ушбу

у = у(х), а ^ х ^ Ь  
ошкор тенглама билан берилган булса, у ^олда (3.9) тенглик

| Р  (х, У)йх+С} (х, у) йу= Г [Р (х, у (%)) + С1(х, у (х)) у'(х)\ йх (3.10)
А В  а
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куринишни олади, бу ерда а ва Ь катталиклар АВ ёйининг А ва 
учларининг абсциссалари. Иккинчи тур эгри чизкцли интегрални
(3.7) эгри чизи^ буйича хисоблаш техникаси ясси эгри чизиц буйича 
интегрални хисоблаш техникасидан фарц ^илмайди:

С Р  (х, у, г)йх + С} (х, у, г) с1у+  К  (х, у, г) йг = |' [Р(х((), у(1), г(())х'(()+ 

+ <2(х(О, У(0, 2(0)У '(0 +  Я(х(О, У (0* г (/))г' (/)] й1, (3.11)

бу ерда х =  х(1), у = у (/), г=г(/) — /15 эгри чизикнинг параметрик 
тешламалари, / параметр а  дгн р гача узгаради, бу эса эгри чизик; 
буйича А нуцтадан В  ну^тагача йуналишга мос келади.

1-мисол. Интегрални ^исобланг:

С (х +  у) йх +  (х — г)йу +  (у +  г) йг,
А В

бу ерда АВ — турри чизикнинг А (  — 1; 2; 0) ну^тадан В (3; 1; 2) 
ну^тагача ораликдаги кесмаси.

Ечи ш . Аввал икки А ва В  нукта ср^али утувчи турри чизик; 
тенгламасини тузамиз:

Х +  1 _  у  —  2  _  г_
4  — 1 2

Бу эгри чизикнинг параметрик тенгламаси куйидаги куринишга эга 
булиши равшан:

х = А1— \ ,у  = —/ +  2 ,г  =  2/.

Бунда А ну^та параметрнинг / = О ^ийматига мос келади, В  нуцта 
эса параметрнинг / =  1 ^ийматига мос келади. Шундан сунг х (/) =  
=  4, у '(/) = — 1, г'(0 =  2 ларга эга буламиз. (3.1) формуладан фой­
даланиб, цуйидагини топамиз:

[(* +  у)йх + {х — г)йу +  {у +  г) йг =   ̂[(4/— 1 —/ +  2)4 +  
а в  $

+  (4/ — 1 — 2/Х — 1) +  ( — I +  2 +  21) 2]<И = [ [(3/+ 1 )4 -
О1

— (21 —  1) +  (/ +  2) 2] й1 =  |  (12 / +  9) й1 = (6/2 +  9/) = 6 + 9 =  15.
о

2-ми со л. Интегрални ^исобланг:

( ху2 йх +  х2у йу, 
а в

бунда АВ — у = х2 параболанинг А( 1; 1) ну^тасидан В  (2, 4) нуцта- 
сигача булган ёйидир.

Е чи ш . х ни параметр учун ^абул ^илиб, (3.10) формулага кура 
^уйидагини ^осил циламиз:



 ̂ ху2 йх +  х-1) йу = \ (х ■ х4 +  х2 х22х)йх — 3 х5йх
.В 1 1

1=• — X" 
2

2 =  63 
1 '  2 *

3- м и с о л. Ёпик контур буйича олинган куйидаги эгри чизикли 
интегрални .хисобланг:

(  (-V2 -г у2) йу,
I

бунда I  — учлари Л (0; 0), В  (2; 0), С (2; 4), Д (0; 4) ну^таларда жой- 
лашган (нукталар айланиб утиш тартибида жойлаштирилган) туртбур- 
чакнинг контури.

Е  ч и ш. А контурни айланиб утиш йуналиши шаклда курсатилган 
(61- шакл).

Интеграллаш контури Ь ни турт *кисмга булиб, куйидагини хо­
сил киламиз:

\  (х- -I- У2) йу = | {х2 +  у2) йу\+ С (х2 +  у-)йу +  С (х2 +  у2)йу +
’ А В  ВС СП

+  | (х2 ~г у2)йу ■
ил

Хосил булган ифоданинг унг томоиидаги хар бир интегрални хисоб- 
лаб чи^амиз: ]’'(л:2 +  у2) йу = 0, чунки АВ контурда у —0 ва йу—0.

А В
ВС  контурнинг тенгламаси х = 2 булади, у параметр 0 дан 4 гача 
узгаради* шунинг учун куйидагини хосил киламиз:

I
[64 _  112[  С*2 + 1Г)йу = 1 (4  +  у-)йу =  {Ау+  у  /у3 ) | = 16 ■+- ■ 

вс о 1 ' °
1 (х2 +  У2)йу = 0, чунки СО контурда у = 4 ва йу = 0. БА  контур-
си
нинг тенгламаси х = 0 булади, у параметр 4 дан 0 гача узгаради, 
шунинг учун куйидагини хосил циламиз:

о
| (х2 +  у"-)Лу = | (0 +  У2)йу = у  у3

6 а  4

Шундай килиб, натижада куйидагини хосил киламиз:

|'(х2 +  //2) ^  = ^ - у =  16.I  л л

Пировардида, биринчи ва иккинчи тур эгри чизикли инте­
граллар орасидаги боглаиишнн курамнз.

АВ  эгри чизиь^а М (х, у) ну^тада утказилган йуналтирил- 
ган уринманинг координата у^лари билан ^осил ^илган бур-
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61- шакл.

__ | I
X Х *й Х

62- шакл.

чакларни а ва р орцали белгилаймиз (уринманинг мусбат 
йуналиши учун нуктанинг А дан В  га ь^араб эгри чизи^ б^й-
лаС харакат йуналишини кабул циламиз) (62- шакл). 

Шаклдан
ах =  соз а ■ й1, йу — соз р й1

муносабатни хосил киламиз. Иккинчи^тур эгри чизицли л.теграллар- 
да йх ва йу ни олинган муносабатлар билан алмаштириб, уларни 
биринчи тур эгри чизикли интегралларга алмаштирамиз:

1 Р(х, У)йг.= 
лв ли л ь АВ

Р(х, //)соз а  й1, \ (&Х , у)йу =  ) С}(х, у) созрЛ, 

Р(х, у)йх +  <2 (.V, у)йу [ (Р(х, у)соз а -г (?(X, //)созР)с(/. (3.12)
А В  А В  '

Шундай килиб, биз биринчи ва иккинчи тур эгри чизикли 
интеграллар орасидаги богланишни ифодаловчи формулаларни 
хосил цилдик.

АВ  фазовий эгри чизиц булган .̂ ол учун хам шунга ухшаш 
формула уринли булади:
| Р (х, у, г)йх +  0. (х, у, г) йу +  К (х, у, г) йг = \ [Р (х, у, г) соз а +

+0(х, у, г) соз р + Р(х, у, г) соз у]й1, (3.13)
бу ерда а, р, у — АВ эгри чнзикка утказилган йуналтирилган урин­
манинг координата уклари билан гашкил этган бурчаклари.

У з-у з н н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р
1. Эгри чизи^нинг массаси цаидай аникланади?
2. Н\кганннг куч таъсирида эгри чпзиь; буйлаб ?;аракатланишида бажа- 

риладиган нш кандай аницланади?
3. Берилган чизиц буйича биринчи тур эгри чизицли интеграл деб нимага 

айтилади?
4. Биринчи тур эгри чизшуш интегралнинг хоссаларини санаб утинг.
5. Интеграллаш контури йуналиши биринчи тур эгри чизикли интеграл- 

пинг катталигига таъсир циладими, тушунтиринг.
6. Агар интеграл1аш контури тенгламаси параметрик куринишда берилган 

булса, биринчи тур эгри чизицли интеграл цандай ,\исобланади? Формулани 
келтиринг.
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7. Агар интеграллаш контури тенгламаси у= у  (л) ёки х=х (у) куринишда 
ошкор берилган булса, биринчи тур эгри чизикли интеграл кандай хисобла­
нади? Мисоллар келтиринг.

8. Эгри чизик буйлаб олинган иккинчи тур эгри чизикли интеграл деб 
нимага айтилади?

9. Интеграллаш контури йуналиши иккинчи тур эгри чизикли ннтеграл- 
нинг катталигига кандай таъсир курсатади?

10. Интеграллаш контури ёпик булган ^олда айланиб утишнинг мусбат 
йуналиши кандай белгиланади?

11. Агар интеграллаш контури тенгламаси параметрик куринишда берил- 
г'1 н булса, иккинчи тур эгри чизикли интеграл к а1|Дай ^исоблападн? Форму- 
.псини келтиринг.

12. Агар интеграллаш контури тенгламаси у= у  (х) ёки х=х (у) куринишда 
• нпкор берилган булса, иккинчи тур эгри чизикли интеграл кандай .^исоблана-

I!? Мисоллар келтиринг.
13. Биринчи ва иккинчи тур эгри чизикли интеграллар узаро кандай бор- 

:.шган?
14. 3770—3799, 3806—3821, 3869—3875- масалаларнн ечинг.

4-§. Грин формуласи

бу п^раграфда ёпик контур буйича олинган иккинчи тур эг­
ри чизикли интеграл .^амда шу контур билан чегараланган со^а 
буйича олинган икки улчовли интеграл орасидаги богланишни 
курзмйз.

Т е о р е м а .  Лгар Р (х ,у ) ва Ц (х,у) функциялар Б  со.\ада 
узларининг биринчи тартибли- хусусий уосилалари билан уз­
луксиз булса, у %олда

ф  Р  (V, У)с1х -]-(2 (х, у) йу = | ̂  йх йу ^  ^
}' и

формула уринли булади, бу ерда 1 — 0  соханинг чегараси (Ц  
буйича интеграллаш мусбат йуналишда амалга ошириладн).
(4.1) формула Грин формуласи дейилади.

И с б о т и .  Фараз килайлик, Ь контур билан чегаралангдй! 
Б  со^а мунтазам булсин (10-боб, 3-§). Бу соха куйидан АМ В 
эгри чизиц билан (унинг тенгламаси у = у\ (х )) ю^оридан А.ХВ 
эгри чизш  ̂ билан чегараланган (унинг тенгламаси у = у2(х)) 
булсин, шу билан бирга у \ (х )^ у 2(х) ва (63-шакл).
Бундай Б  со.\ани куйидаги тенгсизликлар системаси курини- 
шида ифодалаш мумкин:

а < х < Ь,
.УАх) < I) < у2(х)

Иккала АМВ  ва .4К В  эгри чизиклар биргаликда АМВМА ёпик 
контурни ташкил этади.

С ГОРЛввал ^  — йхйу икки улчоат интегрални караб чикамиз на
Ь

уни эгри чизикли интегралга алмаштирамиз. Бунннг учун уни икки 
каррали интеграл куринишида нфодалаймиз:

131



т
Х= Х,(У) 'Х  = Х2(У )

I*

ь УгМ

0 л
64- шакл.

ь УгМ ь

\р(х, у)

3Xи

г)
а У*(х) а 

Ь

у2(х))йх — Г Р(х, //] (х))йх.

УМ

(4.2) иинг унг кисмида турган интегралларнинг .хар бири иккинчи 
тур эгри чизикли интеграл булиб, улар тегишли эгри чизик буйича 
ашнган:

ь
\ (Р{х, у2(х))йх — [ р(.\, у)йх— — 1 Р(х,у)йх,
а АЫВ ахА

ь
\Р(х, у1{х))йх= \ Р(Х, у) йх.

а АМН

Шундай килиб, (4.2) ифодани бундай ёзиш мумкин:
1 дР

и 
яъни

Ушбу

В Х А М В
|' Р (х ,у)йх+  I” Р  (х,у) йх = — [  Р\(х,у)йх,

Х А  А М В

^ — йхйу = — Р(х, у)йх.
о I

Л  — йхйу = Ф о(х, у)йу

(4.3)

(4.4)

формула .\ам худди шунга ухшаш исботланади. Бу ерда ^ кон­
тур билан чегараланган И соха (64-шакл) куйидаги тенгсиз­
ликлар системалари билан ифодаланади:

с <  у <  й, 
х1 (у )< х ^ х 2(у).

(4.4) тенгликдан (4.3) тенгликни ^адма-хад айириб, изланаёт­
ган (4.1) формулани хосил киламнз.

Грин формуласини исботлашда биз И сохани мунтазам деб 
фараз кчлган эдик. Бу формула чекли сондаги мунтазам со^а-



ларга ажратиш мумкин булган >̂ ар цандай ёпиц Б  соха учун 
^ам уринли булиб цолади. '

М и с о л .  Грин формуласи ёрдамида цуйидаги эгри чизицли 
интегрални хисобланг:

( (х — у)йх + (х -г у) (1у,

бунда Ь  — х2 у2 = Я 2 айланадир.
Ечи ш . Р  (х, у) = х — у, С}(х, у) = х +  у функциялар ва уларнинг

дР . <9(? . „ ,,—  =  — 1, — = 1 хусусии хосилалари буту текисликда узлуксиз,
ду дх
демак, х~ +  у2 <; Я 2 ёпик доирада хам узлукеиздир. Бинобарин, ис- 
ботланган теоремага кура Грин формуласи берилган интегралда кул- 
ланилиши мумкин. Шунинг учун куйидаги га эга буламиз:

Ф (х — у)Лх +  (х +  у)йу == С Г(1 — ( — 1) )йхйу =
I  V

= 2 | \ йхйу = 2-5 = 2л/?2,
11

чунки |’|'йхйу = 5 ,  бунда 5 — интеграллаш сохасининг юзи. Бизнинг
'р

холда бу доиранинг юзидир: 5 = л/?2.
Олинган натижани берилган интегрални бевосита ^исоблаш 

билан текшириш мумкин. Бунинг учун айлананинг тенгламаси- 
ни (интеграллаш контуринн) параметрик куринишда ёзамиз:

X =  Я  СОЗ /, у = Я  ЗШ I,
бунда 0 < I < 2 л.

(3.9) формула буйича эгри чизикли интегрални хисоблаймиз:
2л

ф(х — у)йх +  (х -г у) йу =  ̂ [(/? соз I — я  51П /) ( ~  /?5Ш/) -Г
/- о 2л
+  (/? соз I -г /? 31П /) СОЗ 1)(И =  /?2 | (—СОЗ I ЗШ / +  ЗШ2/ -р

0
2л

+  С052 / +  51П I СОЗ /) й( = Я.21 (И = 2л Я2.
о

5- §. Биринчи тур сирт интеграли

1. Сиртнинг юзи. Сирт интеграли деб аталувчи тушунчани 
киритишдан олдин ст сиртнинг юзини ^исоблаш ^а^идаги маса- 
лани ^ал ^иламиз.

Фараз килайлик, а сирт г = г(х, у) тенглама билан берилган 
булсин, унинг Оху текисликдаги проекцияси а со^а булади. Бу со- 
хада г = г(х, у) функция узлуксиз ва гх{к, у), гу{х, у) узлуксиз ху-
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65- шакл. 66- шакл.

сусий хосилаларга эга булсин. Сиртнинг юзини аниклаш учуй о 
сохани ихтиёрий Д5,-, /=  1, п юзли п та кием га буламиз.

Сиртнинг Оху текисликдаги проекцияси Д 5,- булган ^нсмини Дст(- 
билан белгилаймиз (65- шакл). Шундай к,илиб, о сирт хам п та бу- 
лакка булинган булади. Дар бир Д5(- кием да биттадан ихтиёрий 
(х{, у{) ну^та танлаб оламиз, а сирт да уига М ((х(. г,) нукта мос 
келади, бунда г1 — г(х{, у;). /И,- нукта оркали сиртга урипма текне- 
лик утказамиз (7-бобдаги (9.4) формула) (66-шакл):

2>/, у{) (х — а-,) ги(х;, у\) (у — у() — (г — г,-) = О,
бунда А% у, г — текислик исталган нуктасининг координаталари, 
а. , у- , г1 — г(х( , у( ) — уриниш нуктасининг координаталари,
п1 = { 2̂ (а,-, г/,), гу(х  ̂у,-), — 1} текисликка перпендикуляр вектор (шу
текисликнинг нормал вектори). Агар нормал /г(- вектор билан Ог у к 
орасидаги бурчакни у,- билан белгиласак, у холда маълум формулага 
кура

ни хосил килам из (соз > 0, чунки у,- — уткир бурчак).
А1- иуктадаги урипма текисликнинг Д5- га проекцияланадиган 

Кисмининг юзини Др(- билан белгилаймиз, у холда

Хосил цилинган юзларни ь^шиб, уринма текисликларнинг хамма 
булаклари ташкил цилган сиртнинг юзики хосил киламиз:

СОЗУ; = р г V 1 +-[г'(дг,- ,УС )12г [г^  х; , У( )|*

Д5( = • СО$ у (-,

бундан

I "1 +  [ г ' (  а-, У { ) ]2 +  | 2у\ дг,-, у{) |* • Д5/ .



У / 1 + ! у А Г +  I У Л |2-Л5,. (5.1)
|=|

Бу йигиндини а сиртнинг юзига такрибан тенг деб хисоблаш мум­
кин. а сирт юзннинг аник циймати учун ясалган сиртнинг А5,- 
юзчаларнинг эиг катта й диаметри нолга интилган шартдаги (5.1) 
ю.шнинг лимита олинади. Агар бу юзнинг катта.!1игини 5 билан бел- 
гиласак,

5 = 2 1 Ь г 1гД ^ 'У< Н2+ 1 ^ ^ ’ ^ ) ]2' А5<
1—1

га эга буламиз. Лимит белгиси остида турган йигинди
I  1 [-\гх(х,у)]-Нг'у(х, у)}2 

3= \ \ V 1 г  (<(*, у))1 I- (гу(х, у))2йхйу. (5.2)

Шундай килиб, (5.2) муносабат г — г(х,у) тенглама билан берилган 
сиртнинг юзи хисобланадиган формулани ифодалайди. Бу ерда оху — 
бу сиртнинг Оху текисликдаги проекцияси.

1-мисол. Зх-г 2у — 6г = 12 текисликнннг биринчи октантда 
жойлашган ^исмининг юзини хисобланг.

Ечи ш . ^уйидагига эгамиз (67- шакл):

67- шакл.

2 = ~  (12 — Зх — 2у),О

аху соха Ох, Оу координата уклари хамда у — —  (12 — Зл) тугри
чизи  ̂ билан чегараланган учбурчакдан иборат (68-шакл). Изланаёт­
ган 5 юзни (5.2) формула буйича хисоблаймиз:

5=IIV1+(“-г)‘+(--г/̂ =ЦгЯ ' * * п
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1
2<12Г 3л'' 1

“ Т Я ЛГ^ " Т | Л  ]

“  Т 1 ( 6 -  Т *  ) *  -  - И 8* -  Т ) С -  - Ь 24 -  щ  -  1О
2. Биринчи тур сирт интегралининг таърифи ва асосий хосса­

лари. Фараз килайлик, силлик о сиртда /(х, у , г) функция берилган 
булсин (агар текисликнинг хар бир нуктасида вазияти нукта да и нук- 
тага утганда узлуксиз узгарадиган урипма текислик мавжуд булса, 
сирт силлик Дейилади). Бу сиртни юзлари Аст(- га тенг булган п та 
ихтиёрий кисмга буламиз. Хар бир кием сиртда ихтиёрий М Да-,-, г,-) 
нуктани танлаб оламиз ва йириндини тузамиз:

П
У/(а,-, у(, 2,.)Ао,.. (5.3)
1 —  1

(5.3) куринишдаги йигинди о сиртда ((х ,у ,г )  функция учун 
биринчи тур сирт интеграли йигиндиси дейилади.

Т а ъ р и ф. До, юзчаларнинг энг катта й диаметрининг узун­
лиги нолга интилгандаги (5.3) интеграл йигиндининг лимити 
{(х, у, г) функциянинг о сирт буйича олинган биринчи тур 
сирт интеграли дейилади ва бундай белгиланади:

( [/(*, У, г)йо,
*а

бунда а — интеграллаш сохаси.
Агар а сиртда [(х, у ,г )= \  булса, у холда

( | йа = 8

4 (̂12—Зле» , -̂(12—Злг)
йх —

булади, бунда 5 — сг сиртнинг юзи, яънн биринчи тур сирт 
интеграли ёрдамида сиртларнинг юзларини ^исоблаш мумкин.

Бундан ташкари, улар ёрдамида сиртнинг гп массасини 
аниклаш мумкин. Агар масса таксимланишининг сирт буйича 
р = р(л,у ,г )  зичлиги маълум булса, у колда

т  = Я  (>(х,у,г)йа. (5 4)
О

Энди сирт интегралининг асосий хоссаларини исботсиз кел- 
тирамиз.

1-хо сса . Доимий купайтувчини сирт интеграли ишораси- 
нинг ташкарисига чикариш мумкин, яъни

[ [ к }(х, у, г) йа = к ( |  [(х, у, г)йа,
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Г. у ида к — узгармас сон.
2- х о с с а. Бир нечта функцня- 

иппг алгебраик пигиндисидан олин- 
гам сирт интеграли цушилувчилар- 
дан (икки цушилувчи билан чекла- 
иамиз) сирт буйича олинган 
интегралларнинг алгебраик йирин- 
диснга тенг:

И  [/(.V, У, г) ± ц{х, у, г)\ да = ( ( Дх, у, г)с!о ±  [ [ ср(.г, у, г)йа.
V  *0 О

3-х ,ос с а. Агар а  интеграллаш со^аси бир неча ^исмга бу- 
линса, у холда бутун сирт буйича олинган сирт интеграли ^ар 
бир кием  буйича олинган (иккита кием билан чекланамиз) сирт 
ннтеграллари йигиндисига тенг булади (69-шакл):

|  С 1(х, У, г)с1а = [ [ {(х, у, г)йо +  С  ̂[(х, у, г)йа.
О Ох о 2

3. Биринчи тур сирт интегралини ^исоблаш. Биринчи тур сирт 
интегралини хисоблаш уни каррали интегралга келтириш билан амал- 
га сширилади. а сирт г = г(х, у) тенглама билан берилган булсин, 
бунда г(х, у) финкциянинг узи ва унинг г'х(х, у), г'(х, у) хусусий хо- 
еилалари аху ёпик сохада узлуксиз булиб, бу соха сг сиртнинг Оху 
текисликдаги прсекциясидир. /(х, у, г) функция о сиртнинг хар бир 
нуктасида узлуксиз булсин. Бу{ сиртни Да,-, г =  1, л юзли п та кисм- 
га буламиз. Бу булинишларни Оху текисликка проекциялаймиз. Мос 
аолдэ аху соханинг Д5,-, I =  1, п юзли п та' булакка булинишини хо- 
сил*циламиз. (5.2) формулага кура сиртнинг .%ар бир булагининг Да,- 
юзи куйидагига^тенг:

Дет- = [ [ ] / Г +  [г^х,~у)? +  [гу{х, уЖ'йхйу.
ДО,'

Бу каррали интегралга урта киймат хасидаги теоремани ^улланиб, 
ушбуни хосил киламиз:

До,.=1Л+[г;(х,-, г/,)]2 + [г̂ (х,-, у$*- Д5,-, (5 5)

бучда Д5,- — Да,- сирт цисмининг Оху текисликдаги проекциясининг 
юзи, х,-, у1 — Д5(- сохадаги бирерта ну^та. Да,- ^исм сиртдаги х,-, г/,-, 
г,- = г(х(-, у,-) координатали нуктани М ,- билан белгилаймиз, бунда 
(х,-, у^ (5.5) формуладаги нукта. о сиртда [(х, у , г) функция учун 
интеграл йириндини тузамиз:

Уп гд ^ а1 =
1 = 1
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п

1-1
Бу тенгликнинг уьг кисмида аху сохада узлуксиз булган

1(х, у, г(х, у)) | 1 + [г'(х, у)]2 +  \гу(х, у)]2

функциядан олинган каррали интеграл учун интеграл йигиндч жой- 
лашган. Шунинг учун (5.6) тенглама унг ^исмннннг лимита бир.шчз 
тур сирт интегралига тенг:

Бинобарин (5.6) тенглнкда Да,- диаметрлардан энг каттасянинг 
нолга интилгандаги лимитига утиб, к у йи дат ни хосил килам из:

= [ | / (*. У> 2 (х> У ))у  1 +  К(х, у)? +  \г'и(х, у)I2 йхйу. ^

Бу формула ст сирт буйича сирт интегралининг о сиртнинг Оху текис- 
ликка аху проекцияси буйича олинган каррали интеграл оркалн ифо- 
дасини берэди.

а сирт буйича олинган интегрални шу сиртнинг Оуг ёки Охг те- 
кисликларга оуг ёки ахг проекцияларл буйича олинган каррали интег­
раллар оркалн ифодаловчи формулалар хам худди шунга ухшаш ,\о- 
сил килинади.

2-мисол. Биринчи тур сирт интегралини хисобламг:

бунда а сирт х +  у +  г — 1 текисликнинг биринчи октантда жойллш- 
ган кисми.

Ечи ш . о сирт

\\/(х, У, г)йа.

У, г)йа
а

а

г = х — У
2

У

л

70- шакл. 71- шакл.
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•генглама билан берилган (70-шакл). Бундан г'х = — 1, гу = — 1 га 
эга буламиз. Ох, Оу координата уцлари ва у =  1 — х турри чизик, 
билан чггараланган учбурчак а интеграллаш со.\аси булади (71-шакл). 
Изланаётган интегрални (5.7) формула буйича хисоблаймиз:

Г Г . 1,0 , 3 Г Г ^  =
(*-г*Н-1)* .1] (х + \ - х - у + \ у  а Ш У .).! ( 2 - #

ху ХУ

-  Тйг=" '"*=15,( Iо о о 0 о
I

, ,л я Г /  I I

2 — 1 Ч- л

- т  ' %  -  ^ ( | " * - г )  =  ■
3-м и со л. Аггр

г2=л;2 +  г/2 (0 < г < 1) 
конусскм'он сиртнинг зичлиги р сиртнинг хар бир нуктасида бу ну1\- 
танинг конус у^игача массфасига пропорционал булса, шу конусси- 
мон сиртнинг массасини топинг (72- шакл).

Ечи ш . Конуснинг исталган М(х ,̂ г/() нуктасидан унинг укигача 
масофа

А =-. У х 1 +  у* 
формула буйича хисобланади, шунинг учун р зичлик

р = кУх2 +  у*
куринишда ёзилади, бунда к — пропорционаллик коэффициенту дои-
мий сон.

Шундай к,илиб, ю^оридаги конуссимон сиртнинг т  массаси (5.4) 
формула буйича хисобланади:

т  (Г  (>(х, у, г)Ао = [ (' к Ух- +  у- Аа. 
а1' V

а конуссимон сирт
2 -  У х 2 +  у2 

тенглама билан берилгани учун
х . уг =  - т = = .  2.,=

Г л'2 гУ2 ’ у 
га эга буламиз.

Изланаётган интеграл (5.7) формула буйича хисобланади:

т ( ] ’ кУх- +  у2 Аа =  Л  кУх2 +  у2 ]/  1 +  +  -̂— -АхАу =
(Т ху

= к ( §Ух- + у*-У2АхАу=кУ2 [ [ Ух1 +  у-АхАу,
и х у
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73- шакл.

бу ерда аху — радиуси 1 га тенг булган дойра (73-шакл).
о соха буйича хосил килинган каррали интегралда х ни г соз ф 

га, у ни г51Пф га, йхйу ни гйгйф га алмаштириб, кутб коорди- 
наталарига утамиз. Шундай килиб, куйидагичи хосил киламиз:
т  =  к ]^ 2|  | ]/д:2 +  у2 йхйу = 211|/г2соз2 ф + г 25т 2 ф гй гй ф

■’ху

■ куг2 11 г2йгйф = к у  2  ̂ йу ( г-Лг = /г]/ 2 | II-
у о

2я

с!(р=

кУ  2 2л V 2

У з-у з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р
1. Грин теоремасинн ифодаланг ва исботланг.
2. Каррали интеграл ёрдамида сиртнинг юзини .хисоблаш формуласини 

келтириб чи^аринг.
3. Биринчи тур сирт интегралининг таърифини айтинг.
4. Биринчи тур сирт интегралининг хоссаларини санаб утинг.
5. Биринчи тур сирт интеграли ^андай ^исобланадн?
6. 3626—3639, 3822—3825, 3876—3886- масалаларни ечинг.

6 §. Иккинчи тур сирт интеграли

1. Бир томонлама ва икки томонлама сиртлар. Аввал сирт­
нинг томони тушунчасини киритамиз. осиллиц сиртда ихтиёрий
М  ну^тани оламиз ва ундан сиртга нормал килиб п векторни 
утказамиз. М нуктадан утувчи ва сиртнинг чегаралари билан 
умумий ну^тага эга булмаган бирор спиц контурни караб чица-
миз. Агар М  нуцтани шу контур буйича п вектор билан бирга 
бу вектор а сиртга доим нормал буладиган цилиб (74- шакл) 
узлуксиз кучирилса, у .\олда М  ну^та бошлангич вазиятига 
нормалнинг уша йуналиши билан ёки унга ^арама-^аршп йуна­
лиши билан цайтиб келади.
140



Биринчи холда сирт икки то- 
монлама сирт, иккинчи холда бир 
томонлама сирт дейилади. Текис- 
лик, сфера, эллипсоид, ва умуман, 
г г(х, у) тенглама билан ифодалан- 
гап (бунда г(х, у), г'х{х, у), гу(х,у)—
Оху текисликнинг бирор И со.\аси- 
даги узлуксиз функциялар) истал- 
| ан текислик икки томонлама сирт­
га мисол булади.

Мёбиус япрогн бир томонла­
ма сиртга энг содда мисол бу­
лади. Бу сиртни ^осил 1̂ илиш учун АВСИ  тугри туртбурчакда 
ЛВ  ва СО томонларни Л ва В  нуцталар мос равишда, С ва й 
нукталар билан устма-уст тушадиган цилиб елимланади (75- 
шакл). А\ёбиус япрогннинг нормал вектори унинг урта чизиги 
буйлаб айлаииб чицишда йуналишини 1\арама-1\аршисига уз- 
гартиради.

Бундан кейин биз фа^ат икки томонлама сиртларнигина ь̂ а- 
раймиз. Сиртнинг маълум томонини танлаш сиртни ориентация 
цилиш дейилади. Агар сирт ориентацияси танланган булса, у 
холла сирт ориентацияланган дейилади.

Сирт чегарасининг ориентацияси тушунчаси сиртнингтомонн 
тушунчаси билан боглшу Агар а — контур билан чегаралан­
ган ориентацияланган, узини кесиб утадиган нуцталарн бул­
маган сирт булса (76-шакл), у >;олда бу контурни айланиб чн- 
р ш  йуналишини мусбат деб хисоблаймиз, агар бу контур бу­
йича харакатланишда а сирт айланаётган нуцтага нисбатан 
чан томонда цолса, юриш йуналишини мусбат деб ^исоблаймиз
(бунда /г нормалнинг охиридан контурни айланиб утиш соаг 
милпга каршн кузатилади). Контурни айланиб утишнииг 
^арама-карши йуналиши манфий йуналиш дейилади.

2. Асосий таърифлар ва хоссалар. Энди иккинчи тур сирт и г- 
тегралининг таърифига утамиз. Фараз килайлик о — силлиц чегара­
ланган ориентацияланган сирт булсин. Агар нормаллар Ог уки би­
лан уткир бурчаклар ташкил этса, у холда сиртнинг устки томоин 
танланган деймиз, агар утмас бурчаклар ташкил этса, сиртнинг ост-

--------- *  —  1- м1 •*
’ Г)

75- шакл. 76- шакл.
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• ки томони танланган деймиз. Бу 
сиртда Я{х, у, г) чекланган функция­
ми караймиз (77- шакл). Бу сиртни 
нхтиёрий п та Да,- кисмларга ажра- 
тамиз Р-а До,- сиртнинг Оху текис­
ликдаги проэкциясининг юзини 
(Аст,)^ билан белгилаймиз. Хчр бир
Ао,- кием сиртда ихтиёрин Л1 Да'-, 
У;, г,-) пуктани белгилаймиз, бу нук- 
таларда Я(х, у, г) функцияси шнг к/ш- 
матини хисоблаймиз на куйидаги 
йигиндини тузамиз:

2 .К  Ц  , //,. 2,) (Ао-)и/, (6.1)
1-1

бунда агар а сиртнинг устки томони танланган булса, (Ао,)х:1 
ифода мусбат ишора билан олииади, агар сиртнинг осткп томо­
ни танланган б^лса, у .\олда бу ифода манфий ишора билан 
олинади. (6.1) куринишдаги йигинди о сиртда Я (х, у, г) 
функция учун иккинчи тур сирт интеграли йириндиси дейила­
ди. Иккинчи тур (6.1) интеграл йигиндининг биринчи тур (5.3) 
интеграл йириндидан фарци шундаки, у ерда функциянинг 
циймати цисмий сиртнинг юзига кунайтирилса, бу ерда аса 
функциянинг. цнймати цисмий сирт юзининг Оху текисликдаги 
ироекциясига (мусбат ёки манфий ишора билан) купаитири- 
лади.

Т а ъ р и ф .  (6.1) интеграл йигиндининг Ао,- юзлар энг кита 
д диаметрининг узунлиги нолга интилгандаги лимити о сирт­
нинг танланган томони буйича х ва у координаталар буйича 
Я (х, у, г) функцнядан олинган иккинчи тур сирт интеграли 
дейилади хамда бундай белгиланади:

3 ( Я (х, у, г)дх ду. (6.2)
О

Р (х, у, г) функцнядан у ва г координаталар буйича олнн- 
ган ва ^  (х, у, г) функцнядан л ва г координаталар буйича 
олинган иккинчи тур сирг интеграли шунга ухшаш аницла- 
нади:

I ] Р  (х, у, г)ду йг, \ ( С> (х, у, г) дх дг. (6.3)
О О

Бу интегралларнинг

I ] Р(х, у , г) ду дг +  ] <3{х, у, г) дг дх 4-1 \я(х, у, г) дх ду
а о с о"

йириндиси координаталар буйича иккинчи тур у.мумит сирт интеграли 
дейилади ва бундай белгиланади:

77- шакл.

/I
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I | Р (л-, и, г)йуйг-\С}(х, у, г)йгйх +

I Р (х, у, г) йхйу. (6.4)
Иккинчи тур сирт интеграли 
Гшрмпч:; тур сирт интеграли 
■и л булган хоссаларга эга, би­
рок биринчи тур сирт интег- 
ралидап фаркли ' равишда 
сиртнинг томони узгаргандаг 
(яьип ориентация узгарганда) 
у ишорасиин узгартнради.

3. Иккинчи тур сирт интег- 
ралларини ^исоблаш. Иккинчи тур 
сирт ипт^граллари каррали интег-
ралларга келтцрилиб хисобланади. Фараз килайлик ориентация ци- 
линган (устки томонини таптаб оламиз) о снллик сирт г — г(х,у) 
тенглама билан ифодалаиган булсин, бу ерда г{х,у) функция о 
ёпиц сохада аинкланган булсин, аху соха о сиртнинг Оху текислнк- 
даги I роекциясн, Р(х, //, г) эса шу сиртнинг хар бир нуктасидаги уз­
луксиз руикция (78- шакл).

ст сиртни'ихтиёрий п та Да- кнсмга ажратамиз ва бу булинишни
Оху текисликка нроекциялаймиз, о соха мос холда Д5(-, 1— 1, п 
юзли п та кнсмга булинади. 1\уйидаги интеграл йириндини тузамнз.

78- шакл.

, у:, г/)Д 5г,
I I

бунда Л5(- ифода — Дст̂  нинг Оху текисликдаги проекцияси;г,игг юзи.
г(-~ г(А7, г/,-) булгани учун

^ ( * / ,  У у. г,-)Д5(- = V  /?(д-, уп 2(а,-, </,-)) Д 5/
I I П

(6.5)

булади.
(6.5) тенгликнипг унг кисмида аХ1/ сохада узлуксиз булган 

Р(х,у,г(>:,у)) функция каррали интегралининг интеграл йигиндиси 
жойлашган. (6.5) да й-*-0. да лимитга \тиб

I ' К(х, у, г)йх й у = \  \ Р(х, у, г(х,у))йх йу (6 .6)

формулами ^осил циламиз, бу формула х ва у координаталар 
буйича иккинчи тур сирт интегралини каррали интеграл орца- 
ли ифодалайди. Агар сиртнинг настки цисми танланса, (6.6) 
нинг унг томонидаги интеграл олдида манфий ишора пайдо бу­
лади.
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Куйидаги формулаларнннг туррилиги хам худди шундай ис- 
ботланади:

] ]  Р(х, У, г) йу йг - \ ] Р(х(у,г), у, г) йу йг,
а о уг

,1 3 <2(х, У, г) йх йг ■•= \ ] ф(а-, у (х, г), г)йх йг, 
а а хг

бу ерда а сирт мос равишда х = х (у, г) ёки у — у (х, г) тенглама би­
лан ифодаланган; оу ва охг — а сиртнинг Оуг га Охг текисликлар- 
даги проекциялари.

1-мисол. Интегрални хисобланг:

( I (У2 +  г2) йх йу,

бунда а ифодаларда г —У  \ — х2 цилиндрнинг у — 0 ва у = 1 текис- 
ликлар билан кесиб олинган устки томони (79- шакл).

Е чи ш . Берилган а сиртнинг Оху текисликдаги а' проекцияси

79- шакл. 80- шакл.

( — 1 < х < 1,
I 0 < у < 1

тенгсизликлар билан аникланувчи турри туртбурчак булади (80- шакл).
(6.6) формула буйича куйидагиларни топамиз:

3 3 (у2+ г2) йхйу= ( ]  [у2 +  \ У \ = ? )2\йхйу =

:Н
иху

1 \
3 ) (У2 +  1 — Х2)йхйу= Г йх | (,/-+ 1 — л*") йу=
сху — 1 о

+ = ( т - ' - т-1 —1
2-мисол. Интегрални хисобланг:

| | хау йг +  уйг йх +  гйх йу,

-1
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бунда о сирт х + г— 1=0 текис­
ликнинг у = 0, у = 4 текисликлар 
билан кесиб олинган ва бирин- 
<П1 октантда ётган цисмннинг 
устки томони (81-шакл).

И ч и ш. Таърифга кура
I | хйу йг +  уйг йх +  г йх йу =

81- шакл.

-4-1 \ у йг йх +  С |  гйх йу.

Унг томондаги интеграл ларнинг .хар бирини хисоблаймиз (82, 
шакллар):

4 1
\ \хйу йг ( 1(1 — г)йуйг = \йу \ (1 — г) йг — 2.

У "  7 ' У ’ —

/ * - у X  /. ////.'.■/ Л

82- шакл. 83- шакл.

( |  уйг йх = 0,
о

чунки 0 сирт Оу у^ига параллел дир;
1

[ [г  йхйу --- С I (1 — х)йхйу - \йу \ (1 — -')йх = 2.
1 1—х

и ху
Шундай килиб, кунидаги .хосил 
булади:

С |  хйу йг +  уйх йг + гйх йу =
О

= 2 + 0 +  2 = 4. 
Пировардида биринчи ва иккинчи 

тур сирт интеграллари орасида бог- 
ланиш урнатамиз.

84-шаклдап До соз у купайтма 
Да юзнинг Оху текисликдаги проек- 
дияси экани, яъни

Ааху — Да соз V

о о

84- шакл.
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КСЛИЛ ЧИЦйдн. Ш у т а  ухшаш:
Астжг - Лег со* Р, Д оуг ■— Аа соз а,

йу ерла Аа , Аахг, Ао1/г цфодалар Аа юзчаиинг тегишли коорди­
ната текислигидагн проекциялари. Олинган (6.4) формулалар асоси- 
да иккинчи тур сирт интегралини биринчи тур сирт интеграли
шаклида ёзиш мумкин:

| | Р (х, у, г)йу йг -{- <?(А', у, г) йг дх + /? (д-, //, г) йх ду=
О

= | ] (Р (х, у, г) сси а  +  0(х, у, г) сох р +  К (х, у , г) соз у) йа. (6.7)
'о

У з-у з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. 1\аняай сирт икки томонлн сирт дейилади? 1<,андайлари бир томоили 
сиртлар дейилади? Мисоллар келтиринг.

2. Сиртнинг ориентациям цандай аннцланадн?
3. Иккинчи тур сирт иитегралининг таърифнни айтинг.
4. Иккинчи тур сирт интеграли цандан хисобланади?
5. Биринчи ва иккинчи тур сирт интеграллари узаро цандай богланган?
6. 3887—3893- масалаларнн ечинг.



12- б о б

В ЕК Т О Р  А Н А Л И ЗИ

1-§. Скаляр майдон

Физпкада, механикадагн купгина масалаларда скаляр ва 
вектор катталиклар билан иш куришга турри келади.

Скаляр катталик узининг сон ^иймати билан тула ифода- 
ланади (масалан, ,^ажм, масса, зичлик, харорат ва хоказо- 
лар).

Т а ъ р и ф .  Фазонинг бирор ^исми (ёки бутун фазоиинг) 
хар бир М  ну^тасида бирор и скаляр мицдорнинг сон циймати 
аницланган булса, бу мицдорнпнг скаляр майдони берилган 
дейилади. Масалан, харорат майдони, бир жинслимас мухитда 
зичлик майдони, куч майдон потенцмали.

Агар и катталик / вактга боглик, булмаса, бу катталик ста­
ционар (ски баркарор) катталик дейилади. Акс холда майдон 
ностационар (ёки баркарор булмаган) майдон дейилади. Бнз 
фа^ат стационар майдонларни ^араб чи^амиз. Шундай цилнб, 
и скаляр катталик I вактга боглиц булмасдан, балки фтеат М 
нуцтанинг фазодаги урнига боглиц булади, яъни и катталик М 
нуцтанинг функцияси сифатида царалади ва и = и (М ) яури- 
нишда белгилаиади. Бу функцияни майдон функцияси деб 
атаймиз. к

Агар фазода Охуг координаталар системасини кнритсак, 
у .^олда хар бир М нукта маълум х, у, г координаталарга эга 
булади ва и.скаляр функция шу координаталарнннг функцияси 
булади:

Шундай цнлнб, биз уч узгарувчнли функциянинг физик тал- 
цинига келдик.

Текисликнинг ^исмида (ёки бутун текисликда^аницланади- 
ган скаляр майдонни хам ^араб чикиш мумкин, унинг кар 
бир М ну^тасига и скаляр катталикнииг сон цинмати мос ке­
лади, яъни и = и(М ). ;

Агар текисликнинг Оху координаталар системаси киритил- 
са, у холда хаР бир М  ну^та маълум х, у координаталарга эга 
булади ва и скаляр функция шу координаталарнннг функция­
си булади:
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-и = и(х,у).
Скаляр майдонларнинг хоссаларини сат^ сиртлари ёки сат^ 

чизи^лари ёрдамида урганиш мумкин, улар шу майдонларнинг 
геометрик тасвири хисобланади.

1. Сат^ сиртлари.
Т а ъ р и ф. Скаляр майдоннинг сатх сирти деб фазонинг 

шундай ну^талари тупламига айтиладики, унда майдон функ­
цияси и = и (х, у, г ) узгармас ^ийматга эга булади.

Бу сиртлар
и (х, у, г) ■-= С

тенглама билан ани^ланиши равшан, бунда С —-узгармас сон.
С га турли цийматлар бериб, сат,\ сиртлари оиласини хосил 

^иламиз. Бу сиртларда скаляр функция узгармас булиб ь;о- 
лади.

Агар, масалан, майдон
и — х2 -)- у '2 -г г2

функция билан ифодаланган булса, у холда маркази коорди­
наталар бошида булган

х2 + у2 + г2 С (С > 0)
сфера сатх сирти вазифасини бажаради.

2. Сатх чизицлари. Ясси скаляр майдон геометрик жи^атдан 
сатх чизицлари ёрдамида тасвирланади.

Т а ъ р и ф. Ясси скаляр майдоннинг сатх чизиги деб текис­
ликнинг шундай ну^таларн тупламига айтиладики, унда 
и = и (х, у) майдон функцияси узгармас кийматга эга бу­
лади.

Бу чизиь^лар
и (х, у) - С

тенглама билан аникланади, бунда С — узгармас сон.
С га турли ^ийматлар бериб, сат.\ чизицлари оиласини з̂ о- 

сил циламиз. Бу чизицларда скаляр функция доимий булиб 
^олади. Шаклда сат.  ̂ чизи^ларинннг бир-биридан тенг орали^- 
лардан кейин келадиган и нинг маълум ^ийматларига мосла- 
рини чизиш ь^абул цилинган, масалан, ы=10, гг = 15, гг = 20,

и = 25, « = 30, и = 35 (85-шакл). 
Сат.\ чизицлари бир-бирига канча- 
лик яцин цилиб чизилган булса, и 
шунчалик тез усиб боради.

Агар, масалан, скаляр майдон- 
лар и = ху ёки и = х2 + у2 функция­
лар билан берилган булса, улар 
учун сат^ чизицлари вазифасини 
мсс равишда гиперболалар ва кон- 
центрик айланалар оиласи бажара- 
дн (86, 87- шакллар).85- шакл.
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2- §. Берилган йуналиш буйича ^осила

Скаляр майдоннинг му^им тушунчаси берилган йуналиш 
буйича ^осиладир. Фараз ^илайлик, скаляр майдоннмнг диф- 
фсренцналланувчи функцияси и = и (х, у, г) берилган булсин. 

Бу майдондаги бирор М (х, у, г) нуцтани ва шу ну^тадан
чицувчи бирор / нурни цараймиз. Бу нурнинг Ох, Оу, Ог у^ла- 
ри билан ташкил цилган бурчакларини а, р, у ор^али белги­
лаймиз (88-шакл). Агар /0 бирлик вектор бу нур буйича йу- 
налган булса, у холда куйидагнга эга буламиз:

/0 = I соз а  +  / соз Р +  к соз у.
Фараз килайлик, бирор М г (х  +  Ах, у-'гАу, г +  Дг) нукта шу 

нурда ётган булсин. М ва М } нукталар орасидаги масофэни А I би­
лан белгилаймиз: А/= |АШ,|. Скаляр майдон функцияси кийматлари
айирмасини шу функциянинг /0 йуналишда шу нукталардаги орттир- 
маси деб айтамиз ва А, и билан белгилаймиз. У холда

А, и = и (М 4) — и (М)
ёки

А ,и^=и(х + Ах, у +  А у, г +
+  Аг) — и (х, у, г).

Таъриф.  и-^и(х,у,г) функ­
цияларнинг I йуналиш буйича 
М  (х, У, 2,) ну^тадаги хошласи 
деб

П т  -Л/-
Д/->о Л/ , 88- шакл.



тезликшшг кат-

лимитга айтилади, бу лимит —  тарзида белгилапади. Щуидай ки-
д1

либ,
ди ,. Д,м—  = Н т 
д1 Ы-+0 М

Агар М нукта тайинланган булса, у холда хссиланинг катталигн 
факрт / пурнинг йуналишигагина боглик булади.

/ йуналиш буйича хосила хусусий хосилаларга ухшаш и функ- 
циякинг мазкур йуналишдаги узгариш тезлигш.и характерлайди. Хо-
силанинг / йуналиш буйича абсолют мнкдсри —61
талпгини апиклайди, ^осиланинг ишораси эса и функция узгариши-
нинг характершш апиклайди: агар д— > 0 булса, у холда функция

д!
бу йуналишда усади, агар —  < 0  булса, камаяди.

<9/
Берилган йуналиш буйича хосила!ги хисоблаш цуйндаги теорема 

ёрдамида амалга оширилади.
Теорема.  Агар и(х,у,г) функция дифференциалланувчи бул­

са, у холда унинг ихтиёрий I йуналиш буйича хосиласи мавжуд 
ва куйидагига тенг:

ди ди . ди п , ди—  -- -- —  сон а  4---соз р -----с05 V.
■ д1 дх ду дг

бунда соча, созР, соз у — I векторнинг йуналтирувчи косинус- 
лари.

Исбот и .  и функция теореманинг шаргига кура дифференциал- 
лакувчн булса, у холда унинг М (х, у, г) иуктадаги Ди орттирмасини

. ди . , ди . , ди . ...А и —  Ду 4---Ду ----Дг 4- е (2.1)
дх ду дг

куршшшда ёзчш мумкин, бунда е катталик [> - | (Да)2 -I- (Ау)-+ (А г)2
га ннсбатан юкори тартибли чексиз кичик мицдор, яъни П т  —  — О(> -►0 р
(7- боб, 4- § га караиг).

Агар функцчя орттирмаси / вектор йуналишидаги нур буйлаб 
карллса, у холда

А и = Д, и, р Д /,
Ах — А/соз а, А у = Д/ • соз р, Дг - Д/ ■ соз у 

булиши равшан. У  холда (2.1) тенглик бундай куринишни олади:

• Д,и -- —  Д/ соз а + —  А/ соз В +  —  ДI созу+е.
дх ду ' дг ‘

Тенгликнинг иккала кисмини Д/ га буламиз ва А/ — 0 да лимит/а 
утамиз. Натижада
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ЧУНКИ

ди ди . ди 0 . ди
- 7  -  С05 а  +  —  со* Р -Г —  СО' у, (2 2)
01 Ох ду дг

П т  —  Нгп —  ■--- О,
д/->о А/ ()->о р

(кI ди ди , ,— , —  , —  хусусии хосилалар ва иуналт.фувчн косипуслар л! г.1
дх ду дг
Г.оглик булмайди.

Шундан килиб, теорема исботланди. (2.2) формулада, агар / ну на­
лит координаталар у^ииинг йуналишларидан бирм билан бир хил 
булса, у холда бу йуналиш буйича хосила тегишли хусусий хосила-
га тенг, масалан, агар / -= / булса, у холда а - 0, р -- у - —  була­
ди, шунинг учун со*-« - 1, созр^ созу =0 ва бинобарии,

ди ди 
д1 дх

—>- —
(2.2) формуладан куринадики, / йуналишга царама-карш 1 Г

йунашш буйича хосила / йуналиш буйича тескари ишора билан 
олинган хосиласига тенг.

Ха^ицатан бунда, а, р, у бурчаклар л га узгариши керак, 
на/гижада куйидагини хосил циламиз:

ди ди , , ч , ди . , . ди . , .—  - —  со* (л -|- а) Н--- со* (л +  Р) Ч----со* (л +  у) —
д! дх ду дг

ди Ои п ди ди ---- со* а — - - со* р ----— со* у ------ .
дх ду дг д!

Бу йуналиш царама-царшиснга узгарганда и функциянинг 
узгариш тезлнгннинг абсолют мицдори узгармайдн, унинг фа- 
Хат йуналиши узгаради холос.

Агар, масалан, / йуналишда функция усса, у холда карама-цар-
ши /' йуналишда у камаяди, ва аксинча.

Агар майдон текис булса, у холда / нурнннг йуналиши унинг
абсциссалар укнга огиш бурчаги а билан тула аникланали. I Л у на­
лит буйича хосила учун формулани текис майдон холнда (2.2) фор­
муладан олиш мумкин, бунда

„ я  лр ------ а, у - —
.2  2

деб олинади. У  холда
ди ди . ди—  - —  со *а-1--- 51П<х.
д1 дх ду

Мисол.  и — хуг функциянинг .VI(— 1,2,4) нуктада, шу ну^та- 
дан М х (—3,4,5) нухтага томом йуналишдаги хоси часиии топшг.



Е ч и ш .  М М 1 векторни топамиз-

М М г = ( -  3 +  1)7 +  (4 — 2) 7 + (5—4)1- — 27+2/ +7
ва унга мос бирлик векторни хам топамиз:

1о ММ , ' _  — ~  2/ 4- к 2 2 т-, I -*■

| м « , Г  ' (- * !+25 ' '* “  » , т  з 8 ‘

Шундай килиб, /0 вектср куйидаги йуналтирувчи косинусларга эга.
2------------- 2 1 соз а = ---- , соз В --= —  соз V = —  •3 3 ' 3

Энди хуг функциянинг хусусий ,\осилалариаи топамиз: 
ди ди ди—  -уг , —  = хг, — - —худх Оу дг

ва уларни Л/ (— 1, 2, 4) нуктада хисоблаймиз:

-- 8, —  I : — 4, —  . 2.
<9* |Л1 Л/ ;л1 дг м

Хусусий хосилаларнинг ва йуналтирувчи косинусларнинг 
топилган кийматларини (2.2) формулага цуямиз:

~  , 8 (— — ) — 4 - —---2 —  = —  (—8 — 4— 1) = — —  .
д[ I з / з з з  з

«— » шпора берилган йуналишда и = хуг функция камайиши- 
ни курсатади.

3-§. Скаляр майдон градиенти. Градиентни инвариант ани^лаш

Т а ъ р и ф :  и = и(х, у, г) дифференциалланувчи функция 
билан берилган скаляр майдоннинг М(х, у, г) ну^тадаги гради­
енти деб, §гас1 и билан белгиланувчи векторга айтилиб, унинг 
проекциялари вазифасини шу функциянинг хусусий ^осилалари 
1\ийматлари бажаради, яъни

, ди ~Т . ди~? , ди т*ёгади = —  I + —  / —  к. (3.1)
ОХ Оу 02

Градиентнинг прОекциялари М (х, у, г) ну^тани танлашга бог- 
лиц булади ва шу ну^танинг координаталари узгариши билан 
узгаради. Бииобарин, и (х, у, г) функция билан берилган ска­
ляр майдоннинг <\ар бир нуцтасига маълум бир вектор — шу 
функциянинг градиенти мос цуйилади

Градиентнинг тгърифидан фойдаланиб, I йуналиш буйича >; ос и ла­
ни ифодаловчи (2.2) формулани куйидаги куринишда ёзиш мумкин:

^  =  §гас1 и - Т 0, (3.2)
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йундн /„ соз а • I +  сох р • / +  соз 7 • к — / йуналишдаги бирлик век­
тор. Демак, берилган I йуналиш буйича хосила функция градиенти
билли шу и йуналишнинг /0 бирлик вектори купайтмасига тенг. Ска­
ляр купайтма таърифидан фойдаланиб, (3.2) формулами

—  = [ §гас1 и ] ■ | /01 сох ф
д1

куринишда ифодалаш мумкин, бунда ф — бирлик вектор /0 билан гра­
диент орасидаги бурчак (89-шакл). |/0| = 1 булгани учун

- ! §гас1 и | соз ф (3.3)д1
булади. Бундан йуналиш буйича хосила созф = 1 булганда, яъни
Ч - 0 да энг катта ^ийматга эришади. Шу билан бирга бу эпг кат­
та киймат | дгас] и ! га тенг, яъни бу холда

ди ,гпах

Шундай килиб, | §гас! и | катталик —  .узсиланинг М  ку^тадагидI
мумкин булган энг катта циймати булади, §га(1 и нинг йуналиши эса 
М  нуктадан чикувчи шундай нурнинг йуналиши билан мос тушади- 
ки, у буйлаб функция хаммасидан кура тезрок узгаради, яъни гра- 
диегггнинг йуналиши функциянинг энг тез ортишидаги йуналишидир. 
Бу юкорида келтирилгаи градиентнинг координаталар системасидан 
фойдаланилган таърифи урнига энди бошка, координаталар система- 
сини танлашга бсрли  ̂ булмаган инвариант таърифни беришга имкон 
беради.

Т а ъ р и ф .  и (.V, у, г) скаляр майдоннинг градиенти деб, бу 
майдон узгарншннннг энг катта тезлнгини нфодаловчн векторга 
айтилади.

Агар соз ф= — 1 (ц = л ) булса, у холда йуналиш буйича хо­
сила | §гас! и | га тенг энг кичик циймат булади. Бу йуналишда 
(карама-царшн йуналишда) и функция хаммасидан тезро^ ка- 
маяди.

Агар соз ф - 0  ( ф ± ) булса, йуналиш буйича хосила нол-

ч

к!_

9гас/ ц

89- шакл. 90- шакл.
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га тенг. Энди ска тар майдоннинг градиенти йуналиши билан сатх 
сиртлари ор'.сидаги богланишни урганэмиз.

и = и(х, у, г) функциянинг майдоннинг ^ар бир ну^тасидаги 
градиентининг йуналиши шу нуктадан утувчи скаляр майдон­
нинг сат>; текислигига утказилгаи нормалнинг йуналиши билан 
мос тушншпни псботлаймиз. Бунпнг учун ихтиёрий М 0(х0, у0, 20) 
нуцтани танлаб оламиз (90- шакл). Бу нуктадан утувчи сат.х 
спртн тенгламаси

и (.х, у, г) и0
куринишда ёзчладн, бунда ип - и (х0, у0, г0).

М 0(х0, //„, гп) нуктадан 1иу текистчкка утказилгаи нормалнинг темг- 
ламасини тузамиз:

.V Д0 _У_ - У о _
ди 1 ди 1 ди 1
Ох !-И0 Оу 1 " о дг \М

ди ди | • ди 1
дх Мо ду 'М 0'  ̂

1 * 1
О

проекцияларга эга булган нормалнинг йуналтирувчи вектсри и(х,у,г) 
функциянинг М 0(.г0, //„, г0) нуктадаги градиенти булади.

Шундай килиб, хар бир нуктадаги градиент берилган нуктадан 
утувчи сатх сиртига утказилгаи уринма текисликка перпендикуляр 
булади, яъни унинг текисликка прсекцияси нолга тенг. Демак, бе­
рилган нуктадан утувчи сатх сиртига уринма булган истагаи йуна­
лиш буйича хосила нолга тенг. Якдоллик учун олиигаи натижани 
геометрик жихатдан тасвирлаймиз (91-шакл). Бунинг учуй И0(хе, 
//„, г„) нуктада §гас1 и векторни ва бу вектор диаметр б у ладит л сфе- 
рани ясаймиз, М 0 нукта — и (х, у, г) и„ сатх сирти билан уриниш 
нуктаси. Куйидагилар рав1нан:

д ди ------ >ф < —  булганда —  - |§га<1 и |сох ф -- 1 И„ VI, |;

— —  булганда - 0,
01

чунки бу холда / йуналиш сатх сир­
тига утказилгаи уринманинг йунали­
ши билан мос тушади:

~  -  | бгас! и |, бунда <р = 0,
01

чунки бу холда / йуналиш шрмал- 
нинг ёки сатх сиртига утказилгаи 
§гай и нинг йуналишига мос келади.

Функция градиентининг баъзи хос- 
саларини курсатамиз:
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1) §гас1 Си - С г̂ас1 и, бунда С — узгармас катталик.
2) дгас! (и} -!- и.,) =- §гас1 и1 +  §гас! и.,,
3) §га(1 м, • и., ----- их §га<1 и2 + и., §га(1 и{,
4) §гас1 [(и) - }'(и) §гас! и
Бу хоссалар функциянинг хосиласини топнш цоидалари би­

лам ’-:ос туипиии равшан.
М исо л .  и | х- +  у- 4- г- функциянинг М (х, у, г) иуктадаги 

грлдкгнтшш хисобланг.
Е ч н ш . Аввал хусусий хосилаларми хисоблаймиз: 

ди ?х х х
дх 2| дг* - г-  //*-!• г* | л- //'- г- и

ди 2:/ у _у_
ду 2| х-- у2 ■ г- | л'- у- г- и

ди 2: г г
дг 2| х - у -  : | х-+у-< и

(3.1) формулага мувофиц ихтиёрий М (х, у, г) иуктадаги 
градиентнинг ифодаси цуйидагича булади:

дгас! и —  г +  —  / 4- —  к.
и и и

Скаляр майдоннинг сат.\ сиртлари концентрик сфералардан 
иборат булгани учун дгас!и унинг радиуси буГ|лаб йуналган 
булади, шу билан бирга

бгасН -  |/  М1 -!-^1 ,Г и- и- и-
у- | л- • !1‘ ___|

м и
яъни и функция усишининг энг катта тезлнги 1 га тенг.

4- §. Вектор майдони
Купгина масалаларни ечишда скаляр катталиклардан таш- 

цари вектор катталикларга хам мурожаат цилншга тугрн ке- 
лади. Агар скаляр катталик узинииг сон ^иймати билан тула 
ифодаланса, вектор катталик учун бу етарли булмайди. Уни 
ифодалаш учун яна бу катталикнинг йуналишини .\ам (маса­
лан, тезлик, куч) билиш зарур. Скаляр майдон тушунчасига ух­
шаш вектор майдон тушунчаси .\ам киритилади.

Т а ър  и ф. Дар бир М  ну^тасига бирор а вектор мос цуйил- 
ган фазанинг бирор цисми (ёки бутун фазо) вектор майдон де- 
йилади.

Куч майдони (орирлик кучи майдони), электр майдони, 
электромагнит майдон, оцаёгган суюклпкнинг тезликлари май­
дони вектор майдонга мисол була олади. Биз а вектор фацат М 
нуцтанинг вазнятига борлиц буладнган ва вацтга борлиц бул-
майднган а = а(М ) стационар майдонларни цараб чицамиз.
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Агар фазода Охуг координаталар системаси киритилса, у 
^олда ^ар бир М  нуцта маълум х, у, г координаталарга эга
булади ва а вектор бу координаталарнинг функцияси булади,
яъни а = а(х, у, г), а векторнинг координаталар у^идаги проек- 
цияларини Р, С], Я  билан белгилаймиз. Улар хам координата­
ларнинг функциялари ^исобланади, яъни

Р  -  Р(х, у, г), о = (̂.V, у, г), Я  = Я(х, у, г).
Шундай килиб, бундай ёзиш мумкин:

а = а(М ) -  а(х, у, г) = Р1 -т С} ) +  Як.
Агар Р, <2, Я  — узгармас катталиклар булса, у .\олда а век­

тор узгармас булади, бундай вектор майдон бир жинсли де­
йилади, масалан, огирлик кучи майдони бир жинслидир.

Агар майдон текисликда берилган булса, яъни унинг лро- 
екцняларидан бири нолга тенг булиб, долган проекциялари эса 
тегишли координатага боглп^ булмаса, у .^олда текис (ясси) 
майдонни хосил ^иламиз, масалан,

а(х, у) - - Р  (х, у) /+ С? (х, у )/.
В е к т о р  ч и з и ц л а р. В е к т о р  н а й ч а л а р и .
Т а ъ р и ф. а(М ) вектор майдоннинг вектор чизиги деб 

шундай чизиада айтиладики, унинг хар бир нуцтасида уринма­
нинг йуналиши шу нуцтага мос келган а (Л!) векторнинг йуна- 
лишн билан бир хил булади.

Аниц майдонларда вектор чизицлар маълум физик маънога
эга булади. Агар а(М ) оцаетган суюклпкнинг тезликлари май­
дони булса, у .\олда вектор чизи^лар суюцликнинг оциш чизи)\- 
лари булади, яъни суюцликнинг заррачалари .\аракатланаётган 
чизицлар булади.

Агар а(М ) электр майдон булса, у .\олда вектор чизнцлар 
бу майдоннинг куч чизиклари булади (92-шакл).

ст сирт булагининг ну^талари орцали утувчи хамма вектор 
чизицлар туплами вектор найчалари дейилади.

Вектор чизи^лар тенгламасини келтириб чи^арамиз.
Фараз цилайлик, вектор майдон

а = а{М ) = Р I (2/ +  Я к

функция билан аницланган бул­
син, бунда Р, С1, Я лар х, у, г 
координаталарнинг функцияла­
ри. Агар вектор чизиц ушбу

X — х (О, У =  у(1), 2 =  2(0 
иараметрик тенгламага эга бул­
са, у холда бу чизиода утка-92- шакл.
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зилган уринманинг йуналтирувчи вектори проекциялари х '(1), 
1/( 1), г' ( I )  ^осилаларга ёки йх, йу, йг диффереициалларга 
иропорционал булади.

а (М ) векторнинг ва вектор чизшда уринма ь^илиб йунал- 
тирилган векторнинг колленеарлик шартини ёзиб, куйидагини 
\осил циламиз:

= *У = *  (4 1)
Р  <2 К  '

(4.1) тенгламалар системаси а(М ) майдоннинг вектор чи- 
зиклари оиласи дифференциал тенгламалари системасини ифо-
далайди.

Шундай 1\илиб, а(М ) майдоннинг вектор чизшупарини то- 
гшш хацидаги масала (4.1) системадаги интеграл эгри чизи^- 
ларни топишга тенг кучли.

(4.1) тенгламалар а (М ) майдонинг вектор чизицлари диф­
ференциал тенгламалари дейилади.

М и с о л .  Майдоннинг вектор чизи^ларини топинг:

а(М) = XI +  у] -г гк.
Е ч и ш. Вектор чизшутарнинг дифференциал тенгламалари 

бундай куринишга эга:
йх йи йг 
х у г

с1х =  &
X У

с1х Дг
X г

Бу системани интеграллаб, хосил киламиз:
1п | у | — 1п ] .г [ — 1п С,,
1п | г ( = 1п | .г | +  1п С.,,

бундан:
у = С±х, г = Сгх,

бунда С], С2 — ихтиёрий доимийдир.
Координаталар бошидан чи^аётган нурлар вектор чизиц- 

лари булиши равшан. Бу чизикларнинг кононик тенгламалари 
бундай куринишга эга:

_  л ____
Сг Сг

У з - у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Скаляр майдон деб нимага айтилади?
2. Сатх сирти, сатх чизиги деб нимага айтилади?
3. йуналиш буйича хосила учун формулани келтириб чикаринг.



4. Скаляр майдон градиентининг таърифини координата шаклнда ифода- 
лппг.

5. Пуналнш буйича хосила градиент оркали пандан ифодалаиади?
6. Градиентнннг инвариант таърифини айтинг.
7. Граднентнинг хоссаларнни санаб утинг.
8. Нектор майдон деб нимага айтилади?
9. Нектор чизиц деб нимага айтилади? Вектор найча деб нимага айтнла-

ди?
10. Вектор чизнкларнииг дифференциал тенгламаларинн келтириб чица- 

ринг.
11. 3439—3444, 3451—3459, 4401—4404- масалаларни ечинг.

5- §. Сирт оркали утадиган вектор майдон 
окими. Унинг тезликлар майдонидаги физик маъноси

Фараз килайлик, Охуг фазонинг V со^асида

а (М) = Р  (х, у, г) I +  С}(х, у , г) / + Р  (х, у, г) к
вектор майдон берилган булсин, бунда Р(х, у, г), ()(х, у, г), 
Р  (.V, у, г )— шу со.\?1 да узлуксиз булган функциялар.

Бу сохада ориентирланган а сиртни оламиз, унинг хар бир 
нуктасида нормалнинг мусбат йуналиши

п0 — соз а  ■ I +  соз Р •/ +  соз у • к
бирлик вектор оркали аниклансин, бунда а, р, у — нормал
п0нинг координаталар уцлари билан ташкил цилган бурчак- 
лари.

Т а ъ р и ф .  а(М ) векторнинг о сирт оркали утувчи П оци- 
ми деб куйидаги иккинчи тур сирт интегралнга айтилади:

П  Л  Р(х, у, г) йу дг ()(х, у, г) дг дх — Р(х, у, г) дх ду. (5.1)
О

11-бобдаги (6.7) муносабатни хисобга олиб, (5.1) формулапи 
П  = \ \\Р(х, у , г) соз а т < ?  (х, у , г) соз Р +  Р(х, //, г) соз у\1а

О

куринишда ёки янада соддаро^

Л  — 1 (а • п0до (5.2)
О

—► —*
куринишда ёзиш мумкин, чунки Ясоза + (^созр + /?сояу - а /г0.
Бу ерда да ифода а сирт юзининг элемента. (5.2) формула а век­
торнинг П  окимини вектор ёзувида ифодалайди.

Вектор майдон оцимининг физик маъносини аниклаймиз.
Фараз ^илайлик, а (М ) вектор оцаётган суюцликнинг тезлик- 
лари майдонини о сирт оркали аницласин. Бу тезлик вектори 
^ар бир М  нуцтада суюцлик заррачаси интилаётган йуналиш, 
вектор чизицлари эса суюкликнинг о^им чизицлари булади 
(93-шакл). ст сирт оркали вацт бирлиги ичида о^иб утадиган
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93- шакл. 94- шакл.

суюклик мицдорини хнсоблаймиз. Бунинг учун сиртда М нуц- 
тани па сиртнинг йа элементини цайд циламиз.

Вакт бирлигида бу элемент орцали оциб утган суюклик
микдори асоси йа ва ясовчиси а булган цилиндрнинг хажми 
билан аншушнади. Бу цилиндрнинг баландлиги унинг ясов-
чисини п0 нормал бирлик векторига проекциялаш йули билан 
хосил кнлинади. Шунинг учун цилиндрнинг ,\ажмн

катта ;икк.1 тенг булади. Вакт бирлнги ичида бутун а сирт бу­
йича окиб утган суюцликиинг тулик хажми ёки суюцлнк мик- 
д;';рн а буйича интеграллаш натижаенда хосил булади:

Бу натижани (5.2) формула билан таццоелаб, бундай хулоса
чикарамиз: а сирт орцали утаётган а тезлик вектори П о^ими 
шу сирт- оркали вацт бирлнги ичида сирт ориентацияланган 
йуналишда оцнб утган суюклик мнцдорндир. Векторлар оцимм- 
нинг физик маъноси ана шундан иборат. о сирт фазонинг би­
рор со^асини чегараловчи ёииц сирт булган ^ол айшщеа катта
кизи^иш уйготади. Бу холда п0 нормал векторини доим фазо­
нинг ташцп цисмига йуналтиришга шартлашиб оламиз (94- 
шакл). Нормал томонига ^араб харакат сиртнинг тегишли 
жойида суюклик м со.^адан о^иб чицншини англатади, нормал- 
нииг царама-царши томонига караб харакат эса суюцлик сирт­
нинг тегишли жойида шу сохага о^иб кириишни англатади. о 
ёпик; сирт буйича олинган интегралнинг узи эса

куринншда белгиланади ва о сиртдан оциб чи^аётган суюклик 
билан унга оциб кираётган суюклик орасидаги фарцни беради.

а ■п0■йа

а

о
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Бунда, агар /7 = 0 булса, ы со.^ага ундан 1̂ анча суюцлик о^иб 
чщиб кетса, шунча суюклик о^иб киради.

Агар /7>0 булса, у холда <о сохадан унга о^иб кираднган 
суюцликдан купро^ сув оциб чи^ади.

Агар П <  0 булса, бу хол курдум (сток)лар борлигини курсатади, 
яъни суюк,лик окимдап узоклашадиган жойлар борлигини курсатади
(масалан, бугланади). Шундай килиб, | \ ап0с1а интеграл манбалар-

‘ о'
нинг ва курдумларпинг умумий кувватини беради.

6- §. Вектор майдоннинг ёпиц сирт буйича 
оцимини хажм буйича олинган интеграл ор^али 
ифодалаш хацидаги Остроградский теоремаси

ёп и  ̂ сирт буйича олинган сирт интеграли (вектор майдон 
оцими) хамда шу сирт билан чегараланган фазовий соха бу­
йича олинган уч каррали интеграл орасидаги богланншни аннк- 
лаймиз.

Теорема.  Агар

вектор майдон проекциялари ю сохада узининг биринчи тар- 
тибли хусусий %осиласи билан бирга узлуксиз булса, у \олда о
ёпиц сирт ор^али а вектор оцимини шу сирт билан чегаралан­
ган о) х̂ ажм буйича уч каррали интегрални цуйидаги формула 
буйича шакл алмаштириш мумкин:

а (М )= Р  (х, у, г)/ +  0  (х, у, г) /' +  /? (х, у, г) к

[  Р(х, у, г)АуАг +  0(х, у, г) Аг Ах +  Н(х, у, г)АхАу
О

(6 . 1)

/7

бу ерда интеграллаш о сирт­
нинг ташци томони буйича 
амалга оширилади ( сиртга ут- 
казилган нормал фазонинг 
таищи к^исмига йуналган).

(6.1) формула Остроград­
ский формуласи дейилади.

7.-7.̂ /,у) И с б о т и .  Фараз кплай-
лпк. О соха — а сиртнинг (ва
о) со.\анинг) Оху снртдаги 
проекцияси булсин, г = г1(х,у) 
ва г = г.,(х, у) эса шу сирт-

/ нинг ах пастки ва о2 юко-

95- шакл.
ридаги к,исмларининг тенгла- 
маси булсин (95-шакл). Ушбу
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—  йх Ли йг
дг и

уч каррали интегрални сирт интегралига алмаштирамиз.
Бунииг учун уни икки каррали интегралга келтирамиз ва 

г буйича интеграллаймиз. Бундан:

| '\ \ д̂-йхйуйг = ^  ( |  ^йг)йхйу=\^Р>(х,у,г) )йхйу =
<о 1) г ^ х . у )  Р

-- \ \ к  (X, У, г2 (х, у)) йх йу— | | Я(х, у, г,(х, у)) йх йу. (6.2)
' Ь '6

[) соха хам ст* сиртнинг, \ам а2 сиртнинг Оху текисликдаги 
нроекцияси булгани учун (6.2) формуладаги икки каррали ин- 
тегралларни уларга теиг булган 11-бобдаги (6.6) сирт инте- 
граллари билан алмаштириш мумкин. Натижада куйидагини 
хосил киламиз:

\ \ \ ~  дхйуйг = у  Я (х, у, г) йхйу— К(х, у, г) йхйу.
*>> 02 01

Иккинчи цушилувчида о, сиртнинг таш^и томонинн ички- 
сига алмаштириб, куйидагини ,\осил ^иламиз:

1 йх а у йг — | | /?(х, у, г)йхйу+ К(х, у, г) йх йу =

К  (х, у, г)йхйу, (6.3)
* о

бу ерда <т ёпик сиртнинг ташки томони олинади.
К,уйидаги формулалар хам худди шунга ухшаш ^осил килинади:

1 дР ‘ :йуйг ^ Р { х ,  у, г) йу аг, (6.4)йх с
дх(1)

* 1' д0_
ду

йх йу йг = ф(|) <2 {х, у, г) йх йг. (6.5)

(6.3), (6.4), (6.5) теигликларни >̂ адма-.\ад ь^ушиб, Остро- 
градекийнинг (6.1) формуласига келамиз, шуни исботлаш та­
лаб цилинган эди. Бу формула теореманинг шартиин ^аноат- 
лантирувчи сохаларга булиш мумкин булган исталган со фазо- 
вий соха учун тугри булади. Бу формула ёрдамида ёпик сирт­
лар буйича сирт интегралларини ^исоблаш ^улай булади.

М и с о л .  Интегрални хисобланг:

\ (  ̂хйу йг -)- уйг йх -}- г йх йу,
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бунда а куйидаги
х - 0, у - О, 2 — 0, х “Ь у = 1 
текисликлар билан чегараланган 
пирамиданинг ташь^н томони 
(96-шакл).

Н ч и ш. Остроградский фор- 
муласидан фойдаланиб, ь у̂йида- 
гинн ^осил ^иламиз:

х йу йг +  у йг йх +  г йх йу =

96- шакл.

1 1—* 1— х—у

(1 +  1 + 1 )йхйуйг =

, ,__л . „  ,  I 1 — х ^

з| | \ йхйу йг — 3 | йх 1" йу ] йг — З^йх |  г ! йу = 
ш * 0 0 о б О 1

1 1-х 1

= 3 \йх I (1 — х — у)йу = 3 (̂«/ — ху—
I- \ |1— хйх

= 3 | (  \ - х - х (1 - х) -  (- Ц ^ )  йх - 3 1(( 1 — л)2
(1 — дг)2

3 (1-л:)3)1 _  3 1 _ 1
о 1о 2 ' 3 2 '

7- §. Вектор майдон дивергенцияси

Оху г фазонинг со со^асида

а (М ) =  Р(х, у, г)1 + (1 [х, у , г) / +  К {х, у, г) к
вектор майдон берилган булсин, унда Р(х, у, г), (?(х, у, г), Р(х, у, г) 
функциялар дифференциалланувчи функциялар.

Таъриф.  а (М) вектор майдоннинг дивергенцияси (узоцлашув-
чиси) деб М нуцтанинг скаляр майдонига айтилади, у сН\- а(М ) ку- 
ринишда ёзилади ва

(7.1)л- дР , д<) , дКЙ1У а (М )=  —  +  +  —
дх ду дг

формула билан аницланади, бунда хусусий ^осилалар М нуцта- 
да ^исобланади.

Дивергенциядан фойдаланиб, Остроградскийнинг (6.1) фор- 
муласини вектор шаклида цайта ёзиш мумкин:

(7.2)(§)(§> а п0йо — Ш  (Ну а(М)йсо.

102



Уни бундай ифодалаш мумкин: ёпиц сирт орцали утувчи (бу
сирт таш^и -п нормали йуналншида ориентирланган) а вектор 
майдон окими шу сирт билан чегараланган .^ажм буйича май­
дон дивергенцпясидан олинган уч каррали интегралга тенг.

Дивергенциями хисоблашда куйидаги хоссалардан фойда- 
ланилади:

1) <Лу(а(.И) +  Ь(М)) -сН\’а (М ) + сПу Ь(М);

2) сПу С-а(Л1) = С (Ну а (/И), бунда С — узгармас сон;

3) сНу и(М) а(М ) = ц(/И)(Пу а(М) +  а(М)§гас1 и(М),

бунда и(М ) — скаляр майдонни аницловчи функция.
1. Дивергенциянинг инвариант таърифи. Дивергенцияни

(7.1) формула ёрдамида ашщлаш координата уцларини тан- 
лаш билан боглшу Остроградскийнинг (7.2) формуласидан 
фойдаланиб, дивергенциянинг координаталар уь^ларини танлаш 
билан боглиц булмаган бош^а таърифини бериш мумкин.

Бу формуланинг унг цисмида уч каррали интеграл турибди. 
Урта ^иймат .чацидаги маълум теоремага кура (10-боб, 2-§) бу 
интеграл V ^ажм билан интеграл ости функциясининг о> со.̂ а- 
нинг бирор М\ ну^тасидаги циймати купайтмасига тенг. Ш у ­
нинг учун (7.2) Остроградский формуласини цуйидагича ёзиш 
мумкин:

I"]* апЛа = У(Цуа(.И1)
О

1 Г Г(Ну а ('И,) = —  ) )  а п да.
V о

Агар о соха М ну^тага тортилса ёки У->0 булса, у .\олда М, 
ну^та М га интилади. Натижада лимитга утиб, куйидагини >̂о- 
сил циламнз:

Игл (Ц уа(М ,)=  П т  —  ({)({) а пда м,-ш у-+о V Т  Та
ёки

ГГ а п йо п
(П уо (М )= П т  —----- = П т  —  • (7 3)V \’_>о V ' '

Энди дивергенциянинг координата уцларини танлаш билан 
боглиц булмаган инвариант таърифини бериш мумкин.

Т а ъ р и ф .  М нуктада вектор майдоннинг дивергенцияси 
деб, М  нуцтани ураб олган ёпи^ сирт оркали утувчи майдон 
о^имининг шу сирт билан чегараланган цисмнинг V хажмига 
нисбатининг бу хажм ну^тага тортилгандаги, яъни У->0 даги 
лимитпга айтилади.
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2. Дивергенциянинг физик маъноси. (7.3) дивергенция ту- 
шунчасига физик талцин берамиз.

Фараз ^илайлик, о> сохада окаётган суюклпкнинг тезликла-
ри майдони а (М ) берилган булсин. 5- § да а (/И) векторнинг 
а ёпи^ сирт орь;али ташки нормал йуналишидагн П  оцими шу 
сирт билан чегараланган ва^т бирлнги ичида оь;иб кирган ва 
о^иб чшдан суюклик мнкдорлари орасидаги айирмани ифода- 
лаши аншутанган эди.

Ушбу
( а п йа

П 'с
V ~  I

нисбат хажм бирлигига булинган суюклик микдорини аннц- 
лайди, яъни манбанннг (/7>0 булганда) ёки цурдум (/7<0 
булганда) уртача ^ажмий цувватини ифодалайди. Бу нпсбат- 
нинг лимити

\ \ а п й а
- Шу ~а(М)

(7.3) дивергенция булиб, у берилган иуктадаги суюклик сар- 
фининг хажм бирлигига ннсбатини ифодалайди.

Агар (Ну а (М ) > 0 булса, суюклик сарфм мусбат, яъни 
М  ну^тани ураб олган чексиз кичик сирт ор^али ташци нормал йуна- 
лишида суюклик окно кирганидан купро^ о^иб чи^иб кетади. Бунда 
М  ну^та манба булади.

Агар (Ну а (М ) < 0 булса, у \олда М нукта цурдум булади. 
с! 1 у а (М) катталик манбанинг ёки курдумнинг кувваиши ифодалайди.

Агар (Ну а (М) = 0 булса, у холда М нуктада на манба ва на 
курдум булади. (7.2) вектор шаклида ёзилган Остроградский теоре­
маси окаётган суюцликнинг тезликлари майдонида ёпи^ сирт орцали 
окувчи суюклпкнинг окими .\амма манбалар ва ^урдумлар цувват- 
ларининг йигиндисига тенг булишини, яъни ^аралаётган сохада вакт 
бирлиги ичида пайдо буладиган суюклик миадорига тенг булишини 
ифодалайди.

У з-у з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Сирт орцали утувчи вектор оцими деб нимага айтилади?
2. Сукнушкнинг тезликлари майдонида вектор оцимининг физик маъноси 

кандай?
3. Остроградский теоремасини ифодаланг ва исботланг.
4. Вектор майдон дивергенциясига координата шаклида таъриф беринг.
5. Дивергенциянинг хоссаларини санаб утинг.
6. Дивергенциянинг физик маъноси ^андай?
7. Дивергенцняга инвариант таъриф беринг.
8. Остроградский теоремасини вектор шаклида ифодаланг ва унинг фи­

зик маъносини курсатинг.
9. 3896—2900, 4405—4408- масалаларни ечинг.
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8- §. Соленоидли найчасимон майдонлар. 
Соленоидли майдоннинг таърифи ва асосий хоссалари

7-§ да истагап а вектор майдон сП\? а ёрдамида скаляр майдонни 
вужудга келтириши аиикланган эди.

Таъриф.  «(.VI) вектор майдоннинг дивергенцияси <о соханинг а̂р 
бир нуктаснда нолга тенг булса, яъни

булса, бу вектор майдон шу сохада соленоидли (ёкн найчаси­
мон) майдон дейилади.

Шунинг учун соленоидли майдон учун Остроградский фор- 
муласига кура

формулани хосил ^иламиз, бунда о — ёпи1\ сирт булиб, и со- 
хани чегараловчи ташки нормал йуналншида ориентирланган. 
Бу майдонда бирор оо юзчани оламнз ва унинг чегарасининг 
хар бнр нуктасидан вектор чизицлар утказамнз (97-шакл). Бу 
чизиклар фазонинг вектор найча деб аталувчи (12-боб, 4-§)
кисминн чегаралайдн. Агар а(М ) вектор о^аётган суюцлик- 
ннпг тезликлари майдонннн ташкил этса, у холда суюклик 
окишн давомида бундай найча буйлаб уни кесиб утмасдан ^а- 
ракатланадп.

оп юзча бирор О] кесим ва найчанинг о ён сирти билан че­
гараланган шундай найчанинг бирор цпсмини куриб чицамиз.
(8.1) тенглик бундай ёшщ сирт учун куйидаги куринишни 
олади:

Л уд (.VI) • О

(8.1)
О

бу по— ташки нормал буйича йуналган бирлик вектор. 
Найчанинг ён сиртида пор-

Шунинг учун (8.2) формула бундай и 
куринишни олади:

а -п0 — О

булади ва (8.2) тенгликдаги учинчн 
кушилувчи нолга тенг:

маллар а вектор маидонига пер­
пендикуляр булгани учун

97- шакл.
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бундан
I \ап0йо = — 1 \а-п0йа
' о„ о,

келиб чи^ади. а0 юзчадагк нормалнипг йуналишини ташк,идан ичкига 
алмаштириб,

[ 1 а п0й а = С | а п<А°
V  01

муносабатнн .\осил циламиз. Бу соленоидли майдонда вектор 
найчанннг >;ар бир кесимидан утказилган вектор чизицлар 
йуналишидагн векторлар оцими бир хил булади, яъни манба-
сиз ва цурдумсиз майдонда (чунки сН \а(М )= 0) вектор найча- 
нинг ^ар бир кесимидан бир хил ми^дорда суюклик о^иб ута­
ди. Соленоидли майдондаги вектор чизи^лар ^еч цаерда йуцол- 
майди ва янгиси пайдо х;ам булмайди.

9- §. Вектор майдондаги чизикли интеграл. Куч майдони бажарган 
нш. Вектор майдони циркуляцияси

Фараз килайлик, со сохада вектор майдон

а(М )= Р(х , у, г)1 +  ( } (х, у, г) / +  /? (х, у, г)к
вектор ор^али ^осил цилинган булсин. Бу сохада бирор I* чи- 
зи^ни оламиз ва унда маълум йуналишни танлаймиз.

Таъриф.  Йуналган I* чизи^ буйича олинган ушбу
[ Р  (х, у , г) (1х +  <3 (х, у, г)йу + Р  (х, у, г)с1г

иккинчи тур эгри чизикли интеграл ёки век гор шаклидаги

,(а й г

интеграл а (М) векторнинг Ь чизик; буйича олинган чизикли интег­
рали дейилади (98- шакл).

Агар а (М ) вектор куч майдони ^осил цилса, а векторнинг I, чи­
зик, буйича чизикли интеграли маълум йуналишда [. чизик, буйича 
бажариладигап ишга тенг булади.

Т а ъ р и ф .  Епик Ь контур бу­
йича чизикли интеграл вектор 
циркуляцияси дейилади ва Ц би­
лан белгиланади, яъни

Ц = ^ а  йг = <§Р(х, у, г)йх +

+  С? (х, у, г)йу + Я  (х, у, г) йг.
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10-§. Стокс теоремаси

11-бобдаги сирт иитегралларн учун (4.1) Грин формула- 
сига ухшаш формула уринли булиб, интегрални а сирт буйича 
^исоблаш масаласини бу сиртии чегараловчи Ь контур буйича 
иккинчи тур эгри чизицли интегрални .^исоблашга келтиришга 
имкон беради.

Т е о р е м а .  Агар Р(х, у, г), С}(х, у, г), Н(х, у, г) функция­
лар узларининг биринчи тартибли хусусий хосилалари билан 
бирга о со^ада узлуксиз булса, у холда куйидаги формула урин­
ли булади:

(х, у, г)(1х + (1 (х, у, г) <1у +  К{х, у , г) йг =

бу ерда соз а, соз|}, соз у — бирлик вектор п0 нормалининг о сиртга 
йуналтирувчи косинуслари, Ь — бу сиртнинг чегараси.

(10.1) формула Стокс формуласи дейилади (99-шакл). Бу 
формулада Ь  контур буйича интеграллаш йуналиши а сирт­
нинг танланган томони билан цуйидаги цоида буйича мослаш- 
тирилади: п0 нормалнинг охиридан контурни айланиб утиш со- 
ат мнлига ^аршн йуналишда кузатилади (айланиб утишнинг 
бундай йуналиши 11-бобдаги 6-§да мусбат йуналиш деб атал- 
ган).

И с б о т и .  о сирт ^амма координата текисликларига бир 
цийматли проекциялансин. Бу сиртнинг тенгламаси

г=~-г{х, у),
бу ерда г(х, у) функция сохада дифференциалланувчи функ­
ция булиб, у 6 сиртнинг Оху те­
кисликдаги проекцияси булади.

соханинг чегарасини би­
лан белгилаймиз, шу билан бирга 
Ь] контур нинг Оху текислик­
даги проекцияси булади.

о сиртнинг юцори томоннни 
таилаб оламиз, бунга мос холда 
ундаги ориентацияпи хам таилаб 
оламиз.

Ушбу
<^Р(х, у, г)Лх 

эгри чизикли интегрални аввал 99- шакл.
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А) контур буйича, кейин эса Грин формуласидан фойдаланиб 
соха буйича каррали интегралга алмаштирамиз ва ни.у>ят, 

а сирт буйича сирт интегралига алмаштирамиз.
Чегара о сиртга тегншли булгани учун Ь контур нуцтала- 

рининг координаталари г = г(х, у ) тенгламани цаноатлантира- 
ди ва бинобарин, Р (х, у, г) функциянинг I  даги циймаглари 
Р (х, у, 2 (х, у ) )  функциянинг 1\ даги мос ^ийматларига тенг. 
Ь ва мос булинишларнинг Од- ук;идаги проекциялари мос 
тушади, демак, ва контур буйича иккинчи тур эгри чи- 
зшуш интеграллар учун интеграл йигиндилар хам мос туша­
ди. Шунинг учун

Р  (х, у, г) йх = 1 Р  (дг, у, г(х, у))йх. и ^
Бунинг унг цисмига 11-бобдаги (4.1) Грин формуласини 

ва мураккаб функцияни дифференциаллаш ^оидасини цул- 
лаб,

{  Р(х, у , г)йх ----- — 11( ~  4 ~  ■ ~\йхйу
I  ,1..! \ ду (,г дуо,

ни топамиз. йхйу ни йхйу — соъуйо формула буйича йа  сиртнинг 
элемента оркали алмаштириб, Л, соха буйича каррали интегрални 
сирт буйича интегралга келтирамиз:

 ̂Р(х, у, г)йх = — Г Г ( ~ ) соз у й а. ( 10.2)
и .) ,1 \ ду дг д у }О

Маълумки (7-боб, 9-§),
дг "Г  , дг ~Т ~Т—  ( -I--- < — к
дх ду

вектор 2 =г(х, у) сиртга перпендикуляр, ва бинобарин, п0 нормал­
нинг бирлик векторига коллинеар:

п0 = сой а ■ I 4- соз Р • / 4- соз у - к.
Шунинг учун бу векторларнинг коллинеарлик шарти бажарилиши ке­
рак:

С05 0 С __ С05 Р  _____  С08"У

дг дг
дх ду

Демак,
дг о—  соз у =  —  СОЗ р.
ду

Бу муносабатдан фойдаланиб, (10.2) ифодани бундай куринишда 
цайта ёзамиз:

<|)Р(х, у, г)йх = Д  соБр — соз у) йа. (10.3) 
А о



Куйидаги формулалар шунга ухшаш ^осил килинадн:

(|)<2(*, У, г)йу = ^  С057 — -^-соза^ст, (10.4)
I. с а

ф  К(х, у, г)йг = | Г | ~ ~  соз а — —  соз р)й а. (10.5)
\ ду дх ̂ о

(10.3), (10.4), (10.5) формулаларни кушиб, Стокс формуласига
келамиз:

(| Я(х, у, г) йх 4- С? (х, у, г)йу + К(х, у, г) йг =
 ̂ а

д Ч\ , / дР д Р\  а , ( д<? дР \--- — соза - г -------- - соз р 4- — ------ ) соз V
ог 1 \ дг дх )  \ дх ду )

дР __  
ду

йа. ( 10.6)

Уни куйидаги куринишда цайта ёзиш мумкин:

^  Р  (х, у, г)йх + (}(х, у, г)йу-гЯ{х, у, г)йг =

'■ ) « * + ( ^ — ^ ) А Л + ( ^ - % ) « * ■  « °- 7>

I.

дг

Хусусан, агар о соха контур билан чегараланган Оху те­
кисликнинг сохаси булса, у ,\олда йгйх ва йуйг буйича интег­
раллар нолга айланадн ва Стокс формуласи (11-бобдаги)
(4.1) Грин формуласига утади.

Стокс формуласи эгри чизицли интегралларни ёпи^ контур 
буйича сирт интеграллари ёрдамида ^исоблашга имкон беради. 

М  и с о л. Ушбу

а - ху I 4-  уг/ • хгк

вектор майдоннинг 2х— Зу + 4г— 12 = 0 текисликнинг координа­
та текнсликлари билан кесишиш чизиги буйича Ц циркуляция- 
сини хисобланг.

Е ч и ш. о текисликнинг ю^ори томонини шунингдек, шу 
томонга мос келгап АВСА  берк контурни айланиб чициш йуна­
лишини караб чицамиз (100-шакл). Ушбуга эга буламиз:

Р  — ху. С} = уг, н ^  хг, 
хусусий >;осилаларки топамиз:

р у =х, Р'г = 0, <2* = 0, <?' =  у, Яя = 2 , Ку =  0.
Бу ифодаларни (10.7) Стокс формуласига цуямиз:

Ц = ф ху йх 4- уг йу 4- хг йг = — [  ̂уйу йг 4- гйх йг 4- хйх йу.
/. а

с  сирт буйича олинган интегрални бу сиртнинг координата тс-
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101- шакл.

кнсликларидаги проекцияларн булган каррали интеграллар би­
лан нфодалаймиз:

3 0 3 о

Л  уйуйг = ^  уйуйг =  ̂йг |  уйу = йг
о Д ВСО ‘ “ 42-12О 42—12 3

Не1 Г/4г-7-^У^г = — ~  ■ ^  ( (2 - 3)'М2 =
О о

(г З)3 3 _  — . 27 = — 8 ( 101-шакл).
6 — X

9 3

6 2 6 6 — X

2

о Д А НО О Об
6

йх =

1 С  (6 —  А')- ^  _  _1_ (6  —  х )3

о
6 о

------ — — 9 ( 102-шакл).
8 • 3

6 о

Д/1С0 О 2х- 12 О

2х—12 йх =

102- шакл.
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=  1 ^ - '  Л  =  - 1  |<2л’ -  1 2 , )Л =  - 1 ( 1  ,■ -  6,*) (‘ .
0 0 и

= — -|(4-36 — 36-6) = - - 3 6  -2 = 24 (103-шакл).3 3
Шундай цилиб,

ц  = _  ( _  8 — 9 +  24) = — 7.

11-§. Вектор майдон уюрмаси

Фараз килайлик, Охуг фазонинг со со^асида куйидаги век­
тор майдон берилган булсин:

а (М )= Р (х , у, г)1 + ()(х , у, г)/ + /?(*, у, г)к.

Таъриф.  а (М) вектор майдоннинг уюрмаси (ёки ротори) деб 
М  н\т\танинг [го1 а (М ) билан белгиланадиган ва

* - ) 7 + ( т — г ) 7 + ( ^ - т ) *  ( Ш >
формула билан аннцланадиган вектор майдонйга айтилади, 
бунда хусусий хосилаларни М (х, у, г) нуктада топамиз.

М и с о л .  Ушбу

а (М) = г-1 + х" I +  у- к
вектор майдоннинг уюрмасиьи топинг.

Е ч и ш .  Р  = г", — хг, К  = у2 га эгамиз. Хусусий хосилаларни 
топамиз:

2уг ^ . _ ^ =2г1 =  
ду дг дг дх дх ду

Демак,
го1а = 2 ;// +  2 г / +  2x 6.

Уюрма тушунчасндан фойдаланиб, (10.7) Стокс формуласнни 
вектор шаклида ^айта ёзиш мумкин:

ф а й г — С [ п го* а А а ( 11.-2)
I  о

ва бундай ифодалаш мумкин: а векторнинг а сиртни чегараловчи Ь  
контурни айланиб чицишинг мусбат йуналиши буйича циркуляцияси
го1 а векторнинг шу сирт ор^али утадиган оцимига тенг.

Уюрманинг таърифидан фойдаланиб, куйидаги хоссаларнинг турри 
эканига ишонч хосил к,илиш мумкин:

1) го1(а +  Ь) = го1а + го16 ;
2) го! (С а ) = С го1 а , бунда С — узгармас скаляр.

171



3) го1 (и я ) = иго*я+(§гас1 и) :■: я, бунда 
и = и(М) скаляр майдонни аншуювчи 
функция.

1. Уюрманинг инвариант таърифи.
Уюрманинг юцорида берилгац таъ- 
рифи координаталар системаспни тан- 
лашга боглик. Энди уюрмалн майдон- 
га инвариант таъриф берамиз:

Фараз килайлик, п — ихтиёрий белги- 
ланган бирлик вектор ва О эса М  нук- 
тани уз ичига олган ^ чегарали ясси
шакл булиб, у п векторга перпендикуляр 

булсин. (11.2) Стокс формуласини

Ь

104- шакл.

. а с! г = го1„ а (1а

куринишда ёзамиз, чунки п ■ го!я — го!;1я (104-шакл). 
Урта ^иймат хасида г и теоремага мувофик:

§ а (1 г = 8  го1п я (М 4),

бундан го1„я (М х) = —  (р ай г, бу ерда 5 юз — И соханинг юзи,
1.

М 1 — бу сохадаги бирор нук,та.
Охирги тенгликда О со ха г и М  ну^тага тортиб (ёки 5 -► 0 да), 

лимитга утамиз, бунда М х ну1\та М  ну1\тага интилади:

И т го! я  ( V/,) — П т —  (Т) ас1г
м 5—и 5 ^ь

еки

го! а (М) = П т —  () айг = П т
б'-»0 -V л-н-о

_Ц
.о 6’

Т а ъ р и ф .  Вектор майдон уюрмаси деб, шундай векторга 
айтиладнкп, унинг бирор йуналишга булган проекцияси шу 
йуналншга перпендикуляр булган О ясси гознпнг I  контур бу­
йича вектор майдон циркуляциясининг 5 юзнипг катталигига 
нисбатига тенг, бунда юзнинг улчамлари нолга интилади 
(5->0), юзнинг узи эса ну^тага тортилади.

2. Уюрманинг физик маъноси. Вектор майдон уюрмаси тушун- 
часининг физик талцинини берамиз. Катгик жисмнинг цузгалмас нук- 
та атрофидаги харакатини караб чикамиз. Кинематикада тезликлар
майдони V исталгаи моментда
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формула билан аницланади, бунда о
оний бурчак тезлик, г — жисмнинг их­
тиёрий М  нуцтасининг радиус- вектори 
(105- шакл).

Агар ч
г — х I +  у / +  г к,

(О — ых I -г 0)у / г к
экани маълум булса, у холда у̂йида- 
гига эга буламиз:

V — (О X  Г

‘ ! к ( ->
%  “ г| - О-’У  — согу) г -- (согх — ю.г) / +  (соху — ыух) к.

1а- у г |

Энди го1 я' векторнинг проекцияларини топамиз:

"Р* (гойГ) -  ~  (со ху -  о у ) -  (шгх -  со,г) = а , +  со, = 2 с о,, 

пру (го17 ) = ■—  (о у  — су/) — (с0ху — о у )  = %  -г со̂  — 2 оу

_V л ^
пр, (го1 У) = —  (о у  — о у ) — —  (о у  — оу/) = сог +  сог = 2 сог.

Шундай килиб,

го1 V =-- 2 т х I -г 2 и>у / -г 2 оог к = 2 со
эканиии хосил килдик.

Демак, у тезлик майдони уюрмаси к,аттиц жисм айланишининг 
оний бурчак тезлиги вскторига коллннеар вектордир:

го1 V = 2 со .
У  з-у з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. 1\андай майдон соленоидли майдон дейилади?
2. Соленоидли майдоннинг хоссасини ифодаланг.
3. Чизикли интеграл деб нимага айтилади?
4. Векторнинг циркуляцияси деб нимага айтилади?
5. Стокс теоремасини ифодаланг ва исботланг.
6. Вектор майдон уюрмасини координата шаклида таърнфланг.
7. Вектор майдон уюрмасининг таърифини айтннг.
8. Стокс теоремасини вектор шаклида ифодаланг.
9. Вектор майдон уюрмасининг физик маъноси цандай?
10. 3894—3895, 4450—4465-масалаларни ечннг.

173



12- §. Чизмщли интегралнинг интеграллаш 
йулига боглик, булмаслиги шартлари

Фараз цнлайлик, куйидаги вектор майдон берилган булсин:

а = Р(х, у, 2)1 +СЦх, у , г)] + Р(х, у, г) Г .
Бундан кейин Р, ф, Р  функциялар узларинннг биринчи тартиб- 
лн хусусий хосилалари билан бирга ёки Охуг фазонинг .̂ ам- 
масида, ёки фазонинг бирор со сохасида узлуксиз буладн деб 
фараз циламиз.

Фараз цилайлик Л ва В  нуцталар со соханинг иккита их- 
тиёрнй нуцтаси булсин. со со.^ада ётувчи ва А хамда В  нуцта- 
ларни туташтирувчи турли эгри чизицларни ^араб чикамиз 
(106-шакл). Агар

' Р(х, у, г)дх + (}(х, у, г)ду + Р(х, у, г)с1г

чизикли интеграл бу йулларнинг ихтиёрийси буйича айни бир 
хил ^ийматлар цабул цилса, у интеграллаш йулига боглиц бул­
майди дейилади.

Чизикли интегралнинг интеграллаш йулига боглиц булмас- 
лик шартлари куйидаги теоремалар билан берилади.

1- т е о р е м а. Ушбу

В

106-шакл. 107-шакл.

[р (х , у, г)дх + С}(х, у , г)ду + Р(х, у, г)дг
I

чизикли интеграл бирор со со.\ада интеграллаш йулига боглик, 
булмаслиги учун бу со\ада стган истаган ёпиц контур буйича 
олинган интеграл нолга тенг булиши зарур ва етарлидир.

И с б о т и .  Е т а р л и л и г и. Фараз килайлик, со сохада ётув­
чи истаган ёпик контур учун

Р  (.V, г/, г) дх -г <2 (х, у, г)с1у ■- Я (х, у, г) дг = 0
I
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булсин. Чизицли интегралнинг интеграллаш йулига боглиц 
>маслигини курсатамиз.

Ха^и^атан, Л ва в  ну^талар ы сохага тегншлн булган нуц- 
талар булсин. Бу нуцталарни ы сохада ётувчи иккита турли 
А т В  ва АпВ эгри чизицлар билан туташтирамиз (107-шакл). 
К,уйидагича булишини курсатамиз:

.1* Р(х, У, г) Лд:+ <?(*, у, г) йу +  В  (х, у, г) йг - |  Р(х, у, г) йх -4-
ЛтВ ЛиВ

+ < Ж  у , г)йу + В(х, у, г)йг.
АпВ ва А тВ  ёйлар АтВпА  ёпик; кошурии хосил к клади. Эгри чи- 
зшуш интегралларнинг хоссаларини хисобга олиб, ушбуни хосил ци- 
ламиз:

| Р (х, у, г) йх + С (х, у , г) йу + В  (х, у, г) йг = \ Р( х, у, г) йх +
Л тВ п Л  л ^ в

+ 0.(х, у, г) йу + В  (х, у, г)йг+  |  Р(х, у, г) йх +  С? (х, у, г)йу +
Вп'А

-- В  (х, у, г) йг = |  Р  (х, у, г) йх +  (3 (дг, у, г) йу +  В  (х, у, г) йг — '
АтВ

— I  Р(х, у, г) йх ч- <2 (х, у, г)йу +  В(х, у, г)йг,
АпВ

чунки

[ р (X, у, г)йх + С1(х, у, г)йу +  В{х, у, г)йг =
I ВпА

= — |  Р(х, у, г)йх + ()(х, у, г)йу + В {х , у, г)йг.
АпВ

Бироц

^  Р  (х, у, г)йх +  (х, у, г)йу + В  (х, у, г) йг -  0
А тВ п А

интеграл ёпи^ контур буйича олинган интегралдир. Демак,

|  Р(х, у, г)йх + (}(х, у, г)йу + В(х, у, г)йг— \ Р (х , у, г)йх +
А т В  А пВ

+ <1{х, у , г)йу + В(х, у, г)йг = 0 .
Бундан

|  Р(х, у, г)йх + (}(х, у, г)йу + В(х, у, г)йг -=
А т В

= \ Р{Х, у , г) йх -т- ^ (д", у, г)йу + В(х, у, г)йг
АпВ

эканини .\осил циламиз.
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Шундай цилиб, чизикли интег­
рал интеграллаш йулига богли^ 
булмаслигини исботладик.

3 а р у р л и г и. Фараз цилайлик 
м сохада

|  Р  (х, у , г) йх +  (} (х, у, г) йу +

-\-Я(х, у, г)йг
чизшуш интеграл интеграллаш йу- 

108-шакл. лига боглиц булмасин.
Ш у сохада ётувчи истаган ёпик 

контур буйича олинган интеграл нолга тенг булишини курса- 
тамиз.

Хаки^аган со со.\ада ётувчи ихтиёрий ёпиц контурни цараб 
чицамиз ва унда иккита ихтиёрий А ва В  нуцтани оламиз (108- 
шакл). У  холда

Р(х, у, г)йх + (1 (х, у , г)йу + Я(х, у, г)йг = |  Р(х, у, г)йх+
А тВп Л  А ~ в

+  <2 (х, у , г) йу +  Я(х, у, г) йг -г ( Р(х, у, г) йх +
ВпА

+ У, г)йу +  Я(х, у, г)йг = ] Р(х, у, г)йх +  <2 (х, у, г)йу +
А т В

+ Я(х, у, г)йг — §Р(х, у, г)йх + (}(х, у, г)йу +
АпВ

+ Я (х, у, г)йг = О,
чунки шартга кура

) Р (х ,  у, г) йх +  <3 (х, у, г)йу + К(х, у, г) йг =
пВ

= |  Р  (х, У, г)йх +  (}(х, у, г)йу + Я(х, у, г)йг.
А т В

АпВ

Шундай цнлиб, истаган ёпнь; контур буйича олинган интеграл 
нолга тенг. Теорема исботланди.

К,уйидаги теорема амалда цулланиш учун цулай булган 
шартларни беради, бу шартлар бажарилганда чизицлн интег­
рал интеграллаш йулига боглиц булмайди.

Теоремани ифодалашдан олдин фазода бир богламли со^а 
тушунчасини киритамиз.

Т а ъ р и ф  Агар со со.\ада ётувчи ихтиёрий Ь ёпиц контур 
учун шу сохада ётувчи о сирт мавжуд булиб, унинг учун Ь 
контур чегара булса, фазонинг (о со.^аси бир богламли со\а 
дейилади. Бу >̂ олда Ь контурга о> со.\ага тула тегишли булган 
а сиртни тортиш мумкин дейилади. Масалан, куб, шар, бутун 
фазо бир богламли соха булади. Торнинг («тешкулча») ичи 
бир богламли булмаган соха хисобланди.
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2- т е о р е м а: а = Р(х, у, г) / — (2 (.V, у, г) у +  /? (.V, г/, г) /г еек- 
функциянинг

\ р (х , у, г) ах (}(х, У, 2) и'// 4 У? (л-, у, г)</г (12.1)
1.

чиыщли интеграла бар богламли м со.\ада интеграллаш йулига 
боглик; булмаслиги учун бу соханинг хамма жойида

го( а ’— (Г ( 12.2)
булиши зарур ва етарлидир.

Етарлнлигини неботлаш билан чегараланамиз.
I I с б о т и. Е  т а р л и л и г и.
Фараз цнлайлик, о> сохада го( а - 0 булсин.
(о сохада ётувчи нсталган /. ёиик контур буйича олинган 

ушбу чизикли интеграл нолга тенг булсин:

I Р(х, у , г) Ах -\ <3 (л-, у, г) А у Я(х, у, г) Аг ~  0.
I.

(О сохада Ь контур билан чегараланган о сиртни ь^арайммз 
(соханинг бир богламлилигн сабабли бундай соха доим топн- 
лади). Стокс формуласига кура

\ аАг -- --- И  п го! а А а
/*. О"

(о сохада, жумладан, о сиртда го! а - 0 тенглик уринли була­
ди. Шунинг учун

демак,

еки

$Р (х , у, г)Ах 'т (х, у, г)Ау + Я(х, у, г)Аг = 0.
I

Шундай к;илиб, со сохада нсталган Ь ёпик контур буйича олин­
ган чизикли интеграл нолга тенг. 1-теоремага асосан чизикли 
интеграл интеграллаш йулига боглиц эмаслигини хулоса ци- 
ламиз,

го1 (' ™  _  - Ш  т +  ( * ? - * * )  т  +  №  -  Щ 1
I ду дг I 1 дг дх 1 [ дх ду /

булгани учун 2-теоремани куйидагича ифодалаш мумкин: ушбу

\ Р  (х, У, г)Ах + С}(х, у, г)Ау + Я{х, у, г)Аг 
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чизикли интеграл пир богламли сохада интеграллаш йулига 
боглиц булмаслиги учун шу соханинг %ар бир ну^тасида

дК __ 60 дР ^  дК_ дО_ _  дР_ 
ду дг ' дг дх ’ дх ду 

муносабат бажарилиши зарур ва етарлидир.
1-ми с о л. Ушбу

1 (2 ху -г г2) йх 4- (х2 +  г) йу + (у + 2 хг) йг
/.

чизикли интеграл интеграллаш йулига боглиь; булиш-булмас- 
лигини текширинг.

Е ч и ш .  2-теоремаиинг (12.2) ёки (12.3) шартларини тек- 
ширамиз. Бундан куйидагига эга буламиз:

Р  — 2 ху + г-, <2 = л2 + г, В  - у — 2 хг.
Бундан

—  -  2 х, —  2 х, —  - 2 г,
ди дх дх

2 г 1, -}/?- ■ 1
йг дг ду

Бинобарин

бундан

дЯ ._ *? _  ! ЛИ. = ЛИ = 2 г д°  дР 2х 1
5// дг ’ дг дх дх ду

го1 а -- 0.
Шунинг учун берилган чизикли интеграл интеграллаш йулига 
боглик булмайди.

2-м и с о л. Ушбу

I уйх — лйу +  гйг
I

чизикли интеграл интеграллаш йулига богли^ булиши ёки бул- 
маслигини текширинг.

Е ч и ш .  ( 12.2) ёки (12.3) шартларни текширамиз. Р = у, 
ф = — а', Я = х га эгамиз. Бундан:

— 1, —  = — 1,
ду йд; дх

Бинобарин,
- ЁР^О ,  - ^ = 0, - ^  = 0.

дг дг ди

дК __ дО 0 д Р - _  дЯ_ _  0 дР_ д0_ 
ду дг дг дх ' ду дх

бундан ушбуга эга буламиз: 
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го1 а = I — ----—  ) к = — 2 к ^=0.йх й// /
Шунинг учун берилган чизикли ннтеграл интеграллаш йулига 
боглиц булади.

13-§. Потенциал майдон. Потенциаллик шартлари

Таъриф.  Агар

а (VI) Р(х, у, г)1 +<2(х, у, г)1 + К{х, у , г) к

нектор майдоннинг уюрмаси со соханинг хамма нукталарида 
нолга тенг булса, бу майдон шу сохада потенциал (ёки гради- 
диентли, ёки уюрмасиз) майдон дейилади.

Потенциал майдоннинг таърифига кура майдоннинг ^ар бир 
нуцтасн учун

. — / дк оо \ -г . ! ор оя \ 1 - ,го( а --■■■-■------- — 1 + --------- 1 -Т
\ Оу дг I . V ^  дх }

+  < ш > 

булади, яъни куйидаги айниятлар уринли булади: 
дЯ __ _й0 дР_ __ дК_ д0_ _ дР_ 
ду дг ’ дг дх дх ду

(13.2)

Шунинг учун (13.2) айниятларнинг бажарилиши вектор 
майдоннинг потенциаллиги шарти булади.

Ш у айниятлар (12.1) чизикли интегралнинг Ь ёпиц контур 
буйича нолга айланиши учун зарур ва етарлидир, шунингдек, 
унинг интеграллаш йулига боглик, булмаслигининг зарурий ва 
етарли шартидир.

Т а ъ р и ф .  Градиенти а (х, у, г) скаляр майдонни вужудга 
келтирувчи и(х, у, г) скаляр функция шу вектор майдоннинг 
потенциал функцияси (ёки потенциали) дейилади.

Шундай цилиб, потенциал майдон
, ди . ди , ди ~Т

вга<1 и = —  1 + —  1 +  —  к = адх ду дг
муносабат билан ифодаланади, бунда

~а = Р(х, у, г )Т  + <)(х, у, г) ) +  /?(*, у, г) к

булиб, шу билан бирга го1 а = 0 ёки го! §гас1 и = 0-
М исол .  Ушбу

а — (х2 — 2 уг) ■ / +  (у- — 2 хг) ■ / +  (г2 — 2 ху) к 
майдон потенциал майдон булиши ёки булмаслигини текширинг.



Е ч и ш . Р  -- - х- — 2 уг, С} — //- — 2 хг, Р  - г- — 2 ху булганн учун 
бу ердан хусусий хосилаларни топамиз:

д±
ду
дР
дг

Ох

<иI 
Ог

— 2г, 

— 2 л-,

()л-

ду

2 У,

- 2 л*.

Куйидагилар равшан,
Э/? Д(? _  ̂ _й/> д/?
<9;/ <9г бг с>л-

яъни (13.2) шарт бажарилади, шунинг учун берилган майдон потен­
циал майдондир.

о <̂2— 2 //,
Ох

дР
ди

2 г,

14-§. Потенциал майдон ^олида чизикли 
интегрални ^исоблаш

Агар (о фазовий соха бир богламли булса, у холда потен­
циал майдондаги чизикли интеграл интеграллаш йулига бог­
лик булмасдан, балки шу йулнипг бошлангич А хамда охнргн 
В  нукталаринннг координаталарнга боглиц булади ва и (х, 
у, г )  функциянинг шу нукталардаги орттирмасига тенг булади, 
яъни

\ Р(х, у, г) йх +  <2 (х, у, г)йу +  Р(х, у, г) йг = 
лв

■- - и {хв, ув, г,) — и (хл, ул, гл), (14.1)

бу ерда А В  й ул— А(хл, ул, гл) нуктадан В (х в, ув, гв) ну1\тагача 
ихтиёрий интеграллаш йули. Одатда бундай йул тарзида АСОВ си- 
ник чизик олинади, унинг АС, СО ва О В  бугинлари координаталар 
у(\ига параллел (109-шакл). Бу холда потенциални хисоблаш форму­
ласи куйидаги куринишга эга булади: 

в
и (л-, у, г) - \ Р  (х, у, г) йх ~  С} {х, у, г) йу — Р  (х, у, г) йг =

А
X у

----- \р{х, Уо> г о) А■'Н- |<2(*. У, г0)йу+
х0 Уо

+  \Я(х, у, г) йг, (14.2)

бунда
^ (ло> Уо’ о̂), С (л, (/0, гп),

_____________________ ^  0 (Х , у, 2„), В(х, у, г),

АС (х л „)Л  СО ( у - у 0)7,

109- шакл. В ®  — [г г0) к .
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Лгар потенциал майдон куч майдони булса, у уэлда бундай 
мапдонда нуктанн кучиришда бажарилган иш майдоннинг бир 
.1 нуцтасндан иккинчи В  ну^тасига кучириш йулига боглиц 
булмайди ва (14.1) формула буйича хисобланиши мумкин.

Потенциал вектор майдонда бир богламли сохада ётган хар 
цандан ёшщ эгри чизиц буйича циркуляция нолга тенг. Куч 
майдони учун бу майдон кучларининг .\ар цандай 1̂ ёииц эгри 
чи:лп\ буйича бажарган ниш нолга тенг булади.

М п с о л. Ушбу

~а -- (х- — 2 уг) I' - (у2 — 2 хг) / +  (г2 — 2 ху) к

майдоннинг потснцналпни топинг.
Н ч и ш. Бу векторнинг майдони потенциал эканини курсат- 

ган эдпк (13-§ даги мисолда).
и (х, у, г )  потенцналнп (14.2) формула буйича топамиз:

х у г
и (х, у, г) \ (х- — 2 //,,г0) с!х - ]- ) (у2 — 2 хг0) йу +  ) (г2 — 2 ху) йг =

X д У о *■ о

- ( 1  -  2 ||' +  (1  ,/ -  2 дзд ^  +(-1 2> -  2 хуг) I  =

-  -V3 -Г  ^  IIя т  ~  2 " I —  2 уог0х — 2 хгау —  2 хуг —

-г 2 у(1г0х0 — ̂  у> + 2 хгпу0 — 1  г* -- 2 хуг0 |д  (.V* -г Ул

г[1) — 2 хуг •'//и 2о) 2х0у0г0

У  3 - у  3  II II II Т е  К Ш И р  II III V Ч у  Н С Э В  О Л Л 3  |)

1. Ч изикли интегралнинг интеграллаш йулига бог.ищ булмаслиги ннмани 
билдиради?

2. Чизикли интегралнинг интеграллаш йулига боглиц булмаслиги унинг 
исталгап контур буйича нолга тенглигига эквивалент эканини курсатинг.

3. Чизикли интегралнинг интеграллаш йулига боглнц булмаслигининг за- 
рурий ва етарли шарти .^ацидагп теоремани ифодалапг ва исботланг.

4. Кандай майдон потенциал майдон дейилади?
5. Майдон потенциаллигининг шартлари цандай?
6. Потенциал деб нимага айтилади? У кандай хисобланади?
7. -1430— 4437- маса.таларнн ечинг.

15-§. Гамильтон оператори 
(Набла оператори)

Вектор анализпннг йга(1, го( дифферснциа.т амалларипи сим­
волик у  вектор ёрдамида (Набла- вектор — Гамильтон оператори) 
ифодалаш кулайдир:

о т ,  0 т  , () 7
V  =  —  I -Г / -Г —  к .

Ох Оу иг
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Бу векторни у ёки бу (скаляр ёки вектор) катталикка цулланиш- 
нн бундай тушунмок, керак: вектор алгебра ^оидаларига кура бу век­
торни берилган катталикка купайтириш амалини бажариш лозим, 

д д д ' ,  „ „ сунгра — , — , —  еимволларнинг бу катталикка купаитиришни
дх ду дг

тегишли хосилани топиш сифатида цараш керак.
Бу вектор билан амаллар бажариш ^оидаларини караб чицамиз:
1. V набла векторнинг и ( М)  скаляр функцияга купайтмаси шу 

функциянинг градиентини беради:

\ и д т  , д —  . д тТ\—  I 4--- / Ч---- к \и
\ дх ди дг

ди
дх

I +ду
, ди Т  , ди ,-Г —  / -г —  к--= егас1 и.

ду дг

Шундай цилиб, у  и 1 - бга(̂ и- 
2. V набла- векторнинг

а (М) = Р(х, у , г) 1 +СЦх, у, г)/ + Я(х, у . г)к

вектор функция билан скаляр купайтмаси шу функциянинг диверген- 
циясини беради:

V • а _д_
дх ду

_д_
дг

+ <2 (х, У, г) / 

-  ^
дх

к | • (Р(х, у, г)1 Ч- 

Р  (х, у, г) к) =
, дО , дЯ . . .  —Ч----- [--- = шуа.

дгду

Шундай ^илиб, у  ' а : а .
3. у  набла- векторнинг

а (/И) = Р  (х, у , г) I + (2 (х, у, г) / +  Р  (х, у, г) к
вектор функцияга вектор купайтмаси шу функциянинг уюрмаснни 
беради:

V х а
I / к
д д д

дх ди дг
Р  (2 К

дЯ
ду

д0_ 
дг )

I +

. I Ог ОК Ог \ I+ ------- / Ч- —------- )к = го1 а .
\ дг д х )  \ дх д у )

Шундай килиб, \  у: а = го1 а.

Градиент, дивергенция, уюрмани олиш амаллари биринчи 
тартибли дифференциал вектор амаллардир.
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16- §. Вектор майдонидаги иккинчи 
тартибли амаллар

Вектор майдонидаги иккинчи тартибли амалларни курамиз. Шуни 
айтиб утиш керакки, §га(1и, го1 а амаллари вектор майдонларни ву-
жудга келтиради, сПу а амали эса скаляр майдонни вужудга келти- 
ради. Курсатилган амалларнинг куйидаги комбинациялари булиши—► —► —► 
мумкин: сП\г§гас1м, §гас!с11V а, го( го{ а, сПу го( а, булар иккинчи тар- 
■гибли амаллар дейилади. Улардан энг му\имларини ка раб чикамиз.

!. (Пуго1а — 0.
)\акикатан хам, агар вектор майдон

а = Я(х, у, г) 1 + (} (х, у, г) у +  Я  (х, у, г) к 
булса, у ^олда иккинчи тартибли аралаш хосилаларнинг тенглиги учун

(Пуго1а = —  [------- ) +
дх

д*К

дК

ду
дЩ

д0\
д г )

д дК\ , д (Л Я  — дР\
ду 1 дг дх )  дг 1 дх д у )

+ д*Р дгК дЩ
ду дх дх дг

сПР
дгду

=  0
дх ду дх дг ду дг

булади. Шу натижанинг узини набла-оператор
-■ ► —► 

сПу  го1а = у  ■ (у  х а) 
ёрдамида ,\ам олиш мумкин, чунки бу ерда учта векторнинг аралаш
купайтмасини хосил циламиз: у, у  ва а, буларнинг иккитаси бир хил. 
Бундай купайтма нолга тенг булиши равшан.

2. го! §га<1 и = 0.
Дацицатан,

, ди ~? егаа и = —  г
дх

ди ~Т , ди 
—  У 1----к
ду дг

булгани учун иккинчи тартибли аралаш купайтмаларнинг тенглиги 
туфайл! :

го! §гас! и 7  Г а <ди_' __ д , ди Г .
!

' д
\ дг ,

1

0-~
д 1 ~  V ' д 1 —  \ д 1
дх \ дг ) . дх ( ду ) ду [ дх 1

, д*и д2и \ 4 _Т |' ° 2и д-
и \•- /

1 Оу дг дг ду} ' дгох дх дг)

си
дх

/ д2и сПи
\ дх ду ду дх

0.

Ш у натижанинг узини у  набла- оператор ёрдамида хам хосил килиш 
мумкин:

го1§га<1 и = у  х у  и — (у ■ у) и — 0,
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чунки бир хил векторларнипг вектор купайтмаси нол вгкторга тепг.

3. сЦу§гас1 и — -(
Хчцшулан хам,

о .. , д'-и , д-и , п-и3. шургаам =--------- -!-----
дх- ду'1 дг2

, Ои ~Т . ди Т  . ди ~Т §гас!и -  —  / -  —  / -и —  к
ох ду дг

булгани учун

сНудгас! и
ох \ ох ; оу \ оу 1 ог \ о: /

( 1 6 .1)
их- иу» ос-

булади.
(16.1) тепгликнинг унг томони символик тарзда бундай белгила- 

нади:
, д2и . д-и , д-иА и ------ ;----------

дх- ду- дг2
ёки

д /ди \ _д_ (Л и  \ + д
дх \ дх ) ду \ ду ' ' дг \ дг )

д2и д2и л д-и
дх2 ду2 ‘ дг2

Бунда

. / д- . д2 ' д2 \А и — -----Ь ----------и.
\ дх2 ду2 дг2 )

Д = —  +  +  —  (16.2)
дх2 ду2 дг2

символ Лаплас оператори дейилади. Бу операторни у  векторнинг 
скаляр квадрата тарзида караш табиийдир.

Ха к и катан хам
I д Г  - I д г  , / д \* .

Шунинг учун (16.2) тенглик у  оператор ёрдамида 
(Ну §гас]« = у  (V и) = V2 и 

куринишда ёзилади. Шуни айтиб утиш керакки,
А и — О

тенглама Лаплас тенгламаси дейилади. А и — 0 шартпи бажарув- 
чи и(х, у, г) скаляр майдон Лаплас майдони ёки гармоник 
майдон дейилади.

17- §. Лаплас оператори, унинг цилиндрик 
ва сферик координаталарда ифодаланиши

Аввалги параграфда биз Лаплас операторинипг декарт 
координаталаридаги ифодасини хосил ь^илган эдпк:

д2 , д2 , д2



Гпг операторнинг цилиндрик координаталардаги ифодасини то- 
памиз:

.V - г соз ф, у  =  г зш ф, г — г.
Бунинг учун и = и(х, у, г) мураккаб функцнядан (бунда 

х гсозф, // = гй1 пф, г = г) эркли узгарувчилар буйича олинган 
биринчи ва иккинчи тартибли хусусий .^осилаларни топамиз:

ди ди , ди , , 7 ,,—  — —  соз ф + зш ф, (17.1)
дг дх ду

ди ди г ди / 1-7 о\—  ^ ---- г зш ф 4-----гсозф, (17.2)
Эф дх ду

д-и (/-и о д-и «о  I о д2и - / 1 *7--  =---соз-ф -7----- зщ-ф + 2 ----созфзшф, (17.3)
дг2 дх- ду2 дх ду

д-и д-и „ . . д2и , <, ди ди
---- =  ---- Г- 31П ф +  —  Г- С05- ф —  --- Г СОЗ ф ------ Г51П ф —
О ф2 дх- ду- дх ду

_  2 г- 31П ф созф. • (17.4)
Ох ду

(17.3) ни г2 га купайтириб ва (17.4) билан цушиб,
д-и . д-и ; д-и . д2и \ „ / ди , дии I I/ и  I с/ и . с/ и \ а / < (/и •Г----- 1---- = -----1---- /" — Г ---  СОЗ ф н--- 51П ф
дг- д ф2 \ йдс2 ду- ! \ Ох ду

ифодани хосил циламиз, у эса (17.1) ни кулланилгандан сунг куйи- 
даги куринишни олади:

2 д-и д-и , ди _  , / д2и , д-и \ 
дг2 д ф2 дг \ дх2 ду2 /

ёки
д-и д-и __ д3и . 1 д2и 1 ди
дх2 ' ду2 дг2 г2 д ф2 г дг

Бундан,
д и ~  1  , д1и

дх2 ду2 дг2 дг2 г дг г2 д ф2 дг2

келиб чикиши равшан. Энди Лаплас операторини цилиндрик коорди- 
наталарда ёзиш мумкин:

д  _  д2 , I д , 1____+  _д^_ ^175^
дг2 г дг г2 д ф2 дг2

Худди шунга ухшаш Лаплас оператори учун ифодани сферик 
координаталарда келтириб чиь̂ ариш мумкин:

X = Г ЗШ 0 СОЗ ф, 
у = Г 31П 0 31П ф, 

г = г соз 0.
и —и (х, у, г) мураккаб функцнядан эркли узгарувчилар бу-] 

йича биринчи ва иккинчи тартибли хусусий ^оснлаларни то­
памиз:

ди ди . п , ди . п . . ди „-- = -- 31П 0 СОЗ ф Н--- 51П 0 31П ф Н-----СОЗ 0 =
дг дх ду дг



= 51П 0

ди __
д <р

ди
дх
ди

ди
ду

ди
СОЗ ф Н-----31П ф Н ------ СОЗ 0,

дг
ди/"51П 0 51П ф Ч---- Г 31П 0 СОЗ ф =

дх ду

Т 31П 0
ди

~д.Г
31П ф ■ ди \

—  СОЗф ,
ду ]

(17.6)

■ (17.7)

ди ди „  , ди п . ди . п
--- =  --- Г СОЗ 0 СОЗ ф -|-----Г СОЗ 0 31П Ф ------- Г 51П 0 =
д& дх ду дг

=  Г СОЗ 0

д2и
дг2

ди
дх

д2и

дисоз ф 4--- з т  ф ----- Г 31П 0,
ду

ди
дг

(17.8)

д2и
=  5 1П2 0 -- 7 • СОЗ2 Ф  4------ 31П2 Ф  н-------СОЗ2 0 +

дх* ду2

д2и
дг2

4" 2 51П2 0 31П Ф  СОЗ Ф
д2и

дхду
2 з1П 0 СОЗ 0 СОЗф

д2г
дхдг 4~

-р 2 31П 0 СОЗ 0 31П Ф д2и
дудг

(17.9)
д2и
д ф2

=  Г 2 31П2 0 д*и 
дх2

з т 11 ф д2и 

ду2
СОЗ- ф

—  Г 31П 0 ( —  СОЗф +  —  3!П ф )  —  2г'-й1П20 51ПфСО5 
V дх Т ди

д2и
д№ ■ г з т  0

ду 
/ ди 
\ дх

Ф
д-и

дхду
(17.10)

СОЗф
диии . \ 
--- 31П ф |
ду I

ди
—  —  Т СОЗ 0 +  Г 2СОЗ2 0

дг
/ д2и 
\ дх2

СОЗ2 ф-

+  ■—  г2 3!П2 0 —
дг2

д2и
ду2

з т 2 ф 1 +
Л2I I  /)2||

4 - 2  г2 соз2 0 з 1П Ф соз ф ------ 2  л2 з т  0 соз 0 соз ф----
дхду дгдх

— 2 Г2 СОЗ 0 51П 0 31П Ф
д2и
дудг

(17.11)

(17.10) ни л2 з т 20 га, (17.11) ни г2 га булиб, ва натижани (17.9) бн- 
лан к,ушиб, куйидаги ифодани хосил киламиз:

1 д2и 1 д2и __ д2и . д2и , д2и
г2 Д'02 ~  дх2 дц2 дг2

д2и ______
дг2 А2 51 П 20  д ф 2

• п I ди ди51П 0 --- СОЗ ф 4 ----
’ дх ду

1

диз т  ф 4~ соз 0 —
дг

ди . ди \
----- —  I —  СОЗф 4- —  31П ф .

Г 8111 0 \ дх ду 1

Бу ифода (17.6), (17.8) лар татбиь; килингандан сунг
д2и 1 д2и Л_
дг2 Г25Ш2 0 дф2 г2

I д2и . д2и 
ду2 1 дг2

куринишни олади. Бундан 
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. д-и . дги . д2и д-и , 1 д2и ,А ц — ---- !- —  Н---- = -----1------------- г
дх- ду* дг'2 дг2 /•251м20 д (р- 

, 1 дги . 2  ди , с1о 0 ди 
г2 г? 02 г дг г- д О

килиб чикади. Энди Лаплас операторини сферик координаталарда ёзиш 
мумкин:

д = Л ____ ]____аг_ , _1_ 1
дг- г251П20 д ф2 г2 д 03 

2 д , с(§0 д 
г • дг ' Г- д 0 ‘

У з-у зин и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Гамильтон оператори нима?
2. Гамильтон оператори билан амал цоидаларини курсатинг.
3. Иккинчи тартибли ^амма мумкин булган дифференциал вектор амал- 

ларни санаб утинг.
4. Лаплас оператори нима?
5. Лаплас операторининг цилиндрик координаталардаги ифодасини келти- 

риб чи^аринг.
6. Лаплас операторининг сферик координаталардаги ифодасини келтириб

чицаринг.



13- б о б

М А Т ЕМ А Т И К  Ф И З И К А  Т ЕН ГЛ А М А Л А РИ

1-§. Математик физика тенгламаларининг 
асосий турлари

Математик физиканинг иккинчи тартибли асосий диффе­
ренциал тенгламалари икки узгарувчили номаълум и(х, у) 
функция ва унинг хусусий хосилаларига "нисбатан чизицли бу­
либ, бундан тенгламаларнинг умумий куриниши цуйндагнча 
булади:

Л —  -г В  —  -1- С —  -г О —  -г Е  —  т  Ри ■-= / (х, у), (1.1)
Ох2 с?хс>// йу2 дх Оу

бу ерда Л, В, С, Д  Е  ва Г  лар умуман х ва у ларга боглик; 
булиб, хусусан узгармаслардир, }(х, у) эса берилган функция. 
Агар тенгламанинг унг цисмидаги )(х, у) функция нолга тенг 
булса, у холда бу тенглама иккинчи тартибли бир жинсли чи- 
зи;^ли хусусии хосил ал и тенглама дейилади:

.4 — - -г В  +  С —  + О —  Ч- Е  —  -'г- Ри - 0. (1.2)
Ох- ОхОу Оу2 Ох Оу

Агар (1.2) тенгламанинг берилган сохасида:
В 2— 4Лс>0 булса, (1.2) тенглама гиперболик,
В 2—4ЛС = 0 булса, (1.2) тенглама параболик,
В-— 4/Ш<0 булса, (1.2) тенглама эллиптик турга тегишли 

булади.
Торнинг куидаланг тебраниши, металл стерженнинг узуна- 

сига тебраниши, симдаги электр тебранишлар, айланувчи цн- 
линдрдаги айланма тебранишлар, газнииг тебранишларн каби 
масалалар гиперболик турдаги энг содда тулцин тенгламаси

02и ■„ 0-и--- - а~ --  (1.3)
д:2 ох2

га олиб келади.
Иссикликнинг таркалиш жараёни, говак мухитда суюклик 

ва газнпнг окиши масаласи, эхтимоллар назариясинииг баъзи 
масалалари параболик турдаги энг содда иссицлнк таркалиш 
тенгламаси (Фурье тенгламаси)

0и , 02и ..
—  - а- ---  (1.4)
д! Ох2

га олиб келади.
Электр ва магнит майдонлари хацидагн масалаларни, ста­

ционар иссицлик холат ха^идаги масалаларни, гидродинамика,
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диффузия ва шунга ухшаш масалаларни ечиш эллиптик тур- 
дагн Лаплас теигламаси

=0 (1.5)д-и 
дх2

д-и 
ду2

га олио келади.
Биз (1.3), (1.4) ва 

и иккита узгарувчига 
изланаётган функция

(1.5) тенгламаларда изланаётган функция 
богли^ булган холни келтирдик. Агар 
учта эркли узгарувчига боглиц булса,

(13')д-и д-и
+ д*-и \

дГ* дх- дуз /’
теигламаси:

ди а- | 0-11 д-и \
01 1 ох- о у- ) ’

эса:
(У'и , о'-’.м п2 и

- -  0
дх2 <)1Г- ():-

(1.4')

(1.5')

куринишда булади. Умуман куп узгарувчили функция учун те­
гишли булган тенгламаларни ^араш мумкин.

Келтирилган (1.3) — (1.5) тенгламаларга нисбатан цуйила- 
дпган масалаларнинг турлари, умумий ва хусусий ечимларп- 
пппI' (мавжудлиги, ягоналиги, устворлиги) хусусияти, берила- 
дпган бошлангич ва чсгаравий шартларнинг мо.хиятлари цуйи- 
да келтирилган иараграфларда куриладиган масалалар орка- 
ли тушуптириладп.

2-§. Тор тебранишлари тенгламасини келтириб 
чнкариш. Бошлангич ва четки шартлар

Узунлиги / га тенг булган эгилувчан ва эластик ип (тор) 
берилган булиб, унинг учлари тугри бурчакли декарт коорди- 
наталарнда л = 0 ва х = 1 ну^таларга бириктирилган деб фараз 
киламиз. Агар таранг тортилган торни дастлабки холатидан 
четлаштнриб, сунгра уз холатига ^уйиб юборсак ёки унинг нуц- 
таларига бирор тезлик берсак, у ^олда торнинг нуцталари а̂- 
ракатга келади, яъни тор тебрана бошлайди. Биз исталган мо- 
ментда тор шаклини ани^лаш хамда торнинг >̂ ар бир ну^таси 
вацтга боглик равишда кандай конун билан харакатланишини 
аницлаш масаласини курамиз.

Тор нукталари бошлангич 
холатидан кичик четланиш- 
ларга эга деб караб, тор нук- 
талариипиг харакати Ох у^К3 
1:ерпендикуляр ва бир текис- 
ликда вужудга келади, деб 
фараз киламиз. У холда тор- 
нинг тебраниш жараёии бигта 
и (.V, /) функция оркали ифода 
этилади, бунда .V тор нукта- 110- шакл.
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сининг I моментдаги силжиш мицдорини билдиради (110-шакл). 
Торнинг барча ну^таларида таранглик Т бир хил деб фараз 
цилампз. Торнинг ММ' элементига таъсир этувчи кучлариинг 
Ои уцдаги проекцияси:

Т 51п (ф 4- Аф) — Т 51П ф «  Т 1§ (ф + Д ф) — Т ф --
Ои (.V - г  А х, I ) ди (.V, /)

дх дх
д2и (х -- 0 А х, 1)  .Т --- 1-------- - Д X :

дх2

«  т —-{х’ йх, 0 < 0 < 1 (2.1)Ох*
(бу ерда бурчак ф кичик булгани учун 1 "ф «бтф  ва квадрат 

1\авсдаги ифодага Лагранж георемасини татби^ этдик). ^ара- 
кат тенгламасини ^осил цилиш учун ММ' элементига цуйилган 
ташки кучнн инерция кучига тенглаш керак. Торнинг ММ' эле- 
ментга I моментда тенг таъсир этувчи куч

р ~  ё (х, О 'М.И' х  ц (х, ()йх. (2.2)

Бу ерда М М ' яа х2— хг - йх, § (х, /) — тор буйлаб узлуксиз таксим- 
ланган, Ои уцига параллел кучлар зичлигн. Торнинг чизикли зичлиги
р булса, М М ' элементининг массаси р М М ' = рйх булади. Элемент- 

()2и
нинг тезланиши --- га тенг. Демак, Даламбер принципига кура (2.1)д1г
ва (2.2) формулаларни ^исобга олиб, ушбу тенгликка эга буламиз: 

р йх ■ = Т йх +  § (х, I) йх.
дй дх2 6 '

йх.га 1\искартириб ва тенгликнинг иккала кисмини р га булиб хамда 
Т_т—  — а2 деб белгилаб, ,\аракатнинг куйидаги тенгламасига келамнз:

д2и 2 д*и , 1 ,—  = о2 —  + -  ё (х, (). (2.3)
д1‘ дх2 р

Бу тенглама торнинг мажбурий тебраниш тенгламаси ёки бир 
улчовли тулцин тенгламаси дейилади.

Агар §(х, /)=0 булса, (2.3) тенглама ташци куч таъсир 
этмагандаги бир жинсли эркин тебраниш тенгламаси дейи­
лади.

Оддий дифференциал тенгламаларда умумий ечимдан ху­
сусий ечимларни олнш учун ихтиёрий узгармасларни аницлаш 
керак эди. Бунинг учун бошлангич шартлардан фойдаланар 
эдик. Бу ерда >;ам тор .^аракатини гула аниклаш учун

^  ^  (2.4)01* 0х~
тенгламанинг узигина етарли эмас. Яна цушимча иккита чега- 
равий (л' = 0 ва х = 1) шарт хамда бошлангич (̂  = 0) моментда­
ги шарт берилиши керак. Чегаравий ва бошлангич шартлар 
туплами четки шартлар деб аталадн. Масалан, л- = 0 ва х = 1 да
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торнинг учлари кузгалмас булсин. У холда { кандай булганда 
хам ушбу тенгликлар бажарилиши керак:

и (О, /) = 0, и ( I, () = 0. (2.5)
Бу тенгликлар масаланинг чегаравий шартларидир. Бошлан­
гич момент (/ = 0) да тор маълум шаклга эга булиб, унинг 5̂ ар 
бир нуцтаси тезлиги ани^ланган булсин, яъни

и (х, 0) =  и | = / (х),

и\ (х, 0 ) ^ Р (х). (2.6)
1-0

Бу шартлар тенгламанинг бошлангич шартларидир.

3- §. Торнинг тебраниш тенгламасини 
Даламбер усули билан ечиш

Биз юцорида торнинг учлари ^згалмас деб фараз цилган 
эдик, яъни торнинг узунлиги чекланган эди. Энди торнинг 
узунлиги жуда катта булсин. Унинг уртасидан бирор тезлик 
берсак, унг ва чан томонга тулцинлар йуналади. Натижада 
торнинг учларига тугри тулцинлар бориб, сунг тескари тул- 
кинлар цайтадп. Биз аксланган тескари тул^инларни хисобга 
олмаймиз, яъни чексиз булган торнинг тебраниш масаласинн 
курамиз. Бир жинсли (2.4) тенгламани (2.6) бошлангич шарт- 
ларда ечамиз. Бу ерда /(х) ва /: (х) функциялар бутун сонлар 
укида берилган. и(х, /) функция учун чегаравий шартлар бул- 
майди. Масалада факат бошлангич шартлар берилса, бундай 
масала Коши масаласи дейилади. Уни Даламбер усули билан 
ечамиз. Тенгламанинг умумий ечимини иккита ихтиёрий функ­
циялар йигиндиси сифатида кидирамиз:

и (.V, I)  =  ср (х —  а() +  (х + а(). (3 .1)

Бу ср ва г|) функцияларнинг иккинчи тартибли хосилалари 
мавжуд булсин. У вацтда, кетма-кет хосилалар олсак,

и'х =  ф' (.V —  а!) +  Н-' (х +  «0 . ихх ~  ф " (х —  °0  “И Г  (■' +  а(),

и\ — — а ф' (х — а() +  а ф' (х + а1),
и1( - а- ф" (л- — а() -г а2 ф" (х - а()

лар хосил булиб, натижа (2.4) тенгламани ^аноатлантиради. 
Демак, (3.1) функция умумий ечим булади. (2.6) бошлангич 
шартлардан фойдаланиб, ф ва ^ номаълум функцияларни то­
памиз:

I — 0 да
I  ф (х) -г \|: (х) =  / (-V),
( — а ф' (х) +  а 1|/ (а) = Г  (х)
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системага келамиз. Иккинчи тенгламани 0 дан х гача булган 
ораликда интегралласак,

X
— а |<( (л) — ц (0)] + а Н' (л) — ф (0)] = | Г  (х) йх

еки

( V) • 'I' (А ) -  | Р ( - Х ) й х  +  
а .)

-г-С (3.3)

куринишдаги ифодага келамиз. Бу ерда С = — ф (0 )+ ф (0 )— 
узгармас сон. (3.2) ва (3.3) тенгламалардан ф(л’), ^ (-'-') номаъ- 
лум функцияларни ани^лаймпз:

X
ф (а) =  -̂ / (х) \ Р  (х) йх  —  -^ .

2а

>1' (*) = -  / (х) + —  1 Р  (д) йх +2 2и .

2

С
(3.4)

Бу формулаларда аргумент х ни х — а( вл х +  а( ларга алмашгириб,
(3.1) формулага куйсак, и (х, I) функция топилади:

и (х, () = — / (X — а() —

х—а(

I Р (X) йх +  ~  / (А- 4- а1) +
о

х-\-а1
/ (х—а!) !-/(х— а/  ̂ ^I- Г(х)йх

х-\-а(

+ Т а ! <35>
х-а1

Бу (3.5) формулага тор тебраниш 
тенгламаси учун Коши масаласининг 
Даламбер усули билан ечилиши 
дейилади.

Олинган (3.5) ечимнннг физик 
маъносини англаш учун и (х, I) 
ечимга кирган <| (а  — и!) ва ф (а  - - 
аI) функцияларни алохида- алохнда 
текширамиз. ф (х — а1) функцияни 
олиб, ( га I ■- (0, I ■ I -1, ва 
хоказо усувчи кийматларни бериб, 
унинг графигини яеаймиз (111-такл).
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Шаклдан куринадики, иккинчи график биринчисига нисбатан а(1 
микдорга, учинчиси о/2 ва з̂ оказо мивдорга унг томонга сурилган. 
Лгар бу графикларнинг проекцияларини навбат билан экра'-га тушир- 
сак, гуё уларнинг юксридаги биринчиси унг томонга «чопиб» утаёт- 
гандек булади. Торнинг бундай четланиши ту.гкин деб аталади. Тенг-

ламадаги а = — ко зффиниент эса ту.щинларнинг таркалиш
тезлиги дейилади. Энди \|; (х+а!) функцияни курайлик. I га (2< {г< 10 
кийматларни берсак, 111-шаклдаги графикларда биринчиси пастдагиси 
булиб, тул^ин унгдан чапга а тезлик билан тарцалади. Энди Далам­
бер формуласи (3.5) ёрдамида олинган ечимни текширамиз. Икки ^од­
ни курамиз. Биринчисида тср ну^таларининг бошлангич тезлиги нолга 
тенг булиб, тор бошлангич четлатиш ^исобига тебрансин, яъни Р  (х)= 
= 0 деб олсак, (3.5) формуладан куйидаги ечимни ^осил киламиз:

Ц (х,/) =  Г(х-аП + П х + аОт (36)

Бу ерда / (х) берилггн функциядир. Фсрмуладан куринадики, ечим 
и (х, () иккпа тулкин йириндисидан иборат: биринчи— /(х— а() тул-

цин а тезлик билан унг томонга, иккинчи — / (х +  а/) тулкин шу
тезлик билан чап томонга тар^аладиган тулкинлардир.

I (х — а{) тугри тулкин, у  / {х +  а1) эса тескари тулкин деб
аталади. Бошлангич / = 0 моментда иккала тулкин профили устма- 
уст тушади. Фараз киламиз, бошланрич моментда / (х) функция (— /,
I) интервалда нолга тенг булмасин ^амда жуфт функция булсин.
112-шаклдаги чап устунда у  [  (х+ а() тул^иннинг чап томонгатар-

калиши, унг устунда эса ва^тнинг турли моментларида / (х — а()
тулк,иннинг унг томонга таркалиши, уртадаги устунда эса тулкин- 
лар йириндиси, яъни тор ну^талари умумий четланиши курсатилган.
I < — моментда иккала тулкин лар бир-бири билан устма-уст туша- 

а

ди; ( = — моментдан бошлаб бу тул^инлар устма-уст тушмайди ва 
а

турли томонга к,араб узо^лашади.
Энди иккинчи ^олни курамиз. Торнинг бошланрич четлани­

ши нол булсин ва бошланрич моментда тор нуь^талари бош­
ланрич тезлик олиши натижасида тебрансин. Бу >;олда тор буй­
лаб импульс тул^инлар таркалади. (3.5) формулага /(х)= 0ни 
1̂ уйиб, и(х, I)  функция учун цуйидаги ифодани оламиз:

х+а1

и (х, 0 =  |  Р  (х) йх = Ф  (х +  си) — Ф  (х — а(), (3.7)
х—
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бу ерда

I > -

- 1 * а 1  

112- шакл.

Л

Ф ( х ) = ^  1'Р  (*>Лх- (3.8)

Бу формуладан куринадики, ечим и (х, I) юкоридаги каби, турри щ=
— — ф (х — а1) ва теекари и2 =  Ф  (л: +  0.1) тулцинлардан иборат 
экан. Бошланрич / = 0 моментда и1 =  — Ф  (х), и2 — Ф  (х) булиб, 
и (х, 0) = О булади. Агар Р  (х) (— /, /) интервалда ани^ланган бу­
либ, Р  (х) = V,) бошланрич узгармас тезликка эга булса, у вацтда

X
Ф  (х) = | у0 йх = ~  х булиб, бу ерда — I < л: <  I булади.

2 а
I

х > I ^ийматларда Ф  (х) = -- |  V0 йх = = — ва х < — / ^иймат-



Н --- —  буЛ И б, Ф  (а )  уЗЛ уКС И З 
а

ва то!̂  функциядир (113-шакл). 113- шакл.

- 1 / 0  С л -1 I '

Л 4 I (.

1. V г, ’ I
Ч_ч>—

\
-с

и
\

V

ч
-С 0

-1 о

и, < ч _ ~

\
-1 о \ х . *

\
ч\ I ч

114- шакл.

Энди и (х, I) ечимнинг I нинг турли кийматларидаги графигини ясай- 
миз. 114-шаклда чап устунда тескари тулкин и2 — Ф  (х +  а1) нниг 
турли моментдаги ^олати,- унг устунда тугри тулкин иг= — Ф (х—а1) 
нинг графиги, урта устунда эса тор нуцталари умумий четланиш 
графиги келтирилган. Биринчи .\олдан фаркли улароц, / =  0 да 
и (.х, 0) =  О булиб, I катталашиши билан нуцта юцорига кутарилади,
чурки (3.7) формуладаги интеграллаш интервали кенгаяди. I — —

а
булганда



х;осил булади. I > — булганда ^ам и (О, I) = к булади, чунки (— /, 
/) дан таш^арида Р  (х) нолга тенг. Шунинг учун четлашиш функци­
яси и (О, I) шаклда узгармас булиб к;олади. Мисол учун х1 ■-■=

булсин. У  холда  ̂ нинг ~  дан кичик ^ийматларида тескари ва тур­
ри тул^инларнинг биргаликда таъсири натижасида ну^та кутарилиб 
боради. / > ^ -  моментда тескари тул^ин четлашиши бу ну ̂  та да до-

имий — га тенг булиб, нукта турри тул^ин таъсирида ю^орига кута-
3/рилишни давом этади. I > —  моментда иккала тул^иннинг четланиши
2 а

~  га^тенг булади ва и ( функциянинг циймати к га тенг була­
ди. Шундай цилиб, и (х, /) функциянинг графиги I нинг турли к,ий- 
матларида ^уйидагича булар экан: / = 0 да и = О — турри чизи ;̂
0 *< /< — да чизи^ профили трапеция шаклида булиб, унинг юк,ори 

а

асоси кутарилиб, катталиги камаяди; I =  — да профил учбурчак ва

/ > — да профили кенгаядиган трапеция куринишда булади (114- 
а

шакл). Шундай килиб, торга берилган (— /, /) интерьалдаги бошлан­
рич театаниш натижасида тор тебраниб, к баландликка кутарилади 
ва ва1\Т утиши билан шу баландликда ^олади (силжишининг колдиги). 
0x1 текислигини олиб, л: —  а1 = ± I ва х + а1 = ± I —  характерис­
тик турри чизикларни ю^ори ярим текисликда чизамиз (115- шакл). 
Ф  (х) функциянинг ифодасидан фойдаланиб, тескари тулцин Ф  (х-\-а1)



нинг II, IV  ва V I зоналардаги четланиши — узгармасга тенглиги ке­
либ чик,ади. III, V ва V I зсналарда тугри тулкин — Ф  (л-— а1) нинг 
четланиши хам ^  га тенг. Шунинг учун V I зона силжиш колдиги-
дан ибсрат булиб, бу зопага мсс келган функциямиз и (х, () — 
= Ф (х + а / )— Ф  (.V — а!) = к булади. IV  зонада тугри тулкин чет-
ланиши---- га тенг; шуна^а четланиш V зонада тескари тулкинда
мавжуд. Шунинг учун IV  ва V зсналар тор нукталари учун сскин 
зоналар булади. Нукта текисликнинг IV  зонасидан V I зонасига утганда 

.. /| Н тугри тулкиннинг четланиши--- дан — гача узгаради.
Шу мулохазалардан фойдаланиб, х0 > / булганда и (.г0, /) функ­

циянинг куйидаги ифодасини ёзамиз:
О,

х0 —  о/

Хр—1»а
х0 — / < / <

а

1-мисол.

К
д2и

х„ — 1

тенгламани и 0 ди
- х 2, —01 = 0 булганд2и __

012 дх2 / = о 01 1= о
бошлангич шартларда ечинг:

Е чи ш . Бу ерда а = 1, [ (х) = х2, Р  (х) = 0 эканини ва (3.5) фор- 
мулани ^исобга олиб ёзамиз:

щ , ,  0 -

аммо I (х) = х2 б улганлиги учун }(х — 1) — (х — I)2, / (х +  /) = (л-+/)2 

булиб, и (х, /) =  ~ /)2 + ̂  =х2 + 12 булади.

0 д2и . д2и2- м и с о л. --  = 4 --- тенгламани и
01* дх2

=  0. ди I 
01 7—0

х шарт­
ларда ечинг.

Е чи ш . Бу ерда а — 2, / (х) = О, Р (х) = х эканини хисобга олиб,
(3.5) формулани ёзамиз:

Х+21
1 !*4-2/ 1

гс!г = — г2\ = -  \(х +  2()2 -  (х — 2О2] = х(.
о  IX — '21 8

х—21

и (х, () =  — 
4

4- §. Торнинг тебраниш тенгламасини узгарувчиларни 
ажратиш усули (Фурье усули) билан ечиш

Биз икки томонидан ма.\камланган торнинг эркнн тебра­
ниш теигламаси

д"и 02и



нинг бошланрич шартлар
дии

ва четки шартлар
= ^ ’ я/ 1=0 01 (=0

= ^ (х) (4.2)

и\х=0_=0, и|х=/ = 0 (4.3)
берилгандаги хусусий ечимини топамиз. Бунинг учун Фурье 
усулидан фойдаланамиз. (4.1) тенгламанинг (айнан нолга тенг 
булмаган) хусусий ечимини иккита Х (х ) ва Т(1) функциялар 
купайтмаси шаклида цидирамиз:

и (х, () = Х  (х)-Т ((). (4.4)
Бу ^ийматлардан хосилалар олиб, (4.1) тенгламага цуйиб, уш. 
буни ^осил циламнз:

X  (а) Г  {() =  а- X "  (х) Т (О 
ва бу тенгликнинг хадларинк а2Х Т  га булиб,

Т" (I) =  (*) (4 5)
а2 г  (О X  (х)

тенгликни ^осил циламиз. Бу тенглик узгармас сонга тенг бул- 
гандагина уринли булади. Уни — А билан белгилаймиз. Ш ун­
дай килиб,

л  = ^ 1 = _ х .Ф Т X
Бу тенгликлардан иккита тенглама хосил булади:

Х "  +  А Х  = 0, (4.6)
Т" +  а2 I Т  = 0. (4.7)

Бу тенгламаларнинг умумий ечимларини топамиз. Характерис­
тик тенгламанинг илдизлари комплекс булганлиги учун

X  (х) = А соз 1 А, А' +  В  зш х, (4.8)
Т (() = С соз а > X / Э  зш а V А  ̂ (4.9)

ечимларга эга буламиз. Бунда А, В, С, И — ихтиёрий узгармас 
сонлар. Х(х) ва Т(() лар учун топилган ифодаларни (4.4) 
тенгликка цуямиз:

и [х, () = (.4 соз у А, х + В  зш V А х) {С соз а у\  I +
+ О з т а  \ А {). (4.Ю)

Энди А ва В  узгармас соадарни (4.3) шартлардан фойдаланиб" топа­
миз. (4.8) га х = 0 ва х = I кийматларнн ^уйсак,

0 = .4 • 1 +  В  ■ 0, 0 = А соз / Т  / +  В зш > Т  / 
тенгламалар о̂си/г булиЗ, бярянчисидан \А = 0, ихкинчисидан 
В  31П V X I = О эканлиги келиб чикади. В ф  0, чунки акс г̂ олда Х » 0  
булиб, и =  О булиб к олади. Бу шартга зад. Шунинг учун
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булиши керак, бундан V X = (п =  1, 2, 3, . . .) хос кийматларни 
топамиз. Уларга мос келадиган хос функциялар

Х = В & т ~ х  (4.11)

тенглик билан ифодаланади. Топилган У Я нинг ифодасини (4.9) га 
куйсак, у

Т  (/) = Ссоз I + О з т  —  / (я = 1, 2, . . .) (4.12)

куринишни олади. п ьинг хар бир киймати учун топилган ифодаларни
(4.4) га цуйиб, чегаравий шартларни каноатлантирувчи ип (х, I) ечим- 
ларни хосил киламиз:

/ 1 _ _ С11\ Я  / | рч . 0/1 Л  »\ . П Л
Vх ’ *) =  005 ~ —  * I 81П —  Ч-31П  - у -  X.

Тенглама чизикли ва бир жинсли булгани учун ечимларнинг йигинди- 
си хам ечим булади ва шунинг учун

и (х, /) соз I + Б п з т  ^  з т  п~  х (4.13)
77=1

цатор билан ёзилган функция хам (4.1) тенгламанинг ечими булади. 
Сп ва Оп узгармас сонларни аниклаш учун бошлангич (4,2) шартдан 
фойдаланамиз. { = 0 булганда

1Лх) = ^ С п 5 \ п ~ х (4.14)
1«=1

булиб, / (х) функциянинг (О, I) интервалда Фурье каторига ёйилмаси 
мавжуд деб фараз к ил сак,

I
Сп = -у |  / (л) з т  ~  хс1х (4.15)

о
га тенг булади. (4.13) тенгликдан  ̂ буйича хосила олиб, I = 0 да

оо
Г' / \ уч ОП Л /1 ЛР (х) —  >  и п ---- 51П —  х

Лш* п I I
/1 = 1

тенгликни хосил циламиз. Бу ’катсрникг Фурье коэффициентларини 
аницлаймиз:

I
0/7 Л  2 ( „  . . . /I ЗТ ,

и п ——  = у  ]  г  (*) 51п —  хйх
о

51П / =  О
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еки

В п = ——  Г Р  (х) 51П —  хйх. 
ап л .) I

I
(4.16)

Шундай ^илиб, биз Сп ва О,, коэфф щизнгларни ан;щлацик, демак че- 
гаравяй 'ва бошланрич шартларн:! ^аноатлангирувчи (4.1) тенглама­
нинг ечими булган и (х, () функцилнл аник;ладчк. Фурье усули мате­
матик физиканинг куп масалаларини ечишда жуда к;ул келади.

Изо^. Агар ю^орида — к урнлга +  А == к- ифэдани олсак, тенг­
ламанинг умумий ечими (4.8):

X  = Аечх + В Г кх 
булиб, чегаравий (4.2) шартларни ^аноатлантирмайди.

Хос)с функцияни ик (х, () = соз —— ( +  Оп зш  ̂
куринишда ^осил к,илган эдик. Уни шаклан узгартирсак,

ак л ак л П 51П к л х

ик (х, I) = Р к зш к л х 
I • 5!П

к к  а 
I

(4.17)

куринишга келади. Бу ерда Рк = \ С2к + 0 2к ва ср̂  = (4.17)
°/г

формуладан куринадигд, торнлнг барча ну^таларл бир ш  ш к = —^  
частота ва фаза билан гармэли.к тебранар эхан. Тзбрлчш амплл-
ТуДасИ Рк ЗШ к л х га тенг булиб, у л: га борлн  ̂ э.сал. к — 1 бул­
ганда (4.17) формуладан биринчи гармоника учун

(X, I) — Р у 31П ЗШ I I +  Ф1/
формулани >;осил ^иламиз. х = 0 ва х = I булганда ^узгалмае ну^- 
талар торнинг четлари булиб, х = да торнинг четланиши энг катта 
булиб, Р 1 га тенг булади (116-шакл). к = 2 булганда

и, (х, I) = Р2 зш 2 л  х
ЗИЛ

2 л а 
/

булиб, ^узгалмас нукта учта булади: 
х = 0, х = х = 1. Амплитуда энг

Iкатта цинматига иккита х = — вах=

= — н\'1\гада эришади (117-шакл). 
4

Умуман зш = 0 тенгламанинг
илдизлари кянча булса, [0, /] кесма­
да шунча к,узгалмас ну^талар булади
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117- шакл. 118- шакл.

(улар тугун нуцталар дейилади). Тугун ну^талар орасида шундай 
битта ну^та мавжуд буладики, бу ну^таца четланиш максимумга 
эришади; бундай ну^талар «тутамлик» ну^талари дейилади. Торнинг 
энг кичик уз частотаси

га тенг булади, бунда Т —-тор таранглиги, р — зичлиги.
(4.18) формуладан куринадики, таранглик Т цанча катта 

булиб, тор цанча енгил (/ ва р лар кичик) булса, овоз шунча 
юцори булар экан. К,олган частоталарга мос келган овоз- 
лар обертон ёки гармоникалар дейилади.

1-мисол. Четлари А' = 0 ва х = / мэ^камланган тор берилган 
булиб, тор нуцталарннинг бошлангич тезлиги нолга тенг. Бошлангич 
четланиши учи (с, к) нуктада булган учбурчак шаклида булса (118- 
шакл), торнинг тебрднишини топинг (Т0 — таранглик, р — зичлик вз

Ечи ш . / (х) = « |,=0 функциянинг аналитик ифодаси берилган 
(118- шакл):

(4.18)

кх
с

Масалашшг шарти буйича Р (х) = —  \ =0, демак (4.16) га асо-01 ;1-=0
сан ечимда барча коэффициентлар нолга тенг. Ск коэффициэнт- 
ларни (4.15) формула ёрдамида топамиз:



>̂др бир интегрални булаклаб интеграллаймиз ва ушбу натижага ке~ 
ламиз:

С
к я х . 1х к л х :« I2 к л х х 5 ш --- ах = ----- соз-----! Н----- § т ----

I к л  I ,о к* л2 I

к л с
51П

=  —
1х 

к я
соз к л х 

1 'о

1с соз к л  с /2
к я 1

1 к2 л2

* (1х
1 ( / - г) соз -

I
I

. . к л х  , I (1 — с) к л с I2 . к я  с
(' - * >  $ ш  “ Г  ^  с к  “ Г  ' г  и Т ?  5 т  ~ Т

Шундай килиб,
^ 2Л/2 . к Л СС — ---------- -ч п ----
* Л-2 Л2 с ( I -  с) ~ I

эканини аникладик Ск нинг ифодасини (4.12) формулага цуямиз ва 
ушбу ечимни оламиз:

. 2Ш2 1 ■ к я с . к л х к л а1
и (х, () = -------  >  , —  Я П ---  51П----СОЗ--- —  .

Я 2 С (/ —  с) к2 I I  1
к = \

а „ I ... к л сАгар торнинг уртасидан тортилган булса, яъни с = — булса, =
к ’т о I «•= —  булиб, к нинг барча жуфт ^ииматларида — нукта кузгалмас 
2 2

нук,та булади. Шунинг учун ечимда ток гармоникалар булади, яъни

/ 8/. (- 1 ) "  ( 2 ^ 1 )  я.? (2/1 -г 1) я  а1
и (х, () = —  V  -----  31П --- -------СС5---------- .

я 2 ^ ( 2 л + 1 ) 2 I I11—0
. 2-мисол. Юкоридаги 1 - мисол шартида торнинг бошлангич шак- 

ли парабола булиб, у тор уртаси — га нисбатан симметрик ва макси-
мал четланиши Н га тенг (119-шакл). Тор тебранишини аникланг. 

Ечи ш . Параболанинг тенгламаси

Г (х) = А±  х ( I - х )

булиб, (4.13) формуладаги 
^  коэффпциентлардан Ок = 0 ,С к

зса куйидаги формула ёрда- 
| мида хисобланади:

I / ____________________  с 1. = у  I *  V - А') 5>п -7 ^  йх-
О \ I I л о

г Бу интегрални икки марта бу­
лаклаб интеграллаймиз ва 

119-шакл. ушбу натижага келамиз:
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Ск = (1 — С05& л). к к* л3 У ’
Букдан куринадики к жуфт булса, Ск = 0. к = 2п + 1 то^ булса,

С., , = -- — ----; (л = 0, 1,2____ ).
' (2л +1)3 л 3 4

Ечим эса кунидаги куринишга эга булади:

, „  32Л 1 . (2п +  1) я х (2 л + 1) л ̂и (х, I) = —  Л  , -----  з т  ----!—---- сой -— —-----
л3 ^  (2л+!)3 I I

п=О

5-§. Торнинг мажбурий тебраниши

Юкорнда курилган Фурье усули торнинг мажбурий тебра­
ниш теигламаси (2.3) ни хам ечиш учун ^улай эканлигини ку­
рамиз. Торнинг таищи куч таъсирида мажбурий тебраниши ма- 
саласи бир жинсли булмаган тебранма .^аракат тенгламасига 
олиб келган эди (2- §):

дии о д̂ ы > / и\ /— 1\= аг + 0 (х , ( ) .  (о.1)
д12 дх2

Бу ерда С (х, I) = — § (х, I) белгилаш киритдик.
Р

Бошлангич ва чегаравий шартларни торнинг эркин тебра- 
нишидаги кабп цабул киламиз:

« I  - П х ) ,  ^-1 = Р ( Х )/—О 01 .7—0
ва

и |лг=о — и !*=г 0.

<Э2у , д -ли -—  = а2- --- тенгламани бошланрич у
й 2 дх2 = /(*), ^  

1=0 д I

Чизикли бир жинсли булмаган иккинчи тартибли оддий диффе­
ренциал тенгламаларни ечишга ухшаш, (5.1) тенгламанинг ечи- 
мини иккита функциянинг йигиндиси куринншда ^идирамиз:

и (х, () = V (х, () + 01 (х, (). (5.2)
Бу ердаги V (х, I) функцияни шулдай танлаб оламизки, у бир жинс

= Р{х)
1=0

ва чегаравий у|х=3 — у \х=1 = 0 шартларда каноатлантирсин. до (х, () 
функция эса бир жинсли эмас.!

&  (5.3)

тенгламани вл куйидаги бошланрич ^амда чегаравий]

и, | = - ^ ! = 0, до! 0 = до I . = О \1—0 Ы \(=0 ,ДГ-° |д:=/



шартларни ^аноатлантирсин. V (х. {) торнинг эркин тебранишини и<[юда­
ла гап и учун унинг тенгламасини юцорндаги бошланрич ва чегаравий 
шартларида ечишн I баён этдик (4- § га каранг). Биз бир жинсли булма­
ган тенгламадан до(х, () фунчцилнч аниклашни курсатамиз. до (х, () функ­
цияни бир жинсли масала ечимидаги хос 8Ш п х функциялар буйи­
ча ь̂ атор куринишда изланмиз.

об

№ (л’ ^ = ^  5'п /±̂ Х’ 5̂'4  ̂*=1
бу ерда ук(() хозирча номаълум I га боглик функция, до (х, I) функ­
ция чегаравий шартларни каноатлантиради. Хакикатан, х = 0 да 
до (0, 0 = 0- х = I да хам до (/, () = 0. Бзрча (5.4) даги хос функ­
циялар нолга тенг булади.

Агар (5.4) каторда ук (0) = 0 ва у'к (0) = 0 булсин деб талаб и̂- 
линса, ю (х, I) функция учун бошлангич шартлар хам бажарилади.

(5.4) ^атордан х ва I лар буйича икки марта хусусий хосилалар 
олиб, (5.3) тенгламага куямиз. Натижэдт

5111 кПХ = С (х, /). (5.5)V I  Г " . кг л2 ° 2 /л 
У  I V. (О + ~~7р Т» <0
к—\

Энди О (х, () функцияни (0, /) интервалда х аргументли синуслар 
буйича Фурье ^аторига ёямиз:

6 (*. 0 = 8к (0 §1п (5-6)
*=1

бу ерда

ёк (0 = у  ( С (х, Озш ^ ( 1 х  (5.7)
о

(интегралда I узгармас).
Агар О (х, {) = О (х) булса, §к (() функция узгармас булади. Агар

С (х, {) = С (/) булса,
I  ( 4... 20 (/) . к п х  . —  С (/), /е — ток булса, 

ё к (0 = - у1- ] 51п - у -  ^л'=  ] /<л (5-8)
1 ° . жуфт булса.

(5.5) ва (5.6) ёйилманинг хос функцнялари олдидагн коэффи- 
циентларини тенглаштирамиз ва номаълум уА(0  функциялар 
учун ушбу тенгламаларга эга буламиз:

Ук (0 +  У к (0 = ёк (0■ (5-9)

Бу тенгламани



бошланрич шартларда ечамиз. (5.9) га мос келган бир жинсли тенг­
ламанинг умумий ечими

. к я  а1 , г. . кла1Аь соз------ н В ь 51П----/ * г
куринишда булади. Бир жинсли булмаган (5.9) тенгламанинг хусу­
сий ечимини §к (!) функцияга ь̂ араб, танлаб олиш усули, яъни аник- 
мас коэффициентлар усули ёки узгармасни вариациялаш усули ёрда­
мида аниклаш мумкин. Натижада, бошлангич шартлардан фойдаланиб, 
ушбу ечимга эга буламиз:

Ук (0 ) Вь (т) ^ЛД у-~—  (1г. (5.11)
о

Топилган ук (() ларни (5.4) га куйиб, цидирилаётган ы>(х, /) функция­
ми аниклаймиз.

1-м исол . Огирлик кучи таъсирида торнинг мажбурий теб- 
ранишини топинг.

Е ч и ш .  Бу ^олда С(х, 1 )= — § булиб, масала соддалаша- 
ди. (5.8) формулага кура

§к = — Ц- Г з т  к-^у- йх = - ~ -  (1 — соз к л),
I  1) I л  Л0

бундан
4̂

?*(0) = 0, у'к (0) = 0 (5.10)

В2п 2̂п+1 (2 п +  1) я
-(5.9) тенглама иккига ажралади:
 ̂ Жуфт индекслар учун

(2л)2 Я2 а2 л I А ' I" г ----------- Г1п = 0, у,п |<=0 = 0 ва у2п |^0 = 0.

Ток, индекслар учун
. (2л +  I)2 я 2 а2 4? _

Ъп+1 /2 Т2„+1 — (2я + 1) Л ' ^
Юкоридаги тенгламадаги у2п (/) функциянинг берилган бошлангич 
шар'.лардаги ечими айнан нол булади. Иккинчи (5.12) тенгламанинг 
хусусий ечими

4 ̂  ;
(2л+1)3 я3 а2

га, умумий ечими эса

А , соз ^ ± ± 1 ^ + В2п+1 з т  -(2п-+ 1)ла/------А-^—
2п+1 I 2п+1 / (2я+1)3 я3 а2



га тенг булади. (5.10) бошланрич шартлардан фойдаланиб, Л2п+1 ва 
В 2п+\ лаРми топамиз:

л _____ 4 с/2 м — П
(2п-ь I;3 л3 а2’

Нать жада у2п+1 (/) ушбу куринишни олади:
4я/2 Г> (2/г 4-1) ло/1— соз--- — ---  . (а.13)

(О (2/, ■ I г л ;’ а

Топилган (5 13) ифодани (5 4) формулага цуйсак, масаланинг жаво- 
бига эга буламиз:

4 и12
ъ { х ,1 ) = -  ьлз а 2 (2п+1)3

п—о

, * (2/1-г 1) л1 —  СОЗ ---- — -----I
(2 л +  I) п х51П --- — ----•/

Ечимдаги айирув ишораси тебраниш бсшланишида тор нукталари 
пастга четланишини курсатади.

1 4 1х = — ва / = — да
2 а

51П (2П +  1} Л • 1 ;=  (—  1)", СС8 •“  =  —  1

эканлигини хисобга олсак,

Ш шах = „ /'1 1 ']! = V 1 (-  О" = . л !  = 10.
Ш \ 2 ’ а ) | л3 а2 2ш± (2п 4- I)3 л3-а2 32 4а»

п— 0

хосил булади. Торнинг уртасида / = — моментда энг катта четланиш

юз берар экан. Кейинги энг катта четланиш тор уртасида I = —
а

моментда юз беради ва хоказо.
2-мисол. Зичлик функцияси § (х, I) = А р $т со/. х га борлиц 

булмаган (р— торнинг чизикли знчлиги) текис тацеимланган куч тор­
га таъсир этади. Бошлангич силжишсиз ва тезликсиз булган торнинг 
мажбурий тебранишини топинг.

Ечи ш . О (х, I) = 8 *'*’ ^ = А зш со/ булиб, у х га бор лиц б\'л- 
Р

маганлиги учун (5.8) формуладан фойдаланамиз. У  холда
А А

Й „ « - 0, ( 0 - 51п“ ‘-
Юцоридаги биринчи мисол каби бу ерда хам у2п (I) = 0 булиб, 

Т2п+1 (0 эса (5.11) формулага кура цуйидагига тенг:



(2п + 1) я а л ^--- ------= ю2п+1 деб белгилаш киритамиз ва интеграллаш амалини
бажарамиз. У  вактда

ГА =  4А1 Цгп-м 51П(0< — ц>5!П(й,п+| I
У 2п+1 -  (2 ,г- )-  1)2 д 2  а  ' т 2 ^ + 1  _ ш 2

ифодага эга буламиз. Бу ерда барча п лар учун о)2л+1 Ф  ы (резонанс 
^олати цатнашмайди) деб фараз циламиз. у2п+1 (/) нинг топилган ифо­
дасини умумий формула (5.4) га куйиб, масала ечимига келамиз:

/ «  V I  1 0)_,„+1 51ПШ/ — С0 51ПШ2 / . к п  Xш (х, I) = —  > , -— ------ ----------- --- ^...  5Ш —  •
я2 а (2л4-П2 со.с.. I , — о) I/1=0 '2 п+1 '

Йигиндининг бирор к кийматида частоталар ©2к+, = со га тенг бу­
либ колса, уша хадни

_  21А *2к+1‘ С05 м2̂ +1/— з1п м2А+1 1 _  
л2а (2 к + 1)2 со2Л+1

21*А (з т  а 2к+[( -  со2,_м I ссз(о,,+1 I)л3 а2 (26+1)3
^ад билан алмаштириш керак. Мустакил текшириб куришни 
уцувчига хазола киламиз.

6- §. Царшилик курсатувчи му^итда торнинг 
тебраниши

Ш у ва^тгача торнинг тебранишида атроф-му^итнинг ^арши- 
лигини ^исобга олмасдан келган эдик. Натижада сунмайдиган 
тебранишлар ^осил булган эди. Энди торнинг ^аршилик кур­
сатувчи му^итдаги тебранишини курайлик. К,аршилик кучи ^а- 
ракат тезлигига пропорционал деб цабул киламиз. У вактда 
торнинг ММ' чекснз кичик булагига (2-§, 110-шаклга ^аранг) 
таъснр этувчи ^аршилик кучи куйидаги куринишда булади:

рърш« = а ~ Л х ,  (6.1)

бу ерда а — пропорционаллик коэффициента. Бу ерда ^ам (2.3) 
тенгламани келтириб чик;аришдаги мулохазаларни такрорлаб, 
факат царшилик кучини харакат йуналишига тескари йунал- 
ганлигини ,\нсобга олиб, ушбу тенгламага келамиз:

д2и 9 д2и п ди , 1 , л—  = а ---- 2гп------- ё(х,(). СВ 2^
д12 дх2 д( ' р

Бу ерда 2т  — —  (долган белгилашлар (2.3) тенгламадагининг узи-
дир). Эркин тебранишлар билан чегаралансак, у холда (6.2) тенгла­
манинг куриниши цуйидаггча булади:
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с)/* ' о/ дх"-

Бошланрич ва четки шартлар аввалги куринишда коладч, яъни

- /  м . ^  (=0 д( 1 = 0
Р(х), и = и =0. (0.4)

л=0 \ х=1 '  ’

(6.3) тенгламанинг ечимини (6.4) шартларда Фурье усули би­
лан цидирамиз. Тенгламанинг ечимини и(х, 1 )=Х(х) Т (() ку­
ринишда ёзиб, 4-§ даги каби амалларнн бажариб, ушбу тенг­
ликка келамиз:

Т" +  2тТ' \ X"
X (6.5)

Бу ердаги Х{х) функция учун четки шартлар царшиликсиз мухитда- 
ги каби узгаришсиз цолганлиги учун (6.5) тенглик уринли булиши
мумкин, агар икки томони — Х2к га тенг булса, демак Хк = —  ~
=  1, 2, .*. .) хос сонларга мсс келган Х к(х) хсс функциялар (4.11) 
га кура (коэффициентлар бирга тенг деб олинди)]

Х к(х)=  31П (6 6)

формула билан аншуганади. Тк({) функцияни аницлаш учун ушбу 
тенгламани ^осил циламиз:

[кп а\2 ~  п Тк + 2тТк + (— ) Тк = 0. (6.7)

Унинг характеристик тенгламаси

г2;+ 2 т г +  ^ 2 = 0

нинг илдизлари г{ 2 = — т  +  у  т ъ— булади. Ишцаланиш

коэффициенти етарлича кичик булганлиги учун { т  <  -у- | дискрими- 
нат манфий булади.

— т2 = ЯI Деб белгиласак, г, 2 = — т  ±  1як булади. У  вацт- 
да (6.7) тенгламанинг умумий ечими цуйидагига тенг:

Т\(() = е~т‘ (ак соз як1 +  Ък зш V)- 
Топилган Х к(х) ва Тк (!) лардан хусусий ечимлар тузамиз:

ик(х, () =  е~т * (аксоз ̂ к̂  +  Ък зш чк{) зш

Бундан куринадики, ^ар бир тулцин е~т1 га купайтирилганлиги учун 
сунувчан булади. Хусусий ечимлар йигиндиси



ни оламиз ва ак, Ък коэффициентларни берилган (6.4) шартлардан 
фойдаланиб аниклаймиз. / = 0 булганда

= V ,  ак5!П^-*=/(х)
1 = 0 к=\

булиб, бу ердан

ак = I ,
. . .  . кпх , }(х) 51 п —  ах.

Энди —  хосилани хисоблаб, I урнига нол цуямиз: 
д( '

ди
д1 ( = 0

оо

^ \  — та к + Ьк ̂ )  з т  =  /■(*)
*г=1

булиб, бундан

булади Еа

кпх

ьк = —  \ Г {х )ь т  ^ й х  + ^-ак.
а^ 1 ’ I 4к4 к 0

М исол . 4-§ даги 1-мисолни мухит к;аршилигини хисобга олиб 
ечинг. Мисолни ечганда ишкаланиш коэффициента т =  — <С бул­
син.

Е чи ш . Бошлангич тезлик Г(х) = 0 булганлиги учун Ьк= —  ак
У ь

булади. Бу ерда ^  = ]/"("7“ ] "—т2 ■ Энди ак ни хисоблаймиз:

I с
2 С с / \ • клх  ̂ 2 Г Л Г . , . аь =  —  / (х) з т  —  ах =  —  —  I х з т  —  ах +

* / .) I / . ^  /о о

+  -р—  ̂ (/ — х) 51П ~  йх

Булаклаб интеграллаймиз. Натижада



2Л/з
■ 5Ш

кпс
я кг л2 р (/ — с) / 

Масаланинг ечими цуйидаги^куринишга эга булади:
оо

2 Л/2и(х, {)
л-с(1 — с)

~ т 1 V I  1 . кпс . кпх [ . , т  . , \
31П Т 5Ш т  (С05 ̂  + у 81"  ̂ ) .к=\ &

7-§. Металл стерженда иссяклик таркалиш тенгламаси

Узунлиги I га теяг бпр жинсли металл стерженни царай- 
миз (120-шакл). Металл стерженнииг ён снрти ташци му.\итга иссиц- 
лик утказмайди х;амда кундаланг кесимининг барча нукталарида ис- 
сицлик бир хил деб фараз циламиз. Абсцисса уцини мэталл стержен 
уци буйлаб йуналтирамиз. У  холда и иссицлнх х координата ва I
вацтнинг функцияси булади. —  хусусий хосила эса Ох буйлаб

дх
йуналган иссикликнинг узгариш тезтигин:-! билдиради. Абсцисеаларя 
х1 ва х2 (х2 — хх — Ах) булган к ес и мл ар орасидаги кичик булагиня 
курамиз. хх кесимдан А( вактда утадиган иссиклик мицдори:

д<г,= к ~  | ЗА/.
ОХ | Х = Х \

х2 абсциссали кесим учун уша млкдор.шнг узл

АС} = — к —
2 дх

5 А (

(7.1)

(7.2)

булади. Бу формула тажриба йули билан топилган булиб, унда к— 
иссицлик утказувчанлик коэффициенти, 5 — царалаётган металл стер­
жен кундаланг кесими юзи.

А/ влцтда металл стерженнинг Ах булагига оциб кирган иссицлик 
мицдори А*?!— А(?2 га тенг булади, яъни

А(3! — АО, __ I , ди — к — ЗА( _ ди ЗА!
дх Х = Х | дх X— X,

,  ди Iбу ерда
дх I х=х,

ди
дх

к —  Ах5А1
дх2

(7-3)

айирмага нисбатан Лагранж теорема-
 ̂1

сини кулладик). Шу А/ вацт ичида металл стержен Ах булакчаси- 
нинг иссшугаги А и га кутарилади. Иссицлнк окими цуйидагига тенг:

АС?!— Д(32 = срАх5Д и
ёки

•Ь------- 3-
А(?, — Д<32 ■ срАхЗ —  А1. д( (7.4)

/г

120- шакл.

Бунда с—металл стержен ясалган 
модданинг иссицлик с и р и м и , р —  
металл стержен ясалган модда-
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пинг зичлиги (рА х5 = рА У — металл стержен элементининг 7 мас- 
саси).

(7.3) ва (7.4) формулаларни тенглаштириб, ушбуни хосил ^иламиз:

к — Ах8А{ = срАх8 —  А*
дх2 д1

ди = а2 РП, (7.5)
01 дх2

Бу ерда а2--= —  деб белгиланган. (7.5) тенглама бир'жинсли
ф  - ’ иметалл стерженда исеикликкикг таркалиш теигламаси деиилади. Ьу

тенгламанинг ечими тула аниц булиши учун и(х, 1) функция масала-
нинг физик шартларига мос четки шартларни ^аноатлантириши керак.
Четки шартлар турлича булиши мумкин. Масалан, 0 <  I <  Т  учун
бошлангич шарт:

и(х,0) =  и\1=0 = }(х). (7.6)
[(х)-— берилган функция. Четки шартлар х = 0 ва х — 1 бул­

ганда металл стержен учларида доимий .^арорат са^ланса:
и (О, I) =  и | х=0 = и0, и\ х=1 = и1 ^  ^

булади. «о ва и1 лар берилган сонлар. Агар металл стержен уч­
ларида му^ит билан харорэт алмашиб турса, четки шартлар 
цуйидагича булади:

, ди к —
дх
, ди — к —

дх

= Й0{ «  I — “ о ].л:=0 I | х=0 )

— и,Г н‘х=1 х~1
(7.8)

бу ерда и0(0> и1 (О — ташци мухитнинг берилган ^ароратлари, 
Н0 ва Л/— ташци иссшушк алмашиниш коэффициентлари. Л0— 
металл стерженнпнг чап охиридаги, к/— унг охиридаги коэффи- 
циентлар.

Агар металл стерженнннг баъзи булакларида иссшулик ^осил 
булса ёки иссицлик ютилса, у холда металл стержен ичида 
иссшушк манбаи мавжуд булади. Иссшулик ^осил булиши (ёки 
ютилиши)ни исси^лик манбаининг зичлиги Р(х, /) орцали ифо- 
далаш мумкин, яъни кичик Дх булагидан кичик А1 ва^т орали- 
рида куйидаги микдорда исси^лнк ажралиб чикади:

Р(х^)АхА1. (7.9)
(Агар Р(х, 0 < 0  булса, исси^лик ютилади). Масалан, металл 
стержендан доимий электр токи утказилганда ундан иссицлик 
ажралади ва бу ,\олда Р(х, () =соп5\. = РК . Бунда I — ток, к  — 
металл стержен узунлик бирлигидаги ^аршилик.

Шундай килиб, исси^лик таркалиш тенгламасини келтириб
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чицаришда (7.9) ифодани ^ам ^исобга олсак, курилаётган б̂ - 
лакда иссицлик баланси тенгламаси цуйидагича булади ((7.5) га 
царанг):

к — Ах ЗАI +  Р(х, 1)АхА1 =  срД х З— А1.дх2 д(
Тенгликнинг иккала цисмини ЗАхА/ га булсак,

д( дх2 6

хосил булади. Энди бу тенгликни ср га булиб, —  Р (х, I) = Ц (х, I)
ср 5

деб белгиласак, бир жинсли булмаган
ди 9 дги , ,

= (7-Ю)5/ Эл2
г

ср
тенгламага келамиз. Бу ерда а = |  — ^арорат утказувчанлик 
коэффициенти.

8-§. Чегараланмаган металл стерженда иссицлик 
тарцалиши

Ингичка, ён сирти иссицдан изоляцияланган, етарли дара- 
жада узун, иссшулик утказувчи металл стержен тенгламаси, 
иссицлик манбаларисиз булганда, ушбу куринишга эга бу­
лади:

—  = а2 —  ■ (8.1)
д( дх2

Бу тенгламада фацат бошлангич шарт берилади:

“ 1«=0 = «*)■ (8.2)
Цх) функция бутун сонлар уцида (— оо<х<оо) аницлан- 

гандир. и(х, I)  функция учун четки шарт цуйилмайди. (8.1) 
тенгламани (8.2) шартда ечиш масаласи Коши масаласи де­
йилади ёки бошлангич шарти берилган, масала дейилади.

(8.1) тенгламани соддалаштирамиз. Бунинг учун I урнига 
янги узгарувчини киритамиз:

т = а21. (8.3)
У  холда

д и __ ди Ах __ 2 ди
д1 дх с11 дх

булади ва (8.1) тенглама ушбу куринишни олади:
ди =  д*и 4)
дх дх*'
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Бу  тенглама металл стерженнинг физик хоссасига богли^ эмас. 
*=0 булганда т = 0 булганлиги учун бошлангич шарт

и | г=о = Кх) (8.5)
булади. Бу  тенгламани ечиш учун Фурьенинг узгарувчиларни 
ажратиш усули ва хусусий ечимлар суперпозициясидан фойда- 
ланамиз. Бу усул икки ^исмдан иборат. Аввал (8.4) тенглама­
нинг ечимини Х (х )- Г (т ) куринишда цидирамиз. Бу купайтма- 
дан ^осилалар олиб, (8.4) тенгламага к;уйсак,

Т '(  т) Х "(х )
Т  (т) ~  Х (х) 8̂ '6 ^

тенглик ^осил булади. Тенгликкпнг унг цисми т га, чап ^ис- 
ми х га боглик, булмагани учун бу тенглик узгармас с га тенг 
булганда уринли булади. У холда (8.6) тенглама куйидаги 
иккита тенгламага ажралади:

Г (  т) Х"(х)
—  = с, — — = с- С8 7)Т( т) Х(х)

Булардан биринчисининг умумий ечими:
Т(т) = Се\

Металл стерженнинг бирорта кесимида и(х, I) = Х (х ) ■ Т (%) 
исси^лик чексизга интилиши (т->оо да) мумкин эмас. Шунинг 
учун с = —X2 деб оламиз:

Т{ т) = Се~^х.
Иккинчи Х"(х) +  ХгХ(х) = 0 тенгламанинг умумий ечими

Х(х) — А соз X х +  В  з т  X х.
Демак, (8.4) тенгламанинг хусусий ечими куйидагига тенг:

ы = (асозЛх +  РзтА.х)е'~?л . (8.8)
Бу  ерда а= А С  ва р = ВС, X лар ихтиёрий узгармас сонлар. 
(8.8) формула X нинг аввалдан берилган >̂ ар бир ^ийматида
(8.4) тенгламанинг ечими булади. Демак, X нинг .̂ ар бир кий- 
матида турли а  ва р ларни аниклаш мумкин, яъни а ва р лар 
X нинг ихтиёрий функциялари а = а(Х), Р = Р(Я) булади. У хол- 
да хусусий ечимлар оиласи ушбу куринишни олади:

их(х, т) = \а(Х) соз Хх +  Р(а) зш Я(х)] ё~х‘г ^

Бу ерда X параметр — оо дан +оо гача кмйматларни олади. Шу ер­
да Фурье усулининг биринчи кисми нихоясига етади. Фурье усули- 
нинг иккинчи кисми—хусусий ечимлар иК(х, т) суперпозидияси куйи- 
дагидан иборат.

Берилган (8.4) тенглама чизикли ’ва бир жинсли. Унинг чексиз 
куп хусусий ечимлари мавжуд ва бу ечимлар узлуксиз узгарувчи X 
параметрга бсглрд эканини к.ксрида курсатдик.
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Чу(х, 1) хусусий ечнмларнинг интеграли ,\ам (8.4) тенгламанин  ̂
ечими йрладн.

<Х) оо

и(х, т)— ] ик(х, х) АХ = ] [а(А)соз \х +  Р(А) зш X х\ е~х'х АХ. (8.10)
— оо — оо

Бошланрич (8.5) шарт дан фойдаланиб, номаълум а(Х) ва Р(А) ларни 
аниклаймиз:

т=0
— оо

1 [сс(А) соз кх +  Р(/.) 31П X х]АХ =  }(х). (8.11)
-оо

Бу ерда берилган ?(х) функцияни бутун Ох уктда абсолют интеграл-
оо

ланувчл ва \ ! ((х) | Ах яц галашувчч деб цардш мумкин. (/(*) фу як-
— оо

ц ия— иссикликнинг бошланрич тацсимоти.) Иккинчи талаб ,\ам уриа- 
ли, чунки стерженнинг иссицлнк энергияси чекли, хосмас интеграл 
якинлашувчи. У  .\олда, /(х) функциянинг Фурье интеграли:

оо оо

/(*)-= | АХ \{{1)со$Х(1— х)А1= Ц ( - “ " \1{1)созХ1А1уо$Хх+

+  ( / (?) 51П Х% А% ) зш Хх [ АХ.

Бу^тенгликни (8.11) билан таццослаб, ушбуни хр;ил циламиэ:

(8.12)

ъ(Х) = ^4 | /(;) соз А; А',

№  = ±  \[(1)*тХЪсЦ2 я  , ]
—  оо

’Щ /(х) — чегараланган булганлиги учун а{Х) ва Р(А) лар хам чега­
раланган:

оо -О

1аМ 1< ^  \\№\сЧ, 1Р М К - -  \\№\аг-
— ОО —00

(8.12) дан топилган а  (А) ва р(А) ларни (8.10) ечимга цуй- 
сак, (8.4) тенглама ва (8.5) бошлангич шартни цаноатлантирув- 
чи функцияни хосил киламиз:

00 00

и(х, т) = —  \АХ | /(;) [соз X х соз X \ +  5'.п Хх 3!П А:] е х'х А\ =
2л .!—X) — 00

00 00
^  “  \ АХ \ [ (?) соз X (л- — с) е~К2х А1 (8.13)

■“Л I'1
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Ш у билан чегараланмаган металл стерженда исси^ликнинг тар- 
^алиш масаласи ечилади.

Энди (8.13) интегралларда интеграллаш тартибини узгартирамиз:
оо оо

и(х, т ) =  ±- ^  (? )  |   ̂ ё~х>х ссБ К (.х -  ? )  Л & } <& (8.14)
— СО ' — ОС

Капа к а вс ичидаги интегрални хиссблаймиз: }.= -4= алмаштириш Са-
Т х

х — Нжарамиз ва ■ = со деб белгилаш киритамиз, натижада 
У  х

00 оо

(  е~кН с 05 Цх —  У)с1Х =  —~  I е~а* со.? сгсо йо =  /(со)
,) ) т  ,1 V т

— 00 __0С

^осил булади. Бу ерда
9° г

/ (со) =  ( е~° соз осо й а

булиб, 1(0) ■-= \ е йа = ] л — Пуассон интегралидир. /(со) функ-
—  СО

Диядан хосила олиб, интегрални булаклаб интегралласак, куйидаги
дифференциал тенгламага келамиз: /'(со) = ---— / (со). Тенгламанинг

___0) *

т  /—
умумий ечими /(со) = Се га тенг булиб, ихтиёрий /(0)=V л —С уз-

_<0_2
- —  4

гармаснк топиб, урнига куйсак, /(со) = ] ле булади. Интеграл эса

а>  ̂ __
| е~^‘х соз Ц х  —  1)йк =  - 7 3 /(со) =  | е 

— 00  ̂ Т
га тенг булади. Бу циймгтни (8.14) фсрмулега куямиз:

*
Ф - т) = — ^  \!(1)е <Т 41 (8.15)

2/лт •.>Г ттОО

Энди т =  а2( эканини хисобга олсак,
ос (* —I)*

и{х' 1) = Т ^ Г  ’ т е  й1 (8Л6>* * —оо

булиб, берилган —  = а" —  тенгламанинг ! и I , = /(х) бошлангич о( дх2— и 1 *=0
шартни_ каксатлантируЕчи ечими булади.
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Агар | х — х01 <  е цийматда /е(а) ■— и0 узгармас, | х — х0| >  е да
О га тенг булса, яъни- бошлангич иссшушк тацсимоти иссицлик им- 
пульсидан иборат булса, у ,\олда цуйидаги интеграл хосил булади ва 
унга урта циймат хацидагк теоремани куллаб, уш5уга эга буламиз:

х „ + г  (лс—4)*
4 а Чи(х а  = __ ____  С «“*< л г =

2аУ п1 ■> а 2аУ  я/
Хо — Е

(Х-1)»
00 Л____ е 4о*'

5рс 2а}^л/

Бу ерда I  х0 — е < ? < л :0 +  е интервалдаги ихтиёрий ну к, та 2̂ еи0 =

= -^- га тенгУ Агар юборилган иссицлик миадори 0О = 5рс булса,5рс /

<8-|7>

е-*-0 да 1-»-д:0 ва (8.17) ечим ну к га та иссицлчк импульсига уга- 
ди, яъни параметр 5 = а0 цийматдаги фундаменгал ечимга айланади:

(л —  Хо )1
. . .  1 4 а Ч

“ <*■4 =

Бу функциянинг графигини I нинг берилган турли мусбат ций- 
матларида чизсак, Гаусс эгри чизицларини ^осил циламиз 
(и(х, ( ) функция ва унинг графиги э.угимоллар назариясида 
му^им рол уйнайди).

1-м и с о л . Иссицликнинг бошлангич тацсимоти:
(/ \ _  (  и0’ агаР хг < х  < х2 булса,
1\х) — [ о, агар х<хг ёки А' > х2 булса

(121- шакл).
(8.16) формуладан фойдаланиб, масаланинг ечимини ёзамиз:

х, (*-|)»
и(х, 0 = — ]  е 4" 41 (8.18)2ау л1

Бу функцияни цуйидаги эхтимоллар 
интеграли оркали ифэдалаймиз (14- 
бобга ц.)’

г
2 Г —ц*---- -х--------т  Ф (2) _ |7= |< г  Лу.. (8., 9,

о
X __• сХакикатан, (8.18) ечнмда--- = м,

121-шакл. 2 а У  I *
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алмаштириш бажарамиз. — 2 эканини ^исобга олиб, ушбу- 
га эга буламиз:

2а V I 2 аУ1
и(х, /) =  - у =  |  е »'с111 = у =  ] ‘е [  * “ 4  =

х—XI О О

_«0
2

(8 .20)

Ф(г) функция учун махсус жадвал мавжуд. Унинг графиги 122- 
шаклда берилган.

2-мисол. Иссшушкнинг бошланрич таксимоти:

№  =

О,
ы0|2 Н— — I, —/<!х<:0,

Iх| > / ва |х!<  — I

123- шакл.

булсин (123-’шакл). У  холда (8.16) форму ладан:
О (х-$)г I и-Ь'

-Зш- К'+-9*,л Г(--+>
Х - Ъ= = ц, (II — —г2аУ~1А\а алмаштириш бажарамиз. Натижада ечим2 аУ1
куйидаги куринишга келади:



9- §. Фазода иссикликнинг тарцалиши

Уч улчовли фазода нотекис циздирилган жисм берилган бул­
син. Унинг хар бир нуктасидаги иссицлик I пайтда и(х, у, г, 1) 
функция оркали анпкланади. Иссицлик майдони — скаляр май­
дон булиб, биз анализда унинг стационар майдон булган роли­
ки курган эдик, яъни иссицлик вацтга боглик, эмас эди. Бу ерда 
скаляр майдон ностационар булган холни, яъни I га боглик 
булган холни курамиз. Агар ( нинг тайин цийматнда и (х, у , г, I) 
иссиклик бир хил кийматларни цабул килса, изотермик сирт 
(юксаклик сирти) хосил булади. Бу сирт вацт узгариши би­
лан узгаради. Иссицлик и нинг энг катта узгариш тезлиги 
и функция градиенти йуналншида булади:

, ди~Т . ди . ди~^&гас! и =  —  I +  —  ] +  —  к .
дх ду дг

Изотермик сиртнинг ^ар бир нуцтасида градиент шу сиртга 
утказилгаи ва иссикликнинг ортиб бориши томонига караб 
йуналган нормал билан устма-уст тушади ва унинг модули 
цуйидагига тенг булади:

| §гас! и | = ■
дп

Изотермик сиртнинг кичик булаги Аа дан А/ вацт ичида 
утадиган иссицлик оцими

= — к^-Ао-А( (9  1)
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формула билан ани^ланади: бунда 6 = сопз1 — ^аралаётган му- 
хитнинг иссицлик утказувчанлик коэффициента (жнсмни бир 
жинсли ва нзотроп деб ^исоблаймиз). Майдон назариясидан 
маълумки, нормал вектор йуналиши буйича олинган .\осила 
§'гас!« нинг шу нормалга туширилган проекциясига тенг, яъни

ди ,= §гаа и - п .
дп

п — нормал буйича йуналган бирлик вектор. ди
дп

(9.1) формулага ^уйиб, ушбуни хосил киламиз: 

АС? = — к п ■ §гас1 и Аа ■ М.

нинг ифодасини

(9.2)

Бу формулада — к §гас! и = А деб олсак, Ап = прп А = — кп §гас1 и 
булиб, исси^лик о^ими А(1 = АпАсА1 булади. Жисм 5 сирт билан 
чегараланган булса, ундан чицаётган иссиклик оцими АI вак,тда 
^уйидагига тенг булади:

0. = А1- ( 1 ^  ^
5

бунда Ап А векторнинг гашки нормалга проекцияси (124-шакл).
(9.3) формуладаги сирт интегралига Остроградский — Гаусс 

теоремасини куллаймиз:

сИу А (IV.

Бу ерда V 5 сирт билан чегараланган жисмнинг ^ажми ва сЬ'у А =

— к&\удгас! и ---- — к |
Ох2

дги , д-и \ , . . д2 , д2 . д2—  1---= — к А и. А = ---- 1---- 1-----
ду2 д-,2)  йх2 ду2 дг2

(9.5)

(9.4)

—Лаплас оператори дейилади.
V ^ажмга кирувчн (21 иссиклик микдори бу хажмдаги модда 

^ароратини кутаришга кетади ((9.3) формуладаги ^ нинг ишо- 
расига тескари булади) ва ушбуга тенг булади:

^1 =

Фараз ^илайлик, жис.мда иссик,лик 
манбалари мавжуд булсин. Уларнинг 
зичлиги Р (х, у, г, I) булсин. У холл л 
(/, 1 + А() ораликда жисмнинг карала- 
ётган цисмидан ми^дорда иссиклик 
ажралади ва бу иссиклик (ю^ори тар- 
тибли чексиз кичик микдор аницлнги- 
да)

= л/ 1 Я  р('х' г’ 1̂ у 124- шакл.
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формула ёрдамида аницланади. У  ^олда ДУ ^ажмдаги иссиклик 
мицдори ^1 + ^2 йигиндига тенг булади. Бу иссицлик мицдори- 
ни бошцача йул билан, 5 сирт билан чегараланган жисм нуц- 
тасидаги иссикликнинг узгаришини з^исобга олган ^олда ^исоб- 
лаймиз. (х, у, г) нуцтада А( вакт оралигида иссицлик цуйида- 
ги мицдорга узгаради:

и {х, у, г, / +  А{) — и (х, у , г, I) = ^-Д I.
д1

А V элементар хажмни караймиз. А( вацтда нуцтанинг харорати
— А1 га кутарилган булса, ДУ элемент хароратини шу даражага ку- 
д1

таришга сарф булган иссицлик микдсри куйидагига тенг булиши 
равшан:

ср Д У — Д/,
д(

бунда с — модданинг солиштирма иссицлик сигими, р — зичли- 
ги. V хажмда харорат кутарилишига сарф булган иссикликнинг 
умумий мицдори бундай булади:

(}3 = А<^\\с №  = (!! + (}2. (9.6)

Демак,

Бундан

булиб,

СП ~  - к А и  — Р)йУ  = 0 (9.7)

ср-^ — кАи  — Р  = 0 (9.8)

тенгламани хосил циламиз. Икки томонини ср га булиб юборамиз, 
У -\олда

—  = а 2Аи + —  Р  (9.9)
01 ср

чизицли бир жинсли булмаган иссицлик тарцалиш тенгламасига 
келамиз. Агар жисмда иссицлик манбалари мавжуд булмаса, 
Р = 0 булиб, тенглама бир жинсли тенгламага айланади:

—  = а 2Аи = а21—  + —  + — ).  (9.10)
д( {д х *  ду2 дг2/

Бу ерда а = \ ~  — харорат утказувчанлик коэффициенти. Бу 
тенгламанинг бошлангич шарти



и(х, у, г, 0) -  и\1=0 =  /(*, у, г), (9.11)
чегаравий шарти

— к — = А [и |г — й]. (9.12)дп г
куринишда булиши мумкин. Бу ерда Г  — сиртнинг чегараси, 
к — исси^лик алмашиниш коэффициента, и — ташци му^ит а̂- 
рорати.

Агар жисм исси^ликдан изоляцияланган булса, к = 0 булиб, 
чегаравий шарт

ди = 0. (9 13)дп г
Агар нссик;лик алмашиниш коэффициенти жуда катта булса 
(/г->-ообулса), (9.12) формуладан

и\г = и (9.14)
келиб чицади, яъни жисм чегарасидаги исси^лик таищи му.\ит 
^ароратига тенг булади.

(9.10) тенгламадан ^арорат г га богли^ булмаса, текислик- 
да исси^лик тар^алиш теигламаси:

ди __ 2 / дги . дги \
д1 \ дхг ду2 )

^осил булади. Агар и функция г га ^ам, у га хам богли^ бул­
маса, металл стерженда иссиклик тар^алиш теигламаси ,\осил 
булади:

ди __ 2 д2и
д1 дх1

10- §. Лаплас тенгламасига келт филадиган 
масалалар. Четки масалаларни ифодалаш

Бу параграфда
Ди = 0 (10.1)

Лаплас тенгламасига келтириладиган баъзи масалалар ^арала- 
ди. Тенгламанинг декарт, цилиндрик ва сферик координатала- 
ридаги куриниши ^уйидагича:

д ы = : ^ + - ^ 1  +  ^ 1  = 0, (10.2)
дх* ду* дг* '

Ди = -  —  (г —  ̂+  —  —  +  —  = 0, (10.2')
г дг \ дг )  л2 д ф2 дг2

. \ д / л ди\ , 1 д ( . а ди\ .Аи = —----[г2 —  Н ------ - —— з т  0 —— ) +
га дг \ д г )  г2 з т  0 д 0 \ д 0 /

1 д2а =0 .  (10.2")
Г2 51П3 0 д ф2
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Лаплас тенптамасини цаноатлантирувчи и функциялар гармо­
ник функциялар деб аталади.

I. Бир- ж и н с л и  ж и с м д а  и с с и к л и к н и н г  с т а ц и о ­
н а р  т а ц с и м о т и  м а с а л а с и .  о сирт билан чегараланган 
бир жинсли V хажмли жисм берилган булсин. Жисмнинг турли 
нуцталарида иссицлик манбалари булмаса, Г  = 0 булиб, (9.10) 
тенглама

ди = а2 ( д'и л- л- д2и \г), Л ,1,2 I01 \ дх2 ду% дг2
ни ^осил килган эдик. Агар жараён стационар (урнашган) булса, яъни 
^арорат вацтга боглиц булмасдан, балки жисм нуцталарининг коор-
динаталарига бог лиц булса, у холда —  = 0 булади ва и харорат

д(
Лаплас тенгламаси

—  +  —  +  —  = 0 (10.3)
дх* ду2 дг2

ни цаноатлантиради. Бу (10.3) тенгламанинг четки масаласида 
с? сиртдаги харорат берилиши керак:

«I =1(М).| о
Шундай цилиГ), V ^ажм ичида (10.3) тенгламани цаноатлан- 
тирувчи ва ст сиртнинг цар бир М  нуцтасида берилган

и | = [ (М )  (10.4)

цийматни цабул цилувчи и (х, у, г) функцияни топиш керак. Бу маса- 
ла Дирихле масаласи ёки (10.3) тенглама учун биринчи четки ма­
сала деб аталадн.

Агар сиртнинг хар бир нуцтасида ^арорат эмас, балки иссицлик окими
берилган булиб, у —  (нормал вектор йуналишдаги ^осила) га про-

дп
порционал булса сиртда (10.4) четки шарт урнига цуйидаги шартга 
эга буламиз:

^  =е<М). (10.5)
дп о

(10.3) тенгламанинг (10.5) четки шартни цаноатлантирувчи 
ечимини топиш масаласи Нейман масаласи ёки иккинчи четки 
масала деб аталади.

Агар иссицлик тарцалиши 2 га боглиц булмаса, масала те­
кисликдаги Лаглас тенгламасига келади. Четки шартлар текис­
ликдаги контурда бажарилади.

II.  С у ю ц л и к  ё к и  г а з н и н г  п о т е н ц и а л  оцими.  
У  з л у к с и з л и к т е н г л а м а с и .  о сирт билан чегараланган
О ^ажм ичида »уюцлик оцадиган булсин. р — суюцлик зичлиги 
булсин. Суюцлик тезлигини

V = VX  ̂ +VУ  ̂ + VгIг (10.6)
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билан белгилаймиз, бунда ох, уу, ъг — вектор V нинг координата ук;- 
ларидаги компоненталари. й  ^ажмдан 5 сирт билан чегараланган ки­
чик со хажм ажратамиз. У  холда А/ вак;т ичидаги 5 сиртнинг а̂р
бир А 5 элементи орк;али А^ = рVпАь А{  миадорда суюклик о^иб 
утади. Суюкликнинг умумий <2 мицдори куйидаги интеграл билан 
ифодаланади:

<2 = А / I I  р Т й !  (10.7)
$

Бунда й 5 = п (1$ булиб, п — ташки нормал буйича йу налган бирлик 
вектордир. Иккинчи томондан ( пайтда со з а̂жмдаги суклушк микдо- 
ри бундай булади:

1 С] р йсо.
6)

А/ вакт ичида суюклик ми^дори, зичликнинг узгаришига бино­
ан, куйидаги ми^дорга узгаради:

= Ар^со^А/^^^  ^ (Ю 8)
0) О)

со ^ажмда манбалар йу^ деб фараз ^илсак, (10.7) ва (10.8) 
ифодаларни тенглаш мумкин. А( га кискартириб, ушбуга эга 
буламиз:

Ц р ^ Т - Д ^ , » .  (10.9,
5 (I)

Тенгликнинг чап цисмидаги сирт интегралини Остроградский 
формуласига кура алмаштирсак, (10.9) тенглик бундай кури­
нишни олади:

еки

— (Ну (р V)) й со = 0.
д((О

— (И у (р к )= 0  (10.10)

булиб, (Иу(ру) ни очиб ёзсак,
др д (рух ) д (р у у ) д (р у г ) = п  (10 .10 ')
д( дх ду дг

сициладиган суюклик о^имининг узлуксизлик теигламаси хосил була­
ди. V ни ^уйидагича цабул ^иламиз:
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ди. (10.10) тенгламада сукмушк си^илмаса, р =  сопз! ва —  = 0 бу-
д(

бунда р — босим, к — утказувчанлик коэффициенти, та Х~- 
X = сопз1. Буни (10.10) узлуксизлик тенгламасига ^уйсак, 

= ± ( к *Е\ +  ± ( к Эр\ + ± ( к *Р
д( дх \ д х ) ду \ д у )  дг \ дг 

ни .\осил ^иламиз. Агар к узгармас сон булса, тенглама

-  = - 4 ^  Р (Ю .П)д1 л

куринишни олади. Бу иссиклик утказувчанлик тенгламасига ухшай- 
ди. (10.10) тен 
либ, тенглама

Й1У V = 0
куринишни олади. Агар харакат потенциал булса,

у = §гас! ф
булиб, (10.10) тенглама ушбу куринишни олади:

сПу  §гас!ф =  0
ёки

Лр Лр (10,12)
дх» ду* дг*

яъни у тезликиинг ф потенциал функцияси Лаплас тенгламасини 
^аноатлантирар экан.

Купинча V тезликни у = — к1 §гай р деб ^абул ^илиш мумкин, 
бунда р — босим, кх — узгармас сон. У  з̂ олда р босимга нисбатан 
Лаплас тенгламаси ^осил булади:

—  +  —  +  —  = 0. (10.13)
дх2 ду2 дг2

(10.12) ёки (10.13) тенгламалар учун четки шартлар цуйида- 
гича берилиши мумкин:

1. а  сиртда изланаётган р функциянинг ^ийматлари — бо- 
симлар берилади:

р \ =ПМ)-1а
Бу Дирихле масаласи.

2. а сиртда — — нормал буйича ^осила цийматлари берила-
дп

ди — оцим сирт оркали берилади:"!
др

- -  п(М\



Бу Нейман масаласи.
3. о сиртнинг бир кисмида р — босимлар, яна бир кисмида хоси­

ла —  берилади. Бу Дирихле — Нейман масаласи.
дп
III. С т а ц и о н а р  э л е к т р  т о к и и и н г  п отекциали .  Бирор V 

хажм ни тулдирувчи бир жинсли мухитдан хар бир нуктасидагн знч-
лиги /(.V , у, г) вектор булган электр токи утсин. Ток зичлиги вакт- 
га богли к эмас ва V хажмда ток манбалари йук деб фараз киламиз.
У  вактда 1 векторнинг окими нолга тенг булади:

С 7 а з о.
л

Остроградский формуласнни куллаб,

| | д\ч I  а У  — 0 дан д'п I  0 (10. Ы )

деган хулосага келамиз. Агар мухитнинг утказувчанлигини л деб,
электр кучини Е  деб белгиласак, ток зичлиги умумлашган Ом ко- 
нунига кура:

1 а  (Ю15)

булади. Жараён стационар булгани учун векторлар майдони Е  уюр-
масиздир, яъни го1 Е  — 0, демак, векторлар майдони потенциал май- 
дондир. Шундан скаляр функция мавжудки, ушбу тенглик уринли 
булади:

Е  «гас! у. (10.16)
(10.15) га (10.16) ифодапи куямиз:

I  = Я^гас! <( . (10.17)
(10.17) ни (10.14) га куйиб,

ХсПу(§гас1 <|) =--- 0
ёки

* Ф +  (10.18)
дх2 ду- дх*

Лаплас тенгламасипи хосил киламиз. Уни берилган четки шарт.гарда
ечиб, ф скаляр функцияни, сунгра (10.16) дан Е  ни, (10.15) дан I ни 
топамиз.

11-§. Дирихле масаласини халка учун ечиш

к1: х2+ у2 = /?-] ва к.,: х2 +  у2 = айланалар билан чегараланган
О сохада (халкада) Лаплас тенгламасининг ушбу

ы| =«1, (11.1)
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и\ н Г и* ( П -2)
чегаравий шартлари берилгаидаги ечимини топамиз, бунда 11{ 
ва и2 — узгармас сонлар.

Лаплас тенгламасининг цилиндрик координаталарда ёзилган 
(10. 2') теигламасидан 2 ва ф ларга боглиц булмаган тенгла­
мани ёзамнз:

д2и , 1  ди: _  ^
Иг* 7  ~дГ ~  '

Бу тенгламани интеграллаб, ушбунн топамиз:
и = с1\пг + с2. (11.3)

(11.1) ва (11.2) чегаравий шартларда с1! ва с., ларни топамиз:
<иг = -г с,
(ыо = 1п В2 — с.,.

п  п2 — ил и, I п /?., — и> 1 п Я,Снстемадан сх = -------. с, = ----- ---- ---- 1 ларнииг цииматини
1 К 2 , Я<1п —— п — •

„ ,  л(11.3) га цуйиб; масаланинг ечимини хосил циламиз:
г г

и* !п -г— — ил 1п —
и = —— ^ (11.4)

«х

12- §. Дирихле масаласини дойра учун ечиш

х2 + у2 = В 2 дойра берилган булиб, унинг айланасида бирор 
К ф) функция берилган булсин (ф— цутб бурчаги).

Лаплас тенгламасини ь̂ утб координаталарида ((10.2') да
2 = 0 деб) ёзамиз:

^ .  +  1 ^  л. _!_ = 0 (12 .1)
дг* г дг г» д ф2

Функциянинг дойра айланасидаги киймати берилган:
и\ =/(ф). (12.2)

I г=«
Ечимни

и = Ф(ср) В  (г) (12.3)
деб фараз цилиб, Фурье усулидан фойдаланамиз. Хосилалар 
олиб, (12.1) тенгламага ^уямиз:

г2 Ф  (ф) В "  (г) + г Ф  (Ф) В! (г) +  Ф " (Ф) В  (г) = 0. 
Узгарувчиларни ажратамиз:

Ф " (Ф) _  Г- Я "  (Г) -  г Я '  (г) _ 
ф(ф) Я  (Г)



Бунда» иккита тенглама хосил булади:
Ф " (<г) — к2 Ф  (ср) = 0, (12.5)

г2Я" (г) +  г Я' (г) — к2Я {Г) =  0. (! 2.6)
Биринчи (12.5) тенгламанинг умумий ечими:

<1* (<[ ) = .4 соз к ф В з т  к ф, (12.7)
иккинчи (12.6) тенгламанинг ечимини Я (г) — г"' куришннда излаймиз. 
Бу ерда т  ни топиш керак. г"‘ ни (12.6) тенгламага куйиб, ушбуни 
.хосил циламиз:

о / 1 ч ш—2 , ш — 1 .о т  лг2т  ( т — 1 )г -г гт г — к-г = 0
еки

т 2 —  А’2 —  0.

Бундам т  = ± к экани куринади. Хусусий ечимлар гк ва г~к бу- 
либ, умумий ечим:

Я = Сгк + О Г к (12.8)
булади. (12.7) ва (12.8) ларни (12.3) формулага 1̂ унсак, ушбу хосил 
булади:

ик = (/1а со з к ф -г Вк з т  к ф) (С/к +  Д/~*). (12.9)

Биз доирада узлуксиз ва чекли ечимни излаймиз. г 0  булганда 
(12.9) формуладг Д, =0 булиши керак. Агар к — 0 булса, (12.5), (12.6) 
тенгламалардан:

Ф"(ф) = 0, г Я" (г) +  Я' (г) -  0.
Буларни интеграллаймиз ва и0 = (Л0 +  Б 0ср) (С0 +  Б 01п г) ни хосил 
киламиз, (12.9) билан к = 0 да солиштириб, В0 = 0, О0 = 0 эканини
топамиз. У  вак,тда и0 = булади. Бу ерда — = .40С0 деб белги-
ладик. к = 1, 2......... п, . . . мусбат кийматлар билан чегараланамиз.

Ечимлар йигиндиси яна уз навбатида ечим булгани учун
ос

и (г . ф ) =  —  +  (а п соя п  ф -г Ьп з т  п  ф ) г \  (1 2 .1 0 )
2 п= 1

Бу ерда ап = Сп-Ап, Ъп = Сп■ Вп деб белгилаш киритдик. Энди их­
тиёрий ап ва Ьп узгармасларни четки (12.2) шартдан топамиз: г = Я 
да (12.10) дан

/(ф ) —  +  > (а„со?п ф +  Ьп 31П п ф) Я ■ (12.11)
-

Бу тенгликдан
/?=1
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а„ = — (* /(Осовл/Л. 6 = - 1 г 1  /(/)5!П«/Л (12.12)ЯК Лд
— л —Я

коэффициентларни аницлаб, (12.10) га к̂ уямиз. Тригоиометрик алмаш- 
тиришни бажариб, ушбунн хосил киламиз:

Л -х Л
«('■ . Ф ) = ^ -  I / ( 0 ^  +  —  V  1 / (/ )С 0 5 Л (/  —  < Г ) Л ( - М "  =2 л , 1 л \ /? /

л я

л = 1 —я

• Т .Г  » ° 1  

+  2 ^

1 + 2 V !  ( ) " с°5/г(/ — ф )|А  = I /(0| I +
п=| а 2 я

ет  (/-ф) . е-Ы — ф>

+
п̂ \

= у  С /(02 л ̂

-I (С—ф)\"

I +
1 _  — ;  «-о»

/г
| _  _  »-«Г) 

Я е

I
2я /(0 ■ д о

г » .  С ' «

—  2 — С05(< — <р)+ ( —  

/ ?г_Г2

л  =

У?2 —  2 Я '  С05 (/ —  <р) -Т

ш

ш. (12.13)

Бу (12.13) формула Пуассон интеграли дейилади. Дирихле- 
нинг дойра учун ^уйнлган масаласининг и (г, <р) ечими Пуассон 
интегралига кслди. Бу формула (12.1) тенгламани цаноатлан- 
тиради ^амда г-+К да и(г, ф)-»^(ф), яъни ечим булади.

Уз-уз  и ни т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Иккинчи тартибли бир жинсли хусусий .уэсилалн тенгламаларнинг тур- 
ларини айтинг.

2. Бошлангич ва четки шартлар нима?
3. Даламбер усулини баён дилинг.
4. Фурье усулини тушунтириб беринг. *
5. Тенглама учун Коши масаласини тушунтириб беринг.
6. Дирихле масаласини ифодаланг.
7. Нейман масаласи цандай цуйилади?
8. Тенгламани Фурье усулн билан ечишда ечим ^андай куринишда бу­

лади?
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14- б о б

Э^ Т И М О Л Л И К  Н Д ЗА РИ ЯС И  ВА М А ТЕМ А ТИ К 
СТАТИ СТИ КА

1-§. Ходисалар алгебраси

Эхтимоллик па.чарияси асосида математиканипг битка '><- 
лимларидагп кабн бирор бошлангич гушунчалар на таъри . 
ётади. Унда ишлатиладиган асосий тушунчалардан бирп , д :- 
садир.

Эхтимоллик назариясида ходиса деб сипов (тажриба) нати- 
жасида, яъни маълум шартлар мажмуи амалга ошиши нати- 
жасида руй беришн мумкин булган хар кандай фактни айтн- 
лади. ^одисаларни одатда А, В, С ва х. к. харфлари била;; 
белгиланади.

^одисаларга мисоллар:
1. Тундан бир марта ук отишда нишоига текки.чиш (та.-.рн- 

ба — уь; отиш, ходиса — укнинг нишоига тсгиши).
2. Тангани уч марта ташлашда икки марта герб тушишн 

(тажриба — танганп уч марта ташлаш, ходиса — икки марта 
герб тушиши).

3. Бирор физик катталикни улчашда берилган чегараларда 
улчаш хатолигинипг иайдо булиши (тажриба — (|>изпк катта- 
ликнн улчаш, ходиса — берилган чегараларда хатоликнииг юч 
бериши).

Берилган тажрибада руй бериши мумкин булган барча ходн- 
салар туиламн ходисалар майдони 5 дейилади. Л’ га яна бу 
тажрибада мукаррар руй берадиган I! ходиса ва бу тажрибада 
руй бериши мумкин булмаган V ходиса хам киритилади. Маса- 
лан, битта уйин со1\цасинн ташлашда V камида бир очко 
чицишн, V еттн очко чициши.

Агар А полиса рун берганнда В ходиса мукаррар руй бсрса, 
А родием И ^одисаии )ргаш I ира.ш ёки .-1 дан В келиб чинадм 
Деб аЙТИЛПЛИ, бу факт б\ндам белгиланади:

,1< П. (1.1)

Тажриба .46 цартялн дападан битта картани тортишдан 
иборат б̂ ЛСИН. /I у).чис:1 <<п1ншш:> карта, В  ходиса эса кичнл- 
белгили цартншпи чииимндаи иборат булсин. У холда раа- 
шапкп, /К II



Агар Лс=В ва бир вактда Вс:А  булса, у холда Л ва В  х;оди- 
салар эквивалент ёки тенг кучли деб аталади. Бу факт бундай 
белгиланади:

Л = В. (1.2)

А ходисанинг рун бермаслигидан иборат ходиса унга тес­
кари ходиса деб аталади ва А билан белгиланади. А билан А 
>;одисалар царама-царши х^одисалар дейилади.

Карама-царши ^одисаларга мисоллар: уц узишда нишонга 
теккизиш ва хато кетказиш, асбобнинг бирор ва^т интервали 
ичида ишдан чи^иши ва шу вацт интервалида Дэузилмасдан 
ишлаши.

Ходисалар майдонида кушиш ва айириш амаллари ани^ла- 
нади. Иккита А ва В  ^одисадан камида биттасииинг руй берп- 
шидан иборат ^одиса уларнинг йигиндиси деб аталади ва 
А + В  билан белгиланади.

А ва В ходисаларнппг биргаликда руй беришидан иборат 
>;одиса уларнинг купайтмаси деб аталади ва АВ  билан белги­
ланади.

1 - м и с о л .  Тажриба дастадан битта цартани тортиш х;оди- 
сасидан иборат. А ^одиса «дама» ь^артасининг, В  ходиса эса 
«чилдин» цартасининг чи^ишидан иборат булсин. У  ^олда 
С=А + В  ^одиса чивдан царта «дама» ёки «чилдин» булишини, 
Е  = АВ  эса чиццан ^арта «чилдин дама» булишини билдиради.

2-м и с о л  (Вьенн диаграммаси). Тажриба квадрат (125- 
шакл) ичида таваккалига нуцта танлашдан иборат. А орцали 
«танланган ну|\та чапдаги айлана ичнда ётибдп» ходисасшш, 
В  оркали эса «танланган нуцта унгдаги айлана ичида ётибди», 
^одисасини белгилаймиз. У ^олда А, А, В, В, А —В  ва А В  ^одн-
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салар танланган нуктанпнг тегншли шакллардагн штрихлан- 
ган со^аларга тушишини билдиради.

Додисаларни цушиш ва купайтириш амаллари куйидаги 
хоссаларга эга:

1) А } В  В - А: АВ --ВА.
2) (А +  В) +  С = Л +  (В +  С); {АВ) С = Л (ВС).
3) А ( В С )  - = АВ +  АС\
4) А +  у_= Л; А-и = А.
5) А +  Л = О; АА = V.
6) Л + В  = А В; АВ = А -г В  .

Шундай килиб, ходисалар алгебрасида цушиш ва айириш- 
нинг одатдаги барча хоссалари бажарилади, шу билан бирга
нол ролини V мумкин булмаган ходиса, бир ролини эса I! 
муцаррар ^одиса бажаради.

1-т а ъ р и ф .  5 ходисалар майдонидаги Л ва В  ходисалар 
учун АВ=  V, яъни уларнинг бир ва^тда руй бериши мумкин 
булмаса, улар йиргаликдамас ходисалар деб аталади.

М и с о л .  Тажриба уйин соккасини ташлашдан иборат. Л хо- 
днса 4 очко чикиши, В  ходиса эса 3 га каррали очколар чики- 
ши булсин. Бу ходисаларнинг биргаликдамаслиги равшан.

2-таъриф.  Агар А1 + А2-\- • • • +  Ап = II, яъни бу тажрибада 
Ль Лг, • . . , Л;[, ходисалардан хеч булмаганда биттаси руй берса, бу 
ходисалар ходисаларнинг тула гурухини хосил килади дейилади.

Хар иккитаси биргаликдамас ходисалар тула гурухини, яъни 
Л, 4- Л2 +  . . .  — Ап -11, Л,Л  ̂ -= V (< Ф  /) тенгликлар билан аншу 
ланадиган ходисалар гурухини эиг куп текширишга турри келади.

2- §. Э^тимолликнинг классик таърифи

Эхтимоллнк назариясида ходисалар гурухидаги хар бир 
Л ходисага танин Р (А )  сон — бу ходиса руй бериш нмко- 
нининг объектив даражасини акс эттирадиган Л ^одиса эхти- 
моллиги мос ^уйилади. Э^тимолликлар 5 дан биргаликдамас
ва тенг имкониятли Л ь Л2........Ап ходисалар тула гурухини
ажратиш мумкин булган ва классик схема деб аталадиган 
^олда энг оддий аникланади. Тенг имкониятлилик шуни бил- 
дирадики, Л 1; Л2, ..., Л п ходисаларнинг х;еч бири руй беришда 
^олгаиларидан ^еч бир объектив устунликка эга эмас (масалан, 
уйин соадасининг симметрик ва бир жинслигидан 1, 2, 3, 4, 5, 6 
очколардан исталганининг чикиши тенг имкониятлнлиги келиб 
чикади). Айтилган Аи А2, . . . , Л,, ходисалар тажрибанинг элементар 
натижалари (ёки имкониятлари, холлари) деб аталади.

Эх  т и м о л  л икни иг к л а с с и к  таърифи.  Л .\одиса Л1, Л2|
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Р(. 1) — (2.1)П
ген 1 у>дпсанинг Э'Хтимоллиги деб аталади. Бошкача айтганда,
1 ■ о ин-аиинг эхтпмоллиги тажрибаиииг цулайлнк берувчи нати- 
ж;|лари сопиии унинг барча натижалари ’сонига нисбатига тенг.

!л  ердан, хусусан, нсталган .4 ходиса учун

(2.2)

б\.'!Н!пи келиб чикади ва, бунда» ташкари,

Р (0 ’) = 1; Р  ( I') = 0. (2.3)

!>у хоссаларпинг нсботинн укувчига машк сифатнда тавеия
1. .МГ1 МН. ! .

I - м и с о л .  Иккита уйин соккаси ташланади. Чи^цан очко­
лар еонннпнг 7 га тенг булиш эугимоллиги канча?

1' ч и ш. Уинн соцкасп олтита турли усул билан ту шиш и мум­
ии;;. Уларнинг хар бири иккинчи соцца тушишидаги олтита 
усул билан комбинацияланади. Шундай килиб, жами элементар 
натнжалар сони 6-6 = 36 га тенг. А ходиеага (очколар сони 7га 
ими ) куланлик тугдирувчи элементар иатижалар сонини санай- 
\пи. Агар биринчи па иккинчи соедаларда мос равишда 1 ва 6,
2 ва •">, 3 ва 4, 4 ва 3, 5 ва 2, 6 ва 1 очколар чи^са, очколар 
йигиндиси 7 га тенг булади, яъни А ходиеага ^улайлик турди- 
рувчн жами 6 та натижа бор. Демак, изланаётган эхтимоллик 
;.;.Г;идагига тенг: Р ( А )  =6/36= 1/6.

2-м и с о л .  Танланма хакида масала. N та буюмдан иборат 
партияда М та стандарт буюм бор. Партиядан таваккалига п 
■к: буюм олинади. Бу  п та буюм ичида роса гп та стандарт 
буюч борлигининг эхтнмоллигпни топннг.

Г. ч и ш. Тажрибанинг мумкин булган элементар натижалари 
жами А' та буюмдан п тасини олиш мумкин булган усуллар 
к.;;:!!а. яъни /V та элементдан п тадан гурухлашлар сони С" га 
ген г. Таваккалига олинган п та буюм ичида гп та стандарт буюм чи­
нит ходпсасг.ни .1 оркали белгилаймиз. Стандарт буюмлар М  та бул- 
ган.тиги учуй т  та стандарт буюмни олиш уеулларн сони С'1М га 
тенг. Колган л-- - гп та буюм эса ностандарт булиши лозим: п —  т  
га ностандарт буюмни А' — М  та ностандарт буюмлар ичидан эса 

усул билан олиш мумкин. Демак, А ходиеага цулайлик тур- 
днрувчи натнжалар сони С™ • га тенг. Шунинг учун изланаёт­
ган эхтимоллик куйидагига тенг:

. I .'мр.чаи Г*;||К1|1 т таен ам ига ошгапнда руй береин. У  хол-

г>т рп—тЧи • —м 
гпN

(2.4)
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3-§. Геометрик э^тимоллик

Э.чтимолликнинг классик таърифида элементар натижалар 
сони чекли деб фараз 1\илинади. Амалиётда эса купинча мумкин 
булган иатижалари сони чексиз булган тажрибалар учрайди. 
Букдай холларда классик таърифни ^улланиб булмайди. Бироц 
бундам холларда баъзан эхтнмолликни ^исоблашнинг бошцача 
усулидан фойдаланиш мумкин булиб, бунда ^ам аввалгидек 
баъзи ходисаларнинг тенг имкониятлилик тушунчаси асосий 
аха\тиятга эга булиб цолаверади.

Эугнмолликнннг геометрик таърифи деб аталадигаи усулдан 
тасодифип ну^танинг бирор соханинг исталгаи цисмига тушиш 
эхтимоллиги бу соханинг улчовига (узунлигига, юзига, хаж- 
мига) пропорционал булиб, унинг шакли ва жойлашишига бог- 
лик булмаган холда фойдаланиш мумкин.

Аншулик максалида икки улчовли ,\ол билан чекланамиз. 
Текисликда юзи 3/,га тенг бирор О соха берилган булиб, унда 
кга За га тенг й со.\а жойлашган булсин (126-шакл). Б  со^ага 
таваккалига нуцта ташлаиади. Бунда бу ну^танинг И соханинг 
исталгаи кнсмига тушиш э^тимоллиги бу соханинг юзига тугри 
пропорционал ва унинг шакли, жойлашишига эса богли^ эмас 
деб фараз цилинади. Бундай холда бу ну^танинг За сохага 
тушиш эхтимоллиги

формула билан ани^ланади.
1-м и с о л .  Квадратга ички дойра чизилган. Квадратга 

таваккалига ташланган нуктанинг дойра ичига тушиш э^тнмол- 
лиги канча?

Е  ч и ш. г оркали дойра радиуси узунлигини белгилаймиз. У  хол­
да укинг юзи Зд= л г 2 га, квэдратнинг юзи эса 5 кв--4г'2 га тенг. 
Изланаётган эхтимоллик эса Р  = л/4 га тенг.

(3.1)

у

60

126- шакл. 127- шакл.
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2-ми с о л. Учрашув хацидаги масала. А на В  кишилар 
бирор ж о Г] да соат 12 билан соат 13 орасида учрашувга кели- 
шишди. Учрашув жойига келгаи киши шеригини 15 минут даво- 
мида кутади, кейин эса кетиб цолади. Агар курсатилган соат 
давомида улардан хар бирининг келиш пайтлари тасодифий 
ва богликмас булса, яъни бирининг келиш пайти иккинчиси- 
нинг келиш пайтига таъсир этмаса, бу кишиларнинг учрашиш 
э^тимоллигини топинг.

Е  ч м ш. А  кишининг келиш вактипн х оркали, В  кишининг 
келиш ва^тини эса у оркали белгилаймиз. Учрашув булиши 
учун

\у — хI < 15

булиши зарур ва кифоядир. х ва у ни текисликда декарт коор­
динаталари сифатида ифодалаймиз (127-шакл), масштаб бир- 
лиги сифатида 1 минутни танлаймиз. Барча мумкин булган 
натижалар томони 60 га тенг квадратпинг пуцталари билан 
таевнрланди, учрашувга цулайлик тугдирувчи натижалар аса 
штрихлаиган со^ада жойлашади. Изланаётган эхтимоллик эса 
штрихланган со. а̂ юзининг бутун квадрат юзига нисбатига 
тенг, яъни

Р =  002 ~ 2-0’5'452 = 0,4375.602

4-§. Х °Д исанинг нисбий частотаси

п та бир хил тажрибалар кетма-кет утказилгаи булиб, улар­
нинг х.ар бирида А ходиса руй берган ёки руй бермаган булсин.

Т а ъ р и ф. А ходисанинг берилган тажрибалар кетма-кетли- 
гидаги нисбий частотаси деб А ^одиса руй берган тажрибалар 
сонининг утказилгаи барча тажрибалар сонига нисбати айти­
лади.

А ходисанинг нисбий частотасини Р* (А) оркали белгиласак,

Р * ( А )  = — (4.1)П
булади, бу ерда т  —  шу А ходисанинг п та тажрибада рун бе­
риш сони, п —  жами тажрибалар сони.

М и с о л .  Буюмлар сифатини назорат 1̂ илиш учун партиядан 
таваккалига 100 та буюм олинди, улар ичида 4 та буюм яроц- 
сиз чи^ди. Яроцсизлик нисбий частотасини топинг.

Е ч и ш .  А орцали яро^сиз буюм чи^ишидан иборат ходи- 
сани белгиласак, цуйидагига эга буламиз: т  — 4, п = 100 ва 
Р* (А )  =0,04.

Нисбий частотанинг баъзи хоссаларини исботсиз келтириб 
утамиз:

1) Исталгаи ходисанинг нисбий частотаси бирдан орт>щ 
булмаган манфиймас сон, шу билан бирга Р*(11) = 1, Р- (1 ) = 0.
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2) Р* (А +В )  =Р* (А) + Р* ( В ) , бу ерда А ва В  — биргалик- 
дамас ходисалар.

Ходисанинг тажрибадан олдин аникланадиган эхтимоллиги- 
дап фарцлн ;уларох ходисанинг нисбий частотаси тажрибадан 
кеиин топилади.

5- §. Эхтимолликнинг статистик таърифи

Дйтайлик, бирор тажриба чекланишсиз такрорланади ва 
Хар бир тажрибадан сунг царалаётган ходисанинг нисбий часто­
таси барча утказилган тажрибалар серияси буйича хисобла- 
нади. Бунда ушбу нарса пай^алади: бошида, утказилган тажри­
балар б^лганида, хаР бир тажрибанинг тасодифий натижаси 
ходиса нисбий частотасини сезиларли узгартиради. Бирок; таж ­
рибалар сони ортиб бориши бнлан х.ар бир янги тажриба нати- 
жасининг таъсири камая боради. Масалан, мингинчи тажриба­
нинг натижаси нисбий частотани 0,001 дан камга узгартиради. 
Ходисанинг нисбий частотаси гуё тасодифий булмай цолади ва 
бирор сон атрофида тургунлашади. Ана шу сонни ^аралаётган 
Ходисанинг статистик эхтимоллиги деб аталади.

Масалан, агар биз бир еки бир неча оила ва хатто бирор 
цишлох ахолисинн урганиш билан чекланадиган булсак, янги 
тугилган чацало^ларпинг жинси буйича та^симоти хаР цандай 
булиши мумкин. Ахолиси куп булган катта худудни ургани- 
ладиган булса, иш бутунлай бошкача булади. Бунда ^из ва 
угил болалар тугилнши нисбий частотасининг тургунлиги тулих 
намоён булади, шу билан бирга у турли хУД УД лар  учун бир хил 
булиб чикади.

Швед статистикаси маълумотлари буйича 1935 йилда ^из 
болалар тугилиши нисбий частотаси ойлар буйича ушбу жад-

валда курсатилганндек тацсимланган.
Бу нисбий частоталар 0,482 сони 

атрофида тебраниб туради. Юкорида 
баён килннганига асосан 0,482 сонини 
киз болалар тугилиши статистик э^ти- 
моллиги деб хисоблаш мумкин.
6- §. Амалда мумкинмас ходисалар

Амалда мумкинмас ходиса деб, 
эхтимоллиги нолга аних тенг булма­
ган, бирох унга жуда я^ин булган 
Ходиеага айтилади.

Амалда мумкинмас хрдисалар эх­
тимоллик назариясида катта ахами- 
ятга эга, бу фаннинг барча амалийтат- 
бихла,ри ана шуларга асосланади, бун­
да амалий ишонч принципи деган 
коидага амал цилпниб, уни бундай 
таърифлаш мумкин:

Ой

Тугилган 
цпз бола­
лар ннс- 
бий час­

тотаси

Январ 0,486
Фев рал 0,489
Март 0,490
Апрел 0,471
Май 0,482
Мюн 0,478
Июл 0,462
Август 0,484
Сентябр 0,485
Октябр 0,491
Ноябр 0,482
Декабр 0,478

Йил буйича 0,4826
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Агар А .\одисанинг берилган тажрибада эхтнмоллигн чуда 
кичик булса, у укчда бу тажрибанп бир марта утказплгуии- 
да А ходиса руй берманди деб амалнй ишонч хосил г идиш 
мумкин.

Бошцача айтганда, агар А ^одисанннг эхтимоллиги берил­
ган тажрибада жуда кичик булса, бу тажрибани утказчшга 
киришаётганда гуё бу .^одиса умуман мумкиимас. деб, яъни 
унинг рун беришига куз тутмасдан иш олиб боравер»ш ке­
рак.

Амалий ишонч принципи математика воситалари б'злан 
исботланншн мумкин эмас; у ннсоннятнинг бутун амалий тажои- 

баси билан тасди^ланади.
Х,одисанн амалда мумкинмас деб хисоблаш мумкин булиши 

учун унинг эхтимоллиги канчалик кичик булиши керак деган 
масалани хаР бир алохида холда тадцицотчининг узи амалий 
мулохазалардан келиб чициб хал цилади.

Масалан, отишда портлатгичнинг ишламай цолиш эхтимол- 
лиги 0,01 булса, биз портлатгичнинг ишламай колишинн амалда 
мумкинмас ходиса деб хисоблашимиз мумкин. Бирок сакрашда 
парашютнинг очилмай цолиш эхтимоллиги хам 0,01 га тенг бул­
са, биз уни амалда мумкинмас ходиса деб карамаслитмиз 
лозим ва парашютни катта ишончли цилишга харакат килнши- 
миз зарур.

У  З-у 3 II Н И т е к  111 И Р 11 III у Ч у Н С Я В О Л Л 3 р

1. К,андай ходисалар тасодифий, мукаррар ва мумкинмас ^однеаллр деб 
аталади? Бундай ^одисаларга мисоллар келтиринг.

2. ^однеалар тула гурухи таърифини айтиб беринг ва мпсолл л> ч»л -  
тиринг.

3. Ходисаларнинг биргаликдамаслик таърифини айтинг ва мисоллар кел­
тиринг.

4. Кандай ходисалар эквивалент ходисалар деб аталади?
5. Ходисаларнинг йигиндиси ва купайтмаси деб нимага айтилади? Мисол­

лар келтиринг.
6. Вьенн днаграммаеннн ифодалайдиган мисолни басн кнлинг.
7. Ходисаларни ^ушиш ва купайтириш амалларининг асосий хоссаларини 

курсатинг.
8. Эхтимолликнинг классик таърифини айтиб беринг. Унинг асосий хосса­

ларини ифодаланг.
9. Танланма хацидагм масалапинг куйилишини таърифланг ва бу мгеала- 

нииг ечимини берадиган формулани ёзинг.
10. Геометрик эхдимоллик таърифини айтиб беринг.
11. Учрашув хацидаги масалани баён килинг ва унинг ечилиш усулини 

курсатинг.
12. Х,°Днсанииг нисбий частотаси деб нимага айтилади? Мисол келтиринг.
13. Нисбий частотанинг хоссаларини курсатинг.
14. Статистик э>;тимоллик тушунчаси цандай киритиладн?
15. Ходисаларнинг амалда мумкиимаелнк принципи нимадаи иборат? Ми­

сол келтиринг.
16. Амалий ишонч принципи нимадан иборат? Мисол келтиринг.
17. 14.35— 14.41, 14.66— 14.159- масалаларни ечинг.
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7-§. Биргаликдамас ходисалар учун э^тимолликни кушиш 
теоремаси

1 - т е о р е м а .  Иккита биргаликдамас А ва В  ходиса йигин- 
дисичинг эхтимоллиги бу ходисалар эцтимолликлари йигинди- 
сига тенг, яъни

Р (А + В )  = Р(А) + Р{В). (7.1)
Бу теоремами снновлар схемаси учун исботлаймиз. Тажри- 

Оашыг мумкин булган натижалари п та синовда келтирилсин, 
биз улар ни яцкол булиши учун п та нукта куринишда тасвир-
л а им из:

"■>-/) /с~в

-'7, '

Г>у п та холда к т  таси А ходиеага, к таси В  .^одисага кулан- 
лик тугдирсин. У холда

Р(А ) Р ( В ) ^ ~ .П П
А ва В .ходисалар биргаликдамаслиги сабабли, бир вацтда А 
ходиеага >>ам, В  ^однеага ^ам ^улайлнк тугдирувчи доллар4 
йук. Демак, А + В  ^одисага т-\-к та >*ол цулайлик тугдиради ва

Р(А  - В) = = — + -  -  Р(Л) +  Р(В).
п п п

а :<а шуни исботлаш талаб этилган эди.
1-мисол .  Агар кабул цилиш шартларнга кура 50 та буюм­

дан купи билан битта буюм яроь^сиз булганда цабул цилиш 
мумкин булса, ичида 5 та яро^сизи булган 100 та буюмдан 
таваккалига ярмн олиб текширилганда бу партнянинг ^аммаси 
кабул цилнниш э>;тнмоллигини топинг.

Е  ч и ш. А орцали 50 та буюмни текширилганда битта >;ам 
яроксиз буюм чицмаганлнгн ^одисасини, В  орцалн эса фацат 
битта яроксиз буюм чиццанлиги ^одисасини белгилаймиз.

1̂ а/3ул шартларига кура, агар А + В  ^одиса юз берса, буюм­
лар партияси кабул цилинади. Л ва В  ^одисаларнинг бирга- 
ликдамаслигиии ^амда (2.4) формулани ^исобга олсак, цуйида- 
гини х;оснл циламиз:

Р  -= Р (Л  +  В) = Р(Л ) +  Р (В )  = %  +  0,181.
ЧоО Чоо

Шундай ^илиб, цабул шартлари буйича бу буюмлар пар­
тияси 0,181 эхтимоллик билан цабул цилиниши мумкин.

1\упшш теоремаси ихтиёрий сондаги биргаликдамас ^одиса- 
лар булган ^олга ,\ам умумлаштирилиши мумкнн.



2-теорема.  Агар Аи Л2, . . . , Ап ходисаларнинг \ар иккита- 
си биргаликдамас булса, у холда ушбу формула уринли:

Р (А 1+ А 2+ . . .  + А п) = Р (А 1) + Р (А2) +  . . .  + Р (А п). (7.2)
И с б о т и .  Учта биргаликдамас А и Л2, А3 ходисани царай- 

лик. 1-теоремага кура
Р (А 1 А2 +  Л3) = Р((А, +  Л2) -  Л3) = Р {А Х +  Л2) +

+  />(Л3) = />(Л1)4 - Я (Л 2) +  Р (Л 3).
Умумий холда теорема математик индукция усули билан 

исботланиши мумкин.
1-натижа.  Агар Л р Л2, . . . , Ап ходисалар хар иккитаси бир­

галикдамас ходисалар тула гурухини хосил килса, у холда улар 
эхтимолликлари йириндиси 1 га тенг:

Р (Л 1) + Р ( Л 2)+  . ■ • +Р{А , )--  1. (7.3)
Исботи .  Бир томондан, Аъ А2, , Ап ходисалар гурухи 

тула булганлиги учун
Р {А 1 +  Аг + . . . + А п) = Р ( и ) =  1.

Иккинчи томондан, Аи Л2, . . . , Ап ходисаларнинг хар иккитаси 
биргаликдамаслиги сабабли

Р (А Х + Аг+  . . .  + А п) = Р (А 1) +  Р (А 2) +  . . .  + Р { А п).
Бу иккита формулани так^ослаб,

Р (Л :) +  Я (Л 2) +  . . .  + Р (Л „ )  = 1
ни хосил циламиз, шуни исботлаш талаб цилинган эди.

2- н а т и ж  а. К,арама-^арши ходисалар эхтимолликлари 
йигиндиси 1 га тенг :

Р{А) +  Р ( А ) =  1. (7.4)
Бу натижа 1-натижанинг хусусий холи, дархацицат, Л ва А ходи­
салар тула гурух хосил килади ва биргаликдамас.

Эхтимоллик назариясининг амалий татбицларида 2-натижа 
мухим ахамиятга эга.

Амалиётда купинча А ходисанинг эхтимоллигини хисоблаш- 
дан кура А ходисанинг эхтимоллигини хисоблаш осонрох була­
ди. Бу холларда Р (А )  ни хисобланади ва

Р (А )  = 1— Р (А )  (7.5)
ни топилади.

2-м и с о л. 7 та оц ва 3 та х °Р а шар солинган идишдан та­
ваккалига 5 та шар олинади. Олинган шарлар ичида хеч бул- 
маганда битта х °Р а шаР булиш эхтимоллигини топинг.

Е  ч и ш. Л орхали олинган 5 та шар ичида хеч булмаганда
биттаси х °Р а шаР булиши ходисасини белгилаймиз. У холда Л 
Ходиса олинган шарлар ичида битта .хам кора шар йуклигини



Гнлдиради. Р (А )  ни топамиз. Мавжуд шарлар ичидан 5 та шарни 
6 '10 та усул билан олиш мумкин. 7 та ок шардан 5 та шарни С5, та 
усул бнлан олиш мумкин. Ш у сабабли

— Ст'Р(Л  ) = 4- = 0,083,
1̂0

буидан Р(А) = 1— Я (Л) = 0,917.

8- §. Биргаликда ходисалар учун эхтимолликларни кушиш
теоремаси

Биргаликдамас ходисалар учун эхтимолликларни КУШИШ 
тсоремасидан фойдаланиб, биргаликда ходисалар учун э^тимол- 
ликларнн кушиш теоремасини исботлаймиз.

Т е о р е м а .  Иккита биргаликдаги уодисадан %еч булмаган- 
<)а бирининг руй бериш эхтимоллиги бу ходисалар э\тимоллик- 
лари йигиндисидан уларнинг биргаликда руй бериш эутимол- 
лигини айирилганига тенг:

Р (А  + В)--=Р(А) + Р (В ) — Р(АВ). (8.1)
И с б о т и .  Л, В  в а Л  + Б  ходисаларни куйидагича биргалик­

дамас ^одисалар йигиндиси куринишида ифодалаймиз:
Л = Л (В В ) = АВ +  АВ, В ^ В ( А  + А )  = АВ +  Л В, 

А + В  = АВ + А В  + АВ.
Биргаликдамас ходисалар учун эхтимолликларни кушиш тео­
ремасига кура

Р(А)  = Р(АВ) +  Р (АВ) ,
Р ( В ) = Р ( А В )  +  Р (АВ ) ,

Р (А  +  В) = Р (А В ) +  Р (АВ )  +  Р (АВ) .
Бу учта тенгликдаи (8.1) формула ни осон хосил киламиз:

Р  (Л +  В) = Р  (АВ) +  Р (АВ)  + Р  (АВ) = Р  (АВ) + Р  (АВ)'+ 1 
+  Р  (АВ) +  Р  (АВ) — Р  (АВ) = Р  (А) + Р  (В) — Р  (АВ).

Теорема исбот килинди.
(8.1) формула содда геометрик тал- 

Кинга эга (128-шакл).
Учта биргаликдамас х°Днса йигин- 

дисининг эхтимоллиги ушбу форму­
ла буйича хисобланади:

Р (А  +  В  +  С) = Р(А) +  Р  (В) +
+ р (С) — Р  (АВ) — Р  (АС) — Р  (ВС) +

+ Р(АВС).
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9- §. Э^тимолликларни купайтириш теоремаси

Эхтимолликларни купайтириш теоремасини баён этншдан 
аввал богли^мас ва богли^ ходисалар хацидаги ушбу му^им 
тушунчани баён этамиз.

1- т а ъ р и ф .  Агар А ходисанинг эхтимоллиги В  ходисанинг 
руй берган ёки руй бсрмаганлигига богли^ булмаса, А х1одиса 
В  уодисага боглицмас дейилади.

2-т а ъ р и ф. Агар А ходисанинг эхтимоллиги В  ходисанинг 
руй берган ёки бсрмаганлигига борли^ равишда узгарса, А Мо­
диса В  ходисага боглик, дейилади.

1-м и сол .  Омборда 500 дона ламиа булиб, улардан 100 
таен бир заводда ва 400 таси бошь^а заводда тайёрланган. 
Биринчи заводда тайёрланган лампаларнинг 80 фоизи маълум 
стандартни ^аноатлантирсин, иккинчи завод махсулоти учун бу 
60 фоиз булсин. А ходисанинг— омбордан тасодифий олинган 
битта лампанинг стандарт шартларини цаноатлантириш эхти­
моллигини топинг.

Стандарт ламналар жами сони биринчи заводда тайёрлан­
ган 80 та лампадан ва иккинчи заводда тайёрланган 400-0,60 = 
= 240 та лампадан иборат, яъни 320 га тенг, демак, Р (А )  = 
= 320 : 500 = 0,64.

Хисоблашда олинган лампа ^айси завод махсулоти экан­
лиги хацидаги хеч ^андай тахмин килинмади. Агар бу хилдагн 
тахмин цилинса, у холАа бизни кизицтираётган эхтимоллик 
узгаради. Масалан, олинган лампа биринчи заводда тайёрлан­
ган (В  ходиса) деб фараз килайлик. Бу холда унинг стандарт 
булиш эхтимоллиги энди 0,64 эмас, балки 0,80 булади. Бундан 
А ходиса В  ходисага боглик деб хулоса чикарамиз.

3-т а ъ р и ф. А ходисанинг В  ходиса руй берди деган шарт- 
да хисобланган эхтимоллиги А ходисанинг В  %одиса руй бериш 
шартидаги шартли эхтимоллиги деб аталади ва Р (А /В ) билан 
белгиланади.

Олдинги мисолда Р (А )  = 0,64, Р (А /В ) —0,80.
А ходисанинг В  ходисага богликмаслик шартини ушбу

Р (А /В ) = Р (А )  (9.1)

формула оркали, богликлик шартини эса

Р (А / В )Ф Р (А )  (9.2)
формула оркали ёзиш мумкин.

К у п а й т и р и ш  т е о р е м а с и .  Л ва В  ходисалар купайт- 
масининг эхтимоллиги бу ходисалардан бирининг эхтимолли­
гини иккинчи .\одисанинг биринчи х,одиса руй берди деган 
шартда шартли э>{тимоллигига купайпмасига тенг:

Р (А В )= Р (А )Р (В / А ) .  (9.3)
И с б о т и .  Теоремани классик схема учун исбот киламиз.
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Биз уларнн кургазмали булиши учун нукталар куринишида 
тасвирлаймиз.

.■1 ходиеага т  та' хол, В  ходиеага эса к та хол кулайлпк
1 углиреии. Бу А ва В  ходисалар биргаликда деб фараз килай- 
■'Iик, демак, умуман айтганда, А ходиеага хам, В  ходиеага хам 
Кулайлик тугднрадиган хрллар бор. Бундай холлар сони / та 
булсин. У холда

Р (Л В ) Р (Л ) — .
п п

Р (В /А ) ни, яъни В  ходисанинг А ходиса руй берди деган 
шартдаги шартли эхтимоллигини хисоблаймиз.

Агар А ходиса руй берган булса, у холда илгариги мумкин 
булган п та холдаи /1 ходиеага кулайлпк тугднрадиган фа кат 
/и та хол коладп. Улардан / та .\ол В  ходиеага кулайлик туг- 
диради. Демак,

Р  (В,1 А) •- .т
Энди теореманинг исботини якунланмиз:

Р (А В ) = — ■ 1~ Р (А )Р (В  А).
п п гп

Шуни исботлаш талаб килинган эди.
И з  ох. А В  = ВА эканини хисобга олсак, (9.3) формулани 

бундай куринншда ёзиш хам мумкин:
Р (А В ) - Р  (В) Р  (Л В). (9.4)

Купайтириш теоремасидан келиб чицадиган натижаларни 
келтирамиз.

1 - н а т и ж а .  Агар А х°диса В  ходиеага боглик булмаса, 
у холда В  ходиса хам А ходиеага боглик булмайди.

И с б о т и .  (9.3) ва (9.4) формулаларни таккослаб,
Р (А )Р (В / А ) ■ Р (В )  Р (Л  В)

ни хосил киламиз.
Р (А /В ) = Р (А )  эканини х>*собга олсак, бу ердан

Р (А )Р (В / А ) : Р (В ) Р (А )
ни ,\осил киламиз. Бу тенгликдал Р  (.4) ф 0 деб фарлз килиб,

Р (В / Л )= Р (В )
ни хосил киламиз, бу эса В  ходиса А ходиеага боглик эмасли- 
гини билдиради.
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Бу натижадан ходисаларнинг биргаликда ва биргаликдамас- 
лиги узаро эквивалент эканлиги келиб чикади. Ш у муносабат 
билан бундай таърифни киритамиз.

4-т а ъ р и  ф. Агар иккита ходисадан бирининг руй бсриши 
иккинчисннинг руй бериш эхтимоллигини узгартирмаса, бу 
ходисалар богликмас деб аталадн.

2- н а т и ж  а. Иккита богликмас ходиса купайтмасининг руй 
бериш эхтимоллиги бу ходисалар эхтимолликларининг купайт- 
масига тенг:

Р ( . \ В )= Р (А )Р (В ) .  (9.5)
И с б о т и .  Р (А В )  = Р (А )Р (В / А )  = Р (А ) Р ( В ) ,  шуни исбот- 

лаш талаб килинган эди.
Агар А ва В  ходисалар богликмас булса, у холда э^тимол- 

ликларни кушиш умумий коидаси (8-§ даги (8.1) формула)/! 
ва В  ходисаларнинг йигиндиси эхтимоллигини бевосита А ка В  
ходисаларнинг эхтимолликлари оркали топиш имконини 
беради:

Р (А  + В ) = Р ( А ) + Р ( В ) — Р ( А ) Р ( В ) .  (9.6)
2-м и с о л .  Иккита мерган бир-бирига богликмас равишда 

битта иишонга ^арата у к. узишмо^да. Нишонга теккизиш эхти­
моллиги биринчи мерган учун 73 ("Л)) = 0,9, иккинчи мерган 
учун Я (Л 2) = 0,8. Агар нишоннинг яксон цнлиниши учун битта 
укнинг тегиши кнфоя цилса, нишоннинг яксон ^илиниш эхти­
моллигини топинг.

Е ч и ш .  А ! ва А2 ходисалар (нишонни биринчи ва иккинчи 
мерган уриши) богликмас, шунинг учуй изланаётган эхтимол- 
ликни хисоблашда (9.6) формулани цуллаймиз:

Р  (Л , + Л 2) = 0,9 + 0,8—0,9 • 0,8 = 0,98.
Эхтимолликларни купайтириш теоремаси исталган сондаги 

эхтимолликлар учун умумлаштирилиши мумкин, чуиончи ушбу 
теорема уринли.

1- т е о р е м а. Куйидаги формула уринли

Р (А 1А2 . . . Л„) = Р (Л 1) Р ( Л 2/Л1)Р (Л 3/Л1-Л2 . . .

. . . Р (А п/АЛ. • • • А,_,). (9.7)
Теореманинг исботи математик индукция усули билан бажа­

рилади.
3-м и с о л .  100 та деталдан иборат гурух танланма назорат 

килинмоцда. Бутун гурухнинг яро^сизлик шарти текширилаётган 
бешта деталдан хеч булмаганда биттасининг яроцсиз булиши- 
дир. Агар гурухда 5% яро^сиз детал бор булса, бу гурухнинг 
кабул ^илинмаслик эхтимоллиги цанча?

Е чи  ш. Деталлар гурухи кабул цилинишидан иборат цара- 
ма-карши А ходисанинг эхтимоллигини топамиз. Бу х°Диса 
бешта ходисанинг купайтмаси булади: А = А И 2Л3Л 4Л5, бу
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ерда Ак {к = 1, 2, 3, 4, 5) текширнлган к- дета л сифатли экан- 
лигини билдиради.

Сунгра Р {А \ ) =95/100 га эгамиз, чунки барча деталлар 
100 та, яроцлилари эса 95 та, А\ ходчса руй берганидан сунг 
!)9 та детал колади, улар орасида 94 таси яроклн, шунинг 
учун Р (А 2/А1) = 94/99. Шунга ухшаш, куйидагиларнч топамиз:

Изланаётган эхтимоллик: р = Р (Л )  = 1— Р(А ) = 0,23. Знди ушбу 
таърифнн киритамиз:

5-т а ъ р и ф .  Бир неча ходисалардан исталган бири колган- 
ларининг исталган туиламининг купайтмасига боглик булмаса, 
бу ходисалар биргаликда богмщмас деб аталади.

Бу таърифга асосан (9.7) формуладан ушбу теоремани ^осил 
киламиз:

2-т е о р е м а. Агар Л ь Л2, . .., Ап ходисалар биргаликда 
боглицмас булса, у холда бу ходисалар купайтмасининг эхти­
моллиги улар эхтимолликларининг купайтмасига тенг:

Хусусий холда, А и А2, , Ап ходисалар бир хил р эхтимоллик- 
ка эга булганда (9.8) формула куйидагини беради:

10- §. Хеч булмаганда битта ходисанинг руй бериш эхтимоллиги

Бу э^тимолликни биз аслида (8.2) формула оркали з^исобла- 
шимнз мумкин. Бирок ходисалар сони хал и унча катта булма- 
гандаёк, бу формуладан фойдаланиш катта хисоблаш ишлари 
билан боглик- Ш у сабабли бу эхтимолликни хисоблаш учун 
бошка формуладан фойдаланилади.

Т е о р е м а .  Биргаликда боглицмас булган А,, Аь . . Ап 
*одисаларнинг %еч брлмаганда биттасининг руй беришидан ибо­
рат А ходисанинг эхтимоллиги

Р(А) = Р (А 1 + Аг +  . . .  +  Ап) =  1 — <7  ̂ . . <7„ ( Ю. 1) 

ва тенг, бунда — Р  (Л )̂
Исбот и .  А = Л1+ Л 2+ . - •+ Ап булганлкги учун Л = Л 1Л2... Ап. 

(7.6) Ш (9.8) формулалардан фойдаланиб, куйидагини хосил килами3' 
Р (А )~  ! — Р(А) = 1 -  Р(Аг А2 . . . Ап) = 1 -  Р  (А,) Р  (Л7). . . Р(Ап)=
■■1 — чг . . .  дп. Шуни исботлаш талаб килинган эди.

Хусусап, А1,Аг, . . .  , Ап ходисалар р га тенг бир хил эхтимол-

Р (А гА2 . . . Л„) = Р (А 1)Р (А 2) . . . Р (А п). (9.8)

Р (А 1А2 . . . А п) =  рп. (9.9)
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ликка эга булса, у холда улардан хеч булмагачда биттасннииг руй 
Сериш эхтимоллиги

Р (А ) := 1 - дп (Ч-~:1-р) (10.2)
га тенг.

1-м и сол .  Учта тупдан отишда нишоига текизиш э^тимол- 
лиги мос равишда р\ = 0,4, р2 = 0,6, Рз = 0,7, нишон яксон цили- 
нишп учун битта уцнинг тегиши кифоя цилса, учала тупдан 
бир пула отишда нишоннинг яксон цплиннш эхтимоллигини 
топинг.

Е ч и ш .  А I, А2 ва А 3 хоД,,салаР нишонни мос равишда би­
ринчи, иккинчи ва учинчи туплардан уришни билдирсин. Бу 
ходисалар биргаликда богли^маслиги равшан (хар бир тупдан 
нишонга теккизиш эхтимоллиги бош^а туплардан отиш натижа- 
ларига богликмас). Сунгра 1̂ = 1—Р] = 0,6, ^2= 1—Р2 = 0,4, 
9з = 1—/>з = 0,3. Изланаётган эхтимолликни (10.1) формуладан 
топамиз:

Р (А ) 1 -- </, д, Чя - 1 - 0,6 0,4 0.3 0,928.
2-м и с о л .  Системада мухим курнлма булиб, у п та эле- 

ментдан иборат ва уларнинг хар бирининг бузилмасдан ишлаш 
эхтимоллиги (ишончлилиги) р га тенг. Лгар бу элементлардан 
\еч булмаганда биттаси ншласа, цурилма ишлайди. Бу ^урил- 
манинг ишончлилиги берилган Р  дан ортиц булиши учун у неч- 
та элементга эга булиши керак?

Е ч и ш .  Бу ^урилманинг фа^ат барча элементлари ишдан
чиеданндагина унинг бузиЛиши руй беради. Элементларнинг
ишдан чи^ишинн боглнцмас ходисалар деб, п та элементнинг
Хаммаси ни ишдан чнн,иш эхтимоллигини топамиз: у (I — р)п га тенг.
Шунинг учун ^урилманинг бузилмасдан ишлаш эхтимоллиги
1 — (1 — р)'1 га тенг. Энди масала 1—(1 — р)п > Р  тенгсизликнн цаноат-
лантирадиган п сонни топишдан иборат, бу тенгсизлик

1е (1 — Я)н > — ----
1е (1 — р )

га тенг кучлн. Масалан, элементнинг ишончлилиги р = 0,8 га, сис­
тема цурилмасининг талаб цилинаётган ишончлилиги эса 
Р=0,99 га тенг булса, у холда

1с 0.01 - 2  ~ п > — ---- = ------- , яъни 3.
1б 0,2 — 0,699

Шундан цилиб, бу шартларда система учта элементга эга 
булиши кифоя.

У з-у з н п п т е к ш и р и ш у ч у н  с а в о л л а р

1. Биргаликдамас ходисалар учун э^тимоллнкларни цушиш теорсмаснни 
таърифлаб беринг.

2. Биргаликдамас ^однсалар учун э^тимолликларни ^ушиш тсоремасининг 
асосий натижаларини айтиб берннг.
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3. Биргалнкда ходисалар учун э.хтимолликларии цушиш теоремасини таъ- 
рифлпб беринг.

4. \одисанпнг шартли эхтимоллиги деб нимага айтилади?
Г). Иккита ходисанинг богли^маслиги таърифини айтиб беринг. Кандгй 

ходисалар биргаликда богликмас деб аталади?
(> Э\тимолликларни купайтириш теоремасинн айтиб беринг.
7. Купайтириш теоремасининг натнжасини айтинг ва мисол келтиринг.
К. ,\еч булмаганда битта ходисанинг руй бериш эхтимоллигини хнсобл?ш 

\а1\идаги теоремани айтиб беринг. Мисол келтиринг.
9. 14.160— 14.224- масалаларни ечинг.

I I - §. Тула эхтимоллик формуласи

Бирор Л ходиса биргаликдамас ходнсаларп'шг тула гурухшн
мк м. 1 киладиган Я ,, Н ,.......... Нп ходисаларнинг (улар гшютезалар
деб аталади) бири билан руй бериши мумкин булсин. Бу гипотезл- 
ллрпипг эчтимолликлари маълум, яъни Р (Н 1), Р (Н ,), . . . , Р (Н п) бе­
ри.и,иг Бу гипотезаларнинг .хар бири а мал га ошганида А ходчсанилг 
руй бериш шартли эхтимолликлари хам маълум, яъни Р(А/Н}), 
Р (Л  II.,),..., Р(А;Ип) эхтимолликлар берилган. /1 хрдисанчнг э-.тл- 
моллнгини хисоблаш талаб кчлинлди.

Г>у холда ушбу форму.и урчнли булишини исботлаймиз:

Р (Л ) Р (Н 1)Р (А 1Н 1) -Г Р (Н ,)Р (Л , Нг) : Р(Н „)Р (Л  7/„). (11.1)
Исботи .  Я ,, И ,...........И п гипотезллар тула прух булг.лпл-

1и \ чун /1 -Л11 Л(Я, -г Н, -г • • ■ Нп) = Л Я , ~  АН, 'г . . .  >
I ЛИп. Я,, II,, . . . , Нп гипотезллар биргаликдамзс, шучилг учуй 

Л//,, АН,, . . . , ЛНп ходисалар хам биргал чкдамас. Буларга кушчш 
теоремаси, кейин купайтириш теоргмаеннл куллаб, куйидагши хосил 
цчламиз:

Р(Л) -- Я  (ЛЯ,) -г Р  (АН,) ~  . . .  +  Р  (АН п) -■
Р (Н 1)Р (Л  Я ,) . . . \-Р (Н ,)Р (Л  Нп),

ипа шунн исботлаш талаб ^илинган эди.
М и с о л .  Имти.\он билетлари ичида талаба билмайдиганлари 

^ам бор. 1̂ айси ^олда талаба учун у биладиган билетни олиши 
•^тнмоллиги катта булади: у билетни биринчи булиб олгандами 
ёки иккинчи булиб олгандами?

Е ч и ш .  п — барча билетлар сони ва к — талаба биладиган 
билетлар сони булсин. Л оркали талаба узи биладиган билетни 
ОЛИШ ^одисасини белгилаймиз. Агар талаба билетни биринчи 
булиб оладиган булса, у холда бизни кнзиктираётган эхтимол- 
ЛИК Р(Л) *--к1п га тенг.

Агвр «бизиинг» талабамиз билетни иккинчи булиб оладиган 
б?лса, биз бу ерда табиий ушбу иккита гипотезани цуямиз:

//( — биринчи талаба «бизнинг» талаба биладиган билетни 
олдн.



#2 — биринчи талаба «бизнинг» талаба билмайдиган билет- 
ни олди.

Бу гипотезаларнинг эхтимолликларини топамиз:

/1 ходисанинг Н 1 ва Н, гипотезалардаги шартли эхтимолликларл

га тенг. (11.1) формулага кура А ходисанинг тула эхтимоллигини 
топамиз:

Шундай килиб, бизни кизиктираётган эхтимоллик иккала 
.холда хам бир хил экан.

12-§. Гипотезалар теоремаси (Бейес формулалари)

М а с а ла н  инг к у й и л и ш и .  Бчргаликдамас //,, Н 2, . . . , Н п ги­
потезалар тула гуру.\и бэрнлган. Бу гипотезаларнинг >̂ар бирининг 
эхтимоллиги Р (Н 1), . . . .  Р  (Нп) маълум. Тажриба уткази-
лади ва унинт натижаси да А ходиса руй беради, бу ходисанинг хар 
бир гипотеза буйича эхтимоллиги, яъни Р(Л1Нх), Р(А/И.2), . . . , 
Р (Л 'Н п) маълум. /I ходиса руй бериши муносабати билан ги­
потезаларнинг эхтимолликларини кайта бахолаш, бошкача айтганда, 
Р (Н 1/Л), Р (Н 2'Л), . . . , Р (Н п/А) шартли э.^тимолликларни топиш 
талаб килинади.

Бу цуйилган масалага ушбу гипотезалар теоремаси жавоб 
беради,

Г и п о т е з а л а р  т е о р е м а с и .  Масала шартларидаги си- 
новдан кейинги гипотезалар э^тимолликлари ушбу формулалар 
буйича %исобланади:

Р (Н ,) = — , Р (Н ,) ■■= - к
п п

Р (Л ’Н 1) = Р(А/Н,) = -±-п — 1 п — 1

-  А.  к~  ! I п~ к —1
п п —■ 1 п /; — 1 /;

(I = 1, 2, . . . .  л). ( 12.1)и
^ Р ( Н к)Р (А .'Н л)



Я (Л) ни (11.1) тула эхтимоллик формуласи ёрдамида ифодалаб, 
исботллнаётган формулаии хосил киламиз:

Я(Я</Л) ' Р{А!н1 ) (/ = 1,2..........п).
V  /-,// . | Р(А;Нк) 
к=-\

Хусусан, тажриба утказилишидан олдии барча гипотезалар тенг 
эхтимоллик, яъни Я (Я , )  --- Я (Я 2) = . . . = Я (Я /1) булса, у холда 
(12 1) (формула ушбу куринишни олади:

Я (//-/Л) - .  ̂М И‘ 1 .
У  р (л //,.)

А'-- 1
М и с о л .  Телевизорга урнатилган лампа иккита партиядан 

бирига Р) = 0,4 ва р2 = 0,6 эхтимоллик билан тегишли булсин. 
Ламианинг I соат давомида ишлаш ва^ти бу партиялар учун 
мос равишда 0,9 ва 0,7 га тенг. Телевизорга урнатилган лампа 
( соат бузилмасдан ишлаган булса, унинг биринчи партияга 
тегишли булиш эхтимоллигини топинг.

1: ч и ш. Иккита гипотезами цараймиз:
Я , — лампа биринчи партияга тегишли;
I I .,— лампа иккинчи партияга тегишли.
Тажрибадан олдии бу гипотезаларнинг э>ли.молликлари:

Я  (Я/) -0,4; Я  (//,,) = 0,6.
Тажриба натижаепда А ходиса руй берган — лампа I соат 

бузилмасдан ишлаган. Л ходисанинг ~НХ ва Я 2 гипотезалардаги 
шартли эхтимолликлари ^уйидагига тенг:

Я  (/1/Я,) -  0,9; Я (Л/Я2) — 0,7.
(12.1) формуладан Я , гипотезанинг тажрибадан кейинги 

эхтимоллигини топамиз:

Я (Я, Л) -  ----? ± .Р-.9----  = 0,462.
0,4 ■ 0,9 0,0 • 0,7

13-§. Богли^мас синовлар кетма-кетлиги.
Бернулли формуласи

Т а ъ р и ф .  Такрорланадиган синовлардан хар бирипинг у 
ёки бу натижасииинг эхтимоллиги бошка синовларда кандай 
Натнжалар булгаплигига боглиц булмаса, улар боглщмас си- 
новлар кетма-кетлигини %осил цилади дейилади.

М и с о л .  Уйин соккасини ташлаитдан иборат тажриба утка- 
зилмоцда. Х аР бир ташлашда у ёки бу сонда очколар чикиш 
эхтимоллиги боища ташлашларда кандай очко чикканлигига 
боглицмаслиги равшан, бинобарин биз бу ерда богликмас симоз- 
лар кетма-кетлигига эгамиз.

Энди цуйидагича цуйилган масалани карайлик: бир хил ша-
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роитда утказиладиган п та боглицмас синовнинг хар бирида А 
ходиса Р ( А ) —р эхтимоллик билан руй берса, унинг бу п та 
синовда роса т  марта руй бериш эхтимоллигини топинг.

Излашётгаи эхтимолликни Р п('») билан белгилаймиз. Масалан, 
Р., (2) — богликмас 3 та синовда А ходиса роса 2 марта руй бериш 
эхтимоллигидир. Бу эхтимолликни бевоента хисоблаш мумкин:
Р 3(2) Р (А А А +  ААА+ААА Р(АЛА) ■}- Р(ААА) \ Р(ААА ) - 3р-д. 
Умумий холда Р п(т ) эхтимоллик Бернулли формуласи деб аталади- 
гаи ушбу формула билан хисобланади:

Р п(т ) = С™ рт ч"~”\ (13.1)
бу ерда <7=1—р. Бу формуланн исботлаймиз.

п та богликмас синовда А ходисанинг роса т  марта маълум 
тартибда, масалан, _

АЛ . . .  Л А А . . .А
т  п ~ ш

гомбипацияда руй бериш эхтимоллиги богликмас ходнеаларни 
купайтириш теоремлеига кура р"'ц"- га теиг. Равшанки, А 
■ /.дпелнгнг яна т  марта, опзоц бешкача тартибда руй бериш 
эхтимоллиги яна шундай булади. Л ходиса гп марта турли 
тартибда учрайлиган буша ухшаш комбннациялар сони гурух- 
лашлар сони С"1 га тенг. Бизнн цнзнктираётгап В ходиса —
А ходилшииг п та богликмас синовда роса т  марта рун бериши 
ажраладнгаи бу ко.мГичацнлларнинг хаммаси биргаликдамас 
ходисалардир. Шунинг учун биргаликдамас ходнеаларни ку- 
шиш теоремасига кура

Р п (т ) Р (В )  С”‘ рт д" 
апа шуни исГотлаш талаб ^илннган эди.

Хусусан, Рп(и) — Р п ва Р п(0) д", буларни богликмас ходисалар- 
нт купайтириш теоремасига кура хам бевоегга хосил цилчш мумкин 
эди.

1-м и с о л .  >̂ ар бир деталнинг стандарт булиш эхтимоллиги 
р = 0,8 булса, таваккалига олинган 5 та деталдан роса 2 таси- 
нинг стандарт булиш эхтимоллигини топинг.

Н ч и ш. Изланаётган эхтимолликни п = 5, т  = 2, р = 0,8 оа 
<? = 0,2 да Бернулли формуласидан топамиз:

Р .  (2) - СгО, 8-’ 0,2* 0,00512 -0,0512.3 ’ • 2!
2-ми сол .  Автобаза нормал ишлашн учун йулда камида

8 та автомашина юриши керак. Базада 10 та машина бор. Х,ар 
бир автомашинанинг йулга чицмаслик эхтимоллиги 0,1 га тенг. 
Автобазанинг эртага нормал ишлаш эхтимоллигини топинг.

Е ч и ш .  Агар йулга 8 та машина (Л хоД11саЬ  ёки туццизта 
машина (В  ходиса), ёкн 10 та машина (С ходиса) чи^са, авто-



бала нормал ишлайди (Е  .\одиса). Э^тимолликларни ^ушиш 
теоремасига кура Р (Е )  = Р (А  + В  + С) = Р (А ) + Р (В )  + Р (С ).  ^ар 
Пир цушилувчини Бернулли формуласи буйича топиб, натижада 
к,уиидагини ,\осил циламиз:

Р (Е )  С*0 0,98 0,1- 0,9я . 0,1 + 0,910 =
- 0.1937 + 0,3874 + 0,3487 -- 0,9298.

3-м и с о л .  Бирор кор.хонада битта деталнинг иуцсонли бу­
лиш эхтимоллиги 0,005 га тенг. 10 000 та деталдан иборат пар-
пглда: а) роса 40 та нуцсопли летал; б) купи билан 70 та нук- 
с'г щ  детал булиш эхтимоллиги канча?

Гяфинчи саволга Севолгга Р п(т ) С”' рт с/” ~т формула сркали
ж. I- Г. берилади ач бунда р 0,005, ц - 0,995, п 10 000, т  —

10 деб олинади; демак, изланаётган эхтимоллик

Р ,Н  Лоо00 М°) - -о?.дабоТ- (0-005)4,, (0-0995)99в°-

Иккинчи саволга жавоб бериш учун эхтимолликларни цушиш 
теоремасидан фойдаланамиз. Изланаётган эхтимоллик ушбу 
и иг н иди билан ифодаланади:

Р  (0 < т  <, 70) Р  (т  -- 0)4- Р  (гп 1) . . .  Р  ( т  70)
711 70

2 ] р ,0 оо„ (т) ^  С”  :,„у (0,005г  • (0.995)10 °<”  - ".
ш-0 гг = о' ”

Шундай цилиб, биз иккала саволга х.ам жавобни олдик. Би­
рок бу ерда талаб цилинадиган хисоблашларни амалда бажа- 
риш жуда кийин. Бу ва бунга ухшаш масалалар Муавр— Лап- 
ласнииг локал ва интеграл теоремаларида бериладиган форму­
лалар ёрдамида ечилади.

14-§. Муавр — Лапласнинг лимит теоремалари

М у а в р  — Л а п л а с н и н г  л о к а л  т е о р е м а с и .  Агар 
А ходисанинг руй бериш эхтимоллиги хаР бир синовда узгар­
мас ва р(0 < р < \ ) га тенг булса, у холда етарлича катта п лар 
учун

р (т ) ~  _ _ и  ц (л). (14.1)
> "Р-1

бу ерда
, . I *= ’> Ш — пр

<14 А ')  - —  _ =  С , Х  --------— _:г:----
I 2 п Л прд

А\ у а в р — Л а п л а с н и н г  и ш е г р а л  теоремаси.  Агар 
А ходисанинг п т а  богликмас синовда руй бериш эхтимол­
лиги узгармас ва р ( 0< р < 1) га тенг булса, у х°лда етарлича 
ка тта  п ларда А ходисанинг т ,  тадан т., тагача руй бериш эх­
тимоллиги Р  ( т 1 < т  < т.,) пшкрибан
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га тенг, бу ерда
X

- , ч 1 Г — (*/2 1, гпх — пр т 2 — пр тФ  (а) = ...-.Л—  I е (И, А-! = , л-2--

Р (т1 <  т <  т2) ж  Ф  (а'2) — Ф  (* ,) (14.2)

, 2.-1 > "рч > пРЧ
о

Бу иккала теоремани исботсиз к;абул циламиз.
1-пзох.  Синовлар сони канчалнк катта булса, (14.1) ва

(14.2) формулалар шунчалик яхширо^ я^инлашишлар беради.
2-и з о х. ср (.V) ва Ф(л') функциялар учун жадваллар бор, 

лекин улар факат аргументнинг мусбат ^ийматлари учун тузил­
ган, чунки ф (А ')  жуфт, Ф (х )  эса Т01̂  функциядир.

М и с о л .  (14.1) ва (14.2) формулалардан фойдаланиб, ол- 
динги параграф 3-мисолидаги эхтимолликни хисобланг.

Е чиш.  Масаланинг биринчи кисми учун: /7 = 0,005, <7 = 0,995, 
п — 10 000, т  ~  -Ю га эгамиз. Шу сабабли

| прд | 100Г.0-0,005-0,995 = 7,05; .г

40— 10 000-0,005

т — пр 

1 ПРЯ

Шундай килиб,

—  1,42;
7,05

Ф  (— 1,42) = ф (1,42) = 0,1456.

ЛооооНО) -  ^  =  0,0206. /,0о
Масаланинг иккинчи кисми учун р- 0,005, с/= 0,995, п = 10 000, 
/т?1 0, т 2 -- 70 га эгамиз. Шункнг учун

т1 — пр 0 — 10 000-0,00 5
]  п р ц  = 7,05; л-!

I прц 7,05

= -  7,09; л'о = = 2,84.
7,05

Шундай килиб,
Р  (0 <  т  <  70) = Л 0 000 (0; 70) = Ф  (2,84) -  Ф  ( -  7,09) =

= Ф (2,84) -- Ф (7,09) = 0,4977 +  0,5 - 0,9977.

15- §. Полиномиал схема

Полиномиал схема бипомиал схеманинг (Бернулли схемасининг) 
умумлашмасидир. Агар Вернули схемасида 2 та ходиса: Л ва Л карал- 
ган булса, полиномиал схемада п та ходиса каралади.

М а с а л а н и н г  цуйилиши.  Тажриба шундан иборатки, узгар­
мас шароитларда п та богликмас сипов утказилади ва уларнинг хар 
бирида тула гурух хосил киладиган к га Ли Л., . . . , Ак ходиса­
нинг факат бнттаси руй бериши мумкин, бунда бу ходисаларнинг
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э.угнмолликлари маълум: р1 = Р (Л 1), р2 = Р (А 2), . . .  , рп = Р (А п) .
Л[ ходиса роса т 1 марта, Л2 ходиса роса т., марта......... Ак ходи-
са роса т к марта руй бериш эхтимоллиги Р п( т 1, т . ,  . . . , т к) ни 
тошшг, бунда т 1 4- пи +  . . .  -г т к — п.

Ечи ш . А\ ^одиса /- синовда (/' = 1, 2, . . .  , п) Л,- (I — 1, 2, ... ,п) 
^одиса руй беришини билдирсин. Бизни кизи^тираётган В  ходиса 
турли усуллар билан руй бериши мумкин. В  ходисашшг руй бериш 
вариантларидан бири, масалан,

А\А\ . . . Л ?М "!‘ + 1 . . . Л'”‘ ’~т ' . . . Л!"‘+ш»+ • ■ • +тк .
В  ходиса руй беришининг барча вариантлариии бу комбинациядан 

К'/йи индексларнинг барча мумкин булган урин алмаштиришларини 
бджариб .хосил килиш мумкин. Бундай комбинациялар сони
-----—-----  га тенг, улардан хар бирининг эхтимоллиги эса ку-гпр.-т,'. . . . т к\ ‘
плнтириш теоремасига кура р^1 р'"> . . . р^к га тенг. Шунинг учун
биргаликдамас ходисаларшшг эхтимолликларини кушиш теоремасига 
кура

Р п К ,  п и , . . . ,  т к) =  — —  Р ?  Р7* ■■■??*■ (15.1)П1± \ 'Гп2 . . .
Хусусий холда к =  2 булганда (13.1) формулани хосил циламнз. 

У з-у з и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Тула э.угимолликни ^исоблашда масаланинг цуйилишини баён цилинг.
2. Тула э^тнмолликни ^исоблаш учун формулани ёзннг. Мисол келтнринг.
3. Гипотезалар теоремаси масаласининг ц^йилишини баён цилинг.
4. Гипотезалар э^тнмоллигини хисоблаш учун формулани ёзинг. Мисол 

келтиринг.
5. Гипотезалар теоремасининг натижасини айтиб беринг.
6. Бернулли формуласини ёзинг. Бернулли формуласи цаидай масалалар- 

ни ечишда кулланилади?
7. Муавр — Лапласнинг локал теоремасини таърифланг. Бу теореманинг 

вазифаси нимадан иборат?
8. Муавр — Лапласнинг интеграл теоремасини таърифланг. Унинг вазифа- 

сн нимадан иборат?
9. Полиномиал схемадаги масаланинг цуйилишини баён цилинг ва талаб 

Кнлинаднган э^тимолликни хисоблаш учун формулани ёзинг.
10. 14.225— 14.256, 14.312— 14.316, 14.346— 14.351, 14.556— 14.570-масала- 

ларнн ечинг.

16-§. Тасодифий ми^дорнинг таърифи

Тасодифий ми^дор тушунчаси эхтимоллик назариясининг 
марказий тушунчаларидан биридир.

Т а ъ р и ф .  Тажриба натижасида олдиндан маълум мумкин 
булган цийматлардан бирини ^абул 1\иладиган микдор тасоди­
фий микдор деб аталади.

Тасодифий микдорлар одатда лотин алфавитининг бош 
харфлари X, У, . . .  билан, уларнинг мумкин булган кийматлари 
эса тегишли кичик ^арфлари х, у, . . .  билан белгиланади.



Амалиётда дуч кслинаднган тасодифий микдорлардан ушбу 
икки хилиии ажратиш мумкин: дискрет тасодифий микдорлар 
ва узлуксиз тасодифий микдорлар.

Дискрет тасодифий мнкдор деб мумкин булган кийматлари 
чекли ёки чексиз сонли кстма-кетликдан иборат мшуюрга айти­
лади.

Дискрет тасодифий микдорларга мисоллар келтирамиз.
1. X  тасодифий микдор— 100 та буюмдан иборат гурухдаги 

ну^сонли буюмЛар сони. Бу мицдорнинг мумкин булган к;иймат- 
лари бундай булади:

х, -  -■ 0, х., ----- 1, ха —  2, . . . , л'1П1  ̂ 100.
2. У  тасодифий микдор танганн турт марта та шла г ли;: зги 

гербли томони тушиш нисбий частоталари. Унинг мумкин бул­
ган кийматлари бундан:

у, 0, //., 0,25, у., - 0,50, у, 0,75, у-, 1.
3. 1 тасодифий микдор нишонга биринчи марта теккизнш- 

гача булган уц узишлар сони. Бу ерда мумкин булган киймат- 
лар чексиз сонли кетма-кетлик хосил килади: г, = 1, г̂  = 2, 
2’з = 3 , ......

Узлуксиз тасодифий микдор деб, мумкин булган кийматлари 
сон у^ининг бирор (чекли ёки чексиз) оралпгинн бутунлай 
тулдирадиган микдорга айтилади.

Келгусида биз бу таърифни бироз аницлаштирамиз.
Узлуксиз тасодифий микдорларга мисоллар.
1. X  тасодифий мицдор — бирор физик катталикни улчаш 

натижаси.
2. Т тасодифий микдор — асбобнинг бузилмасдан ишлаш 

ва^ти.
3. V тасодифий микдор — нишоннинг марказидан у к теккан 

жойгача масофа.

17- §. Дискрет тасодифий микдор эхтимолликларининг 
так,симот к.онуни

Дискрет тасодифий ми^дорни тавсифлаш учун энг аввало 
унинг барча мумкин булган к.ийматларини курсатиш лозим. 
Биро^ X  дискрет тасодифий микдор учун унинг фа^ат мумкин 
булган кийматлари Х\, х2, . . .  нигина эмас, балки Х  = хи Х = х 2,
. . . .ходисаларнинг эхтимолликларини хам, яъни

р. =  р ( х  ^  л-.) (/ = 1 ,2 ,--- п) ,17.1)

ни курсатиш лозим.
1- т а ъ р и ф .  Тасодифий микдорпинг кийматлари билан 

уларнинг эхтимолликлари орасидаги боглаиишни тасодифий 
микдорнинг таксимот цонуни деб аталади.

Тасодифий микдор таксимот конунини ифодалаш усуллари 
ва шакллари турлича булиши мумкинлигини айтиб утамиз.



Л дискрет тасодифий 
мк^дор тацсимот ^онуни бе-
рплншининг энг содда шак- 
ли жадвал булиб, бу ми^- 
Д1 мпинг барча мумкин бул- 
г:;к цийматлари ёзилган ва 
ул/чрга мос э^тнмоллнклар
курсатилган булади:

IX
х.,
Р'1 I- Рп

(17.2) 129- шакл.
Р1
а'2, . . . , хп, . . . ^ийматлар одатда ортиб бсркш 

Ьилади. Бунда!! жадвал тасодифий мицдорнинг таксимот
тартибида 

^атори 110-
МИ билан юритилади Жадвалниаг юкори сатрида X  микдорпинг бар 
ча мумкин булган кийматлари ёзилган лиги ва X  — *•(* = 1, 2, .... п, ...) 
ходисаларнинг хар икк» таен бнргаликдамаслиги сабабли р1-{-р.,+

• +  Р п - '•
Дбсциссалар уцида тасодифий мицдорнинг мумкин булган 

кийматлари, ординаталар у1\ида эса уларга мос эхтимолликлар- 
ни ^уйилади. (хи рь), (х2, р2), . . .  нуцталарни кесмалар билан 
гуташтириладн. Бунда хосил булган шакл таксимот кунбурчаги 

деб аталади (129- шакл).
Дискрет тасодифий мицдор ва унинг таксимот цонунига дойр 

бир неча мисол курамиз.
1-м и со  л. Битта тажриба утказилади, унда А ходисанинг 

руй бериш эхтимоллиги р га тенг, яъни Р(А)=р.  Бу А ходиса­
нинг руй бериш сонидан иборат X  тасодифий микдор царалади. 
Унинг тацеимот цаторини тузинг.

Е ч и ш .  X  микдор фа^ат иккита циймат цабул цилади: 0 ва 
I . А ходиса р эхтимоллик билан рун берганлиги учун X  тасоди­
фий мицдор 1 га тенг цийматни уша эхтимоллик билан цабул 
килади. А ходиса ва у билан бирга (X  = 0) ходиса д -- 1 — р эхти- 
молликка эга. Шунинг учун X  мицдорнинг таксимот цонуни бундай 
булади:

X  =
0
Я

2- м и с о л. Идишда 10 та шар бор, улардан 3 таси о^. Идиш- 
дан таваккалига 3 та шар олинади. X  тасодифий мицдор — 
олинган оц шарлар сони. Унинг таксимот цонунини ёзинг.

Ечи ш . X  тасодифий микдорпинг мумкин булган циймэтлари 
куйидагича: хх = 0, хг = 1, х.л — 2, х4 = 3. (2.4) формулага асосан
X  = 0, Х =  1,
топамиз:

X  = 2 ва X  = 3 ходисаларнинг эхтимолликларини



Энди X  микдорнинг таксимот клторпни ёзишимиз мумкин:
0 1 2 3

35 63 21 1
120 120 120 120

Т е к ш и р и ш: 63 21+ + ^  +  
120 1 120 ' 120 120

2- т а ъ р и ф. X  тасодифий мнцдорнинг энг катта эхтимоллик 
^иймати унинг модаси деб аталади.

Биз курган 2- мисолдаги тасодифий микдорнинг модаси 1 га 
тенг.

18- §. Дискрет тасодифий мицдорлар устида амаллар

1. Т а с о д и ф и й  м и к д о р н и н г  ф у н к ц и я с и .  X  такси- 
мот 1уэнуни маълум булган тасодифий микдор булсин:

X  =
Х 2 х п

1 Р1 Рг Рп
У =* Кх) зса бу микдорнинг барча мумкин булган кийматларн 

ётадиган сохада аникланган монотон функция булсин. У  холда У = 
= 1(Х) янги дискрет мицдор булади, унинг мумкин булган циймат- 
лари /(л:,), / (х2), . . . булиб, шу бклан бирга У  тасодифий микдор- 
нинг /(*,) кийматни кабул циладиган эхтимоллиги X  тасодифий мик­
дорнинг X,- кийматни ]^абул киладиган эхтимоллигига тенг. Шундай 
цилиб, У — / (X ) тасодифий микдорнинг таксимот кону ни бундай бу­
лади:

(18.1)У = П Х )= \

мисол.  Агар X  тасодифий 

X  =

\КхЖ х2) 1(хп)
1 Р\ Р2 Рп

микдорнинг таксимот конуни

1 - 1 0 1 3 5
1 0,1 0,2 0,3 0,15 0,25

булса, У — 4Х тасодифий микдорнинг таксимот конунини ёзинг. 
Ечи ш . (18.1) формулага асосан куйидаги га эгамиз:

У = 4Х = ( ~ 4 0 4 ! 12 ! 20
1 0,1 0,2 0,3 0,15 0,25

Агар }(х ) номонотон функция булса, у холда у X  нинг турли 
^ийматларида бир хил цийматлар ^абул к;илиши мумкин. Бу 
х,олда олдин (18.1) куринишидаги ёрдамчи жадвал тузиб оли-
надн, кейин эга У тасодифий микдорнинг бир хил кийматларн



устунлари бирлашттирилади, бунда мос эхтимолликлар цуши- 
лади.

о. м и с о л .  Агар X  тасодифий микдорнинг таксимот ко-
нуни

X  = [ - 3 —2 1 1 1 3
1 0,2 0,1 1 0,4 | 0,3

Гулса, ) =А'2 тасодифий микдорнинг таксимот конунини ёзинг. 
Е ч и ш .  У = X 2 учун ёрдамчи жадвал бундай булади:

9 4 | 1 9
0,2 0,1 1 0,4 0,3

-. Лема к, V = X 2 ( 1 4 9
1 0,4 0,1 0,5

У

П .И  к к и т а т а с о д и ф и й  м и к д о р н и н г  й и г и н д и с и
в а к у н а II т м а с и. Ушбу иккита тасодифий мнкдор берилган 
булсин:

х !-* Д'2 1 1 1 х„
1 Р I Рг Рп

ва У У\ | // г 
71 I Чг

X  ва У тасодифий микдорларнинг

У п 
Яп '

1-таъриф.  А ва У тасодифий микдорларнинг йигиндиси деб, 
г(-,.= .г(--|-//,• куринишдаги кнйматларни рц - - Р (Х  = х-, У  — у.) эх­

тимоллик билан кабул киладиган 7. тасодифий микдорга айтилади.
Бунда р{ . — Р  (X  — .V,, У = у .)  ифода X  мнкдор л'(- кийматни, У 

микдор эса у. кийматни кабул килиш эхтимоллигини, ёки бошкача 
айтганда, X  = д-(- ва У — у. ходисаларшшг биргаликда руй бериш 
эхтимоллигини ифодалайди.

Шундай цилиб, агар барча мумкин булган ^ийматлар тур- 
лича булса, у холда 2 = Х + К  тасодифий мнкдор ушбу куриниш­
даги та^симотга эга булади:

г = х + у = \ X} +  у 1 х, +  Уг Х2 + У1 + У* Хг + У г
1 Рп Рп Р‘П Ри

'
Ргг

( 18.2)

Агар бир хил цийматли йигиндилар бор булса, у холда (18.2) 
куринишдаги ёрдамчи жадвал тузиб олинади ва бир цийматли 
устунлар мос эхтимолликларни цушиш билан бирлаштирилади.

Тасодифий микдорларнинг купайтмаси кушишга ухшаш 
аникланади, бироц бунда (18.2) жадвалнинг юкорн сатрида 
йигиндилар урнида мос купайтмалар туради.

2-таъриф.  Агар X  ва У тасоди(лш микдорлар учун исталган 
X  = дг,- ва У — у. .ходисалар жуфти богликмас булса, у холда X  ва 
У' богликмас тасодифий микдорлар деб аталади.

Узлуксиз X  ва У тасодифий микдорларнинг богликмаслиги 
исталган Х < а  ва У<Ь ходисалар жуфтинннг богликмаслигинн 
билдиради.

Агар дискрет тасодифий микдорлар богликмас булса, у хол_ 
да эхтимолликларни купайтириш теоремасига асосан = />,■ , бу 
ерда р1 -  Р (Х  = х-), = Р  (У = у.).
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3-м и сол.  С1 — Х + У  ва У = ХУ  тасодифий микдорларн;шг 
тацсимот 1\онунла|ринп тузинг, бунда А’ ва У богликмас тасо­
дифий микдорлар булиб, уларнинг таксимот конунлари куйи- 
дагича:

3— 1 1 У =- | 1 2
0,4 0,6 1 0,5 0,3 0,2

Е ч и ш .  Йигинди учун ушбу ёрдамчи жадвалии тузами): 

V — 1 + 1 — 1 + 2 - 1 + 3 1 + 1 1+2 | 1 +  3
0,4 0,5 0,4 0,3 0,4 0,2 0,6-0,5 0,6 0,3 1 0,6 0,2

Бир хил кийматли йигиндилар турган устунларни бирлаштн- 
риб, ва бунда мос эхги.моЛлнкларни кушиб, ушбу таксимот 
к о н у и п н и  хосил киламиз:

и - х \ у 0 I 1 2 | 3 1 4
0,20 0,12 0,38 1 0,18 | 0,12

Т с к ш и р г ш: 0,20+0,12 + 0,38 + 0,18 + 0,12 - 1. 
Кл'паптма учун куйидчгнга эгамиз:

V 11 - .1-2 -1-3 1-1 1 -2 1 -3

О 4^ О сл 0,4 0,3 0,4 0,2 0,6 0,5 0,6-0,3 0,6 0,2
Бир хил кийматли купайтмалар турган устунларни бирлаш- 

тириб ва бунда мос эхтимоллнкларни цушиб, куйидагини хо­
сил киламиз:

1_—3 _2 -1 1 2 3
0,08 0,12 0,20 0,30 0,18 0,12

V -- X  У

Т ек  ш и р и ш: 0,08 +  0,12 +  0,20 +  0,30 +  0,18 +  0,12 =  1.

19-§. Тацсимот функцияси
Тасодифий мицдорнинг таксимот 1\Онуни хар доим ^ам (18.2) 

жадвал билан берилавермаслигн мумкин. Масалан, узлуксиз 
тасодифий микдор учун унинг барча мумкин булган л^иймат- 
ларини санаб чициш мумкин эмас.

1-т а ъ р и ф .  }^ар бир л е ] — оо, +  оо [ учун X  тасодифий 
микдорнинг х дан кичик цандайдир ^иймат ^абул ^илиш э.хтн- 
моллигини бсрадиган

Р  (х) = Р (Х < х ) (19.1)
функция X  тасодифий мицдорнинг таксимот функцияси ёки ин­
теграл таксимот функцияси деб аталади.

Агар X  тасодифий ми^дорни Ох у^да тажриба натижасида 
у ёки бу вазиятни эгаллайдиган тасодифий ну^та деб ^аралса, 
у .холда Р (х ) таксимот функцияси х нинг хар бир аник кий- 
мати учун тажриба натижасида А' тасодифий нуцтанинг х ну^- 
тадан чаига тушиш эхтимоллигини билдиради (130-шакл).
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Таърифдан яна таксимот
функцияси узлуксиз тасодифий  ̂ ~~А 4______
микдорлар учун хам, дискрет 0 X х
тасодифий микдорлар учун хам
мавжудлиги келиб чикади. 130-шакл.

Энди узлуксиз тасодифий 
микдорпинг аник таърифини 
берамиз.

2-т а ъ р и ф. Агар А' тасодифий микдорпинг таксимот функ­
цияси хамма ерда узлуксиз, бу функциянинг хосиласи эса истал- 
ган чекли оралицдаги чекли сондаги ну^таларни истисно эт- 
ганда, барча нукталарда узлуксиз булса, X  узлуксиз тасодифий 
мицдор деб аталади.

Таксимот функциясининг умумий хоссаларини куриб чща- 
миз.

1-х ос с а. Р (х ) таксимот функцияси манфиймас функция 
булиб, унинг кийматлари нол ва бир орасида жойлашган:

0< /-(л )< 1. (19.2)
Бу исталган х 1\иймат учун Р (х ) функция бирор эхтимол­

ликни ани^лашидан келиб чикади.
2- х о с с а. X тасодифий микдорпинг [а, р[ оралицка тушиш 

эхтимоллиги таксимот функциясининг бу орали^даги орттнрма- 
сига тенг, яъни

Р  (а < А  < р) = Р (Р) - - Р  (а). (19.3)

Исботлаш учун ушбу учта ходисани ^араймиз: Тажриба на­
тижасида X  тасодифий мицдор р дан кичик ^ийматни кабул 
цилншидан иборат, яъни Х < р  булган А ходиса, Х < а  дан ибо­
рат булган В  ходиса, а^сА'<р булган С ходиса.

В  ва С ходисалар биргаликдамас ва А = В  +  С эканлиги равшап 
1\ушиш теоремасига кура Р {А ) = Р (В ) +  Р (С ) ёки Р (Х  < Р)
= Р (Х  < а) +  Р (а < А '< Р ).  Бундай куйидагини хосил киламиз: 
Р(ос <  А  < р) == Р (  X  < Р) - - Р {Х  < а) = Р(Р) — Р( а ) . '

1- н ат и жа .  Таксимот функцияси камаймайдиган функция, яънч 
х2 > .V, булса, у холда / (лг,)>/г(д1). ^акикатан, (19.3) формуладан 
Р  (х2) — Р (х 1) = Р (х 1< Х 2< х 2) эканлиги келиб чикади, бундан эса 
Р(х2) — Р  (.V,) >  0 ёки Р  (х,) >  Р(х1).

2-и а т и ж а. Узлуксиз тасодифий микдорпинг танин кнй- 
матни цабул килиш эхтимоллиги нолга тенг.

Исботи .  Р (Х  - а) = П т Р (а  < X  < Р) = П т (Р (Р) — Р(ГА) = О,
чуики Р(х) функция а нуктада узлуксиз.

Бу натижадан куйидаги келиб чикаць:

Р (а  < X  < Р) = Р ( а<  X  < р) = Р (а  < X  < р) = Р (а < А<р) =
= Р ф )- Г { а ) .  (19.4)

Масалан, Р (а  < А' < р) = Р(а  < X  < Р) ~г Р  (А = Р) = Р  (Р) — Р  (а).
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3-х ос с а. Таксимот функцияси — оо да 0 га тенг, + о о  да 
эса 1 га тенг, яъни

Р ( — оо) = 0; /•'(+«>)= 1. (19.5)
Хакик.атлн, х ну^та чапга томон чексиз силжиганида X  тасоди­

фий нуцтанинг х дан чапрок^а тушиши мумкинмас ходиеага айлана- 
ди, шунинг учун /•'(— оо) = П т Р (х) = 0.

Х-+  —  оо

Шунга ухшаш, х нукта унгга томои чексиз силжиганида X  тасо­
дифий нуктанииг х дан чапрокка тушиши мукаррар ходиеага айла- 
нади. Шунинг учун Р  ( + оо) = 11 т  -Р (а ) = 1.

1-мисол.  X  тасодифий микдор ушбу таксимот функциясига
эга:

О, агар х < 0 булса,
V »

агар 0 < х < 2 булса,

7 „  , 11
16

х — агар х < —  оулса,
4

111, агар х > —  булса.

а) Унинг графигини ясанг; б) А’ тасодифий микдорнинг 
[ 1,6; 3] оралицка тушиш эхтимоллигини хнеобланг.

Ечиш. Р (х ) функциянинг графигини ясаймиз (131-шакл). 
Изланаётган эхтимолликнп (19.4) формула буйича хисоб- 

лаймиз:
Я (1 ,6<  А < 3) = /г(3) — Р(1,6) = 1 — (1,6)* 16 =0,84.

2-мисол.  X  дискрет тасодифий микдор

I 0,2

3_
0,5

_5
0,3

жадвал билан берилган. Унинг таксимот функциясини топинг ва 
графигини ясанг.

Е чи ш.  Равшанки, \*х<Е]— оо; — 1| учун Р ( х ) 0, чунки бу 
холда X  < х ходиса мумкин булмаган ходиса булади. — 1 < х < 3 
булсин. У холда у  х 61 — 1 ;3] учун Р(х) — р (Х  < х) Р (Х  - — 1) =

-■= 0,2; 3 < х < 5 булсин, 
у холда V  х^| 3; 5| учун 
Р(х) - Р (Х< х) Р (Х  -
-  — 1) +  Р  (X  - 3) - 
= 0,2 +  0,5 -- 0,7; х >5 

булсин. У холда Р (х) — 
= Р  (Х< х) -- 1 булади, 
чунки V  х > 5 учун 
X  < х ходиса мукаррар 

131-шакл. ходиса булади.

1

Г ( х)

0 2 ///4
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1: ( Х )

Г(у-)

132- шакл.

Элди биз Р (х) таксимот 
функциясининг аналитик ифо­
дасини ёзишимиз ва унинг 
графигини ясашимиз мумкин 
(132- шакл).

О, .V < — 1 да, г
0,2, — 1<дг<3да, ~
0.7, 3 < х ^  5 да,
1, .V > 5 да.

Курамизки, график ногонавий чизи^дан иборат. х узгарувчи X 
узлукли микдорнинг мумкин булган кийматларидан бири ор- 
кали утишида Г  (х) функция сакраб узгаради, бунда сакраш 
катталигн бу цийматнинг э.угимоллигига тенг.

20- §. Эхтимолликнинг таксимот зичлиги
X  узлуксиз тасодифий мицдор булсин.
'Г а ъ р и ф. X тасодифий микдор эхтимоллик таксимотининг 

дифференциал функцияси деб,
Их) = Г ' (х)

формула билан аникланадиган }(х) функиияга айтилади.
(20.1) ((юрмуладан

(20.1)

Их)  ̂ п т
Ах-*0

Г  [Л- - Л .у) — И (л) 
Д* -- П т

Длг-.О

келиб чикади. Р  (.V < Л' ^  .V Т  Лх) сурат X  тасодифий микдор [.с, л'-г 
Л л ] ораликда ётган кийматни кабул килиш эхтимоллиги «масса­

сини» билдиради.
Р  (.V <г Л <с х Лл ) , . ,Демак, ----—— —— —-— - эхтимолликнинг [.г, х -г- Ддг] ораликда-д .V

ги уртача зичлигини, [(х) - н т
Д*->0

Р  {х еС X  С  х -г Лл) 
Л л

эса X  тасоди­

фий микдорнинг х иуктадаги эхтимоллиги зичлигини билдиради. Шу 
муносабат билан таксимот дифференциал функциясини тацсимот зич­
лиги, унинг графигини эса таксимот эгри чизиги дейилади.

Таксимот зичлигининг асосий хоссаларини келтирамиз.
1-х ос с а. Тацсимот зичлиги манфиймас, яъни

!(х) > 0. (20.2)
Бу хосса [ (х) камаймайдиган Р (х) таксимот функциясининг 
хосиласи эканлигидан келиб чикади.

2-х о с  с а. Р  (х) таксимот функцияси маълум булган } (х) 
таксимот зичлигидан

Р(х)~- \ /(1)Ш
— X

формула буйича топилиши мумкин.

(20.3)
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Хаки катан хам, Ньютон—Лейбниц формуласига асосан:

[ = Р ®  |* Р(х) -  Р (— оо) = /?(*).
‘— 00

3-хосса.  Ушбу формула уринли:
Р

Р (а  < А' < р ) -  \[(х)с1х. (20.4)

Ис бот и .
р а р

Р(у. < X <Р) = Р ф ) — Д а) = |  !(х)с1х — ( /(*) с1х = |  [(х)дх.
-- 00 —  ОС а

Исботланган бу хосса, геометрик и у кта и назардан, X  тасодифий 
миедорнинг [а, Р| кесмага тушиш эхтимоллиги сон жи хат дан Ох ук;, 
таксимот эгри чизири ва х = а, х — Р турри чизиклар билан чегара­
ланган эгри чизикли трапеция юзига тенглигини билдиради (133-шакл).

4-хосса.  Ушбу формула уринли:

 ̂[(х)с1х 1. (20.5)
—  Со

Исботи.  Ньютон—Лейбниц умумлашган формуласига асосан

/ (х) йх = Р  (.V) — Р  (4- оо) —  р  ( —  оо) = I ,

ака шуни исботлаш талаб килииган эди.
И з о ̂  Агар X  тасодифий микдорпинг мумкин булган ций- 

матлари [а, Ъ\ оралпк булса, у холда (20.5) формула ушбу 
куринишни олади:

/ (л-) йх = 1. (20.6)

Бу формула геометрии нуцтаи назардан Од- ук, тацсимот 
эгри ч и з и р и  ва х = а, х — Ь турри чизиклар билан чегараланган 
эгри чизикли трапецпянннг юзи 1 га тенглигини билдиради. 

М  с с о л: X  тасодифий микдорпинг таксимот зичлигн
Пх) -  -г---7х- 1

булсин. а) А коэффициентни то- 
пинг; б) А тосадифий микдор 
]0; 5 [ иптервалдап киймат ^абул 
ь^илиш эхтимоллигини топинг. 

Е чи ш . А коэффициентни (20.5)
+оо
Г Ас1х _ .

шартдан топамиз: | х*+ 1 '
133-шакл. —00
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1+эсБу ердаи Лагс1§л'|_к = л А = 1 =>- А = 1/я.

б) (20.4) формулага асосан:
5

Р  (0 < X  < 5) = I — — —  = —  агс 1е * ° = —  агс1§ 5 ж  0,4 37.
, ! л (л2 -г 1) л о ло

Уз-узи  ни т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Дискрет тасодифий микдор таърифини беринг. Мисоллар келтиринг.
2. Узлуксиз тасодифий микдор таърифини айтиб беринг. Мисоллар келти­

ринг.
3. Э.\тимоллик таксимот цонуни деб нимага айтилади? Мисоллар келти­

ринг.
4. Таксимот купбурчаги нима?
5. Дискрет тасодифий микдорнинг функцияси нима ва унинг таксимот 

нуни ^андай ани^ланади? Мисоллар келтиринг.
6. Дискрет тасодифий мнцдорлар учун 1\ушиш ва айириш амаллари 1̂ ак- 

дай таърифланади? Мисоллар келтиринг.
7. Тасодифий микдорларнинг богликмаслик таърифини айтиб беринг.
8. Эхтимоллик таксимоти функцияси таърифини айтиб беринг.
9. Таксимот функциясининг асосий хоссаларини айтиб беринг.
10. Дискрет тасодифий микдор тацсимот функцияси графипшинг хусусия- 

ти нимада?
11. Эхтимоллик тацсимоти зичлиги деб нимага айтилади? Таксимот зич- 

лигининг механик маъноси ва хоссаларини айтиб беринг.

21-§. Тасодифий микдорнинг сонли характеристикаларм 
хакида тушунча ва уларнинг вазифаси

X  тасодифий мицдорнинг таксимот ^онунини билиш эхтимол­
лик нуцтаи назаридан X  микдор хакида тулнк маълумот бе­
ради. Амалиётда эса купинча бундан анча кам нарсани билиш 
кифоя цилади, чунончи таксимотни тавсифлайдиган баъзи ссн- 
лариигина билиш кифоядир, булар тасодифий микдорнинг сонли 
характеристикалари деб аталади ва уларнинг вазифаси тасоди­
фий микдорнинг энг мухпм хусусиятларининг киска шаклда 
ифодалашидир.

22- §. Математик кутилиш

I. М а т е м а т и к  к у т и л и ш и  инг  т а ъ р и ф и в а б е л- 
г и л а и и ш и.

Ушбу дискрет тасодифий мнкдор берилган булсин:
*1 3 - 3
Рх Р2 Рп

1-таъриф.  А дискрет тасодифий микдорнинг математик ку­
тилиш и (М (А) ёки т х билан белгиланади) деб, А' микдорнинг мум­
кин булган кийматларини мос эхтимоллик.тарга купайтмалари йшин- 
дисига тенг сонга айтилади, яъни
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М  (X) -  А1р1 х2р2 хп Рп ---- V  л\. р,у (22.1)
А’ — !

X тасодифий микдорпинг мумкин булган кийматлари сопи 
чексиз, яъни X  микдор

Л- ( -у, I л-2 | ■ ■ ■ 1 хп
I Р\ I Рг 1 • ' ' I Рп

ггкспмотга эга булган холда унипг математик кутилиши

М (X )  ̂х1р1 -т х2р2 -  • • • + Хп рк 4-. . . -  (22.2)
1

формула билан аникланади. Бунда (22.2) катор абсолют 
Ягчннлашади деб фараз 1\илинади. Акс холда бу тасодифий миц- 
дср математик кутилишга эга булмайди.

Л\атематик кутилиш тасодифий микдор билан бир хил ул- 
чоьга эга булишини айтиб утамиз.

1-м и с о л .  Ушбу тасодифий мицдорнннг математик кутили- 
шини топинг:

10,3 / 0,2 0.5
Ечи ш.  (22.1) формулага асосан .'VI(X) -- — 2 • 0.3— 4 • 0,2 4~ 

- 6 0 , 5  -= 3,2.
2-м и с о л .  X  — нишонга биринчи марта теккунга цадар 

отиладиган уцлар сони, бундан хар бир уц узишда нишонга тек- 
кизиш эхтимоллиги узгармас ва р га тенг. М (Х )н и  топинг.

Е ч и ш. X  тасодифий мицдорнинг таксимот конунини ёзамиз:

х  I -1 -1А  3 ■ • • 1 п
I р \рс/ рд- ■ • • I рд‘~ { ■ ■ ■

(22.2) ({юрмулага кура 
VI(X) — 1 -р -г 2рд 3 рд- . . -- прдг~1 4- . . . - р(\ 4- 2д 

4- Зд'1 4- . . .  4- пд"~' — ...)  - р(д + я" 4-. . .  -г дп -  ■ ■ .)'
; ^ I —  (7-- - <7 I 1= р --- р- -------- р ■ --  --.
' 1 - <7 1 (1 - ■ </)» р* р

2- т а ъ р и ф. Мумкин булган цийматлари (а, Ь ) интервалга 
тегишли булган А узлуксиз тасодифий микдорпинг математик 
кутилиши деб

ь
М (Х ) -  \хЦх)йх (22.3)

а
аник интегралга айтилади, бунда ( (х) — тацеимот зичлиги. Бу 
формула (22.1) формуланинг интеграл шаклидир.
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Агар X  микдорнинг мумкин булган цийматлари бутун Ох 
уцни коиласа, у холда унинг математик кутилиши ушбу фор­
мула билан ифодаланади:

Бунда хосмас интеграл абсолют якинлашади деб фараз 
н;илинади. Акс холда X  микдор математик кутилншга эга бул- 
майди.

3-м и сол.  .V тасодифий микдор (0,1 ] кесмада )'(х)='6х'2 
зичлнк билан берилган, бу кесмадан таш^арида /(.х )= 0. 
М (Х )нн топинг.

I: ч и ш. (22.3) формулага асосан

II. М а т е м а т и к  к у т и л и ш н и н г  э х т и м о л л и к  м а ъ ­
носи .  X тасодифий микдор устида п та синов утказилган бул­
син. Синов натижалари ушбу жадвалга келтирилган:

Юцори сатрда X  микдорнинг кузатилган ь^ийматлари, паст- 
ки сатрда эса мос кийматларнинг частоталари курсатилган, 
яъни масалан, л, сон л, та синовда X  микдор х{ га тенг к;иймат 
^абул 1\илганлигини билдиради ва х.к.

X  ор^али кузатилган барча кийматларнинг урта арифмети- 
гини белгилайлик, у .\олда

бу ерда р\, р’..........р’к—мос равшпда х^ х2, . . . , хк кийматларнинг
нисбий частоталари. Синовлар сони етарлича катта булганда 
р ’ ~ . . . ,  р \ ^ р к булади. (Бу 33-§ да исботланади.) Шунинг 
учун

яъни X  тасодифий микдорнинг математик кутилиши унинг куза- 
тиладиган цийматлари урта арифметигига та^рибан тенг.

I I I .  М а т е м а т и к  к у т и л и ш и и н г  х о с с а л а р и
1-х ос с а. Узгармас микдорнинг математик кутилиши шу 

узгармасиинг узпга тенг, яъни

,11 (X) - \х[{х)с!х. (22.4)
оо

.VI (Л) | .V ■ Зх2с1х 0,75 л4
I

0,75.
6 о

■Г, -п-1 - г  Х2-П2 - Ь  • • • —  Х1.-ПН

п
ТТ II,еки Л .г, —п .V,Р ]  - 'г х ,р :  -I- . . . ~  Хкр'к,

Х х  М(Х), (22.5)

М(С)=С. (22.6)
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И с б о т и .  С узгармас мивдорни ягона С ^ийматни I га тенг 
эхтимоллик билан цабул ^иладиган тасодифий микдор деб ца- 
раш мумкин. Ш у сабабли М (С ) =С-\ = С.

2-х о с  с а. Чекли сондаги тасодифий микдорлар й и р и н д и с и - 
нинг математик кутилиши улар математик кутилишларининг 
йириндисига тенг, яъни

М (А', +  Х 2 +  . . . +  Л'„) = М (X ,) ^  .И (Л'.,) -  . . .  -  М (Хп). (22.7)
3-х ос с а. Чекли сондаги богликмас тасодифий микдорлар 

купайтмасининг математик кутилиши улар математик кутилиш­
ларининг купайтмасига тенг, яъни

М ( Х Л  . . . Х п) - ;И(Х.) М (Х 2) . . . М (Х„). (22.8)
2-ва 3-хоссаларни исбого-з кабул киламиз.

4- хосса.  М (аХ Ь) - а.И (А) +  Ь. (22.9)
1[ с бот и. ^ацикатан, М  (аХ  Ь) -- .VI (аХ) — М(Ь) М (а)М(Х) +  

+  Ь --=аМ(Х)+Ь.
(22.9) формуладан, хусусан, куйидагини хосил киламиз:

М ( Х — С) М (А) — С (22.10)
ва

М (X  — М  (А)) - 0. (22.11)
Х  = Х —М (Х )  тасодифий микдор X  тасодифий микдор ни узининг 
математик кутилишидан четланиши (огиши) деб аталади.

Шундай цилиб, (22.11) формула ушбу фактни ифодалайди: 
тасодифий микдорнинг узининг математик кутилишидан четла- 
нишинннг математик кутилиши нолга тенг.

23-§. Тасодифий микдорнинг дисперсияси.
Уртача квадратик четланиш

1. Т а ъ р и ф л а р  в а  б е л г и л а ш л а р.
Купчнлик холларда тасодифий микдорнинг узини билиш 

уни етарли даражада тавсифлаш учун кифоя ^илмайди.
Мисол келтирамиз. X  ва У тасодифий микдорлар ушбу та^- 

симот конунлари билан берилган булсин:
-0,1 — 0,01 0 1 °

 
О

 

р У \ -2 0 — 10! 0 10 20
0.1 0,2 0,4 0,2 | 0,1 1 0,3 0,1 | 0,2 0,1 0,3

М (X )  = 0 ва М (У )= 0  эканлигини хисоблаш осон. Биро^улар 
та^симотларининг мохиятн турлича: А микдорнинг мумкин 
булган кийматлари унинг математик кутилишидан хам ФаРК 
киладн, шу билан бир вактда У микдорнинг кийматлари унинг 
математик кутилишидан жуда фарц ^илади. Жумладан икки 
жойда бир йил давомида ёь^ан ёгиннинг уртача мицдори бир 
хил булганлигидан бу жойлардаги ицлим бир хил деб айтиб 
булмайди. Шунга ухшаш, уртача иш х.а^и ю^ори ва кам иш 
хаки оладиган ишчиларнинг сони хасида фикр юритиш имко-
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нини бермайди. Бошцача айтганда, математик кутилишни билиш 
ундан кандай четланишлар булиши мумкннлиги хацида ХУКМ 
юритишга ^ам имкон бермайди.

.V тасодифий микдор ^ийматларининг М (Х )  математик кути­
ли ш атрофида еочилишни дг,-— М (X ) айирмалар тавсифлайди. 
Бирок уларнинг уртача ^иймати (22.11) формулага асосан нол­
га тенг. Ш у сабабли бу четланишларнинг квадратлари ^арала- 
ди. Уларнинг уртача ^иймати тасодифий мицдор цийматларини 
узининг математик кутилиши атрофида сочилиш даражасини 
тавсифлаши равшан.

1-т а ъ р и ф .  X тасодифий микдорнинг дисперсияси (О (Х )  
ёки ОХ орцали белгиланади) деб, унинг математик кутилиши- 
дан четланиши квадратининг математик кутилишига айтилади, 
яъни

О (X) М  (X — М  (X))2. (23.1)
Дискрет тасодифий микдор учун (23.1) формула ушбу кури-

нишни олади:
П

0 (Х) = V  От,.-Ш,)3 (23.2)
1 =  1

О (Х ) - ■ V  (л-■ — гпх)- -рг (23.3)
1=1

Узлуксиз тасодифий микдор учун (23.1) формула ушбу ку- 
ринишнн олади:

ь
0 {Х )  | (д- — гпх)- / (х) йх. (23.4)

а

Диеперсиянинг улчови тасодифий мицдор квадратининг ул­
чови билан бир хил булиши равшан.

2-таъриф.  X  тасодифий мщдорнинг уртача квадратик чет- 
ланшии (гг(Х) ёки вх билан белгиланади) деб дисперсиядан олинган 
квадрат илдизпинг арифметик кийматига айтилади, яъни

а (Х ) = У Щ Х ) .  (23.5)
1-мисол .  Ш у нараграфнинг бошида ^аралган X ва V та­

содифий микдорларнинг дисиерсиялари ва уртача квадратик 
четланишларини тонинг.

Е ч и ш .  (23.2) формулага асосан,
^(А ') = (—0,1 — 0)- 0,1 + ( —0,01 — 0 )2-0,2 + (0-0)2 0,4 +

+  (0,01 — О)2 0,2+  (0,1—О)2-0,1 =0,00204;
О ( К )  = (—20 — О)2 0,3 + ( — 10 — О)2 0,1 + (0 - 0 )2 0,2 +

+  (10—О)2 -0,1 + (20—О)2 0,3 = 260.
(23.5) формулага асосан:
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о (X) - \ 0,00204 -  0,04517, а(У) --- }/"260 «16,12.
Шундай ь^илиб, математик кутилишлар бир хил булгани холда 
X микдорнинг дисперсняси анча кичик, У микдорнинг длелер- 
сияси эса анча катта. Бу юцорида уларнинг та^симотида курин- 
ган фарцнинг натижасидир. Умумий ,\олда, агар X тасодифий 
микдорнинг дисперсняси кичик булса, у .холда (23.2) йигинди­
нинг барча хадлари манфнймас булгани учун уларнинг хаммаси 
хам кичик. Ш у сабабли математик кутилншдан жуда фарь, 
^иладиган кнйматлар мавжуд булса-да, улар кичик эхтимол- 
ликдир. Агар дисперсия анча катта булса, бу нарса тасодифий 
микдорпинг математик кутилишдан катта четланадиган анча 
катта эхтимоллик цийматлари мавжудлигини курсатади.

2-м н е  о л. Агар А ходисанинг руй бериш эхтимоллиги р га 
гонг булса, у холда А ходисанинг битта синовда руй бериш 
сонининг математик кутилиши, дисперсняси ва уртача квадра­
тик четланишини топинг.

Е ч и ш. А' тасодифий микдор А ходисанинг бу синовда руй 
бериш сони булсин. У холда унинг таксимот катори ушбу к\ри- 
нишда булади:

\ Р \ ч
Шунинг учун

М (X) — \ р  -0  <7 р,
0 ( Х ) - ( 1  — /7)'2-/;-г(0—р У*() ц-рл-р-ц (]р (с/ р) Л/,

а(х) Урд.
Тасодифий мицдорнинг дисперсняси унинг квадрати \лчо- 

вига, уртача квадратик четлапиши эса тасодифий микдорпинг 
улчовига эга булишини айтиб утамиз.

24- §. Дисперсияни хисоблаш учун формула

Дисперсияни хисоблаш учун купинча ушбу (формуладан Уж- 
даланиш цулай булади:

О (X ) - М (X х) — М- (X), (24 I)
яъни дисперсия тасодифий микдор квадрати математик кути­
лиши билан унинг математик кутилиши квадрати орасидаги 
айирмага тенг.

Исботи .  О (X) = М (X  — .VI (X))- -  .VI ( Х- - 2Х - . И  (X ) +
+ И2 (X)) = М (Х-) -  М (2Х  М (X)) +  М (М- (X)) -  -VI (X 2) -
-  2 • И- (X) +  М 2 (X) М (X 2) — .VI2 (X).

Исботда биз математик кутилишнинг хоссаларидан хамда 
Л1(Х) ва М 2(Х ) нинг узгармас сонлар эканлигидан фойдалан- 
дик.

М и с о л .  X  тасодифий микдорнинг дисперсиясини (24.1) 
формула буйича хисобланг:

266



— 2 4 | 6

N
Со 0,2 | 0,5~

[■МИШ. Л! (А) = — 2-0,3 +  4-0,2 +  6 -0,5 = 3,2,
Л1 (А2) = 4-0,3 +  16-0,2 +36-0,5 = 22,4,
О (А) Л! (А2) — /VI2 (А) = 22,4 — 10,24 = 12,16.

Д и е п е р с и я н и н г  х о с с а л а р и .
1-х ос с а. Узгармас мнцдорнннг дисперсияси нолга тенг, 

яъни
П (С )= 0 . (24.2)

И с б о т и .  С узгармас мицдорни 22-§ даги каби С га тенг 
ягона кийматни 1 га тенг эхтимоллик билан цабул киладиган

> 111(|>ий мнкдор деб карапмиз. Унинг математик кутилиши 
узпга, яъни С га тенг. Ш у сабабли И (С) = (С  — С )2-1=0.

2-х ос  с а. Узгармас купайтувчини квадратга кутариб дис­
персия белгисидан ташцарига чицариш мумкин, яъни ушбу фор­
мула уринли:

О (к X ) = /г2 И (А). (24.3)
11 с Г» от и: О (к А ) = М  (кХ  — М (к А ))2 = М (кХ — кМ (А ))3 =

- - Л/ (к (А — М (А )))2 = Л1 (к- (А — А1 (А))2) = к'-.И (А -  Л! (А ))2 =
-  к Ю  (А ) .

3-х ос с а. Чекли сондаги боглицмас тасодифий мицдорлар 
йигиндисининг дисперсияси улар дисперсияларининг йигинди- 
сига тенг:

Г) (А, + А 2 + . . . +  А ,) = О (А,) +  О (Аа) - ! - . . .+ О (А„). (24.4)
И с б о т и  п иккита богликмас X ва У тасодифий микдорлар 

учун утказампз. (24.1) формулага асосан ва математик кути- 
лн'.киинг хосгаларидан фойдаланиб, ^уйидагини хосил киламиз:

О (А + V) - М (А + У )2 — /V/2 (А + У) = А/ (А 2 + 2АУ + У-) -
-  (\\ (А) +  Л! (К ))2 (А2)+  2М (А) /VI (У) +  М (К2) — М 2 (А) -

— ЛГ- (К) — 2 М (А) Л! {У) = (Л/ (А 2) — Л12 (А)) +
-  (Л/ (К2) -Л !2 (К)) О (А) + 1) (К),

ача шуни иссотлаш талаб цилинган эди.
4-хос  с а. Богликмас тасодифий мицдорлар айирмасининг 

дисперсияси улар дисперсияларининг йигиндисига тенг, яъни
О (X  — У) = 0  (А ) + 0  (У). (24,5)

И с б от и. О (А -  У) = О (А + (— 1) У) = О (А) +  О ((— 1) У') = 
= О (А) + ( -  1)2 О (У) = О (X ) +  О (У).

25-§. Бошлангич ва марказий момснтлар

1-таъриф.  А тасодифий микдорнинг $■ тартибли бошлангич 
моменты дед, А 6 ми:<дорнинг математик кутилишига айтилади, яъни

сг, -  .И (АЛ). (25.1)
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Дискрет тасодифий микдор учун бу формул;)

а  > = 2  Л1 Рь (25.2)
г-1

куринишда, узлуксиз тасодифий микдор учуй эса
-1-х

а 3 = [ х3 / (д) (1х (25.3)
— эО

куринишда булади.
Хусусан, а, = -И (X), а 2 = М  (Х-) ва, демак, (24.1) формулами 

бундай ёзиш мумкин:
С ( Х )  = а2 — а?. (25.4)

Марказий момент таърифини беришдан олдин янги «марклзлааган 
тасодифий микдор» тушунчасиии киритамиз.

т х математик кутилишли X  тасодифий микдор берилган Оулсш;.
О

А' тасодифий микдорга мос марказлаеган X  тасодифий микдор деб, 
X  микдорнинг узининг математик кутилишидан четллнишнга айтилади, 
яъии

X  X  — т х. (25.5)
О

М (X ) = 0 эканини таъкидлаб утамиз ((22.11) формулага каранг).
2- т а ъ р т 1). X  тасодифий микдорнинг &-тартибли марказий

О

момента деб, марказланган X' тасодифий микдорнинг 5-тартибли 
бошлангич момептига аГ1тилади, яъни

Р, -  М  (X )5 = М (X  — т ху. (25.6)
Дискрет тасоди фий микдор учун бу (формула

Р, = /и,)5 /?,- (25.7)
1=1

куринишни, узлуксиз тасодшфий микдор учу л эса

р. = (х: — т хУ I  (х) (1х (25.8)
— зО

куринишни олади. Хусусан Р, — О, р._, О (X).
Рз марказий момент амалиётда аснмметрияни тавсифлаш 

учун, р4 эса та^симотнинг «циялигини» тавсифлаш учун ишла- 
тилади.

Бошлангич на марказий моментларни борловчи ушбу муно- 
сабатларни келтириб чикариш цийин эмас:

Р., = а, — а'],
Рз = а, — 3 а2 а 1 + 2 (25.9)
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04 3 а3 а 1 + 6  а., а , — 3 а'}
Бу формулаларни келтирнб чи^аришни маищ сифатида у^ув- 
чига тавсия циламиз.

И з о  х. Бу параграфда ь^аралган моментларни кузатиш маъ- 
лумотлари буйича хисобланган моментлардан (уларни эмпирик 
моментлар деб аталади) фарцли уларо^ назарий моментлар деб 
аталади,

26- §. Биномиал таксимот

1. Агар А' дискрет тасодифий микдорнинг таксимот конуни

А
0 1 . . ,| к п
чп прс/'—1 ■ ■ \ С кпркчп- к р» (26.1)

куринишда булса. А' биномиал копун буйича таксимланган дейилади. 
ц Н- пр/- ' +  . . . +  Сп р ц к +  . . . +  р" = {р +  д)п = 1 булишини 
айтиб утамиз.

Бернулли схсмасида А тасодифий микдор хар бирида А ходиса­
нинг руй бериш эхтимоллиги бир хил ва р га тенг булган п та бог- 
ликмас синовда А ходисанинг руй беришлар сонипи и'|юдаласим. Бу 
холда, ил гари курсатилганидек, Р  (А -- к) = Ск рк яъни А мик­
дор биномиал таксимотга эга.

1-мисол. Нишоига карата учта уц узилди. Битта ук узишда нч-
I ион га теккизиш эхтимоллиги р =-0,4. А тасодифий мнкдор — пииип- 
1а тегишлар сони. Уиинг таксимот цонунини ёзинг.

Е ч и ш. X тасодифий микдор биномиал таксимотга эга ва 
унинг мумкин булган кийматларн 0, 1, 2 ва 3. Шунинг учун

Р  (А = к) = ,, ; 4! _  -(ОЛ)1, -(О.б)1-*./„■! (3 -  А’)!
Бундай 

Р (А 0) 2) = 0,288;0,216; Р  (А = 1) - 0,432; Р  (А 
р (X = 3) = 0,064.

А тасодишй микдорнинг таксимотн ушбу куринишда булади:
0

0,216 0.288
_^3_
0,064»0,432

П. Л с о с и й с о н л и х а р а к т е р и с т и к а л а р и. Биномиал 
таксимланган X  тасодифий миь;дорни ^ар бирида А ходисанинг 
руй бериш эхтимоллиги р га тенг булган п та богликмас си­
новда руй беришлар сони деб цараш мумкин булганлнги учун 
уни богликмас тасодифий мицдорлар йигиндиси куринишида 
бундай ифодалаймиз:

А = А, +  А 2 +  . . . +  А п,
А ходисанинг г-синовдабу ерда Х 1 — шу руй бериши сопи
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(/ — 1 , 2 , . . . ,  п). Илгари биз Л-1 (Л -) = р, й  (Х () - рс/ булишини 
курсатган эди к. Шу сабабли

М (А) = Л1 (X, -  X , +  . . . 4  Х „) М (X .) +  М (Х 2) -!-... -

- г 11 (* „ ) - р  -I- р  +  р ----- пр,
О (X) О (X, - г  X , Х„) • О (X,) - О (Х 2)

-  О (X ) /></ • рд -  . . . -  /X/ - прд_ 

о (X)^  ̂ > прц.
Пировардида куйидагини исботсиз таъкидлаб утамиз: бипомиал 

таксимланган тасодифий микдорнинг энг эхтимоллик сони, агар пр - р 
бу.ун сон булмаса, ц == [пр -\- р\ га тенг; агарда пр - р бучу» сон 
бСлса, у холда X  тасодифий микдор куйидаги икки 1а энг э.хтимол- 
лик кийматга (модага) эга: и, пр ■ р ва и2 п, - I .

Л\асалан, р — 0,6 ва п -- 10 булса, у холда пр - р - 6,6. и
16, 6] 6. Агар р - 0,5 ва п 9 булса, у холда рп — р - 5. Шу 

сабабли и, 5 на р2 ■- 4.

27- §. Пуассон та^симоти

I. Агар X  тасодифий микдор О, 1, 2, . . ., к, . . . кийматлари.•<

Р к - Р ( Х  к) (А >  0) (27.!,

эхтимолликлар билан кабул килса, яъни унинг таксимоти

0 1 2 . . . .  . .\ к . . .
1 .... Я2 -ле К е -- С2! I к\

куринишда булса, у Пуассон конуни буйича таксимланган деб ; ?и- 
лади.

Эхтимолликлар йигиндиси 1 га тенглигини текшириш кийин эмас:
/. | - --У А ” /, ^ /. г. I I  - А"е 4- /.с •--- е — . . . ----- е е 1 - /. -----2! /с! 2!

Куйидагини исботлаш мумкин: агар Бернулли схемасила 
синовлар сони п етарлича катта, р эхтимоллик эса кичик 
(рг^О.1) булса, у холда ушбу такрибий формула уринли:

Р  (X  — к) «  —  е ', бунда /. пр. (27.2)А'!

Шундай цилнб, бипомиал таксимот синовлар сони катта бул­
ганда Пуассон такснмотига якинлашади.

М и с о л .  800 та урчуцнинг хаР бирида т вакт ичида ипнинг
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узилиш эхтимоллиги 0,005 га тенг. Курсатилган ва^т ичида роса 
4 та ип узилиш эхтимоллигини топинг.

Е ч и ш. Бу масалани счишда (27.2) формулани ^уллаш мум­
кин: чунки л = 800 сонини катта, р = 0,005 э.угимолликни эса 
кичик деб хисоблаш мумкин. Бу формуладан фойдаланиб топа­
миз, к = пр = 800X0,005 = 4;

44 9Ч\Р Ч1П ( 4 ) » —  е 0,0183 0,1952.
4! 24

Аник формула буйича хисоблаш 0,1959 ни беради, демак, Пуас­
сон формуласини цулланишдагп хатолик 0,0007 булади. Лаплас 
локал формуласи буйича хисоблаш билан эса 0,2000 ни хосил 
киламиз, демак хатолик 0,0051 булади, яъни Пуассон формула- 
сидан фойдаланилганидан кура 6 марта ортиц булади.

[ I \ с о с и й с о н л и х а р а к т е р и с т и к а л а р и.

Д1 (X ) =•■ Р  (X  к)  ̂ к - — с 7' кс
—Л ^  к\ *тЦк-и\к- ■; *=1 к - 1

— к е ~К с' -
х * к 

м  (Х-) - V  к- Р (X к) V к-■ —  -с '•
1

А.' -  0 к - I

к с к ■ —  —  = - к е~ " Ч 1 ((к -  I) I I ) --
( к - И! ^  ; (к- 1)!

,Д '-1 к  I

—Л  (к -  11! ^  (Л-—2)!
/ _ У

'**< (' ' (̂ — 11 • (/? — I! • / 1 ^  2)!
/ г - 2  А: 1 - /о _>

-- >.е~}' (ке1 - е') к- -г л.
Л  (X) .И (Х-) — М- (X ) -- (к- к) - к- к, П (X) - I Т .

Шундай цилиб, .VI (X ) - к, Л (X ) о (X) I л .
Пуассон таксн.мотнда тасодифий микдорнинг дисперсияси 

унинг математик кутилишига тенг.
У  з-у з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Дискрет тасодифий микдор математик кутилишининг таърифини беринг. 
М исо '1 келтиринг.

2 Узлуксиз тасодифий микдор математик кутилишининг таърифини бе­
ринг Мисол келтиринг.

3. /Математик кутилишнинг эхтимоллик маъносини айтиб беринг.
4. .Математик кутилишнинг асосий хоссаларини айтиб беринг.
5 Тасодифий микдорнинг дисперсияси деб нимага айтилади? Унинг вази­

фаси нимадан иборат?
6 Дисперсиянинг асосий хоссаларини айтиб беринг.
7, Уртача квадратик четланиш деб нимага айтилади?
8. Дисперснянн хисоблаш формуласини езинг.
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9. Биномиал таксимот конуннни ёзинг ва унинг асосий сонли характерис- 
тикаларини хисобланг.

10. 1^андай эхтимолликлар тацснмоти Пуассон таксимоти деб аталади ва 
унинг асосий сонли характеристнкалари нимадан иборат?

11. 14.258— 14.268, 14.317— 14.326, 14.352— 14.355-масалаларни ечинг.

28-§. Текис таксимот
I. Таъриф.  Текис таксимланган X  узлуксиз тасодифий миц- 

дор деб зичлиги бирор [а, Ь] кесмада узгармас ва 1 /(Ь — а) га 
тенг, бу кесмадан ташкарида эса нолга тенг, яъни

0, агар х < а булса,

( (х) — ■ — — , агар а < Ь бч лса,
Ь — а
0, агар х > Ъ  булса (134-шакл). 

булган тасодифий микдорга айтилади.
Тс©
| / (л-) йх — 1 эканлигини текшириш осон. Хакшупан,

Ь — а
(Ь — а) ].

Текис таксимот учун Р  (х) таксимот функниясипи топамиз. Агар

а < .V < Ъ булса, у .холда Р  (х) =  ̂ / (/) сИ - |
— х и

й!

Ь — а
Равшанки, х < а  да Р  (х) = 0, х > Ь да Р  (х) — ] . Шундай кн-

лио,

1-и

134- шакл.

Р  (х)

X.

0, агар х < а  булса,

Ь — а

1, агар х > Ь  булса (135-шакл).
II. Асосий сонли характертстикалари:
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М  ( V) = 1  х / (л-) ах — I .г----с!л' =  •.1 Ь — а
1

2 (6 — а)
— 30 Я

-ик  Ь

М  (А 2) = I* Л-- / (х) с1х -  Г .V2 — —  Ах =.! ,) Ь — а 3  <Ь ■ а)

и - г Ь

а 2 аЬ

3

О (А) -- .И (А2) — V!2 (А) = а\--°ъ-г ь- __ , |2 =

Ь — аО (А)
2 а

II I .  Пировардида айтиб утамизки, биз текис тацсимот билан 
улчаш амалиётида улчаш натижасини шкаланинг энг я^ин бу­
тун булинмасига яхлитлашда дуч келамиз. Яхлнтлашдаги хато 
лик текис таксимланган тасодифий микдор булиб, унинг мумкин 
булган кийматлари шкала булинмасининг — 0,5 дан +0,5 гача 
оралигида жойлашган булади.

Текис таксимот яна тасодифий тебранишлар фазаси учун 
хам хосдир. Амалиётнинг купгина масалаларида тасодифий 
амплитудали ва фазали гармоник тебранишларни урганишга 
турри келади. Бундай холларда фаза тебраниш даври чегара- 
ларида текис таксимланган тасодифий микдор булади.

29- §. Курсаткичли таксимот

I. Т а ъ р и ф. Таксимот зичлиги
, . . \Хе~кх, агар .V > 0 булса,

I 0, агар х < 0 булса
куринишда булга» А  тасодифий микдор курсаткичли таксимотга 
эга дейилади, бу ерда X — бирор тайин мусбат сон (136-шакл).

"'00
\ / (,\-) Ах ----- 1 шнртшшг бажарилишини текширамиз. ^акикатан,

I* Х е~ 1х Ах = — Г е >х А (— Хх) = — = 0 +  1 = 1
о о

курсаткич.ги таксимотнинг шпеграт функцияси куйидаги куринишда 
эканлигини текшириш осон:

Р  (х) о
О, агар х < 0  булса (137-шакл).

II. Асосий сопли характеристикалари: а) математик кутилишни то­
памиз:
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136- шакл. 137- шакл.

■И (Л) \ .V /' (.V) йх =  ̂ хке "* йх к ( дге ЛА йх.
-- г 6 о

Б\лаклаб интеграллаш кочдасинч татбик этиб ва и х. й1 - 
~  е ' 'х йх деб о.г1иб, куйидагини хосил ^иламчз:

— г.
И (А) а- ( е 1х)1 * -  Г ( <■ , х) йх

1о
о

I ’ ~ ' х I ' /х I11 'с йх —с —.
•! >- I : *о

Шундай килиб,
.И (А) 1 (29.1)

б) Дисперсиями в:1 уртача квадратик четлапшишл томамт:

О (А) —  1 д - / л ’ / Л (/а - ш -’ а с
л л:

' У.
, * л л- I I I

..2 лг г/а- - 2-.
1 А* А '  А"О

н к  идам килиб,
О (А) - 1Д-,

о (А) - I О (А) 1 к. (29.3)
I I I .  Бирор цурилманинг (элементнинг) бузнлмасдан мшлаш

вактпдан мборат тасодифий микдорни Т бмлам белгилаймиз. 
Ушбу

Я ( / ) = Р ( 7 > I) (29 4)
формула билан аниклаиадиган функция ишончлмлик функцияси 
деб аталади.

Ииюнчлилик функцияси хар бир I цнпмат учун элементнинг
I вакт давомида бузнлмасдан ишлаш эхтимоллигини бершниии 
айтиб утамиз. Уни б\идай ифодалаш мумкинлиги равшан: 
/?(/) = Г— Р (Г< 1 ) ёки'



Лмалпётда Т тасодифий микдор курсаткичли таксимотга эга 
булган масалалар жуда куп учрайди. Бу холда ишончлилик 
функцияси бундай куринишда булади:

Я  (I) - 1 — Р (/) = е~ '■' (I > 0). (29.0)
М и с о л .  Т тасодифий микдор — бирор элементнинг бузил­

масдан ишлаш вакти курсаткичли тацеимотга эга булсин. Лгар 
элементнинг уртача ишлаш вакти 1000 соат булса, унинг ишлаш 
вацти 800 соатдан кам булмаслик эхтимоллигини топинг.

К ч и ш. Л\асала шар!ига курл Т тасодифий микдорнинг математик 
кутилиши 1000 сом га тенг, демак, X 0,001, К  (I) е о оч|/ Шу- 
нинг учун изланаётган эхтимоллик куйидагига тенг:

Р (Т > 800) - . с- о,45.

30-§. Нормал таксимот (Гаусс такенмоти^

1. Таъриф.  А тасодифий микдорнинг таксимот зичшгт
(X -О)2

/ (.V) --- - е' (а > 0) (30.1)
а  | 2  л

куринишда булса, у нормал канун буйича таксимланган деб 
аталади.

I(х ) функциянинг мусбатлиги раншан. (26.3) шартнинг ба- 
жарилншини, яъни

( Д Г —  а ) *

У "  , , 1 . * л  .> О*
\ / (.V) Ах — — \ с с1х 1

о  I  2 л  •
~  Л  ~ ~  Т .

тенгликнинг тугрилигнни текширамиз. Бу интегралда узгарувчини
V — (1I - ---- деб узгартирамиз. У холда .V о! г и. Ах - о А1

/?(/) = 1—1(1). (29.5)

'■ X —
V - а )1 1*х  . . __

* п  * 1 1

1 ‘
<1х --- -—  г  (11

\ 2 л  ) 1 2  л  . !
х  '  эс

I I I :  1

Нормал таксимланган А" тасодифий микдорнинг таксимот 
знчлигп иккита параметр— а ва о га богликлигн (30.1) форму­
ладан куриниб турибди.

( (х) функцияни а =-0 булганда караймиз:
/  1 1 — х -  -  о г! (х) -----—  е

о  |  2  л
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V

ва унинг асосий хоссаларини аниь;лаймиз (138-шакл).
1. Бу функция бутун сон укида ани^ланган, узлуксиз ва 

мусбат.
2. Бу функции жуфт ва, демак, Оу уцига нисбатан симметрик.
3. О дан -}- сх> гача камаювчи, — оо дан 0 гача усувчи.
4. д —► ± оо да графиги Ох уцка асимптотик якинлашади.
5. д = 0 нуктада функция 1,ст 1 2л га тенг булган ягона мак- 

симумга эга. ст нинг ортиши билан максимумнинг ^иймати кама- 
яди, бу функция графиги ва абсциссалар у к, и билан чегаралан­
ган юза I га тенг булганлиги учун ст ортиши билан знчлик эгри 
чизнги яссиланиб боради, у аста-секнн Ох укка якинлашади, ст 
камайиши билан эса зичлик эгри чизнги Ох 5'^нинг кичик цис- 
мида узининг максимуми атрофида ю^орнга чузилади, кейин эса 
унга (Ох уеда) тез тортилади.

6. Функция графиги .г ••-- о ва .г ст да бурилиш нукдаларига 
эга эканлигини иккинчи хосила ёрдамида аниклаш осон.

с =*=0 булганда / (л) — е- < * з н ч л и к  графиги юко-
а | 2 гг

рида ясалган графикдан, агар а > 0 булса, а цадар унгга, агар а < О 
булса. |а| цадар чаига суриш билан хосил цилинади.

а 0 ва ст 1 параметрли нормал таксимот иормаланган нормал 
таксимот деб аталади. Унинг зичлиги

/ (-V) ~ <-• (30.2)
(  2 л

га тенг. Бу функциянинг цийматлари жадвали тузилган.
II.  [ ( х) таксимот зичлиги ва Р (х ) таксимот функцияси ора- 

сидаги богланишдан ь^уйидагига эгамиз:
X

Р  ( . V )  - : I е~ (‘ ~ а)!;■0? (П. (30.3)
О)  2 л  ,!

— 30
Нормаланган нормал таксимот учун Р (х) функция ушбу курииишга 
эга:

276



о
) ,• —/2 2 , 1 «* __ г* 12

^ о М  = - з . |  е~‘ --си = ^ =г\
I 2 л . ' V 2 л •'

сИ 4-

*■..... | е /г 2 й1 — 0,5 1 Ф  (л).
1 2 , л

Ушбу

Ф  (Л-) = I е г- й1 (30.4)
. 2л.)

функция Лаплас функцияси деб аталади.
куйидаги хоссаларни курсатиш осон (139-шакл):
1) бу функция бутун сон уцида аникланган ва узлуксиз;
2) бу функция ток, демак, унинг графиги координаталар 

бошига нисбатан симметрик;
3) функция бутун сон у|\ИДа усувчи;
4) И т  Ф  (х) 0,5; П т  Ф  (дг) = — 0,5.

Х ~ +  ‘г  СО Х  —  О О

Ф  (л) функция кийматлари жадвали тузилган.
III. Асосий сонли харакгеристикалари.

М  (А) - х ! (х) йх — ^  С хе ~ ,х ~ 0,2/‘ ° ! йх -=
• ' о , 2 л
—  20 X

~= | (х — и):а - /, .г — ст I а, йх — а й( \ —
*Гоо

1—  - а! (о / — о) Л  -- —-— I 1е " й( -г 
.) ! 2л.1а | 2 л

Ч---I е 1 й{ - —^  (ст • 0 — а \ 2 л) - а.
, 2 л . )  , 2 л— X)

М (А) -  а. (30.5)
Шундай килиб,

Сунгра
Т Ос

И (А) = -- ^  1' (х — а)2 ‘ °* 4.* -  о2. (30.6)
а | 2 л .— X

Биз бу ерда /)(Х )ни  хисоблашни келтирмасдан, уни муста- 
кил машк сифатида колдирдик.

ст(Х) = У Щ Х ) булганлиги учун а (Х )= о , яъни X  нормал тасо- 
дифий микдорнинг уртача квадратик четланишн ст нараметрга 
тенг.



IV- Нормал таксимланган Л' тасодифий микдорнинг \а, р| 
интсрвалдаги кийматни кабул килиш эхтимоллигини хисоб­
лай миз:

[1

о | 2 л

---- - /. а  о! ■ и, йх стй(
I |(а - и) ст (Р а) гг]

~ Г — -  Г е~г" ‘ Ш +
, 2 л , 2 л .1

^ _____ (а  и) г,
п

ф  о ) о  Г|. а ) п  (х  ч ) ст

\ <■ ‘ йI — \ с ' '  (Н — —  1 е 1 ■" ск.
• - о • -л ; * - ло

N 3 !л- кеси.т куйидагига эгамиз:

Р  (а <  А' ^  Р) (I* | -5— ^  ] - (I) | ), (30.7)П ' г»
бу ерда Ф (х )— (30.4) формула билан аннкдападпган Лаплас 
функцияси.

V. Берилган чстланишнинг эхтимоллигини хисоблаш талаб 
килинсин, яъни нормал таксимланган тасодифий микдорнинг 
математик кутилмасидан четланиши абсолют ципмати буйича 
бирор мусбат сондан кичиклпги эхтимоллигини хисоблаш лознм 
булсин.

(30.7) формуладан фойдаланамиз.
Р  С А «I • Л) Р  (а -6 < А < а , Л) «I» I —  6 - )О '

- ф  I —— — — ) Ф | - )  ф ( - )  Ф1-1-;а г» гг ' ■ а  '

-  а» | — 1 -2<1> ( - | .
а ’ ' о 1

Ш\идай килиб.

Р ( !  А - а | < Л) 2 Ф  | — ).■ Г7 '°  :
Л а/ деб оламнз. N холда (30.8) формуладан 

Я ( | А а | < а I) 2 Ф  (/) 
ни хосил киламиз. Хусусан / 3 булганда

Р  ( | А -а\<г 3 а) - 2Ф  (3) 2 0,49865 0,9973 (30.9)



га эгамиз, яъни нормал таксимланган тасодифий микдор чет- 
ланишининг абсолют ципмати буйича учланган уртача квадра­
тик четланишдан кичик булиш эхтимоллиги 0,9973 га тенг. Де­
мак, четланиш абсолют кийматининг учланган уртача квадратик 
четланишдан ортих булиш эхтимоллиги 0,0027 га тенг. Бундай 
ходнеаларни кичик эхтимоллик ходисаларнинг мумкинмаслик 
принцинига асосан амалда мумкин булмаган х°Диса-1аР Д<-“б 
хисоблаш мумкин. Бошцача айтганда, агар тасодифий микдор 
нормал таксимланган булса, у .холда битта синов натижасида 
унинг четланишининг абсолют циймати уртача квадратик чет- 
ланишнинг уч баробаридан ортиц булмайди деб ишониш мум­
кин. Бу тасдик, «уч сигма» цоидаси деб аталади.

У з-у з ч II и т е к  и! и |) н ш у ч у н с а в о л .1 а р

1. 'Гекис таксимланган тасодифий мицдор таърифини айтнб беринг.
2. Текис таксимланган тасодифий мицдорнинг асосий сонли характерис­

тик,чларн цинматларини курсатинг.
3. Текис таксимланган тасодифий мицдорларга амалий мисоллар келти­

ринг.
4. Кандай тацеимот нормал таценмот деб аталади?
5. Курсаткичли та^симотнинг зичлик ва таксимот функцияларининг гра- 

фикларини ясанг.
6. Курсаткичли таксимотнинг асосий сонли характернстикаларн кнймат- 

ларнии курсатинг.
7. 14.282— 14.307, 14.361 — 14.377- масалаларни ечинг.
8. Пшончлилик функцияси таърифини айтиб беринг. Курсаткичли такси- 

мотнинг ишончлилнк ([)ункциясиип ёзинг.
9. 1\аидай таксимот нормал таксимот деб аталади?
10. Нормал тацеимот зичлигининг графигини ясанг ва бу зичликнииг асо- 

сий хоссаларини курсатиб беринг.
11. Нормал таксимланган тасодифий микдор асосий сонли характеристп- 

кпларннннг кинматларинн курсатиб беринг.
12. Нормал тацеимланган тасодифий микдорнинг берилган интервалга ту­

шиш эхтимоллигини хисоблаш учун формуланн курсатинг.
13. Берилган четланиш эхтимоллигини хисоблаш учун формулами ёзинг.
14. «Уч сигма» цондасининг мохияти нимадан иборат?

31-§. Чебишев тенгсизлиги

Оммавий тасодифий ходисаларнинг тургунлик хоссаси инсо- 
ниятга жуда ^адимдан маълум. У кайси сохада намоён булма- 
син, мазмунн куйидагича: хар бир айрим ходисанинг аник 
хусусиятлари бундай ходисалар мажмуинипг уртача натижасига 
деярли таъсир этмайди; уртача натижадан хаР бир айрим хо- 
дисада буладиган тасодифий четланишлар узаро йуцотилади, 
силликланади. Айни шу уртача натижалар тургунлиги кенг маъ- 
иода тушуниладиган ушбу «катта сонлар конуии»нинг мазму- 
нини ташкил хилади: катта сондаги тасодифий х°ДисалаРДа 
уларнинг уртача натижаси тасодифийлигини йуцотади ва уни 
катта муцаррарлик билан башорат килиш мумкин.

Эхтимоллик назариясида «катта сонлар конуии» дейилганда 
тор маънода бир катор математик теоремалар тушунилади ва
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уларнинг хар бирида катта сон-
______ Г*~~е г П „ даги тажрибалар уртача харак-

^  т х В  теристикаларининг у ёки бу
шартларда бирор маълум узгар­
мас микдорларга якинлашиш 

140-шакл. факти белгиланади.
Катта сонлар цонуни эхтимол­

лик назариясинннг амалиётга 
тат;'иклари учун иазарий асос булади.

Ч е б и ш е в  т е н г с и з л и г и .  Чекли дисперсияга эга бул­
ган исталган X  тасодифий микдор учун %ар бир е>0 да

Р ( \ Х - т х\ > е )^ У * '  (31.1)
тенгсизлик уринли булади.

Исботи.  А' тасодифий микдор узлуксиз, / (д) унинг таксимот 
зичлиги булсин. Сонлар укида ЛВ -|ш1.---к, гпх е] оралик ажрата- 
миз (140-шакл). У  холда

О(Х)  ̂ \ (д т х)- / (д) Ах \ | д- т х |- / (д) Ах >
~~ У. ~ г.

> ) (х - т х)- / (д) Ах,
I х —тх  | к

бу ерда интеграл остидаги \х-—т х\>ъ ёзув интеграллаш ЛВ кес- 
манинг ташки кисми буйича бажарилишини билдиради. Интеграл ос­
тидаги (д т х) ни е га алмаштириб, куйидагини хосил киламиз:

0(Х) > I е2 / (д) Ах -  ̂ь:~ \ [ (д) Ах = к- Р (\ Х  — т х \ > г),
| х - т х | р I х —т х I е

бу ердан эса узлуксиз тасодифий микдор учун Чебишев тенг­
сизлиги келиб чикади.

Дискрет тасодифий микдор учун исбот шунга ухшаш булади. 
Мисол.  Математик кутилиши т х ва дисперсияси гг булган А 

тасодифий микдор берилган булсин. А микдор узининг математик к у т и - 
лишидан ка.мида 3 ах га четланиш эхтимоллигини юкоридан бахоланг. 

Е чи ш.  Чебишев теигсизлигида г 3ах деб оламнз:

Ж ,  А  -т х \> Ъах) < °Щ ) -=±
9 о;. 9

Бу мисолдан куриниб турибдики, Чебишев тенгсизлиги анча 
цупол бахо берганлиги учун унинг амалиёт учун ахамняти 
чекланган (нормал таксимот учун биз юцорида аниклаган 
эхтимоллик аслида 0,003 га тенг, яъни жуда кичик).

Чебишев тенгсизлиги бонп^ача шаклда — царама-ь^арши 
Ходиеага иисбатан хам ёзилиши мумкин: тасодифий микдорнинг 
математик кутилншидан четланишининг е>0 дан кичик булиши 
эхтимоллиги
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Р ( \ Х  — т  Л < г )>  1 — Щ>- (31.2)
к '

32- §. Борлицмас тасодифий мицдорлар учун катта сонлар 
цонуни. Чебншев теоремаси

Чебишев теоремасини куриб чицишдан олдин ушбу таъриф-
ни берамиз.

Т а 1, р и ф. Лгар исталгаи к>0 (хатто псталганча кичик) учун 
П т Р  ( | Х п — а | < е) 1 (32.1)
И -.у.

тенглик уринли булса, А',, А „  . . , Х п, . . . тасодифий микдорлар 
кетма- кетлиги а узгармас лшкдорга эхтимоллик буйича якинлашади 
дейилади, яъни 6 > 0 соппи цанчалик кичик килиб олинмасин, шун­
дай А' (е, 6) сон тониладики, кетма- кетликнинг барча п ;> N померли 
хадлар;; учун

Р  ( |А„  — а !<«?)> I -6 (32.2)
тепгсигпгк бажарилади.

Ч еби  шевн инг у м у м л а ш г а н  теоремаси.  Агар А,, А,,
. . ., .V,. . . . кетма- кетлик хар иккитас и богликмас булган тасо­
дифий микдорлардан иборат булиб, уларнинг дисперсия гари текис 
чегараланган, яъни шундай С сон мавжудки, О (А,) < С, /3 (А.) < 
< С, . . О (Х п) < С, . . булса, у холда тасодифий микдорлар

у :±А ” , п 1, 2____  (32.3)
И '

М  (А, )  М  (А.,) М  (А„ )кетма- кетлиги ---- 1------- --------------  сонга эхтимоллик
п

буйича: якинлашади, яъни
ц т  р  I I л » л - ~  х "  м  ( Л ' | )  м  ( Х -) ~  Л1  ( Л '»>

ц _ \ | п п
< е) -  I . (32.4)

Бошкача айтганда, теорема бундай даъво ^илади: дисперсня- 
ларн текис чегараланган етарлича катта сондаги богликмас 
тасодифий микдорлар учун бу тасодифий микдорлар урта ариф- 
метипшинг улар математик кутилишлари урта арифметигидан 
четлакишининг абсолют ^иймати истаганча кичик булишини 
амалда муь^аррар ^одиса деб ^исоблаш мумкин.

И с б о т и .  Богликмас тасодифий микдорлар й и р и н д и с н н и н г  
математик кутилиши ва дисиерсиясипи топиш к,оидалари буйи­
ча куйидагиларни хосил к;иламиз:

X ,  А ,  . . . + А я | ЛП.У,! ЛПА..) . . . н- ДГ(,У„>
п ; п

в  в  ( -У, А 2 . . .  Л „  =  Р  I.У.) Р  (А ,) . . .  Р  <Х„)
" п / п-

М (Уг) = м
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< С. с ... с с
п- п

Чебишев тенгсизшгиии У ,, тасодифий микдорга татбик килиб,

Р  (| У — М (Уп)\ "- г )>  1 - - —
п г-

ни хосил киламиз. Бу ерда эхтимоллик 1 дан катта була олмас.'ы- 
гини лисобга олсак

А, А 2 • ■ • V,, • VI (А,) Л1 (А ,) ■ л» (А'„) ]
п п |

булади. Теорема исбот кнлинди.
Чебишев умумлашган теоремасннннг таърифида биз тасо- 

дифнй микдорлар, умуман айтганда турли математик кутилишга 
эга деб тахмин цилдик. Амалда эеа купинча, барча тасодифий 
микдорлар бир хил математик кутилишга ва текис чегаралан­
ган дисперсияларга эга булади. Агар бу микдорлардан .̂ ар 
бирининг математик кутилишини а билан белгиласак, у холда 
уларнинг математик кутилишларининг урта арифметиги хам, 
равшанки а га тенг булади. Энди биз хусусий Чебишев теоре­
масини таърифлашимиз мумкин.

Ч е б и ш е в  т ео ре ма с и  Л,, А'„.......... \'(1, . . .  хар иккитаси
богликмас булган тасодифий микдорлар кстма-кетлиги булиб, бир­
галикда чегараланган дисперсияларга (истаган / учун О ( А ■) С) 
с,а бир хил М (А,-) а математик кутилииларга ага булсин. У  
холда > 0 кандай булмасин

Н т  Р  [ А, Л. Лп а < е )п 1
тенглик уринли.

Бу теорема махсус нсботин талаб килмаслиги равшан.
(32.5) формуланинг мо.хияти куйидагича: теорема шартлари 

бажарилганда етарлича катта сондаги богликмас тасодифий 
микдорларнинг урта арифметиги тасодифий микдор характерини 
йуцотади ва «деярли» нотасодифий микдор булиб к,олади, чунки 
у а га истаганча яцин цийматларни му^аррарликка яцин э.хти- 
моллик билан цабул цилади.

Пировардида бу хусусий Чебишев теоремасининг амалиёт 
учун фавцулодда мухимлигиии таъкидлаб утамиз: у улчашлар 
назариясида доимо ишлатиладиган урта арифметик киймат 
коидасига асос булади. Бунинг маъносини тушунтирайлик. Би ­
рор физик катталикнинг хаци^ий киймати а ни (масалан, би­
рор деталнннг улчамини) топиш талаб килннаётгаи булсин. 
Бунинг учун бир ь;атор бир-бирига богликмас улчашлар утка- 
замиз. Хар кандай улчаш бирор хатолик билан булади. Шунинг 
учун хар бир мумкин булган киймат А ,(/ — улчаш номерн)
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тасодифий мицдордир. >̂ ар бир улчашда систематик хатолик- 
лар пук деб фараз циламиз, яъни а хациций цийматдан у ёки 
Г»у томонга четлаиишлар тенг э.хтимолликдир. Бу холда барча 
Л, тасодифий ми1\дорларнин[ математик кутилиши Г.ир хил ва
ч га тенг, яъни М {Х /)=а. Михоят, улчашлар бирор кафолатли 
апиклик билан утказилади, деб фараз ^иламиз. Бу барча улчаш­
лар учун П (Х ’, ) ^ С  демакдир. Шундай цилиб, хусусий Чебишев 
г -оремаси шартлари бажарилади, шу сабабли агар улчашлар 
.'ип  етарлича катта булса, у холда амалда мукаррарлик билан 
бундай тасдицлаш мумкин: улчаш натижаларининг урта ариф­
метик киймати а ,\ак.|щий цийматдан истаганча кам фарк 
килади.

33- §. Я. Бернулли теоремаси
Я. Бернулли теоремаси катта сонлар 1\онунининг жуда мухим 

на тарихан биринчи шаклидир. У ходисанинг нисбий частотаси 
билан унинг эхтимоллиги орасидаги богланишни аниклайди.

Б е р н у л ли  т е о р с м а с и. Бир хил шароитлардаги бог- 
л.'/кмас синовлар сони чексиз ортганида каралаётган .1 .\о()и- 
: анинг р* нисбий частотаси унинг хар бир айрим синовдаги 
эхтимоллиги р га эхтимоллик буйича якинлашади, яъни

П т  Р  (! р* --- р | < ь ) 1. (33.1)
II * у-

6.1 ерда р* - - иа/ А ходисанинг биринчи ниш синовдаги нис- 
п

баи чисшотаси.
Бошкача айтганда, етарлича катта п ларда кузатилгаи р* 

киймат р эхтимолликнингтакрибий кийматини юцори даражада 
а и к клик билан берадн, деб амалда ишониш мумкин.

И с б о т и .  Ушбу тасодифий мицдорларни киритамиз:
А", — каралаётган А ходисанинг 1-синовда руй бериш сони;
А'2 — каралаётган А ходисанинг 2-синовда руй бериш сони 

г,а х. к. Бу тасодифий микдорларнинг хаммаси бир хил такси- 
мот конунига эга булиб, у ушбу катор куринишда булади:

г\ ерда с/ I -  р.
Уларнинг хар бирининг математик кутилиши р га тенг, дченер-

сияси эса I рц га тенг (23-§, 2-мисол га к.). Су игра
рц р (I — р) — (р- - р) 0,25 — (р 0,5)- 0,25,

яъни диснерсиялари чегараланган. Шу сабабли Чебишев теоремасига 
кура

П т  Я 11 — А, . . .

р < е)
М п I
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р* = — — — — — 1— —  эканини хисобга олсак, П т  Р( \ р '■— о| --
Я ц >оо

< 0  = К
Теорема исбот ^илинди.

1! у а с с он т е о р е м а с и. Бог.ищмас синовлар утказилаёт- 
гин булсин ва А ходисанинг синовда руй бериш эхтимоллиги 
р1 га тенг булсин. У  холда синовлар сони чексиз ортганида 
А ходисанинг нисбий частотаси ри р2, • • ■, рп эутимолликлар- 
нинг урта арифметигига эхтимоллик буйича якинлашади, яъни 
ушбу тенглик уринли:

П т Р 1.

Бернулли теоремаси Чебишев хусусий теоремасидан нандай 
келтириб чицарилган булса, Пуассон теоремаси Чебишев умум­
лашган теоремасидан шундай келтириб чнкарилади.

М а р к а з и й л и м и т  т е о р е м а .  Марказий лимит теоре- 
малар тасодифий микдорлар йигиндилари кетма-кетликлари- 
нинг цачон нормал таксимотга буйсунишини аннь^лаб берувчи 
теоремалардир. Улар бир-бирларидан йигиндини хосил килади- 
ган тасодифий микдорлар таксимот 1\Онунларнга цуйиладиган 
шартлар билан фарь  ̂ ^илади.

Бу ерда биз марказий лимит теореманинг энг содда шаклини 
таърифлаймиз, у цушилувчилар бир хил таксимланган хол учун 
хосдир.

Теорема.  Агар А-,, X ,, . . ., х „ — богликмас тасодифий мик­
дорлар булиб, математик кутилиши т  ва дисперсияси п- булган 
бир хил таксимот конунига эга булса, у холда п чексиз ортганида

гг
V  А „ -п т  
^  к1 нинг таксимот конуни математик кутилиши 0 еа

-у п а
дисперсияси 1 булган нормал таксимотга якинлашади.

Муавр — Лапласнинг локал теоремаси бу теореманинг хусу­
сий холи эканини айтиб утамиз.

М и с о л .  )^ар бири [0,4] кесмада текис таксимланган 75 та 
богликмас тасодифий микдорлар кушилмокда. Бу тасодифий 
микдорлар йириндисининг зичлиги учун такрнбий ифоданн ёзинг 
ва йигинди 120 дан 160 гача ораликда булиш эхтимоллигини 
топинг.

75

Е ч и ш.  X  = V  Х к, бунда Х к лар [0,4] ораликда текис га̂ сим-

ланган тасодифий микдорлар. У  холда

,Пх М(хк) , ,  . 2, Б (Х к) <1=^ =

Марказий лимит теореманинг шартлари бажарилмокда. Шу-
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нинг учун тасодифий мицдор таксимот зичлиги [(х ) тацрибан 
нормал тацсимот зичлигига тенг булади, яъни

{х - тх )’

10 , 2 я

Энди изланаетган эхтимолликни хисоблаймиз:

Я  (120 <  *  <  160) =  Ф  ( 1 ^ - ° , ..-Ф р - ^ 2 ? )  =

Ф  (1) -  Ф  (3) =  0,3413 0,49865 «  0,84.

У з-у з и II и т е к ш и р и ш у ч у н  с а в о л л а р

1. Катта сонлар цонунннинг мохпяти нимадан иборат?
2. Чебишев тенгсизлнгини ёзинг.
М. Эхтимо.т.тпк буйича якинлашиш таърифини айтиб беринг.
4. Чебишев умумлашган теоремасини айтиб беринг. Уни исботланг.
5 Чебишев хусусий теоремасини айтиб беринг ва унинг амалиёт учун фав- 

цулолда му.химлиги нимадан иборатлигиии курсатиб беринг.
6. Бернулли теоремасини айтиб беринг. Уни исботланг.
7. Пуассон теоремасини айтиб беринг.
8 Марка.чпа лимит теоремаиинг мазмуии нимадан иборат? Унинг энг сод­

да шаклннн айтиб беринг.
9. 14.542— 14.572-масалаларни ечинг.

34- §. Тасодифий аргументнинг функцияси

[. Эхтимолликлар назариясининг бир катор амалий масала- 
ларида X  тасодифий микдор билан богланган

у=ч(Х)
тасодифий мицдорни урганишга тугри келади, бу ерда у = у (х ) 
берилган функция. Масалан, автоматик системанинг чицишидаги 
сигнал бу система бирор параметри тасодифий ^ийматининг 
функцияси, квадратнинг юзи У  = X 2 (бунда X  — квадрат томо- 
нини улчаш натижаси) — тасодифий функция.

II. X  — дискрет тасодифий мнцдор булсин:
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ДОЛЛИ )' <| ( X ) тасодифий микдорнинг математик кутилмшл 
МП ДИспсрсити ушбу формулалар билан аннкланадп:

I
ту Л1 (У) V  ,, (Л-.) (34.1)

П

О  (У )  М ( У  т у )~ V  (Ч (х .) - т у)2 Р1. (34.2)
Г I

.V узлуксиз тасодифий микдор булган холда жа У = ц (Х ) 
тасодифий микдорнинг математик кутилиши ва дисперсияси уш­
бу формулалар билан аниклаиади:

ту М (У) \ <| (.V) / (л ) йх, (34 3)

Т-

О (У) ( (ч(л ')- ту)'2 I (л) йх. (34.4)
X

I I I .  Амалиётнинг купгнна масалаларида, айнн^са, математик 
статистикада, тасодифий аргумент функциясининг математик 
кутилиши ва дисперсиясипп тонишнимг узи куиинча етарлл 
булмайди, унинг тацеимот конунини ,\ам топиш зарур булади. 
X аргумент дискрет тасодифий микдор булган холни 22-§ да 
куриб утган эдик.

Бу ерда бундай масала куйилади: таксимот зичлиги маълум 
ва / (д')га тенг булган А’ тасодифий микдор берилган; бошка V 
Iасодифпй микдор у билап У = у (Х )  функционал богланиш 
оркали боглангап, бу ерда ц (Х ) — шу X микдорнинг барча мум­
кин булган кийматларн жойлашган бирор ]а, Ь[ ораликда уз­

луксиз функция (а = — оо, Ь = +  ос 
булиши истисно ^илинмайди) V 
тасодифий микдорнинг § (у ) так­
симот зичлигини топиш талаб 
килинади.

Бу масалаии хал этишда пк- 
кп холни караймиз:

1) Л\ о н о т о й  ф у н к ц и я 
б у л г а и х о л. Аввал ц (х) 
функция юкорида курсатилган 
ораликда монотон усувчи ва унга 
тескари х —\\(ц) функция тегиш- 
ли ораликда монотон усувчи, 
узлуксиз ва дифференцналланув- 
чи функция булсин. Оу у к. да 
(ц, у -г \1)) интервални оламиз Еа 
уни = функция ёрдампда141 - Ч1лкл.
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Ох уцца акслантирамиз: (л;, х + Дл:) интервални хосил циламиз 
(141- шакл).

(// < У  < у -г А у) ьа (г < X  < дг -- Ал) ходисалар эквивалент, 
У' ь['и Р  (у < У < у -г А у) Р  (х < Л' < .V ~  А а) ва, демак,

, ч , ■ Р  0/ <  V  <  // А //) 1 • Р  (■<' <  V <г д- Л А1 % (у) Iнп — ------- ----- —  П т
л  1/ -.(I Л  и л  х  -»о А  и

Л у - .С

I Р  (дг <  А  <  х  А дг; А х .  с , , . г , . , , . .П т ------- ----------- ---- I  (х)-х / (л) ■ «(■ (у).
л .с Л  л- А  </ ’ -1Л у -О

Дг ар / (л) функция монотон камаювчи булса, у холда юкоридаги му- 
лочазалар каби

ё (у) М К '/ Н 'Г  Ш
ип чосил киламиз. Икка/ш холни бирлаштирамиз:

ё (У) I  (//)) И -' (У)\- (34.5)
Л  ЛI-мисол. X  тасодифий микдор — —; — интервалда текис так-

симлапган. У &1П X  тасодифий микдорнинг § (у) таксимот зичлиги- 
[!Н ТОПИНГ.

1-чиш. X  тасодифий микдорнинг / (х) зичлнгини топамиз. X  мик-
д°р +  | интервалда текис таксимланган, шунинг учуй бу ин­
тервалда

I I
/' (л) л 2- ( л 2) л

л л
■2 2

шпер-бу иптервалдап ташкарида эса / (.V) 0. у ыпд-
ьалда \сувчи ва, демак, изланаётган зичликни топиш учун (34.5) фор- 
мулани кулланиш мумкин. \[ (у) = агсмп// булганлиги учун г|-' (//) =

1 > 1 — у-. Сунгра { (х) 1л булгани сабабли [ (\|- (у))  ̂ I л.
(34.5) формулага асосан у {  | — 1, 1 [ интервалда

8 (у) 1 /л I 1 —у-, 
бу иптервалдап ташкарида § (у) = 0.

Текшириш:  ̂ ё (у) Ау
I 1

1 I* (/</ 2 (1и

-1
2

— аГС51П у  
л

2 л 1.
л 2

2) Ном о нот он ф у н к ц и я  б у л г а н  хол. Зичлиги [(х) булган 
узлуксиз X  тасодифий микдор ва у — <[ (х) функция X  микдорнинг 
барча мумкин булган кийматлари жойлашган ]а, Ь\ ораликда ди |х|)е- 
ренцналланукчи ва булакли- узлуксиз булсин.

\а, дгД, ]д'|, д-2[, . . ., ]л-л_ , , Ь [ шу ф (д) функпияиинг монотонлик ора-



ликлари ва 1|-, (у) функция <( (х) функцияга ]а, х,[ ораликда тескари 
функция, \)-2 (у) функция (р (х) функцияга ]*,, ,г2[ ораликда тескари 
функция булсин ва хоказо. У холда V ер (X) тасодифий мнчдор- 
нинг зичлиги

8 (у) - / (4*1 (у )) I 'Г| (у) I +  / ('!’, (у) ) I 4’'> ('/) I -■ • 
+  ! (Ч'„ (У)) I Ф,; (У) I (34.6)

формула буйича хисобланиши мумкин. Бу даъвони биз исботси? к:1- 
бул киламиз.

2-мисол.  А' тасодифий микдор т х ва ах параметр.™ нормал так­
симланган. V -■ X- тасодифий микдорнинг зичлигини топинг.

Е ч  и ш. Бу холда ср (х ) = лг, а = —  оо, Ь = ~  оо. у  (л) — хг 
функция ]— оо; +  оо[ ораликда монотон эмас. Бирок 0[
ораликда камаяди ва гр, (у) = - I // тескари функцияга эга, |0, -н сю[ 
ораликда эса усади ва \|’2 (у) • у тескари функцияга эга. Л тасо­
дифий микдорнинг зичлиги

I 2 л

куринишда эканлигини хисобга олиб ва (34.6) ([юрмулани татбнг. этиб, 
куйидагини хосил киламиз:

-  ( -  I У)2

§ (//) = — =г *
I 2 л 2 1 У

- (I и)2

+
I 2 л 2 V у I

--- е {у > 0).
I 2 л//

35-§. Нормал таксимланган аргумент чизикли 
функциясининг хусусиятлари

А  тасодифий микдор
IX—т х )*

Ж - — ^  е *
ох ( 2 л

зичлик билан нормал таксимланган булсин, У тасодифий миц- 
дор эса у билан У = аХ + Ь чизикли функционал богланиш билан 
богланган булсин. У тасодифий микдорнинг таксимот конунини 
топиш талаб этилади. Ечимни ушбу жадвалда икки устунда 
жойлаштирамиз: чапдаги устунда масаланинг умумий ечимида 
цабул цилинган функциялар, унгдаги устунда эса царалаётган 
масалага мос аник функциялар жойлаштирилган.
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/ (*)

{х —тх  )*
21

ах У 2  л

У =  Ф (■*) у =  ах~г Ь

-V =  Ч- (у)
у — Ь

х —
а

Ч3' ('/)
1
а

1 '!>' (у) 1
1

м

в (у) = 1 (Ч (у)) (у)\

1 У—Ь \*

1 2 О2
В (у) -  /—  е 

|а| ох > 2 л

I* (у) ифодани алмаштирамиз:
1у—(а т х + Ь )]«

2а2 о-

8 (У) =

Бу эса
т у = а т х +  Ь
оу = \а \о х (35.1)

параметрли нормал цонуннинг узидир.
Шундай цилиб, нормал 1\о н У н га  буйсунадиган тасодифий 

аргументнинг чизикли функцияси .\ам (35.1) формулалар билан 
аницланадиган нормал цонунга буйсунади.

36- §. Богликмас тасодифий мицдорлар йигиндисининг
тацсимоти

Илгари биз шу бобнинг 14- § ида иккита дискрет X  ва У та­
содифий микдорнинг

г = х + у
йигиндисини урганиб, унинг таксимот к,онунини топган эдик. 
Агар .V ва У узлуксиз ва боглицмас тасодифий мицдорлар бу­
либ, уларнинг зичликлари маълум ва мос равишда }\(х) ва 
/2 (у) га тенг булса, у ^олда 2 = Х  + У  тасодифий микдорнинг 
^ (г ) зичлик функцияси
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8 (г) =  }  /г (*) /г (2 — *) Ах ёки § (г) = |‘ /, (г — г/) /г (у) Лу
— оо — х

формулаларнинг исталган биридан топилиши мумкин. Агарда 
А' ва У тасодифий микдорларнинг мумкин булган кийматларн 
манфиймас булса, у >̂ олда & (г)ни ушбу формулалар орцали 
топилади:

г г
8 (г) = \ /1 (V) /2 (г — а-) Ах ёки д (г) - /, (г — у) /2 (у) Лу.

о о
Богликмас тасодифий мицдорлар йигиндисининг таксимот зич­
лигини таксимот конунлари композицияси деб аталади.

Эхтимолликлар таксимот цонунлари композицияси яна факат 
иараметрлари билан фаркланадиган уша цонуннинг узн булса, 
бундай таксимот цонуни туррун таксимот деб аталади. Нормал 
1̂0нун туррунлик хоссасига эга эканлигини курсатиш цийин эмас: 
нормал конунлар композицияси яна нормал таксимотга эга бу­
лади (бу компознциянпнг математик кутилиши ва дисперсияси 
кушнлувчиларнинг мос равпшда математик кутилишларн ва 
дисиерсиялар нигнндиларнга тенг). Масалан. А ва У боглик­
мас тасодифий микдорлар булиб, нормал таксимланган ^амДа 
математик кутилишлари ва дисперсиялари мос равишда а, = 2, 
а2 = '3, й\ = \, булса, у холда бу микдорларнинг компо­
зицияси (яъни  2 = Х  + У йигиндининг таксимот зичлиги) хам 
нормал таксимланган, бунда композициянинг математик кути- 
л иши ва дисперсияси мос равпшда а = 2-КЗ = 5, О - 14-1,5 = 2,5 
булади.

М и с о л :  А ва У богликмас тасодифий микдорлар курсат- 
кичли таксимот конунларига эга:

О, —  оо <  .V <  0 , 10 , —  оо <  у  <  О,
у

I 1 - °  ----  Ь(у) \±е 1> 0 < / / <  +  оо.
4

Бу крнунларнинг комнознциясипи, яъни 2 = А : ) тасодифий 
микдорнинг таксимот цонунини ёзинг.

Е чи ш . А' ка У тасодифий микдорларнинг мумкин булган ций-
2

матлари манфиймас. Шу сабабли ^(г) —  ̂ /1 (х){2( г — л') с1х =
о

^  ~  е~ {г~х)/4 Ах = —  е~г/к Г е~хП2 Ах = е~г/* (1 -  е~г'У2).
3 4 12 „1

о о
Шундай килиб,

10, —  оо <  г <  О,
 ̂ | е ~ ‘/4(1 — е_г/12), 0 ^ г <  +  оо.
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1. Тасодифий аргументшшг функцияснга дойр мисоллар келтиринг.
2. Тасодифий аргумент функциясининг математик кутилиши ва дисперсия- 

си кандай аникланади?
3. Битта гасодифнй аргумент монотон функцнясинннг там’нмог зпчлпгп 

кандай тонилади?
4. Бппа тасодифий аргумент номонотон функциясининг таксимот щчлигн- 

ни ёзинг.
Г) Нормал таксимланган аргумент чизикли функциясининг таксимот ко- 

нуии кандай?
6. Иккита богликмас тасодифий микдор йигиндисининг таксимот зичли- 

: ини ёзинг.
7. Таксимот ^онунининг тургунлик таърифини айтиб беринг.
8. 14.498— 14.511, 14.528— 14.536- масалаларни ечинг.

5" з-у з и II н т е к ш и р н ш у ч у н  с а в о л л а р

37- §. Тасодифий микдорлар системаси ^а^ида тушунча.
Икки улчовли дискрет тасодифий мицдор э^тимоллигииииг

тацсимот конуни

Ш у вацтга ^адар биз хар бири битта сон билан ашпуланади- 
ган тасодифий микдорларии ургандик. Бундай микдорлар бир 
улчовли деб аталади: нуксонли буюмлар сони, тешнк диаметри, 
снарядиииг учит узоклиги на бошкалар.

Бир улчовли тасодифий мицдорлардан ташкари, мумкин 
булган кийматлари иккита, учта, ...,// та сонлар билан аникла- 
иадигап тасодифий микдорлар хам урганилади. Бундай микдор­
лар мос равишда икки, уч, . . . , // улчовли гасодифнй микдорлар 
деб ага,чади.

Икки улчовли тасодифий микдор (.V, У) оркали белгила­
нади. .V ва } микдорларнинг хар бири ташкил этувчилар (ком- 
иоиентлар) деб аталади. Бу иккала гасодифнй микдор бир вакт- 
да каралганида иккита тасодифий микдор спстемасини хосил 
килади. Шунга у.хшаш, уч улчовли (А’, ), 1) гасодифнй 
микдор учта А, У , 'А тасодифий микдор системасннн аник- 
лайди.

1- м и с о л .  Станокда пулат куймалар штампалапади. Агар 
пазорат ки.тниадиган улчамлар унинг буйи А на -лш 1 булса, у 
хцлда икки улчовли (.V, У) тасодифий мнкдорга, агар буша 
кушимча 2 баландлигн хам назорат килинса, у холда уч улчов­
ли (А, ), X) гасодифнй мнкдорга эга буламиз.

Икки улчовли (А, У) тасодифий микдорни геомефпк чук­
ча и назардан текисликдаги Л/(А’, У) гасодш|)пй иукта сифатида, 
яъни координаталари тасодифий нукта сифатида талкин эгиш 
мумкин.

Икки хлчовлн дискрет гасодифнй микдорнинг таксимот кону­
ни деб, бу микдорнинг барча мумкин булган кийматлари ва 
у.!;:ричиг э.уимол гарл />.■- Р(.Х х,-, У ;/.), « !. 1’,

!. . . . .  ;п р\'и\атига айтилади. Т.жоимот коиунн ода г да >кадв<1.т 
пик. 1И.1.1 Гер :.иди.



(X  — У = у^ I =  1, 2, . . . , п\ / = 1, 2, . . . , т  ,\одисалар 
Хар иккитаси биргаликда булмаган ходисаларпинг тула гурухини хо­
сил црлгани учун

Икки улчовли дискрет тасодифий микдорнинг тацсимст 
ьрнунини билган холда уни ташкил этувчиларининг хар бири- 
нинг таксимот ь^онунини топиш мумкин. Х,ацикатан,

(X  = хг\ У = у у), (X  =х{, У  = у2), . . . , (X  = х,; У = ут ) 
Ходисалар биргаликда булмаганлиги учун цушиш теоремасига кура 

Р(хд = Р ( Х = Х1) =  Р ( Х  = хх\ У  - у,) +
+  Р ( Х  = х» У  = у2) + . . . +  Р (Х  = лу, К  = ут).

р (х2), р(х3), . . . , р (хп) эхтимолликларни хам шунга ухшаш хис°б- 
лаймиз.

У ташкил этувчининг таксимот конуни хам шунга ухшаш 
топилади.

М и с о л .  Ушбу жадвал билан берилган икки улчовли (X, У) 
тасодифий микдорнинг X  ташкил этувчисининг таксимот цону- 
нини топинг:

А
1 4 7 8

0 0,10 0,05 0,10 0,15

— 1 0,07 0,12 0,10 0,06

4 0,05 0,03 0,07 0, 10

Ю^орида айтилганларга асосан X  тасодифий микдорнинг тац- 
симот ^онуни бундай булади:

X.
1

1 4 7 8

Р1
0,22 0,20 0,27 0,31

Текшириш: 0,22 +  0,20 +  0,27 +  0,31 = 1.
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38- §. Иккита тасодифий микдор системасининг таксимот
функцияси

Т а ъ р и ф .  Икки улчовли (X , У) тасодифий микдорнинг тац- 
симот функцияси деб, у -%ар бир (х, у ) сонлар жуфти учун X  
тасодифий микдор х дан кичик кийматни ва бунда У тасодифий 
микдор у дан кичик кийматни кабул килиш эхтимоллигига 
айтилади, яъни

Геометрик нуцтаи назардан, Р  (х, у) функция хар бир (х, у) 
нукта учун (X, У) тасодифий микдорнинг учи шу (х, у) нуктада 
булган пастки чап квадрантга тушишини билдиради (142-шакл).

Р {х, у) тацсимот функциясининг асосий хоссаларини келти- 
рамиз.

1- х о с с а. 0^ / 7(л:, у,) ^ 1.
Бу хосса Р(х, у) функция хар бир (.V, у) нукта учун бирор 

эхтимолликни ифодалаши, эхтимоллик эса 0 ва 1 орасида були- 
шидан келиб чикади.

2-х о с с а .  Р  (х, у) функция аргументларнинг ^ар бири буйи­
ча камаймайдиган функция, яъни

Бу хосса геометрик нуктаи назардан жуда аён. Хакикатан, х 
ортиши билан (квадрант чегарасннинг унгга сурнлиши билан) 
ёки у нинг ортиши билан (квадрант чегарасининг юкорига сури- 
лиши билан) (А', У) тасодифий нуктанинг бундай квадрантга 
тушиш эхтимоллиги, яъни Р (Х < х ; У < у) = Р(х ,у ) эхтимоллик 
камаймайди.

3- х о с с а. Ушбу тенгликлар уринли:
Р ( — оо, у) = О, Р  (х, — оо) = О, Р ( — оо, — оо) = 0.

Хакикатан хам, Р ( — оо, у) = Р ( Х <  — оо, У < у) = 0, чунки 
(X  < — оо) мумкин булмаган ходиса булганлиги сабабли (X < — оо, 
У < у) ходиса хам мумкин булмаган ходиса.

К,олган икки тенглик ^ам шунга ухшаш исботланади.
4- х о с с а. Ушбу тенглик уринли:

Р(х, у) = Р ( Х с х ,  У < у) (38.1)

Р (х2, у )> Р (х 1, у), агар хг > х х булса, 
Р(х, у2)> Р (х ,  у,), агар у2 > у { булса.

Р  ( -г +  ° ° )  =  1-

Хакикатан, ( X  <  +  оо, У < 4* оо) му- 
Наррар ходиса, шунинг учун

V

5-хосса.  Ушбу тенгликлар уринли: 
Р(х; +  оо) =  ^  (л-), Р  ( +  оо; у) = Р,(у), 

бу ерда Р [(х ) икки улчовли тасодифий

Р(-{- оо; оо) =  Р(X  <" ~  оо;

.с

142- шакл.
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мицдор X ташкил этувчисининг тац-
I V симот функцияси, Р 2(у ) эса У ташкил

этувчисининг тацснмот функцияси.
Хакиклтан хам, У < оо мукаррар 

ходиса. Шунинг учун
Р(х, -  оо) = Р (Х  < х; V < -|- оо) =

— Р  (X  < л) = Р х (л).
Юкрридаги тенгликларнинг иккин- 

чиси хам шунга ухшаш исботланади.
6-х о с с а. (.V, У) тасодифий мик- 

дориииг х = а, х — Ь, у = с, у= й  тугри 
чизиклар билан чегараланган тугри 

турт'урчакка (143-шакл) тушиш эхтимоллиги

Р (а  < X  <Ь\ с < Г  < А) - Р (Ь, (1) — Р (а, с!) —
— Р(Ь, с) Р (а, с) (38.2)

формула оркали хисобланипш мумкин.

39- §. Икки улчовли узлуксиз тасодифий микдорнинг
таксимот зичлиги

Таксимот функцияси Р(х, у) булган (X. У) икки улчовли 
узлуксиз тасодифий микдорни карайлик.

Т а ъ р и ф .  Ушбу
г /  \ д - Г  (V .  //I г - ,/(•V, у) - -  РхлX, У)Ох о у у

тенглик билан аникланадиган ( (х, у) функция икки улчовли узлук­
сиз (.V, У) тасодифий микдор биргаликдаги таксимотининг зичлиги 
ёки (А, У) система таксимотининг зичлик функцияси деб аталади.

Бунда Р(х. у) функция иккинчи тартибли аралаш Р'ху (г, у) ,\оси- 
лага эга вз бу хосила бутун Оху текисликда, чекли сондаги эгри 
чнзикларни истисно этганда, узлуксиз деб фараз килинади.

Лагранж теоремасидан фойдаланиб,

/(■ 71 -= П т Г 11 Л д ’ Л ^ ~~ <л ’ ~  Л •/> ~~Г (л " л л’  ̂р 
Дх->о А л-ЛгуА у-*'}

эканини исботлаш кнйин эмас. Шунинг учун (38.2) га асосан

/ (.V, у) — П т < У- . (.39.1)
Ах->0 Л д * Л и
Д// -»0

Шундай килиб, /(.V, у) функция хар бир (х, у) нуктада сон
жп.чагндан (А, ) ’) тасодифий нуцтанинг элементар тугри турт- 
бурчакка тушиш э.угимоллнгининг унинг юзига нисбатини бу
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144- шакл.

турри туртбурчак (х, у ) нуктага 
тортилгандаги лимитига тенг (144- 
шакл).

(39.1) формуладан куйидагини хо- :/4 ■ 
сил киламиз: <X, У) тасоди<|)ий нукта­
нинг учи (.V, у) нуктада ва томонла- 
р и  Д а-, Ау булган элементар тугрн 
туртбурчакка тушиш эхтимоллиги 
бунда)! ёзнлиши мумкин:
Р  (х < X  < д- -г Д х\ у < У  <  у -г Д у ) =

= (/(-V, у)-г е) Ах-Л у, (39.2)
бу ерда Д .V — 0 ва Д // —>- 0 да е ->■ 0.

Шунинг учун (X , У) нуктанинг Оху текисликдаги бирор О со^ага 
тушиш эхтимоллиги ушбу тенглик билан ифодаланади:

Р ((Х , У )^ И )=  \ \}(х, у) йхйу. (39.3)
1)

(38.2) формуладан фойдаланиб ва Р  (х, у ) функция хар бир 
(х, у ) нуктада (X, У) тасодифий нуктанинг учи (х, у) нуктада 
булган пасткн чап квадрантга тушиш эхтимоллигини беришини 
хисобга олиб, Р(х, у ) таксимот функциясини ({(х, у) таксимот 
зичлиги оркали бундай ифодалашимиз мумкин:

X у
р (х, у) =--- | | / (и, V) йи йу. (39.4)

- V ----\ )

Энди иккита тасодифий микдор системаси таксимот зичли- 
гининг асосий хоссаларини келтирамиз.

] -х о с с а .  Таксимот зичлиги манфиймас функция, яъни
/ (х, у) > 0.

Бу (39.2) (формуладан айнан куриниб турибди, чунки А.т>0, 
Д у> 0, г—>-(), тенгликнинг чап томони эса манфиймас.

2-хо с  с а. Таксимот зичлигидан олинган икки каррали ин­
теграл бирга тенг:

-р -х. х

I' [ I (х, У) йх йу = 1.
— оо —

Хакикатан, (39.4) формулага асосан, куйидагига эгамиз:
- 1_ "V 4- ГС
( \ / (х, у) йх йу г -- Р  (4- оо; +  оо) ^  1.

— \ — \
Мисол.  .V- у'1 < 4 доирада таксимот зичлиги /(.г, у) =--С (2 —

— У  хг +  !Г ) формула билан берилган; доирадан ташкарида /(.V, у) ■-= 
0. а) С узгармасни топинг; б) (А', У) тасодифий нуктанинг марка- 

зи координаталар бошида булган радиуси бирга тенг дойра ичига 
тушиш эхтимоллигини топинг.

Е  ч и ш. а) Таксимот зичлигининг иккинчи хоссасидан фойдаланамиз:



[ |  С (2 — У х 2 +  у2 )с1хАу = 1.
* , + в , <4

Бундан

С = --------- !----------
И (2 — I х1 у'1) йу

хг+уг '  (

1̂ утб координаталарга утиб, цуйидагин I хо:ит циллмиз:
1 3С

“я г 8 л
I а ф | (2 — р) р а р
6 и

Шундай ^илиб,

—  (2 — У.х1 +  у- ), л'3 +  у3 < 4,

1{Х’ У) ~  [о," ** +  » *> 4 .

б) Тасодифий ну^таш.нг айтилган дойра га (О соха) тушиш э.\ти- 
моллигини (38.3) формула буйича топамиз:

РЦ ,Х ,У )Ь П ) = ^  Л  ( 2 - У х 2 + у* ) йх йу.
х*+у'<\

Кутб координаталарга утиб, изланаётган эхтимолликни топамиз:
2л 1

р“8-Ц'М(2-р)р‘'р={
(X , У) системанинг таксимот зичлигини билган ,\олда ташкил этув- 

чиларнинг таксимот зичлигини топиш мумкин, чунончи:
-[-оо -}-ос

А М  = ]’ !(х, у)йу, [2 (у) = |  }{х, у)йх,
—  х> — х>

бу ерда /[ (х) — тасодифий X  микдорнинг тацсимот зичлиги, /2 (у) эса 
тасодифий У микдорнинг таксимот зичлиги.

К,уйидагига эгамиз:
X +то

Р г{х) =  Г (х , +  оо) = 1“ |  [(и , V)йий^,
— -х —оо

бундан

А (х) -= Р\ (х) = \ !(х, у)йо.
—  00

Иккинчи тенглик .\ам шунга ухшаш топилади.



Уз-уз  и ни т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Тасодифий мшуцорлар системаси таърифини айтиб беринг. Мисоллар 
келтиринг.

2. Икки улчовли дискрет тасодифий микдорнинг тацсимот цонунини ёзинг. 
Ташкил этувчнларнинг таксимот цонунлари кандай ёзилади?

3. Икки улчовли тасодифий микдорнинг таксимот функцияси таърифини 
айтинг. У  геометрик ну^таи назардан нимани англатади?

4. Тацсимот функциясининг асосий хоссаларини айтиб беринг. Уларни ис­
ботланг.

5. Икки улчовли узлуксиз тасодифий микдорнинг таксимот зичлиги цан- 
дай таърифланади?

6. Икки улчовли узлуксиз тасодифий микдорнинг берилган со.\ага тушиш 
эхтимоллигини хисоблаш формуласинн ёзинг.

7. Таксимот функцияси зичлик функцияси орцали кандай ифодаланади?
8. Икки улчовли тасодифий микдор таксимот зичлигининг асосий хосса- 

ларини айтиб беринг.
9. Икки улчовли узлуксиз тасодифий микдор ташкил этувчиларидан хар 

бирининг зичлик таксимоти кандай аникланади?
10. 14.378— 14.382, 14.389— 14.399, 14.404 — 14.413-масалаларни ечинг.

40-§. Икки улчовли тасодифий микдор ташкил этувчиларининг 
шартли та^симотлари

а) (Л', V') таксимот конуни маълум булган икки улчовли дискрет 
тасодифий микдор булсин:

Х1 X . х п

У 1 Р 11 Г-21 Рп\

У  2 Р п Р-22 Р п 2

У т Р\гп Р'2т Р ц т

Айтайлкк, синов натижасида X  тасодифий микдор Х{ кийматни 
к̂ абул цилган булсин; бунда У тасодифий микдор узининг мумкин 
булган у х, у2, . . . , ут  цийматларидан исталган бирини бирор э.\ти- 
моллик билан кабул цилиши мумкин. Бу эхтимоллик, умуман айт­
ганда, р {у1) -- Р  (У - у )  (бунда / = 1, 2, . . . , т )  эхтимолликдан 
фарц килади.

Купайтириш теоремасига кура:
Р(<г У/) = р ^  у  = У ) = р ( *  = -ОР (У  =--у ,\ Х =  х,-) =

= Р (хд Р (У, ! *,■),
бунда р(Х[, //.) — шу X  = XI ва У = у1 ходисаларнинг биргаликда 
руй бериш эхтимоллиги, р (г/-1*,-) эса У  = у} ходксанинг X  = х1 хо­
диса кузатилгандаги шартли эхтимоллиги. Бу формуладан куйидаги­
ни хосил келамиз:
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/ I Ч р(х1 ' -Л'*
= — г т г’ Р(*1 V

Ушбу

У У 1 Уг 1 • ' ' Ут

Р  (У \х ~  л ,- ) Р (.'/1 Р (УАХ1 ) | • Р('/,„!л7 >

Жадвал У ташкил этувчининг X  = х1 даги шартли таксимоти 
деб аталади.

Шартли эхтимолликлар йигиндиси бирга тенглигини айтиб утамиз:
/ 1 4 !  / 1 4 '  , / I \ Р(Х‘ ' у'] , ■р ( у ^ )  +  р(у2'х{)-г . . • + р (У т 1х{) = ■ -Г -

Р (-V/ } р (XI )

_  Л- р (* ‘ ’ -'/ш> р (л'‘ } -  1
Р (-4 ) Р ( V,- )

Шунга ухшаш, А' микдорнинг тайинланган У = // (/ 1,2, . . .  , т )  
цийматдаги шартли таксимот коиунларини карапшмиз мумкин:

/ , Ч  Р {Х1 ' У-! 1
' '  “  ~ р Ш Г) ■

1-мисол. Икки улчовли (А, V') тасодифий микдор берилган:

У \
1 4 7 8

0 0,10
1

0,05 0, 10 0,15

— 1 0,07 0,12 0.10 ! 0,00

4 0,05 0,03 0,07 0,10

X  ташкил этувчининг У  ташкил этувчи У  — 4 киймат кабул килди 
деган шартдаги шартли таксимот конунини топинг.

Е ч и ш .  р (у3) = р(х1, У з )~ р {Д-2, Уч) — р (.V,, У3)~-Р(х4.
= 0,05 +  0,03 + 0,07 -0,10 - 0,25.

-  0.20,
Р (.'/.)) 10,-Ъ

/Ф '^ з ) .'•'•'•■=••4. 0,12,
Р  (</:,) 0.2.)

= 0.28,
Р (уя) 0 ,2о

р (л-1 //з) =0,40.р (//.() 0,2.)
Т е к ш ири ш: 0,20 — 0,12 0,28 -г 0,40 - = 1.
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Ж а в  оби.

X 1 | 1 | 7 | 8

Р {Х \ У  ;= 4) 0,20 0,12 0,28 1 0,40

б) (X, V) икки улчовли узлуксиз тасодифий микдор булсин. Ушбу
Р  (.V <  -V с  х - А х | у < У  <  у -г Л у)/ (Му) Пт

Дх-*0
Д*/-*0

А х

формула билан аницланадиган !(х\у) функцияни X  ташкил этувчи- 
ннпг берилган У  — у кийматдаги шартли зичлиги деб аталади. Унинг 
. уратида X  тасодифий микдорнинг У микдор ] у, у +  А у [ орал ик дан 
киймат 1\абул цилди деган шартда ] х, х +  Д х [ ораликда циймат ка­
бул килиш эхтимоллиги турибдн.

Купайтириш теоремасига асосан:

/ (.<//) - Пш Р (х' *  А У\ -
Лх~+0
Дг/-*0

Ах

- п т
Дх -*0 Д̂ -0

Р  (х <  А' <  х \ л ; у  <  У  <  у — А /у)

-- п т
Дат—О Ды- >0

А д • Р  {II <  У <  у А I/) 

Я (.V <  А' <  .V \ .V; и - Г  ■ ' у - \ у I 1
\ л \ и Р ( у  < У  <  у г Л'/)

А и
Шгндай килиб

Шунга ухшаш,

/ (х. у)
и (у)

(40.1)

(40.2)

(40.3)
муносабатларни хосил киламиз.

Шартли зичлик шартсиз таксимот зичлигининг барча хос- 
саларига эга, хусусан.

/(•'1//) - 

/ (//!*)

/(а, у) 
(г (у)

/(-У- и)
/1 (-V)

пи хосил киламиз. Бу икки формуладан
/(.V, //) -- /,(//) / (л'|//), 
/ ( V, //) - / ! ( А ) / (//|.Х-)

/(д-!у)>0, 1(х\ц)(1х = 1;
— ээ 

-I- ~л
[(У\х)>0, С / (/У|’а') йу = 1.

со

Бу хоссаларнинг тугрнлигинн текшириб куришни укувчига тав- 
син ^иламиз.
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41-§ . Боглиц ва богликмас тасодифий микдорлар

Тасодифий микдорларнинг богликлик ва богликмаслик ту- 
шунчалари эхтимоллик назариясининг энг мухнм тушунчалари- 
дан биридир.

Узлуксиз тасодифий микдорлар учун У нинг А' га боглгщ- 
маслик шарти исталган у  да

(41.1)
куринишда ёзилиши мумкин. Агарда У тасодифий микдор X 
тасодифий микдорга боглик булса, у холда

! Ш )  Ф  к  (у )-
Тасодифий микдорнинг богликлиги ёки борликмаслиги доимо 
узаролигини, яъни агар У микдор А га боглик булмаса, у холда 
А мнкдор У мицдорга богликмаслигинн (40.3) формулалардан 
фойдаланиб курсатамиз.

Хакикатан, У мицдор А га боглик булмасин. У холда (41.1) 
тенглик уринли. Иккинчи томондан, (40.3) ф ормулаларга асо­
сан

М / / ! / 1л':) / , ! л ) / . / / у ». 
бундан, (41.1) ни эътнборга олсак,

Нх\У) =  М Д  
ана шуни исботлаш талаб  килинган эди.

Тасодифий микдорлар богликмаслигининг содда аломатини 
келтирамиз, у ушбу теорема шаклида ифодаланади.

Т е о р е м а .  X ва У тасодифий микдорлар богликмас булиш и  
учун (X, У) системанинг таксимот зичлиги ташкил этувчи тасо­
дифий лищдорлар зичликларин инг  купайтмасига тенг булиш и  
зарур ва етарлидир:

/(-V, И) =  Ш - Ш У  (41.2)
И с б о т и ,  З а р у р л и г и .  А' ва У богликмас тасодифий микдор- 

лар булсин. У холда

/  ( * ' ,  //) =  / ,  (  V )  ■ /  (у\х) -- / !  (.V ) ■ /о (// ).

Е т а р л и л и г и  [(х, у) =  /1 (х) /„ (у) булсин. У холда (40.1) ва
(40.2) тенгликлардан фойдаланиб куйидагини хосил киламиз:

А (X) =  =  /  № ■ . [ ,  (у) =  -  / (у\х).
/г (</) /1 (*)

Теорема исбот килинди.
Н а т и ж а. Агар / (х, у)  таксимот зичлигини бири фаь^ат 

х  га борли^, иккинчиси эса ф а^ат  у  га боглиц иккита функция­
нинг купайтмаси куринишида ифодалаш мумкин булса, у ^олда 
X  ва У тасодифий микдорлар богликмасдир.

И с б о т и .  /(х, у) =  а  (х) ■ р (у) булсин. Л’ холда
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-оо -{-X :с -}- оо
( [ /(.г, у) йх йу  =  С С а  (х) Р (у) йх йу  =

—  30 — X — оо — эо

=  ( а (х )йх-  (■ ${у)йу  --= 1;
— 30 — оо

— 00 4-30 Ч"00

/\ (*) =  ( /  у) ^  \ а  М  Р ('О =  сс (.<•) Р (у) йу;

I- {У) =  1’ /  (-V. У) Ах =  1‘ а  (л-) р (г/) Ах -- Р (у) (’ а  (*) Ах.
• «• о— 00 —X —X

“Ь X “Ьх
Бундан (х) • /2 (у) =  а  (дг) ( Р {у) Ау ■ р (у) а  (х) Ах =

— X —X

=  а  (х) ■ р (у) а  (х) Ах ■ \ Р (у) йу  =  а  (х) ■ р (и) =  /  (х, у).
X X

Шундай килиб, бнз [(х, у) =  /,(л') ■ {„(у) ни хосил килдик, бу 
эса А' ва V тасодифий микдорларнинг богликмаслигини англатади, 
ана шуни исботлаш керак эди.

2 - м и с о л .  Икки улчовли (X, V) тасодифий микдор ушбу

!(Х, у)
Л 2 (1 +  .V2 —  у 2 +  Х-у-)

таксимот зичлиги билан берилган. А- ва У тасодифий микдор­
ларнинг боглик; ёки боглицмаслигини аникланг.

Е ч и ш. Бу тацсимот зичлигинн ушбу купайтма куринишида 
ифодалаш мумкин:

Нх, У) = = П(х) -Ш-
Я  ( 1 .V-) Я  (1 +  у )

У холда натижага асосан А' ва У микдорлар богликмас.
3-м и с о л. Икки улчовли дискрет (А', У) тасодифий микдор 

берилган:

X
У

2 4 5

1 0,03 0,07 0,10

3 0,20 0,10 0,50

X  ва У тасодифий микдорларнинг богли^маслигнни курсатинг.
Е ч и ш .  Х = 2, Х  = 4, Х-^-5 ходисаларнинг эхтимолликларини 

топамиз:

Р ( Х  =  2\У =  1) =  Р(А =  2; Х- - —  =  ---------— -------- =  0,15,
V 1 ’ Р ( К = 1 )  0 , 0 3 +  0 , 0 7 +  0,10



Р ( Х  =  4|У =  1) =  Р(Х =  4: 1} = --------- ^ --------- =  0,35,
Р (У =  1) 0 ,03 +  0 , 0 7 +  0,10

Р ( Х  =  5|У =  1) -  5;-Г =  1} = ---------^ --------- =  0,50
Я ( И = 1 )  0,03 0,07 +  0,10

Олинган иатижаларпи ушбу жадвалга ёзамиз:

А | 2 | 4 | 5

Р (X д 7 ) 0,23 0,17 | 0,60

Р(Х =  Х1 |К  =  1) 0,15 ! 0 ,35 1 0 ,50  
1 1

Жадвалдан куршшб турибдики, Р (X  — д-;) Ф  Р (Х  =■--.V,-| У 1).

Бу эса X  ва У тасодифий микдорлар боглиц деб хулоса чика- 
риш учун етарлидир.

42- §. Корреляция моменти ва корреляция коэффициенти

Т а ъ р и ф .  X  ва У тасодифий микдорларнинг корреляция 
моменти (ёки ковариацияси)  деб, куйидаги сонга айтилади:

К ху --- М ((X — т х) (У - -  т )).  (42.1)

Дискрет X  ва У тасодифий микдорлар учун бу формула уш ­
бу куринишни олади:

Л ' , .  /«,)/>;,
I' !

X  ва У узлуксиз тасодифий микдорлар учун формула бундай
. X “ л

булади: Кху= \ \ (х — тх) (// — ту) / (.V, у )й х й у .
эО ~эо

Корреляция моменти ифодаси математик кутилиш хоссалари 
асосида бундай алмаштирилиши мумкин:

М ((X -  тх) (У -  ту)) -  .VI (X ■ У -  тх ■ У -  ту X  +  тх ■ ту) -

■ М  (ХУ) - М  (тх) -) - XI (тцХ) - И (тх ■ т.) М  {X ■ У) - •

— тхМ(У) — ту -Х1 (А) +  тхту --М(ХУ) — М  (А) И (Г)

— М (У) ■ М (X) г  М  (А) ■ .И (У) .И ( АУ) -  .\1 (А) М  (У).
Шундай килиб,

Кху XI {ХУ) - М  (А) ■ XI (У). (42.2)

К  нинг маъноси ва вазифасини ойдпнлаштирампз. /\\„ кор­
реляция моменти А ва У тасодифий микдорлар орасидаги богла- 
нишни тавсифланпши курсатамиз. Шу максадда ушбу теоремани 
нсботлаймиз.



Т е о р е м а. Б огликм ас тасодифий м икдорлар  учун  корреля­
ция моменты нолга тенг.

И с б о т и .  Борлицмас тасодифий микдорлар учун М (Х У )  — 
=  М (Х ) .М (У )  эканлигини хисобга оладиган булсак, теорема­

нинг исботи (42.2) формуладан дар.^ол келиб чикади.
КхН мицдор X  ва }' ми^дорларни ифодалайдиган улчов 

бирликларига богли^, шу сабабли унинг узи бокланиш курсат- 
кичи була олмайди. Шу муносабат билан корреляция моменти- 
нинг бу микдорлар уртача квадратик четланишлари купайтма­
сига нисбатидан иборат булган улчамсиз ми^дордан фойдала- 
нилади:

гху =  - ^ ~ .  (42.3)
а х  • " у

Бу нисбат корреляция коэффициент» деб аталади.
Корреляция коэффициент» абсолют циймати буйича бирдан 

ортик булмаслигини, яъни
-  1 <  гху <  1 (42.4)

ни исботсиз келтирамиз.
Корреляция коэффициенти таърифидан ва олдинги теоре- 

мадан ушбу теорема келиб чикади.
Т е о р е м а .  Агар X ва У тасодифий м икдорлар богмщ мас  

булса, у  ^олда  ула р ни н г  корреляция коэффициенти нолга  тенг.
Бирок; бунга тескари хулоса цилиш мумкин эмаслигини айтиб 

утамиз: микдорлар >^атто функционал богланган булса ^ам, 
лекин уларнинг корреляция коэффициенти нолга тенг булиши 
мумкин. М асалан, X  микдор тацсимоти ординаталар у^ига нис- 
батан симметрии жойлашган булсин, демак, М ( Х )  =  0. Сунгра 
} = А - булсин. У холда А' нинг симметриклигпга асосан,

М  (УХ)  -  М  (А3) =  0 =  М  (А) ■ М  (У)
зя, демак, У микдор А нинг функцияси булишига ^арамасдан, 
Кху =  0 хайда гху ' 0 .

Т а ъ р и ф .  Корреляция моменти (ва, демак, корреляция 
коэффициенти ^ам) нолга тенг тасодифий микдорлар корреля-  
цияланм аган м икдорлар  деб аталади.

Сунгги теоремадан куринадики, тасодифий микдорларнинг 
богли^маслигидан уларнинг корреляцияланмаганлиги келиб 
чикади, ундан кейин келтирилган мисолдан эса тескари тасдик;- 
нинг, умуман айтганда, тугри эмаслиги келиб чикади.

Пировардида яна бир теоремани келтирамиз, у тасодифий 
микдорлар орасидаги богланишни тавсифлаш да корреляция 
коэффициентининг ахамиятини яна хам батафсил ойдинлаш- 
1 ириб беради.

Т е о р е м а .  Агар У тасодифий микдор X  тасодифий микдорнинг 
чизикли функцияси, яъни У =  аХ  — Ь булса, у  холда агар а >  0 
булса, г -  1, агарда а <  0 булса, у  .\олда гху — 1 булади.
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И с б о т и .  Куйидагига эгамиз: К ху =  М  ((X — тх) (У — т )) =
=  М ( ( Х -  тх) (аХ  +  Ь -  атх -  Ь)) =  аМ ((X -  тх)2) =  аО{Ху "

О (У) — О (аХ -г Ь) =  а- В (Х )  =  а- о-х\ ву =  'а' • а^.

Бу натижаларни (42.3) формулага куйиб, куйидагини оламиз:
_  ^л-1/ а ■ а* _  ! I , а >  0 д а ,

а х °У  |а| ст; ■“> : - а  <  0 да.

У з-у з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Икки улчовли дискрет тасодифий мицдор таш кил этувчиларининг ш ар т ­

ли тацсимотлари ^андай  топилади? Мисол келтиринг.
2. Икки улчовли узлуксиз тасодифий мицдор таш кил этувчиларининг 

шартли таь^еимотлари ^андай  топилади?
3. Кандай тасодифий мицдорлар боглиц, ^андай тасодифий микдорлар 

богликмас деб аталади?
4. Узлуксиз тасодифий м икдорлар  боглицмаслигининг зарурий ва етар л и ­

лик шартини ва ундан келиб чн^адиган натижани айтиб беринг.
5. Корреляция моменти таърифини айтиб беринг. Корреляция коэфф ици­

енти деб нимага айтилади?
6. Богликмас тасодифий м икдорлар учун корреляция коэффициенти ни­

мага тенг?
7. Корреляция коэффициенти ^айси чегараларда  узгариши мумкинлигини 

курсатинг. Чизикли боглиц тасодифий м икдорлар  учун корреляция коэфф и­
циенти нимага тенг?

8. К анДа й тасодифий микдорлар  корреляцияланмаган  деб аталади ?  Т а ­
содифий микдорларнинг корреляцияланмаганлигн билан богли^маслнги ораси- 
да  кан дай  богланиш борлигини курсатинг.

9. 14.389— 14.403, 14.416— 14.422- м асалаларни ечинг.

43-§. Марков занжирлари. Утиш эхтимолликлари

26- § да боглицмас синовлар кетма-кетлиги, хусусан Бернул­
ли схемаси ва полнномиал схема ь;аралган эдн.

Энди боглик; синовлар кетма-кетликлари билан танишамиз. 
Е х, Е г, . . . , Е к, . . . идишлар туилами берилган ва хар бир идиш- 

га Е ъ Е 2, , Е к, . . . белгили шарлар солинган булсин. /-идиш- 
дан Е к белгили шарни олиш эхтимоллиги р.к булсин.

Биринчи синовда битта идиш танланади. Е/ идшлни танланиш эх­
тимоллиги р1 га тенг. Биринчи танланган идишдан шар тасодифий 
олинади, агар бу шар Е / белгили булса, у ^олда кейингн ш?р Е. 
идишдан олинади ва хоказо.

Равшанки, (Ека Е к> . . . Ек ) идишлар кетма- кетлигииинг пайдо
булиш эхтимоллиги

Р {(ЕК Е к1. . .  Ек) \  =  ркш ркок1 ркхК . . . ркп_ х кп. (43.1)

Бу идиш моделини умумлаштирамиз. Синовнинг мумкин булган на­
тижалари туплами Е 2, Ек, . . .  т  ^а рай лик. Синов бошида
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Е ц Е 2, . . . , Е к, . . . натижаларнинг эхтимолликлари мос равишда р и 
рг, . . . , рк, . . . булсин.

Т а ъ р и ф .  Бир жинсли М арков занжири  деб, хар бир нав- 
батдаги синовнинг натнжаси ф акат  ундан олдинги сиповнинг 
натижасигагина боглик булган синовлар кетма-кетлигига айти­
лади.

Шундай килиб, хар бир синовлар жуфти (Е^ Ек) га р1к шартли 
эхтимоллик мос келади, яъни бирор синовда Е к натижанинг олдин­
ги синовда Е; натижа руй берди деган шартда руй беришининг шарт­
ли эхтимоллиги р1к га тенг.

У холда иккита, учта, туртта ва х;оказо синовлар мос нати­
ж алар  кетма-кетликларининг э.угимолликлари ушбу формулалар 
билан берилади:

1 - м и с о л .  Тасодифий кучишлар. Тугри чизн^да ичкала то- 
монга чексиз давом этадиган бутун нуцталар кетма-кетли- 
ги ...— 2 , 1, 0, 1, 2 ,... да кучишии карайлик. Бир кадамда зарра 
факат кушни бутун нукта га кучиши мумкин булсин. Бундай 
тасодифий кучиш М арков занжири булади, шу билан бирга 
бунда 1 булса, р[к =  0 .

Агар Е и Е г, . . . , Е к, . . . натижалар туплами тула гурух хосил 
килса, у холда биринчи синовда Е к нинг руй бериш эхтимоллиги 
ушбу шартни каноатлантиради:

Агар бирор синовда Е 1 натижа руй берган булса, у холда кейин­
ги синовда Е и Е 2, . . . натижаларнинг исталгаи бири руй бериши 
мумкин, демак, р1{ +  р{2 +  . . . +  р1к +  . . . =  1, р1к>  0 , исталгаи
I да.

Мумкин булган Е к натижалар одатда системанинг мумкин булган 
холатлари деб аталади. Агар п-сипов натижасида Ек руй берган бул­
са, у холда п- кадам Е к холатга келтирди деб айтилади, р1к эхтимол­
лик Е 1 дан Е к га утиш эхтимоллиги дейилади.

Исталган натижалар кетма- кетлигининг эхтимоллигини (43.2) фор­
мула буйича хисоблаш учун эхтимолликларнинг бошлангич таксимоти 
р1 ларни ва Е.  холатдан Е к холатга утиш эхтимолликлари р1к ларни 
билиш лозим.

Р{(Е{, Е к)} =  р1 р1к,

Р { ( Е Е г  Ек)} =  р1ри р]к, 

р {(Е п Е г Е к' Е т)}=Р1РцР{кРкг>

(43.2)

2 ^ р к =  1, Р к >  0 барча к  лар учун. (43.3)
к
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Р1к эхтимолликлар утиш эхтимолликлари деб аталади ва ушбу 
утиш эхтимолликлари матрицасини хосил килади:

/Р и Р12 ' ■ Р\к • • ■ \

Р - Рп Ргг ■

\ л . Рц • Р,к ■ ■ ■ 1

Утиш эхтимолликлари матрицаси квадрат матрицадир. Бу 
матрицанинг элементлари манфиймас ^амда ха Р бир сатрдаги 
элементлар йигиндиси (43.3) шартга асосан 1 га тенг.

Элементлари бу шартларни цаноатлантирадиган матрица 
стохастик матрица деб аталади. Истаган стохастик матрица 
утиш матрицаси булиб хизмат цнлиши мумкин.

2 - м и  с о л .  Система иккита холат: Е х ва Е 2 дан ф а^ ат  бит- 
тасини олиши мумкин булсин. Е,  ^олатдан Е 2 холатга утиш 
эхтимоллиги р  га тенг, Е 2 холатдан эса Е г х.олатга утиш эхти­
моллиги д га тенг, у  холда утиш эхтимолликлари матрицаси

куринишда булади, чунки хар бир сатрдаги элементлар йипш- 
диси 1 га тенг булиши керак.

М азкур схема ушбу тасодифий кучишлар модели ор^али 
ам алга оширилиши мумкин.

Зар р а  бирор тугри чизик буйлаб узгармас тезлик билан ха- 
ракатланади, бирок харакат  йуналиши тусатдан узгариши мум- 
кнн, шу билан бирга агар зарра унгга томои .^аракатланаётгаи 
булса, у холла х аракат  йуналишининг узгариш эхтимоллиги 
ва^тнинг хар бир моментида узгармас ва р га тенг. Агар зарра  
чапга томон харакатланаётган  булса, у холда харакат  йунали­
шининг узгариш эхтимоллиги ва^тнинг хар бир моментида д га 
тенг. Шунга мувофиц, ^аракат  йуналишининг сацланиш э.\ти- 
молликлари унг томон харакатда  1— р га, чапга томон харакат- 
да эса 1—с/ га тенг.

3 - м и с о л .  Ютилишли тасодифий кучиш. Е 0, Е {, , Е^,, . . . 
системанинг барча мумкин булган холатлари булсин. Е 0 ва Е ы хо- 
латлардан ташкари исталган холатдан ё Е  холагга р эхтимол­
лик билан, ёки Е -_ { холатга 1 — р ■— д эхтимоллик билан утиш 
мумкин.

Ага!) к Ф  I ±  1 булса, система Е^ ^олатдан Е к холатга ута ол- 
майди.

Агар система Е 0 ёки Е К х;олатга тушгаи булса, у доимо узгар- 
май колади.

Бу .^олда утиш эхтимолликлари матрицаси цуйидагича булади:
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1 0 0 0 . . . 0 0 °\
Я 0 р 0 . . . 0 0 о\
0 ц 0 Р ■. . 0 0 01

0 0 0 0 . . . с/ 0 р\
0 0 0 0 . . . 0 0 1/

(4 3.5)

Бундай схема зарранниг [О, Л’] кесманинг ну^талари буйича 
кучиш модели оркали амалга ошириладн, бунда зарра  исталган 
ички нуктадан бигта кадамда ф акаг  кушни нукталарга кучиши 
мумкин, кесманинг охирларида аса зарранниг ютилиши юз бе- 
радн. Агар зарранниг харакати берилган к ^ \ 0 ,  ДП нуктада 
бошланса, у холда бошлангич эхтимоллик таксимоти ушбу кури­
нишда булади:

. 1: Р,  0, / ■■■■к.

Агар бошлангич холат тасодифий танланса, у холда бошлангич 
эхтимоллик таксимоти рк ■- - -----  ̂ формула билан берилади.

4 4 -§ .  Лимит эхтимолликлар ^акидаги теорема. 
Стационар ^олатлар

рц эхтимолликлар системанинг битта кадамда С1 холатдан Е.  хо­
латга утиш эхтимоллигини белгилайди. Системанинг Е 1 холатдан 
Е- холатга роса п та кадамда утиш эхтимоллигини р{ оркали бел- 
гилаймиз. У холда р1-') эхтимоллик системанинг бошлангич холати 
Е{ булган шартида /г-кадамда Е.  холатга тушншининг шлртли эх- 
тимолидир.

Эхтимолликларни кушиш теоремасига асосан р \у  эхтимоллик Е,- 
дан Е ] га олиб борадиган барча п та кадамли йуллар эхтимоллик­
лари йигиндисига тенг. Чунончи

Р п  : : Р : г

р'с} =  Рп Р\) +  РаР -21 -  • • • -  Рп Ры -  ■ • ■ +  Ры Р’Ч --
А

=  1  РПР'ПС 
к-- 1

.Математик индукция усулн буйича ушбу умумчн .^рмуланч исбот 
килиш мумкин:

\

Р‘п " ]' ЦР1кР'кг  (44.1)

Дна 1 ну математик индукция усулидан я на бир марта фойдаланиб.



N

к=\
ры+ т )= ^р < п )рип) (44.2)

эканлигини небеллаш мумкин. Бу тенгликни бундай талк,ин этиш 
мумкин: агар система биринчи п та к^адамдан сунг орллик, Е к ^олат- 
га эришган булса, у холда Е к холатдан кейинги Е.  .^олатга утиш 
эхтимоллиги Е к холатга цандай эришилганлигига боглик; эмас.

Ушбу матрица хам стохастик матрица булади:

(44.1), (44.2) ва (44.3) генгликларни матрица шаклида ёзиб, ^уйида- 
гини оламнз:

1-т е о р е м а .  Агар бирор п0 дан бошлаб Р "0 матрицанинг

(44.5) сонлар лимит эхтимолликлар деб аталади.
2- т е о р е м а .  ик лимит эхтимолликлар уш бу тенгламалар 

системасини каноатлантиради;

Э с л а т м а .  (44.6) тенгламалар матрица шаклида ушбу куриниш- 
га эга:

Т а ъ р и ф .  ы,, и2, . . .  , эхтимолликлар та^симоти стационар 
таксимот деб аталади.

(44.3)

Р( 1) =  Р,
Р  (2) = Р Р  =  Р 2

Р (п  +  1) =  Р - Р " = р ^ ' ,

Шундай килиб,
Р(п -г т) =  Р":Р ” =  Р " 1 

Р(п) =  Р п. (44.4)

*■ = 1 
Л'

(44.6)
1=1

У =  V  Р, бу ерда V  =  (и,, и,, . . . , иы), (4 4 .7 )



5 - м и с о л .  р {, . . . , рА, бошланрич эхтимоллик таксимоти булсин, 
яъни р1 — нолинчи синовда Е 1 натижанинг эхтимоллиги. У холда 
системанинг я-цадамда Е к холатга утишининг шартсиз эхтимоллиги 
тула эхтимоллик фсрмуласига кура

(44.8)
; = 1

га тенг.
Жараён тайинланган Е- холатдан бсшланади деб хисоблаймиз, 

у холда р1 =  1; рк =  0, к Ф г. У  холда (44.8) формулага асосан 
р (кп) =  р<!'кК п сртиши билан бошлангич таксимотнинг таъсирн сусайиб 
борншинн сезиш мумкин. Хакикатан хам, 1-теоремадан ушбу лимит- 
ларнинг манжудлиги келиб чикади:

1чп р'кп Игл р'$  =  ик.
ос ч — ОО

Бирор шартларда бошлангич таксимотдан цатъи назар Е к холатнинг 
эхтимоллиги ик га интилади.

Иккинчи томсндан, агар бошлангич таксимот стационар, яъни 
рк =  ик, к — 1, N  булса, у холда (44.8) дан

Р[]) =  Ч  ьа №  =  ик

булиши келиб чикади.
Стационар жараённинг физик маъносини англаб олиш учун бир 

хил турдаги тасодифий кучадиган N  та заррачани тасаввур эгайлик. 
п -кадамда [Ек хслатда буладиган заррачалар уртача сони N  ■ р'р  га 
тенг. Лимит тесремага кура /г-»- оо да

А’р<р-+Мик.

Агар вацтни дискрет ва 0,1,2, . . .  , п, . . .  кийматларнн кабул 
цилади деб хисобласак, у холда узок вакт утиши билан зарра- 
лар туилами мувозаиат холатга келади, яъни хар бир алохида 
зарра  доимо кучиб турса-да ва бу якка тартибдаги жараён учун 
лимит теорема хеч кандай натижа бермаса-да, лекнн хар бир 
дискрет вацт моменти / да Е к холатларнинг хар бирида бул­
ган зарралар  сони амалда узгармас булади ва такрибан Л’»* 
га тенг.

6 - м и с о л. Ютилишли тасодифий кучишни цараймиз. Утиш 
эхтимоллари матрицаси ушбу куринишда булади ( 3 - м и сол):

/  1 О О О . . .  О О О !
д 0 р  0 . . .  О О О !  

р  =  ! О д 0 р . . . О О О

\ О  О О 0 . . .  щ 0 р
\ о  О О 0 . . .  О О 1

\  1

I . (44.9)
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Лимит теореманинг цулланилиш шарти >  0 ни текшириш жуда 
цийин. Бирок бу царалаётган мисолда стационар э.\ ти м о л л и к л а р н и 
топиш учун (44.6) тенгламаларни ошкор куринишда ёзиш мумкин.
(44.7) формулага асосан 11 =  1/ Р, бу ерда Р  — (44.9) матрица. 
Ушбу тенгламалар системасинн хосил циламиз:

и1 -- и1 4- ди2, 
и2 ^ -и 3,
“ з ^  Риг -Ь

“ к ~  Ри.х—\ "Ь их'

V  и, - 1 булганлиги учун бу система V  • = Ц ,  0 , 0 , . . . ,  их ) ечим-
* = 1
га эга: и, ва их  лар г/, 4- их ----- 1 шартдан танланади. Шундай ь;и- 
либ, ютилишли тасодифий кучиш албатта стационар холатга эга бу­
лади.

У з - у з и н и  текшириш у ч у н  с а в о л л а р

!. Бир жинсли М арков  занж ири  таърифини айтиб беринг.
2. Утиш эхтимолликлари матрицаси нимага тенг?
3. Бир жинсли М арков  занж ирига  мисол келтиринг.
4. Стохастик матрица кандай аннкланади?
5. /:,• холатдан п та к ад ам д а  Е ̂  холатга утиш шартли эхтимоллигини 

хисоблаш учун формулани келтиринг.
6. Л им ит  эхтимолликлариинг м авж удлиги  хакидагн  теоремани айтиб бе­

ринг.
7. К андай  таксимот стационар таксимот деб аталади?
8. Л им ит  эхтимоллнкларин хисоблаш хакидагн теоремани айтиб беринг.
9. Бир жинсли .Марков занжнрининг бир холатдан иккинчи х;олатга бир 

к адам да  утиш эхтимолликлари матрицаси

,(>.2 о , : ;  о , г а  
Р  (0.-4 0 ,2  0 ,5

0 ,5  0 ,5  0 , 2 '

булса, уни бир холатдан 2 - холатга 4 к адам да  утиш эхтимолликлари матрица- 
сини тоиинг.

45-§. Бош туплам. Танланма ва уни ^осил килиш усуллари

М а т е м а т и к  ст а ти с т ик а  —  ст а тис ти к  м а ъ л у м о т л а р н и  т у п л а ш ,  
г у р у х л а р г а  а ж р а т и ш  (аг ар  у л а р  ж у д а  куп б у л с а ) ,  у л а р н и  
т а х л н л  кили ш у с у л л а р и н и  и ш л а б  чикиш ва ш у л а р  а с о с и д а  ху -  
л о с а л а р  ч и к а р п ш д а н  и б о р а т д и р .  У ёки  б у  х о д и с а л а р н и  ( ж а -  
р а ё н л а р н и )  м а т е м а т и к  ст а ти с т ик а  у с у л л а р и  б и л а н  у р г а н и ш  
ф ан ва те хн ик а  ил га ри  с у р а д и г а н  ж у д а  куп м а с а л а л а р н и  хал  
э т и ш д а  м у х и м  о м ил  б у л и б  х и з м а т  ки л ад и .
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Бирор аломатига кура текшириш лозим булган бир жинсли 
объектларнинг катта бир гуру^ини 1\араймиз. Масалан, м аъ ­
лум турдаги махсулот стаидартликка текшириляпти. Равшанки, 
назорат учун шу турдаги ма^сулотнинг хаммасини ёппасига 
текшириш куп лолларда максадга мувофиц эмас, чунки тек­
шириш натижасида махсулот исроф булиши ёки яроксизлани- 
1Ш1 мумкин. Бошка бир мисол сифатида ахолипинг сони, улар- 
пинг ёши буйича таксимланишн, миллий таркиби туррисида 
маълумотларни талаб килувчи ижтимоий-иктисодий тадбир- 
ларни режалаштирншни олиш мумкин. Бу маълумотларни йигиш 
учун .^ар 10 йилда а хол и руйхагга олинади. яъни ялпи текши­
риш утказилади, колган вактларда эса зарур маълумотни 
йигиш учун танланма суровлар утказилади. Текширишнинг 
бундай усули танланма усул  дейилади.

Текширилаётган аломат буйича урганиладиган барча объ- 
ектлар туплами бош туплам дейилади. Бош тупламдаги объ- 
ектлар сони унинг хажми  дейилади. Бош тупламнинг хажми 
чекли ёки чексиз булиши мумкин.

Танланма туплам ёки танланма  деб текшириш учун олин­
ган объектлар тупламига айтилади. Танланмадаги объектлар 
сони унинг х ажми дейилади.

Агар танланма туплам бош тупламнинг деярли барча хусу- 
сиятларини узида сакласа, у холда бундай танланма репрезен-  
татив (ваколатли) танланма  дейилади.

Катта сонлар конунидан танланма ренрезентатнв булиши 
учун у тасодифий булишлиги келиб чикади. Агар танланма 
репрезентатив булмаса, у .\олда танланма устида чикарилган 
хулосани бош тупламга гатбик килиш нотугри хулосага олиб 
келиши мумкин.

Танланмалар тузилншига кура иккига булинади: такрорий 
ва потакрорий танланмалар. Агар танланган объект кузатиш ут- 
казилгандан сунг бош тупламга кайтарплса, танланма так­
рорий танланма дейилади. Бунда хар бир танланган объект 
кейингн танлаш да такрор иштирок этиши мумкин.

Агар кузатиш учун танланган объект бош тупламга кай- 
тарилмаса, танланма нотакрорий танланма дейилади.

Танлаш усулларига кура танланма тасодифий, механик, ти­
пик на серияли танлаималарга булинади.

Бош тупламдан объектлар таваккалига битталаб олпнади- 
ган тан.танма тасодифий танланма  дейилади. Тасодифий тан- 
ланмани ^унидагича хосил килиш мумкин: агар бош туплам 
хажми чекли булса, унга кирувчи объектлар номерлаб чицп- 
ладн. Сунгра номерлар ёзилган карточкалар яхшилаб аралаш- 
тирилади, кейин таваккалига битталаб, п га карточка олинади. 
Бош тупламнинг танланган номерли .хадлари тасодифий тан- 
ланмани ташкил этади.

Номерланган п та карточкани танлаш учун. шунингдек. т а ­
содифий сонлар ж адвалидаги  кетма-кет келадига.ч п та сондан 
хам фойдаланиш мумкин.



Бош тупламдаги объектлар механик равишда бир нечта 
гурухга булиниб, сунгра хар бир гурухдан биттадан объект 
олиш оркали ^осил килинган танлаима механик танланма  де­
йилади.

Механик танланма купинча репрезентатив булмайди. М а­
салан, технологик жараённинг узига хослиги туфайли хар бир 
унинчи деталь энг сифатсиз булса, у холда бош тупламдан 
олинган 10% ли механик танланма мазкур иартиядаги яро^- 
сиз деталлариинг аник пропорциясини нотугри акс этти- 
ради.

Бош тупламдаги объектлар иамунавий узаро кесишмайдиган 
«сериялар»га ажратилган булиб, хар бир сеоиядан тасодифий 
танланма олинган булса, бундай танланма намунавий танланма 
дейилади.

М асалан, пахта тозалаш заводига 100 та бригададан пахта 
келтирилади. Агар келтирплган пахтанниг сифатпни текшприш 
учун хар бир бригаданинг махсулотидан таваккалига 5% дан 
олинса, биз намунавий танланмага эга буламиз.

Бош тупламдаги объектлар узаро кесишмайдиган «серия- 
лар»га аж ратилган  булиб, танланма бир нечта сериялар- 
дан иборат булса, ундай танланма серияли танланма дейи­
лади.

Масалан, юкорида келтирплган мисолда 5% бригада тан- 
лаб олиниб, уларнинг ялпи махсулоти текширилса, бунда се­
рияли танланмага эга буламиз.

46- §. Математик статистиканинг асосий масалалари

Айтайлик, бош тупламнинг А' белгисини урганиш талаб  ^и- 
линаётган булсин. Бу X  белги тасодифий мицдор сифатида 
тал^ин ^илинади. Агар мицдорий белги урганилаётган булса, 
X  тасодифий микдорнинг ь^иймати белги ^иймати билан бир 
хил булади, агар сифат белгиси урганилаётган булса, X тасо­
дифий микдорнинг циймати 0 ва 1 цийматларни ^абул 1̂ илиши 
мумкин, масалан:

I, агар «сифатли» булса,
0 , агар «сифатсиз» булса,

Фараз цилайлик, X  белгили бош тупламнинг таксимот функция­
си Р{х) булсин. У холда п улчовли (X,, X.,, . . . , Х п) тасодифий 
вектор п хажмли танланма булиб, унда X- тасоди }):ш мищорлар 
(купинча) узаро богликмас ва бир хил Р(х) тацсимотга эгадир. Тан- 
ланманинг тажрибада кузатилган ^ийматини (х,, х2, . . . , хп) билан 
белгилаймиз.

Энди математик статистиканинг асосий масалалари билан тани- 
шиб чикамиз.

1. (.V,, х 2, . . . , хп) танланманинг кузатилган кийматидан фой-
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даланиб, X  белгили бош тупламнинг номаълум таксимот функция- 
сини бахолаш.

М атематик статистиканинг ушбу масалани ечиш билан шу- 
рулланувчи булими нопараметрик ба.холаш пазарияси  деб а т а ­
лади.

2. Ф араз  цилайлик, X  белгили бош тупламнинг таксимот 
функцияси к та номаълум параметрга боглик булган аник ку­
ринишдаги функция булсин. (а'ь х.2, . . . , х п )  танланманинг ку­
затилган  кийматидан фойдаланиб, к та ноъмалум параметрлар- 
ни бахолаш математик статистиканинг навбатдаги масаласидир.

М атематик статистикада бу масалани ечиш билан шурулла- 
нувчн булим параметрик бахолаш назарпясп  дейилади.

3. Ф араз  ^илайлик, баъзи мулохазаларга асосланиб X  бел­
гили бош тупламнинг таксимот функциясини Р(х)  деб хисоб­
лаш  мумкин булсин, шу Р(х)  функция .хакикатан хам X  бел­
гили бош тупламнинг таксимот функциясими ёки йукми деган 
савол статистик гипотеза хисобланади.

У ёки бу гипотезани текшириш учун танланманинг куза­
тилган ( хи х 2, . . .  , х п ) кийматидан фойдаланилади. Агар олин- 
ган маълумотлар хакикатан хам назарий жихатдан кутилган 
маълумотлар билан мос келса, у вацтда уша гипотезани ь^абул 
^илиш учун асос булади, акс холда гипотезани кабул килишга 
асос булмайди.

М атематик статистиканинг бу масалани ечиш билан шу- 
рулланувчи булими статистик гипотезалар пазарияси  дейилади.

47- §. Вариацион ^атор. Эмпирик таксимот функцияси

Фараз к,илайлик, X  белгили бош тупламнинг таксимот функцияси 
Г(х) булиб, (хх, х2, , хп) тупламдан олинган танланманинг куза­
тилган к,иймати булсин. Кузатилган х,- кийматлар варианталар дейи­
лади. Усиб бориш тартибида ёзилган варианталар кетма-кетлиги

х \  <  х*2\<  • • . < х ' я

вариацион к,атор дейилади.
Агар танланмада х, варианта л, марта, х2 варианта я ,  марта,

. . .  , хк варианта пк марта (бу ерда я, -+- п., +  . . . +  пк =  я) куза­

тилган булса, у холда я,, п2, . . . , пк сонлар частоталар, —  (I =

=  1, 2 к) сонлар нисбий частоталар дейилади.
Танланманинг статистик ёки эмпирик таксимоти деб вари­

анталар, уларга мос частоталар ёки нисбий частоталар руйха- 
тига айтилади:

Х1 X, Хо | • • • Хк А; Х\ Х ‘2 Хк

П'1 | «I л .
ОКИ

г , Г 2
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1 -м и с о л .  Танланма частоталарининг эмпирик та^симоти берилган:

Х1 — 1 0 1 2

П1 5 3 7 5

Нисбий частоталар эмпирик таксимотини топинг.
Е ч и ш .  п =  п1 -г  п 2 +  «з +  гг4 =  5 +  3 +  7 +  5 =  20.

=  7̂ - =  0,25; И72 =  ^ - , , „ ,
20 20

0,15; №з =  —  =  0,35; №4 =  — =0,25.
3 20 20

Х1 — 1 0 1 2

\ХГ 0,25 0,15 0,35 0,25

Шу билан бирга
0,25 +  0,15 +  0,35 +  0,25 = 1 .

Т а ъ р и ф .  Варианталаршшг х  сондан кичик булган кийматларн 
нисбий частотаси

Г ( х )  =  ^
П

эмпирик таксимот функцияси дейилади, бу ерда п — танланмашшг 
хажми, п х — х  дан кичик булган варианталар сони.

2 - м и с о л .  К,уйидаги эмпирик таксимот берилган:

Х1 — 1 0 1 2

«7, 0,25 0,15 0,35 0,25

Эмпирик таксимот функциясини тузинг ва унинг графигини чизинг. 
Е ч и ш:

0 , агар х < — 1 булса,
0,25, агар — 1 <С.х <  0, булса,
0,25 +  0 ,15= 0 ,4 ,  агар 0 < С х <  1 булса,
0,25 +  0,15 +  0,35 =  0,75, агар 1 <  х  <  2 булса,
0,25 +  0,15 +  0,35 +  0,25 - 1, агар х >  2 булса. 

Топилган кийматлар асосида графикни ясаймиз (145-шакл). 
Эмпирик таксимот функцияси X  белгили бош тупламнинг номаъ- 

лум /-'(.г) таксимот функциясининг тацрибий киймати сифатида к,ара- 
лиши мумкин.

Хакикатан хам, Бернулли теоремасига к ура
Пт( Р ( \ Г п( х ) - Р ( х ) \ < е ) = \
П-* X

экани келиб чикади.
Эмпирик таксимот функцияси, таксимот функциясининг барча 

хоссалари га эга:
1. 0  <  /• '; (л ) <  1.
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145- шакл.

2 . /•’,* (х) монотон камаймайдиган функция.
3. Агар х \  энг кичик варианта ьа хк энг катта варианта булса, 

у холда
р ,  I 0 , агар а' <  х 1 булса, 

п 11 , агар х >  хн булса
булади.

48- §. Полигон ва гистограмма

Частоталар полигона деб кесмалари (х*, п^ ,  (х’ , п 2), . . . , 
(х*, пк) ну^таларни туташгирунчи синик; чишкка айтилади. Частота­
лар полигошши ясаш учун абсцнссалар укига х* ларни, орди- 
наталар у^ига эса уларга мос п1 частотатарин цуямиз. Сунгра (.г,-, 
/г-) нуцталарни кетма-кет туташгириэ, часгогалар пэлигонини ^осил 
киламиз.

Нисбий частоталар полигони деб кесмалари (х*, №,), (а'*, №2).
. . . , (х;, Г , )  нукталарни туташтирувчн синик чизик^а айтилади. 
Нисбий частоталар полигонинт ясаш учун абсцнссалар у^ига х \  лар­
ни, ордннаталар укига эса мос равишда нисбий частоталарни куя- 
киз. Сунгра (х*, XV: ) нукталарни кетма-кет туташтириб, нисбий час­
тоталар полигошши хосил циламиз.

1 - м и с о л .  Ушбу эмпирик таксимотнннг нисбий частоталар по- 
лигонини ясанг:

*
■ч — 2 0 1 3

47,- 0,1 0 ,3 0 ,2 0 ,4

Е ч и ш .  Берилганларга асосланиб полнгонни хосил циламиз 
(! 46- шакл).

Кузатишлар сони катта булганда ёки X  узлуксиз белги булган-
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146- ш акл.

да гистограмма ясаш  максадга мур.офикдир. Б уш ш г учун X  белги- 
нинг кузатиладиган кийматлари туш адигап оралик Сир хил /г узун- 
ликдаги Д- интервалларга булинади ва хар бир интервал учун п 1 — 
Д/ интервал га туш ган варианталар сони топилади.

Частоталар гистограммаси деб лсослари к у зунликдаги  интер-

валлзрдан , баландликлари эса . "1 , / =  \ , к  дан иборат булган  туг-
к

ри туртбурчэклардан тузилган погонасимон ш аклга айтилади.
Нисбий частоталар гистограммаси деб асослари /г узунликдаги

интерваллардзн, бл.Т 'ндликлари эса 1 =  1, к дан иборат
к пк

булган тугри туртбурчаклардан  тузи лган  псгснасимон ш аклга ай­
тилади.

2 - м и с о л .  У ш бу танланм анинг частоталар ва нисбий частоталар 
гистограммлсини ясанг:

Д; ( - 2 0 ;  - 1 5 ) ( -  15; — 10) ( - 1 0 .  - 5 )
< - 5: °> (0;  5) (5;  10) ( 1 0 ;  15)

«/ 2 8 17 24 , 0  ! 10

V, 0,02 7 ,08 0,17 0 ,24 0 ,20 0,13 0,1

Е ч и ш .  /г = 5

л; (— 20; — 15) ( - 1 5 ;  - Ю ) (—Ю:—5) ( - 5 ;  0) (0 ;  5) (5 ;  10) (10; 15)

п,
к

0 ,4 1,0 3 ,4 4 ,8 5 ,2 2 ,6 2

и7, 

к
0 ,004 0 ,0 1 0

1

0,034 0,046 0 ,052 0 ,026 0 ,020

Берилган танланм алар асосида частоталарнинг (1 4 7 -ш акл) ва нис­
бий частоталарнинг (148- ш акл) гистограммасини хосил киламиз.
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147- шакл.

0,05

-20 -15 -10

и?
А

10- 5  0  5 

148- шакл.

Таърифга кура нисбий частоталар гистограммасининг юзи

* к к к 
V *  VI V I . . , ,  П, 1 V I  1

$ = 2 * н - и
1 =  1

^  1 п 11 I
1=1 1=1 :=\

п =

эканини курамиз.
Равшанки, агар нисбий частоталар гистограммасининг учла- 

рини силлиц чизиц билан туташтириб чи^сак, бу чизи^ таь^ри- 
бан X  белгининг таксимот функциясига мос келувчи таксимот 
зичлигининг графигини акс эттиришини курамиз.

Агар танланма ха ж мини орттириб, интерваллар узунлиги 
И. ни нолга интилтирсак, таксимот зичлигининг графигига борган 
сари я^инлашамиз.
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1. Бош туплам нима?
2. Танланмага  таъ р иф  беринг.
3. Танланманинг кан дай  турларнни бнласнз?
4. Варнацион каторга  мисол келтиринг.
5. Эмпирик таксимот функциясига таъриф  беринг.
6. Эмннрик таксимот фуикцнясш шиг графиги кандай курш ш ш га эга?
7. Полигон ва гистограмма цандай ясалади?
8. 15.1 — 15.21-масалаларни  ечинг.

49-§. Тацсимот функцияси параметрларининг нуктавий
бахолари

Ф араз килайлик, А’ белгили бош тупламнинг чацсимот ф ункция­
си Р (х, 0) булиб, 0 —  номаълум параметр булсин. А ,, X,, . . . ,  А'., 
ш у бош туплам дан олинган танланма булиб, .г„ х», . . . , хп тан- 
ланмапипг кузатилган киймати булсин.

Т а ъ р и ф .  Танланманинг ихтиёрий Ь ( Х ь Х 2, . . . , Х п) функция- 
си статистика дейилади.

Куйида куп  учрайдиган статистикаларга мисоллар келтирамиз.
П

1 - м и с о л .  А X: — танланманинг урта киймати.п 1
1-1п

2- м и с о л .  —  "X  .(А -— А )2— тенгламанинг дисперсияси.
>>

1=1
Н уктавий бахолаш да номаълум 0 параметр учун ш ундан 

/Д А ,,  А.,, . . . , Х п) статистика кидириладики, Ь (х и х.,, . . . , V.) 
ни 0 параметр учун  такрибий киймат деб олинади. Б у  холда 
А (А ,, А„, . . . , Х г)  статистика 0 параметрпинг бахоси дейилади.

П
3- м и с о л .  Л  =  —  Л Г ' X- — танланманинг урта киймати Л” бел-

11

1 =  1

гили бош туплам  математик кутилиш и а — М  (А) нинг бахоси сифа- 
тида каралиш и мумкин. Бу холда а нинг такрибий киймати сифатидз

1
.г =  —  7  1Х1 олинади.

1 - 1

50- §. Бахоларнинг асослилиги на силжимаганлиги тугрисида
тушунчалар

/ .(А ,, А'.,, . . ., А") статистика номаълум 0 парлметрпшг бахоси г.ул- 
син. Бундан маълумки, номаълум параметр учун купгнпа бахолар  
м ав ж у д  экап. Бу бахолардан кайсп бпрп 0 парамегрга якинрок эканини 
билиш учун бахоларнинг айрим галабларни капоатлантпрншп тек- 
ширнлиши лозим.

1 - т а ъ р и ф .  Агар М1,( А',, . ■ • , А’,,) 0 шар г баж арилса, 
А (А-!, . . . ,  X )  бахо и параметр учун силжимаган бах о дейилади.

Уз - у з  и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р



Силжимаган бахо систематик хатолардан холи булишга кафолат 
беради.

П
1- т е о р е м а .  X  =  — X- бахр X белгили бош туплам матема-

п
1 = 1

тик кутилишининг силжимаган бахосидир.
И с б о т и .  М( Х)  = а  булсин. X,, Х2, . . . , Х п лар узаро богли^- 

мас ва бир хил та^симланганлиги учун М  (X,) =  М  (Х2) =  . . . =  
=  М  (Х„) =  а булади.

М атематик кутилишнинг хоссаларидан фойдаланиб, 1̂ уйи- 
дагига эга буламиз:

п п п
М(Х) =  М[ —  \" х ,.)  =  М У  х,- = — V  М (X,.) =  - - п а - а ,

\ п / П П 11
/ — I 1-1 / — I

гг

лемак, Л1(А) -- а, яъшт .V - -  — \  V бачо а -  М ( \ )  учун силжи-
" н

маган ба.\о булади.
Силжимаган бахо бахоланаётган параметр учун .\ар доим 

хам яхши якинлаш ишлар беравермайди. Шунинг учун ба.\ога, 
шунингдек, асослилик ва самаралилик талаблари  хам цуйи- 
лади.

2- т а ъ р и ф  Агар /.(X,, Х 2, . . . ,  Х г)  0 параметр учун бахр 
булса ва хар кандай ь >  0 учуй

П т  Я ( |Ц Х „  . . . , Х„) — 0 | <  е) =  1 (50.1)
П—+ оо

тенглик бажарилса, ^  (X,, АА , . . , Х ;1) бахо 0 параметр учун асосли 
бахо дейилади.

2 - т е о р е м а .  Ь (Х^, . . . , Х п) бахо 0 параметрнинг асосли ба- 
\оси булиши учун.

М ( Ц Х 1г ......... х,)) =  0, (50.2)
Н т О ( Ц Х 1, . . . ,  Х„)) =  0 (50.3)
/г--* оо

булиши етарлидир
Теореманинг исботи Чебишев теоремасидан келиб чикади.

П
3- т е о р е м а. X =  —  Х 1 ба.\'0  а =  М  (X) учун асосли бахо

1 =  1

булади.
И с б о т и .  Юкррида 1 - теоремада М  (X) - а булишини курсатган 

эдик. Шундай килиб, (50.2) шарт бажарилади. Су игра, дисперсиянинг 
хоссаларидан фойдаланиб,
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1=1  1 =  1 

_ ± у г, <Х4 - ± . п о т - ш
п 2 п 2 п  

1=1

ни хосил киламиз.

Бу ердан П т О ( Х )  =  П т  Р ^  =  О
п-*х П—*оо п

п

экани келиб чикади, яъни X — —  ̂ ^ Х (- бахо а =  М  (Л') учун асос-
1=1

ли баходир.
3- т а  ъ р  и ф. Агар

П т  М  (/^(А1> . . .  , Х п) ) =  0
п->х

уринли булса, Ь (А',, . . . , Х п) бахо 0 параметрнинг асимптотик сил­
жимаган бахоси дейилади.

П

4 - т е о р е м а .  5 2 =  —  (X,-— X )2 бахо X  белгили бош туп-
п ?=1

ламнинг дисперсияси учун асимптотик силжимаган ба^осидир.
И с б о т и .  Х1( Х 2 , . . . , Х п тасодифий микдорлар узаро эркли 

ва бир хил таксимланган, яъни

М  (X,) =  а, О (Хг) =  о2, 1 =  1, я

булгани учун >;амда математик кутилиш ва дисперсиянинг хоссалари- 
дан

П

М  (52) =  м ( — V ,  (л\: — Л 2) =  о2 — —  =  о2 • (50.4)
\  п  1 п  п

1 =  1

эканини, яъни 5 2 а2 дисперсия учун асимптотик силжимаган бахо 

П т  М  (3~) =  П т  —  о2 =  о2
П—► оо п— п

булишини курамиз.
4 - т а ъ р и ф .  0 параметрнинг иккита силжимаган Ь1{Х1, . . . , Хп ) 

ва ^ 2(Х1, . . . , Х„) ба.холари берилган булиб,

0 ( М * ь  . . . ,  Х 1) ) < 0 ( Ь 2(Х1, . . х„))

тенгсизлик бажарилса, Ь1(Х1, . . . , Х„) бахо Ь2(Х 1У . . ., Х п) бато­
га нисбатан самаралирок бахо дейилади.

Берилган п  ^аж мли танланм ада энг кичик дисперсияга эга 
булган ба^о самарали ба \о  дейилади.



51- §. Танланманинг тузатилган дисперсняси

и

Олдинги параграфнинг 4- теоремасида 5 2 =  —  {Х1— Л )2 бахо
1=1

бош туплам дисперсняси учун асимптотик силжимаган бахо экани 
курсатилган эди.

У ерда

М  (82) =  02
п

формула нсботланган эди.
Бош туплам дисперсняси учун силжимаган бахони з^осил 

^илишда тузатилган танланма дисперсиядан фойдаланилади:
П

5 2 =  — 1-  У ( Х . - Х ) * .  (51.1)
п — 1

1 = 1
Х.аци^атан хам

(=1

=  М ( — — 5®)= — —  ■М { 3 2) =  — -  • -а2 =  а 2
\  п  —  1 /  11— 1 11—  1 п

булади. Шунинг учун 5 2 бахо а 2 параметр учун силжимаган ба^о 
булади. Худди 5 2 ба^о каби 5 2 бахонинг хам о2 учун асосли бахо 
эканини курсатиш мумкин.

У з-у з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Нуцтавий батога таъриф беринг.
2. }\андай ба?;о силжимаган ба^о дейилади.
3. С илж им аган ба.\ога мисол келтиринг.
4. Асосли батога таъриф  беринг.
5. Асимптотик силжимаган ба.\ога таъриф  беринг.
6. Асосли ба.\ога мисол келтиринг.
7. Танланманинг тузатилган дисперсняси ^андай  аницланади?
8. 15.24— 15.54-масалаларни ечинг.

5 2 -§. Математик кутилиш ва дисперсия учун ишончли 
интерваллар ^акида тушунча

1. Ишончли интервал тушунчаси. Ну^тавий бахо тегишли 
параметрнинг танланма маълумотларига кура сонли циймати- 
ни бсрадн, лекин у мазкур бахонинг аншутиги ва ишончлилиги 
турриснда фпкр юритишга имкон бермайдн. Шунинг учун ба>;о- 
нинг ишончлилиги тушунчасини киритнш маънога эгадир.

(А^, Х 2, . . . , Х п) X  белгили бош тутамнинг танланмаси булиб, 
унинг таксимоти бирорта 0 параметрга боглиц булсин.
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2 ( Х г, Х2..........Х п) 0 параметр учун бахо булсин.
Т а ъ р и ф .  Агар исталган а > 0  учун шундай б >  0 топиш мум­

кин булсаки, унинг учун
Р(  \ 2{ Хи Х2, . . .  , Х п) — 0 I <  6) =  1 — а  (52.1)

булса, у холда ] 2  — 6, 2  4- 6[ тасодифий интервал 0 параметрнинг 
1 — а  ииюнчлилик даражали ишончли интервали дейилади

] 2 — 6, 2  -Ь 6[ ишончли интервал, шунчнгдек, ишончли ба^о деб 
^ам аталади. 6 сон бахонинг ани^лиги дейилади.

] 2  — б, 2  +  б[ ишончли интервал 0 параметрни 1 — а  эхтимол 
билан коплайди деб айтилади.

Берилган а  учун 6 ^анчалик кичик булса, 2  ба.\о шунчалик 
ани^ро!\ булади, сс канчалик кичик булса, бу бахонинг ишонч­
лилиги шунчалик катта булади.

2. Математик кутилиш а учун ишончли интервал. А' белги- 
си нормал таксимланган бош тупламни караймиз, бу таь^си- 
мотнинг а 2 дисперсняси маълум булсин.

Бу таксимотнинг математик кутилиши а учун ишончли ин- 
тервални топамиз.

П

X  белги нормал таксимланган булгани учун X  =  —  X ,  хам
п /шяЛ

/  =  1

нормал таксимланган, шу билан бирга, X учун парамгтрлар к,уйида- 
гича:

;И(Х) =  а; Д Х ) =  —
П

Нормал таксимланган тасодифий микдорнинг берилган интер- 
валга тушиш эхтимоли куйидаги формула билан ифодаланади:

Р(|Х  — а\  <  б) =  2Ф (6 'а).

Бу формулани X тасодифий мицдор учун куллаб, топамиз:

Р ( \ Х  —  а \ < Ь )  =  2 Ф ^  I  - ? = ) .  (52.2)

Й1 Т  * 0I =  —X—  деймиз, у холда б =  булиб, (52.2) формула

Р( \Х — а | <  - ^ г )  =  2Ф(/)
 ̂ п

р ( х  —  - ^ = < а < Х + - ^ = ]  =  2Ф(/) (52.3)
\ > п у П 1

куринишга келади.
Шундай 1\илиб, ишончли интервал

1а ^  . /я



дан иборат булади. Бу ердан |  X -----X  +  ~^=.\ тасодифий ин-
^ У п у п I

те рвал а параметрни 1 — а =  2Ф (/) эхтимол билан аницликда
У п

к оплати келиб чикади.
Хосил ь^илинган ф ормулалар танланма хажми ортиши би­

лан ба^олаш аншушги ошишини курсатади. Бунда агар 1— а  
ишончлилик орттирилса, натижада ( параметр ортади ва де­
мак, ба.^олаш аницлиги камаяди.

М и с о л .  Нормал таксимланган бош тупламдан олинган тан­
ланма берилган, бунда ст= 1.

1 Х1 [ I Х1 1 Х1

1 — 1,90 9 0 ,4 0 17 0 ,98 25 — 0 ,3 2
2 1,37 10 0 ,6 9 18 — 1,38 26 — 0 ,4 2
3 - 0 , 8 9 11 - 0 , 9 0 19 1,48 27 0 ,7 7
4 — 0 ,1 3 12 0 ,1 5 20 — 0 ,6 5 28 0 ,0 8
5 0 ,1 5 13 0 ,9 0 21 1,10 29 0 ,1 7
6 — 0,79 14 0 ,8 2 22 0 ,3 0 30 0 ,8 7
7 - 0 , 9 6 15 1,53 23 - 0 , 1 3
8 1,55 16 - 0 , 3 4 24 — 1,90

М атематик кутилиш учун а  =  0,04 ишончлилик дараж али  
ишончли интервални топинг.

Е ч и ш .  X  =  0,087 ни топамиз. 1— а  =  2Ф (/)  тенгликдан Ф(0 =  
=  0,48 ни >^осил циламиз. Жадвал буйича: I =  2,06. Шунингдек, 
п =  30, о  =  1, у холда

6 =  ~  =  2,0^ _ '-  =  0,376. 
у п  > '3 0

Шундай килиб, ишончли интервал ] — 0,289; 0,463 [ дан ибо- 
рат. Б у — параметрнинг ^а^икий цпймати 0,96 эхтимол билан 
хосил цилинган интервалда ётишини билдиради.

Агар бош туплам нормал таксимотга эга булмаса (52.3) 
формула тугри булмай колади, биро^ п-*-оо да марказий лимит

П
— 1 V Iтеоремага кура А =  — Х 1 тасодифий микдор таксимот и А'- нинг

Г = 1

дисперсиялари чегараланган ва о2 га тенг булса, нормал таксимотга 
интилади. Бу — п катта булганда (52.4) ишончли интервал а матема­
тик кутилиш учун ишончли интервалнинг якиилашиши булиб хиз- 
мат килиши мумкинлигини билдиради.

Агар ст2 номаълум булса, п катта булганда (52.3) формула- 
ларда  ст2 ни унинг бахоси 5 2 билан алмаштириш мумкин ва 
ишончли интервалнинг якиилашиши сифатида

— 1 а. ^  1|  ” — 1 >СС

V  п У п
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интервални кдраш мумкин, бу ерда (п._1а Стъюдент та^симотининг 
жадвалйдан олинади.

53- §. Назарий та^симотни танлаш

Та^симо:' к;онуни номаълум булган X  белгили бош туплам­
нинг етарли.^ катта п >^ажмли танланмаси берилган булсин.

Биз X белги билан бир хил таксимланган узаро боглицмас 
компонентлгрга эга булган тасодифий вектор сифатида 1̂ арала- 
ётган (Хк . Х„) танланма назарий та^симотнинг матема­
тик кутилицщ ва дисперсняси учун ба>;олар олишга имкон бе- 
ришини кур;атган эдик. Умумий муло^азалардан фойдаланиб, 
назарий таксимотнинг куриниши туррисида фикр пайдо цили- 
шимиз керак.

Маркази| лимит теорема X  белгииинг нормал тацсимотга 
буйсуниши уЧун зарур буладиган шартларни таърифлаш га им­
кон яратади у >;олда бу цонунни топиш масаласи иккита а  ва 
а  параметру аншулаш билан ечилади. Бу нараметрлар учун 
танланманиьг урта цийматини ва танланманинг тузатилган дис- 
п ер си я с и н и  1̂ абул цилиш мумкин.

Агар X Селги фацат мусбат бутун сон цийматларни 1-^абул 
цилса, танланманинг урта циймати ва танланманинг тузатил­
ган дисперсняси бир-биридан унча фарц цилмаса, X  тасоди­
фий мик,Д°р Пуассон цонуни буйича таксимланган деб ф араз 
^илиш мумкин, у битта к параметр билан аницланади. Бу 
^олда К учуг танланманинг урта циймати X  ни олиш керак.

Белги узлуксиз булган ^олда гистограммани ясаш керак. 
Маълумки, у таксимот зичлиги эгри ч и з и р и  туррисида тушун- 
ча беради. Баъзан гистограмма назарий таксимот маълум бул­
ган цонунларнинг бирортаси билан бир хил булади деб ф араз 
цилишга 11 мкон беради.

51- §. Эмпирик тацсимотларни текислаш

X белгисининг таксимоти номаълум булган бирор бош туп­
ламдан п ^ажмли танланма аж ратамиз. X  тасодифий микдор 
бирор Р( х ) цонун буйича таксимланган дейишга асос бор деб 
фараз ^илам^з.

т1 назарщ частота деб X =  х(, / =  1, к ходисанинг

р .  = Р ( х = х {)

э х т и м о л л и к  билан п  та эркли синовларда руй бериш сонинииг 
м а т е м а т и к  кухнлншига айтилади.

Эркли сировлар (тажрибалар) схемасига кура тасодифий 
Х = х 1 ^одисанинг п  та эркли синовларда руй бериш сони би- 
номиал К°НУ4 буйича таксимланган, унинг математик кутили­
ши эса куйидл-ига тенг:
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т и тг, . . ., тк частоталар назарий ёки текисловчи частоталар 
дейилади.

X  белги узлуксиз булган >^олда белгининг к^ийматлари узга­
риш интервали узаро кесишмайдиган

[ а , ,  Рд], [а 2, р2] . . . . . . . . . [а,-, Р ,], . . . , [а*,, РА]
интервалларга булинади. Мос холда

р{ =  Р К  <  X  <  Р()
деб белгилаймиз. Танланма олдингидагидек чекли ва п .\ажм- 
га эга булгани учун назарий частоталарни

т . =  Пр 1 =  п (Г (р,) — Г  (а,))

каби хисоблаймиз.
1 - м и с о л .  Бош тупламнинг X белгиси нормал та^симлан- 

ган деб ф араз ^илишга асос булсин. Текисловчи т 4- частота­
ларни топиш талаб ^илинади.

Е ч и ш .  Таърифга кура
т . =  пр. = Р ( а1< Х < г  Р,).

Нормал таксимот учун тасодифий микдорнинг берилган ин- 
тервалга тушиш э.\тимоли

Р (а,- <  X  <  Р, ) =  Ф Ф
формула билан хисобланади, а ва ст микдорлар номаълум булгани 
учун уларни мос равишда X ва 5  бахолар билан алмаштирамиз- 
Натижада узил-кесил куйидагига эга буламиз:

/л,- =  М  (X) =  прс.

I

Н азарий частота т-  ларни топиш учун нормал та^симот- 
нинг зичлиги формуласидан фойдаланиш мумкин.

(х -  а)»
I 2аг

/(*) =  - :/ !Г-  еа \ 2 л
у холда

Р ( а 1 <  X <  Р-) =  /г/ (х,), 

бу ерда .г,- — I- интервалнинг урта нуцтаси. У холда
(Х {  — а )*

и  \ 1 2°г



бу ерда а ва сг ларни мос равишда уларнинг танланма ба.^олари 
X  ва 5 2 билан алмаштириб, ^уйидагига эга буламиз:

п к1
Щ =  —  Ф(«Д

бу ерда
и*

. . .  1 2 сс(+ Р ; -2 ХФ (и) =  г— е , и, =  —— ----- -----------
4   ̂ ’ ( 2д ’ ‘ 2 5

2 - м и с о л .  Мингта хотин-^изнинг буйига кура таксимоти бе­
рилган:

Б^йи (см) Хотин кизлар сони Б^йи (см) Хотин-цизлар сони

1 3 4 - 1 3 7 1 1 5 5 - 1 5 8 186
137— 140 4 1 5 8 - 1 6 1 121
1 4 0 - 1 4 3 16 161 —  164 53
1 4 3 - 1 4 0 53 1 6 4 - 1 6 7 17
1 4 6 - 1 4 9 121 167— 170 5
149— 152 193 1 7 0 - 1 7 3 1
152—  155 2 2 9 Ж.ами 1000

Та^симотнинг назарий цонунини танланг, унинг параметр- 
ларини топинг ва частоталарнинг назарий ^аторини хисобланг.

Е ч и ш .  Та^симотнинг гистограммасини ясаймиз (149- 
ш акл).

Белгининг ^иймати учун интервалларнинг урталарини олиб, 
танланманинг уртача цийматини хисоблаймиз:

Х  =  153,5; 5 2 == 28,1; 5  =  5,3.

п /̂Н

А ]  й ^  А }  й ^  А $  й е Л 7 А д  А д  й,г) Л'} А  А ц  /

149- шакл.

Берилган белги нормал цонун буйича таксимланган деб на- 
зарий частоталарни хисоблаймиз:
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X ■
1 П1

- X
Ф (и ■) т - =  —  <Р (и- )

‘ 5

1 3 5 , 5 1 —  18 — 3 , 4 0 , 0 0 1 2 1
1 3 8 , 5 4 —  15 — 2 , 8 3 0 , 0 0 7 3 4
1 4 1 , 5 16 —  12 — 2 , 2 6 0 , 0 3 1 0 17
1 4 4 , 5 5 3 - 9 —  1 , 7 0 . 0 9 4 0 53
1 4 7 , 5 121 - 6 — 1 , 1 3 0 , 2 1 0 7 1 19
1 5 0 , 5 193 — 3 - 0 , 5 7 0 , 3 4 1 0 193
1 5 3 , 5 2 2 9 0 0 0 , 3 9 8 9 2 2 6
1 5 6 , 5 186 3 0 , 5 7 0 . 3 4 1 0 193
1 5 9 , 5 121 6 1 , 1 3 0 , 2 1 0 7 119
1 6 2 , 5 53 9 1 , 7 0 , 0 9 4 0 53
1 6 5 , 5 17 12 2 , 2 6 0 . 0 3 1 0 17
1 6 8 , 5 5 15 2 , 8 3 0 , 0 0 7 3 4
1 7 1 , 5 1 18 3 , 4 0 , 0 0 1 2 1

150- шакл.

Эмпирик частоталар полигонини ва назарий нормал эгри 
чизицни ясаймиз (1 5 0 -ш акл).

К,аралган мнсолда эмпирик ва назарий частоталарнинг бир 
хил эмаслигини курамиз.

Бу бир хил булмасликларнинг к а ней бирини му.\им, цайси- 
ларини му^им эмас деб хисоблаш керак?

Бунда мос келмаслик кузатиш натижаларининг тасодифий- 
лиги ёки назарий таксимотнинг танланиши билан тушунтири- 
ладими? Назарий таксимот конуни тугри танланганлигини кан ­
дай текшириш мумкин? .

Бу саволларга 1\уйида ж авоб беришга х,аракат киламиз.

55- §. Математик статистикада фойдаланиладиган 
та^симотлар

1. Озодлик даражалари к булган / 2 таксимот.
Т а ъ р и ф .  Агар к та узаро беглицмас нормаланган X  тасодифий 

микдорлар нормал таксимотга эга булса, у холда уларнинг квадрат-
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к
лари й и р и н д и с и  х 2 =  У  Х \  нинг таксимоти озодлик даражалари к

0
б$лган. х2 таксимот дейилади. х2 та^еимотнинг зичлиги:

О, Л' <  0 да

Рк (*)

2к'"2 Г (к/2)

х А. _  1
2 2

е х  , х  >  0 да,

бу ерда Г (л-) =  | Iх 1 е 1 Ш — гамма- функция,
о

/а-»- оо да х2 таксимот математик кутилиши А: ва дисперсняси 2к
булган асимптотик нормалдир. У' =  — %2 тасодифий микдорнинг тац-

к

симоти к —*■ оо да математик кутилиши ва дисперсняси булган асим­

птотик нормалдир. У  =  I 2 %2 нинг таксимоти к-*- ос да математик 
кутилиши V 2к — 1 ва дисперсняси 1 булган асимптотик нормалдир. 
X2 тацсимотнинг озодлик даражалари к <  30 булса, унинг циймат- 
лари жадвалдан юпилади, агар озодлик даражалари к >  30 булса, 
уни нормал 1\онун билан етарлича аникликда алмаштириш мумкин.

2. Стъюдент тацсимоти, X — нормаланган нормал гацсим- 
ланган тасодифий микдор, У эса озодлик д араж алари  к булган 
X2 та^симотга эга тасодифий микдор. Агар X  ва У богликмас 
булса, у ^олда

/ Т

тасодифий микдор 1- таксимот ( ёки к озодлик дараж али  Стъю- 
дент таксимоти) га эга дейилади. ( тацеимот к->-оо да асимпто­
тик нормалдир. / - тацеимотнинг зичлиги:

_к±\

Ул. к Г (к/2) V к

3. Фишер таксимоти. Агар X  ва У — богликмас тасодифий 
микдорлар булиб, улар к ,  ва к2 озодлик дараж али  х2 1\ 0нун бу­
йича таксимланган булса, у холда

Р - АЛ5>1
”  п к 1

тасодифий микдор Р та^симотга (ёки к , ва к-, озодлик д а р а ж а ­
ли Фишер тацеимотига) эга дейилади. Р тацеимотнинг зичлиги:



Г г =  1о§  ̂ Р таксимот (кь к2) озодлик даражали г- таксимот дейи­
лади.

56- §. Дисперсия учун ишончли интервал

Айтайлик, (X], Х 2, Х„) X белгили бош тупламдан олин­
ган танланма булиб, номаълум ст2 диспереияли нормал та^си- 
мотга эга булсин.

Ушбу

X =  —о2
тасодифий мицдор (п— 1) озодлик д ар аж ал и  %2 тацсимотга эга 
эканини, шу билан бирга бу таксимот X  тасодифий микдорнинг 
математик кутилишига боглиц булмаслигини исботлаш мумкин.

Энди х2 таксимотнинг ж адваллари  буйича берилган а  ва 
озодлик д ар аж ал ар и  сони п — 1 буйича шундай х'  ва х "  ларни 
топамизки:

г» I \ г) / п 5“ // ■ а. и<  х  ) =  Р  | - 7- >  л' ) =  — . (56.1)

У холда

Г (Ь/2) Г (Ь/2)

а- / I ст2 / 2

*' <  —  <  х" I -  1 -  Сб. (56.2)
О

Сунгра !\уйидагига эга буламиз:
п / / п5 2 „ г, / п 5- ,  п 52 \
Р 1 х  < ^ г < Л ' Г - ' 5 ! —

5  |  ~  < о < 3  у Г4  ) =  1 — а. (56.3)

(56.3) дан а параметр
5 Кг'М' !

эга булиши келиб чикади, бу ерда х' ва х" лар (56.1) тенгликлардан 
аникланади.

ишончли интервалга

У з-у з и п и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Ишончлилик интервалига таъриф беринг.
2. Назарий таксимот цандай танланади?
3. Назарий частоталар кандай х,исобланади?
4. Математик кутилиш учун ишончли интервални курсатинг.



5. Дисперсия учун ишончли интервални курсатинг.
6. Н азарий  нормал эгри чизи^ кандай ясалади?
7. 15.151— 15.205-м асалаларни  ечинг.

57- §. Гипотезаларни статистик текшириш

Купинча А' белгили бош тупламнинг номаълум таксимот 1̂ о- 
нунини билиш керак булади. Агар таксимот цонунн бирор та- 
йин Р (х) куринишга эга деб тахмин килишга асос булса, у 
холда куйидаги гипотеза илгари сурилади: А' белгили бош туп­
лам ани^ Р( х)  куринишли таксимот ^онунига эга.

Агар таксимот цонунининг куриниши маълум, аммо унда 
номаълум параметр булса, номаълум в параметр тайин 0№ 
кийматга тенг деган гипотезани цуйиш мумкин. Шундай килиб, 
бу гипотезада гап таксимотнинг номаълум параметри >;а^ида 
боради.

Статистик гипотеза деб номаълум таксимотнинг куриниши 
хакидаги ёки маълум таксимотнинг номаълум параметрлари 
хакидаги гипотезага айтилади. Нолинчи  (асосий) гипотеза деб 
илгари сурилган //,, гипотезага, конкурент (зид) гипотеза деб 
эса нолинчи гипотезага зид булган Н { гипотезага айтилади.

Асосий гипотеза турри ёки нотугри булиши мумкин.
Статистик критерий деб нолинчи (асосий) гипотезани цабул 

1-^илиш ёки кабул килмаслик хакидаги цоидага айтилади.
Бу ь^оида куйидагидан иборат. Бунинг учун цандайдир 

2 ( Х и . . . , Х п ) статистика олиниб, унинг (аниц ёки такрибий> 
тацеимоти асосий гипотеза уринли булганда топилади. Сунгра 
статистиканинг ^ийматлар сохаси иккнга ажратилади. Агар 
статистиканинг кузатилган 2 ( х и . . .  , х п ) циймати бу сохалар- 
нинг биринчисига тушеа, Н 0 гипотеза ь;абул килинади, агар ик- 
кинчисига тушеа Н 0 гипотеза кабул кнлинмайди. Биринчи 
соха гипотезанинг цабул цилиниш сохаси, иккиичиси эса критик 
со%а дейилади.

2 ( Х Ь . . . , Х п ) статистиканинг кабул цилиши мумкин булган 
барча кийматлари бирор интервалга тегишли булади. Шу са­
бабли критик со,\а ва гипотезанинг кабул килиниш сохаси хам 
интерваллар булади. Уларни нуцталар аж ратнб туради. Бу 
нуцталар критик ну^талар  дейилади ва 2 кр билан белгила­
нади.

Критик сохалар куйпдагича булиши мумкин:
а) унг томонлама критик соха:

2  >  2 кр;
б) чап томонлама критик соча:

2  <  2 кр;
в) икки томонлама критик соха:

\ 2 \ > 2 т .
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2  (X,, Х 2, . . ., X п) статистиканинг критик сохага тушиш эхтимоли 
а  унинг аницлилик даражаси дейилади.

Гипотезани статистик текшириш натижасида икки хил ха- 
тога йул к<уйиш мумкин.

Биринчи тур хато шуки, бунда турри гипотеза рад этилади.
Иккинчи хато шуки, бунда нотурри гипотеза ^абул цили- 

нади.
Критерийнинг цуввати деб конкурент гипотеза уринли бу­

лиш шартида 2  критерийнинг критик сохага тушиш э.^тимоли- 
га айтилади. Критерийнинг ^уввати цанча катта булса, иккин­
чи тур хатога йул цуйиш эхтимоли шунча кичик булади. ||

58- §. Пирсоннинг мувофицлик критерийси ва унинг
цулланилиши

( Х ь Х 2, . . .  , Х„ ) танланма берилган булиб, унинг асосида 
бош тупламнинг Г (х) таксимот функциясини аницлаш керак 
булсин.

Мувофи^лик критерийси деб тацсимот функциясининг уму­
мий куриниши ^а^идаги Н 0 гипотезани цабул цилиш ёки рад 
этишга имкон берадиган критерийга айтилади.

Мувофи^лик критерийларидан бири — Пирсон критерийсини 
цуриш учун X белги ^ийматларининг узгариш со^асини Аь Д2 

. . . , А/( интервалларга буламиз.
р 1 — тасодифий микдор А' нинг Л,- интервал га тушишининг наза­

рий эхтимоли булсин: р1 =  Р (X  6 А,-)- Бу эхтимол Н п гипотезадан 
келиб чивдан холда хиеобланади, яъни А тасодифий микдор Р (х) 
таксимот функциясига эга деб фараз ципинади.

п- — хажми п булган (А,, А„, . . ., Х п) танланмада А белгининг 
А- интервалга тушган цийматларининг сони булсин. Бунда

Р\ • Р; •
«I + п 2 +  . . . +  пк =  п.

Мазкур холда п[ .\одисанинг, агар унинг эхтимоли р1 га тенг 
булса, п та синовдаги частотасини билдиради. П; математик кутилиши 
пр[ ва дисперсияси пр1 ^  =  пр1 (1 — /?•) булган биномиал ^онун буйи­
ча таксимланган.

Агар танланманинг ^аж ми етарлича катта ( п > 30) булса, 
та^симотни га^рибан нормал таксимот деб олиш мумкин.

Ушбу
=  . =  ^

1 лпр,

тасодифий мицдорларни цараймиз.
Бу тасодифий мицдорлар асимптотик нормал таксимланган 

ва узаро куйидаги муносабат билан богланган:
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к к

У л -  =  0 .

11 = 1 1 = \
Куйидаги теоремани исбот килиш мумкин:
Т е о р е м а .  Агар Н0 гипотеза тугри булса ва пр1 >  5 булса, у  

к
%олда х2 =  V  Щ тасодифий микдор (к — ]) озодлик даражали х2 

« = 1
таксимот буйича тацсимлангандир.

п ->  оо да х2 таксимот асимптотик нормалдир.
Энди Пирсоннинг мувофиклик критерийсини куйидагича 

таърифлаш  мумкин.
Берилган а  аниклилик дарзжлси ва х2 таксимот учун жадваллар- 

дан ха нинг
Р  (7.2 >  ха) =  а

буладиган критик кийматлари топилади. Танланма маълумот- 
ларига кура х2 критерийнинг кузатилган ^иймати ^исоблана- 
ди, агар у ^иймат кабул килиш сохасига тушса, яъни у?<Ха 
булса, Н 0 гипотеза ^абул цилинади ва бош туплам Р (х) та^- 
симот функциясига эга деб хисобланади, агар %2> х а булса, у 
.\олда Й 0 гипотеза рад этилади.

Агар п > 30 булса, х Г1 критик киймат нормал та^симотдаи 
фойдаланиб топилади.

Э с л а т м а .  Агар назарий частоталарни .^исоблашда а ва 
а 2 урнига уларнинг X ва 5 2 ба^оларидан фсйдалг.ниладиган бул­
са, у ^олда

у2 _  ('*! ПГЧ)2
пр,

; 1
статистика тацрибан (к—3) озодлик дараж али  таксимот 
буйича та^симланади.

59- §. Колмогоров критерийси

X белгили бош туплам ка хажг/и п га тенг булпш (X,, Х2, . . ., 
Хп) танланма берилган булсин.

Р*п эмпирик таксимот функцияси булсин.
Н 0 гипотеза бош туплам Р (х) таксимот функциясига эга 

деган гипотезадан иборат.
К,уйидаги статистикани царайлик:

0,1 =  гпах \ Р ( х ) - Р ' п (.г);.

А. Н. Колмогоров исталган узлуксиз Р (л) функция учун

И т  Р  I О,, • — • — ; КО. )
V |  ц }



тенглик уринли булишини и:бот ^илди, бу ерда 

К (X) =  ( V  ( - \ ) к е- 2кгх\
к =  — оо

Колмогоров критерийси куйидагичл татбик> килинади:
К (к) учун жадваллардан берилган а  ани^лилик даражаеига мос 

шундай ка лопиладихи, унинг учун К  (^а) =  1— а  булади. Сунгра 
танланма маълумотларига кура Оп нинг цилмати топилади. 

ка
Агар Оп <  —— булса, Н0 гипотеза к,абул килинтди. |!|

1 п 
К

Агар й п >  булса, Р (х ) — бош тупламнинг таксимот функ-
I п

цияси деган гипотеза рад этилади.

У з-у з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Критерий тушунчасига таъ р иф  беринг.
2. Гипотезаларни текшириш нимадан иборат?
3. Гипотезаларни статистик текш ириш да цандай хатоларга  йул цуйиш 

мумкин?
4. Пирсоннинг мувофиьулнк критерийси нимадан иборат?
5. Колмогоров критерийси к,андай таъриф ланади?
6. 15.296 — 15.311-м асалаларни ечинг.

60-§. Функционал ва статистик богланишлар

34 - § да тасодифий микдорлар орасидаги функционал бог- 
ланиш каралган эди.

Амалда тасодифий микдорлар орасидаги катъий функцио­
нал богланиш жуда камдан-кам холларда кузатилади, чунки 
тасодифий микдорларнинг кийматларн кугтгина тасодифий 
омилларга борлицдир.

X  ва У тасодифий микдорларга таъсир этадиган тасодифий 
омиллар ичида умумий омиллар булган холлар лез-тез учраб 
туради.

А' — тасодифий омиллар: г,, 2.,, . . ., гк, ип ларнинг функ­
цияси, У эса г,, 2.,..........гк, . . ., «т  тасоди {зий омилларнинг функ­
цияси булсин, яъни

х  =  /  (2„ г2, . . ., гк, и„ . . ., ип)

у  =  §  (*„  2_„ . . ., 2*, Р „  . . ., 1'т).

Бундай холда X  ва У тасодифий микдорлар статистик ( ёки 
стохастик) богланган  дейилади.

Статистик богланишда тасодифий ми^дорлардан бирининг 
узгариши боища тасодифий микдор таксимот цонунининг узга- 
ришига олиб келади. Тасодифий микдорлар орасидаги статистик 
богланишлар корреляция назарияси усуллари ёрдамида урга-
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нилади. Корреляция назарнясининг иккита асосий масаласи 
бор.

1. Корреляцион богланиш шаклини аницлаш.
2. Корреляцион богланишнинг зичлигини (кучини) аниц- 

лаш.
Хусусан, А' тасодифий микдорнинг уртача кийматлари та^- 

симотини бошка У тасодифий микдор кийматларига боглиь* 
равишда урганиш алохида кнзикиш уйготади.

61-§. Регрессия чизицлари

Икки улчовли (А, У) тасодифий мицдорни ^араймиз. Бир 
тасодифий микдорнинг бошка тасодифий микдорнинг узгари- 
шига таъсирини текшириш учун А тасодифий мицдор та^симо- 
тининг шартли ^онуниятлари У тасодифий микдорнинг тайин­
ланган ь^ийматларида ва аксинча, ^аралади.

(X, У) дискрет тасодифий микдор ушбу тацсимот жадвали орк>а- 
ли берилган булсин:

У
х, дг, хп

п
V  р (х..ук) 
1=1

Ух Р  (Хи У д Р (х2, (/1) . ■ Р ( хп , У\) р  ( '/ 1)

Уг Р  ( * 1. Уч) Р ( х2, У-г) ■ ■ Р (Хп, у 2) р ш

Ут О (ДГ!, у „ )  р (х2, у , , )  . • • Р (хп > Угп) Р (Ут)

т
У  Р (*;. У к) 
к= 1

Р ( х д  Р (а '2) . . . Р (Хп)

Ягона X =Х; ьушматга мос р ( ц 1\х [), . . ., р (ут |х,-) шартли эхти- 
моллар У нинг X =  х1 даги шартли таксимоти дейилади.

р (укIЛ-.) =  Р ( У =  ук X Л-.) =  1 ^ 1 * 1  ( 6 1 л )
Р \Х1)

т
^  Р Уд =  Р (*;)• (61-2)
к=\

Шартли таксимотнинг энг мухим характеристикалари тайинланган
XI, I =  1, п да шартли математик кутилиш М  (У| х ^  ва шартли дис­
персия а 2 (У| X;) дир.
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У холда
т

М  (У |х,) =  V  ук р (ук\Х1), I =  1, п, 
к = \

а- (Г |х .) =  М ((У — М  (К!*(.))3>,.). 

а 2 (К|л-,-) ии яна У нинг X  га г^олдик дисперсияси деб \а м  атала­

ди. узгариш и билан М  0'|лг(-) хам узгаради, яъни у  (х) =  М  (К | л) 
функцияни ка ранг мумкин, бу ерда X  аргум ент .V,, . . ., х  ь^иймат- 
ларни кабул к,илиши мумкин.

Бу функция У нинг X  буйича регрессия функцияси  дейилади.
(61.1) ва (61.2) фор.мулалардан фойдаланиб, топамиз:

т
2^ Ук Р (X, ук)

У (х) - ------------------- . (61.3)

Р (х ' Vк= 1
X  пинг V  га регрессняси хам худди шундай ани^ланади:

п

_  1  X. р ( х г  у)
7  (//) =  .VI (Х|//) ---------------- . (61 .4)

^  р ( V  ю

У злуксиз таксимотлар булган холда (40.1) ва (40.2) формулалар- 
дан фойдаланиб, куйидагини хосил киламиз:

у  (х) М (У\х) - \ ур (у\х) а у  =
X

Ос

! у р (х, у) а  у

■ - ---------------------- ; (61.5)
ОО

I Р (х, у) Лу
ас

ос

| хр (.V, у) с1х
~х{у) =  М( Х\ у )  = = г ---------------  . (61.б )

эс

| р (х , у) йх
— 00

62- §. Регрессиянинг асосий хоссаси

Т е о р е м а .  Агар (X , У ) — тасодифий вектор булиб, М У 2 <  оо 
булса, у  цолда Д =  М  ((У — и (х))2| X) шартли уртача квадратик 
четланиш хакикий узлуксиз и (х) функциялар синфидаги энг ки-



чик кийматини и (х) =  у  (х) булганда кабул цилади ва бу энг ки­
чик щ йм ат  о2 (У|х) га тенг.

Исбот ушбу айниятдан келиб чикади:

Шундай ^илиб, А мннимумга и (л) =  у  (х) да эришади ва у
о2 (У|х) га тенг.

Агар у  (х) ва х  (у) регрессия функциялари чизикли булса, у холда 
X  ва У  тасодифий микдорлар чизикли корреляцияланган дейилади.

X  ва У тасодифий микдорлар чизикли ксрреляиияланган- 
ми-йукми деган масала ва яна умумийроц у ( х )  ёки х( у )  рег­
рессия функциясининг цайси функциялар синфига тегишлили- 
ги камдан-кам холларда ани^ курсатилиши мумкин.

Хусусан, куйидаги теоремани исбот цилиш мумкин:
Т е о р е м а .  Агар (X,  У) — зичлик  функцияси

дан иборат икки улчовли нормал таксимотга эга тасодифий мщдор  
булса, у  \олда у  (х) регрессия функцияси чизикли функция бу­
лади:

а 1> °2 — X  ва У тасодифий микдорларнинг математик кутилишлари, 
а 1> ст2 — уртача квадратик огишлар, р — корреляция коэффициенти.

Назарий текшириш мумкин булмаган холларда танланма усуллар- 
дан ва регрессияшшг эмпирик чизигинн ясашдан фойдаланиш керак.

63-§. Чизицли регрессия танланма тенгламасининг 
параметрларини энг кичик квадратлар усули 

буйича топиш

А’ ва У белгили икки улчовли бош тупламдан п хажмли танлан­
ма оламиз.

(дг,-, у к) жуфтларнинг кузатилган цийматларини тегишли частота- 
лари билан ушбу корреляцион жадвалга жойлаштирамиз:

М  [{У -  и (*))2| X] =  М  [((У — у  (х)) +

+  (у (х) -  и (А-)))2/ * ]  -  М  [((У - 7  (х)У +

+  2 (У — У (л)) (у (х) — и (х)) +  (у (х) — и (х))2)|Х] =  

=  о2 (К|л) +  М  [(у (х) — и (л-))2|А].

-------- <5 (дг, у)

! (х, у) =
2

е
2 я  О! а ,  у' 1—р2

у  (х) =  а2 +  р (л- — а,)-

Бу ерда

<2 {х, у) ■ П - у - ^ ) 2 , 
> -  Р2 а?

(У — о»)2
ст 1 а 2
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Жадвалдаги маълумотлар буйича Оху  текисликда (х^ у к) коор- 
динатали ну^таларни белгилаб тлркоклик диаграммасини тузиш мум­
кин (151-шакл).

Бу диаграммами хар бир ну^тасида п (к масса жойлашган (.х у к) 
нукталар туплами деб талкин этиш мумкин.

У холда

У (*«) =
Уъ П:

1к

ни X  =  XI вертикал тугри чизивда жойлашган ва у к ординатага эга 
булган п{к массаларнинг маркази сифатида талкин этиш мумкин. Бар­
ча (х;, у  (х;)) ну^таларни туташтириб, У нинг X  га регрессиясининг 
эмпирик чизигини хосил циламиз.

X  нинг У га регрессиясининг эмпирик чизиги хам худди шундай 
ясалади, бунда унинг хар бир нуцтаси у - ук горизонтал тугри чи- 
знклярда ётиб, х} абсциссага эга булади.

Шу тарзда регрессия ч и з и р и - 
нинг умумий куриниши хасида 
тасаввур хосил цилиб, регрессия- 
нннг эмпирик функцияси тенгла- 
масини энг кичик квадратлар  
усули билан топиш мумкин.

М асалан, куйидаги тарцоцлик 
диаграммаларини курайлик (152- 
ш а к л ) .

Бу ерда а) холда, равшан- 
ки, регрессия чизири парабола,
б) холда турри чизиц, в) холда 
эса корреляция афтидан мавжуд 
эмас деб ф араз цилиш мумкин. 151-шакл.
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О)
д)

152- шакл.

б)

У нинг X  га регрессия функцияси чизикли функция, яъни

у  (.а-) =  ах +  Ь
деб фараз килишга асос булсин.

а ва Ь коэффициентларни энг кичик квадратлар усули бу­
йича топамиз.

Ордината буйича ук), г'-=1,т; к = \ ,1  координатали нукталар- 
нинг тугри чизикдаги мос нукталардан четланиш квадратларининг йи- 
риндисини караймиз:

(63.2)
Г-1

А (а, Ь) ни икки узгарувчннинг функцияси сифа гида караб, 
а ва Ь учун шундай цийматлар топамнзки, А (а, Ь) нинг цийма- 
ти энг кичик булсин.

Бир неча узгарувчили функция учун экстремум мавжуд бу- 
лишининг зарурин шартлари унинг барча узгарувчилар буйича 
хусусий хосилаларининг нолга тенг булишидан иборатдир. Бу 
шартни А га куллаймиз:

д \
да

V
1 —  1

2 к  + ь  — у1) X; пх .,

=  У !  2 №  с +  Ь — у1) пх . 
1 —  \

(03.3)

(63.4)

Хар иккала тенгламани 2п га булиб ва а хамда Ь га 
эга хадларни гурухлаб, цуйидагига эга буламиз:

V Ч у. . 
Х1

+  Ь 1=1
У1 П Х

т т
V  х\ п У. Х1 пх; 2.  Х1 1П пх; 

а  Ь — ----------  =  — ------------.

(63.5)



Бизга маълумки,

2  пх[ 2  Х1 пх;
— ------=  1, г— ----------- =1с,

VI ПХ[ _ Х1 пх:
— -------  =  У, — -------- =  X2, (63.6)

I
2  % П!ь 
*=1

Л
1 = 1 7=1

:  V ,  *,■ Ук п( =  ---------  =  ху. (63.7)

(63.8)

п " 1к
1=1 А-1

У холда (63.5) тенгламалар ушбу куринишга келади:

ах +  Ъ =  у,
ах2 +  Ьх =  ху.

Досил булган системани ечиб, куйидагини хосил ^иламиз:

У —  У =  9у х {х —  х),  (63.9)

бу ерда р^х =  — V  нинг X  га регрессия коэффициенти, ах—
°х

танланма уртача квадратик четланиши.
(63.9) тенглама У нинг X  га регрессияси тугри чизигининг 

танланма тенгламаси дейилади.
X  нинг У га регрессияси турри чизигининг танланма тенг- 

ламасини худди шунга ухшаш куйидаги куринишда хосил ци- 
лиш мумкин:

л- — а- =  рх/у (у —  у), (63.10)

бу ерда рх<!/ =  ху у , ау — танланма уртача квадратик четланиши.
ау ____

Курамизки, танланма регрессия тугри чизшулари (х, у)  ко- 
ординатали нуктадан, яъни массалар марказидан утади ва рег­
рессия коэффициентлари бир хил ишорага эга, бинобарин, тан ­
ланма регрессия тугри чизикларининг бурчак коэффициент­
лари бир хилдир.

Илгари, корреляция коэффициентига таъриф берилган эди, 
шундан фойдаланиб танланма корреляция коэффициенти ту- 
шунчасини киритамиз:

Г =  ху  — х у  

ох оу
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Танланма корреляция коэффициента гт корреляция коэффициент

ху
М (XV) — М (X) М  (V)

Ох  Оу

нинг бахоси булишини исбот к,илиш мумкин. 
г1 ни (63.9) ва (63.10) га ^уйиб,

Р,■у IX =  Г, ~
о  г

ва

Х/у

(63.11)

(63.12)

ларни топамиз.
У холда танланма регрессия тугри чизикларинннг (63.11) ва

(63.12) тенгламаларини куйидаги симметрик шаклда ёзиш 
мумкин:

У — ч (63.13)

ва

г' Т _
СТ V,

(63.14)
Ох (У у

М и с о л .  Тугри туртбурчак плиткаларнинг узунликлари 
х ( см)  ва массалари у( кг )  буйича таксимоти цуйидаги жадвал- 
да берилган:

" Г " - - — - 6 & 10 14 "х

30 2 17 9 3 31
3 5 — 10 17 9 ___ 36
4 0 — 3 24 16 13 56
4 5 — — 6 24 12 42
50 — — 2 11 22 3 5

Пу 2 30 58 63 47 2 0 0

Регрессия тугри чизикларинннг танланма тенгламаларини 
туз ИНГ.

Е ч и ш .  Агар формулаларда узгарувчиларни цуйидагича 
алмаштирсак, барча коэффициентларнинг ^исобланиши анча 
соддалашади:

х [ ~~~ С1 и; ---С о
Щ =  —---- 1-, V: =  ------ -.

К  ' А,
С\ ва С2 — мос равишда х  ва у  узгарувчиларнинг вариацион 

цаторнинг тахминан уртасида жойлашган кийматлари;
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к\  ва Н2 — мос равпшда х  ва у  узгарувчиларнинг ^ушни )^ий- 
матлари орасидаги масофа.

С] =  40, /21 =  5; С2 =  10, к 2 =  2 деб оламиз, натижада куйидаги 
ж адвалга эга буламиз:

—2 - 1 0 1 2 "и

—  2 2 17 9 3 31
-  1 10 17 9 — 36

0 — 3 24 16 13 56
1 — — 6 24 12 42
2 — — 2 11 22 35

'К’ 2 30 58 63 47 200= п |

Жа/шал ёрдамида ^угидагиларпи лиеоблаймиз:
-  2-31 -  1-36 - 0-56 ■- 1-42-: 2-35 

200

-  2 -2  -  1-30 0 -58  Ь 1 - 6 3 +  2- 47  

200

— I  п„ 
и =   

п
—  V  VII ,
V = -------1

= 0,07; 

= 0,62;

— X и2 п ц — 21 ,
и2 -- ------- - = 1,71, у2 - ------- = 3,16.

П П

с и =  У и- — (и)г ----- 1,3,

о а =  1 V* — (у)2 =  1,67.
^  п иуиг' йигиндини лиссблаш учун ушбу хиссблаш жадвалини ту-

замиз:

—2 — 1 0 1 2 V =1.141 иь и-У

—2
1 ^

2
~4|

I- 17
17

-34)

12

Г Ш  9

1 3
3

- 6  I
— - 1 8 36

—  1
| - Н )

10
- ! 0 |

12
17

- I ? ;

! 9

9
- о  1

— - 1 1

0 —
I - 3

3
0 1

1 0
24

о 1

I 16

- 1  16 0 1

126
13

0 1
39 0

1 — —
12_

6
б 1

1 2

- 1  2424 |

124
12

12)
48 48

2 — —
4 /

1 2
, П

22 |

144
_ 2 2
4 1 1

55 110

3ИII - 4 — 44 - 2 5 31 56 195

1'-и 8 44 0 31 112 195
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Корреляцион жадвал хар бир катагининг кж ори даги унг бурчаги- 
га ш цр купайтмани ёзамиз. Катакнинг к,уйи чап бурчагига ипах1 ку- 
пайтмани ёзамиз.

Барча катакларнинг юкоридаги унг бурчагида ва куйидаги чап 
бурчагида жойлашган сонларни к ушиб, V =  V  1тиг, ва 11 =  V  ипиу 
^ийматларни хосил киламиз. Барча иУ ва 1'(У купайтмаларни хисоб- 
лаб, натижаларни кушимча сатр ва устунга ёзамиз, бунда V  Vи ----- V  {/у 
купайтма назорат учун хизмат кнлади. У холда 

^ п иг,иу =  V  у  и =

Ушбу формула буйича танланма корреляция коэффициентини хи- 
соблаймиз:

_21 пи;,ии— п и V  ___  195 —  2 0 0 - 0 , 0 7 - 0 , 0 6 2  л  0/■ - ■ — 
п а , , а ;, 2 0 0 . 1 , 3 - 1 , 6 7

Энди регрессия тугри чизикларинннг тенгламаларини тузамиз: 

~У— ^ = Гт ~  (-< — *).

Ху —  х =ГТ ^  (у — у).и
а у

х  ва у  лар учун х  =  иН1 4- С,, у  - V /г, -Ь С2 формулаларни осон- 
гина хосил килиш мумкин. Шунинг учун

7 =  0 ,0 7 -5 -г 40 — 40,35, 

7  =  0 ,6 2 - 2 +  10 - -  11,24,

=  Н 1 °и  - 6 - 5 ’

аИ-=Н,а0 3,34.

У холда У нинг X  га танланма регрессия тугри чизиги тенгламаси 

7 — 11,24 =  0,43 ( х _  40 ,35)
0,5

ёки

7 ,  =  0,22.x- +  2,32

куринишда, X  нинг V  га танланма регрессия тугри чизиги тенглама­
си эса

~ху =  0,84// +  30,94

куринишда булади,

У з - у з и  н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. К,андай богланишлар функционал богланишлар дейилади?
2. К,андай богланишлар статистик богланишлар дейилади?
3. Регрессия тугри чизиги цэндай топилади?



4. Регрессиянинг асосий хоссаларини таърифланг.
5. Энг кичик квадратлар  усулини баён цилинг.
6. Танланма регрессия тугри чизиги коэффициентлари цандай ани^лана-

ди?
7. 15.322— 15.349- масалаларни ечинг.

64-§. Танланма корреляция коэффициентининг богланиш 
зичлигига таъсири

Танланма корреляция коэффициенти куйидаги тенглик би­
лан ани^ланади:

Щг1. х I 11/— ПХ1/

бу ерда (.V,-, у )  — белгиларнинг кузатилган кийматларн, п {.— (х^ у :)  
жуфтнинг частотаси, п — танланма хажми, ах, оу — танланма уртача
квадратик четланишлари, .V, у  —  танланманинг урта циймати.

(64.1), шунингдек, (63.11) ва (63.12) ларни эътиборга олиб, 
ушбуни хосил циламиз:

Гт '-= ±  У \ х Р х;у (64.2)
Т е о р е м а ,  г, =  ±  1 шартнинг бажарилиши уртача квадра­

тик регрессия тугри чизицлари устма-уст тушиши учун зарур  
ва етарлидир.

Исботи (63.13) ва (63.14) тенгламаларни карашдан келиб 
чицади.

Бу тенгликдан г,, коэффициент ± 1  га канчалик якин булса, 
А' ва V уртасида чизикли богланиш мавжудлигидан далолат 
беради.

Агар г т = 0 булса. А' ва У орасидаги чизикли богланиш йук- 
лиги хацида ф араз килишга асос булади.

Юкорида агар А’ ва У лар  богликмас булса, у холда г =  О, 
агар г = ± 1 булса, А ва У чизикли боглик булиши исбот ки­
линган эди.

Танланма корреляция коэффициенти г, корреляция коэффи­
циенти г нинг асосли бахоси булса-да, корреляция коэффици­
ентининг нолдан фарь^ли булиши бош туплам корреляция ко­
эффициентининг нолдан фарклн булишини билдирмайди. Бун­
дай холда танланма корреляция коэффициентининг кнйматли- 
лиги хакидагн гипотезами текшириб куриш керак.

Агар корреляция коэффициентининг нолга тенглиги ха^ида- 
ги гипотеза рад этнлеа, у холда А ва У микдорлар корреля- 
цияланган ва танланма корреляция коэффициенти X ва У 
орасидаги богланиш улчови булиб хизмат килади.

Бирга я^пн булган | г, | А’ ва У лар зич богланишини бил- 
дирса, 0 га яцин булган | г, \ X  ва У лар ё ж уда буш богла- 
нишини, ё бундай богланишнинг йу^лигини билдиради.



65- §. Нормал таксимланган тасодифий микдорларнинг 
корреляцияси

Айтайлик, икки улчовли (X, У) бош туплам нормал таь^симлан- 
ган булсин. Бу тупламдан п хажмли танланма оламиз на танланма 
корреляция коэффициенти гт ни хисоблаймиз. Бу холда гт коэффици­
ентни (г аг) параметрли (бу ерда г — назарий корреляция коэф-

1 — г'2 \фициенти, о г -----__г _̂ _у нормал таксимланган деб хисоблаш мумкин.
V  п '

Назарий корреляция коэффициенти г учун ишончлилик даража­
си <?% булган ишончли интервал куйидаги куринишга эга:

г1 (ц — , т  <  г х у  <  гт +  и  . —Т<
У п V п

бу ерда нормал таксимот жадзалидан топилади.
гт нолдан фарцли булиб чиксин. г г нинг ь^ийматлилигп хакидаги 

гипотезани текширамиз.
Нолинчи гипотеза ^уйидагича булсин:

Но : ^  =  0.

У холда конкурент гипотеза ^ :г Ф 0 булади. Агар нолинчи ги­
потеза рад этилса, яъни конкурент гипотеза кабул килинган булса, 
бу танланма корреляция коэффициент ^ийматлчлигини X  ва У ора­
сидаги чизикли бог.(аниш зичлигнии ифодалаши мумкинлигини бил­
диради.

Агар нолинчи гипотеза цабул цилннса, у холда X  ва У чизикли 
богланиш билан боглаимаган.

Агар Н0 : гху -  0 гипотеза уринли булса,

' р _ г \ п -

тасодифий микдор озодлик даражаси п — 2 булган Стъюдент так- 
симоги билан таксимлангандир.

Берилган а  ани^лик даражаси ва озодлик даражалари сони к =  
=  п — 2 буйича Стъюдент таксимоти критик нукта лари жадвали 
ёрдамида икки томонли критик со\а учун /а ( а ,к) критик нуцта то­
пилади.

Агар \Т  | < / „  булса, нолинчи гипогезан! рад эгилга а ;о :  йу.-у
Агар ;Т| >  (а булса, нолинчи гипотеза рад этилади.
М и с о л .  63-§ даги мисолда топилган танланма г г корреляция 

коэффициентининг а — 0,05 аншулик даражаси да цийматли лиги ш тек­
ширинг.

Е ч и ш .  63-§  даги мисолда лопилган лт корреляция коэффици­
ента 0,43 га тенг.

Критерийнинг танланма цийматини топамиз:



г-хУп —  2 0 ,4 3 ^ 1 9 8

У \ — г \  / 1  —  0 , 4 3 2 "

Берилган а  =  0,05 анигушк даражаси ва 6 =  198 буйича 1а —
— 1,96 критик нуцтани топамиз. Т  >■ (а булгани учун нолинчи гипо­
теза рад этила ди.

Демак, бош тупламнинг корреляция коэффициенти гху Ф 0 экан.

Тасодифий микдорлар орасида чизикли булмаган корреля- 
цион богланишлар ^ам мавж уд булиши мумкин.

Иккита тасодифий микдор орасида чизикли булмаган кор- 
реляцион богланиш мавжуд булганда чизикли булмаган рег­
рессия теигламаси регрессия тугри чизшутари тенгламасини 
излагандек изланади.

Икки улчовли (X, К) бош тупламдан п хажмли танланма 
олинган булсин. Х,ар бир х 1 учун шартли уртача у ларни ,\и- 
соблаймиз (153-ш акл).

(Х[, У{) нукталар тахминан параболада жойлашган деб фараз ци- 
ламиз. V нинг X  га параболик уртача квадратик тенгламасини

у  (х) =  ах2 +  Ьх +  с
куринишда излаймиз.

а, Ь, с коэффициентларни топиш учун энг кичик квадратлар 
усулидан фойдаланамиз.

булсин. Д нинг экстремумини топиш учун ——> ва - у  ларни нол­

га генглаймиз. Гурухлашлардан сунг куйидагиларни хосил киламиз:

66- §. Чизикли булмаган корреляция

(66.1)

д \  <9Д

. I ~ »I I I I

,— I . *I I I I

——- ;— 1. ►I I I II I

Х,осил ^илинган бу системани 
ечиб, Д (а, Ь, с) четланишлар 
квадратларининг йигиндиснга энг 
кичик циймат бераднган а, Ь, с 
коэффициентларни топамиз.

У

X  ва V орасидаги богланиш ма- о

153- шакл.
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4- ск +  А функциялар оркали ифодаланади дейишга асос булган хол­
ларда хам худди шундай йул тутилади.

67- §. Корреляцион богланиш туррисида тушунча
Чизикли корреляцион богланишнинг зичлигини бахолаш 

учун корреляция коэффициенти г дан фойдаланилади.
Чизикли булмаган богланиш зичлигини бахолаш учун ушбу 

янги характеристнкаларни киритамиз:
У]ух— V  нинг X га корреляцион муносабши ва г\ — X  нинг У 

га корреляцион муносабати.
Бу курсаткичлар регрессиянинг у (х) ва .V (у) эгри чизиклари ат­

рофида та^симланишнинг зичлигини ифодалайди.
Таърифга кура

„2 _  М(у (х) — М(Х))2
Ч ух  ------------------ 5-------------- , (Ь7.1)

п ~  -  м  (X  ( у )  -  М  ( К ) ) 2
>ху -------------- -------------- (67.2)

Куйидаги айниятни исбот цилиш мумкин:

= ° 1 х - г М Ш - Щ у ) Г ,

бу ерда о2у — У' нинг дисперсняси, 6-,х =  М  (У — у(Х) )2 шартли^дис' 
персияларнинг уртачаси. У холда (67.1) ва (67.2) ифодалар куйида­
ги куринишга келади:

т,’, =  1 - Д ^ ,  (67.3)
%

П1у =  1 -  (67.4)
°'х

(67.3) ва (67.4) тенгликлардан корреляцион муносабат куйидаги 
текгсизликларни цаноатлантириши келиб чицади:

0 <  Г1ад <  1,

0 <  1.

°1/х =  0 булганда ва фа^ат шундагина ц-ух =  1 булади, яъни бу­
тун таксимот У’ нинг X  га регрессия эгри чигигида тупланган, ва 
шундай килиб, А’ ва У орасида функционал богланиш мавжуд.

Сунгра, о -у ,х ~ о -  булганда, яъни М  (У — у(х))й — М ( У —Л1(У))2, 
яъни у  (х) =  М  (У) =  соп$1 булганда ва факат шундагина ц 2ух -= О, 
яъни У нинг X  га регрессия чизиги гацсимот марказидан утувчи 
горизонтал тугри чизик,дап иборатдир. Бу холда X  ва У ксрреляция- 
ланмаган дейилади.

г| корреляцион муносабатнинг хоссалари хам худди шундай 
текширилади.
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г\ху ва т] курсаткичлар узаро содда муносабат билан борланма- 
ган .

Агар г\ху =  г\ух =  1 булса, у холда У нинг X  га богланишини 
ифодаловчи функция тескариланувчи, ва демак, монотондир. Доимо 
| гху\ < \ х  эканинн исботлаш мумкин. Агар г\ух — 0 булса, у холда 
О" * ->(),  яъни шартли дисперсия нолга интилади, демак, У нинг X  
билан богланиши зичлашиб бориб, т) =  1 да функционал богланиш- 
га утади.

Корреляцион муносабатнинг корреляция коэффициентига 
нисбатан афзаллиги шундан иборатки, корреляцион муносабат 
^ар кандай, шу жумладан, чизикли борланишнинг зичлигини 
бахолайди.

У з - у з и  н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Танланм а  корреляция коэффициенти нимани иф одалайди?
2. Танланма корреляция коэффициентининг хоссаларини айтиб беринг.
3. Норм ал  таксимланган  тасодифий мицдор корреляцияси ^а^идаги  теоре­

мани баён дилинг.
4. Чизикли булмаган  корреляция тушунчасини таърифланг.
5. Корреляцион муносабат ^анд ай  аник,ланади?
6. Корреляцион муносабат нимани ифодалайди?
7. 15.267— 15.273-масалаларни  ечинг.

68-§. Регрессия параметрларини танланма буйича аницлаш

Р е г р е с с и я  м а с а л а с и  н и н г  к, у й ил и ш и. У тасодифий миц- 
дор к та х1( х2, . . . , хк узгарувчиларга борлиц булсин. х ь  х г, , . .,хк 
узгарувчилар, умуман айтганда, тасодифий микдорлар булмай, ку- 
затишларнинг хар бир сериясида олдиндан режалаштирилган аник; 
^ийматларни кабул к,илишлари мумкин.

У тасодифий микдор х,, х2, . . .  , хк ларга боглик, булмаган сг2 
дисперсия билан нормал таксимланган деб фараз килинади.

У тасодифий микдорнинг математик кутилиши х и х2, . . . , хк 
узгарувчиларга чизикли богли^, яъни

М( У)  = У  =  а  +  $1х 1 +  . . . + $ кхк (68.1)

деб фараз килинади.
Бундай холда узгарувчилар У ни факат уртача апиклайди деб

айтилади.
1 -м и с о л .  Техникада купинча

У =  а  +  р 1/ +  р2*2 +  . . . + Р /  +  2(0

куринишдаги тасодифий микдорлар учрайди, бу ерда / — ва^т, г (/) 
эса математик кутилиши а =  0 ва уртача квадратик четланиши а 
булган нормал таксимотга эга тасодифий функция. У холда х,-=/‘ ,
* — 1, к деб (68.1) турдаги тасодифий ми^дорни хосил келамиз.



2 - м и с о л .  Купгина физик масалалар ушбу куринишдаги тасоди­
фий ми^дорларни урганишга олиб келади:

У =  а  +  0! соз (кх( +  Фх) +  . . . +  Р,- соз (кс1 +  ф,) +  2 (/),

бу ерда I ва г(1) лар 1- мисолнинг шартларини к^аноатлантиради, 
к ф,- — маълум сонлар.

х,- =  соз(6 ,/  4- ф() деб, (68.1) турдаги тасодифий мицдорни :\о- 
сил циламиз. Регрессия масаласи п та (г/(-, х и , дг.,,-, . .. , хк-), I — 1 ,п  
богликмас синовлар сериялари ёрдамида (68.1) муносабатга кирувчи 
номаълум а ,  р!, . . . , |\, параметрларни бахолашдан иборатдир.

Агар параметрларни ба.\олаш масаласи хал этнлса, х ]г х2, 
. . .  , х к номаълумлар узгариши билан У тасодифий микдор­
нинг тавсифини бирор ишончлилик билан олдиндан айтиб бе- 
риш имкони пайдо булади.

Масалан, М ( У )  математик кутилиш учун ишончли интервал- 
ни курсатиш мумкин булади.

Д астлаб  битта омилга богли^ булган холни караймиз.
У тасодифий мшутор х  аргументга «уртача» чизикли бог- 

ли^ булсин, яъни
/VI (Ух) - - а -  рл'. (68.2)

х — а*,, аг2, . . . , хп деб п та эокли кузагишлар утказамиз, на­
тижада кузатилган а та у ]г у 2, . . . , у п н^ийматларни хосил киламиз.

Чизш^лиликдан огншлар бь 62, . . . , 6(1 хатоликлар билан берилади 
деб хисоблаб,

*/,• =  М  [У\х1 ) ■= а  - г  Г* х1 +  6,- ( 6 8 .3 )

каби ёза оламиз
Улчаш хатоликлари 6- -  у 1 — а  — Ра- ушбу шартларга буйсунади 

деб, фараз киламиз:
1) М  6,■ =  О, I =  1, п ,
2) О 6- =  М  6? =  о2, (' =  1, п (X га богли^ эмас),
3) 6,- тасодифий микдорлар узаро богликмас ва нормал таксим­

ланган.
У холда 62, . . . , 6п тасоди(|)ий микдорлар системасининг 

таксимот зичлиги куйидаги куринишда булади:
П

х2 х 2 К2 V  а 2__*! 6,, ^  6,-
~  2ог ~ 2о‘ ~ 75̂  _  1

с е  е /  I - ° 2

У 2п а V 2л а | 2лст \ ( / 2 л о /  е

Демак, кузатилган микдорларнинг таксимот зичлиги к у йи да гига 
тенг:
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Р ( х {, Х2, , хп, а,  Р .о2) =  ^ т
2 л

& ' '  
2о«

ст п е

_  «I 
1=1

2л

2а*
(68.4)

а, |3, а 2 параметрларни бахолаш учун ^аь^ицатга энг катта 
ухшашлик усулндан фойдаланамиз.

Усул номаълум параметрларни бахолаш учун бу параметр- 
ларнинг ^а^и^атга  ухшашлик функциясининг (68.4) максимум- 
га эриштирадиган ^ийматларндан фойдаланишдан иборатдир.

Яъни ст2 берилганда а  ва р лар учун бщони топишда

др_
Оп.

др

О,

О
(68.5)

снстемани ечиш керак.
Курсаткичли функция нолга айланмаганлиги учун 1̂ уйида- 

ги тенгламалар системасини хосил киламиз:

1=1

- 2  V  (у1 — а  — Р Х[)х1 =  0. 
' =1

Бу системанинг шаклини узгартирамиз:

( п
' Ъ у — а  п - р  V * , .  = 0 ,  
1 =  1 1 =  1

р2 ^  =  0 - 
( 1 = ! 1 = 1 1 = 1

(68.6!)

(68.7)

(68.7) системани е ч и ш д а 'У  х- =  0 деб, яъни х нинг кийматлари
1 =  1

системаси марказлашган деб фараз киламиз.
У ^олда (68.7) тенгламалар куйидаги куринишга келади:
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2 У ( = п а >

(=|

( п

2 х^*-= р 2 4  
1=1 1 = 1

Бу ердан а  ва р параметрларнинг бахоларини топамиз:
П П

п
У  х\  
( =  1

(68.8)

Агар ^  .г,- =  0 шарт бажарилмаган булса, у холда а  ва р бахо-
1=1

лар учун анча мураккаб ифодаларни хосил киламиз:

У  У  (х1 —  ~х)у1
~ <=1____ ‘1=> _  о '= '
“ =  Я - Р = - п----------------

У  ( X I - х  У 
1=1

(68.9)

Сунгра топилган а  ва Р к,ийматларда о2 нинг бахоси 5 2 ни топиш 
учун (68.4) ни а2 буйича дифференциаллаб, ^уйидагини хосил киламиз:

п 5 2 = Х ‘(у. —  а  —  рх,)2
1 = 1

еки

5 2 =  —
п

П 

(  =  1

(68.10)

бу ерда а  ва р лар (68.8) ёки (68.9) формулалар буйича аникланади.
Энди а ,  р ва о2 параметрларнинг (68.9) ва (68.10) бахоларининг 

аншушги ва ишончлилигини бахолаймиз.

Яна ^  х,- =  0 булсин, у холда
( =  1

V  у.  =  V  (а  Р х / +  б,-) =  п а  +  V  &. 
1 = 1 1 = 1 1 = 1

еки

а  = 1 = 1  1 = 1

1=1
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яъни

“ - а  =  т 2 бг  ( 6 8 И )
П 1=1

Худди шундай топамиз:
П

X ,  Ь:- *«'
Р - Р = ‘̂ Ч  (68.12)

X  Х1 
1 =  1

(68.11) па (68.12) тенгликларшшг унг томонлари бир хил конун 
буйича нормал таксимланган тасодифий микдорларнинг чизикли функ-

цияларидан иборат, ва демак, а — а  ва р— Р огишлар нормал так,- 
симланган.

69-§. Регрессиянинг умумий масаласи

У тасодифий микдор к та хг, . . . , хк параметр га «уртача» 
боглик булсин, яъни

М  (V) - - а  +  р! * ! + . . . +  Рл хк. (69.1)

а,  рх, рз, . . . , рй параметрлар учун бахоларни топамиз. х ъ 
х 2, , хк аргументлар цийматларининг п та системасини оламиз:

п

Л-(1)л 2 , . . у(\)
• » л к >

х (2)
2 ’  * *

у(2)
• ’  л к »

х\'\ у(п) 
л 2 1 * *

у(п) . . , л к

Хар бир х{{ \  4 ° ,  . . . , х%> система учун У =  у1 тасодифий мик­
дорнинг цийматини улчаймиз.

Хисоблашларни соддалаштириш учун (69.1) муносабатни

у  =  а  +  Р1(х —  х 1) +  . . . +  Р*(хк — хк) (69.2)
П

куринишда ёзамиз, бу ерда х1 =  —  х*-Л — х1 нинг п та тажриба-
Я лшш

/=1
даги урта арифметик кинмати.

Олдинги параграфдаги мулохазалардан фойдаланиб, а  ва р пара- 
метрларнинг бяхоларини хосил киламиз:

П
1 V  —

у ‘ = у -

К,уйидагича белгилаймиз:
1=1



шу билан бирга
1 = 1

1
п

п

2
1=1

( 4 ') - - х г) \

/и 1̂2 • ■ ■

1  = 2̂1 ■ ■

К\ К, ■■ ■ Кк
булсин. Ь '$— Ь дан 5 -устунни /01, /02, . . . , 10к хадлар билан [(бу

П
ерда /а5 =  —  (у{ — у%х[‘> — х ) алманп иришдан хосил булган 

( = 1
детерминант булсин. У холда р параметр учун

I
ба^они ^осил ^иламиз.

У з - у з  и н и  т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р
1. Регрессия масаласини таърифланг.
2. Чизикли регрессия ^анд ай  аии^ланади?
3. Т аж р иба  м аъ лум отлари  буйича чизшуш регрессия параметрларини то ­

пиш усулини курсатинг.
4. Умумий регрессия масаласини таърифланг.
5. 15.350— 15.384-масалаларни  ечинг.

70- §. Тажрибани ортогонал режалаштириш. Икки ва уч омилли 
тажрибанинг режа матрицаси

Амалиётнинг купгина м асалаларида каралаётган  аломат 
(белги)га у ёки бу омил (фактор) нинг таъсири цанчалик му- 
^им эканлиги масаласи катта а.^амиятга эгадир.

Бир нечта бир хил турдаги станок ва бир неча турдаги хом 
ашё бор деб ф араз ^илайлик. Турли станокларнинг ва турли 
партиялардаги хом ашё сифатининг ишлов бериладиган детал- 
ларнпнг сифатнга таъсири сезиларлимн ёки йу^ми эканини 
аниклаш талаб  килинади.

Бу х.олда иккита омил -— станокларнинг таъсири ва хом 
ашёнинг таъсири текширилади, шу билан бирга омилларнинг 
хар бнри бир иечта д ар аж ал ар га  эга (яъни бир нечта станок 
ва хом ашёнинг бир неча партияси).

Омилларнинг текширилаётган белгига таъсирини текшириш 
ва бахолаш учун п та кузатиш утказилади, уларнинг н ати ж а­
лари кузатиш матрицасига ёзилади.

т  д ар аж ага  эга булган битта омил булган ^олда п  та ку- 
затишлар натижаларини куйидаги ж адвалга  жойлаштириш 
мумкин:



Р  ом ил 
Даражаси

Кузатишлар 1 
___ном ери | 2 . . . п

Гг л(2) х \ •
Г г Л К . . ^

Р,п 4 ’ Х-(2) . л т  * . V1"»* л т

Энди иккига Л ва В ом ил булган холни к ара им из.

А  -
в , а , л

-4 !

'

..11) (.’) 

11

Л '!-» , . . . .

• ' 1" '

„ (1) , (2 ). V I - , ,  ,

л-(Л>1С

г <1) ..(-’ )Х о, ,  л _ |, ,  .  .  .  .

21

. . . .

л К >
.  .  .

л-!,1.! ,  л ' , - ! , . . .  , 

Х21<

-4л

,.(1 ) ..(-’)
•V I ’ V I .................

„ (" )
V I

4 ’ >, *%>,  

. . . .

х(1) . . < - ’ )  
V I ”  - V ;”  

у" '>•  •  >  Л Г1'

Хар бир (/, /) ячсйкага п та кузатиш лар натижаларини 
жонлаштирамиз. Агар ячейкалардаги кузатиш лар сони узаро 
тенг булса, бундай комплекс ортогоналдир.

Учта А, В, О омил булган холда куйидаги кузатишлар мат- 
рицасини тузиш мумкин:

А л , А , ■4л

В В\ в ., В ! В., д . 3.,

О

Оу Л1П Л'И'1 л‘ 2 И хтг 1 •'VII

и 2 л'112 л'к - ■Х-12 -'7! 2 ХП'2

о , •VI и лк7 Л2С7 л7 н *ПЧ

Хар бир (г, /, к) ячейкага .V-,,, микдорни кузатиш натижаларини 
ёзамиз.
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71-§. Математик моделнинг айрим ташкил этувчиларининг 
^ийматлилигини бахолаш

Бир вацгда таъсир килувчи турлича омилларга боглик бул­
ган кузатишлар натижаларини тахлил ^илиш, энг мухим омил- 
ларни танлаш ва уларнинг таъсирини бахолашнинг статистик 
усули дисиерсион та.ушл (анализ) дейилади.

Дисиерсион тахлилнинг р о я с и  тасодифий микдорнинг уму­
мий дисперсиясини у ёки бу омнлнннг, ёки уларнинг узаро 
таъсирини тасвирловчи богликмас тасодифий кушилувчиларга 
аж ратишдан иборатдир.

М асалан, X  — текширилаётган тасодифий микдор, Л ва В — 
унга таъсир этадиган омиллар, .V— X  микдорнинг уртача ций- 
мати булсин. А' нинг четланишини куйидагича тасвирлаш мум­
кин б\'лснн: __

А’ — .V т  а - г Р т  V, (711)
бу ерда

сс— А омил келтириб чикарган четланиш, 
р — В омил келтириб чикарган четланиш, 
у —• бош ка сабаблар келтириб чикарган тасодифий четланиш. 
а ,  Р, у лар богликмас тасодифий микдорлар деб фараз киламиз. 
А, а ,  Р, у ларнинг дисперсиялариии мос равишда а~х, сг, о^, о* 

оркали белгилаймиз. У холда
0^ = а а - : - ° э - г 0 г- (71.2)

ларни сг билан так^ослаб, .4 ва В омилларнинг таъсир 
даражаснии хисобга олинмагаи омилларга нисбатан аниклаш мумкин. 
ст«, ор ларни бир-бири билан тацкослаб, А ва В  омилларнинг X  га 
таъсирини таккослаш мумкин.

Тацсимог нормал деб фараз килннганда дисиерсион гахлил тан­
ланмалар асосида о-а, ларнинг кийматини аннклашга, шунинг- 
дек, тегишли критерийлардан фойдаланиб, уларнинг текширилаётган 
микдорга таъсирининг мухимлигшш бахолаш га имкон беради.

А ва В  омилларга бог лик А тасодифий микдор учун кузатишлар 
матрицаси мавжуд булсин. Соддалик учун хар бир ячейкада 
факат битта кузатиш булган холни караймиз:

\  в  

л \
В X В> ■ ' й / • • • В 1' X /*

*11 а 12 ‘ ‘ ’ х и  ' Х\ с, X |«
А, х'21 х а  ‘ ' ‘ л-/ ■ Л'»м X 2*

Л ХЦ X/, . .
• х п  ‘

. хи, Х 1*

хг\ Л_у . . . -V г 1 • ХГ’С х г•

х Ч х • 1 Л' .о • • ‘ Г -/ * • * А- X
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Кузатишлар матрицасида г сатр А омнлнинг г дараж асига,
' уступ эса II омилнинг г дараж асига мос келади. (/, /) ячей- 

к л га .1 ва В омилларни мос холда /- ва /- д ар аж ал ар д а  
пир вак/гда текпшришда хосил килпнган кузатишлар ёзи-

.1,111.
Хар капсн уступ ва сагр буйича урта киймат ва умумий ур- 

ючани хисоблаймиз. Энди урта кийматларнинг сатрлар буйича 
нмп'лигн ва урта кийматларнинг устунлар буйича тенглиги х а ­
кидаги гипотезани текширамиз.

Лйтайлпк,

1 V V - — 
л>  т л '< г 2 и хп '

-- V V (71.3)

X' холда д-,-. пинг д- дан четланиш квадратларининг йигиндисини то­
пами!, яъни

^  (-V. -  А7)2 - : - V  У ( д - 7 -  Д-., -  .V .V Г- 

] — 1 1=1 /=1
- г ( } 3. (71.4)

()] кушилувчи сатрлар буйича урта кийматлар билан умумий 
урта кийматлар орасидаги айирмаларнинг квадратлари йигин- 
дисидан иборат булиб, V белгннинг .1 омил буйича узгарпшини 
характерлайди.

Худди шунга ухшаш, С?2 кушилувчи А" бслгининг В омил 
буйича дпсперсияснии характерлайдп. кушилувчи квадрат- 
ларнипг колди^ йигиндиси дейилади ва хисобга олпнмаган 
ом ил л а рп инг таъсир и ни тавсифлайди.

Дисперсия учун куйидаги бахоларга эгамиз:

5 2

5 : - „ V  +
/ 1
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5 - = - А _ ;  5  = -----^ --------  (71.5)
а » - 1  (г — !)(у — 1)

Маълумки, агар X  тасодифий микдор нормал таксимланган 
булса, у .\олда танланма дисперсияларнинг нисбати Р та^си- 
мотга эга булади.

Шундай килиб, танланма маълумотлари буйича хисоблаб
5  т’ 5-,

Р .  1 ва Р н ---= —(--> В с2

х^амда танланган <7 аниклик даражасида (РА <  Рг _ и  (г_ , )(с._1,.̂  ва
Рв  <  /г[|_ | (г_ 1)([,_|) 7 да) уртача кийматларнинг тенглиги тутрнсидаги 
нолннчи гипотеза рад этилмаслигини курамиз, яыш А ва В  омиллар- 
нинг текширилаётган белгига таъсири катта эмас.

Иккита омилли дисиерсион тахлилнинг умумий схемаси цу- 
йидаги ж адвал  куринишида берилиши мумкин:

Дис перснянинг 
компонента с и

К вадратлар  
йи гиндиси

О зодлик дараж аси  
сони

Д нсиерсиянинг ба.\осн

Сатрлар буйича
г

=  '- '.Х  (А- "
1 =-■ I

А-)2

г —  1 *
Устунлар буйича

-  -V)2

—  1

К.ОЛДИК
1 У

-  V,-. л

( г -  1) ( 1>—  1 ) 5 = .=
° (г —  I )(с —  1)

Т улик; С =  1 Н-<2*!+0я п  —  1
" ,Г1) —  1

Юкорида олинган натнжалар А’ белгининг нормал та^си- 
мотга эга булишини талаб  цилишнни эсда тутиш лозим.

У з-у з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

1. Т аж рибани  ортогонал реж алаш ти рнш  ь;андай амалга  ош ирилади?
2. Иккита  ва  учта омилли кузатиш лар  матрицасини тузинг.
3. Дисиерсион тахлил  масаласини баён цилинг.
4. Умумий диеперсиянинг таш кил этувчиларн цандай . \исобланади?
5. Хар бир омилнинг X  белгига таъсири ^ан я ай  ба.\оланади?
6. 15.284— 15.291- масалаларни  ечинг.
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АСОСИЙ СОНЛИ УСУЛЛАР

15-б о б

1-§. Микдорларнинг такрибий кийматлари

1. Хатоликлар. Хатоликларнинг манбалари. Микдорларнинг 
сонли ^нйматларипи аншулашда купинча уларнинг такрибий 
цийматларигина топилади. Бунда агар х  сон берилган микдор- 
нииг хакикип киймати а га якин булса, х  сон шу а микдорнинг 
такрибий циймати еки якинлашиши деб аталади ва бундай 
ёзилади: а х х .

М асалан, л ж З , 14159; е ~ 2 , 71828; —  «0 ,3333. К,искалик

учун микдорнинг такрибий киймати такрибий сон, унинг хачи­
ки й киймати эса аник сон деб аталади.

Такрибий сонлар одатда чекли унли касрлар куринишида 
тасвирланади.

Амалий масалаларни хал этишда пайдо буладигам хатолик­
ларнинг ва, демак, такрибий сонларнинг ушбу асосий манба- 
ларини айтиб утамиз.

1. Моделнинг хатолпги — моделлаштирилаётган ходисага 
таъсир этаётган барча омил (ф актор)ларнинг етарлича тула 
хисобга олинмаслиги. Бу омилларнинг хаммаснни амалда хн- 
собга олишнннг иложи йук ва максадга мувофик хам эмас. 
М асалан, физик ходиса булган холда биз баъзаи ишкаланиш, 
мухит царшнлигинн, хароратни ва шунга ухшашларни эъти- 
борга олмаймиз, шу сабабли хам модель такрибий хатолик­
лар билан булади.

2. Бошлангич маълумотлардаги хатоликлар — масала шар- 
тига кирувчи микдорлар (параметрлар)нинг кийматларини ул ­
чаш натижасида хосил булади ва, демак, такрибий характер- 
да булади.

3. Услубий хатоликлар. Бу кабул ^илииган улчаш услуби 
натижаси булиб, унда одатда тацрибий формулалардан 
фойдаланилади.

4. Амал хатоликлари — булар фойдаланиладиган хисоблаш 
воситалари билан боглиц, хусусан, ЭХМлар чекли унли каср­
лар  устида, демак, такрибий сонлар устида ам аллар  баж ара- 
ди (маълумотлар ва оралиц ам аллар  натижалари яхлитлана-
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ди, буиииг натижг.сида у ёки бу дараж ада хатоликлар тупла- 
н ад и ) .

Тайин бир масалани ечишда у ёки бу хатоликлар баъзан 
булмаслиги ёки ^ларнинг таъсири хаддан зиёд кичик булиши 
мумкин. Бироц хароликларни тула тахлил этиш учун уларнинг 
барча турларини гула хисобга олиш лозим.

2. Абсолют ва нисбий хатоликлар. I акрибий сонларнинг 
асосий х ар а к т ер ц у ,т ал ар и  абсолют ва нисбий хатоликлардир. 
Бирор микдорнинг такрпыш  киймати .V, аник киймати эса и 
булсин.

I - г а ъ р и ф. с— х  айнрма х  такрибий сониинг якин.ш ш иш  
хато.шги ёки хат<щги деб аталади.

Агар л < а  бу.'са, .V сон и сониинг ками би.тан олинган так- 
рпбнй киймати ; еб аталади ва бу холда хатолик а —л > 0  бу­
лади.

Агар х > и  бу.’са, .V сон и сониинг ортиги билан олинган тац- 
рибий киймати ,сб аталади на бу холда хато.тик а - л < 0  бу­
лади.

1 - м и с о л .  1 1> сони учун 1,41 ками билан олинган, 1,42 эса 
ортигн_ билли одичай такрибий кийматлар булади, чунки 1,41 <
<  \ 2 <  1,42.

Агар х < а  бхдса, х  сон а сониинг ками билан олинган та^- 
рибий киймати булади, чунки л >3,14.

3 - м и с о л .  2,72 сопи е сонинииг ортиги билан олинган так,- 
рибий киймати бу’лди, чунки е<2,72 .

2 - т а ъ  р и ф. а ~ х  якинлашишнинг абсолют хатолпгн А деб, 
хатоликнинг аб<олют цийматига айтилади, яъни

А =  \ а— х\ .
Бундан а х= \  ёки а л =  - А эканлиги келиб чикади, яъни 

и =  . V А  ёки а = х —А. Бундай холларда куйидагича ёзилади:
а = х ±  А.

и нинг такр!бий циймати кунинча номаълум булганлиги са ­
бабли яцинлашнш хатолигнни бахолаш учун чегаравий абсо­
лют хатолик т/шунчаси киритилади.

3 - т а ъ р и ф .  г ж х  якинлашишнинг чегаравий абсолют хатолиги 
деб. шундай мусбат Аа сонни айтиладики, А абсолют хатолик ундан 
катта була олма^дц, яъни

А |л- — а| <  Да.

<Чегаравий» :узи купинча тушириб колдирилади. Бу тенгликдан

булиши келиб чикади, демак, х  — До — ками билан якинлашиш, 
х — Дс — Ортиги билан якинлашиш.

Агар чегаравий абсолют, хатолик Аи берилган булса, у холда х
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ни а нинг Л0 гача аникликдаги такрибий киймати деб аталади ва 
бундай ёзилади: а - х  ±  Ап.

Такрибий сонларни уларнинг куриниши абсолют хатолнкни 
курсатиб гурадиган килиб ёзиш 1\абул цилинган.

Унлн каср куринишида ёзнлган х  тацрнбий соннннг раками 
а х х  якинлашишнинг А абсолют хатолиги бу ра^ам  турган 
хона бирлигидан ортн^ булмаса, бу ракам ишончли ракам деб 
аталади. Акс холда уни шубхали рацам дейилади.

Барча .математик ж адвалларда ,  физика ва техникада сон­
ларни факат ишончли ракамлари билан ёзишдан фойдалани- 
лади (агар хатолик курсатнлмаган булса, шундай келишил- 
ган). Бу холда такрибий соннинг ёзувидан якинлашиш хато- 
лигини аницлаш мумкин. М асалан, 3,1416 соннинг ёзуви унинг 
абсолют хатолиги 0,0001 дан ортикмаслигини курсатади. 370 
сони учун унинг абсолют хатолиги 1 дан ортиц эмас. Агарда 
бу сон 0,01 дан кичик абсолют хатолнкка эга булса, уни энди 
бундай ёзиш лозим: 370,00. Шундан килиб, 370; 370,0; 370,00 
такрибий сонлар турли аницлик дараж асига эга; уларнинг че­
гаравий абсолют хатоликлари 1; 0,1; 0,01 га тенг.

Агар бутун сон охирида нолларга эга булиб, улар ишончли 
ракамлар булмаса, бу иолларнн 10" купайтувчи билан ал м аш ­
тирилади, бунда п — шундай ноллар сони. М асалан, Ердан 
1\уёшгача булган масофа 1495-105 км такрибий сони билан 
ифодаланади, бу ерда биринчи туртта ракам ишончли, колган 
барча ноллар эса шубхали (чегаравий абсолют хатолик 
100 000 км).

Одатда ишончли ракамли такрибий сонларни стандарт 
шаклда бундай ёзилади:

V а0,с;1а2 . . . ак 10", бу ерда п ^ 2 ,  1 ^  а0 <  10,

бу ерда п — соннинг тартиби деб аталади.
Масалан, Аа = - 100 булган -40000 сони стандарт шаклда бундай 

ёзилади: 4,00-104.
Такрибий соннинг хатолигини у нечта ишончли кийматдор 

ракамга эгалигини курсатиш йули билан бахолаш мумкин.
4 - т а ъ р и  ф. Соннинг унлик ёзувидаги нолдан фаркли би­

ринчи ра^амдан чанда турган барча ишончли ракам лар  кий­
матдор ракамлар  деб аталади.

М асалан, ишончли ракам лар  билан ёзилган 0,002080 сони 
туртта кийматдор ракам; 2, 0, 8, 0 га эга; 1 дюйм =  2,5400 см 
сони бешта кийматдор ракамга эга; 370,0 сони туртта киймат­
дор ракамга эга, 3 ,7-102 сони иккита кийматдор рацамга эга.

Агар такрибий сон куп микдорда кийматдор ракамларга 
эга булса, уларни яхлитлаш лозим.

Сонни я х л и т л а ш — уни кам мнкдордаги кийматдор р ак ам ­
лар билан ёзиладиган сонга алмаштириш демакдир.

Такрибий сонни яхлитлашда ушбу яхлитлаш коидасига
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риоя ь^илган ,\олда ортицча ёки шубхали рацамлар ташлаб 
юборилади:

— агар ташлаб юбориладиган ракамлардан биринчиси 4 
дан кичик булса, у .^олда охирги колдириладигаи ракам узгар- 
тирилмайди.

— агар ташлаб юбориладиган ракамлардан биринчиси 5 га 
тенг ёки ундан катта булса, у холда колдириладигаи охирги 
ракам 1 га орттирилади.

— агар фацат 5 раками ёки 5 билан ноллар ташлаб юбо­
риладиган булса, у >;олда цолдириладиган охирги ракам жуфт 
булса, узгартирилмайди, агар у тоц булса, 1 га орттирилади.

4-мисол. Агар Аа = 0,001 булса, х =  10,5478 ни 4 та ишонч­
ли ракам гача яхлитланг.

Е чи ш . х = 10,548.
5-мисол. Агар Аа = 0,01 булса, д-— 3,875 ни 3 та ишончли ра- 

камгача яхлитланг.
Е ч и ш. д = 3,88.
Абсолют хатолик хисоблаш аниклигини тавсш|)лай олмайди. 

Хисоблаш натижалари аниклигининг хакикпй курсаткичи унинг 
нисбий хатолигидир.

5- т а ъ р и ф . Берилган мнкдор х т акрибий кийматпнинг б 
нисбий хатолиги деб, бу сон абсолют хатолигининг х такрибий 
^иймат модулига нисбатини айтилади, яъни

х такрибий киймат а дан кам фарк килганлигц учун ама- 
лиётда бундай хам олинади:

Нисбий хатолик берилган якинлашишнинг сифат курсатки- 
чи булиб, уни куиинча фоизларда ифодаланади.

6-таъриф . а х х  якинлашишнинг чегаравий нисбий хатолиги 
деб, 6 нисбий хатолик катта була олмайдиган 6ц мусбат сонни ай­
тилади, яъни

6 = -А < 8 бу ерда А < 6 |л|.
1*1

Шундан 1\илиб, чегаравий нисбий хатолик учун
л а = М А

ни олиш мумкин. Демак, а аник сонни бундай ёзиш мумкин:
а = х ±  И  6а.

б-мисол. Ушбу тенгликлардан кайси бирининг аниклиги катта: 

х — \ 46 =6,78 ми ёки у — —  -- 0,54 ми?
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Е ч и ш.
х = Г 46 учун Л6 0,01; 6а = = 0,0015(= 0,15 % ),6, /8

ц - —— учун Д 0,01, 6 : М 1  ^0,019 (-= 1,9 % ).
13 ' а “  0,54

0,15 0о < 1,9 °/о. Биринчи тенгликнинг аншушги юцори.
3. Такрибий сонлар устида амаллар. Такрибий сонлар ус­

тида амаллар натижаси яна такрибий сон булади. Натижа- 
пинг хатолиги дастлабки маълумотларнинг хатоликлари орка­
ли ушбу кридалар ёрдамида топилиши мумкин.

1. Алгебраик йигиндининг чегаравий абсолют хатолиги ку- 
шнлувчиларнинг чегаравий абсолют хатоликлари йигиндисига 
тенг.

‘2. Алгебраик йигиндининг нисбий хатолиги цушилувчилар- 
г'и:тг нисбий хатоликларидан энг каттасига тенг (циймати бир- 
С при. га я к н 11 булган сонлар айирмаси бундан мустасно).

3. Купайтма ва булинманинг нисбий хатолиги купайтув- 
чпларнинг ёки мос равишда булинувчи ва булинманинг нис­
бий хатоликлари йигиндисига тенг.

4. Тацрибий сон п- даражасининг нисбий хатолиги асоснинг 
нисбий хатолигини тацрибий соннинг даража курсаткичига ку- 
пайтмасига тенг.

Масалан, такрибий сонлар купайтмаси: .у = 25,3-4,12 = 
= 104,236; куиайтувчиларнинг чегаравий абсолют хатоликлари 
мос равишда 0,1 ва 0,01 га тенг. Куиайтувчиларнинг барча 
ракамлари ишончли деб олсак, чегаравий нисбий хатолик бун­
да;'! булади:

й -^-1- -  - 0,0039 -  0,0024 -  0,0063.
25.3 4,12

У х о л д а  купайтманингчегаравий абсолют хатолиги куйидагича: 
Ао 6и|л-| 0,0063-104,236 ---= 0,657 <. 1.

Демак, жавобда факат учта ишончли раь^амни цолдириш лозим: 
25,3 4.12 = 104.

Л I п ё т д а  такрибий сонлар устида оммавин хисоблаш иш- 
ларида ушбу соддарок ьридалардан фойдаланилади; улар иш 
хажмини камайтириб, етарлича аншуликка эришиш имконини
беради.

1. Унли касрларни ь^ушиш ва айиришда унлик белгнлари 
энг кам булган сонда нечта унлик белги булса, натижада шун- 
ча унлик белги колдирилади (соннинг унлик белгилари деб, 
вергулдан унгда турган барча ра^амларни айтилади).

2. Бутун сонларни цушиш ва айиришда уларни стандарт 
шаклда ёзилади ва уннинг энг ю^ори даражасини кавсдан 
ташкарнга чицариб, юцоридаги цоидадан фойдаланилади.

3. Тацрибий сонларни купайтириш ва булишда энг к-ичик 
сонда нечта цийматдор рацам булса, натижада шунча ^иймат- 
дор ракам цолдирнлади.



4. Квадратга ва кубга кутаришда даража асосида нечта 
кийматдор ракам булса, натижада хам шунча кийматдор ра­
кам цолдирилади.

5. Квадрат ва куб илдиз чикаришда илдиз остидаги ифо- 
дада нечта кийматдор ракам булса, натижада хам шунча кий­
матдор ракам цолдирилади.

6. Оралиц хисоблашларда юкоридаги кондаларда гачсня 
килганидан битта ортик рацам колдирилади. Якуннй натижада 
бу ракам яхлитланади.

7. Агар маълумотлар турли сондаги унлик белгиларга эга 
булса (кушиш ва айиришда) ёки турли сондаги кийматдор 
ракамларга эга булса (долган амалларда), уларни энг кичик 
аницликдаги сонгача битта цушимча ракам билан яхлитлг.пади, 
бу ракам якуннй натижада яхлитланади.

У з-у з и н и т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о а л а р

1. Хатоликларнинг кандай манбалари бор?
2. Такрибий сон деб нимага айтилади?
3. Яцинлашиш хатолиги деб нимага айтилади?
4. Якинлашишнинг абсолют хатолиги деб нимага айтилади?
5. Якинлашишнинг чегаравий абсолют хатолиги деб нимага айтилади?
6. Якиплапппплар сифатинп уларнинг абсолют ха юлпкларп 0\ ип 1 ; ац- 

Кослаш мумкинмн?
7. Нисбий хатолик деб нимага айтилади?
8. Чегаравий нисбий хатолик деб нимага айтилади?
9. Ушбу улчаш натижаларидан цайсинисн аницрок? 0,0025 м мм ёки

0,372 м ми?
10. Кайси якинлашиш аникрох: 2.56±0.01 ми ёки 37<> — 1 ми?
11. Такрибий 'сониинг кандай разами ишончли ракам деб аталади-1 Шуб- 

.\алп ракам деб-чи?
12. Соннннг кийматдор разами деб нимага айтилади?
13. Сониинг унлик раками деб нимага айтилади?
14. Такрибий сонлар качон ва кандай яхлитланади?
15. Куйидаги такрибий сонларнинг ёзувида неча унлик белгп бор: и 0,37; 

6 = 0,04551; с = 0,003072; ^ = 0,056890? Уларнинг .\ар бирида нечта кийматдор 
ракам бор?

16. Унлик белгнлари сони: а) к.ийматдор рак.амлари сонидан ортик; 
б) кийматдор ракамлари сонидан кичик; в) кийматдор ракамлари сони; а тенг 
булган такрибий сонларга мисоллар келтиринг.

17. Битта кийматдор ракамга, иккита кийматдор ракамга, учта кнймат- 
дор ракамга эга булган сонларнинг чегаравий нисбий хатоликлари канча бу­
лади?

18. 273,521, 0,03984, 1,0053 сопларинн: а) иккита кийматдор р.' , > «ча; 
б) иккита унлик белгнгача яхлитланг.

19. Куйидаги сонларнинг чегаравий нисбий хатоликларини тоиинг а) 2;
0.2; 0,02; б) 17; 1.7; 0.17; в) 3,71; 37,1; 371.

2-§. Тенгламаларни тацрибий ечиш
1. Умумий маълумотлар. Ушбу

/ (х) — 0 (2.1)
тенгламани ечиш .у аргументнинг (2.1) тенгламага куйнл- 
ганда уни тугри тенгликка айлантирадиган барча цийматлари- 
ни топиш демакдир. х аргументнинг бу кийматларн (2.1) :г- 
ламанчнг илдизлари ёки ) (х) функциянинг илдизлари (нолла-
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ри) деб аталади. Бундай тенгламаларни ечишнинг ушбу уч 
усу."и мавжуд: аналитик усул, график усул ва сонли усул.

Аналитик усул дейилганда шундай формуланинг мавжуд- 
лиги тушуниладики, изланаётган илдизлар унинг ёрдамида
(2.1) тенгламанинг чап томонига кирадиган узгармас мицдор- 
лар (улар нарамегрлар деб аталади) орцалп ифодаланади 
(б и л а  намунавий мисол— квадрат тенглама илдизларининг 
мз;.лум (|)ор.муласн). Аналитик усулнинг асосий устуилиги 
шугдаки, илдизлар бу курсатилган формула оркали исталгаи 
а: и:-.ликда хисобланиши мумкин. Бирок мухандпелик амалиё- 
тидй учранднгап хамма тенгламалар хам аналитик усулда ечи- 
л а аармапди. Баъзан (2.1) тенгламани ёки яна хам \мумийрок

[1 (х)= 12(х) (2.2)
тенгламани ечиш учун ушбу график усулдан фойдаланилади: 
тек:!с.1икд<1 у = /1 (Д') ва // = /’>(а ) функцияларнинг графиклари 
яегладп, у холда бу графпклар кесишиш нукталаринннг абс- 
I:и■.. а л а р и ана шу (2.2) тенгламанинг илдизлари булади ((2 .1 ) 
тенглама учун ;/ = /2(х) функциянинг графиги у = 0 абсциссалар 
уки булади).

Бу усулнинг ижобий томони унинг универсаллиги, исталган 
турдаги тенгламаларга цуллаб булишлиги ва кургазмалигидан 
иборат булиб, салбий томони эса анча сермехнат иш ва одат­
да жуда кам аникликда булишидир.

Тенгламаларни сонли ечиш усуллари иккита жуда му.хим 
ижобий хоссага эга: улар график усул каби универсал ва ани^ 
(яъни нлдизларпн исталганча юцори аниклик билан хосил ци- 
лиш мумкин).

(2.1) тенгламани сонли ечиш асосий усулларининг хар бири 
ушЛ\ иккита боскичга булннади:

а) илдизларни яккалаш, яъни ( (х) нинг аникланиш соха- 
сига  кирадиган хамда битта ва факат битта плдизни уз ичига 
оладиган [а, ($| кесмани ажратиш. Бундай кесма илдизнинг 
якьалаишн оралиги деб аталади;

С) илдизларни аницланп прпш, яъни илдизпи исталганча 
кжорн аниклик бплан хосил килиш учун яккаланиш оралигинн 
торайтирнш.

Турли сонли усуллар бир-биридан иккинчи боскичда фарц 
кнлади, биринчи босцич — илдизларни яккалаш эса барча 
усуллар учун умумиидир.

2. Илдизларни яккалаш. Узлуксиз функцияларнинг хосса­
ларидан келиб чикадики, бундай функциянинг \сс, р] кесмада 
илдпзи мавжуд булиши шарти

[ (а ) ■ / (Р) < О

дай, яъни функция ишорасипинг бу кесмада узгаришидан 
иборат: 154-шаклда [а, р| кесма, 155-шаклда [а, а.\] ва 
[р 1 ,р| кесмалар.
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156- шакл.

Бироц бу шарт зарурий шарт эмас. .Масалан, 156- шаклда 
шарт бажарилмайди, биро!\ функция [а, [1] кесмада нлдмзларга 
эга ва хатто [а, а)] кесмада иккита илдизга эга. Бундан таш- 
1\ари, бу шартнинг бажарилиши илдизнинг ягоналигига кафо- 
лат бермайди (157- шаклдаги [сс, р] кесма).

[а, р] кесма узлуксиз /(х) функция илдизииинг яккалаш 
оралиги булиши учун юкорида келтирилган /(«)■/(Р )< 0  шарт­
дан таш^ари бу функциянинг [а, р] кесмада монотон булиш 
галаби бажарилиши, яъни дифференциалланувчи )'(х) функ­
ция учун унинг хосиласи \а, р] кесмада ишорасини саклани ло- 
зим: 154-шаклда [«, р] кесма, 155-шаклда [а, а,] на |рь р] 
кесмалар.

Бирок шуни айтиб утамизки, бу талаблар хар доим хам ба- 
жарилавермайди: жуфт каррали илдизлар деб аталадиган 
шундай илдизлар мавжудки (156-шаклдаги ; 3 каби илдиз­
лар), улар учун юцорида келтирилган иккала талаб хам бажа­
рилмайди. Мухандислик амалиётида жуфт каррали илдизлар 
жуда кам учрайди.

Шундай цнлиб, икки марта диффсренциалланувчи [(х ) 
функциянинг илдизларнни ажратиш учун куйидаги ишларни 
бажариш лозим:

а) [а, р] кесмани топиш (масалан, график усул билан ёки 
куйида келтириладигаи синов усули билан);

б) / '(х) хосилани ва унинг илдизларини (хосиланинг ишо- 
ра узгармаслик ораликларини) топиш. Агар [а, р] кесма <\о- 
силанинг ишора узгармаслик оралигида бутунлай жойлашган
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булса, у холда [а,р ] илдизнинг яккаланиш оралиги булади. 
Акс холда оралицни торайтириш лозим.

Энди такрибий илдизнинг хатолиги ба^осини берамиз. 
[а, р] кесма )'(х )= 0  тенглама илдизининг яккаланиш оралиги 

булсин: | бу тенгламанинг аниц нлдизи, .V эса такрибий 
илдизи, шу билан бирга /' (х) ва } "  (х) уз ишорасини 
[а,р] кесмада сацласин хамда Ц ' ( х ) \ ^ т { булсин ( т ( учун 
Г ( х )  нинг даги энг кичик 1\ийматини оламиз). Бу
шартларда ушбу бахо уринли:

| 7 -1 1 т х
Бу тонгсизликпинг тугрилигини исботлаш учун Лагранжнинг [х, с] 
ёки ||. .V | кесмадаги чекли орттирмалар формуласи

/ (х) — /(?) ----- Г  {с)( х - ?), бунда х <с < I  
ни татоик киламиз. Сунгра

1Нх)-К1)\ -  \((х)\ > /и ,|7 - ?| ,
бундан

1.7— Е| < 1̂ а>' , (2.3)
т у

бу ерда т 1 шу /’ (х) хосиланинг |а, Р] даги энг кичик циймати.
(2.3) формула якинлашиш аниклигининг бахосини беради.
1-мисол. х3 — Зх — 6 — 0 тенглама илдизини ажратинг.
Ечи ш . у хл — 3 .г - - 6 / (.V) функцияни цараймиз. Огонгина

куриш мумкинки, /(0) — 6 <" 0, /(3) -= 12 > 0, яъни /(0)-/(3) < 0 
булганлиги учун [0; 3| кесмада илдиз бор. \осилани топамиз: у ’ ==

- За- 3, унинг илдизлари х{ 1 ва л._, — 1. Куриш осонки, 
л'€ ( - 1, 1) да у ’ < 0 ва х Е { (— оо, — 1)11(1, +  оо)} да у ’ > 0. 
Топилгап [0, 3] кесма бу сохаларнинг хеч бирига бутунлай кирмай- 
ди. Уни торайтирамиз: а - 1 деб оламиз, у холда/(1) = — 8 < 0 ва 
/ (3) 12 >0. [1, 3] кесма изланаётган илдизнинг яккаланиш орали­
ги, бу ерда / '(а) > 0 вэ /(1)-/(3) < 0.

2-мисол. а  1§ л" ----- 1 тенглама илдизининг яккаланиш оралигини 
топинг.

Е ч и ш . Бу тенгламани унга тенг кучли

1§а 1
А'

тенгламага алмаштирамиз хамда у - 1^х ва у — функцияларнингX
графикларини ясаймиз (158-шакл).

Изланаётган илдизнинг яккаланиш оралиги [2,3]. 
Тенгламани такрибий ечишпипг иккинчи босцичига— ил- 

дизпк аницлаштириш, яккаланиш оралигини торайтиришга 
утамиз. Сипов усули, ватарлар, уринмалар ва нтерациялар 
усул.тарини куриб чицамиз.
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1Г)8- шакл.

3. Ярмитан булиш (ёки синов) усули. Ушэу
/(д) = 0

генглама берилган булиб, [а, Р ]— илдизнинг яккалапшн ор.члпги, 
яъни / (а)-/(Р)-с 0 ва /'(л) хосила [сс, р) да ишорчсини сак м -:ц. 
Равшанки, изланаётган Н илдиз

а < | < Р
тенгсизликни каиоатлантиради. Илдизнинг биринчи якиилашиши спфа- 
тида —— - сонни, яъни [а, Р| кесманинг уртасинч олиш мумкин.

Агар /| - О б\ лса, Н
Р

излатетган илдиз оу.иди.
Реки

2 Р ОП I-Агар Ц ' ’ ) ФО  булса, у холда а,
ликларнинг кайси бирининг охирларида функция карама- карши ишо- 
раларга эга булса, шунисини оламнз. Янги торайт прилган ораликни 
(уни [а „  Р,] билан белгилаймиз) яна тенг иккига буламиз, яъни унинг 
уртасини топамиз ва жараённи шу тартибда даьо.м эттирамш. Баъз-чн 
кесманинг уртасини эмас, балки илдизнинг яккатаниш оралш шпнг 
бирор ихтиёрий нуктасини олиш кулай булади (уни таплашда / (.*) 
функциянинг хусусиятлари хисобга олинади). Аниклик бахоси учун 
формула аввалпшинг узи булади:

с С I/ (.V)!

бу ерда — шу / '(х) нинг энг кичик киймати, х эса иллиз- 
нинг такрибий киймати.

4. Ватарлар усули (чизикли 
интерполяциялаш усули). / (х) = О
тенгламанинг илдизинн ярмидан 
булиш усули билан анпклашти- 
рнш усулинипг гояси одднй бул­
са хам, лекнн у мух,им камчи- 
ликка эга: етарлича юкори да- 
ражада апикликка эришиш учун 
анча катта сондаги кадам талаб 
этилади ва демак, хисоблаш иши 

159-шакл. хажми хам катта булади. Ва-
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тарлар усули эса одатда анча кам сондаги цадамларни талаб 
этадн.

Гсометрнк нукта и назардан бу усул у = / (х) функциянинг Е ил- 
дизинииг | а, Р| яккаланиш оралигидаги графи гний А В  турри чизик 
билан алмаштиришдан иборат (159 шакл). АВ ватар тенгламасини 
А (с., /'(«)) ва В  ф, /'((})) пукталар оркали утадиган турри чизик тенг- 
ламаси сифатида ёзамиз:

и /(а) х - - я
/ (Р) — /(*) Р — а 

с илдизнинг биринчи якиилашиши сифатида ни — АВ нинг Ох у к 
билан кесишиш нуктаси абсциссасини оламиз. Бу (а {\ 0) нуктанинг 
координаталарини т\гри чизик тенгламасига куямиз:

бундан

о- [(я ) П.х — гл 
[ <Р) - /'(«) Р - а ’

I (а) (р — а)а, а
[ (Р )- / (Я)

а - ас, ссг а.0 деб белгилаб, бу тенгсизликни бундай
ката езио оламиз:

* /(а0)(Р — «„)
а0

/( Р) —  М^п)

Натижада биринчи якинлашиш учун
а, - а0+  Асс0

формулани хосил киламиз. |а,, (5) ораликка яна шу ватарлар усули­
ни кулланиб, биз илдизнинг ушбу иккинчи якинлашишини хосил
киламиз:

а., - - а, -г А а,, А а , .
/(Р)- / ( < * !)

Ватарлар усулини кетма-кет л марта такрорлаб, ушбу якинлашишлар 
кетма-кетлигини хосил киламиз:

сс0, а „  а,, ак, , ап,
бу ерда

. . /<**_1) ( Р - * й _ 1>«* -г А а , ., Д ал_, ------ .. .. ... .
/ (Р) —  / (г%_|)

Илдизнинг такрибий кийматларини берилган е аникликда хисоблашни 
иккита ^ушпи якинлашиш орасидаги айирма модули буйича е дан 
сртик булмаган захоти, яъни \ап — ап_||<- к булган захоти тухтатиш 
мумкин.

5. Уринмалар усули (Ньютон усули). /(л) -- 0 тенгламани урин- 
малар усули билан ечиш учун Е илдизнинг яккаланиш оралиги [а, Р] 
да Их) функция ушбу шартларни цаноатлантиришинц талаб циламиз;
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160- шакл.

/ (а) • I (Р) < 0; /' (х) ва /" (л) нинг 
ишоралари узгармасдан к олеин. 
Сунгги шарт илдизнинг яккала- 
ниш оралирида функция графи ги- 
нинг букилиш нуцталари йукли- 
гини билдиради (кавариклик ёки 
ботиклик йуналишининг узгар- 
маслиги).

Уринмалар усули геометрик 
нуктаи назардан /(х) функция ; 
илдизининг яккаланши оралнги 
\ъ, Р) ди унинг графигини бу 
графиккп Р абсциееали нуктадан 

утказилган уринма билан алмаштиришни билдиради (160-шаклда бу 
В  ну^та).

Графикка В  (Р, /(Р)) нуктада утказилган уринма тенгламасини В 
нуктадан утадиган ва к = /' (0) бурчак коэффпциентли тугри чизик 
теигламаси куринишида ёзамиз:

У /(Р )  /' (Р) (л- — р). 
с илдизнинг биринчи якиилашиши сифатида Р, ни — уринманинг 

Ох у к билан кесишиш нуктяси абсииссасини оламиз. Бу (Р,, 0) иук- 
танинг коордшшталарини уринма тенгламасига куямиз:

0 - / ( Р )  = Г (Р )(Р 1 — Р)-
Бу ердаи

Р. р _ 1 *Ё. 
1 /' (Р)

га эга буламиз. Р 
та ёзамиз:

Р0 деб белгилаб, сунпи тенгликни бундай кай- 

/ (Р)АР„ - /' <Р)
Натижада биринчи якинлашиш учун

Р, = Р о -г А Р 0
формулани хосил киламиз. [а, Р,] ораликда яна шу уринмалар усулн- 
ни татбик киламиз ва ушбу иккинчи якинлашишни хосил киламиз:

Ра - Р ,-  А Р „ бу ерда д р ^ - ^ М  .

Уринмалар усулини кетма-кет п марта татбик килиб, ушбу якин- 
лашишлар кетма- кет.тигини хосил киламиз:

Ро. Рп Р.. • • • . Р*. • ■ • . Р.,
бу ерда

Р* == Р*_1  г  АР,_,, бунда дрк — 1
/' < Раг—О
/" <Р*-1)
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Т'(х)>0
Пю>0
{ (Ц)>0 
Г(Ы)<о

Г'/Ю >0 
Г“(Л)<0

161- шакл.

{'(*)< О
{"(Х)<0 
Т(И)<0 
!(<*■)> О

163- шакл. 164- шакл.

Илдизнинг такрибий кийматини берилган е аникликда хисоблаш- 
1Ш иккита цунши якинлашиш орасидаги айирманинг абсолют киймати 
е  дан кичик булган захоти, яъни |Р(1 — рп ,|< к  булганда тухтатиш 
мумкин.

6. Ватарлар ва уринмалар аралаш усули. / (.V) - 0 тенгламанинг 
изланаётган ё илдизи |я, Р| яккаланши оралигида ётган булсин ва 
юкорида келтирилган илдизнинг яккаланши шартлари бажарилсин, 
яъни / (а) /(Р) < 0; / '(х) ва Г  (х) нинг ишоралари бу ораликда узгар- 
майди. у ----- / (л) функция биринчи ва иккинчи хосилалари ишоралари- 
шшг барча мумкин булган комбинацияларини куриб чикамиз (161 —-
— 164-шакллар). 161 — 164-шаклларда бундан буён р оркали якка- 
ланиш оралирининг /(.г) ва [" (х) бир хил ишорага эга буладиган 
охирипи белгилаймиз. Бу охирда уринмалар усулини куллаймиз. Бу 
холда у /'(л) эгри чизикка В ( р, /’ (Р)) иуктадаги уринма Ох укни 
Р нукта билан с илдиз орасида кесиб утади, ЛВ ватар эса эгри чи- 
зикпи ос нукта билан с илдиз орасида кесиб утади. Ватар ва уринма­
нинг Ох ук билан кесишиш нукта,тари а ва р ларга Караганда ях- 
широк якинлашишни беради. Иккала уеулнинг аралаш ишлатилиши 
илдизга якинлашишни тезрок беради. ап ва Р;1 якиилашишлар учун 
хисоблаш формулалари ушбу куринишда булади:

п— ]
! (г,-|) (Р„-| ~*п  1 >

: СС.. Л а
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к  л
П Р „_о

Жараен пихоясига етганидпн сунг 21 илдизнинг киймати сифатида ях- 
шиси сунгги кийматларнинг урта арифметик кийматини олиш лозим:

2: — (а -'I - р ).
2  '  п 1 * п'

Мисол сифатида 1-мисолда г 1 — Зд- — 6 0 тенглама учун хосил 
килинган илтизни аниклаштирамиз, яъни [1. 3| яккаланиш оралигини 
торайтирамиз. Шундай килиб, [(х) х3— 3 х — б, / (I) - 8 < О, 
/(3) 12 > 0 ва 11, 3] яккаланиш оралигида [ ' (х\ 3(л- — 1) > О, 
я на шу ораликда /"(д) =6 д > 0. Р сифатида р 3 пн оламиз, чуи- 
ки / (3) > 0 ва / "(* )>  0 булганлиги учун бу ораликда уринмалар 
усулини кулланиш мумкин. Хнсоблашларнн юкорнда келтирплган 
формулалар буйича ба карамиз 11атижаларин жадвал га ёзамиз. Ил- 
диз 0,001 гача аникликда топилади.

яз

2" Е

/ (X) -Г-- А'11 - .V — ь

/ '!)» -  
-  / т

( »- -«) / (ПС) . .Ли.  —----------! Г(х)-— М х *— \)
а  Л'/
Г> : АГ,

X / (X ) М', 1 х ,
/ ( г»

х- 1 г  <Х)

Ро
1 1

27
- 3 

9
■ 8 

12
2

20
0 .8
0 ,5 9 8 24

1 .8
2 .5

«1
Рг

1 .8 
2 , Г,

5 .8 3 2 0
1Г..62.-.0

5 .4
7 .5

— .-).:>бко| 0.7
2.127)0 7.(;,1.да 1

■ 0 . 5 0 %  
- 0 .1 3 4 9 0 .2 5 5 ,2 5 15,75

2 ,3 0 0 0
2 ,3051

-У., 2 .3 0  >6 
ро 2 .3 05 1

12.2720
1.).22!17

■ 0.0178 
- -7.0!1Г) ! 0.1.11 1

о.о:»к:>

О.ГьЛ’
0 ,0 4 8 4  

- 0 ,0 0 9 8 1 ,7.:!7
2 ,3 5 5 0

1Л.7Ы 1 12,3554 
1

Р ,
2 , .4550 
2 .3 5 5 5

о.ооо;, 1

) _ _ _

Изланаётган илдиз
2,3550 < I  < 2,3555

интервалда ётади. Хисоблаш |Р3 — <х;,1 - 0,0005 <0,001 булганлиги 
сабабли тухтатилган. Илдиз 0,001 гача аникликда куйидагига тенг:

С «  2,3552 «  2,355.
9

7. Итерация усули. Тенгламаларни сопли ечишнипг энг 
мухим усулларидан бири итерация усули ёки кстма-кет якин- 
лашишлар усулидан иборат. Усулнинг мохияти куйидагича.

1. X и с о б л а ш ф о р м у л а с и. Ушбу тенглама берилган 
булсин:

[ ( А - ) = 0 , (2.4)
бу ерда /(д) — узлуксиз функция. Бу тенгламанинг хакикий 
илдизинн топиш керак. (2.4) тенгламани унга тенг кучли
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тенглама билан алмаштирамиз. Бпрор-бир усул билап илдиз- 
иинг л'о такрибий цииматини таилаймпз, уни (2.5) тенгламанинг 
унгтомонига куйсак, бирор

* 1=<[ Ы
сонни хосил киламиз. Сунгра (2.5) тенгламанинг унг томонига 
олинган л' 1 сонни куйсак,

Х2 = (( (л-,)
сонни хосил киламиз. Бу жараённи даном эттирпб,

Д'| <| (А'о), -V, = <| (а-,), . . . , А-„ <| (А-,; ,)

сонли кетма-кег.тикни хосил киламиз. Агар бу
К ,  Ч (а-„ ,)} (2.6)

кст.ма- кеглик якинлашувчи, яъни Пт мавжуд булса, у холда (2.6)
тенгликда лимита утиб (бунда <| (а) функция узлуксиз деб фараз 
ки.ти'>).

П т л-„ (| (П т хп .,) ёки с (| (?)
П — »оо Ч —* оо

ни топамиз. Шундай килиб,  ̂ (2.5) тенгламанинг илдизи була­
ди. У (2.6) формула бупича иста.паи аникликда топнлинш 
мумкин.

2. Г е о м с т р и к т а л к и н и. Итерация усулини геомет рик 
пуктаи назардан бундан тушунтирнш мумкин. Оху текисликда 
у = х ва /у = <г(А') функцияларнинг графикларини ясаймиз. (2.5) 
тенгламанинг .хар бир ? илдизи у = ((х ) эгри чизикнинг у = х 
тугри чизик билан кесишиш нуктаси Л! нинг абсциссаси була­
ди. Бирор . 10(л'0, у,,) нуктани танлаб, Аи В\ А\ В 2А-2 синик чи- 
знкни («зииаин») ясаймиз: унинг бугпнлари Ох укка ва Оу 
укка параллел, А„, .1ь Л2 . . . .  учлари у = ц(х) тугри чизикда, 
В ^ В .,  . . .  учлари эса у = х тугри чизикда стали. А, ваВ и Л2 ва

* = ? ( * )  (2.5)
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167- шакл. 168- шакл

В 2, . ■ . нуцталарнииг умумий абсциссалари эса д илдизнинг мос 
равишда кетма-кст х,, Л'2. - - ■ яцинлашишлари булади.

165-шаклда эгри чизиц ботшу яъни |ф '(* )|< 1  ва итерация 
жараёни якинлашади.

Синиц чизицнинг бошкача куриниши— «спирал» чизик хам 
булиши мумкин (166-шакл.)

Чизмадан куриш осонки, ц' (х) > 0 булганда (165-шакл) 
ечим «зина» куринишида, ф'(л-)< () булганда эса (166-шакл) 
ечим «снирал» шаклнда хосил булади.

Лгар |ф '(*)1>1 булган холни (тик эгри чизик) царасак, 
итерация жараёни узоклашиши мумкин, бу 167— 168- шакл- 
лардан куриниб турибди.

3. И т е р а ц и я  ж а р а ё н и и и и г я к и и л а ш у в ч а н л и- 
ги. Итерация усулииинг амалда цуллаиилиши учун итерация 
жараёни якинлашишининг етарлилик шартларини келтирамиз.

Теорема, ц:(х) функция \а, Ь\ кесмада анщланган ва диффе- 
ренциалланувчи, шу билан бирга унинг барча кийматлари [а, Ь| 
га тегишли булсин. У  халда шундай у тугри каср мавжудки, 
х (: [а, Ь\ да

булса, у холда-.
а) хп - ф (*„_,), п " 1 , 2 , . . .  итерация жараёни л-п  ̂[а, Ь\ бош­

лангич 1\иймат кандай булишидан катъий назар якинлашади.
б) ~ - П т киймат х <( (л) тенгламанинг [а, Ь\ кесмадаги

ягона илдизи булади.
1-эслатм а. ц сон сифатида хосила модулининг, яъни ф '(л') шшг 

х^[а, Ь\ даги энг кичик цийматиии ёки куйи чегарасини олиш мум­
кин.

2- э с л а т м а. Агар <( (л) функция барча х<^(— оо, + о о ) учун 
аишуланган ва дифференциалланувчи ва бунда барча х лар 
учун (2.7) тенгсизлик бажарилса, теорема тугрилигича ко- 
лади.

3- э с л а т м а. Теорема шартлаоида итерация усули х0 бош-

<1' (л-) < ц < 1 (2.7)
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лангич киймат \а, Ь ] дан .̂ ар цандай танланганида хам якин­
лашади, яъни хнсоблашларда йул куйилган \а, Ь\ дан четга 
чикмайдиган айрим хатолик якуний натижага таъсир этмайди, 
чунки хато кийматни янги д'0 бошлангич киймат деб караш 
мумкин, шу сабабли бу усул уз-узини тугрилайдиган усулдир. 
Бундан уз-узини тугрилаш усули итерация усулининг энг 
ишончли .хисоблаш усулларидан бири эканлигини билди­
ради.

4. Я к и и л а ш и ш а и и ц л и г и н и н г б а х о с и. Ушбу 
тенгсизлик тугрилигини исботлаш мумкин:

< 7 ^ - К , (2-8)

бу ерда 2;— (2.4) ёки (2.5) тенгламанинг илдизи, хп хп эса иккита 
якинлашиш,  ̂ эса |<р' (х)| нинг [а, Ь\ даги энг кичик киймати.

Бу тенгсизликдан якинлашишни бахолаш учун фойдалана- 
миз.

Агар илдизни к аникликда хисоблаш талаб этилса, у холда 
равшанки,

|| _  л | < е ёки -В—  |х;, — хп_ ,| <  е,
1 -- я

бундан

К, — (2.9)

ни хосил киламиз. Демак, итерация жараёиипи иккита кетма-кет якин­
лашиш хп | ва хп учун (2.9) тенгсизлик бажарилгапига кадар давом
эггириш лозим. Хусусан, с/ — булса, у холда |лг;|— л'/;1| < е.

М исол. х3 -г х 1000 тенгламанинг энг катта мусбат нлдизнни
0,0001 гача аникликда топинг.

Е ч и ш. А ива л изланаётган  ̂ илдиз ётадиган ораликни то- 
намиз. [ (х) - л':| .V— 1000 деб белгилаймиз ва бу функциянинг кий- 
матини иккита нуктада хисоблаймиз: / (9) — 262 < 0 ьа / ( 10) - 

= 10 >0. Равшанки, илдиз 1^(9, 10) (Бу интервалнинг узини Оху 
текисликда у - у?  ва у 1000 — х функцияларнинг графлкларини 
ясаб хам топиш мумкин эди). Берилган тенгламани ушбу куринишда 
унга тенг кучли тенгламага алмаштирамиз:

1Апа а 1 \ 1000 1 / \д- == 1000 — х ■ ф (х), еки х --------— <| (х),
.V2 V

.V = | 1000 — .V <(■ (х).
Биринчи ифодаланиш нокулай, чунки бу холда |с|/(; с)| = 3 л- > 1 

булиб, бундан барча х € (9, 10) учун <(/ (.V) - — З.г1 булади, бу эса 
итерация жпраёни узоклашишини билдиради.

Охирги ифодалаш цулайдир:
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чунки бу холда с[' (д-) - = - 

валда куйидагнга эгамиз: 

1ф' (-V)!

д -- | 1000 — X 
I

3, (1000 л)- 

I

Ч (а-).

, бу ердан (9, 10) иптер-

3 , (1000 д-г-
< 300

с) <  !.

Теорема шартлари бажарилди, шу сабабли итерация жа- 
раёин якинлашувчи. Кетма-кст яцинлашишларнн

■V-: : I ЮОО-л 
формула буйича битта кушимча цийматдор ракамии саклаб хисоблаймиз. 
у -- 1000 — д- , д- = | у деб белгилаб, натижалар!ж жадвалга
езамиз:

"
X. Уп

0 10 990
1 9,96655 990,03345
2 9,96066 990,03334
3 9 .96667

<7 - булганлиги учун (.V ( — л'(1 , | < е да е - 0,0001 гача1 , _1_
300 * 2

аникликда тенгламанинг | илдизиии
? д., = 0,96667 «  0,9667

деб олиш мумкин.
Э сл а тм а . Ушбу ( (х) = 0 тенгламани (2.5) куринишдаги

.V (( (д) (2.10)
тенгламага келтириш учун (2.4) тенгламанинг чап ва унг цисм- 
ларини хозирча номаълум /. сонга купайтириш ва хосил бул­
ган тенгликнинг чап ва унг кисмларига д ни кушиб, (2.4) 
тенгламани унга эквивалент

х - х ']- к [ (х )  (2.11)
шаклда ёзиш кифоя. Энди ср (д) =х-\-Х((х) деб олиб, (2.10) дан 
д - <( (д) га эга буламиз. К параметрии (2.11) функция итерация 
жараёнипинг як,инлашиши учун етарли булган (2.8) шартни каноат- 
лантирадиган килиб, топиш мумкин:

|ср ' (х ) |  =  |1 - р  к / '  (д)1 < 1 .  ( 2 .1 2 )

Агар 1 -тк)(х0) деб олинадигаи булса, х(, якинлашиш атрофида
(2.12) тенгсизлик уз-узи дан бажарилади, б\ ердан /' (д0) Ф  0 булган- 

1
;г  >■ -  — —  •

/ (*<|)
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1. Тенгламани ечиш нимани билдиради?
2. Тенгламанинг илдизи деб нимага айтилади?
3. Сизга тенгламаларни ечишнинг цандай асосий усуллари маълум?
4. Бу усулларнинг хар бирининг афзаллик ва камчилик томонла])и нима- 

лардан иборат?
5. Илдизнинг яккаланиш оралиги нима ва уни цандай топилади?
6. Синов усули нимадан иборат?
7. Ватарлар усули нимадан иборат?
8. Ватарлар усулининг синов усулидан афзаллигп нимадан иборат?
9. Уринмалар усули нимадан иборат?
10. Функциянинг илднзини топишда уринмалар усулини цуллаш мумкин 

булиши учун бу функция унинг илдизипи яккаланиш оралигида ^андай шарт- 
ларни каноатлаитирнши лозим?

11. Аралаш усулнинг ватар усули ва уринмалар усулидан афзаллиги ни­
мадан иборат?

12. 1\уйидагп тенгламалар ечимшш е = 0,01 гача аникликда синов усули 
билан ечинг:

а) мп х х - 1 ■ - 0; 6) 1п х .V 2 0; ш  ]п х =  хш х.
13. Ушбу тенгламаларнпнг .хаци^ий илднзини 0,01 гача аницликда аралаш 

усул билан топинг:
а) 2 х —  1п х — 4 0; б) .V 1п х —  14 =  0; в) 4.у - со>- х - - 0,

бунда аввал бу илдизларнинг яккаланиш ораликларини сипов усули билан 
ёки график усулда ажратинг.

14. Итерация усули нимадан иборат?
15. Итерация жараёнипинг якиилашиши учун етарлилик шартлари хаки- 

даги теоремани айтиб беринг.
16. Итерация усулида эршпиладиган аникликнн бахолаш учун формулани 

ёзинг.
17. Ечплаётган тенгламани итерация жараёни албатта яцинлашаднган 

килиб цандай алмаштириш мумкин?
18. Иолиичи яцннлашшнни график усул билан топиб, ушбу тенгламалар- 

1Ш11Г ха^и^ий илдизларини е = 0,01 гача аникликда топинг:
а) л-3 —  2 л- 1 =  0: 0) х 1:! А - - 15 =  0;
в) 3 А 5 а к  а - 0; ]■) е *  ■ х  — 0.

Уз-5эини т е к ш и р и ш  у ч у н  с а в о л л а р

3- §. Чизикли тенгламалар системаларини ечиш усуллари

1. Умумий маьлумотлар. Чизикли тенгламалар система- 
ларини ечиш усулларини асосан нккн гуру.хга ажратиш мум­
кин:

1) аниц усуллар— бу усулларга олий математика курсидан 
маълум булган Крамер коидаси, Гаусс усули, тескари матри- 
цалар усули киради. Бу усуллар системаларни ечиш учун сис­
тема коэффициентларига боглик булган формулаларии .хосил 
1\илиш имконини беради;

2) итерацион усуллар — улар каторига итерация усули, 
Зейдель усули ва хоказолар киради. Бу усуллар системанинг 
берилган аницликдаги ечиминн топиш имконини беради.

2. Жордано— Гаусс усули. Чизикли тенгламалар система­
ларини детермнпантлар ёрдамида сонли ечиш (Крамер коида-

375



си) икки ва учта тенглама системаларини ечшнда кулаидир. 
Катта сондаги тенгламалар системаларини ечишда эса Гаусс 
усулидан фойдаланиш анча цулайдир. Маълумки, бу усул но- 
маълумларни кетма-кет йуцотишдан иборатдир.

Жордано — Гаусснинг модификацияланган усули билан та- 
нишамиз. Мулохазаларнинг умумийлигига зарар етказмагаи 
холда факат турт номаълумли туртта тенглама системасини 
цараш билан чекланамнз:

ОцА| Г' Я|2-'2 ~т 1̂3-'а “Г ^1 (Л 4 
а21 л’, -Г а22д-2 -г аых3 — а.1Ах4 - (1.,,
а а1Л 1 ° 3 2 Л 2 а яях3 ” г  ° 3 4 Л 4

11"' I ^12̂2 ^|з':( ' М1 ̂  ( * А

(■3.1)

1 ,4 )-бу ерда л,, л'2, л'3, л4 — номаълум сонлар, а(/,(<' 1,4 ва к 
система коэффициентлари, с/2, й3, с!ч — озод хадлар.

Т а ъ р и ф .  (3.1) системанинг ечими деб номаълумларпинг 
шундай цийматлари тизмасига айтиладики, уларни система 
тенгламаларига куйганда тугри тенгликлар хосил булади.

(3.1) системанинг ечимини юшки учун цуйидагича иш тутамнз. 
Бирор а[к ф 0 коэф<|)ициснтпи, масалан, ап Ф  0 ни танлаймиз. Уни 
хал цилувчи элемент деб атаймиз. (3.1) системанинг биринчи тенг- 
ламасини оп га булиб, кейин хосил булган тенгламани кетма-кет 

(/ 2,4) ларга купайтириб ва (3.1) системанинг мос теигламаси- 
ни айириб, биз биринчи тенгламадан ташкари, барча тингламалардан 
.V, номаълумии йуцотамиз. Натижада (3.1) системага тенг кучли куйи­
даги системага эга буламиз:

(1П Л | I а ц Х '1 Г # 13-̂ 3 (1 [ |-У| - С/
а'„,х„ -(- а',.лхл а.,.уу, <ГР

а,.,х, ф а.х , (1\ .

(3.2)

(3.2) системанинг а[к (< 1,4) коэффицетлариии хосил килиш
юидасини кейинрок курсатамиз.

Агар а',., Ф  О булса, у холда жараён такрорланади, натижада биз
(4.2) системанинг биринчи тенгламасидан ташцари барча тенгламала- 
ридан х2 номаълумии йукрт^миз (Жордано усулииинг I аусснннг маъ­
лум усулидан фарки хам шундан иборат) ва (3.2) системага тенг 
кучли куйидаги системага эга буламиз:

а.,., х
а \ . 0 |  ,  А '(

х - 1-  а  . ! Л'3  + а 2 \  А' | -  (1 \

а л: л а ' м х х ----- й .

а \ , 1Л 3  ‘ а ] \ х \ -

(3,3)

(3.3) системанинг янги коэффициентларини ва озод .\адла-
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рини хосил килиш коидасини параграфнинг охирида баён цила- 
миз.

Жараённи (а”;) Ф  0 булса) шунга ухшаш давом эттириб, учипчи 
тенгламасидан ташкари барча тенгламаларидан ,\'3 номаълум йукотил- 
ган тенгламалар системасини хосил киламиз:

О,, .V,

а .г., а  , ( л 4 а : ,

а м -  < ■

114 1 Л 4 : а" :•*

(3.4)

Ва, нихонт, (3.4) систсманинг туртинчи тенгламасидан таш- 
цари барча тенгламаларидан х4 номаълумни йукотиб куйидаги 
системага эга буламиз:

аПХ{ , а"
а'у,х..

а:пХ‘Л 1! .а
.

а !! х ,

Бу системадан .V,, х2. л':), л"4 номаълумларнннг цнйматлари топи­
лади. Тенгламалар системасини ечишнинг номаълумларни кет­
ма-кет йукотишга асосланган баён этнлган мазкур усули Жор- 
дано — Гаусс усули деб аталади.

Бу усулни тенгламалар системасига эмас. балки шу систе- 
манинг элементар алмаштиришлар ёрдамида диагонал кури- 
нншга келувчи кенгайтирилган матрицасига кулланиш кулай- 
рокдир.

Шундай килиб, системаиинг кенгайтирилган матрицаси ку- 
йидаги куринишга эга булсин:

А

Хал килувчи элемент сифатида бош диагоналда турган элемент ели- 
надн (а--; / -= 1,4). Хал килувчи элементда кесишувчи сатр ва уступ 
мос равпшда хал килувчи сатр ва хал килувчи уступ деб аталади.

Кенгайтирилган А матрицадан эквивалент матрицага утиш 
(яъни (3.1) системадан (3.2) системага утиш) учун

1) хал килувчи элементни танлаш (масалан, ац^=0);
2) эквивалент матрицада хал килувчи сатрни узгаришсиз 

колдириш;
3) эквивалент матрицада .\ал килувчи уступ нп (хал ки- 

лувчп элементдан ташкари) иоллар билан алмаштириш;
4) эквивалент матрицанинг колган элементларнни эса «туг­

ри туртбурчак» коидаси деб аталувчи конда буйича кайта са- 
наш керак.

а , I « ... а \'А “ и
а , х а , . а.,3 а 21 с!.

а л а зз а л й *
°41 а  ̂  о а гл а 4> (1±
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Бу коида куйидагидан иборат: учида хал килувчи элемент 
жойлашган тугри туртбурчак тузамиз. Х,ал килувчи элементии 
а билан, дастлабки матрицанинг алмаштирилаётган элементи- 
ни а билан, хал килувчи сатр ва хал килувчи устунда жой­
лашган элементларни Ь ва с билан белгилаймиз. Янги и' эле- 
ментни а ,а ,Ь ,с  элементлар буйича топиш схемаси куйидаги- 
ча булади:

I а

Масалан, ушбу

а-а—Ьс

матрицада хал килувчи элемент сифатида а „   ̂2 пи оламиз. У  .холда 
а,„ элемент* а.,., элементга куйидаги формула буйича’ алмаштирнладн:

2 - 5 — 4-3 — 2
а - -

2 • 1
2

3 ■ 3 элементга алмаппирилади:

Агар хал килувчи элемент сифатида а:}3 = — 1 олииса, у ::олда 
I) — 3 • Iэлемент а,,

I
8 элементга алмаштирилади:



1-м исол . Чизикли тенгламалар системасини Жордано — 
Гаусс усули билан ечинг:

-V, +  V, — 3 Л'з 2 А', - 6.
А , —  2 X , —  А , ---6

Хп ■ л-., -4-3 л‘4 ■ 16,
2 а ,  --  3  Л'о 2 А';, 6.

Г ч и ш. Кенгайтирилган /1 матрицаии тузамиз, ва юцорида 
баён этилган коидалардан фойдаланиб, сатрлар устида эле- 
мептар алмаштиришларни амалга оширамиз:

I) Хал цилувчи элемент спфатида аи = \ф () ни оламиз. Хал 
цилувчи сатрни цайта ёзамиз, янги матрицанинг хал цилувчи 
уступ ига эса (хал килувчи элементдан ташкари) нолларни куя- 
миз Колган коэффициентларни «тугри туртбурчак» коидаси 
буйича алмаштирамиз:

Л

/\ 1 — 3 2 6 
—2 0 — 1|— 6 0 —3 3 —31— 12

0 1 1 3 16 
0 —5 8 — 41—6

2) Иккинчи сатрни (— 3) га буламиз. Х ;,л килувчи элемент си- 
фа ш;а иг: 1 ф 0 ни оламиз ва жараённи такрорлаймиз:

1 —3 2
6

/1 0 —2 1 2 \
|ГхН 1 4 0 1 — 11

4
Г 1 3 16 ~ 0 0 2 2

12—5 8 — 4 —6 / О о 14/

10 0 3 14
0 10 2 10
0 0 1 1 6
0 0 0 —2 — 4

Натижада системанинг цуйидаги ечимига эга буламиз: 
л, - 8, л., = 6, л-3 ■= 4, л-4 2.
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Жордано — Гаусс усулини юцори тартибли детерминант- 
ларни хисоблашга кулланиш мумкин.

2-ми со л . Жордано - Гаусс усули ва шунингдек детсрми- 
нантлар хоссасидаи фойдаланиб детерминантни хисобланг:

1 3 2 4 
-1 3 2 1 
4 —2 3 5
О 1— 13

Е ч и ш. }\ал килувчи элемент сифатида а. 1 ни оламиз.

И  3  2  4 1 3  2  4

—  1 3  2  1 0  6  4  5

4  — 2  3  5 0  - 1 4  — 5  -  1 1

0  1 — 1 3 0  1 — 1 3

(иккинчи ва туртннчи сатр элементларпнинг уринларинл ал­
маштирамиз ва (— 1) купайтувчини учннчи сатрдан ташкарига 
чикарамиз).

1 3  2  4 1 0  5 — 5

о р Н  3
0  1 — 1 3

0  1 4  5  11 0  0  | | Т э | | — 3 1

0  6  4  5 0  0  1 1 0  — 1 3

1 0 0 «,0 I 0 0 0
19

0 1 0 20 0 1 0 0
19

0 0 19 -31 0 0 19 0
0 0 0 1— 0 0 0 03

'| 19 19

03
М 9 ' ш 63.

Жордано— Гаусс усулини, шунингдек, япа Л хосмас 
квадрат матрицага тескари матрицани тонишга куллаш мум­
кин. Бунда куйидаги ншлар бажарилади: Л матрицага худди 
шундай тартибли Е  бирлик матрицани бириктириш билан туг­
ри бурчакли матрицани тузамиз:

{Л\Е\.
Сатрлар устида элементар алмаштиришлар бажариш билан ту­
зилган матрицани (/:|В ) куринишга келтпрамиз. Лгар А — 
хосмас матрица булса (яъни унинг детерминант нолга 
тенг булмаса), буни амалга ошириш мумкин. У  холда В  А 1 
булади.
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3- м и с о л. Берилган матрицага тескари матрицани топинг:

А =

Б ч и III. \А\
тузамиз:

эканини текшириш осон. Ёрдамчи матрицани

1 1 0 °\ /1 2 — 1 1 0 0
0 0 1 0 ~  0 --5 3 — 3 1 0
2 0 0 1 1 \0 -3 2 —4 0 1

1 2 — 1

°Ш 1-1
О 1 —

1 0 ° \ /  1 о 1 1 2
3 1

» [
и г>
1 - 4 -

5 5
5 ; 3 1

IО
'

О
1 Г> 5

з / ' 0 0 ----- р -1о I 1 1 
15

Демак, ушбу

матрица берилган

т- О .) •)
^ - 4 -  о;> о

— 11— 3 5

1 О О 
О 1 О 
О 0 1

2 1 — Г
—6 — 2 3
— 11 — 3 5

1 2 — I х
3 I О
4 5 — 2

2 I ■ 
-6 — 2 
-11  —  3

матрицага тескари матрица экан.
3. Чизицли тенгламалар системасини ечишнинг итерация 

усули. Номаълумлар сопи катта булганда Гаусс усулппинг 
аник ечимлар берувчи чизикли система схемаси жуда мурак- 
каб булиб цолади. Бундай лолларда система илдизларини то­
пиш учун баъзан такрибий сонли усуллардан фойдаланиш ь;у- 
лайдир. Шундай усуллардан бири итерация усулидир.

Айтайлик, цуйидаги тенгламалар системаси берилган булсин:
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ап.г, а I оЛ о 1̂ ч «|„л', кь„
(3.5)

а/71Х1 о ан2'Г2 - 0„лл’ч
Куйида гн матрииаларии киршами з:

,1

■ -гаппхп Ь...

0,1 а,2 . ■ 0|"\ 1 -V,
«22 • х2

ап\ и , .п2 ■ апп) у  -V,;
. Ь

У  холда (3.5) система матрица шаклида куйидаги куринишни олади:
Ах Ь.

Диа гонял коэффиниептляр нолдан фаркли (яъни аи, а.,„, . . . , 
апп Ф  0) деб фараз килиб, (5.1) системанинг биринчи тенгламасшш 

л-! га нисбатан, иккинчи теигламаснни а 2 га нисбатан, учнпчнсини а 3 
га нисбатан ечамиз. Натижада (3.5) системага тенг кучли куйидаги 
системага эга буламиз:

.V, Г., • 0 4 - а 12л-„-г с613а-3 . . 

•'г Рг С/-2\Х 1 Г 0 а 2.,Л'3 . . 

Л'„ Р, ^  . Л 1 : '-/- :.'Х2 ■

(3.6)
- Г  0 .

Ушбу
/0

« г1 0 . . . а .  

\ «̂1 ^„2 • • • 0
ва р

матрнцаларни киритиш билан (3.6) тенгламалар системасинн 
матрица шаклида куиидагича ёзиш мумкин:

.V р п х. (3.7)
(3.7) системани кетма-кет якинлашишлар усули билан еча­

миз. Нолинчи якинлашиш сифатида, масалан, озод хадлар ус- 
тунини кабул киламиз.

А '0' Р-
а |0) ни (3.7) нинг унг томонига ку Гт б, л11'биринчи якинла- 

шишга эга буламиз:
(1) р  • (0)А р — « X ■

Кении л'(,) ни (3.7) нинг унг томонига куйиб, л'( 1 иккинчи якип- 
лашишга эга буламиз:

(О
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Жараённи такрорлаб
О ссх

формула буйича хосил килинувчи 
кетма-кетлигига эга буламиз:

Л

кунидаги
(3 8)

икинлашишлар

Бу кстма-кетликиинг лимити, агар у мавжуд булса, (3.5) 
системанинг изланаётган ечими булади. п номаълумли п та 
тенглама системаси учун жараёииинг якинлашувчи булишииинг 
етарлилик шартини исботсиз келтирамиз:

Т е о р е м а .  Агар келтирилган (3.6) система учун ушбу

V
1=1 1 -I

шартлардан камида биттаси бажарилса, у %олда (3.8) итера­
ции жараёни бу системанинг бошлангич якинлашишни тан- 
лашга боглиц булмаган ягона ечимига якинлашади.

Бу шартлардан келиб чиккан холда ушбу натижанн хосил 
килту мумкин.

Н а т и ж а .  Агар куйидаги тенгсизликлар бажарилса, (3.5) 
тенгламалар системаси учун итерация усули якинлашувчи бу­
лади:

1ап1 > 1 К 1-

Ю,,, к:-

> Iа/1/1’

яъни ( 3 . 5 )  системанинг хар бир теигламаси учун диагоиал ко- 
эффицнентлар модули, озод хадларни хисобга олмаганда, тенг­
ламанинг бош ка барча коэффициентлари модуллари йигинди- 
сидан катта.

М и с о л .  5 ч номаълумли учта тенглама системасининг ечн- 
мини топинг:

( 4 а-, + ; о , 2 4 а-2 —  0 ,0 8  а' з --= 8,
0 , 0 9 а , - - 3 а 2 -  0 , 1 5 а ,  = 9 .

Ю.04 а , — 0,08 а\, + 4 А'з : 20.
Е ч и ш .  Жараён 

бажарилади:
1«и| :

221

|Озз|

якинлашувчи булиши нинг

4 > 10,241 + |— 0,08/ -0,32, 
= 3 > (0,09| -т- [-015| 0,24,

4 > |0,04|-г |— 0,081 = 0,12.

(3.9)

сунгги шарти
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Шунинг учун итерация жараёни якинлашувчи булади. (3.5) 
системами уига тенг кучли куйидаги система билан алмашти­
рамиз:

Ху = -2 — 0,06 хг +  0,02 х3,
0,03 д'х -г 0 -г 0,05 х3, 

5 — 0,01л-, - г  0,02 л2 +  0.
|Л'2 — 3 (3.10)
'л.

Системанинг матрица шаклидаги ёзуви куйндагича:

? .)
Ло/

ёки х Р -г л, бу ерда

(х

\ у.
, р

0 — 0,06 0,02 \
— 0,03 0 0,05 Ло.
.— 0,01 0,02 0 )  1\х\)

/ 0 0,06 0,02
— 0,03 0 0,05
- 0,01 0,02 0

Нолинчи якинлашиш сифатида куйидагипн оламиз:

'2
3 | ёки х' 
5

(0) 2 , .V.(0) 3, л1(0)

х ни (3.10) системанинг унг томонига куйнб, л.(>) цГ1 ои-

рпнчи якинлашишга эга буламиз:

2-0,06-3 -- 0,02-5
л', =3 — 0,03-2 +  0,05-5 
л-<'> - 5 — 0,01 ■ 2 + 0,02 ■ 3 --= 5,04

1 99 /1,92 \ 
3,19, ёки л-(1) = з ’ 19

.5,04/ ’

л<1) ни (3.10) системанинг унг томоши-;; куйиб, иккинчи якинла-
шишга эга буламиз:

лу - 1,9094,

л1;'1 - = 5,0446
л, = 3,1944, еки л(_■)

(3)х ни шунга ухшаш топамиз:

л, 1,90923,
У , "  -

л'3’
еки л.(3)= 3,19495,

-= 5,04485
Натижаларни куйидаги жадьалга ёзамиз: 
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Я к и н л а ш и ш л а р VI | х ,

0 2 а  1
5

1 1 , 9 2 3 , 1 9  | 5 , 0 4

2 1 , 9 0 3 4 3 , 1 9 4 4  | 5 , 0 4 4 0

*
1 , 9 0 9 2 3 3 , 1 9 4 9 5  | 5 , 0 4 4 8 5

Шундай килиб, илдизларнинг такрибий кийматлари куйидагилар экан: 
.г, - 1,90923; х2 3,19495; х, - 5,04485.

У з-у з и н н т е к И1 и р и ш у ч у н с а в о л л а р

1. Тенгламалар системасининг ечими деб нимага айтилади?
2. Чизшучи тенгламалар системасинн ечишнииг Жордано— Гаусс усулини 

баён этинг.
3. Чизикли тенгламалар системасинн ечишнииг итерация усулини баён 

этинг.
4. Чизикли система итерация жараснининг якинлашиш шарти нимадан 

иборат?
5. Куйидаги снстемани Жордано — Гаусс усули билан ечинг:

,'|) [АД г Ао
'9 : - - 2  а .
2 А'! - 3 Д-2 ■ — I X

(5дг, 2 а-2 -ад
16,

10:

б) [ 4 Д'! 4 .V; 5 .V.,
2 АД г 3 .

А 1 — 5 А
3  дг., 2  х -

- о,
х±- 10,

Ю,
= 1.

0. Куйидаги дитерминантпи .уисобчанг: 
и) 3  — 2 — 5  1 б ) 1 1 — 6 — 41

2 — 3  1 5 3  —  1 —  6  —  4

1 2  0  —  4 2  3  9  21

1 — 1 — 4  9 3  2  3  81

7. К,уйилаги матрицага тескари А 1 матрицани топинг:

а) А -

8 . Куйидаги системами итерация усули билан ечинг:

3 — 1 0 
2 11 
2 — 1 4

3 2 2 
б) А = [ 1 3 1

5 3 4

14 а-! — 0 ,2  а-2 —  0 ,2  д., --- 4.
10 .2  дг, —  4 Ао -г  0 ,4  а 4 - —  8 ,

0,2 а'] 5 д'з 0.1
0.4 х-1 — 0, 1 а 3 — 5 дд - 15.

4- §. Интерполяциялаш

1. Масаланинг куйилиши. Эпг содда интерполяциялаш ма­
саласи куйидагича ифодаланади:

[а, Ь] кесмада п -г 1 та нуктр берилган:
.Х0, А !, Д2, . . . , Х [, . . . , х п,

бу нукталар интерполяция тугунлари деб аталади. Бирор /(.г) 
функциянинг бу нукталардаги циймати куйидагилар булади:

25— 2640 "ЯГ:



/ Оо) =  Уо' /О т) =  У  и  К - Ч )  ~ - У * ---- / (* ;)  =  Уг • • ■ . / (-О  =  Уп-

Маълум синфга тегишли булган ва интерполяция тугумларида 
( (х) функция кабул килган кийматларпи, яъни

Р(*о) '/(и ---= /Л, /Ч^) = &.,■••, /; (Л',') У,---- - / 4 0  = Уп

кийматларни цабул цилувчи /•(л) функцияни (интериоляцняла- 
нувчи функцияни) ясаш талаб этиладн. Геометрик ну^таи 
назардан бу берилган ну1\таларнинг куйидаги тизмаси ор^али 
утувчи бирор маълум турдаги у = /•’(х) эгри чизицни топишни 
англатади (169-шакл):

V,

169- шакл.

■И0(л0. у0), АМ *,, //,). М 2(х,, ;/,), . . . , И, (а,. //■), . . . .  М,,(л-„ //„).

Масаланинг бундай умумий куйилиши чексиз кун ечимга эга 
булиши (айтиб утилган нукталар оркали чексиз кун эгри чи­
зик утказиш мумкин, 169- шакл) ёки умуман ечимга эга бул- 
маслиги мумкин.

Бирок, агар ихтиёрий /'(а) функция урнига куйидаги шартларни 
каноатлантирувчи «-даражали Р п(х) куп хад изланса, бу масала бир 
цийматли булиб колади:

Р , .Ы  =//„, Р п{.V,) ---//„ Р п{х,) = У>. • • ■ , Рп(Х;) ■ //,, . . . .  Р п(х,) -уп.

Хосил килинган интерполяция формуласи одатда берилган /(х) 
функциянинг V аргументнинг интерполяция тугунларидан фар^ли 
кийматларидаги кийматлариии такрибий хисоблаш учун кулланилади. 
Бундай амал /(а) функцияни интерполяциялаш (а^[а0, хп\ булганда)
ва экстрополяциялаш (а ̂  [ап, а.,| булгандп) деб аталади.

2. Чекли айирмалар. Интерполяция формулаларини тузиш



хакидаги масалани му^окама килишга утишдан олдин чекли 
айирмалар тушунчасн билан танишиб чикамиз.

Айтайлик, у = {(х ) — берилган функция, аргументнинг Ад 
орттирмаси— тайинланган микдор булсин.

1 - т а ъ р и ф. Ушбу
А у =/(л-~ А *) — /(*)

айирма // = /(А') функциянинг биринчи чекли айирмаси (ёки 
биринчи тартибли чекли айирма) деб аталади.

1()ь{ори тартибли чекли айирмалар хам шунга ухшаш таъ- 
рифланади:

А "у  А (А" 1//), бу ерда п 2, 3, . . .
1-м и со л . Иккинчи тартибли чекли айнрмани хисобланг:
Е  ч и ш. Таърифга кура куйидагига зга буламиз:

А -у А (А у) А (/ (а : - А а) -  ! (а)) [{ (х  \ \ х +  А х) -  
Их А д)| |/(л • А V) -/(д)| ./ (А- • 2 \ а )  -

--2/(А- •• \ А) /(V).
Шундай цилиб, иккинчи тартибли чекли айирма учун куйи­

даги формулага эга буламиз:
А2 У --1 (а + 2 А а) -  2 / (а А д) 4- / (а).

Учинчн тартибли чекли айирмани хам шунга ухшаш хосил 
1\илиш мумкин:

А3 у -- / (х -г 3 А а) -  3 / (х -  2 А а) (х -  А .г) -  / (д-) 
ва хоказо.

2-ми сол. Р  (х) - .г3 функция учун чекли айирмаллрни тузинг, 
бунда Ад = 1 деб хисобланг.

Ечи ш . Р  ( а )  г а 3 га эгамиз, бундан
А Р  (.V) - - Р  (А- -I- А А ) —  Р  (.V) "  (.V -  \ А-)3 —  V3 -  (А- - г  1 )3 —

— А-3 3 V- -: З а- 1.
А" Р  (а) = [3 (а А а-)- 3 (а- -г А а) - 11

-  [За2 З а- !| [3(д- I)2 -г 3(д- -г 1) - - 1] —  [За2 
-За- 1] ^  На 6,

А3 Р (а-) : - [6 (а- -!- А а') - 6| -  [6 д- 6| |6 (а- !) ;- 6]
—  [()А 6 | - 6 .

АпР(х) — 0 (барча п > 4 учун).
Учинчн даражали кунхаднинг учинчи тартибли чекли айирмаси 
хар доим а' га боглик булмаслигинн таъкидлаб утамиз. Учин- 
чи даражали купхадлар учун тартиби учдан юкрри булган 
барча чекли айирмалар эса нолга тенг. Ва умуман куйидаги 
тасдик уринли:

Теорема. Лгар Р п( х) п- даражали купхад булса, у %олда унинг 
п- чекли айирмаси узгармас ва у куйидагига тенг:



гл | > I и Ли и дан катта барча чекли айирмалари эса нолга тенг 
(бу ерда Дх — узгармас, а0 — куп-^аднинг бош коэффициенти, 
п — купхаднинг даража курсаткичи).

2- т а ъ р и ф. Д орттирма символини у = [(х ) функцияни унинг 
куйидаги чекли айирма функциясига мос цуювчи'оператор си- 
фатида караш мумкин:

А У [ (х Д .V) — / (.V).
бу ерда Д а — узгармас.

Бу Д онертгорнннг асосий хоссаларини текшириш осей:
1) А (и ~  V) = Д м т  Ду,
2) А (Си) — С Д и, С — сопз1.
3) Дт (Д"«,) = Дт+пу,

бу ерда у , и, V — функциялар, т ,  п — номанфий сонлар, бунда 
Д° и — у деб фараз килинади.

3. Чекли айирмалар жадвали. Тенг масофаларда ётувчи
А0. А,, А • • • , Ар ■ • , Л;1, . . .

(бу ерда Ху — л'о а2 — а, . . .  к — соп^1, к ни кадам деб атай- 
миз) нукталар учун ушбу

У а, У1- Уг< • ■ • . Ус........ Уп- ■ ■ ■
жадвал кийматлар билан берилган у -/(а) функцияни караймиз, 
бунда

/ (ас) '= У01 
/(-V.) /(.V,, г Л) у,.

/(■V,.) -/(А0 -1-2/1) -г/о,

л "  Л , (л) а , п \  (Д х )",

Чекли айирмалар куйидаги муносабатлар билан аникланадн:
Д у о = у х — А2 Уо = л (Д у0) = Д ('/, — //„) = Д'/, — Д //„;

Д 3 г/„ -  Д (Д- /у0) - Д (Д уг —  Д г/0) =  А2 '/1 —  А2 //о- 

Д VI -= Уг — У V А21/1 - А (А У у) = А (У2 — //11 " А у2 — Д г/,;
А3 у у А (А2 г/,) == Д (А//о — А г/,) - А2 г/,. — А2 //,.

А У2 ' У и Уч* А** //2 -— А у3 А г/о. А У2 ~ А //:4 Д г/о»

А У1 = 0м , — А- г/,. =- А //,- м — А //,■: А* у1 - А- у1 г, — Д2 //,■
а /г —!ва хрказо А //,■ ^  А у1 , — А

Турли тартибли чекли айирмаларнн икки хил куринишдаги 
жадваллар шаклида жоплаштириш к.улаи: айирмалари го- 
ризонтал жадваллар (1 ва 2-жадваллар) ва айиришлари диа- 
гонал жадваллар (3-жадвал).
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1- ж а д в ал

X У Ду А 2 у Д* у Д‘ у

х (> У п А  Уп А 2 У о А 3 У п А 4 ,7 „

х > У х А  , / , А 2 / / , А я У х Л 4 У !

х2 У г А  У 2 Л *  у 2 А 3 У2 А 4 и 2

* 3 У з А  1/3 А 2 уз А 3 / / э А4 У/,
У* А  У х Л’ <и А 4 .1/4

Жадвални тулдириш п- чекли айирмалар узгармаслар бу­
либ цолгунча ёки улар бир-биридан абсолют кийматлари бу­
йича к дан хам кичик сонга (}>арк килгунича давом эттирилади, 
бу ерда к — берилган аниклик.

3- м и с о л. Ушбу
у 2 л3 — 2х~ -'г 3 .V -1

функциянинг чекли айирмалар жадвалини бошлангич х0 -- 0 киймат 
буйича ва кадамни Н 1 деб кабул килиб тузинг.

Е чи ш . х„ - 0, дг, ^ 1, х2 2 деб фараз цилиб, функциянинг 
мос кийматларини топамиз: у0 ----- — 1, //, - 2, ;/2 -- 13. Берилган функ­
ция учинчи даражали купхад булгани учун учинчи чекли айирма уз­
гармас ва А* у - 2 -3! /1а 12 га тенг, юкори тартибли барча чекли 
айирмалар эса нолга тенг. Чекли айирмапар жадвалини тузамиз:

2- ж а д н а л

X У Д у Д ' у Л* у Д‘ У
О — I 2 — (—  1) 3 11— 3 8 12 0
1 2 13 — 2 - II 20 | 12 0
2 13 31 | 32 12

3 44 ^ 63 44
4 107 107
5 214

Жадвални бундан буён тулдиришни энди кушиш ёрдамида 
амалга ошириш мумкин.

Тузилган жадвални диагонал шаклда .хам ёзиш мумкин:
3- жадвал

X * А у Д' у д* у Д ' у

0
1
2
3
4
5

о
13
44
107
214

3
1131
63

107

8
20
32
44

12
12
12

0
0
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4. Умумлашган даража. Келгусида бнзга умумлашган да- 
ража тушунчасн зарур булади. Ш у тушунча билан танишамиз. 
х ва к берилган булсин.

3-т а ъ  р и ф. .V сонннинг умумлашган п- даражаси деб би- 
ринчиси .V га тенг булиб, хар бир кейингиси узидан олдингисидаи  ̂
/г кадар кичик булган п та купайтувчннннг купайтмасига ай­
тилади:

А-["] - .V (.V — к) (х -- 2 К) . . . (х — (п — 1) к),

бу ерда х[п1 умумлашган п-даража. х[01 = I деб <|мраз килинади. 
к - 0 булганда умумлашган дяража одатдаги даражага мос ке-

[ л ]  Плад»: д ~  х .
А х--к  деб фараз цилиб, умумлашган даражалар учун чекли 

а й и рма ла р 11 и хисобл а й у из.
г- - [»1Ьнринчи аиирма учун цуиидагига эгамиз: у = а .

А сг- А х̂ п]- (х-\ к)1"] — х1'^~(х-\-к)х(х-— к) (а*—2 к) . . . (х-(п- ■2) к) —
— а (а- — к) (х — 2 к) . . . (а- — (п — 2)к) (х — (п — 1) к) -

- .г (х — к) (х — 2 /1) . . . (х — (п — 2) к) (а -г- к - х -р (п — 1) к)
х1п~ "п к ,

к [ л ]  I Г '1' — Пяъни Л х — п пх ■
Иккинчи айирмани хисоблаб, куйидагига эга буламиз:

А- а '"1 - А (пк •а-[,,-1]) -  пк А а1"- '1

- п к (п — \)к\*п~-] п (п — \)к2х["~1]-
яъни

А2 .Vе"1 --- п (п —  1) /1-А[’̂ ' 1 
Амалларни такроран бажариб, куйидаги натижанн оламиз:

А" л-[п] - ккп (п — \) . . . ( п - к ~  \) ̂ п-4-

Хусусан к - п булганда Л" д*"1 -- п\ Нп; к > п булганда —
- О булади.

5. Ньютоннинг биринчи интерполяция формуласи. Айтайлик, 
у = [ (х) функциянинг эркли узгарувчининг тенг узокликда ётувчи 
х0. А',. А„, . . ., А'„ (бунда Хг — А'0 -г к, А'о = -V,, 2к, . . ., хп х0+пк 
ва к — интерполяциялаш кадамн) кийматлари учун ушбу

У о* У |> У • • •> У г. 
кийматлари берилган булсин. а,- нукталардч

У1 Р г. ( * ; )  ^  ° ' П )  ( 4 1 >

кийматлар кабул килувчи даражаси п дан катта булмаган Р п (х) 
купхадни танлаш талаб этилади.



(4.1) шарт куйидагига эквивалент:
■V” Р п (х0) == Лт у0 (гп = 0,/г). (4.2)

Купхадни куйидаги куринишда излаймиз:
р„ г дп ^  а. О — л'о) +  а 2 (х — х0) (х — хх) +

+ а3 (л- — л-0) (л- — л-,) (л- — хг) -г . . .  -г ап (х — х0) (х —
— л-,) (х — х2) . . . (х — хп_,)_

Умумлашган даражадаи фойдаланиб (4.2) ифодаии бундай ёзамиз
5̂ „ (V) - а0 +  а1 (Х — Хд)1'1 + о2(х — хд]1’] +  а3 (х — х0)1Ц -г

-гап (х - х 0)'п\ (4.3)
Масала Р  п (х) купхаднинг о0, а,, а2........ ап коэф}жциентларини то-
пишдан иборат.

(4.3) тенгликда .V л'0 деб фараз килиб, куйидагига эга буламиз:
\Рп <Л'о) Ун “ .>■ бундан а0 у0.

а1 коэффнциентни топиш учун Р п (х) купхаднинг биринчи чекли: 
айирмасини тузамиз:]

А Р п (.V) - -■ а ,/1 • а, ■ 2/1 (д-— л'0) [П +  3 а3к (х —  л0) [21 +

— . . . + а „ пН (х — х0)[,'~]\
15у ерда х ,г0 деб фараз килиб, куйидагига эга буламиз:

Л Р„ О'о) л У о а11г> бундан а, - — .н
а2 коэф|)ипиеитни топиш учун иккинчи чекли айирмани тузамиз:
А- Р п (х) а2 ■ 2! к- г а3 ■ 3! ■ к2 (х — д'0)[1] +  а4 • 4 • 3 • к2 (х — х0)и] +

. . . -гап-п (п— 1) к2 (х — х0)1п~ 2\
х хп деб фараз килиб, ушбу га эга буламиз:

Р п (х0) -- \-у0 - аг-2! /I2, бундан а3 - ~ У-°.2: №
Жараённи кетма-кет такрорлай борнб, биз

эканини топамиз, бу ерда 0! = 1 ва Л °у 0 — у0 деймиз.
а0, аи а2, . . ., ап коэффициентларининг топилган кнйматларини

(4.3) ифодага куйиб, Ньютоннинг интерполяция купхадини хосил ки­
ламиз:

Р п О) - Уо +  ^ Т  *  ~  (* -  ̂  + • ■ • -



АЧ, 
п\ кп

(х — х0у№ (4.4)

(4.4) купхад куйилган масаланинг талабларини бутунлай каноат- 
лантиради. Ньютоннинг (4.4) интерполяция формуласини амалда кул-

—— узгарувчини киритиш билян шаклан ал-лат учун у япги -- 
маштирилган куринишда ёзилади. У  холда
( х  — дг - - х „  к —  2/1 I) к

/Г к к к к

= ц ((7 — 1) (<7 - 2) . . . (</ — (' 1), бу ерда I 0,/г.
Бу ифодани (4.4) га куйиб, куйидагига эта буламиз.

Р , М  =. у, +  ,  Д Й  + Д«у„ - 21 4*^ ■ .
2! 3!

(/ (д 1) (д 2) . . .  (д - - п 1

. .+  

(4.5)

бу ерда (7 -----— л0 нуктадан чикиб х нуктага етгупча зарур бул-к
ган кадамлар сонини ифодалайди. (4.5) (формула Ныотоннинг нкуний 
биринчи интерполяция формуласидир. Бу формуладан функцияни бош­
лангич л0 кийматпинг атрофида интергтоляциялашда фойдаланиш ку­
лан. бу ерда  ̂— абсолют киймати буйича кичик сои.

п ----- 1 булганда чизикли интерполяциялаш формуласига эга була­
миз:

Р, (■'■) у о +  Я А У,У
п --2 булганда параболик ёки квадратик интерполяциялаш фор- 

муласига эга буламиз:
Р-Ах) Уа Ч 'Уо Г А2 «/„

4-ми со л. Жадвалда берилган у - { (х) функция учун Ньютон 
формуласини ёзинг:

X . 1 0 1 ( 2 •) 4 Г)

ь 5,2 8 | 10,4 12.4 14,0 15,2

Е ч и ш. Чекли айирмалар жадвалини тузамиз:

* л , \ ' у Л» у

0 5,2 2.8 —0.4 0
1 8 2.4 — 0,4 0
2 10,4 2 -0 .4 0
3 12.4 1.6 — 0.4
4 14,0 1,2
5 15,2
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Жадвалдан фойдаланиб, Ньютоннинг (4.5) формуласини тузамиз: 

Р п (.V) ■- = 5,2 + <7-2,8 +  С̂ Л  (—0,4),

бу ерда ц х  ̂ °  - .V. Натижада куйидагига эга буламиз:

Р„ (л) - - 5,2 4- 2,8а — — * 0,4.
п 2!

Изланаётган функциянинг якуннй куриниши ^уйидагнча:
Р, (а) 5,2 +  За— 0,2а2.

Э с л ' ! т м а .  у I  (а) функциянинг а иуктадаги ^ийматиии такри- 
бан лИ'.;облан1 учун у ~ Р п (а) деб фараз килинади, бу ерда х нукта 
а 0 га якин пуцта.

в. Ньютоннинг иккинчи интерполяция формуласи. Ньютоннинг 
биринчи ингерполяция с|)Ормуласи функцияни бошлангич а0 нукта га 
яки;г нукталарда мптериоляциялаш учун ^улай, лекин охирги хп нук- 
тага якин нуцталарда эса поцулайдир. Бундай холларда, одатда, Нью- 
юниинг иккинчи интерполяция формуласи цулланилади.

Функциянинг аргументнинг тенг масофаларда ётувчи
А0, А, = А0 + к, А2 - а0 +  2к, . . ., хп--а0 + пк

(бу ерда к -- интерполяннялаш клдами) кийматларн учун куйидаги 
|чи йматлари системасига эга булайлик:

У о = / (л'о)> Ух ' 1 ! (хд, ■ ■ •, Уп Ч  (хп).
Пигергк/ляциялануьчи купхадни куйидаги куринишда ёзамиз:

р, (-V) %  + и, (а — а„) + а,, (а - а„) (а — а„_,) +  . . . +
+  а„ (х — х,) (х — хп_,) . . . (А — А,). (4.6)

Олдикги банддагига ухшаш амалларни такрорлаб, а0, а,........ап
коэф'фи! иентларни топамиз. (4.6) купхаднинг топилган коэффициент- 
лар билан якуннй ёзилиши цуйндаги куринишга эга:

Р.  * Уп +  ^  ( * - > (Х —  Хп_ $ 2] +

+ ^  (X -  хп_ У '  +  . . .  +  ^ ( * - х Г ]. (4.7)

Янги <7 — А  ̂А” узгарувчини киршамнз ва (4.4) формулани кай- 
та ёзамиз:

рп (*) У,.- ~ г ^  Я + ^ = ? Ч (ч +  \ ) + ^ = 2 <7(?+1)(<7-г

+  2) + . . . +  ч (9 +  ]) {д +  2) +  . . . +  (д +  п _  !). (4.8)
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(4.8) формула Ньютоннинг иккинчи интерполяция купхадидир.
5- мисол. у  = 1§х функциянинг кийматлари жадвалн берил­

ган:

X 1000 1010 1020 1030 1040 ) 050

У 3,00000 3,00432 3,00860 3,01283 3,01703 3,02119

1044 ни топинг.
Ечи ш . Чекли айирмалар жадвалини тузамиз:

" А У А* у у А* у А* I/

1000 3,00000 0,00432 -0,00004 -0.00001 0,00003 —0,00006
1010 3,00432 0,00428 —0,00005 - 0,00002 -0,00003
1020 3,00860 0,00423 —0,00003 0,00001
1030 3,01283 0,00420 -0,00004
1040 3,01703 0,00416
1050 3,02119

х - - х„ 1041 -1050 , с
ч - ,0 ■■ - 0.6,

у х  3,02119 г ° ' ° ^ 16 (— 0,6)—: ^ ~ 4- ( -0,6) (-  0,6-; !)--

— 0,00001 ■ (~ ° ’6> : 11 <-°-6 «  3,01870.
31

7. Лагранжнинг интерполяция формуласи. Ныотоннинг интерпо­
ляция формулалари фацат тенг масофаларда ётувчи ингерполяниалаш 
тугунлари холи учун ярок ли. Ихтиёрин равишда берилган ичтерпо- 
ляциялаш тугунлари учун Лагранжнинг интерполяция формуласи деб 
аталувчи анчагина умумийрок булг<.п формуладан фойдаланилади.

Айтайлик, аргументнинг п -}- 1 та турли

кийматлари ва / (х) функция учун маълум булган у ига мос
/ (*„) У0, / (*,) У „ / (л'2) у2........ / (хп) = уп

кийматлар берилган булсин. Даражаси л дан юкори булмаган 1за бе­
рилган X; тугун нукталарда } (л) функция кабул килган цийматларга 
эга булган, яъни

1п (*;) - !’{ О' 0,л)
булган Ьп (х) купхадни ясаш талаб этилади.

Лагранжнинг изланаётган Ьп (х) купхадини ке.пириб чикармагда» 
кабул циламиз:



( V А'|() (X  - .V ,)  (X  Х 2) . . . ( * — * , • _ , )  (X  - Х ^ _ \ ) . . . <Х Х п )

П ^  ‘ (Х‘ Ха) (**~*!> (•*< ~хг> • ■ ■ (*|—*|_1> (хГ-*1~0 ' ■ •(*—*/>)1=0
(4.9)

Лгар интерполяция тугунлари тенг масофаларда ётса, у холда 
Лагранжнинг (4.9) интерполяция формуласи Ньютоннинг интерполя­
ция формуласи билан устма-уст тушади.

Хусусан, (4.9) формула

п =- 1 булганда А, (л) - уи —— — +  г/,

и

х, — х„

1 , , (V  -V,) (X -  - X .,) , (X -  - Х п) ( X  - Х.,1п - 2 булганда /.2 (л) = - у0 ----- ------- — — //,

У 2

( Х „  X , )  ( Х „  - X .,) ' '  ( X !  - Х 0> ( X !  —  X .,) 

( X  Х „ )  (X  - X , )

(Х-. Х „ )  (Хо  - X , )

куринишни олади.
8. Лагранж коэффициентларини ^исоблаш. (4.4) формулани сод- 

далацлирамиз. Бундай белгилаш киритамиз:

П п - \ (-'■) -=-(-'■' — ■'•«) (а- — А',) . . . (а — хл). (4.10)
Хосилнни топамиз:

П Г..[ (а* (а — А',) . . . (А— А„) г (А — А-0) (А — л2) . . . (А — А,.) -- 
+  (А — А0) (А -  А,) (А — А3) . . . (А — Хп) -- . . .

: — (а -ас) (а А,) . . . (А — А,- ,) (а — а,-+1) . . . (а — х:)  ~
-I - ■ ■ ■ (А А„| (а А,) . . . (А — Ап_,).

Бу'ерда а — а,-, / 0. п деб хисоблаб, куйидагига эга буламиз:

1Г . <А,> - (А-,- — А0) (А,— А,) . . . (а ,-  А,. I (А,-—
— А,-.. ,) • ■ • (А,- А,.). (4.1 1)

(4.10) ?>а (4.11) и(|;одаларни (4.9) формулага куямиз:

\1  П  . I (х)
'1 П --Т Т ,----> У‘- (4 ‘2)п п ,-1 <*-- а,)

1 - 0

(4.12) формуладаги у1 'лар олдидаги коэффициентлар Лагранж 
коэффициентлари деб аталади ва куйидагича белгиланади:

/7„ , , (х)
/•:" (а.) //„ | (х{) (х "А",-)

Бунда Лагранжнинг (4.12) формуласи куйидаги куринишга 'эга бу­
лади:
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Лагранж формуласини куллаш учун х1— лк айирмалар жадшлини 

тузамиз:

I -О

0 0 1 2 3 1 п 1 О Уп и П

0 л— х0 А'0 А'[ •0— А0 А';[ а"о -V; ЛИ д Д , Уп ;;(1 ■ Л>
1 Х 1— Х„ X А', • 1 Л1 - А| X/ А 1 ~ Х п О , .'/1 V) 0 1
о 01 Х.,— Х 1 С --.Го Ао— А., А-2 А; А 2 ля 1>2 У : !+ > ).

3 Х(1 Хп -х, 3̂ ~*2 X —  Х3 -V -V; Х „ о . Уч ;:1 '̂ з

1 X 1 А'„ X 1 А* 1 V; -Ао V/ А -V; X [ х „ •"/ / ;;'

п Хп--Х„ Хп -А-, А" Л А'/; "А'з Х„-А/ х -х„ 1>п

Жадвалда О,,, /},, П2, . . О — мос сатрлар купайтмаси:

('V; Х„1 (V: -.V) (.V,.--.V,) . . . (А- Д.) . . . (А,- -.V,.).

П п Л (х) — остита чияпган дшгоиал купай гузчи тар купалтма-лг 

П п.; (а) (а а-0) (а -а,) . . . (х г.) . . . (X V ).
Демак,

(д-) п " ' '  I ОТп " /;,•
ва коэффициептлар тоиилди.

Демак,

’/1(а ) я . ,  и  V - ; ,
I I) 1

> —  = = 5 ! — жадвалпинг охирги уступи йигиидилг Шун- 
ОII -о

дай килиб,
М а) = Я „ :, (х) 5 „ . , .

6-мисол .  / (х) фунчци.-шннг КИ.1 М1 глчри жадвпи б^рлтгаа:

дг 81 85 | 87 88 89 :4)

У 0,012346 0,011765 0,011494 0,011364 ! (1.0112361 0 ,0!1111

/ (84) ни топинг.
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Ечиш.  Жадвал тузамиз.

1 ч ху — х„ А-,- -Д-, х,-— Л2 -  х3Ч  *4 Х1—*ь Я« УС У ( /

0 81 - 4 (1 —-1 — 8 —9 —30288 0,12346 - 0,340223- 10"в
1 85 \ 1 2 - 3 —4 — 5 —480 0,11765 —24 ,510416 - 10—6
2 87 I: 2 -3 - 1 —2 —3 216 0.11494 53.21296- 10 “ °
3 88 - 3 1 4 1 - 2 — 168 0,011364 —67,642857 • 10-е
4 89 8 4 2 1 —5 — 1 320 0.011236 35,1125- 10-в
о 00 !. 5 ') 2 1 - 6 — 1620 0,011111 -6,858642-10-6

п , 1) ■ ( -.чн !)•(- 5) ■ ( 1) : ,- 1080
5

• V -  ^  У 1^1  =
1- о

=--■ —-11,030678 • 10 6 -------------------
1 (84) да/70 • ^ 1080 (— 11,036676)-10 8 «  0,011920.

9. Интерполяция формулалари хатоликларини бахолаш. Биз х0,
л',, х2........ л„ нукдаларда берилган ;/0, у,, у2, . . ., уп кинматларпи
кабул килувчи (бунда уп-- { (х„), //, / (х,)........У,г  Ч  (*„)) I (х)
функция' учун Лаграижшшг /.„ (х) интерполяция купхадини туз- 
дич. Тузилган кунхад кол гаи нукталарда /' (х) функцияга каичалик 
якинлашади, яъни Кп (х) / (х) - (х) колдик хад каичалик катта? 
Бу саюлга куйидаги теорема жавоб беради.

Теорем а. Лгар у - / (х) функция узининг (п \ \)-та ртиб- 
гача ((и - 1)- тартиблиси хам) барча .уосилалари билан бирга 
узлуксиз булса. у холда Лагранж нинг колдик хади куйидаги кС/ри- 
нии<га эга булади:

/(" 1){Ь
11 п - I (Д‘)>

бу ерда
(.п \)!

х„ ва х,, нукталар орасида жойлашган ну^та,
Ип л (х) - - (х — х0) (х — х,) . . . (х — х„).

,•(/1-1-1)

(4.13)

Агар [л о, х.1 кесмада М = тах [ / "  "  (х)| деб белгиласак, у хол­
ла Лаграпжнинг интерполяция (|юрмуласининг абсолют хатолиги учун 
куйидаги бахога эга буламиз:

1Я„ 0 ) 1<
м п Л Ч (X)

(я-;- 1)!
Агар х0, Х|, х2, хп интерполяциялаш тугунлари тенг масс-

фаларда жойлашган ва бунда х(- _ , х - - Н булса, у холда (4.13)
формул?да - ц деб фараз килиб, Ньютоннинг биринчи форму-
ласининг колдик хадига эга буламиз:
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Шунга \хшаш, (4.13) формулада а -- -— — деб <)̂ араз килиб,н
Ньютоннииг иккинчи формуласининг колдик хадига эга буламиз:

г - " Ч У

Исботлаш мумкинки, агар интерполяциялашда интерполя- 
циялаш тугунлари х нинг зарур циймати атрофида етарлича 
зич танланса, у холда интерполяция формулаларидал олинган 
^ийматлар, жадвал маълумотлар неча хонага зга булса, шун- 
ча аниц хона бирлигига эга булади.

У з-у з и н и т е к ш и р и ш у ч у н  с а в о л л а р

1. Интерполяциялаш масаласи нимадан иборат?
2. 1-, 2-, «-тартибли чекли айирма деб нимага айтилади?
3. Чекли айирмалар жадвали цандай тузилади?
4. Умумлашган даража деб нимага айтилади?
5. Ньютон формулалари ва Лагранж формуласи цачон цулланилади?
6. Ньютоннинг биринчи интерполяция формуласининг хулосасини ымтн- 

ринг.
7. Куйидаги жадвал куринишида берилган функция учун Ньютоннинг 

иккала интерполяция куп.уинни ва Лагранж купхадинн ту.чппг. Кчиу-: мир- 
ни такдосланг:

О I 2 .V 0 13 4

Я (V) -- Н* г'  ̂^ ■ (у п) ГI) ^

бу ерда х0 <  Н < х„.

V
а) — у

X
в) --

У

1 1 3' б) у \ 0 2 0 1
0 12 3

1 2 0 3
8. 7-саволдаги б) жадвал учун Ньютоннинг интерполяция купхадинн ту- 

зиш мумкинми?

э-§. Биринчи тартибли оддий дифференциал тенгламалар 
учун Коши масаласини ечишнинг такрибий усуллари

1. Масаланинг куйилиши. Биринчи тартибли ушбу диффе­
ренциал тенгламани караймиз:

У '= 1(х ,ц ). (5.1)
Бу тенгламанинг ечими деб, уни тугри тенгликка айлантн- 

рувчи исталгаи у ч(х) функцияга айтилишини эслатиб ута- 
миз. Бу ечимни топиш жараёпиии дифференциал тенгламани 
интеграллаш деб атаган эдик. Ечимнинг графиги интеграл зг- 
ри чизиц булади.

Техникага оид купгииа масалалар бошлангич шартлар деб 
аталувчи берилган ушбу

У\х х, У о ёки У (л'о) ; Уо (5.2)
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шартларни цаноатлантирувчи ечимларни топиш керак булган­
да (5.1) тенглама учун Коши масаласини ечишга келтириладн. 
Геометрик нуктаи назардан бу берилган (л'0> у0) нуцтадан утув- 
чи у= ц (х ) интеграл эгри чизи^ни топиш кераклигини англа­
тади. Лекин ихтиёрий дифференциал тенгламанинг бундай 
ечимини тоиишнинг умумий усули мавжуд змас. Одатда бун­
дай ечишпи факат тенгламанинг баъзи хусусий холлари учун 
(масалан, бизга маълум булган чизикли, бир жинсли, Бернул­
ли ва баъзи бошка тенгламалар учун) топиш мумкин булади. 
Шунинг учун мухандислнк амалиётида Коши масаласини ечиш- 
пинг такрибий усулларига мурожаат этилади.

Улардан асосийларинн икки гуру.\га ажратиш мумкин.
1) аналитик якинлашиш усуллари — бунда ечим такрибий 

формула куринишида хосил булади (масалан, ь^аторлар ёрда- 
мида);

2) сонли якинлашиш усуллари — бунда хусусий ечимлар- 
нниг такрибий кийматларн жадкали тузилади (масалан, Эйлер 
усули, Рунге— Кутта усули).

Эн.и! бу усулларнн батафснл баён этишга утамиз.
2. Дифференциал тенгламаларни к^аторлар ёрдамида ин­

теграллаш. Айтайлик, ушбу

бош л а т  ич шартларни цаноатлантирувчи ечимини топиш талаб 
этилаГтган булсин.

и //(л) ечим мавжуд ва л-—л-,, нинг даражалари буйича 
жмйллшгап Тейлор цатори куринишида И([)одалангаи деб фараз
кил айлпк:

К;- орнинг коэффшшентларини топиш учун бундай пш т утамиз. 
у ( л-,) пинг киймати бизга (5.4) шартдан маълум. у '(Л'и) ни 

топни; учуй (5.3) тенгламанинг унг томонида .V ва у иинг ур­
нига уларнинг х — л'о булгандаги кийматларини куямиз. Нати­
жада куйидагига эга буламиз: у' (л'„) = /(л'„, у1}) .

у " {х ,) ни топиш учун дастлаб у ни х нинг функцияси деб 
караб, (5.3) тенгламанинг иккала томонини л узгарупчи буйича 
диф реренциаллаймиз:

кейин эса хосил булган (5.6) ифодага у ва у' нинг л' = л'„ б\л- 
гандагн кийматларини куямиз. Шу билан у " (*,,) топилади.

(5.6) тенгликни А' буйича яна бир марта дифференциаллаб

//' 1(х, у) 
дифференциал тенгламанинг куйидаги

У':.х *„ '/о ёки у0

(5.3)

15 4)

(5.5)
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ва .\оснл булган ифодага у, у', у " ларнинг л' = л'0 булгандаги 
цийматларини цуйиб, у '" (х 0) ни топамиз ва .\оказо. Хосилалар- 
нинг ^осил килннган ^ийматларини Тейлорнинг (5.5) каторига 
цуямиз. У х нинг бу цатор якинлашувчи булган кийматлари 
учун (5.1) тенгламанинг ечимини ифодалайди.

Бу усул исталгаи тартибли тенгламани такрибан ечиш учун 
яроклидир.

1 - м и с о л. Ушбу
у ’=ху2+1 (5.7)

тенгламанинг
</(1)=0 (5.8)

бошлангич шартни каноатлантирувчи ечимини топинг.
Е ч и ш. Бу тенгламанниг ечимини Тейлор катори курини- 

шида излаймиз:

У- У(\) (х— I) ; (-V— I )2

л . О » .  (.V — I)3 г . . .  (59)
:)!

у ( ] )  коэффициент (5.8) бошлангич шарт билан берилган, ик­
кинчи /у'(1) коэффициентни топиш учун берилган (5.7) ченг- 
ламанинг унг ва чап томонларига л =1 ва 1/ (1) =0 кийматлар- 
ни 1\уямиз. Натижада (/'(1) = 1 га эга буламиз. Долган коэф- 
фициентларии топиш учун олдин (5.7) тенгламани .V буйича 
бир неча марта диффереиипаллаймиз:

у" = -- у- !- 2x1 /у',
у ”  -■ 2 у у’ + 2 у у ' -1- 2 ху- -I- 2 хуу" 4 /у/у' -*• 2ху- 2 хуу",

у [У = 4 у'* -1- 4 уу" +  2 у'- -\ - 4 у'у"х -ь 2 у у" +  2 ху'у" 2 хуу'"
- 6 у '2 -Г 6 у у" -1- Ьху'у” - г 2 хуу"' ва \. к.

Энди бу теигликларга //, у ', у ", у " ’ ларнинг .V 1 булгандаги 
кийматларини кетма-кет куйиб, куйи цп’иларга эга буламиз:

у''(\) 0, у '"  ( 1) =2, »/1Ч"(1 ) 6 ва хоказо.
Коэффипиентларнииг топилган кийматларини (5.9) каторга к у я -  

миэ:
(х - I)3 (.V - I)4 

у - (х— 1) -- з

2-мисол. Ушбу
у ” -  2ху' 4у

тенгламанинг
у(0) - 0, у' (0) = 1 

бошлангич шартларни каноатлантирувчи ечимини топинг.
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Е ч и ш. Тенгламанинг ечимини Маклорен катори куриниши- 
да излаймиз (чунки .V,, = 0):

/п\ I у' 1°* • у" (0) '2 ч'" 3 ■и Ц (0) ---- .V - X1 — '----X* .1! 2! .5!

Каторнинг дастлабки иккита коэффициенти бошлангич шарт- 
ларда берилган: 1/(0) = 0, //'(0) = 1. Учинчи ;/" (0) коэффпциент- 
ни берилган тенглама ва бошлангич шартлардан топамиз: 
у "  (0) — 0. Колган коэффициентларни, берилган тенгламани ол- 
дин бир неча марта дифференциаллаш билан топамиз:

//'" 2.у' 2ху" --4у' = (>;/ - 2ху",
, Г  «//"-!-2л-//"' : 2у" 8у" 2ху"\ 

у' 8//" 2у’"  г 2Л7/П 10//"' - 2л'//‘\
VI 1\' 0 IV п V 10 IV 0у \0 у -2у ■: 2ху 12 у 2 ху ,

;/ХИ - 14;/ -2хуХ[ ва хокап.
Хоеилалар учун топилган ифодаларга у, у ’, у ", у ’", . . . ларнинг 

л' 0 булгандаги кийматларини куямиз. Натижада куйидагиларга 
эга буламиз
//” (.0)“ (5; у Л(0) 0; /Д(0) 60; у ' [(0) 0; //'’ "(()) б'.) - 14 на у  к.

Топилган коэффициентларни .Маклорен каторига куйиб, ечимга 
эга буламиз:

.V3 Х:‘ х~ х-г‘ -•
//= д- -:-77 - 1{, : . ■ •

3. Эйлер усули. Бу усулнинг мохпяти к\йида!идам иборат. Б - 
рилган [л0, л';|) кесмада биринчи ч ар гибли

У' Цх,у) (Г». 10)
дифференциал тенгламанинг

у(хп) у0 (5.11)
шартпи каноатлантирувчи ечимини топиш та.таб этплаётгап 
булсин. Геометрик нуктаи назардан бу (5.10) дифференци­
ал тенглама учун М {х0, уи) нуктадан утувчи у = у(х)  интеграл 
эгри чизикни ясаш кераклигнни англатади. |л'„, л'„| кесманн п 
та тенг кнсмга буламиз (170- шакл), л'„<л-| <.\'«< . . .  л„ були­
ниш нукталари булсин. Бу нукталар оркали Оу укига парал­
лел тугри чизицлар утказамиз. Маълумки, (5.10) тенглама 
Оху текисликда йуналишлар майдонини апиклайди, яъни
(5.10) тенгламанинг хар кайси интеграл эгри чизигн унинг 
исталган нуктасида бурчак коэффициенти к булган урннмага 
эга. к пинг цинмати I (х, у) функциянинг шу иуктадаги кий­
матига тенг, яъни

к-=!(х, у).
26— "640 4С1



170- шакл.

Шунинг учун изланаетган хусусий ечимга мос келувчи ин­
теграл эгри чнзицни такрибан ясаш учун бошлангич М (хп,уп) 
нукта оркали 6 = /(х0, у0) бурчак коэффициентли тугри чнзиц 
утказамиз ва уни х = х) тугри чизиц билан кесишгунча давом 
эттирамиз. У .\олда у\ ордииатасини цуйндаги муносабатдаи 
топиш мумкин булган М\ (хь у\) нуктага эга буламиз:

Ух — Уо [(х0,уп)(х1— хп). (5.12)
Кейин Л1, (х,, у,) нуцта оркали к = ( (х <, !/,) бурчак коэф- 

фициентли турри чизиц утказамиз ва уни х = х: тугри чизйк 
билан кесишгунча давом эттирамиз. Бундан у2 ордииатасини 
цуйндаги муносабатдаи топиш мумкин булган М 2( х //_>) иук­
тага эга буламиз:

Уг — Ух - [(Хх, Ух)(х2 ~ х{). (5.13)
Шунга ухшаш, М 2 (х2, у2) нуктанинг координаталарини бпл- 

ган холда М л(хл,ул) нуктанинг координаталарини топамиз ва 
хоказо. Шундай килиб, х узгарувчининг цар бир кичик ора- 
лицдаги узгариши тугри чизик (уринма) кесмаси билан ал­
маштирилади. Натижада интеграл эгри чнзицни такрибан ал- 
маштирувчи ва Эйлер синиц чизиги деб аталувчи синиц чизиц- 
ка эга буламиз.

Эйлер синиц чизигндагн исталгаи МДх,-, у,) нуцтагимг у̂  орди- 
натасини (5.12) ва (5.15) мунссабатлар1а ухшаш ушбу

У / /(X. ... у{ )(хг х(_л  (5.14)
муносабатдаи топиш мумкин. [х0. >‘„1 кесма тенг кнемларга ажратил- 
ганлиги учун х ,— х0 х2 — х( . . .  ̂(х,-— х,-_,) = /«, бу ерда 
к — бирор доимий сон. У холда М(х^, У() нуцтанинг х,- абсциссаси- 
ни куйидаги

х1 х0 -г 1к (5.15)
формула буйича, изланаётган хусусий ечнмнииг унга мос тац- 
рибий цийматини



У{ У!.. I-:-/Сл',-_1, У/ |)Л (5.!6)
формула буйича хисоблаш мумкин.

Натижаларии жадвалга ёзамиз. (5.15) ва (5.16) муносабат- 
лардаги к доимий жадвал кадами деб аталади.

3-м и с о л. Эйлер усулидан фойдаланиб, ушбу
у' -0,5а7/ (5.17)

тенгламанинг |0, 1] кесмада к 0,1 ка дам билап
У( 0) 1

бошлангич шартни каноатлантирувчи хусусий ечимларининг 
такрибий кийматлари жадвалини тузинг.

Е ч и ш .  (5.15) ва (5.16) формула буйича .\']=0,1 ва у\ — 1 
кийматларни, кейин л'2 ва у2 кийматларни на хоказо хпсоблай- 
миз. Хисоблашлар натижаларини куйидаги жадвалга ёзамиз:

1
1 | х[

!
У[ /,АУ • ■"(> /<•'/• ■" >'■

0 0 ) 0. 0
1 0,1 1 0 ,0 5 0,005
•) 0 ,2 1 ,005 0 , 1005 0.0100

0 ,3 ).0 1 5 0 0.1522 0,0152
4 0 ,4 1,0303 0.2001 0,0200
5 0 .5 1,0509 0.2627 0.0203
0 0 .0 1 ,0772 0 .3232 0.0323
7 '1.7 1.1095 0.3^83 0.03*48
8 0 ,8 1.1483 0.4593 0,0459
9 0 ,9 1,1942 0.5374 0 ,0 5  17

10 1 ,0 1,2479

Шундай килиб, //(I ) ■ 1,2179. 'Гаккослаш учун аник счимии 
хам топиш кийип эмас ((5.17) тенглама - чизикли тенг.тама): у -

х‘ ‘ 1

- е * . Бу ердан // (1) — с 1 1,2810.

4. Рунге Кутта усули. Эйлер усули хисоблаш учун жуда 
осон, лекип камчиликка зга: х нинг сезпларлн узгариш.тари.та 
у нинг такрибий кийматлари аник кийматдан катта фарк килн- 
ши мумкин, чунки хатолик харбир кадамда ортиб боради (170- 
шаклга к.). Эйлер усулида куйидагидан иборат тепглаштирнш- 
нп ку.тлаб, анча нхши натижаларии олиш мумкин. (5.16) фор- 
мулада хисобланган у1-кийматни у '■ оркали белгилаймиз ва 
бу кийматни куйидаги формула буйича аниклаймиз:

У [ ] У: . \ .. /// : ) / (.V .. у ‘]))\к. (5.18)

Топилган кийматни яна (5.18) муносабатп: ухшаш куйидаги формула 
буйича аниклаш мумкин.



ва хоказо. Бу жараённи берилган аниклик чегаралгрида иккита кет­
ма-кет хисоблашлар натижалари устма-уст тушгунча давом эттнра- 
миз. Кейин шу усул билан у ,, ни хисоблаймиз ва ,\оказо.

4-м и с о л. Руиге — Кутта усулидан фойдаланиб, 3-мисол- 
ни ечинг. Хисоблашларни 0,0001 гача ан икл и к билан бажа- 
рннг.

Е ч и ш .  3- мисолдаги жадвалдан фойдаланамиз. Куйидаги- 
ларга эга буламиз:

У О " I > / (-'о- //о) О,
У\" 1, /О,, (/<") - 0,5 0,1-1 0,05.

(5.18) формула буйича куйидагини топамиз:

//р Уо ~  И (-V Уп) /О,,У"')\ -Л -

1 +0,5(0 г 0,05)-0,1 1,0025.
Куйидагини ,\исоплаймиз: /(л-,, ;/'+ : 0,5-0,1 1,0025 =0,0501. 

У  холда (5 19) (формула буйича ушбуга эга буламиз:
У{\' - У о--0.5 1/ (л-0, /у0) +  I (л-,, //<->)\к 

■- 1 +0,5(0 ; 0,0501) 0,1 =■= 1,0025.
Шундай килиб, 0,001 гача аникликда

у\-> - 1,0025.
Хисоблашларни давом эгтирг.мнз ва натижаларпи куйидаги жадиалга 
ё-амнз:

У'?  =  У,--1 ~  I / - У {- 1) +  /0> У ? ) 111 (5-19)

4 X . 1 и( /'<*•■ V /<*,-. )■’>

0 0 .'/» =  1 0 0 1

[ 0 , I у\: )  - -  //, - 1,0025 0,0501 0,0050 1,0025

2 0 ,2 --- г.- 1 ,0100 0,1010 0,0101 1,0100

3 0 ,3 //я -= 1,0227 0,1534 0,0153 1,0227

4 0 ,4 //4 -- 1,0408 0,2601 0 ,0200 1,0645

5 0 ,5 у + , -  ,/5 1,004() 0 ,3283 0,0328 1 ,0942

0 0 ,0 ' Я  -  /V ' =- У» -  1 ,0943 0,3283 0,0328 1,0942

7 0 ,7 /Д-’) =  //(•*) =  //7 1,1305 0,3957 0,0390 1,1303

8 0 ,8 ,;• + . ;/• ' и " * 0 ,4095 0,0470 1,1735

9 0 9 (■_>)- - „(Л) - ■ // — 1 ,2248 0,5512 0,0551 1,2241
г/9  'А  • 9

10 1,0 „(3 ) -.= ,у<4) //.. =- ■ ,284.) 
/ / 1 0  - +  10

1,2840
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ГЗеридгап I/' -- 0.5л7/ тенгламанинг аник кидмлтиии к,пи:»
(-л 1 н (узгарувчилари ажралгап тенглама). N / /  <’л‘ ' курпнп'пга зга, С ) \  
функциянинг кийматлари тузилган жадвалпинг охирги уступига жом- 
.таштирилгаи. у,- пинг икка.та жадвллдаги кийматларини (Эйлер \'с\- 
ли ва Рунге— Кутта усули) та^кослаП, Рунге- Купа у су л и Эйлер 
усулига караганд;, яхширок натижа олишга нмкон беради, деган х\- 
лосагз келамиз.

У З-у 3 И II И Т е К 111 И р И Ш V Ч V Н С Л В <) Л .1 .] ;,

1. Дифференциал тенгламанинг ечими деб нима!:: айтилади-'
2. Биринчи тартибли дифференциал тенгламалар >чун Коши м:.с л.кт'и 

нимадан иборат?
3. Эйле]> усулини баён этинг.
4. Рунге — Кутта усулини баён этинг.
5. Эйлер ва Рунге— Кугта усулларидан фойдаланиб. 1,и"ш м м  !. -1 . •• 1- 

нинг [0, ]| кесмадаги 0,1 цадам билан хусусий ечн.члариниш : .1 щ >и Г . м - п  
матлари жадвалини тузннг:

а) ц =-- л2 — 0,3 //2 -Ь 1, |/(0)= 0 
(0,01 гача аниклик билан);

б) //' =  — 2 ху2, 1/ (0) =  1 

|0,001 гача аниклик билан).
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