
РЕСПУБЛИКИ УЗБЕКИСТАН 

  НАВОИЙСКИЙ ГОРНО - МЕТАЛЛУРГИЧЕСКИЙ КОМБИНАТ 

НАВОИЙСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ ГОРНЫЙ ИНСТИТУТ 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

УУЧЧЕЕББННОО  ––  ММЕЕТТООДДИИЧЧЕЕССККИИЙЙ  

ККООММППЛЛЕЕККСС  
 

по дисциплине  

 

ИДЕНТИФИКАЦИЯ 

ОБЪЕКТОВ УПРАВЛЕНИЯ  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Навои  2011 



 

2 

Учебно - методический комплекс составлен на основе государственного 

стандарта определяющего степень высшего профессионального знания республики 

Узбекистан. 

 

 

 

 

Учебно - методический комплекс обсужден и утвержден на заседании №_1_ от 

«______»________ 2011 г.  кафедры «Автоматизация и управление технологических 

процессов и производств»  

         

Зав. кафедрой ________ Базаров М.Б 

 

 

 

Составитель  программы:  

 

Зав.кафедрой «Автоматизация и управление»,  

д.т.н., профессор        Игамбердиев Х.З. 

 

 

 

Рецензенты: 

 

к.т.н., доцент каф. «АПП» ТГТУ    Д. П. Мухитдинов 

зам. глав. инж. ПО НМЗ НГМК,     В.И.Ким 



 

3 

Содержания 

 

Типовая программа по дисциплине    

Рабочая программа по дисциплине  

Конспекты лекций  

Роль идентификации в управлении техническими и 

технологическими объектами. 

 

Понятие оператора как общей характеристики объекта управления.  

Постановка задачи идентификации.  

Классический метод идентификации.  

Типовая идентификация линейных объектов.  

Идентификация с помощью частотной характеристики.  

Регрессионная идентификация линейных динамических процессов.  

Идентификация по критерию минимума дисперсии и функции 

правдоподобия. 

 

Регрессионная идентификация нелинейных процессов.  

Последовательный регрессионный метод.  

Последовательная нелинейная регрессия.  

Использование метода стохастической аппроксимации для 

идентификации. 

 

Идентификация методом обучения.  

Идентификация систем методом квазилинеаризации.   

Идентификация систем методом инвариантного погружения.  

Методическое пособие по практическим занятиям  

Методическое пособие для лабораторных работ  

Тесты по курсу «Идентификация объектов управления»  

Вопросник для ТК, ПК и ИК  

Рекомендуемая литература  



 

4 

 



 

5 



 

6 

 



 

7 

 



 

8 

 



 

9 

 



 

10 

 



 

11 

 



 

12 

РЕСПУБЛИКИ УЗБЕКИСТАН 

НАВОИЙСКИЙ ГОРНО-МЕТАЛЛУРГИЧЕСКИЙ КОМБИНАТ 

НАВОИЙСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ ГОРНЫЙ ИНСТИТУТ 

 

                     

 
 

      УТВЕРЖДАЮ 
         Декан ЭМФ   C.Ж. Бозорова 

               ________     «____» ____ 2011 г. 

 

 

 

Кафедра «Автоматизация и управление 

технологических процессов и производств» 
 

РАБОЧАЯ   ПРОГРАММА 

 

курса 

ИДЕНТИФИКАЦИЯ ОБЪЕКТОВ 

УПРАВЛЕНИЯ  
для студентов направления  

5521800-«Автоматизация и управление» 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Навои       2011 



 

13 

Рабочая программа составлено по образцу рабочих программ и на основе 

государственного стандарта определяющего степень высшего  

профессионального знания республики Узбекистан. 

 

 

 

 

Рабочая программа обсуждена и утверждена на заседании №_1_ от  

«__» август 2011. кафедры «Автоматизация и управление технологических 

процессов и производств» 

 

Зав. кафедрой ________ Базаров М.Б 

 

 

 

Составитель  программы:  

Зав.кафедрой «Автоматизация и управление»,  

д.т.н., профессор         Игамбердиев Х.З. 

 

 

 

Рецензенты: 

к.т.н., доцент каф. «АПП» ТГТУ    Д. П. Мухитдинов 

зам. глав. инж. ПО НМЗ НГМК,     В.И.Ким 
 



 

14 

1. Введение. 

 

Цель изучения курса. 

 

«Идентификация объектов управления» является одним из основных 

курсов направления 5521800- «Автоматизация и управление» В этом курсе 

даются основные фундаментальные понятия, определения и методы 

идентификации и разработки математических моделей объектов управления. 

На основе полученных знаний у студентов должно сложиться четное 

представление об особенностях идентификации объектов управления, 

имеющих различную физическую природу.  

Цель изучения дисциплины: подготовить высококвалифицированных 

специалистов, способных с помощью глубокого знания основ теории 

идентификации и современной вычислительной техники решать задачи анализа 

и синтеза систем автоматического управления. 

 

1.2.Задачи изучения дисциплины. 

 

В результате изучения дисциплины студент должен овладеть методами 

формализованного описания и идентификации объектов управления, 

основанными на разных подходах к форме задания идентификационных 

моделей.  

 

1.3.Связь предмета с другими дисциплинами. 

 

Для успешного овладения дисциплины «Идентификация объектов 

управления» студент должен в достаточной степени овладеть материалами 

дисциплин: «Высшая математика», «Математические основы теории систем”, 

разбираться в программировании и работе на компьютере, знать принципы 

работы основных элементов систем автоматического управления. Материал 

дисциплины “Идентификация объектов управления” используется  в процессе 

курсового и дипломного проектирования, а так же при изучении последующих 

специализированных дисциплин. 

 

1.4.  Отведенные часы для дисциплины  по учебному плану 

 

3 курс, 5 семестр 

 

Лекции              –    32 часов 

Практические занятия  –    8 часов 

Лабораторные работы  –    8 часов 

Самостоятельная работа –    42 часов 

Итого    –    90   часов 
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2.1. Содержание дисциплины. 

1.  Роль идентификации в управлении техническими и технологическими 

объектами. 

2 

2.  Понятие оператора как общей характеристики объекта управления. 2 

3.  Постановка задачи идентификации. 2 

4.  Классический метод идентификации. 2 

5.  Типовая идентификация линейных объектов. 2 

6.  Идентификация с помощью частотной характеристики. 2 

7.  Регрессионная идентификация линейных динамических процессов. 2 

8.  Идентификация по критерию минимума дисперсии и функции 

правдоподобия. 

2 

9.  Регрессионная идентификация нелинейных процессов. 2 

10.  Последовательный регрессионный метод. 2 

11.  Последовательная нелинейная регрессия. 2 

12.  Использование метода стохастической аппроксимации для 

идентификации. 

2 

13.  Идентификация методом обучения. 2 

14.  Идентификация систем методом квазилинеаризации.  2 

15.  Идентификация систем методом инвариантного погружения. 2 

16.  Идентификация и управление с использованием прогноза. 2 

 Итого: 32 

часов 

 

Практические занятия. 

1 Регрессионная идентификация линейных динамических объектов. 2 

2 Последовательная нелинейная регрессия. 2 

3 Идентификация и управление с использованием прогноза. 2 

4 Процедура случайного поиска для идентификации динамических 

систем. 

2 

 Итого: 8 

часов 

 

Лабораторные занятия. 

1 Идентификация линейных объектов управления на основе 

корреляционного метода.  

2 

2 Идентификация объектов на основе последовательного регрессионного 

метода. 

2 

3 Использование метода стохастической аппроксимации для 

идентификации объектов управления. 

2 

4 Идентификация объектов методом квазилинеаризации.  2 

 Итого: 8 

часов 
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№ Темы для самостоятельных работ. 

1 Задачи идентификации. 

2 Классический метод вариационного исчисления. 

3 Метод динамического программирования. 

4 Идентификация на основе эвристического прямого поиска. 

5 Основы информационной теории идентификации 

6 Идентификация объекта по переходной характеристике. 

7 Особенности задач идентификации систем по точности. 

8 Идентификация стационарных объектов по обобщенным скалярным 

критериям при детерминированных сигналах. 

9 Идентификация коэффициента передачи ПИ регулятора 

10 Идентификация коэффициента передачи ПД регулятора 

11 Идентификация коэффициента передачи ПИД регулятора 
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Лекция №1 

 

РОЛЬ ИДЕНТИФИКАЦИИ В УПРАВЛЕНИИ ТЕХНИЧЕСКИМИ И 

ТЕХНОЛОГИЧЕСКИМИ ОБЪЕКТАМИ 

 

Интенсивное развитие теории и практики управления в последний период 

в значительной степени связано с переходом к решению задач управления все 

более сложными объектами (технологические процессы и линии, 

производственные объединения, биологические и медицинские системы, 

экологические, экономические, организационные и др.). Реальные объекты 

этого класса являются стохастическими, нелинейными, нестационарными, 

многомерными и многосвязными и обладают рядом других «неудобных» с 

точки зрения организации процесса управления свойств. Создание 

эффективных систем автоматического управления такими объектами возможно 

только на базе современных быстродействующих управляющих 

вычислительных машин. Особенно перспективны для этой цели разветвленные 

серии микропроцессорных машин. 

Важнейшей задачей современной теории и практики управления является 

построение модели объекта управления, т. е. формализация закономерностей 

функционирования объекта. На основе этой модели определяются структура и 

параметры системы управления, закон управления, выбираются технические 

средства реализации системы. Велика роль модели не только при создании 

системы управления, но и при изучении закономерностей функционирования 

естественных и искусственных объектов и процессов. Это в первую очередь 

связано с ростом роли моделирования при изучении сложных явлений и 

объектов в различных областях науки, техники, производства. 

Одним из эффективных методов построения модели сложного объекта 

является идентификация. Появление этого раздела теории управления 

диктовалось потребностями практики. Предшествующий этому времени период 

характеризовался интенсивным развитием кибернетики и широким 

использованием ее результатов при создании реальных систем управления. Для 

построения моделей используются методы, основанные на таких разделах 

математики, как теория вероятностей и математическая статистика, 

математическая логика, функциональный анализ, вычислительная математика и 

др. 

Появление идентификации в начале 60-х годов было связано с острой 

необходимостью разработки методов построения информационных моделей 

объектов управления. Отсутствие таких моделей сдерживало процесс 

автоматизации этих объектов, построения систем прямого цифрового 

управления и других видов систем, использующих ЭВМ в контуре управления. 

Необходимость разработки новых методов построения моделей диктовалась 

практическими потребностями в создании систем управления сложными 

объектами, осуществляющих оптимальное в заданном смысле управление 

этими объектами, что могло быть обеспечено только путем применения 

быстродействующих управляющих вычислительных машин. Однако объекты 
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оказались неподготовленными к внедрению оптимального управления на 

основе вычислительной техники из-за отсутствия их математического 

описания, их моделей.  

Широкое развитие работ по формализации и построению моделей во 

многих областях науки, техники, производства преследует две основные цели. 

Первая из них связана со значительным ростом возможностей изучения 

сложных явлений, процессов, объектов при помощи моделирования, для чего 

необходима символическая модель, т. е. формализация, математическое 

описание исследуемого явления, процесса или объекта. Построение 

математической модели является первым этапом моделирования.  

Естественно, что степень\полноты модели, ее соответствие реальному 

объекту зависят от целей, для которых эта модель используется. Модели 

первого типа имеют в основном гносеологический характер, от них требуется 

высокая степень «физичности», их построение тесно связано с методами той 

конкретной области знаний, для которой они строятся. Модели второго типа, 

иногда называемые информационными, в основном должны соответствовать 

целям управления; они могут давать формальное описание, устанавливающее 

связь между входными и выходными переменными, непосредственно не 

связанную с «физикой» объекта. Приведенное деление условно, но оно удобно 

и связано с целями построения модели и моделирования. В первом случае 

модель связана с процессом познания, с исследованием, с открытием 

закономерностей, присущих конкретным явлениям и процессам. Во втором 

случае модель используется для обеспечения заданных значений выходных 

переменных по информации, полученной с объекта в процессе его 

функционирования. Здесь модель является неотъемлемой частью системы 

управления и может рассматриваться как составляющая самого объекта, 

поскольку объект и система управления представляют собой единое целое.  

Не меньшее значение имеют модели, используемые непосредственно в 

системах управления. Создание таких моделей является второй целью 

расширения работ по построению моделей объектов управления. В этом случае 

для управления используются адаптивные системы с идентификатором в цепи 

обратной связи (АСИ). Устройство, или программа вычислительного 

комплекса, осуществляющее построение модели и ее периодическое уточнение, 

называется идентификатором. Построение модели осуществляется по входным 

и выходным переменным, полученным непосредственно с объекта управления 

в условиях его функционирования.  

По-видимому, одно из важнейших направлений в области идентификации 

и управления связано с адаптивными системами, содержащими в контуре 

управления идентификатор – АСИ. Эти системы дают возможность 

автоматизировать трудоемкий процесс решения задачи идентификации, 

обеспечить оперативное уточнение характеристик объекта в процессе 

функционирования объекта, перейти к созданию серийных, типовых систем 

управления объектами различной физической природы.  

Современный этап характеризуется как углублением работ по 

построению моделей, так и охватом все более широкого круга явлений и 
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процессов. Построение модели можно определить как процесс формализации 

изучаемого явления (процесса, объекта) с целью описания при помощи какого-

либо языка основных закономерностей, присущих этому явлению. 
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Лекция № 2 

 

ПОНЯТИЕ ОПЕРАТОРА КАК ОБЩЕЙ ХАРАКТЕРИСТИКИ 

ОБЪЕКТА УПРАВЛЕНИЯ 

 

В предыдущем параграфе уже указывалось, что свойства объекта могут 

быть описаны различными способами. Поскольку мы ограничились здесь 

рассмотрением задач построения моделей с целью решения задач управления, 

то в дальнейшем будут применены методы описания, используемые в теории 

управления, т. е. математическое описание объекта. 

Под моделью объекта (математической моделью или математическим 

описанием объекта управления) будем понимать правило преобразования 

воздействия на объект X в реакцию объекта Y (рис. 1.2). 

 

 

 

 

Рис. 1-2. Схема объекта, описываемого функцией f(x). 

 

В простейшем случае модель объекта-оригинала может быть 

представлена в виде функциональной зависимости между скалярными 

переменными воздействия X и реакция Y в виде 

)(xfy       (1.1) 

В более сложном случае ограничиться моделью (1.1) не представляется 

возможным, например, в случае, когда реакция Y зависит от воздействия, 

которое является функцией X(t). Тогда реакция Y представляет собой 

функционал, т. е. представляется как закон преобразования функции X(t) в 

число Y и модель объекта-оригинала может быть представлена в виде (рис. 1.3) 

y=F[x(t)],     (1.2) 

где F – закон преобразования, которому нужно подвергнуть функцию X(t), 

чтобы получить переменную Y. 

 

 

 

Рис. 1.3. Схема объекта, описываемого функционалом F. 

 

Еще более общим является случай, когда и воздействие, и реакция 

объекта представляют собой функции одного и того же или разных аргументов. 

Правило преобразования одной функции в другую называют оператором. 

Оператор представляет собой совокупность математических или логических 

операций, устанавливающих соответствие между двумя функциями. В этом 

случае, когда воздействие представляет собой функцию X(s), а реакция – 

функцию Y(t), модель объекта представляется в виде уравнения (рис. 1.4) 

f(x) 
X Y 

F[x(t)
] 

X
(t) 

y 



 

24 

 

 

 

Рис. 1.4. Схема объекта, описываемого оператором At. 

 

y(t) = A{x(s), t} или y(t) = At x(s).  (1.3) 

В качестве примеров операторов можно указать оператор 

дифференцирования 

dt

tdx
ty

)(
)(       (1.4) 

или оператор интегрирования 


t

t

dttxty

0

)()( .    (1.5) 

Укажем, что. оператор A называется линейным, если для него 

выполняется принцип суперпозиции, т. е. 





n

i

ii

n

i

ii txActxcA
11

)()(    (1.6) 

при любых n, c1, ..., сn и x1(t), ..., xn(t). 

Из приведенных представлений видно, что наиболее общим является 

представление (1.3), когда оператор представляет собой общую характеристику 

динамического объекта. При математическом описании динамического объекта 

как воздействие, так и реакция объекта представляются в виде функций, а 

характеристики объекта – в виде оператора. Таким образом, под моделью 

объекта-оригинала в общем случае будем понимать оператор, которым этот 

объект описывается. В частных случаях модель объекта может быть 

представлена уравнениями (1.2) или (1.1). В дальнейшем при решении задач 

идентификации мы будем искать описание объекта в виде (1.1) – (1.3). 

Для линейных одномерных объектов зависимость между реакцией Y(t) и 

воздействием X(t) может быть задана три помощи: 

дифференциального уравнения 





m

j
j

j

j

n

i
i

i

i mn
dt

txd
tb

dt

tyd
ta

00

,
)(

)(
)(

)( ;  (1.7) 

импульсной переходной (весовой) функции g(t, s) 






t

Tt

dssxstgty )(),()( ;   (1.8) 

частотной характеристики Ф(t, j) 




 dejXjtФ
j

ty j

ja

ja

)(),(
2

1
)( 





 ,  (1.9) 

где X(j) – преобразование Лапласа сигнала x(t), т. е. 




 
0

1,)()( jdtetxjX tj . 

Преобразование Лапласа от х только в этой формуле обозначено буквой 

X. 

At 
x(s) 

X(s) y(t) 
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В дальнейшем мы будем обозначать большой буквой случайную 

функцию X, а маленькими–детерминированные функции и, в частности, 

конкретные реализации случайных функций X. 

Эти представления одномерных линейных объектов эквивалентны, и 

каждое из них является исчерпывающим описанием динамических свойств 

объектов. 

Конкретное выражение оператора At для стационарных одномерных 

линейных объектов, для которых реакция Y(t) не зависит от момента начала 

действия возмущения X(t), зависит только от интервала времени между началом 

действия X(t) и данным моментом и также может быть задано эквивалентными 

соотношениями (1.7) – (1.9), которые в этом случае примут вид: 

описания с помощью дифференциального уравнения 





m

j
j

j

j

n

i
i

i

i mn
dt

txd
tb

dt

tyd
ta

00

,
)(

)(
)(

)( ;  (1.10) 

описания с помощью импульсной переходной функции  








t

dxtgdtxgty  )()()()()(
0

,   (1.11) 

где согласно условию физической реализуемости системы g()=0 при <0; 

описания с помощью частотной характеристики 




 dejXjФ
j

ty j)()(
2

1
)( 





 ,  (1.12) 

Частотная характеристика линейной стационарной системы связана с ее 

передаточной функцией Ф(р); последняя может быть получена по частотной 

характеристике путем замены j на р. Передаточная функция Ф(р) связана с 

весовой функцией g() преобразованием Лапласа 





0

)()(  degpФ p ;    (1.13) 








ja

ja

p dpepФ
j

g 


 )(

2

1
)( .   (1.14) 

Передаточная функция объекта, описываемого обыкновенным 

дифференциальным уравнением (1.10), является дробно-рациональной 

функцией вида 

mn
apapa

bpbpb
pФ

n

n

m

m 



 ,

...

...
)(

01

01 .  (1.15) 

В дальнейшем при решении задачи идентификации линейных 

динамических объектов мы будем определять одну из приведенных 

характеристик. 

При математическом описании объекта с помощью уравнений (1.1) –(1.3) 

предполагается, что возмущение X(t) и реакция Y(t) представляют собой 

детерминированные сигналы и, кроме того, сам объект также является 

детерминированным, т. е, между X(t) и Y(t) существует однозначная 

функциональная зависимость. В практических случаях часто эти условия не 

выполняются, возмущения X(t) и реакции Y(t) являются случайными, а объект 



 

26 

или исследуемый процесс являются стохастическими. В этом случае 

математическое описание объекта должно быть стохастическим, т. е. сигналы 

X(t) и Y(t) рассматриваются как случайные функции неслучайных аргументов t 

и природа оператора At также случайна. 

В случае детерминированного безынерционного объекта, когда 

возмущение и реакция могут рассматриваться как случайные величины X и Y 

соответственно, математическая модель, описывающая объект, дается в виде 

условного математического ожидания Y относительно X, т. е. вместо уравнения. 

(1.1) объект описывается уравнением в виде 

  )(1 xfxYM  ,    (1.16) 

где  xYM  – условное математическое ожидание Y относительно х, a f1 – 

неслучайный закон преобразования. Например, для усилительного элемента, на 

входе которого действует случайная величина X, конкретное выражение (1.16) 

будет иметь вид: 

  kxxYMy  ;    (1.17) 

для квадратора 

  2kxxYMy  ;    (1.18) 

В (1.17) и (1.18) коэффициенты k и а являются постоянными, 

неслучайными величинами. 

Для детерминированных динамических объектов вместо (1.3), если Y(t) и 

X(s) являются случайными функциями, модель объекта представляется в виде 

условного математического ожидания Y(t) относительно всей совокупности 

значений воздействия X(s) для всех значений s в области Т, т. е. 

для непрерывного объекта 

 TssxtYMty  );()()( ;    (1.19) 

в дискретном случае при разбиении области Т на n подобластей 

 nxxxtYMty ,...,,)()( 21 .     (1.20) 

Тогда для линейной модели объекта, представленной весовой функцией, 

уравнение (1.8) примет вид: 

  

t

T

dssxstgYssxtYMty )(),();()()( ,      (1.21) 

для стационарной линейной модели уравнение (1.11) перепишется 

следующим образом: 

  



0

)()(0);()()(  dtxgssxtYMty ,   (1.22) 

а в дискретном случае 

  



n

i

iimnm xaxxxtYMy
1

21 ...,,,)(     (1.23) 

Для детерминированных объектов функции g(t,s), g() и коэффициенты аi 

являются неслучайными. 

Для стохастических объектов оператор At является случайным, т. е. 

например, коэффициенты линейного дифференциального уравнения (1.7) или 
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(1.10), весовые функции в уравнениях (1.8) и (1.11) и т. д. являются 

случайными. Например, в случае безынерционного объекта коэффициенты в 

уравнениях (1.17) и (1.18) для стохастических объектов также являются 

случайными. 

Из приведенных определений намечаются различные подходы к 

описанию объектов: детерминированный, когда воздействие, объект и реакция 

представляются детерминированными, и стохастический, когда воздействие, 

объект и реакция представляются случайными. При этом следует заметить, что 

и случае, когда хотя бы одна из трех характеристик X(t), At или Y(t) 

представляет собой случайную функцию, построение модели может быть 

осуществлено только вероятностными методами. 
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Лекция №3 

 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ ИДЕНТИФИКАЦИИ 

 

Приведем здесь некоторые постановки задачи идентификации в 

зависимости от априорной информации и класса объектов. При этом мы будем 

исходить из статической постановки задачи идентификации, считая, что 

воздействие (входная переменная) X(t) и реакция (выходная переменная) Y(t) 

представляют собой случайные функции или случайные величины. Это связано 

не с удобством такого рассмотрения, а, как мы увидим ниже, вытекает из того, 

что природа этих переменных случайная и сам идентифицируемый объект 

также является случайным. 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1.5. Схема процесса идентификации. 

 

Пусть для одномерного объекта, характеристикой которого является 

оператор At [см. рис. 1.5 и уравнение (1.3)], могут быть измерены случайные 

функции входа X(t) и выхода Y(t). Тогда задача идентификации сводится к 

определению оператора At по результатам измерения входной и выходной 

случайных функций. Точнее, ставится задача определения не самого оператора 

Аи а его оценки At
*
. Например, оценка коэффициентов в дифференциальных 

уравнениях (1.7) или (1.10), оценка весовой функции в (1.8) или (1.11), 

частотной характеристики в (1.9) или (1.12) по результатам измерений X(t) и 

Y(t). Оценка оператора At
*
 используется в качестве характеристики 

неизвестного оператора At. Разумно потребовать близость оценки оператора At
*
 

к истинному значению оператора At в смысле некоторого критерия, т. е. должно 

быть выполнено требование близости случайных функций Y
*
(t) – выхода 

модели [Л. 161] 

y
*
(t)=At

*
x(s)     (1.24) 

к случайной функции Y(t), являющейся выходной переменной объекта. 

Для решения задачи вводится функция  *, tt yy . которая зависит от Y(t) и 

Y
*
(t) и не зависит от оператора At. 

Выбор этой функции зависит от принятого критерия оптимальности. 

Функция  *, tt yy  обычно называется функцией потерь. Для решения 

поставленной задачи на математическое ожидание этой функции 

накладывается требование минимума 

   min, * tt yyM  ,    (1.25) 

A

t 

A

t
* 

X
(s) 

y
(t) 

y
*(t) 
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и в этом смысле понимается близость оценки At
*
 к истинному значению 

оператора At. Математическое ожидание от функции потерь обычно называют 

средним риском, а критерий оптимальности (1.25) – критерием минимума 

среднего риска [Л. 205]. Соотношение (1.25) будет выполнено, если 

потребовать минимум математического ожидания функции  *, tt yy  при 

заданной реализации случайной функции x(s), т. е. 

   min;, * TsxyyM stt .     (1.26) 

Условие минимума соотношения (1.25) имеет вид: 

   0;, *

*





TsxyyM

y
stt

t

 .    (1.27) 

При идентификации объектов управления в большинстве практических 

случаев ищется оптимальный оператор по критерию минимума среднего 

квадрата ошибки, т. е. принимают: 

  2** ),(, tttt yyyy  .     (1.28) 

Тогда из условия (1.26) получим следующее уравнение для определения 

оптимальной в смысле минимума среднего квадрата ошибки оценки оператора 

At: 

 TssxtYMsxAty t  );()()()( * .   (1 -29) 

Из уравнения (1.29) видно, что оператор условного математического 

ожидания, т. е. регрессия выходной переменной Y(t) относительно входной X(t), 

дает оптимальный в смысле критерия (1.28) оператор объекта в классе всех 

возможных операторов. 

Если ограничиться линейным описанием объекта, т. е. оптимальный 

оператор искать в классе линейных операторов, то из (1.29) путем умножения 

на входную случайную функцию получим: 

  )()()()()(* vxsxtYMsxvxAt  . 

Применение операции математического ожидания к обеим частям 

последнего равенства дает: 

    
    








.)()()()(

;)()()()()(
*

*

vXtYMsXvXAM

vXsXtYMMsXvXAM

t

t   (1.30) 

Поскольку A
*

t ищется в классе линейных операторов, то оператор 

математического ожидания М коммутативен с оператором A
*

t при самых общих 

предположениях. Тогда из (1.30) получим следующее уравнение для 

определения оптимальной оценки оператора At в классе линейных, операторов 

по критерию минимума среднего квадрата ошибки: 

   )()()()(* vXtYMtXvXMAt  .   (1.31) 

Если, не ограничивая общности, предположить, что математические 

ожидания случайных функций входа X(t) и выхода Y(t) равны нулю, т. е. 

M{X(t)}=0 и M{Y(t)}=0, то (1.31) может быть записано в виде 

),(),(* vtKsvKA yxxxt     (1.32) 

или весовая функция g(t, s) объекта определяется из следующего 

интегрального уравнения: 
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




t

Tt

xxyx dsvsKstgvtK ),(),(),( ,  (1.33) 

где Kxx(s, v) – автокорреляционная функция случайной функции X(t); Kyx(t, v) 

– взаимная корреляционная функция случайных функций Y(t) и X(t); Т – 

интервал времени наблюдения. 

Таким образом, оптимальная оценка весовой функции по критерию 

минимума среднего квадрата ошибки определена соотношениями (1.32) или 

(1.33) для модели линейного объекта, описываемого уравнением (1.7). 

В частном случае, когда случайные функции Y(t) и X(t) являются 

стационарными и стационарно связанными, оптимальная оценка оператора 

определяется из уравнения 

)()( *   tKAK xxtyx ,    (1-34) 

а весовая функция (при бесконечном интервале наблюдения) из 

интегрального уравнения Винера – Хопфа 











 


.00)(

;0,)()()(
0

tприtg

tdttKtgK xxyx 
    (1.35) 

Модель объекта в этом случае дается уравнением (1.11). Общей 

характеристикой многомерного объекта является оператор At, 

устанавливающий соответствие между векторными случайными функциями 

Y(t) и X(s). По результатам измерения X(s) и Y(t) определяется оценка A
*
t 

оператора At. При этом накладывается требование близости оценки A
*
t 

истинному значению At в смысле какого-либо критерия, т. е. должно быть 

выполнено требование близости векторной случайной функции на выходе 

модели Y
*
(t) 

 TssxsxAtY nt  );(,...),()( 1

**    (1.36) 

к векторной выходной переменной объекта Y(t) (рис. 1.6). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1.6. Схема идентификации многомерного объекта. 

 

Для определения оптимального оператора по критерию минимума 

среднего квадрата ошибки в этом случае функция потерь принимает вид: 
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где веса i определяются значимостью каждой из выходных переменных 

yi(t), (i = 1, 2, ..., m). 

Для выполнения условия (1.36) достаточно, чтобы 

   min);(,...),()(),( 1

* TssxsxtytyM nii ,   (1.38) 

т. е. достаточно минимума математического ожидания функции  )(),( * tyty ii  

при фиксированных реализациях случайных функций x1(t), ..., xn(t). 

Оптимальную оценку оператора At по критерию минимума среднего 

квадрата ошибки получим из множественной регрессии рассматриваемой 

выходной переменной Yi(t) относительно всей совокупности входных 

переменных X1(s), ..., Xn(s) для всех аргументов s в области Т: 

   TssxsxtYMsxsxAty ninti  );(,...),()()(...,),()( 11

** .  (1.39) 

Соотношение (1.39) дает возможность получить наилучшую в смысле 

минимума среднего квадрата ошибки оценку оператора At для любого числа 

входных переменных в классе всех возможных операторов. 

Если ограничиться классом линейных операторов, то для определения 

оптимальных оценок At по критерию минимума среднего квадрата ошибки 

получим из (1.39) систему уравнений, включающих автокорреляционные и 

взаимные корреляционные функции рассматриваемых переменных. Для 

весовых функций система уравнений примет вид: 
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n
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t

Tt

xxi

   (1.40) 

где 
iixxK  – автокорреляционные, а 

ixyK  и 
jixxK  – взаимные корреляционные 

функции соответствующих входных и выходных переменных. Из (1.40) можно 

получить систему уравнений для случая, когда Y(t) и X1(s), ..., Xn(s) являются 

стационарными и стационарно связанными случайными функциями (см. гл. 3). 

Рассмотренная задача идентификации может быть обобщена на объекты с 

распределенными параметрами. Пусть на входе объекта действует векторная 

случайная функция X(s) [X1(s), ..., Xi(s), ..., Xn(s)], состояние объекта 

характеризуется векторным случайным полем  ),(...,),,(...,),,(),( 1 tUtUtUtU pk  , 

а на выходе объекта имеем векторную случайную функцию Y(t) [Y1(t), ..., Yj(t), 

..., Ym(t)]. 
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Лекция № 4 

 

КЛАССИЧЕСКИЙ МЕТОД ИДЕНТИФИКАЦИИ. 

 

Для простоты ограничимся системами с одним входом и одним выходом. 

Рис. 2.2.1 иллюстрирует эту задачу: по наблюдениям входного и выходного 

сигналов линейной стационарной системы на конечном промежутке времени 

Tt 0  нужно определить ее весовую функцию h(t). 

Мы будем наблюдать входные и выходные сигналы только в N 

равномерно распределенных на отрезке [0, Т] с шагом  точках фиксации, 

причем N=Т. Основываясь на этих данных, мы будем искать приближенные 

значения весовой функции в указанных точках. 

 

 

 

 

 

Рис. 2.2.1. Схема задачи определения весовой функции. 

 

Выходной сигнал системы при входе x(t) и нулевых начальных условиях 

выражается хорошо известным интегралом свертки 

      

t

dxtty
0

 .   (2.2.1) 

Здесь предполагается также, что вход x() равен нулю при  < 0. Кроме 

того, потребуем, чтобы x(0)  0; если это ограничение не выполнено, ему легко 

удовлетворить соответствующим преобразованием независимой переменной t. 

Введем теперь аппроксимацию входной функции времени x(t), полагая ее 

равной значению в левой точке фиксации на всем интервале между двумя 

соседними точками. Следовательно, мы принимаем 

      1ntnприnxtx .   (2.2.2) 

Точно так же функцию (t) примем постоянной между точками 

фиксации, присвоив ей значение, соответствующее средней точке интервала: 

   










 1

2

12
ntnпри

n
t  .   (2.2.3) 

В терминах ступенчатых аппроксимаций x(t) и (t) интеграл в (2.2.1) при 

t = n приближенно запишется в виде 

   



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


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
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


1
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12n

i

ixi
n

ny  .    (2.2.4) 

Обозначив N-вектор наблюдений выхода через 

           NyyyTyTY TT ...2    (2.2.5) 

и N-вектор значений весовой функции в точках фиксации через 
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перепишем уравнение (2.2.4) в виде 

 TXTY )( .   (2.2.7) 

Здесь матрица W определяется равенством 
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Отметим, что X – левая треугольная матрица. 

Теперь задача сведена к определению из уравнения (2.2.7) вектора  

значений весовой функции в точках фиксации. Ввиду условия x(0)  0, как 

легко видеть, detX=[x(0)]
N
0 и X невырождена. Поэтому формально решение 

уравнения (2.2.7) можно записать в виде 

 = X
-1

Y.    (2.2.8) 

Благодаря левой треугольной форме X выражение для  легко переписать 

в рекуррентном виде  
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где 
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Лекция №5 

 

ТИПОВАЯ ИДЕНТИФИКАЦИЯ ЛИНЕЙНЫХ ОБЪЕКТОВ 

 

Из приведенного в гл. 1 определения идентификации следует, что 

нахождение оптимальной в каком-либо смысле модели реального объекта по 

результатам измерения входных и выходных переменных заключается в выборе 

оценки оператора данного объекта А из заданного класса операторов. Такое 

определение ведет к типовой идентификации, т. е. к необходимости 

располагать классом операторов [Л. 11, 166], из которого представилось бы 

возможным выбрать по характеристикам реализаций входа и выхода оператор, 

близкий к истинному значению неизвестного оператора объекта. Таким 

образом, речь идет о том, чтобы максимально использовать предыдущий опыт 

теоретических и экспериментальных исследований и на его базе составить 

классификацию объектов управления, по которой можно было бы приближенно 

оценить структуру и параметры реального объекта. Практическая ценность 

такой типизации очевидна. Действительно, для случая одномерного 

стационарного линейного объекта процедура использования результатов 

типовой идентификации выглядит следующим образом. По реализациям 

входной и выходной переменных, полученным в реальных условиях 

функционирования объекта, определяются оценки функций Kxx(t) и Kyx(t). По 

виду этих функций производится приближенное определение класса оператора, 

к которому может быть отнесен данный конкретный объект, т. е. определяется 

структура модели, описывающая данный объект. Затем осуществляется 

дальнейшая детализация в том смысле, что по виду полученных функций Kxx(t) 

и Kyx(t) данный объект относится к определенному типу, и определяются 

параметры модели. 

Очевидно, что наличие альбомов типовой идентификации дает 

возможность значительно уменьшить затраты времени, необходимые для 

решения интегрального уравнения с целью определения характеристик 

многочисленных типов объектов, и, кроме того, в дальнейшем сможет служить 

основой для полной автоматизации процесса идентификации. 

Задача составления таких альбомов может быть решена как с помощью 

рассмотренных выше методов (или при помощи моделирования на аналоговых 

машинах), так и аналитическими методами. На одном из возможных 

аналитических методов мы остановимся здесь подробней ввиду его простоты, а 

также в связи с тем, что первая укрупненная классификация была произведена 

при помощи этого метода. 

Примем, что при идентификации весовая функция линейного 

стационарного объекта определяется по корреляционной функции входа Kxx(t) и 

взаимной корреляционной функции входа и выхода Kyx(t) из следующего 

интегрального уравнения: 

 


tdtKgtK xxyx

0

,)()()(    (3.15) 
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Уравнение (3.15) представляет собой уравнение Фредгольма первого 

рода, решение которого связано с известными трудностями [Л. 197]. При 

определенных условиях, которые будут сформулированы ниже и которые не 

сильно сужают класс реальных объектов, уравнение (3.15) может быть сведено 

к уравнению Вольтерра первого рода, которое просто решается при помощи 

преобразования Лапласа. Для этого корреляционную функцию входа объекта 

представим в виде [Л. 166] 
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xx     (3.16) 

а взаимную корреляционную функцию входа и выхода в виде 
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Допустим теперь, что при t < 0 корреляционная функция входа )(tK xx

  и 

взаимная корреляционная функция входа и выхода )(tK yx

  представляют собой 

аналитические функции входной и выходной случайной функций и допускают 

аналитическое продолжение на положительную полуось. Кроме того, примем, 

что при t  0. 

)()( tKtK yxyx

  ,    (3.18) 

которое всегда будет выполняться, когда в аналитическое представление 

Kyx(t) будет явно входить модуль£. Очевидно, что в силу симметричности 

автокорреляционной функции для - < t < +  имеет место тождество 

)()( tKtK xxxx

  .    (3.19) 

Для принятых ограничений уравнение Фредгольма первого рода сведем к 

уравнению Вольтерра первого рода типа свертки. Для этого уравнение (3.15) 

запишем раздельно для случая t  0 и для случая t  0. Для    t  0 уравнение 

(3.15) представим следующим образом: 




 
0

)()()(  dtKgtK xxyx .   (3.20) 

В силу единственности аналитического продолжения для функций )(tK xx

  

и )(tK yx

  уравнение (3.20) будет иметь место для всех t. 

С учетом представления корреляционной функции в виде (3.16) интеграл 

в уравнении (3.15) для t  0 будет равен сумме двух интегралов 
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  (3.21) 

или 
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Объединяя первый и третий интегралы, а также учитывая (3.20), 

получаем следующее уравнение: 
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Если для всех рассматриваемых функций существует преобразование 

Лапласа, то решение уравнения (3.23) всегда существует и при том 

единственное. Решение уравнения (3.23) получается путем применения 

преобразования Лапласа к обеим частям уравнения. Так как согласно теореме 

умножения свертка оригиналов имеет изображением произведение 

изображений, то передаточная функция объекта равна: 

)()(
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


 ,    (3.24) 

где )(pRyx

 , )(pRyx

 , )( pRxx

  и )( pRxx

  – преобразование Лапласа корреляционных 

функций )(tK yx

 , )(tK yx

 , )(tK xx

  И )(tK xx

  соответственно. 

Определение весовой функции объекта g() осуществляется при помощи 

обратного преобразования Лапласа 
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для   0, так как для  < 0 весовая функция g() = 0. 

При практическом решении задачи типовой идентификации принимается, 

что корреляционная функция входа Kxx(t-) может быть представлена в виде 

конечных сумм произведений неслучайных функций каждой из переменных t и 

 [Л. 179]. Тогда с учетом принятого разбиения автокорреляционной функции 

(3.16) можно записать: 
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В этом случае взаимная корреляционная функция )(tK yx

  не может быть 

произвольной, а должна быть равна: 


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 
n

i

iiyx tvctK
1

)()( ,     (3.27) 





0

)()(  dugc ii ;    (3.28) 

при этом )(tK yx

  может быть произвольной, но должно выполняться 

требование непрерывности взаимной корреляционной функции )(tK yx  в нуле, т. 

е. )0()0(   yxyx KK . 

Рассмотренный метод разбиения корреляционных функций Kxx(t) и Kyx(t) 

для принятых ограничений может быть использован для решения 

интегрального уравнения (1.35). Аналогично изложенному получим уравнения 

   

t

xxxxyx tdtKtKgtFtK
0

0,)()()()()(  ;  (3.29) 




 
0

)()()(  dtKgtF xx ,    (3.30) 
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которые эквивалентны уравнению (1.35). Учитывая (3.26), уравнение (3.30) 

запишем следующим образом: 

)()(
1

tvctF
n

i

ii


 ,     (3.31) 

где постоянные коэффициенты с, определяются уравнением (3.28). 

Применение преобразования Лапласа (если оно существует) к обеим частям 

(3.29) с учетом (3.31) дает следующее уравнение для передаточной функции 

объекта: 
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Лекция № 6 

 

ИДЕНТИФИКАЦИЯ С ПОМОЩЬЮ ЧАСТОТНОЙ 

ХАРАКТЕРИСТИКИ 

 

Частотный метод идентификации линейных систем основан на работах 

Найквиста [6] и Боде [7] и использует амплитудные частотные характеристики. 

В частотном методе полагается, что на вход подается синусоидальный сигнал, 

частота которого изменяется в рассматриваемом диапазоне. Следствием этого 

могут быть значительные практические трудности при формировании 

синусоидальных входных сигналов с различными частотами. Метод основан на 

следующем преобразовании Лапласа для отношения входа и выхода (см. рис. 

3.1): 

     sYsGs  ,    (3.14) 

или 
 
 

,)(
sY

s
sG


      (3.15) 

где G(s), X(s) и Y(s) – передаточная функция, выход и вход системы 

соответственно. Взаимосвязь между концепциями передаточной функции и 

переменной состояния обсуждается в разд. 2.5. Возможен переход от 

концепции передаточной функции к пространству состояний и наоборот. 

Заметим, что переменная s преобразования Лапласа есть 

, js      (3.16) 

а так как нас интересует только изменение соотношения вход/выход в 

передаточной функции G (рис. 3.1) по частоте, то можно предположить, что 

0 . Тогда получим 

      jYjGj  .   (3.17) 

Уравнение (3.17) представляет собой выражение преобразования Фурье, 

справедливое для сходящихся функций g(t), x(t) и y(t), где 

g(t) = L
-l
[G(s)], 

х(t)=L
-1

 [Х(s)],    (3.18) 

y(t)=L
-1

[Y(s)]. 

Таким образом, G(j ) обозначает передаточную функцию системы при 

частоте   (рад/с). Так как G(j ) – комплексная величина, то можно 

рассмотреть модуль передаточной функции G(j ) и аргумент (сдвиг по фазе). 

Тогда для 

)()()(  jjG     (3.19) 

получим 

)()()( 22  jG     (3.20) 

и 

 
 

)(
)]([




 arctgGArg  .   (3.21) 

Выход x(t) линейной системы будет иметь ту же частоту, что и вход y(t), 

если y(t) – чисто синусоидальный входной сигнал c единственной частотой  . 
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В таком случае амплитуда x(t) в |G(j )| раз больше входного сигнала y(t), а ее 

фаза смещена на величину )(  относительно y(t), так что для 

у(t) = M sin ( t)    (3.22) 

получаем 

х(t) = Nsin (t   ),    (3.23) 

где 

)( jG
M

N
      (3.24) 

и 

)]([  jGArg     (3.25) 

Частотная характеристика G(j ) определяется путем подачи 

синусоидальных входных сигналов Мsin( t) на различных частотах   и записи 

соответствующих выходных сигналов Nsin( t+ ). С целью получения 

необходимой частотной характеристики величины M/N и   определяются для 

каждой рассматриваемой частоты  . 

Таким образом, метод преобразований Фурье используется для анализа в 

случае синусоидальных входных сигналов. Теоретически преобразования 

Фурье неприменимы для несходящихся входных сигналов y(t), когда 






dtty )( . Однако в разд. 3.1 уже говорилось, что синусоидальный входной 

сигнал можно рассматривать как несколько демпфированный, т. е. 
tetty   )sin()(    (3.26) 

где  – малая положительная величина. 

Амплитудные частотные характеристики, которые широко используются 

в классической теории управления [8], состоят из амплитудной и фазовой 

(частотной) характеристик. Поэтому в общем случае G(j ) является 

комплексной величиной. Если построить модуль измеренной частотной 

характеристики устойчивой линейной системы в единицах 201g|G(j )| в 

зависимости от lg( ), то можно непосредственно идентифицировать эту 

систему. Ограничение случаев устойчивых систем имеет не только 

теоретический, но и практический смысл, так как в неустойчивых системах 

частотные характеристики нельзя измерить. Общая форма выражения для G(s) 

имеет вид 
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где q+p+2r=m – порядок полинома s в числителе, а n  2  – порядок 

полинома s в знаменателе. Тогда lg|(G(j )| и Arg[G(j )] определяются 

выражениями 
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22 )21()1( TTArgjArg h .  (3.29) 

(Отметим что для всех А и В Arg( BA )=Arg A+ArgB, Arg( BA )=ArgA–

ArgB а для всех вещественных значений D ArgjD=Argj+ArgD= /2+Arg D= /2. 
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Лекция №7 

 

РЕГРЕССИОННАЯ ИДЕНТИФИКАЦИЯ ЛИНЕЙНЫХ 

ДИНАМИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ  

 

Линейные динамические системы можно описать следующим 

уравнением состояния: 

uxx        (5.28) 

где х, u – n-мерный вектор состояния и m-мерный вектор управления (вход) 

соответственно, В дискретной форме уравнение (5.28) может быть записано 

так: 

kkk BuAxx 1      (5.29) 

где t=k t, и 
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Следовательно, уравнение (5.29) запишется в виде 

kk W 1 ,     (5.32) 

что аналогично уравнению (5.18) из разд. 5.2. Если запомнить r 

единовременных совокупностей измерений (r n+m+1) величин kk Wx 1 (т.е. xk+1, 

xk, uk), то элементы матрицы Ф можно идентифицировать с помощью линейной 

регрессионной процедуры по методу наименьших квадратов из разд. 5.1 и 5.2. 

Следовательно, оценка *ˆ
iÔ  i-й строки матрицы Ф (i=1,...,n) по методу 

наименьших квадратов задается соотношением 
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где по аналогии с уравнением (5.25) 
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Здесь 1)( kix  обозначает  -е измерение i-гo состояния xk+1 (  = 1, 2,..., r), a r – 

число измерений Wk, xk+1. Видно, что для идентификации Ф необходимо 

запомнить r величин xk+1 и r единовременных совокупностей измерений 

векторов хk, uk, принадлежащих к предыдущему промежутку интегрирования t  

(обозначенных через wk). Иногда возможно измерять и запоминать несколько 

совокупностей значений х, u в течение t  (с интервалом tv , где 1/v – целое 

число), если на каждом интервале измерений текущий вектор хk объединяется в 

пару с вектором wk, измеренных на v интервалов измерений раньше, чтобы 

получить xk+i и хk, uk, как это требуется для идентификации Ф. Следовательно, 

kju ),(  принадлежит к совокупности измерений, полученной на r-m интервалов 

измерений раньше, чем, krju ),(, и на   r  интервалов измерений раньше, чем 

1)( krix . Вообще для идентификации А, В в соответствии с уравнением (5.33) 

требуется запомнить 2r измерений х и r измерений u. 

В приведенном выше выводе предполагается, что вектор состояния х 

может быть измерен. Однако в общем случае можно измерить лишь выходной 

вектор у, который равен 

у = Сх +n,     (5.36) 

где n – вектор шума. 

Поэтому с учетом результатов анализа наблюдаемости, приведенного в 

гл. 2, можно сделать вывод, что если некоторые элементы матрицы С в 

уравнении (5.36) равны 0, то непосредственпая идентификация А, В по 

измерениям у становится невозможной. Однако, поскольку идентифицируемая 

система предполагается наблюдаемой, матрицы А и В могут быть 

идентифицированы по соотношению вход/выход, как это делается ниже, в разд. 

5.4, а преобразование к А, В может быть проведено по алгоритму из разд. 2.5. 

Далее, если размерность n вектора состояния х заранее не известна, то ее можно 

определить методом идентификации с помощью передаточных функций из 

разд. 5.4, выполнив преобразования так, как это показано в разд. 2.5. Влияние 

шума обсуждается в разд. 5.4.2. 
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Лекция №8 

 

ИДЕНТИФИКАЦИЯ ПО КРИТЕРИЮ МИНИМУМА ДИСПЕРСИИ И 

ФУНКЦИЯ ПРАВДОПОДОБИЯ 

 

Рассмотрим систему, описываемую соотношением 

z = х + n,     (5.54а) 

где z и n – k-мерные векторы измерений и шума измерений соответственно, а 

k обозначает порядковый номер измерений. Кроме того, 

x=Ua,     (5.54б) 

где U, х и а – соответственно матрицы входа, выхода и параметров модели 

аналогично уравнению (5.10а). 

Предположим, что известно множество k измерений, а вектор n имеет 

совместное с ним гауссовское распределение 

p(n) = f(N, k) ехр (-n
T
 N

-1
 n/2),   (5.55а) 

E(n) = 0,    (5.55б) 

Е (nn
T
) = N.    (5.55в) 

Здесь Е – оператор математического ожидания, а f является скалярной 

функцией N, k. Следовательно, если математическое ожидание N априорно 

известно, то можно получить марковскую линейную оценку, минимизирующую 

дисперсию вектора параметра а из уравнения (5.54б) следующим образом [5]. 

Замечая в уравнениях (5.54а), (5.54б), что оценка â  параметра а связана с 

n̂  соотношением 

aUzn ˆˆ  ,     (5.56) 

определим функцию правдоподобия )ˆ(np , такую, что 

)ˆ()ˆ( aUzpnp  .    (5.57) 

Следовательно, оценка â  вектора а, максимизирующая  )ˆ(ln np , задается 

выражением 

   0ˆln
ˆ





aUz

a
,    (5.58) 

где р(...) обозначает вероятность. Воспользовавшись выражением для р(n) из 

уравнения (5.55), получим 

    2/)ˆ()ˆ(),(ln)ˆ(ln 1 aUzNaUzkNfaUzp T   .  (5.59)  

С учетом этого уравнение (5.58) запишется в виде 

     01 


  aUzNaUz
a

T .   (5.60) 

Из уравнения (5.60) следует 

0* 11   zNUUaТU TT ,   (5.61а) 

или для невырожденных матриц (UT N
-1

U) 

  zNUUNUa TT 111*  .   (5.616) 

Здесь а* – линейная оценка а, обеспечивающая минимум дисперсии 

(марковская оценка), которая является безусловной оценкой по методу 
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максимального правдоподобия [12] для гауссовской случайной величины n, 

поскольку она максимизирует функцию правдоподобия в уравнении (5.57). 

Отметим, что оценка z* в уравнении (5.616), обеспечивающая минимум 

дисперсии, на самом деле представляет собой взвешенную регрессионную 

оценку, весовая матрица N
-1

 которой вводится в регрессионную оценку по 

методу наименьших квадратов (5.16). Поэтому 

  zUUUa TT 1
*


 .    (5.62) 

Очевидно, что если не имеется никакой априорной информации об N (как 

и бывает в общем случае), то можно предположить, что N = 2 
I ( – скаляр), 

так что уравнения (5.616) и (5.62) становятся идентичными. Однако если 

ковариация различных составляющих n априорно известна, то оценка а опре-

деляется по уравнению (5.616). 

Для гауссовского вектора n, когда n независим, т. е. для N = 2 
I, 

регрессионная оценка по методу наименьших квадратов является оценкой, 

обеспечивающей максимум правдоподобия. Поэтому для приведенных выше 

условий оценки по методу наименьших квадратов обладают теми же 

свойствами, что и оценки по методу максимального правдоподобия. 

Следовательно, они являются несмещенными (т. е. для достаточного числа 

измерений Е[а*] равно а) и состоятельными. Они также эффективны (т. е. в 

предположении о несмещенности для любого достаточно большого числа 

измерений они дают оценки параметров, обеспечивающие минимум дисперсии 

ошибок в результатах вычислений, полученных по любым возможным 

параметрам при известных данных по сравнению с фактическими 

измерениями). 

Отметим, что при идентификации смешанных авторегрессионных 

гауссовских процессов скользящего среднего, описываемых уравнениями с 

шумовыми членами, которые обеспечивают сдвиг среднего значения, любая 

оценка параметров авторегрессии по методу наименьших квадратов, 

выполненная изолированно, не эффективна, так как не учитывает других 

параметров. Эта оценка не является оценкой максимального правдоподобия, 

поскольку на основе преобразования смешанной авторегрессионной модели 

скользящего среднего (по методу, рассмотренному в разд. 2.5) получается 

многомерный вектор шума n. Этот вектор не является независимым, и для него 

имеет место неравенство N  2 
I  до тех пор, пока присутствуют члены, 

вызывающие сдвиг среднего значения. 
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Лекция № 9 

 

РЕГРЕССИОННАЯ ИДЕНТИФИКАЦИЯ  

НЕЛИНЕЙНЫХ ПРОЦЕССОВ 

 

Как статические, так и динамические процессы могут обладать 

нелинейными характеристиками, которые нельзя игнорировать. Если имеется 

априорная информация о типе нелинейности, то параметры «истинных» 

нелинейных функций могут быть идентифицированы. Примером этого могут 

служить случаи, когда из теоретических соображений известно, что в 

рассматриваемом процессе между некоторыми переменными, например между 

скоростью W и давлением Р, существует экспоненциальная зависимость вида 

W=k1exp(k2P)+k3, в которой k1, k2 и k3 необходимо идентифицировать. Если тип 

нелинейной функции неизвестен, то аппроксимация истинной нелинейности 

может быть выполнена, например, с помощью полиномов. Однако во всех 

случаях идентификацию можно проводить только в предположении некоторого 

специфического типа нелинейной аппроксимирующей функции, параметры 

которой подлежат идентификации. Следовательно, задача идентификации 

опять является задачей оценки параметров априорно заданной функции. В 

данном разделе делается попытка найти подход к решению двух видов 

нелинейных задач идентификации (когда тип нелинейной функции известен 

заранее и когда он описан приближенно) путем использования методов 

нелинейной регрессии и обсудить тип аппроксимирующих функций, 

обеспечивающих адекватную аппроксимацию. 

Для описания методов идентификации нелинейных процессов с помощью 

регрессии рассмотрим сначала аппроксимацию полиномом третьего порядка по 

методу наименьших квадратов некоторого динамического процесса, имеющего 

две переменные состояния х1, х2 и одну управляющую переменную и: 

.2,13

3

2

21

3

,23

2

,22,21

3

,13

2

,12,111,





iприucucuc

xbxbxbxaxaxax

iii

kikikikikikiki
  (5.63) 

Отметим, что в соответствии с теоремой Вейерштрасса [14] непрерывные 

нелинейные функции х могут быть аппроксимированы полиномами х, такими, 

которые сходятся к исходным функциям. Для того чтобы облегчить 

применение процедуры регрессионной идентификации к процессу (5.63), 

введем векторы z и i: 

    T

kkkkkkkkk

T uuuxxxxxxzzzzzzzzzz 323

2

2

22

3

1

2

11987654321



 ,  (5.64a) 

    T

iiiiiiiii

T

iii ccñbbbaaa 3213213219,1, 


  .   (5.64б)  

С учетом этого уравнения (5.63) можно записать в виде 

i

T

ki zx 1, ,     (5.65) 

что полностью аналогично уравнениям (5.5) и (5.6) из разд. 5.1 и, 

следовательно, является формой линейной регрессии. Элементы  

полиномиального выражения третьего порядка, образованного по методу 

наименьших квадратов и используемого для аппроксимации данного процесса, 
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вычисляются с помощью формул (5.5) – (5.16). В этих формулах х, U и а 

заменяются соответственно на x1k=1, z и  из уравнений (5.64) и (5.65). 

Следовательно, х, U из уравнений (5.7) и (5.8) выражаются через хi,k+1 и через 

компоненты z, а i задается уравнением (5.64). 

Если рассматривается аппроксимация с помощью полиномов более 

высокого порядка, чем в уравнении (5.63), то применяется тот же подход, что и 

в уравнениях (5.63) – (5.65), но с использованием большего числа членов. Этот 

подход, очевидно, применим также к статическим процессам [т. е. когда 

индексы k, k+1 в уравнении (5.63) опускаются]. Указанный подход может быть 

использован в принципе для большего числа переменных, чем имеется в 

уравнении (5.63). 

В некоторых случаях необходимо идентифицировать коэффициенты 

аппроксимирующих полиномов, выраженных через степени функций 

переменных процесса, а не через степени самих переменных, т. е. 

).()()()()(

)()()()(

3

3

2

212

3

32

2

2

211

3

11

2

1111,

kikikikiki

kikikikiki

ufcufcufcxfbxfb

xfbxfaxfaxfax




  (5.66) 

В этом случае компоненты вектора z определяются следующим образом: 

   Tkkkk

T
ufxfxfxfzzzz )(,...),(),(),(,...,, 3

1

3

1

2

1921



 ,  (5.67) 

а остальные выкладки будут те же, что и для уравнения (5.63). В случаях 

когда идентифицируемый полином содержит члены со смешанными 

переменными, например вида 

...2

1132112111,  kkkkiki xaxxaxax ,    (5.68) 

компоненты z определяются выражением 

   Tkkkk

T
xxxxzzzz ...,,,...,,, 2

1211321 


,    (5.69) 

а дальнейшие выкладки проводятся так же, как и в уравнении (5.63). По 

аналогии со случаями линейной регрессии (разд. 5.1 – 5.3) потребуем, чтобы 

число измерений составляло r  +1, где (о соответствует размерности z в 

уравнениях (5.64) или (5.67), что облегчает определение i в уравнении (5.65), 

позволяя избежать согласования измерений с аппроксимирующей моделью. 
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Лекция № 10 

 

ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫЕ РЕГРЕССИОННЫЕ МЕТОДЫ 

 

Методы идентификации, основанные на последовательном методе 

наименьших квадратов, применимы к линейным и нелинейным стационарным 

системам и могут быть использованы вместо непоследовательных 

регрессионных методов. То, что эти методы являются последовательными, 

позволяет реализовать их сравнительно быстро при небольшом объеме 

требуемой памяти ЦВМ. При последовательном подходе уменьшаются 

вычислительные сложности, связанные с обращением матриц, что устраняет 

основное препятствие на пути применения многомерных регрессионных 

методов к реальным системам. 

При применении регрессионных методов к задачам идентификации 

медленно меняющихся нестационарных процессов предполагалось наличие 

стационарности только на интервале, в течение которого собираются данные 

для регрессионной идентификации. При этом регрессионный интервал состоит 

из r интервалов измерения. Идентификация в этом случае осуществляется 

практически непрерывно, а конец фиксированного интервала регрессии 

периодически продвигается вперед на один или несколько измерительных 

интервалов. Для каждого такого сдвига заново осуществляется идентификация 

всего вектора параметров, тогда как данные, не относящиеся к используемому 

интервалу регрессии, полностью игнорируются. В отличие от 

непоследовательной регрессии интервал, на котором собираются данные для 

последовательной регрессии, с течением времени постепенно удлиняется, и 

никакие данные не считаются настолько старыми, чтобы ими можно было 

полностью пренебречь. 

На практике последовательные оценки любого рода можно применять к 

данным, полученным на конечном интервале, в пределах которого система 

предполагается стационарной, следующим образом. Рассматривается интервал 

Т с момента времени t-Т до t, на котором взяты n точек в моменты 0, 1, ..., k, …, 

n. Можно осуществить последовательную регрессионную идентификацию на 

основании k выборок, затем в соответствии с k+1, k+2 и т.д. вплоть до n 

выборок, дающих конечную оценку в момент времени t. Затем в момент 

времени )( nTttt


  повторяют всю процедуру получения регрессионной 

оценки, так что данные в момент времени t-T+Δt становятся первой выборкой и 

т. д., пока не получат n выборок за период времени t+Δt, что дает конечную 

оценку в момент t+Δt. Та же самая процедура может повторяться для t+2Δt, 

t+3Δt, ..., t+jΔt, ....  

Рассмотрим систему с неизвестным параметром вида 

...,,2,1,0,  knaux kkk     (6.1) 

где uk и хk – измеряемые входная и выходная последовательности 

соответственно, а nk – шум измерения на k-м измерительном интервале. Задача 

идентификации (оценивание неизвестного параметра системы а) может быть 
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решена путем использования линейной регрессии по методу наименьших 

квадратов. В итоге на основании r единовременных совокупностей величин uk, 

хk (k=1, ..., r) получается оценка râ  параметра а, для которой минимизируется 

критерий Jr: 

 



r

k

krkkr uaxqJ
1

2
ˆ     (6.2) 

где qk – произвольный весовой коэффициент, например qk=l. Введение qk >1 

в уравнение (6.2) может служить для увеличения веса последних измерений. 

Регрессионная оценка по методу наименьших квадратов râ  параметра а 

задается выражением 







 r

k

krkkk

r

r uaxuq
a

J

1

)ˆ(20
ˆ

,   (6.3) 

откуда 










 
r

k

krkkkr

k

kk

r

k
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r uaxuq

uq

xuq

a
1

1

2

1 )ˆ(20ˆ .   (6.3) 

Оценка râ  может быть получена и последовательным способом, причем 

результат будет совпадать с уравнением (6.4) после r измерений [1]: 

2
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a        (6.5) 
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Однако уравнение (6.6) может быть переписано в виде 
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 (6.7) 

Подстановка выражения (6.5) во второй член правой части уравнения (6.7) 

дает 
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  (6.8) 

 

Аналогично получим 

 
jjjjjjjj uaxuqpaa 11

ˆˆˆ
  ,   (6.9) 

где 

0ˆ
0 a       (6.10) 

Рассмотрим систему со многими параметрами, задаваемую уравнением 

kkmmkkk nuauauax  ,,22,11 ... ,     (6.14) 
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Где ai (t = l, ..., m) – требующие идентификации неизвестные параметры, xk – 

выход системы на k-м измерительном интервале, ui,k – i-й вход системы на этом 

же интервале, а nk – шум измерения. 

Уравнение (6.14) может быть записано в векторной форме 

 

kk

T

k nuax  ,     (6.15) 

где 

],...,[ 1 m

T aaa


 ,    (6.16) 

T

kmkk uuu ],...,[ ,,1



 .    (6.17) 

Оценивание вектора параметров а осуществляется таким образом, чтобы 

оценка râ  минимизировала критерий Jr, записанный по аналогии с уравнением 

(6.2): 

 



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k
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T

rkkr uaxqJ
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2
ˆ .    (6.18) 

Здесь r обозначает число измерений. Следовательно, оценка râ  должна 

удовлетворять уравнению 
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
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,     (6.19) 

так что 


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Введем обозначение 


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
 

r

k

T

kkkr uuqP
1

1 )( .    (6.21) 

Матрица 1

rP  обратима только при mr  , где m – размерность u, а r – 

число рассматриваемых измерений. При этом уравнение (6.20) принимает вид 
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r

k

kkkrr uxqaP
1

1 ˆ ,    (6.22) 

откуда 





r

k

kkkrr uxqPa
1

ˆ ,    (6.23) 

Последнее выражение представляет собой обыкновенную оценку вектора 

а с помощью линейной регрессии. Отметим, что хотя произведение T

rr uu  

является вырожденным, матрица 1

rP  из (6.21) не вырождена из-за 

суммирования по k. Уравнение (6.22) может быть записано в виде 






 
1

1

1 ˆ
r

k

rrrkkkrr uxquxqaP .    (6.24) 

Поскольку из уравнения (6.20) следует 

1

1

1

1

1

ˆ


















  r

r

k

kkk

r

k

kkk auxquxq ,    (6.25) 
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можно подставить выражение для 




1

1

r

k

kkk uxq  из уравнения (6.25) в уравнение 

(6.24), что дает 

rrrr

r

k

T

kkkrr uxqauxqaP 







 





  1

1

1

1 ˆˆ .    (6.26) 

Прибавляя и вычитая  1
ˆ

r

T

rrr auuq  в правой части уравнения (6.26), 

получаем 

 

 .ˆˆ

ˆˆˆˆ

11

1

111

1

1

1





































r

T

rrrrr

r

k

T

kkk

r

T

rrrr

T

rrrrr

r

k

T

kkkrr

auxuqauxq

auuqauxuqauxqaP

  (6.27) 

С учетом определения 1

rP  по уравнению (6.21) уравнение (6.27) 

принимает вид  

 11

11 ˆˆˆ


  r

T

rrrrrrrr auxuqaPaP ,    (6.28) 

Тогда выражение для последовательного оценивания вектора неизвестных 

параметров будет иметь вид:  

  ,...,2,1,ˆˆˆ
11   rauxuqPaa r

T

rrrrrrr    (6.29) 

Следовательно, оценка râ  может быть рекуррентно получена по 

предыдущей оценке 1
ˆ

ra  и по измерениям и весовым коэффициентам хr, ur, qr 

при условии, что матрица Рr также получена последовательно. Далее в 

соответствии с (6.21) получаем уравнение 

T

rrrr

T

rrr

r

k

T

kkkr uuqPuuquuqP  







  1

1

1

1

1 )( .   (6.30) 

Выражение для 1

rP  (6.30) требует обратимости матрицы Рr. 

Рекуррентное выражение, не требующее обращения матрицы Pr, имеет 

вид: 

1

1

111 )1( 



  r

T

rrr

T

rrrrr PHHPHHPPP .   (6.37) 

Поскольку rr

T

r HPH 11   – скаляр, при получении Pr по рекуррентному 

соотношению (6.37) обращения матриц не требуется. 

При практическом использовании выражения (6.29) рекомендуется при 

r=1 принять:  

0ˆ
0 a ,     (6.40) 

0,
1

0  


IP ,     (6.41) 

где I – единичная матрица. 
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Лекция № 11 
 

ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНАЯ НЕЛИНЕЙНАЯ РЕГРЕССИЯ 
 

Выше упоминалось, что в соответствии с теоремой Вейерштрасса [5] 

любая непрерывная нелинейная функция f[x(t)] аргумента х может быть 

аппроксимирована полиномом х, который сходится к f[x(t)]. Было показано, как 

идентифицируются по методу наименьших квадратов параметры полинома х, 

задаваемого (для случая системы третьего порядка с двумя входами) в виде 

)()()()()()()( 2

3

32

2

2211

3

31

2

211 ufbufbufbufaufaufatx   (6.42) 

чтобы получить 

zzzzztx T  66332211 ...)(    (6.43) 

где 







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


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

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
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
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
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1
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2

1

6

3

2

1

b

b

a

a

a
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









     (6.44a) 

и 


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

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


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
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
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
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

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
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
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2
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3
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2

1

6

5

4

3

2

1

uf

uf

uf

uf

uf

uf

z

z

z

z

z

z

z     (6.44b) 

Таким образом, идентификация вектора а сводится к задаче 

идентифицирования параметров а уравнения линейной регрессии (6.43). В 

результате получаются последовательные оценки параметров нелинейных 

систем, соответствующие минимальной среднеквадратической ошибке.  

В последовательной нелинейной регрессии не используются процедуры 

обращения матриц, но они встречаются при идентификации с помощью 

нелинейной регрессии. При этом приходится преодолевать сложности, 

связанные с плохой обусловленностью матриц нелинейных систем. В этой 

случае матрицы, которые необходимо обращать, имеют более высокую 

размерность, чем для эквивалентных линейных систем. Например, для 

процессов с двумя входными воздействиями (6.42), аппроксимированных 

полиномами третьего порядка, приходится рассматривать шестимерный 

входной вектор. В этом случае при использовании непоследовательной 

регрессии потребовалось бы обращение матрицы размерностью 66 в отличие 

от матрицы размерностью 22 в линейном случае, что иллюстрирует 

эффективность последовательной регрессии даже для нелинейных систем 

небольшой размерности. 
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Лекция №12 

 

ИСПОЛЬЗОВАНИЕ МЕТОДА СТОХАСТИЧЕСКОЙ АППРОКСИМАЦИИ 

ДЛЯ ИДЕНТИФИКАЦИИ 

 

Метод стохастической аппроксимации, используемый для 

идентификации линейных и нелинейных стационарных процессов, по существу 

представляет собой метод последовательного градиентного поиска.  

Рассмотрим дискретную стационарную систему 

)...,,,( 1 puuФx kkk  ,    (7.1) 

которая является нелинейным обобщением уравнения  

    )(...)(1... 01

1

11

1

1 tuBBBtxBBB pm

pm

pm

pm

n

n

n

n   









 , 

и уравнение 

kkk vxy  ,     (7.2) 

где x, u, y, v – переменные состояния, входа, выхода и шума в измерениях 

соответственно; р – вектор параметров, который необходимо 

идентифицировать; Ф – заданная линейная или нелинейная функция х, u и 

неизвестного вектора р, где 

 Trkkk uuu  ...,, .    (7.3) 

Подставляя соотношение (7.3) в (7.1), преобразуем уравнение (7.1) к виду 

),( puÔx kk  .    (7.4) 

Оценка np̂  вектора р (на n-м последовательном шаге) получается из 

алгоритма стохастической аппроксимации следующим образом: 

...,,3,2,1,ˆˆ
1  npp nnnn     (7.5) 

где n  – функция, которую можно оценить по измерениям у [ее 

математическое ожидание равно нулю при точных р, u из уравнений (7.1) и 

(7.3)], а n  – последовательность скалярных корректирующих коэффициентов. 

Для обеспечения сходимости последовательность n  должна 

удовлетворять следующим условиям, основанным на теореме Дворецкого [1,6]: 

0lim 


n
n

 ,     (7.6) 






n

k

k
n

1

lim  ,    (7.7) 






n

k
nk

n
1

2lim  .    (7.8) 

Очевидно, любая функция вида kk 1   удовлетворяет уравнениям (7.6) 

– (7.8) так же, как и многие другие функции k. 

Вектор-функция k , учитываемая уравнением (7.5), была введена 

Кифером и Вольфовицем [3] для описания функции градиента. Поэтому 

функцию k  можно выразить следующим образом. 

Обозначим через )ˆ( pJ k  скалярный показатель качества идентификации, 

определяемый в виде 
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 2)ˆ,(
2

1
)ˆ( kkkk puÔypJ 



,    (7.9) 

и 
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
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





























km

k

k

k

k

k

k

k

k

p

J

p

J

p

J

p

pJ

,

,2

,1

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

)ˆ(



 ,    (7.10) 

где kmkk ppp ,,2,1
ˆ...,,ˆ,ˆ  – элементы kp̂ . В соответствии с приложением 2 имеем 

    )ˆ,()ˆ,(
ˆ

)ˆ,(
)ˆ,(

ˆ

)ˆ(
kkkkkk

k

kk

kkk

k

k

k pugypuÔ
p

puÔ
ypuÔ

p

pJ










 . 

 (7.11) 

где 

)ˆ,(
ˆ

)ˆ,(
kkk

k

kk pug
p

puÔ





.     (7.12) 

Заметим, что функцию k  можно оценить по измерениям kk uy ,  и по 

предыдущим оценкам p̂ . 

Процедура идентификации, описываемая уравнением (7.5), таким 

образом, зависит от начальных оценок 1p̂  (здесь p1 обозначает начальное 

множество p1 ... рq) и от начального значения коэффициента 1 . Процесс 

оценивания k  можно проиллюстрировать, рассматривая пример линейной 

системы, описываемой уравнением 

),( puÔupx kk

T

k  .    (7.13) 

Поэтому на основании приложения 2 получим 

k

kk

kkk
p

puÔ
pug

ˆ

)ˆ,(
)ˆ,(




     (7.14) 

и 

  kkk

T

kkkkkkkk uyuppugypuÔ )ˆ()ˆ,()ˆ,(  .   (7-15)  
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Лекция № 13 

 

ИДЕНТИФИКАЦИЯ МЕТОДОМ ОБУЧЕНИЯ 

 

Аналогично методам стохастической аппроксимации метод 

последовательного обучения не дает оценки параметров по методу наименьших 

квадратов на различных последовательных шагах, вследствие чего сходимость 

этого метода несколько ниже, чем метода последовательной регрессии. Тем не 

менее оценки постепенно сходятся (в среднем) к истинным значениям 

параметров. Метод последовательного обучения отличается от метода 

стохастической аппроксимации характеристиками сходимости. Этот метод 

удобно применять для процессов с медленно меняющимися параметрами. 

Основное преимущество метода последовательного обучения по сравнению с 

другими последовательными методами состоит в простоте алгоритма 

последовательной идентификации. 

В методе последовательного обучения [9, 10] рассматривается система со 

случайным входом u(t), выходом x(t) и импульсной реакцией g(t). Эти функции 

удовлетворяют интегралу свертки [уравнение (4.2)], который для нулевых 

начальных условий записывается в виде 

 

t

dtugtx
0

)()()(  ,    (7.19) 

где и – измеряемая функция. Дискретная форма выражения 





N

i

ijij ugx
1

      (7.20) 

аналогична уравнению для скользящих средних бесконечного порядка (при 

стохастической функции u). Определение gi, которое является целью 

идентификации, выполняется путем итерационных вычислений множества 

величин 

...,,2,1,ˆ...,,ˆ,ˆ )()(

2

)(

1  nNjhhh j

j

jj   (7.21) 

которые должны соответственно приближаться g1, g2, …, gN в уравнении 

(7.20), где j обозначает номер итерации. Тогда оценка выхода jx̂  при 

использовании )(ˆ j

ih  (на j-й итерации), таким образом, становится равной по 

аналогии с уравнением (7.20) 





N

i

j

j

ij uhx
1

1

)(ˆˆ .    (7.22) 

Обозначая 

 TNggg ...1



 ,    (7-23) 

 Tj

N

j

j hhh )()(

1
ˆ...ˆˆ



 ,    (7.24) 

и 

 TNjjj uuu 



 ...1 ,    (7.25) 

преобразуем уравнения (7.20) и (7.22) соответственно к виду 
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j

T

j ugx       (7.26) 

и 

j

T

jj uhx )(ˆˆ  .     (7.27) 

Рассмотрим теперь вектор jĥ : 

jjj hhh ˆˆˆ
1  



,    (7.28) 

который будем использовать для коррекции вектора следующей 

идентификации 1
ˆ

jh  относительно jĥ  с учетом ошибки jj xx ˆ  в оценке xj. 

Полагая [9, 13] 

j

T

j

j

jjj
uu

u
xxh )ˆ(ˆ  .    (7.29) 

где j=1, 2, 3,..., получим выражение 

)ˆ(
)ˆ(

ˆ
jj

j

T

j

j

T

jjj

j

T

j xx
uu

uuxx
hu 


 ,   (7.30) 

которое должно удовлетворять уравнениям (7.27) и (7.28), если оценка 

1
ˆ

jh  равна g. Чтобы начать процедуру оценивания по уравнению (7.29) при j=1, 

можно подставить в это уравнение x0 вместо xj. 
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Лекция №14 

 

ИДЕНТИФИКАЦИЯ ДИСКРЕТНЫХ СИСТЕМ МЕТОДОМ 

КВАЗИЛИНЕАРИЗАЦИИ 

 

Рассмотрим дискретную систему, описываемую уравнением 

x(k+l) = g[x(k), u(k), p],    kT=t,   (8.21) 

где k=0, 1, 2,..., v, a x, u, p – n-мерный вектор состояния, r-мерный вектор 

входа и r-мерный вектор параметров соответственно, как и в уравнении  

 

),,( puxfx  .     (8.1) 

Предполагается, что система уравнений (8.21) удовлетворяет (n+r) 

граничным условиям, которые представляют собой (n+r) скалярных 

измеряемых функций xj(i), где xj(i) обозначает j-e компоненты х на i-м 

интервале. Аналогично случаю непрерывной системы из разд. 8.1 определим 

(n+r) -мерный вектор z в виде 












p

x
z ,    (8.22) 

где 

p(k+l) = p(k).   (8.23) 

Тогда из уравнения (8.21) следует 

z (k + 1) =[z(k), u(k), k],  (8.24) 

и для стационарных систем имеем 
 












][

,),(),(

kp

kpkukxg
    (8.25) 

По аналогии с непрерывным случаем применим разложение в ряд 

Тейлора уравнения (8.24), чтобы получить следующее соотношение между 

(+1)-й оценкой 1
ˆ

z  вектора z и соответствующей -й оценкой: 
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




 


















  .   (8.26) 

Уравнение (8.25) можно переписать в виде линейного уравнения для z+1 

с переменными коэффициентами: 

)(ˆ)(ˆ)(ˆ)1(ˆ
11 kwkzkBkz    ,   (8.27) 

где 


























z
kB

ˆ
)(ˆ ,     (8.28a) 

  )(ˆ
ˆ

),(),(ˆˆ)(ˆ kz
z

kkukzkw 

























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

.   (8.28б) 

Решение уравнения (8.26), таким образом, становится полностью 

аналогичным решению в разд. 8.1: 

)(ˆ)(ˆ),(ˆ)(ˆ
1111 kqhzhkkz μ     ,   (8.29) 
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где 

      hkhkkAhk   ,,ˆˆ,ˆ
11   ,   (8.30) 

  Ihh


,̂ ,    (8.31) 

a  kq̂  – частное решение уравнения (8.26) в форме 

      )(ˆˆˆ1ˆ
11 kwkqkBkq       (8.32) 

с начальным условием 

  00ˆ
1 q .     (8.33) 

Здесь n+r компонентов начального вектора )0(ˆ
1z  должны удовлетворять 

n+r граничным условиям xj(i). Для того чтобы обеспечить единственность 

решения, в случае зашумленных измерений необходимо ввести v>n+r 

граничных условий. Эти условия образуют линейное регрессионное 

соотношение для получения n+r компонентов вектора )0(1z , как и в 

непрерывном случае, рассмотренном в разд. 8.1. 

Для выполнения процедуры идентификации необходимо иметь 

начальные оценки 0p̂  вектора р и  0x̂  вектора  0x . Эти оценки должны быть 

как можно ближе к реальным значениям, так как сходимость гарантируется не 

всегда и зависит от начальных оценок. Аналогично непрерывному случаю 

начальная оценка становится менее значащей, когда число измерений 

достаточно велико. 
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Лекция №15 

 

ИДЕНТИФИКАЦИЯ МЕТОДОМ ИНВАРИАНТНОГО ПОГРУЖЕНИЯ 

 

Методы инвариантного погружения можно использовать для 

идентификации параметров, а также для одновременного последовательного 

оценивания параметров и состояния линейных и нелинейных наблюдаемых 

систем. Подобно методам, изложенным в предыдущих главах, для метода 

инвариантного погружения в задачах идентификации нелинейных систем 

необходима априорная информация о форме нелинейной функции, параметры 

которой необходимо идентифицировать. Сходимость процедуры 

идентификации методом инвариантного погружения к фактическим значениям 

параметров можно обеспечить в довольно широком диапазоне начальных 

оценок, однако при этом требуются априорные данные о диапазоне, внутри 

которого находятся значения параметров. Такие данные могут быть неточными 

в отличие от случая, когда используются краевые методы квазилинеаризации, 

но это сильно уменьшает скорость сходимости процедуры идентификации. 

Кроме того, неадекватный выбор начальной матрицы Q при решении задачи 

идентификации может привести к расходимости или слабой сходимости 

процедуры идентификации.  

Идентификация методом инвариантного погружения основана на 

интегрировании по времени системы нелинейных дифференциальных 

уравнений, решение которой должно сходиться к оценкам параметров и 

переменных состояния. Поскольку измерения входят в правые части указанных 

уравнений, то чем продолжительнее процесс измерений, тем точнее решение 

сходится к истинным значениям параметров. 

Поскольку метод инвариантного погружения может обеспечить 

последовательное одновременное оптимальное оценивание параметров и всех 

переменных состояния линейных и нелинейных систем, он оказывается одним 

из наиболее мощных математических методов идентификации. Одновременное 

оценивание состояния и параметров может выполняться с помощью и других 

методов, рассмотренных далее в гл. 12, а в некоторых случаях – методом 

квазилинеаризации из гл. 8. Однако большая часть методов гл. 12 применима в 

основном к линейным системам и требует линеаризации нелинейных систем, а 

при использовании метода квазилинеаризации для обеспечения сходимости 

необходимо иметь хорошие начальные оценки. Метод инвариантного 

погружения свободен от этих ограничений. Несмотря на свой общий характер, 

применимость метода инвариантного погружения для идентификации в 

реальном масштабе времени ограничивается вычислительными сложностями. 

Поэтому данный метод применим в основном в тех случаях, когда требуется 

совместная оценка состояния и параметров нелинейных систем и имеется 

достаточная априорная информация. Отметим, что, когда размерность вектора 

состояния неизвестна, итерационное определение размерности обычно 

нерационально из-за увеличения числа определяемых параметров и 

соответствующего усложнения вычислений. 
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Постановка задачи идентификации методом инвариантного 

погружения 

Рассмотрим систему, описываемую уравнениями 

)]()(,),([ tntuptxfx      (9.1) 

и 

)]()(,),([)( tvtuptxtz      (9.2) 

где f – нелинейная функция, х, u, n, z и v – векторы состояния, измеряемого 

входа, неизмеряемого шума в системе, измерений и шума в измерениях 

соответственно, р – вектор постоянных параметров, причем 

0p .      (9.3) 

Задача идентификации формируется как задача минимизации затрат J, 

где 

    dtnnuxzuxzJ

ft

t

TT

 


0

ˆˆ),ˆ(),ˆ(      (9.4) 

и 

Здесь nx ˆ,ˆ  – оценки соответственно х и n из уравнения (9.1), ,  – 

положительные диагональные весовые матрицы (отметим, что в моделях 

предсказания обычно u = 0). Определим теперь вектор у: 












p

x
y .     (9.5) 

Из уравнений (9.1), (9.3) следует 

Vy  ,     (9.6) 

где 












0

f
 ,     (9.7) 











0

n
V ,     (9.7) 

a  из уравнения (9.7) – нелинейная функция у, даже если функция f 

линейна, так что 

upxx  , 

где 

],[,, 2121 yyyypyx T 


, 

и в соответствии с уравнением (9.6) 

V
y

uyyy











02

211


, 

так что 











0

21 yy
 . 

Для минимизации J по оценкам ŷ  вектора y рассмотрим гамильтониан Н, 

где 
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     TTT
nnzuyzH ˆˆˆ),ˆ( 



.   (9.9) 

Из условий минимизации J по ŷ  получаем следующую систему 

уравнений [5]: 






y

H

ˆ
,      (9.10) 

y
H

̂





,      (9.11) 

0




u

H
.      (9.12) 

Кроме того, когда )(ˆ),(ˆ 0 jtyty  не заданы (здесь t0, tf обозначают начальный 

и конечный моменты времени), условие трансверсальности при минимизации Н 

дает [5] 
ftt

tt






0

0      (9.13) 

Таким образом, с уравнениями (9.10) и (9.11) можно связать следующие 

граничные условия: 

(t0) = 0,     (9.14) 

(tj) = 0.     (9.15) 

Следовательно, оценивание xp ˆ,ˆ  представляет собой задачу решения 

уравнений (9.10) и (9.11) с использованием соответствующих начальных 

условий. В этом случае оказывается необходимым применение метода 

инвариантного погружения. 

 

Идентификация дискретных систем методом инвариантного 

погружения 

 

Задачу идентификации и оценивания состояния системы на интервале от 

t0 до tj, определяемой уравнениями (9.10) и (9.11), можно рассматривать как 

обобщенную двухточечную краевую задачу, описываемую уравнениями 

),,,( tuygy  ,    (9.16) 

),,,( tuyh   ,    (9.17) 

В которых g, h – функции y, , u, t, а граничные условия можно выразить 

следующим образом: 

at )( 0 ,    (9.18) 

bt j )( .    (9.19) 

Можно считать, что конечные условия (tj) описываются более общей 

функций tj, где  – текущая переменная. Тогда из равенства  

)()( jj tCt      (9.20) 

Следует конечное условие, налагаемое на у: 

),()( jj tCFty  .    (9.20) 

Идентификация дискретных систем методом инвариантного погружения 

аналогична идентификации непрерывных систем. В дискретном случае 
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эквивалентная двухточечная краевая задача для уравнений (9.16), (9.17) 

принимает вид 

),,,()1( kuygky       (9.35) 

),,,()1( kuyhk       (9.36) 

где kT=t, k=0,...,N, a T – интервал квантования. Граничные условия снова 

определяются в виде 

(0) = а,    (9.37) 

(N)=b.    (9.38) 

Более общее конечное условие для текущей переменной N определяется 

так же, как в уравнении (9.20): 

(N) = C(N).   (9.39) 

Следовательно, 

y(N) = F(C,N).   (9.40) 

Преобразования производятся подобно непрерывному случаю если 

обозначить t=kT и tf=NT. В итоге получаются аналогичные результаты 

оценивания. 
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Лекция №16 

 

ИДЕНТИФИКАЦИЯ И УПРАВЛЕНИЕ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ 

ПРОГНОЗА 

 

Метод идентификации с использованием прогноза является по существу 

методом определения в реальном масштабе времени импульсной переходной 

функции. В этом методе используются дискретные данные о входе и выходе [1, 

2]. Рассматриваемый метод позволяет на каждом интервале управления 

непосредственно определять вектор управления для следующего шага по 

результатам идентификации на предыдущем шаге, причем компоненты вектора 

управления представляют собой импульсы с шириной, равной одному 

интервалу дискретизации. Управление формируется непосредственно по 

импульсной переходной функции без какого-либо преобразования ее в форму 

передаточной функции или дифференциального уравнения, что обеспечивает 

относительно высокое быстродействие. Данный метод в некотором смысле 

имеет сходство с процессом идентификации, выполняемым человеком. 

Например, при управлении автомобилем даже неопытному водителю не нужно 

знать модель характеристик рулевого управления, представляемую в форме 

дифференциальных уравнений. Однако водитель будет прогнозировать 

траекторию автомобиля и принимать решение об управлении на следующем 

шаге с учетом отклонения траектории автомобиля от расчетной. Рассмотренная 

аналогия показывает, что идентификация с прогнозом имеет некоторые 

особенности, которые свойственны методу обучения. Метод идентификации с 

прогнозом применим для линейных и нелинейных систем, которые полагаются 

стационарными на нескольких интервалах управления. 

Процедура идентификации выполняется непрерывно на каждом 

интервале управления, и результат идентификации обновляется при изменении 

параметров, которое происходит достаточно медленно на каждом интервале 

управления. 

В рассматриваемой ниже процедуре градиентного прогноза используются 

принципы идентификации с прогнозом и анализируется изменение показателя 

качества от входных управляющих воздействий, а не реакции выхода системы 

на эти воздействия, как в методе идентификации с прогнозом. 

 

Процессы с одним входом 

Рассмотрим линейную систему (рис. 10.1), где u – вход системы, а у – n-

мерный вектор выхода, имеющий компоненты от y1 до уn. Вход u(t) представлен 

в форме дискретных ступенчатых воздействий u(kT) при k=1, 2, ..., где Т – 

интервал управления. В некоторый момент времени t=kT можно предсказать 

выход в момент kT+ (t) на основе данных с момента t = kT– Т до t = kT, если 

предположить, что входное воздействие u с момента t = kT–Т остается 

неизменным. Последнее предположение необходимо, так как любое новое 

изменение и при t = kT делает несостоятельными данные об у на интервале от 

kT–Т до kT для целей прогноза с момента t = kT (рис. 10.2) В связи с этим 
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определим yipo(kT+) как оцениваемую величину уi, которая прогнозируется в 

момент t = kT в соответствии с данными измерений на последнем интервале 

управления (от kT–T до kT), когда предполагается 

u(kT) = 0,     (10.1а) 

где 

)()()( TkTukTukTu 


.   (10.16) 

Если затем подается ненулевое воздействие u(kT) в момент t = kT, то по 

соответствующему измеряемому выходу yi(t), kTt<kT+T, можно определить 

реакцию системы qi() в i-м выходе на ступенчатое воздействие u(kT) 

следующим образом [1]: 

TkTkT
kTu

kTykTy
q

poii

i 



 


 ,

)(

)()(
)( ,   (10.2) 

или в векторной форме 

 )()(
)(

1
)(  





kTykTy
kTu

q po ,  (10.3) 

где q – вектор идентификации, имеющий компоненты q1, ..., qn. В этой 

постановке задачи предполагается, что система является линейной или 

линеаризованной [приращения u и yi малы на (k + l)-м интервале с момента kT 

до kT+T]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 10.1. Система с одним входом. 
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Рис. 10.2. Описание ур0 

 

Из уравнения (10.3) следует, что реакция в i-м выходе системы на 

единичный импульс шириной Т есть qi(),  0<  < t, причем эта реакция 

определяется на каждом интервале управления. Реакция qi() представляет 

собой переходную функцию при 0<<T так как на интервалах до момента 

t=kT+T импульс u(kT) может рассматриваться как ступенчатое воздействие. 

Таким образом, уравнение (10.3) позволяет осуществить идентификацию 

только импульсной характеристики. Однако, поскольку на каждом интервале 

управления входное воздействие представлено в форме импульса u(kT), 

реакция на импульсное входное воздействие позволяет получить достаточный 

объем информации для целей управления. Поэтому информация о реакции на 

ступенчатое воздействие может быть непосредственно использована для 

вычисления поправки к управляющему воздействию u(kT+) на следующем 

интервале, которая также является импульсом. Кроме того, не требуется 

преобразование информации об этой реакции в другую форму, например в 

форму передаточной функции или дифференциального уравнения. 

Предположение, что реакция q() вычисляется только при <Т, вполне 

допустимо, так как по истечении каждого интервала длительностью Т 

вычисляется новый импульс управления u(kT). Влияние предыдущих 

импульсов учитывается в прогнозе уpо . Таким образом, из уравнения (10.3) 
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определяется только реакция на воздействие u(kT). В результате вычисляется 

изменение управляющего воздействия u(kT) на каждом интервале для того, 

чтобы максимально приблизить величину y(kT+), прогнозируемую при 

u(kT)=0, к заданной величине yd(kT+) так, чтобы показатель Jk достигал 

минимума, где 

   TkTtduHeeJ

T

kTkTp

T

pk    


,,
0

2

1 .   (10.4) 

Здесь Н – положительно определенная симметрическая весовая матрица,  – 

вес затрат на управление и 

        qkTukTykTy p 


0
ˆ ,  (10.5а) 

      


kTykTykTe dp
ˆ ,   (10.5б) 

      


kTykTykTe dpp 00 ,    (10.5в) 

dyye 


.     (10.5г) 

Требование о том, чтобы матрица Н была положительно определенной и 

симметрической, введено из соображений устойчивости [3], которые основаны 

на теореме Ляпунова [4] и не рассматриваются в данной книге. Минимизация 

Jk+i достигается путем подстановки ер из уравнения (10.5) в (10.4) и 

последовательного дифференцирования Jk+1 по u в уравнении (10.4). Отметим, 

что ошибка ep0(kT+) не зависит от u(kT), так как по определению она 

получается в результате экстраполяции у (или е) при u(kT)=0. Следовательно, 

управление u(kT) должно удовлетворять условию 

 
01 



 

kTu

J k ,     (10.6) 

из которого при подстановке ер из уравнения (10.5) и выражений для Jk и 

[u(kT–T)+ u(kT)] можно получить 

 

      

    








T

T

T

T

p

dHqq

dHqkTeTkTu

kTu

0

0

0





   (10.7) 

где еp0 (или ур0) получается путем прогноза при u(kT)=0, а вектор q 

идентифицируется в соответствии с уравнением (10.2) на (k–1)-м интервале. 

Очевидно, что если ур0 прогнозируется точно и вектор q(), который 

вычисляется на интервале от kT–Т до kT, также используется на следующем 

интервале, то фактический выход y(kT+) очень близок к  kTŷ . Таким 

образом, для адекватного управления требуется, чтобы прогноз уp0 был 

адекватен, а вектор q() изменялся очень незначительно от одного интервала 

управления к следующему, т. е. чтобы реакция системы на ступенчатое 

воздействие, а следовательно, и характеристики идентифицируемой системы 

изменялись медленно на интервале управления Т. 
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Процедуры прогноза, которые используются для оценки yp0(кТ+), могут 

быть основаны на аппроксимации у(t) ортогональными полиномами 

наилучшего порядка по методу наименьших квадратов на интервале от kT–Т до 

kT, причем эта аппроксимация будет экстраполироваться путем разложения в 

ряд Тейлора на следующем интервале. Чтобы избежать численного 

дифференцирования в процедуре прогноза, при разложении в ряд Тейлора 

должны использоваться аналитические выражения для производных 

аппроксимирующего полинома в момент t=kT [1]. С учетом свойств ошибок 

для такой аппроксимации предпочтительнее использовать полиномы 

Чебышева, как упоминалось в разд. 5.6 данной книги, где также обсуждался 

вопрос о выборе наилучшего полинома [5]. Для прогноза, как показано ниже в 

гл. 12, можно использовать также более сложные процедуры, однако такое 

усложнение обычно сопровождается увеличением продолжительности 

процедуры. Отметим, что прогноз необходим на интервале Т (т.е. до момента 

t+T, где t – текущее время), равном периоду, на котором можно получить 

данные измерений для прогноза, так как новые входные воздействия подаются 

в моменты времени t=T, 2T, ..., тем самым нарушая стационарность выхода 

через каждые Т секунд. (Дальнейшее обсуждение задач прогноза проводится в 

гл. 12.) 

Рассмотренный метод прогноза применим к совместным процедурам 

идентификации и управления в реальном масштабе времени, так как вход u(kT), 

который вычисляется с целью минимизации Jk+1 в уравнении (10.4), также 

используется для идентификации вектора q на k-м интервале в соответствии с 

уравнением (10.3). Вектор q этого интервала последовательно используется на 

следующем интервале управления для формирования необходимого 

управления u(кТ+Т), которое минимизирует Jk+1 и т. д. 
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